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Introduction

A. Ce travail a pour objet I’étude des processus croissants pour 1'ordre convexe,
connus aussi sous le nom de "Peacocks" (voir [HPRY11]). Le mot "peacock" est
issu de l'abréviation P.C.O.C (qui en anglais se prononce "peacock") du terme
Processus Croissant pour Ordre convexe. Notons qu’en anglais "peacock" signifie
paon. De méme que les auteurs de ([HPRY11]), nous désignons sous le nom de
"peacock" tout processus & valeurs réelles qui croit pour l'ordre convexe. Plus
précisément :

Définition 0.1. On appelle peacock un processus (X;,t > 0) a valeurs réelles,
intégrable, 1.e.
Vi >0, E[|Xy|] < oo,

et tel que pour toute fonction convezre 1) : R — R :

t € Ry — E[¢(Xy)] €] — 00, 400] est une fonction croissante.

Remarquons que la définition 0.1 ne fait intervenir que les marginales uni-
dimensionnelles du processus X. Nous aurons donc recours alternativement a la
définition ci-apres :

Définition 0.2. Une famille de mesures de probabilité (us,t > 0) sur R est un
peacock si elle est intégrable, i.e.

[ lsl st < o
et si, pour toute fonction convexe ¢ : R — R,
teRy — /w(x) p(dx) €] — 0o, +00] est une fonction croissante.

La notion de peacock est lice a celle (apparemment différente) de 1-martingale.

Définition 0.3.

1) Deux processus (X, t > 0) et (Y, t > 0) (éventuellement définis sur des espaces
de probabilité différents) sont dits associés si

vi>0, X, @y,
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2) Un processus (X, t > 0) a valeurs réelles est une 1-martingale s’il existe une
martingale (M, t > 0) associée a X.

3) Une famille de mesures de probabilité (p,t > 0) sur R est une 1-martingale s’il
existe une martingale (M, t > 0) telle que, pour tout t > 0, py; est la loi de M, .

Notons que si (X;, ¢ > 0) est un peacock, E[X;] ne dépend pas de ¢.
En fait, un théoréeme célebre de Kellerer [Kel72| établit I’équivalence des notions
de peacock et de 1-martingale.

Théoréme 0.4. ( Kellerer [Kel72])
Un processus a valeurs réelles (X, t > 0) est un peacock si et seulement si c’est
une 1-martingale.

La preuve proposée par Kellerer n’étant pas constructive, il est naturel d’exhi-
ber des peacocks et de construire aussi explicitement que possible une (ou plu-
sieurs) martingales associées. Cette question a été largement développée dans
[HPRY11], ot les auteurs proposent une grande classe de peacocks tout en construi-
sant, pour beaucoup d’entre eux une (ou plusieurs) martingales associées. Notre
travail compléte les résultats obtenus dans [HPRY11].

L’un des exemples importants de peacock est dit a Carr-Ewald-Xiao [CEX08]. Ces
auteurs montrent en effet que, si (Bs, s > 0) est un mouvement brownien issu de
0, alors
[ .
(Nt = ;/ eP2ds t > O) est un peacock. (0.1)
0

D’autre part, Baker-Yor [BY09] ont construit une martingale associée a ce peacock
en utilisant le drap brownien.
Comme autres exemples de peacocks, nous avons (voir [HPRY11]) :

t 1 [t
(Xgl) = / Bs dS,t 2 O) et (X§2) = ;/ Bs dS,t Z 0) )
0 0

ol (Bs,s > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0.
On vérifie aisément que X et X sont des processus gaussiens centrés, a varia-
tion bornée, et sont respectivement associés aux martingales :

<M§1) = Bz, t > O) et <M§2) = By, t 2 O) '

B. La propriété de monotonie conditionnelle.

Nous utilisons la notion de monotonie conditionnelle pour construire plusieurs
classes de peacocks. On dit qu'un processus (X, A > 0) a valeurs réelles est
conditionnellement monotone si, pour tout n € N* tout ¢ € {1,---,n}, tout
0 < A\ <--- < A\, et toute fonction borélienne bornée ¢ : R™ — R croissante en
chacun de ses arguments :

2 Elp(Xy, Xog, -+, Xy, )| X, = 2] est une fonction croissante. (MC)

vi
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Notons que "M.C" est I'abréviation de "Monotonie Conditionnelle". Nous men-
tionnons aussi que la notion de monotonie conditionnelle est définie dans [HPRY11]
et qu’elle apparait sous une forme légérement différente dans [SS94] et [SSO7].
L’utilisation de la monotonie conditionnelle permet de généraliser (0.1) dans deux
directions :

1) Les peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive fi-

nie.
Notons qu’ aprés le changement de variable s = tA dans (0.1),

! X (loi) ! Vi 2N
N, ;:/ ePnTadN = / eV TR dA.
0 0

Ainsi :
A [T a0 Kk 0.2
= _ > est un peacock. .
t A E [e\/ZB)\} [0,1]( ) p ( )
Dans le Chapitre 1, nous généralisons (0.1) en donnant des conditions suffisantes

sur le processus X = (X, A > 0) pour que, pour toute mesure positive finie v sur
R+7

( ) oo etX/\
12 I .
(At .—/0 E[etX/\]l/(d)\)7t > O) soit un peacock. (0.3)
Nous montrons par exemple que si X est conditionnellement monotone, alors (0.3)
est satisfaite. L’intérét de ce résultat est qu’il existe de nombreux processus de Mar-
kov qui possédent la propriété de monotonie conditionnelle. En particulier, nous
prouvons que les processus "bien-réversibles" a temps fixe sont conditionnellement
monotones (cf. Théoréme 1.14).

2) Les peacocks obtenus par centrage et par normalisation.

Définissons :
t
_ S
\% ::/ ePs=2(s,
0

Vi
N pum—
" EVY

de sorte que

Une autre fagon de généraliser (0.1) consiste donc a chercher des processus (V;, ¢ >
0) tels que

N, Vi t>0) soit eacock (0.4)

= 1t> it un ) )

Définissons par ailleurs (Cy := V; — E[V}],t > 0). Ce processus étant d’espérance
constante (égale a 0), il est naturel (puisque 'espérance d’un peacock ne dépend
pas de t) de chercher des processus (V;,t > 0) tels que (Cy,t > 0) soit un peacock.
Voici les deux principaux résultats que nous obtenons :

Vil
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i) Si (Xt > 0) est un processus conditionnellement monotone et continu a
droite, ¢ : R, x R — R, une fonction continue telle que, pour tout s > 0,
x — q(s,x) est continue et E[q(s, X;)] > 0, et si 6 : Ry — R est convexe
et croissante, alors, sous certaines conditions d’intégrabilité,

t
(C’t =0 (/ q(s,Xs)ds) — h(t),t > 0) est un peacock, (0.5)
0

h(t) = E {e ( /0 t a(s, Xs)ds)} (cf. Théoréme 1.39).

ii) Soit (Xt ¢ > 0) un processus conditionnellement monotone, a valeurs dans
un intervalle I, et solution de ’'EDS

t t
Y, = a2 —I—/ o(s,Ys)dBs + / b(s,Ys)ds,
0 0

ouo,b: Ry xR — Rsont lipschitziennes en x, uniformément sur les compacts
en s. Soit A, l'opérateur espace-temps défini par :

01, P 0
AS = % + 50’ (8,1’)@ + b(S,I>@—x (06)

Soit ¢ : Ry x I — R, une fonction strictement positive de classe C? telle
que :

(a) pour tout s > 0, les fonctions g5 : © € I — q(s,z) et
(0.7)

sont croissantes.

t
(b) (Zt = q(t, Xy) — q(0,20) — / Agq(s, Xg)ds, t > O) est une martin-
0
gale.

Alors, pour toute mesure de Radon positive v sur R, (cf. Théoréme 1.43) :
t

/ q(s, Xs)v(ds)
0

E [ /0 tq(s,Xs)y(ds)] |

C. Peacocks forts et Peacocks trés forts.
Au Chapitre 2, nous définissons les notions de peacock fort et de peacock tres
fort. Soit (X, ¢t > 0) un processus intégrable a valeurs réelles.

N, = t >0 | est un peacock. (0.8)

viil
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i) On dit que (Xy, ¢ > 0) est un peacock fort si, pour tous 0 < s < t et toute
fonction croissante et bornée ¢ : R — R :

Elp(X,) (X — X,)] = 0.

ii) On dit que (X;,t > 0) est un peacock trés fort si, pour tout n € N*, tout
0<t <---<t, <ty et toute fonction ¢ : R — R bornée et croissante
en chacun de ses arguments :

E[¢(Xt1v e 7th)(th+1 - th)] > 0.

Notons que toute martingale est un peacock fort et un peacock trés fort.

Cette notion de peacock trés fort va nous étre utile pour exhiber de nouvelles
classes de peacocks généralisant (0.1). Observons que si (By,t > 0) est un mouve-
ment brownien standard issu de 0, alors (X; := eBt_%,t > 0) est une martingale,
donc, en particulier, un peacock trés fort. Nous montrons que si (Xy, ¢ > 0) est un
peacock trés fort, continu a droite, et tel que pour tout ¢ > 0 :

E

sup |XS|] < 00,

s€[0,t]

alors, pour toute fonction continue a droite et strictement croissante v : R, — R
telle que a(0) = 0 (cf. Théoréme 2.13),

<Qt = % /Ot Xsda(s),t > O) est un peacock. (0.9)

Nous en déduisons également un analogue de (0.8). Nous prouvons en effet que si
(X, t > 0) est un processus a valeurs dans R, continu a droite, et si ¢ : Ry x R —
R, est une fonction continue et strictement positive telle que :

q(t7 Xt) ) N
° " t>0] estun peacock trés fort,
(E[q(t, X))

et, pour tout ¢ > 0,

e E {sup q(s,Xs)] < oo et inf Elg(s, X5)] >0,

0<s<t 0<s<t

alors, pour toute mesure de Radon positive v sur R, (cf. Théoréme 2.15),
t

| ats. Xowtas
0

E { /0 s Xs>v<ds>] |

X

Ny = t >0 estun peacock.
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Nous terminons ce chapitre par un résultat de comparaison des lois multidimen-
sionnelles de peacocks ayant les mémes marginales unidimensionnelles.

Les Chapitres 1 et 2 sont extraits des deux articles "Some examples of peacocks
in a Markovian set-up" [BPR12a| et "Peacocks obtained by normalisation : strong
and very strong peacocks" [BPR12b], écrits en collaboration avec C. Profeta et B.
Roynette.

D. Notion de Positivité totale.

Nous introduisons au Chapitre 3 la notion de positivité totale qui intervient
dans plusieurs branches des Mathématiques dont 'algebre linéaire, la théorie des
équations aux dérivées partielles, les statistiques et la théorie des probabilités. En
théorie des probabilités par exemple, elle est liée a des notions comme la crois-
sance pour l'ordre stochastique (resp. convexe), l'ergodicité, et la continuité des
trajectoires pour les processus de Markov. Nous nous intéressons ici a la classe des
processus de Markov & noyaux de transition totalement positifs. Suivant la termi-
nologie utilisée par Karlin [Ka64|, on dira que la fonction de transition P;,(x,dy)
d’un processus de Markov (X, ¢ > 0) & valeurs dans un intervalle I de R est to-
talement positive d’ordre 2 (TPs) si, pour tous 0 < s < ¢, tous x; < y, et pour
tous boréliens Fy < Ey de I (i.e. y; < yo pour tous y; € Fy, ys € Fy),

Ps,t(xlaEl) Ps,t(xla E2)
Ps,t(xZ:El) Ps,t(xz, Ez)

Notons que si Ps4(z,dy) est absolument continue (par rapport a la mesure de
Lebesgue), i.e. Psi(x,dy) = ps+(x,y)dy, alors (TPy) équivaut a :

Ps,t(Ihyl) Ps,t($1,y2)
det > 0.

Ps,t(l?, yl) Ps,t($27 3/2)

Parmi les processus a noyaux de transition TP on trouve les processus & accrois-
sements indépendants et log-concaves, les processus de naissance et de mort, et les
diffusions homogeénes. Les processus de Markov dont la fonction de transition est
TP, satisfont une propriété de monotonie plus forte que 'hypothése de monotonie
conditionnelle (MC). En effet :

Théoréme 0.5. Soit (X;,t > 0) un processus de Markov ayant une fonction de
transition TPy et absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue). Soit
(fe : I — Ry, k € N*) une famille de fonctions continues et strictement positives
telles que : pour tout x € R, tout d € N* et tous 0 <my < ---<mng :

Ey

ka(Xnk)] < 0.

X
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Alors, pour tout n > 2, tout i € {1,--- ,n}, tout 0 < Ay < --- < A\, et toute
fonction borélienne bornée ¢ : I — R croissante (resp. décroissante) en chacun
de ses arqguments :

. o0, fT 06| =]
zel— K, i(n,z):= ~ =l
o {H Je(Xa) | X = Z]
k=1
est une fonction croissante (resp. décroissante). )
(MCG)

Notons que "M.C.G" est ’abréviation de "Monotonie Conditionnelle Généralisée".
Le Théoreme 0.5 est I'outil fondamental pour montrer que certains processus
sont des peacocks. Plus précisément :
Observons d’abord que si fr = 1 pour tout k, on obtient la condition (MC),
ce qui permet d’élargir de fagon non négligeable les classes de peacocks étudiées
au Chapitre 1. D’autre part, nous montrons (grace a (MCG)) que si ((Xy,t >
0); (P,,z € I)) est un processus de Markov & valeurs dans I, ayant une fonction
de transition TP; et absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue),
et si v est une mesure de Radon positive sur R telle que, pour tout z € I :

E, [exp (uqo,t]) sup X)] < oo,

0<s<t

Ex{@q)<yqatb inf x;)} >0,

0<s<t

alors, pour tout = € I (cf. Théoréme 3.60),

m{/XU%)
B o [ x vas)|

L’utilisation de la notion de positivité totale pour I’étude des peacocks est nou-
velle. Cependant, pour beaucoup de ces peacocks, construire une martingale asso-
ciée reste une question ouverte.

A@Z

>0 est un peacock. (0.10)

E. Quelques martingales associées a des peacocks précédem-
ment décrits.

Le chapitre 4 est réservé a la construction de martingales associées a des pea-
cocks obtenus aux chapitres précédents. Pour cela, nous utilisons la notion de
plongement de Skorokhod :

Soit (X, t > 0) un peacock, et soit (B, t > 0) un mouvement brownien issu de 0.
Supposons qu'il existe une famille (7},¢ > 0) de temps d’arrét telle que :
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loi
i) pour tout t > 0, Br, (o Xt, et (Buat,, u > 0) est uniformément intégrable,
ii) la fonction ¢t — T} est p.s. croissante.

Alors, le processus (Br,,t > 0) est une martingale associée a (X, t > 0).

Nous illustrons cette approche sur deux méthodes de plongements, celle d’Azéma-
Yor, et celle de Bertoin-Le Jan.

1) Nous nous intéressons d’abord au plongement d’Azéma-Yor étudié en détail
dans [HPRY11|. Nous proposons ici une nouvelle approche de 1'étude de ce plon-
gement reposant sur le résultat ci-dessous :

Théoréme 0.6. Soit (X;,t > 0) un peacock intégrable et centré. Soit C : R xR —
R, la fonction double queue de (Xt > 0), i.e. pour toust >0 et x € R,

C(t,z) = E [(X, — 2)*].

Alors, le plongement d’Azéma-Yor permet d’associer une martingale a (X, t > 0)
si et seulement si C' est totalement positive d’ordre 2.

Nous illustrons ce résultat lorsque les peacocks étudiés sont de la forme
((t, X),t > 0) (cf. Théoréme 4.12), ou plus particulierement (vtX,t > 0) (cf.
Propositions 4.24 et 4.25).

2) Nous terminons ce chapitre par le plongement de Bertoin-Le Jan qui permet
d’associer une martingale aux peacocks de la forme (v/tX,t > 0) (cf. Théoréme
4.31). L’application de la positivité totale a I’étude du plongement d’Azéma-Yor
est nouvelle.

F. Table des principaux peacocks obtenus.
Dans la table 1 :

e o : R, — R, est une fonction croissante, continue a droite, et telle que
a(0) =0,

k : R, — R est une fonction strictement croissante,

q : Ry xR — R est une fonction continue telle que, pour tout s > 0,
x> qs(x) := q(s, x) est croissante,

e Un processus est dit (MC) s'il satisfait I’hypothése de monotonie condition-
nelle,

e ;i est une mesure positive finie sur R,

e v est une mesure de Radon positive sur R.
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Hypotheéses Peacocks Références
(Xt t > 0) est (MC) A(“) : /OO wu(d¢),t >0 Théoréme 1.9
o Ele
< (Xe— k@)t Remarque 1.10
AP = / ¢ 0¢).t > 0
(4= | g o )t >

(Xi,t > 0) est (MC),
0 est positive, convexe
et croissante, et g est
positive.

Théoréme 1.39

(Xi,t > 0) est (MC)
et solution d'une EDS,
et g est strictement
positif.

Théoréme 1.43

(X¢,t >0) est un

peacock trés fort et
centré.

Théoréme 2.13

Théoréme 2.13

(X¢,t > 0) est un

t
Théoréeme 3.60
processus de Markov exp ( / q(s, Xs) V(d5)> coreme
a densités de Ny 0 ; ,t>0
transition totalement E [exp (/ q(s, X,) V(@))}
positives d’ordre 2. 0
exp (/ ac(tX0) u(dC)) Théoréme 3.64.
Ny := s >0
e o ([ acexo (o))
0
(X¢,t > 0) est une dif- ' Théoréme 3.69.
fusion homogéne, so- 0(X:) exp /0 q(X;)ds
lution d'une EDS, et Ny = 7 020
dont le générateur sa- E |:9(Xt) exp (/ Q(Xs)ds):|
0

tisfait une condition
de monotonie, ¢ est
positive, et 6 est stric-
tement positive.

TABLE 1 — Principaux peacocks exhibés.
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Chapitre 1

Peacocks sous I’hypothése de
monotonie conditionnelle

1.1 Préliminaires

Nous commengons par définir la notion de peacock.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. (peacock). On appelle peacock, tout processus (X, t > 0) inté-
grable, i.e. tel que :
Vi >0, E[|X,[] < oo,

et tel que pour toute fonction convezre 1 : R — R,
t € Ry — E[(Xy)] €] — 00, +00] est une fonction croissante. (1.1)

Le mot "peacock" provient de la prononciation anglaise de l’abréviation
P.C.0.C (du terme "Processus Croissant pour ’Ordre Convexe"). Notons qu’en
anglais, "peacock" signifie paon.

Remarque 1.2.
1) Pour prouver qu’un processus est un peacock, on peut se restreindre a montrer
(1.1) pour des fonctions ¥ appartenant a C, avec :

C :={¢: R = R; conveze de classe C* telle que V" est a support compact}.

En effet, toute fonction convexe s’écrit comme limite croissante des sups finis
de fonctions affines qui lui sont inférieures; par conséquent, elle s’écrit, aprés
réqularisation, comme une limite croissante de fonctions de C, et on obtient le
résultat en passant a la limite.

Remarquons que si 1y € C, alors Y’ est bornée et il existe des réels positifs ki et ko
tels que :

()| < k1 + ko|z|. (1.2)

1



1.1. Préliminaires

2) Soit (X;,t > 0) un processus intégrable tel que E[X;] ne dépende pas de t.
Alors, pour prouver que (Xy,t > 0) est un peacock, il suffit de montrer (1.1) pour
W appartenant a la classe de fonctions :

CY":= {0 € C; 6(0) = 0'(0) = 0} .
En effet, pour 1 € C, définissons
0(z) = ¥(x) —(0) — 2¢/(0),
alors § € CH et E[¢)(X,)] ne differe de E[0(X,)] que par une constante.

Définition 1.3. (1-martingale). Un processus (X¢,t > 0) est une I-martingale
sl existe une martingale (M, t > 0) (éventuellement définie sur un autre espace

de probabilité) ayant les mémes marginales unidimensionnelles que (X, t > 0),

. lot .
i.e. telle que pour tout t > 0 fixé, M, (v X;. Nous disons alors que les processus

(Xt,t >0) et (M, t >0) sont associés et nous écrivons :

(1.d)

X,

Le résultat qui suit établit I’équivalence des notions de peacock et de 1-martingale.

Théoréme 1.4. (Kellerer [Kel72]). Un processus (X, t > 0) est un peacock si et
seulement st c’est une I-martingale.

D’apres I'inégalité de Jensen, il est clair qu'une 1-martingale est un peacock.
La réciproque, nettement plus difficile & établir, a été obtenue grace aux travaux
successifs de Strassen [Str65], Doob [Doo68]| et Kellerer [Kel72|. Malheureusement,
les preuves présentées dans ces articles ne sont pas constructives, et il est en
général difficile d’exhiber une telle martingale. Nous présentons quelques exemples
de construction dans le Chapitre 4, a partir de plongements de Skorokhod.

1.1.2 Les classes de peacocks étudiées

Dans |[CEX08], Carr, Ewald et Xiao ont prouvé que le processus

1 [t s ! tA
(At = 2/0 exp (Bs — 5) ds — /O exp (BtA — 5) A\t > o) . (13)

ou (Bs,s > 0) un mouvement brownien standard, est un peacock. Peu apres,
Baker-Yor [BY09] ont exhibé une martingale associée a ce peacock, construite a
partir de la méthode du drap Brownien. Ceci est le point de départ de plusieurs
travaux dont 1’objet est de trouver de nouvelles familles de peacocks en s’inspirant
de I'exemple (1.3), et de construire des martingales associées (voir par exemple
[HPRY11]).

Nous étudions deux extensions du processus (1.3).
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Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

1)

Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie.
Soient, pour tout t > 0,
Z.y = (Zyxs;, A >0)

un processus mesurable a valeurs réelles tel que
VAEeR,, Vt e Ry, E [e?] < oo,

et p une mesure positive finie sur R;. On consideére le processus :

o 7y,
(W) . e
(At“ ._/0 7 p(dX),t > O) : (1.4)

Notons qu’en prenant Zy; = By, et pu(d\) = 1 jdA dans (1.4), on retrouve
(1.3).
Notre objectif est de donner des conditions sur (Z,;, A > 0, > 0) sous

lesquelles (A,(tu ), t > 0) est un peacock. Nous savons que c’est le cas pour les
exemples suivants :

a) Zy: = AtX, o X est une v.a. telle que E [etX} < oo pour tout t > 0
(voir [HPRY11], Chapitre 1),

b) Zx:=tLy,ou (Ly, A > 0) est un processus de Lévy tel que E [eLl} < o0
(voir [HRY10b)),

c) Zxt = Gag, out (Grg, A > 0,6 > 0) est un processus gaussien tel que
la fonction t — E[G), +G),¢] est croissante pour tout Aj, Ao > 0 (voir
[HRY10a)).

Nous nous intéresserons, en particulier, aux processus de la forme (2, :=
tX\,t > 0,A > 0). Nous montrerons d’abord que si (X, A > 0) est condition-
nellement monotone et satisfait a quelques conditions d’intégrabilité, alors
(Ag“ ),t > 0) est un peacock. Nous donnerons ensuite un autre jeu d’hypo-
théses sur (X, A > 0) qui implique que (AE“),t > 0) est un peacock.
Peacocks obtenus soit par centrage, soit par normalisation.

Soit (V;,t > 0) un processus intégrable et continu a droite. Nous considérons
les familles de processus

(Ot = ‘/t - E[‘/t]?t 2 O)) (15)

Vi
N,y o= =———.t>0 u E|V, 0 tout t > 0. 1.6
. (E[Vt]’ > )7 ou E[V;] > 0 pour tout ¢t > (1.6)

t
Remarquons qu’en prenant V; = / exp (BS — g) ds dans (1.6), resp. V; =
0

1 t
;/ exp <Bs — %) ds dans (1.5), on obtient (A, ¢ > 0), resp. (A;—1,t > 0).
0

3



1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Nous montrons que les propriétés de peacock respectifs de C' et N sont
liées sans pour autant étre équivalentes. C’est ce qui justifie 'intérét d’une
étude séparée des processus définis par (1.5) et par (1.6). Nous utilisons la
monotonie conditionnelle pour exhiber des processus (V;, ¢ > 0) pour lesquels
(Ci,t > 0), resp. (IVy,t > 0) est un peacock.

Nous utiliserons fréquemment le Lemme immédiat suivant :

Lemme 1.5. Soit ¢ : R — R une fonction croissante et bornée, et soit b: R — R
une fonction croissante. Pour tout y € R, on définit

b~ (y) := inf{z € R; b(2) > y} € R(= [~o0, +00)).
Alors,
Yo,y €R, o(x)(b(x) —y) > ¢ (071 (y)) (b(x) —y),

ou, p €tant croissante et bornée, se prolonge a R.

1.2 Peacocks obtenus par intégration contre une
mesure positive finie

1.2.1 Propriété de monotonie conditionnelle

Nous introduisons la notion de monotonie conditionnelle qui apparait sous une
forme légérement différente dans ([SS94|, Chapter 4.B, p.114-126).

Définition 1.6. (Monotonie conditionnelle). On dit qu’un processus (X, A > 0)
est conditionnellement monotone si, pour tout n € N*, tout i € {1,--- ,n}, tout
0 < A < -+ < A\, et toute fonction borélienne bornée ¢ : R™ — R croissante,
resp. décroissante, en chacun de ses arguments :

E[gb(XANX)Q? T 7X>\n)|X>\i] = ¢i(X>\i>’ (MC)
ot ¢; : R — R est une fonction bornée croissante (resp. décroissante).

Remarque 1.7.

1) S’il existe un intervalle I de R tel que, pour tout A > 0, X, € I, alors, dans
la Définition 1.6, la fonction ¢, resp. ¢;, sera supposée simplement définie
sur I™, resp. I.

2) Notons que (X, A\ > 0) est conditionnellement monotone si et seulement si
(= X\, A >0) lest.

3) Pour toute fonction continue et stictement monotone p : R — R, (X, A > 0)
est conditionnellement monotone si, et seulement si (p(Xy), A > 0) lest.



Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

Pour prouver qu’'un processus est conditionnellement monotone, on peut, quitte a
remplacer ¢ par —¢, se restreindre aux fonctions ¢ boréliennes, bornées et crois-
santes en chacun de leurs arguments.

Définition 1.8. On désigne parZ, l’ensemble des fonctions ¢ : R™ — R continues,
bornées et croissantes en chacun de leurs arguments.

Voici une premiére classe de peacocks.

Théoréme 1.9. Soit (X, A > 0) un processus continu a droite, conditionnelle-
ment monotone et satisfaisant les conditions d’intégrabilité suivantes : pour tout
compact K C Ry et tout t > 0,

Ok, := sup exp(tX)) = exp (t sup XA) est intégrable, (INT1)
AeK AeK
et
ki = /\ig}f(E[eXp(tXA)] > 0. (INT2)
Posons hy(t) = logE[exp(tXy)]. Alors, pour toute mesure positive finie pu sur Ry :
(A,E“) = / XD (dN) > O) est un peacock. (1.7)
0
Démonstration.

1) D’aprés (INT1), Elexp(tX))] < oo pour tous A > 0 et ¢ > 0. Le théoréme
de convergence dominée implique alors que h) est continue sur R, dérivable sur
10, +o0f, et puisque E [¢/¥2 =] =1 on obtient :

h’)\(t)ehk(t) =F [Xketxﬂ ,
le:
E [(X) — hy(1)e™ 0] = 0. (1.8)

De plus, il découle de (INT1) que, pour tout ¢ > 0, la fonction A € Ry +— hy(¢)
est continue a droite.
2) Considérons d’abord le cas

= Zaié}xia (19)
=1

ounéeN a >0,---,a,>0,0< A\ <--- <\, et ou §, désigne la mesure de
Dirac au point A.
Soit ¢ € C; pour tout £ > 0, on a :

;E v (4] = ; 0l [0 (AP) (X, = B, (1) exp(tX), — (1) -
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

I1 nous suffit alors de montrer, pour tout ¢ € {1,--- ,n}, que :

A=K ¢ (AP) (X, = B, (1) exp(tX, = ha,(1)] = 0.

Observons que la fonction

(21, xn) = (Z ajexp(tz; — hy, (t)))

j=1

appartient a Z,, i.e. est continue, bornée et croissante en chacun de ses arguments.
Ainsi, de la propriété de monotonie conditionnelle de (X, A > 0), on déduit :

A =E[E [0/ (Af) (X, = b, (0)e 01, ||
=K [(XM - hl)\l (t>>etXAiihAi(t)¢i(X/\i>] )
ol ¢; est une fonction croissante et bornée. En notant par ailleurs que (cf. Lemme
1.5) :
(X0, = Ry, ()(0:(Xx,) — @Ry, (1)) = 0,
on obtient :

A; > qﬁz(hl)\z(t))E [(X,\Z. — h’)\i(t))etxkfh%(t)} =0 d’apres (1.8).

3) Nous supposons maintenant que p est une mesure a support compact, contenu
dans un intervalle compact K C R, . Puisque la fonction A — exp(tX) —h)(t)) est
continue a droite et bornée supérieurement par la variable k;(}t@ K¢ qui est finie
p.s., il existe une suite de mesures (p,, n € N) de la forme (1.9), avec suppu,, C K,

[ pn(dX) = [ p(dX), pour tout n € N et lirf Al = AW 5 s pour tout ¢ > 0.
n—-—+00
En outre, d’apres (INT1) et (INT?2) :

O
) < 2 [ pgan),

et d’aprés le point 2) :
VO<s<t V¥neN, E[pAr)] <E [w(Ag““)] . (1.10)

Ainsi, la fonction 1) étant sous-linéaire, il ne nous reste plus qu’a appliquer le
théoréme de convergence dominée et & passer a la limite lorsque n — +oo dans
Pinégalité (1.10) pour obtenir que (A% ¢ > 0) est un peacock.

4) Dans le cas général, on pose pn(d\) = 1lgn(A)u(dX) et on observe que
(A(“”),n € N) est une suite croissante de processus. Soit § € C*'. D’aprés le
point 3),

VO<s<t,VneN, E[(Ar))] <E [9 (Ai“")ﬂ ;

et puisque # est une fonction croissante sur R, nous obtenons le résultat grace au
théoréme de convergence monotone. ]



Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

Remarque 1.10. Soit k: R, — R une fonction strictement croissante.

1) Pour toute v.a. réelle intégrable X dont la loi a pour support R,

_ (X —k(@)"
(Nt = EX — k() > O) est un peacock.

2) Soit (X, A > 0) est un processus conditionnellement monotone, continu a droite,
tel que, pour toutt > 0 et pour tout compact K C R,

E {sup |X,\|} <oo et inf E[(X, —k(t)"] > 0.
AeK AEK
On suppose que, pour tout X > 0, le support de la loi de X, est égal a R. Alors,
en utilisant le Point 1) et la preuve du Théoréeme 1.9, on montre que, pour toute
mesure positive finie p sur R,

(Ag“) = /OOO E([ég;—kliig;] w(d\),t > O) est un peacock. (1.11)

Nous obtenons (1.11) en remplagant dans (1.7) la fonction (t,z) — €™ par la
fonction (t,z) — (v — k(t))".
Signalons que Miller et Scarsini [MS01] ont obtenu un résultat semblable a (1.11)

sous des hypotheses différentes. En effet, étant donnés deux vecteurs aléatoires

(c)
X =(Xy, -, X,) etY = (Y1, -+, Y,) ayant un méme copule, et tels que X; <'Y;
pour tout i = 1,---,n, ces auteurs fournissent une condition de monotonie du

copule suffisante pour que
n (C) n
Z a; X; < Z a;Y;,
i=1 i=1

quelque sotent ay > 0, -+, a, > 0.

Démonstration du Point 1).
Pour tous ¢t > 0 et x € R, nous définissons :
1

p(t) = E[(X — k()] et fila) i= o = h(t))"

de sorte que N; = f,(X) pour tout ¢ > 0. Observons que f; est croissante pour
tout ¢ > 0. De plus, comme k est strictement croissante, p est décroissante et,

en conséquence, — est strictement croissante. Remarquons aussi que, pour tous
0<s<t,
t k(t k
fi(x) < fs(x) siet seulement si © < Ty = p(s)p(t) ( (t) — (8)> (1.12)
p(s) —p) \p(t)  p(s)



1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Soit ¢ € C, et soient 0 < s < t. Alors, en distinguant les cas fi(X) < fo(X) et
fi(X) > fs(X), nous obtenons :

E[(Ny)] = E[(Ny)] = E [ (N) (N — N)]
= B[/ (f:(X))(fi(X) = fo(X))]
> w/(fs(fs,t»E[ft(X) - fs(X)]

Donc (N, t > 0) est un peacock. O

0.

Il est clair que le Théoréme 1.9 et le Point 2) de la Remarque 1.10 n’ont d’in-
térét pratique que si 'on réussit a trouver suffisamment d’exemples de processus
possédant la propriété de monotonie conditionnelle (MC). Nous exhibons trois
grandes familles de processus conditionnellement monotones : la famille des pro-
cessus "bien réversibles" a temps fixe qui fait I'objet du prochain paragraphe et
la famille des processus de Markov a noyaux de transition totalement positif (cf.
Chapitre 3).

Avant de présenter la classe des diffusions "bien réversibles" a temps fixe, nous
donnons un exemple simple de processus conditionnellement monotone.

Exemple 1.11. Pour toute v.a. X et pour toute fonction a : R, — R continue et
positive, le processus (a(A)X, A > 0) est conditionnellement monotone. En outre,
si E[e®™X] < 00 pour tout A > 0, alors (a(\)X, A > 0) vérifie les conditions du
Théoréeme 1.9, et pour toute mesure positive finie p sur R, :

+o0 etoz(k)X
(/0 W“((b\),t > 0) est un peacock.

1.2.2 Les diffusions "bien réversibles" a temps fixe

Nous présentons une classe importante de processus conditionnellement mono-
tones : les diffusions "bien réversibles" a temps fixe.

Notations

Soient ¢ : Ry x R — R et b: Ry x R — R deux fonctions mesurables et
soit (By,u > 0) un mouvement brownien standard issu de 0. Considérons 'EDS
sulvante :

A A
X\ ==z +/ o(s, Xs) dBs +/ b(s, Xs)ds, A >0. (1.13)
0 0

Supposons :

(A1) Pour tout x € R, 'EDS (1.13) admet une unique solution trajectorielle
(X /(\m), A > 0), et I'application x — (X /(\m), A > 0) peut étre choisie mesurable.
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Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

Il résulte du théoréme de Yamada-Watanabe [YWT71] que (X /(\x), A > 0) est une
solution forte de I'équation (1.13) qui, par conséquent, posséde la propriété de

Markov forte. En outre, le noyau de transition Py(z,dy) = P(X ﬁx) € dy) est
mesurable.
Notons que, pour z < y, le processus (X /(\y),)\ > 0) est stochastiquement plus

grand que (X/(\x), A > 0) au sens o1, pour tout @ € R et A > 0,
P(X{>a)>P(x{">a). (1.14)

En effet, si on suppose que (X /(\y), A>0)et (X /(\x), A > 0) sont tous deux définis
sur le méme espace de probabilité et si on note 7" le temps de couplage défini par :

T =inf{\ > 0; X" = x"}
(=+oosi {A>0;X{" =X} =0),
alors, sur {T = +o0},
XW > X (puisque y > ),
tandis que sur {T" < +o00}, on a :
xW > x" " pour tout A € [0, 7]

et
X)(\y) = X)(fv), pour tout A € [T, +o0]

puisque, d’aprés I'hypothése (A1), (1.13) admet une unique solution qui est forte-
ment markovienne.

D’autre part, (1.14) équivaut a : pour toute fonction croissante (resp. décroissante)
bornée ¢ : R — R, et pour tout A > 0,

r— Elo(X))] = / Py\(z,dy)¢(y) est croissante (resp. décroissante).  (1.15)
R

Lemme 1.12. Soit ((X))x>0, (Fa)rz0, (Pz)zer) un processus de Markov satisfai-
sant la propriété (1.14). Alors, pour tout n > 1, tout 0 < A\ < -+ < \,, tout
i€ {l,---,n}, toute fonction ¢ : R" — R dans I, et tout z > 0,

E, [(ﬁ(XM? T 7X>\n)|'F>\i] - gi(XMJ T ’XAi)a (116>

ot QNSZ : R — R appartient o I;. En particulier,

r— By [o(Xy,, -, X)) est croissante. (1.17)



1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Démonstration.
Si i = n, alors (1.16) est satisfaite puisque ¢ € Z,,. Si ¢ = n — 1, (1.16) est aussi
satisfaite car :

EI[(b(X/\N e 7X/\n—17X>\n>|‘F/\n—1] = / ¢(XA17 e >X>\n—1>y)P/\n*>\n—1 (X/\n—n dy)
R

Done, pour i = n — 1, (1.16) résulte de (1.15). Il suffit alors de procéder par
itération descendante pour obtenir (1.16) pour tout i. O

Comme conséquence du Lemme (1.12), nous avons le

Lemme 1.13. Pour tout processus de Markov ((Xx)x>0, (Fa)az0, (Pz)zer) qui sa-
tisfait (1.14), la propriété de monotonie conditionnelle (MC) est équivalente a la
condition suivante : pour tout n € N*, tout 0 < A\ < --- < \, et toute fonction
¢ : R"™ — R appartenant a Z,,

E[Qb(XM) T 7X>\n)|X>\n] = ¢R(X>\n)7 (MO>
ou ¢, est une fonction croissante et bornée.

Démonstration.

Si la propriété (MC) est vérifice pour (X, A > 0), alors il en est de méme de la
propriété (]\//[\(/7 ), puisqu’elle correspond au cas particulier i = n.
Réciproquement, supposons (]\76’) Alors, d’aprés le Lemme 1.12, il suffit d’obser-
ver que pour tout ¢ € {1,--- ,n} :

E[¢(X)\17 e ’X)\n)‘X)\i] =E [E[¢(X)\17 T 7X)\n>’f/\¢] X)\’L]

=E a’i(X)qa"' 7X)\i> X)\i )

ol &; : RP — R appartient & Z;. O

Retournement a temps fixe

Soit x € R fixé. Nous supposons :

(A2) Pour tout A > 0, (A, ) est une fonction dérivable et X, admet une densité
p de classe C? sur |0, +oo[xR.

En posant
a(\,y) = c*(\,y), pour tout A >0 ety € R,

on définit successivement, pour tout \g > 0 fixé et pour tout y € R :

EAO(Av y) - a(AO - Aa y)7

=Xo 1 8
b (N y)=—bNo — A\, y) + ma—y(a()\o —ANy)p(ho— A y)), (0 (§ A <) o)
1.18

10



Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

Sous de "bonnes hypothéses" sur les fonctions a et b, Haussmann et Pardoux
[HP86| (voir aussi Meyer [Mey94|) ont prouvé que :

(A3) Le processus (YiO,O < A < )g) obtenu en retournant (X,,0 < A < \g) au
temps Ag :
(7§O7O S A < )\0) = (X/\O,)\,O S A < )\0)

est une diffusion et il existe un mouvement brownien (B,,0 < u < )g),

indépendant de X,,, tel que (7;0,0 < X < \g) soit une solution forte de
I'EDS :

dYy = 7 (\, Ya)dBx + 5" (A, Ya)dA (0 < X< \o)
(1.19)
YE) - X)\() (avec EAO()‘) y) = U()‘O - )\7 y))

: =\
Notons que les coefficients b et 7 dépendent de z.

(A4) Nous supposons de plus que 'EDS (1.19) posséde une unique solution forte
sur [0, A\g[ qui, de ce fait, est fortement markovienne.

Notons qu’a priori, la solution de (1.19) n’est définie que sur [0, \g[. Il est cependant

possible de prolonger cette solution sur [0, \g] en posant Yig =x.

Résultat principal

Nous ne donnons pas ici des conditions optimales sous lesquelles les asser-
tions (A1)-(A4) sont satisfaites. Nous renvoyons pour une telle étude a [HP86]
ou [MNS89]. Nous présentons néanmoins deux jeux d’hypothéses (H1) et (H2)
impliquant chacun les assertions (A1)-(A4).

(H1) Supposons que :

i) les fonctions (A, y) — a(X\,y) et (A, y) — b(A,y) sont de classe C'? sur
10, +00[XR, localement Lipschitziennes en y uniformément en A, et la
solution de (1.13) n’explose pas sur [0, o],

ii) il existe a > 0 tel que :
VyeR, 0< A< Ao, al),y) =0?(N\,y) > a,

et o
a
a—y2 S LOO(]O, )\0] X R+)

(H2) Supposons que :

i) les fonctions o et b sont de classe C'? sur ]0, +00[xR, localement Lip-
schitziennes en y uniformément en A, et la solution de (1.13) n’explose
pas sur [0, Ao,

11



1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

ii) les fonctions a et b sont de classe C* sur |0, +oo[xR en (A, y) et 'opé-
rateur différentiel

— 0
L=—+1L
ox
est hypo-elliptique (voir Tkeda-Watanabe ([IW89], p.411) pour la défi-
nition et les propriétés des opérateurs hypo-elliptiques), ot (Ly, A > 0)
est le générateur de la diffusion (1.13) :

1 d d
Ly = za(X, =) +b(A, ) —. 1.2

Alors, sous chacune des conditions (H1) ou (H2), les assertions (A;);—1234 pré-
cédentes sont satisfaites. Nous énoncgons maintenant le résultat principal de ce
paragraphe.

Théoréme 1.14. Sous l'une ou l’autre des hypothéses (H1) ou (H2), et pour tout
xr € R, le processus (X, A > 0) est conditionnellement monotone sous P,.

Démonstration.
11 suffit, d’aprés le Lemme 1.13, de montrer que (X, A > 0) posséde la propriété
(]\76’) sous IP,. Soient n € N* et ¢ : R® — R appartenant & Z,. Pour tout
D<A\ <o < A\,

Ex[¢(X)\17 te 7X)\n)‘X)\n = Z]

E, [¢(7:\\:_/\1, e ,73")\73" = z] (par retournement du temps a Uinstant \,,)

—\n

— _)\n
E. |:¢(X)\nf)\1’ T >X)\nf)\n_1az)] )

. . -
et il découle de (1.17) appliqué au processus retourné (X,",0 < XA < \,,) que cette
derniére expression est une fonction bornée croissante en la variable z. [

Remarque 1.15. On observe que le point A\ = 0 a été délibérément exclu dans
le Théoreme 1.1/, puisque les diffusions "bien-réversibles” peuvent étre retournées

uniquement a priori sur |0, A] : (7;\\0,0 <A< Ag) = (X, 0 <A< ).

Corollaire 1.16. Soit (X, A > 0) l'unique solution forte de (1.13), a valeurs dans
Ry, ot b et o satisfont (H1) ou (H2). Alors, pour toute mesure positive finie p sur
10, +o00[ et pour toute fonction ¢ : Ry — R, continue et strictement croissante, le
Processus :

( ) 0 eftcp(X)\)
(At“’“o = / E o=t 050 p(dA), t > O) est un peacock. (1.21)
0

[@—t4P(X>\)]

12



Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

Démonstration.

Pour £ > 0, soit u(®) la restriction de u a lintervalle [e, +oo, i.e. u®) = [, +o0[-
Le processus (—p(X)), A > ) étant continu et négatif, les conditions (INT1) et
(INT2) sont satisfaites, et on peut appliquer les Théorémes 1.9 et 1.14 pour obtenir
que, pour tout § € C* et tout 0 < s <t :

o[04 <2 o (4]

II ne reste plus qu’a procéder comme dans le Point 4) de la preuve du Théoréme
1.9 et le résultat s’ensuit en faisant tendre e vers 0. 0
Quelques exemples de diffusions "bien-réversibles" a temps fixe

Exemple 1.17. (Mouvement brownien avec dérive v).
On prend 0 = 1, b(s,y) = v et X, = x + By + vA. Alors,

1 (y — (z +vt))?
p(t,l‘,y) - \/2—71'texp (_ 21t ) )

et (7:\\0, 0 < X\ <)o) est la solution de :

r—Y,

o—Uu

A
YA:YSOJFEML/ du,
0

oit (By,0 < X\ < )\g) est indépendant de YSO = /(\?
Nous référons a Jeulin-Yor [JY79] pour des calculs similaires.
Exemple 1.18. (Processus d’Ornstein-Uhlenbeck de parameétres ¢ et v).

On prend 0 =1, b(s,y) =c(v —y) et X, =x+ By + cfo’\(y — X,) du. Alors,

(g — et =yl = e
27 sinh(ct) P 2 sinh(ct) ’

et (Y:\\O, 0 < X < \g) est la solution de :

c(Ao—2X) A _ pc(ho—u)

e — e +1 T —e Y.,
Vi= X 4 By—vlea+om |0 Y, — du,
P T ”% " “( 2 )}+CA ( sdem—u»> ¢

oil (By,0 < X\ < \g) est indépendant de 730 = /(\fj)
Exemple 1.19. (Processus de Bessel de dimension ¢ > 2).
d—1
5y avec d=2(v+1),d>2 Alors,
)

On prend o = 1 et b(s,y) =

1y1/+1 ZE‘2 + y2 Ty
t7x7 = 7 € - Il/ (_> )
pt,z,y) = T = exp 5 ;

13
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1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

ou I, désigne la fonction de Bessel modifiée d’index v, et (7;‘0, 0 <A< )) est la
solution de :

A /
—X = 1 Y, € I Y,
Yy =X,'+B - Ly d
A 0 + >\+/0 (QYU /\0—U+/\0—UIV (Ao-U)) U,

ii) pour z = 0,

1

2
£ 0.y = 20+1 vy
p(t,0,y) 2 T £ 1) eXp( 57 )

et (7:\\0, 0 < X\ < \o) est la solution de :

A
o — 2v+1 Y.,
Y\=X, +B —I—/ ( — )du.

Exemple 1.20. (Carrés de Bessel de dimension § > 0).
On prend o(s,y) = 2,/y et b= 0. Alors :
i) pour x > 0,

Ptz y) = (%)”/2 exp (—w +y) I (@) , (ond =2(v+1))

2t 2t

et (710, 0 < X\ < \o) est la solution de :

A A / / /
YA:730+2/ \/YudBu+2)\—2/ ( Yy oY < qu)> du;
0 0

)\O—u_/\o—uz /\O_U

ii) pour z =0 :

1\ 1 5/2—1 Y

et (Yio, 0 < X < )\g) est la solution de :

o A A2y,
Vi = X, +2/ \/YudBqu(S)\—/ “— du.
0 0

)\o—u

Notons qu’il est possible d’obtenir cet exemple en élevant au carré les résultats de
I'exemple 1.19 sur les processus de Bessel.

Remarque 1.21. Tous les exemples précédents sont liés a la notion de grossisse-
ment initial d’une filtration (par la valeur terminale). Nous renvoyons a Mansuy-
Yor [MaY06] pour plus de détails.

14



Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

1.2.3 Une autre classe de processus (X, A > 0) pour laquelle
(A(A“), A > 0) est un peacock.

Voici un autre jeu d’hypothéses, reposant essentiellement sur la transformée
de Laplace et sans rapport avec la monotonie conditionnelle, qui assurent que
(AE\”), A > 0) est un peacock.

Définition 1.22. (condition (L)). Soit (X, A > 0;P,,z € R) un processus de
Markov a valeurs dans R, continu a droite. On dit que ce processus satisfait la
condition (L) si les conditions i) et ii) ci-dessous sont vérifiées :

i) Pour tout A > 0 et tous 0 < x < y, la loi de X, sous P, est stochastiquement
plus grande que la loi de X, sous P, i.e. pour tout a >0 :

ii) La transformée de Laplace E, [e*tXA} est de la forme :
E, [ ] = C1(t, \) exp(—zCa(t, N)), (1.23)

ou C7 et Cy sont des fonctions positives telles que :

e Pourtoutt >0 et >0,

0
5,Ca(t2) > 0. (1.24)

o Pour tout t > 0 et tout compact K, il existe deux constantes ki (t) > 0 et
kk(t) < 4oo telles que :

ki(t) < inf Ci(t,A); - sup Calt,A) < k(1) (1.25)
€

AEK

Remarque 1.23. En prenant x = 0 dans (1.23), on s’apergoit que, pour tout A, la
fonction Cy(-, \) est strictement monotone, de classe C* sur |0, +oo[ et continue
en t = 0. Par conséquent, pour tout X > 0, la fonction Co(-, \) est également de
classe C* sur |0, +o00| et continue en t = 0. En outre, pour toust > 0 et A > 0,
nous avons :

E, [Xxe ] = (—%Ol(t, A) + zCy(t, A)%Og(t, /\)) exp(—zCsy(t, N)).

Nous ferons usage des notations suivantes : pourt >0, A >0 ety € R,

0
alt, \y) == ——C1(t, \) + yCi(t, \),
ot 4 (1.26)
B(t, \) = Ci(t, /\)EOg(t, A) > 0.
Avant de s’intéresser au résultat principal de cette partie, nous donnons deux
exemples de processus qui vérifient la condition (L).

15



1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

Exemple 1.24. Soit (X, A > 0;Q,, 2 € R, ) un carré de Bessel de dimension § >
0 (notée BESQ°, (voir [RY99], Chapitre IX)). Ce processus satisfait la condition
(L) puisque :

e Pour tout A > 0 et tous 0 < z <y, laloi de X sous Q, est stochastiquement
plus grande que celle de X, sous Q, ; en effet, étant I'unique solution forte
d'une EDS, un BESQ? posséde la propriété de Markov forte (voir sous-
section 1.2.2).

e Pour tout ¢ > 0, nous avons :

1 tx
—tX )\ - - o
Q. [] (Hm)gexp( 1+2M),

ce qui montre quun BESQ° satisfait la condition ii) de la Définition 1.22.

En particulier, si (X, A > 0) est un carré de Bessel de dimension 0, (A,E“ > 0)
est un peacock. Notons que 'Exemple 1.20 exclut les carrés de Bessel de dimension

0.

Exemple 1.25. (Une généralisation de l’exemple précédent pour § = 0).

Soit (X, A > 0;P,, x € R,) un processus de branchement a espace d’états continu
(que nous notons CSBP, suivant la terminologie anglo-saxonne (voir [LG99])).
Nous désignons par Py(z,dy) la loi de X sous P,, (avec x # 0), et par x* le
produit de convolution. Alors (P,) satisfait :

VA>0,x>0,2" >0, P\z,)* P\(z,-) = P\(z+2',"),
ce qui entraine (1.22) (voir [LG99], p.21-23). En conséquence, nous avons :
E, [e"] = exp(—zC(t, \)), (1.27)

ou C': Ry xRy — R, est une fonction telle que :

e pour tout A > 0, C(-, \) est continue sur R, dérivable sur |0, +ool, et

oC
Vit>0, —(t,\) >0,
T ot (t:A)
e pour tout £ > 0 et tout compact K, il existe une constante kg (t) < oo telle
que :
sup C(t, \) < kg (t). (1.28)
XeK

Done, (X, A > 0) satisfait (1.25).

Remarque 1.26. Cet exemple généralise le précédent dans le sens suivant. Soit
(Yy,t > 0) un processus de Lévy d’exposant caractéristique p(\) = cA®, (¢ > 0,
a€]l,2]):

E [e "] = exp(—ctA®).
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Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

On note (Hy,t > 0) le processus des hauteurs associé a (Y, t > 0). Ce pro-
cessus admet une famille de temps locauxr (L{(H),t > 0,a > 0) et, en notant
7.(H) := inf{s > 0; L°(H) > r} son inverse continu a droite, le processus

(Lﬁr(H), a > O) est un CSBP stable d’index v (voir [LG99]). Observons que, pour

a=2etc= %, (Y; := By, t > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0,
loi , . :

(H,t > 0) (o (|Bt],t > 0) a méme loi qu’un mouvement brownien réfléchi en 0,

et, d’apres le théoreme de Ray-Knight, (LﬁT(H),a > O) est un carré de Bessel de

dimension 0 issu de r.
On pourra consulter ([HPRY11/, Chapitre 4) pour une description d’autres pea-
cocks construits a partir de CSBP, ainsi que quelques martingales associées.

Nous allons a présent énoncer et prouver le résultat annoncé.

Théoréme 1.27. Soient (Xy,\ > 0;P,,x € R,) un processus de Markov qui
satisfait la condition (L) et p une mesure positive finie sur Ry. On définit, pour
x>0, A>0ett>0, hy(t) :=log (Ex [e_tX*D. Alors, pour tout x >0 :

(Ag“) = / e O (dN) > O) est un peacock sous P,.
0

En particulier, si (Xx, A > 0;P,,z € R,) est soit un BESQ® (avec § > 0) ou un
CSBP, alors, pour tout x > 0 :

(A,E“) = / e (Nt > O) est un peacock sous P,.
0

Démonstration.
Soit (X, A > 0;P,,x € Ry) un processus de Markov qui satisfait la condition (L).
Alors :

1) le processus (—Xy, A > 0) étant a valeurs négatives, (INT1) est clairement vé-
rifice. La condition (INT2) 'est également d’aprés (1.25). Ainsi, en s’inspirant de

la preuve du Théoréme 1.9, il suffit de prouver que (AE“ ),t > () est un peacock
lorsque v est une combinaison linéaire de mesures de Dirac a coefficients positifs.

2) Pourt >0,a; >0,---,a,>0et 0 <A\ <--+ <\, nous définissons :
n
A= Z aze” i)
i=1

Pour tout ¢ € C, on a :

0

oy Eal(A0)] = —Eo |9/(A) D7 ase™ M (B (1) + X0,)
=1

17



1.2. Peacocks obtenus par intégration contre une mesure positive finie

et, comme dans la preuve du Théoréme 1.9, nous montrons que, pour tout i €
{1,--+ ,n}, la quantité A; ci-dessous est négative, ou :

A, =E, [W(At)eitxk"ihk" (h/Al (t) + XM)}
- Ew[wl(At)eM (XAZ)]7

avec
ex (2) = e_tz_h*i’m(t)(h'/\i (t) + 2).

Notons que, puisque E, [e_txkrhm(t)} 1.
E.ler (X)) =0 (1.29)
et que la fonction
=0

est bornée et décroit en chacun de ses arguments. Il suffit donc de montrer que,
pour toute fonction borélienne bornée ¢ : R” — R, qui décroit en chacun de ses
arguments, et pour tout i € {1,--- ,n},

Eiv [¢(XA17 e ’X)\n)eki (XA)] S 0. (130)

3) Prouvons (1.30).

a) Nous pouvons supposer i = n. En effet, grace a (1.22) et au Lemme 1.12,
nous avons, pour ¢ < n :

Ea (X, 5 X )ea (Xo)] = Ee[Eo[o( X, -+ - X, Jen, (X)) [Falen (X))
- E;B gi(XAu o ’XAi>e>\i(X>\i> )

oll ¢; : R — R est une fonction borélienne bornée qui décroit en chacun de
ses arguments.

b) D’autre part, on a :
E. [ai(X)\n e ’X)\i)e)\i (X)\z)]
== Ex -gi(X)qa e 7X)\i>67tXAi7hki(t)(h’l)\i (t> + X)\z>i|

< E;B :gi(X)\u to 7X)\i—17 _hl)\z (t>>€>\i (X>\z>i|
(puisque gi(X)\l, tot ,X)\Z>(hl>\l (t) + X)g) S ggi(X)\u e ’XM—N _hg\l (t))<hl)\z(t> + XM))

= Er ¢1(X)\17 T 7X>\i—1)€)\i (X>\z>:| )
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Chapitre 1. Peacocks sous 'hypothése de monotonie conditionnelle

ou ¢; : R™! — R est une fonction borélienne bornée qui décroit en chacun
de ses arguments, et qui est définie par :

¢Z-(Zl, s 7Zi—1) = ¢(Zl, cer 21, —hl)\l (t)) (131)

c¢) Il ne reste plus qu’a montrer le lemme suivant :

Lemme 1.28. Pourtousi € {1,--- ,n}etj € {0,1,--- ,i—1}, soit ¢ : R —
R une fonction borélienne bornée qui décroit en chacun de ses arguments.

Alors,
E, [52'()(/\17 T 7X/\j>e>\i (X/\z)] <0. (1'32)

En particulier,

E, [(Zi(X)\n e ’X)\i—1>€)\i (X/\z)] <0. (133)

Démonstration.
Nous prouvons ce lemme par récurrence sur j.
e Pour 7 = 0, ¢ est constant et on a :

Ex[gbe,\i (X)\Z)] = ¢E$[6>\1(X>\z)] =0 (d’aprés (129))
e D’autre part, si on suppose (1.32) pour tout 0 < j < i — 1, alors

E, [Qb(XM? U 7X>\j7X>\j+1)e>\i (XM)}
=E, [gzﬁ(X,\l, L X, X,\j+1)P,\ _aaa€n(Xo )] (daprés la propriété de Markov)
~E, [ob(XA L Xy Xy e R AT AT 0

1 Y J+1

— N1, I, (1) + Xy, B(E A — Ajia))] (daprés (1.23) et (1.26), ou 3 > 0)
Calt, A = Ajr, by (1)
Xy, o0, X, K Py . (X,
=E, [gb X, X0 e, (X,\i)} < 0 (d’apres 'hypothése de récurrence),

J+1

ot ¢ : RY — R est donnée par

¢(Zla"' >Zj):¢<zla"' y Zjy

Oz(t, i — >\j+1; h,)\i (t)))
Bt A — Ajy1) .
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1.3. Peacocks obtenus sous 'hypothése de monotonie conditionnelle
soit par centrage, soit par normalisation

1.3 Peacocks obtenus sous I’hypothése de mono-
tonie conditionnelle soit par centrage, soit par
normalisation

1.3.1 Présentation de deux familles de processus et de
quelques exemples

Soit (V;,t > 0) un processus continu et intégrable, i.e. E[|V;|] < oo, pour tout
t > 0. Nous considérons les deux familles suivantes :

(Cy ==V, —E[V)],t > 0), (1.34)
v,

(Nt =t > 0) avec E[V;] > 0 pour tout ¢ > 0. (1.35)
E[V}]

Observons que, pour tout t > 0, E[C] = 0 et E[N;] = 1, et que de ce fait, nous
adoptons la notation C' pour centré et N pour normalisé. Puisque les quantités
E[Cy] et E[N;] ne dépendent pas de t, il se pose naturellement la question de savoir
sous quelles conditions sur (V;,¢ > 0) les processus (Cy,t > 0) et (N, t > 0) sont
des peacocks.

Commencons par donner quelques exemples.

Exemple 1.29. (Carr-Ewald-Xiao [CEXO08]).
t

SiV, = / ePs2ds, on (Bs, s > 0) est un mouvement brownien issu de 0, alors
0
Carr, Ewald et Xiao ont montré que

1 /! s
(Nt = ?/ ePsmads, t > O) est un peacock. (1.36)
0

Notons que E[V,] =t pour tout ¢ > 0. Dans [BY09|, Baker-Yor ont exhibé une
martingale associée a (N;,t > 0).

Exemple 1.30. Soient 0 : Ry xR — R, b: R, xR — R deux fonctions boréliennes
telles que les applications o, : © — o(s,z) et by : © +— b(s,x) soient localement
lipschitziennes en x, uniformément sur les compacts en s. On considére 'EDS :

¢ ¢
Y, = zo +/ o(s,Ys)dBs + / b(s,Ys)ds. (1.37)
0 0

Soit (X, t > 0) une solution de (1.37) a valeurs dans un intervalle I de R. Pour
tout s > 0, on désigne par L, I'opérateur différentiel du second ordre :

1, 0 0
L= 30 (s,x)@ + b(s,x)a—x.
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Chapitre 1. Peacocks sous I’hypothése de monotonie conditionnelle

Soit 6 : I — R, une fonction croissante de classe C? telle que :
t
(Mt = 0(Xy) — (o) — / L0(X,)ds, t > O) est une martingale.
0

i) Si pour tout s > 0, x +— L,0(x) est croissante, alors
(Cy:=0(X;) —E[0(Xy)],t > 0) est un peacock.

En particulier, si (z) = x et si pour tout s > 0, x — L0(z) = b(s,z) est
croissante, alors (Cy := X; — E[X;],¢ > 0) est un peacock.

ii) Si 6 est strictement positive et si, pour tout s >0 :

L0(x)

vsix €1 e est une fonction croissante, (1.38)
x
alors : 6(X,)
N; = 7t,t > 0) est un peacock.
( E[0(X:)]
Démonstration.

Montrons déja i).

Soient 1) € C, h(t) = E[f(X;)] et 0 < s < t. D’apreés la formule d’It6, nous avons :

P(O(Xe) — h(t)) —(O(Xs) — h(s)) =
/ P (0(Xy) — h(uw)[dM, + L,0(X,)du — ' (u)du)+

5 [ o) - haon.
Il suffit alors, pour tout s < u < t, de montrer que :
E [/ (0(Xu) — h(u))(Lud(X0) = B (u))] = 0. (1.39)
Mais, puisque
E[L,0(X,) — W' (u)] =0, pour tout s < u < t, (1.40)
nous avons (d’aprés le Lemme 1.5) :

E [ (6(Xu) — h(w)(Luf(Xy) — 1 (u))] =
V(0 [(L£a0) (1 (w))] = h(u)) E[L.0(X.) — h'(u)] =0,

ce qui donne (1.39).
Prouvons maintenant ii).

21



1.3. Peacocks obtenus sous 'hypothése de monotonie conditionnelle
soit par centrage, soit par normalisation

Pour tout ¢ > 0, posons h(t) = E[f(X})] et notons que h est strictement positive.
En appliquant la formule d’Ité pour v € C et 0 < s <t , on a:

o (A0 () 1 [y (G [, Ll

h(t) h(s) h(u) h(u) h(u)
T (X)) W (w)f(X) "
lw<hwf> ()

w3 [ (555 ) men

Il suffit donc de montrer que : pour tout s < u < t,

sl (353) (S5 -8 20

Pour cela, observons que :

— 0, (1.42)

1
puisque u — mE [0(X,)] est constant et
u

d

du
Comme = — v,(x) est croissante (d’aprés (1.38)), alors, pour tout s < u < t,
nous avons (cf. Lemme 1.5) :

=2 v (558") 5 (s 7))

E[6(X,)] = E[£0(X,).

ce qui entraine le résultat annoncé. ]

Exemple 1.31.

i) Si V; =tX, ot X est une v.a. intégrable, alors (C; := t(X — E[X]),¢ > 0) est un
peacock (voir [HPRY11]|, Chapitre 1).
ii) Si V; = €%, ou X est une v.a. réelle telle que, pour tout ¢t > 0, E[e'X] < oo,

alors, d’aprés I'exemple 1.11 appliqué & u = 7, ou d; est la mesure de Dirac au
point 1, nous avons :

X
(Nt = t> 0) est un peacock.
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En particulier, si (G, > 0) est un processus mesurable, gaussien et centré ayant
pour fonction de covariance K (s,t) := E[G;Gy], et si v est une mesure de Radon

positive sur R, alors :
t
exp (/ Guy(du))
0

E [eXp ( /0 t Guu(du)”

t t
t— y(t) = / / K (u,v)v(du)v(dv) est une fonction croissante.
0 Jo

,t > 0] est un peacock

des que

En effet,
t .
/ Guv(du) @ /A,
0
ot G est une gaussienne centrée réduite. De plus, si (B, t > 0) est un mouvement

t
brownien issu de 0, alors (Mt ‘= exp (Bv(t) — %)) > O) est une martingale
associée a (Nt(y),t > O).

Il peut arriver que 1'on obtienne simultanément un peacock et I'une de ses
martingales associées. Les résultats de I'exemple ci-dessous en sont l'illustration.

Nous les énoncgons sans démonstration puisqu’ils sont assez proches des résultats
présentés dans (|JHPRY11], Chapitre 2).

Exemple 1.32. Soit (L, t > 0) un processus de Lévy tel que :

t
E {exp (/ Lsds>] < 00, pour tout £ > 0.
0

exp (/Ld) |
E {exp ( / Lsds)]

exp (/otjdLs) |
E [exp (/0 des)}

est une martingale associée a (N, t > 0).

Alors :
1)

Nt =

t >0 est un peacock

et

Mt =

t>0
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1 t
N exp (?/ Lsds)
Nt = 1 0 7 y
E {exp (E/ L, ds)}
0
1
exp (/ quLt) du)
AT 0

Mt =

2)

t > 0] est un peacock

. >0
E {exp ( / WéLt) du)]
0

est une (Qt(L),t > 0)-martingale associée a (]\th,t > 0), o (Wut Ju>0,t> O)
désigne le drap de Lévy associé a (L;,t > 0) et

G =0 (WH u>0,0<s<t) (voir [HRY11]).

Il existe des processus (V;,t > 0) pour lesquels (IV;, ¢ > 0) n’est pas un peacock.
Nous présentons, en particulier, des situations ou (N, ¢ > 0) décroit pour l'ordre
convexe.

Contre-exemple 1.33. Soit (X;,¢ > 0) un processus mesurable & valeurs dans
R, satisfaisant 0 < E[X{] < oo, tel que :

1
VO<s<t, @512 —E[X;|X;=2x]est une fonction croissante.  (1.43)
x

Un exemple de processus vérifiant la propriété (1.43) est donné a la fin de ce
paragraphe.
On a:

a)
N, t > 0| décroit pour l'ord
= écroit pour 'ordre convexe
K E[Xt] '

b) et si de plus, (X;,t > 0) est cadlag et vérifie
E {sup |Xu|} < 00,
0<u<t

alors, pour toute mesure de Radon positive v sur R,

/Xl/du
" [t

t > 0| décroit pour 'ordre convexe.
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Démontration.
a) Pour toute fonction positive ¢ € C, et tous 0 < s < ¢, nous avons :

|+ (&) ] = [ (e

<E |y Ef;t]> (Ef;t] - E‘E;;s])] (puisque ) est convexe)
Xt Xt E Xt E[Xs’Xt]
Xs Xt ):|

(
-5 (gpey) v (1 B)
() v (1~ B0

Soit gogtl I'inverse continu & droite de la fonction ¢, ;. Puisque ¢’ est croissante,

E|X. E|X
alors, en distinguant les cas ﬁgﬁ&t()(t) <1et ﬁcps,t()ﬂg) > 1, on obtient :

X X
el ()] -2 ().
, 1, (E[X{] X E[X}] .
< (E[Xt] 0yt (E[Xt] )) E [E[Xt] (1 — E[XS]SOS’t(Xt))] (d’apreés le Lemme 1.5)
o 1, (E[X{] X Xo |
- (et (v ) B [t~ ) =
b) Par approximation, on peut se restreindre aux mesures v qui sont absolument

continues par rapport a la mesure de Lebesgue et qui admettent une densité conti-
nue p, l.e.

v(dt) = p(t)dt.

¢
Alors, avec ¢ € C et h(t) :=E [/ Xup(u)du], nous avons :
0

fot Xup(u)du
o (5)
, f(f Xup(u)du \ ( Xip(t)  N(t) !
w( 0 )(mw mwéxww“ﬂ

[y )

car 1)’ est croissante, et si

a
dt

Xoplt) _ K1) [ Xoplt) _ W(t) [
W)waA&WMUQW‘W)SWWA&WMW
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alors
Xop(t) _ fy Xup(u)du Xip(t) _ Jo Xup(u)du
RGeS h) (resp- 2oy =T @

Ainsi, en conditionnant par rapport a X,

| ) MO [ sixixipan)]
it ) v -y [ )
)

0

(ou @t : x> | @ui(x)p(u)du est une fonction croissante),
0

et si ;! désigne l'inverse continu & droite de &, alors

oo (H5)

h(
i (RG] e
(

L (ot -y (p(Oh(D) /
= E Xyp(uw)du| =0. O
o (e (P o) Jy
En particulier, si f : R, — R, est une fonction croissante de classe C' telle que
zf'(x)

) est décroissante, et si (y;,t > 0) désigne le subordinateur Gamma,
x

alors les processus

o Lo
o[ re0e]

décroissent pour l'ordre convexe. Cette assertion résulte des Points a) et b) ci-
dessus et d’une propriété classique du subordinateur Gamma : pour tout ¢ > 0, le

processus (de Dirichlet) E, 0<s< t) est indépendant de la v.a. ;.
Y

et

t
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Dans la suite de ce chapitre, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.34. Soit U une variable aléatoire intégrable. Alors, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
1) pour tout réel ¢, E [1{U2c}U} >0,

2) pour toute fonction bornée et croissante h: R — R, :
E[n(U)U] = 0,

3) E[U] > 0.

1.3.2 Lien entre les propriétés de peacock de C' et N

Soit (Vi,t > 0) un processus tel que 0 < E[V;] < 4+00. Nous montrons que la

propriété de peacock de (C; :=V; — E[V}],t > 0) et celle de (Nt = %,t > O>
t

sont liées. Pour cela, nous utilisons le résultat immédiat ci-aprés :

Proposition 1.35. Soit (X;,t > 0) un peacock centré et ¢ : Ry — R, une
fonction croissante. Alors (p(t) Xy, t > 0) est un peacock.

La Proposition 1.35 permet de lier les propriétés de peacock de C et de N.
Nous avons en effet :

Corollaire 1.36. On suppose que (Vi,t > 0) satisfait 0 < E[V}] < +o0 pour tout
t >0, et que t — E[V;] est monotone. Alors :

1) Sit— E[V;] est croissante, nous avons l'implication :
(Ny,t > 0) est un peacock = (Cy,t > 0) est un peacock.
2) Sit— E[Vi] est décroissante, nous obtenons l'implication inverse :
(Cy,t > 0) est un peacock = (Ny, t > 0) est un peacock.

Démonstration.
Il suffit d’appliquer la Proposition 1.35 : pour prouver 1), on prend X; = N; — 1
et (t) = E[V4], et on en déduit que (C; = p(t) X, t > 0) est un peacock; tandis
1
que pour 2), on prend X; = Cy et p(t) = W, et on obtient le peacock (NN, =
t

Les deux exemples suivants montrent qu’il existe des processus (V;, ¢ > 0) pour

lesquels (Nt = %,t > 0) est un peacock bien que (C; :=V; —E[V{],t > 0) ne
t

le soit pas.

27
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Exemple 1.37. (Dt a F. Hirsch).
Soit G une variable normale, et soient o, 8 : Ry — R, des fonctions strictement
positives. Si on pose V; = «a(t)G + 5(t), alors

. Vi . . a(t) .

i) [ Ny := =—=,t > 0| est un peacock si et seulement si t — ——= est croissante,

E[V}] (1)

ii) (Cy:=V; —E[V}],t > 0) est un peacock si et seulement si « est croissante.
Exemple 1.38. Soit X une v.a. et soit u la loi de X. Supposons que E[|X|e] <
oo pour tout ¢ > 0 et que supp p = R. Posons «(t) := E [etX]. Alors :

o1 X

1) { Ny:= ——=,t >0 est un peacock.
aft)

2) (Cy:=e"™ —a(t),t > 0) est un peacock si et seulement si « est croissante.

Notons que, si E[X] > 0, alors, d’aprés le Lemme 1.34,
o (t) = E[Xe™] > 0. (1.44)

Démonstration.
Le premier point découle du Point ii) de 'Exemple 1.31. Pour prouver le Point 2),
nous notons que

0
0= %E[Ct] =E [Xe™* —a/(t)], for every t >0 (1.45)
et, pour toute fonction convexe ¢ € C :
0
S E(C)] = B[/ (e — a(t))(Xe™ — (1)), (1.46)
i) Supposons que « est croissante. La fonction f; : z +— xe'™ — o/(t) ne s’annule
alors qu’en un seul point a > 0 et

fi(x) > 0, pour tout z > a.

fig.1. Graphe de f; lorsque « est strictement croissante et t > 0.
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En effet, la dérivée f/ de f; étant strictement positive sur [0, 400, f; est une
fonction continue et strictement croissante, i.e., une bijection de [0, +oo[ sur
[—a/(t), +oc[, 0 € [~/ (t), +oc[ puisque /() > 0 pour tout t > 0, et f,(0) = a;
De plus, f;(z) < 0 pour tout x < 0; il ne reste plus qu’a distinguer les cas X < a
et X > a pour obtenir :

d 1 (  ta tX !

SEY(C) 2 ¥ (¢~ a(0) E [Xe — a'(1)] =0,
ce qui montre que (Cy := ™ — a(t),t > 0) est un peacock.
ii) Si « n’est pas croissante, alors il existe ¢y > 0 tel que o/(ty) < 0. Ainsi, la
fonction f, : @+ xe'® — /(1) posséde exactement deux zéros a; < as < 0 et

strictement positive si z < aq,
fio () est ¢ strictement négative si a; < x < as,
strictement positive si x > ao.

_% —O/(to)

N )

fig.2. Graphe de f;,.

Observons que, si p est la loi de X :

al

- Ju(@)p(dz) >0 (1.47)
et, d’aprés (1.45) : N
- Jul(2)u(dz) =0. (1.48)

Il résulte de (1.47) et (1.48) que :
E [1{X>a1} (XetOX — o/(to))} = / fo(x)p(dx) < 0 (puisque supp p = R).
ai

En prenant ¢ (¢ — a(t)) = 1[4, oo(x) dans (1.46), nous en déduisons que (C; :=
e — a(t),t > 0) n’est pas un peacock. O
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9]

tX
t> 0) est un peacock, alors, d’aprés le

(t
Corollaire 1.36, (C; := e — a(t),t >
preuve du Point i) ci-dessus.

Notons que si « est croissante et (

)’
0) est un peacock. Ceci fournit une autre

1.3.3 Peacocks obtenus par centrage

Nous énoncons et prouvons le :

Théoréme 1.39. Soit (X;,t > 0) un processus continu a droite et conditionnel-
lement monotone. Soit ¢ : Ry x R — R, une fonction positive et continue telle
que : pour tout s > 0, qs : © — q(s,x) est croissante et E[q(s, Xs)] > 0. Soit
0 : R, — R, une fonction positive, convexe croissante, de classe Ct, satisfaisant :

t
Vt>0, E [9 (/ q(s,Xs)ds> < 00 (1.49)
0
et .
Va>0, E [sup q(t, X))o (/ q(s,Xs)ds)} < 00. (1.50)
0<t<a 0

On pose h(t) = E [e ( /0 tq(s,Xs)dsﬂ Alors :

¢
<C’t =0 </ q(s,XS)ds> — h(t),t > O) est un peacock.
0

Pour prouver ce résultat nous aurons recours a une conséquence immeédiate de
la propriété de monotonie conditionnelle (voir Définition 1.6) :

Lemme 1.40. Soit (X;,t > 0) un processus continu & droite qui est conditionnel-
lement monotone, et soit q : Ry x R — R une fonction continue telle que : pour
tout s >0, qs : x> q(s, ) est croissante. Alors, pour toute fonction croissante et
bornée ¢, toute mesure de Radon positive v sur Ry et toutt > 0 :

elo( [ 4. ,) v(a))| x| = o, (151)

ou ¢y est une fonction croissante.

Démonstration du Théoréme 1.39.
Pour toute fonction convexe 1) € C, nous avons :

ZEW(@)] —F |:¢,( ) ( (t, X,)0' (/OtQ(S7Xs>dS) — (1) ]

—F |:¢,(Ot>Q(t7Xt> 4 (/OtQ(S’XSMS) B E[q]z;t))(t)])]

= Ve gz )|
= Ki(t) + Ks(t).
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Montrons que K;(t) > 0.
Nous notons que, pour tout ¢ > 0 :

e oe.x) (o [ tq<s,xs>ds) T (o) | IS )

E [q(t,Xt)O’ ( /0 tq(s,Xs)ds)] — (1),
Comme ¢ est croissante, alors, d’aprés le Lemme 1.5, nous avons :
() =& [o(Cate. %) (¢ ([ ato.xXas) - 100
> ) (6 0@ (%) — h(t)) X
oo (o) g2t -

olt @1 est I'inverse continu a droite de la fonction &’.
Montrons que Ky(t) > 0.
Nous avons :

puisque

Ko(t) = W (HE [¢'(ct) (% - 1)]

Mais, d’aprés le Lemme 1.40,

Blvcol = v (o tq<s,xs>ds) - 1)) ' x| = px)

ol ¢; est une fonction croissante. En utilisant le fait que ¢; : = — q(t,x) est
croissante et en notant ¢; * son inverse continu a droite, nous déduisons du Lemme
1.5 que :

Ky(t) = W' (t)E |:<Pt(Xt) (m _ 1)]
> (t)¢ o ¢ ((Elg(t, X,)))E [m _ 1] — 0,

ce qui achéve la démonstration. ]

31
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Exemple 1.41. Supposons que (X;,t > 0) et ¢ : R x Ry — R, satisfont les
conditions du Théoréme 1.39. En prenant successivement 0(z) = = et 0(x) = €%,
nous obtenons :

t t
(/ q(s, Xs)ds — E [/ q(s,Xs)ds] > O) est un peacock
0 0

et

(WP<AZN$XJB)_E[wp(éﬂmaxgﬁ)ytzo)eﬁunmwmw.

Remarque 1.42. En vertu du Théoréme 1.39, une question naturelle est :

1

e E [9 <f0t q(s, Xs) ds

t
)] 0 (/ q(s, Xs) ds) ,t >0 est-il un peacock ?
0

Nous ne répondons a cette question que pour 0(x) = x et pour 0(x) = €*. Dans
la sous-section 1.3.4, nous traitons le cas 0(x) = x lorsque (X;,t > 0) est une
diffusion satisfaisant la propriété de monotonie conditionnelle. Le cas 0(x) = e*
fait l'objet du Chapitre 3.

1.3.4 Peacocks obtenus par normalisation d’une fonction-
nelle additive brownienne

Considérons 0 : Ry X R -+ Ret b: Ry x R — R deux fonctions mesurables
telles que o, := (s, x) et bs(x) := b(s,x) sont lipschitziennes en z, uniformément
sur les compacts en s, et (X;,t > 0) un processus a valeurs dans un intervalle
I C R, solution de 'EDS :

t t
Yimso+ [ olsYdB,+ [ blsYods (1.53)
0 0

ou xy € I et ou (By, s > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0. Soit
A, Popérateur espace-temps défini par :

2
A, = ﬁ + 102(3, x)a— + b(s, x)ﬁ

os 2 or? ox’ (1.54)

Nous prouvons le résultat suivant :

Théoréme 1.43. Soit (X;,t > 0) un processus a valeurs dans I, solution de (1.53)
et conditionnellement monotone (cf. Remarque 1.44). Soit ¢ : Ry x I — Ry une
fonction strictement positive de classe C? telle que :
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1) pour tout s > 0, les fonctions qs : x € I — q(s,x) et
‘ASQ(S7 :L‘)

fsix el
q(s, v)

(1.55)

sont croissantes.
¢
2) <Zt =q(t, Xy) — q(0,20) — / Aq(s, Xs)ds, t > 0) est une martingale.
0

Alors, pour toute mesure de Radon positive v sur R, :

/ s, X)(ds)

el tq(s,xau(ds)]

Remarque 1.44. Comme nous l’avons montré dans la sous-section 1.2.2, il existe
de nombreuz exemples de diffusions qui possédent la propriété de monotonie condi-
tionnelle, celle-ci étant liée au caractere "bien-réversible” de ces processus.

Nt =

,t >0 estun peacock.

Démonstration du Théoreme 1.43.

Posons :
1

Elg(u, X.)]
En appliquant la formule d’It6, on a :

r,:= , pour tout u > 0. (1.56)

Cuq(u, X,) =1 +/ r,dz, +/ (T q(v, X,) + Ty Aug(v, X,)) dv
0 0

= Mu + HU)
ou Y
(Mu =1 —1—/ I.dZ,, u> O) est une martingale (1.57)
0
et
(Hu = / (Tha(v, X)) + ToAvq(v, Xy)) dv,u > 0) est centré, (1.58)
0
d
car E[[,q(u, X,,)] =1 et @E[q(u,Xu)] =E[A,q(u, X,)].
En posant,
t 1 t
h(t) = / S(du) = E [ / q(u,Xu)y(du)] | (1.59)
0o lu 0
il vient :

N, = h(lt)/o q(u, Xy)v(du) = h(lt)/o Fuq(u,Xu)Fluu(du)

1 t
- m/0 (M, + H,)dh(u).
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Grace a une intégration par parties, nous obtenons :

dh(t)
h2(t)

dN; =

(M(h) + H(h)> (1.60)

avec

t t
M® = / h(u)dM, et H" = / h(s)dH,.
0 0

Ainsi, pour tous ¢ € C et tout 0 < s < ¢, nous avons :

Il reste a voir que, pour tout v > 0 :

E Uu Y (N,)dHP

[/ V' (N, ) (TyAug(v, X,) + T g(v, X ))dv] > 0. (1.61)

Mais, pour tout 0 < v < u,
K(v) = E ' (No)h(v) (CoAvg(v, Xo) + Tiq(v, Xu))]

0.X,)
= h(v)[, E [W(Nv) (v, Xy) (fv v) ?)] (ot f, est définie par (1.55))
= HOTB B o(e %) (4,05 + 1]

et, d’aprés le Lemme 1.40,

Bl (] = |0 (0 [t Xt ‘ x| =pX). e

ol ¢, est une fonction croissante. Nous savons en outre que :

E [qw,xv) (n(xv) T ?—)} ~0, (1.63)
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puisque E[I',q(v, X,)] = 1.
Donc, en utilisant (1.62), (1.63) et le Lemme 1.5, on obtient :

() = TR [/ Wa(o %) (1060 + 72 )

> 1o)Tup (17 -] ) B [ate 0 (2060 + )] =0

Commentaires
Les sections 1.2 et 1.3 sont respectivement extraites de [BPRI12a| et de

[BPR12b|. Mentionnons que le lemme 1.5 et la Proposition 1.35 nous ont été
suggérés par Francis Hirsch.
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Chapitre 2

Peacocks forts et trés forts,
peacocks obtenus par un quotient

2.1 Peacocks forts et trés forts

2.1.1 Peacocks forts

Définition 2.1. Un processus intégrable (X;,t > 0) est un peacock fort si, pour
tous 0 < s < t et toute fonction borélienne bornée croissante ¢ : R — R :

E[p(X,)(X — X,)] > 0. (SP)

Remarque 2.2.

1) La donnée des marginales unidimensionnelles suffit a définir un peacock tandis
que la définition d’un peacock fort fait intervenir les marginales bidimensionnelles.

2) Tout peacock fort est un peacock. En effet, si € C,
E[p(Xy)] — E[Y(Xs)] > E[y'(X)(X; — X)) > 0.
3) Si (Xy) est un peacock fort tel que E[X?] < oo pour tout t > 0, alors :
E[X (X — X5)] > 0, pour tout 0 < s < t. (2.1)

4) Si X etY sont deux processus ayant les mémes marginales unidimensionnelles,
alors il est possible que X soit un peacock fort et que Y ne le soit pas. Considérons

1 B
par exemple (X; := tiBy,t > 0) et (Yt = f,t20>, ot (B, t > 0) est un
ta

mouvement brownien issu de 0. On montre, grace au Lemme 1.34, que (X;,t > 0)
est un peacock fort; par contre, (Y;,t > 0) n'en est pas un puisque, pour tous a € R
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2.1. Peacocks forts et trés forts

et0<s<t:

El1 (Bt Bs> _(1 1)15:
{%>a}ti si o s

1 1
(car — < T etE [1 1 Bs] > 0 d’apres le Lemme 1.34) .
ti {Bs>as4}

< 0,

1{33 > as%}Bs

Plus généralement, pour toute martingale non nulle (M;,t > 0) et toute fonction
M,

a(t)

borélienne strictement croissante o : Ry — R, ( ,t >0 | n’est pas un peacock
fort.

5) Le Corollaire 1.86 reste vrai si on remplace "peacock” par "peacock fort".

Exemple 2.3. Donnons quelques exemples de peacocks forts.

a) Toute martingale est un peacock fort : En effet, si (M;, ¢t > 0) est une martingale
par rapport a une filtration (F, ¢ > 0), alors, pour toute fonction borélienne bornée
p:R—=R:

El¢(M,)(M, — M,)] = E[¢(M.)(E[M,|F)] — M,)] = 0.

b) Si (M,,u > 0) est une martingale appartenant a H. et si o : R, — R, est une

fonction borélienne strictement croissante telle que «(0) = 0, alors

(Qt::aéjzfmﬁmﬂu%tzo)

est un peacock fort (voir [HPRY11]|, Chapitre 1).

c) Pour toute v.a. intégrable et centrée X, le processus (C; := tX,t > 0) est un
peacock fort.

d) Si X est une v.a. telle que E[e"X] < oo pour tout ¢ > 0, alors

6tX
= >
(Nt Eex] = 0)

est un peacock fort (voir [HPRY11]|, Chapitre 1).

Dans le cadre des processus gaussiens, nous obtenons une caractérisation des
peacocks forts qui repose sur le comportement de la fonction de covariance. En
effet :

Proposition 2.4. Un processus gaussien centré (X, t > 0) est un peacock fort si
et seulement si, pour tous 0 < s <t :

E[X;X,] > E[X?]. (2.2)
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Notons qu’un processus gaussien centré (X, ¢ > 0) est un peacock si et seulement
si
t > E[X?] est une fonction croissante (2.3)

et que (2.2) implique (2.3) ; en effet, si (2.2) est vérifiée, alors, pour tous 0 < s < t:
E[X?] < E[X,X,] < E[Xf]%E[Xf]%, ( d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwartz)
ce qui entraine (2.3).

Démonstration.
1) Soit (Xt > 0) un peacock fort gaussien centré. En prenant ¢(r) = = dans
(SP), nous avons :

E[X(X; — X5)] > 0 pour tout 0 < s < t,

le.
K(s,t) > K(s,s) pour tout 0 < s < t.

2) Réciproquement, si (2.2) est vérifiée, alors, pour tous 0 < s < ¢ et toute fonction
borélienne bornée croissante ¢ : R — R :

E[¢(Xs)(Xt - Xs)] = E[¢(XS)(E[X7&‘XS] - Xs)]
_ (K(S’t) _ 1) E[(X,)X,] > 0,

d’apres le Lemme 1.34. O
Exemple 2.5.

a) Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de paramétre ¢ € R, i.e. 'unique solution
forte de :

t
Xy =By +c/ Xydu,
0

ot (B, t > 0) est un mouvement brownien issu de 0, est un peacock pour tout ¢
et un peacock fort pour ¢ > 0. En effet, pour tout t > 0,

t
X, = eCt/ e “°dB,
0

et pour tous 0 < s < ¢, puisque

inh
E[X.X,] = sinh(cs) oot

nous avons :

E[X, X, — E[X}] = — [ — e*].

Donc,
E[X,X;] — E[XZ] > 0 si, et seulement si ¢ > 0.
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2.1. Peacocks forts et trés forts

b) Le mouvement brownien fractionnaire d’index H € [0,1], dont la fonction de
covariance est :

K(s,t) == (" + 1 — (t — 5)*"),

N —

1
est un peacock pour tout H et un peacock fort pour H > 5 Ceci résulte du fait
que K satisfait :

(‘v’0<s§t, K(s,t)— K(s,s) == (" = s — (t — 5)*) ZO) & H >

N

1
2
2.1.2 Peacocks trés forts

Définition 2.6. Un processus intégrable (X;,t > 0) est appelé peacock trés fort si,
pour tout n € N*, tout 0 <t; < --- <t, <ty et tout ¢ € L,, nous avons :

E[p(Xt,, - X, ) (X — Xi,)] > 0. (VSP)

Remarque 2.7.

1) Pour définir un peacock fort, nous n’avons utilisé que les marginales bidimen-

stonnelles. Mais, pour définir un peacock tres fort, nous faisons intervenir toutes
les marginales fini-dimensionnelles.

2) Une martingale est un peacock trées fort.

3) Tout peacock tres fort est un peacock fort. Mais, la réciproque est fausse. Nous
donnons deux exemples :

a) Soient Gy et Gy deur v.a. gaussiennes indépendantes et centrées telles que :
E[G3] = E[G2] = 1. Soient « et B deux constantes qui vérifient 1+ 2a* < f3.
On considere le vecteur gaussien défini par :

X1 =Gy —aGy, Xy =BG, X3= PG+ aGh.

Alors, (X1, Xo, X3) est un peacock fort (d’aprés la Proposition 2.4) qui ne
vérifie pas (VSP), puisque :

E[X,(X3 — X»)] = —a’E[G}] < 0.
b) De méme, si G et Gy sont deuz v.a. aléatoires symélriques, identiquement
distribuées et indépendantes telles que E[G?] =1 (i = 1,2), alors, pour tout
B > 3, le vecteur (X1, Xo, X3) défini par :
X1 =G1— Ga, Xy = PG, X3 = P0G+ Ga.
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est un peacock fort pour lequel la condition (VSP) n’est pas vérifiée.
Démonstration du Point b).
Comme Gy et Gy sont indépendantes et centrées, nous avons :

E [1{)(22(1}()(3 - XQ)} — E [1{56‘12@}6}2} — O
En outre,

E [Lix20 (X2 = X1)] = E [L{6,-c22a (8 — 1)G1 + G2)]
= (ﬁ — 1)E [1{G1—G22a}G1:| + E |:1{G1—GQZG}G2:|
= \(ﬁ - 1)E |:1{G2—G12G}G2:| +]E [1{G1—G22a}GQj|

/

(en permutant G1 et G2)
= Eﬁ —2)E [L{co-ci3a}G2]  +E [1{161—cu3a) G2)

(>0 d’apres le Lemme 1.34, puisque [3>2)

> E [1{jci-Ga|2a)G2] =0, (car Gy et Gy sont symétriques)
et de facon similaire,

E [1(x,20(X5 — X1)] = E [L1-6o2a} (8 = 1)G1 + 2G)]
=(B—-1E |:1{G17G22a}G1:| + 2E [1{017622@6}2}
= (8 — DE [L{cs-c13a}G2] + 2E [1{6,-c,>a1G2]
= (B-3E[Le-ci2aG2]  +2E[lje-c.za G2

(. /

(>0 en appliquant le Lemme 1.834, puisque $>3)

> 2B 16162120} G = 0.

Done, (X1, Xy, X3) est un peacock fort. Mais, (X1, Xo, X3) n’est pas un pea-

cock tres fort comme le montre l'inégalité ci-dessous :

E[X:(X; — Xo)] = —E [G}] < 0.

Nous donnons quelques exemples de peacocks trés forts.

Exemple 2.8.
1) Tous les peacocks forts de I'Exemple 2.3 satisfont (VSP).

2) Soit (7,t > 0) un processus croissant dont les accroissements sont indépendants
(et pas nécessairement stationnaires). Soit f : R — R une fonction convexe et
croissante (resp. concave et décroissante) telle que E[| f(7:)|] < oo, pour tout ¢ > 0.

Alors :
(Cy:= f(r) — E[f(m)],t > 0) est un peacock tres fort.

41



2.1. Peacocks forts et trés forts

Démonstration du Point 2).
Soit f : R — R une fonction convexe et croissante. Soient n > 1, 0 < t; < ty <
- <t, <tpi1 et ¢ €Z,. Notons d’abord que :

&1 (21, ) — 6 (flar) —E[f ()]s - flaa) — ELf(,)]) oppaiont 8 T,

et, qu’en posant ¢, := E[f(7,,,)] — E[f(,)], nous avons :

E [¢(Ct17 R Ctn)(ctn+1 - Ctn)j| =K [¢(7t17 s 7Ttn)(f(Ttn+1) - f(Ttn> - Cn)} :
(2.5)
Montrons alors par récurrence qu'il existe, pour tout ¢ € [1,n], une fonction ¢; de
Z; telle que :

E [¢(Ct17 T Ctn)(ctn+1 - Ctn>:| > E [Spi(Ttu s 7Tti)(f(7—tn+1) o f(Ttn> - Cn)] :
(2.6)

Observons que pour ¢ = n, on peut choisir ¢, = 5 Supposons donc que (2.6) est
vérifié pour un indice ¢ € [1, n]. Alors, comme 7, est indépendant de 7,,,, — 7, et
de 7, —7,,0on a:

E [¢(Ct17 T Ctn)(ctn+1 - Otn):|

>E [cpi(Ttl, oo ) () — f(T,) — cn)} (par récurrence)

=E [‘Pz‘(Ttm s uTti) (f(Tti + Tppr — Tti) - f(Tti + i, — Tti) - Cn)]

=K [(,02‘(7}1, v 7Tti) (E[f(th + Ttpi1 — th)|]:tz] - E[f(th + T, — th',)
(on Fy, :=0(75,0 < s < t;))

=E [%‘(Ttp e 7Tti)ﬁ(7—ti):| ;

(ot fi(x) = E[f(z + Tipsy — 70,)] — E[f (@ + 71, — 7,)] — Ca)-

]:tz] - Cn)]

Mais, la fonction f; est croissante puisque f est convexe et 7y, ., > 73,. Par consé-
quent,

E [qb(C’tl, G )Gy — C’tn)} >E [gpz- (Ttl, . ,Tti_l,ni) ﬁ (Tti>i| (d’aprés le Lemme 1.5)

ZEM@W.EJ<Dﬁmﬂ
=E [901' (Ttl, vy Ty 1, ) (f Ttn+1 - f(Ttn) - Cn)] )

i.e. (2.6) est également vérific pour ¢ — 1 avec

~

i1t (D1, 1) (xh ey T, f¢71(0)> :
Donc, (2.6) est satisfaite pour tout ¢ € [1,n]. En particulier, pour ¢ = 1, il existe
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p1 € 1, tel que :

E[6(Cus- -+ Co)(Caris = Cu)] 2 E [i1 () fi (7]
> o1 (FO) E A ()]
= ¢ (J?fl(O)) [f(,)) = f(1,) — o] =0. O

Exemple 2.9. (Diffusions "bien-réversibles")
Soit (Z;,t > 0) une diffusion "bien réversible" satisfaisant (1.13), telle que by
y — b(s,y) soit une fonction croissante pour tout s > 0. Alors :

E
E

(Cy:=Zy — E[Z;],t > 0) est un peacock tres fort.

En effet, avec h(t) :=E[Z;], 0 <t; < - - <tys1 (n € N*) et ¢ € Z,, et al'aide du
retournement du temps a l'instant ¢,,,1, nous obtenons :

[(b Ctl’ o Ctn)(ctn+1 Ctn)]
_F ( tf::l)tﬁ B C(tn+1) ) <6(()tn+1) _é(tnﬂ) >]

tny1—1tn tn+1—1tn
(tn+1) —(tn+1) =Htnt1)  Fltnt1)
|: ( tn41—t17 " " Ctn+1 —tn "Ftn+l tn CO - Ctn+17tn
o (tnt1 (tny1) —(tnt1)
_E < tn+1 tn) ( C(tn+1 —tn
(ou ng est une fonction croissante)

~E |$(C,) (Cly. ot,»] .

|
&=l
T

A présent, d’aprés (1.13)

E lgzﬁ(Ztn ( / o (s, Z.)dB. + /t o b(s,zs)ds—h(tm)+h(tn)>]
- [ e[ - 1) 066,20 - 6] o
- T E[3(2, - h(t) (s, Z,) - ()] ds
ou z — b(s,z) := E[b(s,Z,)|Z, = x| est une fonction croissante telle que

E [E(s, Ztn)] = E[b(s, Z,)] = I'(s). En notant b;' son inverse continu a droite,
nous déduisons du Lemme 1.5 que :

E [5(@") (Cropr — Ctn)}

> [+ 3 (51 (0(5)) — h(t) ) E [b(s. 2,,) — H(s)] ds = 0.
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2.2 Peacocks obtenus par un quotient sous ’hypo-
thése de peacock trés fort

Soient (W3, ¢t > 0) un processus intégrable et centré, i.e. E[W;] = 0 pour tout
t >0, et a: Ry — R, une fonction borélienne (quelconque) strictement positive.
Nous cherchons des conditions sur W et o pour que :

Q= (%,t > 0) soit un peacock. (2.7)

Notons qu’on pourrait ramener 1’'étude des processus de type (Qy,t > 0) a celle des
processus (Cy, t > 0) et (Ny,t > 0) définis par (1.5) et (1.6). En effet, en prenant
Vi = Qy, resp V; := a(t)(Q + 1), nous avons :

Vi
Ot = ‘/t — E[W] = Qta resp. Nt = W{Sft] = Qt + 1

Mais, pour la plupart des processus de type (Q;,t > 0) que nous considérons,
le lien avec la famille des processus de type (Cy,t > 0) et (V;,t > 0) ne nous
donne pas d’information sur la monotonie pour 'ordre convexe. Pour certains de
ces processus, nous n’utiliserons plus la monotonie conditionnelle pour prouver la
propriété de peacock mais plutot la notion de peacock tres fort.

Nous donnons quelques exemples et contre-exemples.

Exemple 2.10. (Une extension de (1.36)). Si (M, s > 0) est une martingale de

H}. et a: R, — Ry est une fonction continue croissante telle que «(0) = 0, alors

on montre dans ([HPRY11|, Chapitre 1) que :

(Qt - %ﬂ /Ot(MS ~ Mp)da(s), t > 0) (2.8)

et

(Ot - /Ot(MS ~ My)da(s),t > 0) (2.9)

sont des peacocks; c’est ce que nous généraliserons a l'aide de la propriété de
"peacock trés fort" en remplagant I'hypotheése "(M;,t > 0) est une martingale"
par la condition "(M;, ¢t > 0) est un peacock trés fort" (cf. Theorem 2.13).

Exemple et Contre-exemple 2.11.

1) Soient L := (L;t > 0) un processus de Lévy intégrable et v une mesure de
Radon positive sur R* . Alors :

1
v(]0,])

t
a) si L est centré, (Qty) = / Lv(du),t > O) est un peacock,
0
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t
/ L,v(du)
b) Nt(y) =20

/O t uv(du)

Démonstration.
L’assertion a) découle de (2.8) puisque (Lt > 0) est une martingale centrée.
Pour prouver b), nous supposons, sans nuire a la généralité, que L est centré et

¢
que v(du) = f(u)du, ou f est continue. Posons h(t) := / wf(u)du. Alors, pour
0

tout ¥ € C, nous avons :

,t > 0| décroit pour 'ordre convexe.

=255
g | (fé L%mdu) (L;L](fg) _2{8 /0 t Luf(u)dn)]
G (V-]
s [« (%)( i | Bl s )]
(0uf+— (Lyyu >

L
En observant que 715, t> O) est une martingale inverse par rapport a la filtration

L
(Ft>0) (ie, pour tout 0 < s < t, E {—

d Jy Luf(w)du
" M () )]

<=l (7) 7 (g [ o))

2) Dés lors, on pourrait en particulier se demander pour quelles valeurs de «

L
]-‘;“] = Tt’ voir [JP88]), nous

obtenons :

]

ta
1.35).

i) Si (Lg,s > 0) est un mouvement brownien issu de 0, alors, par la propriété

1 t
(— / Lydu,t > O) est un peacock (c’est le cas pour a < 1 d’apres la Proposition
0

I 3
d’échelle, (t_“ / Lydu,t > O) est un peacock si et seulement si a < 7
0
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ii) Si (Ls,s > 0) est un processus de Lévy symétrique et stable d'index v (1 <

1 t
v < 2), alors (t_a/ L,du,t > O) est un peacock si et seulement si a <
0
1
1+ —.
Y
iii) Si (Ls, s > 0) est un processus de Lévy centré et de carré intégrable, alors

1 t 2 t3—20¢ )
(t_a /0 Ludu) ] - ()

I 3
et <t_a/ L,du,t > O) n’est pas un peacock pour o > 3"
0

E

Le résultat qui suit concerne deux propriétés essentielles des peacocks trés forts.

Lemme 2.12. Soit (X, t > 0) un processus intégrable.

1) (X, t > 0) satisfait (VSP) si et seulement si, pour tout n € N*, tous 0 < t; <
s <ty <tpya, tout i < mn et tout p €L, :

El¢p(Xn, - Xp)(Xisy — X)) 2 0. (VSP)

2) Si (X, t > 0) est centré et vérifie (VSP), alors, pour tout n € N*, tous 0 < t; <
coe < t, et tout ¢ €1, :

]E[¢(Xt1’ e 7th)th] > 0. (210)

Démonstration.
1) On démontre (V.SP) par récurrence sur n (en supposant (VSP) vérifié).
i) Le cas n = 1 est immédiat par (VSP).

ii) On suppose (VfS/P) pour n. Soit ¢ € Z,,11.
-Si i =n+ 1, alors il suffit d’appliquer (VSP).
-Sil<i<n,alorson a:

E [o(Xe, Xt Xop) (Ko — X4,

= EE [¢(Xt1>Xt2a T >th+1)(th+2 - th+1)l+E [¢(Xt17Xt27 T vth+1)<th+1 - Xti)}
>0 (d’apr;s,(VSP))

E[¢(Xe,, - Xiws X0)(Xoyy — X1

0

par hypothése de récurrence).
y

>
>

2) Nous prouvons (2.10) par récurrence sur n € N*.
Sin =1, alors (2.10) est vérifiee d’aprés le Lemme 1.34, puisque X, est centré
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et ¢ est croissante. En outre, si (2.10) est vérifiée pour n, alors il en est de méme
pour n + 1, puisque :

E[6(Xe, s Xes Xonyr) Xt

>E[¢p(Xey, X1, 00X, |

=E[o(X, o X, 0)(Xe,y — X )] +E[0(Xey, - X, , 0), ]
(>0 d’apres (VSP))

> E[o(Xey, -, Xy,,0)X;,] > 0 (d’aprés 'hypothése de récurrence).

O
L’importance de la notion de peacock tres fort repose sur le résultat ci-apres :

Théoréme 2.13. Soit (X;,t > 0) un processus continu a droite, satisfaisant

(VSP) et tel que, pour tout t >0 :

E

s€[0,t]

sup |XS|] < 00. (2.11)

Alors, pour toute fonction continue a droite et strictement croissante o : Ry — Ry
telle que a(0) = 0, les processus

(ct - /Ot(xs _B[X.))da(s), t > 0)

et

(Qt - %t)/oth da(s),t > 0)

sont des peacocks.

Démonstration.
Soit T > 0 fixé. Nous supposerons sans nuire a la généralité que (X, ¢ > 0) est
centré.

1) Nous montrons d’abord que si 1y rjda est une combinaison linéaire de mesures

de Dirac, i.e.
T

Lo rdo := Zazﬁ,\i, (2.12)
i=1
avec 1 € [2,00], a; > 0,a9 > 0,...,a, >0 tels que

a(r) = Zai = o(T),
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et 0 < A\ <A <--- <\, <T, alors :

((Jn = ZZ a;Xy,,n € [[1,r]]) et s

1 n
(Qn =——> aX),n€[l, 7“]]) sont des peacocks.

Soient 1) € C et n > 2. Pour tout n € [2,r], on a :
E[$(Cn)] = E[¢(Cna)] 2 E[¢(Cpa)(Cr — Cpa)]

= a,nE [(b (X/\17 e 7X)\n—l) X)‘"]
—a, (E[¢ (X)\la . 7X)\n—1) (X)\n — X)\n—l)] + E[¢ (X)\17 Ce ,X)\n—l) X/\n—l])

et
E(Qn)] = E[(Qn-1)] > E[(Qn-1)(Qn — Qn-1)]
, 1 - 1 & 1 -
- n—l ZIGZE[ X>\1"" 7X>\n—1) (XAn _XM)] )
G (w1, w0 1) — (i aixi>
et

_ / 1 n—1
¢ : (ZL’l, R ,In_l) — 77/) <m Zazl’z>

i=1
sont des fonctions de Z,,_;. Il ne reste plus qu’a appliquer le Lemme 2.12 pour
obtenir (2.13).

2) Posons p1 = 1 pda et, pour tout 0 <t < T

- / t Xop(du) et QW wh(du).
0

Puisque la fonction A € [0,7] — X est continue a droite et bornée supérieure-

ment par la variable sup |X,| qui est finie p.s., alors il existe une suite de mesures
0<A<T

(ttn,m > 0) de la forme (2.12), telles que : pour tout n € N, supp u,, C [0,77,
J pn(du) = [ p(du) et, pour tout 0 <t < T,

t

¢
lim [ X, p,(du) :/ Xup(du) as. (2.14)
0

n—oo 0
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et
Tim 12, ([0, 2]) = ([0, 2)).- (2.15)

Alors, d’apreés (2.14) et (2.15), il en résulte que, pour tout 0 < ¢ <7 :
lim Q) = Q™ ps. et lim C’t(”") =" pas. (2.16)
n—00 n—00

Mais, grace au Point 1) ci-dessus, pour tout n € N :

(Ct(un)7 0<t< T) ot <Q§“n), 0<t< T) sont des peacocks, (2.17)

ie.pour tout 0 < s <t < T, E [C’s(”")} =E [C’t(“")}, E [ 2"")} =FE [Qg“”)] et,
pour tout ¢ € Cy :

E[u(Co)] <E[0(C)] et E[p(@F)] <E|v@™)].  @18)
En outre,
sup sup |C*] < u([0,T]) sup |X)|
0<t<T n>0 0<A\<T
(2.19)
et sup sup QE"”) < sup |X,|,
0<t<T n>0 0<A\<T

ou la variable sup |X,| est intégrable d’apres (2.11).
0<A<T

Ainsi, en utilisant (1.2), (2.16)-(2.19) et le Théoréme de convergence dominée,
nous en déduisons que <C’t(“), 0<t< T) et <Q§“), 0<t< T> sont des peacocks
pour tout 7" > 0. O

Remarque 2.14.
1) Le Théoreme 2.13 est une extension de l’exemple 2.10.

2) Soient (15,5 > 0) un subordinateur, f : Ry — R une fonction conveze croissante
telle que E[f ()] < oo, pour tout t > 0 et a : Ry — Ry une fonction continue a
droite et strictement croissante satisfaisant «(0) = 0. Alors, d’apres le Point 2)
de I’Exemple 2.8 et le Théoréme 2.13,

(e [ (F(r) — Blf(r)])da(s).t > 0)

(0=t [ (flm) - B (r))da) )

sont des peacocks.
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2.2. Peacocks obtenus par un quotient sous ’hypothése de peacock tres fort

3) Soit (Z;,t > 0) une diffusion "bien réversible” a temps fize satisfaisant (1.13),
telle que bs : y — b(s,y) soit une fonction croissante pour tout s > 0. Alors,
d’apres [’Exemple 2.9,

(Cy = Zy — E[Z],t > 0) est un peacock tres fort,

et, pour toute fonction continue a droite et strictement croissante o : Ry — Ry
telle que o(0) = 0, 1l résulte du Théoréeme 2.13 que :

B t _ t
(C’t = / Csda(s),t > 0) et (Qt = L/ C’Sda(s)) sont des peacocks.
0 a(t) Jo

Une conséquence du Théoréeme 2.13 est qu’il permet d’obtenir une nouvelle
approche de I’étude des peacocks de la forme

/ (s, X)u(ds)

E [ /0 t q(a&)v(ds)] |

ou v est une mesure de Radon positive sur R,. Notons que le Théoreme 1.43
fournit des conditions suffisantes sur le processus (X;, ¢ > 0) et sur la fonction ¢

N = t>0|,

pour que (Nt(y),t > 0) soit un peacock.

Théoréme 2.15. Soit (X;,t > 0) un processus a valeurs dans R, continu & droite,
et soit ¢ : Ry x R — R, une fonction continue et strictement positive telle que :

(Yt 4t X

,t >0 est un peacock trés fort. 2.20
i 29) 220

Supposons que pour tout t > 0,
E {sup q(s,Xs)} < oo et inf E[q(s, Xs)] > 0.
0<s<t 0<s<t

Alors, pour toute mesure de Radon positive v sur R,
t

/ q(s, Xs)v(ds)
0

t
B | [ ot Xonas)]
0
Démonstration.

En s’inspirant de la preuve du Théoreme 2.13, il nous suffit de vérifier que pour

Nt(y) =

,t >0 estun peacock. (2.21)
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Chapitre 2. Peacocks forts et trés forts, peacocks obtenus par un quotient

toute suite (a,,n > 1) de R, et pour toute suite croissante (\,,n > 1) telle que
A >0,0na:

> aig(XNi, Xy,)
N, = =1

~ ,n>1/| est un peacock. (2.22)
E [ aiQ<)‘i> X)\z):|
=1

7=

Si on pose

a(n) :=E

Z aiQ()‘i; X/\z)]
=1

et, pour tout ¢ > 1,

Q()‘MX)\)
bi = CLZ'E )\UXZ s YZ = —Z,
4 5k Y= g X))

alors on s’aper¢oit que (2.22) équivaut a :

1 n
N, = — ZbiYAi,n > 1| est un peacock; (2.23)
o) 25
que nous obtenons en procédant comme dans la preuve du Théoréme 2.13. O

Exemple 2.16. (Les diffusions "bien réversibles" a temps fixe.)
Soit X := (X;,t > 0) une diffusion "bien réversible" a temps fixe qui est 'unique
solution forte de :

dZ, = o(t, Z,)dB, + b(t, Zy)dt, Zy = v € R,

ou (By,t > 0) désigne un mouvement brownien standard.
Pour tout s > 0, on définit le générateur espace-temps :

0o 1 0? 9,

Ag = = + =0%(s,y) = + b(s,y) ~.

5 T30 ( y)ay2 ( y)ay
Soit ¢ : Ry x R — R, une fonction strictement positive de C?(R, x R) telle
que pour tout s > 0, E[g(s, X;)] < oo et les fonctions ¢s : y —— q(s,y) et
Asq(s,y)

q(s, y)

fsiyr— sont croissantes (resp. décroissantes). Alors,

Q(tu Xt) ) N
Y, ' = =———-—=,t> 0] est un peacock trés fort.
( " Bl X)) "

Considérons en effet n € N*, 0 < A\ < --- < A\, < \yyq et ¢ € Z,,. Définissons

ensuite : 0 )
. ~ g\Aiy, T
Vie[l,n+1],z e R, ¢z):==—"—"-—
U )= By, X))
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2.2. Peacocks obtenus par un quotient sous ’hypothése de peacock tres fort

et
V(ZL'l, e 71‘71) € Rna Q(l‘h e 7:En) = ¢ (al(xl)v e 7an(xn>> :
Supposons que pour tout s > 0, les fonctions ¢ et f, sont croissantes. Alors, ® est

croissante en chacun de ses arguments; de plus, en retournant le processus X au
temps A, 41, nous avons :

E [¢(YA17 to 7Y/\n)<Y/\n+1 - Y)\n):|
=K [CI)(X)\N T 7XAn)<E]vn+1(X>\n+1) - E]vn(X/\n»}

[ _(>\n ) _(An ) ~ _(>\n ) ~ _(>\n )
=k _CI) <X)\n+tlf>\17 e ’X)\n;l*/\n) <qn+1 (XO o ) - q”(XAn-:l*)\n))}
= [= _()‘n ) _()‘n ) T ~ _(An ) ~ _(/\n )
—E _E |:CI) <X)\n+t1*)\17 T :X)\n-s-tlf/\n) F)‘"+1*/\"i| (qn+1 (XO o ) B q”(XAn-;l*/\n

[+ (~(An+1) ~ ~Ant1) ~ ~Ant1)
K (Xxn:l—xn) (qn+1(Xo ) - q?l(XAnJ:—)\n))]

:EI;(XA,L) (@1 (Xn0) — a"(X’\n))} )

l
& &

oul ® est une fonction croissante (voir Lemme 1.12 ou Exemple 2.9).
Maintenant, si on pose

1
VS 2 O, Fs = )
Elg(s, X5)]
et si on applique la formule d’Ito, alors, pour tout s > 0, on obtient :

0= CEP(s, X.)] = E[Flg(s, X.) + Ta(s, X.)] (2.24)

D’autre part, il résulte de la formule d’Itd que :
E [$(X0,) (G0r1(Xn,0) = G(X,)) |
=K [EI;(X)\n) (F)\n+1Q()\n+l> X)\n+1) - F)\nQ()\na X)\n»]

- Ant1 aq Ant1
_E {@(XM) ( / .5 (s, X.) B, + / (F’Sq(s,Xs)+F5ASCI(S,XS))ds)}

_ /AWE [(I)(XAn)q(s,Xs) (F’S+st5(X5))] ds.

Comme X est conditionnellement monotone (voir Théoréme 1.14), alors, pour tout
)\n S S S )\n+1a

CT)AH,S z— R [&D(XA””XS = z] est une fonction croissante.
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Chapitre 2. Peacocks forts et trés forts, peacocks obtenus par un quotient

D’aprés (2.24), on en déduit que :
E[$(X0,) (@n1(Xn) = @lXn,)) |

- /: E[E[$(Xa,)| X.] als, X) (T, + TL£(X.))] ds
_ /A E @5, (Xo)a(s, X.) (T + T (X)) ds

>\n+1 ~ /
> [ (57 (1)) Bt X0 + Tedats, Xl ds =0,

s

Remarque 2.17.
1) SiT% =0, i.e. T's ne dépend pas de s, alors I’hypothése

y — Asq(s,y) est une fonction croissante, (2.25)

implique que (q(t, X;),t > 0) est un peacock tres fort.

2) Plus généralement, si q : Ry x R — R est une fonction qui satisfait (2.25), et
telle que, pour tout s > 0, y — q(s,y) soit croissante, alors

(q(t, X)) — Elq(t, X1)],t > 0) est un peacock tres fort.

2.3 Quelques résultats de comparaison des pea-
cocks

Nous allons maintenant, pour une famille de lois de probabilité croissante pour
ordre convexe p1 := (ju,t > 0) fixée, nous intéresser a I'ensemble D, des peacocks
forts dont la famille des marginales unidimensionnelles est p, i.e.

Dy = {(X;,t > 0); X est un peacock fort, et pour tout ¢ > 0, X; suit la loi s }.
Plus précisément, supposons que p soit de carré intégrable, i.e.

Vt>0, /w2ut(dx) < 00.

Nous souhaitons, pour toute mesure de probabilité v sur {(s,t); 0 < s < t},
déterminer les processus (X;,¢ > 0) de D} pour lesquels la quantité :

I, (X) = / / E[(X, — X.)2]v(ds, dt)
{o<s<t}
atteint son maximum, resp. son minimum.
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2.3. Résultats comparaison des peacocks

2.3.1 Ordres de 'orthant supérieur et inférieur

Les définitions suivantes sont tirées de M. Shaked et J Shantikumar, ([SS94],
p.140).

Définition 2.18. (Ordre de l'orthant supérieur). Soient X = (X1, Xo, -+, X,) et
Y =(1,Ys, -+ ,Y,) deux vecteurs aléatoires de dimension p (p € N*).

1) Le vecteur X est dit plus petit que Y pour l'ordre de l’orthant supérieur (on note
X <Y) si pour tout p-uplet A\, A, - -+, \, de réels :
u.o

]P)(Xl >)\1,X2 > )\2,"' ,Xp> /\p) S]P)(}/l >)\1,}/2 > /\2,"' ,§/p>)\p>. (226)

2) Un processus (X, t > 0) est dit plus petit qu’un processus (Yy, t > 0) pour l'ordre
de l'orthant supérieur si, pour tout p € N* et tous 0 <t; <ty <--- <1y

(Xt17Xt27"' 7ti) S (Y;fp}/tw" : 7}/?51;)‘ (227)

Définition 2.19. (Ordre de l'orthant inférieur). Soient X = (X1, Xo, -+, X)) et
Y =(1,Ys, -+ ,Y,) deux vecteurs aléatoires de dimension p (p € N*).

1) Le vecteur X est dit plus petit que Y pour l’ordre de l’orthant inférieur (on note
X <Y) si pour tout p-uplet \y, Ag,- -+, A, de réels :
l.o

PX; <ALXo <Aoo, X, SA) 2P S ALY < Xgy-- Y, <A (2.28)

2) Un processus (X;,t > 0) est dit plus petit qu’un processus (Y;, t > 0) pour l'ordre
de Uorthant inférieur (on note (X;,t > 0) < (Yi, t > 0)) si, pour tout p € N* et

l.o

tous 0 <ty <ty <--- <ty

(ththa e ati) ZS (Y't17}/t27 T 7Y'tp>' (2'29)

Remarque 2.20.
1) Si X = (X, t >0) et Y = (Y}, t > 0) sont deuz processus tels que X <Y < X
l.o U.0
alors (X, t > 0) (LY (Y, t >0).
2) Soit (X;,t > 0) un processus mesurable et, pour t > 0, soit Fy la fonction de
répartition de X;. Si U est une v.a. uniforme sur [0, 1], alors :

(L.d)

(X, t > 0) =" (F(U)).

Proposition 2.21. On considére un processus mesurable (X, t > 0) et, pour tout
t >0, on désigne par Fy la fonction de répartition de X;. Alors, si U est une v.a.
uniforme sur [0,1], on a :

(F7'U),t>0) < (X, t>0) < (F7H(U),t>0).

l.o u.0
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Chapitre 2. Peacocks forts et trés forts, peacocks obtenus par un quotient

Autrement dit, pour toute famille de mesures de probabilité donnée p = (pg,t > 0),
st D, désigne la classe des processus mesurables dont l’ensemble des marginales
unidimensionnelles est i, i.e.

D, = {(X:,t > 0); pour toutt >0, X; suit la loi y},

alors (F{l(U),t > O) est un maximum absolu de D, pour lordre de l'orthant
supérieur et un minimum absolu de D, pour l'ordre de l'orthant inférieur.

Démonstration.
Pour tout p € N*, tout p-uplet A\j, Ay, -+, A\, de réels et tous 0 < ¢ <ty <--- <
ty :

]P)(th > Aluth > )\2,...,ti > A ) < I1n21n ]P)(th > )\)
i=1,2,..., D
=1— max F,(\)

1=1,2,....p

<U> max Fj, (\; ))

1=1,2,....p

P
P (U > F, (M), U > F,(Aa),...,U > F, ()
P (F W) > AL BN U) > Ay FNU) > Ap) .

D’autre part, nous avons :

P(th S )\1,Xt2 S )\2,...,ti S A ) S min ]P)(Xt < )\)

1=12,....p

—P (p;;l(U) <ML U) < oy FUU) < A,,) .

Le résultat qui suit est dit & S. Cambanis, G. Simons et W. Stout [CSS76].

Théoréme 2.22. Soient (X1, Xs) et (Y1, Ys) deux vecteurs aléatoires de dimension
2 tels que :

loi loi

l.o

Soit k : R x R — R une fonction continue & droite (en chaque variable) et quasi-
momnotone, i.e.

k(z,y) + k(' y") — k(z,y') — k(2 y) > 0, for everyx < o', y <y’

Supposons que les moments E[k(X1, Xa)| et E[k(Y1,Ys)] existent (étant éventuel-
lement infinis) et que l'une ou l'autre des conditions ci-apres est satisfaite :

(i) k est symétrique et les moments E[k(X1, X1)] et E[k(Xs, X2)] sont finis,
(i1) il existe des réels xy et xo tels que E[k(Xy, x1)] et Elk(zq, Xo)] soient finis.
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2.3. Résultats comparaison des peacocks

Alors :
E[k(X1, Xo)] > E[k(Y1, Y2)].

Comme conséquence de la Proposition 2.21 et du Théoréme 2.22, nous avons le :

Corollaire 2.23. On considére un peacock (Xy,t > 0) et, pour tout t > 0, on

désigne par F; la fonction de répartition de X;. Soit U une v.a. uniforme sur
[0,1]. Alors :

1) pour tout processus (Yy, t > 0) tel que (Yi, t > 0) (o (X¢,t > 0) et toute fonction
quasi-monotone k : R xR — R satisfaisant les conditions du Théoréeme 2.22, nous
avons :

V(s,t) € R x Re, E [k (F'(U), B (U))] 2 Elk(Y,, Yi)).

En particulier, pour tout p > 1 tel que E[|X,|P] < oo, tout u > 0 et tout (s,t) €
R, xRy,
E[|F(U) - FO)] <E[Y; - Y[, (2:30)

s

2) (E7HU),t > 0) est un peacock fort.

Pour prouver le Corollaire 2.23, on peut observer, pour ce qui est du premier point,
que la fonction k : (z,y) — —|x — y|P est quasi-monotone et, concernant le second,
que si ¢ : R — R est croissante, alors la fonction k : (x,y) — é(z)(y — x) est
quasi-monotone.

2.3.2 Un Théoréme de comparaison des peacocks

Nous pouvons a présent, pour toute mesure de probabilité v sur {(s,t); 0 <
s < t}, déterminer les processus de D:[ pour lesquels II, atteint son maximum,
resp. son minimum.

Théoréme 2.24. Supposons que

Vit >0, /w2ut(x) < 00.

Alors :

1) la valeur mazimale de 11, dans D} est égale a :

max I1,(X) // X2 - E[X2)v(ds,dt),
XeDy {0<s<t}

et elle est atteinte lorsque (X;,t > 0) est une martingale,

2) la valeur minimale de 11, dans D} est égale a :

min 11, (X) =10, (F,'(U)) = //0<S<t}E [(F;l(U) - Fs‘l(U))z} v(ds, dt).

XeD;t
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Chapitre 2. Peacocks forts et trés forts, peacocks obtenus par un quotient

Démonstration. Pour prouver le Point 1), considérons un peacock fort (Xt >
0). Pour tous 0 < s < t, nous avons :

E[(X; - X,)?] =E [X}] +E [X?] — 2E[X,X}]
=E [X/] - E [XZ] - 2E[(X; — X,)X,]
<E[X?] —E[X?] (dapres (SP)).

S

Ainsi, en intégrant contre la mesure v, nous obtenons :

max TT, (X) < / /{ .y (B D] B LX) vlds )= M),

XeD)

et M(X) est clairement atteinte lorsque (X;,t > 0) est une martingale.
Le Point 2) est une conséquence directe du Théoréme 2.22 et du Corollaire 2.23. [

Commentaires

Ce chapitre est pour I'essentiel extrait de [BPR12b|. Des résultats de comparai-
son des lois multidimensionnelles de peacocks sont obtenus dans ([HPRY11], Sec-
tion 8.2). Notons que le Théoréme 2.24 est semblable aux résultats de comparaison
des lois bidimensionnelles de processus de Markov obtenus par Riischendorf-Wolf
([RW11], Corollaires 3.7 et 3.11).
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Chapitre 3

Processus de Markov a noyaux de
transition totalement positifs

L’objectif de ce chapitre est d’exhiber de nouvelles classes de peacocks en uti-
lisant la propriété de positivité totale que possédent les fonctions de transitions de
nombreux processus de Markov.

3.1 Notion de positivité totale

Commencons par définir la notion de positivité totale suivant la terminologie
utilisée par Karlin [Ka64| (voir aussi Schoenberg [Sch51]).

Définition 3.1. Une fonction p: R xR — R, est dite totalement positive d’ordre
2 (TPy) si pour tous réels x1 < xo et y; < Yo, ON @ :

o p(xlay1> P($1ay2)
( b ) = det > 0. (TP,)

YL P(l’% 3/1) p($27 3/2)

Définition 3.2. Une fonction p : Z x 7 — R est dite totalement positive d’ordre
2 (TP,) si pour tous entiers ky < ko et ly < ly, on a :

ki k p(klull) p(k17l2>
( b ) = det > 0. (3.1)

l.1
b plka, 1) plka,lo)

Notons qu’on définit de la méme maniére les fonctions totalement positives d’ordre
supérieur & deux (voir [Ka64] pour plus de détails).

Remarque 3.3. Soit D un ensemble connezxe de R x R satisfaisant la propriété
sutvante : pour tous réels x1 < xo et y; < Yo,

[(z1,y2) € D et (x2,9y1) € D] = [(z1,y1) € D et (x9,y2) € D]. (P)
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3.1. Notion de positivité totale

Soit p: D — R une fonction totalement positive d’ordre 2 (TPs), i.e. pour tous
réels v1 < x9, Y1 < Yo tels que (x1,y1), (T1,Y2), (x2,y1) et (x2,ys) appartiennent a

D, ona:
X1, T2
> 0.
p( Y1, Y2 ) -

Alors, la fonction p définie sur R x R par :

_ _ | plz,y) si(x,y) €D,
plz,y) = { 0 sinon

est TP,.

Voici quelques exemples de parties de R x R qui vérifient la propriété (P).
i) Si I et J sont deux intervalles de R, alors D = I x J vérifie (P).
ii) Pour tous ko < ki dans R, et tout (a, f) dans Ry x R\ {(0,0)},

D ={(z,y) e RxR; kg <ax— By <k} vérifie (P).

Nous donnons les propriétés des fonctions TPy en supposant que celles-ci sont dé-
finies sur RxR. D’aprés ce qui précéde, on peut étendre ces résultats aux fonctions
définies sur des parties connexes du plan satisfaisant la propriété (P).

Nous avons des critéres de positivité totale d’ordre deux pour les fonctions
p: R xR — R, réguliéres.

Proposition 3.4. ([Ka57]). Soit p : R x R — Ry une fonction telle qu’en tout

0 0?
point (z,y) les dérivées partielles 8_];’ 8_]3; et (%gy existent.
1) Sip est TPy, alors, pour tous réels 1 < xo et toul réel y :
Ip
p(1,y) @(wl’y)
det >0, (3.2)
dp
p(‘r%y) a_y(x%y)
et, pour tout (z,y),
dp
det > 0. (3.3)
Op 9p

%(x,y) 8x—3y(x’y)

2) Réciproquement, si p(z,y) > 0 pour tout (z,y) € R x R, alors (3.3) implique
(3.2) qui, a son tour, implique la propriété TPy de p.
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Démonstration.

1) Si p est TPy, alors, pour tous réels y, e > 0 et x; < x5 nous avons :

(21.9) p(r1,y +¢) — pl1,y)

] p(r,y) plry,y+e) P Y -

0 < —det = det
9

p(z2,y) a2,y +¢)

p(w2,y +€) — p(a2,y)
13

p(z2,y)

et (3.2) s’ensuit en faisant tendre e vers 0. De méme, pour tous réels z, y et € > 0,
(3.2) entraine que :

pla.y) §—§<x,y>

0 < det ap ap ,
p(x +¢e,9) — p(z,y) @_y(Hg’y) B 8_y(x’y>

£ £

et on en déduit (3.3) en faisant tendre & vers 0.

2) Réciproquement, observons que, si p(z,y) > 0 pour tous réels = et y, on a :

13,
p(z,y) a—p(x,y)
p (I7y)_ = det
Oz \p(z,y) Oy o %
1

P (2.9) est
—(x,y) est une
p(z,y) dy

fonction croissante, ce qui équivaut a (3.2). De méme, en remarquant que, pour

tous réels y et x1 < 29, on a :

Ainsi, on déduit de (3.3) que, pour tout y € R, x ——

0
plary) o (e1y)
2 0 p(x%y) _ y
p(21,9) - = det ,
Oy \p(r1,y) ap
p(r2,y) 5 (22,9)
(3.2) entraine que p est TP,. O

Nous pouvons déduire de la Proposition 3.4 un second critére de la propriété
TPs.

Corollaire 3.5. (/Ka57)). Soit p: R x R — R, une fonction strictement positive

9%(1
telle qu’en tout point (z,y) € R x R, %(w,y) existe. Alors p est TPy si et
oy
seulement si 221
oz ) (2,y) = 0.

0x 0y
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Démonstration.
Ce résultat découle du point 2) de la proposition 3.4 et de 1'égalité :

0
e pey) 5y
O
P, y) 52 (.y) = det
Y dp 9p

Exemple 3.6. (densités de transition du mouvement brownien).
Considérons I'ensemble des fonctions (p; : R x R — Ry, ¢ > 0) définies par :

1 —@—yV>
V(z,y) € R xR, xr,y) = exp | ————— ).
(2.0 o) = e (U

Nous déduisons du corollaire 3.5 que, pour tout t > 0, p; est TP,. En effet, pour
tout ¢ > 0, nous avons :

9*(log Pt) 1

——(z,y) = - > 0.

0xdy (z.9) t

Plus généralement, si f : R — R, est une fonction strictement positive de classe
C?. Alors la fonction (z,y) — f(x—y) est TPy si et seulement si f est log-concave.
En effet, nous avons :

2

0xdy

log f(z — y)] = —(log f)"(x — y).

Exemple 3.7. (densités de transition du processus d’Ornstein-Uhlenbeck).
Soit (pg,t > 0) 'ensemble des fonctions définies sur R x R par :

cect (y—xet —p(l—e )2

— —ce* R).
27 sinh(ct) exp( “ 2sinh(ct) ) (c,v €R)

pt(x7 y) -

On a: 5201 )
0g Pt - c
Dxdy (z,9) = sinh(ct)

et, d’aprés le corollaire 3.5, p; est TPy pour tout ¢ > 0.

> 0,

Contre-exemple 3.8. La fonction p définie par :

1

————  pour tout x,y € R
1+ (z—y)?

p(z,y) =
n’est pas TPs.
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Chapitre 3. Processus de Markov a noyaux de transition totalement positifs

Nous pouvons régulariser les fonctions TPy grace aux résultats suivants :

Lemme 3.9. Soient p,q: R xR — R deux fonctions boréliennes et p une mesure
positive sur R telle que :

Vz,z €R, / ipl(z, v)laq|(y, 2)u(dy) < oo.
R

Soit r la fonction définie sur R X R par :

Vi zeR, r(zz) = / Pz, v)aly, 2)uldy).

Alors, pour tous réels x1 < w9, 21 < 2o,

T, T X1, T2 Y1, Y2
= d dys). 3.4
r( - ) //yKyzp( 1 )q( - )u( y1)p(dys) (3.4)

En particulier, si p et q sont deux fonctions intégrables par rapport a la mesure de
Lebesgue, et sir:= px*q désigne le produit de convolution de p et q, 1.e.

Ve eR, r(z)= /p(:r —y)q(y) dy,
R
alors, pour tous x1 < xa, 21 < 23,
r(zy —2z1) r(x; — 22)

det
r(zg —21) r(xe — 29)

det dy1dys.
p(% - yl) P($2 - 3/2) C](Z/2 - 21) Q(?/2 - 22)

p(r1— 1) plzr —y2) q(y1 —21) q(y — 22)
// det

Démonstration.
On désigne par o, I'image par 'application (y,y) — y de la restriction de p ® u
a la diagonale {(y,y); y € R}. Pour tous réels x; < xq, 21 < 22, on a :

21, %2

xT1,T
r ( 12 ) = T([L‘l,Zl)T(ZL'Q,ZQ> —T(Qj‘l,ZQ)T(QTQ,Zl),

avec

r(x1, 21)r (29, 22) ://< (1, y1)q(y1, 21)p(22, Y2)q (Y2, 22) u(dyr) p(dys)
+ // p(1,Y2)q(Y2, 21)p(22, y1)q(y1, 22) p(dyr) (dy2)

+ /Rp(xl, ¥)q(y, 21)p(x2, y)q(y, 22) o (dy)

63



3.2. Positivité totale dans le cadre des processus de Markov

et
r(xy, 29)r (22, 21) ://< p(1, y1)q(Y1, 22)p(22, y2)q(ya, 21) u(dyr) u(dy2)
+ // (1, Y2)q(Y2, 22)p(22, y1)q (Y1, 21) u(dyr) pdys)
+ [ plos a2z, vaty. =) o)
Ainsi,

r(xq, 21)1(22, 29) — r(x1, 22)7 (29, 21)

=//< P, y1)p(xa, y2)[q(vr, 21)q(y2; 22) — a(y2, 21)q(y1, 22)]p(dys) p(dyz)

- // p(x1, y2)p(w2, y1)[q(y1, 21)q(Y2, 22) — (2, 21)a (Y1, 22) | p(dyr) p(dy2);
Y1 <y2
ce qui équivaut a :

T(xh Zl)T(ZEQ, 22) - T(Il, 22)7"(1'2, Zl)
L1, L2 Y1, Y2
/y1<y2p< Y1, Y2 )q( 21, 29 )'M( yl):u( y2)

Comme conséquence immédiate du Lemme 3.9, nous avons :

Proposition 3.10. Soient p,q : R x R — R, deux fonctions TP; telles que la
fonction r : R x R — R définie par :

rle.2) = [ Pty )y, pour tout a2 € R (3.5)
R

soit finte. Alors r posséde la propriété TPy. En particulier, si p et q sont deux
fonctions log-concaves intégrables (cf. Lemme 3.9, Définition 3.16, et Théoréme
3.20), alors leur produit de convolution r = p * q est log-concave.

Remarque 3.11. La Proposition 3.10 permet de régulariser les fonctions TPy de
maniere & conserver la propriété de positivité totale. En effet, pour toute fonction
TPy q telle que, pour tout z € R, q(-,z) est intégrable, et pour tout ¢ > 0, la
fonction q. définie par :

! / [ (‘T—yq (1, 2)d toutz,2 € R,  (3.6)
exp | ———— ,2)dy, pour tout x, z , .
o . p g2 q\y Yy, P

¢-(x, 2) =

est TPy. En outre, nous avons :
VzeR, lirréqe(-, 2)=q(-,z) dans L'(R).
e—

Dans le prochain paragraphe, nous donnons des exemples de noyaux de tran-
sition markoviens qui possédent la propriété TPs.

64
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3.2 Positivité totale dans le cadre des processus de
Markov

3.2.1 Définitions

Définition 3.12. Soit P := (Ps(x,dy),0 < s < t,x € I) la fonction de transition
d’un processus de Markov ((Xy,t > 0), (P,,x € I)) a valeurs dans un intervalle I
de R. On dit que P est totalement positif d’ordre 2 (TPs) si pour tous 0 < s < t,
tous x1 < xo dans I, et tous sous-ensembles boréliens E1, Ey de I tels que E; < Ey
(i.e. a1 < ay pour tous a; € By et ay € Ey), on a :

P, (21, Ey) Psy(x1, Es)
) = det >0, (3.7)

Ty, T2
P Y
- ( Ela E2
En particulier, si (X;,t > 0) est homogéne en temps, (3.7) équivaut & :
T, T2
P Y
! ( Ela E2

Remarque 3.13. Soit P := (P ,(z,dy),0 < s < t,x € I) la fonction de transition
d’un processus de Markov ((Xy,t > 0), (P, x € I)) a valeurs dans un intervalle I
de R. On suppose que, pour tous 0 < s <t etx € I, Ps,(z,dy) admet une densité
psi(z,y) (par rapport a la mesure de Lebesgue) qui est continue. Alors, P est TP,
st et seulement st la fonction psy est TPy, i.e. pour tous x1 < T3, Y1 < Y2 dans I,

Ps,t(xZa El) Ps,t($2, E2)

> 0. (3.8)

Pt(xlaEl) Pt(xlaE2>
) = det

Pt($2, El) Pt($2, Ez)

> 0.

Pse(1,91)  Pse(T1,Y2)
st ( 1,22 ) = det

Y Poi(®2, 1) psa(@2,92)

Définition 3.14. Soit P := (P,.(k,1),0 < s < t,(k,l) € I x I) la fonction de
transition d’une chaine de Markov a temps continu (X, t > 0) a valeurs dans un
intervalle I de Z.. On dit que P est totalement positif d’ordre 2 (TP,), si pour tous
réels 0 < s < t et pour tous entiers ki < kg et l; <ly dans I, on a :

I I Py (k1 1) Pioy(ky,lo)
Ps7t< 11712 ) = det > 0. (3.9)
b Pii(k2, 1) Psy(ka, o)
En particulier, si (X;,t > 0) est homogéne en temps, (3.9) équivaut & :

ki k Pt(klall) -Pt(kIJZQ)
Pt ( 12 ) = det

1 > 0. (3.10)
b Py(ka, 1) Pi(ka, o)
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3.2. Positivité totale dans le cadre des processus de Markov

Nous définissons de facon similaire la propriété TP, pour les chaines de Markov
a temps discret et a espace d’états discret.

Définition 3.15. Soit P := (P, ,+1(k,1),(k,1) € I x I) la famille des matrices
de transition d’une chaine de Markov a temps discret X := (X,,,n € N) a valeurs
dans un intervalle I de Z. On dit que P est totalement positif d’ordre 2 (TP,), si
pour tous réels n € N et pour tous entiers k1 < ko et l; < ly dans I, on a :

ki k Pn,n+1<k17 ll) Pn,nJrl(kla 12)
Pyt ( ll’l2 ) = det > 0. (3.11)
b2 Pn,n+1(k27 ll) Pn,n—i—l(kQa l2)

En particulier, si X est homogene, et si P désigne la matrice de transition de X,
alors (3.11) équivaut a :

- P(ky,ly) P(ky, o)
P( b ) = det > 0. (3.12)

bl P(ky, 1)) P(ky, 1)

Voici quelques exemples de processus Markoviens ayant une fonction de transition
TPs.

3.2.2 Les processus a accroissements indépendants et log-
concaves

Commengons par introduire les notions de v.a. PFy et log-concaves (voir
Schoenberg [Sch51] ou Daduna-Szekli [DS96]).

Définition 3.16. (V.a. PF; réelle).
Une v.a. réelle X est dite PFy si :
1) X admet une densité de probabilité f,
2) pour tous xo > 1, Yo > Y1,

flxr—y) flzr— 1)
det > (.

f(xz—?h) f(% —y2> -

Définition 3.17. (V.a. PF; discréte o valeurs dans 7).
Une v.a. discrete X est dite PFy si, en posant f(z) = P(X = z) pour x € Z, on
a : pour tout 1 > X2, Y1 = Yo,

flxr—y) flzr— 1)
det > (.

flxa—y1) f(xa —y2) -
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Définition 3.18. (V.a. log-concave réelle).
Une v.a. réelle est dite log-concave si :

1) X admet une densité de probabilité f,
2) f est une fonction log-concave sur R, i.e. pour tout z,y € R et tout 6 €]0, 1],

fOz + (1= 0)y) > (f())’(fy)' "

Définition 3.19. (V.a. log-concave a valeurs dans 7).
Une variable aléatoire a valeurs dans 7. est dite log-concave, si pour tout n € 7 :

P(X =n)’>P(X =n+1)P(X =n—1).
Nous rappelons I'équivalence suivante :

Théoréme 3.20. ([An97] ou [DS96]). Une variable aléatoire a valeurs dans R ou
Z est PFy si et seulement si elle est log-concave.

Remarque 3.21.

1) Si f: R — R, est une densité de probabilité log-concave, alors f est bornée.

2) Soient f, g : R — R deux fonctions log-concaves. Alors le produit de convolution
f*g, défini par

400
(fxg)(x) = fW)g(x —y)dy, pour tout x € R,

est log-concave (cf. Lemme 3.9 et Proposition 3.10).
3) Notons que f est log-concave sur R si et seulement si l’ensemble Sy = {f > 0}
est un intervalle et log f est une fonction concave sur Sy.

Remarque 3.22. Comme précédemment, notons que :
1) si f:7Z — Ry est une densité de probabilité log-concave, alors f est bornée.

2) si f,g:Z — Ry sont deuz fonctions log-concaves, alors leur produit de convo-
lution f * g, défini par

(f*xg)(n Zf , pour tout n € 7,

PEZ

est log-concave (cf. Lemme 3.9 et Proposition 3.10).

3) f est une fonction log-concave sur Z si et seulement si l'ensemble Sy = {f > 0}
est un intervalle de 7. et log f est une fonction concave sur Sy.

Exemple et Contre-exemple 3.23. La plupart des v.a. usuelles sur R (ou Z)
sont log-concaves. En effet, les variables normales, uniformes, exponentielles, bi-
nomiales, binomiales négative, géométriques et de Poisson sont log-concaves. Nous
renvoyons a [An97| pour plus d’exemples. Notons que :
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3.2. Positivité totale dans le cadre des processus de Markov

a) La variable Gamma de paramétre a > 0, i.e. de densité

1 -z, _a—
falz) = O ()

['(a)

n’est pas log-concave si a < 1.

b) Une v.a. de Bernouilli X telle que P(X = 1) =p =1—P(X = —1) n’est pas
log-concave.

Nous définissons les processus & accroissements indépendants comme suit :

Définition 3.24. on appelle processus a accroissements indépendants un processus
(Xx, A > 0) vérifiant :

V0 <¢<n, X,— X¢ estindépendant de Fe = 0(Xy; 0 < s < ). (PAT)

Remarque 3.25. Soit (X;,t > 0) un processus a valeurs dans un intervalle I de
R dont les accroissements sont indépendants et log-concaves. Alors, (X;,t > 0) est
un processus de Markov dont la fonction de transition est donnée par :

VO<s<t,zeR, P,(x,dy)=nps:(y—x)dy,

ot psy désigne la densité de la v.a. X; — X,;. Comme la loi de X; — X est log-
concave, la fonction (x,y) — psi(y — x) est TPy (voir Théoréme 3.20).

3.2.3 Les processus a accroissements indépendants, symé-
triques et PF
Les définitions suivantes sont tirées de [Ka64].
Définition 3.26.

1) Une fonction f : R — R est dite PF., 1 < r < oo, si pour tout m € [1,r] et
pour tous réels 11 < xo < -+ < Ty, Y1 < Yo < 0 < Y,

f(xl_y1> f(xl—?h) f(xl—ym)

det | f(@2—wy1) [flz2—12) - flea—wym) | >0. (PF,)

f(xm'_ yl) f(xm_ y2) o f(xm ‘_ ym)

2) Une fonction f : Z — R est dite PF,, 1 < r < oo, si pour tous k € Z et
m € [1,7],

f(k) flk=1) - flk—m+1)
det flk+1) f(k) e flk=m+2) | >0 (PF,)
flh+m—1) fli+m—2) -~ f(k)
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3) Une fonction f est dite PFy, si f est PF, pour tout r > 1.

Remarque 3.27.

1) Toute fonction PF, (1 <r < +4o00) est positive.

2) La propriété PFy caractérise les fonctions log-concaves (voir Théoréeme 3.20).
3) Soit r € [2,400].

i) Toute fonction f: R — R, satisfaisant (PF,) est log-concave et son support
Sy :={x € R; f(z) > 0} est un intervalle de R.

it) Toute fonction f : 7 — R, satisfaisant (PF,) est log-concave et son support
Sy ={k € Z; f(x) >0} est un intervalle de 7Z.

Définition 3.28. Une v.a. réelle X est dite PF,, (1 <r < ), si
i) X admet une densité f,
it) f vérifie la propriété (PF,).

Définition 3.29. Une v.a. discréete X est dite PF,,(1 < r < o0) si la fonction
f 7 — Ry, définie par f(i) .= P(X = 1), satisfait I’hypothése (PF,).

Notons qu’on peut caractériser les v.a. réelles (resp. discrétes) PF., a l'aide
de leurs transformées de Laplace (resp. leurs fonctions génératrices). Plus précisé-
ment :

Théoréme 3.30. ([Sch51]). Une v.a. réelle X est PF., si et seulement si :

i) sa transformée de Laplace ® est définie sur une bande (du plan complexe)
dont lintérieur comprend l'axe imaginaire, i.e. {s € C; Re s = 0},

ii) ® est de la forme :

6u82+us
D(s) = — : (3.13)
IT(1+ a;s)eas
=1

oupn>0,vER, a; € R pour tout i, et 0 < pu+ > a? < oo.
i=1

Si X est symétrique, i.e. X (o _ X, alors (3.13) devient :

2

ets
O(s) = z—, (3.14)
[I (1 —107s?)
i=1
o 1 >0, b; € R pour tout i, et 0 < p+ > b? < 0.
i=1

Nous énoncons aussi un analogue discret du Théoréeme 3.30.
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Théoréme 3.31. (/Ed53]). Une v.a. discrete X de densité (f(k) :=P(X = k), k =
0,£1,£2,--+) est PF, si et seulement si :

i) la série de Laurent S(z) = > f(k)z* converge dans une couronne (du plan
k=—o00
complexe) dont l'intérieur comprend le cercle unité, i.e. {z € C; |z| = 1},

it) le prolongement analytique S de S est de la forme :

o0

_ H(l + OéiZ)
S(z) = Cexp(az + bz 1) =

o0

e

(1+Biz71)

g

s
Il
—

, (3.15)

g

(1—4;271

=1

ot C >0,a>0,0>0,a; 20,3 >0,0<~<1,0<4 <1, pour tout
i € [1,+oof et Y (i + Bi+ i + ;) < oo.

i=1
Si X est symétrique, i.e. f(k) = f(—k), alors (3.15) devient :

I I G
S(z) = Cexp(a(z+27")) 2 gl(:&;:(l (7:12)» . (3.16)

ouC>0,a>0,;>0,0< <1 pour tout i € [1,+00], et > (a; + ;) < oo.
i=1

Nous allons a présent nous intéresser aux v.a. X qui sont symétriques et PF,

loi
i.e., telles que X b _ X. Observons que la densité f d’une variable aléatoire

symétrique X est paire, i.e. pour tout = € R, f(z) = f(—x).
Une des propriétés essentielles des variables PF., et symétriques est donnée dans
le résultat qui suit ( voir [Ka64|, Section 11) :

Théoréme 3.32. ([Kab64]). Soit X une v.a. a valeurs réelles, symétrique et PF..
On note f la densité de X. Soit f*: R, x Ry — Ry la fonction définie par :

[ (z,y) = flx—y)+ f(—z —vy), pour tous x,y > 0. (3.17)

Alors, pour tous réels positifs x1 < o, Y1 < Y2, ON G :

f@ny) (2, )
det > 0. (3.18)
[ (@2, 01)  f* (22, 2)

Il existe une version discréte du Théoréme 3.32 :
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Théoréme 3.33. ([Kab64]). Soit X une v.a. a valeurs réelles, symétrique et PF...
On considére la fonction f donnée par f(k) = P(X = k), pour tout k € Z. Soit
N xN— R, définie par :

[ (k)= f(k—=1)+ f(=k—1), pour tous k,l > 0. (3.19)
Alors, pour tous entiers naturels ki < ko, Iy <y, on a :

f*<k17 ll) f*(kla l2)
det > 0. (3.20)

f*(k27l1) f*(k27l2)
Voici quelques propriétés de la fonction f* definie par (3.17).

Remarque 3.34. Soit X une v.a. symétrique de densité f. Alors :
1) pour tout u > 0 fixé, f*(u,-) est la densité de |u + X|,
2) pour tous (l‘)y) < R-l— X R—H f*(x,y) = f*(yvx)

Remarque 3.35. Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes, symétriques et
PF., de densités respectives f et g. Alors Z = X +Y est une v.a. symétrique et
PF.,. En outre, si h désigne la densité de Z, alors

V(z,z) e Ry xRy, h¥(z,2) = /0 I (z,9)g"(y, 2) dy, (3.21)

ot f*, g* et h* sont définis par (3.17). En effet, nous avons :

h*(x,z) = h(x — 2) + h(—z — 2)

o0

_ / [flx =z —u)+ f(—z — = — w)]g(u)du

[e.o]

:/Oo[f(x—U)+f(—ai—v)]g(—z+v)dv (en posant v = z + u)

oo

= /Ooo[f(a? —v)+ f(—x —v)][g(—z+v)+g(—z —v)|dv (car [ et g sont paires)
= /OOO (@, 9)g"(y. 2) dy.

Notons enfin qu’il existe un analogue discret de (3.21) :
Soient X et'Y deux v.a. discrétes indépendantes, symétriques et PF.,. On pose

f@) =P(X =1i) et g(i) = P(Y = 1), pour tout i € Z. Alors, la v.a. Z = X +Y
est symétrique et PFy,, et, en posant h(i) =P(Z =1i), on a :
V(k,m) € NxN, h*(k;m) =" f(k 1)g"(l,m).

=1
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Nous présentons quelques exemples de v.a. symétriques et PF ., usuelles.

Exemple 3.36. En appliquant le Théoréme 3.30, on vérifie que :

i) toute loi gaussienne centrée est PF,
A
ii) pour tout A > 0, la loi uy(dx) = 5 exp(—Alz|)dz est PF..

Exemple 3.37. De méme, en utilisant le Théoréme 3.31, on peut montrer que :

i) La variable aléatoire X telle que

1+a? a
PX=0)=—— e PX=1)=PX=-1=——
(X=0)= o o BX=D)=B(X=-1)=pr0
ou o € Ry, est PF . En effet, si on pose
S(z) == > P(X =k)2",
k=—o00

alors on a :

S(z):ﬁ {(1+a2)+a<z+§)]

qui est de la forme (3.16).
(1—e )2

ii) Soient a > 0 et ¢ = =

. SiY désigne la variable aléatoire telle que :

P(Y=0)=c et PY =k)=ce ™ k=4142...,

alors Y est PF, puisqu'une représentation de la série de Laurent

S(z)= Y P(Y =k)*
k=—o00
est donnée par :
S (1—e)?

qui est de la forme (3.16).
Remarque 3.38.

1) Soit (X¢,t > 0) un processus a accroissements indépendants (au sens de (PAI)),
symétriques et PF,,. Alors, (|X|,t > 0) est un processus de Markov ayant pour
fonction de transition :

PS,t(w’dy> = p:,t(x7y)dy (O <s< t? VIS R)?
ol psy est la densité de la v.a. X, — X, et ou
Pea(®,y) = psp(y — @) + pse(—2 — y).
Puisque X; — X, est symétrique et PF, alors, d’apres le Théoreme 3.32, p, est
TP;.
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2) Les seuls processus de Lévy a accroissements symétriques et PEy, sont ceux de la
forme (Be,t > 0), ¢ >0, ot (B, t > 0) désigne un mouvement brownien standard

issu de 0 (cf. [Sch51]).

3.2.4 Les diffusions homogénes

Nous donnons a présent une classe importante de processus de Markov dont
les fonctions de transitions sont TP. Il s’agit des diffusions homogénes en temps.
Nous avons pour cela besoin du lemme ci-aprés da a Blumenthal (voir [Bl57],
Théoréme 1.1 ou [KaMG59], Section 6) :

Lemme 3.39. (Blumenthal [Bl57])

Soient Z = (Zy,t > 0) un processus de Markov homogéne a valeurs dans un
espace métrique € et (Qu(x,dy),t > 0,x € £) sa fonction de transition. Si Z est a
trajectoires continues a droite et si, pour toute fonction continue bornée h : £ — R,
la fonction (t,z) — [ h(y)Qi(x, dy) est continue en x pour tout t, alors Z posseéde
la propriété de Markov forte.

Le résultat qui suit est a l'origine da a Karlin-McGregor (voir [KaMG5H9),
Sections 2-6). Nous n’en donnons qu'une version tirée de ([KaT81]|, Chapitre 15,
Probléme 21).

Théoréme 3.40. Soit (X = (X, t > 0),(P,,z € I)) une diffusion homogéne en
temps a valeurs dans un intervalle I de R et (Py(z,dy),t > 0,2 € I) sa fonction
de transition. On suppose que la fonction (t,x) — P,(x,dy) est continue en x
pour tout t. Alors, pour tout t > 0, tous x1,xs dans I et tous boréliens Fy < Ey
de I, nous avons :

Pt(xlaEl) Pt($1,E2)
det > 0. (3.22)
.Pt(IQ,E'l) -Pt(x27 E2>

En particulier, si P,(x,dy) = p(z,y)dy, ot p; est continu en y pour tout x, alors,
pour tous 1 < xa, Y1 < Yz dans I,

pt(xbyl) pt($17y2>
det > 0. (3.23)

pi(2,v1)  pe(w2,y2)
En d’autres termes, la loi de X; pour tout t vérifie la propriété T Ps.

Démonstration.
Nous reprenons les idées de Karlin-McGregor [KaMG5H9).

1) Nous montrons que (3.22) a une interprétation probabiliste. En effet, nous prou-
vons que si deux particules ¢; et ¢ issues respectivement de x; et zo & 'instant
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3.2. Positivité totale dans le cadre des processus de Markov

t = 0, avec 1 < x9 dans I, se déplacent simultanément et indépendamment
suivant le processus X, alors, pour tous boréliens F; < Fy de I et tout ¢t > 0,

Pt($1>E1) Pt(£€1,E2)
det
Pt(l‘27E1) Pt(x27E2)

est égale a la probabilité qu’a la date t, ¢; soit dans E, ¢s soit dans Es et qu’aucune
coincidence n’ait eu lieu avant cet instant. Plus précisément :

Soient XM et X® deux copies indépendantes de X définies sur le méme espace
de probabilité (€, F,P). Soient Qy, Qs des copies de Q, F', F? des copies de F et
P!, P? des copies de P. Sur 'espace de probabilité

() x Dy, F' @ F2 P @ P?),

on définit le processus ((Xt(l),Xt@)),t > 0) par :

(Xt(l),Xt(z))(wl,wQ) = <Xt(1)(w1), Xt(Q) (wg)) . pour tous t > 0, (wy,ws) € Q1 xQs.

Alors,
(X, X2).6 2 0. (B © By . (1, 22) € T x 1)

est un processus de Markov homogéne en temps, a trajectoires continues dont la
fonction de transition P est définie par : pour tous ¢t > 0 et (z1,29) € I X I,

Ft[(l'l, .I’Q), (dyl, dy2>] = ]P)glcl <Xt(1) € dyl) ]P)iz <Xt(2) € dy2>
= Pt(l'l, dyl)Pt(ZL'Q, dyg) (324)

En outre, d’aprés le Lemme 3.39, (X M X (2)) possede la propriété de Markov forte.
Comme (X', X?) est a trajectoires continues, la v.a. 7, définie par :

T(wy,wq) :=inf{t > 0; Xt(l)(wl) = Xt@)(wg)},

est un temps d’arrét.
On se propose de prouver que pour tous x; < xo dans I, Fy < E5 boréliens de [ et ¢ > 0, on a:

Pi(z1, B1) Pz, B) B
det = Play ) ((X}“,Xf?)) € By X Ep,t < T) >0,
Py(xq, Ey)  Py(xq, E»)
(3.25)
Posons : B
P(dyy, dyz) = P (dyy )P*(dys)

et, pour t > 0,

Fl=o(XW:s<t)et F2=o(XP; s < t),
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Chapitre 3. Processus de Markov a noyaux de transition totalement positifs

et
F, = ]—"t1 ®]—"t2 =0(A; x Ag; Ay € -7:7517 Ay € -7:7&2)

Pour tous 1 < x5 dans I, £y < E5 boréliens de I et t > 0, on a :

Pt(xla El)Pt($2a EQ)
X(l) X(2) E B
(@) (X3, X)) € By X By

il

= Ploy.ap ((X,f”,Xf)) € By x Byt < r) +Play o) ((Xt(l),Xt(Q)) € By % Byt > T> .
(3.26)

Mais,

Ploy o) ( ) XY € By x Bayt > 7')

= E(zy,22) [1{t>T}E($1 2) [1{()((1) XPeE x By}

F H (3.27)

Puisque (XM, X)) est homogéne et posséde la propriété de Markov forte, alors,
conditionnellement a {t > 7} :

E(zy.20) | 1

T

(XD XD)eE x5} f] P, [(X(l) X?)),El % Ez]

=P (Xﬁl € El) P2 (Xﬁl € E2> . (3.28)

Or, X! = x® Pt = p2 et X0 &

a .

X ainsi, conditionnellement & {t > 7}, on

]P);(U <Xt(i)7' S El) = ]P?X(Q) (Xt@ € E1>

et
2 1
Piﬂ(_z) <Xt(—)7' € EZ) = ]P_l)(‘,(-l) (Xt(—)T S E2> )

ce qui implique :

P xo, ((Xﬁl,X(Q) ) € By x E2> =P 0y ((Xt“)T,Xﬁl) € E, x E1>

(3.29)
Nous déduisons de (3.28) et (3.29) que :
1{t>T}E(w17w2) [1{(X§1),X§2))eEle2} ?T]
= 1{t>T}F(X$1),X$2)) <(Xt(1)7-,Xt(E)T> € By X E1>
= 1{t>T}E(x1,:r:2) |:1{(X§1),X§2))€E2><E1} ?T} . (330)
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3.2. Positivité totale dans le cadre des processus de Markov

En comparant (3.27) et (3.30), on déduit :

@(m,m) ((Xt(l)aXt(Q)) € by x EQ,t > 7')

7|

= ﬁ(xl,xg) <(X1§(1)7Xt(2)) € FEy x Byt > 7') . (331)

= 1{t>T}E(azl,x2) |: 1{(Xt(1) ,Xt(g))GEQ xEv}

Mais, puisque (XM, X®) est a trajectoires continues,
@(xl,xz) <(X15(1)7Xt(2)) c E2 X El,t < 7') = 0.

En conséquence, (3.31) équivaut a :

Py (X0, X)) € By X Byt > 7) =Py (X, X)) € By x By)

=P (XY e B,)P? (X € )
= Pt(fEl,E2>Pt(l’2,E1). (332)

Finalement, (3.26) et (3.32) entrainent que :

Floren) (X", XP) € By x Byt < 7) = Pi(w1, B Pilwz, B2) = Pulwy, Ba) Pu(a, B );
(3.33)
ce qui donne la relation (3.25) souhaitée.

2) La relation (3.23) est une conséquence de (3.22) et de la Remarque 3.13.
U

Remarque 3.41.

1) Notons que Karlin-McGregor [KaMG57] montrent également que si (Py(i,j),t >
0,(i,j) € N x N) est la fonction de transition d’un processus de naissance et de
mort, alors, pour tout t > 0, tous k1 < ko et [y < s,

Pyi(ky, 1) Pi(ky,ls)
det >0, (3.34)
Py(ko,ly)  Pi(ka, o)

2) L’interprétation probabiliste énoncée dans la preuve du Théoréeme 3.40 pour les
diffusions homogénes en temps s’étend auz processus de naissance et de mort (voir
[KaMG59)).

Nous terminons par I’exemple ci-dessous qui traite des processus de naissance
et de mort a espaces d’états finis.

Exemple 3.42. (|[KaT81|, Probléme 11). (Les processus de naissance et de mort).
Soit (Py(k,1), (k,1) € I x I,t > 0) la fonction de transition d'une chaine de Markov
a temps continu homogéne, a espace d’états fini I C Z , et de matrice infinitésimale
A. Alors, il y a équivalence entre :
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1) pour tout (i,7) € I x I tel que |i —j| > 1, A(i,j) =0;
2) pour tout t > 0, P, est TPy, i.e. pour tous k; < kg et Iy < o,

kf k Pt(klall) Pt(klal2)
Pt<l1 f):det > 0.
! 2 Pt(k%ll) Pt(k%lZ)

Supposons en effet que 1) est satisfait ; puisque A est une matrice infinitésimale,
alors
A(i,j) > 0, pour tous 7,5 € [ tels que j # i, et A(i,i) = — Z A(i, 7).
JELj#i
Ainsi, pour tout . € [ tel que i +1 € I,
A(,)AG+ 1,i+ 1) > A, i+ 1) A@G + 1,4);

ce qui implique que A est TP5. On en déduit que pour tout ¢ > 0, il existe n; € N
tel que pour tout n > ny,

t
B, =1d+ —A est TPy,
n

ou Id désigne la matrice identité. En effet, si pour ¢ € I fixé, on prend n,; € N*
tel que

L (AG i) + AG+1,i+1) > 0, (avec la convention A(j, j) = 0'si j & I),
T g

1+

alors, pour tout n > n; := MAX 7y, B, ,, est TPs.

1€
En appliquant la formule du déterminant d’un produit de matrices, nous déduisons
que

¢ n
Vn > Ny, <Id + —A) est TP2
n

t n
P, = e = lim (Id + —A) est TP,.
n

n—oo
Inversement, si P, est TP, pour tout ¢ > 0, alors pour tous 7,7 € [ tels que
Jg>i+1:
0 < det
P(i+1,i+1) P(i+1,y)

A(i, i+ 1)t + o(t) A(i, g)t + o(t)
= det
1—AG+1,i+ Dt +o(t) A(i+1,5)t+ o(t)

= —A(i,5)t + o(t);
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ce qui implique que A(i,7) = 0si j > i+ 1. On utilise un argument similaire pour
j<i—1.

3.3 Résultats de monotonie conditionnelle

L’importance de la notion de positivité totale d’ordre 2 repose sur le résultat
que nous énongons et prouvons a présent : (Nous renvoyons a Pages [Pal3] pour
des considérations semblables.)

Théoréme 3.43. Soient I :=|l,r| (w00 < | < r < 4+00) un intervalle réel et
X = (X, A > 0;P,,z € I) un processus de Markov a valeurs dans I. On suppose
que la fonction de transition (P ,(x,dy),0 < <n,x € I) de X est TPy et qu’elle
est de la forme :

Pro(x,dy) = pey(x,y)dy, pour tous 0 < <n, z€l, (3.35)

ouy € I — pey(x,y) est une fonction continue pour tous 0 < ( <n et x € 1.
Soit (fr, : I — Ry, k € N*) une famille de fonctions continues et strictement
positives telles que : pour tout © € R, tout d € N* et tous 0 <y < --- <y :

E,

11 fk(Xnk)] < 0. (3.36)

Alors, pour tout n > 2, tout i € {1,---,n}, tout 0 < Ay < --- < \, et toute
fonction continue bornée ¢ : I — R croissante (resp. décroissante) en chacun de
ses arguments :

n

E, l¢(XA17 T 7X>\n) H fk‘(XAk)

k=1

\

X)w = Z:|

z€l— K,i(n,z):=

k=1

X)w = Z:|

est une fonction croissante (resp. décroissante).

(MCG)

Remarque 3.44. Observons qu’en prenant fr, = 1, pour tout k € N* dans (MCG),
on déduit la propriété de monotonie conditionnelle (C' M) du processus X .

Pour prouver le Théoréeme 3.43, nous commengons par vérifier la propriété
(MCG) lorsque i = n.

Lemme 3.45. Supposons que ['intervalle I et le processus X satisfont aux condi-
tions du Théoréme 3.43. Soit (fx, : I — Ry, k € N*) une famille de fonctions
continues et strictement positives telles que (3.36) est vérifiée. Alors, pour tout
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Chapitre 3. Processus de Markov a noyaux de transition totalement positifs

n > 2, tout 0 < Ay < --- < A\, et toute fonction continue bornée ¢ : I" — R
croissante (resp. décroissante) en chacun de ses arguments :

Ex [¢(XA17 T >X)\n) H fk(X/\k> X/\n = Z:|
ze€lvr— Ky(n,z) = ~ =l
E, {H Je(Xo )| X, = Z}
k=1
est une fonction croissante (resp. décroissante). )
(MCG)

Démonstration.

i) Nous ne considérons que le cas ot les v.a. sont a valeurs réelles (le cas discret
se traite de fagon similaire).

ii) Par troncature, nous supposons que les fonctions f; sont bornées, et par
régularisation, que toutes les densités p¢, sont continues et strictement po-
sitives.

iii) Nous ne nous intéressons qu’aux fonctions croissantes en chacun de leurs ar-
guments et, pour tout n € N*, nous désignons par 7, ’ensemble des fonctions
continues ¢ : I — R, bornées et croissantes en chacun de leurs arguments.

Nous prouvons ce résultat par récurrence sur n > 2.

e Pour n =2 : Soient z € [ et ¢ : [ x I — R dans J>. Nous avons :

Ex [¢(Xoy, 2)f1(X0, )| X, = 2]
E, [fl(XX1)|X>\2 = Z]

/lr ¢(G, Z)fl (G>p0,)\1 (l’, a)pA17A2 (CL, Z)da
/Zr f1(a)por, (@, a)pr, x, (a, 2)da

K.(2,2) =

/ ¢(CL, Z)/ﬁo,)q (I’, a)p)q,)\Q (CL7 Z)da
_Jl

/ ﬁO,)\l (l’, a)p)q,)\z (CL, Z)dCL
l

avec
ﬁo)\l (x7 CL) = fl (a)pO,A1 (l’, CL) .

En posant

/ ﬁo,)q (‘T7 U)p)q,)\z (Uv Z)dU
l

/ ﬁo,)q (‘T7 U)p)q,)\z (Uv Z)dv
l

Y

F,.(a):=

)
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3.3. Résultats de monotonie conditionnelle

nous obtenons :

K.(2,z) = /IT o(a, 2)dF, .(a) = /0 ¢ (F, 2 (u),z) du,

puisque F), . est continue et strictement croissante.
Il suffit alors de montrer que, pour tous u € [0,1] et x € I,

z+ F, 1(u) est une fonction croissante. (3.37)

Mais (3.37) est vérifié deés que z +— F}, .(a) est une fonction décroissante pour tout
a. En effet, pour tous z < 2’ et tout u € [0,1], on a :

F, . (F_l(u)) <F,, F_l(u)) (car z + F ,(a) est décroissante pour tous a et x)

Comme py, », est TPy, alors, pour tout z < 2’ dans I, nous avons :

Par e (U, 2)Pag 20 (@, 2) > Doy g (U, 2)Day e (@, 2)  pour tout v > a,
et
Par e (Vs 2)Dag e (@ 27) = Py e (0, 2)pay a0 (@, 2) - pour tout v < a.

Ainsi, pour tous a et z < 2’ dans I,

]_ / ﬁov)‘l ('1" v>p)\1,)\2 (/07 Z)d'U

[ — 1 —+ aa
F,.(a ~
#(0) Boons (2, 0)pau (0, 2)d

Do, (ZL’, U>p>\1,>\2 (Uv Z>p>\1,>\2 (CL, z/)dv

0,A\1 (ZL’, U>p>\1,>\2 (Uv z>p>\1,>\2 (CL, z/)dv

S

0,A\1 (ZL’, U>p>\1,>\2 (Ua Z/)p>\17>\2 (a’ Z)dv

S

S

o (T, V)pas e (v, 27)dv '

aN . FCCZ/ a !
Do, (@, 0)pag x, (v, 2')dv = (a)

J
/
J
/a T o, (2, 0) P, e (U, 2 )Py 0 (@, 2)d0
J
J
J

ce qui prouve que z — F; .(a) est une fonction décroissante pour tous x et a.
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e pour n > 3 : Supposons que, pour tout x € I et pour toute fonction appartenant
a Jn-1, K,(n — 1, 2) soit une fonction croissante de z. On pose

YZI(X,\N*'*,X,\n_Q), E::(a1,~-,an,2), (akEI,k:1,~-~,n—2),
et pour tous ¢ € J,,, ¥,z € I, on définit la fonction ®(-,y,2) : [""2 — R par :
q)(xla"' 71"717273/72) = ¢(‘Z'17" : 737n727y72)-

Ainsi, avec \g =0 et ag =z, on a :

E, |:(I)(77 X>\n717z) ﬁ fk(XAk) X>\n = Z:|
K.(n,z) = — =l
E, LHI (X)) | X0, = Z]

r n—1
/ (/ B (@, an1,2) [ [ frlar)pae o (ar—1, ax) dak) Prnrdn (@n-1, 2)
L \Jim-2

k=1

r n—1
/ (/ , H Srlar)pag s (ar-1, ax) dak) Prn 12 (@n-1,2)
l In-

i=1

Pour z € I, soient ¢, : I x I — Ret po, ,(z,-) : I — R les fonctions définies
par :

n—2
/ ®(@,u,v) (H frlar)pag s (ar-1, Clk)d(lk) Prnsn1(@n—2, )
n—2

gpx(u7/0) - — k=1
/1n2 <H fr(ar)pr_, 2 (ar-1, ak)dak) Do sy (Ans, 1)
e
E, [@(Zu,w:ﬁi flXo)| X, = u]
. | T A06)| %0, =]
et

n—2
Do, (T u) = / , (H fr(ar)pa_i (ak—laak;)dak) fa1(W)pa, 2201 (An—2, 1),
== \k=1

avec ag = x et A\g = 0.

Alors,

i) puisque ¢ € J,, il découle de I'hypothése de récurrence que p, € Jo.
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ii) On a :

/ Pz &n 1,7 )pO/\n 1(37 Qp— 1)P>\n 1,)\n(an 1, % )danq

K.(n,z) =
/ p 0,An—1 :L. Qn— 1)p/\n lvAn(a’n 1, % )da/nfl
l

qui est une fonction croissante de z d’aprés le cas n = 2 traité ci-dessus. En
effet, px, .., €¢tant TPy, on montre que, pour tout a € I,

Po 0,MAn—1 37 Qp— 1)P>\n 1,)\n(an 1,2 )danq

pO)\n 1 95 Qp— 1)]7,\n 1,)\n(an 1, % )danfl

ook
)

est une fonction décroissante de z.
O

En vertu du Lemme 3.45, la preuve du Théoréme 3.43 se réduit donc & montrer
I'équivalence des propriétés (MCG) et (MCG). Pour cela, nous avons besoin du
résultat suivant :

Lemme 3.46. On suppose que l'intervalle I et le processus X := (X, A > 0) sont
choisis comme dans le Théoreme 3.43. Soit f : I — Ry une fonction continue et
strictement positive telle que :

VA >0, E[f(X))] <oo

Alors, pour tout xq € I, tous 0 < ( < n, et pour toute fonction ¢ : I — R continue,
bornée et croissante,

Eq, [0( X)) f (X)X = 7]
By [f(Xy)| Xe = 2]
Démonstration.
Observons que :

E.to [¢(Xn> ( |XC = ]} / ¢ pgﬂ?(a:? y)dy
B [T (5 =7 / e

Comme dans la preuve du Lemme 3.45, nous supposons sans perte de généralité
que p¢, est continue et strictement positive. Nous utilisons ensuite la propriété
TP, de p¢, pour montrer que :

/f (Y)pen(T,y)dy

Vael, x+—— est décroissante ;

/f )¢n(@, y)dy

ce qui implique (3.38). Ll

est une fonction croissante. (3.38)
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Démonstration du Théoréme 3.43. -
Nous nous proposons d’établir ’équivalence entre les propriétés (MCG) et (MCG).
Puisque (MCG) implique (M/\C'/G), il suffit de prouver la réciproque.

Soit i < n fixé. Grace au Lemme 3.46, nous montrons par récurrence descendante
que pour tout m € {i,i+1,--- n}, il existe ¢, : ™ — R dans T, frn : I — Ry
continue et strictement positive, tels que :

E. |:¢m(X>\1v T 7X>\m)fm(X>\m) 7:1:[11 fk(XAk)

X/\i = Z:|
Si m = n, nous avons (3.39) avec ¢, = ¢ et ]/”;L = fp.
Supposons donc qu’on ait (3.39) pour un nombre m € {i+ 1,--- ,n} et montrons
que (3.39) est satisfaite au rang m — 1.
En effet, si Fy,, , = 0(X¢; 0 < ¢ < A1), alors nous avons :

X)w. = Z:|

KZ’J(”’ Z) = R m—1
E, |:fm(X)\m) kljl fk‘(X/\k>

B B om0 7000 T ACO)| A || 0 =]
Ki.(n,z) = — — =
Em |:Ex [fm(XAm> 1:[ fk(X)\k) 'F)\m—1:| X/\i = Z]
m—1
/ Om(Xoys o+ s Xowo 1ay)fm( )Py i (X, 15 d Hf X Z]
— k=1
N o m—1
/l fm(y>PAmf1,>\m (X)\mfudy) H f(XAk) X)w‘ - Z]
k=1

Considérons les fonctions ¢, : I™ 1 — R et fm,l : I — R, définies respective-
ment par :

/ ¢m T1y 0 Tm— 17y)f ( )P)\m_l,)\m(l’mflady)
¢m71($1, o Tp— 1
/ fm Am— 1,>\m(xm—1;dy>

Ey [¢m($1, s Tm-1 XM)fm(XAm)‘ Xxnr = xm—1i|
Ex [ o X0,)| Xy = 2]

et
Frcs(@) = fs (@) /l (0 Poo v (s ).
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Alors, on déduit du Lemme 3.46 que ¢,,_1 € J,,—1. D’autre part, nous avons :

E:p |:¢m1<X/\17 T 7X)\m_1)fmfl(X)\m_1) :’:1:[12 fk(X)\k>

X)\i = Z:|

Ki7x(n7 Z) = . m—2
Ex |:fm1<X/\m_1> kl;ll fk(X)\k)

X)\i = Z:|

En particulier, pour m = 7 + 1, il existe ¢; € J; et ﬁ . I' — R, continue et
strictement positive, telles que :

B |0+ X)) TLACG)| X = 2
k=1
K;.(n,z) = - —
E; {fi(X,\i)kHI Je(Xn )| X = Z]

Nous en déduisons que (M/ZZ'/G) implique (MCG); ce qui achéve la preuve du
Théoréme 3.43. ]

3.4 Peacocks construits & partir de processus de
Markov & noyaux de transition totalement po-
sitifs

Considérons un intervalle I :=|l,r[, ou —oo <1 <17 < +o00, et X := (X, A >

0;P,,z € I) un processus de Markov a valeurs dans I dont la fonction de transition
P (z, dy) vérifie :

VO<(<nxzel, Py(r,dy)=pc,(z y)dy, (3.40)

et
VO<(<mn, pc, estcontinueet TPy. (3.41)

Voici des exemples de peacocks obtenus a partir des processus de Markov X sa-
tisfaisant (3.40) et (3.41).

3.4.1 Peacocks obtenus par intégration contre une mesure
positive finie

Le résultat suivant est une conséquence du Théoréeme 1.9 et de la propriété de
monotonie conditionnelle du processus X (voir Théoréme 3.43 et Remarque 3.44).

Théoréme 3.47. Soit X un processus de Markov a valeurs dans I, continu a
droite, tel que sa fonction de transition P, (x,dy) satisfait (3.40) et (3.41). On
suppose en outre que les conditions d’intégrabilité (INT1) et (INT2) sont vérifiées.
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Posons hy . (t) = logE, [exp(tX))], pour tous t,\ € Ry et pour tout x € I.
Alors, pour tout x € I et pour toute mesure positive finie ji sur Ry,

<A§X’“) = / et haa® (dN) ¢ > O) est un peacock (sous P,). (3.42)
0

Voici quelques exemples :

Exemple 3.48. (Les processus a accroissements indépendants et log-concaves).
Soit X := (X, A > 0) un processus a accroissements indépendants et log-concaves
a valeurs dans un intervalle I de R. Alors X est un processus de Markov dont la
fonction de transition est définie par :

PCm(xa dy) = pC,n(y —x)dy,

ou p¢,, désigne la densité de 'accroissement X, — X,.

D’apreés le Théoréme 3.43, X est conditionnellement monotone. Et si nous suppo-
sons que X est continu a droite et satisfait aux hypothéses (INT1) et (INT2) du
Théoréme 1.9, alors on en déduit que, pour toute mesure positive finie p sur R,

(AE“) — / etxrm(t)u(d)\),t > O) est un peacock,
0

ol, pour tous A\, t € Ry, hy(t) := logE [etXA}.

Exemple 3.49. (Les processus a accroissements indépendants symétriques et
PF.).

Soit (X, A > 0) un processus a accroissements indépendants et PF., issu de 0
(voir Section 3.2.3). Alors (| X[, A > 0) est un processus de Markov ayant pour
densités de transitions les fonctions pf, (0 < ¢ < n) données par :

Va,y >0, pi,(r,y)=pa(—2+y)+pey(—2—y),

ou p¢, est la densité de 'accroissement X, — X,.
Supposons en outre que (|X,|,A > 0) est continu & droite et vérifie (INT1). On
pose h}(t) = log Elexp(¢|X,|)]. Alors, pour toute mesure positive finie p sur R,

(o)
(Agu) — / et\Xx\—hi(t)u(d)\),t > O) est un peacock.
0

Exemple 3.50. (Les diffusions homogeénes).

Si X est une diffusion homogéne a valeurs dans [ satisfaisant aux conditions (INT1)
et (INT2), et si sa fonction de transition (Py(z,dy),t > 0,z € I) vérifie (3.40) et
(3.41), alors, pour tout x € I et pour toute mesure positive finie p sur R,

t
<A§X’“) = / s (N, t > 0) est un peacock (sous P,).
0
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En particulier, si X est un mouvement brownien avec dérive, un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck, un carré de Bessel de dimension § > 0 ou un processus

de Bessel de dimension § > 0, alors (A,EX’“ ), t> O) est un peacock.
Notons que pour certains de ces processus, les résultats du Chapitre 1 ne s’ap-
pliquent pas. Nous avons en effet montré au Chapitre 1 que (A,EX’“ ), t> 0) est un

peacock si X est "bien réversible" a temps fixe, ce qui n’est pas (par exemple) le
cas des processus de Bessel de dimension § €]0, 2[.

Exemple 3.51. (Les ponts de diffusions homogeénes).

Soit X une diffusion homogene a valeurs dans I =|l, ] telle que sa fonction de
transition (P(x,dy),t > 0,z € I) vérifie (3.40) et (3.41). On suppose que p; est
strictement positive pour tout ¢t > 0, et que X vérifie (INT1) et (INT2).

Pour tous a,b € I et A > 0, on appelle pont de X de longueur A\, de a & b la diffusion

<Xg’)"b7 0<(< /\) ayant pour fonction de transition Pa’nA’b(x, dy) définie par :

VO<(C<n<Nazel, PEM(xdy) = qe,(z,y)dy,

ol
Py—c(@,y)pr—y(y, b)
Vyel, qepnlr,y)= ,
CW( ) p}\ic(x’w

(voir |[FPY93| pour une définition rigoureuse des ponts de processus de Markov).

Comme p; est TPy, continue et strictement positive pour tout ¢ > 0, alors, pour
tous 0 < ¢ < n < A, la fonction ¢¢,, est TP, continue et strictement positive. En
appliquant le Théoréeme 3.47, nous déduisons que :

A
(Ag“) _ / etXC,/\,b_ha,)\,b((:7t)u(dc>,t > O) est un peacock,
0

a,\,b
oll i est une mesure positive finie sur [0, ] et A ((,t) = log E [etxc ]
Notons qu’il existe des processus de Markov conditionnellement monotones
dont les fonctions de transitions ne sont pas TPs. Les exemples que nous donnons
sont ceux de processus a accroissements indépendants mais pas log-concaves. Nous
utilisons pour cela le résultat ci-apreés :

Proposition 3.52. Pour un processus a accroissements indépendants (X, A > 0),
la propriété de monotonie conditionnelle est équivalente a la condition suivante :
Pour tout n € N*, tout 0 < A\ < --- < A\, et toute fonction ¢ : R* — R
appartenant a Z,, -
E [gb(XAl? e 7X>\n>|X>\n] - (an(XAn), (CM)

ou ¢, est une fonction croissante.
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Démonstration.
Nous rappelons que Z,, désigne ’ensemble des fonctions ¢ : R” — R continues,
bornées et croissantes en chacun de leurs arguments.
Pour n € N*, i € {1,--- ,n} et ¢ € Z,,, 'hypothese d’accroissements indépendants
implique :

E[p(Xn,, -+, Xo,) X\ ]

=E [E[QS(XAN T 7X>\n)|'F>\z]|X>\z] (Ofl ‘F}\i = U(Xu; u < AZ))

=E [E[¢(XA17 T 7X>\i7 X>\i+1 - X>\i + X>\i7 T 7X>\n - X>\i + X>w)|]:>w]|X>\z]

=E [5(XA1, e >X>\i)|X>\i] :

ou

¢ (wy,- - x) = Bld(wy, - w5, X, — X0, + 24,0, X, — X, +23)]
appartient a Z;. [

Les exemples dont il s’agit sont ceux du processus Gamma et de la marche
aléatoire simple.

Exemple 3.53. (Le subordinateur Gamma).
Le subordinateur Gamma (7, A > 0) est le processus de Lévy croissant caractérisé

par :
1 o e"

E [et] = — — 1] —e B .

[e™] TETE exp( )\/0 (1—e) " dw)

En particulier, v, est une v.a. gamma de parameétre A\. D’apres la proposition 3.52,
il suffit de montrer que pour tout n € N*, tout 0 < Ay < --- < A, et toute fonction
¢:R" - R dans Z, :

E[d(vags 5 )] = én(7a, ), (01 ¢, est une fonction croissante.)
Mais d’aprés [EY04], le pont gamma (Hu = ﬁ,u < )\n> est indépendant de
Tn

Yx, - Ainsi, on a :

E[¢(7)\1a U 7'7)\71)‘7)\71:96] = E[¢(£L’H)\1, e 7$H)\n—17x):|

qui est une fonction croissante de x.

Corollaire 3.54. On suppose que X = (X, A > 0) désigne le processus Gamma
et que p : Ry — R est une fonction croissante telle que le processus (p(Xy), A > 0)
satisfait auz conditions (INT1) et (INT2). Pour tous \,t > 0, on pose hy ,(t) ==
log E [et@(xk)]. Alors, pour toute mesure positive finie pu sur R,

(Aﬁ“’@ = / PN~ ® (N, t > O) est un peacock.
0
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Exemple 3.55. (La marche aléatoire simple).
Soit (g;,7 € N*) une suite de v.a. i.i.d telles que, pour tout i € N* :

Ple;=1)=p, P(e;=—1) =q avec p,g>0et p+q=1.

On définit la marche aléatoire (S,,n € N) par Sy =0 et

n
Sp = ZEZ-, pour tout n € N*.
i=1

Alors, (S, n € N) est conditionnellement monotone.

Démonstration.
Nous allons prouver que pour tout r € [2,+oo[, tout 0 < ny < ng < -+- < n, <
+oo et toute fonction ¢ : R"~! — R dans Z,_;,

k€ I, — E[p(Sn,, Snyy -+ 5 Sn,—1)|n,. = k| est une fonction croissante sur I, ,

(3.43)
ou I, C [z, x| représente 'ensemble des valeurs que peut prendre la v.a. S,.
Observons que (3.43) est vérifiée si et seulement si : pour tout N € [2,+oof et
toute fonction ¢ : RV~! — R dans Zy_; :

kely—E[@p(S, -+ ,Syv_1)|Sny = k| est une fonction croissante sur Iy.

Nous allons donc distinguer deux cas :

1) Si N et k sont pairs, on pose N = 2n (n € [1,+o00]) et k = 2z (z € [—n,n]).
Pour tout n € [1,+oo[ et tout z € [—n,n], notons P2¥, I'ensemble des lignes
polygonales w := (w;, 7 € [0, 2n]) telles que wy = 0, wp+1 = wp£1, (p € [0,2n—1])
et wy,, = 2z. Remarquons que tout w € P3* posséde n+ x pentes positives et n—x
pentes négatives. Ainsi,

il = o,
ou | - | représente le cardinal de I'ensemble P3*. En outre, conditionnellement &
{Sa, = 22}, laloi du vecteur aléatoire (Sy, Sy, - - - , Sa,) est la loi uniforme sur P3*.

Soient n € [1, +oof et x € [—n,n] fixés. Considérons 'application
1L - 7)22$+2 — 7)2233

définie par : pour tout w € P "? TI;(w) a les mémes pentes négatives et les
mémes pentes positives que w excepté la ¢ pente positive qui est remplacée par
une pente négative.

Pour tout w € P32 et toute fonction ¢ : R — R dans Ty,
P(w) = o(ILi(w)).
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En sommant cette relation, on obtient :

n+x+1
(n+a+l) Y ow = > > oILw)

wePZi+? wepit? =1
n+xz+1

=Y > Imwléw)

wG’PQfo i=1
=(n—2) Y ¢w).

wePZE

Nous avons ainsi prouvé que pour tout n € N* et toute fonction ¢ : R*® — R dans
IQn:

1 1
W Z P(w) > @ Z P(w);

no | gep2et? wePy
ce qui signifie que (Sz,, n € N) est conditionnellement monotone.

2) En procédant de méme, il n’est pas difficile d’établir un résultat similaire lorsque
k et N sont impairs. O

Corollaire 3.56. Soient X = (X,,n € N) est une marche aléatoire simple et
¢ : Ry — R une fonction croissante telle que le processus (p(X,),n > 0) vérifie
(INT1) et (INT2). Pour tousn € N et t >0, on définit hy, ,(t) := logE [e"#X)],

Alors, pour toute mesure positive finie Y . a,d, (0, désignant la mesure de Dirac
neN
au point n),

(A,E‘p) = Z apet?En) et ¢ > 0) est un peacock.

neN

3.4.2 Peacocks obtenus par centrage

Le résultat qui suit est une conséquence du Théoréme 1.39 qui s’applique en
particulier aux processus a noyaux de transition TP, puisqu’ils sont conditionnel-
lement monotones (voir Théoréme 3.43 et Remarque 3.44).

Théoréme 3.57. Soit X un processus de Markov a valeurs dans I, continu a
droite, tel que sa fonction de transition Ps.(x,dy) satisfait (3.40) et (3.41). Soit
q: Ry x I — R, une fonction positive et continue telle que : pour tous s > 0 et
rel,q:yel—q(sy) est croissante et E.[q(s, Xs)] > 0. Soit 0 : Ry — R,
une fonction positive, convexe croissante, de classe Ct, satisfaisant :

Vt>0, E, {9 (/th(s,xgds)} < oo (3.44)
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et
¢
Va>0, E, [sup q(t, X;)0' (/ q(s,Xs)ds)} < o0. (3.45)
0

0<t<a

t
Pour tout x € I, on pose h,(t) == E, [9 (/ q(s,XS)ds)] . Alors :
0

t
(Ct =40 (/ q(s,Xs)ds> — hy(t),t > O) est un peacock.
0

Remarque 3.58. Le Théoréme 3.57 s’applique aux exemples 3.48, 3.49, 3.50 et
3.51.

Le Théoréme 1.39 s’applique également au processus Gamma qui est condi-
tionnellement monotone (voir Exemple 3.53) :

Proposition 3.59. Soit X := (X;,t > 0) le processus Gamma, et soit q : Ry X
R, — R, une fonction positive et continue telle que : pour tous s > 0, qs : y >
q(s,y) est croissante et Elq(s, X)] > 0. Soit 0 : Ry — Ry une fonction positive,
conveze croissante, de classe C*, satisfaisant :

vizo, 5o tq<3,xs>ds)] < o0 (3.16)

et
;
Va>0, E, [sup q(t, X0 (/ q(s,XS)ds)} < 00. (3.47)
0

0<t<a

t
Pour tout x € I, on pose h,(t) = E, [6 (/ q(s,XS)ds)] . Alors :
0

¢
(Ct =40 (/ q(s, Xs)ds> — hy(t),t > O) est un peacock.
0

3.4.3 Peacocks obtenus par normalisation

Voici une premiére famille de peacocks obtenu grace au Théoréme 3.43 et pour
laquelle I’hypothése de monotonie conditionnelle (MC) ne s’applique pas.

Théoréme 3.60. Soit X un processus de Markov a valeurs dans I, continu a
droite, ayant une fonction de transition qui satisfait (3.40) et (3.41). Soient p une
mesure de Radon positive sur Ry et ¢ : Ry x I — R une fonction continue telle
que, pour toutt > 0 :

i) y €I q(t,y) est croissante (resp. décroissante),
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i) pour tout x € I,

Oy :=exp <,u([0, t]) sup q(s,Xs)> est P,-intégrable (INH1)

0<s<t

> 0. (INH2)

A=, foxp (0.1 jnt 066, X))

Alors, pour tout x € 1,

o ([ ats. ) uta)
. e ([ ats. 0 utas)) |

Démonstration.

Nous prouvons ce théoréme seulement dans le cas ot y € I — ¢(\,y) est crois-
sante.

Soit T" > 0 fixé. On note 7, ’ensemble des fonctions ¢ : I — R continues, bornées
et croissantes en chaque argument.

1) Nous supposons d’abord que p est de la forme :

Ny = t>0 est un peacock sous P,. (3.48)

T

1[07T]d/,b = Zai&\i, (349)

=1

our € [2,00[, a1 > 0,a0 > 0,...,a, >0, > ja; = p([0,77]),0 < A\ < Ay <
<o <\ < T, et ot Jy, est la mesure de Dirac au point A;.
Montrons que, pour tout x € I fixé :

(Nn = exp (Z a;q(Ni, Xy,) — hx(n)> ,n € [[1,7“]]) est un peacock,
i=1

ou
hi(n) :=logE, |exp (Z aiq(Ai,X,\i)>] , pour tout n € [1,7].
i=1
Notons que :
E.[N,, — N,—1] =0, pour tout n € [2,7]
avec
N, — Ny = Ny (eor@OnXon)=ha(mthen=1) _ 1) = N (eB(X0n) 1)

et

Gn(y) = anq(An,y) — he(n) + he(n —1).
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Pour toute fonction convexe i) € C, nous obtenons alors :

Ea[t)(Nn)] = Ex[t)(Npo1)] = B [¢) (Npo1) Ny (e7000) —1)]
- EJ” [K(n7X>\n)Ex[Nn—1|X)\n] (€q~n(X,\n) — 1)} R

ou

]Ex W)/(Nn—l)Nn—ﬂX)\n - Z] ‘

Kx s -
(n,2) E, [N, 1| Xy, = 2|

Observons que la fonction ¢ : R** — R définie par :

n—1
(1, 1) = (04 [exp <Z aiq(Ai, xi) — he(n — 1))]
i=1
appartient a Z,,_;. Si pour ¢ € N*, on définit :

fily) = e®1%:9  pour tout y € R;

alors, pour tout n € [[2,7], on a :

n—1
Ny_q = e heln=1) H fe(X,)-
k=1

Ainsi,
n—1
]Ea: gb(X)\m cee 7X>\n71) H fk(XAk) X)xn - Z]
K.(n,z) = — =
E, ka(X)\k) X)\n = Z]
k=1

En outre, pour tout n € [1,7],

E,

ka(X)\k)] = E; |exp ZaiQ(AhX)\i)
k=1 k=1

sup Q(A)X)\) az)]
0<ALT 1

exp | sup ¢(\ X)) ai> \/1]

0<ALT k

N——
| I

IA
&=
8
[¢]
”
o
ngh

Sl

IN
=
8

[

= &, oy (a() sup a0, X)) V1]

0<ALT
= Ex[@T V 1] < 0.
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Nous en déduisons donc, grace au Lemme 3.46, que K,(n,z) est une fonction
croissante de z. A présent, pour n € N*, on désigne par (g,)!, I'inverse continu a
droite de g, et on définit la variable :

Vx(n’ X’\n) = Kx(n7 XAn)Ex[anlyX)\n] (ea"(X’\”) — 1) .

Ainsi (cf. Lemme 1.5),
i) si Xy, < (n)"4(0), alors e®¥x) —1 <0 et

Vx(na X)\n) Z Kx (na (E]/n)il(o)) Ex[Nn—l‘X,\n] (6‘7"()(%) - 1) y
i) si Xy, > (¢,)7(0), alors (o) — 1 >0 et
Valn, X0,) = K, (n, () 7(0)) EaNooa| X, ] (67050 — 1)

Par conséquent,

> Bo[Va(n, X3,)] = Ko (1, () 1(0)) Ba [Eu[Nooa | X, (e 52) = 1)]
(0)) By [Ny (7:00) — 1)]
(0) E

Donc, pour tout r € [2,00] :

i=1

<Nn = exp (Z a;q(\i, Xy,) — h(n)) ,n € [1, r]]) est un peacock.

2) On pose v = Lo, rydp et, pour tout 0 <t < T,

exp ( /0 tq(u,Xu)y(du)>
E, [exp ( /0 tq(u,Xu)y(du)ﬂ |

Comme la fonction A\ € [0,7] — ¢(\, X)) est continue a droite et bornée su-

périeurement par la v.a. sup |g(A, X))| qui est finie p.s., il existe une suite
0<A<T
(Vn,n € N) de mesures de la forme (3.49), avec, pour tout n € N, supp v, C [0, 77,

J vn(du) = [v(du) et, pour tout 0 <t < T,

Nt('/) _

Jim exp ( /0 tq(u,Xu)yn(du)) — exp ( /0 tq(u,Xu)V(du)) as.  (3.50)
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De plus, pour tout 0 <t < T et tout n € N,

supexp ( /0 tq(u,Xu)l/n(du))
< exp( sup g(\, X)) /O t Vn(du))

0<ALT

eXp< sup g\, X)) /0 ' Vn(du)) V1

0<ALT

T
= exp ( sup q()\,XA)/ V(du)) V1=0rV1
0

0<ALT

qui est intégrable d’aprés (INH1). D’apres le Théoréme de convergence dominée,

lim E, [eXp (/th(u,Xu)yn(du)>] ~E, [exp (/th(u,xu)y(du)ﬂ . (3.51)

En utilisant (3.50) et (3.51), nous obtenons :
lim Nt(y") = Nt(y) a.s., for every 0 <t <T. (3.52)

n—oo

Mais, il découle de 1), que :
(Nt(yn), 0<t< T) est un peacock pour tout n € N, (3.53)

ie., pour tout 0 < s <t <T et tout v € C:

E, [p(N)] < B, [$(N)]. (3.54)
Par ailleurs,
(Vn) @T V1
sup sup [N, < , 3.55
ogth nZ% i —Ar Al ( )

qui est intégrable d’aprés (INH1) et (INH2). II suffit alors de passer a la limite
dans (3.54) lorsque n — oo et d’appliquer le Théoréme de convergence dominée

pour déduire que (Nt(”), 0 <t <T) est un peacock pour tout 7" > 0. O

Remarque 3.61. Observons que le Théoreme 3.60 s’applique aux exemples 3.48,
3.49, 3.50 et 3.51.

Nous donnons a présent un exemple d’application du Théoréme 3.60 au carré
de Bessel de dimension 0. Notons que la fonction de transition d'un carré de Bessel
de dimension 0 n’est pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
En conséquence, le Théoréme 3.43 tel que nous ’avons énoncé ne s’applique pas.
Néanmoins, des résultats d’approximations di & Feller [Fe51] des carrés de Bessel
de dimension 0 par des processus de Galton-Watson critiques permettent d’exhiber
des peacocks du type (3.48).
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Exemple 3.62. (Carré de Bessel de dimension 0 obtenu comme limite en loi d'une
suite de processus de Galton-Watson critiques).

Pour tout k € N*, on désigne par Z* := (Zﬁ,n € N) un processus de Galton-
Watson avec population initiale k, et de loi de reproduction la loi géométrique v

de paramétre 37 ie.
v(i) =27, pour tout i € N.

Le processus Z* (k € N*) est markovien homogeéne, & valeurs dans N et de matrice
de transition ) donnée par :

1 sigj=0
0 sinon

VieN, Q0,j)= {

et

V(i,j) e N*x N, Qi,j)= ( H‘;_ ! )2—@*]‘).

On considére la suite des fonctions de transition (Q(”), n e N) définies sur N x N

par :
1 sii=7
0)/: - _ ]

@, 7) {O sinon

et
Vo >1, QU ) =Y Q(,m)Q™ (m,j).
meN
Puisque la fonction (7, j) — ( ! +‘;_ ! ) est TP5, on déduit de (3.4) que Q"
est TP, pour tout n € N.

Pour tous A > 0 et £ € N*, nous définissons :

1
Y>\k = EZ[IZ;)\]v

ou [-] désigne la fonction partie entiére. Alors, (Y)\k, A> O) est un processus de

1
Markov a valeurs dans EN, de fonction de transition (/,,0 < ¢ <) définie par :

1 _
Yo,y € N, Pry(zy) = QUMD (ka, ky).
Notons que la fonction F;, est TPy pour tous ( et 7.
Soit ¢ : R, x R — R une fonction continue et bornée telle que, pour tout A > 0,
x +— q(\, x) est croissante. On déduit du Théoréme 3.60 que pour toute suite de
réels positifs (a;,i > 1) et pour toute suite strictement croissante (\;,i > 1) de
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*
R7,

eXp (Z aiq(Ni, Y@)
k

N — i=1

exXp (Z a;q(Ni, Y){Z))

=1

,n€N est un peacock. (3.56)
E

Or, d’aprés un résultat da a Feller [Feb1], lorsque k tend vers oo, (YA’“,/\ > O)
converge en loi vers le processus (Y, °, A > 0) qui est 'unique solution forte de :

dZy = /22 \dBy, Zy=1,
ot (By,A > 0) désigne un mouvement brownien. En particulier, lorsque k tend
vers 0o, le n-uplet (n € N¥) (Y)\kl, e ,Y)\’“n) converge en loi vers (Yflo, e ,Yf:). 11
en résulte que

€xp <Z @iCI(An YS’))
i=1
exp (Z a;q(Ai, YS’))

N> .=

n

,n €N est un peacock. (3.57)
E

=1

Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

Corollaire 3.63. Soit (Y;,t > 0) un carré de Bessel de dimension 0 issu de 1, et
soit ¢ : Ry x Ry — R une fonction continue et bornée telle que y — q(\,y) est
croissante pour tout A > 0. Alors, pour toute mesure de Radon positive u sur R,

exp (/th(s, Ys)u(dé’))
E leXp (/th(s,Ys)u(dS))} |

3.4.4 Une classe de peacocks en la volatilité obtenus par
normalisation

N; = t>0 est un peacock.

En utilisant les Théorémes 3.43 et 3.60, nous prouvons le résultat qui suit :

Théoréme 3.64. Soit X un processus de Markov a valeurs dans I (I =R ou R,),
continue a droite, dont la fonction de transition vérifie (3.40) et (3.41). Soit x € 1.
Soit ¢ : Ry x I — R une fonction continue telle que pour tout A > 0, y — q(A, y)
est de classe C', et soit u une mesure de Radon positive sur Ry qui vérifie :

Vt>0, E, [exp (/OOO q(g,tXC)ﬂ(dg))] < 0.

On suppose que :
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0
(i) pour tout A > 0, les fonctions y — q(\,y) et y — ya—q()\,y) sont crois-
Y

santes (resp. décroissantes),
(i1) pour toust >0 et X\ >0, il existe o := «(t, \) > 1 tel que :

a (0%
E, DXW (8_‘1) (/\,tXA)] < 0, (HMO)
Y
(11i) pour tous t, 3 > 0, et pour tout compact K C R,

@%) = exp (ﬁ sup q(¢, th)) est P,-intégrable, (HM1)
7 ceK

.e. E, [@%)] < 00, et

Ay =E, leXp (ﬁ <iglf(q(C,th))} > 0. (HM2)
Alors,
oo ([t xouta))
Nt(“) = 0 = ,t>0 est un peacock sous IP,.
B o ([ at.exoutac) )]
0
(3.58)

Remarque 3.65. Au lieu d’étre un parameétre de temps, t apparait plutot comme
un coefficient de dilatation. C’est ce qui justifie le choix du terme "peacock en la
volatilité" pour désigner les processus de la forme (3.58).

Démonstration.
Soit x € [ fixé. Nous supposons sans perte de généralité que les fonctions y ——

0
q(C,y) et y — yafq(g,y) sont croissantes.
Y

1) Nous traitons d’abord le cas ot p est de la forme

M= Z aid@'? (359)
=1

oum €N, a; >0, ,a,>0,0<( < <y, et ol d est la mesure de Dirac
au point (. Plus précisément, nous montrons que :

(Nt = exp <Z a;q(Gi, tX¢,) — h(t)) > 0) est un peacock,

=1
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avec

h(t) = logE,

exp (Z a;q(G, tXCi)) ] )

i=1
Posons 71 := ) a;. Puisque, pour tout A > 0, les fonctions y —— ¢(\,y) et
i=1

0
Y — ya—q()\, y) sont croissantes, alors pour tous 0 < b < c et t € [b, c|,
Y

exp (Z aiq(CZ-,tX@)> < exp (ﬁ‘ sup q(C,-,O)) +exp (ﬁ, sup q(Q,cXQ)) ,
i=1

ie{l,-,m} ie{l,---,m}
(3.60)

et pour tout ¢ € {1,--- ,m},

’XCz'

!Xg

0
TGt < XI5 G e Xe), (3.61)

11 résulte de (HMO), (HM1), (3.60) et (3.61) que pour tous 0 < b < ¢,

sup {Z ai|XCi|g—Z(Q,tXQ)eXp <Z akq(Ck,tXCk)> }] < 0. (3.62)

te [b,c] i=1 k=1

Ey

Nous en déduisons que h est continue sur [0, +oo[, différentiable sur |0, 4+o00| et
pour tout ¢t > 0,

W (t)eh®) = Z B,
i=1

a m
XC% CZ’tXQ eXp <Z arq CkatXCk >] )

k=1
i.e. .
=> aE [Nt Xe (Q, tXCZ)} (3.63)
=1
On pose
he,(t) = E, [Nt Xeo %4 (g, tXQ)] (3.64)
de sorte que
= ij azhe, (t). (3.65)
=1

Comme E,[N;] = 1, il résulte de (3.64) que pour tous t > 0 et i€ {1,--- ,n},

E, {Nt (Xcig—Z(g, tX¢,) — he, (t))] =0. (3.66)
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D’autre part, pour tout ¢ € C, (HM1), (3.63) et (3.65) impliquent que

e = Y 0B, [ (% L) ~To )]

ot —
Nous allons donc montrer que pour tout ¢ € {1,---,m},
15 ~
¢ =E, {@Z)’(Nt)Nt (Xgia—z(@,tXCi) — hgi(t))} > 0. (3.67)

Observons que la fonction

¢ : (yh e 7ym) — @Z)/ <exp <Z akq(C/m tyk) - h(t>>)
k=1
est croissante en chacun de ses arguments, et que si on pose

Vke{l,---,m}, fily) = exp(arq((x,ty)),
alors

Nt = €7h(t) H fk(XCk)
k=1

Ainsi, en définissant

E, [¢(X<1’ T >XCm) H fk(XCk> XCi = Z:|
K (m,2) = — =1 ,
E, {H fe(Xe )| X, = Z}
k=1
pour tous z € I, et pour tout ¢ € {1,---,m}, nous obtenons

Jq

¢ =E, le‘,x(W X ) Eo[Ne| X ] (XQ (G, tX¢,) = %ci(t))} :

- 0 ~ .
L’hypotheése i) entraine que la fonction g, : y — ya—q(g, ty) — he,(t) est continue
Y

et croissante ; on désigne par qz ! son inverse continu & droite. D’aprés le Théoréme
3.43, la fonction z — K, ,(m, z) est croissante, et on déduit de (3.66) que :

& 2 Ko (1,77 O) s [EINIX] (X 5 (G0 tX0) ~ e 0) |

N 0
- Ki,x (m7 qgll(o)) El’ |:Nt (XCZ !

(G, tXe,) — hgi(t)>:| = 0.

Donc, (N, t > 0) est un peacock.
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2) Lorsque p est a support compact contenu dans un intervalle compact K de R,
nous procédons comme dans le point 2) de la preuve du Théoréme 3.60; ce qui

permet de montrer que (Nt(“ ),t > 0) est un peacock.

3) Dans le cas général, on considére la  suite de  mesures
(Mn(dC) = 1o nu(d¢),n € N). Soit ¢» € C. Alors, d’aprés le point 2) ci-dessus,

(Nt(“"),t > O) est un peacock pour tout n, i.e.

VO<s <t B [p(NE)] < E. [$(N)]. (3.68)

De plus, il résulte du Théoréme 3.60 que, pour tout ¢ > 0,

exp ( / n q<<,tX<>u<d<>)

E, [exp ( /O "¢ thu(do)]

autrement dit, (Em [w(Nt(“"))} ,n > 0) est une suite croissante et majorée qui

Nt(“") = ,n>0 est un peacock,

admet [E, [w(Nt(“ ))] pour borne supérieure. En passant donc a la limite lorsque n

tend vers oo dans (3.68), on obtient :

Vo<s<t E,[y(NM)]<E, [Qb(Nt(H))] ;

ce qui montre que <Nt(”), t> 0) est un peacock. O

Exemple 3.66. Soit x une mesure de Radon sur R, et soit X un processus de
Markov & valeurs dans R, continu a droite tel que pour tous x € R et 5 > 0,

E. [exp (B sup XC)] < 00 (3.69)
0<¢<1
et
E, {exp (ﬁ 0&121 Xg)} > 0. (3.70)

On suppose que sa fonction de transition P, (z, dy) satisfait (3.40) et (3.41).
Soit ¢ : [0,1] x R — R la fonction définie par :

V(¢ y) €0, xR, ¢(Cy)=2y+V1+(+y%

Notons que I'inégalité suivante est satisfaite :

V(Cy)€[0,1] xR, ¥ < etV <Py 2y, (3.71)
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Nous déduisons de (3.69) et de (3.71) que
v20, B o (u(0.1) s a6 60 )| < o0
0<¢<1

De plus, (3.69), (3.70) et (3.71) assurent que les conditions (HMO), (HM1) et
(HM2) sont vérifiées.

0
D’autre part, observons que les fonctions y — ¢((,y) et y — yé—q(c ,y) sont
Y

croissantes. En appliquant le Théoréme 3.64, on déduit que :

exp ( / e tXc)M(dO)

e fon ([ atc.oxoutao)|

Exemple 3.67. Soient X = (X;,t > 0,P,,x € R) un processus de Markov
a valeurs dans R, continu a droite et qui posséde la propriété d’échelle d’ordre
v >0, ie.

Nt =

t>0 est un peacock.

VE>0, (Xuu>0) "2 (71X, u>0).

On suppose que la fonction de transition P, (x, dy) de X satisfait (3.40) et (3.41).
Soit ¢ : R — R une fonction croissante de classe C' telle que x — z¢'(x) soit
croissante. Supposons que :

i) pour tous 5,t >0et z € R :

E {exp (ﬁ sup q(t”’X@)] <ooetE [exp (ﬁ Oinf;lq(tVXu))] > 0,

0<u<1
ii) pour tous t,u > 0, il existe a = «(t,u) > 1 tel que
B [1X,)%()(£7X,)] < oo,

Alors, en effectuant le changement de variable s = tu, on déduit du Théoréme 3.64

. exp G /OtQ(Xs>dS>
E [exp (1 /0 tq()@)ds)

3.4.5 Autres applications du Lemme 3.46

Nt =

,t > 0| est un peacock.

Cas des chaines de Markov homogénes

Théoréme 3.68. Soit (X,,n € N) un processus de Markov homogéne & valeurs
dans un intervalle I C R, de noyau de transition P(z,dy) = p(z,y)dy, o p est
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une fonction continue et TP,. Soit 0 : I — RY une fonction continue croissante
(resp. décroissante) telle que E[0(X,)] < oo. Soit ¢ : I — R une fonction continue
croissante (resp. décroissante) telle que :

Po(y)
0(y)

et, pour tous x € I et n > 1,

est croissante (resp. décroissante), (3.72)

e (o) <

n—1
On pose hy(n) :=logE, {H(Xn) exp (Z q(X;Q)] . Alors, pour tout x € 1,
k=0

y eIl q(y)+log

E, (3.73)

(Nn = 0(X,) exp (Z q(Xx) — hx(n)> ,n € N) est un peacock.

Démonstration.

Po(y)
0(y)

sont

1) Nous ne traitons que le cas ou les fonctions 0, g et y — ¢(y) + log

croissantes. Soit z € I fixé.
Notons que 'hypothése E,[0(X()] < oo équivaut a :

n—1 X
( H PO(X t) n e N) est une martingale.
Posons ensuite Ay = 0,
n—1 n—1 PQ(X]C)
= exp q(X , pour tout n > 1,
k=0 o 0(Xk)

et
Fn =0(X,,p <n), pour tout n > 0.

Pour tout n > 1, A,, est F,,_i-mesurable et N,, = M, A,.

D’autre part, il découle de (3.73) que, pour tout n > 1, les variables N,, := M, A,, et
M,,_1 A, sont intégrables. En outre, puisque (V,,n > 0) est d’espérance constante
et (M,,n > 0) est une (F,)-martingale, alors, pour tout n > 1, nous avons :

0= Ez [Nn - Nn—l] - Ez [MnAn - Mn—lAn—l]
- Ez [An(Mn - Mn—l)] + ]Em[Mn—l(An - An—l)]
=E, [Mn—l(An - An—l)]-
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Mais,
Ap
Mn71<An - Anfl) = anl (A - 1)
n—1
PO(X,-1) _ _
=N, | —=2 q(Xn-1)=ha(n)+ha(n—1) _ q
1 ( 6(X01)
=N, ; (€q~(Xn71) _ 1) 7
NN N Po(y)
ou, d’apres (3.72), y — q(y) = q(y) + logm — hy(n) + hy(n — 1) est une
Y
fonction croissante. D’ou :
E, [Nyo1 (71 —1)] = 0. (3.74)

2) Pour tout ¢» € C, on a :

E.[¢(N,)] — Ex[(Ny—1)] > Ey [0 (Ny—1)(N,, — N,—1)] (par convexité)
= E:v W)/(Nn—l)An(Mn - Mn—l)] + Em [¢,(Nn—1)Mn—1(An - An—l)]
=By [ (Nno1) My1(An — Ana)]

(puisque A,, est F,_j-mesurable et (M,,n > 0) est une martingale)
= B, [0/(Noet) N (75 — 1))
E[/ (No-1) Na-1| Xo1]

~E,
]E:v [Nn—l|Xn—1]

E.[Np1|Xpo1] (€71 — 1)

Maintenant, pour n > 1 et x € R, nous définissons :

ECL‘ [w,(anl)anl‘anl = Z]

K.(n,z):=
(n Z> Ea:[Nn—l|Xn—1 - Z]

et
Vx(na Z) = Ex[anl‘anl = Z] (ef]'(z) — 1) .

Remarquons que :
Vn>1, EJ[Vi(n,X,-1)] =0, (d’apres (3.74))

et, d’apres le Lemme 3.45, z — K, (n, z) est croissante.
On désigne par (q)~! Pinverse continu a droite de q. Alors, d’apreés le Lemme 1.5,

vn Z 17 K.T(n? Xn—1>vx(n7 Xn—l) 2 Kx (n) (®_1(0>) v:l?(n7Xn—1)7
et finalement,

E.[K(n, Xn-1)Ve(n, X,-1)]
K, (1, (@)(0)) EulVa(n, X)) = 0.
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Cas des diffusions homogénes

Théoréme 3.69. Soit X = (X;,t > 0) une diffusion homogéne a valeurs dans
un intervalle I C R, de générateur
1 d? d
L:=— —+b
570) 50 + 00
ot o,b: I — R sont de classe C*°. On suppose que la fonction de transition de X
est de la forme

Py(z,dy) = pi(z,y)dy, (3.75)

ou p est une fonction continue et TPs.
Soit 0 : Ry — R une fonction continue croissante (resp. décroissante) de classe
C%. Soit ¢ : Ry — R une fonction continue croissante (resp. décroissante) telle
que :

. Lo , .

i) q+ o est croissante (resp. décroissante),

it) pour tousx € I ett >0 :

B | (s 0+ 1o+ 1061 (X )exp(/ X)) <o0 (370

E, [O(Xt) exp (t sup Q(Xs))

0<s<t

< 00. (3.77)

t
Si on pose h,(t) == logE, [H(Xt) exp (/ q(Xs) ds)] , alors :
0

t
(Nt = 0(X}) exp (/ q(Xs)ds — h$(t)> > O) est un peacock.
0

Démonstration.
1) Nous utilisons le résultat ci-aprés qui est une conséquence du Lemme 3.46.

Lemme 3.70. Soit (X;,t > 0) une diffusion homogéne a valeurs dans un intervalle
I de R, ayant une fonction de transition de la forme (3.75). Soit ¢ : R, — R une
fonction continue croissante, et soit 0 : R, — R% une fonction continue croissante
de classe C? telle que :

Veel, E, {H(Xt)exp (t sup q(XS))] < 0. (3.78)

0<s<t

Si on pose

¢
Vit >0, Ny:=60(X;)exp (/ q(Xs)ds> :
0
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alors, pour tout t > 0 et tout ¢ : R — R appartenant a Z,,
Eq[p(N)) Ni| Xy = 2]
Ex [Nt’Xt = Z]

La preuve de ce résultat est similaire a celle du Lemme 3.46.
2) Pour prouver le Théoréme 3.69, nous allons sans perte de généralité ne consi-

2 K, (t,2) = est une fonction croissante.

) . . L0 :
dérer que le cas ou les fonctions #, ¢ et ¢ + — sont croissantes.

0
En remarquant que :

(1= g (- [ L) o 20)

est une martingale locale continue, I’hypothése (3.76) assure que h, est dérivable
et que

Vi >0, W) = B, [{(X)N. 3.79)
Vel i) =al) + o ) (3.80)

En effet, si, pour tout ¢ > 0, on pose :

e ([ (o) )

L, == 0(X,) exp ( /0 tq(Xu) du) ,

alors L; = M,C} et, d’aprés la formule d’It6 :

et

t t
Lt—Loz/ C’udMu—I—/ M, dC,
0 0

~ ! L0
0

t
0

ou
t
(Mt = / C,dM,, t> O) est une martingale locale continue.
0

D’autre part, pour tout 0 < s <t:

0

< 12l + (1-49) (sup O+ lalo-+ 120006 ) o ([ lalx) au )

< Lol + (1+0)  sup (6-+ [0l + 1CAD (X)) exp (/ (X,
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qui est intégrable d’aprés (3.76). D’on, E, {sup ]\Z} < oo et, en conséquence,
0<s<t

(M,,t > 0) appartient 4 la classe (DL) (voir [RY99], Chapter IV, Définition 1.6 et

Proposition 1.7). Ainsi, ]\Z,t > () est une vraie martingale. D’ot :

Vtzml&MA—Emmr=AEamxwaJm

et
d E.[L] ~
tult) = g Yog (L] = - = E= AU g, gxo
ce qui équivaut a :
Vit >0, B, [(q(Xe) — Ry (t)) Ne] = 0 (puisque Eg[N;] = 1). (3.81)

De méme si pour ¢ > 0, on pose

D, == exp (/Ot (q + %) (X,) du — hx(t)) :

vVt >0, Ny =MD,

alors
et, pour tout 0 < s < ¢,
t t
Ny, — Ny=M,D;, — M,D, = / D, dM, +/ M, dD,
~ —~ ¢ Lo ,

=M—M+/m&%%wwm%

ol, ¢ := g + — est croissante par hypotheése.

\ 0
3) A présent, soit ¢ € C. Alors, pour tout 0 < s < ¢,

B [0(N0)] — B[ [/w }
_E, Uw ]HE Uw X,) — () du

:/ E, [(N.)N, (@(X.) — K. (u))] du.
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En outre, pour tout u > 0, nous avons :
Eo [/ (Nu) Nu (q(Xu) — hi(w))]
Eu[¢) (V) Nu| X
E. [Nu|Xu]
Pour tout © > 0 et x € R, nous définissons :
B, [ (Nu) Nu| Xy = 2]
Eo[Nu| Xy = 2]

x

K, (u,z) =
et
Valu, 2) o= Eq [Nu| Xy = 2] (q(2) — h(1)) -

Observons que :

Vu>0, E,[V,(u, X,)] = 0.

D’autre part, il découle de (3.77) et du Lemme 3.70 que la fonction z — K, (u, z)
est croissante.

Si on note ¢! 'inverse continu & droite de ¢, alors, d’aprés le Lemme 1.5, nous
avons :

Vu>0, Kp(u, X,)Val(u, Xy) > K, (u,q(0)) Va(u, X,).
Ainsi, pour tous 0 < s < t:

E, [$(N)] — Eo[(V,)] / B, [, (u, X)Va(u, X,)] du

> [ K (0T 0) BVt Xl du =0,

O

Remarque 3.71. On suppose que (X, t > 0) est un mouvement brownien issu de
0. Soit G: R — Ry une fonction telle que :

/ (1+ |2))g(z) dz < oo et liminf |x|**q(z) > 0, pour un a < 1,
0 Tr—r—00

et soit O l'unique solution de ’équation de Sturm-Liouville suivante :

0"(x) = 0(x)q(x)

2
lim ¢'(z) = \/7, lim 0(x)=0.
T—00 m x——00
Alors,

1 t
(Nt = 0(X;) exp (—5/ q(Xu) du) > O) est une martingale locale,
0

et on montre dans [RVY06] que (N;,t > 0) est une vraie martingale. Nous sommes

1 16"
ici dans la situation du Théoréeme 3.69 avec —567 + 28 = 0. En d’autres termes,

dans ce cas précis, (M, t > 0) est plus qu’un peacock : c’est une martingale.
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Commentaires

La définition de la notion de positivité totale s’inspire a la fois de [Ka64] et de
|[Ka57|. En particulier, les critéres de positivité totale pour les fonctions réguliéres
sont donnés dans [Kab7|. Le lemme 3.9 est un cas particulier du Lemme 0.1 de
|[Ka64|. Pour I'étude des processus de Markov ayant une fonction de transition to-
talement positive (d’ordre 2), nous nous référons a [Ka64|, [KaMG57|, [KaMG59|,
et [KaMG60|. Le Théoréeme 3.43 (section 3.3) peut étre comparé a d’autres résul-
tats de monotonie conditionnelle dont ceux obtenus par Efron [Efr65], Berk [Be7§|,
et Karlin-Rinot [KR80|. Enfin, 'utilisation de la notion de positivité totale dans
I’étude des peacocks est nouvelle.
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Chapitre 4

Construction de martingales
associées pour une classe de
peacocks

D’aprés un résultat da a Kellerer [Kel72], il existe pour tout peacock X :=
(X¢,t > 0) une martingale (M;,t > 0) ayant les mémes marginales unidimension-
nelles que X. Il est donc naturel de vouloir exhiber pour chaque peacock étudié
une martingale associée, i.e. une martingale qui posséde les mémes marginales uni-
dimensionnelles. De nombreux exemples de construction de martingales associées
sont présentés dans [HPRY11|, mais pour beaucoup de peacocks, construire des
martingales associées reste un probléme ouvert.

Nous allons nous intéresser a des méthodes de plongement de Skorokhod qui per-
mettent, en particulier, d’exhiber des martingales associées aux peacocks de la
forme (Cy := v/tX,t > 0), oit X est une v.a. intégrable et centrée.

4.1 Le plongement de Skorokhod

Soit X une v.a. intégrable et centrée, et soit B := (B, ¢ > 0) un mouvement
brownien.

Définition 4.1. Un plongement de Skorokhod de X dans le mouvement brownien
B est la donnée d’un temps d’arrét T par rapport a une filtration (F;,t > 0), pour
laquelle (By,t > 0) est un mouvement brownien, qui vérifie :

i) B, " x,

i) (Bupr,u > 0) est une (F,,u > 0)-martingale uniformément intégrable.
Il existe plusieurs méthodes permettant de réaliser un tel plongement. Obloj
|[ODbl04] en a recensé vingt et une que l'on peut scinder en deux groupes :

1) le temps 7 est un temps d’arrét par rapport a la filtration naturelle du
mouvement brownien B,
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2) le temps 7 est un temps d’arrét par rapport a un grossissement (F;, ¢t > 0)
de la filtration naturelle.

Dans le second cas on dit que le temps d’arrét 7 est randomisé, et le plongement de
Skorokhod correspondant est appelé plongement de Skorokhod randomisé. Nous
ne nous intéressons ici qu’au premier cas, celui ot 7 est un temps d’arrét par
rapport a la filtration naturelle du mouvement brownien.

Nous allons construire des martingales associées a certains peacocks grace au
résultat élémentaire suivant :

Théoréme 4.2. ([HPRY11]).

Soit (X, t > 0) un peacock fizé, et soit (Fy,t > 0) une filtration. Soit (B, t > 0)
un mouvement brownien par rapport a (Fy,t > 0). Supposons que pour tout t > 0,
il existe un temps d’arrét 7, par rapport a (Fy,t > 0) tel que :

) (loi)
(i) pour toutt >0, X; =" B,
(i1) pour toutt >0, (Buar,u > 0) est une martingale uniformément intégrable,
(111) (1¢,t > 0) est croissante p.s.

Alors, (M := B,,,t > 0) est une martingale associée a X, i.e. telle que :

vi>o0 M ™ x,

Pour chacune des méthodes de plongement étudiées, nous allons fournir des condi-
tions suffisantes qui permettent d’obtenir une famille de temps d’arrét possédant
les propriétés (i), (ii) et (iii) ci-dessus.

4.2 Le plongement d’Azéma-Yor

4.2.1 Description de la méthode

Soit (u:,t > 0) un peacock intégrable et centré, i.e. une famille de lois de
probabilité sur R telle que :

+o0 +o0o
ve20. [ plutdy) <occt [ yutdn) o (4.1)
et telle que pour tout ¢ € C (voir Remarque 1.2) :
+o0
t— ¥(y)ui(dy) est une fonction croissante. (4.2)
Les résultats de ce paragraphe sont liés aux propriétés de la fonction de Hardy-

Littlewood associée au peacock (p,t > 0).
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Définition 4.3. Pour toutt > 0, on pose fi,(x) = p([x, +00[). On appelle fonction
de Hardy-Littlewood de p1 := (p,t > 0) Uapplication ¥V, : Ry x R — R définie
par :

1 L
) / y ue(dy) st (x) # 0,
U, (tx) = M) el (4.3)

x si m,(x) = 0.

Remarque 4.4. Pour toutt > 0, x — WV, (t,x) est croissante, continue & gauche
et, pour tout v € R, U, (t,x) > x.

Soient (B, t > 0) un mouvement brownien standard issu de 0 et (S, t > 0) le
processus croissant défini par :

Yt >0, S;:= sup Bs. (4.4)

0<s<t
Considérons la famille des temps d’arrét introduite par Azéma-Yor [AY 79| :
T} :==inf{v > 0; S, > V,(t, B,)}. (4.5)

Théoréme 4.5. Soient p := (e, t > 0) un peacock centré, (B, t > 0) un mou-
vement brownien standard issu de 0 et (T}, t > 0) la famille des temps d’arrét
définis par (4.5). Alors,
1) pour tout t > 0, la loi de Bryw est pup et (BUATtu, v > O) est une martingale uni-
formément intégrable ;

2) De plus, si la famille (T/';,t > 0) est presque sdarement croissante, alors
(BTt“’ t> O) est une martingale associée a (pg,t > 0).

La preuve du point 1), due & Azéma-Yor [AY79|, s’appuie sur les martingales
définies par

“+o00

(Mu = 5(S.)(Su — Bu) + /S o(2)dr, 1 > 0) |

u

pour toute fonction ¢ € L'(R,, dx). Mentionnons que Rogers [Rog81] fournit une
nouvelle preuve de ce résultat a partir de la théorie des excursions. Le point 2) est
une conséquence immeédiate du point 1).

Remarque 4.6. La famille (T}',t > 0) est presque s@rement croissante si et
seulement st :

Ve eR, t+—— VU,(t,z) est une fonction croissante. (4.6)

Nous allons maintenant donner une condition équivalente a (4.6).
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4.2. Le plongement d’Azéma-Yor

4.2.2 Une condition nécessaire et suffisante pour obtenir
une famille croissante de temps d’arrét

Nous commencons par définir la fonction double queue d’une famille intégrable
de mesures de probabilité (u,t > 0) .

Définition 4.7. On appelle fonction double queue d’une famille intégrable de
mesures de probabilité j1 = (p,,t > 0) Uapplication C,, : Ry x R — R définie par :

400
Vt>0,zeR, Cut,z) = / (y — x)pe(dy). (4.7)

Remarque 4.8.

1) Il eziste une caractérisation des peacocks a partir de leurs fonctions double queue
(voir [HPRY11], Exercice 1.7). En effet, une famille intégrable de mesures de
probabilité (p,,t > 0) est un peacock si et seulement si :

+oo
i) la fonction t — / yue(dy) est constante.

ii) pour tout v € R, t — C,(t, ) est croissante.
2) Soient (yt,t > 0) un peacock et C,, sa fonction double queue. Posons

a:= /_m Yy (dy).

o0

Alors :

i) pour tout t > 0, x — C,(t, x) est une fonction positive, conveze et décrois-
sante, et pour tout t > 0,

lim C,(t,z) =0 et lim C,(t,z) +z=a;

T—+00 T——00

ii) pour tout x € R, t — C\,(t, ) est croissante.

3) Pour toute application C': Ry x R — R qui vérifie i) et ii), il existe un unique
peacock (p,t > 0) telle que C' = C,,. En particulier,

820 +o00
pi(de) = —(t,x) et / zp(dr) = lim C(t,z) + z.

D2
x oo T —=00
Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4.9. ([Pie80] ou [RY99], Chapitre VI, Lemme 5.1).
Soit v une mesure de probabilité sur R. Désignons par v la queue de v, i.e. v(x) =
v([x,4+00]), et par C, la fonction double queue de v, i.e. la fonction définie par :

Ve eR, Cy(x) = /+Oo(y — x)v(dy).
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Soit V,, la fonction de Hardy-Littlewood associée a v :

1
— yv(dy) siv(x) #0,
Vo eR, U, (z) = v(z) /moo[

T SINon.

Alors, pour tout b € R tel que C,(b) > 0, et pour tout a < b,

C,(b) b dx
= — . 4.8
e ([ =) e
Démonstration.
Soit z € [a, b]. Observons que

o= [ [avay = [ we)e (4.9)
[ [ v

v(z)V,(x) =2v(z) + C)(2). (4.10)
Comme C,(z) > C,(b) > 0, alors (4.10) implique que 7(z) > 0 et ¥, (x) > z.
Nous déduisons donc de (4.9) et de (4.10) que
Cl(x) 7(x) 1

Cz) Colx) z—U,(z) (4.11)

et que

Nous obtenons (4.8) en intégrant (4.11) le long du segment |[a, b]. O

Grace au Lemme 4.9, nous montrons que la condition (4.6) est équivalente a
la propriété de positivité totale d’ordre 2 de la fonction double queue C, (voir
Définition 3.1).

Théoréme 4.10. Soit p := (p,t > 0) un peacock centré. On désigne par ¥,
(resp. C,,) sa fonction de Hardy-Littlewood (resp. sa fonction double queue). Il y’a
équivalence entre :

i) pour tout v € R, t — W, (¢,x) est une fonction croissante ;
ii) La fonction C, est TP;.
Démonstration.

Supposons que pour tout z € R, t — ¥, (¢, z) soit croissante. Nous allons montrer
que pour tous 0 < s<teta<b:

Cyu(s,a)C,(t,b) > C,(s,b)C,(t,a). (4.12)

Si Cu(s,b) =0, la relation (4.12) est évidemment satisfaite.
Supposons que C,(s,b) > 0.
Alors,

Cu(t,a) > Cu(s,a) > C,(s,b) >0,
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(car x — C,,(s, ) est décroissante et v — C),(v,b) est croissante)

et
C,(t,b) > Cy(s,b) > 0 (puisque v — C),(v,b) est croissante).

Puisque v € [s,t] — ¥, (v, x) est croissante, alors, en appliquant le Lemme 4.9,

nous avons :
Cou(s,b) /b da
Cu(s,a) P ( o T—V,(s, )
b da C,(t,b)
< = K
- (/ az—w,x)) Cult,a)
ce qui équivaut a (4.12).

Réciproquement, supposons que C), soit TP, et montrons que

Vo eR, t — ¥, (t,x) est croissante. (4.13)

Soit x € R fixé.
Si{t >0, C,(t,x) >0} =0, alors ¥, (t,z) = x pour tout ¢ et (4.13) est vérifié.
Sinon, comme C), est TPs, la fonction (définie sur I'ensemble {¢t > 0, C,, (¢, ) > 0})

Cult,z) 0x *7" o —V,(t )

est croissante. Nous en déduisons (4.13). O

On pourra consulter Dupire [Du94]| et Lowther [Low08b| ou la fonction double
queue C' joue aussi un role essentiel.

4.2.3 Construction de martingales associées pour une classe
de peacocks

Nous commencons par présenter une famille importante de peacocks.

Théoréme 4.11. Soit ¢ : R, x R — R une fonction continue sur Ry x R, de
classe C' sur R, x R, et telle que :

Vt>0,VzeR, gi(t,m) > 0. (4.14)

On suppose que :

9¢
~ _(t7 ZL’)
V>0, z+—— ¢(t,x) := 3;7 est croissante. (4.15)
67(2; ZL’)

x
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Soit X une v.a. réelle telle que, pour tout t > 0,

Ellg(t, X)|] < oo et E[o(t, X)] = 0; (4.16)
et, pour tout T' > 0,
99
E [ sup —(S,X)‘ < 0. (4.17)
o<s<T | Ot

Alors :
1) Le processus (¢(t, X),t > 0) est un peacock.

2) Si (Xx, A >0) est un processus continu a droite, conditionnellement monotone,
tel que, pour tout A > 0, le processus (¢(t, Xy),t > 0) satisfait (4.16)-(4.17), et
tel que, pour tout t > 0 et pour tout compact K C R, :

E [sup1¢<t,xm <o,

AeK

alors, pour toute mesure positive finie v sur R, ,

(A,EV) = / o(t, X )v(d\), t > O) est un peacock.
0

Démonstration.

Nous ne montrons que le Point 1), la preuve du Point 2) étant similaire & celle du
Théoréme 1.9.

Soit 1 € C. Alors, en utilisant I'hypothése (4.17), on a :

9 8¢

Bl ) = B [0 00 00 X))

K [g—f<t,x>$<t,x>w'<¢<t,x>>] |

et si 5; ! désigne 'inverse continu & droite de la fonction 2 — g(t, x), on déduit :

S0 X0)] 2 o (600,700 B | 3200, )30, %)
— v (o300 B | 0. )]
=0 (Qaprés (4.16) et (4.17));
ce qui montre que ((t, X), ¢ > 0) est un peacock. 0

Comme application du Théoréme 4.10, nous construisons une martingale asso-
ciée a chaque peacock de la forme (¢(t, X),t > 0). Le résultat qui suit généralise
les résultats obtenus dans (|[HPRY11], Exercices 7.12 et 7.13).
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4.2. Le plongement d’Azéma-Yor

Théoréme 4.12. Soient ¢ : R, x R — R et X une v.a. réelle qui satisfont aux
conditions (4.14)-(4.17) du Théoréeme 4.11. Pour tout t > 0, on note u; la loi de
o(t, X), et p:= (pu,t > 0). Supposons que :

1) pour tout t > 0, lintervalle ¢(t,R) =|7_, o[ ne dépend pas de t, avec

Vt>0,txzﬁggéﬁy)d7+:yg&ﬁﬁw%

2) la v.a. X admet une densité f strictement positive, et sa queue

m:z+— P(X >z)= +Oof(u)du

x
est log-concave.
Alors, la famille des temps d’arrét (T}, t > 0) donnés par (4.5) est croissante
p.s., i.e., si (By,t > 0) est un mouvement brownien standard issu de 0, alors
(Brp,t > 0) est une martingale associée a (p,t > 0).

Voici quelques exemples d’application du Théoréme 4.12.

Exemple 4.13. Soit X une v.a. réelle de densité f strictement positive dont la
“+o00o

queue m : x — f(y)dy est log-concave.

1) Soit V : R — R une fonction convexe de classe C! vérifiant V’ > 0. Supposons
que
lim V(y) =—00 et lim V(y) = +oo,

Yy—r—00 Yy—r—+00

et que pour tout ¢ > 0,

E V)] < 00 et E | sup [X|V'(sX)e" X | < oo (4.18)

0<s<t

On déduit de (4.18) que la fonction h : ¢ € RY — logE [e¥(¥)] est dérivable. De
plus, si h est croissante, alors :

W(t)

Vit>0 -
>V, = Vi(ta)

est croissante,

et par conséquent,
(o(t, X) = V0010 1 ¢ > 0)

satisfait aux hypothéses du Théoréme 4.12, avec
7T-=—1 et 74 = 400.
En particulier, si E [¢*] < oo pour tout ¢ > 0, alors

tX

e
t, X) .= —1,t>0
satisfait aux hypothéses du Théoréme 4.12.
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2) Soit p : R — R une fonction de classe C' telle que ¢’ > 0. On suppose que ¢
vérifie :
Vt>0, E [sup |X|<,0’(3X)} < oo et E[X¢'(tX)] =0.
0<s<t
Alors,
(6(t, X) == p(tX) — E[p(tX)],t > 0)

vérifie les hypothéses du Théoréme 4.12, avec

7= lim ¢(y) et 7o = lim ©(y).

Y—r—00 Yy—+00

3) Soit ¢ : R — R une fonction convexe de classe C! satisfaisant ¢’ > 0, et telle
que :

Vt>0, E [sup |X|(,O/(SX):| < 0. (4.19)

0<s<t
Supposons que :

lim ¢(y) = —o00 et lim ¢(y) = +oc.

Y—r—00 y—r+0o0

Il résulte de (4.19) que h : t — E[p(tX)] est dérivable sur R*.. En outre, si h est
croissante, alors
(1)

est croissante.
¢ (tr)

T T —

On en déduit que :
(¢(t, X) := @(tX) — h(t),t > 0)

vérifie les hypothéses du Théoréme 4.12, avec
T_ = —00 et 74 = +00.

En particulier, si, pour tout ¢ > 0, E [etX} <oo,etsih:t— E [tX + etX] est
croissante, alors

(p(t, X) :=tX + e —h(t),t >0)
satisfait aux hypothéses du Théoréme 4.12.

Dans la preuve du Théoréme 4.12, nous utilisons le

Lemme 4.14. Supposons que la famille des lois de probabilité p = (ps,t > 0) soit
celle du Théoréme 4.12. Soit V,, (resp. C,) sa fonction de Hardy-Littlewood (resp.
sa fonction double queue). On note i, la fonction queue de p, (t > 0). Alors, pour
tous t > 0 et x €]7_, 7| tels que [, > 0, nous avons :

U, (t,z) =x+

m / (o7 (4 )y
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4.2. Le plongement d’Azéma-Yor

Démonstration.
En effet, pour tous ¢ > 0 et x €]7_, 7],

ocC,

— S (te) = Ti(e) = P(6(t, X) > )
=P(X > ¢ '(t,2))
= m(‘bil(ux))a

et de ce fait,

Nous en déduisons que

U, (tr) =0 — 547——=x+

Démonstration du Théoreme 4.12.

Soit (B, t > 0) un mouvement brownien standard issu de 0. Comme f; est inté-
grable et centré, le plongement d’Azéma-Yor permet de construire un temps d’arrét

T tel que By (e p. Pour montrer que la famille (T},¢ > 0) est presque siire-
ment croissante, il suffit de prouver que la fonction double queue C,, de (p,t > 0)

est TPy (voir Théoréme 4.10 et Remarque 4.6).
Plus précisément, nous montrons que pour tout x €]7_, 7 :

1 oC

K

C,(t,x) Ox

te R, —

Pour tous t > 0 et z €]7_, 7, [, on note ¢~ (¢, ) 'unique réel tel que :

o(t, ¢~ (t,x)) = =.
En appliquant le Lemme 4.14, on a :

;%(t ) = —at,x) —m(¢~'(t 7))
Cu(t,x) Ox 7 C,(t,x)

En dérivant (4.20) par rapport a ¢, nous obtenons :

R
(tax) = - 8¢ = _¢(t>¢ (tvx))'
00 071 (0,2)

o1
ot
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Si nous dérivons (4.21), alors, en utilisant (4.22), nous avons :

Cit. )3y |y )| =~ ) G ) [t )y
sl ) [ &g; <t,y>cﬁl—§”‘<¢-1<t,y>>dy
) [ at (6™ (+,9))dy

Yt z) / o(t, o (t, ) f (671 (t,y))dy;

c’est-a-dire :

Co(t, x)gt lo ! 88(; (t, x)]
/ = 0(t.07 (L 0) | mlo™ )y
o) [ (7}”‘((;) ((f j};—?{j]((fjj;; .67 (4. ) (67 ()
Posons
Kiim [ 0607 (00) - 36,070 0)] m(o™ )y
et

I M6 (02) w0 2
o= [ o) (g ~ oty ) A0 oI

Puisque les fonctions y €]7_, 7, [— ¢~ (t,y) et & —> ¢(t, x) sont croissantes, on
a K1 > 0. En outre, comme m est log-concave, alors pour tout z fixé, la fonction
m(¢~'(t, )) m(¢1(t,y))>

Op ty — 1ipr(y) (f(gb_l(t7$)) N flo=t(t,y))

est croissante et positive. _
En notant ¢; * I'inverse continu a droite de la fonction x — ¢(t, x), nous dédui-
sons :

Ko [ 0.3l 07t )y
) [ a0 o7 e )y
~ +oo
=0, (ot 0)) [ G )z =0

—00

(aprés le changement de variable z = ¢~ (¢,y)).
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4.2. Le plongement d’Azéma-Yor

Donc, C), est TP,. Par conséquent, la famille des temps d’arrét (T},¢ > 0) est
presque slirement croissante. 0

Remarque 4.15.

1) Le Théoreme 4.12 s’étend aux fonctions [ qui sont strictement positives sur un
intervalle |l,r] et nulle sur son complémentaire |I,r[°.
+oo
2) Si f est log-concave, alors la fonction m : x — f(u) du est log-concave

x
et, avec les notations du Théoréme 4.12, (BTt“7t > 0) est une martingale associée
a (e, t > 0). Il suffit en effet de voir que (x,y) — m(z —y) est TPy ; mais :

400 +oo
m(r —y) = (v—y)dv= / Li<o f(v —y) do,

oo

et puisque les fonctions (x,y) — Ly et (2,y) — f(xz —y) sont TPy, alors
Uapplication (z,y) — m(x — y) est TPy comme produit de convolution de deux
applications TPy (voir Proposition 3.10).

Signalons une autre méthode pour prouver que m est log-concave. Pour cela, ap-
pliquons le Théoreme 6 de [Pré73] qui stipule que si g : R* — R est une fonction
log-concave, i.e. pour tous T,y € R?, et pour tout o € [0,1],

9(aT + (1 = a)7) = g(@)"9(7)" ",
alors
x—> /g(a:,y)dy est log-concave.
R
En effet, la fonction g définie par g(z,y) = 1y, f(y) est log-concave.

Le Théoréme 4.12 permet en particulier d’associer des martingales aux pea-
cocks de la forme (v/tX,t > 0) lorsque la queue de X est log-concave. Nous verrons
dans le prochain paragraphe qu’il existe de nombreux exemples de processus du
type (vVtX,t > 0) pour lesquels on peut construire une martingale associée sans
que X soit log-concave ; nous construisons en particulier une martingale associée
au processus (v/2X,t > 0) lorsque X est une variable de Student intégrable.

4.2.4 Martingales associées au processus (VtX,t > 0)

Soit X une v.a. intégrable et centrée. Nous présentons des conditions suffisantes
sur la loi de X pour qu'il existe une martingale (M;,t > 0) telle que :

(a) (M;,t > 0) est associée au peacock (vtX,t > 0), i.e.
vi>0, M 2 VIX,
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(b) (M;,t > 0) posséde la propriété d’échelle du mouvement brownien, i.e.

Ves0, (Ma,t>0)"2 (Mt > 0), (4.23)

(c) (M, t > 0) est un processus de Markov (inhomogéne).
Nous commencons par énoncer ’analogue du Théoréme 4.5 pour les processus de
la forme (vtX,t > 0).

Théoréme 4.16. (/[HPRY11]). Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi u. Pour
tout t > 0, on note p; la loi de VX . Soit (B, t > 0) un mouvement brownien

standard issu de 0. On désigne par V la fonction de Hardy-Littlewood de (pu,t >
0) :
1 T

+00
Wia) = W) = s [ uptay) = Vi, (%) (4.24)

(avec Wy(x) = x lorsque py([z, +o0) = 0),

et par (T}, t > 0) la famille des temps d’arrét d’Azéma-Yor (que nous notons aussi
(T‘I’tat > O)) .
T ={v>0:S,>Y,(B,)}. (4.25)

Nous supposons que la famille (T}';t > 0) est presque sirement croissante. Alors,
1) (M} := Byt > 0) est une martingale et un processus de Markov (inhomogeéne),
2) (M}',t > 0) posseéde la propriété d’échelle du mouvement brownien (voir (4.23)),
3) (M}',t > 0) est associée a (vVtX,t >0), i.e., pour tout t >0, M} (v ViX.

Démonstration.
Les points 1) et 3) découlent du Théoréme 4.5. Nous renvoyons en particulier a
[MYO02], ou le générateur infinitésimal de (M/}',t > 0) est calculé. Le point 2)
résulte de la propriété d’échelle du mouvement brownien : en effet, cette propriété
implique que :

Ve>0, (S, Bant > 002 (¢S, eBy,t > 0),
ce qui permet de déduire de la définition (4.25) de Ty, que :

Ve>0, (Br, t>0) 2 (CBT et > 0) , (4.26)
‘I,t

1
ot U\ (z) := E\Ift(cx).

En outre, il découle de la relation (voir (4.24))

U, (z) = ViU, (%)
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que, pour tout ¢ > 0 :

T

© () = 1 cr) =
V) = Lan(en) = Vi (£

) = U, (). (4.27)

En combinant (4.26) et (4.27), nous obtenons :

<BTWCQt,t > 0) (LoD (CBT@(C) t> 0) (Le) (¢Br,, .t >0).
2t

O

Exemple 4.17. Voici des exemples d’application du Théoréeme 4.16 qui sont étu-
diés en détails dans [MYY12].

i) L’exemple du "barrage" :

1 1

dr) = —exp | ——

i) = e (-

qui donne le temps d’arrét T, := inf{v > 0; S, — B, = v/t}. Notons que

d’aprés le Théoréme de Lévy, (S, — By, v > 0) est un mouvement brownien
réfléchi en 0.

ii) L’exemple du "BES? de Pitman" :

(x + \/Z)) 1[_\/i7+oo[(x)dx

1
pu(da) = N vt g (e)de

qui correspond au temps d’arrét T; := {v > 0; 25, — B, = v/t}. Remarquons
que d’aprés le Théoréme de Pitman, (25, — B,,v > 0) a méme loi quun
processus de Bessel de dimension 3 issu de 0.

iii) L'"éventail" d’Azéma-Yor (qui est une généralisation des deux exemples pré-
cédents) :

Mga) — % (a - %) o 1[7\/2"17\/;] (x)dx, 0<a<1)

qui est associé au temps darrét T, := {v>0; S, = a(B,+1)}. Observons
que l'exemple ii) correspond au cas o = X tandis que I'exemple i) s’obtient

en faisant tendre o vers 1.

4.2.5 La condition de Madan-Yor

Nous énongons et prouvons l'analogue du Théoréme 4.10 pour les processus de
la forme (VtX,t > 0).
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Lemme 4.18. (Madan-Yor [MYO02], Lemme 3). Soit X une variable aléatoire
de loi p, soit Vi sa fonction de Hardy-Littlewood :

% /[ [yu(dy) st fi(z) > 0,
\Ill(l') — x,+00
x sii(z) =0,

et soit Cy sa fonction double queue :

+oo
Ve €R, Ci(x):=Cy(l,z) = / ) dy,

ou 1i(y) = P(X > y). Alors, il y a équivalence entre :
i) la famille des temps d’arrét (Ty,t > 0) est telle que :

t — Ty est p.s. croissante, (I)
i) la fonction Uy vérifie :
Dy :z+— T est croissante sur R,, (MY)
Uy(x)
ii1) la fonction Cy satisfait :
C] —
Kow— — 1) est croissante sur R . (MY)
Ci(x)

Démonstration.

1) Montrons que i)<=> ii).
Nous savons que la famille des temps d’arrét (T;,t > 0) est p.s. croissante si et
seulement si :

Ve eR, t— Uy(x) est une fonction croissante.

Mais, U, (z) = ¥, <%> Ainsi, si @ < 0, alors ¢t — Wy (z) est croissante,

x
puisque ¥y est une fonction croissante et positive, et puisque t — ﬁ est crois-

X .
sante. Lorsque x > 0, on pose a; = —= et on obtient :

Vit

Uy(z) = VI (j%) _ptla)

Comme t — a; est décroissante, on déduit que la famille (7},¢ > 0) est p.s.

croissante si et seulement si Dq :  —— \11—() est croissante sur R, .
1\T
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2) Montrons que ii) <= iii).
Il suffit de vérifier I’équivalence des conditions (MY) et (]\/4\1// ). En effet, pour tout
x € Ry tel que Cy(x) > 0, nous avons :

() = _aCi(z) _ r(z) _ x - 1 ;
Cy(x) Ci(x)  Uy(x)—x _q
D ()
ce qui montre que x est croissante si et seulement si Dy est croissante. [

Définition 4.19.

1) Nous dirons qu’une fonction F : [0,1[— R (0 < | < +o0) satisfait (MY ) si F
est de classe C* et vérifie

oF'(x)

F(x)

est croissante ;
2) Soit u une mesure positive finie sur [0,1] (0 <1 < +o00) telle que
/ yu(dy) < oo.
[0

Nous dirons que p satisfait (]\737) st la fonction double queue C), de p satisfait
(MY);
3) nous dirons qu’une v.a. intégrable X a wvaleurs dans | — oo, 1] (0 < | < +00)
satisfait (MY ) si la restriction a [0,1] de la fonction double queue de X satisfait
(MY ).

Dans [MY02], Madan-Yor montrent que (I) équivaut a (MY). Mais, (MY') est
une réécriture de (MY) qui offre au moins deux avantages. Le premier est qu’il
existe une caractérisation des fonctions de classe C' sur |0,1[ (0 < I < +o00) qui

vérifient (MY).

Proposition 4.20. ([HPRY11], Proposition 7.1). Soit F' une fonction de
classe C* sur0,1[ (0 <1< +00), et strictement positive. Il y a équivalence entre :
M est croissante, i.e. F' satisfait (]\7}7)
F(x)

F(x)
F(zc)

i) La fonction € : x — —

est décroissante.

ii) Pour tout ¢ €]0,1[, la fonction x —
ii1) La fonction F est de la forme :

F(z) =e V@ onx—s 2V'(x) est croissante. (4.28)
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Sous l'une de ces hypotheses, on a alors : pour tous x,y €]0,1],

Yo (z)

Vi) = V) = [ “as

de sorte que :
o F(y) = F(x)exp (— /: @dz) . (4.29)

Démonstration.

1) Montrons que i) <= ii).
Si 1) est vérifié, alors ii) l'est aussi. En effet, pour tout ¢ €]0, 1], on a :

}f(fc)) = exp (— /; @dz) = exp (— /Cl 6(iv)dv> (4.30)

qui décroit en la variable x (car € est croissante et 0 < ¢ < 1). Inversement, on
déduit de (4.30) que pour tout ¢ €]0, 1],

Te(z) . .
T —> —~dz est une fonction croissante.
z
xrc

Ainsi, en dérivant, on obtient :
Va €]0,l], c €]0,1], e(z) —e(xc) >0,

ce qui prouve que ¢ est une fonction croissante.
2) Montrons que ii) <= iii).
En utilisant les représentations (4.28) et (4.29) de F, on déduit que

Va,y €01, V(y) = /y @dv —In F(z); (4.31)

. U
et en dérivant (4.31), on obtient
Va €]0,l], zV'(z) =e(x),
ce qui montre que ii) et iii) sont équivalents. O

Le second avantage est li¢ au fait qu’une variable aléatoire a densité possede la
propriété (MY') dés que sa densité ou sa queue satisfait (MY'). Plus précisément,
on montre que :

Lemme 4.21. Soit X une variable aléatoire de loi p(dx) = f(z)dx, ot f est
strictement positive de classe C* sur ]0,1[ (0 < 1 < +00). On note p, resp. it la
queue, resp. la fonction double queue de X .

1) Si f satisfait (]\//[\}//), alors 1 et ju satisfont (]\/4\}//)
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4.2. Le plongement d’Azéma-Yor

2) Sim vérifie (]\/4\3//), alors il en est de méme de .
Démonstration.
1) Supposons que f vérifie (]\7}// ).

i) Montrons que [ satisfait (]\737 ).
D’aprés la proposition 4.20, il suffit de vérifier que pour tout ¢ €0, 1],

z €]0,l[— _ﬂ(@ est décroissante. (4.32)
fi(cx)
Pour tous z €]0, (] et ¢ €0, 1[, nous avons :
! e
ier) )T (wdy [ Flwz)dz

en posant y = xz
( y = x2)

alr) l - l/x
Ale) [ iy f(w2)dz

1

/ flzz)d= f}((ﬂ;) dz
=1+ Cl/x— =1+ W
1 flzz)dz /1 (@) dz

Puisque f satisfait (4.32) (d’aprés la Proposition 4.20), alors :

f(zz)
(@)

Vzelel], v—

est croissante,

et
f(zz)

f(@)
comme produit de deux fonctions décroissantes positives.
On en déduit que

Vze[l, +oof, x+—— 1[171](z)

T

est décroissante,

(cz)
i)

=

Ve €]o, 1], x €]0, [ — est croissante,

ce qui équivaut a (4.32).
ii) Sion remplace f par i, et i par @, alors, en s’inspirant de i), on montre que
1 vérifie (4.32).
2) La preuve du point 2) est identique a celle du point ii) de 1). O
Remarque 4.22. La preuve du Lemme 4.21 peut s’effectuer en remarquant qu’une

fonction strictement positive f de classe C' sur 10,1 (0 < | < +o00) satisfait (MY')
st et seulement st

x
[t a) — 1 (@) f <%> est TPy sur RY x R
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En effet, pour tous 0 < x < \/t1 < 400, on a :

- T (1)
2t Of VW
— —(t,r) = ——7— %
ft,z) 0t

ce qui montre que f vérifie (m) si et seulement si f est TPy sur R} x R%.

Exemple 4.23. Parmi les variables aléatoires intégrables qui possédent la pro-
priété (MY), on trouve les variables gaussiennes, les variables uniformes, les va-
riables exponentielles et les variables de Student intégrables.

Nous obtenons d’autres exemples de variables aléatoires satisfaisant (]\//h// )
grace aux résultats ci-apres :

Proposition 4.24. Soit X une v.a. intégrable et centrée, de loi u(dx) = f(z)dz,
ou f est une fonction continue et strictement positive sur R, . Alors, les conditions
suivantes impliquent que u satisfait (MY ).
(A0) La fonction x — log(zi(x)) est concave sur R,
(Zlv()) La fonction x — log(z f(x)) est concave sur R.
Démonstration.

1) Pour montrer que X satisfait (MY), il suffit de vérifier que :

VaeR,, A= () - of(e) " )y + a7(x) > 0.

A=t (T = g (-5t ).

ou, pour tout x € R,

En effet :

+o00 +o0
i) = [ sy et G = [ty
Notons que (A0) équivaut a :
L fle) 1 fy)
v —— L > = :
PETER LT Ty T ) )

D’autre part,

—+00

Ac=gle) [ " ) dy — of (2) / Ty +ami@) [ F)dy

x

= anu(x - l—M M ‘aprés
—anto) [ty [ e U@J dy >0 (dapres (4.33)).
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2) Nous montrons a I'aide de (Z()) que la queue de X vérifie (1\737 ); ce qui, d’aprés
le Lemme 4.21, entraine que la fonction double queue de X satisfait (MY').
Commengcons par observer que la queue 1z de X vérifie (MY') si et seulement si :

x_f(:c) est une fonction croissante sur R, .
pi()
Le. o
VeeRy, &= (f0)+af (@) [ f)dy+afi ) >0, (4.34)

x

ou f’ désigne la dérivée a droite de f (qui est bien définie d’aprés (Z()))
Pour tout x € Ry, on a :

+o0o +00 +oo

0, = f(x) f)dy + zf'(x) fy)dy — xf(x) f'(y)dy

x T T

o (1L T T
A f(”(ﬁf(:w f(y)>dy

Mais, (X()) équivaut a :

1, fz)

r—r —+

z f(z)

Autrement dit, pour tous 0 < z < y,

est une fonction croissante sur R, .

>

ce qui prouve (4.34). O
Le second résultat concerne les variables aléatoires & valeurs dans | — oo, 1].

Proposition 4.25. ([HPRY11], Théoreme 7.13 et Ezercice 7.10). Soit X une
v.a. sur | — oo, 1] intégrable et centrée, de loi p(dx) = f(x)dz, ou f est continue
et strictement positive sur |0, 1[.

1) X satisfait (m) des que (A1) ou (As) est satisfait, avec :
(A1) pour tout x €]0, 1]

Az) = / F(w)dy > 2(1 — 2)f(2),

(As) la fonction x — log(z(x)) est concave sur 0, 1][.

2) On suppose en outre que f est continue en xg = 1, et de classe C' sur |0, 1][.
Alors, X satisfait (MY ) des que (As) ou (Ay) est satisfait, avec :
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vf(x)

(As) [ est décroissante sur |0,1] et la fonction x — .
—x

0,11,
(Ay) la fonction x — log(z f(x)) est concave sur |0, 1].

est croissante sur

Démonstration.

1) Nous montrons, sous chacune des hypothéses (A;) et (As), que la fonction double
queue de X vérifie (MY') sur |0, 1], i.e. que :

Ve elo,1], A, = (@) - of(2)) / ily)dy + 27(z) > 0. (4.35)

i) Supposons (A;).
Remarquons que (A;) équivaut a :

Vo 6]071[7 ﬁ(x> —l'f(l') > _1_$ﬁ($)7
de sorte que
—~ _ _ 1 1 . rp(x ! _ _
B,z amlo) (o) - = [ wan) = 2 [ fate) - mo)y > o
ii) La démonstration du cas (Ay) est identique a celle du Point 1) de la Propo-

sition 4.24.

2) Nous allons montrer que chacune des hypothéses (Asz) et (A4) implique que la
queue de X vérifie (MY'). Nous savons que la queue 71 de X vérifie (MY') si et
seulement si :

Ve €01l 8 = (f(z) + of () / Fy)dy + 2 f2(x) > 0. (4.36)

i) Supposons (Asj).

x f(x)

Comme z €]0, 1[—
1—x

Va 6]07 1[7 f(l’) —|—JI(1 - x)f’(x) > 07

est croissante, alors :

1.e.

Va€lo, 1], f(x)+azf'(z) > _Jif_(xx)
Ainsi, pour tout x €]0, 1],
.2 - [ g+ o
= afto) (1) = 2 [ )
— ﬁf—(xx)/m [f(xz) — f(y)]dy > 0 (car f est décroissante).
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ii) Supposons (Ay).
Pour tout = €0, 1], on a :

0) [ g+ @) [ f@idy+ et @) - 1) + )
0 [ Sy af @) [ 1wy +2f @) - 1)
1) [ 1wy +o@) [ st [
o L) S
=it [ 100 (54 55 - ) o

et, puisque (Ay) équivaut a :

1 fi(=)

€]0,1[— — + @) est une fonction croissante,
x

on déduit :

1 /
Vo< <y<l, _+f(a:)

ce qui prouve (4.36).

Nous donnons quelques exemples de densités de mesures satisfaisant la pro-
priété (MY).

Exemple 4.26.

1) Les densités f(z) = 2 cosh(z”)1jo () (o > —1,3 > 0) vérifient :

€]0, 1[— 2*f(x) est croissante. (4.37)

On en déduit que :

= [ swar= [y > g (2= 1) =ati - 50),

i.e. f satisfait (A;), ce qui implique (m) (voir Proposition 4.25).
Le raisonnement précédent s’applique aux densités

f(x) = 2* cosh(2”) 191y (7) (@ > —1,8>0).

2) Les densités f(z) = (1 — x)ae””ﬁl[ovl[(x) avec a > —let 0 < 3 < 1.
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i) Si—l<a<0et0<pg<1,alors
x> 22 f(x) est croissante

et I'hypothése (A;) est satisfaite.
i) Sia>0et 0< <1, alors (Ay) est vérifiée, puisque

z €0, 1[— log(zf(z)) = logx + alog(l — x) +2” est concave,
ce qui, d’apres la Proposition 4.25, implique (MT/)

3) Les densités f(z) = (1 — x)*sinh(z”)1joq(z), oh e > =1 et 0 < § < 1.
i) Si—1<a<0 (et 0<p<1),alors

x +— 2% f(x) est une fonction croissante,

ce qui implique (A;).
ii) Sia >0, alors
fl(r) 1 a 1

= _ + est décroissante.
flz) = 1-—=x ﬁx“ﬁ tanh(z?)

z €]0,1[+— — +
T

Par conséquent :
x €]0, 1[+— log(z f(x)) est une fonction concave,

qui est 'hypothése (Ay).
4) Les mesures de densités f(z) = xae_wﬂl]()#w[ (a > —1,8 € R) vérifient
(MY), puisque h satisfait (MY') pour tous a > —1 et § € R.

Nous renvoyons a [HPRY11]|, Section 7.4 pour d’autres exemples de mesures
satisfaisant (MY"). Nous terminons cette section par deux exemples ot (MY') n’est
pas (toujours) vérifiée.

Exemple 4.27. ([HPRY11]).
Soit p la mesure de densité f définie par :

f(x) = clpp(x) + 1pa(x) (¢ > 0,p €]0,1]).

Alors, pour tout = € [0, 1],

fi(x) = / Fly)dy = [e(p — ) + (1 = p)[lo,p(x) + (1 = 2)1p0(2)

=[(c=Dp—2)+ (1 —2)lpp(z) + (1 —2)1p ().
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Ainsi, pour tout x € [0, p|,

C

D)o 2)+ 5o -2+ 50— p)

[(c=D)p—2)" + (1 -2)"],

1
1
2
et

g(z) = ap(z)  jxllc—D(p—a)+ 1 —x)
: C’u(gp) (c — 1)(]7 _ [L’)2 + (1 — [E)2 .

Rappelons que p satisfait (]\//h// ) si et seulement si g est croissante (cf. Théoréme
4.16). Mais, pour tout z € [0, p|,

SOA) (@) = (e~ D(p— ) + (1) — ea] [(e— Dp — )* + (1 — )]
+20f(e— )(p— )+ (1 - )]

En particulier,
%Cﬁ(p)g’(p) =(1—p—cp)(Q—p)?+2p(1 —p)* = [1 = (¢ — )p](1 — p)*.

1 1
On en déduit que pour ¢ < 14—, ¢'(p~) > 0, et pour ¢ > 1+ —, ¢'(p~) < 0. En
p p

d’autres termes, u vérifie (]\717 ) si et seulement si ¢ <14 —.
p

Exemple 4.28. Soit p la mesure de densité f donnée par :
Ve e Ry, f(x)=-clpy(x)+e “1piop(®) (¢ >0,p>0).

Pour tout x € R,
+oo
H(ZL’) - f(y)dy - (C(p - I) + e—p) 1[0,p[(x> + e_pl[p,—i-oo[(x)‘
Par conséquent, pour z € [0, pl,
+oo

Cu(z) = /gc (y)dy = /gc ’ [clp—y)+e?] dy + /,, - e Vdy

=5(p—2)"+(1+p—a)e”,

N O

“ wile) _,  wlelp—a)+e]

9(x) := C,(z) clp—x)2+2(1+p—x)e?’
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Ainsi,
1 , _ _
503(3:)5] () =(clp—2)+e?—cx) (clp—2)*+2(1+p—x)e?)
b (elp—a) £ o)
et, en particulier,
1 o _ -~ _ _ _
SO ) () =2[(e7 —cp)e + 7] =277 (2677 —cp).

2e7P

p

Done, p satisfait (]\/4\17 ) si et seulement si ¢ <

4.2.6 Modification de martingales

Nous commencons par énoncer un équivalent du théoréme de Kellerer.

Théoréme 4.29. ([Kel72]). Soit C une fonction réelle sur Ry x R. Alors, il y a
équivalence entre :

1) Il existe une martingale (M;,t > 0) telle que, pour tout x € R,
E[(M; —x)"] = C(t,z).

2) 1) Pour tout x € R, t — C(t, ) est croissante.
ii) Pour toutt > 0, x — C(t,x) est conveze.
iir) lim C(t,x) =0 et il existe « € R tel que, pour tout t > 0,

T—+00

lim C(t,x) +z = a.

T—r—00

2
Dans ce cas, « = E[M,] et la loi u; de My est égale a el (au sens des distribu-
x

tions).
Soit C': Ry x R — R, une fonction satisfaisant aux hypothéses du Théoréme

4.29, et soit (My,t > 0) une martingale cadlag associée. Soient a,b € R tels que
a < b. Nous définissons la fonction C** : R, x R — R, par :

Z_—wo(t,a) + 5 Oth) siweab
Oa’b(t, 7) = —a —a (4.38)
C(t,x) si z ¢la, bl.

En d’autres termes, C*®(t, -) est obtenu en remplacant C(¢,-) sur 'intervalle [a, b]
par sa corde.
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fig.3. Graphes de C(t,-) et de C*°(¢, ).

La fonction C** posséde les mémes propriétés que C, et d’aprés le Théoréme 4.29,
il existe une martingale cadlag (M, t > 0) telle que, pour tout = € R,

EkMﬁ—wﬁ}:C“@w)

En particulier, pour tout ¢ > 0, la loi p* de M™" est égale a :

1 (dx) = (1)—ooaf + Lipsoof) 11e(dz) + at(t)0a(dz) + B(t)5(da),

Mﬂ=0@2:5@®—§f@®
et

80 = o () - 0 =0,
ou

(6.0 = s -+o0]) et 2 (80) = gl +o).

Nous nous proposons de montrer & ’aide du plongement d’Azéma-Yor qu’il
est possible, sous certaines conditions, de construire (M, ’b,t > 0) a partir de
(M, t > 0).

Supposons que (p,t > 0) est centré, i.e. que la fonction double queue C' de (p, t >
0) vérifie :
lim z+ C(t,x) = 0.

T—r—00
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Soient ¥ et U*? les fonctions de Hardy-Littlewood associées respectivement a C'
et C%" i.e. les fonctions ¥, U** : R, x R — R, définies par :

\Il(t, x) _ ﬁt(x) 1 /Lt(.fﬂ) 7é 0
x si my(x) =0
et C“b(t )
’ y L —a,b
TR R

\I/ab(t, )

fig.4. Graphes de (¢, -) et de WaO(¢, ).

Soit (B, t > 0) un mouvement brownien standard issu de 0, et soit (S;,¢ > 0)
le processus du maximum unilatére défini par :

Vit > 0, St = SsSup B,.

0<u<t
Nous considérons les familles des temps d’arrét d’Azéma-Yor
(Ty :=inf{u >0, S, > V(t,B,)},t >0),
et
(Tf’b = inf{u >0, S, > (L, B}, t > o) .
Nous montrons que :

Théoréme 4.30. La famille (T;,t > 0) est presque sdrement croissante si et
seulement si, pour tous a,b € R tels que a < b, la famille (Tta’b,t > 0) est presque
strement croissante. En particulier, si la fonction t — T} est presque strement
croissante, alors (Bpas,t > 0) est une martingale associée a C*.

t
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Démonstration.

I1 suffit de prouver que t — W(¢, ) est croissante pour tout x si et seulement si
t — Wb(t, 2) est croissante pour tout z; ce qui équivaut a montrer que C est
TP, si et seulement si C%® est TPs.

Nous rappelons que C%* : R, x R — R, est défini par :

Z—_fc(t,a) + “z —20(t,b) six e [a,b]
c*it,z) =4 b= —a
C(t,x) si x ¢la, b|.

1) Supposons d’abord que C' est TP,. Nous allons prouver que, pour tous ¢; < to
et 1 < @9,
Ca’b(tl, .Z'l)Ca’b(tQ, .1'2) > Ca’b(tl, .Z'Q)Ca’b(tz, l'1>. (439)

Soient 0 < t; < t5. Nous distinguons trois cas :
i) Sizy ¢ [a,b] et 25 ¢ [a,b], alors on a (4.39).

ii) Siz; <a<zy<b, alors:

Ca7b(t17 l‘l)o%b(tQ) xQ)

= C(t1, 1) (bb_ - C(ty,a) + x; — aC(tz, b)) (par définition de C')
— . .
b—u To —a
= _ ; C(t1,21)C(t2, a) + b2— - C(ty,21)C(t2,b)
> bb—_:i: C(ty,a)C(ty, z1) + 922__;‘(](151, b)C(ty, 1) (car C est TPy)
b—ux To — @
— ( — ;C(tl,a) + bZ— - C(tl,b)) C(ty, 1)

= Oa’b(tl, xg)oa’b(tg, ZE1>.

On effectue un calcul similaire lorsque a < z1 < b < 5.
iii) Supposons que a < 11 < x5 < b. Par définition de C*,

Oa’b(th xl)ca’b(t% )

- (b _— O(t17a> + . ac(tla b)) (bb_ xQO(t27a> + xb2 — ac’(t% b>>

b—a b—a —a —a

et
Ca’b(tb xz)ca’b(tm 1)

- (b — O(t17a> + . ac(tla b)) (bb_ e O(tg,@) + :Eb2 — ac(t27 b))

b—a b—a —a —a
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Ainsi, un calcul simple donne :
Cab(tl, l’l)Cab(tQ, 1'2) — Cab(tl, .Z'Q)Cab(tg, .Z'l)
= [Ct1,a)C(ta,b) — Ct1,b)C(ta, a)) 2—L > 0.

b—a —

ce qui achéve la preuve de (4.39).
2) La réciproque est immédiate puisque, pour tous 0 < #; < t3, et pour tous
T < 9,
O(tl, ZEl)O(tQ, ZL'Q) — C(tg, ZL’l)C(tl, ZL'Q)
= C$1,£E2(t17 ZL’l)Cxl’xQ (tg, ZL'Q) — P2 (tg, xl)C'xl’xQ (tl, IQ) Z 0.

4.3 Le plongement de Bertoin-Le Jan

4.3.1 La solution de Bertoin-Le Jan au probléme de Skoro-
khod

Soit (By,t > 0) un mouvement brownien issu de 0, et soit (LZ;v > 0,z € R) la
famille bicontinue de ses temps locaux. Soit X une v.a. de loi pu telle que :

+00 +oo
E[| X]] :/ |z|p(dr) < oo et E[X] :/ zp(dx) = 0. (4.40)
On suppose que le support de u est égal a R. Nous définissons
400 0
Y= 2/ yu(dy) = —2/ yu(dy), (4.41)
0

—00

et C:R — R, par:

+o00
2/ (a —x)pu(da) six >0

Clz) = (4.42)
2/ (x —a)u(da) siz <0.
Soit 7™ le temps d’arrét défini par :
+00 Lx
T® .= inf {v > 0; 7/_00 C(;),u(dx) > Lg} . (4.43)

Le résultat qui suit est dit & Bertoin-Le Jan [BLJ92.
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Théoréme 4.31. (Bertoin-Le Jan [BLJ92]). Sous les hypothéses précédentes :

1) La v.a. By suit la loi p, i.e.

loi
Brow ™ x.

2) Le processus (Byyruw,v > 0) est une martingale uniformément intégrable.

4.3.2 Application a la construction de martingales associées
au peacock (vtX,t > 0)

Soit X une v.a. de loi p, intégrable et centrée, i.e. qui vérifie (4.40). On se
propose de construire une martingale (M;, t > 0) associée au peacock (vt X,t > 0),
qui posséde la propriété d’échelle du mouvement brownien, i.e.

Ves0, (Mey,t>0) 2 (eM,t>0). (4.44)

Théoréme 4.32. Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi . Pour tout t > 0,
on note py; la loi de \/tX. Pour chaque ji, on considere ¥(t), Cy et T") définis
respectivement par (4.41), (4.42) et (4.43), ot pu, remplace . On suppose que :

+oo x
Vo eRy, t— AW(tv) = v(t)/ CL&)
—00 t

wi(dx) est p.s. décroissante. (Iy)
Alors :

1) Le processus (Mt(“) = By, t > O) est une martingale associée a (vtX,t > 0).

2) Le processus (Mt(”) = B, t > O) posseéde la propriété d’échelle (4.44).

Démonstration.

1) 1l suffit de remarquer que (/) implique que la fonction
t — T est p.s. croissante. (4.45)
En effet, il résulte de (1) que pour tous 0 < s < ¢,
{v>0; AW(t,v)> L} c {v>0; AW(s,0) > L0},

et puisque
vVt >0, TW) =inf{v>0; AW(tv) > L0}, (4.46)

on obtient :
Vs <t T (ks) < T(e)
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2) 1 résulte de la propriété d’échelle (cf. [RY99|, Chapitre VI, Exercice 2.11.)

Ve>0, (¢By,cl;v>0,y €R) (toh (BC%,L?;U;U >0,y € R) ,

que :
(Brow.t > 0) 1 (cBTgut),t > o), (4.47)
ou
T#) .= inf {v>0; AW (¢, v) > Ly}
et

AP0 =0 [ r e,

D’autre part,

1y(dz) = 1 (%) () = Vi, et Ci(z) = ViC (%) o (448)

Par conséquent,

(en posant x = cy)

= o)
t ut/cz(dy) t
=9 Ty =AW (= 0.
PY( 2) e Ct/CQ( ) y C2,/U
D’ou
Tc(ut) — plugye2) (4.49)

Nous déduisons de (4.47) et de (4.49) que :

(ME)£20) = (Byap £ 2 0)
(1o <cBTWC2t),t > 0) (d’apres (4.47)
= (¢Bpu,t > 0) (d’apres (4.49)

Donc, <Mt(“ )t > O) posséde la propriété d’échelle (4.44). ]
Nous présentons deux conditions qui suffisent a obtenir (4.45).
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Théoréme 4.33. Soit X une v.a. intégrable et centrée de loi u(dx) = f(z)dz, ou
f est a support égal & R. Pour tout t > 0, on note ji; la loi de /tX. On suppose
que l'une ou l'autre des conditions suivantes est satisfaite :

1) La fonction x — log(|z|f(z)) est concave sur | — oo, 0] et sur |0, +o0].
2) La densité [ est de classe C!, | |lim xf(z) =0, et

—+o00

/
T — o) + o fi(x) est croissante. (4.50)
C'(x)
Alors (g, t > 0) satisfait (4.45).
Dans chacun des cas 1) et 2), (Mt(”) = Brwy,t > 0) est une martingale associée
au peacock (vVtX,t > 0).

Démonstration.
Notons que :

AW (t ) = fy/joo % j;f(ijz) dx.
- Vi

N———

Ainsi, t — AW (t,v) est décroissante pour tout v > 0 si la fonction F : x —
zf(z)
C(z)

a) Supposons que 1) soit vérifiée.
Six > 0, alors :

= [Tw-aswa= [ ([ )

est croissante sur R.

Notons que I'hypothése 1) implique que la dérivée a droite f’ de f existe; Nous
avons alors :
C?(z)

——F'(@) = (f() + 2f'(2))

O st [ rway

T

~ e+ [ ym =) dy s [ ym F(2)dz

:xf(x)/:o/:oof(z) (i+%—%) dz dy.

Comme z €]0, +oo[— log(zf(z)) est concave, alors

1 ()

z €]0, +o0o[— — +

2 f2)
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Nous en déduisons que pour tout z > x,

/ / !/
LS 1 P 1)
x o flz) — 2z flzs) T f(2)
Done, z — /() est croissante sur |0, +00.
C(x)
A Taide d’'un calcul similaire, nous montrons également que =z +—— %f((w>) est
x

croissante sur | — 0o, 0[.

2) Supposons qu’on ait 2).
Six >0,

O/ (x) +o0

et, puisque f est de classe C!, on a :

C—("”)F'(x) = (f(z)+x f’(@)@ —af(z)n(z)

2
= (f(x) +zf'(x)) /+o<> a(y)dy — () /+oo(f(y> oyl )y
~ 7i(x) / ) (f(x) taf(x)  fy)+ yf'<y>) "

fi(x) fi(y)
>0 (d’apres (4.50)).

Le cas z < 0 se résout de facon analogue. O

Commentaires

La méthode de plongement de Skorokhod que nous décrivons est celle utili-
sée dans ([HPRY11]|, Chapitre 7). Pour ce qui est du plongement d’Azéma-Yor,
des résultats sont obtenus dans [MY02], [Pro10]|, et [HPRY11]. Il existe beaucoup
d’autres méthodes permettant de construire explicitement une martingale associée
a des peacocks. Pour cela, nous renvoyons a ([HPRY11], Chapitres 2-7), [BY09],
[BY10], [BDMY10|, [HRY10a], [HRY10b| et [HRY11]. Mentionnons que l'utilisa-
tion de la positivité totale dans I’étude du plongement d’Azéma-Yor est originale.
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Etude de peacocks sous des hypothéses de
monotonie conditionnelle et de positivité totale

Cette theése porte sur les processus croissants pour l'ordre convexe que nous dési-

gnons sous le nom de “peacocks”. Un résultat remarquable di & Kellerer stipule qu'un
processus stochastique a valeurs réelles est un peacock si et seulement s’il posséde les
mémes marginales unidimensionnelles qu'une martingale. Une telle martingale est
dite associée a ce processus. Mais dans son article, Kellerer ne donne ni d’exemple
de peacock, ni d’idée précise sur la construction d’'une martingale associée pour un
peacock donné. Ainsi, comme d’autres travaux sur les peacocks, notre étude vise
deux objectifs. Il s’agit d’exhiber de nouvelles familles de peacocks et de construire
des martingales associées pour certains peacocks.
Dans les trois premiers chapitres, nous exhibons diverses classes de peacocks en
utilisant successivement les notions de monotonie conditionnelle, de peacock trés fort
et de positivité totale d’ordre 2. En particulier, nous fournissons plusieurs extensions
du résultat de Carr-Ewald-Xiao selon lequel la moyenne arithmétique du mouvement
brownien géométrique, encore appelée “option asiatique” est un peacock. L’objet
du dernier chapitre est de construire des martingales associées pour une classe de
peacocks. Pour cela, nous utilisons les plongements d’Azéma-Yor et de Bertoin-Le
Jan. L’originalité de ce chapitre est 1'utilisation de la positivité totale d’ordre 2 dans
I’étude du plongement d’Azéma-Yor.

A study of peacocks under the assumptions of
conditional monotonicity and total positivity

This thesis deals with real valued stochastic processes which increase in the convex
order. We call them “peacocks”. A remarkable result due to Kellerer states that a real
valued process is a peacock if and only if it has the same one-dimensional marginals
as a martingale. Such a martingale is said to be associated to this process. But in
his article, Kellerer provides neither an example of peacock nor a concrete idea to
construct an associated martingale to a given peacock. Hence, as other investigations
on peacocks, our study has two purposes. We first exhibit new families of peacocks
and then, we contruct associated martingales to certain of them.

In the first three chapters, we exhibit several classes of peacocks using successively
the notions of conditional monotonicity, very strong peacock and total positivity of
order 2. In particular, we provide many extensions of Carr-Ewald-Xiao result which
states that the arithmetic mean of geometric Brownian motion, also called “Asian
option” is a peacock. The purpose of the last chapter is to construct associated
martingales to certain peacocks. To this end, we use Azéma-Yor and Bertoin-Le Jan
embedding algorithms. The originality of this chapter is the use of total positivity
of order 2 in the study of Azéma-Yor embedding algorithm.
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