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Introduction

Les parois dans les locaux industriels possédent le plus souvent des irrégularités de
type géométrique et/ou acoustique. Ces irrégularités sont généralement constituées de
cavités de forme rectangulaire comme, par exemple, les portes et les fenétres, poutres,
mobilier, machines, etc. Ces cavités provoquent d’un point de vue acoustique une réflexion

du champ incident dite diffuse.

Le logiciel Ray+ [1] mis au point par I'Institut national de recherche et sécurité (INRS)
permet d’évaluer les niveaux sonores dans tout type de locaux industriels et de tracer des
cartographies du champ de pression acoustique. Ce logiciel nécessite la connaissance des
coefficients d’absorption ou de réflexion acoustique des parois, coefficients souvent connus
pour des parois planes. Lorsque celles-ci possédent un relief complexe, les mécanismes de
diffusion acoustique induisent une atténuation du champ sonore a l'intérieur du milieu
confiné [2]. On peut constater alors que la paroi a relief se comporte comme une paroi

plane qui aurait un coefficient d’absorption que I'on peut qualifier d’apparent.

L’idée est donc d’étudier le comportement acoustique de ces reliefs complexes en
commencant par des réseaux de profil périodique ou non périodique. Ceci permettra de
déterminer le champ acoustique diffusé et de caractériser ainsi la paroi par un coefficient
de réflexion ou d’absorption apparent. Il s’agit de remplacer la paroi a relief par une
paroi plane équivalente possédant un coefficient de réflexion représentatif de la diffusion.
Ce coefficient pourra étre intégré, a terme, dans le logiciel Ray+ et d’autres logiciels

prévisionnels du champ de pression acoustique a l'intérieur des locaux.



Introduction

L’Unité Mixte Acoustique des Parois (UMAP qui résulte d'une collaboration scien-
tifique établie entre I'INRS et le LEMTA de I’Université de Lorraine) s’intéresse depuis
sa création en 2001 a la caractérisation acoustique des parois rencontrées dans les lo-
caux industriels. L’élaboration d’'un modeéle théorique de réflexion des ondes acoustiques
sur ces parois de profil périodique a fait 'objet d’une thése soutenue par Lionel Bos en
2006 [3]. Ce modele théorique repose sur une méthode qui consiste a subdiviser la surface
irréguliere en des guides d’ondes de formes rectangulaires. Cette méthode a été appliquée
sur des profils périodiques a une dimension puis généralisée a des profils périodiques selon
deux dimensions. Cependant, ce modéle qui nécessite un temps de calcul important ne

concerne que des réseaux périodiques.

L’objectif de ce travail de thése est de développer un modéle plus rapide et/ou plus
complet, fonctionnant sur une large bande fréquentielle et permettant de prédire le champ
de pression acoustique réfléchi et diffus au dessus de parois a relief périodique ou apério-

dique.

Ce rapport est scindé en trois chapitres. Le premier présente une étude bibliographique
des différents modéles existants dans la littérature scientifique et permettant d’étudier
la réflexion des ondes acoustiques par des surfaces irréguliéres. Les premiéres méthodes
rencontrées sont insuffisantes pour résoudre le probléme de diffusion d’ondes acoustiques
par des réseaux apériodiques car elles sont soit limitées en fréquence, soit appropriées
a des structures périodiques. La méthode Kobayashi Potential (KP), méthode issue de
I’électromagnétisme pour étudier la diffusion par des fentes épaisses, a été choisie car elle

s’applique aux géométries rectangulaires souvent rencontrées dans les parois industrielles.

Dans le deuxiéme chapitre, une adaptation de la méthode KP au cas d'une cavité
dans un écran infiniment rigide a été développée. Une généralisation de ce modéle au cas
d’un réseau de cavités rectangulaires paralléles et non paralléles dans un écran infiniment

rigide est présentée également. Ce modéle ainsi généralisé tient compte des phénomeénes
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de couplage acoustique qui existent entre les différentes cavités. Une étude approfondie
de ce couplage pour des réseaux de rainures et des réseaux de cavités a été effectuée pour

comprendre son évolution fréquentielle en fonction de ’écartement entre les cavités.

Dans le troisiéme chapitre, une validation par la méthode des éléments finis et I'ex-
périence a été effectuée pour des parois contenant une cavité, des réseaux de cavités
périodiques, un réseau apériodique a neuf cavités paralléles et un réseau de deux cavités

non paralléles.

Enfin, une conclusion générale tente d’effectuer la synthése des différents points abor-
dés tout en dégageant des perspectives de recherche visant a élargir le cadre d’application

du modéle développé.



Etat de l'art des modéles théoriques du
champ de pression acoustique réfléchi au

dessus des parois a reliefs

1.1 Introduction

Ce chapitre présente les différents modéles existants dans la littérature scientifique
pour I’étude de la propagation de 'onde acoustique en milieu fluide en présence de re-
liefs. Ces modéles permettent d’étudier les mécanismes de diffusion acoustique induits.
Différentes méthodes de résolution de 1’équation de propagation de I'onde existent. Elles

sont présentées ici.



1.2 Définitions

1.2 Définitions

La réflexion acoustique est dite spéculaire lorsque le rayon incident donne naissance
a un rayon réfléchi unique vérifiant la loi de Snell-Descartes : angle d’incidence égal a
I’angle de réflexion. Par la suite le champ acoustique généré par une réflexion spéculaire

sera appelé champ réfléchi spéculaire.

Quand une onde lumineuse insonifie un obstacle ou une fente de dimensions proches
de la longueur d’onde, de la lumiére est partiellement percue dans la zone d’ombre géomé-
trique. Ce phénomene est appelé la diffraction des ondes lumineuses [4]. La diffaction des
ondes acoustiques est définie de la méme maniére par analogie avec 1'optique. Par la suite,
un champ acoustique généré par le phénomeéne de diffraction sera appelé champ diffracté.
Le champ total réfléchi issu des deux phénomeénes : réflexion spéculaire et diffraction est

appelé champ diffus.

1.3 Equation intégrale

L’objectif est de définir le potentiel des vitesses ® du champ acoustique total en un
point défini par le vecteur 7 dans un volume V' limité par une surface intérieure .S; et une
surface extérieure S, (définie par une sphére) sous forme d’une intégrale de surface (voir

figure 1.1).
On suppose qu’on est en régime sinusoidal. Soit £ le nombre d’onde.

Le théoréme de Green permet d’écrire [5] :

d(7) = (OVY — UV D) 7idS = / (PVY — UV?®) dV (1.1)
S=5;USe \%

ou 7 est le vecteur unitaire normal & la surface S pointant vers 'extérieur.

La fonction ¥ représente la fonction de Green G vérifiant I’équation de Helmholtz



1.3 Equation intégrale

FIGURE 1.1 — Volume V limité par une surface S = S; U S,

pour une source impulsionnelle.
(V2 +#%) G(ro,7) = =6(ro —7)  Jro €S (1.2)

Le potentiel des vitesses @ est également solution de I’équation de Helmholtz (1.3). ou f;

représente la source active.

(V24 k) &(7) = —f.(7) (1.3)

Les équations (1.1) et (1.2) permettent d’écrire alors :

K(7)®(7) = 2,(7) - (@(7)VG(H,7) — G, HIVO(R))AdS  (14)
S=S;US,
La fonction de Green G(79, ') satisfait les conditions de radiation a l'infini. Alors l'inté-

grale sur S, devient nulle quand le rayon de la surface sphérique S, tend vers 'infini. Si

on fait I'hypothése aussi que l'on a une surface rigide, ’équation 1.4 devient :
7‘07 F)
K(7)®(7) = &F,.(7) - — ——dS (1.5)

mc(F) représente le champ incident issu de la source, 'intégrale représente le champ
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diffus induit par le relief de la surface et K (7) est une fonction vérifiant :

;

1 sireV
KA ={1 sres (L6)
0 sinon

La résolution de l’équation compléte (1.4) permet d’accéder au champ total diffus.
Plusieurs méthodes de calcul permettent de résoudre cette équation, citons par exemple

I’approximation de Kirchhoff, 'approximation de Born et la méthode de perturbation.

1.4 Méthode des rayons sonores

La méthode des rayons sonores [6] repose sur le postulat de I’équivalence des lois de la

réflexion des ondes acoustiques et de celles des rayons lumineux (en optique géométrique).

La représentation de la propagation des ondes acoustiques s’effectue grace a la notion
de rayons acoustiques. Ces derniers peuvent étre utilisés pour discrétiser un front d’onde
acoustique. Les rayons sonores incidents sont orientés selon la normale au plan tangent au
front d’onde au point considéré. Ces propos sont illustrés sur la figure 1.2 dans le cas d'un
front d’onde plan. Chaque rayon sonore incident est réfléchi par la paroi comme si cette
derniére était remplacée par son plan tangent au point d’impact du rayon, la réflexion

sur ce plan tangent étant de nature spéculaire.

Cependant, cette méthode repose, pour que son développement informatique ne soit
pas trop lourd, sur 'hypotheése que la variation du relief est faible par rapport a la longueur

d’onde.



1.5 Méthode des sources images

Front d’onde plane

Paroi irréguliere
FIGURE 1.2 — Réflexion des rayons sonores sur une paroi irréguliére

1.5 Meéthode des sources images

La méthode des sources images est couramment employée en acoustique des salles [7,8].
Elle est utile pour résoudre des problémes dont la géométrie est relativement simple, mais

elle devient rapidement inexploitable dans le cas de géométries plus complexes.

Elle modélise les ondes réfléchies sur des parois par une onde émise par une source
image. La source image est symétrique a la source réelle par rapport a la paroi réfléchis-

sante (figure 1.3) et son amplitude est affectée par le coefficient de réflexion de l'interface.

Soprce Capteur

[ 4
Source image

FIGURE 1.3 — Réflexion d’une onde sphérique sur une interface simple représentée par

une source image.

Si deux parois font face comme dans un guide d’ondes (figure 1.4), il y a une infinité

8
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de sources images, chacune correspondant a un trajet de 'onde dans le guide.

N S1, 52, 53, 54, ... : sources images
\\
N
N
N
Y
Y
N
N
N
N
S1 o _ A
N
Source
Capteur
7 .-
4 -
V4 P
4 -
4 ”
7 ’/
5’3 e’ ’/’
S2 «-

FIGURE 1.4 — Sources images correspondant aux réflexions dans un guide aux parois

parfaitement réfléchissantes.

1.6 Approximation de Kirchhoff

Cette méthode suppose qu’en un point de la surface irréguliére les valeurs de la pres-
sion et de son gradient peuvent étre approchées par celles qui existeraient si la paroi
était localement remplacée par un plan tangent de dimensions infinies [6,9] (Figure 1.5).
Elle fournit une expression approchée de la solution de ’équation de Helmholtz. Cette
méthode est valable en hautes fréquences (ka,. > 1.9 ot k est le nombre d’onde et a.
est la longueur de corrélation de la surface rugueuse a étudier) [10]. J.J. Embrechts [6] a
démontré I'équivalence entre la méthode des rayons sonores et 'approximation de Kirch-

hoff.

K. Lee et al [11] utilisent également cette méthode pour exprimer le champ diffus

généré par un volume polygonal possédant en surface une admittance homogéne.



1.7 Approximation de Born

Plan tangent

Surface rugueuse
FIGURE 1.5 — Approximation de Kirchhoff

E. I. Thorsos [12] a cherché le domaine de validité de cette méthode en comparant
les résultats avec ceux obtenus par résolution de I’équation intégrale pour une surface
rugueuse. Ses résultats confirment que cette méthode est valable en hautes fréquences et

pour des rugosités de faibles dimensions.

1.7 Approximation de Born

L’approximation de Born repose d’un point de vue mathématique sur la méthode de
Picard [13,14]. L’équation intégrale (1.5) est transformée en une série récurrente de terme
général @, donné par I'équation (1.7). Le potentiel des vitesses recherché est obtenu de
maniére itérative en faisant tendre la variable d’itération vers 'infini comme le montre
I'équation (1.8). Cette méthode itérative nécessite un temps de calcul important. L’ordre
2 permet d’avoir une bonne approximation du champ de pression acoustique pour des

fréquences sismiques [10] en géophysique.

Le premier ordre de cette série signifie que 'onde réfléchie diffusée différe peu de 'onde

spéculaire. Ceci est obtenu quand la surface diffusante présente un faible relief.

K@) = ¥ (7) ~ [ [ @) 50

n
tel que @y (7) = O (7), m € N (1.7)
® = lim ®,,(F) (1.8)
m—ro0

R. Huang et al [15] ont appliqué cette approximation pour étudier la diffusion des ondes

10
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acoustiques dans les solides.

S. Hu [10] I'a utilisé en géophysique pour étudier la diffusion des ondes acoustiques
par la surface de la terre. Cette étude a montré que 'approximation de Born est plus
précise en moyennes fréquences (1.9 < ka;. < 6.5 o k est le nombre d’onde et q;. est la

longueur de corrélation de la surface rugueuse a étudier).

1.8 Meéthode de perturbation et "Homotopy perturba-

tion method"

Cette méthode a été beaucoup utilisée pour étudier la diffusion des ondes acoustiques
sur la surface de la mer [16-18|. Elle suppose que les variations du relief de la surface
rugueuse sont faible par rapport a la longueur d’onde A (voir figure 1.6). Cette technique
consiste a séparer le champ acoustique en deux parties : une partie stable et une partie
perturbé considérée comme une correction (M — 0). Ainsi on exprime les solutions

N p PN 2(20,Y0)
du probléme par un développement limité en ==

20

FIGURE 1.6 — Variation de la hauteur zy de la surface rugueuse

Une nouvelle technique de perturbation (Homotopy Perturbation Method) [10, 19]
a été proposée. D'un point de vue mathématique, cette méthode utilise les séries de
Neumann [9]. I’équation intégrale (1.5) est transformée, comme pour approximation de
Born, en une série de fonctions. Pour illustrer briévement cette méthode, considérons le

cas d'une surface rugueuse définie par une variation de sa composante normale zy; dans

11
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un repére orthonormé (O, xg, Yo, o). Soit :

20 = Ch(x07y0) (1-9)

Ou ¢ € [0,1] est un parameétre d’homotopie. L’équation précédente permet de définir la

dérivée par rapport a la variable zy par :

0 0 0

= C(hxoa—xo + hyoa—yo)

1.1
5o (1.10)

Ou hy, et hy, sont les dérivées partielles de h(xg,yo) par rapport aux variables xq et yo

respectivement.

Cette définition de la dérivée par rapport a la variable zy permet d’écrire le champ

acoustique total sous la forme :

K(7)0(7) = O2(7) — ¢ / B(2)g(r3. 7, C)dS (1.11)
Avec :
YL 0 0 L
g(T07T7 g) = (hwoa—xo + hyo a—yO)G(rO?T) (1'12)

L’équation (1.11) est une équation intégrale de Fredholm qui s’écrit, en se limitant & un

probléme & deux dimensions, sous cette forme :

K(7)®(7) = 82 (7) - ¢ / B (o) o, 7, C)dzs (1.13)

Ot a,b € R définissent les limites de la surface.

12



1.9 Méthode englobant I'approximation de Kirchhoff, de Born, et la méthode de
perturbation

L’équation (1.13) est résolue en utilisant les séries de Neumann. Soient :

K(A®o(7) = @2 (7)
KA®(7) = (7 +¢ / &7 (21)g(a, 7, )

K@) = O (7) — ¢ / M (22)g(ar, 7, C)dy
+ C// ‘bffw (22)g (21,7, C)g(x2, 7, )dx1dy
[a,b]?

ul(f) == _C/ mc ZL‘1, F, C)dl‘l
u2<F) - C // b ch 371,7’ C) (SL’Q,’F, C)dﬂfldl‘g
unl) = / /[ T Qg T 0) gl T W ) ddes

Ou les variables x,, sont des variables muettes d’intégration. La solution de la série de

Neumann est alors :

n

O(7) = lim lim () = lim lim ;(—C) wi(7) (1.14)

Le potentiel des vitesses @ du champ total au dessus de la paroi est déterminé de fagon
rapide. Cependant, la méthode s’applique dans un domaine fréquentiel restreint : en basses
fréquences (ka;. < 1.9 ot k est le nombre d’onde et ;. est la longueur de corrélation de

la surface rugueuse a étudier) [10].

1.9 Meéthode englobant I'approximation de Kirchhoff,

de Born, et la méthode de perturbation

Cette méthode a été utilisée par S. Hu et al [10] en géophysique pour I’étude de la diffu-

sion de 'onde acoustique par la surface de la terre. Cette méthode est relativement lourde

13



1.10 Méthode d’homogénéisation des milieux périodiques

puisqu’elle nécessite I'utilisation simultanée des trois approches. Cela dit, elle couvre un
domaine fréquentiel de validité assez large (D(Perturbation) UD(Born) UD(Kirchhoff) ot
D fait référence au domaine de validité respectif de chaque méthode) mais la complexité

des trois approches est assez rédhibitoire.

1.10 Meéthode d’homogénéisation des milieux périodiques

Cette méthode a été beaucoup utilisée pour étudier les caractéristiques mécaniques
des matériaux composites [20,21], particuliérement dans le cas des milieux dont la micro-
structure est périodique, constituée d'une cellule élémentaire. Celle-ci est agrandie par une
homothétie de rapport e~ et notée O. e désigne un paramétre d’homothétie permettant
de passer de I’échelle macroscopique a I’échelle de la cellule élémentaire. On considére que
les hétérogénéités du milieu sont réparties périodiquement (la période est notée V), et
que leurs tailles sont trés petites devant la taille de la structure. On est donc en présence
de deux échelles de grandeurs respectivement associées a la taille H de la structure et de
la période de base Y (voir figure 1.7) :

— D’échelle macroscopique liée & la grandeur H, pour laquelle la taille des hétérogénéi-

tés est petite. Le repére qui lui est associé est (O, x).

— D’échelle microscopique liée a la grandeur Y est définie par l'intermédiaire d’une
dilatation de rapport ¢ = % < 1 (L est la plus grande dimension de la cellule
de base). Par rapport a cette échelle la taille des hétérogénéités est de 'ordre de
I'unité. Le repére qui lui est associé est (O, y).

Si le rapport € est trés petit par rapport & 1, le nombre d’hétérogénéités au sein de
la structure est trés grand et leur taille est trés petite devant la taille de la structure.
Pour supprimer ce probléme du grand nombre d’hétérogénéités réparties au sein de la
structure, on cherche & associer a la structure un milieu homogéne de comportement

acoustique équivalent. Pour ce faire on montre que lorsque ¢ — 0, la solution du probléme

14



1.11 Méthode des guides d’ondes

\ o
H B 2 Cellule de base Y

Structure £2
FIGURE 1.7 — Méthode d’homogénéisation des milieux périodiques

tend vers la solution du probléme macroscopique.

Toutes les variables du probléme acoustique (champ de pression, champ de vitesse),
notées formellement ¢(x) sont alors supposées dépendre séparément des variables z et y

et vérifier des conditions de Y-périodicité par rapport a y, soit :
o(x) = ¢z, y) = d(x,y + AY), VA € Z4m*dm Jiagonale (1.15)

Ou A est une matrice diagonale telle que =z = ¢(y + AY), dim est la dimension du

probléme. La différentiation d’une variable s’exprimera alors :

0

S-b(@) = %QB(@«, y) + ela%aﬁ@, y) (1.16)

Cette approche est donc une véritable stratégie de calcul & deux échelles puisqu’elle
permet non seulement de formuler un probléme a 1’échelle macroscopique mais aussi de
remonter aux propriétés locales de la solution. Cependant, la théorie de I'homogénéisation
repose sur des hypothéses fortes : la périodicité et un rapport d’échelle trés grand. De

plus, la structure ne peut étre homogénéisée au niveau des frontiéres.

1.11 Meéthode des guides d’ondes

La méthode des guides d’ondes a été utilisée par A. de Bruijn [22] pour étudier le

probléme de diffusion des ondes planes par des parois périodiques. L’élément de base est
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1.11 Méthode des guides d’ondes

une rainure. Elle a été généralisée par la suite a des réseaux de cavités rectangulaires
périodiques par L. Bos [3|. J. J. Embrechts [23] utilise cette méthode pour déterminer le
coefficient de diffusion des parois périodiques. La méthode consiste a exprimer le champ
réfléchi par la structure sous forme modale (série de Fourier). Pour illustrer cette méthode,
le cas d’un réseau périodique de cavités rectangulaires a été considéré. On suppose que
les cavités sont de taille (2a x 2b x d) cm?. Le réseau est insonifié par une onde plane (pl)
acoustique incidente (inc) ®” . Les champs a l'intérieur des cavités ®% s’expriment sous
forme d’une onde guidée dans un conduit rectangulaire. Le champ réfléchi au dessus de
la structure ®,, englobant la partie spéculaire et la partie diffuse, s’exprime sous forme
modale. Ces propos sont illustrés dans la figure 1.8. Les expressions des différents champs

mis en jeu sont données par les équations (1.17)-(1.19).

PP = Aeikeathyythsz) (1.17)
i prm qm i —KpgZ i Kpq?
P! = Z Z cos <?(§Z + 1)) cos <7(Th + 1)) [que + F.e ]
p=>0 ¢20
+o0
b, = Z R, e CrmtBsytresz) g e 7, (1.19)
Ky
L Yi 7 .
&L=—, mi= 5 k= k, | :vecteur d’onde incidente (1.20)
a
k.
Kpq = \/(m)2 + (T2 — k2 (1.21)
a b
2
ay = ky + L—:r (1.22)
2
By =ky+ s (1.23)
Ly
Vrs =\ O2 + 32 — k2 (1.24)

Si N est le nombre de cavité considéré, alors 3N conditions aux limites (continuité de
vitesse, continuité de pression et une condition au limite mixte au fond de chaque cavité)

seront appliquées afin de déterminer les amplitudes inconnues E;q, szq et R,s.
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1.12 Méthode Holford

FIGURE 1.8 — Modé¢le des guides d’ondes

Ce modéele tres intéressant couvre un large domaine fréquentiel mais demande un
temps de calcul important, d’autant plus que la fréquence augmente, dés que 1’on super-

pose plusieurs guides d’ondes et il ne concerne que les réseaux périodiques.

1.12 Méthode Holford

R. L. Holford [24] a proposé une méthode pour étudier la diffusion des ondes acous-
tiques par des surfaces périodiques. Cette technique consiste a représenter le champ acous-

tique réfléchi au-dessus des surfaces périodiques par une somme infinie d’ondes planes.

J. J. Embrechts et al. [25] ont comparé les différents coefficients de diffusion obtenus
avec cette méthode, 'approximation de Kirchhoff, la méthode des éléments de frontiére, la

méthode des éléments finis avec ceux obtenus expérimentalement en chambre reverbérante

126].

Cette méthode est donc limitée aux cas des réseaux périodiques comme celle des guides

d’ondes.
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1.13 Méthode de Wiener-Hopf

1.13 Meéthode de Wiener-Hopf

La méthode de Wiener-Hopf n’est pas une méthode d’approximation car elle aboutit &
une expression exacte de la solution. Toutefois, I’expression obtenue n’est pas facilement
exploitable analytiquement : on utilise généralement la méthode de la phase stationnaire
(méthode du point col) pour en déduire un comportement asymptotique. Elle repose d’'un
point de vue mathématique sur I'utilisation de transformations de Fourier partielles. Elle
est particuliérement adaptée aux problémes de propagation avec conditions aux limites
discontinues. En effet, S. Koshikawa et al. [27] et K. Kobayashi et al. [28] utilisent cette
méthode pour étudier le probléme de diffraction des ondes électromagnétiques par des
guides d’ondes rectangulaires fermés au fond. En acoustique, cette technique a été utilisée
par B. Erbag [29] afin d’étudier la diffraction des ondes acoustiques par un réseau de fentes
rectangulaires. La démarche mathématique est complexe. C’est la raison pour laquelle elle

ne sera pas détaillée dans ce rapport.

1.14 Méthode de H. H. Park

Cette technique consiste a exprimer le champ diffracté sous forme d’une série trigo-
nométrique a partir des modes propres du guide d’onde et des conditions aux limites.
Les inconnues dans ce modéle sont les amplitudes modales de 'onde guidée a l'inté-
rieur du guide considéré. Cette technique a été initialement développée en électromagné-
tisme pour étudier la diffraction des ondes électromagnétiques par une rainure [30] et
par une fente rectangulaire dans un écran conducteur épais (cas d'une fente rectangulaire
épaisse) [31,32]|. H. H. Park et al. [33] utilisent cette technique pour résoudre le probléme
de diffraction des ondes acoustiques par une fente placée également dans un écran épais.
Cette méthode a été aussi utilisée par J. S. Seo et al. [34] pour étudier la diffusion des

ondes acoustiques par deux ouvertures circulaires dans un plan rigide a épaisseur non
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1.15 La méthode Kobayashi Potential (KP)

négligeable, et par H. H. Park et al. [35] pour étudier la diffusion des ondes électroma-
gnétiques par un réseau de fentes rectangulaires dans un écran épais conducteur. Cette
technique semble étre une bonne méthode permettant de résoudre notre probléme de

diffusion des ondes acoustiques par des réseaux de cavités rectangulaires.

1.15 La méthode Kobayashi Potential (KP)

La méthode Kobayashi Potential (notée KP) est une méthode analytique développée
par Iwao Kobayashi en 1931 pour déterminer le champ électromagnétique des disques
circulaires. 35 ans plus tard, cette méthode a été nommée par I. N. Sneddon [36] Kobayashi

Potential.

Cette méthode consiste a utiliser deux conditions aux limites :
— une condition aux limites mixte (prise en compte de 'admittance) sur les bords
d’une fente,

— une vitesse acoustique non nulle au niveau de la fente.
Ceci permet d’avoir un systéme de deux équations intégrales qui se résout en utilisant les
intégrales de Weber-Schafheitlin. Cette résolution permet d’exprimer le champ diffracté
sous une forme modale. Les amplitudes modales seront déterminées ensuite en appliquant
d’autres conditions aux limites (continuité de pression et de vitesse acoustique au niveau

de la fente).

De nombreux travaux en électromagnétisme ont été effectués a l'aide de la méthode
KP pour résoudre les problémes de diffusion des ondes électromagnétiques. Par exemple,
A. Tmran et al [37] Pont utilisée pour résoudre les problémes de diffraction des ondes
électromagnétiques planes par une facette rectangulaire possédant une admittance ho-

mogene.

K. Hongo et al [38] ont appliqué cette méthode pour étudier la diffraction des ondes
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1.15 La méthode Kobayashi Potential (KP)

électromagnétiques par des disques parfaitement réfléchissants, ou des disques creux. Les

résultats obtenus ont montré un bon accord avec les résultats expérimentaux.

A. Tmran et al [39] 'ont exploitée pour exprimer le champ diffus des ondes électroma-
gnétiques par une facette conductrice infiniment longue. Un bon accord est obtenu entre

les résultats issus de la méthode KP et ceux utilisant la méthode des sources images.

A. Imran et al [40] et T. Otsuki [41] ont caractérisé la diffusion par deux fentes
paralléles dans un plan infiniment long possédant une admittance homogéne non nulle,

tout en tenant compte des phénomeénes de couplage qui existent entre les deux fentes.

Certains auteurs [42—45| ont utilisé la méthode KP pour étudier les phénomeénes de
diffraction des ondes électromagnétiques sur des facettes rectangulaires conductrices et

des fentes rectangulaires dans des écrans conducteurs.

Cette technique a été utilisée par H. Serizawa et al. [46] pour étudier le rayonnement
éléctromagnétique d’un guide d’onde rectangulaire. K. Hongo et al. [47,48] ont généralisé
la méthode KP au cas d’un réseau de N fentes et un réseau de N facettes paralléles,
respectivement. Le couplage entre les différentes fentes et facettes a été également pris en

compte.

K. Hongo et al [49] ont résolu le probléeme de diffraction acoustique des fentes rec-
tangulaires dans un écran rigide infini a épaisseur négligeable avec la méthode KP. Les
résultats théoriques ont été comparés avec ceux obtenus par la méthode de Kirchhoff et
ont montré un bon accord. H. Serizawa et al [50] 'ont adaptée également pour résoudre
les problémes de diffusion des fentes de formes rectangulaires ou cylindriques a épaisseur

non négligeable en acoustique.
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1.16 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques méthodes permettant de résoudre le
probléme de diffusion des ondes acoustiques par des surfaces & reliefs. Il existe dans la
littérature scientifique d’autres méthodes comme celle de Rayleigh [51], les éléments de

frontiére [52], les éléments finis [53],... que nous n’avons pas présentées ici.

La méthode des rayons sonores, la méthode des sources images, ’approximation de
Kirchhoff, 'approximation de Born et la méthode de perturbation présentent des limita-
tions fréquentielles et ne tiennent pas compte des phénomeénes de diffraction diis & une
variation brusque dans la géométrie de la surface : les arétes. La méthode des guides
d’ondes et la méthode Holford sont plutot adaptées & des surfaces périodiques. La mé-
thode de H. H. Park et la méthode Kobayashi Potential (KP) sont de bonnes techniques
pour résoudre le probléme de diffraction des ondes acoustiques par des réseaux de cavités
périodique/apériodique rectangulaires. La méthode KP utilise les propriétés de discon-
tinuités des intégrales de Weber-Schafheitlin [54| pour exprimer le champ diffus réfléchi.
Cette méthode est dédiée aux géométries telles que des facettes et des ouvertures circu-
laires ou rectangulaires. Elle correspond donc aux géométries qu’on cherche a étudier qui
sont des cavités rectangulaires. Cette méthode a donc été retenue et adaptée au cas d'une
cavité rectangulaire dans un écran infiniment rigide puis par juxtaposition, au cas de
réseaux contenant plusieurs cavités rectangulaires paralléles et non paralléles. Le modéle

ainsi adapté est détaillé dans le chapitre suivant.
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Adaptation de la méthode Kobayashi
Potential aux cas des réseaux contenant des

cavités rectangulaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, une adaptation de la méthode KP développée a 1'origine pour des
fentes épaisses a été effectuée pour pouvoir étudier les phénoménes de diffraction acous-
tique engendrés par des cavités. Le but est d’étudier le champ acoustique réfléchi au
dessus d’une cavité rectangulaire, celle-ci étant souvent présente dans le relief des pa-
rois qui délimitent les locaux industriels mais aussi dans celui de I’encombrement. La

cavité peut alors étre considérée comme la forme géométrique élémentaire qu’il est néces-
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

saire d’étudier en termes de comportement acoustique diffusant. Pour étudier la réflexion
acoustique au dessus d’un relief plus complexe, la technique de juxtapostion de plusieurs

cavités (plusieurs éléments) pourra alors étre utilisée.

L’adaptation de la méthode KP a la géométrie d'une cavité a été effectuée en deux
étapes. La premiére a consisté a obstruer le fond de la fente par un matériau pour définir
une cavité élémentaire et ainsi a étudier le champ de pression acoustique au-dessus.
La deuxiéme étape est une généralisation du modéle ainsi développé pour une cavité
au cas d’un réseau périodique/apériodique formé de plusieurs cavités rectangulaires de

différentes tailles et espacements.

2.2 Deéveloppement du modéle dans le cas d’une cavité

dans un écran infiniment rigide

On considére un matériau plan infiniment rigide d’épaisseur d non négligeable qui
posséde une cavité de forme rectangulaire de dimensions 2a et 2b, respectivement selon
les directions (Oz) et (Oy), obstruée par un matériau d’admittance 7,4. Les bords de la
cavité sont infiniment rigides (le cas des bords qui présentent une admittance non nulle

sera abordé dans la section §2.4).

Soit

. une onde acoustique plane insonifiant le matériau contenant la cavité élé-
mentaire. Ce dernier réfléchit spéculairement ’onde incidente en dehors de la zone définie
par la cavité, donnant lieu & un champ acoustique réfléchi ®,. Quant a la cavité, elle
donne naissance a deux champs : &4 pour z > 0, qui représente le champ diffracté crée

par l'irrégularité géométrique, et ®,, pour z < 0 qui correspond & une onde acoustique

guidée dans un conduit rectangulaire.

On se propose d’exprimer chaque champ acoustique mis en jeu dans le phénoméne de

propagation. Le facteur temporel est par convention considéré égal a e/“.
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

FIGURE 2.1 — Différents champs acoustiques mis en jeu dans le cas d’une cavité rectan-

gulaire

2.2.1 Expression des différents champs mis en jeu

pl
inc

Le champ acoustique incident @ = (respectivement le champ réfléchi spéculaire @,
autour de la cavité sur les bords plans infiniment rigides) s’écrit sous la forme d’une onde
plane monochromatique se propageant vers les z < 0 (respectivement vers les z > 0)
représenté par I’équation (2.1) (respectivement (2.2)). Quant au champ a Uintérieur de la
cavité, il s’écrit sous forme d'une onde guidée dans un conduit rectangulaire représentée

par I’équation (2.3) [49,50].

W (6,1, 2) = Aetraceumets 1)
(1), 2) = At ettt ik2 (2.2)
prT qm
(€, 2) =Y 2008(7(5 +1)) cos(-(n+1))
p>0 ¢=0
% [que—npqz + queﬁpqz} , |§|, |7]| < 1, —d S z S 0, P, q € N (23)

O k est le vecteur d’onde incident défini par I’équation (2.4). £ et n représentent les
coordonnées normalisées par rapport aux dimensions de la cavité selon I'axe (Ox) et I'axe
(Oy) respectivement comme le montrent les équations (2.5) et (2.6). k,, est le nombre
d’onde modal selon la direction (Oz) défini par I’équation (2.7). A est I'amplitude du

champ acoustique incident

mc*

E,, et F,, sont les amplitudes modales du champ a
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

I'intérieur de la cavité ®,,.

pm qm
= D+ (B g

2.2.1.1 Détermination de ’expression du champ diffracté &,

H. Serizawa et al. et K. Hongo et al. [49,50] ont cherché d’abord I’expression du champ

diffracté transmis par une fente en utilisant les propriétés de discontinuité des intégrales

de Weber-Schatheitlin pour en déduire I’expression du champ diffracté réfléchi. Dans ce

paragraphe, nous allons utiliser les propriétés de discontinuité des intégrales de Weber-

Schafheitlin pour déterminer directement l’expression du champ diffracté réfléchi par une

cavité.

L’expression mathématique du champ diffracté &4 doit vérifier I’équation de propa-

gation (2.8) et les conditions aux limites imposées par les paramétres acoustiques et

géométriques de la structure (2.9)-(2.12).

(88_;+aa_;+§—;+k2)@d:o,v:c,w,zzo
%@%ﬁ@ﬁ%):%:& (z,y) € D% 2=0
%(@fﬁc + @, + Dy) = % = %%,

O 4D, 4+ Dy=D,, (z,y)€D, z=0
%—Jkﬁnad%:& (z,y) €D, z=—d
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

Avec D = {(z,y) /|z| < a, |y] < b} C R? est le domaine de la cavité et D¢ son com-
plémentaire. L’expression du champ acoustique total au dessus de la paroi, ®, englobe le

champ incident P e champ réfléchi spéculaire @, et le champ diffracté 4.

inc)

D(E,m,2) = DY (E,m, 2) + D, (E,m, 2) + Pa(é, 7, 2), VE,¥n, 2 > 0 (2.13)

Le champ diffracté @, vérifie I’équation de propagation (2.8) qui peut s’écrire en fonction

des coordonnées normalisées & et 7, données par les équations (2.5) et (2.6) :

16 19 &
(?a—éﬂ+ﬁﬁ+ﬁ+kf2)‘bdzoa V€V, 2 >0 (2-14)

Une transformée de Fourier bidimensionelle selon les variables £ et n (équation (2.15))
permet d’écrire I'équation de propagation sous la forme (2.16), qui posséde une solution

¢lémentaire de la forme (2.17).

;= / / g e eI d¢ dp (2.15)
RQ
a2 2 ) 82
<_§_§+k +W)q>d:o (2.16)

B = fla, Be Vit (2.17)

Ou f(a, B) est une fonction qui dépend des deux variables muettes « et 3. Cette fonction

f(a, B) est inconnue et on cherche & la déterminer & partir des conditions aux limites.

Cette solution élémentaire de 1’équation de propagation peut s’écrire alors sous la
forme d’une double transformée de Fourier inverse (2.18). En utilisant la décomposition
sous forme trigonométrique des fonctions exponentielles contenant les termes & et 7,

I'expression (2.18) peut étre réécrite sous la forme (2.19).

(&, 2) = /sz Vit ke et B dadp, e, Vn,z2>0  (2.18)

= cc(gan’ Z) +(I)cs(§an’ Z) +(I)sc(§7n’ Z) +(I)ss(§7n’ Z) (219)
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

Ou :
bulen) = [ [ el et cos(Bn)eVEHE 2 dads  (2.20)
Bus(,m,2) = / fuola, B) cos(a€) sin(Bm)e Vi E R dads  (221)
Doultn,2) = / Fuol, B) sin(ag) cos(Bm)e VF TR dads  (2.22)
v = [ / Fusler, B) sin(a) sin(Bm)e VETE W 2dads  (2.23)

Q

Les fonctions fe., fes, fses fss sont inconnues et a déterminer a partir des conditions aux
limites. Les indices cc, cs, sc et ss signifient que 'on a un produit de deux fonctions
trigonométriques (¢ si on a un cosinus et s si on a un sinus). Le premier indice signifie
qu’on a une fonction trigonométrique qui dépend de £ et le deuxiéme signifie qu’on a une

fonction trigonométrique qui dépend de 7.

La condition aux limites (2.9) définissant une vitesse acoustique nulle sur les bords de

la cavité et I’équation (2.18) permettent d’écrire :

/R2 (fee(ar, B) cos(a€) cos(5n) + fes(a, B) cos(af) sin(Bn) + fse(a, B) sin(a) cos(5n)

2 2

+fss(a, B) sin(af) sin(fn)) a_ + w k2dadfp =0, (z,y) € D, 2 =0 (2.24)

Les équations (2.24) et (2.10) forment un systéme de deux equations intégrales qui se

résout en utilisant les intégrales de Weber-Schafheitlin (2.25) et (2.26) [54,55] (voir annexe

§A.1) :

o0 0 (Jz|>1)
t
/ Jgn;r:_( ) cos(zt)dt =
0

—1)"I'(o)T(2n+1 oLl ~(o
e (1 - 2?) 7305 (2), (|| <1,n €N)
(2.25)

o0 0 (Jz| >1)
t
/ 7J2"+;:U( ) sin(xt)dt =
0

—1)"T(o)T(2n 2y0—1
(211—)0F((272+(220-:12)) (1 - ) C2n+1( )7 (|l‘| < 17 ne N)
(2.26)
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ou ¢ (x) est un polynéme de Gegenbauer. J,(z) est la fonction de Bessel de premiére

espéce d’ordre n. Et T'(n) est la fonction Gamma d’Euler.

Les fonctions fe., fes, fsc €t fss sont données par :

z]2m+o'(a) J2n+7' (6)
Canfry [ - ke
J2m+o' (a)J2n+1+T(/8)
Cargry g+ G -k
Jom140(Q) Jony7(8B)
Campry [ g e

[ (e, 8) = D Jomt140 () Jont147(B)

aaﬁr /(;_§+§_22_k2

firm (e, B) = Ay (2.27)

(o, B) = B

(2.28)

(o, B) = Cp

(2.29)

(2.30)

Par la suite :

Somio (04) Jontr (5)

n
a2+ 2 e

J2m+o' (04) J2n+1+7‘(6)

n
[ 2 2
OZJﬁT (;2 + 52 - k2

Jomt140 () Joni-(8B)

n
2 2
aJ/BT /3!2_|_§2 _k?

O (0, f) = Dy Somt110 (@) Jons14-(B)
2
aO’BT /Zé_j + §_2 _ k2

Ay Bony Cran, €6 D,y sont des amplitudes modales.

ST (@, f) = Ay

cc

cos(a€) cos(fn) (2.31)

o0 (e, f) = By

CcS

cos(a€) sin(n) (2.32)

) (a,B) = Cn

sc

sin(ag) cos(5n) (2.33)

sin(ag) sin(5n) (2.34)

Les variables o et 7 sont arbitraires [49] & condition que la solution du champ diffracté
éléementaire ®t (voir équation (2.18)) qui en résulte et qui vérifie la condition aux limites
(2.9), converge. Nous avons choisi des variables ¢ et 7 nulles car elles nous ont permis

d’obtenir une solution plus précise et plus rapide du champ diffracté [49,56].

Une solution générale du probléme s’écrit comme une sommation de toutes les solu-
tions élémentaires. Ceci permet d’exprimer le champ diffracté &, au dessus d’une cavité

sous une forme analogue a celle d’une fente rectangulaire épaisse [50]. Ainsi, le champ
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diffracté @4 est exprimé comme suit :

b, = Z // q;(mn +q>(mTZ)+q)(mn)+q)mn)) \/% %* dadp,
RQ

m,n>0

VeV, 2 >0, myn €N (2.35)

2.2.2 Calcul du champ acoustique diffracté

Aprés avoir exprimé tous les champs mis en jeu, il est nécessaire de chercher les
différentes amplitudes inconnues A, Bun, Cimn, €t Di,, de 1'équation (2.35) a partir

des conditions aux limites (2.9)-(2.12).

2.2.2.1 Condition aux limites mixtes au fond de la cavité

La projection de I’équation (2.12) définissant les conditions aux limites au fond de
la cavité sur la base des fonctions trigonométriques permet d’avoir une relation entre les

deux coeflicients E,, et F,, de I'équation (2.3).

— w QHpqu

I3 T e Vg € N (2.36)

pg —

2.2.2.2 Continuité de pression au niveau de la cavité

L’équation (2.11) définissant la continuité de pression au niveau de la cavité peut étre
divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonctions en £ et n et la parité des

indices de sommation p et ¢ (voir annexe §A.2) :

QACOS(]{/‘ ag) COS k‘ b?’, Z Amn // JZm JQn )COS(O[&) COS(Bn)dOédﬁ
m,n>0 R2 —|— ]if2

- Z cos %(5 + 1) cos %(77 + 1)P+ Lpg;

,9>0

Vm,n € N, Vp,q € 2N, [{|,|n] < 1 (2.37)
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

ZJACOS(I{; ag S]n k‘ b?’, Z an // JZm J2n+1(6) COS(O[&) Sln(ﬁn)dadﬂ
RQ

2
m,n>0 z—2+§—2—]€2

- Z cos ?(5 + 1) cos %(77 + 1)P+ Lpg;

p,q>0

Vm,n € N, Vp € 2N, Vg € 2N+ 1, [{],|n| <1 (2.38)

2]AS]H(/{} a,é- COS k‘ b?’, Z Cmn // J2m+1 J2n<5) Sln(af) COS<B?7) dadﬂ
m,n>0 R2 \/a§+§—j—k’2

- Z Cos g(é’ + 1) cos %(n + )T} Ep,
P,q20

Vm,n € N, Vp € 2N+ 1,Vq € 2N, |¢],|n| < 1 (2.39)

—2Asin(k,a&) sin(k,bn) + Z Dn // Jom1(@) Jon1(8) sin(ag) Sin(ﬁn)dadﬁ

m,n>0 3‘—; + §_22 — k2
_ p qm .
= Z cos 7(& +1) cos 7(7) + 1), Epg,
P,q=0
Vm,n € N, Vp,q € 2N+ 1, [£],|n| < 1 (2.40)
Ou :
K +]knad d
P+:1+”‘172“m,p,qu 2.41
P jknad ( )

Un développement des fonctions trigonométriques sur la base des polynémes de Jacobi,
le Gg’g) pour la fonction sin et le GS’%) pour la fonction cos, est appliqué aux équations
(2.37)-(2.40). La multiplication de chaque équation par le facteur (1 — £2)z(1 — n2)2 et

I’application des relations d’orthogonalité des polynémes de Jacobi permettent d’écrire

(voir annexe §A.3) :

2AJ25+1(7€ a) J2t+1 k b) Z A, // Jom () Josy1 (v )JQn(B)JQH—l(ﬁ)dadﬂ
RQ

k.a 2
z m,n>0 %_'_5_2_]{;2

Z (—1)r+e Jost1(pm) Jare1(qm) -

pr qm 2p, 2qE2p72qvvp7Q7mana s,t € N (242)
p,g>0

2 AJQSH(/{; a) sz k; b) N Z B // Jom (@) Jas11() Joni1(8) Jaria(B) dodp
R

kma m,n>0 3 046\/ + 52 — k?2

Jos1(p7) Jarpo (P57 7)
= Z <_1)p+q+1 = ( ) M F;rp 2q+1E2p,2q+17 vpa q,m,n,s, teN (243)

us
P,g>0 p 2
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

2]AJ25+]€2(]€ 2@) J2t+1 k b) £y O // Jom+1(a) Josia (v )Jzn(ﬁ)btﬂ(ﬁ)dadﬂ
xa RQ

2 2
m,n>0 z—2+§—2—k2

J25+2(2 PELT) Jorer (g
— Z(_ ypratl T el )Fjpﬂ oqopi1,2¢, VD, ¢ mym, s, €N (2.44)

s
P,g>0 2 q

—2AJ28+2(k a) J2t+2 k b) N Z D, // Joma1 (@) Josio(a )J2n+1(6)z]2t+2(6)dad5

haa 0 a2 + & — g2

— 1)Pt+e Jos2(F5= S )J2t+2( o )F+
- Z (_ ) % M 2p+1,2¢g+1
p,q=0 2 2

Eopi124,Y0,q,m,m,s,t € N (2.45)

2.2.2.3 Continuité de vitesse au niveau de la cavité

L’équation (2.10) définissant la continuité de la vitesse au niveau de la cavité peut
étre divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonctions en £ et 7 et la parité
des indices de sommation p et ¢. On rappelle que la sommation des dérivées du champ

incident et du champ réfléchi spéculaire par rapport & z s’annulent en z = 0.

5 un [, (@ cos(0€)cos( 3

m,n>0
= Z cos %(f + 1) cos %(n + DI, Epg,
P,q20
V€], In] <1, Vp,q € 2N, m,n € N (2.46)
5" B [ Janle)Janss(5)costag) sinm)dad
m,n>0 RQ
= Z cos %(f + 1) cos %(n + DI, Epg,
P,q20
V€], In <1,Vpe2N, Vge 2N+ 1, m,n € N (2.47)
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

> [ / Jan1(0) Jzu(B) sin(a€) cos(f)dad

m,n>0
pr qm _
- Z oS ?(5 + 1) cos 7(77 + )L, By,
P,q=>0
VIEL In| <1, Vpe2N+1, Vge 2N, m,n e N (2.48)
Z D // Jom+1(@) Joni1(B) sin(af) sin(Bn)dadf
m,n>0
pr qm _
- Z oS ?(5 + 1) cos 7(77 + )L, By
P,q=0
V€], In] <1,Vp,g € 2N+ 1, mneN (2.49)

"‘qu + JkNaa o2epad

I~ =1—
P Jknad

ypgeN (2.50)

L’orthogonalité des modes propres du guide d’onde appliquée aux équations (2.46)-(2.49)

permet d’écrire (voir annexe §A.4) :

2asm( ) 24 sin () N
ZA’”"//RQ o) 7 O G o8

= 72p72q€2p€2q1—‘2p,2qE2p,2q7 vma n,p,q € N (251)

m,n>

Z>an //]RQ J2m 2a SH(ZE ))2 J2n+1(6)%dadﬁ

= 72p,2q+1€2p62q+1F2p,2q+1E2p,2q+17 Vm,n,p,q € N (2.52)

2acos(a) 2Bsin(B)
3 o [ o0 g ) = et

= ’Y2p+1,2q€2p+1€2qF2p+1,2qE2p+1,2q7 Vm,n,p,q € N (2.53)

Z Dmn // J2m+1 2a ((3255(117)7_) J2n+1(6)%dadﬂ

2
m,n> 6

= 72p+1,2q+1€2p+162q+1F2p+172q+1E2p+1,2q+17 Vm,n,p,q € N (2.54)
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

Ou:
2sip=20
€ = (2.55)
1 sinon

Le calcul des intégrales qui apparaissent dans les équations (2.51)-(2.54) est effectué

d’une maniére analytique en utilisant la formule de Cauchy (voir 'annexe §A.5).

Les conditions aux limites ont permis d’obtenir un systéme d’équations linéaires de 9
équations ((2.36), (2.42)-(2.45),(2.51)-(2.54)) a 6 inconnues. Les amplitudes A, B,
Cyn €t Dy, sont dépendantes de E,, et F,. Le systéme d’équations se réduit alors a 4
équations & 4 inconnues. La résolution de ce systéme permet d’accéder aux amplitudes
Amnys Bony, Con, €t D,y qui apparaissent dans 'expression du champ acoustique réfléchi

diffracté donné par 'équation (2.35).

2.2.2.4 Détermination des amplitudes A,,,, B, Cn, €t D,,, dans ’expres-

sion du champ diffracté &,

La combinaison des équations provenant de la continuité des vitesses et des pressions
au niveau de la cavité ((2.42)-(2.54)) permet de construire 4 systémes d’équations linéaires
(2.56)-(2.59). Les quatre amplitudes A, By Cony €6 Dy inconnues sont obtenues par

inversion des systémes.

[Ann][G(2m, 2n,25 + 1,2t + 1)] = [A(25 + 1,2t + 1)] (2.56)
[Bin|[G(2m, 2n + 1,25 + 1,2t + 2)] = [A(25 + 1,2t + 2)] (2.57)
[Coon][G(2m +1,2n,25 + 2,2t + 1)] = [A(25 + 2,2t + 1)] (2.58)
[Din] [G(2m + 1,20 + 1,25 + 2,2t + 2)] = [A(2s + 2,2t + 2)] (2.59)
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2.2 Développement du modéle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

Ou:

G2m+p,2n+v,2s+ 14 p, 2t + 14 v)
_ // JQm—l—u(a)J28+1+u(a)J2n+u(6)J2t+1+u(6)dadﬁ
R2

+ afy/ 3‘—; + f—j — k?
+
— Z (_1)p+Q+u+V( ! T

2p+p,2q+v
p,q=>0

€2p+p€2g+v Y 2p+pu,2q+v F2p+u72q+u

Josrin(Btm) [ 2asin(a + p3)
x 2ptp Jomer (@) —— 5
L 0 a? — (Fm)

LG [ ) DGV i)
0

g 7 (g

A2s+1+p,2t+1+v)=-2j

v g J25+1+,u(k:va) J2t+1+u<kyb>

kpa kb

Avec :

(0,0) ¢'il S’agit de A,
(0,1) sl s’agit de By,

(1,0) sl s’agit de C,,,

(1,1) s’il s’agit de Dy,

\

(2.60)

(2.61)

(2.62)

Les intégrales simples dans I’équation (2.60) sont calculées analytiquement en utilisant la

formule de Cauchy (voir annexe §A.5). Par la suite I’équation (2.60) s’écrit :

G2m+p,2n+v,2s+ 14 p, 2t + 1+ v)
_ // J2m+p(04)J2s+1+u(Q)J2n+u(5)<]2t+1+u(5) dadp
R2

aﬁy/ 5 _ k2

2 + 2ptp 2ptp
_E ( P2p+u72q+u Jamu 2 ) Jas14( 2
— 2p+p
2.g>0 €2p+pu€2g+1V2p+p1,2q+v P2p+u,2q+u 5
2q+ 2q+v
Joniv (PLET) Jog 1400 (252 T)
X 2q+1/
2

(2.63)

Ces expressions font apparaitre des intégrales trés complexes qui n’ont pu étre résolues

de maniére analytique. Une résolution numérique par la méthode de cubature de Gauss-

Legendre [57] a été effectuée. Ces intégrales sont de la forme :
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2.3 Analyse des amplitudes modales dans le champ de pression acoustique réfléchi
diffracté ®y

dod (2.64)

n(8)Je(8)
- Heson

Un changement en coordonnées polaires permet d’écrire l'intégrale sous la forme :

(ar cos(0))Jp(ar cos(9))J, (brsin(0)) Sy (brsin(6))
I —/ /]R+ drdf (2.65)

r sin(20)v/r? — k?
L’intégral 1 lculé L i€ A | b
intégrale est alors calculée sur deux zones. La premiére zone correspond a la zone ot

I'intégrale donne une valeur imaginaire pure et la deuxiéme correspond a sa partie réelle.

La méme méthode de calcul d’intégrale mentionnée au dessus est utilisée pour le calcul

du champ diffracté (voir (2.35)).

Toute la difficulté de la méthode réside dans le calcul de cette intégrale qui,
comme nous l’avons souligné, n’a pas pu étre résolue analytiquement. C’est
donc numériquement que nous avons pu simuler 'intégralité du modéle. Cette
simulation nécessite un temps de calcul important. Pour le réduire, nous avons

choisi une programmation sous langage C+—+.

Le modeéle KP adapté pour une cavité a donc été implanté dans une procédure de cal-
cul. Ceci nous permet de présenter, dans le paragraphe qui suit, une analyse de I’évolution

fréquentielle des amplitudes modales émergeant sous une incidence donnée.

2.3 Analyse des amplitudes modales dans le champ de

pression acoustique réfléchi diffracté o,

Les différentes amplitudes A,,..., Bmn, Con, €t Dy dépendent de la direction du vec-
teur d’onde incidente & (ky et k). Pour une onde plane en incidente normale, uniquement

A est non nul et A,,, = A, pour des raisons de symétries. En effet, dans le systéme
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2.3 Analyse des amplitudes modales dans le champ de pression acoustique réfléchi
diffracté ®y

des équations matricielles (2.56)-(2.59), les matrices [A(2s + 1,2t + 2)], [A(2s + 2,2t + 1)]
et [A(2s + 2,2t + 2)] sont nulles car dans 'équation (2.61) qui les définit, les termes

JQS“,;‘;(MQ) JQt“,;;”b(kyb) tendent vers zéro pour 2s + 1+ pu > 2 et 2t + 1+ v > 2. La figure

2.2 présente la variation de quelques amplitudes modales A,,, en fonction de la fréquence
obtenues pour un ordre S =5 (S représente le maximum des indices m, n, s et t), pour
une cavité de taille (50 x 50 x 20) em?® ayant un fond infiniment rigide (admittance nulle).

Les courbes montrent aussi une pseudo-périodicité par rapport a une fréquence de réso-

c

53, ot d est la profondeur de la cavité et ¢ est la célérité du son

nance fondamentale fy =
dans l'air. Un maximum est obtenu pour des multiples impairs de ;5. Le champ modal a
I'intérieur de la cavité ®,, est minimum & z = 0 a ces fréquences (multiples impairs de 3).
La continuité de pression montre que les amplitudes de la partie spéculaire (@ffw +®,) et
la partie diffractée (®4) du champ total au dessus de la cavité sont proches et interférent

d’une facon destructive. Le maximum de 'amplitude A,,, et par la suite la diffraction

augmente en fonction de la fréquence.

Lorsque le vecteur d’onde incidente est paralléle au plan (O,y, z) (respectivement
(O, z,2)), le champ diffracté est défini par les deux amplitudes modales A,,, et B,
(respectivement A,,, et Cy,,). La figure 2.3 présente la variation de quelques amplitudes

modales A,,, et C,,, obtenues pour un ordre S = 5 pour une incidence oblique définie

par § = T et ¢ = 0 (voir la figure 2.1 pour les angles). Seules les amplitudes modales
Apn et C,, du champ diffracté sont excitées. Les amplitudes modales A,,,, sont devenues
plus faibles et les amplitudes modales C),,, sont devenues plus élevées comparées au cas

de l'incidence normale.
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Incidence Normale
9 T T

(m2 s_l)

mn
)
T

Amplitudes modales A

0 - 500 1000 1500 2000 2500
Fréquence (Hz)

FIGURE 2.2 — Variation des amplitudes modales A,,,, en fonction de la fréquence dans le

cas d’'une incidence normale pour une cavité de taille (50 x 50 x 20) cm?

Incidence Oblique 6 = 600, (p=0° Incidence Oblique 6 = 600, <p=0o
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=
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T
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FIGURE 2.3 — Variation des amplitudes modales A,,, et C,,, en fonction de la fréquence
dans le cas d’une incidence oblique : 6 = % et ¢ = 0 pour une cavité de taille (50 x 50 x

20) em?
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2.4 Prise en compte de I'admittance non nulle des bords de cavités dans le modéle

2.4 Prise en compte de admittance non nulle des bords

de cavités dans le modéle

On considére un matériau plan d’admittance 7., d’épaisseur d non négligeable qui
posséde une cavité de forme rectangulaire de dimensions 2a et 2b, respectivement selon

les directions (Ox) et (Oy), obstruée par un matériau d’admittance 7y4.

Soit

me Une onde acoustique plane insonifiant le matériau. Ce dernier réfléchit spé-
culairement I'onde incidente en dehors de la zone définie par la cavité, donnant lieu & un
champ acoustique réfléchi spéculaire @, . Quant a la cavité, elle donne naissance a deux
champs :
— ®g4, pour z > 0, qui représente le champ diffracté créé par I'irrégularité géométrique,
— ®,, pour z < 0 qui correspond a une onde acoustique guidée dans un conduit
rectangulaire.
La partie de I’énergie acoustique transmise a l'intérieur du matériau est négligée puisqu’on
suppose qu’elle sera suffisamment atténuée lorsqu’elle atteindra de nouveau la surface

définie par le plan z = 0. On suppose aussi que les faces latérales de la cavité sont

infiniment rigides.

Les expressions du champ incident et du champ a l'intérieur de la cavité ne changent
pas par rapport au cas oil les bords sont infiniment rigides (voir les équations (2.1) et
(2.3)). Le champ réfléchi spéculaire ®,, donné par I'équation (2.66) fait apparaitre un

coefficient de réflexion R prenant compte I’admittance des bords et définie par la relation

(2.67).
®,, = ARe*=*elhvbieih=z e p 2 >0 (2.66)
kz - km/d
R—= -2 “lad (2.67)
kz + knéd

Comme dans le cas d’une cavité de bords infiniment rigide, les différents champs mis

en jeu : ®7

inc’

®,,, @4, et @, vérifient les deux conditions aux limites (2.68) et (2.69)
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2.4 Prise en compte de I'admittance non nulle des bords de cavités dans le modéle

traduisant respectivement la continuité de vitesse acoustique au niveau de la cavité et

une condition aux limites mixte sur les bords plan (autour de la cavité) d’admittance 7.,.

a / pl _ 0 ! _ d _
(% _]knad) <(I)mc + (I) + (I)dn> - (az _]knad) (I)dn - azq)wn’ (ZE?Iy) € sz =0

(2.68)

B B
(& _ gk:n;d) (cbffw + O, + <I>dn> _ (@ _ jkn;d) By =0, (x,y) €D%2=0 (2.69)

Comme dans le cas d'une cavité dans un écran infiniment rigide, une solution élémentaire
de 'équation de propagation donnée par la relation (2.14) est donnée par l'équation

(2.70).

(&, 2) = / / f(a o7 +ir —h? Zeﬂaﬁeﬂﬁ’?dadﬁ VE D, 2 >0 (2.70)
cey (&1, 2) + Pes, (6,1, 2) + P, (&1, 2) + o, (§,1,2)  (2.71)
Ou :
e, (§,m,2) = / fee, (v, B) cos(af) cos(Bn)e” V %Jrfé*kgzdadﬁ (2.72)
RL
s, (§,m,2) = /]R2 fes, (@, B) cos(af) sin(fn)e™ V o+ ke “dadp (2.73)
+
Dy, (&, 2) = / ] Jse, (0, B) sin(ag) cos(Bn)e” V z_;Jrf_;_kQZdadﬁ (2.74)
R+
Py, (Em2) = / ] fss, (v, B) sin(ag) sin(Bn)e” V Z_;”Lﬁ_;_k%dadﬁ (2.75)
RJr
Les fonctions fe,, fes,, fse,» fss, sont inconnues et a déterminer a partir des conditions
aux limites.
La condition aux limites (2.69) et I’équation (2.70) permettent d’écrire :

J [ G a0 ) costa) cos(m) + fs 0, 3) 05(0€) s(31) + fry a1, 8)sin(a) o 51)

2 2

+ foen (v, B) sin(ag) sin(ﬁn)) < a_ + 7 k2 +]k77;d> dadf =0, (z,y) € D, 2=0

(2.76)
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2.4 Prise en compte de I'admittance non nulle des bords de cavités dans le modéle

Les équations (2.76) et (2.68) forment un systéme de deux equations intégrales qui se
résout en utilisant les intégrales de Weber-Schafheitlin (2.25) et (2.26) comme dans le cas

d’une cavité dans un écran infiniment rigide (voir annexe §A.1). Par conséquent :

J2m+<7 ( ) J2n+7'

Frm (e, B) = Apn (2.77)

a7 ( B k2 —l—jknad)
m,n Jm U( )Jn T

F& (e, 8) = B Bt D (2.78)
a7 < &« - k2 + jknad)

fir(a, B) = Coun sz“*"< )Jz”” (2.79)
aaﬁr ( a” _ kQ +]kn7ad)

fs(:z’n)(a,ﬁ) _ Dmn J2m+1+<7( )J2n+1+7'(6 (280)

as B (, /9 + & — k2 +glm7;d)

Par la suite :

J2m+<7 ( ) J2n+7'

a® 5T < QQ —i— — k2 + gk,

O (a, B) = A

CCn

cos(af) cos(fn)  (2.81)

(I)g:;n)< 76) = an J2m+a( )J2n+1+7-
aO'BT ( @ _ k:2 +]kn7ad

sin(af) cos(fn)  (2.83)

(I)ggn)( 76) _ Cmn J2m+1+o< )J2n+7—
aaﬁr ( a” _ k:2 +]kn7ad
J2m+1+o< )J2n+1+7’(ﬁ)

as B <,/§;—§ + 5 k2 gk,

Les variable o et 7 sont prises égale a zéro pour les mémes raisons mentionnées dans le

)

cos(aé)sin(By)  (2.82)
) n

)

(m,n) _
(I)ssn (aaﬁ) - Dmn

) sin(af) sin(fn)  (2.84)

paragraphe §2.2.1.1 dans le cas d’une cavité dans un écan infiniment rigide. Par consé-

quent :

A @™ + Brun @™ + Crun @™ + Dy 50"
e e e )
m,n>0 e 27+%7k2z

Ym,n € N,VE,Vn, 2 >0 (2.85)

L’expression du champ diffracté @4, est la méme que celle du champ diffracté par une
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2.4 Prise en compte de I'admittance non nulle des bords de cavités dans le modéle

fente puisqu’il est généré par ce qui émerge de la cavité. En d’autre termes, il est généré

par la diffraction du champ modal, par la fente formée par I'ouverture de la cavité.

La méme démarche présentée dans le paragraphe §2.2.2.4 a été utilisée pour déterminer
les quatre amplitudes modales inconnues A,,,, Byn, Cmn €t Dy, du champ acoustique
diffracté ®4,. Un systéme de Cramer, donné par les équations (2.86)-(2.89), a été obtenu

comme dans le cas d’une cavité sans admittance.

[Ann] (G, (2m, 20,25 + 1,2t + 1)] = [A, (25 + 1,2t + 1) (2.86)
[Binn][Gy(2m, 2n 4+ 1,25 + 1,2t + 2)] = [A,(25 + 1,2t + 2)] (2.87)
(Conl[G(2m +1,2n,25 4+ 2,2t + 1)] = [A, (25 + 2,2t + 1)] (2.88)
[Dn][Gr(2m 4+ 1,2n 41,25 + 2,2t + 2)] = [A, (25 + 2, 2t + 2)] (2.89)

Avec :

Go(2m + p,2n 4 1,25 + 1+ 1,2t + 1+ v) = // Fomts(@) Fou14(@) Fon (B) T 1 ()

R af (\/ Ry Jkn;d)

—
11
+ 2p+p 2q+v
_ (=1)p*e I‘210-i—u,2q+u J2S+1+M<T7r) St 14 2 m)
— 2p+p 2q+v
2.050 €2p+1€2q+1 Y 2p+1,2g+v 1ﬂ2p+u,2q+v 2 2

; . a? 32 9
2aesin(a + pZ 26 sin(f + v S +5—k

7 ()

2 (2ptpN\2
Il

(2.90)

Js ka} J v kb

A”(2S +14+p,2t+1+v) = —j“*”A(R +1) 2 +1+u( a) Jorr140( ” )

kea ey
— M A(1 — R) (=1)r*a Jos it (L) Jopi14, (2LET)
g0 €2p+u€2q+u72p+u72q+y 21’% Qq%

2k,asin(kya + pZ) 2k,bsin(kyb + vE) T30 004y o

(kxa)Q - (21)%)2 (kyb)Z - (2(]%)2 F2_p+u,2q+y

La fonction G, fait apparaitre deux intégrales Il et Il, difficiles a résoudre d'une
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

maniére analytique. La méme méthode de calcul d’intégrale numérique présentée dans le

paragraphe §2.2.2.4 a été utilisée.

Il est possible de vérifier la robustesse des calculs en faisant tendre 'admittance des

bords 7., vers zéro : bords infiniment rigides.

La simulation a été aussi effectuée en langage C++. Si on considére que le champ
incident est sphérique, une décomposition en onde plane (voir §3.2) est nécessaire puisque
le modéle développé est valable pour des ondes planes. Toutefois, le calcul des intégrales
11, augmente considérablement le temps total de I'exécution du programme. Pour cela
on s’est restreint au cas ot les bords de la cavité sont infiniment rigides pour la phase de

validation (voir chapitre 3).

2.5 Geénéralisation du modéle & un réseau de cavités

rectangulaires paralléles

Le modé¢le analytique développé précédemment peut étre généralisé a des réseaux
périodiques et apériodiques formés par des cavités rectangulaires. Si les cavités sont suffi-
samment éloignées les unes des autres, les différents champs élémentaires issus de chaque
cavité peuvent étre simplement additionnés. Cependant, quand les cavités sont suffisam-
ment proches les unes des autres, les champs acoustiques deviennent complexes a cause
des phénomeénes de couplages entre les différents éléments constituant le réseau. Dans ce
chapitre, cette généralisation du modéle sera effectuée pour un réseau de cavités rectan-
gulaires paralléles de dimensions différentes débouchant toutes a la méme hauteur z en

z=0.
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2.5.1 Développement du modéle

On considére un matériau plan infiniment rigide d’épaisseur non négligeable qui pos-
séde N cavités paralléles de forme rectangulaire. La ®™¢ cavité est de dimension 2a;, 2b; et
d; respectivement selon les directions (O;x;) , (O;y;) et (O;z) du repére local (O;, z;, yi, 2).
dz, et 0,, sont les coordonnées du point O; dans le repére de référence (O, z,y). Le fond
étant un matériau d’admittance n’,. Ou i € N et 0 < i < N. Les bords de la cavité sont

infiniment rigides.

Soit ®” une onde acoustique plane incidente insonifiant le matériau. Ce dernier réflé-
chit spéculairement 1’onde incidente en dehors des zones définies par les cavités, donnant
lieu & un champ acoustique réfléchi spéculaire ®,. Quant aux cavités, elles donnent nais-
sance & 2N champs : @ pour z > 0, qui représentent les différents champs diffractés créés
par les irrégularités géométriques, et @’ pour z < 0 qui correspondent aux différentes

ondes acoustiques guidées dans les différents conduits rectangulaires. (O, z, vy, z) est le

repere de référence.

FIGURE 2.4 — Différents champs acoustiques mis en jeu dans le cas d'un réseau de cavités

rectangulaires paralléeles
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

2.5.2 Expression des différents champs acoustiques mis en jeu

Le champ acoustique incident (respectivement réfléchi spéculaire) s’écrit sous la forme
d’une onde plane monochromatique se propageant vers les z < 0 (respectivement vers les
z > 0) représenté par 1'équation (2.1) (respectivement (2.2)). Quant au champ a l'intérieur
de chaque cavité, il s’écrit sous forme d’une onde guidée dans un conduit rectangulaire
représentée par équation (2.92) dans son propre repére local. Le champs diffracté @ de

la i*™m¢ cavité est donné par l'équation (2.93).

qr i hpgrs i Fhas
Z Z cos ( (& + 1)) cos (7(771 + 1)) [que i+ e z] ,

p>0 ¢>0
&l < 1, || <1, p,qu 1<i<N (2.92)
Z // mn) + Bz (I)(mn + Cz mn) + Dz (I)g?;%n)lda dﬁ
mn>0 e /a2+( )2 (ka1)2 z 9
V&N, 2 >0, mneN 1<i<N (2.93)
Ou
o (0, 8) = 2zl @InlB) g cos(Bny) (2.04)
Vo + (0)? = (ka,)?
B (0, 8) = 2@ oniilB) oagysin(n) (2.95)
o+ (6)? — (ka,)?
o () = — 2zl e cos(Bn) (2.96)

Vor + (502 — (kay)?
Jom+1(@) Jant1(5)
(

\/a2 (%3)2 — (kay)?

& et m; représentent les coordonnées locales normalisées par rapport aux dimensions de

q)(m,n)i(a’ B) =

Ss

sin(ag;)sin(6n;) (2.97)

la cavité en question selon l'axe (O;z;) et 'axe (O,y;) respectivement comme le montrent

les équations (2.98) et (2.99). ., est le nombre d’onde modal selon la direction (O;z)
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définie par 1’équation (2.100).

Z;
& = = (2.98)
Yi
; pT qm a;
Ky = \/ (G (g, ) = (ka2 (2.100)

La détermination du champ acoustique total au dessus du réseau revient donc a dé-

terminer 6N inconnues : A* . B (¢ Dt

mn? mn? mn? mn?

El, et F . a partir des conditions aux

limites.

2.5.2.1 Calcul du champ acoustique réfléchi diffracté

Afin d’uniformiser le systéme de coordonnées pour tous les champs acoustiques donnés
par les équations (2.1), (2.2), (2.92) et (2.93), nous utilisons les relations (2.101)-(2.104)
entre les différentes coordonnées locales. Cette étape permet d’exprimer toutes les coor-

données dans le repére local centré sur la 7®™¢ cavité.

T =T; + 04 (2.101)
Y=+, (2.102)
Tj = T + g, (2.103)
Yj = Yi + Oy, (2.104)

Ou (6y,,0,,) sont les coordonnées du centre du repére local (O, x;,y;, 2) dans le repére

de référence (O, x,y). o.

et d,,, sont données par les équations (2.105) et (2.106). Ils
représentent les distances qui séparent les centres des deux repéres locaux centrés sur les

cavités ¢ et j selon 'axe des x et selon I'axe des y respectivement.

(2.105)

8ys = Oy — 0y, (2.106)
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Apreés avoir exprimé tous les champs mis en jeu dans le méme systéme de coordonnées,
il suffit maintenant de chercher les différentes amplitudes modales inconnues a partir des

conditions aux limites (2.107)-(2.109).

88 (B0 + O+ B+ YY) = —<1>@ (z,:) € Di,z=0,1<i<N  (2.107)
J#
O+ O+ D+ > D) =B, (25,y:) €Di 2=0,1<i< N (2.108)
JF#i
5 gkn @ =0, (z,y;) € Dy, 2= —d;, 1 <i <N (2.109)

Avec D; = {(z,y) / |zi| < a;, lyi] < b;} C R? est le domaine défini par la i¢™¢ cavite.

Le champ total au dessus du i®m¢ élément contient le champ incident ® | le réfléchi

inc’
spéculaire ®@,, le champ diffracté @Y généré par la ¢ cavité elle méme et les autres
champs diffractés > i <I>fl générés par les cavités voisines. Ce dernier terme traduit la

contribution des autres cavités a la génération du champ diffracté total au dessus 1'3®™e

élément. Il correspond donc au couplage entre les différentes cavités formant le réseau.

La projection de I’équation (2.109) sur la base des fonctions trigonométriques permet

d’avoir une relation entre les deux coefficients Eli)q et szq de I’équation (2.92).

K‘pq + jka’lnad 25

7 T T _ Ttirm .
qu+qu_(1+ )E =T, B, peeN, 1<i<N (2110

jkamad
E —F —(1 —””qﬂkamad s )Ei = DI E N.1<i<N (2111
pg pq_< o jka/znad ) pq pq7p7q€ y LTS ( . )

L’équation (2.108) peut étre divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonctions
en &; et n; et la parité des indices de sommation p et g. Mais avant tout, il faut ramener les
repéres locaux (O;, z;,y;, z) des cavités voisines au repere local (O;, z;, y;, 2) de la cavité
1 étudiée en question. Ensuite, on utilise les relations trigonométriques de transformation
d’une somme en produit. On obtient alors 4 équations différentes. Chacune fait apparaitre
une amplitude modale du champ diffracté généré par 1'i®™° cavité en plus des 4(N — 1)
amplitudes des champs diffractés générés par les autres cavités voisines traduisant leurs

contributions a la génération du champ diffracté ®. Ces équations sont données par les
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relations (2.112)-(2.115).

2A cos (kya;&;) cos (kybin;) I @idz; gIkybidy;

N Z Al //R2 ng Jgn )Cos(a&)cos(ﬁm)dadﬁ

B (3:6)% — (ka;)?
DI/

AT (@) Jon (B) cos <ﬂa§z’) cos (5 = a) cos (Eﬁm) cos <5y—]5)
j#i mn>0 a; Q; bj bj
+ B, Jom (@) Jont1 (B) cos ﬂOzé oS %a cos @ﬁ ) sin 5?’_35
mn*2m 2n+1 a; i a; bj i bj
+ O Jomt1 () Jan (B) cos ( ozfz) sin <5 ) Ccos (Eﬁm) sin (5% 5)
aj bj bj
' Oz, b; {0y
+ Dgnnt]2m+1(a):]2n+1</8) COS ( Oééz) sin (_J&) cos <_ﬁ7h) sin ( J ﬁ)
aj bj bj

dadpB
Vo (8)2 = (hay)?

= > cos (B + 1)) cos (Lot + 1)) TH Bl Wpiq € 2N, J&il Il <1, 1< < N

p,q>0

X

(2.112)
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29A cos (kya;&;) sin (kybin;) oIh2ida; pakybidy,

+ Z B //}R2 Jam (a J2n+1(5) cos(ag;) sin(ﬁm)dadﬁ

m,n>0 (bzﬁ)2 — (ka;)?
+ ;m;() // I ndoam (@) Jan(B) cos < a&) cos (i—;a) sin (Z—;Bnl) sin <5g—jﬁ)

: O ) ; Oy,
+ B Jom(a) Jon11(5) cos < afz) cos ( J a) sin (—57%) cos ( & )
a; b b
T (0)Jon(8) co ( asz) sin (5 a) sin (%m) sin <5—6)
a; a; b b
, Oy Oy,
+ D! Jomi1(a) Joni1(5) cos ( 0@) sin ( a»J ) sin ( 5%) coS (b—Jﬁ) ]

dadp
\/a2 + (Z—jﬁ)z — (ka;)?

pﬂ- qﬂ- 7 7
= Z cOS (7(& + 1)) cos (3(77: + 1)) F;quq, Vp € 2N,Vg € 2N+ 1, |&], |ni| < 1,

,9>0

X

beisn (2.113)

29A sin (kya;&;) cos (kybin:) Ik aids; Ikybidy,

// J2m+1 J2n<5) sm(afz) COS(B?%) dov d/B
RQ

V 0 + (B~ (kay)?
" ;m;o //2 o am {2)an ) 81 ( O@) s <a—;a) Ccos (1%5772‘) cos <bijﬁ)

j . O ; (O
_ B‘ZnnJQTTL(a)JQH—I—l(ﬂ) S111 < O[é'l) Sln ( J Oé) coSs <_Bnl) qin ( i )
a; bj bj
+ O} Jomsr () Jon(B) sin <a—;a§z‘) cos <5;;j a) cos (2—;5772) cos <%J6)
, . Oy, . b; (b
+ D} Jomir (@) Joni1 (B) sin < af,) cos ( a‘J ) cos <Fﬁ77i) sin (b—Jﬁ) ]

dadp
\/a2 + (Z—jﬁ)z — (ka;)?

— Z cos (%(& + 1)) cos (qg(m + 1)) THE Vpe2N+1,Yq e 2N, |&], ] <1,

pq-—pq’
,9>0

m n>0

X

bsisn (2.114)
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— 2Asin (kya;&;) cos (kybin;) oIk2ida; pakybidy,

n Z D //R2 J2m+1 J2n+1(5) sin(ag;) Sin(ﬁ?ﬁ)dadﬁ

m,n>0 (bzﬁ)z - (ka’i>2
; Oy,
+ ;m;() //2 ) ndom (@) Jan (B) sin (Z—;afi) sin < ) sin < 5%) sin <bL:ﬁ)

— Bngzm(Oz)Jgn_H(ﬂ) sin < a&) sin (5 ja) sin (_26771) COS ( Yij )
a’j bj bj
— O} Joms1 () Jon(B) sin < Ozf,) coS (5 o a) sin <Q57h) sin <5y_w6)
a; a; b; b
j ) Oy, . 8,
+ D} Jomi1 () Jon 1 (B) sin < ozfz) cos ( a‘J ) sin ( Bm) cos (b—Jﬁ) ]

dadf
Vo2 + (20)? = (kay)?

=3 cos (%(gi + 1)) cos (%(m + 1)) THE WpgeN+1, 6] ml <1, 1<i<N

pq-—pq’
,9>0

X

(2.115)

Sur chaque sous-équation obtenue, on développe les fonctions trigonométriques en
série de polynomes de Jacobi comme dans le cas d'une seule cavité, détaillé dans le
chapitre précédent. Cette étape permet d’avoir quatre nouvelles relations données par les

équations (2.116)-(2.119).
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2AJ23+]; (kza;) J2t+1 (7%‘ bi) pIkaaibe; pakybidy,
2

JQm )Jon (5 )J25+1( )Jar1(B)
A dad
+mzn;0 // 045\/042 # — (ka;)? o

P/

5. 5.
A7 Jom (@) Jon(B) cos (—”a) coS <ﬂ5)
j#i mn>0 @ bj

+ B, Jom () Jan41(8) cos < ) sin ( - 5)

+ eranJ2m+1 (a)JQn Sln ( Sln ( Yij /8)

+ D, Joms1 (@) Jan i1 () sin ( i a) sin (%—Jﬁ) ]

aj j
J25+1( )J2t+1(%6)

dadf
w ol Woﬂ — (ka;)?
JS J ~
_ Y (e pw) 2t+1(q7f)r2+p@2q Ei o0 Vmon,s,t,pg €N, 1<i <N (2.116)

T
p,q>0 q

2]AJ28+]{1; (kza;) J2t+2 (k? b‘)egkzaisziegkybiéyi
al

JZm J2n+1( )J25+1(05)J2t+2(6)
n Bl dadp
z, //Ra e

A R

j#i m,n>0
| 5o Sy,
+ BifmJQm(a)JZn-l—l(ﬁ) cos | —*a | cos —JB
aj bj

‘ Oz, Sy
= () (s (22 ) sin (225

j Oy 5.
+ D) Jomi1(a) Joni1(5) sin <—”a) cos (%5) ]
J

Qs
J25+1( )J2t+1(b B)

J

. dacdp
o g 6\/042 — (ka;)?
J2s+1(p7T) J2t+2(M7T) i i )
- Z <_1)p+q+1 p M; F;rp 2q+1E2p 2q+1> vm7 n, S7t7p7 qe N7 1 <1< N
P,q=>0 2

(2.117)
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2 g J2sv2 (Ruti) J2t+1 (’f b')ejk,ai(sziegkybiéyi
koa;

// J2m+1 JQn( )J28+2(Q)J2t+1(6)d04 dﬂ
m n>0 RQ

afy o2 + (£5)2 — (ka;)?
DININE

Oy, . Oy
I, o (@) Jon(B) sin (—“a) <—ﬁ)
a; b
j#i mn>0
— B Jom(a)Joni1(B)sin [ — v | sin | =2
a; b
| 5. 5,
+ C7  Jomii1(a)Jon(B) cos | —La | cos | =215
a; b

+ D} Jomi1 (@) Jans1 (B) cos (5””_”&) sin (%5) ]

a; ;
J25+2( )J2t+1(b—'5)

J

dacdp
= ag 5\/‘)‘2 (kaj)Q
J2S+1( ) Jarr2(qm) i i ,
- Z (_ p+q+1 2p+1 qm F;p—i—l 2qE2p+1 2q° Vm, n, s, tapa q € N7 1 S ? S N
P,q=0 2

(2.118)
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Josyo (ko) Joryo (Kybi) koais. okobis
—_92A4 IRz A0z, ,JRy0i0y,
koan kb ‘

; Jom41(a) Jong1(B) J2sq2(a) Jorpa (5)
+ Y D dod
Z //R%r aﬁ 2+(Z_z'6)2_(kai)2 (07 5

5. 5
A7 Jom () Jon(B) sin (—”a) sin( Yij )
a]‘ bj

- Bf,mng(oz)JQnH(ﬁ) sin <%a> coS (%6)

RPN

j#i mn>0

aj

= Chame1 (@) J2n () cos (5;? a) sin ( s 5)

J28+2( )J2t+2(b—'6)
“ap 5\/a2 ~ (ka,)?
= Z (—1)Pta J25+2<2 7) J2t+2(ﬁ7r)r+z

2p+1 2q+1 2p+1,2g+1
P,q>0 2 2

dadp

E;p—i—l 2q+1> Vm,n, Satapaq S N7
1<i<N (2.119)

La condition aux limites (2.107) traduisant la continuité de la vitesse acoustique au
niveau de la cavité ¢ peut étre divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonc-
tions en &; et n; et la parité des indices de sommation p et ¢ comme dans le cas de la
continuité de pression détaillé précédemment. Chaque équation fait apparaitre une am-
plitude modale du champ diffracté généré par la cavité en question en plus des 4(N — 1)
amplitudes des champs diffractés générés par les autres cavités traduisant leurs contri-
butions & la génération du champ diffracté ®). Comme dans le cas de la continuité de
vitesse pour une seule cavité, I'orthogonalité des modes propres du guide est appliquée.

Ces équations résultantes sont données par les équations (2.120)-(2.123).
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2asm 28 sin(3)
// 2 Jom (@ )52 (qn)? 5Jon(B)dacd

O, 8y
Al Jom (@) Jon (B) cos <—”oz> cos (ﬂ5>

] O, 5
+ BT]nn‘]Qm(a)JQn-i-l(ﬁ) CcOos <a—”04> sin <%6)
J

m n>0

AL

J#i j m,n>0

J

j O, 5
Gl () () sin (%20 ) cos (225

a;

+ DimJQmH(Oé)Jan(ﬁ) sin <%a) sin < Yij 5) ]

| 2osin(30) 2osin (o)
(Z—;a) — (pm)? (%5) — (qm)?

721, 2q62p62qf2p QqEép a0y VM, 8,6, p,g €N, 1 <i <N (2.120)

2 23 cos (3
m n>0 // - Sln 2 2m(a)$§T—51;)2Jzn+l <ﬁ)da dﬁ

& 5.
i Z mnJ2m (@) J25(8) cos < i a) sin < Y 5)
; m;O // ? 2 aj
+ By Jom (@) Jon11(B) cos (%a) cos <5y—Jﬁ)
J
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(Z_;&)Q " ony (%ﬁ)z _ <%W)2 adfp
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2acos(a 24 sin ()
//]R2 a2 — 2p+1 )2 J2m+1( )WJQn(B)dadﬁ

m, n>0

il

JF#i @ m,n>0

a;
| i 5$z yz
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m;O 21’""‘1 ) ﬁ2 - (%7’(’)2

+ Z & Z // T ndom (@) Jon(B) sin 53&—”04 sin y”

. (6, 5y
— B} Jom () Jon41(8) sin | —*a | cos —Jﬁ
a; i

L a; m,n>0
; 5wi yz
— O Jamyr (@) Jon (B) cos —Lov | sin | =2 5
a;

+ D%m‘]2m+1(a)‘]2n+1(ﬁ) cos <5:m OZ) cos (%ﬁ) ]
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2% oy cos (ﬁa) 2% ¢y cos (ﬁ
a; a; bj b;
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X (Z_;a)Z B (@W)Z (%5)2 B (@W)Qdadﬁ

Al —i i .
- 721’7"1‘172‘14'1€2p+1€2q+1P2p+1,2q+1E2p+1,2q+17 vm) n,s, tapa q S Na 1 S 1 S N

— A Jom () Jon(B) sin (536“ a) Cos <5§J5)
J

(2.122)

(2.123)

Le calcul des intégrales simples qui apparaissent dans les équations (2.120)-(2.123) est

effectué d’une maniére analytique en utilisant de nouveau la formule de Cauchy. Leurs

valeurs sont nulles. La démonstration est fournie dans ’annexe §A.6.

Les conditions aux limites ont permis d’avoir un systéme d’équations linéaires de

9 x N équations & 6 x N inconnues. Les amplitudes modales A’ B

mn’
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sont dépendantes de Ez’;q et szq. Le systéeme d’équations linéaires se réduit alors a un
systeme de 4 x N équations & 4 x N inconnues. Il suffit alors de résoudre ce systéme

K3
Cmn’

pour déterminer les 4 x N amplitudes A! et D! = qui apparaissent dans

mn? mn7

I'expression du champ diffracté par 1'i®®¢ cavité (2.93).

2.5.2.2 Détermination des amplitudes A’ . B! =~ C¢ et D

La combinaison des équations provenant de la continuité des vitesses et des pressions

au niveau de la cavité permet d’avoir 4 x N systémes d’équations linéaires (2.124)-(2.127).

AL G ]+ Z Z (AL [GONMI] = (M%) 1<i < N (2.124)

J#i MJ OVJ
B G+ 3 GO A, 1< <N (1)
J# H]—O v;=0
Crnl[Grsd + D Z Z (ARG = [AL), , 1< <N (2.126)
J#i MJ OVJ
(DL [Grt s+ Z Z (AL GO = (AL, 1< <N (2127)
Jj#i pj=0v;=0
Ou
)
Agnn I (Mjayj) = (an)
. Bfnn I (M‘?V’):(Oal)
Adtsvi — 7 (2.128)

Cgrm s1 (lujﬁyj) - (170)

DI si(ug,v5) = (1,1)

G%’let_// JZm—i—m( )J23+1+u,( )J2n+ui(6)‘]2t+1+ui(6) d()édﬁ
R} aWoﬂ (582 — (ka:)?

+1 2ptpi 2ptpi
_ E < s 2g s Jemen (F5257) Jasirip, (FP347)
2p+p
P,q>0 €2p-+1; €241 V2p+pi, 2q+vi P2p+ui,2q+ui -
2q+v; 2q+v;
o ot (H52) Joviir () (2.129)
2q+v; .
=T
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

GC«%Vi,Mj,Vj — (_ 1),uj+l/j

m,n,s,t

y // Jomtp; (@) 25t 14 (Z—;a) J2n+Vj(5)‘]2t+1+”i (%5)
R

: 2o fo? + (20)2 — (kay)?
Oz s Oy, s
x cos | —La+ (p; + py)= Jcos | =25+ (vi +vj)= | dadp (2.130)
a; 2 bj 2
AgitM — _2jm+uiAJ2s+1+u¢<kl“ai> J2t+1+ui<kybi)6]kx6xi eIkydy; (2.131>
’ koa; ]{Zybz
Les termes GC’ﬁf,’:fs’f?’yj représentent les termes de couplages existant entre les cavités.

Ces phénomeénes de couplage seront étudiés dans le paragraphe suivant. Les 4 x N am-

plitudes A% . B, C! .

et Dfnn inconnues sont obtenues par inversion des systémes par
la méthode de Gauss-Seidel [58]. La méthode directe (factorisation LU, pivot de Gauss,
etc.) n’a pas été utilisée a cause de la complexité du systéme : matrices de matrices. On
appelle = cette matrice. Cette méthode n’est valable que si la matrice = est a diago-
nale dominante, c’est-a-dire |E;;| > >, |S;;] Vi. Ceci est vérifi¢ sous I'hypothese que les
termes croisés représentant les termes de couplages restent faibles, méme pour des petites
distances entre cavités, par rapport a la solution du probléme non couplé. La technique

de résolution de Gauss-Seidel que nous utilisons est expliquée ici :

AX =B (2.132)
Ou :
A=L,+U (2.133)
a; 0 -+ 0 0 ap -+ an
as; azy -+ 0 0 0 - agy
Ou L, = et U =
Ap1 Ap2 - Qpp 0 0 st Qpp
Le systéme peut étre réécrit :
LX=B-UX (2.134)
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

La méthode de Gauss-Seidel est une technique itérative qui permet de résoudre le
coté gauche de I'équation (2.134), en utilisant la valeur précédente de x sur le coté droit.
Analytiquement, cela peut étre écrit sous la forme :

k1) 1 (k) (k+1) :
x; =— | b — a;;r; — Qi , 1=1,2,... n. 2.135

(k+1)

i

La somme dans le calcul des z k)

nécessite tous les éléments z(¥) & Pexception de xg
lui-méme. La procédure est poursuivie jusqu’a la convergence. Les valeurs initiales des
x®) sont arbitraires. Dans notre cas, la solution du probléme non couplé a été considérée
comme valeur initiale pour chaque amplitude afin de converger plus rapidement vers la

solution du probléme couplé puisque la solution exacte est considérée comme proche de

la solution du probléme non couplé.

2.5.3 Etude théorique des termes de couplage GC!"" /"

m,n,s,t

2.5.3.1 Développement asymptotique des termes de couplage pour des rai-

nures

Cul sVislhg Vs

ol qui apparait dans

Les coefficients de couplage sont donnés par la fonction G

le systéme matriciel (2.130) et qui est proportionnelle & GC2°%t donnée par 1’équation

cavité

(2.136). Cette expression résulte du développement des fonctions exponentielles en fonc-

tions trigonométriques et de la parité a la fois des fonctions de Bessel et trigonométriques.

dadp (2.136)

acoust 1 Jm<Oé)JS<Z—;(X)Jn<6)Jt<2—;B) ]621:].0{ J%ﬁ
GC =5 b oy (& e i
R Z_;ab_;ﬁ\/()zQ + (ﬁB)Q — (ka;)?

cavité 2 ’

L’étude asymptotique des phénomeénes de couplage en fonction de la fréquence f et de

acoust

I'espacement entre les cavités se ramene donc a celle de GO

Pour valider ces variations de couplage, on se propose de faire une analogie avec le

modeéle utilisé en électromagnétisme dans le cas d’un réseau de rainures [59|. Pour cela,
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

nous allons faire tendre dans notre modeéle les dimensions b; et b; vers 'infini afin de se

rapprocher des conditions géométriques des rainures.

GOt = Tim GOzt (2.137)

rainure cavité
b;,bj—r00

Dans la littérature les travaux effectués en électromagnétisme montrent que pour les

rainures, 'expression de la fonction de couplage GCE est donnée par [59) :

Jm(a)J(“'a) e e Sy
GO = lim e’ temVerm k) T gy (2.138)

raimnure k:
(kaj;)?

Le terme e V**~(a)*7 4 &té introduit pour pouvoir utiliser la méthode de la phase

stationnaire. On effectue des changements de variable donnés par : o = ka;

wcos ¢ et T = wsin(¢), 'équation (2.138) devient :

ramure

GO liIT(l] / I (ka; cos(0))J,(ka; cos(f))ekarweos@=0) g=y/a*=(kai*rqg (9 139)
T— I
Il est judicieux de remarquer que :

e 4 =19 —o00 si § =7+ j00

a = ka;cost = kajf = (2.140)
400 si 0 = j00

Par conséquent C est le chemin d’intégration allant de 7 + j00 & yoo. L’équation (2.139)
rentre alors dans le champ de la méthode de la phase stationnaire puisque 'argument de
la fonction exponentielle e=7%%%<s(0=¢) est minimum en 6 = ¢. Quand 7 — 0, ¢ — 0.

Et donc :

m T e ]kézij
Gogfﬁure - _\/;6]4 J (ka’j)‘] (ka'z)Ta (2141>

NI

On constate dans I'expression (2.141) une décroissance théorique en (5%.)

) (5%) re-
présente la distance entre les deux centres des deux repéres locaux relatifs aux deux

rainures ¢ et j. La figure 2.6 présente une comparaison entre les coefficients de couplage

GOt ot GO pour un réseau comprenant deux rainures en fonction de la distance

ramure

J

21, (voir Figure 2.5). On se place volontairement en basse fréquence f = 220 Hz pour
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

assurer un maximum de couplage. Les indices m , n, s et t dans le calcul des fonctions

acoust élec ta A 5 A
GOz et GOLSr e sont pris égaux a zéro. Les deux courbes obtenues sont proches, et

=

on observe également comme en électromagnétisme, une décroissance en ((5%,)_ (mode

TM (transverse magnétique)) [59].

x12

FIGURE 2.5 — Géométrie du réseau de deux rainures.

f=220Hz,a, =a,=25cm, b, =b, =100 a,

0.2 T

.
acoust
rainure
élec

—GC
rainure

016 B

0.18-

Amplitudes

o
o
T
I

0.06- 4

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 5.5

FIGURE 2.6 — Variation du coefficient de couplage pour un réseau contenant deux rainures

a 220 Hz en fonction de la distance d,,,.
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

Le développement en fonction de la fréquence a pu étre effectué en utilisant un déve-

loppement limité de la racine carrée dans les équations (2.137) et (2.138). Ces équations

deviennent :
T(B)H(EB) [, o
GOSN ey = , I3 / / 7o, > ]i JHED) ofeto 4459 1005 (0.142)
5,05 —>00 ZO[ CL]
Im(a) Js(Ghax) @a
GCre;laIClure (asymp) — /k—'Jej “ do (2143)
R CL]

Ces expressions montrent une décroissance théorique en f~! (k71). La figure 2.7 qui pré-

sente les variations des coefficients de couplage GC21st

élec
rainure (asymp) et GCralnure (asymp) pour un

espacement d,,, = 0,52 m confirme cette décroissance en f~!. Le coefficient de couplage
G2t (asymp) Présente une pseudo-périodicité en £ qul semble provenir de la distance
0z, qui sépare les centres des deux repeéres locaux des deux rainures. Ceci s’interpréte par
le fait que les phénomeénes de couplage créent des interférences entre les rainures [60]. Le
phénomeéne de couplage peut étre interprété de la maniére suivante : la premiére rainure
génére un champ diffracté indépendamment de la deuxiéme. Le champ total ainsi obtenu
(incident + diffracté de la premiére rainure) va jouer le réle d'un nouveau champ incident
pour la deuxiéme rainure. Celle-ci génére a son tour un champ diffracté qui va s’ajouter au
champ total. Ce dernier va jouer & son tour et de nouveau, le role du champ incident pour
la premiére rainure. Ceci présente une premiére interaction entre les deux rainures et ce
processus est itératif. Cette interprétation se vérifie mathématiquement dans la méthode

de Gauss-Seidel permettant d’inverser le systéme d’équations matricielles qui donne acces

aux amplitudes du champ diffracté total.

2.5.3.2 Développement asymptotique des termes de couplage pour des cavi-
tés
Le développement asymptotique des termes de couplage GC?%%" en fonction de la

distance d;; (espacement entre les deux centres des deux repéres locaux relatifs aux deux

cavités i et 7) n’a pas été effectué a cause de la difficulté de 'application de la méthode
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

6x12=0.52 m, a1=a2=0.25 m, b1=b2=100 a,
10* r T

T T
ACOUST
GG

— rainure (asymp,
° elec H

10" £ (5(:

— rainure (asymp

Amplitudes

107 E L I I

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Frequence (Hz)

FIGURE 2.7 — Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux rainures espa-

cées de 0,02 m en fonction de la fréquence.

de la phase stationnaire dans ce cas. Néanmoins, une étude numérique a été effectuée en
utilisant des courbes de tendances. La figure 2.8 présente la variation du coefficient de
couplage GC2o%" pour un réseau de deux cavités rectangulaires alignées selon 'axe des

z de taille (0,5 x 0,5)m? (voir figure 2.9). La variation du coefficient de couplage est

étudiée en fonction de la distance entre les centres des deux cavités d12 (seule la variable

sy, varie puisque d,,, est fixée a zéro (on note que 61y = \/(53512)2 + (8,,,)%)). Nous avons

choisi une fréquence égale a 220 H z pour assurer un maximum de couplage. On constate

L -1
une décroissance en (d12) .
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

f=220Hz,6, =0 m, a=a,=b,=b,=0.25 m

016 ! . .
acoust
Gccavité

0.14 1
—y=0.0677(6,,) "%

Amplitudes
g & & ¢

°
S

25 3
612 (m)
FIGURE 2.8 — Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités de

distance entre les deux centres des deux repéres locaux égale a zéro selon 'axe des y

(04, = 0m) & 220 Hz en fonction de d12.

FIGURE 2.9 — Géométrie du réseau de deux cavités de distance entre les centres des

repéres locaux égale & zéro selon l'axe des y (J,,, = 0m).
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

La figure 2.10 présente la variation du coefficient de couplage GC2 8t pour un réseau
de deux cavités rectangulaires de taille (0,5 x 0,5)m?. La distance d,,, qui sépare les
deux centres des deux repéres locaux selon l'axe des y est prise égale & 0,52m (voir
figure 2.11). La variation étudiée est celle en fonction de la distance entre les centres des
cavités d1 (seule la variable J,,, varie puisque d,,, est fixée & 0,52m (cela correspond &
un espacement e = 0,02m)). Nous avons choisi également une fréquence égale a 220 Hz
et un espacement de 0,02 m selon ’axe des y pour assurer un maximum de couplage. On

. -1 o ‘2 N
constate encore une décroissance en (d13) . Les indices m, n, s et ¢ sont pris égaux a

zéro dans les calculs.

f=220Hz, 6y =0.52m, a,=b =0.25m
12

0.14 T

acoust
Gccavité

0.124‘\ —y=0.066(612)_1'007’

011 |\ 4

o
o
@
T
L

o
o
>
T
L

Amplitudes

0.04- 4

0.021- 4

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55
8, (m
15 (M)

FIGURE 2.10 — Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités de
distance entre les centres des repéres locaux égale a 0,52m selon 'axe des y (&, =

0,52m) a 220 Hz en fonction de dis.
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2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

FIGURE 2.11 — Géométrie du réseau de deux cavités de distance 0,52 m entre les deux

centres des deux repéres locaux selon l'axe des y (dy,, = 0,52m).

Le développement asymptotique en fréquence des termes de couplage dans le cas de
deux cavités asymétriques a été effectué en utilisant un développement limité de la racine

carrée dans ’équation (2.136). Cette équation devient :

G Oacoust —

cavité (asymp) §

1 I () Js(20) Jo(B) J(2B) ooy, iy
/ / U b P dadp (2.144)
R2 a_l- o b_l ﬂ k a;
J J
Cette équation montre qu’on a une décroissance en f~1 (k71). Les figures 2.12 et 2.13

présentent la variation des coefficients de couplage GC20USt e, GCa0USt

cavité cavité (asymp) €11 fonction

de la fréquence pour un réseau de 2 cavités de taille (0,5x 0, 5) m?. Dans le cas de la figure
2.12, la distance entre les deux centres des deux repéres locaux est égale a zéro selon ’axe
des y (0y,, = 0m) et égale a 0,52 m selon 'axe des z (voir figure 2.9). Dans le cas de la
figure 2.13, la distance entre les deux centres des deux repéres locaux est égale a 0,52 m
selon 'axe des y (0,,, = 0,52m) et égale a 0,52 m selon l'axe des x (voir figure 2.11). Les
décroissances similaires des deux fonctions GC2OU et GC’j;“,’i‘gzt(asymp) a partir de 1000 Hz
confirment la variation en f~!. Comme dans le cas des rainures, le coefficient de couplage
G208t présente une pseudo périodicité en % qui semble provenir de la distance d;5 qui

cavité

sépare les repeéres locaux centrés sur les deux cavités. Le méme raisonnement que pour

64



2.5 Généralisation du modéle a un réseau de cavités rectangulaires paralléles

les rainures peut étre effectué pour interpréter ce phénomeéne.

6 =0.52m,8 =0m
X y

12 12
10 T T

R~ pacoust—
GC™ -
E— cavite

coust
ol GG,

— cavite (asymp)s

Amplitudes

I I I I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Frequence (Hz)

FIGURE 2.12 — Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités espa-

cées de 0,02 m selon 'axe des x en fonction de la fréquence.
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6 =052m,8 =0.52m
. 12 Yio
10 . . : scoust
GC
E— cavite
acoust

GC,

— ‘cavite (asymp,

Amplitudes

-6
L L L

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Frequence (Hz)

FIGURE 2.13 — Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités espa-

cées de 0,02 m selon 'axe des x et selon 'axe des y en fonction de la fréquence.

Cette étude du couplage a permis de pousser les limites de notre modeéle au cas d’un
réseau de rainures. Nous avons comparé 'expression analytique des termes de couplage
issue de I’électromagnétisme avec celle issue de notre modéle en prenant les dimensions
selon l'axe des y trés grandes par rapport a celles selon l'axe des x. La bonne concor-
dance obtenue a mis en évidence ’analogie acoustique-électromagnétisme mode TM. La
décroissance en f~! et avec I'inverse de la distance entre les cavités a été constatée. Cette

décroissance sera également observée dans le chapitre 3 dédié a 'expérience.

On note que la fonction GO0t définissant les termes de couplage ne dépend pas

de la profondeur des cavités. Ceci s’interpréte d'un point de vu physique par le fait que

Iintéraction entre les cavités s’effectue uniquement au dessus du réseau.
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2.6 Cas du réseau de cavités rectangulaires non paralléles

2.6 Cas du réseau de cavités rectangulaires non paral-

léles

On considére que les repéres locaux (O;, z;, y;, z) ne sont plus paralléles. Ces derniers
ne sont plus définis par une simple translation du repére de référence. La transformation
est donc la combinaison d’une rotation et d’une translation. Si ’on note 7 une translation
et R une rotation, alors 7 o R # R o T. Pour cela il est indispensable de bien définir la
relation qui existe entre les repéres locaux et le repére de référence. Soit M un point de
'espace qui a pour coordonnées (z, y) et (z;,y;) respectivement dans le repére de référence
(O, z,y) et dans le repére local (O;, x;,y;). Les axes de ce dernier font un angle 6; avec
ceux du repére de référence. Soit d, (respectivement d,) la distance entre le projeté du
point M sur (O, z;) (respectivement (O;,y;)) selon la direction (O;,y;) (respectivement
(O, x;)) et le point d’intersection entre I'axe (O, ;) (respectivement (O;,y;)) et la droite
passant par M et perpendiculaire a (O, z) (respectivement (O, y)). Ces explications sont
illustrées dans la figure 2.14. La géométrie euclidienne permet d’avoir la relation entre les
repéres locaux et le repére de référence, donnée par I’équation (2.145).

Y

o) 0z,

FIGURE 2.14 — Position du repére local par rapport au repére de référence
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2.6 Cas du réseau de cavités rectangulaires non paralléles

T cost; —sinb; T O,
= + (2.145)
Y sinf#; cosb; Ui dy,
~ N —
rotation translation

A partir de I’équation (2.145), on peut exprimer les relations entre les coordonnées des

différents repéres locaux par les équations (2.146) et (2.147).

x; = cos (05) v — sin (05) yi + 0z, cOs 0 + 6y, sin 0; (2.146)
y; = sin (0y;) x5 + cos (0ij) ys — Ox,; SiN0; + 6, cos 0 (2.147)
Ou
0z, et 0y, sont données par les équations (2.105) et (2.106).

On applique la méme procédure utilisée dans le cas d’un réseau a cavités paralléles

pour déterminer les amplitudes inconnues : A’ Ci., et Di oA cause de la com-

mn? mn7
plexité des équations issues de 'application des conditions aux limites, les détails de calcul
ne seront pas présentés. Néanmoins, on donne le systéme d’équations final permettant

d’extraire ces 4 x N amplitudes inconnues.

A Gt sal + D Z Z (A )GCia ] = AP 1<i< N (2.149)

J# ;U'J—O v;=0

Bl JIGo o +> Z Z (AT [Ge ] = [AYP] 1 < i < N (2.150)

J#i MJ =0 VJ

ChIGnd+ Y S LA llgeier) = A9, 1< <N (215

J# H]—O Vj—

DGR+ 303 S A = 1 < <N (252

Jj#i pj=0v;=0

68



2.6 Cas du réseau de cavités rectangulaires non paralléles

Ou:

gcﬂm”mﬂjﬂ/j
m,n,s,t

= (—1)atvi {//R2+ J2m+uj(a)2j2m+uj(a)

y szerHm (U(a, B)) Jat140, (La(ar, B)) X Jos 14 (Us(a, B)) Jors140, (54(0@5)))
£1<O476) £2<a76> 63(0(,6) £4<a76>

% cos (Axa + (i + ”j)g> cos (Ayﬁ + (v; + l/j)g)

 Jastinp (U@, B)) Satrig, (G2(a, B) | ostiu (Us(a, B)) a1, (Ca(a, B))
*( t:(0, B) 6@ B) 1 fs(ap) 00, B) )

X sin (Axoz + (ps + W%) sin (Ayﬁ + (v + l/j)g) ]da ag

2 +
_ E (_1)p+q T F2p+ﬂi,2q+l/i g
p,g>0 €2p+pu; €2q+v; V2p+ s, 2941 2p+pi,2q+v; a;
% // JQm-I—Mj (a)‘]Qm-i-uj (a)
2 2
R+

y [( (t1(, ) + pi5) sin ({0, B) = 15) | sin (fy(a, B) + i) sin (taa, 8
Bla,8) - ()" (e, B) - (2527)"  Ble, ) - (3em)" Bla, B) — (22m)”

g) cos (Ayﬁ + (v + yj)g)
<_ sin (61(a, 8) + i) sin (to(a, 6) —1i5) | sin (Gs(e §) + ) sin (o, B
Bla,8) - (4r)" (e, B) - (25%7)" Blen ) - (23em)” Bla, B) — (2

X sin (Axoz + (i _'_Mj)g) sin (Ayﬁ + (v + Vj)g) ] dadﬁ}, Vp,q,m,n,s,t e N, 1 <i<N

R =
|
S
IMIE]
~—
SN—

X COS (Axoz + (e + 145)

<) S~—
[
T
NN
S s
R M, SIE]
N———

(2.153)

Josi14p; (a; (kg cosO; + kysin6;)) Jorp140, (b (—ky siné; + ky cosb;))
a; (kg cosb; + k, sin 6;) b; (—k1 sin6; + ks cos 6;)

X e—ka(Sxie—Jky‘Syi (2154)

Ag:tvyzy i — _2]M1+V1A
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2.7 Conclusion

Avec :

l(a, B) = % cos(6;j) o+ & sin(6;;)6 (2.155)
a; bj
l(a, B) = %cos(@ij)ﬁ + % sin(6;;)a (2.156)
J J
l3(cr, B) = il cos(6;)a — di sin(6;;)6 (2.157)
a; bj
ly(a, B) = b cos(6,5)8 — b sin(6;;)a (2.158)
bj aj
O, Oyii .
Ay, = —*cosl; + —=sinb; (2.159)
aj j
Oy, O, .
A, = =2 cosb; — —~sinb, (2.160)
b; bj

Dans le modeéle développé pour des réseaux de cavités rectangulaires paralléles, on a
montré analytiquement que I'intégrale sous la sommation discréte des indices p et ¢ dans
I'équation représentant les coefficients de couplages (équation (2.130)) est nulle. Pour
cette méme raison, on suppose que l'intégrale double sous la sommation discréte des
indices p et g dans I’équation (2.153) est prise égale a zéro. Cette hypothése est vérifiée
par le bon accord observé entre les résultats théoriques et expérimentaux dans le chapitre

suivant (voir §3.6.4).

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un modéle analytique, s’inspirant de la méthode KP, a été développé
dans le but d’étudier la diffraction d’'une onde acoustique par une cavité rectangulaire.
Une généralisation de ce modéle analytique au cas d’un réseau de cavités rectangulaires
paralléles a été développée par juxtaposition de plusieurs cavités élémentaires. Une adap-
tation au cas ou les cavités ne sont plus paralleles a été également effectuée. Ce modele
permet donc d’étudier la diffraction d’'une onde acoustique par un réseau de cavités rec-
tangulaires paralléles ou non paralléles. Il sépare bien les différents champs acoustiques

mis en jeu au dessus du réseau : champ incident, champ réfléchi spéculaire et champ
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2.7 Conclusion

diffracté.

Ce modele théorique est valable pour des réseaux apériodiques ot les différentes cavités

mises en jeu peuvent étre de tailles différentes et espacés d'une fagcon non périodique.

Une étude théorique du couplage entre cavités a été effectuée. Cette étude a montré

L et avec l'inverse de la distance entre

une décroissance des termes de couplage en f~
les cavités. Cette étude a montré aussi que les coefficients de couplage présentent une
pseudo-périodicité en % qui semble provenir de la distance qui sépare les repéres locaux

centrés sur les cavités.

Dans le chapitre suivant une validation de ce modéle avec I'expérience et la méthode

des éléments finis est présentée.
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Validation du modéle développé

3.1 Introduction

Le modéle théorique ayant été développé pour des réseaux de géométrie quelconque
contenant des cavités rectangulaires, une campagne de mesure doit étre menée en guise
de validation. Des essais ont été effectués en chambre sourde sur différentes géométries
et agencements de cavités rectangulaires. Pour appuyer cette étape de validation expé-
rimentale, des comparaisons avec les résultats de calculs effectués par la méthode des
éléments finis, ont été effectuées. Il a fallu d’abord adapter notre modéle théorique au
cas des ondes sphériques rencontrées dans ’expérience. Pour cela, une décomposition du
champ incident sphérique en ondes planes a été développée. Cette étape a permis aussi
d’étudier la convergence des résultats du modéle en fonction de certains parameétres de

calcul afin d’optimiser les temps de simulation.
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3.2 Décomposition en ondes planes du champ incident sphérique

3.2 Décomposition en ondes planes du champ incident

sphérique

Notre modéle permet de déterminer le potentiel des vitesses réfléchi diffracté ®, par
une cavité excitée par une onde plane acoustique d’incidence quelconque. Afin de se rame-
ner aux conditions expérimentales, un champ acoustique sphérique est donc décomposé
sur une base d’ondes planes [3|. Cette décomposition a été intégrée dans le modéle numé-
rique. Le champ total diffracté est calculé par sommation de tous les champs diffractés

générés par les différentes ondes planes issues de la décomposition.

Dans la simulation du modéle, les matrices dans les équations (2.56)-(2.59) ont été
tronquées a la taille S? x S2. Ou S est la valeur maximale de m, n, s et t. D’aprés le
paragraphe 3.5 plusieurs simulations nous ont permis de constater qu'une convergence
satisfaisante est obtenue pour S > 2 en basses fréquences et S > 5 en hautes fréquences

en fonction de la taille des cavités (voir §3.5).

Cette technique consiste & décomposer le champ incident sphérique (IDW en une somme
d’ondes planes. Les amplitudes complexes A des ondes planes sont déterminées par trans-

formeée de Fourier spatiale bidimensionnelle du champ incident sur le plan z = 0 [61,62] :

A(ky, Ky, 0) = // O (1, y, 0)e kT Hhu) oz dy (3.1)

La transformée de Fourier (3.1) est déterminée numériquement grace a un algorithme de

transformée de Fourier rapide (FFT). Les pas d’échantillonnage dz et dy ainsi que les
nombres de points N, et N, de la FFT doivent vérifier les critéres suivants :

— Afin que le champ incident soit échantillonné sans perte d’information, les pas

d’échantillonnage dx et dy doivent respecter le théoréme de Shannon [61] :

dx<—etdy<
2f f

ou c¢ représente la célérité des ondes acoustiques dans l'air et f la fréquence du

(3.2)

champ incident.
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3.3 Procédure expérimentale

— Les dimensions L, et L, de la grille d’échantillonnage doivent étre assez importantes
pour que le champ incident soit négligeable en dehors de cette grille (ici 100 m
suffisent).

— Les nombres de points d’échantillonnage IV, et IV, doivent étre des puissances de 2

afin que I'algorithme FF'T fournisse un résultat exact.

N, = 27" (lon() (3.3)

L
N, =27t (3.4)

ou Et(var) = E(var) + 1. E(var) représente la partie entiére du nombre décimal var.

3.3 Procédure expérimentale

Une campagne d’essais a été effectuée dans la chambre sourde de 'INRS afin de
mesurer le champ de pression acoustique réfléchi total au dessus des parois a reliefs formées
par des cavités rectangulaires et le comparer avec les résultats théoriques obtenus avec

notre propre modéle.

Les cavités présentent un fond supposé infiniment rigide (acier ou carrelage). Quant
aux bords, ils sont en polystyréne recouverts de carrelages et supposés ainsi infiniment

rigides.

La source choisie est constituée d'un haut-parleur Pionner 7'S £1077 de 10 cm de dia-
métre, fixé entre une corne et un corps cylindrique. La source ainsi constituée génére des
ondes sphériques [63]. Ce haut-parleur est relié par I'intermédiaire d’un amplificateur et
d’un égaliseur & un générateur de bruit Briiel & Kjaer (B&K) de type 1405 utilisé comme
source de bruit blanc. L’égaliseur permet d’équilibrer la courbe de réponse globale de
I’ensemble du dispositif émetteur. Les microphones utilisés dans le systéme d’acquisition
sont des i de pouce B&K de type 4935. Ils sont connectés a un conditionneur B&K de

type Deltatron 2694. Le signal ainsi amplifié est adressé a la chaine d’acquisition NetdB.
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3.3 Procédure expérimentale

L’acquisition des signaux est réalisée a une fréquence d’échantillonnage Fe = 25600 H 2z

sur une durée de 30 s. Ces propos sont illustrés dans la figure 3.1.

Generateur de Systeme d'acquisition
bruit blanc Net dB
E

Egaliseur

7

Amplificateur

Haut-parleur 15 m|crophones 1/4"

FIGURE 3.1 — Chaine de mesure.

La mesure du profil de pression acoustique au dessus des parois est réalisée avec une
antenne de 15 microphones. Les microphones sont espacés de 5,5 cm les uns des autres.
La pression acoustique est mesurée sur une ligne de 45 capteurs. La mesure est donc
effectuée en trois étapes pour trois positions juxtaposées de ’antenne de 15 microphones.
Ces propos sont illustrés dans la Figure 3.2 dans le cas d’une paroi contenant une seule

cavité.

La mesure du champ de pression acoustique a été effectuée a 0,2m au-dessus des
parois étudiées. Dans toutes les courbes de validation présentées dans la suite, ’axe des
x présente 'emplacement des microphones et I'axe des y présente la pression acoustique

normalisée par rapport a la pression acoustique mesurée par le microphone central.

Le modéle analytique est développé pour des surfaces infinies. Pour cette raison des
mesures pour |z| > 1,21 m n’ont pas été réalisées et la source sphérique a été placée a
une hauteur proche de la paroi (< 1m) afin d’éviter les phénoménes de bord dus a la

taille finie de la structure étudiée.
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3.4 Modélisation en éléments finis du champ de pression acoustique au dessus des
réseaux étudiés

FIGURE 3.2 — Positions juxtaposées de I'antenne de 15 microphones

3.4 Modélisation en éléments finis du champ de pres-

sion acoustique au dessus des réseaux étudiés

La méthode des éléments finis est utilisée dans de nombreux domaines afin de résoudre
des problémes plus ou moins complexes d’acoustique, de mécanique, d’ingénierie et de
physique. Dans le domaine de ’acoustique, son utilité principale réside dans le fait qu’elle
permet de calculer le champ de pression acoustique d’une configuration, méme complexe,

de sources, matériaux et milieu de propagation.

Le principe de la modélisation dans notre cas consiste a découper en deux sections la
structure étudiée (figure 3.3). La premiére section est une plaque d’acier avec une masse

Lincluant une

volumique p = 7850 Kgm ™3 et une vitesse de propagation v = 6400m s~
cavité ou un réseau de cavités. Le choix de l'acier permet d’assurer une tres forte ré-
flexion acoustique (R = 1) sur les bords comme dans les conditions du modéle théorique.
La deuxiéme section est un volume d’air qui simule I’élément de propagation. La surface

étudiée est insonifiée par une source sphérique harmonique placée au-dessus. En périphé-

rie de ces deux sections, une terminaison anéchoique de type Perfectly Matched Layers
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3.4 Modélisation en éléments finis du champ de pression acoustique au dessus des
réseaux étudiés

(PML) permet d’assurer une transmission totale de I'onde et donc aucune réflexion :

condition de champ libre [53].

Cette simulation a été réalisée a l'aide du logiciel d’éléments finis Comsol ® Multi-

physics 4.0.

D’une maniere générale, chacune de ces sections est échantillonnée en une multitude
de petits volumes élémentaires afin de discrétiser la structure. Cela demande, dans la
plupart des cas, de redéfinir et d’approximer la géométrie réelle. Il faut ensuite établir
un maillage définissant le pavage de la structure en plusieurs ensembles qui seront les
éléments finis. Il existe de nombreux types d’éléments finis, du simple cube au tétraédre
ou encore des formes plus complexes. Nous avons choisi dans cette modélisation des

éléments tétraédriques qui minimisent le nombre de noeuds.

Chaque élément posséde des noeuds placés a différents positions ot seront calculées les
solutions acoustiques locales. Ces noeuds peuvent étre placés aux sommets ou au centre de
I’élément mais aussi au milieu des arétes. Le maillage ainsi établi est irrégulier. Les zones
critiques (les interstices des cavités étudiées dans notre cas) sont raffinées afin d’obtenir

localement une meilleure précision.

Le principe de base de la méthode des éléments finis consiste alors a résoudre de
maniére discréte des équations aux dérivées partielles définies sur ces domaines et com-
portant des conditions aux limites afin d’assurer 'existence et 'unicité de la solution. Il
est important de noter que toute solution sera donc une approximation. La validation
de ces solutions est bien souvent effectuée par convergence, une amélioration progressive
de la précision du maillage est alors effectuée afin de s’assurer que 1’on se dirige vers un
méme résultat. La phase de validation inclut aussi la vérification de la réponse du modéle

avec des données expérimentales et analytiques.

Les mémes parameétres géométriques ont été évidemment pris en compte dans le mo-

déle analytique, 'expérience et dans le calcul des éléments finis pour pouvoir comparer
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3.5 Convergence du modéle

les trois approches.

Cavité Bloc d'Acier

FIGURE 3.3 — Principe de modélisation en éléments finis

3.5 Convergence du modéle

Plusieurs simulations nous ont permis de constater qu’une convergence statisfaisante
est obtenue pour S = 2 (S : valeur maximale de m, n, s et t) en basses fréquences
(f < 780Hz) et S =5 en hautes fréquences (f > 1000 Hz). La figure 3.4 présente le
profil de pression acoustique calculé pour 45 capteurs (voir figure 3.2) a4 0,02 m au dessus
d’une cavité de taille (0,48 x 1,00 x 0,21) m? excitée par une source sphérique (voir §3.2)
située a 0,86 m pour plusieurs fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 Hz. Cette
figure illustre en fait la convergence de ces profils en fonction de 'ordre S et des temps de
calcul. La simulation a été effectué sur un processur Xeon 3,07 GH z avec une mémoire

volatile (RAM) de 8 Go.

Le tableau 3.1 résume les ordres et les temps de calcul nécessaires pour obtenir la

convergence.
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3.5 Convergence du modéle
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FIGURE 3.4 — Convergence du modéle analytique pour une cavité de taille (0,48 x 1,00 x
0,21) m3 excitée par une source sphérique située a 0,86 m pour plusieurs fréquences :

230Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 H z.

Ordre S | Temps de calcul
230 Hz 2 13 s
780 Hz 3 1mn10s
1100 H=z 5 9mnl4s
1900 H z 5 19mn

TABLE 3.1 — Ordres et temps de calcul nécessaires pour obtenir la convergence du modéle
en 45 points pour une cavité de taille (0,48 x 1,00 x 0,21)m? excitée par une source

sphérique située a 0, 86 m pour plusieurs fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 H z et 1900 H z.
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3.6 Validation du modéle analytique développé

3.6 Validation du modéle analytique développé

3.6.1 Cas d’une cavité excitée avec une source centrée

La figure 3.5 montre les différents profils de pression acoustique (module de pression
acoustique) obtenus avec notre modéle théorique, la méthode des éléments finis et 'ex-
périence pour les fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 Hz pour une cavité de
dimensions (0,46 x 0,48 x 0,21) m?. La figure 3.6 illustre une comparaison entre les mo-
dules de pression acoustique obtenus avec le modéle analytique et ’expérience pour une

fréquence de 3100 H z.

Les profils de pression acoustique sont symétriques par rapport a la droite x = 0. Ceci

est évidemment conforme a la géométrie symétrique de la cavité.

On constate qu’en hautes fréquences on obtient un profil de pression acoustique plus
discontinu, plus variable sur ’axe, ce qui est justifiable d’une part par la directivité plus
étroite du champ réfléchi a ces fréquences et d’autre part par le fait que la dimension des
arrétes devient grande devant la longueur d’onde, ceci provoquant une augmentation de

la diffraction.

Jusqu’a 1900 H z, les courbes montrent un bon accord entre les résultats numériques
(modéle analytique et FEM) et expérimentaux. Pour des fréquences plus élevées (supé-
rieures a 1900 Hz), la FEM exige un maillage trop fin pour étre atteint avec la version
du logiciel dont on dispose. C’est pourquoi les résultats de la FEM ne sont pas présentés

dans la figure 3.6 a 3100 H z.
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FIGURE 3.5 — Pression acoustique normalisée a 0,2m au dessus de la cavité de taille
(0,46 x 0,48 x 0,21) m? excitée par une source sphérique centrée située a 1m au-dessus

pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 H z
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3.6 Validation du modéle analytique développé

3100 Hz

12

—Modeéle
—Expérience

0.8

0.6

04r

Pression acoustique normalisée

x(Dm)
FIGURE 3.6 — Pression acoustique normalisée a 0,2m au dessus de la cavité de taille

(0,46 x 0,48 x 0,21) m? excitée par une source sphérique centrée située a 1 m au-dessus

a 3100 Hz

D’autres mesures ont été effectuées sur une cavité de taille (0,46 x 0,48 x 0,12) m3.
Cette cavité ne différe de la cavité étudiée précédemment que par sa profondeur. La figure
3.7 illustre la variation du profil de pression acoustique normalisée a 0,2m au dessus de
cette cavité étudiée pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 H z.
Un bon accord entre les résultats théoriques et les résultats expérimentaux est obtenu. A
780 H z les deux nceuds de pression acoustique théorique, situés a £0, 23 m correspondant
aux arétes de la cavité tendent vers une valeur nulle. Ceci s’interpréte par une interference
destructive entre la partie spéculaire (@5 + ®57) et la partie diffracté (@) du champ

total au dessus de la cavité.
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FIGURE 3.7 — Pression acoustique normalisée a 0,2m au dessus de la cavité de taille
(0,46 x 0,48 x 0,12) m? excitée par une source sphérique centrée située a 0,85 m au-

dessus pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 H z
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3.6 Validation du modéle analytique développé

D’autres mesures ont été effectuées sur une cavité rectangulaire de taille (0,48 X
1,00 x 0,21) m3. La figure 3.8 illustre la variation du profil de pression acoustique nor-
malisée & 0,2m au dessus de cette cavité étudiée pour différentes fréquences : 230 H z,
780 Hz, 1100 Hz et 1900 Hz. Un bon accord entre les résultats théoriques et les résultats

expérimentaux est également observé.
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FIGURE 3.8 — Pression acoustique normalisée a 0,2m au dessus de la cavité de taille
(0,48 x 1,00 x 0,21) m? excitée par une source sphérique centrée située a 0,85 m au-

dessus pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 H z
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3.6 Validation du modéle analytique développé

Les calculs sont effectués pour un ordre S = 2 en basses fréquences et S = 5 en hautes
fréquences (voir §3.5), excepté pour la courbe obtenue a 3100 Hz dans le cas de la cavité
de taille (0,46 x 0,48 x 0,21) m?3. Dans ce cas, la convergence a été obtenue pour un ordre

S =9 et le temps de calcul était 35 minutes pour 45 récepteurs.

Pour évaluer la concordance des résultats expérimentaux et théoriques, nous avons

calculé lerreur quadratique moyenne (RMSE) [64] :

M i i 5
1\ Trnsorioue — L Eapri
RMSE = \/Ez_1< Theomque]w Experzmental) (35)

N i . i . P
Ot les Tipyeopique (respectivement %, o imcnia) TePrésentent les valeurs théoriques obte-
nues du modéle (respectivement expérimentales). M est le nombre de valeurs expérimen-

tales.

Le tableau 3.2 présente les valeurs du parametre RMSE entre le modeéle analytique
et I'expérience pour les quatre fréquences choisies : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 H z
dans le cas des cavités de taille (0,46 x 0,48 x 0,21)m3, (0,46 x 0,48 x 0,12) m> et
(0,48 x 1,00 x 0,21) m? excitées par la source centrée. Certaines valeurs du paramétre
RMSE dépassent 0,15 comme dans le cas de la cavité de taille (0,48 x 1,00 x 0,21) m?
a 1900 H z. Cette valeur est due a ’écart entre les résultats théoriques et expérimentaux.
Ces derniers présentent parfois des fluctuations. Mais globalement les valeurs obtenues
du paramétre RMSE confirment encore le bon accord entre les résultats théoriques et
les résultats expérimentaux. A 3100 H z, 'erreur quadratique moyenne RM SE du modéle
analytique pour la cavité de taille (0,46 x 0,48 x 0,21) m? est égale a 0, 13, ce qui indique

que le modeéle est prometteur pour une bande fréquentielle assez large.
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3.6 Validation du modéle analytique développé

Fréq.
d 230Hz | 780Hz | 1100 Hz | 1900 Hz | 3100 Hz

RMSE

Modéle 0,07 0,09 0,11 0,08 0,13
(0,46 x 0,48 x 0,21)m3

FEM 0,13 0,09 0,10 0,13 -
(0,46 x 0,48 x 0,12)m3 | Modéle 0,11 0,14 0,08 0,08 -
(0,48 x 1,00 x 0,21)m3 | Modéle 0,09 0,06 0,06 0,15 -

TABLE 3.2 — Erreur quadratique moyenne RMSE du modéle analytique dans le cas des
cavités de tailles (0,46 x 0,48 x 0, 21) m?, (0,46 x0,48x0, 12) m3 et (0,48 x1,00x0, 21) m?

excitées par une source centrée.
3.6.2 Cas d’une cavité excitée avec une source excentrée

Aprés avoir validé le modéle analytique pour des cavités excitées par une source centrée
par rapport a son axe, une deuxiéme campagne de mesures a été effectuée pour les mémes
cavités que précédemment, mais excitées par une source sphérique excentrée. La position

de cette derniére S a été translatée selon 'axe des z. Ses nouvelles coordonnées sont
—0,51m

données par : 0S = 0m . La figure 3.9 présente une comparaison entre les

0,89m
modules de pression acoustique obtenues avec notre modeéle analytique et l'expérience

pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1100 Hz et 1900 Hz selon 'axe des x au
dessus de la cavité de taille (0,46 x 0,48 x 0,21) m3. Ces profils de pression acoustique
sont toujours normalisés par rapport a la pression mesurée par le microphone central de

I’antenne microphonique.

Les figures 3.10 et 3.11 présentent les mémes variations du profil de pression acoustique
respectivement pour la cavité de taille (0,46 x 0,48 x 0,12)m? et la cavité de taille

(0,48 x 1,00 x 0,21) m3.
L’ensemble des courbes présentées précédemment montrent que les résultats théo-
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riques et expérimentaux sont proches. Les valeurs du paramétre RMSE des différents
profils de pression présentés sont illustrées dans le tableau 3.3. Comme dans le cas des
cavités excitées par une source centrée les valeurs du paramétre RM S E confirment la va-
lidité du modéle. Quand la pression acoustique expérimentale atteint de fortes valeurs, de
faibles fluctuations de celle-ci peuvent engendrer de fortes valeurs du paramétre RMSFE.
Par exemple 0, 35 et 0, 34 respectivement a 780 Hz et & 1900 H z pour la cavité de dimen-
sions (0,46 x 0,48 x 0, 12) m?. Les faibles écarts obtenus entre les résultats expérimentaux
et théoriques peuvent provenir de plusieurs facteurs :
— I'emplacement des microphones au-dessus de la cavité,

— lomidirectionalité de la source qui, ayant été vérifiée, n’est pas parfaite.
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Fréq.
230Hz | 780Hz | 1100 Hz | 1900 H =z
RMSFE
(0,46 x 0,48 x O,21)m3 Modéle 0,20 0,12 0,30 0,14
(0,46 x 0,48 x 0,12) m3 | Modéle 0,08 0,35 0,25 0,34
(0,48 x 1,00 x 0,21)m3 Modéle 0,36 0,17 0,15 0,13

TABLE 3.3 — Erreur quadratique moyenne RMSE du modéle analytique dans le cas des
cavités de tailles (0,46 x 0,48 x 0, 21) m?, (0,46 x0,48x0, 12) m3 et (0,48 x 1,00x0, 21) m?

excitées par une source excentrée.

3.6.3 Cas des réseaux de cavités rectangulaires paralléles

La validation du modéle dans le cas de réseaux de cavités rectangulaires paralléles a été
effectuée expérimentalement et par ’approche des éléments finis comme précédemment.
Dans la simulation, les matrices [G),.,"7 "] et [Ghi", || dans les équations (2.124) - (2.127)
ont été tronquées a la taille S? x S? (S est la valeur maximale de m, n, s et ¢t comme
vu précédemment dans le paragraphe 3.5). Plusieurs simulations nous ont permis de

constater qu’une convergence satisfaisante est atteinte pour un nombre d’itérations égal

a 3 dans la méthode de Gauss-Seidel et pour des fréquences inférieures a 1000 H z (voir

§3.7).

Trois réseaux de cavités rectangulaires ont été étudiés :

— Le premier réseau contient 3 cavités espacées de 0,34 m présentant un fond infini-
ment rigide (acier). Quant aux bords, ils sont en polystyréne recouverts de carrelages
supposés infiniment rigides. La source est située a 0, 85 m au dessus de la cavité cen-
trale. Les trois cavités sont de taille (0,48 x 0,50 x 0,21) m3. La mesure des profils
de pression acoustique est selon I'axe (Ox) passant par les 3 centres des 3 cavités.

Ces propos sont illustrés dans la figure 3.12.
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o ol
LA A A

FIGURE 3.12 — Réseau a 3 cavités de taille (0,48 x 0,50 x 0,21) m3 espacées de 0,34 m

— Le deuxiéme est un réseau périodique formé par 9 cavités de tailles (0.50 x 0.48 x
0.21) m3. Les périodicités sont 0,34m et 0,52m selon l'axe des z et laxe des y
respectivement. Le repére de référence est centré sur la cavité centrale du réseau.
Les coordonnées de la source sont (0;0;0,85), ., ) m.

— Le troisiéme est un réseau apériodique formé par 9 cavités de tailles et d’espacements
différents (voir figure 3.13). Les tailles et les positions des différentes cavités sont

données dans le tableau 3.4. Le repére de référence est pris centré sur la premiére

cavité. Les coordonnées de la source sont (0, 26;0,03;0, 85)(0@’%2) m.
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FIGURE 3.13 — Géométrie du réseau apériodique formé par 9 cavités de tailles et d’espa-

cements différents.

tailles (z0,, Y., 20,) (0,3.,2)

1,00 x 0,48 x 0,21) m (0;0;0)m

0,50 x 0,48 x 0,21)m3 | (1,10;1,01;0)m

0,50 x 0,48 x 0,07) m (0,25;1,01;0) m

0,50 x 0,48 x 0,12)m3 | (1,10;—1,01;0)m

0,50 x 0,48 x 0,21)m? | (—0,77;—1,01;0) m

0,50 x 0,30 x 0,21) m (1,10; —0,09;0) m

0,50 x 0,10 x 0,21) m (—0,59;1,20;0) m

( )m?
( )m?
( )m?
( )m?
(0,50 x 0,48 x 0,21)m? | (0,25; —1,01;0)m
( )m?
( )m?
( )m?
( )m?

0,50 x 0,20 x 0,21) m (—0,59;0,86;0) m

TABLE 3.4 — Dimensions du réseau aperiodique a 9 cavités rectangulaires paralléles.
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La figure 3.14 montre les différents modules de pression acoustique obtenus avec notre
modéle avec et sans couplage et l'expérience dans le cas du réseau de 3 cavités périodiques
pour les fréquences : 230 Hz, 500 Hz, 730 Hz et 1500 H z selon I'axe des z. Ces profils de
pression acoustique sont normalisés par rapport a la pression mesurée par le microphone
central de I'antenne. L’ensemble des courbes montre un bon accord entre les résultats

numériques et expérimentaux.

Les profils de pression acoustique pour chaque cavité sont symétriques par rapport a
la droite x = 0. Ceci est tout a fait normal puisque la position des cavités est symétrique
par rapport au plan (Oyz) et les mesures sont effectuées selon un axe perpendiculaire a

ce plan (Oyz).

On effectue en hautes fréquences les mémes observations que dans le cas d’une seule
cavité a savoir, un profil de pression acoustique plus discontinu da a la diffraction plus

directive a ces fréquences.

Le bon accord observé entre les résultats théoriques et expérimentaux, permet de
confirmer I'hypothése suivante : les termes croisés dans la matrice de couplage = repré-
sentant le couplage sont faibles par rapport a la solution du probléme non couplé (voir
paragraphe §2.5.2.2). Ceci étant une condition permettant de faire converger la méthode

de résolution de Gauss-Seidel.
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FIGURE 3.14 — Pression acoustique normalisée & 0,2 m au dessus du réseau de 3 cavités

étudié pour différentes fréquences : 230 Hz, 500 Hz, 730 Hz et 1500 H z
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Pour clarifier la définition du probléme non couplé, nous soulignons que celui-ci est
obtenue en négligeant les phénoménes de couplage qui existent entre les cavités : chaque
cavité ¢ génére son champ diffracté @ indépendamment des autres cavités voisines comme

si elle est isolée (voir figure 3.15).

<1>gl/q>gl o

QY

FIGURE 3.15 — Solution du probléme non couplé

Par contre, la solution du probléme couplé prend en compte les phénoménes de cou-
plage entre les cavités. Dans le cas du réseau de 3 cavités étudié ici, le champ diffracté
généré par la premiére cavité est influencé par ceux générés par la deuxiéme et la troisiéme
cavité. Le champ diffracté généré par la deuxiéme est influencé par ceux générés par la
premiére et la troisiéme, etc. (voir figure 3.16). Ces propos se traduisent d’un point de
vue mathématique par les relations qui existent entre les différentes amplitudes modales

des différents champs diffractés dans les équations (2.124)-(2.127).
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FIGURE 3.16 — Solution du probléme couplé

Les figures 3.17 et 3.18 présentent la variation du module de pression acoustique
normalisé obtenu avec notre modéle et I’expérience pour les fréquences 230 H z, 400 H z,
780 Hz et 900 H z le long de I'axe (Ox) dans le cas du réseau contenant 9 cavités pério-

diques et respectivement apériodiques.
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FIGURE 3.17 — Pression acoustique normalisée a 0,2m au dessus du réseau périodique

de 9 cavités pour différentes fréquences : 230 Hz, 400 Hz, 780 Hz et 900 H z
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FIGURE 3.18 — Pression acoustique normalisée a 0,2m au dessus du réseau apériodique

de 9 cavités pour différentes fréquences : 230 Hz, 400 Hz, 780 Hz et 900 H z
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Les profils de pression acoustique dans la figure 3.18 ne sont pas symétriques a cause
de 'asymeétrie et 'apériodicité de la structure. Les termes de couplage sont plus impor-
tants dans les basses fréquences comme dans le cas des deux réseaux périodiques étudiés

précédemment.

Plus la géométrie de la structure est complexe, plus le nombre de cavités devient
important et les calculs nécessitent des outils informatiques plus performants. C’est la
raison pour laquelle on s’est limité & la fréquence 1500 H z dans le cas du réseau périodique

a 3 cavités et & 900 Hz dans le cas du réseau apériodique.

Le couplage est plus important a 230 H z pour les 3 réseaux étudiés. Les interactions de
couplage acoustique entre les cavités sont plus importantes en basses fréquences comme
constaté lors de 1’étude théorique des termes de couplage au paragraphe 2.5.3. En basses
fréquences le rayonnement acoustique d’une cavité a plus de facilité a venir perturber le
champ insonifiant la cavité voisine. Plus on monte en fréquence, plus les champs couplés
et non couplés deviennent trés proches. Le couplage est donc faible en hautes fréquences.
Ceci peut s’expliquer par le fait que le rayonnement d’une cavité étant plus directif, il a
moins de faculté a venir perturber le champ insonifiant la cavité voisine. Ceci est illustré
dans la figure 3.19 montrant la variation du champ diffracté ®,; a 0,2m au dessus d’une
cavité de taille (0,46 x 0,48 x 0,21) m? excitée par une source sphérique située 1m au-
dessus. Cette figure montre des fluctuations directives au-dessus de la cavité. De plus, en
hautes fréquences, la distance entre les cavités devient grande par rapport a la longueur

d’onde.
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FIGURE 3.19 — Champ acoustique diffracté &, a 0,2 m au-dessus d’une cavité de taille

(0,46 x 0,48 x 0, 21) m?3 excitée par une source sphérique située a 1 m au-dessus a 3100 H z

Le tableau 3.5 présente les valeurs du paramétre RM S E pour les fréquences sélection-
nées dans le cas des deux réseaux périodiques a 3 et a 9 cavités et du réseau apériodique
a 9 cavités, respectivement. Les valeurs du parametre RMSE sont inférieures a 0,16
dans les trois cas, ce qui confirme la bonne concordance entre le modéle analytique et

I’expérience.

Fréq.
230Hz | 400Hz | T8SOHz | 900 Hz | 1500 Hz
RMSE
3 cavités (périodique) | Modeéle 0,11 0,08 0,05 - 0,16
9 cavités (périodique) | Modeéle 0,10 0,06 0,09 0.08 -
9 cavités (apério- | Modeéle 0,16 0,11 0,11 0,09 -
dique)

TABLE 3.5 — Erreur quadratique moyenne RMSFE du modéle analytique couplé dans le

cas des réseaux périodiques de 3 et 9 cavités et du réseau apériodique a 9 cavités.
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La simulation a été effectuée pour un ordre S = 2. Le temps de calcul est de 5 minutes
a la plus haute fréquence dans le cas du réseau périodique de 3 cavités et 40 minutes dans

le cas des deux réseaux périodique et apériodique a 9 cavités.

3.6.4 Cas des cavités rectangulaires non paralléles

Un ensemble de deux cavités rectangulaires non paralléles a été étudié. Il est formé
par une cavité de taille (0,50 x 0,48 x 0,21) m3 centrée sur le repére de référence et une
deuxiéme cavité de taille (0,35 x 0,34 x 0,21) m? pivotée de 45°. Les coordonnées du

centre de son repére local sont (0,56;0,50)0 4, m (voir figure 3.20).

FIGURE 3.20 — Géométrie du réseau de deux cavités non paralléles

La figure 3.21 présente la variation du module de pression acoustique normalisé obtenu
avec notre modeéle, le modéle des éléments finis et ’expérience pour les fréquences 300 H z,
500 Hz, 780 Hz et 1900 Hz le long de I'axe (Ox) dans le cas du réseau apériodique de
deux cavités non paralléles. Un bon accord a été obtenu. Les profils de pression acoustique
ne sont évidemment pas symétriques a cause de l'asymétrie et de l'apériodicité de la

structure. Les termes de couplage sont plus importants en basses fréquences comme dans
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le cas des réseaux périodiques et du réseau apériodique présentés précédemment.
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FIGURE 3.21 — Pression acoustique normalisée & 0,2m au dessus des deux cavités non

paralléles pour différentes fréquences : 300 Hz, 500 Hz, 780 Hz et 1900 H z

La figure 3.22 montre les mémes variations du module de pression acoustique (sauf
pour les éléments finis) pour les mémes fréquences 300 Hz, 500 Hz, 780 Hz et 1900 Hz
selon 'axe y = —0,37m dans le cas du méme ensemble de deux cavités non paralléeles.
On constate qu’a partir de 780 Hz les profils de pression deviennent symétriques. Cette
symétrie se traduit par une contribution négligeable de la cavité la plus éloignée de ’axe
de mesure & ces fréquences. Ceci est de nouveau du a la directivité de plus en plus étroite
des ondes acoustiques diffractées au fur et & mesure qu’on augmente la fréquence, et au

fait que la longueur d’onde devient de plus en plus faible en hautes fréquences.

Le temps de calcul est de 120 minutes a la plus haute fréquence de simulation.
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3.7 Validation expérimentale du couplage entre cavités

Le tableau 3.6 présente les valeurs du paramétre RMSE pour les fréquences sélec-
tionnées dans le cas des 2 cavités non paralléles sur les deux axes de mesure y = 0m et
y = —0,37m. Les valeurs du paramétre RM SFE sont inférieures a 0, 11 sur les deux axes
de mesure, ce qui confirme la bonne concordance entre le modéle analytique, le modéle

des éléments finis et I'expérience.

Fréq.
300Hz | 500H~z | 780 Hz | 1900 H =
RMSE
Modéle 0,04 0,05 0,04 0,08
y=0m
FEM 0,08 0,04 0,05 0,11
y=—0,3Tm Modéle 0,10 0,06 0,03 0,07

TABLE 3.6 — Erreur quadratique moyenne RMSE du modéle analytique couplé dans le

cas des 2 cavités non paralleles sur les deux axes de mesure y = 0m et y = —0,37m.

Par ailleurs, le bon accord observé entre notre modéle, la méthode des éléments finis
et 'expérience confirme I'hypothése de 'intégrale nulle qui apparait sous la sommation
discréte des indices p et g dans ’équation (2.153) représentant les coefficients de couplage.
Cette hypothése a été faite dans la section 2.6 dédié a ’étude des réseaux de cavités

rectangulaires non paralléles.

3.7 Validation expérimentale du couplage entre cavités

Apres avoir validé notre modéle analytique, on se propose de vérifier expérimentale-
ment les phénoménes de couplages entre cavités. Pour cela, nous avons choisi un réseau
de 3 cavités périodiques de taille (0,50 x 0,48 x 0,21) m? et nous avons fait varier I’espa-
cement e entre les cavités selon 'axe des x : e = 0,02m, 0,07m, 0,12m, 0,17m, 0,34 m.
Le décalage selon ’axe des y est pris égal a zéro. La mesure des profils de pression acous-

tique a été effectuée selon I'axe des = a 0,2 m au dessus du réseau et la source a été placée
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1m au dessus de la cavité centrale (voir figure 3.23).

FIGURE 3.23 — Géométrie des 5 résecaux étudiés

La figure 3.24 présente les différents modules de pression acoustique obtenus avec
notre modeéle avec et sans couplage, le modéle des éléments finis et 'expérience pour les
fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1000 Hz et 1600 Hz selon ’axe des x pour le réseau de 3
cavités espacés de 0.02m. Cet espacement a été choisi car il est faible et il engendre un
couplage important entre les cavités comme nous avons vu dans le paragraphe 2.5.3 dédié
au couplage théorique. Les figures 3.25, 3.26, 3.27 et 3.28 présentent les mémes modules
de pression acoustique aux mémes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1000 H z et 1600 H z pour
les réseaux de 3 cavités espacés de e = 0,07m, 0,12m, 0,17m, 0,34 m respectivement.
Ces profils de pression acoustique sont normalisés par rapport a la pression mesurée par

le microphone central de ’antenne.

106



3.7 Validation expérimentale du couplage entre cavités
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FIGURE 3.24 — Pression acoustique normalisée & 0,2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0,02 m pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1000 H z et

1600 H z
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FIGURE 3.25 — Pression acoustique normalisée & 0,2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0,07 m pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1000 H z et

1600 H z
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FIGURE 3.26 — Pression acoustique normalisée & 0,2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0,12 m pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1000 H z et

1600 H z
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de 3 cavités espacées de 0,17 m pour différentes fréquences : 230 Hz, 780 Hz, 1000 H z et

1600 H z

110



3.7 Validation

expérimentale du couplage entre cavités

16

230 Hz,e=0.34m

g
S
T

=
S
T

-
T

0.6

Pression acoustique normalisée
H
:

0.2r-

——Modele avec couplage
——Modéle sans couplage
——Expérience

Pression acoustique normalisée

X (Om)

05 1

1000 Hz, e =0.34 m

15

Pression acoustique normalisée

——Modele avec couplage
——Modéle sans couplage
——Expérience

Pression acoustique normalisée

15

780 Hz,e=0.34m

g
=
T

-
IS
T

=
S
T

N
T

o
@
T

061

0.4r-

——Modele avec couplage
——Modéle sans couplage
——Expérience

X (Om)

05 1

1600 Hz, e =0.34 m

15

——Modele avec couplage

——Modéle sans couplage |

——Expérience

15

FIGURE 3.28 — Pression acoustique normalisée & 0,2m au dessus du réseau périodique
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1600 H z
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Le tableau 3.7 présente les valeurs du paramétre RMSE pour les quatre fréquences
choisies : 230 Hz, 780 Hz, 1000 Hz et 1600 Hz pour les 5 configurations : e = 0,02m;
0,07m; 0,12m; 0,17m; 0,34 m. Les valeurs du paramétre RM SE obtenues confirment

le bon accord entre le modeéle théorique et l'expérience.

Fréq.
230Hz | T80 Hz | 1000 Hz | 1600 Hz

RMSFE

Modéle 0,20 0,10 0,19 0,07
e=20,02m

FEM 0,28 0,12 0,25 0,12
e=0,07m | Modéle 0,20 0,09 0,23 0,16
e=0,12m | Modéle 0,04 0,08 0,13 0,06
e=0,17m | Modéle 0,10 0,05 0,14 0,10
e=0,34m | Modéle 0,10 0,06 0,13 0,16

TABLE 3.7 — Erreur quadratique moyenne RMSFE du modéle analytique couplé et du

modéle des éléments finis dans le cas des 5 réseaux de 3 cavités étudiés.

La figure 3.29 présente une comparaison entre les valeurs du parameétre RMSFE ob-
tenus pour le modéle couplé et le modéle non couplé pour les 5 espacements étudiés :
e = 0,02m; 0,07m; 0,12m; 0,17m; 0,34 m respectivement. Ces courbes montrent,
comme vu dans le paragraphe 2.5.3, que la convergence entre le modéle couplé et le mo-
deéle non couplé est obtenue plus rapidement lorsque l’espacement entre les cavités est
plus important. Le tableau 3.8 illustre les différentes fréquences de convergence entre le
modele couplé et le modéle non couplé. Pour les 3 cavités les plus rapprochées (espacées
de 0,02m) cette convergence est obtenue vers 1000 H z, alors que pour les plus éloignées
(espacement de 0, 34 cm) celle-ci est obtenue vers 500 H z. Par conséquent, la convergence
entre le modéle couplé et le modeéle non couplé est obtenue & partir de 1000 H z pour tous
les espacements considérés. Il est possible donc de gagner en temps de calcul en négligeant

les phénomeénes de couplage entre cavités a partir de cette fréquence. Cette limite reste
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valable uniquement pour cette configuration étudiée.
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FIGURE 3.29 — Comparaison des valeurs du paramétre RMSFE obtenus pour le modéle
couplé et le modéle non couplé en fonction de la fréquence pour les 5 réseaux de 3 cavités

périodique espacées de 0,02m; 0,07m; 0,12m; 0,17m; 0,34 m respectivement.
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Espacement | Fréquence de convergence
e=20,02m 930 Hz
e=0,0Tm 780 Hz
e=0,12m 580 Hz
e=0,17Tm 550 Hz
e=20,34m 500 Hz

TABLE 3.8 — Fréquence de convergence entre le modéle couplé et le modéle non couplé.

3.8 Discussion et synthése a propos du modéle déve-

loppé

e Notre modéle permet de prévoir le champ de pression acoustique au dessus des ré-
seaux de cavités rectangulaires excités par des ondes planes. Une décomposition en
ondes planes du champ sphérique incident a été effectuée et intégrée dans le modéle
pour se rapprocher de la réalité. Cette intégration est a l'origine de la limitation du
modeéle développé car elle nécessite une taille de mémoire informatique importante
en hautes fréquences (=~ 8 Go de RAM a 900 H z pour un réseau de 9 cavités rectan-
gulaires). La résolution du systéme d’équations matricielles nécessite des opérations
d’inversion de matrices par méthode directe (factorisation LU) et méthode itérative
(Gauss-Seidel) et des produits matriciels. Ces opérations deviennent trés cotiteuses
d’un point de vue du temps de calcul lorsque la taille des matrices devient impor-
tante. Il serait donc judicieux de repenser le développement du modéle en intégrant
dés le départ une onde sphérique comme onde incidente. En effet, le méme raison-
nement effectué pour des ondes planes peut étre fait pour des ondes sphériques :
une vitesse acoustique nulle sur les bords de la cavité (surface plane rigide) et non

nulle au dessus de la cavité (continuité de vitesse). Ceci permettant d’exprimer le
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3.8 Discussion et synthése a propos du modéle développé

champ diffracté par une expression analogue a celle du champ diffracté dans le cas

des ondes planes.

Pour avoir un maximum de précision, il faut augmenter I'ordre S (maximum des
indices m, n, s et t). Cette opération est aussi trés cotiteuse d'un point de vue
de I'espace mémoire nécessaire et du temps de calcul car la décomposition a été
intégrée dans le systéme matriciel (les matrices des amplitudes modales sont de

taille N, N, x S?).

e Notre modeéle pourrait étre aussi utilisé pour caractériser les réseaux de cavités
rectangulaires par :
— une admittance réduite équivalente. Celle-ci pourrait étre estimée en utilisant

une condition aux limites mixte au niveau de la surface plane équivalente donnée

par :
0

P JkNeq | ©=0,2=0 (3.6)

Avec ® est le champ total au dessus des cavités. Dans ce cas :

J %
0z 12=0

e 9 = 7 37
77 Q<x y) /{7 2A€]kzm€jkyy + (I)d(ﬂf, y’ o = O) ( )

— 1l serait alors possible de déduire également un coefficient de réflexion equivalent

R.,(x,y) et un coefficient d’absorption equivalent a.,(z,y) donnés par :

k. — kneg(z,y)
R, = ChNa 3.8
q<x7y> kz + k’r]eq(l’,y) ( )

Qeg(,y) = 1 = [Reg(2,y)|’ (3.9)
Ceci permettra par la suite de simplifier I’étude des parois a relief dans les milieux
confinés. En effet, la paroi a reliefs peut étre remplacée par une paroi plane équi-
valente caractérisée par une impédance réduite équivalente. Et par la suite, une

condition aux limites mixte au niveau de la paroi plane peut étre appliquée.

e Notre modeéle peut étre utilisé pour traiter les problémes inverses par une utilisa-

tion de techniques d’optimisations permettant de faire varier tous les paramétres
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du modéle afin de trouver une configuration de cavités rectangulaires équivalente
a la mesure effectuée au dessus d'une paroi a reliefs. Ces techniques d’optimisa-
tions peuvent permettre aussi de trouver une configuration optimale donnant un

coefficient d’absorption ou de diffusion donné.

e Le coefficient de diffusion est défini comme étant le rapport entre ’énergie réfléchie
de maniére diffuse et I’énergie totale réfléchie. D’un point de vue expérimental il peut
étre déterminé par la méthode de Mommertz et Vorlander [52,65] en champ libre.
Notre modeéle permet d’accéder directement a I'énergie diffuse puisqu’il sépare les
champs et permet de calculer chacun d’entre eux en tout point au-dessus du relief.
Ainsi, il permettrait d’accéder au coefficient de diffusion théorique par la relation
suivante [23] :

Sdiﬁusion<r7 97 ¢7 k) =1- ‘ARo|2 (310)

ot Ag, est 'amplitude de l'onde réféchie dans la direction spéculaire. A l'aide de
notre modéle, cette amplitude peut étre déterminée a partir de la relation (3.8)
définissant le coefficient de reflexion équivalent de la surface a relief étudiée. Ce
coefficient traduit la réflexion des ondes diffuses de maniére locale, c’est pourquoi
il dépend des coordonnées sphériques 7, 6 et ¢ (voir figure 2.1). Ag, peut donc étre

déterminé a partir de R., dans la direction (r, 0, ¢) spéculaire.

e A termes, il serait également intéressant d’étudier le comportement acoustique diffu-
sant d’un volume sortant, comme par exemple un ou plusieurs cubes de dimensions
différentes. Ce type de relief sortant peut étre obtenu par juxtaposition de plusieurs
cavités. La résolution d’un tel probléme conduira & remplacer les conditions aux li-
mites des parois latérales des cavités par des conditions de continuité puisque dans
ce cas, les cavités sont jointes (pas d’espacement entre elles). Par ailleurs, il est éga-
lement possible de caractériser d’un point de vue acoustique les volumes sortants en
utilisant le principe de Babinet déja utilisé dans ’électromagnétisme. En effet, ce

principe stipule que la diffraction électromagnétique engendrée par la juxtapostion
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d’une fente et d’un écran (infiniment mince et infiniment conducteur) est identique
a celle résultant de la juxtapostion d’un écran et d’une fente (profil inverse). Ce
principe est valable si on change de polarisation du champ incident entre les deux
cas : de type TE (Transverse Electrique) pour le premier, de type TM (Transverse
Magnetique) pour le deuxiéme (voir figure 3.30) [66]. Ce théoréme a été utilisé
par K. Hongo et al. [47] pour déduire le champ électromagnétique diffracté par un
réseau de deux plaques conductrices a partir de celui développé pour étudier la
diffraction des ondes électromagnétiques par un réseau de fentes. Dans notre cas, le
profil complémentaire d'une fente épaisse rectangulaire espacée d’un écran est un
relief sortant rectangulaire (voir figure 3.31). Le cas d’un réseau de reliefs rectangu-
laires sortants se raméne donc & étudier un réseau de fentes rectangulaires espacées

d’un écran (figure 3.32).

E: champ électrique
B : champ magnétique

]l
=,

Plaque

Situation 1 Situation 2

FIGURE 3.30 — Représentation d’une ouverture illuminée en polarisation magnétique (si-

tuation 1), et d’une fente équivalente illuminée en polarisation électrique (situation 2).
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FIGURE 3.31 — Application du principe de Babinet pour étudier un relief sortant rectan-

gulaire.
'"- ! - -:"'! ! &
D m e e e e e e e e = = = 1

FIGURE 3.32 — Application du principe de Babinet pour étudier un réseau de reliefs

sortants rectangulaires.

e D’autre part, une étude plus approfondie concernant I'influence des phénomeénes de
couplage sur les amplitudes modales a I'intérieur de la cavité devrait étre menée. En
effet, le systéme des équations matricielles donné par les équations (2.149)-(2.152)
(cas d'un réseau de cavités rectangulaires non paralléles) ou (2.124)-(2.127) (cas
d’un réseau de cavités rectangulaires paralléles) montre que le couplage modifie les
amplitudes modales des cavités. Cette étude n’a pu étre effectuée dans le cadre
de cette thése pour des raisons de temps mais elle n’était pas nécessaire au bon
fonctionnement du modéle qui prend en compte les phénoménes de couplage entre

cavités. Cette étude est intéressante a titre complémentaire.

e Enfin, des études mathématiques sur les familles d’intégrales définissant le champ
diffracté ou ses amplitudes ou les coefficients de couplages que nous n’avons pas pu
résoudre d’une maniére analytique doivent étre menées afin de pouvoir gagner en
temps de calcul et surtout avoir une expression plus explicite du champ diffracté,

de ses amplitudes modales et des coefficients de couplage.
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L’objectif de cette étude est de développer un modéle prévisionnel du champ de pres-

sion acoustique au dessus d’une paroi a relief périodique et/ou apériodique. Ce type de

géométrie est souvent rencontré dans les parois qui délimitent les locaux industriels.

Une étude bibliographique a permis d’étudier les modeéles théoriques existants non

limités en fréquence qui permettent de déterminer une expression analytique du champ

réfléchi diffracté au dessus d’un profil apériodique contenant des cavités rectangulaires :

1.

La méthode des sources images, la méthode des rayons sonores et la méthode de
Kirchhoff, valables dans les hypothéses de 'optique géométrique, sont limitées en
hautes fréquences et ne tiennent pas compte du phénoméne de diffraction des ondes

acoustiques sur les bords du relief,

L’approximation de Born, basée d'un point de vue mathématique sur la méthode

de Picard, est limitée en moyennes fréquences,

La méthode de perturbation exige que la variation de hauteur du relief soit faible
par rapport a la longueur d’onde, ce qui limite son domaine de validité en basses
fréquences,

Un modéle regroupant les approximations de Kirchhoff, de Born et la méthode de
perturbation, chacune valable dans son domaine fréquentiel, n’a pas pu étre utilisé
a cause de la lourdeur de simulation,

La méthode d’homogénéisation périodique, la méthode Holford et la méthode des
guides d’ondes sont des méthodes valables pour des structures a reliefs uniquement

périodiques,

120



Conclusion générale

6. La méthode Wiener-Hopf, la méthode de H. H. Park et la méthode Kobayashi
Potential (KP) sont a l'origine adaptées aux problémes de propagation des ondes
dans les fentes épaisses. Ces trois derniéres techniques ne sont pas des méthodes
d’approximation car elles aboutissent a une expression exacte du champ de pression
acoustique réfléchi au dessus de ces fentes. La méthode KP a été retenue car elle
permet d’étudier le champ acoustique réfléchi au dessus d’une cavité élémentaire

une fois que 'on a obstrué le fond de la fente par un matériau.

Le modeéle KP a donc été adapté pour étudier le profil de pression acoustique au-dessus
d’une cavité élémentaire. Par juxtaposition, ce modéle a été généralisé au cas de réseaux
périodiques et apériodiques contenant plusieurs cavités rectangulaires. Les phénomeénes
de couplage existants entre les cavités sont pris en compte. Une étude de ce couplage en
fonction de ’espacement entre cavités et en fonction de la fréquence a pu étre effectuée

théoriquement et validée expérimentalement.

Plusieurs campagnes de mesures ont été réalisées en chambre sourde pour valider le
modeéle analytique développé : étude du profil de pression acoustique au-dessus d’une
cavité, d'un ensemble de 3 cavités, d’un réseau périodique puis apériodique contenant 9
cavités rectangulaires paralléles. L’expérience corrobore bien la théorie ce qui a permis
de valider le modéle sur une large bande fréquentielle. Une validation par la méthode des
éléments finis a été également effectuée et a ainsi permis de confirmer la robustesse du

modéle.

Une adaptation au cas d’un réseau de cavités rectangulaires non paralléles a été éga-
lement effectuée. Un ensemble de deux cavités rectangulaires non paralléles (une cavité
est pivotée de 45°) a été étudié sur deux axes de mesure : y = O0m et y = —0,37m.
Une confrontation des trois approches : modéle analytique, FEM et expérience a été ef-
fectuée pour le premier axe de mesure. Sur le deuxiéme axe de mesure, uniquement une
confrontation avec l'expérience a été faite. Un bon accord a été obtenu entre les différents

approches confirmant la validité de notre modéle.
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Plusieurs réseaux périodiques de 3 cavités de différents espacements entre cavités ont
été étudiés. Le bon accord obtenu entre les résultats théoriques (modéle et FEM) et ex-
périmentaux a permis de valider la prise en compte des phénomeénes de couplage entre
cavités dans le modele. Un développement asymptotique a été effectué pour des rainures
en faisant tendre une dimension vers l'infini. Le coefficient de couplage ainsi obtenu a été
comparé avec le coefficient de couplage obtenu pour des rainures en électromagnétisme.
Un bon accord a été obtenu prouvant que notre modéle peut étre utilisé pour étudier
la réflexion des ondes acoustiques par des rainures en faisant tendre une dimension vers

1
2
J

'infini. Cette premiére étude a montré une décroissance en f~! et en d,,? (distance sé-
parant les centres des deux rainures i et j) comme celle obtenue pour des rainures en
électromagnétisme mode TM (transverse magnétique). Une étude du couplage a été en-
suite effectuée pour deux réseaux de deux cavités. Le premier présente une distance nulle
selon I'axe Oy entre les deux centres des deux repéres locaux centrés sur les deux cavités.
Des courbes de tendance théoriques ont montré a travers le modéle une décroissance du
couplage en f~! et en 51-;1 (distance séparant les centres des deux cavités i et j). Cette
étude a montré également que les coefficients de couplage existants entre deux cavités

présentent une pseudo-périodicité en % Celle-ci provient de la distance qui sépare les

deux repéres locaux centrés sur les deux cavités respectivement.

En conclusion, nous avons développé un modéle valable sur une large bande fréquen-
tielle, et qui sépare bien des différents champs mis en jeu : champ incident, champ réfléchi
spéculaire et champ diffracté, au dessus de réseaux de cavités apériodiques paralléles et
non paralléles. Ceci permettra de calculer un coefficient de diffusion acoustique pour
différents réseaux a cavités rectangulaires paralléles ou non paralléles. Cette technique
pourrait permettre a terme de chercher une configuration optimale de relief donnant un

fort coefficient de diffusion.
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Annexes

A.1 Détermination des fonctions inconnues f.., f.s, fsc,

Jos

Les équations (2.24) et (2.10) (vitesse nulle du champ diffracté sur les bords de la
cavité, vitesse non nulle du champ diffracté au dessus de la cavité) forment un systéme

de deux equations intégrales :

Sl (fecler, B) cos(a) cos(Bm) + fe(e. 3) cos(a€) sin(Bn) + (. 3) sin(a) cos()

+ fss(a, B) sin(ag) sin(ﬁn))\/‘;‘—; + f—; — k?dadf =0, (z,y) € D¢, 2=0

Sz (Feol, 8) cos(ag) cos(Bm) + fus(, B) cos(ag) sin(Bn) + fucla, B) sin(ag) cos(B)
|+ sl B) sin(a€) sin(Bn) ) /%5 + 5 — K2dadB £ 0, (z,) € D, 2 =0

La parité des fonctions en & et ) permet de diviser ce systéme en 4 systémes différents :

ffRi fee(ar, B) cos(a&) cos(8n)4/ z—i + ﬁ—j — k2dadf =0, (z,y) € D¢, 2 =0

| [z feela, B) cos(ag) cos(fn) @ 4 —kdadB #0, (z,y) €D, 2 =0
ff]R%r fcs(av 6) COS<OZ§) Shﬁﬁﬁ)\/@d&dﬁ = 0, (.T, y) € Dc7 2=0
| ez sl 8) cos(a€) sin(9n) /% + & — k2dad§ £0, (z,y) € D, 2 =0

ffRi fsc(av 6) Sin(ag) COS(B"?) \/ 3_5 + §_22 - deO‘dﬁ =0, (l‘, y) S DC) z2=0
[ Jrz fuclar, B) sin(ag) cos(Bn)\/ & + G — k2dadf £0, (v,y) € D, 2 =0
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A.2 Continuité de pression : cas d’une seule cavité

ffRi fss(a, B) sin(ag) sin(5n)4/ ‘;‘—; + 5—22 — k2dadf =0, (z,y) € D, 2 =0
ffRi fss(a, B) sin(ag) sin(5n)4/ ‘;‘—; + f—j — k2dadf # 0, (z,y) € D, z=10

Par identification avec les deux systémes (2.25) et (2.26) rappelés ci-dessous :

cos(xt)dt =

t —1)"T'(o)'(2n+1 o—1 ~(o
SRl (1 — )75 (), (Jo] <1, neN)

/°° Janso(t) 0 (Jz| >1)

o 7 ¢ 0 (Jz| > 1)
0 t

—1)"T'(o)'(2n+2 o—x o
et (1 — 2?35 (2), (2] <1, €N)

on obtient les expressions (2.27)-(2.30) :
J2m+a<a>J2n+T(ﬁ)

[ 2 2
aoﬁﬂ- %+§_2_k:2

J2m+o(Oé)J2n+1+r<5)

aaﬁr /Zé_j+§_j_k2

J2m+1+o(Oé)J2n+r<5)

aaﬁr /Zf_;+§_22_k32

J2m+1+o(oz)J2n+1+T(ﬁ)

N

Ou A,n, Bomy Coun, €t Dy, sont des amplitudes modales inconnues.

fc(gn7n)<&7ﬁ) = Amn

fc(gl7n)<&7ﬁ) = an

fs(;nm)(aaﬁ) = Cmn

fs(:%n)(a’ﬁ) - Dmn

A.2 Continuité de pression : cas d’une seule cavité

L’équation de continuité (2.11) peut étre écrite, en remplagant chaque champ acous-

tique mis en jeu par leur expression respective, sous la forme :

2Ad“®é“”+—§:l// Q%mhm ) Jan(8) cos(a€) cos()

m,n>0
+ BrnJom (@) Jon 11(B) cos(af) sin(8n) + CrunJomi1(a) Jon(B) sin(ag) cos(5n)
2 2 -
Do) ansa(sinfa)sin(om) ) (% + 55 < 42)  dads

= > cos (€ + 1) cos T (n + DTy By, Vi, prg € N, [¢], In] < 1 (11)

,q>0

[V
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A.2 Continuité de pression : cas d’une seule cavité

En décomposant les exponentielles sous forme trigonométrique et les sommations en fonc-

tions de la parité des indices p et ¢, on obtient 1’équation suivante :

2A<COS(]€$0,€) cos(kybn) + j cos(kya&) sin(k,bn) + j sin(kyaf) cos(k,bn)

~sinthasinipn)) + 32 [ (A () a(3) cos(a) cos(om

m,n>0

+ BrnJom (@) Jon1(8) cos(af) sin(8n) + CrunJomi1(a) J2n(B) sin(ag) cos(5n)

MIH

b2

NPV DD DD DD DD D

(pe2N)>0 (¢e2N)>0  (p€2N)>0 (q€2N+1)>0  (pe2N+1)>0 (q€2N)>0  (p€2N+1)>0 (¢€2N+1)>0

+ DinnJom+1(@) Jont1(B) sin(ag) sin(ﬁn)) <a2 + _2 - k?Q) dadf

cos 7(5 + 1) cos %(7} + 1)FJr E,.,Ym,n e N, [£],|n] <1

Or:

cos(nwé) sip=2n,n €N
cos %(f +1) x

sin(nré) sip=2n+1,neN
Par conséquent, nous obtenons quatre équations en utilisant la parité des fonctions en &

et n et la parité des indices de sommation p et ¢ :

24 cos(kua€) cos(k, ) + Z A // Jom () Jon (B )cos(ozé) COS(ﬁn)dOzdﬁ
m,n>0 R2 + k’Q

- Cos §(§+1)Cos%(n+1)F+qu,
p,q=20

Vm,n € N, ¥p,q € 2N, [£],|n] < 1

2 A cos(Jya€) sin(J,by) + Z B, // Jom () Jon11(B) cos(af) Sin(ﬁn)dadﬁ

2 2
m,n>0 3—2+§—2—k’2

- Z oS g(& + 1) cos %(77 + ) By,
420

Vm,n € N, Vp € 2N,Vq € 2N+ 1, [¢],|n| < 1
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A.3 Développement des fonctions trigonométriques sur la base des polynémes de Jacobi.
Orthogonalités des polynémes de Jacobi

2]AS]n(k‘ alg COS k‘ b?’, Z Cmn // J2m+1 JQn(B) Sln(ag) COS(Bn)dadﬁ
RQ

m,n>0 2 +§_22—]€2
- Z oS ?(§+ 1) cos %(nJr I E

Pgs
p,q=20

Vm,n € N, Vp € 2N+ 1,Vq € 2N, |{],|n| <1

—2Asin(k,a&) sin(k,bn) + Z D,.. // Jom+1() Joni1(B) sin(a) sin(5n)

2 2
m,n>0 a—2+5—2—k’2

= Z cos 7(& + 1) cos %(n+ DIE

pq>
p,q>0

Vm,n € N, Vp,q € 2N+ 1, [£],|n| < 1

dadp

Ou:

F;—q =1+ Vpq _'_jknl 62'ypqd

: ;g €N
’qu_ﬂf?h

A.3 Développement des fonctions trigonométriques sur

la base des polynomes de Jacobi. Orthogonalités

des polynomes de Jacobi

A.3.1 Développement des fonctions trigonométriques sur la base

des polynémes de Jacobi

Le développement de la fonction de bessel de premiére espéce est donné par [54] :

V8(2n+o+ 3T (n+ 0+ 3) Janiosz(a) 3
gg‘]"(ag)zgo (nr(na+1§%(a(i1)a : “;%2 G <0+§’“+1’£2)

Sio=—

D[
.o



A.3 Développement des fonctions trigonométriques sur la base des polynémes de Jacobi.
Orthogonalités des polynémes de Jacobi

Or [54] :

Par conséquent :

cos(ag) = [T Z 2\/_ J2n+1(04) Lt o <17 %’ 2)
n>0 as

Sio=3:
Jl(aé)zzgg—\/\/;(n—l—lf 2";?3( )an <2,_, 2)
Or [54] :
sin(x) = 7J%(:p)

Par conséquent :

sin(ag) /7T0z28\/_ J2n+2( )§ G, <2’;’§2)
n>0

A.3.2 Orthogonalités des polynomes de Jacobi

Les polynomes de Jacobi G,,(o + 2 0+ 1,z) d’ordre n appartiennent a une famille de

polynémes orthogonaux. Cette orthogonalité se traduit par la relation qui suit [54] :

1
1 3 3
/ 27(1 —x)2Gp(o + 370 +1,2)G (0 + 370 +1,2)
0

C(n+ 1%+ 1) (n+32)

= 5nn
2n+o+3)T(n+o+ 1 (n+0+32) /
Ou
lsin=mn/
5nn/:
0 sin #n/
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A.3 Développement des fonctions trigonométriques sur la base des polynémes de Jacobi.
Orthogonalités des polynémes de Jacobi

. . 1.
SIU——E.
/1 1= )Gl 2, 0)Gu(1, 2, 2) = 6
Ox X n 7271‘ n/ 727$_2nn/
. 1.
SIO'—§.
[0 -056,0 5 000,50 = T
Ox X n ) y L n/ 727$_8(n+1)2 nn/

A.3.3 Application des relations d’orthogonalité & un développe-

ment des fonctions trigonométriques en série de polynémes

de Jacobi

Le but est de calculer les intégrales suivantes :

S

1

/0 cos(kaf)(1 — €2)2G, (1, %>§Q)df
1

/0 sin(k,bn)n(1 — ﬁz)%Gt/<17 %7 &%)dn

Pour cela, nous allons développer les fonctions trigonométriques sous forme d’une série
de polynémes de Jacobi (voir §A.3.1) et appliquer les relations d’orthogonalité de ces

derniers (voir §A.3.2) :
! ) 1
| costinag)1 - €)1Gul1. 5.

. Wk?xa ! % _% % 2\/§JQS+1(]€$(]J) 1 1
= [ et e e T2 MG, 5 €061 5.6

La convergence uniforme de la série ci-dessus permet d’intervertir I'intégrale et la somme.

Par la suite, l'orthogonalité des polynémes de Jacobi permet d’écrire :

1
21 TN zJ2s+1<kma)
/0 cos(k,a&)(1 —£7)2G (1, 2,5 )dE = (2s + 1)27/€ma Ossr
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A.4 Orthogonalités des modes propres du guide d’ondes. Intégrales utiles

De la méme maniére on montre que :

T J25+2(k3yb)

1
. 1 1
/ sin(k,bn)n(1 — n°)2Gy(1, 3 )dn = (2t + 1)§Tétt,
0 y

A.4 Orthogonalités des modes propres du guide d’ondes.

Intégrales utiles

L’application des relations d’orthogonalité des modes propres des guides d’ondes a
I'équation (2.10) définissant la continuité de la vitesse au niveau de la cavité se fait grace

aux relations suivantes :

1
/ Ccos %(5 + 1) cos %(f + 1)d€ = €0,
-1

2sip=0

1 sinon

/1 cos(af) cos%({ + 1)d¢

1

sin (o = 5) €~ 5) _sin((0+ )+ 5)
— -
2 (a— 1) 2 (a+5) »
_Siﬂ(&—%—%) sin (—a 4 &8 — 22
o 2(a+ ) 2 (o + &)
_ 2asin(a)
o* = (5)°

De la méme maniére on montre que :

/1 sin(a€) cos %(& +1)d¢ = 2acos(ar)

: o= (%)
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A.5 Calcul des intégrales simples des fonctions G(2m,2n,2s + 1,2t 4+ 1)

A.5 Calcul des intégrales de la forme [ ) () da

0 22-p2

et de la forme fooo Qi%sgf)t]gmﬂ(a:) dx

La formule de Cauchy est utilisée pour calculer ces types d’intégrale. Pour cela, soit

la fonction

F2) = Sl
Ou z = x + wy. Sur la droite réelle :
x cos(x) xsin(x)
flz) = mju(x) + lmju@)

La fonction f(z) présente deux singularités : z = £. Ces derniers présentent deux poles
simples puisque :

l =
Jim | f(2)] = +oo

On considére I' = CRU[-R, B —r]UC,, U[-B+r,f—1]UC,, U[S+r, R] (voir la figure

33).
3(2)
T
Cr
C?“1 C?“g
£ L R()
_R —3 0 3 R

FIGURE 33 — Contour d’intégration de la fonction f(z)

La fonction f(z) est holomorphe sur I'. Donc, d’aprés la formule de Cauchy :

I:/Ff(z)dz:o
1
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A.5 Calcul des intégrales simples des fonctions G(2m,2n,2s + 1,2t 4+ 1)

On pose :
I=hL+1L+I3+1,+ 15+ I
Ou
—(B+r)
h= [t L= [ g
-R Cry
B—r
L[ f@dn L= [ fe
—B+r Cry
R
L= [ s f= [ G
B+r Cr
: ye_lﬁ‘]l’(ﬁ)
lim (z+B)f(z) = (-1)"————
z——pf 2
3éme Jemme,_ . _ _1>V7T B
de Jordan 71“1~r>r(1) IQ - 2 € Jy(ﬁ)
De méme :

lim [, = —zgelﬁjy(ﬁ)

r—0

R—o00 R—o0
| R2J,(Re®)
< Aﬁo’ﬁ W=0
— lim I; =0
R—o0

Et par la suite :

oo 7
/ f(z)dx = 15 (elﬁ + (—1)”6_Zﬁ) J,(B)

ve2N+1
Deux cas se présentent :

v € 2N
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A.6 Calcul des intégrales des matrices de couplage [GCh:" 7]

m,n,s,t

Premier cas v € 2N + 1

On pose v =2m + 1 ou m € N.

_[ o0
5= /0 %S(;Z)szﬂ(x) dox = —g sin(B3) Jam+1(5)

Premier cas v € 2N

On pose v = 2m ou m € N.

{ _ /OOO xsin(z) Jom () d = gCOS(/B)JQm(B)

x2_62

A.6 Calcul des intégrales des matrices de couplage [GCﬁ;#S’? Vi

Dans cette partie un seul type d’intégrale sera calculé et le reste des intégrales sera
calculé de la méme fagon. Soit

b
oo Jom () cos ( —u a) ‘ ,
1 :/ ’ 2&asin <&a) dov
0 A

(“a) —(prp 0, ™\,

On pose

Jom(Z)cos (522) o
h(z) = : e
(6:2)2 = (pm)*

La fonction h(z) admet une limite finie au voisinage des points zp; = :i:%pw. Dong, elle

est prolongeable par continuité.

O,
ai Jom(Z + zg) cos (a—jz)

i i Qi 1oL (Z4-20)
lim h(z) = lim (== . 22 (z -
i (2) Zer 0 ;) (Z+ 27— (Zpn)? aj( +2)e
S,
- Jam(Z + z) cos (#z> _ o
a Py a 5y
= 1 —)? J 2(—1)P _ZZ o
Zli%(aj) Z(Z + 22’0) ( ) <aj +p7T) €

o Jam (FEpT
0oy Pl PT) e
a; a—jpﬂ'

— (-1



i Vis g Vg
Cmnst ]

A.6 Calcul des intégrales des matrices de couplage |G

De méme, au voisinage de z1, h(z) est prolongeable par continuité. Donc, pour utiliser
la formule de Cauchy, il faut créer des singularités. Ceci peut étre réalisé en effectuant

une intégration par partie. L’intégrale I peut s’écrire sous la forme :

[:/fglda
_ - [

Jom (0 cos( —4 a)
(gra)? — (pm)?

gla) = 2— asm( Zoz)
aj aj

et g(a) est une primitive de g/(a) qu'il faut la chercher. Il est judicieux de remarquer

1
/xe‘” dr = (E — —2) e
a a

Si 'on suppose que a = b, on pourra déduire que :

fla) =

que :

_ cos(bz)  wsin(bx)
/SL’COS (bx) = 2 + 5
/ sin(bx)  x cos(bx)
b? b

xsin(br) =

Et par la suite :

gla) =2 {% sin (%a) — a cos <%a)]
a; Q; 7]

140



A.6 Calcul des intégrales des matrices de couplage [GCh:" 7]

m,n,s,t

Et donc :
S, o0
Jom () cos ( L a) . . w 0o
I= T 2 <—j sin (—Zoz) — aCcos <—Za>) - fr(a)g(a) da
(grar)? = (pm) a a; a; .o
;6 J/

1= _/Ooo fra)g(a) da

_— (2 Janle) = Jons(e) cos (Giro) 2 () o () o

(Za) — (o)
Ou [ Jom (@) sin (a—joz) a . (a a;

+2 TR 5 —~sin| —a | —acos | —« da
aj Jo (G2 =(pm)*  La a a;

Sas:
, oo avJom () cos | —La ' , ,
+4(&)2/ ( : ) {& sin (&a) — v CoS (ﬁa)} do
0

a (ol —(pr2 Lo \a n

En appliquant la formule de Cauchy, on montre que :

. 2 J2m (%pﬂ-> . .
I = (=1)P2r <&) 4mﬂ72 — Jomi1 (%pﬂ') — Jom—1 (%pﬂ)

a; a, P i i

a2 Jom (Z—JP7T> Jom (Z—JPW>
(—1)?27r< J) Am— N gy N

L Y
a; P a; P
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Sound scattering mechanisms modelization of a cavity, periodic and aperiodic gratings

Abstract

The purpose of this research project was to develop a theoretical model dealing with reflection of acoustic
waves over a grating of N rectangular cavities. Thus, the diffracted acoustic fields were determined by
adapting the Kobayashi Potential (KP) method to the case of a cavity. Then, this developed model
was generalized to the case of parallel rectangular cavities gratings and then extended to the case of
non parallel rectangular cavities ones. A study of the coupling was achieved in order to understand
the variation in the acoustic interaction between cavities with spacings and frequency. This model was
compared with theoretical results obtained from the finite element method (FEM) and experimental
results obtained in a semi-anechoic chamber for a single cavity and gratings of parallel and non-parallel
rectangular cavities. The validity of the theoretical model is supported by the agreement between the

numerical and experimental results observed.

Keywords : Acoustic waves, Mathematical model, Diffusion, Resonant cavities.

Etude des mécanismes de diffusion acoustique d’une cavité et d’un réseau a relief

périodique et apériodique

Résumé

L’objectif de cette étude est de développer un modéle théorique du champ de pression acoustique réfléchi
au-dessus d'un réseau constitué de N cavités rectangulaires. Pour cela, une adaptation de la méthode Ko-
bayashi Potentiel (KP) a été effectuée au cas d’une cavité rectangulaire dans un écran rigide a épaisseur
non négligeable. Ce modéle ainsi adapté a été généralisé au cas de réseaux contenant plusieurs cavités
rectangulaires paralléles, puis étendu au cas de réseaux de cavités rectangulaires non paralléles. Une
étude du couplage a été menée pour comprendre la variation de 'interaction acoustique existant entre
les cavités en fonction de ’espacement et de la fréquence. Ce modéle a été comparé aux résultats théo-
riques, issus de la méthode des éléments finis (FEM), et aux résultats expérimentaux obtenus dans une
chambre semi-anéchoique pour une seule cavité, des réseaux de cavités rectangulaires paralléles et non
paralléles. La validité du modéle théorique est soutenu par I'accord observé entre les résultats théoriques

et expérimentaux.

Mots clés : Ondes acoustiques, Modéle mathématique, Diffusion, Cavités résonnantes.
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