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Introduction

Les parois dans les locaux industriels possèdent le plus souvent des irrégularités de

type géométrique et/ou acoustique. Ces irrégularités sont généralement constituées de

cavités de forme rectangulaire comme, par exemple, les portes et les fenêtres, poutres,

mobilier, machines, etc. Ces cavités provoquent d’un point de vue acoustique une réflexion

du champ incident dite diffuse.

Le logiciel Ray+ [1] mis au point par l’Institut national de recherche et sécurité (INRS)

permet d’évaluer les niveaux sonores dans tout type de locaux industriels et de tracer des

cartographies du champ de pression acoustique. Ce logiciel nécessite la connaissance des

coefficients d’absorption ou de réflexion acoustique des parois, coefficients souvent connus

pour des parois planes. Lorsque celles-ci possèdent un relief complexe, les mécanismes de

diffusion acoustique induisent une atténuation du champ sonore à l’intérieur du milieu

confiné [2]. On peut constater alors que la paroi à relief se comporte comme une paroi

plane qui aurait un coefficient d’absorption que l’on peut qualifier d’apparent.

L’idée est donc d’étudier le comportement acoustique de ces reliefs complexes en

commençant par des réseaux de profil périodique ou non périodique. Ceci permettra de

déterminer le champ acoustique diffusé et de caractériser ainsi la paroi par un coefficient

de réflexion ou d’absorption apparent. Il s’agit de remplacer la paroi à relief par une

paroi plane équivalente possédant un coefficient de réflexion représentatif de la diffusion.

Ce coefficient pourra être intégré, à terme, dans le logiciel Ray+ et d’autres logiciels

prévisionnels du champ de pression acoustique à l’intérieur des locaux.
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L’Unité Mixte Acoustique des Parois (UMAP qui résulte d’une collaboration scien-

tifique établie entre l’INRS et le LEMTA de l’Université de Lorraine) s’intéresse depuis

sa création en 2001 à la caractérisation acoustique des parois rencontrées dans les lo-

caux industriels. L’élaboration d’un modèle théorique de réflexion des ondes acoustiques

sur ces parois de profil périodique a fait l’objet d’une thèse soutenue par Lionel Bos en

2006 [3]. Ce modèle théorique repose sur une méthode qui consiste à subdiviser la surface

irrégulière en des guides d’ondes de formes rectangulaires. Cette méthode a été appliquée

sur des profils périodiques à une dimension puis généralisée à des profils périodiques selon

deux dimensions. Cependant, ce modèle qui nécessite un temps de calcul important ne

concerne que des réseaux périodiques.

L’objectif de ce travail de thèse est de développer un modèle plus rapide et/ou plus

complet, fonctionnant sur une large bande fréquentielle et permettant de prédire le champ

de pression acoustique réfléchi et diffus au dessus de parois à relief périodique ou apério-

dique.

Ce rapport est scindé en trois chapitres. Le premier présente une étude bibliographique

des différents modèles existants dans la littérature scientifique et permettant d’étudier

la réflexion des ondes acoustiques par des surfaces irrégulières. Les premières méthodes

rencontrées sont insuffisantes pour résoudre le problème de diffusion d’ondes acoustiques

par des réseaux apériodiques car elles sont soit limitées en fréquence, soit appropriées

à des structures périodiques. La méthode Kobayashi Potential (KP), méthode issue de

l’électromagnétisme pour étudier la diffusion par des fentes épaisses, a été choisie car elle

s’applique aux géométries rectangulaires souvent rencontrées dans les parois industrielles.

Dans le deuxième chapitre, une adaptation de la méthode KP au cas d’une cavité

dans un écran infiniment rigide a été développée. Une généralisation de ce modèle au cas

d’un réseau de cavités rectangulaires parallèles et non parallèles dans un écran infiniment

rigide est présentée également. Ce modèle ainsi généralisé tient compte des phénomènes
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de couplage acoustique qui existent entre les différentes cavités. Une étude approfondie

de ce couplage pour des réseaux de rainures et des réseaux de cavités a été effectuée pour

comprendre son évolution fréquentielle en fonction de l’écartement entre les cavités.

Dans le troisième chapitre, une validation par la méthode des éléments finis et l’ex-

périence a été effectuée pour des parois contenant une cavité, des réseaux de cavités

périodiques, un réseau apériodique à neuf cavités parallèles et un réseau de deux cavités

non parallèles.

Enfin, une conclusion générale tente d’effectuer la synthèse des différents points abor-

dés tout en dégageant des perspectives de recherche visant à élargir le cadre d’application

du modèle développé.
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1
État de l’art des modèles théoriques du

champ de pression acoustique réfléchi au

dessus des parois à reliefs

1.1 Introduction

Ce chapitre présente les différents modèles existants dans la littérature scientifique

pour l’étude de la propagation de l’onde acoustique en milieu fluide en présence de re-

liefs. Ces modèles permettent d’étudier les mécanismes de diffusion acoustique induits.

Différentes méthodes de résolution de l’équation de propagation de l’onde existent. Elles

sont présentées ici.
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1.2 Définitions

La réflexion acoustique est dite spéculaire lorsque le rayon incident donne naissance

à un rayon réfléchi unique vérifiant la loi de Snell-Descartes : angle d’incidence égal à

l’angle de réflexion. Par la suite le champ acoustique généré par une réflexion spéculaire

sera appelé champ réfléchi spéculaire.

Quand une onde lumineuse insonifie un obstacle ou une fente de dimensions proches

de la longueur d’onde, de la lumière est partiellement perçue dans la zone d’ombre géomé-

trique. Ce phénomène est appelé la diffraction des ondes lumineuses [4]. La diffaction des

ondes acoustiques est définie de la même manière par analogie avec l’optique. Par la suite,

un champ acoustique généré par le phénomène de diffraction sera appelé champ diffracté.

Le champ total réfléchi issu des deux phénomènes : réflexion spéculaire et diffraction est

appelé champ diffus.

1.3 Équation intégrale

L’objectif est de définir le potentiel des vitesses Φ du champ acoustique total en un

point défini par le vecteur ~r dans un volume V limité par une surface intérieure Si et une

surface extérieure Se (définie par une sphère) sous forme d’une intégrale de surface (voir

figure 1.1).

On suppose qu’on est en régime sinusoïdal. Soit k le nombre d’onde.

Le théorème de Green permet d’écrire [5] :

Φ(~r) =

∫

S=Si∪Se

(Φ∇Ψ−Ψ∇Φ)~ndS =

∫

V

(
Φ∇2Ψ−Ψ∇2Φ

)
dV (1.1)

où ~n est le vecteur unitaire normal à la surface S pointant vers l’extérieur.

La fonction Ψ représente la fonction de Green G vérifiant l’équation de Helmholtz
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dS

~n

~r0

~r

x

y

z

V

O

φ

θ

~n

Si

Se

Figure 1.1 – Volume V limité par une surface S = Si ∪ Se

pour une source impulsionnelle.

(
∇2 + k2

)
G(~r0, ~r) = −δ(~r0 − ~r) /~r0 ∈ S (1.2)

Le potentiel des vitesses Φ est également solution de l’équation de Helmholtz (1.3). où fs

représente la source active.
(
∇2 + k2

)
Φ(~r) = −fs(~r) (1.3)

Les équations (1.1) et (1.2) permettent d’écrire alors :

K(~r)Φ(~r) = Φpl
inc(~r)−

∫

S=Si∪Se

(
Φ(~r0)∇G(~r0, ~r)−G(~r0, ~r)∇Φ(~r0)

)
~n dS (1.4)

La fonction de Green G(~r0, ~r) satisfait les conditions de radiation à l’infini. Alors l’inté-

grale sur Se devient nulle quand le rayon de la surface sphérique Se tend vers l’infini. Si

on fait l’hypothèse aussi que l’on a une surface rigide, l’équation 1.4 devient :

K(~r)Φ(~r) = Φpl
inc(~r)−

∫

Si

Φ(~r0)
∂G(~r0, ~r)

∂n
dS (1.5)

Φpl
inc(~r) représente le champ incident issu de la source, l’intégrale représente le champ
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diffus induit par le relief de la surface et K(~r) est une fonction vérifiant :

K(~r) =







1 si ~r ∈ V

1
2

si ~r ∈ S

0 sinon

(1.6)

La résolution de l’équation complète (1.4) permet d’accéder au champ total diffus.

Plusieurs méthodes de calcul permettent de résoudre cette équation, citons par exemple

l’approximation de Kirchhoff, l’approximation de Born et la méthode de perturbation.

1.4 Méthode des rayons sonores

La méthode des rayons sonores [6] repose sur le postulat de l’équivalence des lois de la

réflexion des ondes acoustiques et de celles des rayons lumineux (en optique géométrique).

La représentation de la propagation des ondes acoustiques s’effectue grâce à la notion

de rayons acoustiques. Ces derniers peuvent être utilisés pour discrétiser un front d’onde

acoustique. Les rayons sonores incidents sont orientés selon la normale au plan tangent au

front d’onde au point considéré. Ces propos sont illustrés sur la figure 1.2 dans le cas d’un

front d’onde plan. Chaque rayon sonore incident est réfléchi par la paroi comme si cette

dernière était remplacée par son plan tangent au point d’impact du rayon, la réflexion

sur ce plan tangent étant de nature spéculaire.

Cependant, cette méthode repose, pour que son développement informatique ne soit

pas trop lourd, sur l’hypothèse que la variation du relief est faible par rapport à la longueur

d’onde.
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Front d’onde plane

Ray
ons so

nores
incid

en
ts

Rayons sonores réfléchis

Paroi irrégulière

Figure 1.2 – Réflexion des rayons sonores sur une paroi irrégulière

1.5 Méthode des sources images

La méthode des sources images est couramment employée en acoustique des salles [7,8].

Elle est utile pour résoudre des problèmes dont la géométrie est relativement simple, mais

elle devient rapidement inexploitable dans le cas de géométries plus complexes.

Elle modélise les ondes réfléchies sur des parois par une onde émise par une source

image. La source image est symétrique à la source réelle par rapport à la paroi réfléchis-

sante (figure 1.3) et son amplitude est affectée par le coefficient de réflexion de l’interface.

b

b

b
Source

Source image

Capteur

Figure 1.3 – Réflexion d’une onde sphérique sur une interface simple représentée par

une source image.

Si deux parois font face comme dans un guide d’ondes (figure 1.4), il y a une infinité
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de sources images, chacune correspondant à un trajet de l’onde dans le guide.

b

b

b

b

Source

Capteur

b

b

S4

S2

S3

S1

S1, S2, S3, S4, . . . : sources images

Figure 1.4 – Sources images correspondant aux réflexions dans un guide aux parois

parfaitement réfléchissantes.

1.6 Approximation de Kirchhoff

Cette méthode suppose qu’en un point de la surface irrégulière les valeurs de la pres-

sion et de son gradient peuvent être approchées par celles qui existeraient si la paroi

était localement remplacée par un plan tangent de dimensions infinies [6,9] (Figure 1.5).

Elle fournit une expression approchée de la solution de l’équation de Helmholtz. Cette

méthode est valable en hautes fréquences (kalc > 1.9 où k est le nombre d’onde et alc

est la longueur de corrélation de la surface rugueuse à étudier) [10]. J.J. Embrechts [6] a

démontré l’équivalence entre la méthode des rayons sonores et l’approximation de Kirch-

hoff.

K. Lee et al [11] utilisent également cette méthode pour exprimer le champ diffus

généré par un volume polygonal possédant en surface une admittance homogène.
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Surface rugueuse

Plan tangent

Φi Φd

b

M

Figure 1.5 – Approximation de Kirchhoff

E. I. Thorsos [12] a cherché le domaine de validité de cette méthode en comparant

les résultats avec ceux obtenus par résolution de l’équation intégrale pour une surface

rugueuse. Ses résultats confirment que cette méthode est valable en hautes fréquences et

pour des rugosités de faibles dimensions.

1.7 Approximation de Born

L’approximation de Born repose d’un point de vue mathématique sur la méthode de

Picard [13,14]. L’équation intégrale (1.5) est transformée en une série récurrente de terme

général Φm donné par l’équation (1.7). Le potentiel des vitesses recherché est obtenu de

manière itérative en faisant tendre la variable d’itération vers l’infini comme le montre

l’équation (1.8). Cette méthode itérative nécessite un temps de calcul important. L’ordre

2 permet d’avoir une bonne approximation du champ de pression acoustique pour des

fréquences sismiques [10] en géophysique.

Le premier ordre de cette série signifie que l’onde réfléchie diffusée diffère peu de l’onde

spéculaire. Ceci est obtenu quand la surface diffusante présente un faible relief.

K(~r)Φm(~r) = Φpl
inc(~r)−

∫∫

S

Φm−1(~r0)
∂G(~r0, ~r)

∂n
dS

tel que Φ0(~r) = Φpl
inc(~r), m ∈ N (1.7)

Φ = lim
m→∞

Φm(~r) (1.8)

R. Huang et al [15] ont appliqué cette approximation pour étudier la diffusion des ondes
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acoustiques dans les solides.

S. Hu [10] l’a utilisé en géophysique pour étudier la diffusion des ondes acoustiques

par la surface de la terre. Cette étude a montré que l’approximation de Born est plus

précise en moyennes fréquences (1.9 < kalc < 6.5 où k est le nombre d’onde et alc est la

longueur de corrélation de la surface rugueuse à étudier).

1.8 Méthode de perturbation et "Homotopy perturba-

tion method"

Cette méthode a été beaucoup utilisée pour étudier la diffusion des ondes acoustiques

sur la surface de la mer [16–18]. Elle suppose que les variations du relief de la surface

rugueuse sont faible par rapport à la longueur d’onde λ (voir figure 1.6). Cette technique

consiste à séparer le champ acoustique en deux parties : une partie stable et une partie

perturbé considérée comme une correction (z(x0,y0)
λ

→ 0). Ainsi on exprime les solutions

du problème par un développement limité en z(x0,y0)
λ

.

z0

S

x0

y0

a b
o

Figure 1.6 – Variation de la hauteur z0 de la surface rugueuse

Une nouvelle technique de perturbation (Homotopy Perturbation Method) [10, 19]

a été proposée. D’un point de vue mathématique, cette méthode utilise les séries de

Neumann [9]. L’équation intégrale (1.5) est transformée, comme pour l’approximation de

Born, en une série de fonctions. Pour illustrer brièvement cette méthode, considérons le

cas d’une surface rugueuse définie par une variation de sa composante normale z0 dans
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1.8 Méthode de perturbation et "Homotopy perturbation method"

un repère orthonormé (O, x0, y0, z0). Soit :

z0 = ζh(x0, y0) (1.9)

Où ζ ∈ [0, 1] est un paramètre d’homotopie. L’équation précédente permet de définir la

dérivée par rapport à la variable z0 par :

∂

∂z0
= ζ(hx0

∂

∂x0
+ hy0

∂

∂y0
) (1.10)

Où hx0
et hy0 sont les dérivées partielles de h(x0, y0) par rapport aux variables x0 et y0

respectivement.

Cette définition de la dérivée par rapport à la variable z0 permet d’écrire le champ

acoustique total sous la forme :

K(~r)Φ(~r) = Φpl
inc(~r)− ζ

∫

S

Φ(~r0)g(~r0, ~r, ζ)dS (1.11)

Avec :

g(~r0, ~r, ζ) = (hx0

∂

∂x0

+ hy0

∂

∂y0
)G(~r0, ~r) (1.12)

L’équation (1.11) est une équation intégrale de Fredholm qui s’écrit, en se limitant à un

problème à deux dimensions, sous cette forme :

K(~r)Φ(~r) = Φpl
inc(~r)− ζ

∫ b

a

Φ(x0)g(x0, ~r, ζ)dx0 (1.13)

Où a, b ∈ R définissent les limites de la surface.
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1.9 Méthode englobant l’approximation de Kirchhoff, de Born, et la méthode de
perturbation

L’équation (1.13) est résolue en utilisant les séries de Neumann. Soient :

K(~r)Φ0(~r) = Φpl
inc(~r)

K(~r)Φ1(~r) = Φpl
inc(~r) + ζ

∫ b

a

Φpl
inc(x1)g(x1, ~r, ζ)dx1

K(~r)Φ2(~r) = Φpl
inc(~r)− ζ

∫ b

a

Φpl
inc(x1)g(x1, ~r, ζ)dx1

+ ζ2
∫∫

[a,b]2
Φpl

inc(x2)g(x1, ~r, ζ)g(x2, ~r, ζ)dx1dx2

K(~r)Φn(~r) =

n∑

i=0

(−ζ)iui(x) tels que

u0(~r) = Φpl
inc(~r)

u1(~r) = −ζ

∫ b

a

Φpl
inc(x1)g(x1, ~r, ζ)dx1

u2(~r) = ζ2
∫∫

[a,b]2
Φpl

inc(x2)g(x1, ~r, ζ)g(x2, ~r, ζ)dx1dx2

un(~r) = (−ζ)n
∫

. . .

∫

[a,b]n
g(x1, ~r, ζ)g(x2, ~r, ζ) . . . g(xn, ~r, ζ)Φ

pl
inc(xn)dx1dx2 . . . dxn

Où les variables xn sont des variables muettes d’intégration. La solution de la série de

Neumann est alors :

Φ(~r) = lim
ζ→1

lim
n→∞

Φn(~r) = lim
ζ→1

lim
n→∞

n∑

i=0

(−ζ)iui(~r) (1.14)

Le potentiel des vitesses Φ du champ total au dessus de la paroi est déterminé de façon

rapide. Cependant, la méthode s’applique dans un domaine fréquentiel restreint : en basses

fréquences (kalc < 1.9 où k est le nombre d’onde et alc est la longueur de corrélation de

la surface rugueuse à étudier) [10].

1.9 Méthode englobant l’approximation de Kirchhoff,

de Born, et la méthode de perturbation

Cette méthode a été utilisée par S. Hu et al [10] en géophysique pour l’étude de la diffu-

sion de l’onde acoustique par la surface de la terre. Cette méthode est relativement lourde
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1.10 Méthode d’homogénéisation des milieux périodiques

puisqu’elle nécessite l’utilisation simultanée des trois approches. Cela dit, elle couvre un

domaine fréquentiel de validité assez large (D(Perturbation)∪D(Born)∪D(Kirchhoff) où

D fait référence au domaine de validité respectif de chaque méthode) mais la complexité

des trois approches est assez rédhibitoire.

1.10 Méthode d’homogénéisation des milieux périodiques

Cette méthode a été beaucoup utilisée pour étudier les caractéristiques mécaniques

des matériaux composites [20,21], particulièrement dans le cas des milieux dont la micro-

structure est périodique, constituée d’une cellule élémentaire. Celle-ci est agrandie par une

homothétie de rapport ǫ−1 et notée Θ. ǫ désigne un paramètre d’homothétie permettant

de passer de l’échelle macroscopique à l’échelle de la cellule élémentaire. On considère que

les hétérogénéités du milieu sont réparties périodiquement (la période est notée Y ), et

que leurs tailles sont très petites devant la taille de la structure. On est donc en présence

de deux échelles de grandeurs respectivement associées à la taille H de la structure et de

la période de base Y (voir figure 1.7) :

– l’échelle macroscopique liée à la grandeur H , pour laquelle la taille des hétérogénéi-

tés est petite. Le repère qui lui est associé est (O, x).

– l’échelle microscopique liée à la grandeur Y est définie par l’intermédiaire d’une

dilatation de rapport ǫ = L
H

≪ 1 (L est la plus grande dimension de la cellule

de base). Par rapport à cette échelle la taille des hétérogénéités est de l’ordre de

l’unité. Le repère qui lui est associé est (O, y).

Si le rapport ǫ est très petit par rapport à 1, le nombre d’hétérogénéités au sein de

la structure est très grand et leur taille est très petite devant la taille de la structure.

Pour supprimer ce problème du grand nombre d’hétérogénéités réparties au sein de la

structure, on cherche à associer à la structure un milieu homogène de comportement

acoustique équivalent. Pour ce faire on montre que lorsque ǫ → 0, la solution du problème
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1.11 Méthode des guides d’ondes

Figure 1.7 – Méthode d’homogénéisation des milieux périodiques

tend vers la solution du problème macroscopique.

Toutes les variables du problème acoustique (champ de pression, champ de vitesse),

notées formellement φ(x) sont alors supposées dépendre séparément des variables x et y

et vérifier des conditions de Y -périodicité par rapport à y, soit :

φ(x) = φ̃(x, y) = φ̃(x, y + AY ), ∀A ∈ Z
dim×dim diagonale (1.15)

Où A est une matrice diagonale telle que x = ǫ(y + AY ), dim est la dimension du

problème. La différentiation d’une variable s’exprimera alors :

∂

∂x
φ(x) =

∂

∂x
φ̃(x, y) + ǫ−1 ∂

∂y
φ̃(x, y) (1.16)

Cette approche est donc une véritable stratégie de calcul à deux échelles puisqu’elle

permet non seulement de formuler un problème à l’échelle macroscopique mais aussi de

remonter aux propriétés locales de la solution. Cependant, la théorie de l’homogénéisation

repose sur des hypothèses fortes : la périodicité et un rapport d’échelle très grand. De

plus, la structure ne peut être homogénéisée au niveau des frontières.

1.11 Méthode des guides d’ondes

La méthode des guides d’ondes a été utilisée par A. de Bruijn [22] pour étudier le

problème de diffusion des ondes planes par des parois périodiques. L’élément de base est
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1.11 Méthode des guides d’ondes

une rainure. Elle a été généralisée par la suite à des réseaux de cavités rectangulaires

périodiques par L. Bos [3]. J. J. Embrechts [23] utilise cette méthode pour déterminer le

coefficient de diffusion des parois périodiques. La méthode consiste à exprimer le champ

réfléchi par la structure sous forme modale (série de Fourier). Pour illustrer cette méthode,

le cas d’un réseau périodique de cavités rectangulaires a été considéré. On suppose que

les cavités sont de taille (2a× 2b× d) cm3. Le réseau est insonifié par une onde plane (pl)

acoustique incidente (inc) Φpl
inc. Les champs à l’intérieur des cavités Φi

w s’expriment sous

forme d’une onde guidée dans un conduit rectangulaire. Le champ réfléchi au dessus de

la structure Φr, englobant la partie spéculaire et la partie diffuse, s’exprime sous forme

modale. Ces propos sont illustrés dans la figure 1.8. Les expressions des différents champs

mis en jeu sont données par les équations (1.17)-(1.19).

Φpl
inc = Aej(kxx+kyy+kzz) (1.17)

Φi
w =

∑

p≥0

∑

q≥0

cos
(pπ

2
(ξi + 1)

)

cos
(qπ

2
(ηi + 1)

) [
Ei

pqe
−κpqz + F i

pqe
κpqz
]

∀p, q ∈ N, |ξi|, |ηi| < 1, −d ≤ z ≤ 0 (1.18)

Φr =

+∞∑

r,s=−∞

Rrse
j(αrx+βsy+γrsz), ∀r, s ∈ Z (1.19)

ξi =
xi

a
, ηi =

yi
b

, ~k =









kx

ky

kz









: vecteur d’onde incidente (1.20)

κpq =

√

(
pπ

a
)2 + (

qπ

b
)2 − k2 (1.21)

αr = kx +
2π

Lx

r (1.22)

βs = ky +
2π

Ly

s (1.23)

γrs =
√

α2
r + β2

s − k2 (1.24)

Si N est le nombre de cavité considéré, alors 3N conditions aux limites (continuité de

vitesse, continuité de pression et une condition au limite mixte au fond de chaque cavité)

seront appliquées afin de déterminer les amplitudes inconnues Ei
pq, F

i
pq et Rrs.
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1.12 Méthode Holford
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Figure 1.8 – Modèle des guides d’ondes

Ce modèle très intéressant couvre un large domaine fréquentiel mais demande un

temps de calcul important, d’autant plus que la fréquence augmente, dès que l’on super-

pose plusieurs guides d’ondes et il ne concerne que les réseaux périodiques.

1.12 Méthode Holford

R. L. Holford [24] a proposé une méthode pour étudier la diffusion des ondes acous-

tiques par des surfaces périodiques. Cette technique consiste à représenter le champ acous-

tique réfléchi au-dessus des surfaces périodiques par une somme infinie d’ondes planes.

J. J. Embrechts et al. [25] ont comparé les différents coefficients de diffusion obtenus

avec cette méthode, l’approximation de Kirchhoff, la méthode des éléments de frontière, la

méthode des éléments finis avec ceux obtenus expérimentalement en chambre reverbérante

[26].

Cette méthode est donc limitée aux cas des réseaux périodiques comme celle des guides

d’ondes.
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1.13 Méthode de Wiener-Hopf

1.13 Méthode de Wiener-Hopf

La méthode de Wiener-Hopf n’est pas une méthode d’approximation car elle aboutit à

une expression exacte de la solution. Toutefois, l’expression obtenue n’est pas facilement

exploitable analytiquement : on utilise généralement la méthode de la phase stationnaire

(méthode du point col) pour en déduire un comportement asymptotique. Elle repose d’un

point de vue mathématique sur l’utilisation de transformations de Fourier partielles. Elle

est particulièrement adaptée aux problèmes de propagation avec conditions aux limites

discontinues. En effet, S. Koshikawa et al. [27] et K. Kobayashi et al. [28] utilisent cette

méthode pour étudier le problème de diffraction des ondes électromagnétiques par des

guides d’ondes rectangulaires fermés au fond. En acoustique, cette technique a été utilisée

par B. Erbaş [29] afin d’étudier la diffraction des ondes acoustiques par un réseau de fentes

rectangulaires. La démarche mathématique est complexe. C’est la raison pour laquelle elle

ne sera pas détaillée dans ce rapport.

1.14 Méthode de H. H. Park

Cette technique consiste à exprimer le champ diffracté sous forme d’une série trigo-

nométrique à partir des modes propres du guide d’onde et des conditions aux limites.

Les inconnues dans ce modèle sont les amplitudes modales de l’onde guidée à l’inté-

rieur du guide considéré. Cette technique a été initialement développée en électromagné-

tisme pour étudier la diffraction des ondes électromagnétiques par une rainure [30] et

par une fente rectangulaire dans un écran conducteur épais (cas d’une fente rectangulaire

épaisse) [31,32]. H. H. Park et al. [33] utilisent cette technique pour résoudre le problème

de diffraction des ondes acoustiques par une fente placée également dans un écran épais.

Cette méthode a été aussi utilisée par J. S. Seo et al. [34] pour étudier la diffusion des

ondes acoustiques par deux ouvertures circulaires dans un plan rigide à épaisseur non
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1.15 La méthode Kobayashi Potential (KP)

négligeable, et par H. H. Park et al. [35] pour étudier la diffusion des ondes électroma-

gnétiques par un réseau de fentes rectangulaires dans un écran épais conducteur. Cette

technique semble être une bonne méthode permettant de résoudre notre problème de

diffusion des ondes acoustiques par des réseaux de cavités rectangulaires.

1.15 La méthode Kobayashi Potential (KP)

La méthode Kobayashi Potential (notée KP) est une méthode analytique développée

par Iwao Kobayashi en 1931 pour déterminer le champ électromagnétique des disques

circulaires. 35 ans plus tard, cette méthode a été nommée par I. N. Sneddon [36] Kobayashi

Potential.

Cette méthode consiste à utiliser deux conditions aux limites :

– une condition aux limites mixte (prise en compte de l’admittance) sur les bords

d’une fente,

– une vitesse acoustique non nulle au niveau de la fente.

Ceci permet d’avoir un système de deux équations intégrales qui se résout en utilisant les

intégrales de Weber-Schafheitlin. Cette résolution permet d’exprimer le champ diffracté

sous une forme modale. Les amplitudes modales seront déterminées ensuite en appliquant

d’autres conditions aux limites (continuité de pression et de vitesse acoustique au niveau

de la fente).

De nombreux travaux en électromagnétisme ont été effectués à l’aide de la méthode

KP pour résoudre les problèmes de diffusion des ondes électromagnétiques. Par exemple,

A. Imran et al [37] l’ont utilisée pour résoudre les problèmes de diffraction des ondes

électromagnétiques planes par une facette rectangulaire possédant une admittance ho-

mogène.

K. Hongo et al [38] ont appliqué cette méthode pour étudier la diffraction des ondes
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1.15 La méthode Kobayashi Potential (KP)

électromagnétiques par des disques parfaitement réfléchissants, ou des disques creux. Les

résultats obtenus ont montré un bon accord avec les résultats expérimentaux.

A. Imran et al [39] l’ont exploitée pour exprimer le champ diffus des ondes électroma-

gnétiques par une facette conductrice infiniment longue. Un bon accord est obtenu entre

les résultats issus de la méthode KP et ceux utilisant la méthode des sources images.

A. Imran et al [40] et T. Otsuki [41] ont caractérisé la diffusion par deux fentes

parallèles dans un plan infiniment long possédant une admittance homogène non nulle,

tout en tenant compte des phénomènes de couplage qui existent entre les deux fentes.

Certains auteurs [42–45] ont utilisé la méthode KP pour étudier les phénomènes de

diffraction des ondes électromagnétiques sur des facettes rectangulaires conductrices et

des fentes rectangulaires dans des écrans conducteurs.

Cette technique a été utilisée par H. Serizawa et al. [46] pour étudier le rayonnement

éléctromagnétique d’un guide d’onde rectangulaire. K. Hongo et al. [47,48] ont généralisé

la méthode KP au cas d’un réseau de N fentes et un réseau de N facettes parallèles,

respectivement. Le couplage entre les différentes fentes et facettes a été également pris en

compte.

K. Hongo et al [49] ont résolu le problème de diffraction acoustique des fentes rec-

tangulaires dans un écran rigide infini à épaisseur négligeable avec la méthode KP. Les

résultats théoriques ont été comparés avec ceux obtenus par la méthode de Kirchhoff et

ont montré un bon accord. H. Serizawa et al [50] l’ont adaptée également pour résoudre

les problèmes de diffusion des fentes de formes rectangulaires ou cylindriques à épaisseur

non négligeable en acoustique.
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1.16 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques méthodes permettant de résoudre le

problème de diffusion des ondes acoustiques par des surfaces à reliefs. Il existe dans la

littérature scientifique d’autres méthodes comme celle de Rayleigh [51], les éléments de

frontière [52], les éléments finis [53],. . . que nous n’avons pas présentées ici.

La méthode des rayons sonores, la méthode des sources images, l’approximation de

Kirchhoff, l’approximation de Born et la méthode de perturbation présentent des limita-

tions fréquentielles et ne tiennent pas compte des phénomènes de diffraction dûs à une

variation brusque dans la géométrie de la surface : les arêtes. La méthode des guides

d’ondes et la méthode Holford sont plutôt adaptées à des surfaces périodiques. La mé-

thode de H. H. Park et la méthode Kobayashi Potential (KP) sont de bonnes techniques

pour résoudre le problème de diffraction des ondes acoustiques par des réseaux de cavités

périodique/apériodique rectangulaires. La méthode KP utilise les propriétés de discon-

tinuités des intégrales de Weber-Schafheitlin [54] pour exprimer le champ diffus réfléchi.

Cette méthode est dédiée aux géométries telles que des facettes et des ouvertures circu-

laires ou rectangulaires. Elle correspond donc aux géométries qu’on cherche à étudier qui

sont des cavités rectangulaires. Cette méthode a donc été retenue et adaptée au cas d’une

cavité rectangulaire dans un écran infiniment rigide puis par juxtaposition, au cas de

réseaux contenant plusieurs cavités rectangulaires parallèles et non parallèles. Le modèle

ainsi adapté est détaillé dans le chapitre suivant.
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2
Adaptation de la méthode Kobayashi

Potential aux cas des réseaux contenant des

cavités rectangulaires

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, une adaptation de la méthode KP développée à l’origine pour des

fentes épaisses a été effectuée pour pouvoir étudier les phénomènes de diffraction acous-

tique engendrés par des cavités. Le but est d’étudier le champ acoustique réfléchi au

dessus d’une cavité rectangulaire, celle-ci étant souvent présente dans le relief des pa-

rois qui délimitent les locaux industriels mais aussi dans celui de l’encombrement. La

cavité peut alors être considérée comme la forme géométrique élémentaire qu’il est néces-

22



2.2 Développement du modèle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

saire d’étudier en termes de comportement acoustique diffusant. Pour étudier la réflexion

acoustique au dessus d’un relief plus complexe, la technique de juxtapostion de plusieurs

cavités (plusieurs éléments) pourra alors être utilisée.

L’adaptation de la méthode KP à la géométrie d’une cavité a été effectuée en deux

étapes. La première a consisté à obstruer le fond de la fente par un matériau pour définir

une cavité élémentaire et ainsi à étudier le champ de pression acoustique au-dessus.

La deuxième étape est une généralisation du modèle ainsi développé pour une cavité

au cas d’un réseau périodique/apériodique formé de plusieurs cavités rectangulaires de

différentes tailles et espacements.

2.2 Développement du modèle dans le cas d’une cavité

dans un écran infiniment rigide

On considère un matériau plan infiniment rigide d’épaisseur d non négligeable qui

possède une cavité de forme rectangulaire de dimensions 2a et 2b, respectivement selon

les directions (Ox) et (Oy), obstruée par un matériau d’admittance ηad. Les bords de la

cavité sont infiniment rigides (le cas des bords qui présentent une admittance non nulle

sera abordé dans la section §2.4).

Soit Φpl
inc une onde acoustique plane insonifiant le matériau contenant la cavité élé-

mentaire. Ce dernier réfléchit spéculairement l’onde incidente en dehors de la zone définie

par la cavité, donnant lieu à un champ acoustique réfléchi Φr. Quant à la cavité, elle

donne naissance à deux champs : Φd pour z ≥ 0, qui représente le champ diffracté crée

par l’irrégularité géométrique, et Φw pour z ≤ 0 qui correspond à une onde acoustique

guidée dans un conduit rectangulaire.

On se propose d’exprimer chaque champ acoustique mis en jeu dans le phénomène de

propagation. Le facteur temporel est par convention considéré égal à ejωt.
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Figure 2.1 – Différents champs acoustiques mis en jeu dans le cas d’une cavité rectan-

gulaire

2.2.1 Expression des différents champs mis en jeu

Le champ acoustique incident Φpl
inc (respectivement le champ réfléchi spéculaire Φr

autour de la cavité sur les bords plans infiniment rigides) s’écrit sous la forme d’une onde

plane monochromatique se propageant vers les z < 0 (respectivement vers les z > 0)

représenté par l’équation (2.1) (respectivement (2.2)). Quant au champ à l’intérieur de la

cavité, il s’écrit sous forme d’une onde guidée dans un conduit rectangulaire représentée

par l’équation (2.3) [49, 50].

Φpl
inc(ξ, η, z) = Aekxaξekybηekzz (2.1)

Φr(ξ, η, z) = Aekxaξekybηe−kzz (2.2)

Φw(ξ, η, z) =
∑

p≥0

∑

q≥0

cos(
pπ

2
(ξ + 1)) cos(

qπ

2
(η + 1))

×
[
Epqe

−κpqz + Fpqe
κpqz
]
, |ξ|, |η| < 1, −d ≤ z ≤ 0, p, q ∈ N (2.3)

Où ~k est le vecteur d’onde incident défini par l’équation (2.4). ξ et η représentent les

coordonnées normalisées par rapport aux dimensions de la cavité selon l’axe (Ox) et l’axe

(Oy) respectivement comme le montrent les équations (2.5) et (2.6). κpq est le nombre

d’onde modal selon la direction (Oz) défini par l’équation (2.7). A est l’amplitude du

champ acoustique incident Φpl
inc. Epq et Fpq sont les amplitudes modales du champ à
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l’intérieur de la cavité Φw.

~k =









kx

ky

kz









(2.4)

ξ =
x

a
(2.5)

η =
y

b
(2.6)

κpq =

√

(
pπ

2a
)2 + (

qπ

2b
)2 − k2 (2.7)

2.2.1.1 Détermination de l’expression du champ diffracté Φd

H. Serizawa et al. et K. Hongo et al. [49,50] ont cherché d’abord l’expression du champ

diffracté transmis par une fente en utilisant les propriétés de discontinuité des intégrales

de Weber-Schafheitlin pour en déduire l’expression du champ diffracté réfléchi. Dans ce

paragraphe, nous allons utiliser les propriétés de discontinuité des intégrales de Weber-

Schafheitlin pour déterminer directement l’expression du champ diffracté réfléchi par une

cavité.

L’expression mathématique du champ diffracté Φd doit vérifier l’équation de propa-

gation (2.8) et les conditions aux limites imposées par les paramètres acoustiques et

géométriques de la structure (2.9)-(2.12).

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
+ k2)Φd = 0, ∀x, ∀y, z ≥ 0 (2.8)

∂

∂z
(Φpl

inc + Φr + Φd) =
∂Φd

∂z
= 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0 (2.9)

∂

∂z
(Φpl

inc + Φr + Φd) =
∂Φd

∂z
=

∂

∂z
Φw, (x, y) ∈ D, z = 0 (2.10)

Φpl
inc + Φr + Φd = Φw, (x, y) ∈ D, z = 0 (2.11)

∂Φw

∂z
− kηadΦw = 0, (x, y) ∈ D, z = −d (2.12)
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Avec D = {(x, y) / |x| < a, |y| < b} ⊂ R2 est le domaine de la cavité et Dc son com-

plémentaire. L’expression du champ acoustique total au dessus de la paroi, Φ, englobe le

champ incident Φpl
inc, le champ réfléchi spéculaire Φr et le champ diffracté Φd.

Φ(ξ, η, z) = Φpl
inc(ξ, η, z) + Φr(ξ, η, z) + Φd(ξ, η, z), ∀ξ, ∀η, z ≥ 0 (2.13)

Le champ diffracté Φd vérifie l’équation de propagation (2.8) qui peut s’écrire en fonction

des coordonnées normalisées ξ et η, données par les équations (2.5) et (2.6) :

(
1

a2
∂2

∂ξ2
+

1

b2
∂2

∂η2
+

∂2

∂z2
+ k2)Φd = 0, ∀ξ, ∀η, z ≥ 0 (2.14)

Une transformée de Fourier bidimensionelle selon les variables ξ et η (équation (2.15))

permet d’écrire l’équation de propagation sous la forme (2.16), qui possède une solution

élémentaire de la forme (2.17).

Φ̃d =

∫∫

R2

Φd e
−αξe−βη dξ dη (2.15)

(−α2

a2
− β2

b2
+ k2 +

∂2

∂z2
)Φ̃d = 0 (2.16)

Φ̃elt
d = f(α, β)e−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2z (2.17)

Où f(α, β) est une fonction qui dépend des deux variables muettes α et β. Cette fonction

f(α, β) est inconnue et on cherche à la déterminer à partir des conditions aux limites.

Cette solution élémentaire de l’équation de propagation peut s’écrire alors sous la

forme d’une double transformée de Fourier inverse (2.18). En utilisant la décomposition

sous forme trigonométrique des fonctions exponentielles contenant les termes ξ et η,

l’expression (2.18) peut être réécrite sous la forme (2.19).

Φelt
d (ξ, η, z) =

∫∫

R2

f(α, β)e−
√

α2

a2
+β2

b2
−k2zeαξeβηdαdβ, ∀ξ, ∀η, z ≥ 0 (2.18)

= Φcc(ξ, η, z) + Φcs(ξ, η, z) + Φsc(ξ, η, z) + Φss(ξ, η, z) (2.19)
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Où :

Φcc(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fcc(α, β) cos(αξ) cos(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.20)

Φcs(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fcs(α, β) cos(αξ) sin(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.21)

Φsc(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fsc(α, β) sin(αξ) cos(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.22)

Φss(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fss(α, β) sin(αξ) sin(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.23)

Les fonctions fcc, fcs, fsc, fss sont inconnues et à déterminer à partir des conditions aux

limites. Les indices cc, cs, sc et ss signifient que l’on a un produit de deux fonctions

trigonométriques (c si on a un cosinus et s si on a un sinus). Le premier indice signifie

qu’on a une fonction trigonométrique qui dépend de ξ et le deuxième signifie qu’on a une

fonction trigonométrique qui dépend de η.

La condition aux limites (2.9) définissant une vitesse acoustique nulle sur les bords de

la cavité et l’équation (2.18) permettent d’écrire :

∫∫

R2
+

(fcc(α, β) cos(αξ) cos(βη) + fcs(α, β) cos(αξ) sin(βη) + fsc(α, β) sin(αξ) cos(βη)

+fss(α, β) sin(αξ) sin(βη))

√

α2

a2
+

β2

b2
− k2dαdβ = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0 (2.24)

Les équations (2.24) et (2.10) forment un système de deux equations intégrales qui se

résout en utilisant les intégrales de Weber-Schafheitlin (2.25) et (2.26) [54,55] (voir annexe

§A.1) :

∫ ∞

0

J2n+σ(t)

tσ
cos(xt)dt =







0 (|x| > 1)

(−1)nΓ(σ)Γ(2n+1)
21−σΓ(2n+2σ)

(1− x2)σ−
1

2C
(σ)
2n (x), (|x| < 1, n ∈ N)

(2.25)

∫ ∞

0

J2n+1+σ(t)

tσ
sin(xt)dt =







0 (|x| > 1)

(−1)nΓ(σ)Γ(2n+2)
21−σΓ(2n+2σ+1)

(1− x2)σ−
1

2C
(σ)
2n+1(x), (|x| < 1, n ∈ N)

(2.26)
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Où C
(σ)
n (x) est un polynôme de Gegenbauer. Jn(x) est la fonction de Bessel de première

espèce d’ordre n. Et Γ(n) est la fonction Gamma d’Euler.

Les fonctions fcc, fcs, fsc et fss sont données par :

f (m,n)
cc (α, β) = Amn

J2m+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

(2.27)

f (m,n)
cs (α, β) = Bmn

J2m+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

(2.28)

f (m,n)
sc (α, β) = Cmn

J2m+1+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

(2.29)

f (m,n)
ss (α, β) = Dmn

J2m+1+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

(2.30)

Par la suite :

Φ(m,n)
cc (α, β) = Amn

J2m+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

cos(αξ) cos(βη) (2.31)

Φ(m,n)
cs (α, β) = Bmn

J2m+σ(α)J2n+1+τ(β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

cos(αξ) sin(βη) (2.32)

Φ(m,n)
sc (α, β) = Cmn

J2m+1+σ(α)J2n+τ(β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

sin(αξ) cos(βη) (2.33)

Φ(m,n)
ss (α, β) = Dmn

J2m+1+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

sin(αξ) sin(βη) (2.34)

Amn, Bmn, Cmn, et Dmn sont des amplitudes modales.

Les variables σ et τ sont arbitraires [49] à condition que la solution du champ diffracté

élémentaire Φelt
d (voir équation (2.18)) qui en résulte et qui vérifie la condition aux limites

(2.9), converge. Nous avons choisi des variables σ et τ nulles car elles nous ont permis

d’obtenir une solution plus précise et plus rapide du champ diffracté [49, 56].

Une solution générale du problème s’écrit comme une sommation de toutes les solu-

tions élémentaires. Ceci permet d’exprimer le champ diffracté Φd au dessus d’une cavité

sous une forme analogue à celle d’une fente rectangulaire épaisse [50]. Ainsi, le champ
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diffracté Φd est exprimé comme suit :

Φd =
∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

(
Φ(m,n)

cc + Φ(m,n)
cs + Φ(m,n)

sc + Φ(m,n)
ss

)
e−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ,

∀ξ, ∀η, z ≥ 0, m, n ∈ N (2.35)

2.2.2 Calcul du champ acoustique diffracté

Après avoir exprimé tous les champs mis en jeu, il est nécessaire de chercher les

différentes amplitudes inconnues Amn, Bmn, Cmn, et Dmn de l’équation (2.35) à partir

des conditions aux limites (2.9)-(2.12).

2.2.2.1 Condition aux limites mixtes au fond de la cavité

La projection de l’équation (2.12) définissant les conditions aux limites au fond de

la cavité sur la base des fonctions trigonométriques permet d’avoir une relation entre les

deux coefficients Epq et Fpq de l’équation (2.3).

Fpq =
κpq + kηad
κpq − kηad

e2κpqdEpq, ∀p, q ∈ N (2.36)

2.2.2.2 Continuité de pression au niveau de la cavité

L’équation (2.11) définissant la continuité de pression au niveau de la cavité peut être

divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonctions en ξ et η et la parité des

indices de sommation p et q (voir annexe §A.2) :

2A cos(kxaξ) cos(kybη) +
∑

m,n≥0

Amn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n(β) cos(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p, q ∈ 2N, |ξ|, |η| ≤ 1 (2.37)

29



2.2 Développement du modèle dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide

2A cos(kxaξ) sin(kybη) +
∑

m,n≥0

Bmn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n+1(β) cos(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p ∈ 2N, ∀q ∈ 2N+ 1, |ξ|, |η| ≤ 1 (2.38)

2A sin(kxaξ) cos(kybη) +
∑

m,n≥0

Cmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n(β) sin(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p ∈ 2N+ 1, ∀q ∈ 2N, |ξ|, |η| ≤ 1 (2.39)

−2A sin(kxaξ) sin(kybη) +
∑

m,n≥0

Dmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n+1(β) sin(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p, q ∈ 2N+ 1, |ξ|, |η| ≤ 1 (2.40)

Où :

Γ+
pq = 1 +

κpq + kηad
κpq − kηad

e2κpqd, p, q ∈ N (2.41)

Un développement des fonctions trigonométriques sur la base des polynômes de Jacobi,

le G
(2, 3

2
)

n pour la fonction sin et le G
(1, 1

2
)

n pour la fonction cos, est appliqué aux équations

(2.37)-(2.40). La multiplication de chaque équation par le facteur (1 − ξ2)
1

2 (1 − η2)
1

2 et

l’application des relations d’orthogonalité des polynômes de Jacobi permettent d’écrire

(voir annexe §A.3) :

2A
J2s+1(kxa)

kxa

J2t+1(kyb)

kyb
+
∑

m,n≥0

Amn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2s+1(α)J2n(β)J2t+1(β)

αβ
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q J2s+1(pπ)

pπ

J2t+1(qπ)

qπ
Γ+
2p,2qE2p,2q, ∀p, q,m, n, s, t ∈ N (2.42)

2A
J2s+1(kxa)

kxa

J2t+2(kyb)

kyb
+
∑

m,n≥0

Bmn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2s+1(α)J2n+1(β)J2t+2(β)

αβ
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q+1J2s+1(pπ)

pπ

J2t+2(
2q+1
2

π)
2q+1
2

π
Γ+
2p,2q+1E2p,2q+1, ∀p, q,m, n, s, t ∈ N (2.43)
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2A
J2s+2(kxa)

kxa

J2t+1(kyb)

kyb
+
∑

m,n≥0

Cmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2s+2(α)J2n(β)J2t+1(β)

αβ
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q+1J2s+2(
2p+1
2

π)
2p+1
2

π

J2t+1(qπ)

qπ
Γ+
2p+1,2qE2p+1,2q, ∀p, q,m, n, s, t ∈ N (2.44)

−2A
J2s+2(kxa)

kxa

J2t+2(kyb)

kyb
+
∑

m,n≥0

Dmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2s+2(α)J2n+1(β)J2t+2(β)

αβ
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q
J2s+2(

2p+1
2

π)
2p+1
2

π

J2t+2(
2q+1
2

π)
2q+1
2

π
Γ+
2p+1,2q+1E2p+1,2q, ∀p, q,m, n, s, t ∈ N (2.45)

2.2.2.3 Continuité de vitesse au niveau de la cavité

L’équation (2.10) définissant la continuité de la vitesse au niveau de la cavité peut

être divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonctions en ξ et η et la parité

des indices de sommation p et q. On rappelle que la sommation des dérivées du champ

incident et du champ réfléchi spéculaire par rapport à z s’annulent en z = 0.

∑

m,n≥0

Amn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n(β) cos(αξ) cos(βη)dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ−

pqEpq,

∀|ξ|, |η| ≤ 1, ∀p, q ∈ 2N, m, n ∈ N (2.46)
∑

m,n≥0

Bmn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n+1(β) cos(αξ) sin(βη)dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ−

pqEpq,

∀|ξ|, |η| ≤ 1, ∀p ∈ 2N, ∀q ∈ 2N+ 1, m, n ∈ N (2.47)
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∑

m,n≥0

Cmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n(β) sin(αξ) cos(βη)dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ−

pqEpq,

∀|ξ|, |η| ≤ 1, ∀p ∈ 2N+ 1, ∀q ∈ 2N, m, n ∈ N (2.48)
∑

m,n≥0

Dmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n+1(β) sin(αξ) sin(βη)dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ−

pqEpq,

∀|ξ|, |η| ≤ 1, ∀p, q ∈ 2N+ 1, m, n ∈ N (2.49)

Où :

Γ−
pq = 1− κpq + kηad

κpq − kηad
e2κpqd, p, q ∈ N (2.50)

L’orthogonalité des modes propres du guide d’onde appliquée aux équations (2.46)-(2.49)

permet d’écrire (voir annexe §A.4) :

∑

m,n≥

Amn

∫∫

R2
+

J2m(α)
2α sin(α)

α2 − (pπ)2
J2n(β)

2β sin(β)

β2 − (qπ)2
dαdβ

= γ2p,2qǫ2pǫ2qΓ
−
2p,2qE2p,2q, ∀m,n, p, q ∈ N (2.51)

∑

m,n≥

Bmn

∫∫

R2
+

J2m(α)
2α sin(α)

α2 − (pπ)2
J2n+1(β)

2β cos(β)

β2 − (2q+1
2

π)2
dαdβ

= γ2p,2q+1ǫ2pǫ2q+1Γ
−
2p,2q+1E2p,2q+1, ∀m,n, p, q ∈ N (2.52)

∑

m,n≥

Cmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)
2α cos(α)

α2 − (2p+1
2

π)2
J2n(β)

2β sin(β)

β2 − (qπ)2
dαdβ

= γ2p+1,2qǫ2p+1ǫ2qΓ
−
2p+1,2qE2p+1,2q, ∀m,n, p, q ∈ N (2.53)

∑

m,n≥

Dmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)
2α cos(α)

α2 − (2p+1
2

π)2
J2n+1(β)

2β cos(β)

β2 − (2q+1
2

π)2
dαdβ

= γ2p+1,2q+1ǫ2p+1ǫ2q+1Γ
−
2p+1,2q+1E2p+1,2q+1, ∀m,n, p, q ∈ N (2.54)
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Où :

ǫp =







2 si p = 0

1 sinon

(2.55)

Le calcul des intégrales qui apparaissent dans les équations (2.51)-(2.54) est effectué

d’une manière analytique en utilisant la formule de Cauchy (voir l’annexe §A.5).

Les conditions aux limites ont permis d’obtenir un système d’équations linéaires de 9

équations ((2.36), (2.42)-(2.45),(2.51)-(2.54)) à 6 inconnues. Les amplitudes Amn, Bmn,

Cmn et Dmn sont dépendantes de Epq et Fpq. Le système d’équations se réduit alors à 4

équations à 4 inconnues. La résolution de ce système permet d’accéder aux amplitudes

Amn, Bmn, Cmn, et Dmn qui apparaissent dans l’expression du champ acoustique réfléchi

diffracté donné par l’équation (2.35).

2.2.2.4 Détermination des amplitudes Amn, Bmn, Cmn, et Dmn dans l’expres-

sion du champ diffracté Φd

La combinaison des équations provenant de la continuité des vitesses et des pressions

au niveau de la cavité ((2.42)-(2.54)) permet de construire 4 systèmes d’équations linéaires

(2.56)-(2.59). Les quatre amplitudes Amn, Bmn, Cmn, et Dmn inconnues sont obtenues par

inversion des systèmes.

[Amn][G(2m, 2n, 2s+ 1, 2t+ 1)] = [Λ(2s+ 1, 2t+ 1)] (2.56)

[Bmn][G(2m, 2n+ 1, 2s+ 1, 2t+ 2)] = [Λ(2s+ 1, 2t+ 2)] (2.57)

[Cmn][G(2m+ 1, 2n, 2s+ 2, 2t+ 1)] = [Λ(2s+ 2, 2t+ 1)] (2.58)

[Dmn][G(2m+ 1, 2n+ 1, 2s+ 2, 2t+ 2)] = [Λ(2s+ 2, 2t+ 2)] (2.59)
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Où :

G(2m+ µ, 2n+ ν, 2s+ 1 + µ, 2t+ 1 + ν)

=

∫∫

R2
+

J2m+µ(α)J2s+1+µ(α)J2n+ν(β)J2t+1+ν(β)

αβ
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

−
∑

p,q≥0

(−1)p+q+µ+ν

(
1

ǫ2p+µǫ2q+νγ2p+µ,2q+ν

Γ+
2p+µ,2q+ν

Γ−
2p+µ,2q+ν

×J2s+1+µ(
2p+µ

2
π)

2p+µ

2
π

∫ ∞

0

J2m+µ(α)
2α sin(α + µπ

2
)

α2 − (2p+µ

2
π)2

dα

×J2t+1+ν(
2q+ν

2
π)

2q+ν

2
π

∫ ∞

0

J2n+ν(β)
2β sin(β + ν π

2
)

β2 − (2q+ν

2
π)2

dβ

)

(2.60)

Λ(2s+ 1 + µ, 2t+ 1 + ν) = −2jµ+νA
J2s+1+µ(kxa)

kxa

J2t+1+ν(kyb)

kyb
(2.61)

Avec :

(µ, ν) =







(0, 0) s’il s’agit de Amn

(0, 1) s’il s’agit de Bmn

(1, 0) s’il s’agit de Cmn

(1, 1) s’il s’agit de Dmn

(2.62)

Les intégrales simples dans l’équation (2.60) sont calculées analytiquement en utilisant la

formule de Cauchy (voir annexe §A.5). Par la suite l’équation (2.60) s’écrit :

G(2m+ µ, 2n+ ν, 2s+ 1 + µ, 2t+ 1 + ν)

=

∫∫

R2
+

J2m+µ(α)J2s+1+µ(α)J2n+ν(β)J2t+1+ν(β)

αβ
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

−
∑

p,q≥0

(
π2

ǫ2p+µǫ2q+νγ2p+µ,2q+ν

Γ+
2p+µ,2q+ν

Γ−
2p+µ,2q+ν

J2m+µ(
2p+µ

2
π)J2s+1+µ(

2p+µ

2
π)

2p+µ

2
π

×J2n+ν(
2q+ν

2
π)J2t+1+ν(

2q+ν

2
π)

2q+ν

2
π

)

(2.63)

Ces expressions font apparaître des intégrales très complexes qui n’ont pu être résolues

de manière analytique. Une résolution numérique par la méthode de cubature de Gauss-

Legendre [57] a été effectuée. Ces intégrales sont de la forme :
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diffracté Φd

I =

∫∫

R2
+

Jm(α)Js(α)Jn(β)Jt(β)

αβ
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ (2.64)

Un changement en coordonnées polaires permet d’écrire l’intégrale sous la forme :

I =

∫ π
2

0

∫

R+

2
Jm(ar cos(θ))JM(ar cos(θ))Jn(br sin(θ))JN(br sin(θ))

r sin(2θ)
√
r2 − k2

drdθ (2.65)

L’intégrale est alors calculée sur deux zones. La première zone correspond à la zone où

l’intégrale donne une valeur imaginaire pure et la deuxième correspond à sa partie réelle.

La même méthode de calcul d’intégrale mentionnée au dessus est utilisée pour le calcul

du champ diffracté (voir (2.35)).

Toute la difficulté de la méthode réside dans le calcul de cette intégrale qui,

comme nous l’avons souligné, n’a pas pu être résolue analytiquement. C’est

donc numériquement que nous avons pu simuler l’intégralité du modèle. Cette

simulation nécessite un temps de calcul important. Pour le réduire, nous avons

choisi une programmation sous langage C++.

Le modèle KP adapté pour une cavité a donc été implanté dans une procédure de cal-

cul. Ceci nous permet de présenter, dans le paragraphe qui suit, une analyse de l’évolution

fréquentielle des amplitudes modales émergeant sous une incidence donnée.

2.3 Analyse des amplitudes modales dans le champ de

pression acoustique réfléchi diffracté Φd

Les différentes amplitudes Amn, Bmn, Cmn, et Dmn dépendent de la direction du vec-

teur d’onde incidente ~k (kx et ky). Pour une onde plane en incidente normale, uniquement

Amn est non nul et Amn = Anm, pour des raisons de symétries. En effet, dans le système
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diffracté Φd

des équations matricielles (2.56)-(2.59), les matrices [Λ(2s+1, 2t+ 2)], [Λ(2s+2, 2t+1)]

et [Λ(2s + 2, 2t + 2)] sont nulles car dans l’équation (2.61) qui les définit, les termes

J2s+1+µ(kxa)

kxa

J2t+1+ν(kyb)
kyb

tendent vers zéro pour 2s + 1 + µ ≥ 2 et 2t + 1 + ν ≥ 2. La figure

2.2 présente la variation de quelques amplitudes modales Amn en fonction de la fréquence

obtenues pour un ordre S = 5 (S représente le maximum des indices m, n, s et t), pour

une cavité de taille (50×50×20) cm3 ayant un fond infiniment rigide (admittance nulle).

Les courbes montrent aussi une pseudo-périodicité par rapport à une fréquence de réso-

nance fondamentale f0 =
c
2d

, où d est la profondeur de la cavité et c est la célérité du son

dans l’air. Un maximum est obtenu pour des multiples impairs de c
4d

. Le champ modal à

l’intérieur de la cavité Φw est minimum à z = 0 à ces fréquences (multiples impairs de c
4d

).

La continuité de pression montre que les amplitudes de la partie spéculaire (Φpl
inc+Φr) et

la partie diffractée (Φd) du champ total au dessus de la cavité sont proches et interfèrent

d’une façon destructive. Le maximum de l’amplitude Amn et par la suite la diffraction

augmente en fonction de la fréquence.

Lorsque le vecteur d’onde incidente est parallèle au plan (O, y, z) (respectivement

(O, x, z)), le champ diffracté est défini par les deux amplitudes modales Amn et Bmn

(respectivement Amn et Cmn). La figure 2.3 présente la variation de quelques amplitudes

modales Amn et Cmn obtenues pour un ordre S = 5 pour une incidence oblique définie

par θ = π
3

et φ = 0 (voir la figure 2.1 pour les angles). Seules les amplitudes modales

Amn et Cmn du champ diffracté sont excitées. Les amplitudes modales Amn sont devenues

plus faibles et les amplitudes modales Cmn sont devenues plus élevées comparées au cas

de l’incidence normale.
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Figure 2.2 – Variation des amplitudes modales Amn en fonction de la fréquence dans le

cas d’une incidence normale pour une cavité de taille (50× 50× 20) cm3
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Figure 2.3 – Variation des amplitudes modales Amn et Cmn en fonction de la fréquence

dans le cas d’une incidence oblique : θ = π
3

et φ = 0 pour une cavité de taille (50× 50×

20) cm3

37
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2.4 Prise en compte de l’admittance non nulle des bords

de cavités dans le modèle

On considère un matériau plan d’admittance η′ad d’épaisseur d non négligeable qui

possède une cavité de forme rectangulaire de dimensions 2a et 2b, respectivement selon

les directions (Ox) et (Oy), obstruée par un matériau d’admittance ηad.

Soit Φpl
inc une onde acoustique plane insonifiant le matériau. Ce dernier réfléchit spé-

culairement l’onde incidente en dehors de la zone définie par la cavité, donnant lieu à un

champ acoustique réfléchi spéculaire Φrη . Quant à la cavité, elle donne naissance à deux

champs :

– Φdη pour z ≥ 0, qui représente le champ diffracté créé par l’irrégularité géométrique,

– Φwη pour z ≤ 0 qui correspond à une onde acoustique guidée dans un conduit

rectangulaire.

La partie de l’énergie acoustique transmise à l’intérieur du matériau est négligée puisqu’on

suppose qu’elle sera suffisamment atténuée lorsqu’elle atteindra de nouveau la surface

définie par le plan z = 0. On suppose aussi que les faces latérales de la cavité sont

infiniment rigides.

Les expressions du champ incident et du champ à l’intérieur de la cavité ne changent

pas par rapport au cas où les bords sont infiniment rigides (voir les équations (2.1) et

(2.3)). Le champ réfléchi spéculaire Φrη donné par l’équation (2.66) fait apparaître un

coefficient de réflexion R prenant compte l’admittance des bords et définie par la relation

(2.67).

Φrη = ARekxaξekybηe−kzz, ∀ξ, ∀η, z ≥ 0 (2.66)

R =
kz − kη′ad
kz + kη′ad

(2.67)

Comme dans le cas d’une cavité de bords infiniment rigide, les différents champs mis

en jeu : Φpl
inc, Φrη , Φdη et Φwη vérifient les deux conditions aux limites (2.68) et (2.69)
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2.4 Prise en compte de l’admittance non nulle des bords de cavités dans le modèle

traduisant respectivement la continuité de vitesse acoustique au niveau de la cavité et

une condition aux limites mixte sur les bords plan (autour de la cavité) d’admittance η′ad.

(
∂

∂z
− kη′ad

)(

Φpl
inc + Φrη + Φdη

)

=

(
∂

∂z
− kη′ad

)

Φdη =
∂

∂z
Φwη , (x, y) ∈ D, z = 0

(2.68)
(

∂

∂z
− kη′ad

)(

Φpl
inc + Φrη + Φdη

)

=

(
∂

∂z
− kη′ad

)

Φdη = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0 (2.69)

Comme dans le cas d’une cavité dans un écran infiniment rigide, une solution élémentaire

de l’équation de propagation donnée par la relation (2.14) est donnée par l’équation

(2.70).

Φelt
dη
(ξ, η, z) =

∫∫

R2

f(α, β)e−
√

α2

a2
+β2

b2
−k2zeαξeβηdαdβ, ∀ξ, ∀η, z ≥ 0 (2.70)

= Φccη(ξ, η, z) + Φcsη(ξ, η, z) + Φscη(ξ, η, z) + Φssη(ξ, η, z) (2.71)

Où :

Φccη(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fccη(α, β) cos(αξ) cos(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.72)

Φcsη(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fcsη(α, β) cos(αξ) sin(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.73)

Φscη(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fscη(α, β) sin(αξ) cos(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.74)

Φssη(ξ, η, z) =

∫∫

R2
+

fssη(α, β) sin(αξ) sin(βη)e
−

√

α2

a2
+β2

b2
−k2zdαdβ (2.75)

Les fonctions fccη , fcsη , fscη , fssη sont inconnues et à déterminer à partir des conditions

aux limites.

La condition aux limites (2.69) et l’équation (2.70) permettent d’écrire :

∫∫

R2
+

(
fccη(α, β) cos(αξ) cos(βη) + fcsη(α, β) cos(αξ) sin(βη) + fscη(α, β) sin(αξ) cos(βη)

+fscη(α, β) sin(αξ) sin(βη)
)

(√

α2

a2
+

β2

b2
− k2 + kη′ad

)

dαdβ = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0

(2.76)
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Les équations (2.76) et (2.68) forment un système de deux equations intégrales qui se

résout en utilisant les intégrales de Weber-Schafheitlin (2.25) et (2.26) comme dans le cas

d’une cavité dans un écran infiniment rigide (voir annexe §A.1). Par conséquent :

f (m,n)
ccη

(α, β) = Amn

J2m+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) (2.77)

f (m,n)
csη

(α, β) = Bmn

J2m+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) (2.78)

f (m,n)
scη

(α, β) = Cmn

J2m+1+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) (2.79)

f (m,n)
ssη

(α, β) = Dmn

J2m+1+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) (2.80)

Par la suite :

Φ(m,n)
ccη

(α, β) = Amn

J2m+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) cos(αξ) cos(βη) (2.81)

Φ(m,n)
csη

(α, β) = Bmn

J2m+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) cos(αξ) sin(βη) (2.82)

Φ(m,n)
scη

(α, β) = Cmn

J2m+1+σ(α)J2n+τ(β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) sin(αξ) cos(βη) (2.83)

Φ(m,n)
ssη

(α, β) = Dmn

J2m+1+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

) sin(αξ) sin(βη) (2.84)

Les variable σ et τ sont prises égale à zéro pour les mêmes raisons mentionnées dans le

paragraphe §2.2.1.1 dans le cas d’une cavité dans un écan infiniment rigide. Par consé-

quent :

Φdη =
∑

m,n≥0

∫∫
AmnΦ

(m,n)
ccη +BmnΦ

(m,n)
csη + CmnΦ

(m,n)
scη +DmnΦ

(m,n)
ssη

e

√

α2

a2
+β2

b2
−k2z

dαdβ,

∀m,n ∈ N, ∀ξ, ∀η, z ≥ 0 (2.85)

L’expression du champ diffracté Φdη est la même que celle du champ diffracté par une
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fente puisqu’il est généré par ce qui émerge de la cavité. En d’autre termes, il est généré

par la diffraction du champ modal, par la fente formée par l’ouverture de la cavité.

La même démarche présentée dans le paragraphe §2.2.2.4 a été utilisée pour déterminer

les quatre amplitudes modales inconnues Amn, Bmn, Cmn et Dmn du champ acoustique

diffracté Φdη . Un système de Cramer, donné par les équations (2.86)-(2.89), a été obtenu

comme dans le cas d’une cavité sans admittance.

[Amn][Gη(2m, 2n, 2s+ 1, 2t+ 1)] = [Λη(2s+ 1, 2t+ 1)] (2.86)

[Bmn][Gη(2m, 2n+ 1, 2s+ 1, 2t+ 2)] = [Λη(2s+ 1, 2t+ 2)] (2.87)

[Cmn][Gη(2m+ 1, 2n, 2s+ 2, 2t+ 1)] = [Λη(2s+ 2, 2t+ 1)] (2.88)

[Dmn][Gη(2m+ 1, 2n+ 1, 2s+ 2, 2t+ 2)] = [Λη(2s+ 2, 2t+ 2)] (2.89)

Avec :

Gη(2m+ µ, 2n+ ν, 2s+ 1 + µ, 2t+ 1 + ν) =

∫∫

R2
+

J2m+µ(α)J2s+1+µ(α)J2n+ν(β)J2t+1+ν(β)

αβ

(√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

)

︸ ︷︷ ︸

II1

−
∑

p,q≥0

(

(−1)p+q

ǫ2p+µǫ2q+νγ2p+µ,2q+ν

Γ+
2p+µ,2q+ν

Γ−
2p+µ,2q+ν

J2s+1+µ(
2p+µ

2
π)

2p+µ

2

J2t+1+ν(
2q+ν

2
π)

2q+ν

2

×
∫∫

R2
+

2α sin(α + µπ
2
)

α2 − (2p+µ

2
)2

J2m+µ(α)
2β sin(β + ν π

2
)

β2 − (2q+ν

2
)2

J2n+ν(β)

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2 + kη′ad

︸ ︷︷ ︸

II2

)

(2.90)

Λη(2s+ 1 + µ, 2t+ 1 + ν) = −jµ+νA(R + 1)
J2s+1+µ(kxa)

kxa

J2t+1+ν(kyb)

kyb

− jµ+ν+1kzA(1−R)
∑

p,q≥0

(−1)p+q

ǫ2p+µǫ2q+νγ2p+µ,2q+ν

J2s+1+µ(
2p+µ

2
π)

2p+µ

2

J2t+1+ν(
2q+ν

2
π)

2q+ν

2

× 2kxa sin(kxa + µπ
2
)

(kxa)2 − (2p+µ

2
)2

2kyb sin(kyb+ ν π
2
)

(kyb)2 − (2q+ν

2
)2

Γ+
2p+µ,2q+ν

Γ−
2p+µ,2q+ν

(2.91)

La fonction Gη fait apparaître deux intégrales II1 et II2 difficiles à résoudre d’une
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manière analytique. La même méthode de calcul d’intégrale numérique présentée dans le

paragraphe §2.2.2.4 a été utilisée.

Il est possible de vérifier la robustesse des calculs en faisant tendre l’admittance des

bords η′ad vers zéro : bords infiniment rigides.

La simulation a été aussi effectuée en langage C++. Si on considère que le champ

incident est sphérique, une décomposition en onde plane (voir §3.2) est nécessaire puisque

le modèle développé est valable pour des ondes planes. Toutefois, le calcul des intégrales

II2 augmente considérablement le temps total de l’exécution du programme. Pour cela

on s’est restreint au cas où les bords de la cavité sont infiniment rigides pour la phase de

validation (voir chapitre 3).

2.5 Généralisation du modèle à un réseau de cavités

rectangulaires parallèles

Le modèle analytique développé précédemment peut être généralisé à des réseaux

périodiques et apériodiques formés par des cavités rectangulaires. Si les cavités sont suffi-

samment éloignées les unes des autres, les différents champs élémentaires issus de chaque

cavité peuvent être simplement additionnés. Cependant, quand les cavités sont suffisam-

ment proches les unes des autres, les champs acoustiques deviennent complexes à cause

des phénomènes de couplages entre les différents éléments constituant le réseau. Dans ce

chapitre, cette généralisation du modèle sera effectuée pour un réseau de cavités rectan-

gulaires parallèles de dimensions différentes débouchant toutes à la même hauteur z en

z = 0.
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2.5.1 Développement du modèle

On considère un matériau plan infiniment rigide d’épaisseur non négligeable qui pos-

sède N cavités parallèles de forme rectangulaire. La ième cavité est de dimension 2ai, 2bi et

di respectivement selon les directions (Oixi) , (Oiyi) et (Oiz) du repère local (Oi, xi, yi, z).

δxi
et δyi sont les coordonnées du point Oi dans le repère de référence (O, x, y). Le fond

étant un matériau d’admittance ηiad. Où i ∈ N et 0 < i ≤ N . Les bords de la cavité sont

infiniment rigides.

Soit Φpl
inc une onde acoustique plane incidente insonifiant le matériau. Ce dernier réflé-

chit spéculairement l’onde incidente en dehors des zones définies par les cavités, donnant

lieu à un champ acoustique réfléchi spéculaire Φr. Quant aux cavités, elles donnent nais-

sance à 2N champs : Φi
d pour z ≥ 0, qui représentent les différents champs diffractés créés

par les irrégularités géométriques, et Φi
w pour z ≤ 0 qui correspondent aux différentes

ondes acoustiques guidées dans les différents conduits rectangulaires. (O, x, y, z) est le

repère de référence.

xi

yi

z

Oi
Φi

w

Φpl
inc

Φi
d

Φr

O

x

y

z

2b i

2a
i

d
i

Figure 2.4 – Différents champs acoustiques mis en jeu dans le cas d’un réseau de cavités

rectangulaires parallèles
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2.5.2 Expression des différents champs acoustiques mis en jeu

Le champ acoustique incident (respectivement réfléchi spéculaire) s’écrit sous la forme

d’une onde plane monochromatique se propageant vers les z < 0 (respectivement vers les

z > 0) représenté par l’équation (2.1) (respectivement (2.2)). Quant au champ à l’intérieur

de chaque cavité, il s’écrit sous forme d’une onde guidée dans un conduit rectangulaire

représentée par l’équation (2.92) dans son propre repère local. Le champs diffracté Φi
d de

la ième cavité est donné par l’équation (2.93).

Φi
w =

∑

p≥0

∑

q≥0

cos
(pπ

2
(ξi + 1)

)

cos
(qπ

2
(ηi + 1)

) [

Ei
pqe

−κi
pq

z
ai + F i

pqe
κi
pq

z
ai

]

,

|ξi| < 1, |ηi| < 1, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.92)

Φi
d =

∑

m,n≥0

∫∫
Ai

mnΦ
(m,n)i

cc +Bi
mnΦ

(m,n)
cs + C i

mnΦ
(m,n)i

sc +Di
mnΦ

(m,n)i

ss

e

√

α2+(
ai
bi

β)2−(kai)2
z
ai

dα dβ,

∀ξi, ∀ηi, z > 0, m, n ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.93)

Où

Φ(m,n)i

cc (α, β) =
J2m(α)J2n(β)

√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

cos(αξi) cos(βηi) (2.94)

Φ(m,n)i

cs (α, β) =
J2m(α)J2n+1(β)

√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

cos(αξi)sin(βηi) (2.95)

Φ(m,n)i

sc (α, β) =
J2m+1(α)J2n(β)

√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

sin(αξi) cos(βηi) (2.96)

Φ(m,n)i

ss (α, β) =
J2m+1(α)J2n+1(β)

√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

sin(αξi)sin(βηi) (2.97)

ξi et ηi représentent les coordonnées locales normalisées par rapport aux dimensions de

la cavité en question selon l’axe (Oixi) et l’axe (Oiyi) respectivement comme le montrent

les équations (2.98) et (2.99). κi
pq est le nombre d’onde modal selon la direction (Oiz)
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définie par l’équation (2.100).

ξi =
xi

ai
(2.98)

ηi =
yi
bi

(2.99)

κi
pq =

√

(
pπ

2
)2 + (

qπ

2

ai
bi
)2 − (kai)2 (2.100)

La détermination du champ acoustique total au dessus du réseau revient donc à dé-

terminer 6N inconnues : Ai
mn, B

i
mn, C

i
mn, D

i
mn, E

i
pq et F i

pq, à partir des conditions aux

limites.

2.5.2.1 Calcul du champ acoustique réfléchi diffracté

Afin d’uniformiser le système de coordonnées pour tous les champs acoustiques donnés

par les équations (2.1), (2.2), (2.92) et (2.93), nous utilisons les relations (2.101)-(2.104)

entre les différentes coordonnées locales. Cette étape permet d’exprimer toutes les coor-

données dans le repère local centré sur la ième cavité.

x = xi + δxi
(2.101)

y = yi + δyi (2.102)

xj = xi + δxij
(2.103)

yj = yi + δyij (2.104)

Où (δxi
, δyi) sont les coordonnées du centre du repère local (O, xi, yi, z) dans le repère

de référence (O, x, y). δxij
et δyij sont données par les équations (2.105) et (2.106). Ils

représentent les distances qui séparent les centres des deux repères locaux centrés sur les

cavités i et j selon l’axe des x et selon l’axe des y respectivement.

δxij
= δxi

− δxj
(2.105)

δyij = δyi − δyj (2.106)
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Après avoir exprimé tous les champs mis en jeu dans le même système de coordonnées,

il suffit maintenant de chercher les différentes amplitudes modales inconnues à partir des

conditions aux limites (2.107)-(2.109).

∂

∂z
(Φpl

inc + Φr + Φi
d +

∑

j 6=i

Φj
d) =

∂

∂z
Φi

w, (xi, yi) ∈ Di, z = 0, 1 ≤ i ≤ N (2.107)

Φpl
inc + Φr + Φi

d +
∑

j 6=i

Φj
d = Φi

w, (xi, yi) ∈ Di, z = 0, 1 ≤ i ≤ N (2.108)

∂Φi
w

∂z
− kηiadΦ

i
w = 0, (xi, yi) ∈ Di, z = −di, 1 ≤ i ≤ N (2.109)

Avec Di = {(x, y) / |xi| < ai, |yi| < bi} ⊂ R2 est le domaine défini par la ième cavité.

Le champ total au dessus du ième élément contient le champ incident Φpl
inc, le réfléchi

spéculaire Φr, le champ diffracté Φi
d généré par la ième cavité elle même et les autres

champs diffractés
∑

j 6=iΦ
j
d générés par les cavités voisines. Ce dernier terme traduit la

contribution des autres cavités à la génération du champ diffracté total au dessus l’ième

élément. Il correspond donc au couplage entre les différentes cavités formant le réseau.

La projection de l’équation (2.109) sur la base des fonctions trigonométriques permet

d’avoir une relation entre les deux coefficients Ei
pq et F i

pq de l’équation (2.92).

Ei
pq + F i

pq = (1 +
κi
pq + kaiη

i
ad

κi
pq − kaiη

i
ad

e
2κi

pq
di
ai )Ei

pq = Γ+i
pqE

i
pq, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.110)

Ei
pq − F i

pq = (1−
κi
pq + kaiη

i
ad

κi
pq − kaiηiad

e
2κi

pq
di
ai )Ei

pq = Γ−i
pqE

i
pq, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.111)

L’équation (2.108) peut être divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonctions

en ξi et ηi et la parité des indices de sommation p et q. Mais avant tout, il faut ramener les

repères locaux (Oj, xj, yj, z) des cavités voisines au repère local (Oi, xi, yi, z) de la cavité

i étudiée en question. Ensuite, on utilise les relations trigonométriques de transformation

d’une somme en produit. On obtient alors 4 équations différentes. Chacune fait apparaître

une amplitude modale du champ diffracté généré par l’ième cavité en plus des 4(N − 1)

amplitudes des champs diffractés générés par les autres cavités voisines traduisant leurs

contributions à la génération du champ diffracté Φi
d. Ces équations sont données par les
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relations (2.112)-(2.115).

2A cos (kxaiξi) cos (kybiηi) e
kxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

Ai
mn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n(β) cos(αξi) cos(βηi)
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

Aj
mnJ2m(α)J2n(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

cos

(
δyij
bj

β

)

+Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+ Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)]

× dα dβ
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

=
∑

p,q≥0

cos
(pπ

2
(ξi + 1)

)

cos
(qπ

2
(ηi + 1)

)

Γ+i
pqE

i
pq, ∀p, q ∈ 2N, |ξi|, |ηi| < 1, 1 ≤ i ≤ N

(2.112)
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2A cos (kxaiξi) sin (kybiηi) e
kxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

Bi
mn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n+1(β) cos(αξi) sin(βηi)
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

−Aj
mnJ2m(α)J2n(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) cos

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

cos

(
δyij
bj

β

)]

× dα dβ
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

=
∑

p,q≥0

cos
(pπ

2
(ξi + 1)

)

cos
(qπ

2
(ηi + 1)

)

Γ+i
pqE

i
pq, ∀p ∈ 2N, ∀q ∈ 2N+ 1, |ξi|, |ηi| < 1,

1 ≤ i ≤ N (2.113)

2A sin (kxaiξi) cos (kybiηi) e
kxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

C i
mn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n(β) sin(αξi) cos(βηi)
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

−Aj
mnJ2m(α)J2n(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+ Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

cos

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)]

× dα dβ
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

=
∑

p,q≥0

cos
(pπ

2
(ξi + 1)

)

cos
(qπ

2
(ηi + 1)

)

Γ+i
pqE

i
pq, ∀p ∈ 2N+ 1, ∀q ∈ 2N, |ξi|, |ηi| < 1,

1 ≤ i ≤ N (2.114)
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− 2A sin (kxaiξi) cos (kybiηi) e
kxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

Di
mn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n+1(β) sin(αξi) sin(βηi)
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

Aj
mnJ2m(α)J2n(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)

− Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin

(
ai
aj
αξi

)

cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
bi
bj
βηi

)

cos

(
δyij
bj

β

)]

× dα dβ
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

=
∑

p,q≥0

cos
(pπ

2
(ξi + 1)

)

cos
(qπ

2
(ηi + 1)

)

Γ+i
pqE

i
pq, ∀p, q ∈ 2N+ 1, |ξi|, |ηi| < 1, 1 ≤ i ≤ N

(2.115)

Sur chaque sous-équation obtenue, on développe les fonctions trigonométriques en

série de polynômes de Jacobi comme dans le cas d’une seule cavité, détaillé dans le

chapitre précédent. Cette étape permet d’avoir quatre nouvelles relations données par les

équations (2.116)-(2.119).
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2A
J2s+1 (kxai)

kxai

J2t+1 (kybi)

kybi
ekxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

Ai
mn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n(β)J2s+1(α)J2t+1(β)

αβ
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

Aj
mnJ2m(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

+Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+ Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)]

×
J2s+1(

ai
aj
α)J2t+1(

bi
bj
β)

ai
aj
α bi

bj
β
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

dα dβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q J2s+1(pπ)

pπ

J2t+1(qπ)

qπ
Γ+i
2p,2qE

i
2p,2q, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.116)

2A
J2s+1 (kxai)

kxai

J2t+2 (kybi)

kybi
ekxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

Bi
mn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n+1(β)J2s+1(α)J2t+2(β)

αβ
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

− Aj
mnJ2m(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+ Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)]

×
J2s+1(

ai
aj
α)J2t+1(

bi
bj
β)

ai
aj
α bi

bj
β
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

dα dβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q+1J2s+1(pπ)

pπ

J2t+2(
2q+1
2

π)
2q+1
2

π
Γ+i
2p,2q+1E

i
2p,2q+1, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N

(2.117)
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2A
J2s+2 (kxai)

kxai

J2t+1 (kybi)

kybi
ekxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

C i
mn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n(β)J2s+2(α)J2t+1(β)

αβ
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

− Aj
mnJ2m(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

−Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+ Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)]

×
J2s+2(

ai
aj
α)J2t+1(

bi
bj
β)

ai
aj
α bi

bj
β
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

dα dβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q+1J2s+1(
2p+1
2

π)
2p+1
2

π

J2t+2(qπ)

qπ
Γ+i
2p+1,2qE

i
2p+1,2q, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N

(2.118)
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− 2A
J2s+2 (kxai)

kxai

J2t+2 (kybi)

kybi
ekxaiδxiekybiδyi

+
∑

m,n≥0

Di
mn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n+1(β)J2s+2(α)J2t+2(β)

αβ
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

+
∑

j 6=i

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

Aj
mnJ2m(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

− Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)]

×
J2s+2(

ai
aj
α)J2t+2(

bi
bj
β)

ai
aj
α bi

bj
β
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

dα dβ

=
∑

p,q≥0

(−1)p+q
J2s+2(

2p+1
2

π)
2p+1
2

π

J2t+2(
2q+1
2

π)
2q+1
2

π
Γ+i
2p+1,2q+1E

i
2p+1,2q+1, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N,

1 ≤ i ≤ N (2.119)

La condition aux limites (2.107) traduisant la continuité de la vitesse acoustique au

niveau de la cavité i peut être divisée en quatre équations en utilisant la parité des fonc-

tions en ξi et ηi et la parité des indices de sommation p et q comme dans le cas de la

continuité de pression détaillé précédemment. Chaque équation fait apparaître une am-

plitude modale du champ diffracté généré par la cavité en question en plus des 4(N − 1)

amplitudes des champs diffractés générés par les autres cavités traduisant leurs contri-

butions à la génération du champ diffracté Φi
d. Comme dans le cas de la continuité de

vitesse pour une seule cavité, l’orthogonalité des modes propres du guide est appliquée.

Ces équations résultantes sont données par les équations (2.120)-(2.123).
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∑

m,n≥0

Ai
mn

∫∫

R2
+

2α sin(α)

α2 − (pπ)2
J2m(α)

2β sin(β)

β2 − (qπ)2
J2n(β)dα dβ

+
∑

j 6=i

ai
aj

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

Aj
mnJ2m(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

+Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+ Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)]

×
2 ai
aj
α sin

(
ai
aj
α
)

(
ai
aj
α
)2

− (pπ)2

2 bi
bj
α sin

(
bi
bj
β
)

(
bi
bj
β
)2

− (qπ)2
dα dβ

= γi
2p,2qǫ2pǫ2qΓ

−i
2p,2qE

i
2p,2q, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.120)

∑

m,n≥0

Bi
mn

∫∫

R2
+

2α sin(α)

α2 − (pπ)2
J2m(α)

2β cos(β)

β2 − (2q+1
2

π)2
J2n+1(β)dα dβ

+
∑

j 6=i

ai
aj

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

− Aj
mnJ2m(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)]

×
2 ai
aj
α sin

(
ai
aj
α
)

(
ai
aj
α
)2

− (pπ)2

2 bi
bj
α cos

(
bi
bj
β
)

(
bi
bj
β
)2

− (2q+1
2

π)2
dα dβ

= γi
2p,2q+1ǫ2pǫ2q+1Γ

−i
2p,2q+1E

i
2p,2q+1, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.121)
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∑

m,n≥0

C i
mn

∫∫

R2
+

2α cos(α)

α2 − (2p+1
2

π)2
J2m+1(α)

2β sin(β)

β2 − (qπ)2
J2n(β)dα dβ

+
∑

j 6=i

ai
aj

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

− Aj
mnJ2m(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+ Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)]

×
2 ai
aj
α cos

(
ai
aj
α
)

(
ai
aj
α
)2

− (2p+1
2

π)2

2 bi
bj
α sin

(
bi
bj
β
)

(
bi
bj
β
)2

− (qπ)2
dα dβ

= γi
2p+1,2qǫ2p+1ǫ2qΓ

−i
2p+1,2qE

i
2p+1,2q, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.122)

∑

m,n≥0

Di
mn

∫∫

R2
+

2α cos(α)

α2 − (2p+1
2

π)2
J2m+1(α)

2β cos(β)

β2 − (2q+1
2

π)2
J2n+1(β)dα dβ

+
∑

j 6=i

ai
aj

∑

m,n≥0

∫∫

R2
+

[

Aj
mnJ2m(α)J2n(β) sin

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

−Bj
mnJ2m(α)J2n+1(β) sin

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)

− Cj
mnJ2m+1(α)J2n(β) cos

(
δxij

aj
α

)

sin

(
δyij
bj

β

)

+Dj
mnJ2m+1(α)J2n+1(β) cos

(
δxij

aj
α

)

cos

(
δyij
bj

β

)]

×
2 ai
aj
α cos

(
ai
aj
α
)

(
ai
aj
α
)2

− (2p+1
2

π)2

2 bi
bj
α cos

(
bi
bj
β
)

(
bi
bj
β
)2

− (2q+1
2

π)2
dα dβ

= γi
2p+1,2q+1ǫ2p+1ǫ2q+1Γ

−i
2p+1,2q+1E

i
2p+1,2q+1, ∀m,n, s, t, p, q ∈ N, 1 ≤ i ≤ N (2.123)

Le calcul des intégrales simples qui apparaissent dans les équations (2.120)-(2.123) est

effectué d’une manière analytique en utilisant de nouveau la formule de Cauchy. Leurs

valeurs sont nulles. La démonstration est fournie dans l’annexe §A.6.

Les conditions aux limites ont permis d’avoir un système d’équations linéaires de

9 × N équations à 6 × N inconnues. Les amplitudes modales Ai
mn, B

i
mn, C

i
mn et Di

mn
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sont dépendantes de Ei
pq et F i

pq. Le système d’équations linéaires se réduit alors à un

système de 4 × N équations à 4 × N inconnues. Il suffit alors de résoudre ce système

pour déterminer les 4 × N amplitudes Ai
mn, B

i
mn, C

i
mn, et Di

mn qui apparaissent dans

l’expression du champ diffracté par l’ième cavité (2.93).

2.5.2.2 Détermination des amplitudes Ai
mn, B

i
mn, C

i
mn, et Di

mn

La combinaison des équations provenant de la continuité des vitesses et des pressions

au niveau de la cavité permet d’avoir 4×N systèmes d’équations linéaires (2.124)-(2.127).

[Ai
mn][G

0,0
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC

0,0,µj ,νj
m,n,s,t ] = [Λ0,0

s,t ], , 1 ≤ i ≤ N (2.124)

[Bi
mn][G

0,1
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC

0,1,µj ,νj
m,n,s,t ] = [Λ0,1

s,t ], , 1 ≤ i ≤ N (2.125)

[C i
mn][G

1,0
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC

1,0,µj ,νj
m,n,s,t ] = [Λ1,0

s,t ], , 1 ≤ i ≤ N (2.126)

[Di
mn][G

1,1
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC

1,1,µj ,νj
m,n,s,t ] = [Λ1,1

s,t ], , 1 ≤ i ≤ N (2.127)

Où :

Aj,µj,νj
mn =







Aj
mn si (µj , νj) = (0, 0)

Bj
mn si (µj , νj) = (0, 1)

Cj
mn si (µj, νj) = (1, 0)

Dj
mn si (µj, νj) = (1, 1)

(2.128)

Gµi,νi
m,n,s,t =

∫∫

R2
+

J2m+µi
(α)J2s+1+µi

(α)J2n+νi(β)J2t+1+νi(β)

αβ
√

α2 + (ai
bi
β)2 − (kai)2

dα dβ

−
∑

p,q≥0

(
π2

ǫ2p+µi
ǫ2q+νiγ2p+µi,2q+νi

Γ+i
2p+µi,2q+νi

Γ−i
2p+µi,2q+νi

J2m+µi

(
2p+µi

2
π
)
J2s+1+µi

(
2p+µi

2
π
)

2p+µi

2
π

× J2n+νi

(
2q+νi

2
π
)
J2t+1+νi

(
2q+νi

2
π
)

2q+νi
2

π

)

(2.129)
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GC
µi,νi,µj ,νj
m,n,s,t = (−1)µj+νj

×
∫∫

R2
+

J2m+µj
(α)J2s+1+µi

(
ai
aj
α
)

J2n+νj (β)J2t+1+νi

(
bi
bj
β
)

ai
aj
α bi

bj
β
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

× cos

(
δxij

aj
α+ (µi + µj)

π

2

)

cos

(
δyij
bj

β + (νi + νj)
π

2

)

dα dβ (2.130)

Λµi,νi
s,t = −2jµi+νiA

J2s+1+µi
(kxai)

kxai

J2t+1+νi(kybi)

kybi
ekxδxiekyδyi (2.131)

Les termes GC
µi,νi,µj ,νj
m,n,s,t représentent les termes de couplages existant entre les cavités.

Ces phénomènes de couplage seront étudiés dans le paragraphe suivant. Les 4 × N am-

plitudes Ai
mn, B

i
mn, C

i
mn, et Di

mn inconnues sont obtenues par inversion des systèmes par

la méthode de Gauss-Seidel [58]. La méthode directe (factorisation LU, pivot de Gauss,

etc.) n’a pas été utilisée à cause de la complexité du système : matrices de matrices. On

appelle Ξ cette matrice. Cette méthode n’est valable que si la matrice Ξ est à diago-

nale dominante, c’est-à-dire |Ξii| ≥
∑

j 6=i |Ξij| ∀i. Ceci est vérifié sous l’hypothèse que les

termes croisés représentant les termes de couplages restent faibles, même pour des petites

distances entre cavités, par rapport à la solution du problème non couplé. La technique

de résolution de Gauss-Seidel que nous utilisons est expliquée ici :

AX = B (2.132)

Où :

A = L∗ + U (2.133)

Où L∗ =












a11 0 · · · 0

a21 a22 · · · 0

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann












et U =












0 a12 · · · a1n

0 0 · · · a2n
...

...
. . .

...

0 0 · · · ann












.

Le système peut être réécrit :

L∗X = B − UX (2.134)
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La méthode de Gauss-Seidel est une technique itérative qui permet de résoudre le

côté gauche de l’équation (2.134), en utilisant la valeur précédente de x sur le côté droit.

Analytiquement, cela peut être écrit sous la forme :

x
(k+1)
i =

1

aii

(

bi −
∑

j>i

aijx
(k)
j −

∑

j<i

aijx
(k+1)
j

)

, i = 1, 2, . . . , n. (2.135)

La somme dans le calcul des x(k+1)
i nécessite tous les éléments x(k) à l’exception de x(k)

i

lui-même. La procédure est poursuivie jusqu’à la convergence. Les valeurs initiales des

x(k) sont arbitraires. Dans notre cas, la solution du problème non couplé a été considérée

comme valeur initiale pour chaque amplitude afin de converger plus rapidement vers la

solution du problème couplé puisque la solution exacte est considérée comme proche de

la solution du problème non couplé.

2.5.3 Étude théorique des termes de couplage GC
µi,νi,µj ,νj
m,n,s,t

2.5.3.1 Développement asymptotique des termes de couplage pour des rai-

nures

Les coefficients de couplage sont donnés par la fonction GC
µi,νi,µj ,νj
m,n,s,t qui apparaît dans

le système matriciel (2.130) et qui est proportionnelle à GCacoust
cavité donnée par l’équation

(2.136). Cette expression résulte du développement des fonctions exponentielles en fonc-

tions trigonométriques et de la parité à la fois des fonctions de Bessel et trigonométriques.

GCacoust
cavité =

1

2

∫∫

R2

Jm(α)Js(
ai
aj
α)Jn(β)Jt(

bi
bj
β)

ai
aj
α bi

bj
β
√

α2 + (
aj
bj
β)2 − (kaj)2

e

δxij
aj

α
e

δyij
bj

β
dαdβ (2.136)

L’étude asymptotique des phénomènes de couplage en fonction de la fréquence f et de

l’espacement entre les cavités se ramène donc à celle de GCacoust
cavité .

Pour valider ces variations de couplage, on se propose de faire une analogie avec le

modèle utilisé en électromagnétisme dans le cas d’un réseau de rainures [59]. Pour cela,
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nous allons faire tendre dans notre modèle les dimensions bi et bj vers l’infini afin de se

rapprocher des conditions géométriques des rainures.

GCacoust
rainure = lim

bi,bj→∞
GCacoust

cavité (2.137)

Dans la littérature les travaux effectués en électromagnétisme montrent que pour les

rainures, l’expression de la fonction de couplage GCélec
rainure est donnée par [59] :

GCélec
rainure = lim

τ→0

∫

R

Jm(α)Js(
ai
aj
α)

√

α2 − (kaj)2
e

δxij
aj

α
e−

√
α2−(kaj)2τdα (2.138)

Le terme e−
√

α2−(kaj)2τ a été introduit pour pouvoir utiliser la méthode de la phase

stationnaire. On effectue des changements de variable donnés par : α = kaj cos θ,
δxij
aj

=

w cosφ et τ = w sin(φ), l’équation (2.138) devient :

GCélec
rainure = lim

τ→0

∫

C

Jm(kaj cos(θ))Js(kai cos(θ))e
−kajw cos(θ−φ)e−

√
α2−(kaj)2τdθ (2.139)

Il est judicieux de remarquer que :

α = kaj cos θ = kaj
eθ + e−θ

2
=







−∞ si θ = π + ∞

+∞ si θ = ∞
(2.140)

Par conséquent C est le chemin d’intégration allant de π + ∞ à ∞. L’équation (2.139)

rentre alors dans le champ de la méthode de la phase stationnaire puisque l’argument de

la fonction exponentielle e−kajw cos(θ−φ) est minimum en θ = φ. Quand τ −→ 0, φ −→ 0.

Et donc :

GCélec
rainure = −

√
π

2
e

π
4 Jm(kaj)Js(kai)

e−kδxij

√
kδxij

(2.141)

On constate dans l’expression (2.141) une décroissance théorique en
(
δxij

)− 1

2 .
(
δxij

)
re-

présente la distance entre les deux centres des deux repères locaux relatifs aux deux

rainures i et j. La figure 2.6 présente une comparaison entre les coefficients de couplage

GCacoust
rainure et GCélec

rainure pour un réseau comprenant deux rainures en fonction de la distance

δx12
(voir Figure 2.5). On se place volontairement en basse fréquence f = 220Hz pour
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assurer un maximum de couplage. Les indices m , n, s et t dans le calcul des fonctions

GCacoust
rainure et GCélec

rainure sont pris égaux à zéro. Les deux courbes obtenues sont proches, et

on observe également comme en électromagnétisme, une décroissance en
(
δxij

)− 1

2 (mode

TM (transverse magnétique)) [59].

δx12

Figure 2.5 – Géométrie du réseau de deux rainures.
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p
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u
d
e
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Figure 2.6 – Variation du coefficient de couplage pour un réseau contenant deux rainures

à 220Hz en fonction de la distance δx12
.
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Le développement en fonction de la fréquence a pu être effectué en utilisant un déve-

loppement limité de la racine carrée dans les équations (2.137) et (2.138). Ces équations

deviennent :

GCacoust
rainure (asymp) = lim

bi,bj→∞

1

2

∫∫

R2

Jm(α)Js(
ai
aj
α)Jn(β)Jt(

bi
bj
β)

ai
aj
α bi

bj
β k aj

e

δxij
aj

α
e

δyij
bj

β
dαdβ (2.142)

GCélec
rainure (asymp) =

∫

R

Jm(α)Js(
ai
aj
α)

kaj
e

δxij
aj

α
dα (2.143)

Ces expressions montrent une décroissance théorique en f−1 (k−1). La figure 2.7 qui pré-

sente les variations des coefficients de couplage GCacoust
rainure (asymp) et GCélec

rainure (asymp) pour un

espacement δx12
= 0, 52m confirme cette décroissance en f−1. Le coefficient de couplage

GCacoust
rainure (asymp) présente une pseudo-périodicité en λ

2
qui semble provenir de la distance

δx12
qui sépare les centres des deux repères locaux des deux rainures. Ceci s’interprète par

le fait que les phénomènes de couplage créent des interférences entre les rainures [60]. Le

phénomène de couplage peut être interprété de la manière suivante : la première rainure

génère un champ diffracté indépendamment de la deuxième. Le champ total ainsi obtenu

(incident + diffracté de la première rainure) va jouer le rôle d’un nouveau champ incident

pour la deuxième rainure. Celle-ci génère à son tour un champ diffracté qui va s’ajouter au

champ total. Ce dernier va jouer à son tour et de nouveau, le rôle du champ incident pour

la première rainure. Ceci présente une première interaction entre les deux rainures et ce

processus est itératif. Cette interprétation se vérifie mathématiquement dans la méthode

de Gauss-Seidel permettant d’inverser le système d’équations matricielles qui donne accès

aux amplitudes du champ diffracté total.

2.5.3.2 Développement asymptotique des termes de couplage pour des cavi-

tés

Le développement asymptotique des termes de couplage GCacoust
cavité en fonction de la

distance δij (espacement entre les deux centres des deux repères locaux relatifs aux deux

cavités i et j) n’a pas été effectué à cause de la difficulté de l’application de la méthode
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Figure 2.7 – Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux rainures espa-

cées de 0, 02m en fonction de la fréquence.

de la phase stationnaire dans ce cas. Néanmoins, une étude numérique a été effectuée en

utilisant des courbes de tendances. La figure 2.8 présente la variation du coefficient de

couplage GCacoust
cavité pour un réseau de deux cavités rectangulaires alignées selon l’axe des

x de taille (0, 5 × 0, 5)m2 (voir figure 2.9). La variation du coefficient de couplage est

étudiée en fonction de la distance entre les centres des deux cavités δ12 (seule la variable

δx12
varie puisque δy12 est fixée à zéro (on note que δ12 =

√

(δx12
)2 + (δy12)

2)). Nous avons

choisi une fréquence égale à 220Hz pour assurer un maximum de couplage. On constate

une décroissance en (δ12)
−1.
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Figure 2.8 – Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités de

distance entre les deux centres des deux repères locaux égale à zéro selon l’axe des y

(δy12 = 0m) à 220Hz en fonction de δ12.
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Figure 2.9 – Géométrie du réseau de deux cavités de distance entre les centres des

repères locaux égale à zéro selon l’axe des y (δy12 = 0m).
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La figure 2.10 présente la variation du coefficient de couplage GCacoust
cavité pour un réseau

de deux cavités rectangulaires de taille (0, 5 × 0, 5)m2. La distance δy12 qui sépare les

deux centres des deux repères locaux selon l’axe des y est prise égale à 0, 52m (voir

figure 2.11). La variation étudiée est celle en fonction de la distance entre les centres des

cavités δ12 (seule la variable δx12
varie puisque δy12 est fixée à 0, 52m (cela correspond à

un espacement e = 0, 02m)). Nous avons choisi également une fréquence égale à 220Hz

et un espacement de 0, 02m selon l’axe des y pour assurer un maximum de couplage. On

constate encore une décroissance en (δ12)
−1. Les indices m, n, s et t sont pris égaux à

zéro dans les calculs.
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Figure 2.10 – Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités de

distance entre les centres des repères locaux égale à 0, 52m selon l’axe des y (δy12 =

0, 52m) à 220Hz en fonction de δ12.
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x1

y1z x2

y2z

δ y
12

Figure 2.11 – Géométrie du réseau de deux cavités de distance 0, 52m entre les deux

centres des deux repères locaux selon l’axe des y (δy12 = 0, 52m).

Le développement asymptotique en fréquence des termes de couplage dans le cas de

deux cavités asymétriques a été effectué en utilisant un développement limité de la racine

carrée dans l’équation (2.136). Cette équation devient :

GCacoust
cavité (asymp) =

1

2

∫∫

R2

Jm(α)Js(
ai
aj
α)Jn(β)Jt(

bi
bj
β)

ai
aj
α bi

bj
β k aj

e

δxij
aj

α
e

δyij
bj

β
dαdβ (2.144)

Cette équation montre qu’on a une décroissance en f−1 (k−1). Les figures 2.12 et 2.13

présentent la variation des coefficients de couplage GCacoust
cavité et GCacoust

cavité (asymp) en fonction

de la fréquence pour un réseau de 2 cavités de taille (0, 5×0, 5)m2. Dans le cas de la figure

2.12, la distance entre les deux centres des deux repères locaux est égale à zéro selon l’axe

des y (δy12 = 0m) et égale à 0, 52m selon l’axe des x (voir figure 2.9). Dans le cas de la

figure 2.13, la distance entre les deux centres des deux repères locaux est égale à 0, 52m

selon l’axe des y (δy12 = 0, 52m) et égale à 0, 52m selon l’axe des x (voir figure 2.11). Les

décroissances similaires des deux fonctions GCacoust
cavité et GCacoust

cavité (asymp) à partir de 1000Hz

confirment la variation en f−1. Comme dans le cas des rainures, le coefficient de couplage

GCacoust
cavité présente une pseudo périodicité en λ

2
qui semble provenir de la distance δ12 qui

sépare les repères locaux centrés sur les deux cavités. Le même raisonnement que pour
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2.5 Généralisation du modèle à un réseau de cavités rectangulaires parallèles

les rainures peut être effectué pour interprèter ce phénomène.
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Figure 2.12 – Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités espa-

cées de 0, 02m selon l’axe des x en fonction de la fréquence.
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Figure 2.13 – Variation du coefficient de couplage pour un réseau de deux cavités espa-

cées de 0, 02m selon l’axe des x et selon l’axe des y en fonction de la fréquence.

Cette étude du couplage a permis de pousser les limites de notre modèle au cas d’un

réseau de rainures. Nous avons comparé l’expression analytique des termes de couplage

issue de l’électromagnétisme avec celle issue de notre modèle en prenant les dimensions

selon l’axe des y très grandes par rapport à celles selon l’axe des x. La bonne concor-

dance obtenue a mis en évidence l’analogie acoustique-électromagnétisme mode TM. La

décroissance en f−1 et avec l’inverse de la distance entre les cavités a été constatée. Cette

décroissance sera également observée dans le chapitre 3 dédié à l’expérience.

On note que la fonction GCacoust
cavité définissant les termes de couplage ne dépend pas

de la profondeur des cavités. Ceci s’interprète d’un point de vu physique par le fait que

l’intéraction entre les cavités s’effectue uniquement au dessus du réseau.
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2.6 Cas du réseau de cavités rectangulaires non parallèles

2.6 Cas du réseau de cavités rectangulaires non paral-

lèles

On considère que les repères locaux (Oi, xi, yi, z) ne sont plus parallèles. Ces derniers

ne sont plus définis par une simple translation du repère de référence. La transformation

est donc la combinaison d’une rotation et d’une translation. Si l’on note T une translation

et R une rotation, alors T ◦ R 6= R ◦ T . Pour cela il est indispensable de bien définir la

relation qui existe entre les repères locaux et le repère de référence. Soit M un point de

l’espace qui a pour coordonnées (x, y) et (xi, yi) respectivement dans le repère de référence

(O, x, y) et dans le repère local (Oi, xi, yi). Les axes de ce dernier font un angle θi avec

ceux du repère de référence. Soit dx (respectivement dy) la distance entre le projeté du

point M sur (Oi, xi) (respectivement (Oi, yi)) selon la direction (Oi, yi) (respectivement

(Oi, xi)) et le point d’intersection entre l’axe (Oi, xi) (respectivement (Oi, yi)) et la droite

passant par M et perpendiculaire à (O, x) (respectivement (O, y)). Ces explications sont

illustrées dans la figure 2.14. La géométrie euclidienne permet d’avoir la relation entre les

repères locaux et le repère de référence, donnée par l’équation (2.145).

b

dx

Oi

δxi
x

M

θi

xi

y
i

d
y

y

δyi

O x

y

xi

y
i

Figure 2.14 – Position du repère local par rapport au repère de référence
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x

y




 =






cos θi − sin θi

sin θi cos θi











xi

yi






︸ ︷︷ ︸

rotation

+






δxi

δyi






︸ ︷︷ ︸

translation

(2.145)

À partir de l’équation (2.145), on peut exprimer les relations entre les coordonnées des

différents repères locaux par les équations (2.146) et (2.147).

xj = cos (θij) xi − sin (θij) yi + δxij
cos θj + δyij sin θj (2.146)

yj = sin (θij)xi + cos (θij) yi − δxij
sin θj + δyij cos θj (2.147)

Où :

θij = θi − θj (2.148)

δxij
et δyij sont données par les équations (2.105) et (2.106).

On applique la même procédure utilisée dans le cas d’un réseau à cavités parallèles

pour déterminer les amplitudes inconnues : Ai
mn, B

i
mn, C

i
mn et Di

mn. À cause de la com-

plexité des équations issues de l’application des conditions aux limites, les détails de calcul

ne seront pas présentés. Néanmoins, on donne le système d’équations final permettant

d’extraire ces 4×N amplitudes inconnues.

[Ai
mn][G

0,0
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC0,0,µj ,νj

m,n,s,t ] = [Λ0,0,θi
s,t ], 1 ≤ i ≤ N (2.149)

[Bi
mn][G

0,1
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC0,1,µj ,νj

m,n,s,t ] = [Λ0,1,θi
s,t ], 1 ≤ i ≤ N (2.150)

[C i
mn][G

1,0
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC1,0,µj ,νj

m,n,s,t ] = [Λ1,0,θi
s,t ], 1 ≤ i ≤ N (2.151)

[Di
mn][G

1,1
m,n,s,t] +

∑

j 6=i

1∑

µj=0

1∑

νj=0

[Aj,µj ,νj
mn ][GC1,1,µj ,νj

m,n,s,t ] = [Λ1,1,θi
s,t ], 1 ≤ i ≤ N (2.152)
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Où :

GCµi,νi,µj ,νj
m,n,s,t

= (−1)µj+νj

{
∫∫

R2
+

J2m+µj
(α)J2m+νj (α)

2

×
[(

J2s+1+µi
(ℓ1(α, β))

ℓ1(α, β)

J2t+1+νi (ℓ2(α, β))

ℓ2(α, β)
+

J2s+1+µi
(ℓ3(α, β))

ℓ3(α, β)

J2t+1+νi (ℓ4(α, β))

ℓ4(α, β)

)

× cos
(

∆xα+ (µi + µj)
π

2

)

cos
(

∆yβ + (νi + νj)
π

2

)

+

(

−J2s+1+µi
(ℓ1(α, β))

ℓ1(α, β)

J2t+1+νi (ℓ2(α, β))

ℓ2(α, β)
+

J2s+1+µi
(ℓ3(α, β))

ℓ3(α, β)

J2t+1+νi (ℓ4(α, β))

ℓ4(α, β)

)

× sin
(

∆xα + (µi + µj)
π

2

)

sin
(

∆yβ + (νi + νj)
π

2

)]

dα dβ

−
∑

p,q≥0

(−1)p+q π2

ǫ2p+µi
ǫ2q+νiγ2p+µi,2q+νi

Γ+
2p+µi,2q+νi

Γ−
2p+µi,2q+νi

ai
aj

×
∫∫

R2
+

J2m+µj
(α)J2m+νj(α)

2

×
[(

sin
(
ℓ1(α, β) + µi

π
2

)

ℓ21(α, β)−
(
2p+µi

2
π
)2

sin
(
ℓ2(α, β)− νi

π
2

)

ℓ22(α, β)−
(
2q+νi

2
π
)2 +

sin
(
ℓ3(α, β) + µi

π
2

)

ℓ23(α, β)−
(
2p+µi

2
π
)2

sin
(
ℓ4(α, β)− νi

π
2

)

ℓ24(α, β)−
(
2q+νi

2
π
)2

)

× cos
(

∆xα+ (µi + µj)
π

2

)

cos
(

∆yβ + (νi + νj)
π

2

)

+

(

− sin
(
ℓ1(α, β) + µi

π
2

)

ℓ21(α, β)−
(
2p+µi

2
π
)2

sin
(
ℓ2(α, β)− νi

π
2

)

ℓ22(α, β)−
(
2q+νi

2
π
)2 +

sin
(
ℓ3(α, β) + µi

π
2

)

ℓ23(α, β)−
(
2p+µi

2
π
)2

sin
(
ℓ4(α, β)− νi

π
2

)

ℓ24(α, β)−
(
2q+νi

2
π
)2

)

× sin
(

∆xα + (µi + µj)
π

2

)

sin
(

∆yβ + (νi + νj)
π

2

)
]

dα dβ

}

, ∀p, q,m, n, s, t ∈ N, 1 ≤ i ≤ N

(2.153)

Λµi,νi,θi
s,t = −2µi+νiA

J2s+1+µi
(ai (kx cos θi + ky sin θi))

ai (kx cos θi + ky sin θi)

J2t+1+νi (bi (−kx sin θi + ky cos θi))

bi (−k1 sin θi + k2 cos θi)

× e−kxδxie−kyδyi (2.154)
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Avec :

ℓ1(α, β) =
ai
aj

cos(θij)α+
ai
bj

sin(θij)β (2.155)

ℓ2(α, β) =
bi
bj

cos(θij)β +
bi
aj

sin(θij)α (2.156)

ℓ3(α, β) =
ai
aj

cos(θij)α− ai
bj

sin(θij)β (2.157)

ℓ4(α, β) =
bi
bj

cos(θij)β − bi
aj

sin(θij)α (2.158)

∆x =
δxij

aj
cos θj +

δyij
aj

sin θj (2.159)

∆y =
δyij
bj

cos θj −
δxij

bj
sin θj (2.160)

Dans le modèle développé pour des réseaux de cavités rectangulaires parallèles, on a

montré analytiquement que l’intégrale sous la sommation discrète des indices p et q dans

l’équation représentant les coefficients de couplages (équation (2.130)) est nulle. Pour

cette même raison, on suppose que l’intégrale double sous la sommation discrète des

indices p et q dans l’équation (2.153) est prise égale à zéro. Cette hypothèse est vérifiée

par le bon accord observé entre les résultats théoriques et expérimentaux dans le chapitre

suivant (voir §3.6.4).

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un modèle analytique, s’inspirant de la méthode KP, a été développé

dans le but d’étudier la diffraction d’une onde acoustique par une cavité rectangulaire.

Une généralisation de ce modèle analytique au cas d’un réseau de cavités rectangulaires

parallèles a été développée par juxtaposition de plusieurs cavités élémentaires. Une adap-

tation au cas où les cavités ne sont plus parallèles a été également effectuée. Ce modèle

permet donc d’étudier la diffraction d’une onde acoustique par un réseau de cavités rec-

tangulaires parallèles ou non parallèles. Il sépare bien les différents champs acoustiques

mis en jeu au dessus du réseau : champ incident, champ réfléchi spéculaire et champ
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diffracté.

Ce modèle théorique est valable pour des réseaux apériodiques où les différentes cavités

mises en jeu peuvent être de tailles différentes et espacés d’une façon non périodique.

Une étude théorique du couplage entre cavités a été effectuée. Cette étude a montré

une décroissance des termes de couplage en f−1 et avec l’inverse de la distance entre

les cavités. Cette étude a montré aussi que les coefficients de couplage présentent une

pseudo-périodicité en λ
2

qui semble provenir de la distance qui sépare les repères locaux

centrés sur les cavités.

Dans le chapitre suivant une validation de ce modèle avec l’expérience et la méthode

des éléments finis est présentée.
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3
Validation du modèle développé

3.1 Introduction

Le modèle théorique ayant été développé pour des réseaux de géométrie quelconque

contenant des cavités rectangulaires, une campagne de mesure doit être menée en guise

de validation. Des essais ont été effectués en chambre sourde sur différentes géométries

et agencements de cavités rectangulaires. Pour appuyer cette étape de validation expé-

rimentale, des comparaisons avec les résultats de calculs effectués par la méthode des

éléments finis, ont été effectuées. Il a fallu d’abord adapter notre modèle théorique au

cas des ondes sphériques rencontrées dans l’expérience. Pour cela, une décomposition du

champ incident sphérique en ondes planes a été développée. Cette étape a permis aussi

d’étudier la convergence des résultats du modèle en fonction de certains paramètres de

calcul afin d’optimiser les temps de simulation.
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3.2 Décomposition en ondes planes du champ incident sphérique

3.2 Décomposition en ondes planes du champ incident

sphérique

Notre modèle permet de déterminer le potentiel des vitesses réfléchi diffracté Φd par

une cavité excitée par une onde plane acoustique d’incidence quelconque. Afin de se rame-

ner aux conditions expérimentales, un champ acoustique sphérique est donc décomposé

sur une base d’ondes planes [3]. Cette décomposition a été intégrée dans le modèle numé-

rique. Le champ total diffracté est calculé par sommation de tous les champs diffractés

générés par les différentes ondes planes issues de la décomposition.

Dans la simulation du modèle, les matrices dans les équations (2.56)-(2.59) ont été

tronquées à la taille S2 × S2. Où S est la valeur maximale de m, n, s et t. D’après le

paragraphe 3.5 plusieurs simulations nous ont permis de constater qu’une convergence

satisfaisante est obtenue pour S ≥ 2 en basses fréquences et S ≥ 5 en hautes fréquences

en fonction de la taille des cavités (voir §3.5).

Cette technique consiste à décomposer le champ incident sphérique Φsph
inc en une somme

d’ondes planes. Les amplitudes complexes Ã des ondes planes sont déterminées par trans-

formée de Fourier spatiale bidimensionnelle du champ incident sur le plan z = 0 [61,62] :

Ã(kx, ky, 0) =

∫∫

R2

Φsph
inc (x, y, 0)e

−(kxx+kyy)dx dy (3.1)

La transformée de Fourier (3.1) est déterminée numériquement grâce à un algorithme de

transformée de Fourier rapide (FFT). Les pas d’échantillonnage dx et dy ainsi que les

nombres de points Nx et Ny de la FFT doivent vérifier les critères suivants :

– Afin que le champ incident soit échantillonné sans perte d’information, les pas

d’échantillonnage dx et dy doivent respecter le théorème de Shannon [61] :

dx <
c

2f
et dy <

c

2f
(3.2)

où c représente la célérité des ondes acoustiques dans l’air et f la fréquence du

champ incident.
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3.3 Procédure expérimentale

– Les dimensions Lx et Ly de la grille d’échantillonnage doivent être assez importantes

pour que le champ incident soit négligeable en dehors de cette grille (ici 100m

suffisent).

– Les nombres de points d’échantillonnage Nx et Ny doivent être des puissances de 2

afin que l’algorithme FFT fournisse un résultat exact.

Nx = 2E
+(log2(

Lx
dx

)) (3.3)

Ny = 2
E+(log2(

Ly
dy

)) (3.4)

où E+(var) = E(var) + 1. E(var) représente la partie entière du nombre décimal var.

3.3 Procédure expérimentale

Une campagne d’essais a été effectuée dans la chambre sourde de l’INRS afin de

mesurer le champ de pression acoustique réfléchi total au dessus des parois à reliefs formées

par des cavités rectangulaires et le comparer avec les résultats théoriques obtenus avec

notre propre modèle.

Les cavités présentent un fond supposé infiniment rigide (acier ou carrelage). Quant

aux bords, ils sont en polystyrène recouverts de carrelages et supposés ainsi infiniment

rigides.

La source choisie est constituée d’un haut-parleur Pionner TS E1077 de 10 cm de dia-

mètre, fixé entre une corne et un corps cylindrique. La source ainsi constituée génère des

ondes sphériques [63]. Ce haut-parleur est relié par l’intermédiaire d’un amplificateur et

d’un égaliseur à un générateur de bruit Brüel & Kjaer (B&K) de type 1405 utilisé comme

source de bruit blanc. L’égaliseur permet d’équilibrer la courbe de réponse globale de

l’ensemble du dispositif émetteur. Les microphones utilisés dans le système d’acquisition

sont des 1
4

de pouce B&K de type 4935. Ils sont connectés à un conditionneur B&K de

type Deltatron 2694. Le signal ainsi amplifié est adressé à la chaîne d’acquisition NetdB.
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3.3 Procédure expérimentale

L’acquisition des signaux est réalisée à une fréquence d’échantillonnage Fe = 25600Hz

sur une durée de 30 s. Ces propos sont illustrés dans la figure 3.1.

Figure 3.1 – Chaine de mesure.

La mesure du profil de pression acoustique au dessus des parois est réalisée avec une

antenne de 15 microphones. Les microphones sont espacés de 5, 5 cm les uns des autres.

La pression acoustique est mesurée sur une ligne de 45 capteurs. La mesure est donc

effectuée en trois étapes pour trois positions juxtaposées de l’antenne de 15 microphones.

Ces propos sont illustrés dans la Figure 3.2 dans le cas d’une paroi contenant une seule

cavité.

La mesure du champ de pression acoustique a été effectuée à 0, 2m au-dessus des

parois étudiées. Dans toutes les courbes de validation présentées dans la suite, l’axe des

x présente l’emplacement des microphones et l’axe des y présente la pression acoustique

normalisée par rapport à la pression acoustique mesurée par le microphone central.

Le modèle analytique est développé pour des surfaces infinies. Pour cette raison des

mesures pour |x| > 1, 21m n’ont pas été réalisées et la source sphérique a été placée à

une hauteur proche de la paroi (< 1m) afin d’éviter les phénomènes de bord dus à la

taille finie de la structure étudiée.
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3.4 Modélisation en éléments finis du champ de pression acoustique au dessus des
réseaux étudiés

1.21m 1.21m

Haut-parleur

Position 1

Position 2

Position 3

x = 0

Horn

15 microphones : 1/4”

Figure 3.2 – Positions juxtaposées de l’antenne de 15 microphones

3.4 Modélisation en éléments finis du champ de pres-

sion acoustique au dessus des réseaux étudiés

La méthode des éléments finis est utilisée dans de nombreux domaines afin de résoudre

des problèmes plus ou moins complexes d’acoustique, de mécanique, d’ingénierie et de

physique. Dans le domaine de l’acoustique, son utilité principale réside dans le fait qu’elle

permet de calculer le champ de pression acoustique d’une configuration, même complexe,

de sources, matériaux et milieu de propagation.

Le principe de la modélisation dans notre cas consiste à découper en deux sections la

structure étudiée (figure 3.3). La première section est une plaque d’acier avec une masse

volumique ρ = 7850Kgm−3 et une vitesse de propagation v = 6400ms−1 incluant une

cavité ou un réseau de cavités. Le choix de l’acier permet d’assurer une très forte ré-

flexion acoustique (R = 1) sur les bords comme dans les conditions du modèle théorique.

La deuxième section est un volume d’air qui simule l’élément de propagation. La surface

étudiée est insonifiée par une source sphérique harmonique placée au-dessus. En périphé-

rie de ces deux sections, une terminaison anéchoïque de type Perfectly Matched Layers
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réseaux étudiés

(PML) permet d’assurer une transmission totale de l’onde et donc aucune réflexion :

condition de champ libre [53].

Cette simulation a été réalisée à l’aide du logiciel d’éléments finis Comsol r Multi-

physics 4.0.

D’une manière générale, chacune de ces sections est échantillonnée en une multitude

de petits volumes élémentaires afin de discrétiser la structure. Cela demande, dans la

plupart des cas, de redéfinir et d’approximer la géométrie réelle. Il faut ensuite établir

un maillage définissant le pavage de la structure en plusieurs ensembles qui seront les

éléments finis. Il existe de nombreux types d’éléments finis, du simple cube au tétraèdre

ou encore des formes plus complexes. Nous avons choisi dans cette modélisation des

éléments tétraédriques qui minimisent le nombre de nœuds.

Chaque élément possède des nœuds placés à différents positions où seront calculées les

solutions acoustiques locales. Ces nœuds peuvent être placés aux sommets ou au centre de

l’élément mais aussi au milieu des arêtes. Le maillage ainsi établi est irrégulier. Les zones

critiques (les interstices des cavités étudiées dans notre cas) sont raffinées afin d’obtenir

localement une meilleure précision.

Le principe de base de la méthode des éléments finis consiste alors à résoudre de

manière discrète des équations aux dérivées partielles définies sur ces domaines et com-

portant des conditions aux limites afin d’assurer l’existence et l’unicité de la solution. Il

est important de noter que toute solution sera donc une approximation. La validation

de ces solutions est bien souvent effectuée par convergence, une amélioration progressive

de la précision du maillage est alors effectuée afin de s’assurer que l’on se dirige vers un

même résultat. La phase de validation inclut aussi la vérification de la réponse du modèle

avec des données expérimentales et analytiques.

Les mêmes paramètres géométriques ont été évidemment pris en compte dans le mo-

dèle analytique, l’expérience et dans le calcul des éléments finis pour pouvoir comparer
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les trois approches.

Figure 3.3 – Principe de modélisation en éléments finis

3.5 Convergence du modèle

Plusieurs simulations nous ont permis de constater qu’une convergence statisfaisante

est obtenue pour S = 2 (S : valeur maximale de m, n, s et t) en basses fréquences

(f < 780Hz) et S = 5 en hautes fréquences (f > 1000Hz). La figure 3.4 présente le

profil de pression acoustique calculé pour 45 capteurs (voir figure 3.2) à 0, 02m au dessus

d’une cavité de taille (0, 48×1, 00×0, 21)m3 excitée par une source sphérique (voir §3.2)

située à 0, 86m pour plusieurs fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz. Cette

figure illustre en fait la convergence de ces profils en fonction de l’ordre S et des temps de

calcul. La simulation a été effectué sur un processur Xeon 3, 07GHz avec une mémoire

volatile (RAM) de 8Go.

Le tableau 3.1 résume les ordres et les temps de calcul nécessaires pour obtenir la

convergence.
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Figure 3.4 – Convergence du modèle analytique pour une cavité de taille (0, 48×1, 00×

0, 21)m3 excitée par une source sphérique située à 0, 86m pour plusieurs fréquences :

230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz.

Ordre S Temps de calcul

230Hz 2 13 s

780Hz 3 1mn 10 s

1100Hz 5 9mn 14 s

1900Hz 5 19mn

Table 3.1 – Ordres et temps de calcul nécessaires pour obtenir la convergence du modèle

en 45 points pour une cavité de taille (0, 48 × 1, 00 × 0, 21)m3 excitée par une source

sphérique située à 0, 86m pour plusieurs fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz.
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3.6 Validation du modèle analytique développé

3.6 Validation du modèle analytique développé

3.6.1 Cas d’une cavité excitée avec une source centrée

La figure 3.5 montre les différents profils de pression acoustique (module de pression

acoustique) obtenus avec notre modèle théorique, la méthode des éléments finis et l’ex-

périence pour les fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz pour une cavité de

dimensions (0, 46× 0, 48× 0, 21)m3. La figure 3.6 illustre une comparaison entre les mo-

dules de pression acoustique obtenus avec le modèle analytique et l’expérience pour une

fréquence de 3100Hz.

Les profils de pression acoustique sont symétriques par rapport à la droite x = 0. Ceci

est évidemment conforme à la géométrie symétrique de la cavité.

On constate qu’en hautes fréquences on obtient un profil de pression acoustique plus

discontinu, plus variable sur l’axe, ce qui est justifiable d’une part par la directivité plus

étroite du champ réfléchi à ces fréquences et d’autre part par le fait que la dimension des

arrêtes devient grande devant la longueur d’onde, ceci provoquant une augmentation de

la diffraction.

Jusqu’à 1900Hz, les courbes montrent un bon accord entre les résultats numériques

(modèle analytique et FEM) et expérimentaux. Pour des fréquences plus élevées (supé-

rieures à 1900Hz), la FEM exige un maillage trop fin pour être atteint avec la version

du logiciel dont on dispose. C’est pourquoi les résultats de la FEM ne sont pas présentés

dans la figure 3.6 à 3100Hz.
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Figure 3.5 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de la cavité de taille

(0, 46× 0, 48× 0, 21)m3 excitée par une source sphérique centrée située à 1m au-dessus

pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz
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Figure 3.6 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de la cavité de taille

(0, 46× 0, 48× 0, 21)m3 excitée par une source sphérique centrée située à 1m au-dessus

à 3100Hz

D’autres mesures ont été effectuées sur une cavité de taille (0, 46 × 0, 48× 0, 12)m3.

Cette cavité ne diffère de la cavité étudiée précédemment que par sa profondeur. La figure

3.7 illustre la variation du profil de pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de

cette cavité étudiée pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz.

Un bon accord entre les résultats théoriques et les résultats expérimentaux est obtenu. À

780Hz les deux nœuds de pression acoustique théorique, situés à ±0, 23m correspondant

aux arêtes de la cavité tendent vers une valeur nulle. Ceci s’interprète par une interference

destructive entre la partie spéculaire (Φsph
inc +Φsph

r ) et la partie diffracté (Φsph
d ) du champ

total au dessus de la cavité.
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Figure 3.7 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de la cavité de taille

(0, 46 × 0, 48 × 0, 12)m3 excitée par une source sphérique centrée située à 0, 85m au-

dessus pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz
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3.6 Validation du modèle analytique développé

D’autres mesures ont été effectuées sur une cavité rectangulaire de taille (0, 48 ×

1, 00 × 0, 21)m3. La figure 3.8 illustre la variation du profil de pression acoustique nor-

malisée à 0, 2m au dessus de cette cavité étudiée pour différentes fréquences : 230Hz,

780Hz, 1100Hz et 1900Hz. Un bon accord entre les résultats théoriques et les résultats

expérimentaux est également observé.
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Figure 3.8 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de la cavité de taille

(0, 48 × 1, 00 × 0, 21)m3 excitée par une source sphérique centrée située à 0, 85m au-

dessus pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz
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3.6 Validation du modèle analytique développé

Les calculs sont effectués pour un ordre S = 2 en basses fréquences et S = 5 en hautes

fréquences (voir §3.5), excepté pour la courbe obtenue à 3100Hz dans le cas de la cavité

de taille (0, 46×0, 48×0, 21)m3. Dans ce cas, la convergence a été obtenue pour un ordre

S = 9 et le temps de calcul était 35 minutes pour 45 récepteurs.

Pour évaluer la concordance des résultats expérimentaux et théoriques, nous avons

calculé l’erreur quadratique moyenne (RMSE) [64] :

RMSE =

√
∑M

i=1(x
i
Théorique − xi

Expérimental)
2

M
(3.5)

Où les xi
Théorique (respectivement xi

Expérimental) représentent les valeurs théoriques obte-

nues du modèle (respectivement expérimentales). M est le nombre de valeurs expérimen-

tales.

Le tableau 3.2 présente les valeurs du paramètre RMSE entre le modèle analytique

et l’expérience pour les quatre fréquences choisies : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz

dans le cas des cavités de taille (0, 46 × 0, 48 × 0, 21)m3, (0, 46 × 0, 48 × 0, 12)m3 et

(0, 48 × 1, 00 × 0, 21)m3 excitées par la source centrée. Certaines valeurs du paramètre

RMSE dépassent 0, 15 comme dans le cas de la cavité de taille (0, 48× 1, 00× 0, 21)m3

à 1900Hz. Cette valeur est due à l’écart entre les résultats théoriques et expérimentaux.

Ces derniers présentent parfois des fluctuations. Mais globalement les valeurs obtenues

du paramètre RMSE confirment encore le bon accord entre les résultats théoriques et

les résultats expérimentaux. À 3100Hz, l’erreur quadratique moyenne RMSE du modèle

analytique pour la cavité de taille (0, 46×0, 48×0, 21)m3 est égale à 0, 13, ce qui indique

que le modèle est prometteur pour une bande fréquentielle assez large.
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3.6 Validation du modèle analytique développé

RMSE

Fréq.
230Hz 780Hz 1100Hz 1900Hz 3100Hz

(0, 46 × 0, 48 × 0, 21)m3
Modèle 0, 07 0, 09 0, 11 0, 08 0, 13

FEM 0, 13 0, 09 0, 10 0, 13 -

(0, 46 × 0, 48 × 0, 12)m3 Modèle 0, 11 0, 14 0, 08 0, 08 -

(0, 48 × 1, 00 × 0, 21)m3 Modèle 0, 09 0, 06 0, 06 0, 15 -

Table 3.2 – Erreur quadratique moyenne RMSE du modèle analytique dans le cas des

cavités de tailles (0, 46×0, 48×0, 21)m3, (0, 46×0, 48×0, 12)m3 et (0, 48×1, 00×0, 21)m3

excitées par une source centrée.

3.6.2 Cas d’une cavité excitée avec une source excentrée

Après avoir validé le modèle analytique pour des cavités excitées par une source centrée

par rapport à son axe, une deuxième campagne de mesures a été effectuée pour les mêmes

cavités que précédemment, mais excitées par une source sphérique excentrée. La position

de cette dernière S a été translatée selon l’axe des x. Ses nouvelles coordonnées sont

données par : ~OS =









−0, 51m

0m

0, 89m









. La figure 3.9 présente une comparaison entre les

modules de pression acoustique obtenues avec notre modèle analytique et l’expérience

pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz et 1900Hz selon l’axe des x au

dessus de la cavité de taille (0, 46 × 0, 48 × 0, 21)m3. Ces profils de pression acoustique

sont toujours normalisés par rapport à la pression mesurée par le microphone central de

l’antenne microphonique.

Les figures 3.10 et 3.11 présentent les mêmes variations du profil de pression acoustique

respectivement pour la cavité de taille (0, 46 × 0, 48 × 0, 12)m3 et la cavité de taille

(0, 48× 1, 00× 0, 21)m3.

L’ensemble des courbes présentées précédemment montrent que les résultats théo-
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riques et expérimentaux sont proches. Les valeurs du paramètre RMSE des différents

profils de pression présentés sont illustrées dans le tableau 3.3. Comme dans le cas des

cavités excitées par une source centrée les valeurs du paramètre RMSE confirment la va-

lidité du modèle. Quand la pression acoustique expérimentale atteint de fortes valeurs, de

faibles fluctuations de celle-ci peuvent engendrer de fortes valeurs du paramètre RMSE.

Par exemple 0, 35 et 0, 34 respectivement à 780Hz et à 1900Hz pour la cavité de dimen-

sions (0, 46×0, 48×0, 12)m3. Les faibles écarts obtenus entre les résultats expérimentaux

et théoriques peuvent provenir de plusieurs facteurs :

– l’emplacement des microphones au-dessus de la cavité,

– l’omidirectionalité de la source qui, ayant été vérifiée, n’est pas parfaite.
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Figure 3.9 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de la cavité de

taille (0, 46 × 0, 48 × 0, 21)m3 excitée par une source sphérique excentrée située au

point (−0, 51; 0; 0, 89)m(O,x,y,z) pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz

et 1900Hz
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Figure 3.10 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de la cavité de

taille (0, 46 × 0, 48 × 0, 12)m3 excitée par une source sphérique excentrée située au

point (−0, 51; 0; 0, 89)m(O,x,y,z) pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz

et 1900Hz
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Figure 3.11 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus de la cavité de

taille (0, 48 × 1, 00 × 0, 21)m3 excitée par une source sphérique excentrée située au

point (−0, 51; 0; 0, 89)m(O,x,y,z) pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1100Hz

et 1900Hz
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3.6 Validation du modèle analytique développé

RMSE

Fréq.
230Hz 780Hz 1100Hz 1900Hz

(0, 46 × 0, 48 × 0, 21)m3 Modèle 0, 20 0, 12 0, 30 0, 14

(0, 46 × 0, 48 × 0, 12)m3 Modèle 0, 08 0, 35 0, 25 0, 34

(0, 48 × 1, 00 × 0, 21)m3 Modèle 0, 36 0, 17 0, 15 0, 13

Table 3.3 – Erreur quadratique moyenne RMSE du modèle analytique dans le cas des

cavités de tailles (0, 46×0, 48×0, 21)m3, (0, 46×0, 48×0, 12)m3 et (0, 48×1, 00×0, 21)m3

excitées par une source excentrée.

3.6.3 Cas des réseaux de cavités rectangulaires parallèles

La validation du modèle dans le cas de réseaux de cavités rectangulaires parallèles a été

effectuée expérimentalement et par l’approche des éléments finis comme précédemment.

Dans la simulation, les matrices [Gµi,νi,µj ,νj
m,n,s,t ] et [Gµi,νi

m,n,s,t] dans les équations (2.124) - (2.127)

ont été tronquées à la taille S2 × S2 (S est la valeur maximale de m, n, s et t comme

vu précédemment dans le paragraphe 3.5). Plusieurs simulations nous ont permis de

constater qu’une convergence satisfaisante est atteinte pour un nombre d’itérations égal

à 3 dans la méthode de Gauss-Seidel et pour des fréquences inférieures à 1000Hz (voir

§3.7).

Trois réseaux de cavités rectangulaires ont été étudiés :

– Le premier réseau contient 3 cavités espacées de 0, 34m présentant un fond infini-

ment rigide (acier). Quant aux bords, ils sont en polystyrène recouverts de carrelages

supposés infiniment rigides. La source est située à 0, 85m au dessus de la cavité cen-

trale. Les trois cavités sont de taille (0, 48× 0, 50× 0, 21)m3. La mesure des profils

de pression acoustique est selon l’axe (Ox) passant par les 3 centres des 3 cavités.

Ces propos sont illustrés dans la figure 3.12.
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Figure 3.12 – Réseau à 3 cavités de taille (0, 48× 0, 50× 0, 21)m3 espacées de 0, 34m

– Le deuxième est un réseau périodique formé par 9 cavités de tailles (0.50× 0.48×

0.21)m3. Les périodicités sont 0, 34m et 0, 52m selon l’axe des x et l’axe des y

respectivement. Le repère de référence est centré sur la cavité centrale du réseau.

Les coordonnées de la source sont (0; 0; 0, 85)(O,x,y,z) m.

– Le troisième est un réseau apériodique formé par 9 cavités de tailles et d’espacements

différents (voir figure 3.13). Les tailles et les positions des différentes cavités sont

données dans le tableau 3.4. Le repère de référence est pris centré sur la première

cavité. Les coordonnées de la source sont (0, 26; 0, 03; 0, 85)(O,x,y,z) m.

92



3.6 Validation du modèle analytique développé

Figure 3.13 – Géométrie du réseau apériodique formé par 9 cavités de tailles et d’espa-

cements différents.

tailles (xOi
, yOi

, zOi
)(O,x,y,z)

(1, 00× 0, 48× 0, 21)m3 (0; 0; 0)m

(0, 50× 0, 48× 0, 21)m3 (1, 10; 1, 01; 0)m

(0, 50× 0, 48× 0, 07)m3 (0, 25; 1, 01; 0)m

(0, 50× 0, 48× 0, 12)m3 (1, 10;−1, 01; 0)m

(0, 50× 0, 48× 0, 21)m3 (0, 25;−1, 01; 0)m

(0, 50× 0, 48× 0, 21)m3 (−0, 77;−1, 01; 0)m

(0, 50× 0, 30× 0, 21)m3 (1, 10;−0, 09; 0)m

(0, 50× 0, 10× 0, 21)m3 (−0, 59; 1, 20; 0)m

(0, 50× 0, 20× 0, 21)m3 (−0, 59; 0, 86; 0)m

Table 3.4 – Dimensions du réseau aperiodique à 9 cavités rectangulaires parallèles.
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3.6 Validation du modèle analytique développé

La figure 3.14 montre les différents modules de pression acoustique obtenus avec notre

modèle avec et sans couplage et l’expérience dans le cas du réseau de 3 cavités périodiques

pour les fréquences : 230Hz, 500Hz, 730Hz et 1500Hz selon l’axe des x. Ces profils de

pression acoustique sont normalisés par rapport à la pression mesurée par le microphone

central de l’antenne. L’ensemble des courbes montre un bon accord entre les résultats

numériques et expérimentaux.

Les profils de pression acoustique pour chaque cavité sont symétriques par rapport à

la droite x = 0. Ceci est tout à fait normal puisque la position des cavités est symétrique

par rapport au plan (Oyz) et les mesures sont effectuées selon un axe perpendiculaire à

ce plan (Oyz).

On effectue en hautes fréquences les mêmes observations que dans le cas d’une seule

cavité à savoir, un profil de pression acoustique plus discontinu dû à la diffraction plus

directive à ces fréquences.

Le bon accord observé entre les résultats théoriques et expérimentaux, permet de

confirmer l’hypothèse suivante : les termes croisés dans la matrice de couplage Ξ repré-

sentant le couplage sont faibles par rapport à la solution du problème non couplé (voir

paragraphe §2.5.2.2). Ceci étant une condition permettant de faire converger la méthode

de résolution de Gauss-Seidel.
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Figure 3.14 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau de 3 cavités

étudié pour différentes fréquences : 230Hz, 500Hz, 730Hz et 1500Hz
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3.6 Validation du modèle analytique développé

Pour clarifier la définition du problème non couplé, nous soulignons que celui-ci est

obtenue en négligeant les phénomènes de couplage qui existent entre les cavités : chaque

cavité i génère son champ diffracté Φi
d indépendamment des autres cavités voisines comme

si elle est isolée (voir figure 3.15).

Figure 3.15 – Solution du problème non couplé

Par contre, la solution du problème couplé prend en compte les phénomènes de cou-

plage entre les cavités. Dans le cas du réseau de 3 cavités étudié ici, le champ diffracté

généré par la première cavité est influencé par ceux générés par la deuxième et la troisième

cavité. Le champ diffracté généré par la deuxième est influencé par ceux générés par la

première et la troisième, etc. (voir figure 3.16). Ces propos se traduisent d’un point de

vue mathématique par les relations qui existent entre les différentes amplitudes modales

des différents champs diffractés dans les équations (2.124)-(2.127).
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3.6 Validation du modèle analytique développé

Figure 3.16 – Solution du problème couplé

Les figures 3.17 et 3.18 présentent la variation du module de pression acoustique

normalisé obtenu avec notre modèle et l’expérience pour les fréquences 230Hz, 400Hz,

780Hz et 900Hz le long de l’axe (Ox) dans le cas du réseau contenant 9 cavités pério-

diques et respectivement apériodiques.
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Figure 3.17 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau périodique

de 9 cavités pour différentes fréquences : 230Hz, 400Hz, 780Hz et 900Hz
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Figure 3.18 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau apériodique

de 9 cavités pour différentes fréquences : 230Hz, 400Hz, 780Hz et 900Hz
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3.6 Validation du modèle analytique développé

Les profils de pression acoustique dans la figure 3.18 ne sont pas symétriques à cause

de l’asymétrie et l’apériodicité de la structure. Les termes de couplage sont plus impor-

tants dans les basses fréquences comme dans le cas des deux réseaux périodiques étudiés

précédemment.

Plus la géométrie de la structure est complexe, plus le nombre de cavités devient

important et les calculs nécessitent des outils informatiques plus performants. C’est la

raison pour laquelle on s’est limité à la fréquence 1500Hz dans le cas du réseau périodique

à 3 cavités et à 900Hz dans le cas du réseau apériodique.

Le couplage est plus important à 230Hz pour les 3 réseaux étudiés. Les interactions de

couplage acoustique entre les cavités sont plus importantes en basses fréquences comme

constaté lors de l’étude théorique des termes de couplage au paragraphe 2.5.3. En basses

fréquences le rayonnement acoustique d’une cavité a plus de facilité à venir perturber le

champ insonifiant la cavité voisine. Plus on monte en fréquence, plus les champs couplés

et non couplés deviennent très proches. Le couplage est donc faible en hautes fréquences.

Ceci peut s’expliquer par le fait que le rayonnement d’une cavité étant plus directif, il a

moins de faculté à venir perturber le champ insonifiant la cavité voisine. Ceci est illustré

dans la figure 3.19 montrant la variation du champ diffracté Φd à 0, 2m au dessus d’une

cavité de taille (0, 46 × 0, 48 × 0, 21)m3 excitée par une source sphérique située 1m au-

dessus. Cette figure montre des fluctuations directives au-dessus de la cavité. De plus, en

hautes fréquences, la distance entre les cavités devient grande par rapport à la longueur

d’onde.
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Figure 3.19 – Champ acoustique diffracté Φd à 0, 2m au-dessus d’une cavité de taille

(0, 46×0, 48×0, 21)m3 excitée par une source sphérique située à 1m au-dessus à 3100Hz

Le tableau 3.5 présente les valeurs du paramètre RMSE pour les fréquences sélection-

nées dans le cas des deux réseaux périodiques à 3 et à 9 cavités et du réseau apériodique

à 9 cavités, respectivement. Les valeurs du paramètre RMSE sont inférieures à 0, 16

dans les trois cas, ce qui confirme la bonne concordance entre le modèle analytique et

l’expérience.

RMSE

Fréq.
230Hz 400Hz 780Hz 900Hz 1500Hz

3 cavités (périodique) Modèle 0, 11 0, 08 0, 05 - 0, 16

9 cavités (périodique) Modèle 0, 10 0, 06 0, 09 0.08 -

9 cavités (apério-

dique)

Modèle 0, 16 0, 11 0, 11 0, 09 -

Table 3.5 – Erreur quadratique moyenne RMSE du modèle analytique couplé dans le

cas des réseaux périodiques de 3 et 9 cavités et du réseau apériodique à 9 cavités.
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3.6 Validation du modèle analytique développé

La simulation a été effectuée pour un ordre S = 2. Le temps de calcul est de 5 minutes

à la plus haute fréquence dans le cas du réseau périodique de 3 cavités et 40 minutes dans

le cas des deux réseaux périodique et apériodique à 9 cavités.

3.6.4 Cas des cavités rectangulaires non parallèles

Un ensemble de deux cavités rectangulaires non parallèles a été étudié. Il est formé

par une cavité de taille (0, 50× 0, 48× 0, 21)m3 centrée sur le repère de référence et une

deuxième cavité de taille (0, 35 × 0, 34 × 0, 21)m3 pivotée de 45◦. Les coordonnées du

centre de son repère local sont (0, 56; 0, 50)(O,x,y)m (voir figure 3.20).
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.2
1
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26
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m
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Figure 3.20 – Géométrie du réseau de deux cavités non parallèles

La figure 3.21 présente la variation du module de pression acoustique normalisé obtenu

avec notre modèle, le modèle des éléments finis et l’expérience pour les fréquences 300Hz,

500Hz, 780Hz et 1900Hz le long de l’axe (Ox) dans le cas du réseau apériodique de

deux cavités non parallèles. Un bon accord a été obtenu. Les profils de pression acoustique

ne sont évidemment pas symétriques à cause de l’asymétrie et de l’apériodicité de la

structure. Les termes de couplage sont plus importants en basses fréquences comme dans
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le cas des réseaux périodiques et du réseau apériodique présentés précédemment.
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Figure 3.21 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus des deux cavités non

parallèles pour différentes fréquences : 300Hz, 500Hz, 780Hz et 1900Hz

La figure 3.22 montre les mêmes variations du module de pression acoustique (sauf

pour les éléments finis) pour les mêmes fréquences 300Hz, 500Hz, 780Hz et 1900Hz

selon l’axe y = −0, 37m dans le cas du même ensemble de deux cavités non parallèles.

On constate qu’à partir de 780Hz les profils de pression deviennent symétriques. Cette

symétrie se traduit par une contribution négligeable de la cavité la plus éloignée de l’axe

de mesure à ces fréquences. Ceci est de nouveau dû à la directivité de plus en plus étroite

des ondes acoustiques diffractées au fur et à mesure qu’on augmente la fréquence, et au

fait que la longueur d’onde devient de plus en plus faible en hautes fréquences.

Le temps de calcul est de 120 minutes à la plus haute fréquence de simulation.
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Figure 3.22 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus des deux cavités non

parallèles le long de l’axe y = −0, 37m pour différentes fréquences : 500Hz, 700Hz,

900Hz et 1900Hz
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Le tableau 3.6 présente les valeurs du paramètre RMSE pour les fréquences sélec-

tionnées dans le cas des 2 cavités non parallèles sur les deux axes de mesure y = 0m et

y = −0, 37m. Les valeurs du paramètre RMSE sont inférieures à 0, 11 sur les deux axes

de mesure, ce qui confirme la bonne concordance entre le modèle analytique, le modèle

des éléments finis et l’expérience.

RMSE

Fréq.
300Hz 500Hz 780Hz 1900Hz

y = 0m
Modèle 0, 04 0, 05 0, 04 0, 08

FEM 0, 08 0, 04 0, 05 0, 11

y = −0, 37m Modèle 0, 10 0, 06 0, 03 0, 07

Table 3.6 – Erreur quadratique moyenne RMSE du modèle analytique couplé dans le

cas des 2 cavités non parallèles sur les deux axes de mesure y = 0m et y = −0, 37m.

Par ailleurs, le bon accord observé entre notre modèle, la méthode des éléments finis

et l’expérience confirme l’hypothèse de l’intégrale nulle qui apparait sous la sommation

discrète des indices p et q dans l’équation (2.153) représentant les coefficients de couplage.

Cette hypothèse a été faite dans la section 2.6 dédié à l’étude des réseaux de cavités

rectangulaires non parallèles.

3.7 Validation expérimentale du couplage entre cavités

Après avoir validé notre modèle analytique, on se propose de vérifier expérimentale-

ment les phénomènes de couplages entre cavités. Pour cela, nous avons choisi un réseau

de 3 cavités périodiques de taille (0, 50× 0, 48× 0, 21)m3 et nous avons fait varier l’espa-

cement e entre les cavités selon l’axe des x : e = 0, 02m, 0, 07m, 0, 12m, 0, 17m, 0, 34m.

Le décalage selon l’axe des y est pris égal à zéro. La mesure des profils de pression acous-

tique a été effectuée selon l’axe des x à 0, 2m au dessus du réseau et la source a été placée
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1m au dessus de la cavité centrale (voir figure 3.23).

Position 1

x
0 1.21m−1.21m

Position 2 Position 3

1
m

Loudspeaker

Horn

15 microphones (1/4")

ee

Figure 3.23 – Géométrie des 5 réseaux étudiés

La figure 3.24 présente les différents modules de pression acoustique obtenus avec

notre modèle avec et sans couplage, le modèle des éléments finis et l’expérience pour les

fréquences : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et 1600Hz selon l’axe des x pour le réseau de 3

cavités espacés de 0.02m. Cet espacement a été choisi car il est faible et il engendre un

couplage important entre les cavités comme nous avons vu dans le paragraphe 2.5.3 dédié

au couplage théorique. Les figures 3.25, 3.26, 3.27 et 3.28 présentent les mêmes modules

de pression acoustique aux mêmes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et 1600Hz pour

les réseaux de 3 cavités espacés de e = 0, 07m, 0, 12m, 0, 17m, 0, 34m respectivement.

Ces profils de pression acoustique sont normalisés par rapport à la pression mesurée par

le microphone central de l’antenne.
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Figure 3.24 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0, 02m pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et

1600Hz
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Figure 3.25 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0, 07m pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et

1600Hz
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Figure 3.26 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0, 12m pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et

1600Hz
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Figure 3.27 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0, 17m pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et

1600Hz
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Figure 3.28 – Pression acoustique normalisée à 0, 2m au dessus du réseau périodique

de 3 cavités espacées de 0, 34m pour différentes fréquences : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et

1600Hz
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Le tableau 3.7 présente les valeurs du paramètre RMSE pour les quatre fréquences

choisies : 230Hz, 780Hz, 1000Hz et 1600Hz pour les 5 configurations : e = 0, 02m ;

0, 07m ; 0, 12m ; 0, 17m ; 0, 34m. Les valeurs du paramètre RMSE obtenues confirment

le bon accord entre le modèle théorique et l’expérience.

RMSE

Fréq.
230Hz 780Hz 1000Hz 1600Hz

e = 0, 02m
Modèle 0, 20 0, 10 0, 19 0, 07

FEM 0, 28 0, 12 0, 25 0, 12

e = 0, 07m Modèle 0, 20 0, 09 0, 23 0, 16

e = 0, 12m Modèle 0, 04 0, 08 0, 13 0, 06

e = 0, 17m Modèle 0, 10 0, 05 0, 14 0, 10

e = 0, 34m Modèle 0, 10 0, 06 0, 13 0, 16

Table 3.7 – Erreur quadratique moyenne RMSE du modèle analytique couplé et du

modèle des éléments finis dans le cas des 5 réseaux de 3 cavités étudiés.

La figure 3.29 présente une comparaison entre les valeurs du paramètre RMSE ob-

tenus pour le modèle couplé et le modèle non couplé pour les 5 espacements étudiés :

e = 0, 02m ; 0, 07m ; 0, 12m ; 0, 17m ; 0, 34m respectivement. Ces courbes montrent,

comme vu dans le paragraphe 2.5.3, que la convergence entre le modèle couplé et le mo-

dèle non couplé est obtenue plus rapidement lorsque l’espacement entre les cavités est

plus important. Le tableau 3.8 illustre les différentes fréquences de convergence entre le

modèle couplé et le modèle non couplé. Pour les 3 cavités les plus rapprochées (espacées

de 0, 02m) cette convergence est obtenue vers 1000Hz, alors que pour les plus éloignées

(espacement de 0, 34 cm) celle-ci est obtenue vers 500Hz. Par conséquent, la convergence

entre le modèle couplé et le modèle non couplé est obtenue à partir de 1000Hz pour tous

les espacements considérés. Il est possible donc de gagner en temps de calcul en négligeant

les phénomènes de couplage entre cavités à partir de cette fréquence. Cette limite reste
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valable uniquement pour cette configuration étudiée.
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Figure 3.29 – Comparaison des valeurs du paramètre RMSE obtenus pour le modèle

couplé et le modèle non couplé en fonction de la fréquence pour les 5 réseaux de 3 cavités

périodique espacées de 0, 02m ; 0, 07m ; 0, 12m ; 0, 17m ; 0, 34m respectivement.
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Espacement Fréquence de convergence

e = 0, 02m 930Hz

e = 0, 07m 780Hz

e = 0, 12m 580Hz

e = 0, 17m 550Hz

e = 0, 34m 500Hz

Table 3.8 – Fréquence de convergence entre le modèle couplé et le modèle non couplé.

3.8 Discussion et synthèse à propos du modèle déve-

loppé

• Notre modèle permet de prévoir le champ de pression acoustique au dessus des ré-

seaux de cavités rectangulaires excités par des ondes planes. Une décomposition en

ondes planes du champ sphérique incident a été effectuée et intégrée dans le modèle

pour se rapprocher de la réalité. Cette intégration est à l’origine de la limitation du

modèle développé car elle nécessite une taille de mémoire informatique importante

en hautes fréquences (≈ 8Go de RAM à 900Hz pour un réseau de 9 cavités rectan-

gulaires). La résolution du système d’équations matricielles nécessite des opérations

d’inversion de matrices par méthode directe (factorisation LU) et méthode itérative

(Gauss-Seidel) et des produits matriciels. Ces opérations deviennent très coûteuses

d’un point de vue du temps de calcul lorsque la taille des matrices devient impor-

tante. Il serait donc judicieux de repenser le développement du modèle en intégrant

dès le départ une onde sphérique comme onde incidente. En effet, le même raison-

nement effectué pour des ondes planes peut être fait pour des ondes sphériques :

une vitesse acoustique nulle sur les bords de la cavité (surface plane rigide) et non

nulle au dessus de la cavité (continuité de vitesse). Ceci permettant d’exprimer le
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3.8 Discussion et synthèse à propos du modèle développé

champ diffracté par une expression analogue à celle du champ diffracté dans le cas

des ondes planes.

Pour avoir un maximum de précision, il faut augmenter l’ordre S (maximum des

indices m, n, s et t). Cette opération est aussi très coûteuse d’un point de vue

de l’espace mémoire nécessaire et du temps de calcul car la décomposition a été

intégrée dans le système matriciel (les matrices des amplitudes modales sont de

taille NxNy × S2).

• Notre modèle pourrait être aussi utilisé pour caractériser les réseaux de cavités

rectangulaires par :

– une admittance réduite équivalente. Celle-ci pourrait être estimée en utilisant

une condition aux limites mixte au niveau de la surface plane équivalente donnée

par :
(

∂

∂z
− kηeq

)

Φ = 0, z = 0 (3.6)

Avec Φ est le champ total au dessus des cavités. Dans ce cas :

ηeq(x, y) =


k

∂Φd

∂z

∣
∣
z=0

2Aekxxekyy + Φd(x, y, z = 0)
(3.7)

– Il serait alors possible de déduire également un coefficient de réflexion equivalent

Req(x, y) et un coefficient d’absorption equivalent αeq(x, y) donnés par :

Req(x, y) =
kz − kηeq(x, y)

kz + kηeq(x, y)
(3.8)

αeq(x, y) = 1− |Req(x, y)|2 (3.9)

Ceci permettra par la suite de simplifier l’étude des parois à relief dans les milieux

confinés. En effet, la paroi à reliefs peut être remplacée par une paroi plane équi-

valente caractérisée par une impédance réduite équivalente. Et par la suite, une

condition aux limites mixte au niveau de la paroi plane peut être appliquée.

• Notre modèle peut être utilisé pour traiter les problèmes inverses par une utilisa-

tion de techniques d’optimisations permettant de faire varier tous les paramètres

116



3.8 Discussion et synthèse à propos du modèle développé

du modèle afin de trouver une configuration de cavités rectangulaires équivalente

à la mesure effectuée au dessus d’une paroi à reliefs. Ces techniques d’optimisa-

tions peuvent permettre aussi de trouver une configuration optimale donnant un

coefficient d’absorption ou de diffusion donné.

• Le coefficient de diffusion est défini comme étant le rapport entre l’énergie réfléchie

de manière diffuse et l’énergie totale réfléchie. D’un point de vue expérimental il peut

être déterminé par la méthode de Mommertz et Vörlander [52, 65] en champ libre.

Notre modèle permet d’accéder directement à l’énergie diffuse puisqu’il sépare les

champs et permet de calculer chacun d’entre eux en tout point au-dessus du relief.

Ainsi, il permettrait d’accéder au coefficient de diffusion théorique par la relation

suivante [23] :

sdiffusion(r, θ, φ, k) = 1− |AR0
|2 (3.10)

où AR0
est l’amplitude de l’onde réféchie dans la direction spéculaire. A l’aide de

notre modèle, cette amplitude peut être déterminée à partir de la relation (3.8)

définissant le coefficient de reflexion équivalent de la surface à relief étudiée. Ce

coefficient traduit la réflexion des ondes diffuses de manière locale, c’est pourquoi

il dépend des coordonnées sphériques r, θ et φ (voir figure 2.1). AR0
peut donc être

déterminé à partir de Req dans la direction (r, θ, φ) spéculaire.

• A termes, il serait également intéressant d’étudier le comportement acoustique diffu-

sant d’un volume sortant, comme par exemple un ou plusieurs cubes de dimensions

différentes. Ce type de relief sortant peut être obtenu par juxtaposition de plusieurs

cavités. La résolution d’un tel problème conduira à remplacer les conditions aux li-

mites des parois latérales des cavités par des conditions de continuité puisque dans

ce cas, les cavités sont jointes (pas d’espacement entre elles). Par ailleurs, il est éga-

lement possible de caractériser d’un point de vue acoustique les volumes sortants en

utilisant le principe de Babinet déjà utilisé dans l’électromagnétisme. En effet, ce

principe stipule que la diffraction électromagnétique engendrée par la juxtapostion
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d’une fente et d’un écran (infiniment mince et infiniment conducteur) est identique

à celle résultant de la juxtapostion d’un écran et d’une fente (profil inverse). Ce

principe est valable si on change de polarisation du champ incident entre les deux

cas : de type TE (Transverse Electrique) pour le premier, de type TM (Transverse

Magnetique) pour le deuxième (voir figure 3.30) [66]. Ce théorème a été utilisé

par K. Hongo et al. [47] pour déduire le champ électromagnétique diffracté par un

réseau de deux plaques conductrices à partir de celui développé pour étudier la

diffraction des ondes électromagnétiques par un réseau de fentes. Dans notre cas, le

profil complémentaire d’une fente épaisse rectangulaire espacée d’un écran est un

relief sortant rectangulaire (voir figure 3.31). Le cas d’un réseau de reliefs rectangu-

laires sortants se ramène donc à étudier un réseau de fentes rectangulaires espacées

d’un écran (figure 3.32).

b
~E

b
~B

Fente
Plaque

Situation 1 Situation 2

~E : champ électrique
~B : champ magnétique

Figure 3.30 – Représentation d’une ouverture illuminée en polarisation magnétique (si-

tuation 1), et d’une fente équivalente illuminée en polarisation électrique (situation 2).
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Figure 3.31 – Application du principe de Babinet pour étudier un relief sortant rectan-

gulaire.

Figure 3.32 – Application du principe de Babinet pour étudier un réseau de reliefs

sortants rectangulaires.

• D’autre part, une étude plus approfondie concernant l’influence des phénomènes de

couplage sur les amplitudes modales à l’intérieur de la cavité devrait être menée. En

effet, le système des équations matricielles donné par les équations (2.149)-(2.152)

(cas d’un réseau de cavités rectangulaires non parallèles) ou (2.124)-(2.127) (cas

d’un réseau de cavités rectangulaires parallèles) montre que le couplage modifie les

amplitudes modales des cavités. Cette étude n’a pu être effectuée dans le cadre

de cette thèse pour des raisons de temps mais elle n’était pas nécessaire au bon

fonctionnement du modèle qui prend en compte les phénomènes de couplage entre

cavités. Cette étude est intéressante à titre complémentaire.

• Enfin, des études mathématiques sur les familles d’intégrales définissant le champ

diffracté ou ses amplitudes ou les coefficients de couplages que nous n’avons pas pu

résoudre d’une manière analytique doivent être menées afin de pouvoir gagner en

temps de calcul et surtout avoir une expression plus explicite du champ diffracté,

de ses amplitudes modales et des coefficients de couplage.
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Conclusion générale

L’objectif de cette étude est de développer un modèle prévisionnel du champ de pres-

sion acoustique au dessus d’une paroi à relief périodique et/ou apériodique. Ce type de

géométrie est souvent rencontré dans les parois qui délimitent les locaux industriels.

Une étude bibliographique a permis d’étudier les modèles théoriques existants non

limités en fréquence qui permettent de déterminer une expression analytique du champ

réfléchi diffracté au dessus d’un profil apériodique contenant des cavités rectangulaires :

1. La méthode des sources images, la méthode des rayons sonores et la méthode de

Kirchhoff, valables dans les hypothèses de l’optique géométrique, sont limitées en

hautes fréquences et ne tiennent pas compte du phénomène de diffraction des ondes

acoustiques sur les bords du relief,

2. L’approximation de Born, basée d’un point de vue mathématique sur la méthode

de Picard, est limitée en moyennes fréquences,

3. La méthode de perturbation exige que la variation de hauteur du relief soit faible

par rapport à la longueur d’onde, ce qui limite son domaine de validité en basses

fréquences,

4. Un modèle regroupant les approximations de Kirchhoff, de Born et la méthode de

perturbation, chacune valable dans son domaine fréquentiel, n’a pas pu être utilisé

à cause de la lourdeur de simulation,

5. La méthode d’homogénéisation périodique, la méthode Holford et la méthode des

guides d’ondes sont des méthodes valables pour des structures à reliefs uniquement

périodiques,
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6. La méthode Wiener-Hopf, la méthode de H. H. Park et la méthode Kobayashi

Potential (KP) sont à l’origine adaptées aux problèmes de propagation des ondes

dans les fentes épaisses. Ces trois dernières techniques ne sont pas des méthodes

d’approximation car elles aboutissent à une expression exacte du champ de pression

acoustique réfléchi au dessus de ces fentes. La méthode KP a été retenue car elle

permet d’étudier le champ acoustique réfléchi au dessus d’une cavité élémentaire

une fois que l’on a obstrué le fond de la fente par un matériau.

Le modèle KP a donc été adapté pour étudier le profil de pression acoustique au-dessus

d’une cavité élémentaire. Par juxtaposition, ce modèle a été généralisé au cas de réseaux

périodiques et apériodiques contenant plusieurs cavités rectangulaires. Les phénomènes

de couplage existants entre les cavités sont pris en compte. Une étude de ce couplage en

fonction de l’espacement entre cavités et en fonction de la fréquence a pu être effectuée

théoriquement et validée expérimentalement.

Plusieurs campagnes de mesures ont été réalisées en chambre sourde pour valider le

modèle analytique développé : étude du profil de pression acoustique au-dessus d’une

cavité, d’un ensemble de 3 cavités, d’un réseau périodique puis apériodique contenant 9

cavités rectangulaires parallèles. L’expérience corrobore bien la théorie ce qui a permis

de valider le modèle sur une large bande fréquentielle. Une validation par la méthode des

éléments finis a été également effectuée et a ainsi permis de confirmer la robustesse du

modèle.

Une adaptation au cas d’un réseau de cavités rectangulaires non parallèles a été éga-

lement effectuée. Un ensemble de deux cavités rectangulaires non parallèles (une cavité

est pivotée de 45◦) a été étudié sur deux axes de mesure : y = 0m et y = −0, 37m.

Une confrontation des trois approches : modèle analytique, FEM et expérience a été ef-

fectuée pour le premier axe de mesure. Sur le deuxième axe de mesure, uniquement une

confrontation avec l’expérience a été faite. Un bon accord a été obtenu entre les différents

approches confirmant la validité de notre modèle.
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Plusieurs réseaux périodiques de 3 cavités de différents espacements entre cavités ont

été étudiés. Le bon accord obtenu entre les résultats théoriques (modèle et FEM) et ex-

périmentaux a permis de valider la prise en compte des phénomènes de couplage entre

cavités dans le modèle. Un développement asymptotique a été effectué pour des rainures

en faisant tendre une dimension vers l’infini. Le coefficient de couplage ainsi obtenu a été

comparé avec le coefficient de couplage obtenu pour des rainures en électromagnétisme.

Un bon accord a été obtenu prouvant que notre modèle peut être utilisé pour étudier

la réflexion des ondes acoustiques par des rainures en faisant tendre une dimension vers

l’infini. Cette première étude a montré une décroissance en f−1 et en δ
− 1

2
xij (distance sé-

parant les centres des deux rainures i et j) comme celle obtenue pour des rainures en

électromagnétisme mode TM (transverse magnétique). Une étude du couplage a été en-

suite effectuée pour deux réseaux de deux cavités. Le premier présente une distance nulle

selon l’axe Oy entre les deux centres des deux repères locaux centrés sur les deux cavités.

Des courbes de tendance théoriques ont montré à travers le modèle une décroissance du

couplage en f−1 et en δ−1
ij (distance séparant les centres des deux cavités i et j). Cette

étude a montré également que les coefficients de couplage existants entre deux cavités

présentent une pseudo-périodicité en λ
2
. Celle-ci provient de la distance qui sépare les

deux repères locaux centrés sur les deux cavités respectivement.

En conclusion, nous avons développé un modèle valable sur une large bande fréquen-

tielle, et qui sépare bien des différents champs mis en jeu : champ incident, champ réfléchi

spéculaire et champ diffracté, au dessus de réseaux de cavités apériodiques parallèles et

non parallèles. Ceci permettra de calculer un coefficient de diffusion acoustique pour

différents réseaux à cavités rectangulaires parallèles ou non parallèles. Cette technique

pourrait permettre à terme de chercher une configuration optimale de relief donnant un

fort coefficient de diffusion.
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Annexes

A.1 Détermination des fonctions inconnues fcc, fcs, fsc,

fss

Les équations (2.24) et (2.10) (vitesse nulle du champ diffracté sur les bords de la

cavité, vitesse non nulle du champ diffracté au dessus de la cavité) forment un système

de deux equations intégrales :







∫∫

R2
+

(

fcc(α, β) cos(αξ) cos(βη) + fcs(α, β) cos(αξ) sin(βη) + fsc(α, β) sin(αξ) cos(βη)

+fss(α, β) sin(αξ) sin(βη)
)√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0

∫∫

R2
+

(

fcc(α, β) cos(αξ) cos(βη) + fcs(α, β) cos(αξ) sin(βη) + fsc(α, β) sin(αξ) cos(βη)

+fss(α, β) sin(αξ) sin(βη)
)√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ 6= 0, (x, y) ∈ D, z = 0

La parité des fonctions en ξ et η permet de diviser ce système en 4 systèmes différents :






∫∫

R2
+

fcc(α, β) cos(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0

∫∫

R2
+

fcc(α, β) cos(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ 6= 0, (x, y) ∈ D, z = 0







∫∫

R2
+

fcs(α, β) cos(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0

∫∫

R2
+

fcs(α, β) cos(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ 6= 0, (x, y) ∈ D, z = 0







∫∫

R2
+

fsc(α, β) sin(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0

∫∫

R2
+

fsc(α, β) sin(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ 6= 0, (x, y) ∈ D, z = 0
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∫∫

R2
+

fss(α, β) sin(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ = 0, (x, y) ∈ Dc, z = 0

∫∫

R2
+

fss(α, β) sin(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2dαdβ 6= 0, (x, y) ∈ D, z = 0

Par identification avec les deux systèmes (2.25) et (2.26) rappelés ci-dessous :

∫ ∞

0

J2n+σ(t)

tσ
cos(xt)dt =







0 (|x| > 1)

(−1)nΓ(σ)Γ(2n+1)
21−σΓ(2n+2σ)

(1− x2)σ−
1

2C
(σ)
2n (x), (|x| < 1, n ∈ N)

∫ ∞

0

J2n+1+σ(t)

tσ
sin(xt)dt =







0 (|x| > 1)

(−1)nΓ(σ)Γ(2n+2)
21−σΓ(2n+2σ+1)

(1− x2)σ−
1

2C
(σ)
2n+1(x), (|x| < 1, n ∈ N)

on obtient les expressions (2.27)-(2.30) :

f (m,n)
cc (α, β) = Amn

J2m+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

f (m,n)
cs (α, β) = Bmn

J2m+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

f (m,n)
sc (α, β) = Cmn

J2m+1+σ(α)J2n+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

f (m,n)
ss (α, β) = Dmn

J2m+1+σ(α)J2n+1+τ (β)

ασβτ

√
α2

a2
+ β2

b2
− k2

Où Amn, Bmn, Cmn, et Dmn sont des amplitudes modales inconnues.

A.2 Continuité de pression : cas d’une seule cavité

L’équation de continuité (2.11) peut être écrite, en remplaçant chaque champ acous-

tique mis en jeu par leur expression respective, sous la forme :

2Aejkxaξejkybη +
∑

m,n≥0

∫∫

R2+

(

AmnJ2m(α)J2n(β) cos(αξ) cos(βη)

+BmnJ2m(α)J2n+1(β) cos(αξ) sin(βη) + CmnJ2m+1(α)J2n(β) sin(αξ) cos(βη)

+DmnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin(αξ) sin(βη)

)(
α2

a2
+

β2

b2
− k2

)− 1

2

dα dβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq, ∀m,n, p, q ∈ N, |ξ|, |η| ≤ 1 (11)
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En décomposant les exponentielles sous forme trigonométrique et les sommations en fonc-

tions de la parité des indices p et q, on obtient l’équation suivante :

2A
(

cos(kxaξ) cos(kybη) + j cos(kxaξ) sin(kybη) + j sin(kxaξ) cos(kybη)

− sin(kxaξ) sin(kybη)
)

+
∑

m,n≥0

∫∫

R2+

(

AmnJ2m(α)J2n(β) cos(αξ) cos(βη)

+BmnJ2m(α)J2n+1(β) cos(αξ) sin(βη) + CmnJ2m+1(α)J2n(β) sin(αξ) cos(βη)

+DmnJ2m+1(α)J2n+1(β) sin(αξ) sin(βη)

)(
α2

a2
+

β2

b2
− k2

)− 1

2

dα dβ

=




∑

(p∈2N)≥0

∑

(q∈2N)≥0

+
∑

(p∈2N)≥0

∑

(q∈2N+1)≥0

+
∑

(p∈2N+1)≥0

∑

(q∈2N)≥0

+
∑

(p∈2N+1)≥0

∑

(q∈2N+1)≥0





cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq, ∀m,n ∈ N, |ξ|, |η| ≤ 1

Or :

cos
pπ

2
(ξ + 1) ∝







cos(nπξ) si p = 2n, n ∈ N

sin(nπξ) si p = 2n+ 1, n ∈ N

Par conséquent, nous obtenons quatre équations en utilisant la parité des fonctions en ξ

et η et la parité des indices de sommation p et q :

2A cos(kxaξ) cos(kybη) +
∑

m,n≥0

Amn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n(β) cos(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p, q ∈ 2N, |ξ|, |η| ≤ 1

2jA cos(kxaξ) sin(kybη) +
∑

m,n≥0

Bmn

∫∫

R2
+

J2m(α)J2n+1(β) cos(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p ∈ 2N, ∀q ∈ 2N+ 1, |ξ|, |η| ≤ 1
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2jA sin(kxaξ) cos(kybη) +
∑

m,n≥0

Cmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n(β) sin(αξ) cos(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p ∈ 2N+ 1, ∀q ∈ 2N, |ξ|, |η| ≤ 1

−2A sin(kxaξ) sin(kybη) +
∑

m,n≥0

Dmn

∫∫

R2
+

J2m+1(α)J2n+1(β) sin(αξ) sin(βη)
√

α2

a2
+ β2

b2
− k2

dαdβ

=
∑

p,q≥0

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

qπ

2
(η + 1)Γ+

pqEpq,

∀m,n ∈ N, ∀p, q ∈ 2N+ 1, |ξ|, |η| ≤ 1

Où :

Γ+
pq = 1 +

γpq + jkη1
γpq − jkη1

e2γpqd, p, q ∈ N

A.3 Développement des fonctions trigonométriques sur

la base des polynômes de Jacobi. Orthogonalités

des polynômes de Jacobi

A.3.1 Développement des fonctions trigonométriques sur la base

des polynômes de Jacobi

Le développement de la fonction de bessel de première espèce est donné par [54] :

ξ−σJσ(αξ) =
∑

n≥0

√
8
(
2n+ σ + 3

2

)
Γ
(
n+ σ + 3

2

)

Γ(n + 1)Γ(σ + 1)

J2n+σ+ 3

2

(α)

α
3

2

Gn

(

σ +
3

2
, σ + 1, ξ2

)

Si σ = −1
2 :

J− 1

2

(αξ) =
∑

n≥0

2
√
2√
π
(2n+ 1)

J2n+1(α)

α
3

2

ξ−
1

2Gn

(

1,
1

2
, ξ2
)
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Or [54] :

cos(x) =

√
πx

2
J− 1

2

(x)

Par conséquent :

cos(αξ) =

√
πα

2

∑

n≥0

2
√
2√
π
(2n+ 1)

J2n+1(α)

α
3

2

Gn

(

1,
1

2
, ξ2
)

Si σ = 1
2 :

J 1

2

(αξ) =
∑

n≥0

8
√
2√
π
(n+ 1)2

J2n+2(α)

α
3

2

ξ
1

2Gn

(

2,
3

2
, ξ2
)

Or [54] :

sin(x) =

√
πx

2
J 1

2

(x)

Par conséquent :

sin(αξ) =

√
πα

2

∑

n≥0

8
√
2√
π
(n + 1)2

J2n+2(α)

α
3

2

ξGn

(

2,
3

2
, ξ2
)

A.3.2 Orthogonalités des polynômes de Jacobi

Les polynômes de Jacobi Gn(σ+ 3
2
, σ+1, x) d’ordre n appartiennent à une famille de

polynômes orthogonaux. Cette orthogonalité se traduit par la relation qui suit [54] :

∫ 1

0

xσ(1− x)
1

2Gn(σ +
3

2
, σ + 1, x)Gn′(σ +

3

2
, σ + 1, x)

=
Γ(n + 1)Γ2(σ + 1)Γ

(
n+ 3

2

)

(
2n+ σ + 3

2

)
Γ(n+ σ + 1)Γ

(
n+ σ + 3

2

)δnn′

Où :

δnn′ =







1 si n = n′

0 si n 6= n′

134



A.3 Développement des fonctions trigonométriques sur la base des polynômes de Jacobi.
Orthogonalités des polynômes de Jacobi

Si σ = −1
2 :

∫ 1

0

x− 1

2 (1− x)
1

2Gn(1,
1

2
, x)Gn′(1,

1

2
, x) =

π

2
δnn′

Si σ = 1
2

:

∫ 1

0

x
1

2 (1− x)
1

2Gn(2,
3

2
, x)Gn′(2,

3

2
, x) =

π

8(n+ 1)2
δnn′

A.3.3 Application des relations d’orthogonalité à un développe-

ment des fonctions trigonométriques en série de polynômes

de Jacobi

Le but est de calculer les intégrales suivantes :

∫ 1

0

cos(kxaξ)(1− ξ2)
1

2Gs′(1,
1

2
, ξ2)dξ

∫ 1

0

sin(kybη)η(1− η2)
1

2Gt′(1,
1

2
, ξ2)dη

Pour cela, nous allons développer les fonctions trigonométriques sous forme d’une série

de polynômes de Jacobi (voir §A.3.1) et appliquer les relations d’orthogonalité de ces

derniers (voir §A.3.2) :

∫ 1

0

cos(kxaξ)(1− ξ2)
1

2Gs′(1,
1

2
, ξ2)dξ

=

√
πkxa

2

∫ 1

0

ξ
1

2 ξ−
1

2 (1− ξ2)
1

2

∑

s≥0

(2s+ 1)
2
√
2√
π

J2s+1(kxa)

(kxa)
3

2

Gs(1,
1

2
, ξ2)Gs′(1,

1

2
, ξ2)

La convergence uniforme de la série ci-dessus permet d’intervertir l’intégrale et la somme.

Par la suite, l’orthogonalité des polynômes de Jacobi permet d’écrire :

∫ 1

0

cos(kxaξ)(1− ξ2)
1

2Gs′(1,
1

2
, ξ2)dξ = (2s+ 1)

π

2

J2s+1(kxa)

kxa
δss′
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De la même manière on montre que :

∫ 1

0

sin(kybη)η(1− η2)
1

2Gt′(1,
1

2
, ξ2)dη = (2t+ 1)

π

2

J2s+2(kyb)

kyb
δtt′

A.4 Orthogonalités des modes propres du guide d’ondes.

Intégrales utiles

L’application des relations d’orthogonalité des modes propres des guides d’ondes à

l’équation (2.10) définissant la continuité de la vitesse au niveau de la cavité se fait grâce

aux relations suivantes :

∫ 1

−1

cos
pπ

2
(ξ + 1) cos

p′π
2

(ξ + 1)dξ = ǫpδpp′

Où :

ǫp =







2 si p = 0

1 sinon

∫ 1

−1

cos(αξ) cos
pπ

2
(ξ + 1)dξ

=

[

sin
((
α− pπ

2

)
ξ − pπ

2

)

2
(
α− pπ

2

) +
sin
((
α + pπ

2

)
ξ + pπ

2

)

2
(
α + pπ

2

)

]1

−1

=
sin
(
α− pπ

2
− pπ

2

)

2
(
α+ pπ

2

) − sin
(
−α + pπ

2
− pπ

2

)

2
(
α + pπ

2

)

=
2α sin(α)

α2 −
(
pπ

2

)2

De la même manière on montre que :

∫ 1

−1

sin(αξ) cos
pπ

2
(ξ + 1)dξ =

2α cos(α)

α2 −
(
pπ

2

)2
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A.5 Calcul des intégrales de la forme
∫∞
0

2x sin(x)

x2−β2
J2m(x) dx

et de la forme
∫∞
0

2x cos(x)
x2−β2

J2m+1(x) dx

La formule de Cauchy est utilisée pour calculer ces types d’intégrale. Pour cela, soit

la fonction

f(z) =
zeız

z2 − β2
Jν(z)

Où z = x+ ıy. Sur la droite réelle :

f(x) =
x cos(x)

x2 − β2
Jν(x) + ı

x sin(x)

x2 − β2
Jν(x)

La fonction f(z) présente deux singularités : z = ±β. Ces derniers présentent deux pôles

simples puisque :

lim
x→±β

|f(z)| = +∞

On considère Γ = CR ∪ [−R, β− r]∪Cr1 ∪ [−β + r, β− r]∪Cr2 ∪ [β + r, R] (voir la figure

33).

−R R

Γ

ℜ(z)

ℑ(z)

b b

−β β

CR

Cr1
Cr2

0

Figure 33 – Contour d’intégration de la fonction f(z)

La fonction f(z) est holomorphe sur Γ. Donc, d’après la formule de Cauchy :

I =

∫

Γ

f(z) dz = 0
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On pose :

I = I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6

Où :

I1 =

∫ −(β+r)

−R

f(x) dx, I2 =

∫

Cr1

f(z) dz

I3 =

∫ β−r

−β+r

f(x) dx, I4 =

∫

Cr2

f(z) dz

I5 =

∫ R

β+r

f(x) dx, I6 =

∫

CR

f(z) dz

lim
z→−β

(z + β)f(z) = (−1)ν
e−ıβJν(β)

2

3ème lemme−−−−−−→
de Jordan

lim
r→0

I2 = −ı
(−1)νπ

2
e−ıβJν(β)

De même :

lim
r→0

I4 = −ı
π

2
eıβJν(β)

∣
∣
∣ lim
R→∞

I6

∣
∣
∣ ≤ lim

R→∞
|I6|

≤ lim
R→∞

∣
∣
∣
∣

R2Jν(Reıθ)

R2e2ıθ − β2

∣
∣
∣
∣
dθ = 0

⇒ lim
R→∞

I6 = 0

Et par la suite :

∫ +∞

−∞

f(x) dx = ı
π

2

(
eıβ + (−1)νe−ıβ

)
Jν(β)

Deux cas se présentent :







ν ∈ 2N+ 1

ν ∈ 2N
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A.6 Calcul des intégrales des matrices de couplage [GC
µi,νi,µj ,νj
m,n,s,t ]

Premier cas ν ∈ 2N+ 1

On pose ν = 2m+ 1 où m ∈ N.

I

2
=

∫ ∞

0

x cos(x)

x2 − β2
J2m+1(x) dx = −π

2
sin(β)J2m+1(β)

Premier cas ν ∈ 2N

On pose ν = 2m où m ∈ N.

I

2
=

∫ ∞

0

x sin(x)

x2 − β2
J2m(x) dx =

π

2
cos(β)J2m(β)

A.6 Calcul des intégrales des matrices de couplage [GC
µi,νi,µj ,νj
m,n,s,t ]

Dans cette partie un seul type d’intégrale sera calculé et le reste des intégrales sera

calculé de la même façon. Soit

I =

∫ ∞

0

J2m(α) cos
(

δxij
aj

α
)

( ai
aj
α)2 − (pπ)2

2
ai
aj
α sin

(
ai
aj
α

)

dα

On pose

h(z) =
J2m(z) cos

(
δxij
aj

z
)

( ai
aj
z)2 − (pπ)2

2
ai
aj
ze

ı
ai
aj

z

La fonction h(z) admet une limite finie au voisinage des points z0,1 = ±aj
ai
pπ. Donc, elle

est prolongeable par continuité.

lim
z→z0

h(z) = lim
Z=z−z0→0

(
ai
aj
)2
J2m(Z + z0) cos

(
δxij
aj

z
)

(Z + z0)2 − (
aj
ai
pπ)2

2
ai
aj
(Z + z0)e

ı
ai
aj

(Z+z0)

= lim
Z→0

(
ai
aj
)2
J2m(Z + z0) cos

(
δxij
aj

z
)

Z(Z + 2z0)
2(−1)p

(
ai
aj
Z + pπ

)

e
ı
ai
aj

Z

= (−1)p(
ai
aj
)3
J2m(

aj
ai
pπ)

aj
ai
pπ

(finie)
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De même, au voisinage de z1, h(z) est prolongeable par continuité. Donc, pour utiliser

la formule de Cauchy, il faut créer des singularités. Ceci peut être réalisé en effectuant

une intégration par partie. L’intégrale I peut s’écrire sous la forme :

I =

∫ ∞

0

f(α)g′(α) dα

= [f(α)g(α)]∞0 −
∫ ∞

0

f ′(α)g(α)

Où

f(α) =
J2m(α) cos

(
δxij
aj

α
)

( ai
aj
α)2 − (pπ)2

g′(α) = 2
ai
aj
α sin

(
ai
aj
α

)

et g(α) est une primitive de g′(α) qu’il faut la chercher. Il est judicieux de remarquer

que :
∫

xeax dx =

(
x

a
− 1

a2

)

eax

Si l’on suppose que a = ıb, on pourra déduire que :

∫

x cos(bx) =
cos(bx)

b2
+

x sin(bx)

b
∫

x sin(bx) =
sin(bx)

b2
− x cos(bx)

b

Et par la suite :

g(α) = 2

[
aj
ai

sin

(
ai
aj
α

)

− α cos

(
ai
aj
α

)]
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Et donc :

I =




J2m(α) cos

(
δxij
aj

α
)

( ai
aj
α)2 − (pπ)2

2

(
aj
ai

sin

(
ai
aj
α

)

− α cos

(
ai
aj
α

))




∞

0
︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ ∞

0

f ′(α)g(α) dα

⇔ I = −
∫ ∞

0

f ′(α)g(α) dα

= 2

∫ ∞

0

(
2m
α
J2m(α)− J2m−1(α)

)

cos
(

δxij
aj

α
)

( ai
aj
α)2 − (pπ)2

[
aj
ai

sin

(
ai
aj
α

)

− α cos

(
ai
aj
α

)]

dα

+2
δxij

aj

∫ ∞

0

J2m(α) sin
(

δxij
aj

α
)

( ai
aj
α)2 − (pπ)2

[
aj
ai

sin

(
ai
aj
α

)

− α cos

(
ai
aj
α

)]

dα

+4(
ai
aj
)2
∫ ∞

0

αJ2m(α) cos
(

δxij
aj

α
)

( ai
aj
α)2 − (pπ)2

[
aj
ai

sin

(
ai
aj
α

)

− α cos

(
ai
aj
α

)]

dα

En appliquant la formule de Cauchy, on montre que :

I = (−1)p2π

(
aj
ai

)2


4m
J2m

(
aj
ai
pπ
)

aj
ai
pπ

− J2m+1

(
aj
ai
pπ

)

− J2m−1

(
aj
ai
pπ

)




= (−1)p2π

(
aj
ai

)2


4m
J2m

(
aj
ai
pπ
)

aj
ai
pπ

− 4m
J2m

(
aj
ai
pπ
)

aj
ai
pπ





= 0
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Sound scattering mechanisms modelization of a cavity, periodic and aperiodic gratings

Abstract

The purpose of this research project was to develop a theoretical model dealing with reflection of acoustic

waves over a grating of N rectangular cavities. Thus, the diffracted acoustic fields were determined by

adapting the Kobayashi Potential (KP) method to the case of a cavity. Then, this developed model

was generalized to the case of parallel rectangular cavities gratings and then extended to the case of

non parallel rectangular cavities ones. A study of the coupling was achieved in order to understand

the variation in the acoustic interaction between cavities with spacings and frequency. This model was

compared with theoretical results obtained from the finite element method (FEM) and experimental

results obtained in a semi-anechoic chamber for a single cavity and gratings of parallel and non-parallel

rectangular cavities. The validity of the theoretical model is supported by the agreement between the

numerical and experimental results observed.

Keywords : Acoustic waves, Mathematical model, Diffusion, Resonant cavities.

Étude des mécanismes de diffusion acoustique d’une cavité et d’un réseau à relief

périodique et apériodique

Résumé

L’objectif de cette étude est de développer un modèle théorique du champ de pression acoustique réfléchi

au-dessus d’un réseau constitué de N cavités rectangulaires. Pour cela, une adaptation de la méthode Ko-

bayashi Potentiel (KP) a été effectuée au cas d’une cavité rectangulaire dans un écran rigide à épaisseur

non négligeable. Ce modèle ainsi adapté a été généralisé au cas de réseaux contenant plusieurs cavités

rectangulaires parallèles, puis étendu au cas de réseaux de cavités rectangulaires non parallèles. Une

étude du couplage a été menée pour comprendre la variation de l’interaction acoustique existant entre

les cavités en fonction de l’espacement et de la fréquence. Ce modèle a été comparé aux résultats théo-

riques, issus de la méthode des éléments finis (FEM), et aux résultats expérimentaux obtenus dans une

chambre semi-anéchoïque pour une seule cavité, des réseaux de cavités rectangulaires parallèles et non

parallèles. La validité du modèle théorique est soutenu par l’accord observé entre les résultats théoriques

et expérimentaux.

Mots clés : Ondes acoustiques, Modèle mathématique, Diffusion, Cavités résonnantes.
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