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Introduction gŽnŽrale

Ce travail a ŽtŽ menŽ au Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN), UniversitŽ de

Lorraine, CNRS. Il sÕinscrit dans le cadre du projet PICS-nD (Probl•mes Inverses et Compression

des Signaux multidimensionnels) du groupe thŽmatique IRIS (IdentiÞcation, Restauration, Images,

Signaux). LÕobjet du travail est de dŽvelopper des algorithmes dÕestimation pour lÕanalyse modale

(analyse de signaux sinuso•daux ˆ amortissement exponentiel) multidimensionnelle prŽsentant des

probl•mes de rŽsolution et de complexitŽ numŽrique. Bien que les domaines dÕapplication concernŽs

soient tr•s variŽs, ils ont ŽtŽ plus particuli•rement motivŽs par certains probl•mes rencontrŽs en

spectroscopie de RŽsonance MagnŽtique NuclŽaire (RMN) multidimensionnelle (R-D). Ce domaine

constitue donc notre support applicatif privilŽgiŽ.

La transformation de Fourier constitue lÕoutil de rŽfŽrence de lÕanalyse spectrale gr‰ce ˆ sa simplicitŽ

de mise en oeuvre et sa rapiditŽ. En outre elle sÕŽtend de fa•on immŽdiate ˆ lÕanalyse de signaux

multidimensionnels. Ces avantages expliquent quÕelle est ˆ lÕorigine de plusieurs mŽthodes dÕanalyse

spectrale. Toutefois, elle ne manque pas dÕinconvŽnients. En particulier, sa rŽsolution frŽquentielle,

cÕest-ˆ-dire sa capacitŽ ˆ distinguer deux sinuso•des proches et/ou dÕamplitudes tr•s di!Žrentes,

est limitŽe. Dans le cas de signaux harmoniques, la rŽsolution est conditionnŽe par la taille du

signal observŽ et par le niveau de bruit. Ce probl•me devient crucial d•s lors que lÕon manipule

des signaux de petites tailles, notamment dans des applications comme le traitement dÕantenne et

les communications mobiles. Le cas de lÕanalyse modale est plus dŽlicat puisque la rŽsolution est

liŽe, comme dans le cas harmonique, ˆ la taille du signal et au niveau de bruit, mais Žgalement au

chevauchement des raies spectrales causŽ par lÕamortissement exponentiel. Une sŽrie de mŽthodes

qui amŽliorent la rŽsolution frŽquentielle a ŽtŽ proposŽe. Ces mŽthodes ditesˆ haute rŽsolution

(HR) sÕappuient dans leur dŽveloppement sur le mod•le paramŽtrique des signaux modaux. En

lÕabsence du bruit, elles prŽsentent une prŽcision dÕestimation et une rŽsolution frŽquentielle inÞnies

(toutefois limitŽes par la prŽcision des machines de calcul). Une autre classe de mŽthodes consiste ˆ

poser le probl•me dans le domaine frŽquentiel, en termes de dŽconvolution impulsionnelle dans le cas

harmonique [CIG01,Maz05] ou en termes de dŽcomposition en motifs [Maz05]. Ce type dÕapproche

o!re des performances intŽressantes. Leur principal inconvŽnient provient de leur cožt de calcul qui

rend dŽlicate leur extension ˆ des probl•mes de grande dimension.

Les mŽthodes HR trouvent leurs origines dans les travaux de Prony [RdP95], qui a proposŽ dÕutili-

ser des techniques de rŽgression linŽaire pour estimer les frŽquences dÕune somme dÕexponentielles.

De nombreuses amŽliorations ont ŽtŽ apportŽes ensuite par Pisarenko [Pis73], Kumaresan et Tufts

[KT82] , Rahman et Yu [RY87], etc. Les mŽthodes HR qui reposent sur la dŽcomposition de lÕes-

pace de donnŽes en un sous-espace signal et un sous-espace bruit, ont ŽtŽ largement ŽtudiŽes ces
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derni•res dŽcennies. Comme exemples des mŽthode HR qui utilisent cette dŽcomposition, les al-

gorithmes MUSIC [Sch86] et root-MUSIC [Bar83], lÕalgorithme ESPRIT [RPK86] et sa variante

TLS-ESPRIT [RK87], la mŽthode de lÕespace dÕŽtat [KAR83], etc. Les mŽthodes dites de sous-

espace sont connues pour •tre plus performantes que celles basŽes sur les techniques de prŽdiction

linŽaire. Elle consiste ˆ dŽterminer le sous espace propre dÕune matrice construite ˆ partir du signal

1-D. LÕextension des mŽthodes dÕestimation de signaux 1-D au cas 2-D a Žgalement fait lÕobjet de

nombreux dŽveloppements [SSM93,Hua92, RN01]. De fa•on schŽmatique, il appara”t que, peu ou

prou, lÕensemble des mŽthodes sous-espace 1-D ont leur pendant 2-D. Cependant, la plupart de

ces mŽthodes ne sont que des mŽthodes Ç pseudo-2D È dans le sens o• lÕextension 2-D formelle

des mŽthodes sous-espace impose de dŽterminer le sous-espace propre dÕun tenseur 4D (tableau

multidimensionnel) construit ˆ partir de la matrice de donnŽes. LÕextension 2-D consiste alors ˆ se

ramener ˆ un cas standard 1-D en procŽdant ˆ un dŽpliage astucieux du tenseur. Les performances

de ces mŽthodes sont tout ˆ fait satisfaisantes. Cependant, il nÕexiste ˆ notre connaissance que peu

de mŽthodes HR dŽdiŽes ˆ lÕanalyse de signaux harmoniques et modaux qui soient vŽritablement

multidimensionnelles [HRDG08,THG09, TG09] et nous pensons quÕil y a lˆ une vŽritable piste de

recherche pour le dŽveloppement dÕalgorithmes dÕestimation modale multidimensionnelle.

Ces derni•res annŽes ont vu Žmerger les mŽthodes dÕapproximation parcimonieuses pour lÕestimation

harmonique [GR97, MCW05b, SBL11a]. Parmi les avantages revendiquŽs de ces mŽthodes, elles

fournissent une alternative e"cace aux mŽthodes HR, en termes dÕe"cacitŽ, de simplicitŽ de mise

en oeuvre. En revanche, il appara”t que, d•s que la rŽsolution recherchŽe est importante, ces mŽthodes

deviennent rapidement impossibles ˆ implanter de fa•on e"cace. Ce point est dž ˆ la nŽcessitŽ de

crŽer un dictionnaire dont la taille est liŽe ˆ la rŽsolution dŽsirŽe. Ceci est encore plus critique dans

le cas de lÕanalyse modale puisque le dictionnaire doit •tre construit par Žchantillonnage dÕune grille

bidimensionnelle (frŽquence, amortissement). Il est clair que le cas de signauxR-D rend la t‰che

encore plus dŽlicate.

Ce mŽmoire est organisŽ en cinq chapitres.

Dans le premier chapitre, apr•s avoir exposŽ le probl•me ŽtudiŽ, nous prŽsentons un Žtat de lÕart des

principales mŽthodes paramŽtriques actuellement utilisŽes pour lÕestimation modale et harmonique

1-D et 2-D. Ces mŽthodes, dites Ç algŽbriques È, sont fondŽes sur la prŽdiction linŽaire ou sur la

sŽparation des sous espaces signal et bruit. Ces mŽthodes sont Þnalement comparŽes en utilisant

des simulations multiples.

Dans le cas de signaux multidimensionnels, ces mŽthodes nÕexploitent pas rŽellement la structure

multidimensionnelle du mod•le ayant gŽnŽrŽ les donnŽes. Nous proposons alors, dans le deuxi•me

chapitre, une mŽthode tensorielle reposant sur la dŽcomposition en valeurs singuli•re dÕordre supŽ-

rieur (HOSVD : higher-order singular value decomposition). Celle-ci utilise le treillis multidimen-

sionnel du tenseur du signalR-D et exploite la structure des vecteurs propres du sous-espace signal

obtenus en utilisant la dŽcomposition en valeurs valeurs propres dÕordre supŽrieur. Contrairement

ˆ la plupart des approches existantes, la mŽthode proposŽe permet dÕŽviter la phase dÕappariement

des coordonnŽes des modes dans chacune des dimensions. Egalement, elle ne requi•re pas lÕŽtape de

diagonalisation conjointe des mŽthodes tensorielles [THG09, TG09]. Cette mŽthode est comparŽe

la mŽthode de [TG09] et ESPRIT 2-D [RN01] dans le cas de signaux 2-D simulŽs.
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Le troisi•me chapitre aborde le probl•me de lÕestimation modale du point de vue de lÕapproximation

parcimonieuse dans laquelle le dictionnaire est obtenu par discrŽtisation de fonctions exponentielles

complexes incluant la frŽquence et le facteur dÕamortissement en 1-D. Cette approche est ensuite

Žtendue au casR-D. On prŽsente Žgalement les principales mŽthodes permettant de rŽsoudre le

probl•me parcimonieux. Celles-ci incluent les approches gloutons et les mŽthodes de minimisation

! p. On souligne toutefois que pour atteindre une bonne rŽsolution spectrale, il est nŽcessaire de

choisir une grille tr•s Þne, ce qui conduit ˆ la manipulation dÕun dictionnaire de grande taille avec

tous les probl•mes calculatoires sous-jacents. Pour contr™ler la taille du dictionnaire, nous avons

proposŽ de coupler lÕapproximation parcimonieuse ˆ une approche multigrille, ce qui nous am•ne

au chapitre suivant.

Le quatri•me chapitre constitue une autre contribution originale de ce mŽmoire. Pour atteindre

une bonne rŽsolution spectrale avec un dictionnaire de taille raisonnable, nous avons evisagŽ de

combiner une approximation parcimonieuse et une approche multigrille sur plusieurs niveaux de

rŽsolution. Au premier niveau, le dictionnaire correspond ˆ une grille grossi•re ; cette derni•re est

ensuite a"nŽe de fa•on adaptative en fonction des atomes activŽs par lÕapproximation parcimonieuse

ˆ lÕŽtape prŽcŽdente. Cette procŽdure est rŽitŽrŽe jusquÕˆ ce quÕun crit•re dÕarr•t soit satisfait ; ce

dernier est exprimŽ en termes de rŽsolution ou dÕerreur de reconstruction. Des analyses comparatives

montrent lÕavantage de la mŽthode proposŽe par rapport ˆ une approche algŽbrique. Ensuite, nous

nous intŽressons ˆ un point crucial de lÕapproche multigrille, ˆ savoir le choix du dictionnaire initial.

En e!et, ce dernier a une inßuence sur la convergence ou non de la mŽthode. En particulier, on

a Žtabli une condition sur le facteur dÕamortissement permettant dÕassurer la convergence de la

procŽdure et ceci m•me si le dictionnaire initial ne contient quÕun seul atome.

Le dernier chapitre est une application ˆ lÕestimation des param•tres de signaux de spectrosco-

pie RMN 1-D et 2-D en utilisant lÕapproche parcimonieuse multigrille. AÞn de rŽduire le cožt de

calcul dans le cas de signaux bidimensionnels de grande taille, nous proposons une approche exploi-

tant la notion de parcimonie simultanŽe, pour estimer les coordonnŽes des modes sur chacune des

dimensions. Cette approche consiste ˆ e!ectuer deux approximations parcimonieuses 1-D suivies

dÕune mŽthode de reformation des paires de modes 2-D. Cette mŽthode de couplage, originale, peut

Žgalement •tre utilisŽe avec les approches algŽbriques.

Le mŽmoire se termine par une conclusion dans laquelle les principaux rŽsultats de lÕŽtude sont

rappelŽs et qui donne les perspectives ouvertes par ce travail.





Chapitre 1

Estimation modale par des mŽthodes

algŽbriques : un Žtat de lÕart

1.1 Introduction

LÕestimation des param•tres de signaux mono- et multidimensionnels a une variŽtŽ dÕapplications

pratiques. Les mŽthodes dites paramŽtriques, fondŽes sur le mod•le du signal mono-dimensionnel,

o!rent une rŽsolution dÕestimation supŽrieure ˆ celle de Fourier, et sont Žgalement connues sous le

nom de Ç mŽthodes ˆ haute rŽsolution È (HR). Le point de dŽpart de ces mŽthodes remonte aux

travaux de Prony [RdP95]. De Prony est le premier ˆ avoir eu lÕidŽe de dŽterminer des frŽquences

en utilisant la rŽgression linŽaire. Plus rŽcemment, de nombreuses amŽliorations ont ŽtŽ apportŽes ˆ

cette approche par Pisarenko [Pis73], Kumaresan et Tufts [KT82] , Rahman et Yu [RY87], etc. Les

mŽthodes HR qui reposent sur la dŽcomposition de lÕespace de donnŽes en un sous-espace signal et

un sous-espace bruit, ont ŽtŽ largement ŽtudiŽes ces derni•res dŽcennies. Comme exemples des mŽ-

thode HR qui utilisent cette dŽcomposition, les algorithmes MUSIC [Sch86] et root-MUSIC [Bar83],

lÕalgorithme ESPRIT [RPK86] et sa variante TLS-ESPRIT [RK87], la mŽthode de lÕespace dÕŽtat

[KAR83], etc. Ces derni•res (mŽthodes de sous-espaces) sont connues pour •tre plus performantes

que celles basŽes sur les techniques de prŽdiction linŽaire. Cependant, bien que les mŽthodes HR

1-D soient e"caces pour lÕestimation modale ou harmonique 1-D, lÕextension aux casR-D (R ( 2)

nÕest pas triviale.

Le probl•me principal de lÕestimationR-D est lÕassociation des composantesR-D (reformation ou

couplage des modesR-D). En e!et, il est relativement facile dÕestimer sŽparŽment les modes de

chaque dimension, mais il est plus di"cile de coupler les modesR-D dÕune mani•re e"cace. La

mŽthode R-D MUSIC [LRL98] est mise en oeuvre par une recherche de pics sur une grille de

dimension2R (dans le cas de sinuso•des amorties), elle nÕa donc pas besoin dÕune Žtape de coulage

des modes, mais la recherche exhaustive sur la grille2R-D est tr•s compliquŽe. Alternativement, les

mŽthodes dÕestimation 1-D peuvent •tre appliquŽes individuellement sur chaque dimension mais il

est alors nŽcessaire de recourir ˆ une Žtape de reformation des modesR-D [SSM93,Hua92,PMB04].

En estimation modale2-D, on peut trouver des techniques de couplages qui consistent ˆ comparer

des sommes ou des quotients des deux ensembles de modes 1-D estimŽs [SSM93]. Une meilleure

technique de couplage fait appel aux techniques de diagonalisation conjointe. Cette technique tente
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de diagonaliser simultanŽmentR matrices dont les valeurs propres sont les estimŽes des modes

R-D [RN01, HN98]. Cependant, ces deux types de mŽthodes de sous-espaces, qui nŽcessitent soit

une Žtape de couplage ou une diagonalisation conjointe, engendrent souvent une augmentation

considŽrable de la complexitŽ numŽrique et des temps de calcul. Par exemple, le cožt de calcul de

lÕŽtape de couplage de lÕalgorithmematrix pencil and matrix enhancement[Hua92], pour un signal

2-D de dimensionM 1 # M 2 qui contient F composantes, est de lÕordre de(M 1M 2F 2). Dans le but

dÕavoir un cožt de calcul moins ŽlevŽ, des mŽthodes de sous-espace qui estiment les modesR-D

ˆ partir des vecteurs propres ont ŽtŽ proposŽes, comme exemple, les algorithmesMultidimensional

Folding (MDF) [ LS02] et Improved Multidimensional Folding (IMDF) [LL06 ].

Ce chapitre nÕa pas vocation de prŽsenter en dŽtail les mŽthodes HR, mais plut™t ˆ faire un Žtat

de lÕart de celles qui ont pu •tre gŽnŽralisŽes pour estimer les param•tres de signaux modauxR-D

(R ( 2). CÕest pourquoi, concernant le cas de signaux 1-D, seules les mŽthodes Kumaresan et Tufts,

MUSIC et ESPRIT sont prŽsentŽes ici. Des dŽtails sur les autres mŽthodes peuvent •tre trouvŽs dans

[VDVDS93, DMC98]. Ce chapitre commence par la dŽÞnition du mod•le du signal (section1.1.1).

Puis les mŽthodes HR dÕestimation 1-D, fondŽes sur la prŽdiction linŽaire et celles basŽes sur la

dŽcomposition en sous-espaces, seront prŽsentŽes dans le paragraphe1.2. Le principe des mŽthodes

du maximum de vraisemblance est prŽsentŽ dans le paragraphe1.3. Les principes des mŽthodes

TLS-Prony 2-D, Matrix Pencil an Matrix Enhancement (MEMP) et ESPRIT 2-D sont prŽsentŽs

dans le paragraphe1.4. Ensuite les mŽthodes de sous-espaces dÕestimation modaleR-D (R ( 2)

sont prŽsentŽes dans la section1.5. Le paragraphe1.7 est consacrŽ ˆ lÕanalyse des performances des

mŽthodes HR. EnÞn, les rŽsultats de ce chapitre sont rŽsumŽs par une conclusion.

1.1.1 Mod•le du signal

Dans ce travail nous considŽrons les signaux modŽlisŽs par des combinaisons dÕexponentielles com-

plexes mono- ou multidimensionnelles amorties et perturbŽes par un bruit additif. Le mod•le com-

plexe dÕun signal modal 1-D contenantF exponentielles complexes sÕŽcrit :

÷y(m) =
F!

i =1

ci am
i + e(m) (1.1)

pour m = 0 , . . . , M ! 1 o• les ai = e("! i +j 2"f i ) sont les modes. Les param•tres{# i & R+ } F
i =1 ,

{f i } F
i =1 et {c i & C! } F

i =1 reprŽsentent respectivement les facteurs dÕamortissements (facteurs dÕat-

tŽnuations), les frŽquences (normalisŽes) et les amplitudes complexes ;e(m) est un bruit blanc

complexe, Gaussien, de moyenne nulle et de variance$2. Le probl•me traitŽ consiste ˆ estimer lÕen-

semble des param•tres{a i , bi , ci } F
i =1 ˆ partir de la sŽquence dÕobservations÷y(m). On dŽsigne par

y(m) la version non bruitŽe de÷y(m).

Un signal modal R-D contenant F modes multidimensionnels peut •tre Žcrit comme suit :

÷y(m1, . . . , mR) =
F!

i =1

ci

R"

r =1

amr
i,r + e(m1, . . . , mR) (1.2)

o• mr = 0 , . . . , M r ! 1 pour r = 1 , . . . , R. M r reprŽsente le nombre dÕŽchantillons de lar e dimension,
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ai,r = e("! i,r +j 2"f i,r ) est le i e mode dans lar e dimension, avec{# i,r & R+ } F,R
i =1,r =1 et {f i,r } F,R

i =1,r =1

reprŽsentent respectivement les taux dÕamortissement et les frŽquences. Les param•tres{c i & C! } F
i =1

sont les amplitudes complexes ete(m1, m2, . . . , mR) est un bruit blanc complexe, Gaussien, de

moyenne nulle, de variance$2 et de dimensionR. Comme dans le cas 1-D, le probl•me est dÕestimer

lÕensemble des param•tres{# i,r , f i,r } F,R
i =1,r =1 et {c i } F

i =1 ˆ partir des Žchantillons ÷y(m1, . . . , mR).

1.2 MŽthodes ˆ haute rŽsolution dÕestimation 1-D

On commence par prŽsenter le principe des mŽthodes 1-D ˆ haute rŽsolution fondŽes sur des tech-

niques de prŽdiction linŽaire (section1.2.1). On prŽsente ensuite les mŽthodes de sous-espaces (sec-

tion 1.2.2).

1.2.1 Approches fondŽes sur la prŽdiction linŽaire

On dŽÞnit le polyn™meP(a) de la variable complexea, de degrŽF , qui a comme racines les modes

{a i } F
i =1 et de coe"cient dominant p0 = 1

P(a) =
F!

i =0

pi a"i =
F"

i =1

(1 ! ai a"1 ). (1.3)

En se basant sur le mod•le du signal (1.1), on peut montrer que les Žchantillonsy(m), dans le cas

non bruitŽ, satisfont lÕŽquation de rŽcurrence suivante [Kum83] :

F!

i =0

pi y(m ! i) = 0 , m = F, . . . , M ! 1. (1.4)

De la m•me fa•on, on peut montrer que le polyn™me de degrŽF

B (a) =
F!

i =0

bi aF "i =
F"

i =1

(1 ! ai a), b0 = 1 , (1.5)

dont les racines sont Žgales {̂ 1
ai

} F
i =1 , est le polyn™me caractŽristique de lÕŽquation de rŽcurrence

(prŽdiction arri•re) suivante

y(m) = !
F!

i =1

bi y(m + i) , m = 0 , . . . , M ! F ! 1. (1.6)

Plusieurs travaux sÕinspirent du rŽsultat prŽcŽdent sur la prŽdiction linŽaire pour donner des solu-

tions au probl•me dÕestimation des param•tres de sinuso•des superposŽes pures et amorties. Nous

prŽsentons dans la suite la mŽthode de Prony [RdP95], considŽrŽe comme lÕorigine du dŽveloppement

des approches ˆ haute rŽsolution, et la mŽthode de Kumaresan et Tufts [KT82].
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1.2.1.1 MŽthode de Prony

La mŽthode de Prony [RdP95] consiste ˆ calculer les coe"cients du polyn™meB (a) pour pouvoir

estimer les modesai . Il sÕagit donc dÕŽcrire un syst•me linŽaire deF Žquations en appliquant

lÕŽquation de rŽcurrence (1.6) aux Žchantillonsy(0), . . . , y(F ! 1) :

#
$$$$%

$$$$&

b1y(1) + b2y(2) + á á á + bF y(F ) = ! y(0)

b1y(2) + b2y(3) + á á á + bF y(F + 1) = ! y(1)
... +

... + +
... =

...

b1y(F ) + b 2y(F + 1) + á á á + bF y(2F ! 1) = ! y(F ! 1)

(1.7)

o• lÕon suppose queM ( 2F. En posant b = [ b1, b2, . . . , bF ]T , y = [ y(0), y(1), . . . , y(F ! 1)]T et

Y =

'

(
(
(
(
)

y(1) y(2) á á á y(F )

y(2) y(3) á á á y(F + 1)
...

...
...

y(F ) y(F + 1) á á á y(2F ! 1)

*

+
+
+
+
,

,

le syst•me dÕŽquations (1.7) peut •tre compactŽ sous la forme :

Yb = ! y (1.8)

ƒtant donnŽ que les modes sont supposŽs distincts, la matriceY est non singuli•re et en consŽquence

les coe"cients bi peuvent •tre obtenus par :

b = ! Y "1 y (1.9)

Ainsi donc, la mŽthode Prony peut •tre rŽsumŽe dans les Žtapes suivantes :

! Construction la matrice Y ;

! Calcul de b = ! Y "1 y ;

! DŽtermination des racines du polyn™meB (a) =
F-

i =0
bi aF "i qui correspondent aux inverses des

modes du signal, i.e.{ 1
ai

} F
i =1 , sous la contrainteb0 = 1 .

Cette mŽthode a ŽtŽ au dŽpart proposŽe pour estimer les param•tres de sinuso•des rŽelles non brui-

tŽes. Cependant, elle est tr•s sensible au bruit quand elle est appliquŽe ˆ lÕestimation de sinuso•des

bruitŽs. CÕest pour cela que dÕautre travaux sont dŽveloppŽs pour surmonter cette limitation. Hil-

debrand [Hil56] a proposŽ de rŽcrire, ˆ lÕaide de lÕŽquation de rŽcurrence, un syst•me dÕŽquations

surdŽterminŽ avec un nombre dÕŽchantillonsM > 2F et la dŽtermination des coe"cients bi est faite

par minimisation au sens des moindres carrŽs. Une extension de la mŽthode de Prony consiste, en

plus de lÕutilisation dÕun syst•me dÕŽquations surdŽterminŽ, en la sur-paramŽtrisation du probl•me

[Kay88]. LÕidŽe ici revient ˆ dŽterminer les coe"cientsbi dÕun polyn™me dÕordreL plus grand que
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le nombre rŽel de modes(L > F ), tel que :

'

(
(
(
(
)

y(1) y(2) á á á y(L)

y(2) y(3) á á á y(L + 1)
...

...
...

y(M ! L) y(M ! L + 1) á á á y(M ! 1)

*

+
+
+
+
,

'

(
(
(
(
)

b1

b2
...

bL

*

+
+
+
+
,

= !

'

(
(
(
(
)

y(0)

y(1)
...

y(M ! L ! 1)

*

+
+
+
+
,

Yb = ! y (1.10)

dont la solution au sens des moindres carrŽs est donnŽe par

b = ! (Y H Y )"1 Y H y (1.11)

Cependant, ce type de modŽlisation ne donne des estimations satisfaisantes que lorsque le niveau du

bruit est nul ou faible. Par ailleurs, cela pose aussi un probl•me de sŽlection des modes correspondant

au signal puisque lÕordre de prŽdiction, qui est Žgale au nombre de racines du polyn™meB (a), est

plus grand que le nombre rŽels des composantes. Pour pallier ce probl•me, une sŽrie de mŽthodes

appelŽes Ç SVD tronquŽe È a ŽtŽ proposŽe. Parmi ces approches nous allons prŽsenter dans la section

suivante la mŽthode Kumaresan-Tufts [KT82] connue aussi sous le nom LS-Prony.

1.2.1.2 MŽthode Kumaresan-Tufts

Dans le cas non bruitŽ, la matriceY dans lÕŽquation (1.10) est de rangM . En prŽsence du bruit,Y

est remplacŽe par son approximation de rangM , obtenue en mettant ˆ zŽro ses plus petites valeurs

singuli•res dues au bruit [KT82].

La dŽcomposition en valeurs singuli•res (SVD) de la matrice÷Y sÕŽcrit :

÷Y = USV
H

(1.12)

o• S est une matrice diagonale de dimension(M ! L)# L dont les ŽlŽments sont les valeurs singuli•res

{$ 1, . . . , $F , $F +1 , . . . , $L } de ÷Y , rangŽes par ordre dŽcroissant. La meilleure approximation de rang

M , de Y au sens de la norme de Frobenius, sÕŽcrit :

ùY = U ùSV
H

(1.13)

avec

ùS =

.
SF 0

0 0

/

(M "L )#L

dont la matrice SF = diag( $1, . . . , $F ). Les coe"cients bi du polyn™me caractŽristiqueB (a) sont

estimŽs par la relation :

b = ! ùY   y (1.14)

o• ùY   est le pseudo-inverse de rang rŽduit de÷Y . LÕutilisation de la SVD tronquŽe permet dÕamŽliorer

le rapport signal sur bruit (RSB) des donnŽes entra”nant ainsi une meilleure estimation du vecteur

b. Une estimation des modesai est obtenues ˆ partir des racines complexes deB (a). Finalement,
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La distinction entre les modes du signal et ceux du bruit est e!ectuŽe en se basant sur le crit•re du

cercle unitŽ.

La mŽthode KT tend ˆ rŽduire lÕe!et du bruit uniquement dans la matriceY et non dans le vecteur

y. La mŽthode connue par TLS-Prony (Total Least Squares - Prony) prend Žgalement en compte le

bruit prŽsent dans le vecteury [RY87].

1.2.2 Approches de sous-espaces

LÕidŽe des mŽthode de sous-espaces est dÕutiliser certaines propriŽtŽs de la matrice de donnŽes

Y =

'

(
(
(
(
)

y(0) y(1) á á á y(L ! 1)

y(1) y(2) á á á y(L )
...

...
...

y(M ! L) y(M ! L + 1) á á á y(M ! 1)

*

+
+
+
+
,

(1.15)

pour estimer les modesai , i = 1 , . . . , F . Le mod•le du signal modal 1-D (1.1) peut •tre Žcrit sous la

forme vectorielle suivante :

y = Ac (1.16)

o• A & CM #F est la matrice de Vandermonde dŽÞnie par les modesai , i, . . . , F :

A =

'

(
(
(
(
(
(
(
)

1 1 á á á 1

a1 a2 á á á aF

a2
1 a2

2 á á á a2
F

...
...

...

aM "1
1 aM "1

2 á á á aM "1
F

*

+
+
+
+
+
+
+
,

(1.17)

et c = [ c1, c2, . . . , cF ]T est le vecteur des amplitudes. Si la matriceY est construite avec les Žchan-

tillons dÕun signal qui vŽriÞe lÕŽquation (1.1), alorsY peut •tre factorisŽe, dans le cas non-bruitŽ,

selon :

Y = A (M "L +1) ! cA (L) T
(1.18)

o• on dŽsigne parA (l ) & Cl#F la matrice dŽÞnie par lesl premi•res lignes deA, et ! c est une

matrice diagonale qui contient sur sa diagonale les ŽlŽments du vecteurc, i.e. ! c = diag(c). Selon

lÕexpression (1.18) le rang de la matrice de prŽdictionY est Žgale ˆF si et seulement si, en plus

des hypoth•ses sur le mod•le du signal 1-D (1.1),F ) L et F ) M ! L + 1 .

La matrice de covariance dŽÞnie parR = 1
L YY H admet, selon (1.18), la factorisation suivante :

R = A (M "L +1) "A (M "L+1) H
(1.19)

o•

" =
1
L

! cA (L ) T
A (L ) !

! H
c .

On peut montrer que R est une matrice symŽtrique dŽÞnie positive et a le m•me rang queY .

Prenons maintenant le cas des donnŽes bruitŽes. Puisque le bruite(m) est supposŽ blanc, Gaussien,
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de moyenne nulle et de variance$2, alors la matrice de covariance0R vŽriÞe

0R = R + $2I M "L+1 (1.20)

La dŽcomposition en valeurs propres de0R donne [Kay88] :

0R =
F!

i =1

%i v i v H
i + $2

M "L +1!

i =F +1

v i v H
i (1.21)

o• les %i sont les valeurs propres etv i les vecteurs propres de0R. Les valeurs propres sont rangŽes

par ordre dŽcroissant(%i ( %i +1 ). Les deux derni•res Žquations montrent que les vecteurs propres

de R sont aussi vecteurs propres de0R, et que les valeurs propres%i sont Žgales aux valeurs propres

de R augmentŽes de$2. Par consŽquent, lÕespace engendrŽ par lesF principaux vecteurs propres de
0R est Žgalement lÕespace engendrŽ par la matriceA (M "L+1) , appelŽ sous-espace signal. Le reste des

composantes propres engendre un espace, appelŽ sous-espace bruit, orthogonal ˆ lÕespace signal. Ce

rŽsultat dŽcrit lÕidŽe principale des mŽthodes de sous-espaces, cÕest-ˆ-dire le fait de pouvoir mettre

en Žvidence un sous-espace signal(i = 1 , . . . , F ) et un sous-espace bruit(i = F + 1 , . . . , M ! L + 1) .

Nous pouvons Žgalement estimer les sous-espaces signal et bruit en e!ectuant la SVD de la ma-

trice 0Y (version bruitŽ de Y dans lÕŽquation (1.15)). Dans ce cas, le sous-espace signal correspond

aux F principales composantes singuli•res de0Y et le sous-espace bruit correspond au reste des

composantes. Notons ici que la connaissance du nombre de sinuso•des prŽsentes dans le signal est

impŽrative pour pouvoir dŽterminer la dimension du sous-espace signal. Par consŽquent, lÕutilisation

de ce genre de mŽthode exige la dŽtermination au prŽalable du nombreF de sinuso•des.

1.2.2.1 MUSIC

La mŽthode MUSIC (MUltiple SIgnal ClassiÞcation), dŽveloppŽe par R. O. Schmidt [Sch81], exploite

le fait que les sous-espaces signal(V F = [ v1, . . . , vF ]) et bruit (V E = [ vF +1 , . . . , vM "L+1 ]) de la

matrice de covariance sont orthogonaux. Donc, la distance euclidienne entre chaque colonne de la

matrice A et le sous-espace bruit est nulle. Par consŽquent, les modeai sont les solutions unique

de la lÕŽquation :

f H (a)V E V H
E f (a) = 0 (1.22)

o• f (a) = [1 , a, . . . , aM "1 ]T . Notons que uniquement lesF modesai vŽriÞent cette Žquation, et il

ne peut y en avoir dÕautres car dans le cas contraire lÕespace signal serait de dimension strictement

supŽrieure ˆF . La mŽthode root-MUSIC [Bar83] permet un calcul numŽrique des modes du signal.

Son principe est le suivant :

! calculer et diagonaliser la matrice de covariance0R ;

! former le sous-espace bruit(V E = [ vF +1 , . . . , vM "L +1 ]) ;

! extraire les racines de lÕŽquation (1.22).

Cependant, lÕŽquation (1.22) nÕest pas rigoureusement vŽriÞŽe dans la pratique ˆ cause de la prŽsence

du bruit. CÕest pour cela que R. O. Schmidt [Sch86] a proposŽ une amŽlioration qui consiste ˆ
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rechercher les pics du spectre MUSIC :

P(a) =
1

f H (a)V E V H
E f (a)

. (1.23)

Une comparaison de MUSIC et Kumaresan et Tufts aux bornes de CramŽr-Rao a ŽtŽ prŽsentŽe

dans [CTO89]. DÕautres analyses de performances des algorithmes MUSIC ont ŽtŽ faites par Stoica

[SN89, SS91]. Cette algorithme a ŽtŽ appliquŽ ˆ la spectroscopie RMN 1-D dans [MOMN90].

1.2.2.2 ESPRIT 1-D

La mŽthode ESPRIT (Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques) ex-

ploite la propriŽtŽ dÕinvariance par translation du sous-espace signal pour estimer les param•tres des

modes 1-D. Prenons lÕexpression de la factorisation de la matriceY (1.18). Lorsque lÕon calcule la

SVD de Y = USV H on dŽÞnie la matriceU F & C(M "L+1)#F qui contient les F vecteurs singuliers

gauches associŽs aux plus grandes valeurs singuli•res. Or lÕespace engendrŽ par les colonnes de la

matrice A (M "L+1) est identique ˆ lÕespace engendrŽ parU F . Alors, il existe une matrice inversible

T de dimensionF # F , dŽÞnie comme la matrice de passage entre les deux bases, telle que :

A (M "L+1) = U F T (1.24)

RŽalisons deux partitions di!Žrentes de la matriceA (M "L +1)

A (M "L +1) =

'

(
)

A (M "L)

! ! !

(aT )M "L+1

*

+
, =

'

(
)

(aT )0

! ! !
øA (M "L)

*

+
, (1.25)

o• a = [ a1, . . . , aF ]T et la matrice øA (M "L) de dimension(M ! L) # F est formŽe par lesM ! L

derni•res lignes deA. Alors on vŽriÞe que :

øA (M "L) = A (M "L) ! a (1.26)

En appliquant ce rŽsultat ˆ la relation (1.24), nous obtenons alors :

1
A (M "L ) = U F T

A (M "L) ! a = U F T
(1.27)

o• U F est la matrice qui contient les M ! L premi•res lignes deU F et U F contient les M ! L

derni•res lignes deU F . Cela entra”ne que :

U F = U F D (1.28)

o• la matrice D = T! aT "1 et ses valeurs propres sont les modes{a i } F
i =1 . Finalement, la mŽthode

ESPRIT peut •tre rŽsumŽe dans les Žtape suivantes :

! construire la matrice de donnŽes0Y (Žquation 1.15), ˆ partir des donnŽes bruitŽes, et calculer
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sa SVD ;

! dŽterminer la base du sous-espace signal dŽÞnie par lesF premiers vecteurs singuliers gauches,

cÕest-ˆ-dire dŽterminerU F ;

! former U F et U F ˆ partir de U F ;

! estimer la matrice D (Žquation(1.28)) par la mŽthode des moindres carrŽs (LS-ESPRIT)

[RPK86] ou par la mŽthode des moindre carrŽs totaux (TLS-ESPRIT) [RK87]

! dŽterminer les valeurs propres deD et en dŽduire les param•tres des modes.

Pour de faibles niveaux de bruit, lÕalgorithme LS-ESPRIT est biaisŽe alors que TLS-ESPRIT ne

lÕest pas [RK87]. Une mŽthode Žquivalente ˆ ESPRIT, appelŽe Matrix Pencil, a ŽtŽ proposŽ par

Hua [HS90]. Cette mŽthode fait appel aux propriŽtŽs de faisceaux de matrices. Il est montrŽ que la

mŽthode ESPRIT est plus performante que la mŽthode MUSIC [SS91].

1.3 MŽthode du maximum de vraisemblance

Le principe de lÕestimateur du maximum de vraisemblance (MLE :maximum likelihood estimator)

consiste ˆ maximiser la densitŽ de probabilitŽ conditionnellep(÷y |! ), o• ÷y = [÷y(0), ÷y(1), . . . , ÷y(M !

1)]T est le vecteur de donnŽes et! le vecteur de param•tres ˆ estimer.

Dans notre cas÷y peut sÕŽcrire :

÷y = Ac + e (1.29)

et ! contient les amplitude ci complexes et les modesai :

! =

.
c

a

/

. (1.30)

Comme le bruit e est distribuŽ selon une loi normaleNc(0, $2I M ), la fonction de vraisemblance du

vecteur ÷y peut donc •tre exprimŽe par :

L( ! ) " p(÷y |! ) =
1

&N $2N e" 1
! 2 ( ÷y "Ac) H ( ÷y "Ac) . (1.31)

Par consŽquent, le MLE de! sÕobtient en maximisantL (! ), cÕest-ˆ-dire en minimisant la fonction :

J (! ) = J (a, c) = ( y ! Ac) H (y ! Ac) . (1.32)

Le probl•me de minimisation Žtant linŽaire par rapport ˆ c, le MLE du vecteur des amplitudesc

pour une matrice de Vandermonde donnŽe est :

öc = ( A H A) "1 A H ÷y (1.33)

En rempla•ant c par öc dans lÕŽquation (1.32), on obtient :

J (a, öc) = yH y ! yH A( A H A) "1 A H y (1.34)
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Le MLE des modesai est obtenu en maximisant la fonction non linŽaire :

J1(a) = yH A( A H A) "1 A H y (1.35)

Il est montrŽ que le MLE est obtenu ˆ partir des F pics les plus grands du pŽriodogramme mais

ˆ condition que lÕespacement entre les composantes dŽpasse la rŽsolution de Fourrier (1/M) dans

le cas de sinuso•des pures [Kay88]. Mais dans le cas gŽnŽral, il est di"cile de trouver une solution

analytique ˆ ce probl•me dÕoptimisation. On peut alors utiliser des mŽthode numŽriques. LÕune de ces

mŽthodes est la mŽthode itŽrative IQML [BM86] qui consiste ˆ faciliter le probl•me dÕoptimisation

en utilisant lÕŽquation de rŽcurrence du signal pour modiÞer la fonction de cožt. DÕautres mŽthode

ont ŽtŽ dŽveloppŽes pour obtenir le MLE [JAW94,MS95, UT96].

1.4 MŽthodes ˆ haute rŽsolution dÕestimation 2-D

De nombreuses mŽthodes ˆ haute rŽsolution ont ŽtŽ dŽveloppŽes pour traiter le probl•me dÕesti-

mation modale bi-dimensionnelle. On peut les classer en trois catŽgories : mŽthodes fondŽes sur la

prŽdiction linŽaire, mŽthodes de sous-espaces et mŽthodes du maximum de vraisemblance. Dans

cette partie, nous prŽsentons lÕextension de la mŽthode TLS-Prony 1-D dans le cas 2-D (¤1.4.1), la

mŽthodeMatrix Enhancement and Matrix Pencil (¤ 1.4.2) et la mŽthode ESPRIT 2-D (¤1.4.3).

En rŽcrivant lÕŽquation (1.2) pour R= 2 , un signal modal 2-D sÕŽcrit :

÷y(m1, m2) =
F!

i =1

ci a
m1
i bm2

i + e(m1, m2) (1.36)

o• lÕon note ici les modes du signalai et bi pour simpliÞer les notations.

1.4.1 TLS-Prony 2-D

Sacchini et al. [SSM93] ont proposŽ deux algorithmes basŽs sur la mŽthode TLS-Prony 1-D pour

estimer les modes dÕun signal modal 2-D. Il sÕagit de dŽcomposer le probl•me dÕestimation 2-D en

deux probl•mes dÕestimation 1-D. Pour ce faire, lÕŽquation (1.36) peut •tre Žcrite sous la forme

y(m1, m2) =
F!

i =1

ci b
m2
i am1

i =
K!

k=1

2 L k!

l=1

ck,l b
m2
k,l

3

am1
k =

K!

k=1

hk(m2)am1
k (1.37)

o•

hk(m2) =
L k!

l=1

ck,l b
m2
k,l (1.38)

et F =
- K

k=1 L k. On peut remarquer quÕavec cette reparamŽtrisation le mod•le du signal est vu

comme Žtant un signal 1-D qui correspondrait ˆ de multiples expŽriences (1-D multi-snapshots),

avec des amplitudeshk(m2) di!Žrentes pour chaque expŽrience. La mŽthode TLS-Prony 1-D est

donc utilisŽe pour estimer les modesai , i = 1 , . . . , F , et les amplitudes des multiples expŽriences

hk(m2). Ensuite, la m•me mŽthode est appliquŽe ˆ nouveau, mais sur les estimŽes dehk(m2), pour

extraire les bk,l et ck,l .
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Les estimŽesbi peuvent subir une propagation dÕerreurs car elles m•mes sont estimŽes ˆ partir

des valeurs estimŽes des coe"cients hk(m2). Pour rŽduire cette propagation dÕerreurs, Sachini etal.

[SSM93] ont proposŽ une deuxi•me mŽthode dans laquelle le premier algorithme est utilisŽ deux fois.

Premi•rement, lÕalgorithme est utilisŽ pour estimer les modesak puis les modesbk,l . Il est appliquŽ

une deuxi•me fois pour estimer les modesbk puis ak,l . Un algorithme de couplage est ensuite utilisŽ

pour combiner les deux ensembles de modes et ainsi obtenir un seul ensemble.

1.4.2 Matrix Enhancement and Matrix Pencil

La mŽthode MEMP (Matrix Enhancement and Matrix Pencil) a ŽtŽ proposŽe par Hua [Hua92] pour

estimer les param•tres des modes 2-D. Cette approche utilise la mŽthodeMatrix Pencil (MP) [HS90]

pour estimer les param•tres du mod•le. Le probl•me est donc dÕidentiÞer un mŽcanisme sur lequel

la mŽthode MP peut •tre appliquŽe. En utilisant le mod•le du signal 2-D prŽsentŽ dans (1.36), la

matrice de donnŽes non bruitŽes donnŽe par :

Y =

'

(
(
(
(
)

y(0, 0) y(0, 1) á á á y(0, M 2 ! 1)

y(1, 1) y(1, 1) á á á y(1, M 2 ! 1)
...

...
...

y(M 1 ! 1,0) y(M 1 ! 1,1) á á á y(M 1 ! 1, M2 ! 1)

*

+
+
+
+
,

(1.39)

peut •tre Žcrite comme suit :

Y = A! cB T (1.40)

o• A & CM 1#F et B & CM 2#F sont les matrices de Vandermonde formŽes par les vecteurs de

modesa = [ a1, . . . , aF ]T et b = [ b1, . . . , bF ]T ; et c = [ c1, c2, . . . , cF ]T est le vecteur dÕamplitudes

(! c = diag( c)). A partir de ( 1.40), on constate que le rang de la matriceY est infŽrieur ou Žgale

ˆ F . Gr‰ce ˆ la structure Vandermonde des matricesA et B, on a rang(Y) = F si seulement et

seulement si les ŽlŽments de chacun des deux ensembles{a i } F
i =1 et {bi } F

i =1 sont distincts.

Il est donc important de noter que :

! si rang(Y) ) F alors {a i } F
i =1 et {bi } F

i =1 ne peuvent pas •tre obtenus des vecteurs singuliers ˆ

gauches et ˆ droites deY ;

! les vecteurs singuliers principaux deY ne contiennent pas su"samment dÕinformation pour

e!ectuer le couplage entre lesai et les bi .

Pour rŽsoudre le probl•me de dŽÞcience de rang, on forme une matriceY e qui contient L 1 # (M 1 !

L 1 + 1) blocs de HankelY m1 o• chaque bloc est de tailleL 2 # (M 2 ! L 2 + 1) :

Y e =

'

(
(
(
(
)

Y 0 Y 1 á á á Y M 1"L 1

Y 1 Y 2 á á á Y M 1"L 1+1
...

...
...

Y L 1"1 Y L 1 á á á Y M 1"1

*

+
+
+
+
,

(1.41)
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et

Y m1 =

'

(
(
(
(
)

y(m1, 0) y(m1, 0) á á á y(m1, M 2 ! L 2)

y(m1, 1) y(m1, 2) á á á y(m1, M 2 ! L 2 + 1)
...

...
...

y(m1, L 2 ! 1) y(m1, L 2) á á á y(m1, M 2 ! 1)

*

+
+
+
+
,

(1.42)

pour m1 = 0 , . . . , M 1 ! 1. Les param•tres L 1 et L 2 sont les ordres de prŽdiction pour chaque

dimension. La matriceY e est appelŽe matrice amŽliorŽe (enhanced matrix) parce quÕelle vŽriÞe

rang(Y e) = F ( rang(Y) (1.43)

dans un grand nombre de cas [HS90]. En utilisant (1.36) dans (1.42), Y m1 peut •tre factorisŽe da

la fa•on suivante :

Y m1 = B le! c! m1
a B T

ri (1.44)

o•

B le =

'

(
(
(
(
(
(
(
)

1 1 á á á 1

b1 b2 á á á bp

b2
1 b2

2 á á á b2
F

...
...

...

bL 2"1
1 bL 2"1

2 á á á bL 2"1
F

*

+
+
+
+
+
+
+
,

, B ri =

'

(
(
(
(
(
(
(
)

1 1 á á á 1

b1 b2 á á á bF

b2
1 b2

2 á á á b2
F

...
...

...

bM 2"L 2
1 bM 2"L 2

2 á á á bM 2"L 2
F

*

+
+
+
+
+
+
+
,

.

Alors, Y e peut •tre Žcrite comme suit :

Y e = Ele! cET
ri (1.45)

o• les matrices Ele et Eri sont :

Ele =

'

(
(
(
(
(
(
(
)

B le

B le! a

B le! 2
a

...

B le! L 1"1
a

*

+
+
+
+
+
+
+
,

, Eri =

'

(
(
(
(
(
(
(
)

B ri

B ri ! a

B ri ! 2
a

...

B ri ! M 1"L 1
a

*

+
+
+
+
+
+
+
,

LÕŽquation (1.45) montre que rang(Y e) = F ssi rang(Ele) = rang(Eri ) = F . Il est montrŽ dans

[HS90] que rang(Y e) = F si :

(M 1 ! F + 1) ( L 1 ( F et (M 2 ! F + 1) ( L 2 ( F. (1.46)

LÕextraction des modes peut •tre rŽsumŽe dans les Žtapes suivantes :

! dŽcomposition en valeurs singuli•res deY e :

Y e = U F SF V H
F + U nSnV H

n (1.47)

o• U F , SF et V F contiennent lesF composantes principales, etU n , Sn et V n contiennent
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le reste des composantes ;

! estimation des modesai en utilisant U F et U F de la m•me mani•re que dans la mŽthode

ESPRIT 1-D (¤ 1.2.2.2) ou dans la mŽthodeMatrix Pencil [HS90], o•

U F = U F avec lesL derni•res lignes supprimŽes

U F = U F avec lesL premi•res lignes supprimŽes;

! estimation des modesbi de la m•me fa•on que dans lÕŽtape prŽcŽdente en utilisant les matrices

U F P et U F P :

U F P = PU F avec lesK derni•res lignes supprimŽes

U F P = PU F avec lesK premi•res lignes supprimŽes;

o• P est une matrice de permutation dŽÞnie par :

P =

'

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
)

pT (1)

pT (1 + L + 2)
...

pT (1 + (L 1 ! 1)L 2)

pT (2)

pT (2 + L 2)
...

pT (2 + (L 1 ! 1)L 2)
...

pT (L 2)

pT (L 2 + L 2)
...

pT (L 2 + ( L 1 ! 1)L 2)

*

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
,

(1.48)

avec p( i) est un vecteur deL 1L 2 ŽlŽments avec 1 sur lei e ŽlŽment et 0 pour le reste des

ŽlŽments ;

! les modes quÕon vient dÕestimer ne sont pas nŽcessairement bien ordonnŽs. Par consŽquent,

une Žtape de reformation des paires est indispensable. Il est montrŽ que le couplage peut •tre

e!ectuŽ par maximisation du crit•re suivant [Hua92] :

J (i, j ) =
F!

t=1

' uH
t e(ai , bj ) ' 2 (1.49)
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o• ut est la te colonne deU F et e(ai , bj ) est dŽÞni par :

e(ai , bj ) = [1 , ai , . . . , aL "1
i ]T * [1, bj , . . . , bK "1

j ]T (1.50)

pour i = 1 , . . . , F . Le symbole * dŽsigne le produit de Kronecker. On forme la paire(ai , bj )

avec lÕindicej qui maximise e(ai , bj ).

Ce dernier crit•re peut produire des couples incorrects dans le cas o• deux ou plusieurs frŽquences

dans une des dimensions ont la m•me valeur. En outre, tous les coe"cients dÕattŽnuation doivent

•tre nuls. Pour Žviter ces limitations, une autre mŽthode de reformation des paires est proposŽe

dans [RN01] ; elle est dŽcrite dans le paragraphe suivant.

1.4.3 MŽthode ESPRIT 2-D

La mŽthode ESPRIT 2-D [RN01] a ŽtŽ proposŽe pour trouver des solutions aux limitations de

la mŽthode MEMP [Hua92]. En e!et, lÕalgorithme ESPRIT 2-D utilise une rŽsolution analogue ˆ

celle utilisŽe dans la mŽthode ACMP [VMB94] pour obtenir les param•tres du mod•le du signal

2-D. Cependant, les modes estimŽs par ESPRIT 2-D sont obtenues ˆ partir des matricesU  
F U F et

U  
F P U F P . Cette mŽthode peut •tre rŽsumŽe dans les Žtapes suivantes :

! dŽcomposition en valeur singuli•re de la matriceY e de lÕŽquation (1.41) et formation de la

matrice U F par les F premiers vecteurs singuliers gauches (Žquation (1.47)) ;

! calcul des matriceF1 et F2 tel que : F1 = U  
F U F et F2 = U  

F P U F P ;

! calcul de la matrice de transformationT ˆ partir de la dŽcomposition en valeurs propres dÕune

combinaison linŽaire deF1 et F2 :

' F1 + (1 ! ' F2) = T "1 !T (1.51)

o• ' est un param•tre utilisateur ;

! application de la transformation T ˆ F1 et F2 :

1
! a = TF 1T "1

! b = TF 2T "1
(1.52)

! extraction des coe"cients dÕattŽnuation et des frŽquences, ordonnŽs, ˆ partir des diagonales

principales de! a et ! b.

La mŽthode ESPRIT 2-D ne nŽcessite pas une Žtape de reformation des paires de modes. En e!et,

lÕŽlŽment(i, i) de ! a et lÕŽlŽment(i, i) de ! b correspondent au m•me mode 2-D.



1.5 MŽthodes ˆ haute rŽsolution dÕestimationR-D 19

1.5 MŽthodes ˆ haute rŽsolution dÕestimation R-D

1.5.1 Multidimensional Damped MUSIC

Li et al. [LRL98] proposent une mŽthode dÕestimation des param•tres, pour les donnŽes RMN, basŽe

sur les techniques des sous-espaces en exploitant la dŽÞcience de rang et les propriŽtŽs de Hankel

de la matrice de prŽdiction. Cet algorithme est nommŽ DMUSIC (Damped MUSIC) pour reßŽter

sa capacitŽ ˆ estimer les param•tres de sinuso•des amorties. La mŽthode a ŽtŽ prouvŽe pour des

signaux 1-D (1D-DMUSIC), puis pour les signaux modaux 2-D (2D-DMUSIC) et enÞn elle a ŽtŽ

gŽnŽralisŽe pour des signauxR-D (MD-DMUSIC). En rŽcrivant le mod•le du signal (1.2) par :

÷y(m1, . . . , mR) =
F!

i =1

ci exp

2
R!

r =1

si,r mr

3

+ e(m1, . . . , mR) (1.53)

o• si,r = ! #i,r + j 2&fi,r , la mŽthode MD-DMUSIC peut •tre rŽsumŽe par les Žtapes suivantes :

! construction de la matrice de prŽdictionY e & C(M "L +1) R #L R

Y e =

'

(
(
(
(
)

Y 0 Y 1 á á á Y L 1"1

Y 1 Y 2 á á á Y L 1

...
...

...

Y M 1"L 1 Y M 1"L 1+1 á á á Y M 1"1

*

+
+
+
+
,

(1.54)

o•

Y m1,...,m r =

'

(
(
(
(
)

Y m1,...,m r ,0 Y m1,...,m r ,1 á á á Y m1,...,m r ,L r +1 "1

Y m1,...,m r ,1 Y m1,...,m r ,2 á á á Y m1,...,m r ,L r +1

...
...

...

Y m1,...,m r ,M r +1 "L r +1 Y m1,...,m r ,M r +1 "L r +1 +1 á á á Y m1,...,m r ,M r +1 "1

*

+
+
+
+
,

(1.55)

pour r = 1 , 2, . . . , R ! 2.

Y m1,...,m R ! 1 =

'

(
(
(
(
)

y(m1, . . . , mR"1 , 0) á á á y(m1, . . . , mR"1 , L R ! 1)

y(m1, . . . , mR"1 , 1) á á á y(m1, . . . , mR"1 , L R)
...

...
...

y(m1, . . . , mR"1 , M R ! L R) á á á y(m1, . . . , mR"1 , M R ! 1)

*

+
+
+
+
,

(1.56)

! dŽcomposition en valeurs singuli•res la matriceY e

Y e = USV H

! estimation du vecteur des modess = [ s1, . . . , sr ] en cherchant les pics du spectre M-D DMUSIC
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suivant :

P(s) =
1

ør H (s)

2
L 1áááLR-

i =F +1
v !

i vT
i

3

ør( s)

(1.57)

o• ør = r
$r$ et

r (s) = [ r R"1 (s), esi,1 r R"1 (s), . . . , e(L 1"1)s i,1 r R"1 (s)]T

r r (s) = [ r r "1 (s), esi,R ! r +1 r r "1 (s), . . . , e(L R ! l +1 "1)s i,R ! l +1 r R"1 (s)]T

4 56 7
pour r =2,3,...,R "1

r 1(s) = [1 , esi,R , . . . , e(L R "1)s i,R ]T

La mŽthode MD-DMUSIC est la premi•re mŽthode HR qui a ŽtŽ dŽveloppŽe pour traiter le probl•me

dÕestimation des param•tres de sinuso•des amorties sur des signaux de dimensionR > 2. NŽanmoins,

elle demande une recherche exhaustive multidimensionnelle des pics du spectre MUSICP(s), ce qui

la rend moins pratique pour des cas rŽels.

1.5.2 Improved Multidimentional Folding (IMDF)

La mŽthode IMDF [LL06] est une amŽlioration de la mŽthode MDF [LS02]. En e!et, IMDF exploite

la structure du sous-espace signal, mais dÕune fa•on di!Žrente de celle des mŽthodes utilisant les

valeurs propres parce que les frŽquences sont estimŽes ˆ partir des vecteurs propres. LÕavantage de la

mŽthode IMDF est que le couplage des modes se fait automatiquement une fois une dŽcomposition

en valeur propres e!ectuŽe.

Les donnŽes du signalR-D, dont le mod•le est prŽsentŽ dans lÕŽquation (1.2), sont rangŽes dans le

vecteur y :

y =

'

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
)

y(0, 0, . . . ,0)

y(0, 0, . . . ,1)
...

y(0, 0, . . . , MR ! 1)

y(0, 0, . . . ,1,0)
...

y(M 1 ! 1, M2 ! 1, . . . , MR ! 1)

*

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
,

. (1.58)

Le vecteur y peut sÕŽcrire sous une forme matricielle :

y = ( A 1 + A 2 + á á á+ A R)c = Ac (1.59)

o• + est le produit de Khatri-Rao et A r & CM r #F une matrice de Vandermonde qui a comme



1.5 MŽthodes ˆ haute rŽsolution dÕestimationR-D 21

gŽnŽrateurs{a i,r } F
i =1 :

A r =

'

(
(
(
(
(
(
(
)

1 1 á á á 1

a1,r a2,r á á á aF,r

a2
1,r a2

2,r á á á a2
F,r

...
...

...

aM r "1
1,r aM r "1

2,r á á á aM r "1
F,r

*

+
+
+
+
+
+
+
,

.

Le lemme suivant prŽsente un opŽrateurS que lÕon utilise pour former une matrice amŽliorŽe ˆ

partir des donnŽeR-D. CÕest en fait une gŽnŽralisation de la matrice amŽliorŽeY e obtenue avec des

signaux 2-D.

Lemme 1 Etant donnŽsM r , r = 1 , . . . , R, dŽÞnissons un ensemble de matrices de sŽlection :

JK r
l r = [ 0K r #l r I K r 0K r #(L r "l r "1) ] : de dimensionK r # M r

Jl1,l 2 ,...,l R = JK 1
l1

* JK 2
l2

á á á* JK R
lR

: de dimension
R"

r =1

K r #
R"

r =1

M r (1.60)

o• lr = 0 , . . . , L r ! 1, et K r et L r sont des entiers positifs satisfaisantK r + L r ! 1 = M r , pour

r = 1 , . . . , R. DŽÞnissons ensuite un opŽrateur dÕamŽlioration (smoothing operator)S pour le vecteur

y tel que :

S(y ) = [ J1,1,...,1y J 1,1,...,2y á á á J1,1,...,L R y J 1,1,...,2,1y

á á á JL 1,L 2,ááá,L R "1 y J L 1,L 2,ááá,L R y ] (1.61)

alors on montre que

Y S = S(y) = G! cH T (1.62)

o•

G = A (K 1)
1 + A (K 2)

2 + á á á+ A (K R )
R

H = A (L 1)
1 + A (L 2)

2 + á á á+ A (L R )
R (1.63)

#

Ce lemme est prouvŽ entre autres dans [LL06].

En utilisant les matrices de sŽlection

J1 = [ I M 1"1 0(M 1"1)#1 ]

J2 = [ 0(M 1"1)#1 I M 1"1 ],
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on forme y1 et y2 ˆ partir de y comme suit :

y1 = ( J1 * I M 2 á á á* I M R ) y

=
8

A (M 1"1)
1 + A 2 + á á á + AR

9
c (1.64)

y2 = ( J2 * I M 2 á á á* I M R ) y

=
8

A (M 1"1)
1 + A 2 + á á á+ A R

9
! a1 c (1.65)

o• a1 = [ a1,1, a2,1, á á á, aF,1]T . Ensuite lÕopŽrateurS est appliquŽ pour construire les matrices :

Y 1,S = S(y1) = G! cH T (1.66)

Y 2,S = S(y2) = G! c! a1 H T (1.67)

o•

G = A (K 1)
1 + A (K 2)

2 + á á á + A(K R )
R

H = A (L 1)
1 + A (L 2)

2 + á á á+ A (L R )
R

et K r et L r sont des entiers positifs vŽriÞant :K 1 + L 1 = M 1, K r + L r = M r + 1 , r = 2 , . . . , R. Si

on dŽÞnit la matriceZ regroupant Y 1,S et Y 2,S :

Z =

.
Y 1,S

Y 2,S

/

, (1.68)

on aura

Z =

.
Y 1,S

Y 2,S

/

=

.
P1

P1! a1

/

H T = PH T (1.69)

o• la matrice Z est de dimension2
R:

r =1
K r #

R:

r =1
L r , et P1 et P sont dŽÞnies par

P1 = cT + G, P =

.
P1

P1! a1

/

. (1.70)

Du fait que les deux matricesP1 et H sont des produits de Khatri-Rao des matrices de Vander-

monde, et en choisissant
R:

r =1
K r ( F et

R:

r =1
L r ( F , alors P1 et H sont de rang plein [LL06]. La

dŽcomposition en valeurs singuli•res deZ, en prenant lesF premiers vecteurs singuliers, donne :

Z = U F SF V H
F (1.71)

Il existe une matrice non singuli•reT "1 telle que

U F =

.
U 1

U 2

/

= PT "1 (1.72)
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o• U F est divisŽe en deux sous matricesU 1 et U 2 de dimensions Žgales. On a alorsU  
1U 2 =

T ! aT "1 . En supposant donc que les ŽlŽments dea1 sont distincts, T peut •tre obtenue en calculant

les vecteurs propres de la matriceU  
1U 2. Ensuite, P et H sont estimŽes ˆ partir de la matriceT o•

les colonnes peuvent •tre permutŽes et multipliŽes par des scalaires :

P = U F T (1.73)

H =
;
T "1 SV H <T

. (1.74)

Dans le cas de signaux non bruitŽ, un modeai,r peut •tre obtenu par une des Žquations suivantes :

ai,r =
p(k, i )

p(k ! K "
r , i )

, mod (k ! 1, K
"

r "1 ) ( K
"

r (1.75)

pour i = 1 , . . . , F , o• 1 ) k ) K
"

0, p(k, i ) est lÕŽlŽment dÕindice(k, i ) de la matrice P et

K
"

r =

#
$%

$&

R:

n=r +1
K n, pour 0 ) r ) R ! 1

1, pour r = R.
(1.76)

Notons que les modes sont couplŽs automatiquement parce que les modes(ai,r , r = 1 , . . . , R) de la

m•me composanteR-D (la i e composante) sont obtenue ˆ partir de la m•me colonne deP.

Dans le cas de donnŽes bruitŽes, la structure du produit de Khatri-Rao des matrices de Vandermonde

est exploitŽe, et une moyenne des estimŽes dans (1.75) est calculŽe pour obtenir les modesai,r , ainsi

la variance dÕestimation est rŽduite. En fait,ai,r peut •tre estimŽ par :

ai,r =
1
( r

=

>
>
>
?

2K
"
0!

k=1
mod(k "1,K

"
r ! 1 )%K

"
r

0p(k, i )
0p(k ! K "

r , i )
+

L
"
0!

l=1
mod(l "1,L

"
r ! 1 )%L

"
r

0h(l, i )
0h(l ! L "

r , i )

@

A
A
A
B

(1.77)

pour r = 1 , . . . , R, o• ( r = 2K
"

0(K r ! 2)/( K r ! 1) + L
"

0(L r ! 2)/( L r ! 1). Les L
"

r sont dŽÞnis de

la m•me fa•on que lesK
"

r en rempla•ant, dans (1.76),K n par L n . Finalement, lÕalgorithmeR-D

IMDF peut •tre rŽsumŽ dans les Žtapes suivantes :

! former 0y1 et 0y2 en utilisant (1.64) et (1.65), et former 0Y 1 et 0Y 2 en utilisant (1.66) et (1.67) ;

! calculer la SVD de 0Z et partitionner les F vecteurs principaux gauche (i.e. 0U F ) en deux

matrices de dimensions Žgales0U 1 et 0U 2 selon (1.72) ;

! calculer lÕensemble des vecteur propres (i.e0T) de 0U  
1

0U 2, et estimer 0P et 0H en utilisant (1.73)

et (1.74) ;

! utiliser (1.77) pour calculer 0ai,r .

La mŽthode IMDF se base sur les vecteurs propres de la matrice0U  
1

0U 2 pour lÕestimation des modes

R-D et elle prŽsente la meilleure borne dÕidentiÞabilitŽ. Cependant, elle Žchoue quand il existe des
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Figure 1.1 Ð Probl•mes de modes partageant la m•me frŽquence dans une dimension. Les modes
2 et 3 ont les m•mes coordonnŽes selon la premi•re dimension.

modes identiques dans certaines dimensions parce que les vecteurs propres ne sont plus linŽairement

indŽpendants.

Estimation R-D en prŽsence de modes identiques

Liu et al. [LLM07] ont utilisŽ lÕidŽe des coe"cients de pondŽration, prŽsentŽe dans la mŽthode

ESPRIT 2-D [RN01], pour pouvoir estimer les param•tres des modes de signauxR-D avec multiples

expŽriences en prŽsence de colinŽaritŽes, i.e., prŽsence de modes identiques dans une ou plusieurs

dimensions du signalR-D (, i -= i & tel que ai,r = ai ",r pour r donnŽ, cf. Þgure1.1). LÕalgorithme

peut Žgalement •tre utilisŽ dans le cas dÕune seule expŽrience.

LÕalgorithme consiste tout dÕabord ˆ former une matrice amŽliorŽe en utilisant lÕopŽrateurS selon

le lemme 1 :

Y S = S(y ) = G! cH T (1.78)

On calcule ensuite la SVD deY S en gardant lesF premiers vecteurs propres gauches

Y S = U F SF V H
F (1.79)

Il existe donc une matrice non singuli•reT qui vŽriÞe

U F = GT "1 (1.80)
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On forme deux matrices de dimensions Žgales

U 1 = J1U F (1.81)

U 2 = J2U F (1.82)

o• J1 = J1,1 * J1,2 á á á* J1,R et J2 =
R-

r =1
#r ¬J2,r avec J1,r = [ I K r "1 0(K r "1)#1 ],

J2,r = [ 0(K r "1)#1 I K r "1 ] et ¬J2,r = ( J1,1 * á á á * J1,r ) * J2,r * (J1,r +1 * á á á* J 1,R). Les co-

e"cients #r sont choisis alŽatoirement. On peut montrer que :

U 1 = PT "1 (1.83)

U 2 = P! ! T "1 (1.84)

o• P = A (K 1"1)
1 + A (K 2"1)

2 +á á á+A(K R "1)
R et " = [ ' 1, ' 2, . . . , ' F ]T tel que ' i =

R-

r =1
#r ai,r . Donc, la

matrice T est estimŽe ˆ partir de la dŽcomposition en valeurs propres deU  
1U 2 = T! ! T "1 . Bien

Žvidemment, pour queT ait une seule (unique) dŽÞnition, les#i doivent •tre choisis de telle sorte

que les ŽlŽments du vecteur" soient distincts m•me sÕil existe des modes identiques dans une ou

plusieurs dimensions.

Finalement, on estime la matriceP = U 1T. On note que P estimŽe peut avoir les colonnes permutŽes

et multipliŽes par des scalaires. Les param•tres des modesR-D sont extraits de la m•me mani•re

que dans IMDF (Žquation (1.77)). Le choix alŽatoire des coe"cients#r peut produire des ŽlŽments

Žgaux dans le vecteur" . Pour Žviter cela, une mŽthode qui consiste ˆ calculer itŽrativement les

meilleurs coe"cients #r a ŽtŽ proposŽe dans [LLM07].

1.6 Estimation des autres param•tres

Les mŽthodes prŽsentŽes dans les sections prŽcŽdentes estiment uniquement les modes des signaux

mono- (ai ) et multidimensionnels (ai,r ). On sÕintŽresse dans cette section ˆ lÕestimation des ampli-

tudes complexesci et de lÕordre du mod•leF .

1.6.1 Estimation des amplitudes complexes

Le rangement des Žchantillonsy(m1, . . . , mR) dans le vecteury (1.58) permet de ramener lÕestima-

tion des amplitudes ˆ un probl•me linŽaire selon lÕŽquation (1.59), i.e.,y = Ac. Par consŽquent,

pour pouvoir estimer le vecteur des amplitudes, nous devons dÕabord estimer les modes par lÕune

des mŽthodes prŽsentŽes prŽcŽdemment. Les amplitudes sont alors estimŽes au sens des moindres

carrŽs :

c = ( A H A) "1 A H = A   y .

1.6.2 Estimation de lÕordre du mod•le

La sŽlection de lÕordre du mod•le exponentiel est un probl•me crucial lorsque lÕon utilise les mŽ-

thodes HR. En e!et, celle-ci a!ecte directement la qualitŽ de lÕestimation lors de la troncature dans

les mŽthodes de prŽdiction linŽaire ou la dŽtermination des sous-espaces signal et bruit dans les
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mŽthodes de sous-espaces. Plusieurs mŽthodes ont ŽtŽ proposŽes dans la littŽrature pour estimer le

nombre de sinuso•desF dÕun signal 1-D dont les plus connues sont le crit•re AIC (Akaike Infor-

mation Criterion ) et le crit•re MDL (Minimum Description Length ). Wax et Kailath [WK85 ] ont

exprimŽs ces deux crit•res en fonction des valeurs propres de la matrice dÕautocorrŽlation :

AIC (k) = ! M (L ! k) ln

=

>
>
>
>
>
?

2
L:

i =k +1
%i

3 1
L! k

1
L "k

L-

i =k +1
%i

@

A
A
A
A
A
B

+ 2k(2L ! k) (1.85)

MDL (k) = ! M (L ! k) ln

=

>
>
>
>
>
?

2
L:

i =k +1
%i

3 1
L! k

1
L "k

L-

i =k +1
%i

@

A
A
A
A
A
B

+
1
2

k(2L ! k) ln( M ) (1.86)

pour k = 0 , . . . , L ! 1, o• L est lÕordre de prŽdiction et%i sont les valeurs propres de la matrice

dÕautocorrŽlation, rangŽes par ordre dŽcroissant(%i ( %i +1 ). Il est Žgalement possible de dŽÞnir

ces crit•res en fonction des valeurs singuli•res$i , au lieu des valeurs propres%i , lorsque la matrice

dÕautocorrŽlation est sur-dŽterminŽe (de dimensionL &# L, L &( L). Il est indiquŽ que le crit•re AIC

ˆ tendance ˆ surestimer lÕordre du mod•le alors que MDL tend ˆ le sous-estimer [DMC98]. Cela

provient du terme de pŽnalisation du crit•re MDL
; 1

2k(2L ! k) ln( M )
<

qui est plus important que

celui du crit•re AIC (2k(2L ! k)).

A notre connaissance, la sŽlection de lÕordre du mod•le dans le cas de signaux multidimensionnels

nÕa pas ŽtŽ traitŽe. Ainsi, le choix dÕun ordre infŽrieur au nombre rŽel de composantes entra”ne des

estimations biaisŽs, et le choix dÕun ordre supŽrieur augmente la variance des param•tres estimŽs.

A cause de cela, la mise en oeuvre des mŽthodes de sous-espaces dans des applications pratiques,

o• lÕordre du mod•le nÕest pas connu, peut produire de mauvais rŽsultats.

1.7 Performances des mŽthodes HR

Les performances dÕun estimateur sont gŽnŽralement quantiÞŽes par le biais et la variance. On peut

Žgalement calculer son e"cacitŽ dŽÞnie par le rapport de sa variance sur la borne de CramŽr-Rao.

On dit alors quÕun estimateur est e"cace lorsquÕil nÕest pas biaisŽ et que son e"cacitŽ est proche

ou Žgale ˆ 1.

Les performances des mŽthodes de sous-espaces 1-D ont ŽtŽ abondamment ŽtudiŽes dans plusieurs

travaux. Le calcul analytique des expressions du biais et de la variance pour ce genre de mŽthodes

est di"cile, voir impossible, car le calcul des racines dÕun polyn™me de prŽdiction ou des valeurs

propres dÕune matrice conduit ˆ une relation complexe entre les statistiques du signal et celles

des estimateurs. En revanche, des rŽsultats asymptotiques ont pu •tre obtenus en exploitant la

thŽorie des perturbations. Il a ŽtŽ dŽmontrŽ que toutes les mŽthodes HR 1-D prŽsentŽes dans ce

chapitres sont asymptotiquement (M . / ou $2 . 0) non biaisŽes, et les variances de quelques

mŽthodes ont ŽtŽ calculŽes, par exemple pour Prony, Kumaresan-Tufts, MUSIC et ESPRIT, dans
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[SN88, SS91,KPTV87, ESS93,HS91,DT09].

On montre dans la Þgure1.2 lÕerreur-type (RMSE :root mean square error) dÕestimation des frŽ-

quences et des amortissements obtenue par lÕapplication des mŽthodes Kumaresan-Tufts (KT), ES-

PRIT 1-D et IQML sur un signal 1-D amorti simulŽ. Le signal contient deux sinuso•des complexes

dÕamplitudes Žgales (ci = 1 ), de frŽquencesf 1 = 0 .1 et f 2 = 0 .2, et de facteurs dÕamortissements

#1 = 0 .02 et #2 = 0 .015. Le nombre dÕŽchantillons estM = 30, et 1000 rŽalisations du bruit sont

utilisŽes. Concernant la frŽquence et dans des niveaux de RSB1 supŽrieurs ˆ 3 dB, la mŽthode

ESPRIT a des performances tr•s proches de IQML et meilleures que KT. LÕe!et de seuil de IQML

se produit aux alentours de RSB= 3 dB alors que les e!ets de seuil de ESPRIT et KT se produisent

avant, ce qui signiÞe que ces deux derni•res poss•dent une meilleure robustesse au bruit. Cependant,

concernant lÕestimation du facteur dÕamortissement, la mŽthode IQML est meilleure que les deux

autres.

Pour comparer les performances des mŽthodes 2-D, on prŽsente les rŽsultats obtenus sur un exemple

de simulation. Les mŽthodes IMDF, ESPRIT 2-D, MEMP avec la technique de couplage des modes

[RN01] et les deux algorithmes TLS-Prony 2-D sont appliquŽes pour estimer les modes dÕun si-

gnal modal 2-D bruitŽ qui contient 20 # 20 Žchantillons . Les amplitudes{cf } F
f =1 sont mises ˆ

(3.184,2.846,2.846). Les modes ont les param•tres suivants :

(f 1,1, #1,1; f 1,2, #1,2) = (0 .10,0.080; 0.20,0.075),

(f 2,1, #2,1; f 2,2, #2,2) = (0 .30,0.075; 0.10,0.050),

(f 3,1, #3,1; f 3,2, #3,2) = (0 .40,0.050; 0.25,0.090).

La Þgure1.3 montre la racine carrŽe de lÕerreur quadratique moyenne dÕestimation des algorithmes

IMDF, ESPRIT 2-D, MEMP, TLS-Prony1Ð2 pour lÕestimation def 1,1. Les mŽthodes ESPRIT 2-D

et MEMP ont presque la m•me erreur-type qui est par ailleurs proche de la borne de CramŽr-Rao.

Elles ont Žgalement un e!et de seuil meilleur que celui des algorithmes TLS-Prony. IMDF a des

performances proches de ESPRIT 2-D.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons e!ectuŽ un Žtat de lÕart des mŽthodes HR permettant dÕestimer les

param•tres des sinuso•des amorties et qui ont pu •tre Žtendues aux signaux multidimensionnels. Les

premi•res mŽthodes HR proposŽes utilisent des Žquations de prŽdiction linŽaire qui caractŽrisent le

mod•le du signal. Celles-ci ont ŽtŽ ensuite Žtendues pour traiter le probl•me dÕestimation modales

2-D. Le deuxi•me type de mŽthodes HR est celui des approches fondŽes sur la dŽcomposition de

lÕespace des donnŽes en deux sous-espaces orthogonaux, appelŽs espace signal et espace bruit. Le

couplage des modesR-D est le probl•me principal lors de lÕextension des mŽthodes HR 1-D au

casR-D. Pour cela, diverses techniques de couplages ont ŽtŽ proposŽes, les meilleures dÕentre elles

rŽalisent soit une diagonalisation conjointe soit un couplage automatique en utilisant les vecteurs

propres. De plus, un probl•me de colinŽaritŽ se manifeste lorsque le signalR-D contient des modes

1. La dŽÞnition du RSB dans le cas de sinuso•des amorties est dŽlicate car ces signaux sont ˆ Žnergie Þnie. Dans
ce mŽmoire, le RSB est dŽÞni, pour chaque mode, comme le carrŽ du rapport de lÕamplitude ˆ lÕŽcart-type du bruit :
RSBi = |ci |2 /! 2 .
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Figure 1.2 Ð Erreur-type (RMSE) des frŽquences et dÕamortissement en fonction du RSB (1000
rŽalisations), M = 30, F = 2 .
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Figure 1.3 Ð Erreur-type (Total RMSE) de la frŽquencef 1,1 en fonction du RSB (1000 rŽalisations).

identiques dans une ou plusieurs dimensions. Ceci a ŽtŽ rŽsolu par lÕintroduction des coe"cients

de pondŽration dans lÕestimationR-D ; cÕest le cas par exemple dans la mŽthode ESPRIT 2-D.

LÕŽtudes des performances de ces diverses techniques dÕestimation a montrŽ que les mŽthodes de

types ESPRIT sont les plus performantes.

Plus rŽcemment, des mŽthodes dÕestimationR-D utilisant les treillis multidimensionnels du signal et

les outils de lÕalg•bre multilinŽaire ont ŽtŽ proposŽes. Ces mŽthodes sont sensŽes avoir une meilleure

robustesse au bruit par rapport aux mŽthodes classiques. Dans le prochain chapitre, nous proposons

une mŽthode tensorielle dÕestimationR-D.





Chapitre 2

Une approche tensorielle pour

lÕestimation modale R-D

2.1 Introduction

Plusieurs mŽthodes HR, qui exploitent la structure Vandermonde du mod•le du signal modal, ont

ŽtŽ proposŽes pour traiter le probl•me dÕestimation des param•tresR-D. Dans le chapitre prŽ-

cŽdent, nous avons prŽsentŽ les plus connues dÕentre elles : ESPRIT 2-D [RN01], IMDF [ LL06],

lÕalgorithme dÕestimationR-D proposŽ dans [LLM07] et MD-MUSIC [LRL98]. On peut Žgalement

citer par exemple les algorithmesroot-multiple invariance ESPRIT (root-MI-ESPRIT) [PSBG05]

et multidimensional embeddingMDE [Sid01]. Comme les donnŽes sont multidimensionnelles, ces

mŽthodes nŽcessitent des techniques de rangement des dimensions dans une seule grande matrice,

appelŽe matrice amŽliorŽe. De ce fait, en e!ectuant une estimation de sous-espaces via une SVD,

la structure multidimensionnelle du signal nÕest pas rŽellement exploitŽe. RŽcemment, lÕalgorithme

tensor-ESPRIT a ŽtŽ proposŽ dans [HRDG08]. Il sÕagit de dŽÞnir un tenseur de donnŽes et dÕesti-

mer le sous-espace signal via une dŽcomposition en valeurs singuli•res dÕordre supŽrieur (HOSVD :

higher-order singular value decomposition), ce qui permet dÕexploiter le treillis multidimensionnel du

tenseur du signalR-D. DÕapr•s les auteurs, lÕalgorithme obtenu poss•de de meilleures performances

par rapport aux mŽthodes de type ESPRIT. LÕalgorithme dÕestimation des frŽquences de signaux

2-D [TG09], en utilisant les tenseurs, consiste ˆ former ˆ partir de la matrice de donnŽes 2-D deux

tenseurs dÕordres augmentŽs. Le sous-espace signal de chacun est ensuite estimŽ en exploitant sa

HOSVD. Cela revient ˆ rŽsoudre un probl•me de dŽcomposition en valeurs propres pour chaque

sous-espace signal estimŽ. Finalement, les frŽquences de chaque dimension sont estimŽes ˆ partir

des valeurs propres en e!ectuant une diagonalisation conjointe pour reformer les param•tres des

modes 2-D. Nous proposons ici un algorithme dÕestimation des param•tres qui consiste ˆ former, ˆ

partir des donnŽesR-D, un seul tenseur dÕordre supŽrieur et qui exploite la structure dÕinvariance

par translation du sous-espace signal estimŽ via une HOSVD. Contrairement aux approches clas-

siques qui utilisent les valeurs propres et qui nŽcessitent une Žtape de couplage de modes, notre

mŽthode estime les param•tres en exploitant les vecteurs propres. Ainsi, les param•tres (facteurs

dÕattŽnuation et frŽquences) correspondant ˆ un modeR-D sont couplŽs automatiquement une fois

la dŽcomposition en valeurs propres e!ectuŽe.
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2.2 Notations

Les scalaires sont dŽsignŽs par des caract•res minuscules(a, b,#), les vecteurs colonnes sont notŽs

par des caract•res minuscules gras(a, b), les matrices correspondent aux caract•res majuscules gras

(A, B) , et les et tenseurs sont dŽsignŽs par des caract•res calligraphiques gras(A , B).

Les opŽrations tensorielles que nous utilisons sont consistantes avec [KB09] :

¥ le produit extŽrieur (outer product) de deux tenseurs A & CM 1#M 2#ááá#M R et B &

CK 1#K 2#ááá#K N est donnŽ par :

C = A $ B & CM 1#M 2#ááá#M R #K 1#K 2#ááá#K N , o•

c(m1, m2, . . . , mR, k1, k1, . . . , kN ) = a(m1, m2, . . . , mR)b(k1, k1, . . . , kN ). (2.1)

¥ le produit r -mode dÕun tenseurA & CM 1#M 2#ááá#M R et dÕune matriceU & CK r #M r suivant le

r e mode (dimension) est donnŽ par :

B = A # r U & CM 1#M 2#ááá#M r ! 1#K r #M r +1 #ááá#M R , o•

b(m1, m2, . . . , mr "1 , kr , mr +1 , . . . , mR) =
M r!

mr =1

a(m1, m2, . . . , mR)u(kr , mr ). (2.2)

¥ la notation A
R
#

r =1
r U r reprŽsente les produitsr -mode sur les modes (dimensions)1 ˆ R de A

par {U r } R
r =1 , cÕest-ˆ-dire :

A
R
#

r =1
r U r = A # 1 U 1 # 2 U 2 # 3 á á á# R U R (2.3)

¥ la concatenation de deux tenseursA et B le long de lar e dimension est reprŽsentŽe parA " r B.

La Þgure2.1 illustre la concatenation de tenseurs dÕordre 3 sur la2e dimension.

¥ I R,M & CM #M #ááá#M est le tenseur identitŽ dÕordreR dont les ŽlŽmentsi( m1, m1, . . . , mR)

satisfont

i( m1, m1, . . . , mr ) =

1
1, pour m1 = m2 = á á á= mR

0, sinon.
(2.4)

La Þgure2.2 illustre le tenseur identitŽ dÕordre 3 (Three-way) de dimensionM # M # M

¥ On appelle hyper-tranches (HT) les tenseurs dŽÞnis en Þxant un indice dans une dimension

et en faisant varier tous les indices des autres dimensions. La Þgure2.3 illustre les (hyper-)

tranches dÕun tenseur dÕordre 3.

¥ la matrice A (r ) & CM r #(M 1M 2áááMr ! 1M r +1 áááMR ) reprŽsente le dŽpliement du tenseurA suivant

la dimension M r . Le concept de lamatricisation est expliquŽ par lÕexemple suivant. Soit le
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M 2 + K 2
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Figure 2.1 Ð Concatenation de deux tenseurs dÕordres 3 selon la2e dimension (A " 2 B).

tenseursA & C4,3,2 dont les (hyper-)tranches de la3e dimension sont donnŽes par :

A ::1 =

'

(
(
(
(
)

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10 11 12

*

+
+
+
+
,

, A ::2 =

'

(
(
(
(
)

13 14 15

16 17 18

19 20 21

22 23 24

*

+
+
+
+
,

Les matrices de dŽpliage des trois dimensions sont donnŽes par :

A (1) =

'

(
(
(
(
)

1 2 3 13 14 15

4 5 6 16 17 18

7 8 9 19 20 21

10 11 12 22 23 24

*

+
+
+
+
,

,

A (2) =

'

(
)

1 4 7 10 13 16 19 22

2 5 8 11 14 17 20 23

3 6 9 12 15 18 21 24

*

+
, ,

A (3) =

.
1 4 7 10 2 á á á 6 9 12

13 16 19 22 14 á á á 18 21 24

/

.

2.3 Formulation du probl•me

Dans les mŽthodes classiques dÕestimation modale, par exemple lÕapproche IMDF (¤1.5.2), les

Žchantillons y(m1, . . . , mR) sont rangŽs dans un vecteury (Žquation (1.58)) :

÷y = Ac + e (2.5)
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Figure 2.2 Ð Tenseur identitŽ dÕordre 3 (Three-way) de dimensionM # M # M .
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Figure 2.3 Ð (Hyper-)tranches (HT) dÕun tenseur dÕordre 3.

o• A = ( A 1 + A 2 + á á á + AR) & CM 1áááMR #F et A r & CM r #F est une matrice de Vandermonde dont

les gŽnŽrateurs sont{a i,r } F
i =1 . Il est Žvident que la vectorisation ne tient pas compte de la structure

inhŽrente ˆ la grille utilisŽe pour Žchantillonner les donnŽes. Pour ce faire, on remplace le vecteur

de donnŽesy par un tenseurY & CM 1#M 2#ááá#M R dont les ŽlŽments sont les Žchantillons du signal.

En utilisant le mod•le du signal R-D (Žquation 1.2), on obtient :

Y = G # R+1 cT + E (2.6)

o• le tenseur G & CM 1#M 2#ááá#M R #F est construit comme suit :

G = [ G1 " R+1 G2 " R+1 á á á" R+1 GF ] (2.7)
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avecGi & CM 1#ááá#M R le tenseur correspondant aui e mode du signalR-D. Il est obtenu, en utilisant

le produit extŽrieur, par :

Gi = ai,1 $ á á á$ ai,R , i = 1 , . . . , F (2.8)

o• ai,r = [1 , ai,r , . . . , aM r "1
i,r ]T . En utilisant les Žquations (2.7) et (2.8), nous obtenons

Y =
F!

i =1

ci (ai, 1 $ á á á$ ai,R ) + E (2.9)

Finalement, les relations entre le mod•le matriciel et tensoriel sont donnŽes par :

A = G T
(R +1)

y = Y T
(R +1) (2.10)

On prŽsente dans le paragraphe suivant un algorithme qui utilise les tenseurs pour estimer les

param•tres de signaux modauxR-D en exploitant la propriŽtŽ de lÕinvariance par translation du

sous-espace signal dÕun tenseur dÕordre augmentŽ que nous allons construire. Cette approche sera

ensuite comparŽe avec les mŽthodes tensorielles existantes.

2.4 Algorithme tensoriel dÕestimation modale R-D

On forme un tenseur dÕordre augmentŽ ˆ partir du tenseurY comme dŽcrit dans ce qui suit. On

commence par formerL 1L 2 á á á LR sous-tenseursY l1,...,l R & CK 1#ááá#K R ; K r = M r ! L r ! 1, pour

r = 1 . . . , R. Puis on forme L 1 á á á LR"1 tenseurs ÿY l1,...,l R ! 1 & CK 1#ááá#K R #L R en concatŽnant

L R (l R = 0 , . . . , LR ! 1) tenseursY l1,...,l R le long de la (R + 1) e dimension. De la m•me fa•on,

on forme L 1 á á á LR"2 tenseurs ÿY l1,...,l R ! 2 & CK 1#ááá#K R #L R #L R ! 1 par la concatŽnation deL R"1

(l R"1 = 0 , . . . , LR"1 ! 1) tenseurs ÿY l1,...,l R ! 1 suivant la (R + 2) e dimension. Nous procŽdons de la

m•me fa•on pour former ÿY l1,...,l R ! 3 , ÿY l1,...,l R ! 4 , . . . , ÿY l1 . Finalement, les tenseursÿY la sont concatŽnŽs

le long de la(2R)e dimension pour obtenir un tenseur dÕordre supŽrieurY e & CK 1#ááá#K R #L R #ááá#L 1

dÕordre2R. La Þgure 2.4montre la formation de Y e pour un signal bi-dimensionnel. Par consŽquent,

le tenseurY e & CK 1#ááá#K R #L R #ááá#L 1 peut •tre dŽÞnie par :

Y e = [ ÿY 0 " 2R ÿY 1 " 2R á á á" 2R ÿY L 1"1 ] (2.11)

o•

ÿY l1,...,l r = [ ÿY l1,...,l r ,0 " 2R"r ÿY l1,...,l r ,1 " 2R"r á á á

" 2R"r ÿY l1,...,l r ,L r +1 "1 ] (2.12)
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Figure 2.4 Ð Construction du tenseur dÕordre supŽrieur pour un signal bi-dimensionnelY de di-
mensionM 1 # M 2.

pour r = 1 , . . . , R ! 1 et les sous-tenseursY l1,...,l R sont donnŽs par :

Y l1,...,l R = Y
R
#

r =1
r J [K r ]

l r (2.13)

o• la matrice J[K r ]
l r , pour r = 1 , . . . , R est formŽe ˆ partir de I M r en supprimant les premi•reslr et

les derni•resM r ! lr ! K r lignes. Ces matrices de sŽlection peuvent •tre donnŽes par :

J[K r ]
l r =

D
0K r #l r I K r 0K r #(L r "l r "1)

E
(2.14)

On peut montrer que, en lÕabsence de bruit,

Y l1,l 2 ,...,l R = I R+1,F
R
#

r =1
r

8
J(K r )

l r A r

9
# R+1 cT

= I R+1,F
R
#

r =1
r

8
A [K r ]

r ! l r
ar

9
# R+1 cT (2.15)

o• A (K r )
r est formŽ par lesK r premi•res lignes deA r et ! ar = diag(ar ). Par consŽquent, le
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tenseur dÕordre augmentŽ sÕŽcrit selon :

Y e = I 2R,F
R
#

r =1
r A (K r )

r
2R"1

#
r =R +1

r A (L 2R ! r +1 )
2R"r +1 # 2R (A (L 1)

1 á! c) (2.16)

o• ! c = diag(c). DŽÞnissons le tenseurGe tel que

Ge = I 2R,F
R
#

r =1
r A (K r )

r
2R"1

#
r =R +1

r A (L 2R ! r +1 )
2R"r +1 (2.17)

Donc

Y e = Ge # 2R (A (L 1)
1 á! c). (2.18)

La dŽcomposition en valeurs singuli•res dÕordre supŽrieur (HOSVD) du tenseurY e donne

Y e = S
2R
#

r =1
U r (2.19)

o• S & CK 1#áááK R #L R #áááL 1 , U r & CK r #K r , pour r = 1 , . . . , R, sont les vecteurs singuliers gauches de

de la matrice Y e(r ) , U r & CL 2R ! r +1 #L 2R ! r +1 , pour r = R + 1 , . . . , 2R, sont les vecteurs singuliers

gauches de de la matriceY e(r ) . Le tenseurY e peut •tre dŽcomposŽ de la fa•on suivante :

Y e = ( SF
2R
#

r =1
U r,F ) + ( SE

2R
#

r =1
U r,E ) (2.20)

o• SF et U r,F contiennent les F composantes principales tandis queSE et U r,E contiennent le

reste des composantes (on suppose queF ) K r , L r , pour r = 1 , . . . , R).

DŽÞnissons le tenseurUF & CK 1#áááK R #L R #áááL 2#F tel que :

UF = SF
2R"1

#
r =1

U r,F (2.21)

Les tenseursGe et UF engendrent le m•me sous-espace. Par consŽquent, il existe une matrice non-

singuli•re D de dimensionF # F telle que :

Ge = UF # 2R D (2.22)

Il est clair que si lÕon arrive ˆ estimerD , il devient alors possible dÕextraire les modes

{a i,r , i = 1 , . . . , F } R
r =1 ˆ partir de Ge. Une estimation de D peut •tre obtenue en exploitant

la propriŽtŽ dÕinvariance par translation du tenseurGe :

Ge # 1 I K 1
# 2R ! a1 = Ge # 1 I K 1 (2.23)

o• I K 1 et I K 1 reprŽsentent les matrices formŽes par les premi•res et les derni•resK 1 ! 1 lignes,

respectivement, de la matrice identitŽ de dimensionK 1 # K 1 :

I K 1 =
D
I K 1"1 0(K 1"1)#1

E

I K 1 =
D
0(K 1"1)#1 I K 1"1

E
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A partir de cette expression on obtient :

(UF # 1 I K 1
) # 2R (D "1 ! a1 D ) = ( UF # 1 I K 1 ) (2.24)

Le probl•me dans (2.24) peut •tre formulŽ comme un probl•me de minimisation au sens des moindres

carrŽes tensoriel (tensor-valued least-squares problem) dont la solution est donnŽe par :

(D "1 ! a1 D )T =
8

K 1U T
F (2R )

9  8
K 2U T

F (2R )

9
(2.25)

o•

K 1 = I K 2áááKR L 2áááLR * I K 1

K 2 = I K 2áááKR L 2áááLR * I K 1 (2.26)

La dŽcomposition en valeurs propres de
8

K 1U T
F (2R )

9  8
K 2U T

F (2R )

9
donne D mais les colonnes

peuvent •tre permutŽes et/ou multipliŽes par des scalaires. Une foisD obtenue, on peut utiliser

lÕŽquation (2.22) pour estimer le tenseurGe a une permutation et une pondŽration pr•s sur ses

hyper-tranches de la(2R)e dimension. Le nombre dÕhyper-tranches dans la(2R)e dimension est

Žgale ˆF qui est le nombre de sinuso•des amortiesR-D prŽsentes dans le signal. Nous pouvons donc

utiliser chacune desF tranches pour extraire les param•tres dui e mode R-D, i = 1 , . . . , F . Par

consŽquent, lesai,r peuvent •tre obtenus par une des Žquations suivantes dans le cas non bruitŽ :

ai,r =
Ge(k1, . . . , kr , . . . , kR, lR , . . . , l2, i ! 1)

Ge(k1, . . . , kr ! 1, . . . , kR, lR , . . . , l2, i ! 1)
, (2.27)

pour kr = 1 , . . . , K r ! 1, {k n = 0 , . . . , K n ! 1}n'=r , et ln = 0 , . . . , Ln ! 1. En clair, pour tous les

couples (kn , ln ), on obtient la m•me valeur de ai,r . On peut Žgalement les extraire ˆ partir des

Žquations suivantes :

ai,r =
Ge(k1, . . . , kR, lR , . . . , lr , . . . , l2, i ! 1)

Ge(k1, . . . , kR, lR , . . . , lr ! 1, . . . , l2, i ! 1)
, (2.28)

pour lr = 1 , . . . , L r ! 1, {k n = 0 , . . . , K n ! 1}n'=r , et {l n = 0 , . . . , Ln ! 1}n'=r .

Dans le cas de donnŽes bruitŽes, chacune des valeurs deai,r est une estimation ponctuelle. AÞn de

rŽduire la variance, on peut e!ectuer une moyenne dÕensemble. En notant{a s
i,r } S

s=1 lÕensemble des

estimŽes poncuelles obtenues selon les deux Žquations prŽcŽdentes, avec :

S = ( K r ! 1)
R"

n=1
n'=r

K n

R"

n=2

L n + ( L r ! 1)
R"

n=1

K n

R"

n=2
n'=r

L n

les modes sont alors estimŽs par :

ai,r =
1
S

S!

s=1

as
i,r . (2.29)

Finalement lÕalgorithme peut •tre rŽsumŽ dans les Žtapes suivantes :
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! former le tenseurY e en utilisant (2.11) et calculer sa HOSVD (2.20) ;

! dŽÞnir UF en utilisant (2.21) ;

! calculer lÕensemble des vecteurs propres (i.e.D ) de
8

K 1U T
F (2R )

9  8
K 2U T

F (2R )

9
, et estimer le

tenseur Ge en utilisant (2.22) ;

! calculer lesai,r en utilisant (2.29).

2.5 Comparaison avec les algorithmes Tensor-ESPRIT

Deux algorithmes ˆ base de tenseurs ont ŽtŽ proposŽs pour traiter le probl•me dÕestimation de

signaux dÕune seule rŽalisation (single snapshot). Les deux algorithmes sÕinspirent des travaux de

Haardt et al. [HRDG08]. Le premier (R-D Unitary Tensor-ESPRIT) [ THG09] traite le probl•me

dÕestimation harmoniqueR-D (sinuso•des non amorties). Il sÕagit de construireR tenseurs Y e,r

dÕordreR + 2 (i.e. un tenseur dÕordre augmentŽ par dimension) et dÕe!ectuer la HOSVD de chacun.

Les dŽcompositions obtenues sont ensuite tronquŽes chacune aux premiersF ŽlŽments. Les modes

des dimensions sont estimŽs sŽparŽment ˆ partir desR dŽcompositions en utilisant les valeurs

propres. Une Žtape de diagonalisation conjointe, appropriŽe aux signaux harmoniques et similaire ˆ

celle utilisŽe dansunitary ESPRIT [HN98], est e!ectuŽe aÞn de coupler les modesR-D. Le deuxi•me

algorithme [TG09] a ŽtŽ proposŽ pour traiter le probl•me dÕestimation modale 2-D. Celui-ci repose

sur le m•me principe que la mŽthode prŽcŽdente sauf dans lÕŽtape de couplage o• une autre technique

de diagonalisation conjointe est utilisŽe.

LÕalgorithme que nous avons proposŽ dans le paragraphe prŽcŽdent consiste ˆ construire un seul

tenseurY e dÕordre2R et dÕe!ectuer ensuite sa HOSVD puis sa troncature aux premiersF ŽlŽments.

Les modes sont estimŽs en utilisant les vecteurs propres. Par consŽquent, lÕŽtape de couplage nÕest

plus nŽcessaire puisque les modes sont automatiquement couplŽs car ils apparaissent sur la m•me

hyper-tranche.

2.6 RŽsultats de simulation

AÞn dÕanalyser les performances de la mŽthode proposŽe, nous prŽsentons ici les rŽsultats obtenus

sur deux exemples de simulation.

Dans le premier exemple, on consid•re un signal de taille20 # 20 qui contient trois modes bien

sŽparŽs dont les param•tres sont :

(f 1,1, #1,1; f 1,2, #1,2) = (0 .10,0.080; 0.20,0.075),

(f 2,1, #2,1; f 2,2, #2,2) = (0 .30,0.075; 0.10,0.050),

(f 3,1, #3,1; f 3,2, #3,2) = (0 .40,0.050; 0.25,0.090).

avec des amplitudes unitaires (cf = 1 , 0f ). Les modes ainsi que le spectre du signal non bruitŽ

sont reprŽsentŽs en Þgure2.5(a). On e!ectue 1000 simulations Monte-Carlo pour di!Žrents niveaux

de bruit. La Þgure 2.6 montre la racine carrŽe de lÕerreur quadratique moyenne sur les frŽquences

obtenues avec la mŽthode proposŽe, la mŽthode ESPRIT 2-D [RN01] et la mŽthode Tensor-ESPRIT
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