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Introduction gZnZrale

Ce travail a ZtZ menZ au Centre de Recherche en Automatique de Nancy (CRAN), UniversitZ de
Lorraine, CNRS. Il sOinscrit dans le cadre du projet PICS-nD (Problemes Inverses et Compression
des Signaux multidimensionnels) du groupe thZmatique IRIS (Identibcation, Restauration, Images,
Signaux). LOobjet du travail est de dZvelopper des algorithmes dOestimation pour IQanalyse modale
(analyse de signaux sinusosdaux ~ amortissement exponentiel) multidimensionnelle prZsentant des
problemes de rZsolution et de complexitZ numZrique. Bien que les domaines dOapplication concernZs
soient tres variZs, ils ont ZtZ plus particulisrement motivZs par certains problemes rencontrZs en
spectroscopie de RZsonance MagnZtique NuclZaire (RMN) multidimensionnelle-{®. Ce domaine
constitue donc notre support applicatif privilZgiZ.

La transformation de Fourier constitue IQoutil de rZfZrence de IQanalyse spectrale gr¥oce " sa simplicitZ
de mise en oeuvre et sa rapiditZ. En outre elle sOZtend de fason immZdiate ~ IOanalyse de signaux
multidimensionnels. Ces avantages expliquent quQelle est " IQorigine de plusieurs mZthodes dOanalyse
spectrale. Toutefois, elle ne manque pas dOinconvZnients. En particulier, sa rZsolution frZquentielle,
cOest-"-dire sa capacitZ ~ distinguer deux sinusosdes proches et/ou dOamplitudes tres di!Zrentes,
est limitZe. Dans le cas de signaux harmoniques, la rZsolution est conditionnZe par la taille du
signal observZ et par le niveau de bruit. Ce probleme devient crucial des lors que IOon manipule
des signaux de petites tailles, notamment dans des applications comme le traitement dOantenne et
les communications mobiles. Le cas de IQanalyse modale est plus dZlicat puisque la rZsolution est
liZe, comme dans le cas harmonique, " la taille du signal et au niveau de bruit, mais Zgalement au
chevauchement des raies spectrales causZ par IOamortissement exponentiel. Une sZrie de mZthodes
qui amZliorent la rZsolution frZquentielle a ZtZ proposZe. Ces mZthodes ditesaute rZsolution

(HR) sOappuient dans leur dZveloppement sur le modsle paramZtrique des signaux modaux. En
I@absence du bruit, elles prZsentent une prZcision dOestimation et une rZsolution frZquentielle inbnies
(toutefois limitZes par la prZcision des machines de calcul). Une autre classe de mZthodes consiste "
poser le probleme dans le domaine frZquentiel, en termes de dZconvolution impulsionnelle dans le cas
harmonique [CIG01,Maz05 ou en termes de dZcomposition en motifs [Maz05]. Ce type dOapproche
o're des performances intZressantes. Leur principal inconvZnient provient de leur cozt de calcul qui
rend dZlicate leur extension ~ des problemes de grande dimension.

Les mZthodes HR trouvent leurs origines dans les travaux de Prony [RdP95], qui a proposZ dQOutili-

ser des techniques de rZgression linZaire pour estimer les frZquences dOune somme dOexponentielles.
De nombreuses amZliorations ont ZtZ apportZes ensuite par Pisarenko [PisKmaresan et Tufts

[KT82] , Rahman et Yu [RY87], etc. Les mZthodes HR qui reposent sur la dZcomposition de I0es-
pace de donnZes en un sous-espace signal et un sous-espace bruit, ont ZtZ largement ZtudiZes ces
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dernieres dZcennies. Comme exemples des mZthode HR qui utilisent cette dZcomposition, les al-
gorithmes MUSIC [Sch86 et root-MUSIC [Bar83], |Oalgorithme ESPRIT [RPK86] et sa variante
TLS-ESPRIT [RK87], la mZthode de IQespace dOZtat [KARS8tc. Les mZthodes dites de sous-
espace sont connues pour stre plus performantes que celles basZes sur les techniques de prZdiction
linZaire. Elle consiste ~ dZterminer le sous espace propre dOune matrice construite " partir du signal
1-D. LOextension des mZthodes dOestimation de signaux 1-D au cas 2-D a Zgalement fait IOobjet de
nombreux dZveloppements [SSM93ua92, RNO1]. De fason schZmatique, il appara’t que, peu ou
prou, IOensemble des mZthodes sous-espace 1-D ont leur pendant 2-D. Cependant, la plupart de
ces mZthodes ne sont que des mZthodes C pseudo-2D E dans le sens o |Qextension 2-D formelle
des mZthodes sous-espace impose de dZterminer le sous-espace propre dOun tenseur 4D (tableau
multidimensionnel) construit ~ partir de la matrice de donnZes. LOextension 2-D consiste alors " se
ramener " un cas standard 1-D en procZdant ~ un dZpliage astucieux du tenseur. Les performances

de ces mZthodes sont tout " fait satisfaisantes. Cependant, il nOexiste ~ notre connaissance que peu
de mZthodes HR dZdiZes " IQanalyse de signaux harmoniques et modaux qui soient vZritablement
multidimensionnelles [HRDGO08, THG09, TG09] et nous pensons quQil y a I" une vZritable piste de
recherche pour le dZveloppement dOalgorithmes dOestimation modale multidimensionnelle.

Ces dernisres annZes ont vu Zmerger les mZthodes dOapproximation parcimonieuses pour IOestimation
harmonique [GR97 MCWO05b, SBL11a]. Parmi les avantages revendiquZs de ces mZthodes, elles
fournissent une alternative e"cace aux mZthodes HR, en termes dOe"cacitZ, de simplicitZ de mise

en oeuvre. En revanche, il appara’t que, des que la rZsolution recherchZe est importante, ces mZthodes
deviennent rapidement impossibles ~ implanter de fason e"cace. Ce point est dZ "~ la nZcessitZ de
crZer un dictionnaire dont la taille est liZe ~ la rZsolution dZsirZe. Ceci est encore plus critique dans

le cas de IOanalyse modale puisque le dictionnaire doit stre construit par Zchantillonnage dOune grille
bidimensionnelle (frZquence, amortissement). Il est clair que le cas de signaBxD rend la t%oche
encore plus dZlicate.

Ce mZmoire est organisZ en cing chapitres.

Dans le premier chapitre, apres avoir exposZ le probleme ZtudiZ, nous prZsentons un Ztat de IQart des
principales mZthodes paramZtriques actuellement utilisZes pour IQestimation modale et harmonique

1-D et 2-D. Ces mZthodes, dites C algZbriques E, sont fondZes sur la prZdiction linZaire ou sur la
sZparation des sous espaces signal et bruit. Ces mZthodes sont bPnalement comparZes en utilisant
des simulations multiples.

Dans le cas de signaux multidimensionnels, ces mZthodes nOexploitent pas rZellement la structure
multidimensionnelle du modsle ayant gZnZrZ les donnZes. Nous proposons alors, dans le deuxisme
chapitre, une mZthode tensorielle reposant sur la dZcomposition en valeurs singuliere dOordre supZ-
rieur (HOSVD : higher-order singular value decomposition Celle-ci utilise le treillis multidimen-

sionnel du tenseur du signaR-D et exploite la structure des vecteurs propres du sous-espace signal
obtenus en utilisant la dZcomposition en valeurs valeurs propres dOordre supZrieur. Contrairement

" la plupart des approches existantes, la mZthode proposZe permet dOZviter la phase dOappariement
des coordonnZes des modes dans chacune des dimensions. Egalement, elle ne requisre pas I0Ztape de
diagonalisation conjointe des mZthodes tensorielles [THGQOI G09]. Cette mZthode est comparZe

la mZthode de [TG09] et ESPRIT 2-D [RNO1] dans le cas de signaux 2-D simulZs.
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Le troisisme chapitre aborde le probleme de IQestimation modale du point de vue de IOapproximation
parcimonieuse dans laquelle le dictionnaire est obtenu par discrZtisation de fonctions exponentielles
complexes incluant la frZquence et le facteur dOamortissement en 1-D. Cette approche est ensuite
Ztendue au casR-D. On prZsente Zgalement les principales mZthodes permettant de rZsoudre le
probleme parcimonieux. Celles-ci incluent les approches gloutons et les mZthodes de minimisation
'n. On souligne toutefois que pour atteindre une bonne rZsolution spectrale, il est nZcessaire de
choisir une grille tres Pne, ce qui conduit ~ la manipulation dOun dictionnaire de grande taille avec
tous les problemes calculatoires sous-jacents. Pour contr™ler la taille du dictionnaire, nous avons
proposZ de coupler IOapproximation parcimonieuse ~ une approche multigrille, ce qui nous amene
au chapitre suivant.

Le quatrisme chapitre constitue une autre contribution originale de ce mZmoire. Pour atteindre
une bonne rZsolution spectrale avec un dictionnaire de taille raisonnable, nous avons evisagZ de
combiner une approximation parcimonieuse et une approche multigrille sur plusieurs niveaux de
rZsolution. Au premier niveau, le dictionnaire correspond " une grille grossiere ; cette derniere est
ensuite a"'nZe de fason adaptative en fonction des atomes activZs par IOapproximation parcimonieuse

~ 1OZtape prZcZdente. Cette procZdure est rZitZrZe jusquO” ce quOun critere dOarret soit satisfait; ce
dernier est exprimZ en termes de rZsolution ou dOerreur de reconstruction. Des analyses comparatives
montrent IQavantage de la mZthode proposZe par rapport ~ une approche algZbrique. Ensuite, nous
nous intZressons " un point crucial de IOapproche multigrille, ~ savoir le choix du dictionnaire initial.

En elet, ce dernier a une infBuence sur la convergence ou non de la mZthode. En particulier, on
a Ztabli une condition sur le facteur dOamortissement permettant dOassurer la convergence de la
procZdure et ceci meme si le dictionnaire initial ne contient quOun seul atome.

Le dernier chapitre est une application ~ IQestimation des parametres de signaux de spectrosco-
pie RMN 1-D et 2-D en utilisant IOapproche parcimonieuse multigrille. Abn de rZduire le cozt de
calcul dans le cas de signaux bidimensionnels de grande taille, nous proposons une approche exploi-
tant la notion de parcimonie simultanZe, pour estimer les coordonnZes des modes sur chacune des
dimensions. Cette approche consiste ~ electuer deux approximations parcimonieuses 1-D suivies
dOune mZthode de reformation des paires de modes 2-D. Cette mZthode de couplage, originale, peut
Zgalement stre utilisZe avec les approches algZbriques.

Le mZmoire se termine par une conclusion dans laquelle les principaux rZsultats de IOZtude sont
rappelZs et qui donne les perspectives ouvertes par ce travail.






Chapitre 1

Estimation modale par des mZthodes
algZbriques : un Ztat de IOart

1.1 Introduction

LOestimation des paramstres de signaux mono- et multidimensionnels a une variZtZ dOapplications
pratiques. Les mZthodes dites paramZtriques, fondZes sur le modele du signal mono-dimensionnel,
o'rent une rZsolution dOestimation supZrieure " celle de Fourier, et sont Zgalement connues sous le
nom de C mZthodes "~ haute rZsolution E (HR). Le point de dZpart de ces mZthodes remonte aux
travaux de Prony [RAP95]. De Prony est le premier ~ avoir eu IOidZe de dZterminer des frZquences
en utilisant la rZgression linZaire. Plus rZcemment, de nombreuses amZliorations ont ZtZ apportZes
cette approche par Pisarenko [Pis73 Kumaresan et Tufts [KT82] , Rahman et Yu [RY87], etc. Les
mZthodes HR qui reposent sur la dZcomposition de IOespace de donnZes en un sous-espace signal et
un sous-espace bruit, ont ZtZ largement ZtudiZes ces dernisres dZcennies. Comme exemples des mZ-
thode HR qui utilisent cette dZcomposition, les algorithmes MUSIC [Schgéet root-MUSIC [Bar83],
|Qalgorithme ESPRIT [RPK86] et sa variante TLS-ESPRIT [RK87], la mZthode de I0espace dOZtat
[KAR83], etc. Ces dernisres (mZthodes de sous-espaces) sont connues pour stre plus performantes
que celles basZes sur les techniques de prZdiction linZaire. Cependant, bien que les mZthodes HR
1-D soient e"caces pour IOestimation modale ou harmonique 1-D, IOextension aux BaB (R ( 2)

nOest pas triviale.

Le probleme principal de IQestimatiorR-D est IOassociation des composantBsD (reformation ou
couplage des mode®R-D). En elet, il est relativement facile dOestimer sZparZment les modes de
chaque dimension, mais il est plus di"cile de coupler les mode®-D dOune maniere e"cace. La
mZthode R-D MUSIC [LRL98] est mise en oeuvre par une recherche de pics sur une grille de
dimension 2R (dans le cas de sinusosdes amorties), elle nOa donc pas besoin dOune Ztape de coulage
des modes, mais la recherche exhaustive sur la grileR-D est tres compliquZe. Alternativement, les
mZthodes dOestimation 1-D peuvent stre appliquZes individuellement sur chaque dimension mais il
est alors nZcessaire de recourir ~ une Ztape de reformation des mo&e® [SSM93,Hua92, PMBOA4].

En estimation modale 2-D, on peut trouver des techniques de couplages qui consistent ~ comparer
des sommes ou des quotients des deux ensembles de modes 1-D estimZs [SSM93]. Une meilleure
technique de couplage fait appel aux techniques de diagonalisation conjointe. Cette technique tente
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de diagonaliser simultanZmentR matrices dont les valeurs propres sont les estimZes des modes
R-D [RNO1, HN98]. Cependant, ces deux types de mZthodes de sous-espaces, qui nZcessitent soit
une Ztape de couplage ou une diagonalisation conjointe, engendrent souvent une augmentation
considZrable de la complexitZ numZrique et des temps de calcul. Par exemple, le cozt de calcul de
|OZtape de couplage de IQalgorithmatrix pencil and matrix enhancement[Hua92], pour un signal

2-D de dimensionM 1 # M, qui contient F composantes, est de |Qordre & 1M>F?2). Dans le but
dOavoir un coZt de calcul moins ZlevZ, des mZthodes de sous-espace qui estiment les riofes

" partir des vecteurs propres ont ZtZ proposZes, comme exemple, les algorithmésltidimensional
Folding (MDF) [ LS02] etImproved Multidimensional Folding (IMDF) [LLO6 ].

Ce chapitre nOa pas vocation de prZsenter en dZtail les mZthodes HR, mais plut™t ~ faire un Ztat
de I1Qart de celles qui ont pu stre gZnZralisZes pour estimer les parametres de signaux modat

(R ( 2). COest pourquoi, concernant le cas de signaux 1-D, seules les mZthodes Kumaresan et Tufts,
MUSIC et ESPRIT sont prZsentZes ici. Des dZtails sur les autres mZthodes peuvent stre trouvZs dans
[VDVDS93, DMC98]. Ce chapitre commence par la dZpbnition du modele du signal (sectioh.1.1).

Puis les mZthodes HR dOestimation 1-D, fondZes sur la prZdiction linZaire et celles basZes sur la
dZcomposition en sous-espaces, seront prZsentZes dans le paragraphe_e principe des mZthodes

du maximum de vraisemblance est prZsentZ dans le paragraphe3. Les principes des mZthodes
TLS-Prony 2-D, Matrix Pencil an Matrix Enhancement (MEMP) et ESPRIT 2-D sont prZsentZs
dans le paragraphel.4. Ensuite les mZthodes de sous-espaces dOestimation moRa2 (R ( 2)

sont prZsentZes dans la sectich5. Le paragraphel.7 est consacrZ ~ I0analyse des performances des
mZthodes HR. Enbn, les rZsultats de ce chapitre sont rZsumZs par une conclusion.

1.1.1 Modele du signal

Dans ce travail nous considZrons les signaux modZlisZs par des combinaisons dOexponentielles com-
plexes mono- ou multidimensionnelles amorties et perturbZes par un bruit additif. Le modsle com-
plexe dOun signal modal 1-D contenar exponentielles complexes sOZcrit :

|F
ym)= gal + e(m) (1.1)
i=1

pourm =0,...,M ! L1oelesa = e i%12T) sont les modes. Les parametre§#; & R*},,
{fi}., et{ci & C'}, reprZsentent respectivement les facteurs dOamortissements (facteurs dOat-
tZnuations), les frZquences (normalisZes) et les amplitudes complexefm) est un bruit blanc
complexe, Gaussien, de moyenne nulle et de variangé. Le probleme traitZ consiste ~ estimer |[Oen-
semble des parametresfa;, b, ¢}, ~ partir de la sZquence dOobservationgm). On dZsigne par
y(m) la version non bruitZe dey(m).

Un signal modal R-D contenant F modes multidimensionnels peut stre Zcrit comme suit :

IF "R
¥Wmy,...,mg) = G a, +emy...,mg) (1.2)
i=1 r=1

oom;=0,...,M,! 1pourr =1,...,R. M, reprZsente le nombre dOZchantillons derfadimension,
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g = e

w1 2%i) est lei® mode dans lar® dimension, avec{# i, & R*}2F, _; et {f i}, -,
reprZsentent respectivement les taux dOamortissement et les frZquences. Les paramgtie& C'}F_,
sont les amplitudes complexes eg(mj;, mo,...,mg) est un bruit blanc complexe, Gaussien, de
moyenne nulle, de variance? et de dimensionR. Comme dans le cas 1-D, le probleme est dOestimer

|IOensemble des paramstre# ;, , i }Eir -, et {ci}f., ~ partir des Zchantillons y{my, ..., Mg).

1.2 MZthodes "~ haute rZsolution dDestimation 1-D

On commence par prZsenter le principe des mZthodes 1-D " haute rZsolution fondZes sur des tech-
niques de prZdiction linZaire (sectiorl.2.1). On prZsente ensuite les mZthodes de sous-espaces (sec-
tion 1.2.2).

1.2.1 Approches fondZes sur la prZdiction linZaire

On dZPnit le polyn™me (a) de la variable complexea, de degrZF, qui a comme racines les modes
{ai}.; et de coécient dominant po =1

IF v )
P(a) = pa’ = (1! aal). (1.3)
i=0 i=1
En se basant sur le modele du signal (1.1), on peut montrer que les Zchantillongm), dans le cas
non bruitZ, satisfont I0Zquation de rZcurrence suivante [Kurmig3

IF
py(m! )=0, m=F,....M ! 1 (1.4)
i=0

De la meme fason, on peut montrer que le polyn™me de degiZ

IF v
B(a)= ha™" = (@! aa), =1, (1.5)
i=0 i=1

dont les racines sont Zgales {aii}inl, est le polyn™me caractZristique de 10Zquation de rZcurrence
(prZdiction arriere) suivante

|F
y(m)=!  By(m+i), m=0,....M! F! 1, (1.6)
i=1

Plusieurs travaux sOinspirent du rZsultat prZcZdent sur la prZdiction linZaire pour donner des solu-
tions au probleme dOestimation des parametres de sinusoedes superposZes pures et amorties. Nous
prZsentons dans la suite la mZthode de Prony [RdP95], considZrZe comme IQorigine du dZveloppement
des approches ~ haute rZsolution, et la mZthode de Kumaresan et Tufts [KT82].
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1.2.1.1 MZthode de Prony

La mZthode de Prony [RdP95] consiste " calculer les coe"cients du polyn™niBa) pour pouvoir
estimer les modesa;. Il sOagit donc dOZcrire un systeme linZaire Be Zquations en appliquant
|0Zquation de rZcurrence (1.6) aux Zchantillogg0), ... ,y(F ! 1):

& biy(1) + by@ + aaa+  bey(F) = 1y

0 y(2 + by + aaa+ by(F+1) = 1y@d) 17)
§ . : + + : = :

bhy(F) + boy(F+1) + &adad+ bey(2F! 1) = y(F! 1)

o 1Oon suppose qud ( 2F. En posantb =[by,bp,...,b=]", y = [y(0),y(1),...,y(F ! 1) et
yd) y(@ aaa y(F)
g Y2 Y@  aaay(F +1)

<

y(i:) y(F.+1) éééy(ZF.! 1)

le systeme dOZquations (1.7) peut stre compactZ sous la forme :
Yb =1y (1.8)

ftant donnZ que les modes sont supposZs distincts, la matride est non singuliere et en consZquence
les coe'cients by peuvent «tre obtenus par :

b=1Y1ly (1.9)
Ainsi donc, la mZthode Prony peut «tre rZsumZe dans les Ztapes suivantes :
I Construction la matrice Y ;

| Calculdeb=1!1Y"1y;

>~ J: "y . .
! DZtermination des racines du polyn™ni&(a) = bha™" qui correspondent aux inverses des
i=0
modes du signal, i.e{ aii}inl, sous la contraintely = 1.

Cette mZthode a ZtZ au dZpart proposZe pour estimer les parametres de sinusoedes rZelles non brui-
tZes. Cependant, elle est tres sensible au bruit quand elle est appliquZe ~ IQestimation de sinusosdes
bruitZs. COest pour cela que dOautre travaux sont dZveloppZs pour surmonter cette limitation. Hil-
debrand [Hil56] a proposZ de rZcrire, ~ 10aide de I0Zquation de rZcurrence, un systeme dOZquations
surdZterminZ avec un nombre dOZchantilloNs > 2F et la dZtermination des coe"cients b est faite

par minimisation au sens des moindres carrZs. Une extension de la mZthode de Prony consiste, en
plus de IQutilisation dOun systeme dOZquations surdZterminZ, en la sur-paramZtrisation du probleme
[Kay88]. LOidZe ici revient ~ dZterminer les coe"cientds dOun polyn™me dOordrelus grand que
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le nombre rZel de mode$L > F ), tel que :

1 * 1

*
*

y(1) y(2) aaay(L) .\ by .\ y(0) .\
y(2) y(3) aaay(L+1) +f b+ y(1) +
. : + + = . +
yM! L) yM! L+1) 44ay(M' 1) b y(M! L! 1)
Yb=1!vy (1.10)
dont la solution au sens des moindres carrZs est donnZe par
b=1(yY"y)lyHy (1.11)

Cependant, ce type de modZlisation ne donne des estimations satisfaisantes que lorsque le niveau du
bruit est nul ou faible. Par ailleurs, cela pose aussi un probleme de sZlection des modes correspondant
au signal puisque IQordre de prZdiction, qui est Zgale au nombre de racines du polynB'(ay est

plus grand que le nombre rZels des composantes. Pour pallier ce probleme, une sZrie de mZthodes
appelZes C SVD tronquZe E a ZtZ proposZe. Parmi ces approches nous allons prZsenter dans la section
suivante la mZthode Kumaresan-Tufts [KT82] connue aussi sous le nom LS-Prony.

1.2.1.2 MZthode Kumaresan-Tufts

Dans le cas non bruitZ, la matriceY dans I0Zquation (1.10) est de rargd . En prZsence du bruit,Y
est remplacZe par son approximation de ranyl , obtenue en mettant ~ zZro ses plus petites valeurs
singulieres dues au bruit [KT82].

La dZcomposition en valeurs singulieres (SVD) de la matrice? sOZcrit :
. H
Y = USV (1.12)

o+ S est une matrice diagonale de dimensiofM ! L)# L dont les ZIZments sont les valeurs singulieres
{$1,....%,$F+1,..., 5.} de ¥, rangZes par ordre dZcroissant. La meilleure approximation de rang
M, deY au sens de la norme de Frobenius, sOZcrit :

v =usy" (1.13)
avec ) /
. SE |0
g=
010 (M "L )L

dont la matrice S = diag($1,...,$). Les coe"cients b du polyn™me caractZristiqué (a) sont
estimZs par la relation :

b=1¥y (1.14)

o* ¥ estle pseudo-inverse de rang rZduit d& . LOutilisation de la SVD tronquZe permet d®amZliorer
le rapport signal sur bruit (RSB) des donnZes entra’nant ainsi une meilleure estimation du vecteur
b. Une estimation des modesa; est obtenues ~ partir des racines complexes dB (a). Finalement,



10 Chapitre 1 : Estimation modale par des mZthodes algZbriques : un Ztat de IQart

La distinction entre les modes du signal et ceux du bruit est electuZe en se basant sur le critere du
cercle unitZ.

La mZthode KT tend " rZduire IQelet du bruit uniquement dans la matriceY et non dans le vecteur
y. La mZthode connue par TLS-Prony (Total Least Squares - Pronyprend Zgalement en compte le
bruit prZsent dans le vecteury [RY87].

1.2.2 Approches de sous-espaces

LOidZe des mZthode de sous-espaces est dOutiliser certaines propriZtZs de la matrice de donnZes

*

y(0) y(1) aaay(L! 1) .\
y(1) y(2) aaa y() +
= . . . f (1.15)
yM! L) yM! L+1) aaay(M! 1)
pour estimer les modes,i = 1,...,F. Le modele du signal modal 1-D (1.1) peut stre Zcrit sous la
forme vectorielle suivante :
y = Ac (1.16)
o+ A & CM#F est la matrice de Vandermonde dZPnie par les modes,i,...,F :
] *
1 1 4aa 1 N
a a aaa a I
A=( & a2 &4aa a2 E (1.17)
+
all aM'l aaaaM
etc=[cy,C,...,ce]" estle vecteur des amplitudes. Si la matrice&¥ est construite avec les Zchan-

tillons dOun signal qui vZribe 10Zquation (1.1), aldfspeut stre factorisZe, dans le cas non-bruitZ,
selon :
Y =AML AOT (1.18)

o* on dZsigne parA() & C'*F |a matrice dZPnie par led premisres lignes deA, et ! . est une
matrice diagonale qui contient sur sa diagonale les ZIZments du vectetri.e. ! ¢ = diag(c). Selon
|Oexpression (1.18) le rang de la matrice de prZdiction est Zgale “F si et seulement si, en plus
des hypotheses sur le modele du signal 1-D (1.1)Ff ) LetF) M ! L+1.

La matrice de covariance dZpbnie paR = %YY H admet, selon (1.18), la factorisation suivante :

R=AM™L +)up (M"L+1) H (12.19)

Qe

" 1 T !
= ! ALTALT H

On peut montrer que R est une matrice symZtrique dZpbnie positive et a le meme rang qué.
Prenons maintenant le cas des donnZes bruitZes. Puisque le breftn) est supposZ blanc, Gaussien,
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de moyenne nulle et de variancé&?2, alors la matrice de covarianceR vZribe
IQ =R+ $2|M"L+1 (120)

La dZcomposition en valeurs propres d& donne Kay88] :

IF MIL +1
R= o%vivl+$2 vivi (1.21)
i=1 i=F +1

o+ les % sont les valeurs propres et; les vecteurs propres diR. Les valeurs propres sont rangZes

par ordre dZcroissant(% ( %-1). Les deux dernisres Zquations montrent que les vecteurs propres

de R sont aussi vecteurs propres d&, et que les valeurs propre% sont Zgales aux valeurs propres

de R augmentZes dé&2. Par consZquent, IOespace engendrZ parAeprincipaux vecteurs propres de

R est Zgalement IOespace engendrZ par la matdc® "-*1) | appelZ sous-espace signal. Le reste des
composantes propres engendre un espace, appelZ sous-espace bruit, orthogonal ~ IOespace signal. Ce
rZsultat dZcrit IOidZe principale des mZthodes de sous-espaces, cOest-"-dire le fait de pouvoir mettre
en Zvidence un sous-espace sigrial=1,...,F) et un sous-espace bruiti = F +1,...,M ! L+1).

Nous pouvons Zgalement estimer les sous-espaces signal et bruit en electuant la SVD de la ma-
trice ¥ (version bruitZ deY dans I0Zquation (1.15)). Dans ce cas, le sous-espace signal correspond
aux F principales composantes singulisres dé& et le sous-espace bruit correspond au reste des
composantes. Notons ici que la connaissance du nombre de sinusosdes prZsentes dans le signal est
impZrative pour pouvoir dZterminer la dimension du sous-espace signal. Par consZquent, IQutilisation
de ce genre de mZthode exige la dZtermination au prZalable du nomitede sinusoedes.

1.2.2.1 MUSIC

La mZthode MUSIC (MUTltiple Signal Classibcation), dZveloppZe par R. O. Schmidt [SchBExploite
le fait que les sous-espaces sign@ r =[vy,...,VE]) et bruit (Ve = [VE+1,...,VMm+1 ]) de la
matrice de covariance sont orthogonaux. Donc, la distance euclidienne entre chaque colonne de la
matrice A et le sous-espace bruit est nulle. Par consZquent, les modgesont les solutions unique
de la I0Zquation :

fi@vevif(@=0 (1.22)

o f(a)=[1,a,...,a4" 7. Notons que uniquement lesF modesa; vZriPent cette Zquation, et il

ne peut y en avoir dOautres car dans le cas contraire IOespace signal serait de dimension strictement
supZrieure “F . La mZthode root-MUSIC [Bar83] permet un calcul numZrique des modes du signal.
Son principe est le suivant :

! calculer et diagonaliser la matrice de covarianc® X
I former le sous-espace bruifVe = [VF+1,...,VM"L +1]);
I extraire les racines de 10Zquation (1.22).

Cependant, I0Zquation (1.320est pas rigoureusement vZribZe dans la pratique ~ cause de la prZsence
du bruit. COest pour cela que R. O. Schmidt [Sch& proposZ une amZlioration qui consiste ~



12 Chapitre 1 : Estimation modale par des mZthodes algZbriques : un Ztat de IQart

rechercher les pics du spectre MUSIC :

1
fH@VEeVET (a)°

P(a) = (1.23)
Une comparaison de MUSIC et Kumaresan et Tufts aux bornes de CramZr-Rao a ZtZ prZsentZe
dans [CT089]. DOautres analyses de performances des algorithmes MUSIC ont ZtZ faites par Stoica
[SN89 SS91]. Cette algorithme a ZtZ appliquZ " la spectroscopie RMN 1-D dans [MOMNPO

1.2.22 ESPRIT 1-D

La mZthode ESPRIT (Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniquésex-

ploite la propriZtZ dOinvariance par translation du sous-espace signal pour estimer les parametres des
modes 1-D. Prenons |IQexpression de la factorisation de la matri¢e(1.18). Lorsque 1Oon calcule la

SVD deY = USV " on dZbnie la matriceU g & CM "*D#F  qui contient les F vecteurs singuliers
gauches associZs aux plus grandes valeurs singulisres. Or IOespace engendrZ par les colonnes de la
matrice AM"+1)  est identique ~ IOespace engendrZ pdr: . Alors, il existe une matrice inversible

T de dimensionF # F, dZbnie comme la matrice de passage entre les deux bases, telle que :

AMLH) = yeT (1.24)

RZalisons deux partitions dilZrentes de la matriceA M "L +1)

1 * ' *
A ML) (aT)O
AML =y oy (1.25)
(anM Lt FM L)
o* a=[ay,...,ar]" etla matrice #MD de dimension(M ! L) # F est formZe par lesM ! L
dernieres lignes deA. Alors on vZribe que :
AMD =AMLy (1.26)

En appliquant ce rZsultat " la relation (1.24), nous obtenons alors :

(1.27)

o* U est la matrice qui contient lesM ! L premisres lignes deUg et Ug contient lesM ! L
dernieres lignes deU . Cela entra’ne que :

Ug = UgD (1.28)

o la matrice D = T! ,T'? et ses valeurs propres sont les modda;}/_, . Finalement, la mZthode
ESPRIT peut «tre rZsumZe dans les Ztape suivantes :

I construire la matrice de donnZe® (Zquation 1.15), " partir des donnZes bruitZes, et calculer
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sa SVD;

I dZterminer la base du sous-espace signal dZPnie parfflepremiers vecteurs singuliers gauches,
cOest-"-dire dZtermineb ¢ ;

I former Ug et Ug ~ partir de U ;

I estimer la matrice D (Zquation(1.28) par la mZthode des moindres carrZs (LS-ESPRIT)
[RPK86] ou par la mZthode des moindre carrZs totaux (TLS-ESPRIT) [RK87]

I dZterminer les valeurs propres d® et en dZduire les parametres des modes.

Pour de faibles niveaux de bruit, IQalgorithme LS-ESPRIT est biaisZe alors que TLS-ESPRIT ne
IOest pas [RK87]. Une mZthode Zquivalente ~ ESPRIT, appelZe Matrix Pencil, a ZtZ proposZ par
Hua [HS90]. Cette mZthode fait appel aux propriZtZs de faisceaux de matrices. Il est montrZ que la
mZthode ESPRIT est plus performante que la mZthode MUSIC [SS91].

1.3 MZthode du maximum de vraisemblance

Le principe de IQestimateur du maximum de vraisemblance (MLEmaximum likelihood estimato)
consiste ~ maximiser la densitZ de probabilitZ conditionnell@(y|! ), o* ¥ = [¥(0), ¥1),...,¥{M !
1)]" est le vecteur de donnZes €t le vecteur de parametres ~ estimer.
Dans notre casy peut sOZcrire :

¥ = Ac + e (1.29)

et ! contient les amplitude ¢, complexes et les modes; :
| = , (1.30)
a

Comme le bruit e est distribuZ selon une loi normaleN¢(0, $°l v ), la fonction de vraisemblance du
vecteur y peut donc stre exprimZe par :

1 w1 fn H [
L) " p') = grrgaw © 2 (Ae) TGA9 (1.31)
Par consZquent, le MLE del sOobtient en maximisant (! ), cOest-"-dire en minimisant la fonction :
J(1)=J(a,c)=(y! Ac)H(y! Ac). (1.32)

Le probleme de minimisation Ztant linZaire par rapport ~ ¢, le MLE du vecteur des amplitudesc
pour une matrice de Vandermonde donnZe est :

6=(AHA) T Ay (1.33)
En remplasant ¢ par 6 dans IOZquation (1.32), on obtient :

J(@,0) = y"my! yHA(AHA) T Ay (1.34)
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Le MLE des modesa; est obtenu en maximisant la fonction non linZaire :
Ji(a)= yHA(AHA) T Aty (1.35)

Il est montrZ que le MLE est obtenu " partir des F pics les plus grands du pZriodogramme mais

~ condition que IOespacement entre les composantes dZpasse la rZsolution de Fourrier {1éMns

le cas de sinusoedes pures [KayB8Mais dans le cas gZnZral, il est di"cile de trouver une solution
analytique ~ ce probleme dOoptimisation. On peut alors utiliser des mZthode numZriques. LOune de ces
mZthodes est la mZthode itZrative IQML [BM86] qui consiste ~ faciliter le probleme dOoptimisation
en utilisant IOZquation de rZcurrence du signal pour modiber la fonction de cozt. DOautres mZthode
ont ZtZ dZveloppZes pour obtenir le MLE [JAW94MS95, UT96].

1.4 MZthodes ~ haute rZsolution dOestimation 2-D

De nombreuses mZthodes ~ haute rZsolution ont ZtZ dZveloppZes pour traiter le probleme dOesti-
mation modale bi-dimensionnelle. On peut les classer en trois catZgories : mZthodes fondZes sur la
prZdiction linZaire, mZthodes de sous-espaces et mZthodes du maximum de vraisemblance. Dans
cette partie, nous prZsentons IOextension de la mZthode TLS-Prony 1-D dans le cas 2-D.4x1), la
mZthode Matrix Enhancement and Matrix Pencil (2 1.4.2) et la mZthode ESPRIT 2-D (21.4.3).

En rZcrivant I0Zquation (1.2) pour R= 2, un signal modal 2-D sOZcrit :

| F

yWmi,mz) = ga™b" + e(my, my) (1.36)
i=1

o+ IOon note ici les modes du signa et b pour simpliPer les notations.

141 TLS-Prony 2-D

Sacchini et al. [SSM93] ont proposZ deux algorithmes basZs sur la mZthode TLS-Prony 1-D pour
estimer les modes dOun signal modal 2-D. Il sOagit de dZcomposer le probleme dOestimation 2-D en
deux problemes dOestimation 1-D. Pour ce faire, I0Zquation (1.36) peut «tre Zcrite sous la forme

IF 1K 2 1L 3 1K
y(my,mp) = ch2a™ = cib? agt = he(mz)ay! (1.37)
i=1 k=1 1=1 k=1
Oe°
bk
he(mz) = ol (1.38)
I=1
etF = Il<<:1 Lx. On peut remarquer quOavec cette reparamZtrisation le modele du signal est vu

comme Ztant un signal 1-D qui correspondrait ~ de multiples expZriences (1-D multi-snapshdts
avec des amplitudesh,(m,) di'Zrentes pour chaque expZrience. La mZthode TLS-Prony 1-D est
donc utilisZe pour estimer les modes;, i = 1,...,F, et les amplitudes des multiples expZriences
hk(m»). Ensuite, la meme mZthode est appliquZe ~ nouveau, mais sur les estimZeshigm,), pour
extraire lesbg et ¢, .
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Les estimZesh peuvent subir une propagation dOerreurs car elles memes sont estimZes " partir
des valeurs estimZes des coefents h,(m>). Pour rZduire cette propagation dOerreurs, Sachini at.
[SSM93] ont proposZ une deuxisme mZthode dans laquelle le premier algorithme est utilisZ deux fois.
Premisrement, IQalgorithme est utilisZ pour estimer les modeg puis les modesy . Il est appliquZ
une deuxisme fois pour estimer les models, puis ay. Un algorithme de couplage est ensuite utilisZ
pour combiner les deux ensembles de modes et ainsi obtenir un seul ensemble.

1.4.2 Matrix Enhancement and Matrix Pencil

La mZthode MEMP (Matrix Enhancement and Matrix Pencil) a ZtZ proposZe par Hua [Hua92] pour
estimer les paramstres des modes 2-D. Cette approche utilise la mZthoMatrix Pencil (MP) [HS90]
pour estimer les parametres du modele. Le probleme est donc dOidentiPer un mZcanisme sur lequel
la mZthode MP peut otre appliquZe. En utilisant le modele du signal 2-D prZsentZ dans (1.36), la
matrice de donnZes non bruitZes donnZe par :

*

y(0,0) y(0,1) dda yO,My! 1) .
v = y(l_, 1) y(l_, 1) aaa y(, |V|.2 1'1) Jir (1.39)
wmlilx» WMlilj) éééWMl!];Mﬂ D’
peut stre Zcrite comme suit :
Y = Al BT (1.40)

or A & CM#F et B & CM2#F gont les matrices de Vandermonde formZes par les vecteurs de
modesa = [ay,...,ar]" etb =[by,...,b:]"; etc =[cy,C,...,ce]" estle vecteur dDamplitudes
(! ¢ = diag(c)). A partir de ( 1.40), on constate que le rang de la matric& est infZrieur ou Zgale

" F. Gr%oece ~ la structure Vandermonde des matrice& et B, on a rang(Y) = F si seulement et
seulement si les ZIZments de chacun des deux ensemi@as’_; et {bi}F.; sont distincts.

Il est donc important de noter que :

I sirang(Y) ) F alors {ai}iF:1 et {bi}iF:1 ne peuvent pas stre obtenus des vecteurs singuliers ~
gauches et ~ droites deY ;

I les vecteurs singuliers principaux deY ne contiennent pas su"samment dOinformation pour
electuer le couplage entre lesg; et lesh.

Pour rZsoudre le probleme de dZbcience de rang, on forme une matriég qui contient L1 # (M1 !
L1+ 1) blocs de HankelY n,, o chaque bloc est de tailleL, # (M2! Lo +1) :

*

Yo Y, 4&aa Y™,
Y1 Yo aadaYw, 41

Ye= (1.41)

<t

Yi,r Yo, aada Ywum
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et ' *
y(my, 0) y(m1,0) aaa y(mg,Mz! Lp) .\
mip, 1 mq1,2) aaay(mi,Mo! Lo+1) +
Yo = y( .1 ) y( .1 ) y(mq 2. 2+1) i (1.42)
y(mg,L2! 1) y(mg,Lp) aaa y(mg,Mz! 1)
pour m; = 0,...,M¢! 1. Les paramstresL; et L, sont les ordres de prZdiction pour chaque

dimension. La matriceY . est appelZe matrice amZliorZeefhanced matrix) parce quOelle vZribe
rang(Ye) = F ( rang(Y) (2.43)

dans un grand nombre de cas [HS90]. En utilisant (1.36) dansL(42), Y m, peut stre factorisZe da
la fason suivante :

Ym, = Bie! ¢! MB (1.44)
Oo ' * v *
1 1 aaa 1 1 aaa 1
by b, 4aa b, I by b 444 b f
£z oz + L2z +
Ble = b% k% aaa trﬁ— ¢, Bri = b% t% aaa % i

b&zl bézl a4a L2'"l bgflzl"L 2 kg/lzl"L 2 344 H'\:/lzl"L 2

Alors, Y ¢ peut stre Zcrite comme suit :
Ye=Ei! ¢E} (1.45)

o les matricesE . et E,j sont :

*
*

BIe Bri
+ +
Bie! a I Bri! a %
2 + ] 2 +
Eie = Bie! 3 i, En = Bri! & i
+ +
' ’ ' 3

Li"1 M1"L
Ble! al Bri! al !

LOZquation (1.45) montre que rarflY ¢) = F ssi rangEe) = rang(E;) = F. Il est montrZ dans
[HS90] que rangY ¢) = F si:

(Mi! F+1) ( L1 ( F et (Mp! F+1) ( Lo( F. (1.46)
LOextraction des modes peut «tre rZsumZe dans les Ztapes suivantes :
I dZcomposition en valeurs singulieres d& ¢ :
Ye= UrSgVE + U,S VH (1.47)

o* Ur , Sg et Vg contiennent lesF composantes principales, e, , S, et V, contiennent
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le reste des composantes;

I estimation des modesa; en utilisant U et Ug de la meme manisre que dans la mZthode
ESPRIT 1-D (= 1.2.2.2) ou dans la mZthodeMatrix Pencil [HS90], oe

r = Ug avec lesL dernisres lignes supprimZes

U
U,

r = Ug avec lesL premieres lignes supprimZes;

I estimation des modesy de la meme fason que dans IOZtape prZcZdente en utilisant les matrices
QFP et UFP .

Urp = PUE avec lesk dernisres lignes supprimZes

Urp = PUE avec lesk premieres lignes supprimZes;

o* P est une matrice de permutation dZbnie par :

*

pT (1)
pT(l+L+2)

pT(l+(L1! 1)Lo)
pT(2)
pT(2+ Lo)
: (1.48)
pT(2+(L 1! 1Ly)

pT(L2)
pT(La+ Ly)

T
I
i o 0 o o S S O B B

pT(La+(L1! 1)Ly)

avec p(i) est un vecteur deLL, ZIZments avec 1 sur lé¢ ZIZment et O pour le reste des
ZIZments;

I les modes quOon vient dOestimer ne sont pas nZcessairement bien ordonnZs. Par consZquent,
une Ztape de reformation des paires est indispensable. Il est montrZ que le couplage peut stre
electuZ par maximisation du critere suivant [Hua92] :

| F
JGij)= ' ule(a,b)'? (1.49)
t=1
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0+ Uy est lat® colonne deUr et e(aj,ly) est dZbni par :

e(a,b)=[1,a,...,a 1" * [Lb,.... 4T (1.50)

pouri =1,...,F. Le symbole * dZsigne le produit de Kronecker. On forme la paira;, by)
avec I0indic¢ qui maximise e(a,b).

Ce dernier critere peut produire des couples incorrects dans le cas oe deux ou plusieurs frZquences
dans une des dimensions ont la meme valeur. En outre, tous les coe"cients dOattZnuation doivent
otre nuls. Pour Zviter ces limitations, une autre mZthode de reformation des paires est proposZe
dans [RNO1]; elle est dZcrite dans le paragraphe suivant.

1.4.3 MZthode ESPRIT 2-D

La mZthode ESPRIT 2-D [RNO1] a ZtZ proposZe pour trouver des solutions aux limitations de
la mZthode MEMP [Hua92]. En elet, IOalgorithme ESPRIT 2-D utilise une rZsolution analogue
celle utilisZe dans la mZthode ACMP [VMB94] pour obtenir les parametres du modsle du signal
2-D. Cependant, les modes estimZs par ESPRIT 2-D sont obtenues " partir des matricéb: Ur et
U, Ugp. Cette mZthode peut stre rZsumZe dans les Ztapes suivantes :

I dZcomposition en valeur singuliere de la matriceY ¢ de IOZquation (1.41) et formation de la
matrice Ug par lesF premiers vecteurs singuliers gauches (Zquation (1.47));

I calcul des matriceF; et Fo tel que :F1= U Ug et Fo= UppUgp;

I calcul de la matrice de transformationT " partir de la dZcomposition en valeurs propres dOune
combinaison linZaire deF; et F :

"Fi+(@Q! "Fy) =TT (1.51)

0e ' est un parametre utilisateur;
I application de la transformation T ~ F1 et F5 :

1 "
I o= TF T

" 1.52

I p=TF T (1.52)

I extraction des coe"cients dOattZnuation et des frZquences, ordonnZs, " partir des diagonales
principales de! j et! .

La mZthode ESPRIT 2-D ne nZcessite pas une Ztape de reformation des paires de modes. En elet,
IOZIZmenti,i) de! , etOZIZmenti,i) de! , correspondent au meme mode 2-D.
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1.5 MZthodes ~ haute rZsolution dDestimation R-D

1.5.1 Multidimensional Damped MUSIC

Li et al. [LRL98] proposent une mZthode dOestimation des paramstres, pour les donnZes RMN, basZe
sur les techniques des sous-espaces en exploitant la dZbcience de rang et les propriZtZs de Hankel
de la matrice de prZdiction. Cet algorithme est nommZ DMUSIC Damped MUSIC) pour reRZter

sa capacitZ ~ estimer les paramstres de sinusosdes amorties. La mZthode a ZtZ prouvZe pour des
signaux 1-D (1D-DMUSIC), puis pour les signaux modaux 2-D (2D-DMUSIC) et enbn elle a ZtZ
gZnZralisZe pour des signalR-D (MD-DMUSIC). En rZcrivant le modele du signal (1.2) par :

2 3
1F IR
¥(mq,...,mg) = G exp Sirmy  +e(myg,...,mg) (1.53)
i=1 r=1
os siy = ! #i; + j2&f;,, la mZthode MD-DMUSIC peut «tre rZsumZe par les Ztapes suivantes :

I construction de la matrice de prZdictionY ¢ & CM "L +1) F#L ®

*

Yo Y1 444Y |,
L, . +
Y1 Yo aaay,, I
Ye= T (1.54)
YMmiL: YMiL +1 adaayYwm
Oo
' *
le ..... m;,0 le ..... me,1 éééle ..... mhhﬂ"1+
Yml...m,1 Yml...m,2 aaa le...mrLHl +
Y miq,..m; =§ i (1.55)
YmyomeMea L ror Y mame ML rar+1 222 Y my my Mya "1
pourr=1,2,...,R! 2.
' *
y(ml,...,mRul,O) éééy(ml,...,mR--l,LR! 1)
, ., +
_ y(mg,...,Mmg1 ,1) aaa y(mg,...,mr21,Lr) *
Y”M ----- megr 1 . . . + (156)
y(mg,...,mgr= ,Mg! Lg) &aay(mg,...,mgr=,Mg! 1)

I dZcomposition en valeurs singulieres la matricey ¢

Y.=USVH

! estimation du vecteur des modes = [ sy, ..., S;] en cherchant les pics du spectre M-D DMUSIC
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suivant ;

1
= 2 3 )
P(s) wr (2.57)
g (s) vivi  Hs)
i=F +1
0° B= g et
r(s)=[rr1 (), rre1 (9),...,eL1s it rpu ()7

= " SiR!r+l p (Lrii+1"DS irt 141 ¢, T
re(s) =[rea (s).e rr1 (Ske-- € rrea ()15
pour r=2,3,..,R "1

rl(S) = [1 , eSir e, e('— rR"D)S ir ]T

La mZthode MD-DMUSIC est la premisre mZthode HR qui a ZtZ dZveloppZe pour traiter le probleme
dOestimation des parametres de sinusosdes amorties sur des signaux de dimerRion2. NZanmoins,
elle demande une recherche exhaustive multidimensionnelle des pics du spectre MUH (), ce qui
la rend moins pratique pour des cas rZels.

1.5.2 Improved Multidimentional Folding (IMDF)

La mZthode IMDF [LLO6] est une amZlioration de la mZthode MDF [LS02]. En elet, IMDF exploite

la structure du sous-espace signal, mais dOune fason di!Zrente de celle des mZthodes utilisant les
valeurs propres parce que les frZquences sont estimZes " partir des vecteurs propres. LOavantage de la
mZthode IMDF est que le couplage des modes se fait automatiquement une fois une dZcomposition
en valeur propres electuZe.

Les donnZes du signaR-D, dont le modele est prZsentZ dans I0Zquation (1.2), sont rangZes dans le
vecteury : .

*

y(0,0,...,0)
y(0,0,...,1) $
. +
: +
+
y = y(0,0,...,Mgr! 1) H (1.58)
y(0,0,...,1,0) 1
. +
y(M1! 1L, M1 1,...,Mg! 1)
Le vecteury peut sOZcrire sous une forme matricielle :
y=(A1+ A,+a4d& A R)c= Ac (2.59)

o* + est le produit de Khatri-Rao et A, & CM#F une matrice de Vandermonde qui a comme
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*

gZnZrateurs{ai, }f; : \

1 1 aada 1
+
air ar aaa arr I
_ 2 2 t a4 A2 T
A= ap ag aaa ag, i
: . . +

afy ' eyt aaaay’

Le lemme suivant prZsente un opZrateu que 10on utilise pour former une matrice amZliorZe ~
partir des donnZeR-D. CQest en fait une gZnZralisation de la matrice amZlior¢g obtenue avec des
signaux 2-D.

Lemme 1 Etant donnZsM,,r =1,...,R, dZbnissons un ensemble de matrices de sZlection :

Jl'fr =[O0k, 2, lk, Ok,#w . ] . de dimensionK; # M,

"R "R
o= JKtx gK2 544 gKR : de dimension K, # M, (1.60)
R |1 |2 IR

r=1 r=1

,,,,,,

o* I, =0,...,L; ! 1, etK; et L, sont des entiers positifs satisfaisanK, + L, ! 1 = M, pour
r=1,...,R. DZbnissons ensuite un opZrateur ddamZlioration (smoothing operatSrpour le vecteur
y tel que :

S(Y)=[J11,..1y J11,..2Y @dédJdi1..1xy J11,.21Y

a88J1, 1,88ar1Y JLiLaaaarY] (1.61)

alors on montre que
Ys=S(y)= G! HT (1.62)

A+ Al raaaA SR

H=AlY+ Al +aaaA LR (1.63)

Ce lemme est prouvZ entre autres dans [LLO6].

En utilisant les matrices de sZlection

Ji=[Im1 Om, 1y ]

J2=[0m,pr My ]
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on formey, ety, " partir de y comme suit :

y1=(J1* Im, 888 Img)Y 9

= AMD y A, +aaa+4, C (1.64)
y2=(J2% Im, 888 lwg)y 9

= AMY 1 A, +a48AR ! 4 C (1.65)

o* a3 =[ay1,a1,44aaar 1]". Ensuite IOopZrateus est appliquZ pour construire les matrices :

Yis
Yos

S(y;)= G! HT (1.66)
S(y,) = G! ¢! gHT (1.67)

Qe

G=AKY+ Al a54+AKR)

H

(L1) (L2) L 5544 A (LR)
ATV +AyY +44& A RF

et K, et L, sont des entiers positifs vZribant K1+ L1 = My, K, + L, = M, +1, r=2,...,R. Si
on dZpnit la matriceZ regroupantY s etYos :

/
Y
z= (1.68)
Yos
on aura ) /. /
Y P
Z = 1.5 = 1 HT = PH T (169)
Yas Pi! a
R R .
o¢ la matrice Z est de dimension2 K, # L, et P; et P sont dZbnies par
r=1 r=1
. /
T P1
P;=c'+ G, P= : (1.70)
Pl! ai

Du fait que les deux matricesP; et H sont des produits de Khatri-Rao des matrices de Vander-
R R
monde, et en choisissant K, ( F et L, ( F, alors P et H sont de rang plein [LLO6]. La

hd -y . I’_1. . r:l . - -
dZcomposition en valeurs singulieres d&, en prenant lesF premiers vecteurs singuliers, donne :
Z=UgSeVE (1.71)

Il existe une matrice non singulisre T telle que

. /
U "
U = - PT 1 (172)
U,
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o* Ug est divisZe en deux sous matricebl; et U, de dimensions Zgales. On a alord U, =
T! ,T ! .Ensupposant donc que les ZIZments d@g sont distincts, T peut stre obtenue en calculant
les vecteurs propres de la matric&J ;U ,. Ensuite, P et H sont estimZes ~ partir de la matriceT oe
les colonnes peuvent stre permutZes et multipliZes par des scalaires :

P
H

UeT (1.73)
T <
TlsyH T, (1.74)

Dans le cas de signaux non bruitZ, un moda;, peut «tre obtenu par une des Zquations suivantes :

o _ p(ki) | ' '
A= g ke mod (k! LK) (K (1.75)
pouri=1,...,F,001) k) Ko, p(k,i) est 16ZIZment dindile i) de la matrice P et

. 0 Kn, pour 0) r) R!I'1
Ky = & n=r +1
1, pour r = R.

(1.76)

Notons que les modes sont couplZs automatiquement parce que les mo¢&s,r =1,...,R) de la
meme composanteR-D (la i® composante) sont obtenue ~ partir de la meme colonne dé®.

Dans le cas de donnZes bruitZes, la structure du produit de Khatri-Rao des matrices de Vandermonde
est exploitZe, et une moyenne des estimZes dans (1.75) est calculZe pour obtenir les magesinsi

la variance dOestimation est rZduite. En fait;, peut etre estimZ par :

= @
> Ko . Lo A
1 - k ! A
Ar = *% kp|( KI) " (J") i § .77
(r - Pk K. i) =1 " IR
mod(k"1,K | 1)%K mod(I"1,L ,, ;)%L,

pourr =1,...,R, 00 (; = 2Ko(K, ! 2)/(K, ! 1)+ Lo(L, ! 2)/(L,! 1). LesL, sont dZPnis de
la meme faeson que IesK; en remplasant, dans (1.76),K,, par L,. Finalement, |QalgorithmeR-D
IMDF peut stre rZsumZ dans les Ztapes suivantes :

I former 91 et 9, en utilisant (1.64) et (1.65), et former ¥, et ¥, en utilisant (1.66) et (1.67);

I calculer la SVD de 2 et partitionner les F vecteurs principaux gauche (i.e.d¢) en deux
matrices de dimensions Zgale8; et G, selon (1.72);

I calculer IOensemble des vecteur propres (Ppde §,0,, et estimerP et @ en utilisant (1.73)
et (1.74):

I utiliser (1.77) pour calculer & .

La mZthode IMDF se base sur les vecteurs propres de la matri&llgg pour IQestimation des modes
R-D et elle prZsente la meilleure borne dOidentibabilitZ. Cependant, elle Zchoue quand il existe des
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0.25 T - . .

mode 2 mode 3
0.2-¢

‘mode 4

T 0A5f ¢ PR PP .

mode 1
0.1r i
0.05 1 1 1 1
0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

F2

Figure 1.1 b Problemes de modes partageant la meme frZquence dans une dimension. Les modes
2 et 3 ont les memes coordonnZes selon la premisre dimension.

modes identiques dans certaines dimensions parce que les vecteurs propres ne sont plus linZairement
indZpendants.

Estimation R-D en prZsence de modes identiques

Liu et al. [LLMO7] ont utilisZ I0idZe des coe"cients de pondZration, prZsentZe dans la mZthode
ESPRIT 2-D [RNO1], pour pouvoir estimer les parametres des modes de signalk-D avec multiples
expZriences en prZsence de colinZaritZes, i.e., prZsence de modes identiques dans une ou plusieurs
dimensions du signalR-D (, i -=i%tel que aj, = a-, pour r donnZ, cf. Pgurel.1). LOalgorithme
peut Zgalement «tre utilisZ dans le cas dOune seule expZrience.
LOalgorithme consiste tout dOabord ~ former une matrice amZliorZe en utilisant IOopZragselon
le lemme 1 :

Ys=S(y)= Gl (HT (1.78)

On calcule ensuite la SVD deY s en gardant lesF premiers vecteurs propres gauches
Ys=UgSgVH (1.79)
Il existe donc une matrice non singuliereT qui vZribe

Ug = GT ! (1.80)
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On forme deux matrices de dimensions Zgales

U= JUE (1.81)

Up= JoUE (1.82)
o R

Oe Jl = Jl,l* Jl,zaa& Jl,R et Jz = #rJ'Z,r avec Jl,r = [IKr"l O(Kr"l)#l ],
r=1

Jzyr = [O(Kr"l)#l IKr"l] et J12,r = (Jl,l*ééé*.]l,r) * J2,r * (Jl,r+1 *aaaJ 1,R)- Les co-

e"cients #, sont choisis alZatoirement. On peut montrer que :

U= PT™1 (1.83)
Up,=P! | T? (1.84)
K1) . A (K2 L aaa AKR™D) g o o . . _ R
or P =Aj7 +A +aaa+hAg et" =["1," 2,..., F]' telque'; = #rair . Donc, la

r=1
matrice T est estimZe " partir de la dZcomposition en valeurs propres d¢,U, = T! | T'1 . Bien

Zvidemment, pour queT ait une seule (unique) dZpbnition, les#; doivent stre choisis de telle sorte
que les ZIZments du vecteut soient distincts meme sOil existe des modes identiques dans une ou
plusieurs dimensions.

Finalement, on estime la matriceP = U 1T. On note que P estimZe peut avoir les colonnes permutZes
et multipliZes par des scalaires. Les paramstres des mod&D sont extraits de la meme manisre
que dans IMDF (Zquation (1.77). Le choix alZatoire des coe"cients#, peut produire des ZIZments
Zgaux dans le vecteur' . Pour Zviter cela, une mZthode qui consiste ~ calculer itZrativement les
meilleurs coe"cients #, a ZtZ proposZe dans [LLMO7].

1.6 Estimation des autres parametres

Les mZthodes prZsentZes dans les sections prZcZdentes estiment uniqguement les modes des signaux
mono- (&) et multidimensionnels (a;; ). On sOintZresse dans cette section ~ IOestimation des ampli-
tudes complexes;; et de IOordre du modslé=.

1.6.1 Estimation des amplitudes complexes

Le rangement des Zchantillony(my, ..., mgr) dans le vecteury (1.58) permet de ramener IOestima-
tion des amplitudes ~ un probleme linZaire selon I0Zquation (1.59), i.ey, = Ac. Par consZquent,
pour pouvoir estimer le vecteur des amplitudes, nous devons dOabord estimer les modes par |Qune
des mZthodes prZsentZes prZcZdemment. Les amplitudes sont alors estimZes au sens des moindres
carrzZs :

c=(AHA)TAH = A y.

1.6.2 Estimation de 1Qordre du modele

La sZlection de IQordre du modsle exponentiel est un probleme crucial lorsque 10on utilise les mZ-
thodes HR. En elet, celle-ci alecte directement la qualitZ de IQestimation lors de la troncature dans
les mZthodes de prZdiction linZaire ou la dZtermination des sous-espaces signal et bruit dans les
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mZthodes de sous-espaces. Plusieurs mZthodes ont ZtZ proposZes dans la littZrature pour estimer le
nombre de sinusosdes dOun signal 1-D dont les plus connues sont le critere AIC (Akaike Infor-
mation Criterion) et le critere MDL (Minimum Description Length ). Wax et Kailath [WK85 ] ont
exprimZs ces deux criteres en fonction des valeurs propres de la matrice dOautocorrZlation :

=2 3. @
:L L k
g i=k +1 % %
AIC(k)=! M(L! k)In; - A +2k(2L! k) (1.85)
? LT % 8
i=k +1
=2 3. @
L LI k
> % A
; i=k +1 ﬁ 1
MDL (k)="! M (L! k)In; - A+ ék(2L I k)In(M) (1.86)
? A 9% 8
i=k +1
pour k =0,...,L! 1, oe L estIQordre de prZdiction e¥ sont les valeurs propres de la matrice

dOautocorrZlation, rangZes par ordre dZcroissg@ ( %1). Il est Zgalement possible de dZpnir

ces criteres en fonction des valeurs singuliere$;, au lieu des valeurs propre®4, lorsque la matrice
dOautocorrZlation est sur-dZterminZe (de dimensibd# L, L&( L). Il est indiquZ que le critere AIC

" tendance " surestimer IQordre du modele alors que MDL tend " Ie< sous-estimer [DMC98]. Cela
provient du terme de pZnalisation du critre MDL * 3k(2L ! Kk)In(M) qui est plus important que

celui du critere AIC (2k(2L ! Kk)).

A notre connaissance, la sZlection de IQordre du modele dans le cas de signaux multidimensionnels
nOa pas ZtZ traitZe. Ainsi, le choix dOun ordre infZrieur au nombre rZel de composantes entra’ne des
estimations biaisZs, et le choix dOun ordre supZrieur augmente la variance des paramstres estimZs.
A cause de cela, la mise en oeuvre des mZthodes de sous-espaces dans des applications pratiques,
o+ IOordre du modele nOest pas connu, peut produire de mauvais rZsultats.

1.7 Performances des mZthodes HR

Les performances dOun estimateur sont gZnZralement quantibZes par le biais et la variance. On peut
Zgalement calculer son e"cacitZ dZbnie par le rapport de sa variance sur la borne de CramZr-Rao.
On dit alors quOun estimateur est"eace lorsquOil nOest pas biaisZ et que son e"cacitZ est proche
ou Zgale " 1.

Les performances des mZthodes de sous-espaces 1-D ont ZtZ abondamment ZtudiZes dans plusieurs
travaux. Le calcul analytique des expressions du biais et de la variance pour ce genre de mZthodes
est di"cile, voir impossible, car le calcul des racines dOun polyn™me de prZdiction ou des valeurs
propres dOune matrice conduit ~ une relation complexe entre les statistiques du signal et celles
des estimateurs. En revanche, des rZsultats asymptotiques ont pu stre obtenus en exploitant la
thZorie des perturbations. Il a ZtZ dZmontrZ que toutes les mZthodes HR 1-D prZsentZes dans ce
chapitres sont asymptotiquement (M ./ ou $2 . 0) non biaisZes, et les variances de quelques
mZthodes ont ZtZ calculZes, par exemple pour Prony, Kumaresan-Tufts, MUSIC et ESPRIT, dans
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[SN88 SS91,KPTV87, ESS93,HS91,DT09].

On montre dans la Pgurel.2 IQerreur-type (RMSE :root mean square erro) dOestimation des frZ-
quences et des amortissements obtenue par |Oapplication des mZthodes Kumaresan-Tufts (KT), ES-
PRIT 1-D et IQML sur un signal 1-D amorti simulZ. Le signal contient deux sinusoedes complexes
dOamplitudes Zgales (e 1), de frZquences; = 0.1 et f» = 0.2, et de facteurs dOamortissements
#,=0.02 et #, = 0.015. Le nombre dOZchantillons est = 30, et 1000 rZalisations du bruit sont
utilisZes. Concernant la frZquence et dans des niveaux de RSBupZrieurs ~ 3 dB, la mZthode
ESPRIT a des performances tres proches de IQML et meilleures que KT. LOelet de seuil de IQML
se produit aux alentours de RSB= 3 dB alors que les elets de seuil de ESPRIT et KT se produisent
avant, ce qui signibPe que ces deux dernieres possedent une meilleure robustesse au bruit. Cependant,
concernant IQestimation du facteur dOamortissement, la mZthode IQML est meilleure que les deux
autres.

Pour comparer les performances des mZthodes 2-D, on prZsente les rZsultats obtenus sur un exemple
de simulation. Les mZthodes IMDF, ESPRIT 2-D, MEMP avec la technique de couplage des modes
[RNO1] et les deux algorithmes TLS-Prony 2-D sont appliquZes pour estimer les modes dOun si-
gnal modal 2-D bruitZ qui contient 20# 20 Zchantillons . Les amplitudes{c¢}F_; sont mises "
(3.184,2.846,2.846). Les modes ont les parametres suivants :

(f 1,1, #1,1; f 1,2, #1,2) = (O .10,0.080; 020,0.075),
(f 2,1, #2,1;f2,2, #2,2) = (0 .30,0.075; 010,0.050),
(fa1,#31;f32,#32) = (0.40,0.050; 025,0.090).

La bgure1.3 montre la racine carrZe de IQerreur quadratique moyenne dOestimation des algorithmes
IMDF, ESPRIT 2-D, MEMP, TLS-Prony1Db2 pour IOestimation def 11. Les mZthodes ESPRIT 2-D

et MEMP ont presque la meme erreur-type qui est par ailleurs proche de la borne de CramZr-Rao.
Elles ont Zgalement un elet de seuil meilleur que celui des algorithmes TLS-Prony. IMDF a des
performances proches de ESPRIT 2-D.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons electuZ un Ztat de IOart des mZthodes HR permettant dOestimer les
parametres des sinusoedes amorties et qui ont pu stre Ztendues aux signaux multidimensionnels. Les
premisres mZthodes HR proposZes utilisent des Zquations de prZdiction linZaire qui caractZrisent le
mod-sle du signal. Celles-ci ont ZtZ ensuite Ztendues pour traiter le problsme dOestimation modales
2-D. Le deuxisme type de mZthodes HR est celui des approches fondZes sur la dZcomposition de
|IOespace des donnZes en deux sous-espaces orthogonaux, appelZs espace signal et espace bruit. Le
couplage des mode®R-D est le probleme principal lors de I0extension des mZthodes HR 1-D au
casR-D. Pour cela, diverses techniques de couplages ont ZtZ proposZes, les meilleures dOentre elles
rZalisent soit une diagonalisation conjointe soit un couplage automatique en utilisant les vecteurs
propres. De plus, un probleme de colinZaritZ se manifeste lorsque le sighiRdD contient des modes

1. La dZbnition du RSB dans le cas de sinusosdes amorties est dZlicate car ces signaux sont ~ Znergie bnie. Dans
ce mZmoire, le RSB est dZbni, pour chaque mode, comme le carrZ du rapport de IOamplitude ~ 10Zcart-type du bruit :
RSB; = |ci|?/ 2.



28 Chapitre 1 : Estimation modale par des mZthodes algZbriques : un Ztat de IQart

1O|2 ................................... i
............. L KT ‘
] ESPRIT |
................................... — IQML

‘ ‘ — — —CRB

Total RMSE (Hz)

SNR (dB)
(a) erreur-type def

| ——KT ‘
............. ESPRIT |-
.................................. — IQML
N S ] — — —CRB

L

n

=

o

© 12

5 10

|_

0 5 10 15 20
SNR (dB)
(b) erreur-type de#

Figure 1.2 B Erreur-type (RMSE) des frZquences et dOamortissement en fonction du RSB (1000
rZalisations),M = 30,F = 2.
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Figure 1.3 D Erreur-type (Total RMSE) de la frZquencé 1 ; en fonction du RSB (1000 rZalisations).

identiques dans une ou plusieurs dimensions. Ceci a ZtZ rZsolu par IOintroduction des cosits

de pondZration dans IQestimatioR-D; cOest le cas par exemple dans la mZthode ESPRIT 2-D.
LOZtudes des performances de ces diverses techniques dOestimation a montrZ que les mZthodes de
types ESPRIT sont les plus performantes.

Plus rZcemment, des mZthodes dOestimatiBaD utilisant les treillis multidimensionnels du signal et

les outils de 10algebre multilinZaire ont ZtZ proposZes. Ces mZthodes sont sensZes avoir une meilleure
robustesse au bruit par rapport aux mZthodes classiques. Dans le prochain chapitre, nous proposons
une mZthode tensorielle dOestimatidR-D.






Chapitre 2

Une approche tensorielle pour
|IOestimation modale R-D

2.1 Introduction

Plusieurs mZthodes HR, qui exploitent la structure Vandermonde du modsle du signal modal, ont

ZtZ proposZes pour traiter le probleme dOestimation des parametr&D. Dans le chapitre prZ-
cZdent, nous avons prZsentZ les plus connues dOentre elles : ESPRIT 2-D [RNMDF [ LLO6],
I@algorithme dOestimatioR-D proposZ dansI[LM07] et MD-MUSIC [LRL98]. On peut Zgalement

citer par exemple les algorithmesroot-multiple invariance ESPRIT (root-MI-ESPRIT) [PSBGO05]

et multidimensional embeddingMDE [Sid01]. Comme les donnZes sont multidimensionnelles, ces
mZthodes nZcessitent des techniques de rangement des dimensions dans une seule grande matrice,
appelZe matrice amZliorZe. De ce fait, en electuant une estimation de sous-espaces via une SVD,
la structure multidimensionnelle du signal nOest pas rZellement exploitZe. RZcemment, |Qalgorithme
tensor-ESPRIT a ZtZ proposZ dans [HRDGO08]. Il sOagit de dZpbnir un tenseur de donnZes et dOesti-
mer le sous-espace signal via une dZcomposition en valeurs singulisres dOordre supZrieur (HOSVD :
higher-order singular value decomposition), ce qui permet dOexploiter le treillis multidimensionnel du
tenseur du signalR-D. DOapres les auteurs, IQalgorithme obtenu possede de meilleures performances
par rapport aux mZthodes de type ESPRIT. LOalgorithme dOestimation des frZquences de signaux
2-D [TGO09], en utilisant les tenseurs, consiste ~ former "~ partir de la matrice de donnZes 2-D deux
tenseurs dOordres augmentZs. Le sous-espace signal de chacun est ensuite estimZ en exploitant sa
HOSVD. Cela revient " rZsoudre un probleme de dZcomposition en valeurs propres pour chaque
sous-espace signal estimZ. Finalement, les frZquences de chaque dimension sont estimZes " partir
des valeurs propres en electuant une diagonalisation conjointe pour reformer les paramstres des
modes 2-D. Nous proposons ici un algorithme dOestimation des paramstres qui consiste ~ former, ~
partir des donnZesR-D, un seul tenseur dOordre supZrieur et qui exploite la structure dOinvariance
par translation du sous-espace signal estimZ via une HOSVD. Contrairement aux approches clas-
siques qui utilisent les valeurs propres et qui nZcessitent une Ztape de couplage de modes, notre
mZthode estime les parametres en exploitant les vecteurs propres. Ainsi, les parametres (facteurs
dOattZnuation et frZquences) correspondant ~ un mod-D sont couplZs automatiquement une fois

la dZcomposition en valeurs propres electuZe.
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2.2 Notations

Les scalaires sont dZsignZs par des caracteres minusculasb,#), les vecteurs colonnes sont notZs
par des caracteres minuscules gra&, b), les matrices correspondent aux caracteres majuscules gras
(A, B), et les et tenseurs sont dZsignZs par des caracteres calligraphiques gfas B).

Les opZrations tensorielles que nous utilisons sont consistantes avec [KB09] :

¥ le produit extZrieur (outer product) de deux tenseursA & CMi#M:#d8aMr ot B &
CK1#K 2#388K N est donnZ par :

C=A $B & CM 1#M o#AAAIM R #K 1#K o#8daK . 0®

c(ml,mz, ..., MR, k]_, k]_, Ceey kN) = a(ml, mo,..., mR)b(kl, kl, .. .,kN). (21)

¥ le produit r-mode dOun tenseuk & CM1#M 2#aadMr ot dOune matricd) & CX*M r suivant le
r€ mode (dimension) est donnZ par :

B - A #r U &CMl#M 2#AdaIM 11 1#K (#M 1 #ééé#MR, O

M
b(Mmy, ma,...,mr1 Ky, Mpsg, ..., MR) = a(my, my, ..., mru(ks, m;). (2.2)
my =1

R .
¥ la notation A #.1rUr reprZsente les produits -mode sur les modes (dimensions) © R de A
r=
par {U (}R,, cOest-"-dire :

R
A# U =A#1U#,U #3848 r UR (2.3)
r=1

¥ la concatenation de deux tenseur#\ et B le long de lar® dimension est reprZsentZe pak " ; B.
La bgure2.1 illustre la concatenation de tenseurs dOordre 3 sur 2§ dimension.

¥ | gy & CM#M #34&M egt |e tenseur identitZ dOordr& dont les ZIZments(my, my,..., mg)
satisfont 1
1, pourmi=m,= aada mg

i(Mmy,mq,...,m¢) = 0. sinon

(2.4)

La bgure2.2 illustre le tenseur identitZ dOordre 3 (Three-wdyde dimensionM # M # M

¥ On appelle hyper-tranches (HT) les tenseurs dZpbnis en Pxant un indice dans une dimension
et en faisant varier tous les indices des autres dimensions. La bgu2e3 illustre les (hyper-)
tranches dOun tenseur dOordre 3.

¥ la matrice A ;) & CMr#M 1M2843M 1M1 8383M) reprZsente le dZpliement du tenseul suivant
la dimension M, . Le concept de lamatricisation est expliquZ par IOexemple suivant. Soit le
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Figure 2.1 B Concatenation de deux tenseurs dOordres 3 selo@®ladimension (A ", B).

tenseursA & C*32 dont les (hyper-)tranches de la3® dimension sont donnZes par :

1 * ' *
1 2 3 13 14 15
4 5 6+ 16 17 1a}t

A.q= +, A .o =
717 8 of 27119 20 2f
10 11 12 22 23 24

Les matrices de dZpliage des trois dimensions sont donnZes par :

' *

1 2 3 13 14 15
4 5 6 16 17 1
A = §:
7 8 9 19 20 2%
10 11 12 22 23 24

14 7 10 13 16 19 22
Ap=92 58 11 14 17 20 25,
369 12 15 18 21 24

A.. 1 4 7 10 24846 9 12
® 7 13 16 19 22 1444418 21 24

2.3 Formulation du probleme

Dans les mZthodes classiques dOestimation modale, par exemple IOapproche IMDE5(8), les
Zchantillonsy(my, ..., mg) sont rangZs dans un vecteuy (Zquation (1.58)) :

¥ = Ac + e (2.5)
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3,M

Figure 2.2 B Tenseur identitZ dOordre 3 (Three-wagle dimensionM # M # M.

[
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[
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[

HT de dim. 1 : A, HT de dim. 2 : A ., HT de dim. 3 : A .,

Figure 2.3 B (Hyper-)tranches (HT) dOun tenseur dordre 3.

0 A =(A1+A,+a44+A) & CM1a8aM#F ot A & CM#F est une matrice de Vandermonde dont
les gZnZrateurs sonfa;, }7; . Il est Zvident que la vectorisation ne tient pas compte de la structure
inhZrente ~ la grille utilisZe pour Zchantillonner les donnZes. Pour ce faire, on remplace le vecteur
de donnZes par un tenseurY & CM1#M 2#aaéMr dont les ZIZments sont les Zchantillons du signal.
En utilisant le modele du signal R-D (Zquation 1.2), on obtient :

Y = G#gy €' + E (2.6)
oe le tenseur G & CM1#M 2#aa&Mr#F st construit comme suit :

G=[G1"Rr+1 G2" r+1 @@4Rr+1 GF] (2.7)
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avecG; & CM1#aaaMr |e tenseur correspondant ai® mode du signalR-D. Il est obtenu, en utilisant
le produit extZrieur, par :

Gi = a1 $aadar, i=1,...,F (2.8)
o* ajr =[1,a,,...,a4 - |". En utilisant les Zquations (2.7) et (2.8), nous obtenons
1F
Y = CG(a1%94é%aRr)+E (2.9)

i=1
Finalement, les relations entre le modele matriciel et tensoriel sont donnZes par :

A= G(TR+1)
=Y ks (2.10)

On prZsente dans le paragraphe suivant un algorithme qui utilise les tenseurs pour estimer les
parametres de signaux modauxR-D en exploitant la propriZtZ de IQinvariance par translation du
sous-espace signal dOun tenseur dOordre augmentZ que nous allons construire. Cette approche sera
ensuite comparZe avec les mZthodes tensorielles existantes.

2.4 Algorithme tensoriel dOestimation modale  R-D

On forme un tenseur dOordre augmentZ ~ partir du tensel¥ comme dZcrit dans ce qui suit. On
commence par formerL 1L, 444k sous-tenseursy |, |, & CK#8&Ke K =M 1 L, ! 1, pour
r =1...,R. Puis on formeL; 444k tenseursY, ., & CKi1#a¥r# r en concatZnant
Lr (Ir = 0,...,Lr! 1) tenseursY,, . le long de la(R + 1) ¢ dimension. De la meme fason,
on forme L; 4444 tenseursY, . , & CK1#8&Ke#L r#Lri1 par |a concatZnation del g
(gt =0,...,Lr1 ' 1) tenseurs%1 suivant la (R + 2) € dimension. Nous procZdons de la
meme faeon pour former ¥y, 1o, 5» Yiyia, 4o -+ V1, Finalement, les tenseursY |, sont concatZnZs
le long de la(2R)¢ dimension pour obtenir un tenseur dOordre supZrielre & CK1#33a# r#L g #a8aH 1
dOordreR. La bgure 2.4montre la formation de Y ¢ pour un signal bi-dimensionnel. Par consZquent,
le tenseurY o & CK1#a3aKr#l r#addi 1 payt stre dZPbnie par :

----- IR 1

Ye=[Yo"2r V1" 2r84%R V1,1 ] (2.11)
Qe

"orr Vil ] (2.12)
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PR

L’Z/N v K2
X
Y, Y, é.K,1 é. Yy, — Ye & CK1#K 2#L 2#L 1
C o c*t
4 ,aaa,

Figure 2.4 B Construction du tenseur dOordre supZrieur pour un signal bi-dimensionielde di-
mensionM 1 # Mo.

pourr=1,...,R! 1etles sous-tenseury, |, sont donnZs par :
_ v B qlKil
Yiae =Y #0J; (2.13)
o+ la matrice Jl[t('], pourr =1,...,R est formZe " partir de Iy, en supprimant les premieresl, et
les dernieresM, ! 1, ! K, lignes. Ces matrices de sZlection peuvent stre donnZes par :
K] D E
I 7= Ok Tke Okome o o) (2.14)

On peut montrer que, en IOabsence de bruit,

R
=l raar #r INIA; #gu T
r=1 9

R
| Rtk # o AKAL L #pg cl (2.15)

o* A§K’) est formZ par lesK, premieres lignes deA, et! , = diag(a;). Par consZquent, le

r
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tenseur dOordre augmentZ sOZcrit selon :
R 2R"1 s )
Ye=1 e fergKr>r_§+erg;2.r;-+;>#zR ALDa o) (2.16)

os ! ¢ = diag(c). DZpbnissons le tenseu, tel que

- B A 2R A Lorica)
Ge= | 2rF r;ferS )r:§+er2R2.$ Ng (2.17)
Donc
Ye= Ge#tor (ALY & o). (2.18)

La dZcomposition en valeurs singulieres dOordre supZrieur (HOSVD) du tenseg donne

2R
Ye=S# U, (2.19)
r=
0e S & CKi#aakr#L r#adly \y & CK#Kr pourr =1,...,R, sont les vecteurs singuliers gauches de
de la matriceYe(r), U, & CLarira#larira, pourr = R+1,...,2R, sont les vecteurs singuliers

gauches de de la matriceY ¢(). Le tenseurY ¢ peut stre dZcomposZ de la fason suivante :
2R 2R
Ye=(SFflUr,F)"‘(SEflUr,E) (2.20)
o* Sg et U,g contiennent lesF composantes principales tandis qué&g et U,g contiennent le
reste des composantes (on suppose gie) K,L,, pourr=1,...,R).
DZPnissons le tenseud g & CK1#8Kr#L r#ad82#F 1o que :
2R"1
U|: = SF # Ur,|: (221)
r=1

Les tenseursGe et Ur engendrent le meme sous-espace. Par consZquent, il existe une matrice non-
singuliere D de dimensionF # F telle que :

Ge= Ug #2rD (2.22)
Il est clair que si IOon arrive ~ estimerD, il devient alors possible dOextraire les modes
{air,i = 1,...,F}R, " partir de Ge. Une estimation de D peut «tre obtenue en exploitant

la propriZtZ dQinvariance par translation du tenseu®e :
Ge#lLKl#ZR! alzGe#HKl (223)

o* Iy, et I, reprZsentent les matrices formZes par les premieres et les derniers ! 1 lignes,
respectivement, de la matrice identitZ de dimension ; # K :

D E
lk1= Tk Ok mym
D

lk: = Ok qrpsr lkym
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A partir de cette expression on obtient :
(U #1lg )#r (D! 4D)=(Ug #11k,) (2.24)

Le probleme dans (2.24) peut stre formulZ comme un probleme de minimisation au sens des moindres
carrZes tensoriel tensor-valued least-squares problem) dont la solution est donnZe par :

) 8 98 9
(D! 4D)' = KiUf gy  KaUf g (2.25)

Qe

K1 = lk,a8aKL 888 * 1k
K2 = Ik,aaa6L 4880 * K, (2.26)
8 98 9

La dZcomposition en valeurs propres deKluiTz(zR) KZUE(ZR) donne D mais les colonnes
peuvent stre permutZes et/ou multipliZes par des scalaires. Une foi® obtenue, on peut utiliser
I@Zquation (2.22) pour estimer le tenseuB. a une permutation et une pondZration pres sur ses
hyper-tranches de la(2R)® dimension. Le nombre dOhyper-tranches dans (8R)¢ dimension est
Zgale “F qui est le nombre de sinusosdes amortieR-D prZsentes dans le signal. Nous pouvons donc
utiliser chacune desF tranches pour extraire les paramstres dui® mode R-D, i = 1,...,F. Par
consZquent, les;; peuvent etre obtenus par une des Zquations suivantes dans le cas non bruitZ :

(CHUCTIINN I (S =N DY [ B
Ay =

T Gk, ..ok L KRy IRy D20 ! 1) (2.27)

pourk, =1,...,K;! 1,{(kn=0,...,Ky! 1}y, etl, =0,...,Ly! 1. En clair, pour tous les
couples (kn,1n), on obtient la meme valeur de a;, . On peut Zgalement les extraire " partir des
Zquations suivantes :

o = Gk KrdRy it 1)
Y N T T N

(2.28)

pourlrzl,...,Lr! 1,{kn=0,...,Kn! 1}n':r,et{|n: ,...,Ln! 1}n‘:r.

Dans le cas de donnZes bruitZes, chacune des valeursage est une estimation ponctuelle. Apn de
rZduire la variance, on peut electuer une moyenne dOensemble. En notdaf, }3.; IOensemble des
estimZes poncuelles obtenues selon les deux Zquations prZcZdentes, avec :

uR nR "R "R
S=(K;!' 1) K, Lp+(L/! 1) K,y Ln
n=1 n=2 n=1 n=2
n=r n=r
les modes sont alors estimZs par :
1!°
ar = s a’ . (2.29)

s=1

Finalement IOalgorithme peut stre rZsumZ dans les Ztapes suivantes :



2.5 Comparaison avec les algorithmes Tensor-ESPRIT 39

I former le tenseurY ¢ en utilisant (2.11) et calculer sa HOSVD (2.20);

I dZPnirUg en utilisant (2.21);
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I calculer IOensemble des vecteurs propres (k) de K 1UE(2R) K ZUE(ZR) , et estimer le

tenseur G¢ en utilisant (2.22);

I calculer lesa;; en utilisant (2.29).

2.5 Comparaison avec les algorithmes Tensor-ESPRIT

Deux algorithmes ~ base de tenseurs ont ZtZ proposZs pour traiter le probleme dOestimation de
signaux dOune seule rZalisation (single snapshates deux algorithmes sQinspirent des travaux de
Haardt et al. [HRDGO8]. Le premier (R-D Unitary Tensor-ESPRIT) [ THGO09] traite le probleme
dOestimation harmoniqueR-D (sinusoedes non amorties). Il sOagit de construii@ tenseursY e
dOordreR +2 (i.e. un tenseur dOordre augmentZ par dimension) et dOelectuer la HOSVD de chacun.
Les dZcompositions obtenues sont ensuite tronquZes chacune aux premierZlZments. Les modes
des dimensions sont estimZs sZparZment " partir deR dZcompositions en utilisant les valeurs
propres. Une Ztape de diagonalisation conjointe, appropriZe aux signaux harmoniques et similaire ~
celle utilisZe dansunitary ESPRIT [HN98], est electuZe abn de coupler les modé&-D. Le deuxisme
algorithme [TG09] a ZtZ proposZ pour traiter le probleme dOestimation modale 2-D. Celui-ci repose
sur le meme principe que la mZthode prZcZdente sauf dans IOZtape de couplage o+ une autre technique
de diagonalisation conjointe est utilisZe.

LOalgorithme que nous avons proposZ dans le paragraphe prZcZdent consiste ~ construire un seul
tenseurY ¢ dOordreR et dOelectuer ensuite sa HOSVD puis sa troncature aux premieFs ZIZments.

Les modes sont estimZs en utilisant les vecteurs propres. Par consZquent, I0Ztape de couplage nOest
plus nZcessaire puisque les modes sont automatiquement couplZs car ils apparaissent sur la meme
hyper-tranche.

2.6 RZsultats de simulation

Abn dDanalyser les performances de la mZthode proposZe, nous prZsentons ici les rZsultats obtenus
sur deux exemples de simulation.

Dans le premier exemple, on considere un signal de taill@0# 20 qui contient trois modes bien
sZparZs dont les parametres sont :

(f 1,1, #1,1; f 1,2, #1,2) = (O .10,0.080; 020,0.075),
(f 2,1, #271;1‘2’2, #22) = (O .30,0.075; 010,0.050),
(f31,#31;f32,#32) =(0.40,0.050; 025,0.090).

avec des amplitudes unitaires (c = 1,0f). Les modes ainsi que le spectre du signal non bruitZ
sont reprZsentZs en bgur2.5(a). On electue 1000 simulations Monte-Carlo pour dilZrents niveaux

de bruit. La bgure 2.6 montre la racine carrZe de IQerreur quadratique moyenne sur les frZquences
obtenues avec la mZthode proposZe, la mZthode ESPRIT 2-D [RN@t la mZthode Tensor-ESPRIT
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