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Introduction générale

Les phénomenes physiques et mécaniques sont souvent décrits par des modeles ma-
thématiques sous formes d’équations aux dérivées partielles (EDP). La résolution de
ces équations permet de prédire les phénomenes en question et ainsi d’éviter la mise
en place d’expériences tres coliteuses. Une résolution exacte de ces EDP est souvent
impossible a cause de la complexité des équations ou du domaine de résolution. On a
alors recours aux méthodes numériques pour construire des solutions approchées de ces
modeles mathématiques. Les avancées en informatique et le développement de logiciels
sophistiqués font de ces méthodes numériques des outils tres fiables avec une mise en

place relativement simple.

Actuellement les méthodes les plus utilisées sont la Méthode des Eléments Finis
(MEF) en mécanique des solides et la méthode des différences finis en mécanique des
fluides. Dans la MEF, le domaine est divisé en plusieurs sous domaines appelés élé-
ments et une interpolation polynomiale de bas degré est faite sur chaque élément [2]. La
notion d’éléments est treés importante dans cette méthode ; elle définit une connectivité
fixe entre les noeuds. Cette méthode a I’avantage d’avoir une base mathématique tres
solide. Depuis son premier développement, d’innombrables travaux ont été effectués

pour la rendre plus robuste et plus efficace. Ce qui fait de la MEF une méthode flexible,



Introduction générale

bien établie, robuste et tres utilisée dans la communauté des mécaniciens. Néanmoins
la connectivité nodale fixe entre les éléments engendre parfois des difficultés a générer
un bon maillage satisfaisant toutes les propriétés topologiques requises. D’autre part
I’interpolation polynomiale de bas degré impose un grand nombre de degrés de liberté,
c’est-a-dire un maillage relativement fin pour avoir une bonne convergence. Ce qui en-
gendre de grands cofts de calculs. Une intéressante variante de la MEF est la p-version
ol les fonctions de forme sont des polyndmes de degré p quelconque. Dans la p-version,
la convergence peut étre améliorée en augmentant I’ordre p des fonctions de forme et
ceci sans avoir besoin de raffiner le maillage [3]. On retrouve plusieurs applications de
cette méthode dans la littérature sur des probléemes simples, parfois plus complexes avec
des singularités. Les résultats ont montré une trés bonne précision de cette méthode.
Néanmoins la p-version engendre de grands cofits de calcul a cause des intégrations et

ceci plus que dans la MEF.

Depuis quelques décennies, beaucoup de travaux de recherches sont consacrés aux
méthodes dites "méthodes sans maillages". Dans ces méthodes, la notion d’éléments
est éliminée. La discrétisation du domaine est formée d’un ensemble de points répartis
dans le domaine et la solution approchée est construite completement en utilisant ces
points. Par conséquent la connectivité nodale dans les méthodes sans maillages est plus
flexible voire inexistante. Ainsi leur mise en place semble plus simple que celle de la
MEEF. En effet I’adaptabilité de la discrétisation pour les méthodes sans maillages se fait
simplement en augmentant ou en supprimant des points dans le domaine, contrairement
au remaillage dans la MEF qui peut étre parfois complexe (par exemple en 3D). De part

leur formulation, les méthodes sans maillages peuvent étre classées en deux catégories :

— Les méthodes sans maillage de type Galerkin [4-6] : cette classe regroupe les mé-

thodes sans maillages utilisant la formulation faible de I'EDP, donc I’intégration



numérique. C’est une évolution naturelle de la méthode des éléments finis. Dans
ces méthodes, les fonctions de formes sont construites en utilisant la méthode des
moindres carrés mobiles ("Moving Least Square"). Les méthodes sans maillage
de type Galerkin héritent de la stabilité et de I’efficacité de la MEF, toutefois I’in-
tégration numérique engendre de grands colits de calcul et a ce jour ces méthodes

n’ont pas totalement convaincu les utilisateurs.

— Les méthodes sans maillages de type collocation : cette classe regroupe toutes
les méthodes sans maillage utilisant la formulation forte de I’EDP. Cependant ces
méthodes ne nécessitent pas 1’ utilisation de I’intégration numérique. L’utilisation
de la formulation forte a été introduite pour la premiere fois en 1977 par Liszka
et Orkisz [7]. Mais le grand progres dans ce domaine est la méthode de Kansa
en 1990 [8,9]. Dans ces méthodes, différents types d’interpolations sont utilisés
pour la construction des fonctions de formes (fonctions radiales, polyndmes, ...).
L’avantage de ces méthodes réside dans le fait qu’elles n’utilisent pas de maillage
et évitent I’intégration numérique, ce qui réduit considérablement le colt de cal-
cul. Toutefois elles ne bénéficient pas d’une base mathématique tres solide. Par
conséquent, elles sont moins stables et moins robustes. Elles ont du mal a traiter
des conditions aux limites faisant intervenir des dérivées (type Neumann). Il y a
une vaste littérature sur ces méthodes, mais peu d’études de problemes physiques

un peu complexes ont été faites, sauf pour la méthode SPH [10-12].

Deux autres catégories de méthodes n’utilisent que la discrétisation du bord pour
résoudre les problemes ou une famille de solutions fondamentales est connue analy-
tiquement : la méthode des équations intégrales [13, 14] et la Méthode de la Solution
Fondamentale (MSF) [15, 16]. Dans la premiere, ’EDP est transformée en une équation

intégrale de frontiere qui est résolue, soit sous sa forme faible, soit sous sa forme forte.



Introduction générale

Quant a la MSF, elle cherche la solution du probleme aux limites comme une combi-
naison de solutions fondamentales avec des points sources situés hors du domaine. Il
est toutefois plus compliqué de résoudre des probleémes non homogenes, des problemes
d’EDP a coefficients variables ou des problemes non linéaires. Dans ces cas, on doit
alors discrétiser le domaine, en général sans maillage et a I’aide des fonctions radiales.
Ce n’est donc plus des méthodes "boundary only" et, en général, le probleme de bord et

le probleme intérieur sont couplés, ce qui tend a diminuer I’intérét de ces méthodes.

Malgré tous ces travaux et avancées sur les méthodes sans maillages, elles font tou-
jours 1’objet de plusieurs travaux de recherches. Elles n’ont pas encore atteint le degré
de maturité et la robustesse de la MEF. Les méthodes sans maillage sont actuellement
un grand domaine d’intérét en mécanique numérique. Dans ce contexte, S. Zeze [17]
a proposé une nouvelle méthode sans maillage utilisant les approximations de Taylor.
A défaut de nom donné a cette méthode, nous la baptisons dans cette these "Taylor

Meshless Method" (TMM).

La TMM appartient a la classe des méthodes sans maillages de type collocation,
mais elle a été aussi inspirée de la méthode des équations intégrales. En effet dans cette
méthode, I’EDP est résolue sous sa forme forte et seule la discrétisation de la frontiere
du domaine est nécessaire. Les fonctions de forme sont construites en faisant une ap-
proximation de Taylor développée en un point du domaine. Les conditions aux limites
sont ensuite appliquées en utilisant un ensemble de points choisis sur la frontiere. Ce qui
fait de cette méthode une vraie méthode "Boundary only". Par rapport a la MFS, cette
méthode a I’avantage de construire elle méme ses fonctions de forme (sortes de solutions
fondamentales dans la MFS), ce qui lui confére un plus large domaine d’application et
lui permet de rester une vraie méthode "boundary only", méme pour la résolution des

problémes a coefficients variables.
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Les travaux effectués par S. Zeze [17, 18] ont montré une tres bonne convergence de
la TMM. C’est une méthode tres précise avec une mise en place tres simple basée uni-
quement sur des calculs de coefficients de Taylor. Tout comme la p-version, la qualité de
la solution est améliorée en augmentant 1’ordre de troncature de la fonction approchée.
Avec cette méthode, on peut s’attendre a une méthode sans maillage tres fiable et facile
d’implémentation avec un gain significatif en flexibilité et en colit de calcul. Néanmoins
a son niveau actuel, cette technique n’a été appliquée qu’a des problemes linéaires et
aucune analyse de convergence n’a été effectuée.

Le travail de cette these consiste a poursuivre ce développement, afin de faire de la
TMM une méthode robuste et tres efficace. Les différentes techniques présentées dans
cette these étant originales, nous nous cantonnerons a des exemples d’application per-
mettant de mettre en évidence la qualité des résultats et I’adéquation de notre approche.
Les principaux objectifs du travail présenté dans ce mémoire s’articulent en trois points

A savoir.

— L’élaboration d’une analyse mathématique de la TMM. Etant donné que les séries
ont un domaine de validité au-dela duquel elles divergent, cette analyse mathéma-
tique se fera par une analyse de convergence des séries calculées par la TMM. La
connaissance du domaine de convergence des séries calculées, renforcera la tech-
nique de résolution, dans le sens ou, elle permettra de prédire si une résolution
en multizone est nécessaire ou pas. Un de nos objectifs a donc été de définir un
critere fiable d’approximation du domaine de convergence a partir de la solution

approchée. Des techniques d’accélération de convergence seront aussi explorées.

— La mise en place d’une technique de raccord de polynémes de haut degré. La ré-
solution de certains problemes par la TMM nécessite de subdiviser le domaine en

plusieurs sous domaines et d’appliquer la TMM sur chaque sous domaine (résolu-
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tion multizone). Cependant il faudra assurer la continuité des séries aux interfaces
entre les sous domaines. Notre travail a été de proposer une technique permettant

d’assurer cette continuité.

— Application aux problemes non linéaires. Nous avons couplé la TMM a la mé-
thode de Newton pour résoudre des problemes d’élasticité non linéaire. Ces tra-
vaux ont été réalisés en vue d’élargir le domaine d’application de la TMM. De
plus la différentiation automatique sera introduite dans les codes afin de faciliter

le calcul des coefficients de Taylor.

Nous organisons la présentation de la maniere suivante.

Le premier chapitre est consacré a I’étude bibliographique et au positionnement de
nos travaux. Il consiste a présenter et a discuter la méthode TMM, ses principales carac-
téristiques ainsi que les problemes déja résolus avec la TMM. Le domaine d’application
sera étendu a 1’élasticité linéaire. Dans le chapitre 2, nous proposons une technique de
raccord des séries de Taylor. Le chapitre 3 sera consacré a I’analyse mathématique de la

TMM et le chapitre 4 a la résolution des problemes non linéaires.



CHAPITRE

Etude bibliographique et

positionnement du sujet

Les méthodes numériques sont des outils indispensables pour la simulation des pro-
blemes physiques et mécaniques. Ces méthodes permettent de faire une approximation
des EDPs gouvernant ces problemes. Une bonne méthode numérique doit étre précise,
robuste et facile d’utilisation avec un large domaine d’application. Actuellement en mé-
canique des solides, la méthode qui vérifie le mieux ces caractéristiques est la méthode
des éléments finis (MEF). Cette méthode nécessite un maillage du domaine et une ap-
proximation est faite sur chaque élément. Cette méthode a fait ses preuves et de tres
nombreuses applications ont montré sa précision et sa robustesse.

Par ailleurs, d’autres méthodes connues sous le nom de "méthodes sans maillages"
ont été développées. Contrairement a la MEF, ces méthodes construisent la solution
approchée d’une EDP, en utilisant seulement un ensemble de points répartis dans le do-
maine et ceci sans la nécessité d’un maillage. Jusqu’a présent, aucune de ces méthodes
n’a atteint la maturité de la MEF. Récemment dans [17], S. Zeze a proposé une nou-

velle méthode sans maillage (Ia TMM), en utilisant des approximations en séries de
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Taylor. Par rapport a la plupart des méthodes sans maillages déja existantes, la TMM
a I’avantage d’étre une vraie méthode "Boundary only", c’est-a-dire ne nécessitant que
la discrétisation de la frontiere. De méme, des applications faites ont montré qu’elle est
tres précise avec un cofit de calcul relativement faible [17, 18]. Cependant, elle est limi-
tée pour la résolution de certains problemes et I’étude de sa robustesse n’a pas encore
été explorée.

Dans ce premier chapitre, on verra une revue rapide des principales méthodes nu-
mériques, une étude bibliographique plus détaillée peut étre trouvée par exemple dans
les ouvrages suivants : [2,19]. Ensuite, la TMM sera présentée en développant quelques
applications nouvelles. Ces applications nous permettront de relever les insuffisances

actuelles de la TMM et ainsi donc de présenter les motivations de nos travaux de these.

1.1 Etat de P’art

1.1.1 Les méthodes basées sur des maillages

La MEF est la plus utilisée en mécanique numérique. Plusieurs travaux ont prouvé
son efficacité et sa robustesse. Dans cette méthode, ’EDP est résolue en divisant le do-
maine en de nombreux sous domaines appelés éléments. Il existe des regles de connec-
tivité fixées entre ces €léments et chaque élément doit vérifier des propriétés bien défi-
nies [20-22]. Sur chaque élément, la solution est approchée sous forme de combinaison
linéaire de polyndmes de faibles degrés appelés fonctions de forme. Bien que cette mé-
thode bénéficie d’'une base mathématique tres solide, sa mise en place semble parfois
complexe et coliteuse. En effet pour des problemes ou la géométrie du domaine varie
fortement, il faut refaire le maillage a chaque pas de calcul. Cette opération appelée re-

maillage est parfois difficile a maitriser pour des problemes tridimensionnels de grandes
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déformations ou de propagation de fissure. D’autre part, du fait que I’interpolation po-
lynomiale est de bas degré, il faut un maillage relativement fin pour obtenir une bonne
convergence. Par conséquent, les opérations d’inversion de matrices et d’intégration sur

tous les éléments engendrent de tres grands colts de calcul.

Une variante intéressante de la MEF est la méthode de la p-version ou les fonc-
tions de forme sont des polyndomes de degré p quelconque. Elle a été proposée pour
la premiere fois par Zienkiewicz et al [3] en 1970. Mais il a fallu attendre 1981 pour
que Babuska et Szabo [23] écrivent une formulation mathématique rigoureuse de cette
technique. Dans cette méthode, au lieu de remailler, le maillage initial est conservé et
des noeuds sont ajoutés dans les zones d’intéréts. Dans ces zones, on effectue des in-
terpolations polynomiales de haut degré. Cette technique est aussi utilisée pour éviter
les maillages tres fins. Ainsi, on peut avoir une bonne convergence avec des maillages
relativement grossiers. Beaucoup de travaux de recherches se sont intéressés a cette mé-
thode, méme dans cette derniere décennie [24]. Ces travaux ont montré que la p-version
est tres précise et que la qualité de la convergence est améliorée en augmentant le de-
gré d’interpolation (p-convergence). L’ avantage principal de cette technique est le faible
colit de maillage (on obtient une bonne convergence avec un maillage grossier). Néan-
moins ce faible colit nécessite I’utilisation de polyndomes d’interpolation de haut degré
et donc un grand nombre de points de Gauss pour 1’évaluation des intégrales sur chaque
élément. Au final, cette méthode engendre un tres grand colt de calcul et ceci méme

plus que dans la MEF et elle reste assez peu utilisée en pratique.

Une autre classe de méthodes a été proposée dans le but de réduire le colit de calcul
lié a I'intégration. Ces méthodes proposent de n’utiliser la forme variationnelle (donc
I’intégration) que sur la frontiere. Ces méthodes sont appelées méthodes des équations

intégrales ou "Boundary Elements Methods" (BEM) [13, 14]. Comme leur nom 1’in-
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dique, ces méthodes ne nécessitent que la discrétisation de la frontiere. Ainsi, I’EDP est
écrite sous forme intégrale sur la frontiere et elle est vérifiée sous sa forme forte dans
le domaine. Dans le domaine, la solution est écrite sous forme de combinaison linéaire
de fonctions appelées "solutions fondamentales". Pour un probleme donné, la connais-
sance des solutions fondamentales est une condition nécessaire pour sa résolution. Cette
méthode a connu un tres grand succes pour la résolution des probleémes homogenes tel
que, le probleme de Laplace ou en acoustique [25, 26]. Toutefois, elle semble limitée
en présence de certains problemes ou les solutions fondamentales ne sont pas connues.
C’est le cas des problemes hétérogenes et non linéaires. Des travaux ont été effectués
pour permettre la résolution de ces types de problemes. Dans ces cas, la solution est la
somme d’une solution particuliere et d’une solution homogene. La solution homogene
est calculée par la méthode BEM et la solution particuliere sous forme d’une interpola-
tion polynomiale ou de fonctions radiales faite dans le domaine. Des études ont montré
que cette méthode n’est pas tres efficace pour la résolution des problemes non linéaires

parcequ’il faut alors introduire des degrés de liberté a I’intérieur du domaine.

1.1.2 Les méthodes sans maillages

La premiere méthode sans maillage fut introduite en 1977 avec la méthode Smooth
Particle Hydrodynamics (SPH) [10]. A ’origine, elle était destinée a la simulation des
phénomenes astrophysiques non bornés tels que 1’explosion des étoiles ou encore le
mouvement des nuages de poussieres. Le nombre de publications concernant cette mé-
thode fut alors modeste et seules quelques améliorations furent apportées a cette pé-
riode [11, 12], sans réelles études concernant la qualité de la solution obtenue pour la
résolution des équations aux dérivées partielles.

Par la suite plusieurs travaux de recherches se sont intéressés aux développements
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de méthodes sans maillages. Ces méthodes different les unes des autres par I’interpola-
tion effectuée pour la construction des fonctions de formes, la technique de résolution
de ’EDP (formulation faible ou forte) ou la discrétisation du domaine. Ces méthodes
peuvent donc étre classées en plusieurs catégories. Dans cette section, nous nous in-
téressons a la forme de résolution de I’EDP. Ainsi nous distinguerons deux classes de
méthodes sans maillages : les méthodes de type Galerkin (utilisant la forme faible de

I’EDP) et les méthodes de type collocation (utilisant la forme forte de I'EDP).

1.1.2.1 Les méthodes sans maillages de type Galerkin

Ces méthodes sont une sorte d’évolution naturelle de la MEF. En effet, elles utilisent
la formulation faible de I'EDP et trés souvent elles nécessitent une partition du domaine
(ceci sans une connectivité fixe entre les sous domaines). La premiere méthode sans
maillage utilisant la formulation de Galerkin fut la "Méthode des éléments Diffus" in-
troduite par Nayroles et al [4] en 1992. Dans cette méthode les fonctions de forme sont
construites en utilisant la méthode des moindres carrés mobiles. Bien qu'un maillage
explicite ne soit pas nécessaire dans cette méthode, une subdivision du domaine est uti-
lisée pour calculer numériquement les intégrales introduites par la formulation de Ga-
lerkin [27]. Toujours en utilisant la méthode des moindres carrés mobiles, Belytschko
et al [5] ont proposé en 1994 "I’Elément Free Galerkin Method" (EFG) qui est une
amélioration de la méthode des éléments diffus. Cette méthode utilise aussi un maillage
implicite pour I’évaluation des intégrales numériques. Toutefois le colit de mise en place
de ce maillage est négligeable. En effet ce maillage doit juste couvrir le domaine et n’est
pas contraint de décrire la frontiere de ce dernier. L’EFG a été beaucoup utilisée en mé-
canique des solides et plusieurs travaux ont prouvé sa précision [27-29]. Néanmoins la

DEM et I’EFG engendrent un grand coit de calcul a travers 1’évaluation des intégrales
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numériques et 1’évaluation des interpolations de type Shephard [30]. En s’inspirant de
la "smoothed particles method" (SPH), Liu et al [31] ont développé en 1995 une autre
classe de méthodes sans maillage de type Galerkin appelée la "Reproducing Kernel
Particle Method". Contrairement a la DEM et a I’EFG, cette méthode construit les fonc-
tions de forme sur tout le domaine, ce qui évite une décomposition du domaine pour
I’évaluation des intégrales [32,33]. Par la suite d’autres méthodes sans maillage de type
Galerkin ont été proposées. On peut citer la "Partition of Unity Finite Element Method"
de Babuska et Melenk [6], la "Meshless Local Petrov-Galerkin method" de Atluri et
Zhu [34], 1a méthode des éléments naturels (NEM) [35], la C-NEM [36] etc.

Bien que les méthodes sans maillage de type Galerkin utilisent des maillages impli-
cites, il est a noter que, dans ces méthodes, seuls les noeuds sont considérés aux dépens
des éléments. Ce qui leur permet de traiter des problemes mal posés pour la MEF tels
que les problemes de grandes déformations et les probleémes de propagation de fissures.
Néanmoins dans ces méthodes, I'intégration engendre des cofits de calcul importants.
D’autre part, vu que le maillage implicite utilisé ne décrit pas correctement le domaine,
ces méthodes nécessitent un grand nombre de points de Gauss pour avoir une bonne

convergence. Ce qui est aussi une source de cot de calcul.

1.1.2.2 Les méthodes sans maillages de type collocation

Contrairement aux méthodes de type Galerkin, ces méthodes utilisent la forme forte
de ’EDP. Ainsi aucune intégration numérique ne se présente dans leur formulation et
par conséquent il n’y a pas besoin de maillage implicite. Leurs adeptes parlent parfois
de "vraie méthode sans maillage" (true meshless).

En 1977 Liszka et Orkisz [7] furent les premiers a utiliser la formulation forte. Mais

il a fallu attendre 1990 pour avoir une méthode robuste proposée par Kansa [8,9]. Dans
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les méthodes sans maillages de type collocation, la recherche des fonctions de formes

se fait avec des interpolations polynomiales ou des fonctions radiales.

Il existe une autre classe de méthodes de type collocation inspirées des BEM [37].
La premiere fut la méthode de la solution fondamentale (MFS) [15, 16]. L’efficacité
de cette méthode a été prouvée a travers son application a des problemes linéaires tels
que I’équation de Laplace, I’équation d’Helmholtz, I’équation de Poisson, etc. [38—42].
L’application de cette méthode a été étendue aux problemes non linéaires, en la cou-
plant avec des méthodes itératives comme la méthode de Newton Raphson [43—45],
ou a la méthode asymptotique numérique [46,47]. Tout comme les méthodes BEM,
la MFS n’utilise que des points sur la frontiere du domaine. Cependant, elle nécessite
la connaissance des solutions fondamentales. Au cours de cette derniere décennie, des
variantes de la MFS ont été proposée pour résoudre les problemes dont les solutions fon-
damentales sont inconnues. L’une de ces techniques est la "Analog Equation Method"
(AEM) [43,48-50]. L’idée de cette méthode est d’introduire des fonctions de forme
qui sont solutions d’une équation (appelée équation analogue), extraite de 1I’équation a

résoudre.

Les méthodes sans maillages de type collocation ont I’avantage d’€tre rapides et
simples d’implémentation. Généralement elles ont du mal a approcher des conditions
aux limites de type Neumann. Plusieurs techniques ont été développées pour rendre
possible cette application. Par exemple 1’utilisation des noeuds fictifs, les interpolations
de type Hermite. Les méthodes de type collocation sont en général instables et peu
robustes. A tort ou a raison, ceux qui s’intéressent a des problemes industriels complexes

utilisent rarement ce type de méthode. Il y a quelques exceptions, voir par exemple [51].
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1.2 La Taylor Meshless Method (TMM)

La TMM appartient a la classe des méthodes sans maillages de type collocation.
Dans le domaine, ’EDP est satisfaite de maniere exacte ou quasi-exacte sous sa forme
forte en utilisant des approximations polynomiales de haut degré comme dans la mé-
thode de la p-version des éléments finis. Le but de cette opération est d’allier la précision
de la méthode de la p-version a la facilité d’utilisation des méthodes sans maillages. La
TMM est aussi inspirée des méthodes des équations intégrales dans le sens ou elle ne né-
cessite que la discrétisation de la frontiere. Contrairement a ces méthodes, dans la TMM
les fonctions de formes sont construites directement a partir de I’EDP. Par conséquent,
le calcul des fonctions de formes est possible pour tous les types de problemes et ceci
méme dans le cas des probleémes non homogenes. Tous ces facteurs font de la TMM une
vraie méthode "boundary only". Les conditions aux limites a la frontiere sont assurées
en utilisant des techniques de collocation, dans le but d’éviter les colits de calcul liés a
I’intégration.

Dans cette section, une breve présentation de la TMM sera faite. La description
complete pourrait étre vue dans [17]. La TMM est completement établie en deux étapes :

la construction des fonctions de forme et I’application des conditions aux limites.

1.2.1 Calcul des fonctions de forme

L’idée principale de la TMM est d’utiliser des fonctions de forme polynomiales de
haut degré comme dans la p-version. Pour cela I’EDP est résolue sous sa forme forte en

faisant une approximation en série de Taylor. Pour illustrer la technique, considérons le
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1.2. La Taylor Meshless Method (TMM)

(a) (b) (c)

FIG. 1.1 — Discrétisation du domaine pour trois différentes méthodes : (a) la méthode
des éléments finis, (b) les méthodes sans maillages (pour les méthodes de type Galerkin,
il faut aussi un maillage pour ’intégration) et (c) la Taylor meshless method.

probleme 2D suivant (dans cette these nous ne traiterons que des cas 2D) :

(

Lu=f dans )

w=u? sur T, (1.1)
0
\ a—z =g sur I,

ot 2 est un domaine borné de R? et de frontiere 9 = I', UT, et L est un opérateur
différentiel. Les conditions aux limites peuvent étre de type Dirichlet, Neumann ou

mixte.

La solution u est approchée par une série de Taylor tronquée a un ordre p :

u(z,y) = i iun_iﬂ-x"_iyi = i < XF > {u) (1.2)
k=1

n=0 i=o

15
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ou la base polynomiale est construite a partir du triangle de Pascal :

< X'i>=<a' 2y, - aytThyt > et
(1.3)

T
{Uz} =< U0, Ui—1,1, "+ 5 UL,i—1, U0, >

Chaque vecteur {u;} contient les coefficients associ€s au mondme < X* >. Tous ces
vecteurs constituent I’ensemble des inconnues du probléme. Pour i fixé, le vecteur {u;}
est composé de 7 + 1 éléments. Ainsi pour un degré de troncature p, le nombre total

d’inconnues est N;,. = (p+ 1)(p + 2)/2.

Pour plus de clarté, supposons que I’opérateur différentiel est d’ordre 2 a coeffi-
cients constants. Son action sur la forme approchée (1.2) conduit a un polyndme de type

(1.2), mais de degré p — 2. Ainsi on peut écrire :

3
[\

Lu(z,9) =Y < X% > [LF{upye} (1.4)
0

B
Il

[L¥] est la matrice obtenue par 1’action de I’opérateur différentiel L sur le mondme
< X* > (voir thése de S. Zeze [17] ou annexe A). D’autre part la fonction f de 'EDP
(1.1) étant une fonction connue, nous pouvons calculer son approximation en série de

Taylor :

p—2
FEY <X'>{fi} (1.5)
k=0

La résolution du probleme (1.1) revient donc a la résolution du probleme discret suivant :

[\

bS]

p—2
< XF > [L{upe} =) < X > {fi} (1.6)
k=0

i

0

16



1.2. La Taylor Meshless Method (TMM)

Une identification suivant I’ordre des monomes < X* > conduit a la famille d’équa-

tions suivante :
(L {ukso} = {fi} =0 Vk1<k<p-2 (1.7)

Pour chaque £ fixé, la relation (1.7) est un systeme linéaire de k£ + 1 équations pour k+ 3
inconnues (les éléments du vecteur {uyo}). On peut donc déterminer &+ 1 éléments du
vecteur {uy, 2} en fonction des deux autres. Pour définir ces deux coefficients, la TMM
s’inspire du théoréme de Cauchy qui stipule que : "I’équation 9?u/dy? = — f —0?u /x>
a une solution unique si on connait u(x,0) et Ju/0y(x,0)". L’idée est de considérer
notre EDP a résoudre comme une EDO en y. Dans le cas d’une approximation de la
forme (1.2), les fonctions u(x,0) et du/0y(x,0) sont données par leur coefficients de
Taylor uyo et u,_;; respectivement, qui sont les deux premiers éléments du vecteur
{ug}. Le principe est donc d’exprimer la forme approchée (1.2) en fonction de ces deux

variables, qu’on appellera dans la suite "variable principale" :

B Uko
() = . (1.8)

Uk—1,1

A partir du systeme (1.7), on peut ainsi écrire :

{uryo} = [onp2 {v" "} + {Brya} VA1 <k <p-2 (1.9)

En remplacant (1.9) dans (1.2) on obtient :

i=1

u"(a,y) =Y < XF> ([al{o" +{8}) = D Pile,y){v'} + POla,y) (1.10)

17



Chapitre 1. Etude bibliographique et positionnement du sujet

Les polynomes (P;)1<;<, et P’ forment une base de I’ensemble des solutions de I"'EDP
(1.1). Ainsi la solution approchée écrite sous la forme (1.10) vérifie ’'EDP (1.1) par-
tout dans le domaine ) et méme a I’extérieur. Mais elle ne vérifie pas forcément les
conditions aux limites. L”application des conditions aux limites permettra de déterminer
les vecteurs {v'} correspondants au probléme (1.1) et ainsi donc assurer ’unicité de la

solution.

» D' Dy (Residu) =0

FI1G. 1.2 — Discrétisation de I’EDP : pour un opérateur différentiel d’ordre 2 on annule
les dérivées du résidu en un point jusqu’a l'ordre p —2 (0 < m+n < p — 2).

La méthodologie de résolution est la méme dans le cas des EDP a coefficients va-
riables. La résolution de I’EDP sous sa forme forte par une approximation de Taylor
équivaut a I’annulation des coefficients de Taylor du résidu (Lu — f) en un point donné
du domaine (fig 1.2), jusqu’a I’ordre p — [, ou [ est I’ordre de I’opérateur différentiel.
Tout comme dans le cas des EDP a coefficients constants, 1’annulation des coefficients
du résidu pour les EDP a coefficients variables conduit a un systeme d’équations de la
forme (1.7). Les variables actives ou variables principales sont définies en utilisant le

théoréeme de Cauchy énoncé plus haut (fig 1.3).
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1.2. La Taylor Meshless Method (TMM)

A
>

u(z,yo) donné

Ju

3, (2.1) donné

FI1G. 1.3 — L’EDP est considérée comme une équation différentielle ordinaire en y.
Apres résolution du probléme discret, les données u(x,yo) et Ou/Oy(x, yo) constituent,
les variables actives sur lesquelles on appliquera les conditions aux limites.

1.2.2 Application des conditions aux limites

Pour éviter les intégrations numériques, dans la TMM les méthodes de collocation
ont été préférées aux méthodes de Galerkin. On choisit un ensemble de points sur la
frontiere et I’'idée est de minimiser I’erreur entre la solution approchée et les données
aux limites en ces points. Dans un premier temps, la technique de collocation par points
a été utilisée. L’inconvénient de cette technique est qu’elle impose que le nombre de
points de collocations choisis sur la frontiere soit exactement égal au nombre de va-
riables principales (I’ensemble des vecteurs {v'}). Parfois les informations apportées
par ces points sont insuffisantes pour décrire correctement les conditions aux limites.
Les travaux de S. Zeze [18] ont montré que la technique de collocation par point conduit

parfois a des matrices mal conditionnées et I’algorithme est trés souvent divergent.

Pour surmonter cette difficulté, il a été décidé d’appliquer les conditions aux limites
en moyenne. Le but est d’avoir la liberté dans le choix des points de collocations a
la frontiere, et ceci indépendamment du nombre de variables principales. Pour cela, la

technique des moindres carrés a été utilisée [52]. On choisit un ensemble de points sur
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la frontiere et il s’agit de minimiser la fonction :

1 ou™
J(v) = 5( Z ||Uh($3) - Ud(ij)HQ + Z ”%@J) - 9(&;’)”2)- (1.11)
£j€F1L gjel“n
Cette minimisation conduit a un systeme linéaire KV = F', ou K est une matrice

inversible symétrique. La résolution de ce systeme donne le vecteur V' et par conséquent,
la solution du probleme (1.1).

Il faut évidemment que le nombre de points choisis a la frontiere soit supérieur au
nombre de variables principales, sinon la méthode des moindres carrés sera sans effet et

les résultats seront similaires a ceux obtenus avec la méthode de collocation simple.
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Chapitre 1. Etude bibliographique et positionnement du sujet

1.3 Quelques applications de la TMM

De part sa formulation, la TMM est une méthode facile a implémenter. En effet elle
se réduit a des calculs de coefficients de Taylor. Comme la plupart des méthodes sans
maillages de type collocation, la TMM évite I’intégration numérique et donc engendre
des cofits de calcul faible. La précision de cette méthode a été montrée dans [17] a
travers son application aux problemes de Laplace et d’Helmholtz. 11 a été remarqué
qu’elle conduit a de treés bonnes convergences et que la convergence est améliorée en

augmentant le degré comme dans la p-version des éléments finis.

Toutefois la robustesse de cette technique n’a pas encore été bien établie. Dans cette
partie, nous reprenons les problemes de Laplace et d’Hemholtz, mais nous nous inté-
ressons a la stabilité de la TMM par rapport a la géométrie du domaine d’étude ou par
rapport a la présence d’une singularité. Pour finir ce chapitre, nous présenterons des ap-

plications de cette méthode aux problemes d’Elasticité linéaire.

Probleme de Laplace
Considérons 1’équation de Laplace sur le disque unité avec des conditions aux limites

de Dirichlet :

—Au=0 dans Q= {(z,y)/2* +y* =1}

u(z) = uo(z) = @202 1 () — o) sur  0f)

(1.12)

La solution exacte de ce probleme est u,(z). Cette solution admet une singularité en
Zo, = [%0, yo]. Nous nous intéressons a 1’influence de la position du point de singularité
sur la vitesse de convergence. La convergence est évaluée par I’erreur relative définie

par :
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1.3. Quelques applications de la TMM

By - M) @] Jula) S, < X > )

lu(z)| lu(z)|

Résoudre ce probleme par la TMM revient a annuler les coefficients de Taylor du
résidu R(z,y) = Au.
Exemple pour un ordre d’approximation p = 3.

Pour p = 3, en développant en [0, 0], I’inconnue du probléme s’écrit :

uw(z,y) = agp+aror+any+ a0T? + a1 2y + agey® +azor® +ag 27y + a1 ry* + agsy®

(1.13)
Le résidu de 1’équation de Laplace s’écrit donc :
R(z,y) = 2(as + ag2) + 2(3asg + ai2)x + 2(as + 3aps)y (1.14)
Annuler les coefficients de Taylor du résidu, revient a écrire :
R(0,0) = agp + ap2 =0
R'(0,0) = 3asg + a2 =0 (1.15)

R (0, O) = a9 + 3@03 =0

La prise en compte des trois équations (1.15) permet de réduire le nombre de fonctions
de forme de 10a 7 :
1

u(x,y) = ago +a10x—|—a01y+a20(x2 —y2) +auxy+a30(a:3 - Sxyf) +a21($29 - §y3)

(1.16)
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Sous forme vectorielle on a :

1
u(z,y) = agp+ < x,y > + < 2?—y? ay > + < 28 =3xy? 2*y—=1° >

3

(1.17)

Cette derniere écriture fait apparaitre les vecteurs {v’} ainsi que les fonctions de forme.
Une fois ces fonctions de forme connues, les vecteurs {v'} sont déterminés en appli-
quant les conditions aux limites. Pour cela des points sont choisis sur la frontiere du
disque comme sur la figure 1.4. Des tests ont montré que 1’on obtient une meilleure
convergence en choisissant ces points de maniere réguliere. D’autres tests ont montré
qu’il existe un nombre minimal de points de collocation au dela duquel la convergence
est stable (voir [17]). Dans nos travaux, nous partons sur cette base en choisissant des
points de maniere réguliere et le nombre minimal de points qui correspond pour un ordre

paM =4xp.

La figure 1.5 présente 1’évolution de I’erreur en fonction du degré pour deux pro-
blemes différents : dans un premier cas ol la singularité z, = [1.2,0.3] est proche du
bord du domaine et dans un autre ou elle est plus éloignée z, = |2, 0.3]. Dans les deux
cas, on voit qu’il y a une convergence exponentielle avec le degré (p-convergence),
comme pour la p-version des éléments finis [23]. Néanmoins la convergence est beau-
coup plus lente si la singularité est proche du domaine, avec une erreur de 1’ordre de
102 dans ce cas pour un degré p = 30, alors qu’elle est de I’ordre de 10~ avec une
singularité en z, = [2,0.3]. Ces résultats montrent clairement qu’il y a une influence
de la position de singularité sur la qualité de la TMM. Cette influence se manifeste
beaucoup plus lorsque la singularité est tres proche du bord. On peut donc prédire que

la méthode proposée aura du mal a résoudre les problemes avec des coins ou des pro-
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0.8 i

0.6 B

0.2 B

0.2 B

—0.4af ]

—-0.6- B

-0.8- B

FI1G. 1.4 — Probleme de Dirichlet : équation de Laplace sur un disque (1.12). Discréti-
sation de la frontiere.

blemes avec des singularités dans le domaine (tels que les problemes de fissures). Un
but de nos travaux sera de détecter ces singularités et de renforcer la TMM de maniere

a pouvoir résoudre correctement ces problemes.

Probléeme d’Helmholtz

Considérons le probleme d’Helmholtz sur un rectangle :

—Au+u=0 dans Q={(z,y)/ —1<z<l et 0<y<h}
u(z,0) = u(x,h) =0 (1.13)

u(tl,y) = sin(%y)
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—#— Singularité en [1.2,0.3]

—*— Singularité en [2,0.3]

log(Erreur maximale)
&

_14 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Degré

FIG. 1.5 — Probleme de Dirichlet : équation de Laplace sur un disque (1.12) avec
deux cas, selon la position de la singularité x, = [xq, yo|. On observe la p-convergence
comme dans la p-version des éléments finis. La qualité de la convergence dépend aussi
de la position de la singularité.

La solution exacte de ce probleme est :

cosh <x, /1 + Z—;)
cosh (Z\/l + Z—;)

Ici nous nous intéressons a 1’influence de la longueur du rectangle sur la conver-

u(z,y) = sin (Ey> (1.19)

gence de la TMM, dans le cas d’une largeur 2~ = 4. Dans le tableau 1.2, on présente le
logarithme de I’erreur pour deux longueurs de structures différentes. On remarque que,
comme dans le cas du probleme de Laplace, on a p-convergence. Mais la convergence
est moins bonne lorsque la structure est plus longue, car dans ce cas les couches limites
sont plus marquées.

Sur la figure 1.6, les solutions exacte et approchée sont représentées pour la longueur

[ = 30 et un degré p = 20. La convergence est bonne a I’intérieur du domaine et devient
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TAB. 1.2 — Logarithme de |’erreur maximale pour le probleme d’Helmholtz (1.18) en
fonction du degré p.

D 5 10 15 25 35 45 60
=5 -0.6042 -1.6735 -3.6802 -6.8653 -5.3546 -5.7254 -5.8298
1=30 -0.2418 -0.3195 -0.4843 -0.8174 -1.2566 -2.0848 -4.1788

mauvaise lors qu’on s’approche du bord. Ceci fait penser a I’existence d’'un domaine
de convergence au dela duquel la solution est mal approchée par les séries de Taylor.
Une maniere de mieux approcher cette solution serait de résoudre le probléme par sous
domaines, ce qui sera discuté au chapitre 2. D’apres le tableau 1.2, on notera néanmoins

qu’on peut obtenir une solution tres précise si on choisit un degré tres élevé (p = 60).

Solution sur laxe des abcisses

I I
1k — Solution exacte
— Solution approchée
08
0.6
=

04H 1
02f |

0 L

| | | | |
-30 -20 -10 0 10 20 30

FI1G. 1.6 — Probleme de Dirichlet : équation d’Helmholtz (1.18) dans un rectangle,
degré p = 20, | = 30. Solution sur I’axe des abscisses (y = 0). Présence de couches
limites pour la structure allongée.
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1.4 Résolution des problemes d’élasticité linéaire.

Considérons un matériau élastique linéaire isotrope non homogene occupant un do-
maine () de R?. En I’absence de forces volumiques, les équations d’équilibre se ra-

menent aux équations de Navier :

(A + p)grad(div(u)) + pAu =0
(1.20)

Conditions aux limites

ou u est le vecteur déplacement et A et p sont des constantes élastiques. La solution

générale de ce probleme est donnée par Muskhelishvili [53] :

2pu = rp(2) — 2¢'(2) = p(2), (1.21)

ol ¢(z) et ¥ (z) sont deux fonctions holomorphes appelées fonctions potentiel com-
plexe de la variable z = = + iy et k s’exprime en fonction du coefficient de Poisson

(k = 3 — 4v en déformation plane).

Pour résoudre ce probleme par la TMM, I’inconnue w est approchée sous forme de

série de Taylor :

i < XF > {uFy )
u(z,y) = = 0 = [xEHu (1.22)
uy (2, y) Z < Xt > {“5} k=0
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avec

. {u*} . <XF> 0
{u"} = et [X3]= (1.23)
{us} 0 <X'>

La résolution directe de I’équation de Navier avec cette forme approchée conduit a
des fonctions de formes polynomiales. Et ces fonctions de formes forment une base de
I’ensemble des solutions de I’équation (1.20). Ensuite les conditions aux limites sont
appliquées pour déterminer la solution du probleme. Une résolution détaillée de cette

équation par la TMM est présentée dans 1’annexe B.
Exemplel

Pour valider la TMM en élasticité linéaire, une comparaison est faite entre la solution
analytique et la solution exacte. Dans cet exemple, les conditions aux limites considérées
sont de type Dirichlet. Elles sont telles que la solution analytique est de la forme(1.21).
Nous étudions deux problemes : la solution analytique du premier est polynomiale avec
P(z) = 2° + 2 et la deuxieéme rationnelle avec 1(2) = 1/(z — zg), et ¢(z) = 0. Cette
derniere présente une singularité en zy. Pour ces deux problemes, le domaine est le

disque de rayon 1.

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 1.7 et 1.8. La figure 1.7 montre
I’erreur maximale sur le cercle intérieur de rayon r» = 0.9 pour les deux problemes. On
remarque que comme dans le cas du probleme d’Helmholtz et de Laplace, la conver-
gence s’améliore avec le degré. Cependant pour la solution de type polynomiale, la
meilleure convergence possible est atteinte des le degré 5, ce qui réprésente le degré
de la solution analytique. Ce résultat n’est pas étonnant car en effet nous faisons une
approximation de type polynomiale. Par conséquent pour le degré de troncature p = 5,

on tombe exactement sur la solution analytique. Au dela de ce degré on a le méme poly-
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0

_ 20=1+|

)
o

<

2 5
W L
9 w
A g
-10 J

0 0 2 3N 4
Degree

0 0 20 30 40 5%
Degree

FIG. 1.7 — Probleme de Dirichlet en élasticité linéaire (1.20). A gauche, la solution
analytique est un polynome et a droite, c’est une fonction rationnelle. On remarque
que la TMM arrive a approcher de maniére quasi exacte le polynome a partir du degré
p = b. Il y a p-convergence comme dans le cas du probleme de Laplace. Pour la solution
rationnelle, la qualité de la convergence dépend de la position du pdle de la fonction
rationnelle.

ndme avec de toutes petites erreurs qui s’y ajoutent. Pour la solution de type rationnel,
le test a été effectué pour deux singularités différentes. Comme dans le cas du probleme
de Laplace, on remarque que la convergence dépend de la position de la singularité.
On a une meilleure convergence lorsque la singularité est éloignée de la frontiere du

domaine.

Sur la figure (1.8), on présente la répartition de 1’erreur dans le domaine pour la
solution de type rationnel. Elle a été représentée pour la singularité en z; = 1 + 7. Cette
figure vient confirmer les remarques précédentes. On remarque que I’erreur est presque

uniforme dans tout le domaine sauf a proximité de la singularité ou elle augmente.

La figure 1.9 présente I'influence du point de développement sur la qualité de la
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1

1
+#«&———————Direction de la singularité

Erreur

Erreur sur le bord

Fi1G. 1.8 — Distribution de ’erreur dans le domaine pour le probleme d’Elasticité li-
néaire avec une singularité en [1,1]. L’erreur est presque uniforme dans le domaine
sauf a proximité de la singularité ou elle augmente.

Log(ereur maximale)

_10 I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Degré

FIG. 1.9 — Probleme de Dirichlet en élasticité linéaire (1.20), solution rationnelle. In-
fluence du point de développement sur la qualité de la convergence. La méthode est
stable par rapport au point de développement.
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convergence. On remarque que la méthode est stable par rapport a la position du point
de développement de la série approchée. En effet une petite variation de ce point influe
peu sur la convergence. Cependant, cette influence est plus marquée lorsque le point de
développement s’éloigne du centre du domaine. Nous verrons dans le chapitre 3, que

ceci est di au domaine de convergence, qui est limité par la premiere singularité.
Exemple2 : étude d’une poutre chargée a I’extrémité

A présent nous étudions le probleme d’une poutre chargée a I’extrémité (fig 1.10).
Les conditions aux limites de ce probleme sont mixtes. Sur la partie ', les conditions
aux limites sont de type Dirichlet et sur I',, elles sont de type Neumann. La solution

analytique de ce probleme est bien connue et est donnée par :

_ P(L-2)y
O 7
oy =10 . (1.24)
P
Tey = Z[CQ - yQ]

et

Py 2 _ 2
ux:—6E—j_[3x(2L—x)+(2+V)(y — )] |
Uy = 6%[x2(3L — )+ 3v(L — 2)y* + (4 + 5v)c*x]

(1.25)

Le moment est donné par I = 2¢®/3. Nous avons résolu ce probleme avec la TMM
et les résultats ont été comparés avec la solution analytique pour : P = 1, 2 = 1000,

c=1,L=12etv =0,3.

Les résultats obtenus sont représentés sur les figures 1.11 et 1.12. On observe une
trés bonne convergence. Lerreur est de I’ordre de 1072 a 'ordre p = 5. On a de la

p-convergence comme pour le cas de Laplace. Cet exemple vient valider la capacité de
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1.4. Résolution des problemes d’élasticité linéaire.
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FIG. 1.10 — Poutre chargée a l’extrémité.
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FI1G. 1.11 — Probleme de la poutre chargée a l’extrémité : solution approchée (p = 10)
et solution exacte sur la surface supérieure (y = c). Elle coincide bien avec la solution

exacte.
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FIG. 1.12 — Probleme de la poutre chargée a [’extrémité : évolution de [’erreur en
fonction du degré d’approximation.

la TMM a résoudre des problemes avec des conditions aux limites mixtes.
Les résultats obtenus dans cette section montrent que la TMM est une technique pré-
cise. Bien qu’elle n’ait pas encore été appliquée a de nombreux problemes mécaniques,

les tests effectués pour le moment font d’elle une méthode prometteuse.

1.5 Coit de calcul de la TMM

Dans cette section, nous faisons une comparaison de la TMM avec la MEF clas-
sique. Quatre types d’éléments seront considérés : triangulaires et quadrangulaires avec
des interpolations linéaires et quadratiques. Le probleme considéré est le probleme de
Laplace avec une singularité (1.12).

Généralement dans les méthodes de calcul, les taches les plus coliteuses sont le
calcul d’intégrales numériques et I’inversion de matrices. Comme toutes les méthodes

meshless collocation, la TMM évite I’intégration numérique, donc a un temps de calcul

34



1.5. Coiit de calcul de la TMM

faible. Dans [17] (page 33), une comparaison du temps de calcul de la TMM et de la
p-version a été faite en 1D. Les résultats ont montré que la TMM est plus rapide que la
p-version et que le temps de calcul augmente a peu pres linéairement avec le degré.

Dans la TMM, la matrice principale a inverser est la matrice /' obtenue apres ap-
plication des conditions aux limites. Il est bien connu qu’il existe une relation entre
le nombre de degrés de liberté (/Nddl), la largeur de bande de la matrice Nygpqe €t le
temps CPU. Avec les solveurs classiques comme Choleski ou la factorisation LU, le
temps CPU est O(NN?, ,.) pour une matrice creuse comme c’est le cas dans la MEF.
Néanmoins ce temps est réduit avec les nouveaux solveurs [54, 55], il dépend de la nu-
mérotation des noeuds. Ainsi une comparaison directe du temps CPU semble vraiment
complexe a mettre en oeuvre et a interpréter.

Dans cette section, nous faisons une comparaison de la TMM avec la MEF en terme

de nombre de degrés de liberté. Nous nous limitons a des maillages réguliers.

TAB. 1.3 — Comparaison de la TMM et de la MEF avec des éléments triangulaires
(T) ou quadrangulaires (Q) et des interpolations linéaires et quadratiques. Le tableau
présente le nombre de degrés de liberté nécessaires pour obtenir une erreur relative de
1072 ou 10~*. Les valeurs entre parenthéses sont les erreurs réellement obtenues.

Singularité a [2,0.3] Singularité a [1.2,0.3]
Type d’elements | Nddl: 1072 | Nddl: 10~* | Nddl: 1072 | Nddl:10~*
T1 57 (-2.108) | 14009 (-3.999) | 617 (-2.037) | 42009 (-3.855)
% T2 57 (-2.235) 801 (-4.053) | 801 (-2.348) | 10921 (-4.007)
= Q1 57 (-2.040) | 5897 (-4.000) | 617 (-2.039) | 42009 (-3.809)
Q2 57 (-2.382) | 457 (-4.150) | 801 (-2.460) | 4881 (-4.015)
T™MM 13 (-2.354) 25 (-4.175) 49 (-2.056) 91 (-4.037)

Les résultats sont présentés dans le tableau 1.3. Dans ce tableau, on fixe une er-
reur donnée (102 ou 10~%) et on regarde le nombre de degrés de liberté nécessaires

pour avoir une telle précision. Excepté le premier cas (X, = [2,0.3], erreur = 1072),
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Chapitre 1. Etude bibliographique et positionnement du sujet

la TMM nécessite beaucoup moins de ddl que la MEF classique et ceci méme pour la
meilleure convergence obtenue avec les éléments quadrangulaires et une interpolation
quadratique, le rapport se situant entre 20 et 50. Ces résultats ne sont pas tres surpre-
nants car la TMM ne discrétise que le bord et permet une convergence exponentielle

avec le degré.

1.6 Bilan et positionnement de la theése

Dans ce chapitre, nous avons passé en revue les méthodes numériques déja exis-
tantes et avons présenté la TMM. Les méthodes sans maillages sont depuis toujours
vues comme une alternative prometteuse pour surmonter les difficultés que rencontrent
la méthode des éléments finis. Toutefois a leur stade de développement actuel, elles ne
semblent pas trés convaincantes pour les utilisateurs de la MEF. En effet bien qu’elles
soient faciles d’utilisation, elles ne sont pas assez robustes et celles qui le sont ont un
domaine d’application limité ou ne sont pas tres précises ou un cofit de calcul trop im-
portant.

La TMM est une méthode sans maillage proposée il y a 3 ans par S. Zeze dans sa
these [17]. Les résultats présentés dans ce chapitre ont montré qu’elle permet une ré-
solution tres précise des EDP et offre une réduction conséquente du temps de calcul
(nombre de degrés de liberté). Dans ce chapitre nous nous sommes limités a des do-
maines simples notamment un disque et un rectangle, mais il faut noter que la TMM est
tres précise méme pour des domaines quelconques (exemple du probleme de la page 77
de [17]). Toutefois plusieurs limitations se présentent pour une application généralisée

de cette méthode.

— Les résultats précédents ont montré que la présence d’une éventuelle singularité

influe sur la qualité de 1’approximation. La connaissance de cette singularité et sa
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prise en compte dans la formulation de la méthode pourrait permettre d’améliorer

1’approximation.

— La méthode a du mal a résoudre des problemes avec des domaines tres larges. Il
est nécessaire de développer une technique pour raccorder plusieurs approxima-
tions polynomiales de haut degré sans perdre la propriété de convergence expo-
nentielle. S. Zeze dans sa theése a proposé une technique. Mais on verra qu’elle

n’est pas tres fiable et ne permet pas d’obtenir une convergence exponentielle.

Les travaux de these présentés dans ce mémoire s’inscrivent dans la continuité des
travaux entrepris dans [17]. Le but de nos travaux est de rendre plus stable et plus robuste

la TMM. Nos travaux porteront sur les points suivants :

— Mise en place d’une technique permettant de résoudre des problemes avec des do-
maines larges ou complexes. Dans ces cas, on subdivisera le domaine en plusieurs
sous domaines et une résolution par la TMM sera faite sur chaque sous domaine.
La technique développée aura pour réle d’assurer une certaine continuité du dé-

placement et du flux a I’interface.

— La mise en place d’une technique permettant la détection de singularités a partir
des coefficients de Taylor calculés. La connaissance de cette singularité permettra

de proposer des techniques d’accélération de convergence.

— Elargir le domaine d’application de la TMM a travers son application a des pro-

blemes d’élasticité non linéaire.
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|CHAPITRE 2

Techniques de raccord de polynomes

de degrés élevés : vers une résolution

multizone

2.1 Introduction

Les résultats obtenus au chapitre précédent ont montré que la convergence de la
TMM dépend du probleme étudié et aussi de la nature de la solution analytique. 11 a été
remarqué que pour certains probleémes, la convergence ne peut étre obtenue que si on
subdivise le domaine en plusieurs sous domaines en faisant une approximation en série
de Taylor sur chaque sous domaine. C’est le cas de I’équation d’Helmholtz résolue sur
un rectangle. Le probleme diverge lorsque la longueur du rectangle devient tres grande,
ceci a cause de la présence de couches limites.

Cette divergence peut €tre aussi rencontrée lors de la résolution des problémes avec
des caractéristiques mécaniques variables d’une zone a une autre. Comme exemple on

peut citer le probleme des sols avec différentes inclusions, 1’étude micro mécanique des
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Chapitre 2. Techniques de raccord de polynémes de degrés élevés : vers une résolution multizone

composites etc.

Pour résoudre ces problemes avec la méthode proposée dans cette these, il faudra
subdiviser le domaine en plusieurs sous domaines et faire une approximation de Taylor
sur chaque sous domaine. Cette manipulation n’est possible qu’en couplant la méthode
avec une technique de raccordement qui permettra d’assurer la continuité des solutions

ainsi que de leurs premieres dérivées aux interfaces entre les sous domaines.

Les problemes d’interface sont souvent rencontrés en méthode des éléments finis
lors de la résolution des problemes multi-modeles et multi-échelles. Le domaine est
découpé en plusieurs sous domaines et un maillage est établi sur chaque sous domaine.
Ainsi on distingue deux types de raccord : les raccords conformes appliqués dans les cas
ou les lignes de maillages sont continues au passage d’une frontiere entre deux blocs et
les noeuds de leurs interfaces respectives coincident, et les méthodes de raccords non
conformes ou il y a une discontinuité entre les maillages. Parmi les méthodes conformes,
on peut citer la méthode de décomposition de domaine FETI [56] et, parmi les méthodes
non conformes, la méthode des joints-mortier (Mortar en anglais) [57,58] ou la méthode
Arlequin [59, 60]. On notera que toutes ces méthodes introduisent des multiplicateurs

de Lagrange.

L’ objectif de ce chapitre est de proposer des techniques de raccord adaptées a la
TMM. Ces techniques doivent €tre robustes et efficaces. Ainsi plusieurs techniques de
raccord ont été explorées afin de trouver les mieux adaptées. L’originalité de ce travail
réside dans le couplage des méthodes de raccord avec une méthode sans maillage de type
"boundary only" basée sur la formulation forte de ’EDP et ceci en utilisant des points
de collocation et non la méthode de Galerkin. Dans un premier temps, on applique
notre méthode sans maillage au probleme de Poisson sur une couronne. L’intérét de

cette étude est de montrer que la méthode proposée diverge dans certain cas et qu’une
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2.2. Géométrie du domaine et p-convergence

résolution en multizone est inévitable. Enfin, plusieurs techniques de raccord ont été

explorées afin de trouver la plus robuste et la plus efficace.

2.2 Géométrie du domaine et p-convergence

2.2.1 Equation de Poisson sur une couronne

Nous nous proposons de résoudre par la TMM 1’équation de Poisson sur une cou-

ronne de rayon intérieur r; et de rayon extérieur 7y :

4
SAus o dens Q= {(wy)/rt <a 4yt <d)
Y (2.1)

u(z) = u’(z) sur  0f)
La solution exacte de ce probleme est :

1

—_— 2.2
ZEQ + y2 ( )

u(r,y) =

Cette solution présente une singularité en X, = [0, 0] (singularité située au centre
de la couronne, mais hors du domaine étudié). Les conditions aux limites considérées
sont de type Dirichlet.

Pour résoudre ce probleme par la TMM, on approche 1’'inconnue par une série de
Taylor développée en ¢, et tronquée a un ordre p. La résolution se fait de maniere di-
recte dans le domaine et on applique les conditions aux limites par une technique des
moindres carrés (voir mise en place de la technique dans le chapitre précédent). Pour
cela on choisit des points de collocation de maniere réguliere sur la couronne (voir fig
2.1).

On s’intéresse a I’erreur relative sur le cercle moyen (cercle de rayon (7 + r2)/2).
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F1G. 2.1 — Discrétisation de la couronne en monozone. Les points de collocations ne
sont choisis que sur la frontiere.

Dans nos tests, nous avons considéré r; = 0.8, ro = 1.

Dans ce chapitre, pour la représentation des solutions, on utilise les coordonnées
polaires (r, 8). Ainsi la plupart de nos courbes seront tracées en fonction de 6 (avec r
fixé).

La figure 2.2 présente les erreurs pour deux points de développement différents :
a gauche ¢y = [—1,0] et a droite ¢, = [1,0]. Elles ont été obtenues avec un degré de
troncature p = 10. On remarque que, quel que soit le point de développement choisi,
la TMM diverge. Cependant on remarque qu’elle diverge fortement a des endroits pré-
cis. Dans le cas du point de développement en [1, 0] la méthode diverge fortement au
voisinage de # = 7 et pour le point de développement en [—1, 0] elle diverge fortement
au voisinage de # = 0 ou 27. Ces endroits correspondent aux points diamétralement
opposés aux points de développement respectifs. Ces résultats ne sont pas tres éton-
nants dans la mesure ou les séries ont un domaine de convergence au dela duquel elles
divergent. Dans la littérature, les rayons de convergence sont généralement approchés

par la premiere singularité. En suivant cette logique, le domaine de convergence pour
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2.2. Géométrie du domaine et p-convergence

Log(erreur)

0.5
0

FI1G. 2.2 — Probléeme de Dirichlet, équation de Poisson sur une couronne (2.1). La réso-
lution avec une seule zone diverge, degré p = 10. Gauche : point de développement en
[-1,0]. Droite : point de développement en [1,0]

chaque point de développement peut étre représenté comme sur la figure 2.3. Cette théo-
rie vient confirmer nos résultats dans le sens ou, bien que la méthode diverge, elle donne
de meilleurs résultats au voisinage du point de développement et ceci jusqu’a un rayon

de convergence donné.

Maintenant on s’intéresse a I’influence de I’ordre de la série approchée sur la qualité
de la solution. Rappelons que dans les cas traités dans le chapitre précédent, la solu-
tion converge mieux lorsqu’on augmente le degré (p-convergence). Sur la figure 2.4,
on trace le logarithme de I’erreur maximale obtenue sur le cercle moyen. Le point de
développement a été choisi en ¢y = [1,0]. Contrairement aux attentes, la qualité de la
solution ne s’améliore pas avec I’ordre de troncature. Les tests ont été effectués pour
plusieurs points de développement et aucun ne permet de faire converger la méthode.
Ce qui est logique en suivant la théorie des singularités et du domaine de convergence.

En effet avec la singularité en [0, 0], il n’existe aucun point de développement qui per-
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Domaine de convergence

Point de développement

FIG. 2.3 — Représentation du domaine de convergence suivant le point de développe-
ment de la série solution. Ce domaine a pour centre le point de développement et pour
rayon la distance entre le point de développement et la singularité la plus proche.

log(Erreur maximale)

5 10 15 20 25 30 35 40
Degré

FIG. 2.4 — Equation de Poisson sur une couronne. Absence de P-convergence en mono-
Zone.
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2.2. Géométrie du domaine et p-convergence

mette d’obtenir un domaine de convergence couvrant tout le domaine.

Toutefois on remarque que chaque point de développement choisi donne un do-
maine de convergence qui couvre un secteur bien donné du domaine. On peut alors
espérer construire des solutions convergentes par morceaux en subdivisant le domaine

en plusieurs sous domaines et en faisant la résolution sur chaque sous domaine.

2.2.2 Equation de Poisson sur un secteur

On considere une partie de la couronne et on se propose de résoudre 1’équation de
Poisson (2.1) sur cette partie. Le domaine est donc le secteur €2 repéré par I’angle « et

par I’ouverture 3 (fig 2.5). Le probléme a résoudre devient :

4
Ay — 0
U 1 ) dans
u(z) =ul(z)  sur Sy=SjuUS? (2.3)
\%(g)z@ sur S, =S'uUS?

La solution analytique de ce probleme est la méme que celle de la couronne (2.2).
Cette fois ci, on a deux types de conditions aux limites : les conditions aux limites de
type Dirichet sur les arcs extérieurs (Sy) et les conditions aux limites de type Neumann
sur les segments aux bords (S,,). On applique la TMM avec des points de collocation
choisis comme sur la figure 2.5. On choisit deux types de points de collocation a la
frontiere : sur les arcs on choisit M, points de collocation sur lesquels on applique des
conditions aux limites de type Dirichlet et sur les segments on choisit M, points de
collocation sur lesquels on applique des conditions aux limites de type Neumann (pour

I’application des conditions aux limites mixtes voir chapitre précédent).
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* SZ *  Points de collocation Neumann
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FIG. 2.5 — Discrétisation d’une partie de la couronne.

Dans le tableau 2.1, on présente le logarithme de I’erreur relative maximale pour dif-
férentes valeurs de 3 et de 1’ordre p. Ces résultats ont été obtenus pour o = 0 et le point
de développement est choisi au milieu du secteur (¢ sur fig 2.5). Ce tableau montre que
lorsqu’on diminue la valeur de 3, on améliore la qualité de la solution. Ceci confirme la

théorie sur le rayon de convergence. Rappelons que /3 est I’ouverture du secteur, ainsi
plus la valeur de § diminue, plus le secteur est petit et donc le domaine de conver-
gence des séries calculées couvre mieux le secteur. On remarque aussi que lorsqu’on

augmente I’ordre p d’approximation, la solution approchée converge exponentiellement

vers la solution analytique (on a p-convergence).
On déduit alors qu’on peut résoudre le probleme (2.1) par la TMM en divisant la
couronne en au moins 4 zones et en faisant une résolution sur chaque sous domaine.

Cependant une question se pose : comment assurer la continuité des séries solutions aux
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2.2. Géométrie du domaine et p-convergence

TAB. 2.1 — Probleme mixte, équation de Poisson sur un secteur (2.3). On obtient une
meilleure convergence lorsque 1’ouverture 3 du secteur décroit. My est le nombre de
points de collocation de type Dirichlet et M, est le nombre de points de collocation de

type Neumann.

15} Degré | M; — Ms | log(Erreur maximale)

5 20 — 10 2.0228
m(Monozone) 10 40 — 20 3.8028
5 20 — 10 0.5758

/2 10 40 — 20 0.8691
20 80 — 40 2.3435

35 140 — 70 4.3193

5 20 — 10 -1.5800

/4 10 40 — 20 -2.1389
20 80 — 40 -3.0064

35 140 — 70 -3.3186

5 20 — 10 -1.9526

10 40 — 20 -3.6026

/6 20 80 — 40 -6.5307
35 140 — 70 -6.7232

5 20 — 10 -2.4435

10 40 — 20 -4.6345

/8 20 80 — 40 -9.3923
35 140 — 70 -9.2048

47



Chapitre 2. Techniques de raccord de polynémes de degrés élevés : vers une résolution multizone

interfaces entre les sous domaines ?

2.3 Position du probleme multizone

Soit 2 un domaine de R? et de frontiere 9). On veut résoudre un probléme d’équa-

tions aux dérivées partielles elliptique du second ordre :

Lu=f dans
(2.4)

u(z) = u'(x) sur OS2

ou L est un opérateur différentiel continu (par exemple le laplacien). Supposons que

le domaine 2 est la réunion de K sous domaines {Q*}; <<k

Ce cas de figure peut apparaitre naturellement lorsqu’on étudie des problemes qui
font appel a différents matériaux. C’est le cas des problemes avec inclusions, le cas
de I’analyse micro mécanique des composites ou les fibres et les matrices sont traitées

séparément...

Cette idée de sous domaines peut étre couplée a la TMM pour résoudre des pro-
blemes a géométrie complexe ou lorsqu’une partie du domaine a étudier présente un
intérét particulier (par exemple des fissures). Dans ces cas, on introduit des interfaces
virtuelles de telle maniere qu’on résolve le probleéme séparément dans la zone d’intérét

et dans le reste de la zone.

Pour des raisons de simplicité, on va supposer que le domaine {2 est la réunion de
deux sous domaines Q! et Q? tels que Q' NQ? # () (voir fig 2.6). Ceci étant, la technique
qui sera proposée peut étre étendue a un nombre de sous domaines K quelconque. De

méme on peut utiliser des conditions aux limites de type Neumann ou mixte. Résoudre
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X
x * I* X
X X "~ x
[ i
¢+ 2 X
X Qt | Q ¥
X ! x
.X S, =¥ g X
% X

FIG. 2.6 — Réprésentation du domaine continu de I’EDP et de la discrétisation du bord
pour la résolution en deux zones. Le domaine est divisé en deux sous domaines Q' et 2.
La discrétisation introduit deux types de points : des points de collocations sur les bords
'Y, T2 sur lesquels on applique les conditions aux limites et des points de collocations
sur Uinterface I'" ou on applique les conditions de transmission.

le probleme (2.4) revient a résoudre les deux problemes suivants :

Lu' = f dans Q' Lu? = f dans Q?
et (2.5)

u'(z) = ul(z) sur T! u(z) = ul(z) sur TZ
avec les conditions de continuité aux interfaces :

Loy s ou' ,  Ou? .
ulz)=wiz) e —-(@=4- sur T (2.6)

oulM =90 NN, T2 =902 N o0 et I = 9N N IO

Par la formulation actuelle de la TMM, nous savons résoudre dans chaque sous
domaine les équations (2.5). En effet en faisant une approximation en série de Taylor
pour u! et u?, on obtient par condensation deux familles de fonctions de forme P} (z) et

PZ(z) telles que :

ulz) =P+ Y Play et w’(2) =P +) Py 2.7)
k k
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Les variables {v'} et {v?} sont 2 déterminer par les conditions aux limites. Toutefois
dans le cas présent, en plus des conditions aux limites, les solutions doivent vérifier les
conditions a I’interface (2.6).

La discrétisation des bords des domaines Q! et Q? fait donc apparaitre deux types

de points (fig 2.6) :

— Les points sur les bords 92 N 9! et 9Q N 9Q? ot 1’on applique les conditions

aux limites par la méthode des moindres carrés.

— Les points sur I'interface I';2 ou I’on applique les conditions de transmission en

utilisant une technique de raccord.

2.4 Raccord par la méthode des moindres carrés

2.4.1 Principe de résolution multizone

Dans sa these [17], S. Zeze a proposé d’assurer les conditions a I'interface de la
méme maniere que les conditions aux limites, c’est-a-dire en utilisant la méthode des
moindres carrés. Pour illustrer cette technique, considérons le probleme en deux zones
(2.5)(2.6). En appliquant la TMM a chacune des équations de (2.5), on fait une réso-
lution directe de I’'EDP dans les sous domaines €. Cette résolution directe permet de
construire des fonctions de formes et fait intervenir des inconnues {v'} et {v?}. Pour
déterminer ces inconnues, on doit appliquer les conditions de continuité et les condi-
tions aux limites. La technique présentée dans cette section propose d’appliquer toutes
ces conditions en utilisant la technique des moindres carrés. Pour cela, la discrétisation

du domaine se fait comme suit :

— On choisit M; points de collocation sur la frontiere I'!. Sur ces points seront

appliquées les conditions aux limites associées au sous domaine €2;.
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— On choisit M, points de collocation sur la frontiere I'?. Sur ces points seront

appliquées les conditions aux limites associées au sous domaine €2,.

— On choisit M, points de collocation sur la frontiere I'". Sur ces points, on ex-
prime la condition de continuité entre u! et u? ainsi que de leur premiere dérivée

normale.

Les fonctionnelles des conditions aux limites s’ écrivent alors :

M1 2P1+1

1
Ji(v') = 3 S Pz + Y Pl v —ut(zy,)
ji=1 i=1
1 Mo 2pa+1 2 (2.8)
Jo(v?) = 5 SR, + Y Pyl — ut(zy,)
jo=1 i=1
La fonctionnelle de raccord au sens moindre carrés s’ écrit :
M, 2
1 — 2 |out ou?
1 2\ _ 1 2
foh ) = 5 Dol e~ )+ @)= G|l e

La fonction J a minimiser pour résoudre le probleme complet (2.4) doit contenir toutes

les données de Dirichlet sur les 2 zones et les données de raccord a I’interface :

J('v?) = Ji(v") + S (v?) + (vt v?) (2.10)

La minimisation de la fonctionnelle J conduit a un systeme :

= 2.11)
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avec ©

Ky =Ko+ Kenn + Ko, Ky = Kai2 + Kpi2
Koy = Koo + Kppo + K22 Ko = Kng
ou
M, '
[Kan1] = Z [QJ} avec ka’ = Pil@j)Pkl@j)a z; € It (2.12)
j=1
M,
(K1) = > [D'] avec Djy = P(z,)P}(z,), z, €I
t=1
o orl 9P}

[Kcll} = Z [Gt} avec Gfk = a_é(zt)a_;(gt% z, € rr

Mo
[Kan] = Y [Q] avec Qj = P(z,)Pi(z,), z, €TI?
r=1
M,
[K2o| = Z [H'] avec Hj, = P}(z,)P}(z,), z,€T"
t=1
- oP2  OP?
[Ken) =) (W] avee Wi = 5 (z) 5 5 (), z el (2.13)
t=1
M,
[Kai2] = — Z [St} avec ka = Pil@t)sz@t)a z, €I”
t=1
M,
. orP! OP?
[Kp12] = — [SZt] avec 52!, = a—é(&)a—;(%% z, el”

t=1
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et
=S (03 () +z§{zf}
=t N_[ - (2.14)
%}EHW+ZWH§}W

{0} = @ »EU

{M—@%q—@kﬂ%ﬂm

{0} = (u'(zy) — P (ay)) PP(zy)
{6} = (Py(z)) — Pi(z)) PP (x)
w%—fl )-8 w) S

2.4.2 Evaluation de la technique de raccord par moindres carrés

Pour évaluer la technique de raccord avec les moindres carrés, on se propose de

résoudre le Laplacien sur un disque de rayon unité (2.15) :

—Au=0 dans Q= {(z,y)/2*> +y* < 1}
(2.15)
u(z) = u'(x) sur  0f

La solution exacte de ce probleme est : ud(x,y) = (x — 1)/((x — 1)2 + (y — 1)?).

Elle présente une singularité en X, = [1, 1].
Dans le chapitre précédent, ce probleme a été résolu en une seule zone. Les résultats
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obtenus ont montré une bonne convergence ainsi que de la p -convergence. L’erreur
relative maximale dans le domaine est de 10~ pour un degré de troncature de p = 10
et avec 42 points de collocations sur toute la frontiere (voir fig 1.5).

Dans cette partie, nous nous proposons de résoudre ce probleme en subdivisant le
domaine en plusieurs sous domaines et en faisant la résolution par sous domaine en uti-
lisant la technique présentée ci-dessus. Le but de cette opération est d’abord de s’ assurer
que le raccord n’introduit pas d’erreur dans la résolution et ensuite de voir si elle permet
d’accélérer la convergence de la TMM.

Nous introduisons une interface virtuelle en divisant le disque en deux (fig 2.7) et

une résolution du probléme de Laplace a été faite sur chaque demi disque.

o
X x x X

frontiere zone1
x frontiere zone2
*  Point de collocation interface

¥k % Kk Kk ok ¥k ok k Kk ok ¥ Kk ¥ * k¥ ¥ ¥

FIG. 2.7 — Réprésentation du domaine pour le probleme de Laplace avec des conditions
aux limites de type Dirichlet. Le domaine est discrétisé en deux zones. Dans chaque
zone, la solution est approchée par une série de Taylor de degré p. Apres résolution
directe dans les sous domaines, on a 2p + 1 inconnues dans chaque sous domaine, a
déterminer avec les conditions aux limites et les conditions de transmission.

La premiere série de résultats n’a pas été tres concluante. En effet, le raccord n’est
pas parfaitement pris en compte. Sur le «path» que nous avons tracé, au moment du

passage d’une zone a I’autre, on constate que la solution approchée s’éloigne fortement
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(0] T T T T T T

Solution approchée
Solution exacte

FIG. 2.8 — Probleme de Dirichlet. Equation de Laplace sur un disque (2.15). Solutions
approchée et exacte pour une résolution en deux zones avec p; = py = 10. On observe
une discontinuité de la solution approchée au niveau de l’interface.

de la solution analytique. Sur la figure 2.8, on présente la solution sur le cercle de rayon
r = 0.8 et ceci pour la résolution faite en 2 zones. Ces courbes ont ét€ obtenues avec
p1 = 10, po = 10, M; = 40, My = 40 et M, = 10. Le point de développement
de chaque zone a été pris en son centre géométrique. Les courbes sont représentées en
fonction de 6. On rencontre donc I’interface en deux endroits : § = 7/2 et § = 37/2.
Or, c’est justement a ces abscisses que I’on remarque des discontinuités de la solution
approchée (fig 2.8). Sur cet exemple, on remarque toutefois que la dérivée de la fonction

semble continue.

Afin de prendre mieux en compte le raccord entre les zones, 1’idée suivante a été
d’ajouter un coefficient dans la fonctionnelle précédente pour ainsi résoudre le probleme

au sens des moindres carrés pondérés. Comme vu précédemment, le raccord n’est pas
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bien pris en compte. La solution approchée présente une discontinuité alors que sa dé-
rivée semble, elle, bien continue. Afin de pouvoir obtenir un raccord plus « propre », il
semble qu’il faille accorder un poids plus important au terme représentant la continuité

de la fonction au niveau de la fonctionnelle.

La nouvelle fonctionnelle de raccord s’écrit alors de la maniére suivante :

1 M- 1 2 2 aul auz 2
clon,02) = 5 Yl ;) — e, )+ 5| Se,) - S(e,)| ] @16)
Jjr=1

Différents essais ont été effectués a partir de cette fonctionnelle. Sur la figure 2.9 on
présente les résultats pour o = 10 et @« = 100. La discontinuité observée précédemment
semble étre un peu corrigée pour a« = 10, mais toutefois la convergence n’est pas ac-
quise comme dans la résolution en monozone. Le réflexe a ét€¢ d’augmenter la valeur de
« pour améliorer la qualité de la solution. Mais les solutions obtenues ont montré que
la méthode diverge completement. L’erreur est méme plus grande que précédemment,
le cas précédent revenant a considérer la valeur o = 1.

Plus généralement, outre ce cas particulier, 3 cas de figure se sont présentés a nous

durant les différents essais effectués :
— soit la fonction elle-méme présente une discontinuité,
— soit la dérivée de la fonction présente une discontinuité,

— soit la fonction et sa dérivée sont continues, mais la solution approchée est tres

éloignée de la solution exacte sur la quasi-totalité du domaine.

L’approximation est alors totalement erronée. Visiblement, ce qui semblait tre une
piste a explorer n’est pas la bonne démarche a adopter. Méme en procédant « pas a pas »,

a aucun moment, nous n’avons pas réussi a obtenir un résultat acceptable. Quand bien
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— Solution approchée
—— Solution exacte

~02 — Solution approchée 1 -0.2 I\
—— Solution exacte

. . 14 . . . . . .
0

FIG. 2.9 — Probleme de Laplace sur un disque (2.15). Solution exacte et approchée
obtenues avec la fonctionnelle de raccord (2.16). A droite o = 10, a gauche o« = 100

méme nous serions parvenus a la suite de plusieurs essais a une bonne estimation, cette
méthode n’aurait pu €tre validée.

En effet, une méthode de résolution ne peut étre acceptable que si elle présente une
certaine robustesse quant a son utilisation. Une méthode est dite robuste si elle permet
d’obtenir a coup slir un résultat convergent au bout de quelques itérations, méme en
faisant varier de maniere importante les différents parametres en entrée (nombre de
points de collocation, de points de raccord...). De plus, les itérations ne doivent pas étre
effectuées de maniere «aléatoire», c’est-a-dire qu’elles ne doivent pas dépendre trop
fortement du point de vue de I'utilisateur. Cette méthode ne peut donc en aucun cas étre
qualifiée de robuste.

Ainsi il n’est pas nécessaire d’insister sur cette méthode en introduisant par exemple un
deuxieme coefficient qui permettrait de donner deux poids différents au raccord de la
fonction d’une part et de la dérivée d’autre part. Ceci rendrait la méthode encore moins

robuste. Il faut donc s’orienter vers une nouvelle méthode.

57



Chapitre 2. Techniques de raccord de polynémes de degrés élevés : vers une résolution multizone

2.5 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

2.5.1 Principe de la résolution multizone

L’ idée de cette technique est de traiter les conditions de raccord comme des condi-
tions supplémentaires que doivent vérifier les solutions obtenues sur chaque sous do-
maine. Ainsi on traite les conditions aux limites par la méthode des moindres carrés et
on ajoute des contraintes que sont les conditions de continuité aux interfaces : on fait de

la minimisation sous contrainte. Le probléme a étudier devient donc :

Minimiser L(v',v?) = Ji(v') + Jo(v?)

i (v vf) = ul(z;) —u(z;) =0 R (2.17)
avec z.
out ou? =
2,1 oy _ OW o\ ouT,
7/13 (U U ) - an (£]> an (gj) 0

La technique de résolution d’un tel probleme est connu sous le nom de "méthode
des multiplicateurs de Lagrange". D’apres le théoreme des multiplicateurs de Lagrange,
(vl, v?) est solution du probléme (2.17) si et seulement s’il existe un couple de vecteurs

(A1, \?) tel que le 4-uplet (v!, v% X!, A\?) rend stationnaire la fonction :

Jh o2 XA = Ji(vh) + L (v?) + e(vt, v AL A2 (2.18)
avece ©
My
c(v', 07 AN = N (01, 0%) + Xed (0! 0?)] (2.19)
j=1

En posant A =< A, Ay >, la minimisation de la fonctionnelle L conduit a un
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systeme linéaire :

K, 0o ol | B
0 K Oyl V=5 220
c, -, 0 A F3
avece

My )

K] =3 [Q] avee @)= Plx))Pilz). z; €T’
j=1
Mo )

o] = Y [@] avec Q) = P Pi(y), z; €T
j=1

C’sz [011 012]:

[C1] =[C] avec Cy, = Pl(z;), xz, €T”
[C1] = [C] avec Cy = VP (z,), z, €T”
CT = [Cy Chal -

[Cyn] =[C] avec Cy, = PZ(z;), =z, €T”

[022] = [CT] avec Cy, = VP,?(%), T, € I
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et

My

Fl = Z (u!(z;) — Pio(z;)) Pul(z;) 1<i<2N; +1
j=1
Mo

Fi2 = Z (Ud(ik) - PZO(%)) PQi(£k> 1 <i<2N;+1

k=t 2.21)

FT— [0 ]
bi = (Po(z;) — Po(z;))  1<i< M,

2= (G- Giw)) iy

Dans I’expression de la fonction .J, on remarque que le nombre de points de colloca-
tion choisis sur I’interface est exactement égal a celui des multiplicateurs de Lagrange
associés a chaque fonction ¢/*. Ceci étant, en minimisant cette fonction, on obtient M,
équations de continuité pour u! et u? et le méme nombre pour assurer la continuité de
leur premiere dérivée normale. Au total, on a 2, équations de raccord. Le nombre
total de multiplicateurs de Lagrange est donc Ny = 2M,.

Pour un opérateur différentiel d’ordre 2, le nombre de fonctions de formes est de 2p+ 1.
Ce qui fait qu’on a 2p; + 1 inconnues dans chaque zone. Pour que le probleme (2.20) ne

soit pas mal posé, il faut que la condition N, < 2(p; + po + 1) soit vérifiée.

2.5.2 Validation de la technique de raccord avec les multiplicateurs

de Lagrange

2.5.2.1 Probléme de Laplace

On considere 1’équation de Laplace sur un disque (2.15), avec une singularité en

[1,1]. Ce probleme a été résolu en deux zones dans la section § 2.4.2 en utilisant la
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technique des moindres carrés pour le raccord a I’interface.

Ici nous nous proposons de résoudre le méme probleme en utilisant le couplage
"TMM - Méthode des multiplicateurs de Lagrange" comme présenté ci dessus. La dis-
crétisation du bord du domaine se fait de la méme maniere que dans la méthode des
moindres carrés fig (2.7). Chaque point (gj) de I'interface entre les zones, est associé a
deux multiplicateurs de Lagrange (A]l et )\f). Les parametres de résolution du probleme

sont :
— L’ordre de troncature des séries dans chaque zone (p; et p2).

— Le nombre de points de collocation sur le bord de chaque sous domaine ()/; et

Mos).
— Le nombre de points de collocation sur I’interface entre les sous domaines (),.).

On s’intéresse a I’erreur relative sur le cercle intérieur de rayon » = 0.8. Ce cercle
traverse les deux zones et coupe I'interface en § = /2 et § = 37/2, ce qui permet
d’analyser la solution approchée sur chaque zone ainsi qu’a I’interface (méme décou-
page que sur la figure 2.7). Sur la figure 2.10, on présente la solution approchée et la
solution exacte pour des degrés de troncature p; = ps = 10 et pour M, = 10, c’est a
dire 20 multiplicateurs de Lagrange. La courbe de I’erreur montre une trés bonne préci-
sionen § = /2 eten § = 37/2. On a donc bien assuré la continuité de la fonction ainsi
que de sa premiere dérivée. Par conséquent la méthode des multiplicateurs de Lagrange
a permis d’assurer de maniere efficace les conditions de raccord. On remarque aussi que
le raccord n’a pas introduit d’erreur considérable dans les sous domaines. Ainsi on a
une erreur maximale de 1’ordre de 3.1073.

Maintenant on s’intéresse a I’influence du nombre de points de raccord sur la qualité
de la solution. Cette étude est tres importante, car ce nombre influe fortement dans la

résolution du probleéme :
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—3
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FI1G. 2.10 — Probleme de Laplace sur un disque (2.15). Solutions et erreur sur le cercle
de rayon 0.8, pour une résolution en deux zones avec la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. On remarque une bonne continuité aux interfaces (6 = m/2 et 0 = 37/2).

— il définit la qualité des informations transmises a I’interface. Plus le nombre de
points de collocation choisis a I’interface est grand, plus on écrit d’équations de

continuité a I’interface (2.17).

— D’autre part, ce nombre est directement 1ié au nombre de multiplicateurs de La-
grange. D’apres le théoreme de Lagrange pour avoir un probleme bien posé, le
nombre de multiplicateurs de Lagrange doit €tre inférieur au nombre d’inconnues.
Ainsi si le nombre de points de raccord est treés grand, la matrice K du systeme

linéaire (2.20) sera mal conditionnée et on tendra vers des solutions moins bonnes.

Le couplage effectué nous impose donc de choisir un nombre important de points sur
I’interface tout en faisant attention au degré de troncature choisi. Dans le tableau 2.2, on
présente I’erreur pour plusieurs valeurs de 1’ordre d’approximation et aussi différentes

valeurs du nombre de multiplicateurs de Lagrange V. Les résultats viennent confirmer
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nos analyses. En effet dans le cas ou le nombre de multiplicateurs de Lagrange est tres
petit, on peut obtienir une assez mauvaise convergence. Néanmoins les résultats obtenus
ne nous permettent pas de définir exactement un nombre optimum de multiplicateurs
pour obtenir une bonne convergence. Toutefois on remarque que pour tous les degrés,
on obtient une convergence raisonnable pour N, = 2p. De plus I’approximation reste
correcte lorsque N, varie autour de 2p, ce qui montre la robustesse de la méthode. Les
résultats obtenus montre aussi une dépendance de la qualité de la solution en fonction
du degré de troncature des séries solutions. On obtient une tres bonne convergence en

augmentant I’ordre comme dans le cas de la résolution de ce probleme en monozone.

TAB. 2.2 — Influence du nombre de multiplicateurs de Lagrange N.

Degré | My — M, — M, | N, | log(Erreur maximale)
10-2-10 4 -0.1592
p=4 10-4-10 8 -1.1002
10-6-10 12 -0.9847
20-6-20 12 -1.7369
20-8-20 16 -2.4695
p =10 20-10-20 20 -2.6641
20-12-20 24 -2.5460
20-14-20 28 -2.5460
20-20-20 40 -2.5460
40-12-40 24 -2.9640
20-16-20 32 -4.4692
20-18-20 36 -5.2678
p =20 40-20-40 40 -5.1621
40-22-40 44 -5.1009
40-24-40 48 -5.1008
20-30-20 60 -5.0993
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2.5.2.2 Raccord de deux polynomes de degrés différents

Nous nous intéressons maintenant au comportement de la technique de raccord pro-
posée dans le cas de deux polynomes différents de part et d’autre de I’interface.

On considere le probleme de Laplace (2.15) avec une singularité en X, = [1.5,0].
Lerreur est calculée sur le cercle intérieur de rayon 0.8. Le domaine est divisé en deux,
comme sur la figure 2.7. Les points de développement sont ¢; = [—0.5, 0] pour la zone
a gauche et ¢c; = [0,0] pour la zone a droite (voir fig 2.11). Le deuxieme point de

développement a été choisi de maniere a €tre éloigné de la singularité.

Py Py

C, ¥ * Cy ‘m

FIG. 2.11 — Probléme de Laplace sur un disque avec une singularité en [1.5, 0]

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 2.3. Ce tableau montre qu’on
arrive a assurer la continuité a I’interface, méme dans les cas ou les degrés des poly-
ndmes raccordés sont tres différents de part et d’autre de I'interface. Une comparaison
avec la convergence obtenue en monozone montre que la résolution multizone permet
d’accélérer la convergence. En plus la résolution multizone permet de faire des déve-

loppements de Taylor différents dans les zones. L’erreur obtenue en monozone avec un
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degré 15 est obtenue en multizone en faisant une approximation d’ordre 5 loin de la
singularité et une approximation d’ordre 15 pres de la singularité. La méthode de réso-
lution en multizone sera donc tres bénéfique pour la résolution des problemes a zones
d’intérét tels que les problemes de fissures. En effet pour ces problemes au lieu de faire
une approximation de tres haut degré dans tout le domaine, on peut se contenter d’une
approximation de tres haut degré dans les zones d’intérét et d’une approximation de bas

degré dans le reste du domaine.

TAB. 2.3 — Raccord de deux polynomes différents par la méthode des multiplicateurs de
Lagrange.

p1 | p2 | Nx | M, | log(Erreur maximale)
5115112 ] 6 -2.17
7 115] 16 | 8 -3.47
8 | 15|16 | 8 -3.29
16 | 8 -2.88
9 11520 | 10 -3.79
24 | 12 -3.67
24 | 12 -4.55
12115 28 | 14 -4.32
28 | 14 -4.42
15115 32 | 16 -4.18
Monozone p = 15 -2.70

Cependant, il faut remarquer que dans le cas des approximations multizone, il faut
mettre le prix en terme de degrés de liberté. Rappelons qu’en monozone, pour un degré
p fixé, le nombre de degrés de liberté est 2p + 1. Pour une résolution multizone, il y
a d’abord 2p; + 1 degrés de liberté dans chaque sous domaine (degrés de liberté de
la méthode TMM), en plus il y a les degrés de liberté introduits par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange qui est le nombre de multiplicateurs de Lagrange (nombre

d’équations de transmission écrites a 1’interface).
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D’autre part, ce tableau vient confirmer les résultats du tableau 2.2 ou 1’on a remar-
qué que pour avoir une bonne convergence, il faut approximativement 2p multiplicateurs
de Lagrange, c’est-a-dire p points de collocation sur I'interface. Dans le cas de deux de-
grés différents p; < po, il faudra prendre en compte le degré le plus faible (N ~ 2p;).
On remarque aussi qu’a partir de ce nombre optimal, la convergence est stable : la mé-
thode de raccord des multiplicateurs de Lagrange est robuste par rapport au nombre de

multiplicateurs de Lagrange.

2.5.2.3 Probleme de Poisson

Pour s’assurer de I’intérét de la résolution en multizone, nous nous intéressons main-
tenant au probleme de Poisson sur une couronne (0.8 < r < 1) (2.1) en utilisant la
TMM couplée avec la technique des multiplicateurs de Lagrange. Pour faire converger
le probleme, on subdivise la couronne en plusieurs secteurs (fig 2.12) et une résolution
de I’équation de Poisson est faite sur chaque secteur. Dans chaque zone, le point de

développement de chaque série de Taylor a été choisi au milieu de 1’arc extérieur.

La figure 2.13 présente le logarithme de 1’erreur maximale pour différents nombres
de zones. Sur chaque interface, nous avons choisi p/2 points de collocation. Ce qui cor-
respond a p multiplicateurs de Lagrange et donc p équations de raccord. Les résultats
montrent qu’on arrive a faire converger le probleme en subdivisant le domaine en plu-
sieurs sous domaines. On a une erreur de I’ordre de 1072 pour 4 zones et cette erreur
passe a 10~7 pour 10 zones. Ces résultats viennent confirmer les théories sur le domaine
de convergence des séries de Taylor. En effet ce domaine de convergence est limité par
la premiere singularité qui est ici [0, 0].

Pour étudier la stabilité du couplage par rapport au degré, nous avons fixé le nombre

de zones a 6 et nous avons fait varier le degré d’approximation. Les résultats obtenus
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FIG. 2.12 — Discrétisation de la couronne pour une résolution multizone.

log(Erreur maximale)

Nombre de zones

FI1G. 2.13 — Probleme de Poisson (2.1). Influence du nombre de zones sur la convergence
p = 10.
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sont présentés sur la figure 2.14. On remarque que la solution s’améliore avec le degré

avant d’étre stabilisée avec un tres haut niveau de précision au degré 30.

log( erreur maximale)

5 10 15 20 25 30
Degre (p)

FIG. 2.14 — Probleme de Poisson (2.1). P convergence pour 6 zones

On vient donc d’établir une méthode de raccord entre séries de Taylor de degré élevé,
qui conserve la propriété de convergence exponentielle. Le dernier exemple montre que
cette décomposition en sous domaines a permis de faire converger un probleme ou la
TMM divergeait. Cette technique de raccord est donc un résultat fondamental pour le

développement de la TMM.

2.6 Méthode Arlequin

Les résultats de la section précédente ont montré que la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange permet d’assurer de maniere efficace les conditions de continuité aux
interfaces et qu’elle donne une p- convergence comme en monozone. Toutefois cette

technique n’est pas flexible dans le choix du nombre de points de collocations a I’inter-
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face. En effet ce nombre est exactement égal a la moitié du nombre de multiplicateurs de
Lagrange qui est exactement le nombre d’équations de continuité écrites sur 1’interface.
Ce dernier doit étre inférieur ou égal au nombre d’inconnues de chaque sous domaine
pour que le probleme soit bien défini.

Cette contrainte nous rappelle les difficultés rencontrées dans [17] lors de I’applica-
tion des conditions aux limites par la technique de collocation pure. En effet dans cette
technique le nombre de points de collocation choisis a la frontiere doit €tre exactement
€gal au nombre d’inconnues dans le domaine. Il a été remarqué que cette technique
conduisait parfois a des matrices mal conditionnées et que d’autres fois elle avait du
mal a assurer les conditions aux limites a cause d’une insuffisance d’informations sur la
frontiere (insuffisance due a un nombre de points de collocations insuffisant). Pour sur-
monter ce probleme, la méthode des moindres carrés a été utilisée. L’avantage de cette
technique réside dans le fait qu’elle laisse une liberté dans le choix du nombre de points
de collocations sur la frontiere, et les conditions aux limites sont assurées en moyenne.
Pour rendre plus robuste la technique de raccord proposée, nous avons pensé a rendre
indépendant le nombre de multiplicateurs de Lagrange et le nombre de points de col-
location choisis dans la zone de raccord. Le seul moyen d’ y aboutir est d’assurer les

conditions de continuité en moyenne.

Cette réflexion nous a conduit a la méthode Arlequin [59, 60]. Cette technique non
seulement permet d’assurer les conditions de continuité aux interfaces en moyenne,
mais aussi ces conditions sont assurées sur une zone et non sur une courbe. Ainsi on
pourra résoudre des problemes avec des sous domaines dont les interfaces ne sont pas
forcément compatibles. Pour rester dans 1’optique de la TMM qui est d’éviter 1’inté-
gration numérique, nous sommes restés sur des approximations discretes, alors que la

méthode Arlequin définit le raccord au travers d’une fonctionnelle, qui est une sorte
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d’énergie distribuée dans la région de raccord.

2.6.1 Formulation de la méthode Arlequin

La méthode Arlequin est une technique de calcul multi-échelle permettant de rac-
corder, par une technique de superposition des modeles numériques de nature différente.
Elle a été proposée pour la premiere fois par Ben Dhia [59] en 1998. Depuis, plusieurs
travaux ont été effectués sur cette méthode pour prouver son efficacité [60-63]. Qia et
al [64] ont travaillé sur I’implémentation de cette méthode dans le logiciel commercial

Abaqus.

La méthode Arlequin est souvent couplée avec la méthode des éléments finis pour
traiter les interfaces des problemes dont le domaine est divisé en plusieurs zones néces-
sitant des niveaux d’analyses différentes. Ceci étant, elle se présente comme un outil
idéal pour traiter les difficultés rencontrées aux interfaces lors de la résolution en multi-

zone par la TMM.

Toutefois dans sa formulation d’origine, la méthode Arlequin utilise la forme faible
de I’EDP, ce qui fait intervenir des intégrations numériques. Pour rester dans la logique
de la TMM (qui est d’éviter le colit de calcul 1ié a I'intégration), il nous faut adapter la
méthode Arlequin a une formulation discrete. Dans un premier temps, nous présentons
la formulation Arlequin et ensuite nous montrons comment elle a été reformulée pour

étre couplée a notre méthode sans maillage.

La méthode Arlequin peut étre appliquée a des problemes complexes, mais ici pour
raison de simplicité, nous considérons un domaine €2 subdivisé en deux zones {2; et {25
(fig 2.6). On suppose que ces deux zones ont une intersection non vide S = €2y N .

La méthode Arlequin étant une méthode multi-échelle, on suppose que les deux zones
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sont discrétisées de maniere différente. Nous I’illustrons sur un probleme de Poisson :

—Au=f dansf
(2.22)

u=u’ sur ON.

Soit W; I’espace des champs cinématiquement admissibles sur le sous domaine §2;.

La formulation variationnelle sur chaque sous domaine conduit au systéme :

Pour assurer la liaison entre les systemes(continuité entre les deux zones), la mé-

thode Arlequin introduit une forme bilinéaire c(\, v) sur la zone de raccord S :

c()\,u):/S(A.M—HQV)\.Vu)dQ, V() € M? (2.24)

ou M est un espace admissible défini sur S et [ est une longueur caractéristique.
L’ opérateur de couplage ainsi défini est appelée opérateur H!. Il existe d’autre maniere
de définir cet opérateur, entre autre on peut citer I’opérateur de type L2. Bauman et
al. [65] ont présenté un exposé détaillé sur les propriétés mathématiques de la méthode
en utilisant les stratégies de couplage basées sur la norme H* et la norme L?. Guidault

et Belytschko [66] ont présenté une discussion sur les opérateurs de couplage H! et L.
Pour assurer la répartition de I’énergie entre les différents modeles, on introduit des

champs de pondérations «; :

o+ ag =1, dans S
(2.25)

a; =1, dans §\S
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A T’aide de la formulation variationnelle (2.23) on définit la formulation de la mé-

thode Arlequin par :

Trouver(ui,us, \) € Wiy x Wy x M;

/ a1Vu1.VvldS21 + C()\,Ul) = / Oélf.UldQl, M v € W1

o . (2.26)
/ OéQVUQ.VUQdQQ — C()\, Ug) = / OéQf.UQdQQ, W Vg € W2

Qo

Qo

c(p,uy —ug) =0 YV peM

La discrétisation de ce systeéme variationnel par la méthode des éléments finis conduit

au systeme linéaire suivant :

K, 0 crl | o, P
0 K2 —Cg U2 = F2 (227)
Ch —(CY 0 A 0

ou K et K, sont les matrices de rigidités pondérées, C'; et (' les matrices de couplage

et I, F5 les forces généralisées pondérées.

2.6.2 Adaptation a la Taylor Meshless Method

Dans la TMM, I’équation aux dérivées partielles est résolue sous sa forme forte. Pour
I’application des conditions aux limites, les méthodes de collocation ont été préférées
aux méthodes de Galerkin. Ceci dans le but de réduire les cofits de calcul qu’introduisent
les intégrations numériques et pour garder la flexibilité des méthodes sans maillage.
Pour rester dans cette logique, il a fallu réécrire le terme de couplage de la méthode
Arlequin.

La zone de raccord, qui était une courbe dans le cas de la méthode des multiplica-
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teurs de Lagrange, a été remplacée par une surface qui recouvre les deux sous domaines
(fig 2.15). On choisit M, points de collocation dans la zone de raccord et la fonctionnelle

de raccord discrete s’écrit :

M,
2
Au) = Y (M ulz,) + PV V() @.28)
=1
coken, ke ke, *  Points de collocation
O Points multiplicateurs de Lagrange
* ® * d 5.
B %‘/’
* % * ]
* * e *0t T
Lo K SEITITIPI B
R ":
’% L Q! 5 Q°
*: %
T * g
* * *
-
h

FI1G. 2.15 — Discrétisation de la zone de raccord. La zone de raccord est une surface
qui couvre les deux sous domaines. Sa discrétisation introduit deux types de points : les
points de collocation et les points associés aux multiplicateurs de Lagrange.

La fonction A(z) est définie par une fonction d’interpolation faisant intervenir des

multiplicateurs de Lagrange discrets notés \; :

Az) = Z A (z) =< ®'(z) > {A}

2
avec @} (z) = exp(%)

< @ (z) >=< Pi(z), -+, Py (x) > et {A} =< A, Ay, >
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et d est la taille du support des fonctions de forme ®;.

La fonctionnelle de raccord devient donc :
Z)\ Z ) + 12V (z;)Vu(z;)) (2.29)
Jj=

En couplant cette fonctionnelle avec la fonctionnelle des moindres carrés pour les condi-
tions aux limites, on obtient un systeme de méme forme que (2.27). Les premiers tests
ont montré un bon raccord de u, mais pas de sa premiere dérivée. Pour corriger cette
discontinuité on a introduit une nouvelle fonctionnelle de raccord, qui est de la méme

forme que la précédente, mais on remplace la fonction ®} par @7 tel que :

= > A Z (03 (z;)ulz;) + PVP; (z,)Vu(z,))
NeA =1 (2.30)
— |z -z

avec @7 (z) = (z — z;).n.exp( _d2 —)

ou n est une normale de I’interface. La fonctionnelle de raccord totale s’écrit donc :
c(AY, A% u) = ey (A u) + e (A2, u) (2.31)

Ainsi a I'interface il y a deux types de points (voir fig 2.15) :

— M, points de collocation sur lesquels on assure les conditions de continuité.

— N, points de collocation qui sont liés aux multiplicateurs de Lagrange. Autour de
chacun de ces points, on assure la continuité en moyenne sur tous les points qui
sont compris dans le disque de rayon d. La valeur de d est définie par I’ utilisateur

suivant la largeur de la zone de raccord et de la valeur de M,..
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La résolution du probleme dans le domaine (2 revient donc a :

Trouwver (v',v*,A',AY) qui rend stationnaire la fonction :
(2.32)

L' v? AL AN = J1(vh) + Jo(0®) + c(AY, A% uy — us)

ol u;(z) est la solution approchée dans la zone (2; et .J est la fonctionnelle des moindres

carrés pour I’application des conditions aux limites :

2

2p;+1
B =5 > | Pla) + Y Pilay)v - u'(z)) (233)

En posant A =< Ay, Ay >, la minimisation de la fonctionnelle L conduit a un systeme

linéaire de la méme forme que celle de la méthode Arlequin (2.27) :

K, 0 Ty | o Fy
0 Ky, —Ci|v*p =1 F (2.34)
Cl —CQ 0 A Fg
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avec
My '
[Ki] = Z [Q]] avec 0, = Pz'l(%)Pkl(@j)a T; € r
j=1
Mo '
(K] = Z [Q]] avec (0, = Pz‘Q(ij)Plf(ij)a T; € r?
j=1
C’ir = [011 012] :
M3
[Cll] = Z [CT] avec sz = q)zl (ir)Pkl(ir) + lzvq)zl (ir)vpk} (£r>’ z, € I
r=1
M3
[012] = Z [CT] avec sz = q)?(ir)Pkl(ir) + lzvq)f(ir)vpk} (£r>’ z, € I
r=1
CQT - [021 022] .
M3
[021] = Z [CT] avec :k = q)zl (lr)sz(gr) + l2vq)zl (ir)vplg(gr)’ z, € I
r=1
M3
[022] = Z [CT] avec :k = q)?(lr)sz(gr) + l2vq)z2(£r)vpk2(£r>7 z, € I
r=1
et
M,
Fy = Z (Ud@j) — Py(z))) P (z;), x; €l
=1
Mo
Fy = Z (ud@j) - POQ(%‘)) Pz?@j)a HFS r?
j=1
Fl = by:

b=y ®i(z,) (F(z,) - Fi(z,) + PVi(z,) (VF(z,) - VFi(z,), z, €T

by =y O(z,) (Fi(z,) — Fo(z,) + PV (z,) (VP (z,) - VP(g,), z, €l

i
r=1

76



2.6. Méthode Arlequin

2.6.3 Validation

2.6.3.1 Application au probleme de Laplace sur un disque

Considérons le probleme de Laplace (2.15). On veut résoudre ce probleme en multi-
zone en utilisant la technique couplée TMM - Arlequin. Le domaine est divisé en deux
zones séparées par la droite d’équation x = 0. Pour rester dans la logique de la méthode
Arlequin, on considere autour de I’interface une zone sur laquelle nous allons raccorder.
Cette zone est un rectangle de longueur 2R et de largeur 2/ (fig 2.16). Le parametre h est
défini par I’ utilisateur et représente la demi largeur de la bande de raccord. Dans chaque
sous domaine on fait une approximation en série de Taylor. Des points sont choisis sur
les bords afin d’appliquer des conditions aux limites par la méthode des moindres car-
rés. Dans la zone de raccord, on choisit des points de collocation et des points associés
aux multiplicateurs de Lagrange (fig 2.16). Autour de chaque point multiplicateur de
Lagrange, on applique les conditions de raccord en moyenne sur tous les points appar-
tenant au disque de rayon d centré sur le point multiplicateur de Lagrange en question.

Le parametre d est fixé par I’utilisateur.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a I’'influence de la demi lar-
geur de bande h sur la qualité de la solution. Les résultats obtenus sont présentés dans le
tableau 2.4. Ces résultats sont obtenus avec p; = py = p, M1 = My = 4p, M, = 4p et
N, = p. On remarque que la méthode converge bien. On a une erreur de 102 au degré
10. En plus on remarque que le parametre h n’influe pas sur la qualité de la solution. Ce
résultat n’est pas tres étonnant, car les EDP résolues de part et d’autre de 1’interface sont
les mémes. Il suffit donc de raccorder sur une ligne. Cette étude nous permet d’éliminer

le parametre h dans la formulation du raccord.

Dans la suite, nous travaillerons donc avec h = (. D’autre part on remarque que le
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parametre d influe peu sur la qualité de la solution. Si d est grand, le nombre de points
sur lesquels on raccorde autour d’un point de multiplicateur de Lagrange est grand.

Cependant on apporte beaucoup d’informations de continuité.

X
« 0 B By “ * 0
* *
* . *
¥ ¥
* . ¥
" % % frontiere zone1
DolD| *  frontiere zone2

* * Point de collocation interface
* cl e ¢ %| O Point Multiplicateur de Lagrange

* *x 2
* . *
* *

L6 E
* *
* . ¥
* *
* . *
* N N *
ol ok

F1G. 2.16 — Discrétisation du disque en 2 zones dans la méthode Arlequin.

Dans le tableau 2.5, on compare la solution obtenue avec cette nouvelle technique
a celle de la méthode des multiplicateurs de Lagrange et celle obtenue en faisant une
résolution en monozone. Les résultats montrent que la méthode Arlequin vient corriger
les petites erreurs introduites par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Rappelons
que la méthode des multiplicateurs de Lagrange est un cas particulier de la méthode
Arlequin avec d = 0, h = 0 et M,, = N,. Le fait de retrouver les mémes erreurs que

dans la résolution en monozone est satisfaisant.
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TAB. 2.4 — Probleme de Laplace (2.15). Influence de la largeur de la zone interface.

h | d | log(Emaz)p =10 | log(Emax)p = 20
0.5 -2.8173 -4.7552
0.3 0.4 -2.8339 -4.9001
7102 -2.7004 -4.7628
0.1 -2.6117 -4.7522
0.5 -2.8173 -4.7552
0.9 0.4 -2.8339 -4.9001
102 -2.7004 -4.7628
0.1 -2.6117 -4.7522
0 0.5 -2.8173 -4.7552
0.4 -2.8339 -4.9001
0.2 -2.7004 -4.7628
0.1 -2.6117 -4.7522

TAB. 2.5 — Probléeme de Laplace (2.15). Comparaison des différentes méthodes étudiées

Multiplicateurs de Lagrange | Méthode Arlequin

Monozone
2 zones 3 zones 2 zones | 3 zones
p=10| -2.6167 | -2.5752 -2.6380 -2.6236 | -2.6231
p=15| -3.8720 | -3.9894 -3.8805 -3.8880 | -3.8692
p=20| -4.5437 | -5.4012 -5.1080 -4.7146 | -5.1202
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2.6.3.2 Raccord de deux polynomes de degrés différents par la méthode Arlequin

Nous considérons le probleme de Laplace avec une singularité en [1.5, 0], comme
a la section (2.5.2.2). Ce probleme est résolu avec la méthode proposée ci-dessus en
faisant une approximation de degré différent dans chaque sous domaine. Les résultats
obtenus sont présentés dans le tableau 2.6. Contrairement a la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange, dans la méthode Arlequin, le nombre de multiplicateurs de Lagrange
est indépendant du nombre de points de collocation a la frontiere.

TAB. 2.6 — Probléeme de Laplace (2.15). Raccord de deux polynomes différents par la
méthode Arlequin.

p1 | p2 | Na | M, | log(Erreur maximale)
31150 6 | 10 -1.76
4 15| 6 | 10 -1.95
5115 6 | 10 -2.13
6 |15 6 | 10 -2.22
6 | 10 -2.20
T 7 | 15 -2.45
7 | 15 -2.35
8115 8 | 15 -2.32
7 | 15 -2.10
SR 9 | 15 -3.63
10|15 ] 10 | 18 -3.97
12 115] 12 | 20 -3.42
15 | 15 -4.37
15|15 15 | 20 -4.37
15 | 30 -4.37
Monozone p = 15 -2.70

Les résultats obtenus avec la méthode Arlequin sont semblables a ceux obtenus avec
la méthode des multiplicateurs de Lagrange. On obtient a peu pres la précision du mo-
nozone de degré 15, en faisant une approximation de degré 15 pres de la singularité et

un degré 5 dans le reste du domaine. On remarque aussi que la résolution en deux zones
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permet d’accélérer la convergence. On gagne deux ordres de convergence en faisant une

approximation de degré 15 dans les deux sous domaines.

Une comparaison des tableaux 2.3 et 2.6, montre qu’on obtient presque la méme pré-
cision avec la méthode Arlequin qu’avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange,
pour des degrés fixes. Cependant on remarque que la méthode Arlequin nécessite moins
de multiplicateurs de Lagrange. Le fait de raccorder en moyenne dans la méthode Arle-
quin, permet d’écrire moins d’équations de continuité tout en impliquant la condition de
transmission en plus de points de collocation. La taille de la matrice K dans la méthode
Arlequin est donc plus petite que celle de la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
On peut donc s’attendre a une méthode plus rapide. En utilisant la méthode Arlequin,

on atteint un gain significatif en flexibilité, en généralité et en efficacité.

2.6.3.3 Application au probleme de Poisson

A présent nous nous intéressons au probleme de Poisson (2.1). La résolution de ce
probleme en multizone est d’une grande importance. En effet elle permettra de faire

converger ce probleme qui, rappelons-le, diverge en monozone.

Sur la figure 2.17, on présente 1’erreur obtenue pour différents nombres de sous do-
maines. Comme prédit dans la section (2.2.2), on remarque que 1’erreur diminue avec
le nombre de sous domaines. On remarque aussi que ce probleme qui divergeait en mo-

nozone converge a partir de 4 sous domaines. Ces résultats sont donc tres satisfaisants.

Sur la figure 2.18 on présente 1’erreur en fonction du degré pour 6 sous domaines. On
a p- convergence comme dans la résolution du probleme de Laplace en monozone. La
présente méthode est prometteuse et robuste. En effet le nombre d’équations de raccord

sur I’interface est indépendant du nombre de points de collocations choisi.
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log(Erreur maximale)

L L L L L L L
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre de zones

FI1G. 2.17 — Probleme de Poisson (2.1). Influence du nombre de sous domaines sur la
convergence. Degré p = 12.

2.7 Coit de calcul dans la résolution multizone

Dans les deux types de résolution, monozone et multizone, afin de déterminer les
variables principales on doit inverser une matrice de dimension k * k. Dans le cas de la
résolution multizone, on constate que la taille de la matrice de rigidité K est directement
liée au nombre de zones, au degré d’interpolation et également au nombre de points de
raccord pris sur chaque frontiere. Ainsi, cette matrice carrée voit sa taille augmenter
rapidement lorsque 1’on subdivise le domaine en plusieurs zones. Voici un apercu de la
taille de la matrice de rigidité pour 1, 2, 3 et 4 zones ; on suppose alors que p = 10 et

que ’on prend Ny, = 2p = 20, c’est-a-dire 10 points de raccord sur chaque frontiere :

— 1 zone : pas de raccord, 2p + 1 inconnues dim(K) =21 x 21,

— 2 zones : 1 raccord donc N, inconnues (multiplicateurs de Lagrange) et 2 x (2p+

1) inconnues de déplacement implique dim(K) =62 x 62,
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log( erreur maximale)

5 10 15 20 25 30
Degré (p)

FI1G. 2.18 — P-convergence du probleme de Poisson (2.1) pour 6 zones.

— 3 zones : 3 raccords donc 3 x N, inconnues (multiplicateurs de Lagrange) et

3 X (2p + 1) inconnues de déplacement implique dimension 123 x 123.

Au-dela de 3 zones, on a une augmentation linéaire de la taille de la matrice de

rigidité (ou du nombre d’inconnues) avec le nombre de zones considérées :

dim = (nombre de zones)x(2p+1)+ (nombre d'Interfaces)*(Ny) (2.35)

Il faut noter que dans le cas de la méthode Arlequin, on n’a pas besoin d’aller jusqu’a

2p multiplicateurs de Lagrange pour avoir une bonne convergence.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des techniques pour raccorder des séries de

Taylor. Le raccord revient a assurer la continuité des séries ainsi que de leurs premieres
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dérivées. Les tests effectués nous ont conduit d’une technique peu stable et moins ro-
buste a une technique stable et robuste. Cette derniere est inspirée de la technique Ar-
lequin qui a été adaptée en discrétisant la condition de transmission par collocation.
Cette adaptation est établie dans I’optique de la méthode proposée dans le but d’éviter

I’intégration numérique qui augmenterait le colit de calcul.

La technique proposée dans ce chapitre a été appliquée au probleme de Poisson sur
une couronne. Ce probléme a convergé en multizone alors qu’il diverge en monozone.
Cette divergence s’explique par la position de la singularité qui empéche de trouver un
point de développement tel que tout le domaine soit visible a partir de celui 1a. Les résul-
tats obtenus en multizone ont confirmé la théorie sur les domaines de convergence des
séries de Taylor. En effet le rayon de convergence est lié a la premiere singularité. En
tous cas, il est remarquable que les diverses méthodes proposées (multiplicateurs de La-
grange, méthode Arlequin), permettent de retrouver la convergence exponentielle qu’on
avait obtenue avec une seule zone dans certains cas ; cela montre que ces méthodes de
raccord ne dégradent pas les excellentes propriétés de convergence de la TMM. On peut
maintenant étendre cette convergence exponentielle, dans les cas ou une seule série de
Taylor ne suffit pas. De plus cette méthode semble tres robuste par rapport aux divers
parametres de la méthode (degré, nombre de points de contrdle, nombre de multiplica-

teurs, ...).

Ce chapitre vient renforcer la méthode sans maillage proposée dans cette these. 11
est d’une grande importance dans le sens ou la plupart des problemes mécaniques sont
a géométries complexes. Ce qui veut dire que cela nécessitera une résolution en multi

zones. Ce chapitre a établi un outil important pour affronter ce genre de probléemes.

Néanmoins une question se pose : comment connaitre la position de la premiere

singularité pour des problémes dont on connait pas la solution analytique ? Cette ques-
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tion est cruciale, car c’est la position de la singularité qui permet de fixer le nombre de
sous domaines nécessaires pour une bonne convergence. Dans la littérature il existe des
techniques pour localiser ces singularités a partir des coefficients de Taylor [67-70]. Ce

probléme sera traité dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE

Analyse des séries et accélération de

convergence de la TMM

3.1 Introduction

Les séries obtenues en faisant des approximations en série entiere contiennent des
informations sur la fonction approchée. Cependant ces informations ne sont pas directe-
ment accessibles. Une information treés intéressante est la position de la premiere singu-
larité qui représente la limite du domaine de convergence de la série calculée. Plusieurs
techniques ont été développées pour détecter la position et ’ordre de cette premicre
singularité a partir des coefficients de la série calculée. D’autres techniques permettent
a partir de la connaissance de cette information d’améliorer 1’approximation faite au
départ.

La TMM étant une méthode d’approximation en série de Taylor, il est donc impor-
tant d’explorer les coefficients des séries calculées afin d’évaluer le domaine de conver-
gence des séries. Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a cette étude. Dans un

premier temps il s’agit d’analyser les coefficients afin de comprendre la structure analy-
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tique de la solution de I’EDP résolue. Des techniques comme les diagrammes de Domb
Sykes et le critere de Darboux ont été utilisées. Ces techniques permettent d’estimer
I’ordre et la position de la premiere singularité a partir d’'un nombre fini de coefficients.
Couplées a la TMM, ces techniques vont permettre de définir un critere de détection des
singularités de la solution analytique a partir des coefficients calculés.

Dans la deuxieme partie, il s’agira de proposer des techniques d’accélération de
convergence pour rendre la TMM plus robuste et plus précise. Nous introduirons la mé-
thode des approximants de Padé et les approximations de Taylor multipoint. Ces tech-

niques vont permettre d’améliorer la convergence de la solution obtenue par la TMM.

3.2 Etude de la robustesse de la TMM

L’idée principale de la TMM est de faire une approximation en série de Taylor.
Néanmoins, rien ne garantit que la série construite apres application des conditions aux
limites soit proche de la série représentant la solution exacte. En effet I’application des
conditions aux limites étant faite de maniere approchée, elle peut introduire des erreurs
de maniére a agir sur le comportement des coefficients de Taylor calculés. Ceci peut
se traduire par une forte variation de la valeur d’'un méme coefficient en passant d’un
degré a un autre. Pour s’assurer de la stabilité des coefficients par rapport au degré
d’approximation, nous avons comparé les valeurs des coefficients des séries obtenues
par la TMM pour deux degrés différents. Nous profitons de cette étude pour comparer
aussi les valeurs approchées aux valeurs des coefficients de I’approximation de Taylor
de la solution exacte.

Le but de cette étude est de s’assurer que les techniques d’analyse de séries de pertur-
bation [71] peuvent étre appliquées a la TMM. Ces techniques permettent de prédire la

nature de la solution analytique a partir des coefficients de la série analysée. Cependant
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3.2. Etude de la robustesse de la TMM

la plupart de ces techniques sont développées en 1D. Afin d’appliquer ces techniques
a la TMM, nous ramenons la solution approchée en 1D en fixant I'une des variables.
Ce passage en 1D se fait suivant la nature du domaine d’étude. En effet si le domaine
d’étude est circulaire, nous nous ramenons en cordonnées polaires, puis nous fixons la
variable . Ainsi nous travaillons sur des lignes radiales. Pour les autres types de do-
maines, nous restons en coordonnées cartésiennes et nous fixons I’ordonnée y afin de

travailler sur des droites y = y,. Ainsi dans la suite, nos solutions approchées seront de

la forme :
N
u(r, 0o) = Zci(eg)ri avec 0y fixé
i=0
ou 3.1)
N
u(z,yo) = ZCi(yo)xi avec yo fixé

s
Il
o

L’ analyse numérique des coefficients est faite pour les problemes de Laplace, d’Helm-
holtz et de Poisson étudiés dans les chapitres précédents (1.12), (1.18) et (2.1). Chacun
de ces problemes a une particularité. En effet la solution analytique du probleme de
Laplace admet une singularité finie située a 1I’extérieur du domaine, celle du probleme
d’Helmholtz n’admet pas de singularité et celle du probleme de Poisson admet une sin-
gularité située au centre du domaine. Rappelons que la TMM appliquée au probleme
de Laplace et d’ Helmholtz converge, mais appliquée au probleme de Poisson sur une
couronne, elle diverge, il a fallu considérer une portion du domaine pour faire converger

la TMM.

Les tableaux 3.1 et 3.2 présentent les coefficients pour le probleme de Laplace avec
une singularité en X, = [1.2,0.3] et respectivement pour le probléme d’Helmholtz avec

une longueur [ = 5. On remarque que les coefficients obtenus par la TMM sont plus ou
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moins stables, ceci jusqu” 2 un ordre 1073, Les coefficients gardent la méme valeur quel
que soit le degré d’approximation. En plus les valeurs obtenues sont tres proches de celle
de la solution analytique. Et on approche mieux les valeurs exactes des coefficients en
augmentant I’ordre d’approximation. Ces résultats viennent confirmer la p-convergence

obtenue dans les chapitres précédents.

TAB. 3.1 — Coefficients de la série radiale (6 = 0) calculée par la TMM pour le pro-
bléme de Laplace (1.12) avec singularité en [1.2,0.3]. On compare avec les coefficients
de Taylor de la solution exacte du probléeme. Le tableau montre que la TMM approche
bien la série de Taylor de la solution exacte.

™M ™M Série de la

p =10 p =20 solution exacte
co -0,784266 -0,7843137 -0,784313
¢ -0,576596 -0,5767012 -0,576701
co  -0,391874  -0,392006 -0,392006
cs -0,237809 -0,237982 -0,237982
co  0,092167  0,091851 0,0918517
cip 0,087152  0,086959 0,086959

Dans le tableau 3.3, les coefficients présentés sont ceux du probleme de Poisson sur
la couronne entiere. Dans ce cas on remarque que 1’on a une mauvaise approximation
des coefficients analytiques et que ces coefficients varient fortement en passant d’un
degré a un autre. Ce qui explique la divergence de I’approximation. La stabilité des
coefficients est rétablie en faisant une résolution sur un secteur de la couronne (tableau
3.4). Dans ce cas on approche a nouveau les valeurs des coefficients de la série de
Taylor de la solution exacte et ceci indépendamment de 1’ordre d’approximation. Ceci

étant cette approximation est de plus en plus précise en augmentant le degré.

90



3.2. Etude de la robustesse de la TMM

TAB. 3.2 — Précision des coefficients de la série radiale (u(x,1.5)), calculée par la
TMM pour le probleme d’Helmholtz (1.18) avec | = 5 et h = 4. Le tableau montre que
la TMM approche bien la série de Taylor de la solution exacte. Les coefficients impairs

sont nuls.

T™MM T™MM Série de la
p=10 p =20 solution exacte

co  3,082e-03  3,202e-03 3,202e-03

c1 1,231e-14  -3,819e-13 0

co  2,574e-03  2,589e-03 2,589¢-03

cs  -3,967e-15 3,573e-13 0

co  5,299e-20 -7,304e-16 0

cio  7,391e-10  9,748e-09 9.751e-09

TAB. 3.3 — Coefficients de la série radiale (6 = 0) calculée par la TMM pour le pro-
bleme de Poisson (2.1) sur la couronne. On compare avec les coefficients de Taylor de la
solution exacte du probleme. Le tableau montre que ’on n’approche pas les coefficients
de la série exacte et que les coefficients approchés calculés sont instables par rapport
au degré. Ce tableau vient confirmer les résultats obtenus au chapitre 2.

TMM TMM Série de la
p =10 p =20 solution exacte
Co 86 86246 1
c1 551 308912 -2
co  -1003  -1898429 3
cg -1045  -5439988 -4
Co -49  -27552178 -10
10 4 -7840746 11
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TAB. 3.4 — Coefficients de la série radiale (6 = 0) calculée par la TMM pour le pro-
bléme de Poisson (2.1) sur un secteur (o« = 0, B = 7/8). On compare avec les coeffi-
cients de Taylor de la solution exacte du probleme. Le tableau montre que ’on approche
bien les coefficients de la série exacte et on retrouve la stabilité des coefficients appro-
chés. Stabilité perdue en faisant la résolution sur toute la couronne.

™M ™M Série de la
p =10 p =20 solution exacte
co 1,0000012  0,999999996 1
cp -1,999963 -2,000000163 -2
co  3,000491 2,9999959 3
cs  -3,99567 -4,000064 -4
Co -6,471 -17,32 -10
10 14,41 -17,01 11

3.3 Détection de la position et de ’ordre de singularité

Dans cette section nous exploitons les coefficients calculés par la TMM, pour avoir
des informations sur la nature du probleme étudié (solution analytique). En mathéma-
tique, plusieurs théoremes permettent de calculer le rayon de convergence d’une série a
partir du comportement a I’infini des coefficients. Toutefois dans la TMM, on ne calcule
qu’un nombre fini de coefficients. Afin d’estimer le domaine de convergence des séries
calculées, il nous faut donc faire appel a des techniques d’approximation de rayon de
convergence. Dans ces techniques, le rayon de convergence est souvent approché par la
premiere singularité [71]. Dans cette section les techniques utilisées sont le diagramme
de Domb Sykes et le critere de Darboux. Une comparaison des résultats sera faite avec

le critere d’Hadamard.
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3.3. Détection de la position et de I’ordre de singularité

3.3.1 Domb Sykes plot

Cette technique est inspirée du critere de D’ Alembert qui stipule que "le rayon de

convergence d’une série ) . c¢,x™ est donné par la relation : "

R = lim| ==L (3.2)

n

L’estimation de cette limite semble impossible dans le cas d’'un nombre fini de coeffi-
cients. Domb et Sykes [69] ont remarqué qu’il est plus intéressant de calculer le rapport
inverse ¢, /c,_1. En effet pour n suffisamment grand, ce nouveau ratio commence par
s’aligner suivant une droite.

Lemme
Soit S(z) =, c,a" la série de la fonction singuliere :
(xg £ )", v#0,1,2,--

f(x) = const x (3.3)
(xo £ )" log(xo + ), v=0,1,2,---

Les coefficients de cette fonction vérifient :

: 1 1
D)= G — 41— Y
Ci—1 o [

). (3.4)

Ce lemme est connu sous le nom de diagramme de Domb Sykes. Dans les dé-
veloppements asymptotiques, les séries obtenues sont plus complexes que la forme
(3.3). Toutefois souvent la premiere singularité peut avoir un terme dominant de type
(xo £ x)”. Cochelin et al [70] ont montré que les coefficients obtenus par un dévelop-

pement asymptotique vérifient aussi la relation (3.4) pour n suffisamment grand.
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Nous appliquons ce critere aux coefficients analysés dans la section précédente. Les
résultats obtenus sont présentés sur les figures 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 et 3.5. Les rapports de
Domb Sykes sont calculés en utilisant les coefficients comme présentés dans la section

précédente (i.e. en fixant une variable).

Pour le probleme de Laplace sur un disque avec une singularité en [1.2,0.3], on
fixe le parametre # en coordonnées polaires, puis on travaille sur des lignes radiales. La
figure 3.1 représente les diagrammes de Domb Sykes dans deux directions différentes.
On remarque que dans la direction autre que celle de la singularité, les diagrammes de
Domb Sykes oscillent fortement et ceci sans devenir linéaire méme pour des degrés tres
élevés. Les tests ont été effectués dans plusieurs directions et on remarque que le rapport
de Domb Sykes ne converge que dans la direction de la singularité. Dans cette direction,
la valeur du ratio est constante et elle approche bien I'inverse de la distance séparant le

point de développement et la premiére singularité (1/+/x2 + y2).

3 : - . 0.9
Singularité en [1.2, 0.3]
Direction 8 =0
2.57 0.8l
—— Singularité en [1.2, 0.3]
2t 1 —— Singularité en [2, 0.3]
— — 7 [ -
D D 0 ‘ 6 = arctan(y, /x ) ‘
2 15¢ g
a [=1
© © 0.6
1 L
05 0.5¢ Sk K%
0 ‘ ; : : 04 : : :
0.02 004 006 0.08 0.1 0.12 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
1/n 1/n

FIG. 3.1 — Les diagrammes de Domb Sykes pour le probléeme de Laplace (1.12). Excepté
dans la direction de la singularité, le rapport de Domb Sykes diverge. Dans la direction
de la singularité, il converge vers l'inverse de la singularité.
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Ensuite on s’intéresse au probleme d’Helmholtz. Pour ce probleme la solution exacte
n’admet pas de singularité, on s’attend a un rayon de convergence infini et donc a un
rapport de Domb Sykes qui converge vers 0. Sur la figure 3.2, on présente les dia-
grammes de Domb Sykes pour le probleme d’Helmholtz sur deux lignes y = 1.5 et
y = 0. Contrairement au cas du probleme de Laplace on remarque que le rapport di-
verge quelle que soit la direction choisie (valeur de y). En effet il varie treés fortement
en passant d’un degré a un autre. Ce résultat n’est pas tres étonnant en se référant a
I’analyse des coefficients faites dans la section précédente (tableau 3.2). En effet le ta-
bleau 3.2 montre que les coefficients impairs de la série approchée sont quasiment nuls.
Il est donc évident que le rapport de Domb Sykes sera nul pour des degrés impairs et
relativement tres grand pour les degrés pairs. Ce qui se traduit par une forte oscillation
du diagramme sur la figure. Pour faire converger le rapport de Domb Sykes et ainsi dé-
tecter I’absence de singularité, nous avons étudié la sous série paire extraite de la série
calculée. Cette technique a été proposée par Domb Sykes dans [69] pour les cas ou le

diagramme de Domb Sykes oscille fortement.

Les diagrammes de Domb Sykes obtenus pour la sous série paire sont présentés sur
la figure 3.3. Dans ce cas, on remarque que le rapport donne des valeurs tres faibles et
ceci des de petits degrés. Nous rappelons que le rapport de Domb Sykes donne I’inverse
du rayon de convergence, ainsi la valeur 0 correspond a un rayon de convergence infini
qui correspond bien au rayon de convergence du probleme d’Helmholtz (absence de

singularité).

La méme application a été faite sur le probleme de Poisson dans une couronne.
La solution analytique de ce probleme présente une singularité en [0, 0]. La résolution
analytique de ce probleme en monozone diverge et il a été montré dans le chapitre

précédent qu’on pouvait faire converger la TMM en divisant en plusieurs sous domaines.
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FIG. 3.2 — Les diagrammes de Domb Sykes pour le probleme d’Helmholtz. Le rapport
de Domb Sykes diverge quelle que soit la direction.

Sur la figure 3.4, nous présentons les résultats obtenus par les coefficients de la TMM
sur toute la couronne (en monozone). On remarque que le diagramme de Domb Sykes
diverge et ceci méme dans la direction de la singularité. Ces résultats montrent qu’il est

difficile d’exploiter les coefficients d’une série divergente (irréguliere).

Contrairement au cas précédent, en prenant la série convergente obtenue sur un sec-
teur, on arrive a détecter la singularité en —1. En effet sur la figure 3.5, on présente le
diagramme de Domb Sykes dans la direction § = 0 avec un point de développement en
[1, 0]. Par rapport a ce point de développement et dans la direction § = 0, la singularité
se positionne donc en » = —1. La figure 3.5 montre que 1’on approche bien cette singu-
larité. Toutefois le rapport de Domb Sykes approche la singularité que pour de faibles
degrés. En augmentant le degré le rapport oscille fortement. Cette oscillation est diie au

fait que I’on a du mal a approcher les coefficients de hauts degrés par la TMM.
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5 , 3
4 2.5
2 .
3 Direction y =0 Direction y = 1.5
1.5
1?2 I
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o 1 o
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FI1G. 3.3 — Les diagrammes de Domb Sykes de la sous série paire du probleme d’Helm-
holtz. Contrairement a ceux de la série complete, les rapports de Domb Sykes convergent
vers la valeur 0, ce qui indique une singularité a l’infini. On a fait converger les dia-
grammes de Domb Sykes en considérant la sous série paire.

3.3.2 Critere de Darboux

Ce critere permet aussi d’estimer le rayon de convergence d’une série tronquée. Il
utilise les trois derniers coefficients au lieu des deux derniers comme dans le cas des
diagrammes de Domb Sykes. Ce critere a été présenté pour la premiere fois par Hunter

et Guerrieri [67] en utilisant un théoréme de Darboux :
Théoreme

Les coefficients de Taylor ¢; d’'une fonction f admettant une singularité de type

(x — )" en x, satisfont a :

. _1 ,
C;ly — H+Ci1 = O(?;V_d). (35)
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3 T T
DombSykes approche
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1/n
F1G. 3.4 — Diagramme de Domb Sykes pour le probleme de Poisson sur une couronne

(2.1). La comparaison avec le diagramme de la série de Taylor de la solution exacte
montre que le diagramme de la série de la TMM diverge.

Hunter et Guerrieri ont montré dans [67] qu’a partir de ce théoréme, on aboutit a :

1 : . i .
~ =i 8-S = Dy(i)
Xo Ci—1 Ci—2
e . (3.6)
v=1 o —1+ 1.
Ci—1

Cette derniere relation donne 1’ordre et la position de la singularité. Gervais dans
[72] a montré que les séries obtenues par la méthode asymptotique numérique vérifient

aussi la relation (3.6) et permettent ainsi de calculer des rayons de convergence.

Cette technique a été appliquée aux séries calculées par la TMM afin d’estimer leur

rayon de convergence.

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures 3.6, 3.7 , 3.8, 3.9, et 3.10. On
fait les méme remarques que dans le cas des diagrammes de Domb Sykes. Le critere

de Darboux détecte la singularité lorsque nous sommes dans la direction de la singula-
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Point de Developpement en [1,0], direction 6=0
5 T T T T T T T T T
—*— Domb Sykes Approché
4r —o6— Domb Sykes Exact ]

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1/n

FIG. 3.5 — Diagramme de Domb Sykes pour le probleme de Poisson sur un secteur (2.1).
Le rapport de Domb Sykes est stable pour de faibles degrés et il donne l’'inverse de la
position de la singularité. Néanmoins pour de hauts degrés le rapport diverge.

rité et elle diverge sinon. D’autre part on remarque aussi que I’on ne peut tirer aucune

information des coefficients de Taylor obtenus lorsque la TMM diverge.

En derniere partie, on présente dans le tableau 3.5 les valeurs obtenues par le ratio
de Domb Sykes et Darboux ainsi qu’une approximation de I’ordre de singularité. Une
comparaison de 1’ordre est faite avec le critere d’Hadamard qui stipule que : "le rayon de
convergence d’une série de la forme 3" ¢, 2" est R = 1/L avec L = limsup ||c, ||/™".

Ce tableau vient confirmer les résultats précédents, mais ce qui est intéressant a re-
marquer, c’est que 1’on arrive a approcher aussi 1’ordre de singularité. Cet ordre pourra
étre utilisé dans les techniques d’accélération de convergence pour améliorer les résul-

tats obtenus par la TMM.
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100 " " " " 0.9
80t
0.8f
601 Direction 6 =0
Singularité en [1.2, 0.3]
40t 1 07t —— Singularité en [1.2, 0.3]
Eﬁ 20l Eﬁ —— Singularité en [2, 0.3]
a] A 06l 6= arctan(yo/xo)
ol | .
=201
0.57
-40r1
-60 : ‘ ‘ ‘ 0.4 : ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

I/n I/n

FI1G. 3.6 — Détection de la position de la premiére singularité avec le critere de Dar-
boux : probleme de Laplace sur un disque (1.12). Elle détecte bien la singularité dans
la direction ou elle se trouve. Dans les autres directions le rapport de Darboux diverge.

Conclusion

Les criteres de Darboux et de Domb Sykes permettent de détecter la position de la
premiere singularité, mais ceci seulement dans les cas ou la singularité est réelle. Tou-
tefois dans la TMM nous sommes confrontés a la présence de singularités complexes.
Ainsi les criteres étudiés ne pourront détecter ces singularités que si 1I’on se place dans
la bonne direction afin qu’elles soient vues comme des singularités réelles. Un critere
fiable de détection de singularité a partir des coefficients calculés pas la TMM sera donc

établi en deux temps :

— dans un premier temps détecter la direction de la singularité. Cette direction est la
direction dans laquelle le rapport de Domb Sykes ou de Darboux converge, c’est

a dire pour € tres petit donné on a :

ID(N) = D(N = 1)[| <€ 3.7)
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FI1G. 3.7 — Détection de la position de la premiere singularité avec le critere de Dar-

boux : probleme d’Helmholtz sur un rectangle (1.18). Le rapport de Darboux diverge
quelle que soit la direction choisie.

— A partir de la direction, on peut déterminer la position de la singularité ainsi que

son ordre, en utilisant le critere de Darboux ou de Domb Sykes.

3.4 Accélération de convergence de la TMM

3.4.1 Approximants de Padé

Cette technique est I’une des plus utilisées pour I’amélioration des séries. Elle consiste
a remplacer une série scalaire par une fonction rationnelle qui approche mieux la fonc-
tion approchée par la série [68]. Un autre intérét de cette technique est que la fonction

rationnelle décrit les singularités présentes dans la solution analytique [73].
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FI1G. 3.8 — Rapport de Darboux pour la sous série paire obtenue en résolvant le pro-

bleme d’Helmholtz. Elle détecte I’absence de singularité et ceci quelle que soit la direc-
tion d’étude.

3.4.1.1 Formulation des approximants de Padé

Soit f une fonction approchée par une série entiere :
o0
fz) =) e (3.8)
=0

L’approximant de Padé d’indices L et M de la fonction f est la fonction rationnelle de

la forme :

> i @i

PG = S5

(3.9

telle qu’elle admette le méme développement de Taylor que la fonction f(z), jusqu’a
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80

Direction 8 =0

-60
0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

1/n

FIG. 3.9 — Détection de la position de la premiére singularité avec le critére de Dar-
boux : probleme de Poisson sur une couronne. Le rapport de Darboux diverge quelle
que soit la direction d’étude.

I’ordre L + M. Ainsi I’on peut écrire :

(bo+brzd--+byz™)(co+eiz+---) =agtarz+- - +apz" +O(F™M) (3.10)

Une identification suivant les mondémes z/*! 2142 ... 22+M donne les relations

suivantes :

byrer—arv1 +by—1cn-p2 + -+ bocpir =0

baucr—nv2 +byv—ico—nmi3 + -+ bocpye =0

(3.11)

buer +by—icpy + -+ bocpm =0
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80 T T T T T T

X:0.1667
Y:-1.011

* ] *

*
x*
|

_60 ! ! ! ! ! !
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

1/n

FIG. 3.10 — Détection de la position de la premiere singularité avec le critere de Dar-
boux : probléeme de Poisson sur un secteur. Le rapport de Darboux détecte la singularité.

Pour plus de consistance, on suppose que ¢; = 0 pour j < 0 et on pose by = 1. Ainsi
la relation (3.11) conduit a un systeme de M équations linéaires avec les M coefficients

du dénominateur de Padé comme inconnues :

CL—M+1 CL-M+2 CL—M+3°""CL b CL+1

CrL—M+2 CrL—M+3 CL—M+4° " "CL+1 bar—1 Cr+2

CL—M+3 CL-M+4 CL—M+5"""CLy2 by—2| =~ | cras (3.12)
CL Cry1 Cry2 " CLyM-1 by CL+M

La résolution de ce systeme donne les coefficients b; du dénominateur du Padé de la
fonction f. Les coefficients du numérateur sont ensuite déterminés en considérant a nou-

veau la relation (3.10) et en faisant une identification suivant les monémes 1, z, 22, - - - , 2.
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3.4. Accélération de convergence de la TMM

TAB. 3.5 — Position et ordre de singularité dans la direction de la singularité pour le
probléme de Laplace avec singularité en [2,0.3]. On approche bien la singularité avec
le critere de Darboux et de Domb Sykes. Et ceci mieux qu’avec le critere d’Hadamard.

Degre  Singularit¢  Singularit¢  Critere d’ v
(p) Domb Sykes Darboux  Hadamard Darboux
5 2,0226918  2,0236504  2,3335566  1,0023696
10 2,0223745  2,022372  2,17235589  0,9999903
20 2,0223748  2,022374  2,09602433  1,0000000
30 2,0223748  2,022376  2,07118121 1,00002140
40 2,0223493  2,0230042  2,0588686 1,01295290

Ainsi on obtient :

g = Cp,
a; = c1 + bico,

as = ¢y + bicy + baco, (3.13)

min(L,M

)
ar = cy, + Z biCL—i-
=1

Les relations (3.12) et (3.13) permettent de calculer tous les coefficients de Padé de
la fonction f. Ces relations sont appelées les équations de Padé. La méthode des ap-
proximants de Padé est généralement utilisée pour 1’accélération de convergence, mais
elle est aussi utilisée pour la détection des singularités [68,73].

Détection de singularités a partir des poles de Padé

Considérons le probleme de Laplace étudié dans la section précédente. Nous cal-
culons des approximants de Padé de la série obtenue par la TMM et nous analysons

les pdles de I’approximant. Dans le tableau 3.6, nous présentons les poles pour diffé-
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rents ordres de Padé et dans différentes directions. Ces résultats sont présentés pour une

singularité en X, = [1.2,0.3] et un degré d’approximation p = 12.

Excepté le Padé [N-1/1] qui est proche de la série, la singularité apparait dans les
pOles quel que soit I’ordre du Padé mais aussi quelle que soit la direction dans laquelle
on évalue le Padé. Contrairement aux diagrammes de Domb Sykes et au critere de Dar-
boux, les approximants de Padé permettent de déterminer des singularités complexes.
Ainsi dans le tableau pour § = 0, on tombe sur la méme singularité en 1.2+ 0.37 et dans
le cas de # = 7/2 on tombe sur la singularité en 0.3 + 1.2i. Cependant on remarque
la présence d’autres poles. A priori la premiere singularité devrait étre le pole de plus
petit module mais nous observons la présence d’autres pdles de module, plus faible et

qui sont incohérents par rapport au probleme étudié.

On serait tenté de dire que ’la premiere singularité est le pole qui reste stable par
rapport au degré de I’approximant de Padé et par rapport a la direction d’étude”. Cepen-
dant, cette hypothese reste a étre confirmée et les pdles des approximants de Padé sont
a traiter avec une grande attention. Une étude bibliographique sur ce sujet a montré que
I’apparition des pdles inexplicables est fréquente dans les approximants de Padé [68].

Ces poles sont appelés ’défauts”par les spécialistes de Padé.

Pour ne pas rentrer dans des études complexes et incertaines, nous avons laissé la
piste des approximants de Padé comme “’technique de détection de singularité” et nous
nous contenterons du critere établi dans la section précédente en utilisant le diagramme

de Domb Sykes et le critere de Darboux.
Approximants de Padé pour accélération de convergence

Dans cette partie nous utilisons les approximants de Padé pour améliorer la conver-
gence obtenue par la TMM. Pour cela dans un premier temps, nous résolvons un pro-

bleéme par la TMM, puis nous calculons 1’approximant de Padé de la série obtenue. Nous
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TAB. 3.6 — Les poles des approximants de Padé pour le probleme de Laplace (1.12) avec
singularité en [1.2,0.3]. Quelle que soit la direction d’étude, la singularité apparait

parmi les poles

Pade[L/M] =0 0=m/2 6 = arctan(yo/xo)
Pade[11/1] 1.2109 -0.2462 1.2346
Pade[10/2] 1.2 £ 0.2%91 03£1.21 1.2369; 0.808
Pade[6/6] 1.2 £0.31 03=£1.21 1.2369; 0.808
0.78 £0.191 0.2 +£0.781 -0.04 £ 1.151
-0.82 £0.851 -0.73 £ 0.33i -0.9 + 0.62i

comparons ensuite les erreurs de ces deux techniques.

Probléeme de Laplace

Considérons le probleme de Laplace sur un disque avec une singularité en X, =

[1.2,0.3]. Dans le tableau nous présentons les erreurs obtenues en utilisant la TMM et en

appliquant ensuite les approximants de Padé. Ces erreurs sont calculées dans différentes

directions et pour différents ordres de Padé. Pour un ¢ fixe, on calcule I’erreur sur toute

la ligne radiale (—1 < r < 1), puis on présente I’erreur maximale sur cette ligne dans

le tableau.

TAB. 3.7 — Probléme de Laplace avec singularité en [1.2,0.3] (1.12). Comparaison de
I’erreur de la TMM et de celle obtenue en appliquant les approximants de Padé (loga-
rithme de ’erreur). On remarque que les approximants de Padé améliorent I’ approxi-

mation.
Directions T™MM Padé Padé Padé  Padé
(p=12) [11/1] [10/2] [9/3] [6/6]
=0 -1.048 -0.676 -2.417 -2.415 -4.188
0=m/2 -1.561 -1.2025 -4.313 -4.333 -4.568
0=—-2m/3 -1.547 -0.459 -3.484 -2.798 -4.408
0 = arctan(yo/xo) -0.591  -2.255 -2.776 -2.776 -2.776

On remarque que les approximants de Padé permettent d’améliorer la convergence et
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la meilleure convergence est obtenue pour I’ordre [(p/2)/(p/2)]. Avec les approximants
de Padé, on gagne deux ordres de convergence. Ces résultats sont trés intéressants dans
le sens ou les approximants de Padé peuvent éviter de faire des approximations de tres
haut degré et donc réduire le nombre de degrés de liberté. Par exemple pour ce probleme
il a fallu un degré p = 30 pour avoir une erreur de I’ordre de 1072 avec la TMM, alors
qu’avec les approximants de Padé, on obtient presque cette erreur a I’ordre p = 12.

Probléme d’ Helmholtz

On fait la méme étude pour le probleme d’Helmholtz sur un rectangle (1.18). Contrai-
rement au cas précedent, la solution analytique de ce probleme n’admet pas de singu-
larité. Donc la série calculée par la TMM a un rayon de convergence infini. Le but de
cette étude est d’analyser le comportement des approximants de Padé sur une série de

rayon de convergence infini.

TAB. 3.8 — Probleme d’Helmholtz (1.18). Comparaison de l’erreur de la TMM et
de celle obtenue en appliquant les approximants de Padé (logarithme de [’erreur).
Contrairement au cas précédent avec présence de singularité, les approximants de Padé
n’agissent pas sur la qualité de I’approximation.

Directions series Padé Padé Padé Padé
(degree=12) [11/1] [10/2] [9/3] [6/6]

y=20 -4.683 -3.337 -3.902 -3.021 -3.656
y=2 -3.04795 -3.0587 -3.04797 0.7461 -1.208
y=4 -2.7376 -2.807  -2.7377 -0.9327 -1.666

Les résultats sont présentes dans le tableau 3.8. Contrairement au probleme de La-
place, on remarque que les approximants de Padé n’améliorent pas vraiment la conver-
gence. Ces résultats peuvent s’expliquer par le fait qu’en absence de singularité, aucun
facteur extérieur au domaine n’agit sur la solution approchée de la TMM et par consé-

quent on obtient la meilleure approximation possible sous forme de polyndmes.
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La méthode des approximants de Padé est donc intéressante en présence de singula-

rités.

3.4.2 Taylor multipoint en 1D

La TMM dans sa formulation actuelle construit les fonctions de formes en faisant
une approximation en série entiere. Les problemes traités jusqu’a présent ont montré
une tres bonne convergence, mais cependant un probleme de domaine de convergence
se pose dans certains cas. Dans le chapitre précédent, des techniques ont été mises en
place pour surmonter cette difficulté. Toutefois dans le but de rendre plus flexible la
méthode TMM, nous pensons qu’il serait plus intéressant de construire les fonctions de

forme en faisant une approximation de Taylor multipoint.

Les travaux de J. L. Lopez et M. Temme [74,75] d’une part et de F. Costabile et A.
Napoli [76] d’autre part ont montré que les séries de Taylor multipoint sont plus précises
et ont un domaine de convergence plus large que les séries de Taylor développées en un

seul point.

Le but de cette section est de construire les fonctions de formes de la TMM en utili-
sant ces approximations de Taylor multipoint. Au cours de cette these nous n’avons pas
eu assez de temps pour approfondir les recherches sur ce sujet. Cependant nos travaux

ont été effectués en 1D et ceci pour un développement de Taylor en deux points.

La définition du développement en deux points en série de Taylor d’une fonction f

a été donné par Lopez et Temme dans [74] par :

Théoréme Soit f une fonction N — 1 fois différentiables sur un ouvert 2 C C. Soit

21 et zo deux points de €2 telque z; # 2. Alors f admet le développement de Taylor aux
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points 2; et z, de degré 2n — 1 suivant :

N-1
f(2) = Py(21,22,2) = [an (21, 22) (2 — 21) 4+ ar (22, 21) (2 — 22)] (2 — 21)* (2 — )"
k=0
(3.14)
ou les coefficients ay(z1, 22) sont donnés par :
2
ao(z1, 22) = Py _2 %
(o) = S (R DL I R ) 4 ()RR ) G
e — kl(n—k)! nl(z; — zg)nthtl

Le domaine de convergence du polyndome défini par la relation (3.14) est un ovale

de Cassini(voir fig 3.11) :

D,z ={2€Q/|(z—2)(z—2)| <r} (3.16)

r = infuco\oll(w — 21)(w — 22)[} (3.17)

110



3.4. Accélération de convergence de la TMM

(a) (b) ()

F1G. 3.11 — Domaine de convergence d’une série de Taylor développée en deux points
ziet 290 (a) sidr < |zp — 2% (b) sidr = |21 — 22|% (¢) sidr > |21 — 2|?

3.4.2.1 Formulation de la méthode

Considérons I’équation différentielle du second ordre suivante :

- L i) = glo)
X (3.18)

w(£L) =0, —L <z < +L

ou f(x) et g(x) sont des fonctions données et u(x) est I’inconnue du probléme.

Dans la TMM classique ce probleme sera résolu en faisant une approximation de la

forme :

u(z) = Z ap(z — x0)" (3.19)

k=0

Ici nous proposons de plutdt faire une approximation en 2 points dans ce domaine.
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Nous cherchons donc la solution approchée sous la forme :

=

u(r) =Y [ap(r —x1) + bp(x — 22)](x — 11)F (2 — 29)F (3.20)

e
Il

ol 1, x2 sont des points appartenant a [— L, L].
Pour simplifier les calculs nous supposons que zo = —x; = c. Ainsi la solution

approchée se réécrit sous la forme :

N
= (ar + bpr)(2® — ) (3.21)
k=0

La dérivée seconde de u est :

£
&

u’ () = 2(k+1)[((2k+1) aps1+2(k+2)ap o)+ ((2k+3) b1 +2(k+2)bgy o)) (22 —c*)F

e
I

(3.22)

Les fonctions f et g étant connues, on sait calculer leurs coefficients de Taylor 2

points en utilisant les relations (3.14) et (3.15) :

3.4.2.2 Application numérique
On résoud le probleme (3.18) (avec f = g = 1) par les trois techniques suivantes.

— On utilise la TMM classique en monozone, c’est a dire on approche la solution

par un développement de Taylor en un point z.

— On utilise la TMM classique en multizone. Le domaine est divisé en deux seg-
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ments [—L, 0] et [0, L], une approximation en série de Taylor en —z, et x, respec-
tivement est faite sur chaque segment, puis on assure la continuité de la fonction

et de sa dérivée en x = 0.

— Dans un dernier temps, on applique la technique présentée dans le paragraphe
précédent, c’est a dire qu’on fait un développement de Taylor en deux points

(—l‘d et ZEd).

1.2

0.8 B

0.6 B
- Solution exacte

0.4 Taylor 1 point i

Taylor 1 point 2 elements
——— Taylor 2 points

0.2

_02 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

FI1G. 3.12 — Solution du probleme (3.18) pour un degré p = 5. Comparaison de |’ap-
proximation de Taylor développée en un point et de I’approximation de Taylor déve-
loppée en 2 points. Le développement en 2 points donne de meilleurs résultats et fait
disparaitre Ieffet des couches limites (domaine de convergence plus large)

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 3.12 et dans le tableau 3.9. Sur la
figure, on remarque que la série de Taylor approche mieux la solution exacte et méme

mieux que si I’on subdivise le domaine en deux éléments.

113



Chapitre 3. Analyse des séries et accélération de convergence de la TMM

TAB. 3.9 — Comparaison des méthodes d’approximation de Taylor développés en 1 point

et en 2 points. p-convergence. L = 10, o = 0, x1 = —x9 = L/2
log1o(Erreur maximale)
Degré Taylor Taylor Taylor
P 1 point 1 point 2 points
2 éléments
5 -0.4922 -0.9736 -1.5691
10 -1.1769 -2.1645 -4.6858
15 -1.8738 -4.0941 -9.6957
20 -3.5330 -6.7985 -9.4308

3.5 Conclusion

Dans le but de rendre plus robuste la TMM, nous nous sommes proposés dans ce
chapitre de faire une analyse mathématique de cette méthode. La TMM dans sa formu-
lation actuelle construit la solution d’une EDP en faisant une approximation en série
enticre. Les séries calculées admettent un domaine de convergence qui est un disque de

rayon .

Si R = oo, I’approximation faite par la TMM converge en tout point du domaine d’étude
et elle est tres précise (quoique parfois elle nécessite de treés hauts degrés pour

avoir une bonne approximation).

Si R = 0o0u R < oo, laprésence de singularité influe sur la qualité de I’approximation
et la TMM diverge dans certains cas (exemple du probleme de Poisson). Toutefois
les séries calculées par la TMM contiennent des informations utiles sur la solution
exacte du probleme étudié. Cependant ces informations ne sont pas directement
accessibles. Dans ce chapitre, nous avons proposé une technique pour estimer la
position de la singularité a partir des coefficients calculés par la TMM. Le critere

proposé se base sur les diagrammes de Domb Sykes et le critere de Darboux.
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Des techniques d’accélération de convergence ont été discutées dans une deuxieme
partie. La méthode des approximants de Padé permettent d’améliorer 1’approximation
de la TMM dans le cas des problemes admettant une singularité finie. Une autre idée
a été de construire les fonctions de forme de la TMM en faisant une approximation
de Taylor multipoint. Ceci pourrait résoudre les probleémes de domaine de convergence
et ainsi évitera des résolutions multizones pour certains problemes. Au cours de cette
thése nous n’avons pas pu approfondir les recherches sur ce sujet, cependant 1’appli-
cation faite en 1D a donné des résultats tres précis par rapport au développement de
Taylor classique utilisé actuellement dans la TMM. 1l resterait a montrer comment cette
connaissance approfondie de la fonction cherchée pourrait étre utilisée pour améliorer
les algorithmes et estimer les erreurs : un vaste chantier qui n’a pas été abordé ici.

Il se trouve que les méthodes d’accélération de convergence n’ont pas été prioritaires
dans cette these. Néamoins les quelques tests que nous avons effectués ont montré qu’il
y a des possibilités treés importantes d’amélioration de 1’efficacité de la TMM, en par-
ticulier les approximations de Taylor multipoints et les approximants de Padé, mais il

resterait a mettre au point des procédures robustes et efficaces.
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CHAPITRE

Probléemes non linéaires

Jusqu’a présent, la Taylor Meshless Method (TMM) a été appliquée a des problemes
linéaires a coefficients constants [18,77,78]. Si ces travaux ont permis de mettre en évi-
dence les potentialités de la méthode et de fiabiliser 1’algorithme, ils n’ameneront pas
forcément d’améliorations tres importantes pour la résolution numérique de ces pro-
blémes, en tout cas pour des problemes ol une famille générale de solutions fondamen-
tales est connue. En effet, lorsqu’on se limite a des problemes homogenes, la méthode
de la solution fondamentale (MFS) et la méthode des éléments frontieres (BEM) sont
également des techniques qui demandent seulement la discrétisation de la frontiere et
leur efficacité devrait €tre assez comparable a la TMM, cette derniere permettant néan-
moins d’obtenir une tres grande précision en augmentant le degré. En revanche, la TMM
pourrait apporter une rupture dans le cas de problemes plus génériques ou il n’existe pas
de solutions fondamentales connues, en particulier les problemes linéaires a coefficients
variables et surtout les problemes non linéaires. L’ objet de ce chapitre est de mettre en
place une méthodologie pour appliquer la TMM a des équations elliptiques non linéaires

et de I’évaluer.

Notons que le principe de superposition des fonctions de forme, conséquence de
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la linéarité de I’équation, a joué un rdle déterminant dans les chapitres précédents. Il
serait possible de construire toutes les solutions approchées d’une équation aux déri-
vées partielles non linéaire par des développements de Taylor, mais cela dépendrait non
linéairement des variables principales ({v;}), ce qui compliquerait la prise en compte
des conditions aux limites. Or la plupart des méthodes de résolution des systémes non
linéaires sont des algorithmes ol chaque étape est un probleme linéaire (Méthode itéra-
tive de Newton ou de Newton-Raphson, Méthode Asymptotique Numérique, etc). Dans
la méthode proposée, on appliquera donc en premier lieu une telle technique de linéa-
risation, puis, a chaque étape, on résoudra 1’équation linéaire obtenue par la TMM,
exactement comme aux chapitres précédents. Par mesure de simplicité, la technique de

résolution non linéaire appliquée dans ce chapitre sera la méthode de Newton.

En résumé, on se propose d’appliquer la méthode de Newton pour transformer
I’EDP non linéaire en une suite d’EDP linéaires, puis d’utiliser la TMM a chaque étape
du processus itératif. On appliquera cette procédure d’abord a une équation différen-
tielle simple, puis a une équation elliptique du second ordre, qui peut correspondre a
un modele d’élasticité non linéaire en cisaillement anti-plan. La mise en oeuvre de ce
programme nous confrontera a deux difficultés : premierement, on devra redéfinir la
méthode de résolution analytique de I’EDP par développement de Taylor ; deuxieme-
ment, il faut associer un critere d’arrét a I’algorithme de Newton, ce qui nous amenera
a revisiter la notion de résidu. Enfin, a la fin de ce chapitre, on esquissera une réflexion
sur I’utilisation de la Différentiation Automatique en vue de traiter des équations quel-

conques sans recourir a chaque fois a des calculs analytiques compliqués.
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4.1 Résolution de problemes non linéaires en 1D

Dans cette section, nous illustrons la résolution des problemes non linéaires par la
TMM en 1D. Cette résolution nous permettra par la suite de mieux appréhender les

problemes 2D.

4.1.1 Probleme étudié

Considérons le probleme suivant :

(T e = s(e)  ~L<a <L
4.1)
u(+L) = u?

\

ol h(u(x)) est une fonction non linéaire de u(z) et s(x) une fonction quelconque de x
supposée donnée. Pour résoudre ce probleme, on couple la TMM avec la méthode de

Newton.

4.1.2 Linéarisation du probleme par la méthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode numérique itérative de résolution des équa-
tions non linéaires. L’idée principale est de linéariser le probleme non linéaire en faisant
un développement limité d’ordre 1 a chaque itération. Une autre technique sera néces-
saire pour résoudre les problemes linéaires obtenus.

Nous appliquons la méthode de Newton au probleme (4.1). A I’itération i, il s’agit
de trouver un incrément du(x) tel que v(z) + du(x) soit solution de (4.1), ol v(x) est

la solution obtenue a I’itération précédente. Au début de 1’algorithme, on se donne une
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solution de départ vy appelée "solution d’essai". Un développement limité a I’ordre 1 de
h(u) au voisinage de v conduit a :

_ d*[ou](x)

T3 I (©)du(z) + R(v(x)) = 0, (4.2)

ou A/(.) est la dérivée de la fonction h(u) par rapport a u et R(v(x)) le résidu du pro-

bléme non linéaire (4.1), défini par :

+ h(v(z)) — s(z). (4.3)

Dans la suite nous considérons h(v) = v et s(z) = X € R. Le probleme (4.1) se réécrit

sous la forme (4.4) suivante :

4.4)

u(xL) =0

\

La solution a I’itération i + 1 est u;11(z) = v(x) + du(x), ot du(zx) est solution de

I’équation (4.2). 1l s’agit donc de chercher du(z) solution de :

_EPul(@) [ZZ]Q(x) + 3u;(2)*6u(z) + R(ui(r)) = 0. (4.5)

La résolution du probléme non linéaire (4.4) revient ainsi a la résolution d’une suite de
problémes linéaires (4.5). Il reste donc a résoudre ces problemes linéaires en utilisant la

TMM.
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4.1. Résolution de problemes non linéaires en 1D

4.1.3 Couplage avec la TMM

4.1.3.1 Approximation d’ordre 4

La TMM propose de résoudre les problemes linéaires en faisant une approximation
polynomiale de I’inconnue. Ici nous présentons la démarche pour un ordre de troncature
p = 4. A chaque itération il s’agit de résoudre des problemes linéaires de la forme

suivante, ol v(z) est une fonction connue :
—6u” + 3v*du + R(v) = 0. (4.6)

On suppose que v est calculé a I’'itération précédente ou est donnée par la solution
d’essai vg. On approche I’inconnue du par une série entiere d’ordre 4 développée en

rz=0:
Su(x) = 6o + 612 + 0ox? + 52° + Szt

Les inconnues du probleme sont donc les cinq ccefficients ¢;. Appliquer la TMM
revient a annuler les coefficients de Taylor du résidu du probleme linéaire (4.6) jusqu’a
I’ordre 2. Les ceefficients de Taylor du résidu sont calculés a partir de ceux de I’'inconnue
du et des fonctions connues v et R(v).

Les fonctions v et R(v) étant connues, on sait calculer leur approximation de Taylor :

v2(1) = ag + a17 + agx® + azz® + aux?

R(v(z)) = 1o + rix + rox® + r3a® + ryat

Nous pouvons ainsi calculer le produit v(x)*6u(z). En remplacant toutes ces formes

polynomiales dans (4.6), on obtient 1’approximation de Taylor d’ordre 2 du résidu du
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probleéme linéaire. Annuler les coefficients de ce résidu s’€écrit :

R(O) = —252 + 3&050 + 19 = 0
R/<0) = —6(53 + 3(&150 + CL051) +7r = 0

R (O) = —1254 -+ 3(@250 -+ a151 —+ a052) -+ 27’2 =0

Ainsion a :
( 3 T
52 = 5(10(50 -+ 30
1 T
03 = §(a160 + apdy) + El
. 1 3 9 aoro T2
\ 0g = Z(CZQ(SO + a16; + 5%50 + T) + 5

La résolution approchée de I’équation par la méthode des développements de Taylor a
fourni 3 équations : R(x = 0) = 0, R'(x = 0) = 0, R”(x = 0) = 0 qui ont permis

d’écrire du(x) en fonction des deux premiers ceefficients dy et J; seulement :

Sule) =gt + ot + (g + ) + (1 + ;WQ + %alxg " (gag+ @4.7)
%)x4)50 + (x + %x?’ + %m‘l)dl .

Les coefficients g et §; seront déterminés avec les conditions aux limites.

Example

Soit uy = 0 la solution d’essai. On a :

Premiere itération.

Avec uy = 0, larelation (4.4) donne R(ug) = —A\. Par conséquent : ag = a; = ay =
a3 =ay =0etrg=—A\;ry =1ry =1r3 =ry = 0. Ainsi avec la relation (4.7) on a :

—A
du(x) = (7372) + 6o + 01
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4.1. Résolution de problemes non linéaires en 1D

Les conditions aux limites u(+L) = 0 donnent : §; = 0 et §y = 3L

La solution approchée apres la premiere itération est donc :

() = uo(z) + du(z) = %(L2 — %) (4.8)

Deuxieme itération.

Avec u; calculé précédemment, on a d’apres larelation (4.4) : R(u;) = &' (L?—1?)?,

Ainsion a :
A2 A2 A2
ap = ZL4;G2 = —?LQ;CM = Z;al =a3 =10
3 3 3
o = 3 LSry = —3—8 LYr, = 3—8 L*ri=ry3=0

La relation (4.7) donne :

T aor T 3 3 T a
Su(z) = (5%2 + (% + g)x‘l) +(1+ §a0x2+ (§a3+ 1—;):134)50+ (z+ 5%33)51
En posant :
To o aopTo T2\ 4 3 2 3 2 T2\ 4 ap 3
P = — — 4+ )2 P, =1+-= - —)z*; P, = —
() 5T +( 3 + 6)9@ : Po(x) +2a0x +(8a0+12)x :Py(z) =2+ 5L
ona:

du(x) = Py(z) + Py(x)do + Pr(x)0q

En résumé, on a utilisé ’équation (4.5) aux deux premiers ordres O(1), O(x), pour

écrire I’inconnue du(x) en fonction de deux ceefficients inconnus au lieu de quatre.
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4.1.3.2 Généralisation : approximation par un polynéme de degré p quelconque

On généralise le calcul précédent pour un degré de troncature p quelconque :

( P
du(z) = Z Sz
i=0

p—2

v (1) = Z a;x' + O(xP™1)

1=0

R(v(z)) = Z_: rixt + O(aP™h)

\

On a alors :
425 P2
dl;(x) =N "+ 2)(n + 1)6, 00" 4.9)
n=0

Et le produit v?(x)du(z) tronqué a ’ordre p — 2 8’écrit :

-2 n

V(@)ou(r) =Y (Y anid)z" + O() (4.10)

n=0 =0

bS]

En injectant les relations (4.9) et (4.10) dans (4.5), on obtient une relation de récur-

rence sur les ceefficients o; donnée par :

—(i+2)(i+ 1)z + 3> a0+ =0 Vi,0<i<p—2 4.11)

j=0
Comme dans le cas p = 4, on remarque que tous les ceefficients §; (2 < i < N)
peuvent s’exprimer uniquement en fonction de d, et ;.
Posons :
On = Yn + apdo+ 6,01 0<n<p
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4.1. Résolution de problemes non linéaires en 1D

En injectant cette relation dans la relation de récurrence (4.11), on déduit les ceefficients

Y, iy €t B, donnés par les relations de récurrence suivantes :

;

Qo :L oy = O
3 i—2
o; :i(i — 1) ;ai_j_gaj Vi,2 <i<p
Gy =0, 1 =1
S 3 i—2 | |
B :m jzz(;aij2ﬁj Vi, 2<i<p
P)/O :O, ’}/1 = O
1 i—2
\ JZO

Ainsi I’inconnue du(x) prend la forme :

p P P
du(x) = Z%xi +(1+ Z ;x" )0 + (z + Z Bix")d, (4.12)
i=2 i=2 i=2
Posons :
p
Py(x) = Z%azl
;:2
Po(z) = (1+ ) aa')
17)2
Pi(z) = (z+ ) _ Ba')
i=2

La solution Ps(x) provient du second membre, c¢’est donc une solution particuliere

125



Chapitre 4. Problemes non linéaires

du probleme (4.5). Comme dans le cas p = 4, on a exprimé I'inconnue du probleme

uniquement en fonction des variables J, et d; :
du(z) = Py(x) + Py(x)do + Py ()6 (4.13)

Les inconnues dj et d; seront déterminées par application des conditions aux limites.

4.1.4 Résultats numériques

Nous présentons les résultats obtenus pour le probleme (4.4) avec A = 0,3. La
solution analytique de ce probleme étant inconnue, nous évaluons la qualité de notre
résolution en utilisant le résidu. Classiquement le résidu d’une équation différentielle
est une fonction x — R(v(x)) qu’on peut représenter graphiquement dans le domaine.
Si on veut quantifier ce résidu, on peut soit considérer le maximum ou tout autre norme
de cette fonction résidu, soit choisir un nuage de points de controle x; et définir le résidu
comme une norme du vecteur { R(v(x;))}.

Dans le cas de la TMM, comme dans la plupart des méthodes numériques, ce résidu
global mesure a la fois les erreurs de discrétisation et les erreurs dues a I’approximation
faite lors des linéarisations du probleme non linéaire. C’est pourquoi, avec la méthode
des €léments finis, on définit un vecteur résidu discret [79], qui est une projection de la
fonction résidu sur un sous espace de dimension finie.

Dans le cadre de la TMM, on cherche a calculer des coefficients de Taylor de la

fonction résidu :
R(v(x)) = R’ (4.14)
i=0

Dans la TMM, on annule donc les coefficients de Taylor du résidu jusqu’au degré p — 2.

126



4.1. Résolution de problemes non linéaires en 1D

Bien entendu, le développement de Taylor du résidu contient une infinité de termes,
dans le cas de I’équation (4.4), 3p + 1 termes. Cependant dans le calcul de ce dernier on
néglige les coefficients de Taylor d’ordre p et p — 1 de I’opérateur différentiel d’ordre 2
apparaissant dans 1’équation. Ainsi I’on peut définir un deuxieme résidu en tronquant le
premier a I’ordre p — 2.

Nous disposons ainsi de deux notions de résidu : la fonction résidu de 1’équation non
linéaire, que nous appelons "résidu global" et la fonction résidu d’ordre p — 2 que nous
appelons "résidu tronqué". Le résidu global mesure I’ensemble des erreurs de 1’algo-
rithme numérique (discrétisation et linéarisation) et le résidu tronqué mesure seulement
les erreurs dues a la linéarisation.

Notons que lorsque 1’algorithme de Newton a convergé, le résidu tronqué est petit
et le résidu global ne représente plus que les erreurs dues a la troncature des séries,

c’est-a-dire les erreurs de discrétisation :

o0
R(v(x)) = Y R’ (4.15)
i=p—1

Les figures 4.1 et 4.2 présentent les deux résidus. On choisit un ensemble de points

de contrdle dans le domaine et on présente sur la figure 4.1, le maximum du résidu tron-
qué en ces points en fonction du nombre d’itérations. Cette étude a été faite pour trois
valeurs différentes de L (L = 1, L = 2 et L = 4) et pour un degré d’approximation
p = 10. On remarque que le résidu tronqué décroit avec le nombre d’itérations. En plus
une fois qu’il converge, il gagne 2 ordres de convergence a chaque itération. Ce com-
portement rappelle celui de la convergence de la méthode de Newton. Le résidu tronqué
peut donc étre défini comme un bon estimateur de la convergence de la méthode de
Newton. En d’autres termes, il peut étre considéré comme un "critere d’arrét"de cette

méthode itérative. D’autre part on remarque que la convergence de la méthode de New-
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Log( résidu tronqué maximal)

Nombre d’itérations

FI1G. 4.1 — Probleme non linéaire 1D (4.1). Evolution du résidu tronqué au cours des
itérations : convergence de la méthode de Newton pour p = 10.

ton est plus lente lorsque la longueur du domaine augmente. Ceci peut s’expliquer par
la présence de couches limites, il faut des degrés plus élevés pour obtenir une meilleure

convergence de la méthode de Newton.

Sur la figure 4.2, on présente le résidu global dans tout le domaine lorsque le résidu
tronqué a une valeur 10~%. La valeur du résidu global est trés petite dans le domaine
et elle augmente lorsqu’on s’approche du bord. Ces résultats ne sont pas trés étonnants
car, dans le domaine, on fait une résolution quasi-exacte de 1’équation. Cette figure
montre que le résidu global diminue lorsque 1’on augmente le degré. On a donc p-
convergence comme dans les cas linéaires. Le résidu global décrit donc la convergence
de la TMM. Au méme titre que I’erreur, le résidu global peut étre défini comme un

estimateur d’erreur, mais il ne demande pas la connaissance d’une solution exacte.
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-1

2

|
[

log ( Residu global)

-7

FI1G. 4.2 — Probleme non linéaire 1D (4.1). Répartition du résidu global dans le do-
maine : convergence de la TMM. L = 1 et critere d’arrét de la méthode de Newton :
résidu tronque = 1078,

4.2 Résolution des problemes non linéaires en 2D

Les résultats de la section précédente ont montré que la TMM couplée a la méthode
de Newton, permet de résoudre de maniere tres précise des problemes non linéaires en
1D. Dans cette section nous étendons cette application en 2D. Pour cela nous considé-

rons un probleme d’élasticité non linéaire en cisaillement anti-plan.

4.2.1 Formulation du probléme

On se propose d’étudier un systeéme en équilibre soumis a une force volumique
extérieure f = —¢. Soient {2, la configuration initiale du systéme dont on souhaite

étudier I’équilibre et X € (2,. Pour simplifier, nous considérons un probleme anti-plan
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autrement dit, nous cherchons le champ de déplacement U sous la forme :

0
z = X + Uavec U définit par : U = 0

W(z,y)

ou z est la variable eulerienne et X est la variable lagrangienne.

Dans les problemes anti-plan, les contraintes et les déformations sont des fonctions
de deux variables d’espace (x,y) et certaines de leurs composantes sont nulles. Ces
problémes sont caractérisés par le fait que seule la composante suivant OZ du dépla-

cement est non nulle.

Dans le cas de glissement anti-plan, seules les composantes ¢, et €,, du tenseur
de déformation sont non nulles, et dans I’hypothése d’un comportement isotrope du
matériau, seules les composantes de cisaillement anti-plan du tenseur des contraintes
sont non nulles. On retrouve ces types de problemes tres fréquemment, par exemple le

probléme de torsion d’un arbre cylindrique se ramene a un probleme anti-plan [80].

Le tenseur gradient de transformation d’un probléme anti-plan s’écrit alors :

1 0 0
F = 0 1 0
oW W 4

X oY

On suppose le milieu isotrope, I’énergie qui est une fonction de F devient une fonc-

tion de ||[VIV||%. L’énergie potentielle s’écrit alors :

w=/ e(IVW*)dQ0 + | eWdQy (4.16)
QO Q0
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En posant g = ||[VIV

2, la minimisation de 1’énergie potentielle s’écrit :

sr— [ Lovw . vewaa, + / GSWdQ = 0 (4.17)
QO 89 QO

En posant h(||VW||?) = 20e/dg(||VW||?), cette derniére relation est équivalente

au systeéme suivant :

div(q) = ¢
q = h(|[VW|*)VW

(4.18)

La premiere équation de ce systeme est lin€aire par rapport a la variable ¢, par contre
la seconde équation est une équation non linéaire par rapport a la variable W, ce qui fait
du systeme (4.18) un systeme non linéaire. Le systeme (4.18) peut se ramener a une

EDP a une inconnue W, toujours non linéaire :
div(h(||[VW|*)VW) = ¢. (4.19)

Cette derniere relation représente I’équation caractérisant les problemes d’élasticité

non linéaire anti plane.

En résumé on veut résoudre le probléme suivant :

div(h(||[VW|*)VW) = ¢ dans

W=W* surly (4.20)
W
\ 88_71 =g surl,

ou 0f) = I'y UT, et h est une fonction non linéaire de . Pour résoudre ce probleme,

comme en 1D, on couple la TMM a la méthode de Newton.
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4.2.2 Linéarisation du probleme avec la méthode de Newton

Le résidu du probléme non linéaire (4.20) s’écrit :

R(W (,y)) = div(h(| VW|P)YIV) - ¢ (“.21)

Nous appliquons la méthode de Newton a ce résidu non linéaire. Ceci consiste a annuler
son développement limité d’ordre 1. On part d’une solution d’essai W, donné, et a
chaque itération la solution est W + 61, o W est la solution a I’itération précédente et

O0W vérifie le probleme linéaire suivant :

R'(v)(6W) = —R(v) 4.22)

Ainsi a chaque itération, il s’agit de chercher d\V, solution du probléme suivant :

div(h(||V0||2) Vw21 (|| Vo|]2). (Vo, Vow) Vo) = —div(h(||Vo|]2) Vo) +é (4.23)

Ona:
v, ov] (o5
| o 0z dy| | ox
Vv (Vu, Viw) = dv B (@)2 dow
Ox Oy dy dy
(4.23) <= div(KViéw) = —R(v) (4.24)
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Ou K est défini par :
, ov , Ov Jv
h(IVolP) + 20 (Vo)) (5 )? 21 (|| Vol )ayax
K= 4.25
’ ov Ov ) ’ 2 2 ( )
21 (|| Vo] Jagaz  MUIVeIR) + 20 (Vo] )(a_y)

Pour plus de simplicité dans la suite, nous désignerons les composantes de la matrice K

par K1, Ky, et K5, de maniere a écrire :

K= (4.26)

Ainsi I’équation (4.23) est équivalente a :

. 82(511) 82(511) 82(510 8K1 8K12 dow 8K2 3K12 dow
K =K +K. +2K
div(KVow) Y 0x? 2 0y? 128x8y+( ox + dy ~ Ox + dy + ox ~ Oy
4.27)
Posons :
- 8K1 8K12
ho= ox + oy
. 8K2 8K12
f2 - ay + a,f )
Les formules (4.27) et (4.24) conduisent a :
O*ow O*ow 9*ow Odw Odw
Ki—— B + Ko—— 02 +K126 ay + fi—— oz f2— = —R(v). (4.28)

Résoudre le probleme non linéaire (4.20) revient a résoudre le probleme linéaire

(4.28) a chaque itération en partant d’une solution d’essai V.
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4.2.3 Résolution du probleme linéaire

La deuxieme étape de notre algorithme consiste a résoudre ce probleme linéaire par
la TMM. Ceci revient a annuler les coefficients de Taylor du résidu de ce probleme
(notons qu’il s’agit du résidu linéaire cette fois ci et non du résidu non linéaire comme
dans la section précédente). Le calcul de ces coefficients passe par la connaissance des
coefficients de Taylor de toutes les fonctions apparaissant dans I’EDP. L’inconnue étant

approchée sous la forme suivante :

Sw(x,y) =Y (X*) {suw*} (4.29)

ou {6w*} sont les coefficients de Taylor inconnues. D’une part, les fonctions K,
Ky, Ky, f1 et fo étant connues, on sait calculer leur approximation de Taylor. D’autre
part, de part les travaux de S. Zeze [17], nous savons calculer les coefficients de Taylor
de n’importe quel opérateur différentiel agissant sur la forme approchée (C.1). Cepen-
dant dans notre EDP actuelle (4.28), il apparait des produits (par exemple K;9%6w/dz?,
). Jusqu’a présent le calcul des coefficients de Taylor du produit de deux fonctions n’a
pas encore été mis en place. Il nous faut donc évaluer cela avant de passer a la suite de

la résolution.

Une fois le calcul des coefficients de Taylor du produit de deux fonctions maitrisé,
nous pouvons calculer les coefficients du résidu du probleme linéaire (4.28). Ensuite la
résolution par la TMM, se fait de la méme maniere que dans le cas du probleme linéaire
a coefficients constants présenté au chapitre 1 (section ). Un calcul détaillé des fonctions

de formes du probleme linéaire est présenté en annexe.
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4.3. Produit de deux séries de Taylor en 2D

4.3 Produit de deux séries de Taylor en 2D

Soient a(x,y) et b(x, y) deux fonctions développées en série de Taylor et tronquées

aux ordres IV, et IV, respectivement :

Na

a(r,y) = > (X){d'} (4.30)

1=0

Ny

blay) = Y (X){v'} (4.31)

1=0

Le but de cette section est de calculer les vecteurs {c'} de telle maniere qu’on puisse

écrire le produit des deux fonctions a et b sous forme :

Ne

c(z,y) = a(w,y) «ba,y) = Y (X){c}

=0

Etape 1 : Décomposition du polyndme produit selon le degré k

Le produit ab est de degré N. = N, + N, et ses coefficients de Taylor s’expriment

en fonction des coefficients de a(z,y) et de b(z,y) :

)= 30 G (= 3 () (o () () 7

Pourun k fixé, k < N,ona:

ng

(XF) P} =D (xm) {amp (X o) (4.33)

n=ni
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avec les conditions suivantes a vérifier par les bornes :

0<n<N, 0<n<N,

= = maz(0,k—N,) <n < min(k,N,)

OSI{Z—TLSNb k—NbSTLSI{?

De ce qui précede, on déduit les valeurs de n; et no :

ny = max(0,k — Ny)
ny = min(k, N,)
On obtient alors le terme de degré £ du polyndme c :
min(k,Ng)
= > ey fany i) By (434)

n=maz(0,k—Np)

Etape 2 : Calcul des coefficients ¢;; du produit en fonction des coefficients des deux

polyndmes a et b.

L’équation (4.34) se réécrit sous la forme suivante :

k min(k,Nq) n k—n
1, k=l k—i—j

Yody e = Y Z Z Y by (435)

=0 n=maxz(0,k—Np) =0 j=
1=m

Pour [ fixé, en posant 2 + j = [ et en posant , on arrive a :
j=l—-m
min(k,Ng)
o =) Z Y D11 (4.36)

n=maz(0,k—Np) m=m1
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Comme dans la relation (4.33), I’indice m vérifie les conditions suivantes :

0<m<n 0<m<n
= = maz(0,n+l—k) <m < min(n,l)

0<l-m<k-n n+l—k<m<]|

Ce qui nous donne le coefficient ¢; ;,_; :

min(k,Nq) min(n,l)

k—1 — m,n—mYl—m,k—n—I+m .
Clk—1 Z Z a bi—m,k l 4.37)

n=maz(0,k—N;,) m=maz(0,n+I—k)

En se limitant aux fonctions de méme degré N, c’est-a-dire N, = N, = N et en

tronquant le produit ¢(z,y) a N, la relation (4.37) devient :

min(n,l)

k
k=1 — mn—mYl—m,k—n—Il+m> .
Clkl—z Z a by k l (4.33)

n=0 m=maz(0,n+1—k)

en effet, max(0,k — Ny) = 0 et min(k, N,) = k Dans I’équation (4.38), effectuons un

changement de variable en posant k£ — [ = ¢ ce qui conduit donc a :
k min(n,k—1i)
Ck—iji = Z Z am,n—mbk—i—m,k—n—(k—i—m) (439)

n=0 m=maz(0,n+—1)

Etape 3 : On réécrit I’algorithme sous forme matricielle

Une fois les coefficients ¢;; calculés, nous les regroupons pour former les vecteurs
{c'} en fonction des vecteurs {a*} et {b*}. Pour cela nous cherchons d’abord a faire

apparaitre ces vecteurs dans I’écriture des c¢;;.

Un nouveau changement de variable dans (4.39) en posant r = k£ — ¢ — m conduit
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[V

min(k—n,k—

Clk—1 = Z Z akfifr,nf(kfifr)br,(kfn)fr

n=0 r=maz(0,k—i—n)

(4.40)

Un dernier changement de variable en posant p = k£ — n — r dans (4.40) donne

finalement :

min(k—n,i)

Clk—1 = Z Z On—(i—p),(i—p) D(k—n)—pp
—_—

n=0 r=maz(0,n—1i)

{an} ok}

Les coefficients {c*} du produit sont définis par :

{"} = [Cal{p" ™}

Ou la matrice [Cl,,] est définie par :

CYknOO e CknOi e CknOn
[Ckn] = OknjO T Cknji te Cknjn
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avec

(p—itpi— si maz{0,2 —n} < p < min{k —n,i
I e (0.i-n) A
0 sinon

4.4 Résultats numériques

Dans cette section, la méthodologie de calcul proposée est validée et testée. Nous
considérons des problemes d’élasticité non linéaire en cisaillement anti plan de la forme
(4.20), avec des conditions aux limites de Dirichlet ou mixte. La loi de comportement,

est donnée par la fonction h, sous la forme suivante :
h(||[Vw|*) = G [1 + C||Vw]|] (4.45)

ou G et C sont des réels.

Choix d’indicateurs d’erreur

Les problemes traités ont une solution analytique connue. La qualité de notre algo-

rithme sera évaluée par I’erreur relative définie par :

“we:tacte (SL’, y) — Wapproche (J;y y) ||
max(Hwexacte(x; y) H)

erreur(x,y) = (4.46)

Comme en 1D, nous définissons aussi des estimateurs d’erreur a partir du résidu. Il
s’agit toujours du résidu tronqué et du résidu global définis a la section 4.1.4. Les solu-
tions analytiques étant connues cette fois ci, nous pouvons comparer le résidu global a
I’erreur, afin de valider I’hypothese émise dans la section 4.1.4, qui stipule que "le ré-

sidu global peut étre considéré comme un estimateur d’erreur de 1’algorithme proposé".
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Nous rappelons que pour un degré d’approximation p par la TMM, le résidu tronqué
est le résidu tronqué a I’ordre p—2 et le résidu global est le méme résidu étendu a I’ordre

p. Ce dernier contient donc I’erreur d’approximation faite par la TMM.

Exemple 1 : Probleme mixte

Soit 2 un carré de longueur L ([0, L] x [0, L]). On considére le probleme (4.20) sur

ce carré, avec des conditions aux limites mixtes et défini comme suit :

div(h(||Vw|]*)Vw) = Odans |0, L[x]0, |
G, y) = 0 V(z,y) € [0, L] x {0} U [0, L] x {L}

0 si(z,y) €{0} x|0,L]
A si(x,y) € {L} x [0, L]

w(z,y) =

(4.47)

La solution exacte de ce probleme est donnée par :

AT

w(w,y) = f

Cette solution est un polyndome de degré 1. La méthode proposée étant une méthode
d’approximation polynomiale, on doit pouvoir avoir une bonne approximation des le
degré p = 1. Ici nous nous intéresserons aussi a la robustesse de 1’algorithme proposé,

par rapport au degré d’approximation. Les résultats présentés dans la suite sont obtenus
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avec les parametres suivants : L = 2, A\ = 3, point de développement (ptdev) pris en
[0,0],h(g) = 14+ ¢,G = C = 1et M = 40 points de collocation sur les bords. Ces
points de collocation sont répartis de maniere réguliere sur le carré, a raison de 11 points

par cOté.

a5k —B— solution exacte [......o e ]
- -n=3 : :
codl=2 : :

w2

P B SISO NS S WO SIS SIS O

05 1 1 1 i i i 1 1 1
o

FI1G. 4.3 — Probleme mixte (4.47) : comparaison des solutions approchées avec la solu-
tion exacte dans la direction (y = 2 et x € [0,2]) pourp=1,p =2 et p = 3.

La figure 4.3, présente la solution dans le domaine pour différents degrés d’approxi-
mation (p = 1, p = 2 et p = 3). Ces résultats ont été obtenus avec un critere d’arrét
de la méthode de Newton défini par le résidu tronqué (résidu tronqué < 10~2). Comme
attendu, on obtient une trés bonne approximation pour le degré p = 1. En plus cette
convergence est obtenue des la premiere itération, en partant d’une solution d’essai
nulle. Lerreur est de I’ordre de 1071°, ce qui n’est pas étonnant, car avec I’approxi-
mation d’ordre 1, on tombe quasiment sur la solution exacte.

Cette figure montre aussi que I’on garde une bonne convergence en augmentant
I’ordre d’approximation. Cependant un zoom sur ’erreur dans le domaine (fig 4.4),
montre que I’on introduit de petites erreurs en augmentant 1’ordre d’approximation. No-

tons que I’erreur introduite en augmentant le degré est tres faible : la méthode proposée
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FIG. 4.4 — Probleme mixte (4.47) : comparaison des erreurs sur le segment (y =
2etx €0,2]) pourp=1,p=2 etp=3.

est robuste par rapport au degré d’approximation.

Exemple2 : Probleme de Dirichlet

Dans I’exemple précédent, notre algorithme a convergé des la premiere itération.
Considérons maintenant un probléme plus complexe, avec une solution sinusoidale.
Ce probleme ne convergera pas deés la premiere itération, ainsi I’on pourra étudier la
convergence de la méthode de Newton, en utilisant le résidu. On considere le pro-
bleme (4.18) défini sur le carré de longueur L et la fonction i définie par : h(g) =

G(1+Cg)avec G,C eR:

div(h(||Vw||*)Vw) = fdans]0,L[x]0, L[
(4.48)

w(x,y) = 0 surle bord

142



4.4. Résultats numériques

avec f = 2G sin (’TL—“““) sin (%) [26’ (% cos (%) cos (%))2 —2C (% sin (%) cOs (%))2 — 1}

La solution exacte de ce probleme est donnée par :

™ ™

w(z,y) = sin (f) sin (%) . (4.49)

Tous les résultats ont été obtenus avec les parametres suivants : ptdv = [0.5,0.5], L =
G=C=1,h(g) =1+ getw,(z,y) = 0 la solution d’essai. On choisit un ensemble
de points dans le domaine et on évalue I’erreur et les deux résidus en ces points.

Critere d’arrét

Avant toute étude, nous devons définir un critére d’arrét de la méthode de Newton.
Le critere idéal serait de fixer une erreur maximale et d’itérer 1’algorithme de Newton
jusqu’a I’obtention d’une erreur inférieure a cette valeur maximale. Cependant cette
opération est impossible dans les cas ol la solution analytique du probleme étudié est
inconnue. Il nous faut donc définir un critere générique. Comme en 1D, nous pensons
utiliser le résidu tronqué pour définir ce critere. En effet le calcul de ce résidu ne né-
cessite que la connaissance des coefficients de Taylor calculés par la méthode proposée.
Sur la figure 4.5, on trace le résidu tronqué maximal en fonction de I’erreur maximale.
La figure 4.6, représente I’évolution de I’erreur maximale au cours des itérations. Cette
figure montre que I’erreur maximale diminue au cours des itérations.

D’autre part, la figure 4.5 montre que le résidu tronqué maximal diminue en méme
temps que I’erreur maximale. On peut donc considérer ce résidu tronqué comme un
critere d’arrét de la méthode de Newton. En effet on sait a partir de ces deux figures que
plus le résidu tronqué est faible, plus la méthode converge.

Convergence de la méthode couplée TMM-Newton

Une fois le critere d’arrét établi, nous nous fixons un résidu tronqué maximal (=
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relation entre 'erreur max et le résidu trongué

log{résidu trangqué)

- : i ; : ; :

-14 -10 -5 0 4 10 15 20
loglerreur max)

FI1G. 4.5 — Probleme de Dirichlet (4.48) : convergence de la méthode de Newton.
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grreur au cours des itérations

loglerreur max)

iteration

FI1G. 4.6 — Probleme de Dirichlet (4.48) : évolution de I’ erreur maximale au cours des
itérations.
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10~®) et nous itérons I’algorithme de Newton, jusqu’a ce que la valeur du résidu tronqué
soit inférieure a cette valeur maximale. On calcule ensuite 1’erreur dans le domaine, a
partir de la solution obtenue apres la derniere itération. Dans le tableau (4.1), on présente
le logarithme de I’erreur maximale en fonction des ordres de troncature. Le nombre de
points de collocation choisis sur le bord est M/ = 4p. Ce tableau montre que 1’erreur
maximale diminue lorsqu’on augmente le degré : on a de la p-convergence comme dans

les cas linéaires.

Degré p M log,,(Erreur
max)

3 12 -0.2112

6 24 -4.4465

8 32 -7.0963

10 40 -10.0172

12 48 -13.2014

TAB. 4.1 — Probléme de Dirichlet : Etude de la p-convergence.

Sur la figure (4.7), on a représenté les solutions obtenues a I’intérieur du domaine
par la technique de perturbation couplée a la méthode de Newton aux ordres p = 5,p =
8 et p = 12 en comparaison avec la solution exacte sur le segment x = % Cette courbe
vient confirmer les résultats du tableau précédent. On remarque que I’on améliore la
qualité de la résolution du probleme en augmentant le degré. Ce qui est intéressant,
c’est de remarquer que cette amélioration passe principalement par une meilleure ap-
proximation de I’EDP dans le domaine. En effet, sur cette figure, on remarque qu’en
augmentant le degré, on approche mieux la solution dans le domaine.

La figure (4.8), présente la répartition de I’erreur dans tout le domaine, pour un
degré p = 12. On remarque que la convergence est trés bonne a I’intérieur du domaine
et que ’erreur augmente en s’approchant du bord. Le méme résultat avait été obtenu

dans le cas linéaire et dans le cas 1D présenté dans ce chapitre. Cette répartition est
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oak--- PR ...... : : ZIRRN ........ : T TR .........

—
:': : . . : . . . - .
% Ok - ..... ....... —=— znlution exacte ........ .........
Z Y/ B T W

: vl =12 : ; :
1e] SEREY ST e —e—nN=5  |.... e L

FI1G. 4.7 — Probleme de Dirichlet (4.48) : solutions approchées et exacte sur le segment
(x=2etye0,1]) pourp=>5, p=8etp=12
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due au fait qu’on fait une résolution exacte du probleme dans le domaine, 1’application
des conditions aux limites étant faite de maniere approchée, on introduit des erreurs au
bord. Pour rendre plus robuste la méthode, une meilleure maniere pourrait étre d’utiliser
la méthode de Galerkin pour I’application des conditions aux limites, au dépend de la
méthode des moindres carrés utilisée actuellement. Mais cette technique générera de

I’intégration numérique et donc un cofit de calcul plus élevé.

erreur sur tout le domaine pour W =12

BITeur

0.4 v T

axe des y 0 0 aue des

FI1G. 4.8 — Probleme de Dirichlet (4.48) : degré p = 12, erreur sur tout le carré.

Estimateur d’erreur

Les résultas précédents ont montré une tres bonne convergence de la méthode pro-
posée. On a aussi réussi a définir un critere d’arrét générique de la méthode de Newton
en utilisant le résidu. Ici nous cherchons a définir un estimateur d’erreur qui pourra étre

utile dans les cas ou la solution analytique du probleme étudié est inconnue. Pour cela
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nous nous inspirons des résultats obtenus en 1D et ainsi nous utilisons le résidu glo-
bal. La figure (4.9) présente le résidu global maximal en fonction de I’erreur maximale.
Cette courbe, assimilable a une droite linéaire, montre que le résidu global diminue
quand I’erreur maximale devient aussi petite. Tout comme I’erreur maximale, le résidu

global maximal décroit avec le degré. Cette figure montre une bonne corrélation entre

relation entre e résidu global et 'erreur
4 T T T T T T

log{Residuglobal max
ra

A i
-14 -12 -10 - 5 -4 2 ]
loglerreur max)

FIG. 4.9 — Probleme de Dirichlet (4.48) : relation entre le résidu global maximal et
I’erreur maximale.

I’erreur et le résidu global. Le résidu global peut donc étre considéré comme un bon

indicateur pour la précision de la méthode proposée.
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4.5 Automatisation de la TMM : introduction de la dif-

férentiation automatique

La TMM dans sa formulation principale permet de résoudre les EDP en annulant
les coefficients de Taylor du résidu de ce dernier. Cependant jusqu’a présent pour cal-
culer ces coefficients, il faut effectuer analytiquement des calculs de dérivées d’ordres
élevés. Ce calcul devient plus complexe dans le cas des problemes non linéaires ou, a
chaque itération, on a un nouveau probleme linéaire a résoudre. Pour faciliter ces cal-
culs, nous avons pensé a utiliser la différentiation automatique. Dans la littérature, on
retrouve plusieurs techniques de différentiation automatique [1, 81, 82] qui sont codées
en C++, Fortran ou Matlab, toutefois aucune de ces techniques n’est totalement adaptée
a la TMM. 1l a fallu donc adapter ces techniques a la TMM. Avec les codes existant
actuellement, on sait calculer les coefficients de Taylor d’une fonction connue donnée.
Cependant dans la TMM pour calculer les fonctions de forme, I’inconnue est approchée
par une série de Taylor dont les coefficients sont inconnus. Dans cette section, nous

présentons la technique d’automatisation adaptée a la TMM.

4.5.1 Un probleme quasi-linéaire en 1D

Considérons le probleme quasi linéaire suivant :

R(z,u) = —[q()] + ¢(x) = 0 (4.50)
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En appliquant la méthode de Newton, résoudre cette équation revient a résoudre a

chaque itération le probleme linéaire suivant :

— k()] + r(z,u) =0 (4.51)
ou
no__ @ ’
kE(u') = 5 (u') (4.52)

et ou u est la solution a I’itération précédente et v est tel que u + v est la solution a
I’itération actuelle. Résoudre le probleme linéaire (4.51) par la TMM, revient a chercher
les coefficients de Taylor v, de v pour k compris entre 0 et p, ou p est un ordre de

troncature fixé par I’utilisateur. Cette équation est équivalente a :

—q¢ +r(z,u) =0
q=k(u)g (4.53)
g="1

4.5.2 Différentiation Automatique d’ordre élevé [1]

La différentiation Automatique est une technique permettant de calculer des dérivées
"automatiquement", c’est a dire sans avoir a effectuer des calculs de dérivées analyti-
quement, ni a fortiori les programmer. La DA a été utilisée récemment pour calculer des
dérivées d’ordre €élevés dans le cadre de la Méthode Asymptotique Numérique [1, 83].
Pour fixer les idées, considérons une fonction "quelconque” : z = f(y). La variable y

est supposée étre une fonction analytique d’une variable réelle x et on la représentera
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par une série de Taylor autour de x :

p
y(r) = Z Yn(x — 20)" + Oz — 1)
- (4.54)
1oy
In = agn (z0)

Donc dans le cadre des séries de Taylor tronquées a I’ordre p, la donnée de la fonction
y(x) équivaut a se donner les variables discretes {vo, y1,- - ,Yyp}. Si f est une fonc-
tion analytique, alors 2z sera aussi une fonction analytique de x, qui sera discrétisé par
ses coefficients de Taylor {zo, 21, - - , 2, }. Dans le cadre de la TMM, on aura a écrire
{70, 21, , 2} en fonction de {yo, y1, - - - , Y, }. Pour comprendre le principe de la DA,
prenons I’exemple suivant [84] : f(y) = y* + exp(3y). Cette fonction peut étre décom-

posée en opérateurs €lémentaires (somme, produit, exponentielle, ...) :

(

u=1y*y
w=3%*y

(4.55)
e = exp(w)
\z:u—l—e

Les formules de récurences donnant les dérivées de chaque opération élémentaire sont
connues et programmées (exemple : zp = uy + ex). En pratique, y(x) est une inconnue
et il est commode de faire apparaitre sa dérivée d’ordre le plus élevé y,, dans le calcul
de :

1o

ol dxn

Lf (y(2)]| (z=a0) (4.56)
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Or on sait (voir par exemple [83]), que cette dépendance est affine, ce qui conduit a la

formule :

Zn = f/(yo)yn + fj‘fl

1 0"
fylfl = ! Ozn [f(y(x))ﬂyozn Yn=0

(4.57)

Ainsi la formule de récurence (4.57) fait intervenir la premiére dérivée f’(yo) et un reste,
qui s’interprete comme une dérivée d’ordre £, mais lorsque y;. est mis arbitrairement a
la valeur 0. Autrement dit, si on sait calculer les dérivées d’ordre k de z, on saura aussi

calculer la tangente f'(y) et le terme résiduel f*.

4.5.3 Application a I’équation différentielle (4.53)

On suppose que u(x) est une fonction connue, et qu’elle est représentée par ses
coefficients de Taylor {ug,uy,- - ,u,}. Tout bon code de DA sait alors calculer les
dérivées de la fonction © — k(u'(x)) et du résidu  — r(z, u(z),u (x)). On applique
alors la regle de calcul (4.57) a I’équation différentielle (4.53), en notant que le calcul

des dérivées ¢’ et v’ est évident :

— NGy +Tho1 = 0
@n = kogn + (kg)2 (4.58)

(n+ Vv = qn

Ainsi I’application de la formule de récurence (4.58) permet de calculer la dérivée
d’ordre n + 1 de v en fonction des dérivées d’ordre inférieur (se rappeler que (kg)™
ne contient pas de dérivée d’ordre n de g) et en fonction des dérivées des fonctions

connues k(z), r(z). En appliquant successivement (4.58) pour n = 1,2,---p — 1,

153



Chapitre 4. Problemes non linéaires

on peut construire numériquement toutes les dérivées de v(x) en fonction de v, et v,

quelles que soient les fonctions z — q(u') et z — ¢(x).

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un algorithme de résolution des problemes
non linéaires en couplant la TMM a la méthode de Newton. La méthode de Newton
permet de linéariser I’EDP non linéaire et les problémes linéaires obtenus sont ensuite
résolus par la TMM. Une validation a été faite en 1D, puis en 2D sur un probleme
d’élasticité non linéaire en cisaillement anti-plan. Deux fonctions ont été définies a partir
du résidu afin d’évaluer la convergence de la méthode de Newton et la convergence de
I’algorithme global. Les résultats obtenus ont montré une trés bonne convergence. Dans
ce chapitre nous avons utilisé la méthode de Newton, mais toutes les autres techniques
de linéarisation peuvent étre aussi utilisées (MAN, méthode de Newton-Raphson ...).

A la fin du chapitre, nous avons introduit de la Différentiation Automatique, dans le
but d’automatiser le calcul des fonctions de forme. Jusqu’a présent ce calcul nécessitait
de calculer analytiquement des dérivées. Les techniques de DA permettent de calculer

les coefficients de Taylor sans avoir a faire de calculs analytiques.
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Cette these vient renforcer et élargir le champ d’application de la "Taylor Meshless
Method" (TMM), une méthode sans maillage proposée au laboratoire LEM3 [17]. La
TMM construit la solution d’'une EDP en faisant une approximation en série entiere
tronquée a un ordre fixé. Le chapitre 1 de cette these a été dédié a I’état de 1’art sur
les méthodes sans maillages en général et sur la TMM en particulier. Cette étude bi-
bliographique a montré que la TMM est une méthode tres précise avec un nombre de
degrés de liberté relativement faible (donc un cotit de calcul réduit). Toutefois, la qualité
de la convergence dépend de la géométrie du probleme ou de la nature de la solution
analytique. Cette dépendance est liée au domaine de convergence des séries calculées.
Dans cette these, il a été question d’élargir le champ d’application de la TMM tout en
la rendant plus robuste et plus efficace. Les apports de cette these peuvent €tre résumés
comme ci dessous. Une partie a fait I’objet des publications [77,78].

Bilan

Les travaux menés au cours de cette these sont principalement regroupés en trois
chapitres. Au chapitre 2, il a été proposé et validé des techniques qui, couplées a la
TMM, permettent de résoudre les problemes présentant des singularités. L’idée est de

subdiviser le domaine en quelques sous domaines et de faire une résolution par la TMM
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sur chaque sous domaine. Ainsi sur chaque sous domaine, une série convergente est
obtenue en approchant au mieux la solution exacte. Les techniques proposées assurent
la continuité des séries obtenues et de leur premiere dérivée aux interfaces entre les sous
domaines. Plusieurs techniques ont été explorées. Les plus robustes et efficaces sont
la méthode des multiplicateurs de Lagrange et une technique inspirée de la méthode

Arlequin.

Le chapitre 3 est consacré a 1’analyse mathématique de la TMM. Le but de cette
étude est d’estimer le rayon de convergence des séries construites par la TMM. Dans
ce chapitre, un algorithme a été proposé pour détecter 1’ordre et la position de la pre-
miere singularité du probleme étudié. Cet algorithme utilise les coefficients des séries
calculées. La position de la premiere singularité représente la limite du domaine de
convergence. En outre, des techniques d’accélération de convergence ont été propo-
sées. La méthode des approximants de Padé améliore la convergence de la TMM dans
le cas des problemes présentant une singularité finie. Une autre idée d’accélération de
convergence a été d’utiliser une approximation de Taylor multipoint, a la place de 1’ap-
proximation en un point proposée dans la formulation actuelle de la TMM. Au cours
de cette these, nous n’avons pas eu le temps d’approfondir les recherches dans ce sens.
Par contre, I’application faite en 1D et avec un développement de Taylor en 2 points
a conduit a de tres bons résultats. La convergence obtenue est meilleure que quand on

divise le domaine en deux sous domaines.

Au chapitre 4, nous avons étendu 1’application de la TMM aux problémes non li-
néaires. A cet effet, on a couplé la TMM a la méthode de Newton qui permet de linéa-
riser I’équation. Cependant, d’autres techniques de linéarisarion pouvaient étre utilisées
notamment la méthode asymptotique numérique. Un estimateur de convergence de la

méthode de Newton a été défini ainsi qu'un estimateur de convergence de la TMM.
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L’estimateur de convergence de la méthode de Newton définit un critere d’arrét de la
méthode. Dans les cas ol la solution exacte du probleme est inconnue, I’estimateur
d’erreur de la TMM évalue la qualité de 1’approximation de la TMM. L’algorithme de
résolution des problemes non linéaires a €té entierement automatisé en €laborant un
code Matlab qui permet de calculer automatiquement les coefficients de Taylor d’une
fonction donnée.

Perspectives

Jusqu’a présent, la TMM a été appliquée a des problemes académiques. Le présent
travail ouvre de multiples perspectives et travaux futurs qui peuvent étre résumés dans

les points suivants.

— Passer a la résolution de problemes mécaniques avec des challenges plus indus-

triels.

— Etendre la méthode en 3D et comparer le temps de calcul avec des méthodes

existantes.

— Coupler avec la MEF (tres souple pour aller chercher des solutions pas trop régu-

lieres avec des singularités, fissures, forces concentrés...).
— Résoudre des problemes dépendant du temps.

— Mettre au point des algorithmes d’accélération de convergence en approfondissant
les recherches sur le Taylor Multipoint, par exemple. Ce qui pourrait étre une belle

alternative a la résolution multizone.

— Approfondir les techniques de calcul des polyndmes de Taylor (différentiation

automatique...), pour rendre la méthode plus générale et plus automatique.

Nous pensons que les travaux effectués dans cette these constituent des outils effi-

caces pour résoudre ces problemes.
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|ANNEXE A

Effet des opérateurs différentiels sur la

forme approchée de la TMM

Dans la TMM la solution est cherchée sous la forme suivante :

u(z,y) = i iun_m-x”_iyi = i < XF > {ug) (A.1)
1

n=0 i=o k=

Pour résoudre I’EDP sous sa forme forte, on doit calculer 1’action des opérateurs dif-
férentiels sur cette forme approchée. On peut remarquer que 1’effet de tout opérateur
différentiel L sur cette forme approchée, peut étre identifié a des matrices [L*] telles

que :

T
[N}

Luh(ac,y) = < Xk > [Lk]{ukw} + O(||z||P~1) (A.2)
0

e
Il

A.0.1 Dérivée partielle

Considérons un polynéme u(z, y) de degré 3 soit :
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Annexe A. Effet des opérateurs différentiels sur la forme approchée de la TMM

u(x,y) = 1x{uo} + (z,y) * {ur} + (2%, 2y, v*) * {ua} + (2%, 2%y, 2, y°) * {us}

On dérive ce polyndme par rapport a la variable x d’abord :

2 (2, y) = (1,0) # {ur} + (22, 0) * {us} + (322, 22y, 42, 0) * {ug)

On réécrit ensuite cette dérivée en fonction des polyndmes de base (X°), (X1), (X?) :

(1,0) = 1% (1,0) = (X%) (1,0) = (X "]
ey 0) = gy + | - | = (X6
010

3000
(322, 22y, 42,0y = (2%, 2y, y) x| 0 2 0 0 | = (X?)[GI]

0010
Ces formules se généralisent aisément :

(k0 0 0 0]
0 k-1 0 0 0

0

oo (X =N efa[ci] =10 0 k-2 00
0 0 o0 10
- 1 A3
01 0 0 0

a k k—1 k N k

a—y<X>:<X y[Gylou (G =10 0 k—2 0 0
00 -~ 0 k—10
00 -~ 0 0 k

[Gf;] et [G’;] sont les deux matrices, a k lignes et k£ + 1 colonnes, définissant les opéra-
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tions de dérivées partielles sur les polyndmes de degré k.

Z < XF > (G {ugia}
(A.4)

Z < X% > [GE {upia}
A.0.2 Décomposition d’un vecteur de R? en polynomes homogénes

Soit un champ de vecteur :

Les coefficients d’un polyndme homogene de degré k sont dans ce cas représentés par

un vecteur a 2k + 2 composantes

D L8
{0t} = R (AS)

k
{vy}
Dans le cas d’un vecteur, la décomposition d’un polyndme de degré /N en polyndmes

homogenes s’écrit

{v} = Z ] {v*} (A.6)
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Annexe A. Effet des opérateurs différentiels sur la forme approchée de la TMM

(XF) 0
0 (X

Plus généralement, si v € R™, on définit

<Xk> 0 e 0
m)] = . matrice a m lignes et m(k+1) colonnes
0
0 .0 (XM

[ {1} ]
{oh)

m(k+1) lignes et 1 colonne

{v} =

[ {tm})

(A.7)

La décomposition en polynomes homogenes s’écrit alors

{v}=>_ [XEo] {+") (A8)
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A.0.3 Gradient d’une fonction scalaire

Soit f(x,y) une fonction de R?, alors le gradient de f s’écrit :

of
vry=1 9

dy

(A.9)

Et d’apres la relation (A.4), on déduit le vecteur coefficient du gradient de f en fonction

des coefficients de f :

{0} = 6] {r4)

Ou la matrice [Gk] est définie par :

(GF] = matrice 4 2k lignes et k+1 colonnes

A.0.4 Divergence d’un vecteur v € R?

La divergence du vecteur v s’écrit :

vy + %
or Oy

divv =

(A.10)

(A.11)

(A.12)
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Annexe A. Effet des opérateurs différentiels sur la forme approchée de la TMM

ce qui nous donne :

(i) - {(g)} N {(g_y)}
— G {5} + G5 (o)

b
— [G/;Jrl ’ G§+l}

— k+1

[Divk+1] Yy

{1}

Soit  (divv)* = [Div*1] {oFH1} (A.13)

A.0.5 Le laplacien

Le laplacien d’une fonction est défini par Au = div(Vu). Cette relation nous per-

met de déterminer la relation entre les coefficients du laplacien d’une fonction u et les

coefficients de la fonction w.

Aup — (div(Vu))k _ [Dikarl] {(Vu)k—l-l}

_ [Dil}k+1] [Gk-i—Q} {uk+2}

= (Aui) = [Div*] [GF?] {upso} (A.14)

Des formules telles que (A.14) permettent de construire les polynomes qui sont des
solutions particulieres polynomiales d’une EDP linéaire. Ainsi si on applique (A.14) a

I’équation —Au + u = f, on obtient un ensemble de relations linéaires satisfaites par
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les coefficients des polynomes.

— [Div"*] [G**?] {upsn} + {un} = { "} (A.15)
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|ANN EXE B

Résolution de I’équation de Navier

(A + p)grad(div(u)) + pAu =0 (B.1)

Pour résoudre ce probleme par la TMM, I'inconnue u est approchée sous forme de série

de Taylor :

wo(o.y) > < XF > {ub} ,
u(t,y) = B = > (X5 {we} (B.2)

p
o< Xt {uy|
k=0

avec

(B.3)




Annexe B. Résolution de |’équation de Navier

Posons :

70T et B R Lk B (R P
0 [AF] 0 [GY] 0

Annuler les coefficients de Taylor du résidu de I’équation de Navier revient donc a

écrire :
(A +p) [GM] [Dio**?] + p [A5]) {usa} =0 (B.4)

Cette derniére relation est un systeme de 2(k+ 1) équations pour 2(k+ 3) inconnues (les
coefficients du vecteur {uy2}). On peut donc déterminer une partie de ces coefficients
en fonction des autres. Le choix des coefficients actives (principales) se fait comme

suggéré dans la section 1.3. On pose alors :

{uo} = {v"}
{ur} = {v'} (B.5)
{un} =[S {v"} + [S3{w'} Wk =2

ou [S3¥] et [S2¥] sont des matrices de décomposition. La relation (B.4) devient donc :
[AkJrQ} {wk+2} _ [Bk+2} {Uk+2} (B.6)

avec

4447

[Bk+2]

(A + ) [G ] [Div }+/~L [A2D[52 ] B.7)

(A + p) [GFH] [Div®*2] + p [Ag]) ST
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Par conséquent on détermine les vecteurs {wk} en fonction des vecteurs {vk}
{w} = [RT] {v"} (B.8)

avec

(7)) = [R'] =0 o)
[Rk] _ [Ak+2r1 [Bk+2} vk > 2 '

Ainsi I’inconnue v devient :

u(z,y) = [X5([S5"] + [S5%] [R]){v*} (B.10)

k=0

Les vecteur {v*} seront ensuite déterminés en appliquant les conditions aux limites.
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|ANN EXE C

Résolution du probleme d’élasticité

non linéaire

Une fois le produit de deux séries de Taylor mis en place, nous pouvons résoudre le
probleme linéaire (4.28) par la TMM. Pour cela nous cherchons I’inconnue dw, sous la

forme suivante :

dw(x,y) = Z <Xk> {6w*} (C.1)

On substitue (C.1) dans (4.28) et on fait une identification suivant 1’ordre des mondmes
<X k> Le but est d’annuler les coefficients de Taylor du résidu div(KViw) — ¢.
Le produit de deux séries de Taylor effectué dans la section précédente permet d’ex-

ECMeS cefficients de Taylor des produits K 1%, K5 Pow flaa‘s—w, fgag—;” et

primer les T2 "
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Annexe C. Résolution du probleme d’élasticité non linéaire

2 .
Ky gﬂ sous la forme suivante :
0y

n=0

{(Klaaiﬁ”) } = D [CrmAz{ow" 2} (C2)

n=0
k

= Y [CEGET G {ow Y (C.6)

n=0

{(Kza;j;ﬂ)k} = 2[05”][%]{510”*2} (C.3)

{(fif—w)} - g[c§"][G;+w{aw”“} )

{(fag—;)} - Soleplier ) 5
)}

ou [Ckn] [Chn] [C], [CF"], et [CE"] dépendent respectivement des ceefficients de

Taylor de K, K5, f1, fo et K12, qui sont des fonctions connues .

Notons :

(D] = [Cr™[A7] + [C2"][A4y] + 2G5 GGy ™)
et (C.7)

[E™] = [C[Gy T + [C5mIGR

On déduit que :
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k k
{(div(KV(Sw))k} = SUIDFsur 2y + 3[BT {sw ) (C.8)
n=0 n=0
A chaque itération, le probleme linéaire a résoudre (4.28), devient alors :
3 k
Z[Dlm]{(;wn—ﬂ} + Z[Ekn]{awn—kl} _ {Rk} (C.9)

Décomposition du vecteur {dw*} en variables principale et secondaire :

[ (") = ()

{ow!} = {v'} (C.10)

| {0w"} = [SPH*} + [S*Hwt} VE > 2

En injectant (C.10) dans (C.9) on aboutit finalement a :

k

DOFTH Y Y P Y QM w4 ) [LM{w Ty = {RY

n=0

(C.11)
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Annexe C. Résolution du probleme d’élasticité non linéaire

avec

[F*"] = [D*"][S'*2]  matrice de dimension (k + 1,2)
[Q"] = [D*"][S***?] matrice de dimension (k + 1,n 4 1)
[P = [EF][S™*']  matrice de dimension (k + 1,2)

[LF"] = [E*"][S**!]  matrice de dimension (k + 1,n)

L’égalité (C.11) est équivalent a :

k+2 k+1 k42 k+1

n=2

Posons :
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(C.13)
(C.14)

(C.15)

DOFEE {0+ Y [P ) [ T w4 ) [ {w") = {RY)

(C.16)



(2" =[] [[Q™?] + [L*"]]  matrice de dimension (k + 1,n — 1)
(C.17)

[H*] = [Q"] " [[F*"7*] + [P**""]]  matrice de dimension (k 4 1,2) (C.18)

De cette derniere équation (C.16), on déduit {w*2} en fonction de {w"} et {v"}

n<k+1):
{2} = —[QM] T {* =@ o QM) TR =D 12w =) [HF{v"}

(C.19)

L’équation (C.19) est une relation de récurrence obtenue sur les {w"} , Nous allons

tenter de chercher {w*} sous la forme :

{w"} = Z[B’“’Hv? +{I'*} (C.20)

En injectant cette dernire équation dans (C.19) et puisque {w’} = 0 et {w'} = 0,

on déduit par identification les relations de récurrence suivantes :
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Annexe C. Résolution du probleme d’élasticité non linéaire

[BH242) = —[QM] A [FM) Wk 2 0
[Bk+21] _ _[Qkk]—l[po] . Ziz;[zkn] [Bnl] Yk > 1
(C.21)
[Bk+2n] — _[H’m] — Zfi; [Zkl][Bm] Vk > 1;‘v’n > 2
[ T2 = [QW] R} = 52} vk > 1

Dans cette formule (C.21), il manque les éléments {I'?}, [B*], [B?'] pour un bon
démarrage des calculs ; pour cette raison, nous allons revenir sur les équations (C.16) et
(C.20)en fixant k =0

Etant donné que {u°} = 0, {w'} = 0,0na:

(C16) = {R"} = [Q|[F" v} +[Q")]'[P"H{v'} +{w*}  (C22a)

(C.20) = {w?} = [B¥|{v'}+[B*?{v*} + {I'?} (C.22b)

et on obtient par identification
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(2} = QW (R

[B2] = —[Q"] [F*] (C.23)

\ [321] — _[QOO]fl[POO]

A présent, on remplace les variables secondaires par leur expression dans 1’inconnue

dw(x,y), ce qui donne :

dw(w,y) = ZIJCVZO (XF) [S™{ok} + ij:o (XF) [SF{w"}

dw(z,y) = {03320 (XF) ISR 3000 oy (X [SPBF R b+ 5250, (XF) [S™{T")

Posons
N
[Dk] _ Z <Xn> [San][Bnkz]
n=maz{2,k}

N
P(w,y) = Y (X*)[S™HTH}
k=2

Po(ﬂf,y) =1

] =

Pu(z,y) = [(X*)[S™] + [D*]] VEk>1

i
I

177



Annexe C. Résolution du probleme d’élasticité non linéaire

— | dw(z,y) = Pz, y) + Po(z,y){v°} + Pu(z,y){v"} (C.24)

On déduit que puisque w(x,y) = v(x,y) + du(z,y) :

w(z,y) = Pi(@.y) + Po(w,y) {v"} + (Pe(,9)) {v"} + v(z, p) (C.25)

Les polyndémes P;(x,y) et P;(x,y) constituent donc les fonctions de forme obtenue par
la méthode de perturbation. Le polynéme P;(x,y) provient du second membre, c’est
donc une solution particuliere du probleme. L’équation (C.25) est la solution en dépla-
cement du probleme initial (4.20).

En résumé, on est arrivé a partir de 1’équation (4.42) a écrire 1’inconnue dw(z,y) en

fonction de 2N + 1 ccefficients inconnus au lieu de (NH)QM
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Résumé

Ces dernieres décennies, de nouvelles méthodes numériques connues sous le nom de « méthodes
sans maillage » ont été développées. Contrairement a la MEF, ces méthodes n’utilisent qu’un en-
semble de noeuds répartis dans le domaine sans demander un maillage de celui ci. Jusqu’a pré-
sent, aucune de ces méthodes n’est parvenue a satisfaire les utilisateurs de la MEF. Dans cette
these, nous proposons une méthode sans maillage, utilisant les approximations de Taylor. Cette
méthode a I’avantage de n’utiliser que des points sur la frontiere. En effet, 'EDP est résolue
sous sa forme forte dans le domaine et les conditions aux limites sont appliquées par la méthode
des moindres carrés. Cette méthode a été introduite, il y a 3 ans par S. Zeze dans sa these. Les
tests académiques effectués en linéaire ont montré que cette méthode est tres précise et que la
convergence est améliorée en augmentant le degré, comme dans la p-version des EF. Nos tra-
vaux de these sont une suite des travaux de S. Zeze et ils visent a rendre plus robuste la méthode
et aussi a élargir son champ d’application. Dans un premier temps, nous faisons une analyse
mathématique de la méthode. Cette analyse passe par 1’analyse des séries calculées. Le but de
cette analyse est d’évaluer le domaine de convergence de la solution. Les résultats obtenus ont
montré que pour certains problemes, il faut subdiviser le domaine en quelques sous domaines et
faire une résolution par sous domaine. La suite de nos travaux a donc été d’établir une technique
de raccordement qui permettra d’assurer les conditions de transmission aux interfaces, dans le
cas d’une résolution par sous domaine. En derniere partie, nous étendons I’application de la

méthode aux problemes non linéaires, en la couplant & une méthode de linéarisation.

Mots-clés: Méthodes sans maillages, série de Taylor, méthode de raccord, analyse de conver-
gence, diagrammes de Domb Sykes, approximation de Padé, élasticité non linéaire, méthodes

de collocations, méthode "boundary only".



Abstract

In these last decades, new numerical methods known as « meshless methods » have been
developped. Contrary to the FEM, these methods uses only a set of nodes in the domain, without
need of any mesh. Until now, any of these methods has convinced users of FEM. In this paper,
we present a new meshless method using Taylor series expansion. In this method, the PDE is
solved quasi exactly in the domain and the boundary conditions are applied by using a least
square method. Then only the boundary discretisation is needed so the proposed method is a
«true boundary meshless method ». This technique has been proposed for the first time by S.
Zeze in his PhD thesis. The study of some linear problems has shown that this technique leads
to a very good accuracy and that the convergence can be improved by increasing approximation
degree. Our work is a continuation of S. Zeze work, and it consists to make the proposed method
more robust and to extend its range of application. For that, we first make an analysis of the
series computed by the method. The aim of this analysis was to evaluate the domain of validity
of these series. This analysis showed that, for some problems, an accuracy cannot be obtained
without splitting the domain in subdomains and making a resolution by subdomains. Therefore
the second part of our work was to define a technique which will ensure the continuity at the
interface between subdomains, in the case of a resolution by subdomains. The last part of our
work was dedicated to non-linear problems. We establish an algorithm to show how the proposed

method can deal with non linear-problems.

Keywords: Meshless method, Taylor series expansion, junction method, convergence analy-
sis of series, Domb Sykes plot, Padé approximants, non linear elasticity, colocation methods,

"boundary only".
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