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du laboratoire.
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Je remercie chaleureusement Madame Catherine CADET et Monsieur Christophe
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Résumé

Les installations d’épuration des eaux usées sont des systèmes de grande dimension,
non linéaires, sujets à des perturbations importantes en flux (débit) et en charge. Leur
commande est difficile à cause de leur comportement complexe, fortement non linéaire,
de la présence de perturbations importantes, de leur caractère multivariable et de con-
traintes. Plusieurs stratégies de commande ont été proposées dans la littérature mais leur
évaluation et leur comparaison restent une tâche difficile à réaliser. Cela est dû à plusieurs
facteurs : La variabilité des eaux usées à traiter, la complexité des réactions biologiques
et biochimiques mises en jeu, le spectre large des constantes de temps et le manque de
critères standards d’évaluation.

Une commande prédictive (MPC) a été appliquée au Benchmark BSM1 qui est un
environnement de simulation qui définit une installation d’épuration.

Une identification en boucle ouverte d’une station d’épuration d’eaux usées a été réal-
isée pour déterminer un modèle linéaire en se basant sur un ensemble de mesures entrée-
sortie du Benchmark BSM1. Les réponses indicielles en boucle ouverte ont été obtenues à
partir de variations échelon des entrées autour de leurs valeurs stationnaires. L’influence
de l’amplitude des échelons montre l’importante non-linéarité du procédé. Le modèle tient
compte des non-linéarités à travers des paramètres variables.

Les réponses indicielles obtenues permettent de déterminer par optimisation les fonc-
tions de transfert continues correspondantes. Ces fonctions de transfert peuvent être re-
groupées en cinq modèles mathématiques. Des fonctions de transfert continues de premier
ordre, de premier ordre avec un intégrateur, des réponses inverses, de second ordre et de
second ordre avec zéro représentant les réponses indicielles ont été identifiées. Les valeurs
numériques des coefficients de chaque modèle choisi ont été calculées par un critère des
moindres carrés. La commande prédictive (MPC) utilise le modèle obtenu comme un
modèle interne pour commander le procédé.

Deux stratégies de la commande prédictive DMC et QDMC d’une station d’épuration
avec ou sans compensation par anticipation (feedforward) ont été testées. La commande
par anticipation est utilisée pour réduire l’effet de deux perturbations mesurées, le débit
entrant et la concentration entrante en ammonium, sur le système. L’utilisation de la
commande par anticipation a apporté une amélioration des performances pour la com-
pensation de la concentration entrante en ammonium beaucoup plus importante que le cas
de la compensation du débit entrant seul. Les simulations ont montré que la meilleure per-
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formance de traitement a été obtenue par la compensation simultanée de la concentration
entrante en ammonium et du débit entrant.



Abstract

Wastewater treatment processes are large scale, non linear systems, submitted to im-
portant disturbances of influent flow rate and load. Their control is difficult because
of their complex and nonlinear behaviour, the presence of important disturbances, the
maultivariable character and constraints. Several control strategies have been proposed in
the literature for wastewater treatment plants but their evaluation is a real problem due
to the variability of waste waters, the complexity of the physical and biochemical phe-
nomena and to the range of time constants (from few minutes to several days) inherent
in the activated sludge process, the lack of standard evaluation criteria. Model predictive
control (MPC) widely used industrial technique for advanced multivariable control, has
been applied to the Benchmark Simulation Model 1 (BSM1) simulation benchmark of
wastewater treatment process.

An open loop identification method has been developed to determine a linear model
for a set of input-output measureemnts of the process. All the step responses have been
obtained in open loop from step variations of the manipulated inputs and measured dis-
turbances around their steady state values. The influence of the amplitude of the steps
demonstrates the important non linearity of the process. The non-linearities of the model
are taken into account by variable parameters.

The step responses coefficient obtained make it possible to determine by optimization
the corresponding transfer functions. That functions are classified by five mathematical
models, such as : first order, first order with integrator, inverse response, second order
and second order with zero. The numerical values of coefficients of each model selected
were calculated using a least squares criterion. Model predictive control (MPC) uses the
resulting model as an internal model to control the process. Dynamic matrix control DMC
and quadratic dynamic matrix control QDMC predictive control strategies, in the absence
and presence of feedforward compensation, have been tested. Two measured disturbances
have been used for feedforward control, the influent flow rate and ammonium concentra-
tion. It is shown that the performance of feedforward regarding the influent ammonium
concentration is better than for the feedforward concerning the influent flow rate. The
best performance is obtained by combining both feedforward controllers with respect to
the influent ammonium concentration and flow rate.





Introduction générale

L’eau est un bien précieux et une ressource essentielle pour l’être humain, son activité
et son environnement. Longtemps considérée comme abondante, elle est aujourd’hui
perçue comme un bien limité à la qualité menacée. L’augmentation continue de la
population mondiale, sa concentration dans les villes et l’industrialisation ont eu pour
effet d’augmenter continuellement les besoins en eau. L’eau subit diverses pollutions et
dégradations : les écosystèmes et la santé des personnes en sont directement impactés.
Les pollutions présentes dans l’eau sont d’origines diverses : industrielle, domestique
ou agricole. L’utilisation de stations d’épuration a permis de réduire l’impact des eaux
usées sur le milieu naturel en les dépolluant. Les procédés de traitement des eaux sont
composés de plusieurs phases, chacune traitant un type particulier de pollution (or-
ganique, chimique, minérale). De par ses excellentes performances, la phase de traitement
biologique par boues activées représente la phase clé de la châıne globale de traitement.
Cependant, son fonctionnement repose sur le développement de populations bactériennes
et est également le plus difficile à mâıtriser. Le but de ces différents traitements est de
diminuer suffisamment la quantité de substances polluantes contenues dans les eaux usées
pour que l’eau finalement rejetée dans le milieu naturel ne dégrade pas ce dernier.

La réglementation sur la qualité des eaux rejetées est de plus en plus drastique en ce
qui concerne le dépassement des normes. Cette qualité est exprimée notamment en termes
d’azote ou de phosphore et pour cela le parfait fonctionnement des stations d’épuration
est impératif. Les systèmes de traitement par boues activées sont les plus répandus
dans le monde pour l’épuration des affluents domestiques et industriels. Ils permettent
d’atteindre de très bons niveaux de dépollution en ce qui concerne la pollution carbonée
et les nutriments.

Afin de continuer à améliorer la qualité de traitement d’eaux usées, de nouveaux
procédés plus compacts et plus performants sont inventés pour remplacer les procédés
traditionnels très extensifs. Les procédés actuellement utilisés sont optimisés afin
d’améliorer leurs performances, aussi bien du point de vue de la qualité de l’eau rejetée
que de la consommation d’énergie et de réactifs. La réduction de ces consommations
énergétiques est aussi importante que l’amélioration de la qualité d’eau rejetée car elle
permet de réduire l’impact environnemental global et le coût de fonctionnement des
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procédés de traitement.

Le recours à l’automatisation à l’aide de capteurs est de plus en plus courant et
nécessaire pour améliorer les procédés existants. Ces derniers permettent d’avoir un suivi
en continu de la pollution présente dans les procédés. Il est ainsi possible d’ajuster le
traitement à son juste niveau grâce à des lois de commande de plus en plus sophistiquées.
Avant de mettre en place ces lois de commande, il est néanmoins nécessaire d’évaluer
leurs performances afin de choisir celle qui sera optimale pour l’usine considérée. Ceci
est très difficile à réaliser sur des procédés réels à cause du coût financier du test de ces
lois de commande et des longues périodes d’évaluation qui sont nécessaires pour chacune
d’entre elle.

Pour résoudre les difficultés de comparaison de diverses lois de commande et pour
évaluer la performance des différentes stratégies de commande proposées pour les
installations d’épuration des eaux résiduaires urbaines, le développement d’un modèle de
référence nommé Benchmark a été réalisé.

Le Benchmark Simulation Model n̊ 1 (BSM1) de l’IWA/COST est le résultat d’un
travail débuté dans deux Actions (624 et 682) du programme COST (European Coop-
eration in the field of Scientific and Technical Research) 624 et 682 entre 1998 et 2004.
Ce travail se poursuit encore actuellement dans un groupe de travail de l’IWA (Task
Group Benchmarking of Control Strategies for Wastewater Treatment Plants). Le BSM1
est un environnement de simulation qui définit une installation d’épuration, un modèle
de simulation et l’ensemble des paramètres du modèle, les caractéristiques des eaux
usées, les tests de protocoles et les critères d’évaluation. Il est ainsi maintenant possible
de simuler le fonctionnement d’une usine de traitement. Ces simulations permettent
d’évaluer de façon rigoureuse les performances de diverses lois de commande et de divers
paramétrages de ces lois.

Le Benchmark utilise le modèle ASM1 (Activated Sludge Model 1) pour la prédiction
des phénomènes biologiques dans le réacteur. Il y a quelques années, afin d’homogénéiser
les différents concepts apparus pour représenter les processus biologiques mis en jeu
dans les boues activées, plusieurs scientifiques et experts se sont réunis dans un groupe
de travail, dans le cadre de l’International Water Association (IWA). De ce travail est
né l’Activated Sludge Model N̊ 1 (ASM1), qui représente les phénomènes d’oxydation
du carbone, de nitrification et de dénitrification en formalisant la cinétique et la stoe-
chiométrie de chaque réaction. Les discussions et études pour lever certaines limitations
et restrictions de l’ASM1 ont abouti au développement de deux autres modèles : ASM2
et ASM3. Les modèles ASM constituent un résumé compact et élégant de l’état de l’art
de la modélisation des systèmes par boues activées.
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La comparaison des lois de commande sur un seul critère global n’est en général pas
satisfaisante. En effet, la plupart des lois développées ont un domaine d’application précis
dans lequel elles sont les plus performantes.

Dans notre travail, différentes stratégies de la commande prédictive basée sur
le modèle sont étudiées avec pour application le modèle BSM1. Le modèle linéaire
servant de base à la commande prédictive a été obtenu par identification en boucle
ouverte à partir des variations des entrées autour de leurs valeurs stationnaires. La
commande prédictive basée sur les réponses indicielles a été utilisée en tenant compte
des contraintes sur les entrées et les variations des entrées. Une commande par an-
ticipation (Feedforward) a été aussi développée pour réduire l’effet de perturbations
mesurées (la concentration entrante en ammonium et débit entrant). Pour le réglage et
la comparaison de ces stratégies de commande, trois objectifs ont été considérés : les
concentrations moyennes en ammoniaque et en azote total dans l’effluent ainsi que la con-
sommation énergétique (somme des énergies utilisées pour le pompage et pour l’aération).

On a trouvé que certaines stratégies ne permettent pas d’atteindre des niveaux de
qualité d’eau très élevés, c’est-à-dire de faibles concentrations moyennes en ammoniaque
et en azote total dans l’effluent, tandis que certaines stratégies permettent d’atteindre
une meilleure performance de traitement pour des concentrations dans l’effluent d’am-
moniaque et d’azote total au prix d’une consommation énergétique plus importante. Un
compromis entre la qualité d’eau et l’energie consommée est généralement souhaité.

Ce travail est présenté en cinq chapitres :

– le premier chapitre décrit plusieurs aspects concernant le domaine des eaux usées.
Le chapitre présente de manière générale les principes fondamentaux du traitement
biologique et les aspects liés à la modélisation des systèmes d’épuration par boues
activées des eaux usées. Les Modèles pour les Systèmes à Boues Activées (ASM)
sont présentés afin de mieux comprendre le fonctionnement du procédé BSM1 qui
est considéré comme un modèle réaliste de station de traitement d’eaux usées.

– le second chapitre est consacré au rappel de notions essentielles de la théorie de la
commande dans l’espace d’état, comme la stabilité, l’observabilité, la command-
abilité d’un système linéaire, les représentations des systèmes.

– le troisième chapitre présente brièvement les aspects principaux de la procédure
d’identification des systèmes. Par la suite, nous présentons une identification en
boucle ouverte d’une station d’épuration d’eaux usées qui a été réalisée à partir
du benchmark BSM1. Les non linéarités présentes dans le modèle théorique du
benchmark sont mises en évidence à travers les caractéristiques complexes des
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réponses en boucle ouverte. En dépit de ces non linéarités, un modèle linéaire est
extrait pour être ensuite utilisé comme modèle interne pour la commande prédictive
afin de commander le procédé.

– le quatrième chapitre décrit la méthodologie de la commande prédictive dans
l’espace d’état. Cette commande est traitée comme un problème d’optimisation
d’une fonction de coût ou critère. Des exemples simples illustrent la commande pré-
dictive dans l’espace d’état. Dans ce chapitre, nous présentons aussi la commande
par anticipation (feedforward) dans le cas de présence des perturbations mesurables.

– le cinquième chapitre décrit les stratégies de commande prédictive appliquées au
benchmark BSM1 de la station d’épuration. Les résultats de simulations sont ex-
plicités. Principalement, deux stratégies de la commande prédictive DMC (Dynamic
Matrix Control) et QDMC (Quadratic Dynamic Matrix Control) sont présentées
avec ou sans compensation de l’effet de perturbations mesurées (le débit entrant q0
et la concentration entrante en ammonium [NH]0).



Chapitre 1

Présentation du Benchmark BSM1

1.1 Introduction

Les eaux usées sont toutes les eaux qui sont de nature à contaminer les milieux dans
lesquelles elles sont déversées. On classe généralement les eaux usées selon leur provenance
et leurs caractéristiques en :

– Eaux usées urbaines : La pollution urbaine provient principalement des différents
usages domestiques de l’eau. On trouve les eaux des toilettes chargées en matières
organiques et azotées, les eaux ménagères provenant des salles de bains, des cuisines
et des eaux de lavages, chargées en détergents, graisses, solvants et débris organiques.
A ceux-ci, s’ajoutent les rejets des petites industries, des commerces et de l’artisanat,
et enfin les eaux pluviales susceptibles de lessiver les toits et les bitumes chargés en
hydrocarbures et graisses.

– Eaux usées industrielles : Les eaux usées industrielles résultent principalement
des industries agro-alimentaires, papetières, chimiques, textiles, des cuirs et des
peaux, des industries extractives, des industries minérales, mécaniques et de traite-
ment de surfaces, de production d’énergie, des industries sidérurgiques et métal-
lurgiques. Leurs caractéristiques varient d’une industrie à l’autre. L’industrie est
responsable d’une grande partie des rejets polluants organiques, azotés ou phospho-
rés. Certaines d’entre elles doivent faire l’objet d’un prétraitement de la part des
industriels avant d’être rejetées dans les réseaux de collecte.

Les eaux polluées sont des eaux contaminées avec des produits de nature organique,
minérale ou métallique. On parle de pollution lorsque la présence de ces produits dans un
milieu entrâıne sa modification. Les substances polluantes sont également classées selon
leur toxicité et leur impact sur la faune et la flore.

Au premier rang (en termes de quantités), les éléments polluants riches en carbone,
azote constituent la pollution la plus abondante. Ces substances n’ont pas d’effet tox-
ique direct sur les êtres vivants. Toutefois, à forte concentration, elles peuvent s’avérer
dangereuses pour les écosystèmes.
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La pollution organique riche en carbone et azote existe sous forme de plusieurs
molécules. Pour pouvoir les caractériser, des unités de mesure ont été adoptées pour
chaque composant. Les molécules carbonées représentent la plus grande partie de la pol-
lution. On mesure la pollution carbonée par la Demande Chimique en Oxygène (DCO).
C’est la quantité d’oxygène nécessaire pour oxyder chimiquement une quantité de matière
organique donnée (Greenberg et al., 1985). La DCO est l’unité de mesure de pollution
carbonée la plus utilisée en modélisation des procédés biologiques car elle permet de faire
des bilans de matière regroupant des produits organiques biodégradables et non biodégrad-
ables.

La pollution azotée vient au second rang après la pollution carbonée. Cet élément,
s’il est organique, est caractérisé par la mesure de l’Azote Kjehdal (NTK). Cette mesure
donne la masse d’azote contenue dans les différentes molécules organiques. Sinon, s’il est
sous forme ionique simple : Azote Ammoniacal NH+

4 , Nitrite NO−

2 , ou Nitrate NO−

3 , il
est mesuré par la masse contenue dans ces ions.

Un autre élément très important à évaluer est la quantité de matières en suspension
présente dans l’eau. Les matières en suspension sont de nature organique ou minérale.
Pour les caractériser, deux mesures sont utilisées :

– Les Matières En Suspension ou MES : Dans le traitement biologique par boues ac-
tivées, cette mesure représente la masse de toutes les matières solides (non dissoutes)
contenues dans l’eau.

– Les Matières Volatiles en Suspension ou MVS : cette mesure donne la masse de
matière organique présente dans les MES. La différence avec les MES représente
la matière minérale. Très souvent, la quantité de biomasse (par définition solide et
composée de matière organique) est assimilée à la mesure de MVS.

L’élement déclencheur d’une réaction biologique est la présence de micro-organismes
dans un environnement favorable à leur croissance. Pour permettre le bon fonctionnement
de son métabolisme et assurer sa croissance, une cellule bactérienne a besoin principale-
ment d’une source d’énergie et d’une source de carbone. D’autres éléments chimiques
comme l’oxygène, l’azote et l’hydrogène sont nécessaires pour la croissance cellulaire et
sont assimilés lors de la biosynthèse (Gerhard, 1987).

D’une manière générale, on distingue deux sources d’énergie pour les êtres vivants :
l’énergie lumineuse (plantes et bactéries phototrophes) et l’énergie chimique (animaux et
bactéries chimiotrophes).

Les bactéries chimiotrophes tirent leur énergie de la dégradation des molécules or-
ganiques complexes. Dans un premier temps, les molécules complexes sont dégradées par
hydrolyse en molécules plus petites susceptibles d’entrer dans la cellule. Les étapes de
dégradation successives en molécules simples à l’intérieur des micro-organismes perme-
ttent une libération d’énergie et la production de pouvoir réducteur. L’énergie libérée
est utilisée pour effectuer des réactions de biosynthèse ou est stockée sous forme de li-
aisons chimiques riches en énergies comme la liaison phosphate de l’ATP . Le devenir des
molécules simples va dépendre du type de micro-organismes et de la présence ou non
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d’oxygène dans le milieu. Les réactions chimiques qui sont mises en oeuvre par la suite
sont soit des réactions d’oxydation, soit des réactions de fermentation (Gerhard, 1987).

Au cours de la réaction d’oxydation (appelée également respiration), les molécules
organiques (donneurs d’électrons) perdent des électrons qui vont être captés par d’autres
molécules (accepteurs d’électrons). Cette réaction est réalisée en présence de bactéries
aérobies. On distinge deux familles de bactéries aérobies : les Hétérotrophes XB,H et les
Autotrophes XB,A.

Les bactéries hétérotrophes utilisent le carbone organique, à la fois comme source
d’énergie et comme source de carbone. Dans des conditions particulières, certaines bac-
téries hétérotrophes remplacent l’oxygène par des oxydants moins forts comme NO−

3 et
leurs produits réduits lors de l’oxydation. Par contre, les bactéries Autotrophes utilisent
le dioxyde de carbone CO2 comme source de carbone.

Du point de vue de l’automatique, les procédés de traitement des eaux usées sont
des systèmes non linéaires complexes de grande dimension. Ces derniers sont soumis à
d’importantes perturbations sur le flux d’effluent et la charge de polluant, en plus des
incertitudes concernant la composition de l’eau usée entrante. Ces procédés doivent fonc-
tionner de manière continue, ce qui exige des régulations de certaines variables à des
consignes désirées, et le rejet des effets des perturbations.

Plusieurs stratégies de commande ont été proposées pour la commande d’un procédé
de traitement des eaux usées, mais leur comparaison ou l’évaluation des performances de
chaque stratégie, par simulation ou pratiquement, est difficile. Les difficultés sont dues à
plusieurs raisons :

– la variabilité de l’influent,
– les variations des débits et des compositions d’entrée,
– la complexité des phénomènes biologiques et biochimiques d’où la difficulté de mod-
élisation,

– le procédé est caractérisé par des constantes de temps d’ordres de grandeur très
différents variant de quelques minutes à plusieurs jours,

– l’absence de critères standard pour l’évaluation des performances,
– la complexité du modèle du procédé qui est multivariable et non linéaire rend le
problème de synthèse d’un système de commande très difficile.

Il existe plusieurs types de procédés de traitement des eaux usées. La dynamique
de chaque type est caractérisée par un modèle mathématique généralement obtenu par
modélisation mathématique ou par modélisation expérimentale (identification). De 1998
à 2004, des benchmarks ont été développés pour la simulation et l’évaluation des perfor-
mances d’une stratégie de commande. Un benchmark est un environnement de simulation
où l’on décrit la structure du procédé, le modèle de simulation, les charges de l’influent,
des procédures pour différents tests et des critères d’évaluation. Ainsi, une fois le modèle
du procédé validé, on peut tester un type de commande et évaluer ses performances par
un ensemble défini de critères.
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Ce chapitre est consacré à la présentation du benchmark BSM1 qui sert de référence à
de nombreuses équipes de recherche et est considéré comme un modèle réaliste de station
de traitement d’eaux usées. On commence par la présentation du principe et les différentes
étapes de traitement des eaux usées, ensuite les Modèles pour les Systèmes à Boues Ac-
tivées (ASM) sont décrits afin de mieux comprendre le fonctionnement du procédé BSM1.

1.2 Traitement d’eaux usées

Le traitement des eaux usées est réalisé dans les stations d’épuration. La plupart des
stations d’épuration fonctionnent selon les mêmes processus de base, mais des différences
plus ou moins importantes peuvent exister dans la manière de mettre en place ces proces-
sus. Le traitement se divise généralement en plusieurs étapes.

1.2.1 Pré-traitement

Il consiste en trois étapes principales et permet de supprimer de l’eau les éléments qui
gêneraient les phases suivantes de traitement. Ces étapes sont :

Dégrillage et tamisage : Cette étape permet de retirer de l’eau les déchets insolubles
(les branches, les plastiques et serviettes hygiéniques...). On parle d’une élimination
mécanique, car ces déchets ne peuvent pas être éliminés par un traitement biologique
ou physico-chimique. Par conséquent, l’eau usée traverse une ou plusieurs grilles dont
les mailles sont de plus en plus serrées.

Dessablage : Par décantation, cette étape permet de retirer les sables mélangés dans les
eaux par ruissellement ou amenés par l’érosion des canalisations. Cette étape est
importante pour éviter une usure prématurée des éléments mécaniques tels que les
pompes.

Dégraissage : Dans cette étape, le principe de la flottation est utilisé pour l’élimination
des huiles. Il est basé sur l’injection de fines bulles d’air dans le bassin de déshuilage,
et comme les graisses sont hydrophobes, elles remontent rapidement en surface et
sont éliminées par raclage de la surface.

1.2.2 Traitement par voie biologique

Une décantation primaire a lieu avant que les eaux usées soient traitées par la voie
biologique. Cette décantation permet de supprimer une grande partie des matières en
suspension qui sont responsables du trouble des eaux usées. La voie biologique est la plus
utilisée pour l’épuration des eaux usées contenant des polluants biodégradables de nature
organique ou chimique. Les procédés de traitement des eaux usées ont pour principe de
mettre en contact des micro-organismes et les polluants dans des enceintes (réacteurs)
dont il est possible de contrôler les conditions environnementales (J.Arundel, 2000). Les
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réactions biologiques font intervenir trois entités essentielles qu’il est important de dis-
tinguer :

– La biomasse regroupe des micro-organismes qui participent aux châınes de dégra-
dation.

– Les substrats sont les composants nutritifs qui sont dégradés par les micro-
organismes.

– Les produits sont les composants résultant de la dégradation des substrats par les
micro-organismes. A noter que lorsque plusieurs réactions s’enchâınent, le produit
d’une réaction peut être considéré comme le substrat d’une autre.

Les biomasses peuvent être considérées comme faisant partie de la phase solide. Les sub-
strats et les produits sont majoritairement présents en phase liquide ou gazeuse. Les
procédés biologiques de traitement des eaux transfèrent la pollution d’une forme liquide
et la concentrent sous une forme solide. La biomasse (forme solide) est séparée de la phase
liquide par décantation (phénomène physique) et le surnageant dépollué est rejeté dans le
milieu naturel.

Dans certains cas, la séparation solide-liquide est améliorée ou accélérée par centrifu-
gation, filtration par membrane ou par ajout de coagulants. L’excès de biomasse, produit
de la croissance cellulaire, est retiré. En d’autres termes, les procédés biologiques de traite-
ment des eaux usées transfèrent la pollution d’une forme liquide et la concentrent sous
une forme solide.

Les eaux usées contiennent notamment du carbone, de l’azote et du soufre sous diverses
formes de composés qui peuvent être traités chimiquement par divers procédés. Tous les
traitements physico-chimiques consistent à séparer les composés de ces éléments d’une
phase liquide pour les concentrer dans une autre phase. Ce sont notamment les procédés
de strippage (élimination de gaz dans l’eau au moyen d’un gaz d’entrâınement), d’osmose
inverse, de distillation, de précipitation chimique ou d’oxydation catalytique dont les coûts
de mise en oeuvre et d’exploitation sont élevés. L’élimination par voie biologique de ces
composés constitue une solution différente et intéressante de traitement.

1.2.3 Traitement du carbone et de l’azote

Le carbone est un élément polluant qui peut être traité seul (au sens où son traitement
nécessite une seule condition environnementale). En revanche, le processus d’élimination
de l’azote nécessite plusieurs étapes (plusieurs conditions environnementales). Au début
de l’année 80, (Ekama and Marais, 1986) a posé les bases fondamentales pour l’élimination
de l’azote. Par la suite, les efforts pour fédérer la connaissance pour une mise en oeuvre
pratique du traitement simultané du carbone et de l’azote ont été réalisés au travers de la
production d’un rapport de l’International Association on Water Pollution Research and
Control (IAWPRC) (Henze et al., 1987).
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Elimination du carbone

La matière organique carbonée est oxydée en milieu aéré par des micro-organismes,
principalement des bactéries hétérotrophes XB,H . Ces micro-organismes utilisent la
matière organique carbonée et la convertissent soit en gaz soit en biomasse.

DCO
Carbone organique

+O2
aérobie
−→ XB,H

Nouvelles bactéries
(1.1)

Notons que, dans le schéma réactionnel, seule la biomasse produite lors de la réaction est
représentée dans l’équation comme un produit et que la présence d’une quantité initiale
de biomasse est nécessaire pour que la réaction biologique ait lieu.

Elimination de l’azote

L’azote peut être séparé des eaux usées par différents mécanismes : physique (par dé-
cantation lorsqu’il est lié aux matières en suspension), physico-chimique (stripping sous
forme de gaz ammoniac NH3 lorsque le pH est basique supérieur à 9, oxydations et
réductions chimiques) et enfin biologique (incorporation aux bactéries produites, trans-
formation en nitrates NO−

3 puis en azote gazeux lors des processus de nitrification et de
dénitrification).

La transformation biologique passe par plusieurs étapes :
Ammonification L’azote organique des eaux urbaines est principalement formé d’acides
aminés. Que le milieu soit oxydant ou non, l’ammonification se réalise par hydrolyse sous
l’action des bactéries selon la réaction suivante :

NTK
Azote

+O2
bactéries

−→ NH+
4

Azote ammoniacal
(1.2)

La vitesse de cette réaction est suffisamment rapide pour qu’un séjour de quelques heures
dans le réseau de collecte réduise de plus de moitié la concentration en azote organique.
Nitrification biologique

La réaction de nitrification de l’azote ammoniacal NH+
4 par les bactéries autotrophes

XB,A en présence de l’oxygène dissous est représentée par la réaction suivante :

NH+
4 +O2

aérobie
−→ NO−

3 + XB,A

Nouvelles bactéries
(1.3)

En réalité, cette réaction s’effectue en deux étapes successives : la nitritation et la nitrata-
tion selon les schémas suivants :

Nitritation : NH+
4 +O2

aérobie
−→ NO−

2 +XB,A (1.4)

Nitratation : NO−

2 +O2
aérobie
−→ NO−

3 +XB,A (1.5)
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Ces schémas sont simplificateurs dans la mesure où des nombreuses étapes d’oxydation
intermédiaires très rapides interviennent.
Dénitrification biologique En environnement anoxique, certaines bactéries hétérotro-
phes consomment les nitrates, à la place de l’oxygène, et le carbone pour se développer et
produire de l’azote gazeux (N2). La réaction d’assimilation est représentée par :

DCO +NO−

3
anoxie
−→ N2 +XB,H (1.6)

A noter que, dans le cas où les deux oxydants (l’oxygène dissous et le nitrate) sont
disponibles, les bactéries hétérotrophes utilisent préférentiellement l’oxydant le plus fort,
c’est-à-dire l’oxygène dissous.

1.3 Benchmark Simulation Model 1 (BSM1)

Les installations d’épuration des eaux usées sont des systèmes de grande dimension,
non linéaires et sujets à des variations importantes en flux (débit) et en charge. Plusieurs
stratégies de commande ont été proposées dans la littérature mais leur évaluation et
comparaison restent une tâche difficile à réaliser. Cela est dû à plusieurs facteurs : La
variabilité des eaux usées à traiter, la complexité des réactions biologiques et biochimiques
mises en jeu, la variation de temps de réponse (le comportement hydrodynamique) et le
manque de critères standards d’évaluation (Sotomayor et al., 2002).

Toutefois, un modèle de référence comme le simulateur Benchmark rend possible l’é-
valuation de la performance des différentes stratégies de commandes avancées dans le
traitement des eaux usées à partir des simulations (Sotomayor et al., 2001).

L’utilisation du Benchmark sert notamment pour l’estimation de la performance du
procédé, l’évaluation d’algorithmes ou de stratégies qui sont développés dans la commu-
nauté scientifique. Le succès du BSM1 (Benchmark Simulation Model 1) de l’IWA/COST
est attesté par plusieurs publications scientifiques dans le domaine des eaux usées
(Jeppsson and Pons, 2004).

Ce Benchmark a été développé par des chercheurs des groupes de travail du programme
COST (European Cooperation in the field of Scientific and Technical Research) 682 et
624 (de 1998 à 2004) qui ont regroupé leurs connaissances dans ce domaine. Actuellement,
le groupe de l’IWA continue à développer ce Benchmark.

Le Benchmark est un environnement de simulation qui définit une installation d’épura-
tion, un modèle de simulation et l’ensemble des paramètres du modèle, les caractéristiques
des eaux usées, les tests de protocoles et les critères d’évaluation (Copp, 2001).

Le BSM1 combine les processus de nitrification avec dénitrification fréquemment ap-
pliqués dans la dégradation biologique de l’azote.

La configuration standardisée de l’installation de traitement par boues activées utilisée
dans le Benchmark est constituée d’un réacteur biologique et d’un décanteur secondaire
(figure 1.1).



18 Chapitre 1. Présentation du Benchmark BSM1

Figure 1.1 – Schéma du benchmark

Le réacteur biologique est composé de cinq compartiments parfaitement agités où les
deux premiers sont maintenus en anoxie (volume de chacun 1000 m3) et les trois derniers
en aérobie (volume de chacun 1333 m3), ce qui donne comme volume total du réacteur
6000 m3. Le décanteur secondaire est représenté comme un système non réactif et unidi-
mensionnel divisé en 10 couches horizontales, selon le modèle de vitesse de décantation
exponentielle double proposé par (Takács et al., 1991). Son volume total est égal à 6000
m3.

Les eaux usées subissent d’abord un traitement anoxique (unités 1 et 2) par voie
biologique en cultures libres selon lequel, dans une première étape, le carbone organique
(DCO) est essentiellement éliminé par des bactéries hétérotrophes. L’effluent sortant de
la première étape est soumis à un traitement biologique aérobie en cultures libres pour la
transformation de l’ammonium en nitrates.

Une fraction de l’effluent qui a subi le traitement biologique aérobie et qui contient des
nitrates, est renvoyée vers la première étape du traitement anoxique pour éliminer l’azote.

Le Benchmark utilise le modèle ASM1 (Activated Sludge Model 1) pour la prédic-
tion des phénomènes biologiques dans le réacteur. Le modèle ASM1 simule au sein d’un
système à boues activées les phénomènes tels que l’oxydation du carbone, la nitrification
et la dénitrification en quantifiant la cinétique et la stoechiométrie de chaque réaction.
Il a été présenté (Henze et al., 1987), afin de formaliser les différentes connaissances ac-
cumulées pendant la vingtaine d’années précédentes sur la modélisation mathématique
du traitement des eaux usées par voie biologique. Le modèle ASM1 (Henze et al., 1987)
constitue un modèle général capable de représenter de façon précise le comportement du
procédé lors du traitement d’un effluent chargé en matières azotées et carbonées.

A ce niveau, le modèle comporte 13 variables d’état (liées aux phénomènes biologiques),
8 processus et 19 différents paramètres cinétiques et stoechiométriques.

Variables d’état
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L’ensemble des réactions décrites lors de la présentation du schéma réactionnel est pris
en compte dans ce modèle (figure 1.2) :

– la croissance de la biomasse au travers de la réaction d’oxydation de la matière
carbonée et des réactions de nitrification et de dénitrification ;

– la mort de la biomasse ;
– l’ammonification de l’azote organique ;
– l’hydrolyse de la matière organique en suspension (azotée ou carbonée).
L’hydrolyse représentant un ensemble de réactions complexes, une unique expression

globale a été proposée afin de simplifier sa modélisation. Cette modélisation suppose
que seule la partie rapidement biodégradable de la matière organique biodégradable peut
être utilisée par la biomasse. L’expression de l’hydrolyse permet donc d’introduire une
dynamique lente pour l’utilisation de la partie lentement biodégradable.

Ces phénomènes biologiques font appel à différents types de composés représentés par
treize variables d’état. La lettre X est proposée pour les composés particulaires et la lettre
S pour les composés solubles. Nous pouvons classer ces variables d’état en cinq groupes :

– les substrats : le substrat rapidement biodégradable SS (mgO2.l
−1) et le substrat

lentement biodégradable XS (mgO2.l
−1).

– les biomasses : la biomasse hétérotropheXBH (mgO2.l
−1), responsable de l’oxydation

des matières organiques et de la dénitrification, et la biomasse autotrophe XBA

(mgO2.l
−1), responsable de la nitrification. La croissance des biomasses est décrite

par la loi de Monod. Une troisième variable d’état, notée XP (mgO2.l
−1), représente

les produits issus de la mort de la biomasse ;
– les composés azotés : l’azote organique biodégradable particulaire XND (mgN .l

−1),
l’azote organique biodégradable soluble SND (mgN .l

−1), l’azote ammoniacal SNH

(mgN .l
−1) et les nitrates-nitrites SNO (mgN .l

−1) ;
– l’oxygène dissous SO (mgO2.l

−1) ;
– les états biologiquement inertes : les composés organiques inertes solubles SI

(mgO2.l
−1) et particulaires XI(mgO2.l

−1), l’alcalinité Salk (mol.l−1).
La liste des processus
Les équations du modèle sont présentées sous forme d’une matrice (tableau 1.1). La

première ligne de cette matrice contient les variables d’état du modèle. La première colonne
indique le nom des cinétiques biologiques dont l’expression est donnée dans la dernière
colonne. Dans chaque case (i, j), le taux de conversion Yi,j apparâıt. Pour chaque réaction
biologique, les vitesses de consommation et de production des composés impliqués sont
données par le produit Y ρ, précédé respectivement du signe − s’il y a consommation et du
signe + s’il y a production. L’ensemble des vitesses agissant sur le composé j est appelé la
vitesse biologique globale, notée rj, et est donc décrite par la colonne associée qui indique
l’ensemble des réactions intervenant sur cette variable d’état. Son expression est :

rj =
∑

Yi,jρij (1.7)

Le tableau présente les valeurs des paramètres stoechiométriques et cinétiques sug-
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Figure 1.2 – Schéma conceptuel du modèle ASM1 (Chachuat et al., 2001).

gérées par le groupe de l’IWA. Ces valeurs sont données à titre indicatif et peuvent varier
en fonction des conditions environnementales. La sélection des valeurs pour les coefficients
stoechiométriques et cinétiques d’un modèle mathémathique est la phase de calibration
du modèle. Dans le cas des modèles des boues activées, la calibration est réalisée à partir
d’expériences spécifiques et bien contrôlées dans des réacteurs de laboratoire dans des
conditions définies.

1.3.1 Bilan matière du BSM1

Cinq réacteurs en série sont considérés et indicés par k.

Pour k = 1 (premier réacteur)

dZ1,i

dt
=

1

V1
(QaZa,i +QrZr,i +Q0Z0,i −Q1Z1,i + riV1) (1.8)

avec :
V1 : Volume du premier réacteur,
Qa : Débit de recyclage interne,
Za,i : Concentration du composant i en sortie du cinquième réacteur,
Qr : Débit de recyclage externe,
Zr,i : Concentration du composant i en sortie du clarificateur,
Q0 : Débit entrant des effluents,
Z0,i : Concentration initiale du composant i dans l’effluent d’entrée.
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Q1 : Débit sortant du premier réacteur,
Z1,i : Concentration du composant i à l’intérieur du réacteur, cette concentration est la
même en tout point du réacteur (réacteur homogène et parfaitement agité),
ri : Vitesse biologique globale du composant i (variable d’état i). Le processus de croissance
ou de disparition des composants est proportionnel au volume du réacteur.

Dans chaque réacteur, le volume est constant, donc le débit d’entrée est égal au débit
de sortie :

Qk = Qk−1 pour k = 1, 2, 3, 4, 5 (1.9)

Pour k = 2, 3, 4, 5

dZi

dt
=

1

Vk
(Qk−1Zk−1,i −QkZk,i + riVk) (1.10)

Cas spécial de l’oxgène dissous (SO) :

dSOk

dt
=

1

Vk
(Qk−1SOk−1

−QkSOk
+ riVk + (kla)kVk.(S

∗

O − SOk
)) (1.11)

avec kla le coefficient de transfert gaz-liquide pour l’oxgène et S∗

O la concentration de
saturation d’oxygène dans l’eau et en présence de biomasse, égal à 8mg.l−1.

1.3.2 Clarificateur

Après le traitement biologique, l’effluent est dirigé vers le clarificateur (ou décanteur
secondaire) pour séparer l’eau à traiter de la biomasse en suspension. La croissance de la
biomasse au sein des bioréacteurs n’est pas suffisante pour compenser la perte engendrée
par le débit de sortie Qf du dernier réacteur aérobie (unité 5). Pour conserver une con-
centration en biomasse constante dans les réacteurs, une partie des boues du clarificateur
est recyclée vers le premier réacteur anoxie (unité 1).

Une faible concentration de biomasse est extraite et subira un traitement spécifique,
avec les boues issues du traitement primaire.

Le décanteur secondaire est representé comme un système non réactif et unidimensionel
divisé en 10 couches horizontales, selon le modèle de vitesse de décantation exponentielle
double proposé par (Takács et al., 1991) :

Vs(X) = Vmax(e
−rh(X−Xmin) − e−rp(X−Xmin)) (1.12)

avec Vs vitesse de décantation (m.h−1),
Vmax vitesse maximum de décantation de Vesilind ((m.h−1),
rh coefficient associé à la décantation (m3.gMES−1),
X concentration en MES,
Xmin concentration en MES minimale au-dessous de laquelle il n’y a plus de décantation
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possible,
rp coefficient associé à la séparation de phase (m3.gMES−1).

Ce modèle est basé sur le concept du flux matière : un bilan massique est calculé
dans chaque couche. Cinq groupes différents de couches, selon leur position par rapport
au point d’arrivée des effluents dans le décanteur (6ème couche), ont une contribution
particulière dans le bilan de matière. Le flux de matières dû au mouvement du volume
liquide peut être dirigé vers le haut ou vers le bas selon sa position par rapport à la couche
d’alimentation. Ceci est montré schématiquement sur la figure 1.3.

Figure 1.3 – Equilibre massique autour des couches du décanteur secondaire, A est la
surface de la couche.

A la sortie des clarificateurs, un traitement physico-chimique est réalisé pour éliminer
les phosphates avant que l’effluent ne soit rejeté dans le milieu naturel.

1.3.3 Les influents

Les influents n’ont pas un flux constant et uniforme au cours de la journée. Les eaux
usées présentent un comportement très variable, qui peut changer d’une heure à l’autre
sous l’effet de plusieurs facteurs externes. La variabilité des eaux usées peut être due
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aux fluctuations en débit Q0 et en concentration Z0 selon des périodicités journalières,
hebdomadaires et saisonnières.

La variabilité du débit et de la composition des eaux usées est liée également à des
caractéristiques météorologiques, comme les événements pluvieux ou orageux qui peuvent
entrâıner une augmentation de débit. Pour cela, face à cette augmentation de débit, les
stations d’épuration sont équipées par des bassins d’orage pour stocker les eaux de pluie.

Un atout important du Benchmark BSM1 réside dans les fichiers permettant de
représenter les variations en fonction du temps des variables décrivant la composition
de l’eau usée entrant dans le système ainsi que son débit. Trois fichiers (temps sec, temps
pluvieux et orage), d’une durée de deux semaines, ont été bâtis à partir des diverses don-
nées et ne sont pas spécifiques d’un site particulier (Figure 1.4). Compte tenu du fait que
l’installation représentée dans BSM1 se limite à l’étage biologique, ces fichiers décrivent
une eau usée après une décantation primaire. Les détails de la construction de ces fichiers
sont décrits par (Vanhooren and Nguyen, 1996). Les effluents dans ces fichiers sont donnés
dans l’ordre suivant :
SI , SS, XI , XS, XB,H , XB,A, XP , SO, SNO, SNH , SND, XND, SALK , Q0.
La valeur de SO est nulle à l’entrée du réacteur biologique. Pour cela, dans les réacteurs,
on apporte l’oxygène suffisant (SO). Une agitation permanente a lieu dans chaque réacteur
afin de favoriser le contact entre bactéries et pollution et d’avoir une concentration élevée
en bactéries pour augmenter l’efficacité du traitement.

1.3.4 Variables d’entrée et de sorties du benchmark BSM1

De manière générale, pour un système dans l’espace d’état, on distingue trois types de
variables : entrées, états et sorties. Les variables d’entrée agissent sur le système et peu-
vent être classées en entrée manipulées et en perturbations. Les variables d’état décrivent
l’évolution du système, donc le contenu des bassins (systèmes de traitement). Les états
sont calculés à partir des équations algébriques et différentielles de bilans, connaissant les
variables d’entrée. Les variables de sortie décrivent l’effluent sortant et la boue extraite et
sont calculées à partir des variables d’état.

Variables d’entrée :
- qa : débit de recyclage interne (m3.h−1),
- qr : débit de recyclage externe (m3.h−1),
- qw : débit de rejet (m3.h−1),

- kla3 : coefficient de transfert de matière d’oxygène 3ème unité (h−1),

- kla4 : coefficient de transfert de matière d’oxygène 4ème unité (h−1),

- kla5 : coefficient de transfert de matière d’oxygène 5ème unité (h−1),
- q2in : débit d’ajout en source carbonée (m3.h−1),

Variables de sortie :
DCO (Demande Chimique en Oxygène en mg.l−1) :
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Figure 1.4 – Variations du débit Q0 et les concentrations pour un temps sec (A) et un
temps pluvieux (B).

SS + SI + XS + XI + XB,H + XB,A + XP

BDO5 (Demande Biochimique en Oxygène à 5 jours en mg.l−1) :
0.65(SS + XS + (1-fp).(XB,H + XB,A)
[SS] (Solides en suspension en mg.l−1) :
0.75(XS + XI + XB,H + XB,A + XP )
[NH ] (Azote en mg.l−1) :
SNH + SND + XND + iXB(XB,H + XB,A) + iXP (XP + XI)
[N ]tot (Nitrogène total en mg.l−1) :
[NH ] + SNO

Les valeurs numériques des coefficients stoechiométriques fp, iXB et iXP se trouvent dans
le tableau 1.2.

La DCO (Demande Chimique en Oxygène) ne donne qu’une indication de la possible
oxydation de la matière organique carbonée (biodégradables et inertes). La DCO est
une analyse qui quantifie la pollution totale dans un échantillon d’eau usée, sans faire de
distinction entre ses composantes biodégradables et inertes.

La BDO5 (Demande Biochimique en Oxygène à 5 jours) traduit la quantité d’oxygène
nécessaire pour dégrader les molécules carbonées (La matière organique carbonée utilisée
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par les micro-organismes hétérotrophes).

1.3.5 Etat de l’art sur la commande des BSM1

La commande d’un système de traitement des eaux usées est très difficile à cause
des changements fréquents de qualité et de débit de la charge, et aussi à cause de la
présence des phénomènes biologiques fondamentaux pour le fonctionnement du procédé.
Plusieurs stratégies de commande ont été proposées dans la littérature pour les procédés
de traitement des eaux usées (Cadet et al., 2004; Steffens and Lant, 1999). Néanmoins
leur comparaison et leur évaluation sont deux tâches délicates. Ceci est dû en partie à
la variabilité de l’effluent, à la complexité des phénomènes physiques et biochimiques,
et aux constantes de temps très différentes, parfois élevées. De plus, les stratégies de
commande proposées différent entre elles par les objectifs visés et les méthodes utilisées.
Théoriquement, le modèle de commande du benchmark ne doit pas être utilisé en tant
que tel dans la commande proposée, il doit servir uniquement comme une représentation
fidèle de la station sur laquelle la stratégie de comamnde est appliquée.

Les objectifs de commande sont généralement limités à la commande de l’oxygène
dissous (Brdys et al., 2008; Holendan et al., 2007) et la commande de nitrate
(Barros and Carlsson, 1998; Zhao et al., 1995). Parmi les méthodes de commande, on
retrouve la commande simple (Vrecko et al., 2002), la commande par retour d’état
et anticipation (Vrecko et al., 2003), la commande optimale (Anderson et al., 2000;
Chachuat et al., 2005; Kim et al., 2000), la commande non linéaire (Cadet et al., 2004;
Lindberg and Carlsson, 1996), la commande floue (Marsi-Libelli and Giunti, 2002), la
commande supervisée (Ayesa et al., 2006), la commande prédictive (Brdys et al., 2008;
Holendan et al., 2007; Steffens and Lant, 1999; Weijers et al., 1997). Notons que peu d’ap-
plications pratiques des techniques de commande ont été rapportées dans la littérature
(Ayesa et al., 2006). Ceci est dû à l’absence des capteurs (matériels ou logiciels) et action-
neurs adéquats alors que ce type de système nécessite une très bonne instrumentation et
technique de commande. (Carlsson and Rehnstrom, 2002) décrivent un certain nombre de
stratégies appliquées et comparent leurs performances. D’après (Ayesa et al., 2006) qui
a réalisé des applications pratiques, l’objectif principal d’une commande supervisée est
d’optimiser la capacité du procédé existant, d’améliorer la qualité du procédé et la qualité
de l’effluent avec un coût minimal.

La dynamique du système de traitement des eaux usées est complexe, et le choix
de la structure de commande est très important. De plus, les contraintes opératoires, le
comportement non linéaire du procédé et le caractère multivariable justifient la nécessité
d’utilisation d’une commande multivariable performante. Ainsi, la commande du procédé
de traitement des eaux usées constitue un axe de recherche actif.
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1.4 Conclusion

Les notions de base sur le procédé biologique ASM1 et le Benchmark BSM1 ont été
présentées dans ce chapitre, seules les variables DCO et BDO5 ont été définies comme
mesurables.

Le modèle ASM1 était largement utilisé pour simuler le comportement des stations
d’épuration des eaux usées, et est également utilisé dans notre Benchmark BSM1. Il a subi
des modifications importantes qui ont donné naissance aux modèles ASM2 et ASM3. Ces
modèles sont plus complexes que le modèle original et incluent les réactions biologiques
liées au phosphate (comme le modèle ASM2).

La simulation du BSM1 a été réalisée à l’aide d’un programme en FORTRAN
développé par M.N. Pons selon (Copp, 2001).

Il contient quatres étapes principales : l’initialisation, le calcul des dérivées par rapport
au temps, la résolution du système d’équations différentielles et la gestion des données de
sortie.

Par la suite, on utilise les réponses du procédé BSM1 à des échelons pour constituer
un modèle qui sera un modèle linéaire discret dans l’espace d’état. Le benchmark rem-
place ainsi le procédé réel de la station d’épuration sur laquelle des échelons des variables
d’entrée pourraient être réalisés. Ce modèle doit être utilisé ensuite dans le cadre d’une
commande prédictive qui sera appliquée au benchmark BSM1.
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Tableau 1.1 – Matrice des processus du modèle ASM1

Concentrations j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

SI SS XI XS XBH XBA XP S0 SN0 SNH SND XND Salk . . .

i Réactions ρi

1 Croissance aérobie −
1

YH
1 −

1 − YH
YH

−iXB −
iXB
14

. . .

des hétérotrophes

2 Croissance −
1

YH
1 −

1 − YH
2.68YH

−iXB −
1 − YH

14 × 2.86YH
. . .

hétérotrophe anoxique −
iXB
14

3 Croissance autotrophe 1 −
4.57 − YA

YA

1
YA

−iXB −
1

YA
−

iXB
14

−
1

7YA
. . .

aérobie

4 Mortalité des bactéries 1-fp -1 fp iXB − fp iXp . . .

hétérotrophe

5 Mortalité des bactéries 1-fp -1 fp iXB − fp iXp . . .

autotrophe

6 Ammonification 1 -1 1
14

. . .

7 Hydrolyse du carbone 1 -1 . . .

organique

8 Hydrolyse du l’azote 1 -1 . . .

organique

. . . Cinétique

. . . de la réaction

. . . µ̂H
SS

KS + SS

S0
KOH + SO

. . . µ̂H
SS

KS + SS

KOH
KOH + SO

SNO
KNO + SNO

ηgXB,H

. . . µ̂A
SNH

KNH + SNH
SO

KOA + SO
XB,A

. . . bHXB,H

. . . bAXB,A

. . . kaSNDXB,H

. . . kh
XS/XB,H

KX +XS/XB,H

[(
S0

KOH + SO

)

+ ηh

(
K0H

KOH + SO

)(
SNO

KNO + SNO

)]

XB,H

. . . ρ7(XND/XS)
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Notation Signification Valeur Unité

C
o
e
ffi

c
ie
n
ts

S
to
e
c
h
io
m
é
tr
iq
u
e
s

YA

YH

fp

iXB

Taux de conversion substrat / biomasse autotrophe
Taux de conversion substrat / biomasse hétérotrophe
Fraction de DCO inertes générés par la biomasse
morte
Fraction d’azote dans la biomasse hétérotrophe

0.24
0.67
0.08

0.08

gO2 Xba
.gN

−1

gO2 Xbh
.gO2 SS

−1

-

gN .gO2
−1

C
o
e
ffi

c
ie
n
ts

c
in

é
ti
q
u
e
s

µ̂H

µ̂A

bH
bA
KS

KOH

KNO

KNH

KOA

KX

ηg

ηh

kh
ka

Taux de croissance maximal de la biomasse
hétérotrophe
Taux de croissance maximal de la biomasse
autotrophe
Coefficient de mortalité de la biomasse hétérotrophe
Coefficient de mortalité de la biomasse autotrophe
Coefficient de demi-saturation en susbtrat rapidement
biodégradable
Coefficient de demi-saturation de l’oxygène pour la
biomasse hétérotrophe
Coefficient de demi-saturation du nitrate pour la
biomasse hétérotrophe
Coefficient de demi-saturation de l’azote ammoniacal
pour la biomasse autotrophe
Coefficient de demi-saturation de l’oxygène pour la
biomasse autotrophe
Coefficient de demi-saturation pour l’hydrolyse du
substrat lentement biodégradable
Facteur de correction pour µ̂H sous
condition anoxie
Facteur de correction pour l’hydrolyse sous
condition anoxie
Taux maximal pour l’hydrolyse
Taux d’ammonification

4

0.5

0.3
0.05
10

0.2

0.5

1.0

0.4

0.1

0.8

0.8

3.0
0.05

j−1

j−1

j−1

j−1

mgO2
.l−1

mgO2
.l−1

mgNO3−N .l−1

mgNH3−N .l−1

mgO2
.l−1

gO2 XS
.(gO2 Xbh

)−1

-

-

gO2 XS
.(gO2 Xbh

.j)−1

m3.(gO2
.j)−1

Tableau 1.2 – Valeurs des paramètres stoechiométriques et des paramètres cinétiques du
modèle ASM1



Chapitre 2

Introduction à la théorie de la
commande dans l’espace d’état

2.1 Résumé

La représentation d’état des systèmes est un outil puissant permettant de modéliser le
fonctionnement de systèmes linéaires ou non linéaires. Ce chapitre est consacré à rappeler
quelques notions essentielles de la théorie de la commande dans l’espace d’état, comme
la stabilité, l’observabilité et la commandabilité d’un système linéaire. Ces notions seront
utiles pour mieux comprendre les chapitres suivants. Ce chapitre concerne donc la présen-
tation mathématique de ces notions, en développant particulièrement le cas des systèmes
linéaires en temps discret.

2.2 Introduction

L’évolution d’un processus à partir d’un instant t0 ne dépend pas uniquement de
l’influence immédiate de son environnement, mais aussi des données internes que l’on
regroupe en général dans un vecteur d’état x. Les variables exprimant la communication
avec l’extérieur correspondent aux variables d’entrée u et de sortie y. Lorsque le système
comporte une seule entrée u, il est dit mono-entrée SI (Single Input). Dans le cas des
plusieurs entrées, le système est dit multi-entrée MI (Multiple Input). De la même façon,
un système qui comporte une seule sortie, est appelé système mono-sortie SO (Single
Output). Dans le cas des plusieurs sorties, le système est dit multi-sortie MO (Multiple
Output). U système à une seule entrée et une seule sortie est dit monovariable SISO et
dans le cas contraire multivariable MIMO. En général, le nombre n de composantes du
vecteur état x est choisi minimal, c’est-à-dire que la connaissance complète de l’état initial
est nécessaire pour assurer l’unicité du comportement du processus pendant la suite de
l’expérience. Le vecteur d’état x représente dans ce cas la mémoire minimale du passé du
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système. Ce nombre n est appelé l’ordre du système. Sous forme générale non linéaire, le
modèle dans l’espace d’état s’écrit :

ẋ = f(x, u, t) ; x(0) = x0

y = h(x)
(2.1)

L’évolution de système peut être représentée au moyen des trajectoires d’état, lieu dans
l’espace d’état du point M de coordonnées x(t) dans le repère considéré. L’écriture dépen-
dant du repère choisi, la représentation d’état n’est pas unique. Toute combinaison linéaire
des composantes d’un vecteur état est appelée variable d’état. Un intérêt majeur de la
notion d’état est de renseigner l’utilisateur sur le nombre maximum n de variables in-
dépendantes qu’il aura à mesurer ou reconstituer pour générer la meilleure commande
possible d’un système. Certains états qui sont directement accessibles à la mesure sont
dits états mesurables, par l’intermédiaire de capteurs classiques (de température, position,
vitesse,...), et pourraient être considérées comme des sorties. Par contre, d’autres peuvent
influencer les sorties sans que leur mesure directe soit possible, ils sont dits états observ-
ables. De plus, il existe des états non observables, c’est-à-dire qu’ils n’agissent pas sur les
sorties de processus et ne sont donc pas perceptibles à la mesure.

2.3 Représentation d’état

Lorsqu’un système est modélisé sous la forme d’une représentation d’état, il est possible
d’exprimer l’état du système à un instant donné en fonction des entrées à ce même instant
et en fonction de l’état précédent. Dans le cas du temps continu, la notion d’état précédent
n’existe pas vraiment. En revanche, ce concept est à rapprocher de l’évolution du système,
autrement dit des variations de chaque variable d’état. Cela signifie que, d’une manière
générale, on peut exprimer l’évolution du système par un vecteur constitué des dérivées
premières des composantes du vecteur d’état, en fonction du vecteur d’état du système.
L’objet qui lie ces deux vecteurs est appelé matrice de commande du système A (n×n) (n
dimension de l’état). Le vecteur d’état dépend bien évidemment aussi du signal d’entrée
par la matrice B (n×m) (m nombre d’entrées) appelée matrice de commande. La forme
générale pour un système multivariable MIMO des équations d’état en temps continu
correspond donc à :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(2.2)

C (p × n) (p nombre de sorties) est appelée matrice d’observation et D (p×m) appelée
matrice directe représente une relation directe entre les entrées et les sorties. Dans la
représentation d’état en temps discret, la possiblité d’exprimer l’état du système à un
instant donné en fonction du signal d’entrée et en fonction de son état précedent prend
tout son sens :

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)
y(k) = Cx(k) +Du(k)

(2.3)
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La représentation d’état constitue une alternative intéressante pour la modélisation, elle
permet de mettre en évidence des informations internes au processus qui n’apparaissent
pas nécessairement dans la description par fonction (ou matrice) de transfert.

2.4 Stabilité

Le problème de la stabilité est un problème général de la commande des systèmes.
Dans la conception des systèmes de commande, il est évident que l’une des exigences les
plus importantes à vérifier est celle de la stabilité. En 1892, M Lyapunov a formulé de
manière précise le concept de stabilité, et ses travaux ont constitué le point de départ
pour établir d’autres variantes du concept.

Pour mieux comprendre la notion de la stabilité et, à titre d’exemple, il est d’usage
de considérer le mouvement d’une balle qui se déplace sous l’action de la gravité sur
différentes surfaces comme dans la figure 2.1. Dans les trois cas, la balle se trouve dans
une position d’équilibre, mais quel sera le mouvement résultant si la balle est écartée un
peu de son état d’équilibre ? Dans le cas (a), la balle se maintiendra près de sa position
d’équilibre en oscillant autour de celle-ci, et tendra à revenir à cette position d’équilibre,
si l’on admet d’existence de frottements, phénomènes dissipateurs d’énergie mécanique
(stabilité dite asymptotique). Dans ce cas, l’équilibre est dit asymptotiquement stable.
Dans le cas (b), pour une toute petite perturbation de la balle, celle-ci restera près de la
position d’équilibre mais ne tendra pas à s’approcher de cette position, on parlera alors de
stabilité (non asymptotique). Finalement en (c), une toute petite perturbation entrâınera
la balle à s’éloigner de sa position d’équilibre, dans ce cas l’équilibre est alors instable.
Dans la représentation d’état, un système linéaire est dit stable si, au bout d’un temps

Figure 2.1 – (a) asymptotiquement stable, (b) stable, (c) instable .

suffisament long, l’état ne dépend plus des conditions initiales et ceci, quelles que soient
ces dernières. Cela revient à dire que :

limt→+∞Ak = 0n (2.4)
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Pour cela, le critère de la stabilité ne dépendant que de la matrice A, on démontre que pour
qu’un système linéaire à temps discret soit stable, il faut que toutes les valeurs propres
de A soient strictement dans le cercle unité. Les valeurs propres de la matrice A sont les
racines de son polynôme caractéristique défini par :

P (λ) = det(A− λIn) (2.5)

Une autre méthode pour étudier la stabilité d’un système a été présentée par Lyapunov.
En fait, un système est stable si son énergie totale (une fonction définie positive) est con-
tinuellement décroissante (ce qui signifie que la dérivée temporelle de l’énergie totale doit
être définie négative) jusqu’à atteindre un état d’équilibre. La méthode de Lyapunov est
basée sur une généralisation de ce fait, toutefois, pour des systèmes purement mathéma-
tiques, il n’y a pas de manière simple permettant de définir une fonction énergie. Lyapunov
a ainsi introduit ce qui est appelé fonction de Lyapunov, qui peut être vue comme une
fonction d’énergie fictive. Soit l’équation différentielle autonome :

ẋ(t) = f(x(t)) (2.6)

et soit V (x), appelée fonction de Lyapunov qui satisfait les conditions suivantes :
– V (x) est continue et différentiable
– V (0) = 0
– V (x) > 0, ∀ x 6= 0

L’état d’équilibre x = 0 de l’équation (2.6) est stable dans le sens de Lyapunov si V̇ (x)
est semi-définie négative, et asymptotiquement stable si V̇ (x) est définie négative. Dans
le cas du système autonome en temps discret décrit par :

x(k + 1) = Ax(k) (2.7)

on choisit une fonction de Lyapunov

V (x(k)) = x(k)TPx(k) (2.8)

où P ∈ Rn×n est une matrice symétrique, définie positive. L’accroissement de V (x(k))
est donné par :

∆V (x(k)) = V (x(k + 1))− V (x(k))
= x(k)TATPAx(k)− x(k)TPx(k)
= x(k)T (ATPA− P )x(k)

(2.9)

Comme V (x(k)) a été choisie positive définie, pour avoir la stabilité asymptotique, il faut
que ∆V (x(k)) soit définie négative. Par conséquent :

∆V (x(k)) = x(k)T (ATPA− P )x(k) = −x(k)TQx(k) (2.10)

avec Q = −(ATPA − P ) symétrique définie positive. Alors dans le cas de systèmes en
temps discret décrits par l’équation (2.7), une condition nécessaire et suffisante pour que
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l’état d’équilibre x = 0 soit asymptotiquement stable est que, étant donnée une matrice
Q ∈ Rn×n symétrique définie positive, il existe une matrice P ∈ Rn×n symétrique
définie positive satisfaisant :

Q = −(ATPA− P ) (2.11)

2.5 Commandabilité

Il existe de multiples définitions équivalentes pour la commandabilité des systèmes
linéaires. Une définition simple pour la commandabilité est la suivante : un système est
dit à état entièrement commandable si, par action sur l’entrée, il est possible d’attein-
dre en un temps fini n’importe quel point de l’espace d’état. Pour cela, le critère de la
commandabilité dépendant de la matrice A et B, on démontre qu’un système linéaire à
temps discret est commandable si et seulement si les vecteurs B, AB, A2B, . . . , An−1B
sont linéairement indépendants, autrement dit :

rang([B|AB|A2B|...|An−1B]) = n (2.12)

2.6 Observabilité

Un système est dit observable à l’instant k2Te, si la connaissance du signal d’entrée
et du signal de sortie sur un intervalle de temps [k1Te, k2Te] permet de calculer l’état du
système à l’instant k2Te. Un système est complètement observable si et seulement si les
matrices CT , ATCT , (AT )2CT ,..., (AT )n−1CT sont linéairement indépendantes. Autrement
dit :

rang








CT

ATCT

...
(AT )n−1CT







= n (2.13)

2.7 Changement de base

Soit x̄ est un vecteur tranformé de xk par une matrice régulière P :

x̄ = Px, det(P ) 6= 0 (2.14)

Le système (2.3) devient :

x̄(k + 1) = PAP−1x̄(k) + PBu(k)
y(k) = CP−1x̄(k) +Du(k)
x̄(0) = Px(0)

(2.15)
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Ainsi x̄ est aussi un vecteur d’état du sytème, déduit de x par changement de base P .
La matrice PAP−1 est dite semblable à A, et le système S(A,B,C,D) est semblable à
S(PAP−1, PB, CP−1, D) pourvu que P soit régulière.

2.8 Relation entre la représentation d’état et la fonc-

tion de transfert d’un système

2.8.1 D’une représentation de transfert vers une représentation
d’état

Forme modale

Ce type de représentation, encore appelée représentation parallèle, convient partic-
ulièrement bien à la représentation d’un système possédant plusieurs pôles réels distincts.
Soit G(z) sa fonction de transfert :

G(z) =
Y (z)

U(z)
=

α1

z − p1
+

α2

z − p2
+ ...+

αn

z − pn
(2.16)

Cette écriture fait apparâıtre la somme de n fonctions de transfert et peut être matérialisée,
sous forme de représentation d’état, par le schéma de la figure 2.2 en faisant apparâıtre n
blocs élémentaires placés en parallèle. On lit immédiatement :

Figure 2.2 – Représentation modale d’un système à temps discret.

xi(k + 1) = pixi + u(k) (2.17)
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d’où

x(k + 1) =








p1 0 . . . 0
0 p2 . . . 0
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 pn







x(k) +








1
1
...
1







u(k)

y(k) = (α1α2...αn)x(k)

(2.18)

La matrice de commande A est diagonale et ses valeurs propres sont les pôles de la fonction
de transfert.

Forme série

Soit

G(z) =
Y (z)

U(z)
=

α1

(z − p1)(z − p2) . . . (z − pn)
(2.19)

Cette écriture fait apparâıtre le produit de n fonctions de transfert et peut être matérialisée
par la mise en cascade de n blocs élémentaires. La figure 2.3 propose une représentation

Figure 2.3 – Représentation d’état d’un système discret sous forme série.

d’état cohérente avec cette forme en cascade de la fonction de transfert. Dans ce cas, on
a :

x(k + 1) =








p1 0 . . . 0
1 p2 . . . 0
...

. . .
. . . 0

0 . . . 1 pn







x(k) +








1
0
...
0







u(k)

y(k) = (00...α)x(k)

(2.20)

Forme canonique commandable

On suppose que la fonction de transfert n’est pas factorisée, soit :

G(z) =
bmz

m−n + bm−1z
m−n−1 + ...+ b1z

−n+1 + b0z
−n

1 + an−1z−1 + ... + a1z−n+1 + a0z−n
(2.21)
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Les équations d’état se déduisent naturellement de la figure 2.4 :

x1(k + 1) = x2(k)
x2(k + 1) = x3(k)
...
xn−1(k + 1) = xn(k)
xn(k + 1) = −a0x1(k)− a1x2(k)− ...− an − 1xn(k) + u(k)

(2.22)

d’où :

x(k + 1) =










0 1 0 . . . 0
... 0 1 . . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 . . . 0 1

−a0 −a1 . . . . . . −an−1










x(k) +










0
0
...
0
1










u(k)

y(k) = (b0...bm...0...0)x(k)

(2.23)

Figure 2.4 – Représentation d’état du système sous forme compagne commandable.

Forme canonique observable

La représentation compagne observable peut être mise en évidence à partir de la forme
de G(z) déjà transformée dans le paragraphe précédent :

G(z) =
bmz

m−n + bm−1z
m−n−1 + ...+ b1z

−n+1 + b0z
−n

1 + an−1z−1 + ... + a1z−n+1 + a0z−n
(2.24)
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Les équations d’état se déduisent naturellement de la figure 2.5 :

x(k + 1) =













0 . . . . . . . . . 0 −a0
1 0 . . . . . . 0 −a1

0 1 0 . . . 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 . . . 0 1 0
...

0 0 . . . 0 1 −an













x(k) +












b0
...
bm
0
...
0












u(k)

y(k) = (0...01)x(k)

(2.25)

Figure 2.5 – Représentation d’état du système sous forme compagne observable.

2.8.2 D’une représentation d’état vers une représentation de
transfert

Si on applique la transformation en z aux équations d’état et si on suppose que les
conditions initiales sont nulles, on obtient :

{
x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)
y(k) = Cx(k)

}

⇒

{
zX(z) = AX(z) +BU(z)
Y (z) = CX(z)

}

(2.26)

On a donc :

X(z) = (zI −A)−1BU(z) (2.27)

On tire l’expression de Y (z) :

Y (z) = C(zI − A)−1BU(z) (2.28)
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La fonction de transfert du système SISO est donc :

G(z) =
Y (z)

U(z)
= C(zI − A)−1B (2.29)

Dans le cas d’un système MIMO, Y (z) et U(z) sont reliés par une matrice de fonctions
de transfert.

L’inverse d’une matrice carrée étant égale à sa matrice adjointe divisée par son déter-
minant, nous pouvons en déduire que les pôles de la fonction de transfert sont les valeurs
de z qui sont solutions de l’équation :

det(A− zI) = 0 (2.30)

donc ce sont les valeurs propres de la matrice A.

2.9 Conclusion

Face à la complexité des systèmes, la fonction de transfert peut parfois sembler ne
pas être le modèle le plus approprié pour décrire les comportements considérés. Pour
cette raison, d’autres modèles sont utilisés et apparaissent comme une alternative à la
fonction de transfert. Le plus adapté d’entre eux est la représentation d’état ou modèle
d’état. Dans ce chapitre, la relation entre le modèle d’état et la fonction de transfert en
z a été présentée. Les concepts de stabilité, de commandabilité et d’observabilité ont été
également brièvement abordés.



Chapitre 3

Identification

3.1 Introduction

Toute méthode de commande de processus nécessite la connaissance d’un modèle math-
ématique du système. L’identification consiste à déterminer les paramètres caractéristiques
d’un modèle externe ou d’un modèle interne à partir d’un ensemble de mesures entrée-
sortie du processus (Borne et al., 1992). Les problèmes d’identification sont généralement
résolus à l’aide de trois ensembles :

– données issues de l’expérience : le problème consiste à choisir une expérience
donnant le maximum d’information.

– modèles : le choix d’un modèle candidat peut se faire à partir des lois physiques
régissant le système dont les paramètres sont peu connus ou mal connus (bôıtes
grises), ou bien à partir du résultat de l’expérience sans connaissance a priori (bôıtes
noires)

– algorithmes d’identification : ils permettent à partir des données de préciser les
paramètres du modèle candidat.

Le choix d’un élément dans chacun de ces ensembles conduit à une identification d’un
système qui se déroule en trois étapes :

– estimation structurelle : cette étape, liée au choix d’un modèle, consiste à déter-
miner les paramètres de structure.

– estimation paramétrique : il faut déterminer les valeurs numériques des coeffi-
cients de la structure choisie. Le choix d’un critère que l’algorithme d’identification
doit minimiser permet de juger de la confiance à attribuer à ces valeurs.

– validation du modèle : le modèle mathématique obtenu n’est valable en toute
rigueur que pour l’expérience utilisée. Il faut donc vérifier s’il est compatible avec
l’utilisation que l’on en fera.

L’identification d’un système est donc une procédure interactive où les choix doivent
être remis en question lors d’un échec de la validation du modèle. La plupart des méthodes
demandent la résolution d’un système linéaire dont les coefficients dépendent des données.
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L’identification des systèmes a longtemps été envisagée dans le cadre de la boucle ouverte.
Pourtant, de nombreux systèmes sont contraints de fonctionner en boucle fermée. Souvent,
il n’est pas possible de conduire des expérimentations en boucle ouverte sur des procédés
industriels, soit pour des raisons de production, soit pour des problèmes d’instabilité.
Dans ce cas, il est possible, sous certaines conditions, d’identifier ces systèmes à partir des
signaux acquis en boucle fermée.

Dans la pratique, deux démarches sont possibles pour l’obtention du modèle d’un
système. La première approche est analytique et la deuxième est expérimentale. La mod-
élisation analytique utilise les équations physico-chimiques qui régissent le comportement
dynamique du système. La modélisation expérimentale traite le système comme une bôıte
noire et utilise les mesures expérimentales pour extraire le modèle. Bien que la modélisa-
tion analytique offre une description précise facilitant la compréhension du comportement
des procédés, elle est souvent complexe et peu utilisée pour la commande.Les automati-
ciens utilisent surtout la modélisation expérimentale car elle présente une grande souplesse
lors de la synthèse des régulateurs. Cette dernière modélisation comporte les modèles de
type entrée-sortie, appelés aussi modèles de fichiers (Landau, 1988). Le travail présenté
dans ce chapitre concerne l’analyse de techniques d’identification des systèmes en boucle
ouverte. Nous nous intéressons plus particulièrement à l’identification d’une station d’épu-
ration d’eaux usées par la méthode des moindres carrés. Ce chapitre résume brièvement
la procédure d’identification des systèmes en boucle ouverte. La section suivante illustre
les principes de base pour l’identification en boucle ouverte.

3.2 Principes de Base de l’identification

L’identification d’un modèle est une étape fondamentale de chaque procédure qui a
comme objectif la commande performante d’un système. L’identification est la procédure
qui fournit un modèle dynamique du système à partir des données expérimentales. Les
modèles dynamiques identifiés sont groupés en deux catégories fondamentales :

– modèles paramétriques ;
– modèles non paramétriques.

Les modèles paramétriques sont décrits univoquement par un ensemble de coefficients re-
latifs à une structure de modèle donnée (représentation d’état, polynômes d’une fonction
de transfert, représentation avec gain, zéros et pôles). Les modèles non paramétriques,
au contraire, ne sont pas décrits par un ensemble fini de valeurs. Ces modèles sont des
fonctionnelles d’une variable fréquentielle ou temporelle (gain et phase de la fonction de
transfert, réponse impulsionelle). Une opération complète d’identification doit nécessaire-
ment comporter les quatre étapes suivantes :

– acquisition des entrées/sorties sous un protocole d’expérimentation,
– choix ou estimation de la complexité du modèle,
– estimation des paramètres du modèle,
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– validation du modèle identifié.
Les méthodes spécifiques utilisées dans chaque étape dépendent du type de modèle recher-
ché (par exemple : paramétrique ou non paramétrique, continu ou échantillonné...), ainsi
que des conditions d’expérimentation (par exemple : identification en boucle ouverte ou
en boucle fermée...). La validation est le point de passage obligé pour décider de l’accep-
tation ou le rejet du modèle identifié. Les techniques de validation doivent premettre de
qualifier la qualité du modèle obtenu (Ljung and Söderström, 1986).

3.2.1 Définition d’une Classe de Modèles

La structure choisie pour les modèles discrets linéaires et invariants dans le temps
(LTI) est

G(q−1) = q−dB(q−1)

A(q−1)
(3.1)

avec :

A(q−1) = a−1q
−1 + ... + anA

q−nA ; B(q−1) = b−1q
−1 + ...+ bnB

q−nB (3.2)

d est le retard pur entier du système. A(q−1) et B(q−1) sont des polynômes en q−1 (opéra-
teur retard) d’ordre nA et nB respectivement. Un modèle de ce type exprime la relation
entre l’entrée u(t) et la sortie y(t) du système qu’on désire estimer en faisant l’hypothèse
qu’une perturbation additive est présente selon :

y(t) = G(q−1)u(t) +H(q−1)e(t) (3.3)

Ce modèle est qualifié de modèle à erreur d’équation. Deux choix typiques pour la fonction
de transfert H(q−1) sont :

H(q−1) =
1

A(q−1)
(3.4)

où

H(q−1) =
C(q−1)

A(q−1)
(3.5)

avec C(q−1) polynôme d’ordre nc. Le premier cas correspond à l’hypothèse d’une per-
turbation équivalente au bruit blanc filtré par la dynamique du système. La relation 3.1
devient :

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + e(t) (3.6)

correspond à la structure des modèles ARX (Auto Régressif avec entrée eXogène). Le
deuxième cas correspond à la structure des modèles ARMAX (Auto Régressif à Moyenne
Mobile et entrée eXogène) dans lesquels le bruit est modélisé à l’aide d’un filtre C(q−1) :

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + C(q−1)e(t) (3.7)
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Une autre description du système est donnée par la structure de modèle à erreur de sortie :

y(t) =
B(q−1

A(q−1)
u(t) + w(t) (3.8)

où w(t) est une perturbation quelconque, indépendante de u(t), à valeur moyenne nulle
et variance finie. L’équation 3.3 peut en effet être réécrite en mettant en évidence la
dépendance du vecteur des paramètres θ :

y(t) = G(q−1, θ)u(t) +H(q−1, θ)e(t) (3.9)

avec :
θ =

[
a1 . . . anA b1 . . . bnB c1 . . . cnC

]
(3.10)

dans le cas du modèle ARMAX. Sous l’hypothèse que le système soit décrit par :

y(t) = G(q−1, θ∗)u(t) +H(q−1, θ∗)e(t) (3.11)

le vecteur θ, appartenant à ℜm, définit un ensemble de modèles M . La phase d’identifica-
tion devra permettre de retrouver le vecteur θ̂ qui se rapproche le plus de θ∗ (idéalement
θ̂ = θ∗).

3.2.2 Acquisition des entrées/sorties sous un protocole d’expéri-

mentation

L’acquisition des données entrée/sortie, qui doit fournir les informations suffisantes
pour déterminer un modèle significatif du système, est la première étape de la procédure
d’identification. Etant donné que le modèle résultant à l’issue de la procédure dépend
essentiellement des données utilisées, le protocole d’acquisition (et sa mise en oeuvre)
conditionne la qualité de l’identification (Zhu and Backx, 1993). Pour cela, il s’agit de
choisir un signal d’excitation avec une densité spectrale homogène couvrant l’ensemble de
la bande passante du procédé à identifier. Par ailleurs, il y a toujours des contraintes très
fortes sur l’amplitude des variations des signaux d’identification autorisés en pratique. Les
signaux les plus utilisés pour l’identification sont :

– signal harmonique : L’entrée est sinusöıdale de type u = A sin(ωt). Cette ex-
périence est réalisée pour différentes pulsations. On relève ensuite, sur les enreg-
istrements, le gain et le déphasage de l’objet aux diverses pulsations. Ces points, re-
portés dans le plan de Bode ou de Nyquist, après interpolation permettent d’obtenir
un tracé continu constituant un modèle ”non paramétrique”. Ce n’est pas une iden-
tification industrielle classique et par conséquent elle est difficile à mettre en oeuvre
(Richalet, 1998).

– échelon : Le spectre est correct, la commande est facile à implanter car c’est une
identification classique. C’est la méthode la plus utilisée.
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– impulsion : Parfait du point de vue théorique, mais il est impossible de réaliser un
Dirac correct.

– SBPA (Séquence binaire pseudo-aléatoire) : Ses propriétés fréquentielles
sont faciles à caractériser (elles sont proches de celles d’un bruit blanc) et
s’agissant d’une succession d’impulsions rectangulaires d’amplitude maximale (voir
Landau and con Voda (2001) pour plus de détails).

3.2.3 Choix ou estimation de la complexité du modèle

Le problème typique rencontré dans le cas des modèles paramétriques est le choix
de l’ordre des polynômes (numérateur, dénominateur) de la fonction de transfert pou-
vant caractériser le modèle ou la taille de la représentation d’état et les valeurs des
indices d’observabilité associés à chaque sortie (dans le cas multivariable). Pendant de
nombreuses années, le choix de la complexité se faisait par une procédure essais/erreur.
Ces derniers temps des progrès significatifs dans ce domaine ont été effectués. On dis-
pose maintenant d’algorithmes fiables qui estiment à partir des données la complexité des
modèles (Van Overschee and Moor, 1996)

3.2.4 Estimation des paramètres du modèle

La phase centrale de la procédure d’identification est l’estimation des paramètres du
modèle appartenant à la classe M des modèles choisie. Lorsque les signaux d’excita-
tion sont de faible amplitude, il en résulte des mesures fortement entachées par le bruit
de mesure. Le bruit de mesure peut introduire une erreur d’estimation paramétrique
(appelée aussi biais). Malheureusement, il n’existe pas un algorithme unique d’estima-
tion paramétrique qui donne des estimations non biaisées pour tous les types de bruit.
Il faut donc chaque fois faire une hypothèse sur la structure du bruit, choisir un algo-
rithme d’estimation approprié et faire passer un test de validation au modèle obtenu. Ce
test pourra donc indiquer si la structure du bruit de mesure a été correctement choisie
(Landau and con Voda, 2001). Les algorithmes d’identification en boucle ouverte utilisent
l’ensemble des donées entrée/sortie pour déterminer les paramètres du modèle qui se rap-
prochent le plus du modèle optimal en minimisant un critère donné de performance. On
distingue deux types d’algorithmes d’estimation paramétrique : algorithmes de type non
récursif, qui traitent un ensemble de données entrées/sorties obtenues sur un horizon
de temps et les algorithmes récursifs, qui traitent les paires de données entrées/sorties
à chaque instant et produisent ainsi une estimation paramétrique au fur et à mesure
de l’acquisition des données ou de la lecture du fichier de données entrées/sorties (voir
Landau et al. (1997) pour plus de détails).
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3.2.5 Validation du modèle identifié

L’étape de validation consiste à tester la capacité du modèle identifié à simuler le com-
portement du procédé avec un jeu de données d’entrée-sorties autre que celui utilisé lors
de l’identification. Plusieurs points de vue peuvent être considérés pour la mise en place
d’une procédure de validation. Les procédures les plus courantes sont de type statistique.
L’objectif est de montrer que la sortie du modèle excité par le même signal que le procédé
reproduit les variations de la sortie causées par les variations du signal d’identification en
s’affranchissant de l’effet du bruit de mesure.

3.3 Méthodes d’identification

3.3.1 Identification basée sur l’erreur de prédiction

Dans cette méthode, le modèle obtenu est un prédicteur, il permet de calculer la sortie
à l’instant i en fonction des entrées ui−k et des sorties réelles yi−k aux instants précédents.

Figure 3.1 – Principe des méthodes à erreur de prédiction.

Méthode des moindres carrés simples

Soit un système décrit par l’équation suivante :

A(q−1)y(t) = B(q−1)u(t) + w(t) (3.12)

avec :
A(q−1) = 1 + a−1q

−1 + ...+ anA
q−nA = 1 + q−1A∗(q−1)

B(q−1) = b−1q
−1 + ...+ bnB

q−nB = q−1B∗(q−1)
(3.13)
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ou encore :

y(t) = −A∗(q−1)y(t− 1) +B∗(q−1)u(t− d− 1) + w(t)
= θTφ(t− 1) + w(t)

(3.14)

θ est le vecteur des paramètres et φ(t) le vecteur des observations donnés par :

θT =
[
a1 . . . anA b1 . . . bnB

]

φT (t− 1) =
[
−y(t− 1) . . . −y(t− nA) u(t− d− 1) . . . u(t− d− nB)

]

(3.15)
Si les paramètres du modèle sont connus, on peut définir la prédiction de la sortie calculée
à partir des mesures disponibles jusqu’à l’instant t− 1 :

ŷ(t|θ) = θTφ(t− 1) (3.16)

Supposons que les données entrées/sorties sont disponibles sur un horizon de mesure égal
à N .

zN = {u(1)y(1) . . . u(N)y(N)} =
{
Y T (N) UT (N)

}
(3.17)

où
Y T (N) = [y(N)y(N − 1) . . . y(1)]
UT (N) = [u(N)u(N − 1) . . . u(1)]

(3.18)

Supposons que les valeurs des paramètres θ sont inconnus. Définisons pour chaque valeur
du vecteur de paramètres estimés θ̂ une sortie prédite :

ŷ(t|θ̂) = θ̂Tφ(t− 1) (3.19)

L’erreur de prédiction est égale à :

ǫ(t, θ̂) = y(t)− ŷ(t|θ̂) (3.20)

La norme choisie qui devra être minimisée est :

JN(θ̂, z
N ) =

1

N

N∑

t=1

ǫ2(t, θ̂) =
1

N

N∑

t=1

[

y(t)− θ̂T (N)φ(t− 1)
]2

(3.21)

Le rapport 1/N peut être omis sans modifier les résultats. Le terme θ̂T (N)φ(t − 1) cor-
respond à la prédiction de la sortie à l’instant t basée sur l’estimation du vecteur des
paramètres à l’instant N . Cette norme est une fonction quadratique de θ. Il suffit d’ex-
primer que la condition de minimum de la norme implique la nullité du vecteur gradient
à l’extremum, donc que les dérivées partielles par rapport à θ sont nulles. On déduit
l’estimateur du vecteur de paramètres selon le critère des moindres carrés :

θ̂MC =

[
N∑

t=1

φ(t− 1)φT (t− 1)

]−1 N∑

t=1

φ(t− 1)y(t) (3.22)



46 Chapitre 3. Identification

Dans le cas où w(t) = e(t) est un bruit blanc, on obtiendra des estimations
paramétriques non biaisées. Par contre si φ(t − 1) et w(t) sont des bruits colorés, l’es-
timateur sera biaisé. Il reste donc à trouver une méthode comme la méthode des moindres
carrés généralisés et la méthode de la matrice instrumentale (Söderström and Stoica, 1989)
qui permettent de rendre ce biais nul (Pour plus de détails voir (Corriou, 1996)).

3.3.2 Identification basée sur l’erreur de sortie

Ces algorithmes sont connus sous l’appellation générique de méthode du modèle
(Richalet, 1998). Ils se caractérisent fondamentalement par la simulation de la sortie à
partir de la seule connaissance de l’excitation et du modèle (et de ses paramètres). Grâce
à cette procédure, la sortie simulée est indépendante de la perturbation affectant le sys-
tème, s’il n’y a pas de bouclage (Bachir et al., 2008; Grospeaud, 2000; Landau and Karimi,
1997; Trigeassou and Poinot, 2001).

Figure 3.2 – Principe des méthodes à erreur de sortie.

Le principe de cette méthode d’identification est illustré en figure 3.2. Le modèle est
une fonction de n paramètres θk, k variant de 1 à n. Il s’agit de déterminer les paramètres
θi tels que le critère soit minimum. Le critère est en général choisi de la forme :

J =
∑

ǫ2 (3.23)

avec
ǫ = yi(t)− ŷi(θ, t) (3.24)

et
θ = (θ1, θ2, ..., θn)

T (3.25)

La recherche des paramètres optimaux θ̂i se fait par programmation non linéaire. Il s’agit
d’utiliser un algorithme qui donne les paramètres θ̂k à partir des paramètres non optimaux
θk et un critère J . Ces algorithmes sont nombreux, à titre d’exemple voici les plus utilisés :

– gradient,
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– quasi-Newton,
– algorithmes génétiques

Les méthodes à erreur de sortie reposent sur la définition d’un modèle paramétrique,
fonction d’un certain nombre de paramètres auxquels on peut attribuer une signification
plus ou moins physique, que l’on compare au système. Pour converger, ces algorithmes
nécessitent :

– une entrée persistante afin d’exciter toutes les dynamiques du système,
– une bonne initialisation pour accélérer la convergence.

Cependant, on pourrait croire que l’on utilise une bonne initialisation comme information
a priori pour accélérer la convergence auprès de l’optimum principal : en fait, l’algorithme
d’optimisation ne conserve aucune trace de cette information initiale. Au mieux, cela
évite de converger vers des optima secondaires. Malgré toutes les précautions numériques,
ces algorithmes peuvent dans certaines situations fournir des estimations aberrantes. Il
faut chercher la cause de ces anomalies dans le mécanisme d’optimisation ; en effet, celui-
ci cherche le jeu de paramètres qui permet au modèle retenu d’approcher au mieux les
données, sans contrainte physique. Il s’agit fondamentalement d’un problème de sensi-
bilité paramétrique ; bien que théoriquement identifiables, les paramètres concernés sont
quasiment non identifiables et on peut constater des phénomènes de compensation. Le
réflexe traditionnel devant un tel problème est de proposer d’enrichir l’excitation (Ljung,
1987) ; toutefois, dans de nombreuses cas, cette excitation optimale peut s’avérer irréal-
iste en pratique, une solution proposée consiste à introduire explicitement la connaissance
physique afin qu’elle se substitue pour partie à l’excitation insuffisante ou qu’elle con-
tribue à enrichir l’excitation (pour plus de détails, voir (Zhu and Backx, 1993)). Dans
la présentation des méthodes d’estimation paramétrique, il est important de distinguer
d’une part le choix de la structure du prédicteur et le choix des vecteurs d’observations qui
permettent potentiellement d’obtenir des estimations non biaisées des paramètres pour un
type de perturbations et d’autre part la procédure de minimisation du critère d’erreur.
S’il s’agit d’indentification hors ligne, le choix des procédures d’optimisation itératives ou
récursives n’est pas fondamental. Par contre, s’il s’agit d’identification en ligne et pour
des systèmes susceptibles de varier dans le temps (identification en temps réel), les algo-
rithmes de type récursif s’imposent. Plusieurs approches peuvent être considérées pour
engendrer des algorithmes récursifs :

– transformations d’algortihmes non récursifs en algorithmes récursifs,
– utilisation de la technique d’optimisation du gradient dans le domaine temporel,
– utilisation de la théorie des sytèmes adaptatits,
– rapprochement avec le filtre de Kalman.

Pour une présentation exhaustive des différentes approches, voir (Forssel and Ljung, 1999;
Söderström and Stoica, 1983; Söderström et al., 1978). Dans le contexte de l’identification
en boucle fermée, un grand nombre de méthodes ont été proposées dans les deux dernières
décennies. On peut citer les travaux de (Landau, 1988) et (Van Den Hof and Schrama,
1995) où différentes techniques d’identification utilisables en boucle fermée sont proposées.
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Le problème typique de l’identification en boucle fermée réside dans la corrélation entre les
bruits de sortie et le signal de commande, du fait de la boucle fermée. Un autre problème
causé par des données recueillies en boucle fermée est qu’elles comportent généralement
moins d’information que celles recueillies en boucle ouverte.

3.4 Identification en boucle ouverte d’une station

d’épuration d’eaux usées.

L’objectif de cette section est de présenter une méthode d’identification pour déter-
miner un modèle linéaire dans l’espace d’état en se basant sur un ensemble de ”mesures”
entrée-sortie du Benchmark BSM1 (figure 3.3) constitué de 7 entrées manipulées (qa, qr,
qw et q2in, respectivement débits de recyclage interne, de recyclage externe, de rejet et
d’ajout en source carbonée ; kla3, kla4, kla5 coefficients de transfert de matière d’oxygène
dans les réacteurs 3, 4 et 5), 5 sorties commandées (ammonium [NH], azote total [N ]tot,
solides en suspension [SS], demande biochimique en oxygène à 5 jours [BOD5] et demande
chimique en oxygène COD) et deux perturbations mesurées (débit entrant q0 et concen-
tration entrante en ammonium [NH ]0). Le modèle BSM1 a été présenté en détail dans la
section 1.3 du premier chapitre.

Figure 3.3 – Schéma représentatif du modèle BSM1.

En cas d’absence des perturbations mesurées (débit entrant q0 et concentration en-
trante en ammonium [NH ]0), des réponses indicielles en boucle ouverte ont été obtenues
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à partir des variations des entrées autour de leurs valeurs stationnaires (Tableau 3.1)
pour une durée de simulation égale à 24h et une période d’échantillonnage Ts égale à 0,5
h. Ensuite, les coefficients des réponses indicielles normalisées ont été obtenues comme
(Shen et al., 2009) :

hi,j =
yi(k)− yssi
u∞

j − uss
j

(3.26)

où uj, (j = 1, ..., nu) et yi, (i = 1, ..., ny) sont respectivement les entrées et les sorties
du système. La lettre supérieure ss réfère à la valeur stationnaire et ∞ réfère à la valeur
asymptotique à la fin de chaque échelon. Les 35 réponses indicielles normlisées (7 entrées ×
5 sorties) obtenues permettent de déterminer par optimisation les fonctions de transfert
continues correspondantes. Ces fonctions de transfert peuvent être regroupées en cinq
modèles mathématiques (voir Tableau 3.2). Ce modèle tient compte des non-linéarités à
travers des paramètres variables.

Tableau 3.1 – Valeurs stationnaires, amplitudes et durée des échelons des entrées manip-
ulées et perturbations mesurées

Entrées manipulées Valeurs Amplitude Durée
stationnaires de l’échelon

Débit de recyclage interne qa (m3/h) 2306 +10% 24h
Débit de recylage externe qr (m3/h) 769 +10% 24h
Débit de rejet qw (m3/h) 16 +10% 24h
Coefficient de transfert de matière d’oxygène 10 +10% 24h

3ème unité kla3 (l/h)
Coefficient de transfert de matière d’oxygène 10 +10% 24h

4ème unité kla4 (l/h)
Coefficient de transfert de matière d’oxygène 3.5 +10% 24h

5ème unité kla5 (l/h)

Perturbations mesurées Valeurs Amplitude Durée
Perturbations mesurées stationnaires de l’échelon
Débit entrant q0 (m3/h) 768.583 +1% 24h
Concentration entrante en ammonium [NH ]0 (mg/l) 31.56 +1% 24h

Après avoir choisi le modèle mathématique adéquat pour chaque fonction de transfert,
il faut déterminer les valeurs numériques des coefficients de chaque modèle choisi. Pour
cela, nous avons choisi le critère des moindres carrés comme critère à minimiser :

f =
∑

(hexp − hmod)
2 (3.27)

où hmod est le coefficient de la réponse indicielle du modèle et hexp le coefficient expérimen-
tal de la réponse indicielle. Pour chaque modèle mathématique choisi, une figure d’une
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réponse indicielle expérimentale sera présentée, en faisant aussi la comparaison entre la
réponse indicielle expérimentale normalisée et la fonction de transfert du modèle obtenue
par l’identification.

Les différentes structures utilisées pour l’identification des réponses indicielles normal-
isées sont détaillées dans la suite.

Système de premier ordre

Dans la figure 3.4, la réponse indicielle de la demande biochimique en oxygène à 5 jours
[BOD5] au débit de recyclage externe qr est présentée et modélisée comme un système
de premier ordre.

hmod =
K

τs + 1
exp(−rs) (3.28)

Valeurs numériques : K = 0.0002, τ = 1.7891 et r = 1
On remarque que les valeurs numériques des coefficients du modèle choisi (hmod) ont été
bien calculées et que les réponses indicielles du modèle et de l’expérience sont très proches.
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Figure 3.4 – hexp est la réponse indicielle BDO5/qr normalisée et hmod est la réponse
indicielle du modèle.

Système de second ordre avec avance

Dans la figure 3.5, la réponse indicielle de la demande biochimique en oxygène à 5
jours [BOD5] au débit de recyclage interne qa est présentée et modélisée selon un système
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de second ordre avec un terme d’avance (numérateur de la fonction de transfert). On
remarque que l’accord est moins bon que pour la figure 3.4.
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Figure 3.5 – hexp est la réponse indicielle BDO5/qa normalisée et hmod est la réponse
indicielle du modèle.

hmod = K
α1s+ 1

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)
exp(−rs) (3.29)

Valeurs numériques : K = 6.6323 10−6, α1 = 4, τ1 = 0.9972, τ2 = 0.984 et r = 4.

Système de second ordre

Dans la figure 3.6, la réponse indicielle de la demande biochimique en oxygène à 5 jours
[BOD5] au coefficient de transfert de matière dans le 4ème réacteur kla4 est présentée et
modélisée selon un système de second ordre. La réponse indicielle et la réponse indicielle
du modèle choisie hmod sont à peu près identiques.

hmod =
K

(τs + 1)2
exp(−rs) (3.30)

Valeurs numériques : K = −0.0017, τ = 3.8495 et r = 1.
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Figure 3.6 – hexp est la réponse indicielle BDO5/kla4 normalisée et hmod est la réponse
indicielle du modèle.

Système avec réponse inverse

Dans la figure 3.7, la réponse indicielle de l’azote total [N ]tot au débit de recyclage
externe qa est présentée et modélisée selon un système à réponse inverse.

hmod =

(
K1

τ1s+ 1
+

K2

τ2s+ 1

)

exp(−rs) (3.31)

Valeurs numériques : K1 = 0.0021, τ1 = 3, K2 = −0.0029, τ2 = 5 et r = 1.

Système de premier ordre avec intégrateur

Dans la figure 3.8, la réponse indicielle de solides en suspension [SS] au coefficient
de transfert de matière dans le 5ème réacteur kla5 est présentée et modélisée selon un
système de premier ordre avec un intégrateur. Le résultat est beaucoup moins bon que
celui des cas précédents. Le critère des moindres carrés ne permet pas avoir les valeurs
numériques convenables.

hmod =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs+ 1
(3.32)

Valeurs numériques : K1 = 2.2135 10−5, K2 = −3.3306 10−4, τ = 11.0495 et r = 5.
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Figure 3.7 – hexp est la réponse indicielle [N ]tot/qr normalisée et hmod est la réponse
indicielle du modèle.

Dans le tableau 3.2, les 35 réponses indicielles normalisées ont été classées d’après leurs
modèles mathématiques. Dans certains cas (RI : Réponse Inverse, S2Z : Second ordre avec
avance et P1I : premier ordre avec un intégrateur), afin d’obtenir des valeurs numériques
convenables pour les coefficients de la structure choisie, à cause de l’absence probable de
minimum global, plusieurs itérations étaient nécessaires durant l’algorithme d’identifica-
tion, en partant de différentes valeurs initiales pour atteindre une valeur raisonnable du
critère final.

Pour mettre en évidence la non-linéarité du système pour un couple {entrée, sortie}
donné, nous avons étudié l’influence de l’amplitude des variations des entrées sur les
coefficients des réponses indicielles. A titre d’exemple, l’influence de l’amplitude de la
variation de l’entrée qr sur la sortie ammonium [NH ] est montrée dans la Figure 3.9. Il
est très clair que l’amplitude de variations des entrées joue un rôle très important durant
la phase d’identification des modèles en boucle ouverte.

Une autre forme de non-linéarité a été également trouvée durant l’identification. En
effet, certaines réponses indicielles changent de forme en fonction de l’amplitude des vari-
ations des entrées. Les figures 3.10, 3.11, 3.12 et 3.13 montrent ce type de non-linéarité.

Dans la figure 3.10, la réponse indicielle de l’azote total [N ]tot à des variations de
débit de recyclage interne qa est présentée. On remarque que pour des variations positives
de débit de recyclage interne qa autour sa valeur stationnaire (amp = 0.05 = +5%,
amp = 0.1 = +10%, amp = 0.15 = +15% et amp = 0.2 = +20%), la réponse indicielle se
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Figure 3.8 – hexp est la réponse indicielle [SS]/kla5 normalisée et hmod est la réponse
indicielle du modèle.

comporte comme un système de second ordre et pour des variations négatives de débit de
recyclage interne qa autour sa valeur stationnaire (amp = −0.1 = −10%, amp = −0.15 =
−15% et amp = −0.2 = −20%), la réponse indicielle se comporte comme un système avec
réponse inverse.

Dans la figure 3.11, la réponse indicielle de l’azote total [N ]tot à des variations de
coefficient de transfert de matière dans le 3ème réacteur kla3 est présentée. On remar-
que que pour des variations positives de coefficient de transfert de matière dans le 3ème
réacteur kla3 autour sa valeur stationnaire (amp = 0.05 = +5%, amp = 0.1 = +10%,
amp = 0.15 = +15% et amp = 0.2 = +20%), la réponse indicielle se comporte comme
un système de second ordre et pour des variations négatives de débit de recyclage in-
terne qa autour sa valeur stationnaire (amp = −0.1 = −10%, amp = −0.15 = −15% et
amp = −0.2 = −20%), la réponse indicielle se comporte comme un système avec réponse
inverse. Dans le même cas, pour la réponse indicielle de l’azote total [N ]tot à des variations
de coefficient de transfert de matière dans le 4ème réacteur kla4 (figure 3.12) et la réponse
indicielle de l’azote total [N ]tot à des variations de coefficient de transfert de matière dans
le 5ème réacteur kla5 (figure 3.13).

Les figures 3.11, 3.12 et 3.13 montrent que la réponse indicielle dans le 5ème réacteur
est 4 fois plus grande que les autres réacteurs.

De la même manière, en ce qui concerne les perturbations mesurées, les réponses
indicielles ont été obtenues en boucle ouverte à partir des variations de [NH ]0 et q0 autour
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Tableau 3.2 – Classification des modèles des réponses indicielles normalisées. P1 : Premier
ordre, P1I : Premier ordre avec intégrateur, RI : Réponse Inverse, S2 : Second ordre et
S2Z : Second ordre avec avance.

Fonctions de Transfert P1 P1I RI S2 S2Z
h1,1 h1,2 h1,3 h1,4 X

h2,1 h2,5 X
h4,1 h5,1 h6,1 h7,1 h4,3 h5,3 h6,3 X

h4,4 h5,4 h6,4 h1,5 h4,5 h5,5 h6,5 h7,5 X
h3,1 X

h3,2 h4,2 h5,2 h6,2 h7,2 h3,3 h7,3 h3,4 h7,4 h3,5 X
h2,2 h2,3 h2,4 X

des valeurs stationnaires (Tableau 3.1). Ensuite les coefficients indicielles normalisées ont
été obtenues à partir de la formule suivante :

h́i,j =
yi(k)− yssi
d∞j − dssj

(3.33)

où dj (j = 1, ..., nu) et yi (i = 1, ..., ny) sont respectivement les perturbations mesurées
et les sorties du système. La lettre supérieure ss se réfère à la valeur stationnaire et ∞
se réfère à la valeur asymptotique à la fin de chaque échelon. L’amplitude de l’échelon
des perturbations utilisée pour calculer les coefficients des réponses indicielles en boucle
ouverte a été choisie de ±1% à ±7% (Tableau 3.1), soit des valeurs assez faibles dues à
l’influence notable des perturbations sur certaines des sorties. Pour montrer l’influence
des perturbations, quelques réponses indicielles normalisées sont fournies. Les principales
influences des perturbations sont l’influence du débit entrant q0 sur la concentration en
ammonium [NH ] (figure 3.14) et l’influence de la concentration entrante en ammonium
[NH ]0 sur la concentration en ammonium [NH ] (figure 3.15) et la concentration en azote
total [N ]tot (figure 3.16).

L’influence de l’amplitude (cette dernière relativement faible) des variations des pertur-
bations sur les coefficients des réponses indicielles est également nette (figures 3.14-3.16),
ce qui montre aussi la non-linéarité de notre système.

Toutes les fonctions de transfert continues des modèles sont obtenues par identification
en boucle ouverte à partir des réponses indicielles ”expérimentales” (d’après le modèle non
linéaire BSM1). Chaque fonction de transfert continue a été discrétisée avec une période
d’échantillonnage Ts (Ts = 0, 5h) en utilisant la fonction Matlab c2d, et en tenant compte
du retard, parce que c2d ne prend pas en compte le retard dans le système. Ensuite, chaque
fonction de transfert discrète a été transformée en un système linéaire discret équivalent
dans l’espace d’état à l’aide de la fonction Matlab tf2ss. Le système final multivariable est
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Figure 3.9 – Variation des réponses indicielles normalisées de [NH ] en fonction de l’am-
plitude de la variation de qr.

formé de plusieurs sous-systèmes discrets dans l’espace d’état qui ont été connectés par
la fonction Matlab connect en respectant l’ordre des entrées et des sorties afin de former
le modèle linéaire discret dans l’espace d’état du procédé complet. Le système complet
obtenu dans l’espace d’état est le suivant :

ẋ = A(∆u)x+B(∆u)u
y = C(∆u)x

(3.34)

tel que les matrices A, B et C dépendent de l’amplitude du vecteur d’entrées ∆u. Le
système multivariable linéaire discret ainsi obtenu doit être utilisé ensuite dans le cadre
d’une commande prédictive qui sera appliquée au benchmark BSM1.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les aspects principaux de la procédure d’identification des systèmes
ont été brièvement présentés. Une identification en boucle ouverte d’une station d’épura-
tion d’eaux usées a été réalisée à partir du benchmark BSM1. Des réponses indicielles à
des échelons des entrées d’amplitude variable autour du régime stationnaire ont été déter-
minées. Des fonctions de transfert continues de premier et second ordre avec retard, des
réponses inverses, avec parfois des intégrateurs, représentant les réponses indicielles ont
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Figure 3.10 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de
débit de recyclage interne qa

été identifiées. Sachant que, dans le cas d’un système linéaire, l’amplitude de l’entrée n’a
aucune influence sur les coefficients de la réponse indicielle, ce qui n’était pas notre cas,
nous avons montré que la station d’épuration d’eaux usées constitue un système fortement
non linéaire qui pose des problèmes certains de représentation par un modèle simplifié et
ensuite probablement par conséquent sur la performance de la commande prédictive et sa
robustesse lorsqu’elle sera appliquée sur le procédé non linéaire.

L’ensemble des résultats obtenus a été rassemblé dans l’annexe A. On pourra y con-
stater que dans l’ensemble les constantes de temps peuvent être considérées comme fixes,
mais que les gains sont fortement influencés par l’amplitude de l’échelon d’entrée.
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Figure 3.13 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de
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Figure 3.15 – Variations des réponses indicielles normalisées de la concentration d’am-
monium [NH ] en fonction de l’amplitude de la variation de [NH ]0.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Temps normalise

h sn
h 05

 

 

amp = 0.01
amp = −0.01
amp = 0.03
amp = −0.03
amp = 0.05
amp = −0.05
amp = 0.07
amp = −0.07
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Chapitre 4

Commande prédictive

4.1 Résumé

Dans ce chapitre, nous décrivons la méthodologie de la commande prédictive dans
l’espace d’état. Cette commande est traitée comme un problème d’optimisation d’une
fonction de coût ou critère par rapport aux entrées manipulées ou à leurs variations. Nous
présentons aussi la commande par anticipation (feedforward) dans le cas de présence des
perturbations mesurables. Une étude comparative des caractéristiques les plus importantes
pourra être ajoutée à ce chapitre pour présenter les principales méthodes de commande
prédictive comme DMC (Dynamic Matrix Control), GPC (Generalized Predictive Con-
trol) et PFC (Predictive Functional Control) . . .Un programme général de commande
prédictive dans l’espace d’état a été développé sous Fortran. Ce programme permet de
choisir entre deux cas d’anticipation et de non-anticipation de la consigne.

4.2 Introduction

Le but principal de la commande des systèmes est de satisfaire les objectifs définis par
le cahier des charges, de la manière la plus performante possible. Il s’agit par exemple de
contrôler certains signaux (de sortie) par actions sur d’autres signaux (d’entrée) de manière
à satisfaire les objectifs en présence d’incertitudes et changements des caractéristiques du
processus (modèle) et de contraintes sur les variables opérationnelles. Il s’agit là d’un
problème pratique, car bien des processus réels présentent ces caractéristiques.

Les actionneurs ont souvent un champ limité d’opération (position totalement ouverte
ou fermée). Des considérations de sécurité, d’environnement ou de limitations des capteurs,
des limites sur les variables des processus, (e.g. des niveaux, des flux, des températures et
des pressions) entrent en compte. Tout ceci rend nécessaire de considérer des contraintes
dans l’étape de conception et d’implantation du contrôleur pour obtenir une meilleure
performance du système.
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Les techniques de commande prédictive (MPC) (Model Predictive Control) constituent
des outils puissants pour affronter le problème de commande avec contraintes. La com-
mande prédictive peut être employée pour contrôler une grande variété de processus, des
systèmes avec un comportement relativement simple aussi bien que d’autres qui présentent
un comportement dynamique peu habituel comme ceux avec de grands retards, oscillant
fortement, de phase non minimale ou instables. Également, les systèmes multivariables
et non linéaires rentrent dans le domaine d’application d’une telle approche. Elle possède
aussi la compensation par anticipation (Feedforward) de perturbations mesurables.

Malgré tous ses avantages, la commande prédictive possède quelques inconvénients.
L’un d’eux est la charge nécessairement élevée de calcul : la résolution des algorithmes
numériques en ligne nécessite un volume et un temps de calcul, toutefois de moins en moins
notables en raison des progrès considérables des ordinateurs. Un autre inconvénient est
dû au fait qu’il est nécessaire d’avoir un modèle approprié du processus. L’approche de la
commande prédictive est basée sur la connaissance d’un modèle et donc les performances
obtenues dépendront des écarts existants entre le vrai processus et le modèle utilisé.

La MPC est une méthodologie développée autour de certaines idées communes. Les
principes qui apparaissent dans toutes les classes de la commande prédictive sont les
suivants :

– Utilisation du modèle du système pour prévoir la sortie du système à des instants
futurs.

– Calcul des actions optimales de commande basé sur la minimisation d’une ou
plusieurs fonctions de coût en tenant compte de contraintes sur les variables du
processus.

– Stratégie de l’horizon mobile : à chaque itération et en se servant d’un modèle du
processus, des consignes futures sur un certain horizon, d’une fonction objectif, les
futurs changements de la commande sont calculés en prenant en compte des con-
traintes qui agissent sur le processus. Finalement, seul le premier signal de commande
est appliqué au système, le reste est non utilisé et l’horizon déplacé vers le futur,
puis les calculs sont répétés pour la période d’échantillonnage suivante.

4.3 Historique

Depuis la fin des années 70, de nombreuses catégories et dénominations de la commande
prédictive ont été proposées. La liste ci-dessous propose un aperçu non exhaustif des plus
connues :

– MPHC (Model Predictive Heuristic Control) (Richalet et al., 1978), connue ensuite
sous le nom de MAC (Model Algorithmic Control). Cette approche, appliquée aux
systèmes industriels multivariables, basée sur des prédictions sur un horizon tem-
porel long, impose des trajectoires de référence pour les sorties et minimise la vari-
ance de l’erreur ;
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– DMC (Dynamic Matrix Control) proposée par Shell (Cutler and Ramaker, 1979)
utilise l’incrément de commande à la place de la commande dans le critère de perfor-
mance pour un horizon fini de prédiction ; cet algorithme est appliqué aux systèmes
multivariables linéaires sans contraintes ; l’erreur de poursuite est minimisée en spé-
cifiant le comportement futur des sorties ; les commandes optimales sont calculées
par la méthode des moindres carrés ;

– EHAC (Extended Horizon Adaptive Control) (Ydstie, 1984), stratégie de commande
prédictive pour les systèmes monovariables, utilise des modèles E/S pour maintenir
la sortie future (calculée via la résolution d’une équation diophantienne) le plus
près possible de la consigne pendant une période donnée au-delà du retard pur du
système ;

– EPSAC (Extended Prediction Self-Adapted Control) (Keyser et al., 1988) introduit
une commande constante pour un système non linéaire (en linéarisant le système)
et utilise un prédicteur sous-optimal à la place de la résolution de l’équation dio-
phantienne ; l’article [KC85] fournit également une démonstration de stabilité ;

– GPC (Generalized Predictive Control) présentée par (Clarke et al., 1987). Cette
méthode la plus connue, basée sur un modèle de type CARIMA, introduit un horizon
de prédiction sur la commande, agit conformément au principe de l’horizon fuyant et
peut être appliquée aux systèmes à non minimum de phase, aux systèmes instables
en boucle ouverte, aux systèmes avec retards purs variables ;

– PFC (Predictive Functional Control) (Richalet et al., 1987) est un algorithme pré-
dictif simple, utilisé surtout pour des systèmes SISO industriels rapides et/ou non
linéaires, s’avérant pratique pour l’ingénieur en permettant le réglage direct des
paramètres (par exemple la constante de temps) associées au temps de montée ;
pour garder la simplicité, un manque de rigueur en performance et surtout dans la
garantie des contraints est associée avec cet algorithme ;

– CRHPC (Constrained Receding Horizon Predictive Control) (Clarke, 1994) propose
de prendre en compte des contraintes terminales sous forme d’égalité sur la sortie
sur un horizon fini au-delà de l’horizon de prédiction ;

– MPC (Model Predictive Control) formulée dans l’espace d’état par (Lunström et al.,
1995) utilise le formalisme de la représentation d’état pour faciliter l’analyse de la
stabilité et de la robustesse ;

En fait, toutes ces variantes de stratégies de commande prédictive sont aujourd’hui re-
groupées sous le terme générique MPC, illustrant ainsi le rôle fondamental du modèle. Ce
bref rappel historique a permis de donner une idée de l’évolution de la commande prédic-
tive, depuis les stratégies classiques bien connues maintenant jusqu’aux développements
les plus récents en termes de robustesse et d’application à des systèmes non linéaires. En
fait, seule la commande MPC sous forme de représentation d’état sera examinée dans ce
chapitre.
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4.4 Méthodologie de la commande prédictive

La philosophie de la commande prédictive (MPC pour Model Prédictive Control) se
résume à utiliser le modèle pour prédire le comportement du système et choisir la meilleure
décision au sens d’un certain coût tout en respectant les contraintes. La commande pré-
dictive calcule une variable manipulée u(t) (la commande) sur un horizon de commande
telle que la variable régulée y(t) (la sortie) suive sur un horizon de prédiction une tra-
jectoire r(t), dite de référence. Cette trajectoire, initialisée sur la mesure actuelle de la
variable régulée, tend vers la consigne s(t) (constante ou variable), d’une façon prédéfinie
(Camacho and Bordons, 1995). Soit ǫ l’écart entre la consigne s(t) et la sortie mesurée

Figure 4.1 – Principe de base de la commande prédictive.

y(t) :
ǫ(k) = s(k)− y(k) (4.1)

La trajectoire de référence est choisie de forme exponentielle, le décrément de l’écart
ǫ(k) entre la consigne s(t) et la sortie y(t) est donné par :

ǫ(k + i) = e−iTs/Tref ǫ(k) = λiǫ(k) (4.2)

avec λ =−Ts/Tref , Tref représente la constante de temps de la trajectoire de référence et Ts
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est la période d’échantillonnage. La trajectoire de référence est définie par :

r(k + i|k) = s(k + i)− ǫ(k + i) = s(k + i)− e−iTs/Tref ǫ(k) (4.3)

La commande u doit être calculée pour que la sortie y soit la plus proche possible de
la trajectoire de référence (Corriou, 1996), (Maciejowski, 2002). Pour avoir un seul point
de cöıncidence entre la sortie y et la trajectoire de référence à l’instant k + Hp (Hp

horizon de prédiction), c’est-à-dire y(k+ i|k) = r(k+Hp), plusieurs variables manipulées
û(k|k), û(k + 1|k), û(k + 2|k), . . . , û(k + Hp − 1|k) doivent être déterminées. û(k + i|k)
est l’estimation de la valeur de u(k + i) à l’instant k. Dans la figure 4.1, l’horizon de
commande est égal à 3, d’où le calcul correspondant de û(k|k), . . . , û(k +Hc − 1|k) (Hc

horizon de commande), où û(k + Hc|k) = · · · = û(k + Hp − 1|k), ce qui signifie que les
variations de l’entrée sont nulles aux instants supérieurs ou égal à l’horizon de commande.
Seul, le premier élément u(k) du vecteur du signal de commande optimale {u(k+ i|k), i =
0, 1, . . . , Hc− 1} est appliqué au système et le reste est non utilisé car, à l’instant suivant,
la nouvelle sortie y(k+1) est disponible et, par conséquent, l’étape 1 est répétée. Ceci est
connu comme le concept de l’horizon glissant.

4.5 Éléments de la commande prédictive

Dans la figure 4.2, on montre la structure commune à toutes les stratégies de commande
prédictive.

Figure 4.2 – Le schéma fonctionnel de la structure de base des algorithmes MPC.
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Tous les algorithmes MPC ont :

– Un modèle de prédiction
– Une fonction objectif pour calculer la stratégie optimale de commande.

Les différences entre les algorithmes MPC portent sur le type de la fonction objectif,
le traitement de l’erreur de prédiction et le modèle de prédiction.

– Le modèle de prédiction ou modèle de commande intervient directement dans la
stratégie de commande prédictive. Il traduit l’évolution prévisible du comportement
du procédé en fonction des entrées appliquées. L’établissement du modèle peut
se faire à partir d’un ensemble de couples entrées-sorties. Il s’agit de choisir une
représentation (Fonction de Transfert, Réponse Impulsionnelle, Réponse Indicielle,
Espace des états ...) de la sortie en fonction de l’entrée et d’effectuer une identifica-
tion des paramètres du modèle. Fréquemment, le modèle dynamique obtenu est donc
purement mathématique et a priori n’a aucune signification physique. Cette méth-
ode devient plus difficile à mettre en oeuvre dans le cas des systèmes multivariables
ou de fortes non-linéarités. Il existe une autre méthode pour établir un modèle de
prédiction en prenant en compte des phénomènes physiques, chimiques, biologiques,
etc., du procédé à partir des bilans de matière, d’énergie, de population, etc. Cette
modélisation donne lieu à des équations dynamiques, souvent non linéaires. Cette
approche permet d’arriver à une représentation plus proche de la réalité. La com-
plexité de cette méthode réside dans la difficulté de simuler le comportement du
procédés et de l’analyser formellement.

– La sélection du modèle à utiliser pour représenter les perturbations affectant le
système est aussi importante que la sélection du modèle du processus. En commande
prédictive généralisée monovariable, le modèle utilisé est le modèle auto-régressif
de moyenne mobile avec intégrateur ARIMAX (Auto-Regressive Integrated Moving
Average eXogeneous input), où les perturbations qui sont la différence entre la sortie
mesurée et la sortie calculée, sont prises en compte dans le modèle (Clarke et al.,
1987) :

A(z−1)y(k) = B(z−1)u(k − 1) +
C(z−1)

∆(z−1)
e(k) (4.4)

où B(z−1)/A(z−1) est la fonction de transfert du système, le polynôme C(z−1) influe
sur le bruit, le polynôme ∆(z−1) est un intégrateur et e(k) est un bruit blanc de
moyenne nulle. Il est important de noter que l’inclusion de l’intégrateur élimine l’er-
reur stationnaire. Le filtre C(z−1)/∆(z−1) peut également être choisi pour éliminer
les perturbations de fréquence définie (Eaton and Rawlings, 1992; Froisy, 1994).

– Le problème d’optimisation se traduit mathématiquement par une certaine fonction
V . Le plus souvent, il s’agit de minimiser ou de maximiser cette fonction (appellée
critère de performance ou fonction de coût). Ce critère est défini comme la somme
pondérée d’un terme portant sur les carrés des erreurs de prédiction (terme de
performance) et d’un terme portant sur les carrés des incréments de commande
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(terme d’énergie) (Garcia et al., 1989; Maciejowski, 2002) :

V (N1, Hp, Hc) =

Hp∑

i=N1

[ŷ(k + i|k)− w(k + i|k)]2 +

Hc∑

i=1

λ(i) [∆u(k + i− 1|k)]2 (4.5)

ŷ(k+ i|k) est la prédiction de la sortie à l’instant k (1 ≤ k ≤ Hp) en supposant que
la sortie y(k) est mesurée. Dans les processus avec un retard égal à d, la valeur de
N1 est différente de 1 et est égale à d. Hp est l’horizon de prédiction. Hc est l’horizon
de la commande. λ sont des poids portant sur la variation de la commande.
L’objectif de l’optimisation est de calculer la séquence : {∆u(k),∆u(k +
1), . . . ,∆u(k + Hc − 1)}, avec ∆u(k + j) = 0, j ≥ Hc, qui minimise le critère
V éventuellement soumis à des constraintes portant sur les entrées, les variations
des entrées et les sorties.

4.6 Commande prédictive dans l’espace d’état

4.6.1 En absence de contraintes

Un système est défini dans l’espace d’état sous la forme suivante :

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k)
z(k) = Czx(k)
y(k) = Cyx(k)

(4.6)

Le vecteur x est appelé état du système. Le vecteur u est l’entrée (ou commande) du
système. Les vecteurs z et y sont respectivement la mesure effective et la sortie du sys-
tème. Les matrices A, B, Cz et Cy sont appelées matrices d’évolution, de commande et
d’observation.

Soit Hc et Hp respectivement les horizons de commande et de prédiction. En appli-
quant des itérations sur notre système, on obtient les équations de prédiction suivantes
(Maciejowski, 2002) :

x̂(k + 1|k) = Ax(k) +Bû(k|k)
x̂(k + 2|k) = Ax̂(k + 1) +Bû(k + 1|k)

= A2x(k) + ABû(k|k) +Bû(k + 1|k)
...

x̂(k +Hp|k) = Ax̂(k +Hp − 1) +Bû(k +Hp − 1|k)
= AHpx(k) + AHp−1Bû(k|k) + . . .+Bû(k +Hp − 1|k)

(4.7)

x̂(k + i|k) est l’estimation de la valeur de x(k + i) à l’instant k. On suppose, en accord
avec (Maciejowski, 2002), que, à l’instant k, u(k − 1) est connue et la mesure x(k) est
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effectuée, u(k) n’est pas connue. On peut alors parler de la prédiction de l’état x̂(k+1|k)
(prédiction de x(k+1) supposant que x(k) est connue à l’instant k) et utiliser la notation
û(k|k). Les commandes futures û(k + i|k) sont bien sûr notées de la même manière.

Par contre, l’horizon de la commande étant égal à Hc, ceci implique que :

û(k + i|k) = û(k +Hu − 1|k) pour Hu ≤ i ≤ Hp − 1 (4.8)

Nous avons aussi :

û(k|k) = ∆û(k|k) + u(k − 1)
û(k + 1|k) = ∆û(k + 1|k) + ∆û(k|k) + u(k − 1)

...
û(k +Hc − 1|k) = ∆û(k +Hc − 1|k) + . . .+∆û(k|k) + u(k − 1)

(4.9)

Les équations de prédiction deviennent sous la forme :

x̂(k + 1|k) = Ax(k) +B [∆û(k|k) + u(k − 1)]
x̂(k + 2|k) = A2x(k) + AB [∆û(k|k) + u(k − 1)]

B [∆û(k + 1|k) + ∆û(k|k) + u(k − 1)]
= A2x(k) + (A+ I)B∆û(k|k) +B∆û(k + 1|k) + (A + I)Bu(k − 1)

...
x̂(k +Hc|k) = AHcx(k) + (AHc−1 + . . .+ A+ I)B∆û(k|k) + . . .

+ B∆û(k +Hc − 1|k) + (AHc−1 + . . .+ A+ I)Bu(k − 1)

Pour i > Hc

x̂(k +Hc + 1|k) = AHc+1x(k) + (AHc + . . .+ A+ I)B∆û(k|k) + . . .
+ (A+ I)B∆û(k +Hc − 1|k) + (AHc + . . .+ A+ I)Bu(k − 1)

...
x̂(k +Hp|k) = AHpx(k) + (AHp−1 + . . .+ A+ I)B∆û(k|k)

+ . . .+ (AHp−Hc + . . .+ A + I)B∆û(k +Hc − 1|k)
+ (AHp−1 + . . .+ A+ I)Bu(k − 1)

(4.10)
Le système peut alors s’écrire sous la forme vectorielle-matricielle :












x̂(k + 1|k)
...

x̂(k +Hc|k)
x̂(k +Hc + 1|k)

...
x̂(k +Hp|k)












=












A
...

AHc

AHc+1

...
AHp












x(k) +













B
...

∑Hc−1
i=0 AiB

∑Hc

i=0A
iB

...
∑Hp−1

i=0 AiB













u(k − 1)

︸ ︷︷ ︸

passé

(4.11)



Commande prédictive des stations d’épuration 69

+















B . . . 0
AB +B . . . 0

...
. . .

...
∑Hc−1

i=0 AiB . . . B
∑Hc

i=0A
iB . . . AB +B

...
...

...
∑Hp−1

i=0 AiB . . .
∑Hp−Hc

i=0 AiB




















∆û(k|k)
...

∆û(k +Hc − 1|k)






︸ ︷︷ ︸

futur





ẑ(k + 1|k)
...

ẑ(k +Hp|k)




 =








Cz 0 . . . 0
0 Cz . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Cz













x̂(k + 1|k)
...

x̂(k +Hp|k)




 (4.12)

A l’instant k, la mesure z(k) est connue.
Si on introduit l’équation (4.11) dans l’équation (4.12), on obtient l’équation matricielle

suivante :
Z(k) = Ψx(k) + Υu(k − 1) + Θ∆U(k) (4.13)

Pour calculer la commande, on doit minimiser le critère suivant :

V (k) = ‖Z(k)− Γ(k)‖2Q + ‖∆U(k)‖2R (4.14)

Q etR sont des matrices symétriques définies positives et Γ(k) est la matrice des références.
En remplaçant chaque matrice par son équation matricielle dans le critère (4.14), on
obtient la forme suivante :

V (k) = −∆U(k)TG+∆U(k)TH∆U(k) (4.15)

où H=ΘT Q Θ + R et G = 2ΘT Q ǫ(k), tel que :

ǫ(k) = Γ(k)−Ψx(k)−Υu(k − 1) (4.16)

En absence de contraintes, le minimum de V correspond au gradient nul de V (k) par
rapport à ∆U(k). On calcule le gradient de V (k) pour trouver ∆U(k) optimal :

∇∆U(k)V = −G+ 2H∆U(k) (4.17)

∇∆U(k)V = 0 −→ ∆U(k)opt =
1

2
H−1G (4.18)

La figure 4.3 représente l’ensemble des concepts utilisés dans les équations de la commande
prédictive sans contraintes.

Soit ℓ, m et n respectivement les nombres d’entrées, de sorties et d’états du système
(Table 4.1).

Afin de montrer les caractéristiques et l’efficacité de la commande prédictive, nous
considérons maintenant un certain nombre d’exemples.
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Figure 4.3 – Structure générale de la commande prédictive (Sans Contraintes).

Matrices Dimensions
Q mHp ×mHp

R ℓ.Hc × ℓ.Hc

Ψ m.Hp × n
Υ m.Hp × ℓ
Θ m.Hp × ℓ.Hc

ǫ m.Hp × 1
G ℓ.Hc × 1
H ℓ.Hc × ℓ.Hc

Tableau 4.1 – Dimensions des matrices de la commande prédictive

Exemple 1

Cette partie propose l’application de la commande prédictive sous forme d’état à un
système multivariable. Il s’agit d’un exemple académique (Camacho and Bordons, 1998)
d’un réacteur simplifié (Figure 4.4) que l’on retrouvera par ailleurs tout au long de ce
chapitre pour illustrer les résultats théoriques présentés.

Le système est donné par sa matrice de transfert multivariable :

[
Y1(s)
Y2(s)

]

=

[
1

1 + 0.7s
5

1 + 0.3s
1

1 + 0.5s
2

1 + 0.4s

] [
U1(s)
U2(s)

]

(4.19)

où les états xi sont respectivement, x1 concentration d’un composé dans le réacteur, x2

température de la double enveloppe, x3 température du réacteur et x4 volume du réacteur.
Les entrées manipulées sont le débit d’alimentation U1 et le débit de refroidissement U2,
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Figure 4.4 – Schéma du réacteur.

et les sorties, la concentration du composé Y1 et la température Y2. Les mesures sont
notées zi. Ce système est discrétisé avec une période d’échantillonnage Te égale à 0.05s et
transformé ensuite sous la forme de représentation d’état S1

1 suivante :

x(k + 1) = Acx(k) +Bcu(k)
z(k) = Czx(k)
y(k) = Cyx(k)

(4.20)

ℓ = 2 ; m = 2 ; n = 4. Les matrices du système linéaire dans l’espace d’état sont : :

Ac =







0.9311 0 0.049 0
0.099 0.8465 0 0
0.50 0.2 0.0948 0
0.0149 0 0 0.08825







Bc =







1 0
0 1
1 0
0 1







Cz = Cy =

(
0.0689 0.7676 0 0

0 0 0.0952 0.2350

)

Les horizons de prédiction Hp et de commande Hc sont choisis respectivement égaux à
25 et 3. Les consignes prennent les valeurs 0.8 et 0.4 au début de la simulation, ces valeurs
changent durant la simulation en passant de 0.8 à 0.6 à t = 20s jusqu’à 40s et de 0.4 à
0.6 à t = 60s jusqu’à 80s. En absence de contraintes, les sorties Y1 et Y2 rejoignent leurs
consignes très vite. La simulation en boucle fermée (Figure 4.5) montre que les commandes
U1 et U2 varient respectivement dans les intervalles [−0.3, 0.4] et [−0.5, 0.3] en constatant
que l’interaction (l’influence du changement d’une consigne d’une sortie sur l’autre sortie)
entre les sorties est faible. D’après la figure 4.5, on constate que nous n’avons pas dans
cet exemple une anticipation de la consigne car les sorties changent seulement après le
changement des consignes, c’est-à-dire que la consigne n’est pas connue d’avance.

1. S1 est un système commandable et observable.
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Figure 4.5 – Commande prédictive d’un système académique : Y1 et Y2 sont les sorties
du système (haut), U1 et U2 sont les entrées (bas).

4.6.2 En présence de bruit (avec observateur d’état)

Dans le cas où certains états xi du système ne sont pas mesurables, il est nécessaire
d’estimer les états à l’aide d’un observateur (Figure 4.6). Les équations d’un observateur
de type Luenberger sont (Luenberger, 1966) :

x̂(k|k) = x̂(k|k − 1) + L [y(k)− ŷ(k|k − 1)] (4.21)

x̂(k + 1|k) = Ax̂(k|k) +Bu(k) (4.22)

ŷ(k|k − 1) = Cx̂(k|k − 1) (4.23)

où L est la matrice de gain de Luenberger, définie par l’utilisateur. y(k) est la mesure
disponible à l’instant k.

Si on introduit les équations (4.21) et (4.23) dans l’équation (4.22), on obtient l’équa-
tion suivante :

x̂(k + 1|k) = A(I − LC)x̂(k|k − 1) +Bu(k) + ALy(k)
= (A− LpC)x̂(k|k − 1) +Bu(k) + Lpy(k)

(4.24)

avec Lp = AL.
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Figure 4.6 – Observateur d’état.

Ce système est stable lorsque toutes les valeurs propres de la matrice A − LpC se
trouvent à l’intérieur du cercle unité. On considère que la sortie du système est soumise
à un bruit qui est supposé être un bruit blanc. Dans ce cas, le système est défini sous la
forme suivante :

x(k + 1) = Acx(k) +Bcu(k)
z(k) = Czx(k)
y(k) = Cyx(k) + d(k)

(4.25)

La dynamique du bruit s’écrit sous la forme suivante :

d(k + 1) = d(k) + ǫ(k) (4.26)

où d(k) et ǫ(k) sont des bruits blancs. La combinaison des équations du système et de la
dynamique du bruit nous donne :

[
x(k + 1)
d(k + 1)

]

=

[
A 0
0 I

] [
x(k)
d(k)

]

+

[
B
0

]

u(k) +

[
0
I

]

ǫ(k) (4.27)

y(k) =
[
C I

]
[
x(k)
d(k)

]

(4.28)

Les équations de l’observateur sont :

[
x̂(k|k)

d̂(k|k)

]

=

[
x̂(k|k − 1)

d̂(k|k − 1)

]

+

[
L
Ld

] [

y(k)−
[
C I

]
[
x̂(k|k − 1)

d̂(k|k − 1)

]]

(4.29)

[
x̂(k + 1|k)

d̂(k + 1|k)

]

=

[
A 0
0 I

] [
x̂(k|k)

d̂(k|k)

]

+

[
B
0

]

u(k) (4.30)
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où L̃ = [LTLT
d ]

T est le gain de l’observateur. En mettant (4.29) dans (4.30), on obtient
l’équation matricielle suivante :

[
x̂(k + 1|k)

d̂(k + 1|k)

]

=

[
A 0
0 I

] [
x̂(k|k − 1)

d̂(k|k − 1)

]

+

[
B
0

]

u(k) (4.31)

+

[
A 0
0 I

] [
L
Ld

] [

y(k)−
[
C I

]
[
x̂(k|k − 1)

d̂(k|k − 1)

]]

Nous avons :

d̂(k|k) = y(k)− Cx̂(k|k − 1) (4.32)

On suppose que les perturbations sont constantes, soit d̂(k + 1|k) = d̂(k|k) alors :

d̂(k + 1|k) = y(k)− Cx̂(k|k − 1) (4.33)

Pour Ld = I, l’observateur a la même forme que l’équation (4.31) (Luenberger, 1971). Par
contre, si on suppose que L = 0, les équations de l’observateur (4.31) se réduisent à la
forme suivante :

[
x̂(k + 1|k)

d̂(k + 1|k)

]

=

[
A 0
0 −C

] [
x̂(k|k − 1)

d̂(k|k − 1)

]

+

[
B
0

]

u(k) +

[
0
I

]

y(k) (4.34)

La structure du contrôleur sans contraintes et avec un observateur d’état est présentée
dans la figure 4.7.

Figure 4.7 – Structure du contrôleur sans contraintes et avec observateur d’état.
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Exemple 2, en présence de bruit

Nous avons considéré le même système que celui décrit dans l’exemple 1 avec un
bruit gaussien de moyenne nulle, d’écart-type 0.2, sur les sorties. On constate que malgré
ce bruit, les sorties suivent leurs consignes sans problème (Figure 4.8). En revanche, si
on compare les allures de U1 et U2 dans cet exemple avec le précedent, on observe des
fluctuations qui sont liées à la présence du bruit.
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Figure 4.8 – Influence du bruit de mesure : Y1 et Y2 sont les sorties du système (haut),
U1 et U2 sont les entrées (bas).

4.6.3 En présence de contraintes

En pratique, les entrées, les variations des entrées et les sorties sont souvent soumises
à des contraintes de la forme suivante (Mayne et al., 2000) :

E

[
∆U(k)

1

]

≤ 0 (4.35)

F

[
U(k)
1

]

≤ 0 (4.36)
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G

[
Z(k)
1

]

≤ 0 (4.37)

Les inégalités (4.35), (4.36) et (4.37) doivent être remplacées par une seule inégalité dépen-
dant seulement de ∆U(k) pour être cohérente avec le critère de minimisation (4.14) :

Ω∆U(k) ≤ σ (4.38)

Dans l’inégalité (4.36), U(k) =
[
û(k|k)T , û(k + 1|k)T . . . û(k +Hc − 1|k)T

]
et

F=[F1, F2 . . . FHc f ], chaque Fi a la dimension q ×m et f a la dimension q × 1.
On peut écrire l’inégalité (4.36) sous la forme suivante :

Hc∑

i=1

Fiû(k + i− 1|k) + f ≤ 0 (4.39)

avec û(k + i− 1|k) = u(k − 1) +
∑i−1

j=0∆û(k + |k). L’inégalité (4.39) devient :

Hc∑

j=1

Fj∆û(k|k)+
Hc∑

j=2

Fj∆û(k+1|k)+ · · ·+FHc∆û(k+Hc− 1|k)+
Hc∑

j=1

Fju(k− 1)+ f ≤ 0

(4.40)
On définit Mi =

∑Hc

j=i Fj avec M = [M1 M2 . . .MHc ], l’inégalité (4.36) s’écrit sous la forme
suivante :

M∆U(k) ≤ −M1u(k − 1)− f (4.41)

En prenant l’inégalité (4.37) et en remplaçant Z(k) par la forme (4.13), l’inégalité (4.37)
devient :

G

[
Ψx(k) + Υu(k − 1) + Θ∆U(k)

1

]

≤ 0 (4.42)

Soit g la dernière colonne de la matrice G, avec :
G = [Γ g] ⇒ Γ [Ψx(k) + Υu(k − 1) + Θ∆U(k)] + g ≤ 0
Alors :

ΓΘ∆U(k) ≤ −Γ [Ψx(k) + Υu(k − 1)]− g (4.43)

On pose w égal à la dernière colonne de la matrice E dans l’inégalité (4.35), E = [W w].
L’inégalité (4.35) s’écrit sous la forme :

W∆U(k) ≤ w (4.44)

On remplace les inégalités (4.41), (4.43) et (4.44) par une seule inégalité :





M
ΓΘ
W



∆U(k) ≤





−M1u(k − 1)− f
−Γ [Ψx(k) + Υu(k − 1)]− g

w



 (4.45)
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Figure 4.9 – Structure générale de la commande prédictive (avec contraintes).

Exemple 3, en présence de contraintes

On considère le même système que dans l’exemple 1 en appliquant des contraintes sur
l’entrée u1 et la sortie y2 :
0.08 ≤ u1 ≤ 0.15
0 ≤ y2 ≤ 0.5

D’après la figure 4.10, on constate que l’entrée U1 et la sortie Y2 respectent les con-
traintes posées au début de la simulation. On peut remarquer que la contrainte proposée
sur U1 a une influence sur le comportement du système. La deuxième contrainte a empêché
la sortie Y2 de rejoindre sa consigne qui vaut 0.6 lorsque le temps varie de 60s à 80s.

4.6.4 En présence de perturbations mesurées (FeedForward)

L’idée de la commande par anticipation (Feedforward) est de mesurer les perturbations
et de prendre une décision avant que les perturbations aient un effet sur le procédé (Figure
4.11).

En cas de présence de perturbations d mesurées, le système devient :

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) +Dd(k)
z(k) = Cx(k)
y(k) = Cx(k)

(4.46)

où la matrice D d’influence des perturbations sur l’état est connue.
Soit la variation ∆x(k) = x(k) - x(k − 1). En introduisant ∆x(k) dans le système, le

système prend la forme suivante :
[
∆x(k + 1)
y(k + 1)

]

=

[
A 0
CA I

] [
∆x(k)
y(k)

]

+

[
B
CB

]

∆u(k) +

[
D
CD

]

∆d(k) (4.47)
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0 50 100 150
0

0.2

0.4

0.6

0.8

Y
1

Temps (s)
0 50 100 150

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Y
2

Temps (s)

0 50 100 150
0.08

0.1

0.12

0.14

U
1

Temps (s)
0 50 100 150

0

0.5

1

U
2

Temps (s)

Figure 4.10 – Etude en présence de contraintes (en pointillés rouge), Y1 et Y2 sont les
sorties du système (haut), U1 et U2 sont les entrées (bas).

y(k) =
[
0 I

]
[
∆x(k)
y(k)

]

(4.48)

z(k) = y(k) (4.49)

En notant : x̄ =

[
∆x(k + 1)
y(k + 1)

]

Ā =

[
A 0
CA I

]

B̄ =

[
B
CB

]

D̄ =

[
D
CD

]

et C̄ =
[
0 I

]

le système s’écrit sous la forme :

x̄(k + 1) = Āx̄(k) + B̄∆u(k) + D̄∆d(k)
y(k) = C̄x̄(k)
z(k) = y(k)

(4.50)

On définit U(k) et Y (k) sous les formes suivantes :

U(k) =






u(k)
...

u(k +Hc − 1)




 et : Y (k) =






y(k)
...

y(k +Hp − 1)





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Figure 4.11 – Principe général de la commande Feedforward.

De manière semblable :

Ŷ (k + 1|k) =






ŷ(k + 1|k)
...

ŷ(k +Hp|k)






On trouve :

Ŷ (k + 1|k) =








C̄Ā
C̄Ā2

...
C̄Āp







x̄(k) +








C̄B̄ 0 . . . 0
C̄ĀB̄ C̄B̄ 0 0

...
. . .

. . .
...

C̄Āp−1B̄ . . . · · · C̄Āp−HcB̄







∆u(k)

+








C̄D̄
C̄ĀD̄

...
C̄Āp−1D̄







∆d(k)

(4.51)

Alors, on peut écrire Ŷ (k + 1|k) sous la forme suivante :

Ŷ (k + 1|k) = Sxx̄(k) + Su∆U(k) + Sd∆d(k) (4.52)

Soit Tref = Tref1 + Tref2 (théorème de superposition). On définit :

ǫ1(k) = Tref1 − Sxx̄(k) (4.53)

ǫ2(k) = Tref2 − Sd∆d(k) (4.54)

ǫ(k) = ǫ1(k) + ǫ2(k) (4.55)
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où ǫ2 marque l’influence des perturbations.

Le critère de minimisation est :

V (k) =
∥
∥
∥Ŷ (k + 1|k)− Γ(k)

∥
∥
∥

2

Q
+ ‖∆U(k)‖2R

= ‖Su∆U(k)− ǫ(k)‖2Q + ‖∆U(k)‖2R
=

[
∆U(k)T .ST

u − ǫ(k)T
]
Q [Su.∆U(k) − ǫ(k)] + ∆U(k)T .R.∆U(k)

= ǫ(k)T .Q.ǫ(k)− 2∆U(k)T .ST
u .Q.ǫ(k) + ∆U(k)T

[
ST
u .Q.Su +R

]
.∆U(k)

= const−∆U(k)T .
[
2ST

u .Q.ǫ(k)
]
+∆U(k)T .H.∆U(k)

(4.56)

avec H = ST
u .Q.Su + R. En absence de contraintes, la condition de minimum du critère

est la nullité du gradient de V (k). En calculant ce gradient, on obtient :

∇∆U(k)V (k) = −
[
2.ST

u .Q.ǫ(k)
]
+ 2H∆U(k) (4.57)

Pour ∇V (k) = 0, on trouve :

∆U(k) =
1

2
H−1

[
2.ST

u .Q.ǫ(k)
]

(4.58)

En remplaçant ǫ(k) par l’equation (4.55), l’équation (4.58) devient :

∆U(k) = 1
2
H−1

[
2.ST

u .Q.(ǫ1(k) + ǫ2(k))
]

= 1
2
H−1

[
2.ST

u .Q.ǫ1(k)
]
+ 1

2
H−1

[
2.ST

u .Q.ǫ2(k)
] (4.59)

De ce fait, ∆U(k) apparâıt comme la superposition de deux effets, la commande par
feedback ∆Ufb, et la commande feedforward ∆Uff :

∆U(k) = ∆Ufb(k) + ∆Uff (k) (4.60)

avec ∆Ufb(k) = H−1ST
u .Q.ǫ1(k) (commande FeedBack)

et ∆Uff (k) = H−1ST
u .Q.ǫ2(k) (commande FeedForward).

Exemple 4, commande feedforward

On considère le même système que dans l’exemple 1. On implémente sur les deux sorties
de notre système une perturbation mesurée de type impulsion ayant la forme suivante :

0.4 [u(k − 110)− u(k − 160)]

Dans la figure (4.12), on constate bien que la commande FeedForward a presque éliminé
l’effet de cette perturbation sur les deux sorties du système.
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Figure 4.12 – Commande feedforward : Y1 et Y2 sont les sorties du système (haut), U1 et
U2 sont les entrées (bas).

4.6.5 En présence de perturbations non mesurées

Parfois les perturbations ne sont pas mesurables. Dans ce cas, le système prend la
forme suivante :

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) +Bwv(k)
z(k) = Czx(k)
y(k) = Cyx(k)

(4.61)

où v(k) représente les perturbations non mesurées. Pour calculer la commande dans ce
genre du système, on doit suivre la démarche déjà décrite dans les sections précédentes.
Pour cela, l’objectif de cette partie était de faire une comparaison entre le cas de pertur-
bations non mesurées et celui de perturbations mesurées. On considère le même système
que dans l’exemple 1 et nous allons implanter deux sortes des perturbations mesurées et
non mesurées telles que les perturbations mesurées soient de type impulsion et en décalant
ces perturbations de 100Ts, on obtient les perturbations non mesurées. Les perturbations
mesurées ont la forme suivante : 0.2 [u(k−110)−u(k−160)] et 0.2 [u(k−210)−u(k−260)]
pour les perturbations non mesurées avec Ts = 0.05s.

Les horizons Hc et Hp sont choisis égaux respectivement à 3 et 25. La simulation
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Figure 4.13 – Comparaison entre les Perturbations non mesurées et les perturbations
mesurées : Sorties Y1 et Y2 (haut), entrées U1 et U2 (bas).

en boucle fermée (Figure 4.13) montre que le système n’élimine pas parfaitement les
perturbations non mesurées. Par contre, les perturbations mesurées sont pratiquement
complètement éliminées en utilisant la commande FeedForward. Si on examine les com-
mandes U1 et U2, on remarque que ces deux commandes réagissent plus vite dans le cas
des perturbations mesurées que dans les perturbations non mesurées.

4.6.6 En présence d’une erreur de modélisation

On considère souvent qu’il existe une erreur de modélisation dans le système. Pour
cela, on représente cette erreur sous forme d’un bruit blanc w(k) dans le vecteur d’état
(de même que dans le modèle de la commande linéaire quadratique gaussienne) :

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + w(k)
z(k) = Czx(k)
y(k) = Cyx(k)

(4.62)

d’où l’on tire :
w(k) = x(k)− [Ax(k − 1) +Bu(k − 1)] (4.63)
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On suppose que les bruits futurs sont constants, égaux au bruit à l’instant k :

ŵ(k + 1|k) = · · · = ŵ(k +Hp − 1|k) = w(k) (4.64)

En calculant les équations de prédiction (voir section 4.6.1), on obtient l’équation ma-
tricielle suivante :












x̂(k + 1|k)
...

x̂(k +Hc|k)
x̂(k +Hc + 1|k)

...
x̂(k +Hp|k)












=












A
...

AHc

AHc+1

...
AHp












x(k) +













B
...

∑Hc−1
i=0 AiB

∑Hc

i=0A
iB

...
∑Hp−1

i=0 AiB













u(k − 1) +













I
...

∑Hc−1
i=0 Ai

∑Hc

i=0A
i

...
∑Hp−1

i=0 Ai













w(k)

︸ ︷︷ ︸

passé
(4.65)

+















B . . . 0
AB +B . . . 0

...
. . .

...
∑Hc−1

i=0 AiB . . . B
∑Hc

i=0A
iB . . . AB +B

...
...

...
∑Hp−1

i=0 AiB . . .
∑Hp−Hc

i=0 AiB




















∆û(k|k)
...

∆û(k +Hc − 1|k)






︸ ︷︷ ︸

futur






ẑ(k + 1|k)
...

ẑ(k +Hp|k)




 =








Cz 0 . . . 0
0 Cz . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Cz













x̂(k + 1|k)
...

x̂(k +Hp|k)




 (4.66)

On introduit l’équation (4.65) dans l’équation (4.66), on obtient :

Z(k) = Ψx(k) + Υu(k − 1) + Λw(k)Θ∆U(k) (4.67)

On en déduit ∆U(k)opt :

∆U(k)opt =
1

2
H−1G (4.68)

où H=ΘT Q Θ + R et G = 2ΘT Q ǫ(k), avec

ǫ(k) = Γ(k)−Ψx(k)−Υu(k − 1)− Λw(k) (4.69)
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Exemple 5, en présence d’une erreur de modélisation

On considère le même système que celui décrit dans l’exemple 1, en ajoutant un bruit
blanc de moyenne nulle sur le vecteur d’état. Dans la figure 4.14, on constate bien que
malgré ce bruit, les sorties suivent toujours leurs consignes.
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Figure 4.14 – Présence d’un bruit blanc dans le vecteur d’état (erreur de modélisation) :
Sorties Y1 et Y2 (haut), entrées U1 et U2 (bas).

4.7 Stabilité et robustesse

Stabilité

Pour toute loi de commande, une étude de stabilité est toujours abordée. L’étude
de stabilité est liée à certains hypothèses, la convergence de l’algorithme d’optimisation,
la fonction coût et le choix des pondérations, l’ajout de contraintes, les paramètres de
l’algorithme (horizons de prédiction et de commande, . . .), les erreurs de modélisation et
les perturbations qu’il est nécessairement difficile de prendre en compte dans la prédiction,
alors elles font partie des éléments susceptibes de nuire à la stabilité du système. De
nombreux travaux existent dans la littérature sur l’étude de la stabilité de la commande
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prédictive. Une méthode pour assurer la stabilité en commande prédictive généralisée
(Clarke, 1994) consiste à introduire une contrainte d’égalité sur la sortie finale atteinte
par le système. Cette stratégie est connue comme CRHPC (Constrained Receding Horizon
Predictive Control), il s’agit de forcer la sortie prédite à cöıncider avec la référence après un
nombre fini d’instants d’échantillonnages (horizon de prévision). On obtient une solution
sous-optimale en réduisant l’espace admissible et cela peut entrâıner des problèmes de
faisabilité. On pourrait essayer d’atténuer ce problème en choisissant un long horizon de
prévision ce qui augmente le nombre des variables de décision et par conséquent rend
plus difficile la solution du problème d’optimisation. En supposant qu’il n’existe pas de
perturbations, ni de bruits qui affectent le système, la solution du problème de commande
dans ce cas consiste à minimiser la fonction coût :

V (Hp, Hc) =

Hp∑

i=1

[ŷ(k + i|k)− w(k + i|k)]2 +

Hc∑

i=1

λ(i) [∆û(k + i− 1|k)]2 (4.70)

soumise aux contraintes :
∆û(k +Hc + i|k) = 0, i > 0 (4.71)

ŷ(k +Hp + i|k) = ŵ(k +Hp + 1|k) ∀ i = 1, . . . , m (horizon de prévision) (4.72)

Une autre méthode utilise un horizon de prédiction infini (Muske and Rawlings, 1993).
Les preuves de stabilité sont basées en principe sur l’utilisation de la fonction coût comme
fonction de Lyapunov et en transformant le problème associé à l’horizon de prédiction in-
fini en un problème équivalent d’horizon fini (Rawlings et al., 1994). La littérature montre
que les résultats obtenus par cette technique sont plus simples en théorie et irréalisables
pratiquement (Mayne et al., 2000).

Robustesse

Le but de la commande robuste est de concevoir des contrôleurs qui préservent la
stabilité et les performances du système malgré les erreurs de modèle et les incertitudes.
La théorie de la commande robuste est largement étudiée par la communauté scientifique
afin de réviser les techniques de commande prédictive en y incluant des caractéristiques
de robustesse. Diverses stratégies ont été développées, visant à l’amélioration des carac-
téristiques de robustesse en stabilité face à plusieurs types d’incertitudes, face à certaines
contraintes imposées, face à des spécifications de performance nominale ou de robustesse
vis-à- vis des perturbations ou des bruits de mesure. Deux classes importantes de procé-
dures de robustification ont émergé : des techniques en ligne et des approches hors-ligne.

Les méthodologies en ligne nécessitent le calcul de la loi de commande optimale à
chaque période d’échantillonnage, avec la minimisation du critère de performance à chaque
pas. La commande prédictive peut naturellement prendre en compte des contraintes im-
posées au système et cet aspect a été conservé par la plupart des techniques de synthèses
de lois de commande prédictive robuste. Généralement, les techniques de commande MPC
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robuste sont formulées comme des problèmes min-max sous contraintes. La maximisation
est réalisée pour un ensemble borné d’incertitudes ou de perturbations. La minimisa-
tion est effectuée dans le cas le plus défavorable en termes de critère de performance.
Des outils d’inégalités linéaires matricielles (LMIs) sont adoptés afin de transformer le
problème min-max classique en un problème d’optimisation convexe (Alamo et al., 2007;
Bemporad and Morari, 2002; Morari and Lee, 1999). Une autre technique en ligne de com-
mande MPC robuste sous contraintes, en présence d’incertitudes de modèle et perturba-
tions bornées est présentée dans (Fukushima and Bitmead, 2005). Cette technique utilise
un modèle de comparaison supplémentaire non contraint pour reformuler le problème
MPC robuste comme un problème nominal sans termes incertains. Dès lors que la con-
trainte terminale est décrite par des contraintes linéaires, l’optimisation de la commande
est transformée en un problème quadratique. Dans (Clarke and Scatollini, 1991), la sta-
bilité nominale est aussi garantie en respectant des contraintes terminales.

Une charge importante en termes de calculs à effectuer (surtout dans le cas des in-
certitudes de modèle, du bruit de mesure et des perturbations), peut devenir un facteur
de limitation des méthodes de robustification en ligne. Afin de surmonter cette surcharge
de calculs et la limitation liée au temps réel, et dans le but de pouvoir appliquer des lois
de commande prédictive robuste à des processus industriels rapides ou des systèmes de
grande taille, des méthodes de robustification hors-ligne ont été développées.

(Wan and Kothare, 2002) propose une formulation hors-ligne de la commande MPC
robuste. Cette méthode fournit une séquence de lois de commande optimales qui corre-
spond aux ensembles invariants asymptotiquement stables, construits hors-ligne. Cette
technique offre une garantie de robustesse en stabilité pour des modèles incertains et ré-
duit le temps de calcul face aux solutions en ligne. Cependant, les performances nominales
du système corrigé peuvent être dégradées (Wan and Kothare, 2003).

Une technique mixte de commande prédictive robuste basée sur les espaces invariants
a été élaborée également dans (Kouvaritakis et al., 1999). Cette approche permet le calcul
hors-ligne d’un gain du correcteur garantissant la robustesse en performance en absence
des contraintes et minimise en ligne un critère quadratique.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe de la commande prédictive qui est très
efficace et répandue dans le milieu industriel. La commande prédictive permet de résoudre
selon le principe de l’horizon glissant les problèmes de commande optimale en boucle ou-
verte sur un horizon fini. Par sa description temporelle, elle facilite la prise en compte des
limitations des systèmes physiques, autorise la formulation des spécifications en termes
de contraintes sur la trajectoire prédite et donne la liberté d’imposer un comportement
stable au système asservi par l’ajout de contraintes auxiliaires au sein du problèmes d’op-
timisation. Néanmoins la présence des contraintes dégrade les performances globales du



Commande prédictive des stations d’épuration 87

système bouclé. Dès lors, la synthèse des lois prédictives nécessite une phase de validation
hors ligne, au cours de laquelle le choix de paramètres classiques, tels que les horizons
et les pondérations intervenant dans la fonction de coût, est intimement lié à la validité
même de la stratégie de commande. En effet, la présence des contraintes modifie la nature
de la loi de commande prédictive, évoluant d’une structure linéaire initiale à une fonction
non linéaire de l’état du système (Bemporad and Morari, 2002), même si le système en
lui-même reste linéaire. Des exemples ont illustré les principales stratégies exposées.





Chapitre 5

Commande prédictive d’une station
d’épuration d’eaux usées : résultats
des simulations

5.1 Introduction

Les stations d’épurations sont des systèmes non linéaires multivariables soumis à des
perturbations très importantes à la fois en débit et en qualité de charge. Ces caractéris-
tiques constituent pose un problème difficile pour leur commande. Plusieurs stratégies de
commande de stations d’épurations ont été proposées dans la littérature (Brdys et al.,
2008; Cadet et al., 2004; Chotkowski et al., 2005; Steffens and Lant, 1999). Les stratégies
de commande proposées diffèrent par leurs objectifs et leurs méthodes. Parfois les objectifs
sont limités à la commande de l’oxygène dissous (Holendan et al., 2007), ou la commande
de nitrate (Barros and Carlsson, 1998; Zhao et al., 1995), parfois les objectifs sont beau-
coup plus larges comme dans le cas de la commande hiérarchique de la station d’épuration
et le décanteur (Brdys et al., 2008). Les méthodes peuvent être une commande simple
(Vrecko et al., 2002), une commande avec feedback et feedforward (Vrecko et al., 2003),
une commande linéarisée optimale (Anderson et al., 2000; Kim et al., 2000), une com-
mande non linéaire (Cadet et al., 2004; Lindberg and Carlsson, 1996) ou une commande
prédictive (Shen et al., 2008, 2009; Weijers et al., 1997). Peu de validations expérimentales
ont été proposées pour différentes raisons, comprenant le manque de capteurs physiques
ou logiciels, d’actionneurs ou de systèmes de commande.

L’identification effectuée sur le benchmark BSM1 a montré des comportements très
fortement non linéaires, avec de plus la présence d’intégrateurs. Malgré un effort important
pour appliquer la commande prédictive dans l’espace d’état précédemment développée
(Chapitre 4), nos recherches n’ont pas été couronnées de succès. Pour cette raison, les
résultats présentés ci-dessous ont été obtenus par le programme de commande prédictive
basé sur les réponses indicielles développé par J.P. Corriou en Fortran90 et non pas dans
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l’espace d’état. Ces résultats ont été exposés dans les deux articles (Shen et al., 2008,
2009).

Dans la suite, plusieurs stratégies de la commande prédictive d’une station d’épu-
ration sont présentées. La première stratégie est la DMC (Dynamic Matrix Control) ap-
pliquée aux systèmes multi-variables linéaires sans contraintes et qui représente la première
génération de la MPC. La deuxième stratégie est la QDMC (Quadratic Dynamic Matrix
Control) qui représente la deuxième génération de la MPC et qui prend en compte les
contraintes sur les entrées et les sorties (Corriou, 2004, 2012). Une commande par antic-
ipation (Feedforward) a aussi été utilisée pour réduire l’effet de perturbations mesurées
(q0 débit entrant et [NH ]0 concentration entrante en ammonium) sur le système.

5.2 Commande prédictive DMC et QDMC

Cette commande est exposée dans (Corriou, 2004, 2012). Un bref rappel est effec-
tué dans cette section. Le cadre présenté est monovariable mais s’étend aisément au cas
multivariable comme cela est montré dans les références précédentes.

Le système est représenté par son modèle de réponse indicielle tronqué :

y(j + 1) = yss +

HM∑

i=1

hi ∆u(j + 1− i) + d(j + 1) (5.1)

où hi sont les coefficients de réponse indicielle unitaire au ieme instant, yss est la sortie
initiale stationnaire (ici, y n’est pas une variable d’écart) et d représente les facteurs non
modélisés affectant les sorties. D’autre part ∆u(k) = u(k) − u(k − 1). HM est l’horizon
du modèle.

A l’instant k + l, la prédiction de sortie basée sur les entrées passées et futures est
décomposée selon :

ŷ(k + l|k) = yss +

M−1∑

i=l+1

hi ∆u(k + l − i) + hM (u(k + l −M)− uss)

︸ ︷︷ ︸

effet des entrées passées

+
l∑

i=1

hi ∆u(k + l − i)

︸ ︷︷ ︸

effet des entrées futures

+ d̂(k + l|k)
︸ ︷︷ ︸

effet des perturbations prédites

(5.2)

où Hp est l’horizon de prédiction.

Sur un horizon de prédiction donné Hp, et en supposant M > Hc, le vecteur des
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prédictions de sortie peut être décomposé comme :





ŷ(k + 1|k)
...
ŷ(k +Hp|k)




=






y∗(k + 1|k)
...
y∗(k +Hp|k)




+A






∆u(k)
...
∆u(k +Hc − 1)




+






d̂(k + 1|k)
...

d̂(k +Hp|k)




 (5.3)

avec la prédiction de la sortie basée sur les variations des entrées passées :

y∗(k + l|k) = yss +

M−1∑

i=l+1

hi∆u(k + l − i) + hM (u(k + l −M)− uss) (5.4)

D’autre part, A est la matrice de dimension Hp×Hc (appelée Matrice Dynamique de
Commande, d’où Dynamic Matrix Control DMC) du système égale à :

A =






















h1 0 . . . 0

h2 h1
...

...
...

. . .

hHc hHc−1 . . . h1
...

...
...

hM hM−1 . . . hM−Hc+1
...

...
...

hM hM . . . hM
...

...
...

hM hM . . . hM




























Hc lignes






(M − 1) lignes

}

(Hp −Hc −M + 1) lignes

(5.5)

Du point de vue des perturbations, on suppose :

d(k) = y(k)− y∗(k|k) (5.6)

et l’estimation de d(k) est donnée par :

d̂(k + l|k) = d̂(k|k) = ym(k)− y∗(k|k) ∀ l = 1, . . . , Hp

= ym(k)− [yss +
M−1∑

i=1

hi∆u(k − i) + hM(u(k −M)− uss)]
(5.7)

• Commande DMC :
En considérant un critère quadratique prenant en compte uniquement la différence entre
la sortie estimée et la référence sur l’horizon de prédiction selon :

J =

Hp∑

i=1

(ŷ(k + i|k)− yref(k + i))2 (5.8)
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la solution au sens des moindres carrés est :

∆u(k) = (AT
A)−1

A
T e(k + 1) (5.9)

et seule la première variation du vecteur d’entrée (5.9) est implantée réellement. La solu-
tion (5.9) est dans ce cas de type analytique.

Dans le cas d’un système multivariable, une paire entrée-sortie i− j quelconque peut
être représentée par une matrice Aij et la matrice dynamique A est composée par les
sous-matrices Aij .

De même que dans la commande linéaire quadratique, il est possible d’introduire dans
le critère un terme de pondération des entrées selon :

J = 1
2

[
ŷ(k)− yref(k)

]T
ΓTΓ

[
ŷ(k)− yref(k)

]
+ 1

2∆uT (k)ΛTΛ∆u(k)

= 1
2 [A∆u(k)− e(k + 1)]T ΓTΓ [A∆u(k)− e(k + 1)] + 1

2∆uT (k)ΛTΛ∆u(k)

(5.10)
Γ et Λ sont des matrices de pondération. En absence de contraintes, la solution de (5.10)
est :

∆u(k) =
(
A

TΓTΓA+ΛTΛ
)−1

A
TΓTΓe(k + 1) (5.11)

• Commande QDMC :
Fréquemment, des contraintes sur les entrées manipulées et les variations des entrées sont
présentes qui peuvent être mises sous la forme linéaire générale :

B∆u(k) ≤ c(k + 1) (5.12)

En présence de contraintes (5.12), le problème peut alors être formulé du point de vue
programmation quadratique (Quadratic Programming : QP) comme :

min
∆u(k)

[
1

2
∆u(k)TH∆u(k)− g(k + 1)T∆u(k)

]

(5.13)

dont la solution ne peut être que numérique (Corriou, 2004, 2012). La commande est alors
nommée QDMC.

Les contraintes sur les sorties peuvent plus difficilement être mises sous la forme (5.12)
et les contraintes sur les sorties sont alors incluses dans un terme de pénalité adjoint au
critère (5.13) selon :

0.5wpy

[
(|ymax − ŷ| − (ymax − ŷ))2 + (|ŷ − ymin| − (ŷ − ymin))

2] (5.14)

Le terme de pénalité est nul lorsque la sortie prédite ŷ est située entre les limites des
sorties ymin et ymax et la fonction de pénalité pénalise les écarts au-dessus du maximum
et en-dessous du minimum permis pour les sorties commandées. Le problème n’est plus
quadratique et la solution peut être obtenue par optimisation non linéaire, par exemple par
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programmation quadratique successive. Dans ce cas, le code d’optimisation non linéaire
NLPQL (Schittkowski, 1985) est utilisé.
• Commande QDMC avec feedforward :
Il est nécessaire de modifier l’équation du prédicteur pour prendre en compte les termes de
perturbations mesurées. Ainsi, l’équation (5.2) de la sortie prédite ŷ(k + l|k) est modifiée
comme la somme d’un terme stationnaire, un terme effet des entrées passées, un terme
effet des entrées futures, un terme effet des perturbations mesurées passées dm et un terme
de perturbations inconnues du :

ŷ(k + l|k) = yss +
Hm−1∑

i=l+1

hi ∆u(k + l − i) + hHm (u(k + l −Hm)− uss)

+
l∑

i=1

hi ∆u(k + l − i)

+

Hff−1
∑

i=l

h′

i ∆dm(k + l − i) + d̂u(k + l|k)

(5.15)

où Hff est l’horizon feedforward, pas nécessairement égal à l’horizon du modèle Hm.
Dans l’équation (5.15), pour l’action feedforward, le rôle des perturbations mesurées dm est
semblable à celui des entrées passées ∆u, tandis que le terme du tient compte seulement des
perturbations non mesurées ou non modélisées. Les perturbations futures sont considérées
comme des perturbations non mesurées estimées comme :

d̂u(k + l|k) = d̂u(k|k) = y(k)− ŷ∗(k|k) (5.16)

avec la sortie prédite basée sur les entrées passées :

ŷ∗(k|k) = yss +

Hm−1∑

i=1

hi ∆u(k − i) + h′

Hm
(dm(k)− dm,ss) (5.17)

incorporant les perturbations présentes mesurées dm(k) et leurs valeurs stationnaires dm,ss.
Ainsi, la sortie prédite y∗(k + l|k) basée sur les entrées passées et les perturbations

mesurées est définie par :

y∗(k + l|k) = yss +
Hm−1∑

i=l+1

hi∆u(k + l − i) + hHm (u(k + l −Hm)− uss)

+

Hff−1
∑

i=l+1

h′

i ∆dm(k + l − i)

(5.18)

Miantenant, les erreurs futures peuvent être définies par :

e(k + l) = yref(k + l)− y∗(k + l|k)− d̂u(k|k) (5.19)
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Globalement, l’équation (5.3) est modifiée comme :






ŷ(k + 1|k)
...
ŷ(k +Hp|k)




=






y∗(k + 1|k)
...
y∗(k +Hp|k)




+A






∆u(k)
...
∆u(k +Hc − 1)




+






d̂u(k + 1|k)
...

d̂u(k +Hp|k)




 (5.20)

où une séparation des perturbations mesurées et non mesurées a été introduite.

5.3 Résultats des simulations

Les différentes phases de la simulation sont présentées dans la figure 5.1. Une péri-
ode de stabilisation en boucle ouverte commence sur [0, 500]h, suivie par une période de
stabilisation en boucle fermée sans perturbation sur [500, 1200]h et en présence des per-
turbations (temps sec) [1200, 1872]h qui représente une durée de 28 jours. La dernière
phase de la simulation est divisée en 2 périodes de durée 14 jours pour chacune. La pre-
mière période [1200, 1534]h est utilisée pour la stabilisation dynamique et la deuxième
[1534, 1872]h pour l’évaluation des performances de la commande.

0 500 1000 1500
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4
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8

Temps (h)

S
or

tie
 y

Boucle ouverte Boucle fermée

Sans perturbations Perturbations

Figure 5.1 – Différentes phases de la simulation. La sortie y est la concentration d’am-
monium [NH].

Les entrées manipulées, sorties, perturbations sont rassemblées dans le Tableau 5.1.
De manière générale, les entrées manipulées sont notées u, les perturbations d, les sorties
y, les consignes ysp.
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Entrée manipulée (u) Symbole
Débit de recyclage interne (m3/h) qa
Débit de recyclage externe (m3/h) qr
Débit de rejet (m3/h) qw
Coefficient de transfert de matière kla3
de l’oxygène 3ème réacteur (l/h)
Coefficient de transfert de matière kla4
de l’oxygène 4ème réacteur (l/h)
Coefficient de transfert de matière kla5
de l’oxygène 5ème réacteur (l/h)
Débit d’ajout supplémentaire q2in
en source carbonée (m3/h)

Perturbation (d) Symbole
Concentration en ammonium à l’entrée (mg/l) [NH ]0
Débit d’entrée (m3/h) q0

Sortie commandée (y) Symbole
Ammonium [NH] [NH]
Azote total [N]tot
Solides en suspension [SS]
Demande biochimique en oxygène à 5 jours [BOD5]
Demande chimique en oxygène COD

Tableau 5.1 – Récapitulatif des entrées manipulées, perturbations, sorties commandées.

5.3.1 Modèle linéaire des réponses en boucle ouverte du bench-

mark

Les réponses en boucle ouverte du benchmark ont été obtenues par des variations
échelon des entrées manipulées et des perturbations au voisinage de l’état stationnaire.
L’amplitude de l’échelon et sa durée pour chaque entrée manipulée et perturbation sont
indiquées dans les Tableaux 5.2 et 5.3. L’identification a été réalisée à partir de t = 1200h
en imposant successivement des signaux sur chaque entrée manipulée ui(i = 1, . . . , nu) et
chaque perturbation ud(d = 1, . . . , nd) avec une phase intermédiaire de 200h nécessaire
pour la stabilisation. Il faut noter que l’ensemble des réponses utilisées constitue un modèle
considéré par la suite comme linéaire issu de 7× 5 couples entrées-sorties et 2× 5 couples
perturbations-sorties.

Quelques exemples typiques de réponses utilisées sont fournis dans les figures 5.2, 5.3
et 5.4.
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Figure 5.2 – Réponse indicielle normalisée de la concentration en ammonium de l’effluent
au coefficient de transfert de matière dans les troisième (gauche) et quatrième (droite)
réacteurs.
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Figure 5.3 – Réponse indicielle normalisée de la concentration en ammonium de l’effluent
au coefficient de transfert de matière dans le cinquième réacteur (gauche) et au débit
d’ajout de source carbonée (droite).
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Entrée manipulée Etat stationnaire Echelon Durée
(valeur) (amplitude) (heure)

Débit de recyclage interne (m3/h) 2306 +10% 24
Débit de recyclage externe (m3/h) 769 +10% 24
Débit de rejet (m3/h) 16 +10% 24
Coefficient de transfert de matière 10 −4% 24

de l’oxygène 3ème unité (l/h)
Coefficient de transfert de matière 10 −4% 24

de l’oxygène 4ème unité (l/h)
Coefficient de transfert de matière 3.5 +4% 24

de l’oxygène 5ème unité (l/h)
Débit d’ajout supplémentaire 0.083 +10% 24
en source carbonée (m3/h)

Tableau 5.2 – Identification en boucle ouverte : Valeur stationnaire, amplitude et durée
de l’échelon pour les entrées manipulées.

Perturbation mesurée Echelon Durée
(amplitude) (heure)

Cas 1 Concentration en ammonium à l’entrée (mg/l) +3% 24
Cas 2 Concentration en ammonium à l’entrée (mg/l) +100% 168
Cas 3 Débit d’entrée (m3/h) +3% 24
Cas 4 Débit d’entrée (m3/h) +200% 168

Tableau 5.3 – Identification en boucle ouverte : Amplitude et durée de l’échelon pour les
perturbations.

5.3.2 Caractéristiques générales de la simulation

Les limites de saturation des entrées sont présentées dans le Tableau 5.4. Ce sont
des contraintes dures pour les commandes, c’est-à-dire qu’elles doivent être absolument
respectées à tout instant.

Des normes sont imposées sur les effluents : ammonium [NH], azote total [N]tot, solides
en suspension [SS], demande biochimique en oxygène à 5 jours [BOD5] et demande chim-
ique en oxygène COD (Tableau 5.5).

En fait, du point de vue de la commande, il est possible de considérer ces normes sur les
effluents comme des contraintes sur les sorties qui devraient être respectées. Toutefois, ce
ne peut être que des contraintes douces car elles ne peuvent être respectées tout le temps.
Nous avons préféré remplacer ces normes par des consignes qui sont choisies largement
inférieures aux valeurs maximales (Tableau 5.6) et qui permettent le plupart du temps de
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Figure 5.4 – Réponse indicielle normalisée de la concentration en ammonium de l’effluent
à la perturbation du débit entrant (gauche) et à la perturbation de la concentration en
ammonium entrante (droite).

respecter les valeurs maximales. La concentration en ammonium [NH] et l’azote total [N]tot
sont les deux effluents les plus sensibles et réagissent très fortement aux perturbations.
Pour cela, la discussion portera principalement sur la concentration d’ammonium [N]tot
qui varie en général de la même manière que l’azote [N]tot.

5.3.3 Résumé des stratégies de simulation

Différentes stratégies ont été testées (Tableau 5.7). La période d’échantillonnage était
égale à Ts = 0, 5h. Dans tous les cas, l’horizon de prédiction Hp était égal à la différence
entre l’horizon du modèle et l’horizon de commande :

Hp = Hm −Hc

L’horizon de prédiction Hp est le plus important paramètre de la commande prédictive.
Pour illustrer l’influence de Hp sur la commande, on fixe la valeur de l’horizon de com-
mande Hu (qui a peu d’influence sur les performances de la commande), puis on considère
des valeurs différentes pour l’horizon de prédiction (Tableau 5.7).

La commande DMC minimise le critère (5.10) en tenant compte à la fois des sorties
par rapport aux consignes et des variations des entrées manipulées, mais sans contraintes.

”DMC-FB-24” signifie commande DMC avec FeedBack et un horizon de modèle Hm =
24, soit 24 périodes d’échantillonnage, donc 12h. Des horizons de modèle supérieurs à 48
ont été testés comme Hm = 96, Hm = 144, avec une dégradation des performances et ne
sont pas montrés ici.

Par rapport à la commande DMC, la commande QDMC minimise le critère (5.13) en
tenant compte de contraintes dures.

Enfin, différentes stratégies en boucle fermée ont été réalisées en rajoutant une com-
mande par anticipation (Feedforward) pour réduire l’effet des deux perturbations princi-
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Entrée Valeur Valeur
inférieure supérieure

Débit de recyclage interne qa (m3/h) 1000 4000
Débit de recylage externe qr (m3/h) 200 1000
Débit de rejet qw (m3/h) 10 40
Coefficient de transfert de matière d’oxygène 0 15

3ème unité kla3 (l/h)
Coefficient de transfert de matière d’oxygène 0 15

4ème unité kla3 (l/h)
Coefficient de transfert de matière d’oxygène 0 15

5ème unité kla3 (l/h)
Débit d’ajout en source carbonée q2in (m3/h) 0 0.2

Tableau 5.4 – Limites de saturation des entrées

Variable Valeur maximale
Ammonium [NH] < 4 (mg/l)
Azote total [N]tot < 18 (mg/l)
Solides en suspension [SS] < 30 (mg/l)
[BOD5] < 10(mg/l)
COD < 100 (mg/l)

Tableau 5.5 – Normes imposées sur les effluents

pales, soit le débit d’entrée q0, soit la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0.

5.3.4 Critères statistiques de comparaison

Des statistiques ont été calculées concernant les concentrations moyennes en effluent
pendant la période de test ([1536, 1872] h) avec la période d’échantillonnage Ts = 0, 5h.
Les sorties indiquées dans les tableaux seront données par rapport à leur valeur moyenne.
Ce sont principalement les concentrations en ammonium et azote total. Leurs valeurs
relatives devraient être discutées avec la valeur du critère de valeur absolue de l’erreur
(IAE) défini par rapport à la définition de la qualité de l’effluent et fourni dans le même
tableau. De plus, trois indicateurs statistiques recommandés dans une version récente du
benchmark ont été utilisés. La qualité de l’effuent Qe est donnée par :

Qe =
1

1000∆tobs

∫ tobs

0

{2 [SS] + [COD] + 2 [BOD]5 + [NH ] + [N ]} dt (5.21)
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Variable Limite supérieure Consigne
Ammonium [NH] 4 (mg/l) 1.7
Azote total [N]tot 18 (mg/l) 14
Solides en suspension [SS] 30 (mg/l) 12.5
[BOD5] 10 (mg/l) 2.7
COD 100 (mg/l) 47.5

Tableau 5.6 – Consignes et limites supérieures d’effluents

Stratégie Description Hc Hp

DMC-FB-24
DMC-FB-48

DMC sans Feedforward
3
3

45
93

QDMC-FB-24
QDMC-FB-48

QDMC sans Feedforward
3
3

45
93

DMC-FF-q0-24 DMC avec Feedforward pour q0 3 45
QDMC-FF-q0-24 QDMC avec Feedforward pour q0 3 45
DMC-FF-[NH ]0-24 DMC avec Feedforward pour [NH ]0 3 45
DMC-FF-q0-[NH ]0-24 DMC avec Feedforward pour q0 et [NH ]0 3 45

Tableau 5.7 – Différentes stratégies de la commande prédictive

où [0, tobs] est l’intervalle d’observation, ici [1536, 1872]h. L’énergie de pompage Ep est :

Ep =
1

∆tobs

∫ tobs

0

{0.0004 qa + 0.008 qr + 0.05 qw} dt (5.22)

L’énergie d’aération Ea est :

Ea =
[O]sat

1800∆tobs

∫ tobs

0

{V3 kla3 + V4 kla4 + V5 kla5} dt (5.23)

où [O]sat est la concentration de saturation en oxygène. Vi est le volume du réacteur i.

5.3.5 Commande sans Feedforward

La figure 5.5 présente le principe de la commande DMC appliquée au benchmark BSM1
de la station d’épuration sans compenser l’effet des perturbations.

La figure 5.6 nous fournit une comparaison de la commande DMC avec Feedback pour
deux horizons de modèle respectivement égaux à 24 et 48. Avec DMC-FB-24, la valeur
maximale de la concentration de l’ammonium dans l’effluent (4 mg/l) a été dépassée
12 fois dans la période d’évaluation [1534,1872]h et pour une durée de 43 heures qui
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Figure 5.5 – Schéma de principe de la commande DMC sans compensation des pertur-
bations.

représente 12.8% de la période d’évaluation. Avec DMC-FB-48, la valeur maximale de la
concentration de l’ammonium [NH] dans l’effluent a été dépassée 12 fois pour une durée de
47 heures qui représente 13.9% de la durée en présence des perturbations. L’augmentation
de l’horizon de prédiction au-delà de 48 (par exemple, 96) dégrade les performances.

Durant la période [500,1200]h, en absence de perturbations, la commande en boucle
fermée fonctionne très bien. La commande DMC amène la sortie [NH] très proche de sa
consigne. Durant la période [1200,1872]h, les perturbations sont nettement présentes dans
le système. Les sorties sont sensibles et réagissent très fortement aux perturbations et
dans ce cas la commande devient plus difficile. Les perturbations provoquent aussi une
grave détérioration de la qualité des effluents (Figure 5.6).

Les 7 entrées manipulées du système, qa, qr, qw, kla3, kla4, kla5 et q2in sont représentées
dans la Figure 5.7. On remarque que ces variables manipulées atteignent souvent leurs
valeurs maximales.

Pour assurer que les commandes ne dépassent pas des valeurs minimales et maximales
imposées, la commande QDMC (Quadratic Dynamic Matrix Control) a été utilisée. Une
simulation en boucle fermée sans Feedforward (Figure 5.8) a montré une légère différence
entre DMC-FB-24 et QDMC-FB-24.

Dans la figure 5.8, la valeur maximale de la concentration de l’ammonium [NH ] dans
l’effluent a été dépassée 12 fois dans la période d’évaluation [1534,1872]h et pour une durée
de 42 heures qui représente 12.4% de la la période d’évaluation pour QDMC-FB-24.
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Figure 5.6 – Comparaison entre DMC-FB-24 et DMC-FB-48. La sortie y est la concen-
tration d’ammonium [NH ] dans l’effluent. La ligne pointillée indique la limite supérieure
et la ligne rouge représente la consigne.

5.3.6 Commande avec Feedforward

Pour améliorer la performance de la commande multivariable, une commande par
anticipation FF (Feedforward) a été mise en place pour éliminer l’effet des perturbations
mesurées (soit le débit entrant q0, soit la concentration entrante en ammonium [NH ]0,
soit les deux) sur le système (Figure 5.9).

La figure 5.10 montre que l’utilisation de la commande par anticipation (Feedforward)
pour réduire l’effet des perturbations mesurées a abouti à une amélioration remarquable
sur la concentration d’ammonium [NH] dans l’effluent pour DMC-FF-[NH ]0-24 et DMC-
FF-q0-[NH ]0-24 et une légère amélioration pour DMC-FF-q0-24.

Malgré cette amélioration, la valeur maximale de la concentration de l’ammonium dans
l’effluent a été parfois dépassée. Dans DMC-FF-q0-24, la valeur maximale de la concentra-
tion de l’ammonium dans l’effluent a été dépassée 10 fois dans la période d’évaluation et
pour une durée de 36 heures qui représente 10.5% de la période d’évaluation [1534,1872]h.
Pour DMC-FF-[NH ]0-24, la valeur maximale de la concentration de l’ammonium [NH]
dans l’effluent a été dépassée 10 fois dans la période d’évaluation et pour une durée de
27 heures qui représente 7.98% de la période d’évaluation. Dans DMC-FF-q0-[NH ]0-24,
la valeur maximale de la concentration de l’ammonium dans l’effluent a été dépassée 8
fois dans la période d’évaluation et pour une durée de 23 heures qui représente 6.9% de
la période d’évaluation.
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Les variables manipulées du système (qa débit de recyclage interne, qr débit de re-
cyclage externe, qw débit de rejet, kla3, kla4, kla5 coefficients de transfert de matière
d’oxygène dans les réacteurs 3, 4 et 5 et q2in débit d’ajout en source carbonée) atteignent
plus souvent leurs valeurs maximales pour DMC-FF-q0-[NH ]0-24 que pour DMC-FB-24
(Figure 5.11). On peut facilement remarquer que les variations de kla5 sont considérables
pour DMC-FF-q0-[NH ]0-24 pour réduire la concentration moyenne de l’ammonium dans
l’effluent. Ceci augmente la consommation énergétique, surtout l’énergie pour l’aération.

5.3.7 Comparaison de l’ensemble des résultats

La recherche d’une qualité d’eau de sortie la plus propre possible engendre des surcoûts
énergétiques qui ne sont généralement pas souhaitables du point de vue global de l’impact
environnemental et du coût de fonctionnement du procédé de traitement. Un compromis
entre ces deux objectifs est généralement souhaité.

Les résultats statistiques pour les principales différentes stratégies testées sont rassem-
blés dans le Tableau 5.3.7.

Pour toute concentration moyenne d’ammonium [NH] dans l’effluent supérieure à 4
(mg/l) ou toute concentration moyenne d’azote total [N]tot dans l’effluent supérieure à 18
(mg/l), le système n’est pas écologique. Dans le Tableau 5.3.7, la meilleure performance
de traitement notamment pour la concentration moyenne d’ammonium [NH] ainsi que
pour la qualité d’eau de sortie (effluent) est obtenue par la stratégie DMC-FF-q0-[NH ]0-
24. La stratégie DMC-FF-q0-[NH ]0-24 permet d’atteindre des niveaux de qualité d’eau
très élevés mais au prix d’une consommation énergétique plus importante (énergie de
l’aération). La consommation d’énergie de l’aération est augmentée en moyenne de 16%
par rapport à la stratégie DMC-FB-24.

La stratégie DMC-FB-24 permettra d’économiser 6% d’énergie par rapport à la
stratégie DMC-FF-q0-24 pour une même qualité d’effluent. La stratégie DMC-FB-48
donne la meilleure performance pour la concentration moyenne d’azote total [N]tot. La

stratégie DMC-FF-[NH ]0-24 donne presque la même concentration d’azote total [N]tot
obtenue en DMC-FB-48 avec 10% d’augmentation d’énergie consommée, par contre la
qualité d’effluent est de meilleure qualité.

5.4 Conclusion

Afin de continuer à améliorer la qualité de traitement d’eaux usées, deux solutions
sont principalement utilisées. Tout d’abord, de nouveaux procédés plus compacts et plus
performants sont inventés pour remplacer les procédés traditionnels très extensifs. D’autre
part, les procédés actuellement utilisés sont optimisés afin d’améliorer leurs performances,
aussi bien du point de vue de la qualité de l’eau rejetée que de la consommation d’énergie
et de réactifs. La réduction de ces consommations est aussi importante que l’amélioration
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Stratégie [NH] [N]tot [SS] BOD5 COD Qualité de Energie de Energie de
(mg/l) (mg/l) (mg/l) (mg/l) (mg/l) l’effluent pompage l’aération

(kg pollution /j) (kwh/j) (kwh/j)
DMC-FB-24 1.76 14.64 14.18 2.88 49.77 214.6 409.4 4326
DMC-FB-48 1.82 14.48 14.35 2.90 50.00 215.3 433.2 4285
QDMC-FB-24 1.94 16.25 13.00 2.78 48.20 226.6 405.8 5339
QDMC-FB-48 1.91 15.22 13.55 2.82 48.94 219.93 430.8 4627
DMC-FF-q0-24 1.72 14.73 14.36 2.89 50.00 214.79 404.4 4631
QDMC-FF-q0-24 1.92 15.77 13.06 2.78 48.28 222.5 399.7 5259
DMC-FF-[NH]0-24 1.30 14.51 14.60 2.93 50.31 204.48 394.0 4720
DMC-FF-q0-[NH]0-24 1.26 14.64 14.75 2.93 50.50 204.98 410.8 5022

Tableau 5.8 – Résultats statistiques obtenus par les différentes stratégies.

de la qualité de l’effluent car elle permet de réduire l’impact environnemental global et le
coût de fonctionnement des procédés de traitement.

Le recours à l’automatisation à l’aide de capteurs permet d’améliorer les procédés
existants. Ces capteurs permettent d’avoir un suivi en continu de la pollution présente
dans les procédés. Il est ainsi possible d’amener le traitement à son meilleur niveau grâce
à des lois de commande de plus en plus sophistiquées.

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats des simulations d’une commande
prédictive appliquée au benchmark BSM1 de la station d’épuration. Les deux stratégies
utilisées de commande prédictive DMC et QDMC d’une station d’épuration ont été présen-
tées avec ou sans compensation de l’effet de perturbations mesurées (le débit entrant q0 et
la concentration entrante en ammonium [NH ]0). L’utilisation de la commande par antici-
pation (Feedforward) a apporté une amélioration des performances pour la compensation
de q0, mais elle n’était pas très importante, tandis que l’amélioration des performances
pour la compensation de [NH ]0 était plus importante mais avec une consommation d’én-
ergie plus élevée pour l’aération.

Pour la comparaison des stratégies, quatre critères ont été considérés : les concen-
trations moyennes en ammoniaque [NH ] et en azote total [N ]tot dans l’effluent et la
consommation énergétique (somme des énergies utilisées pour le pompage et pour l’aéra-
tion) ainsi que la qualité d’effluent qui est liée à la concentration moyenne en ammo-
nium [NH ]. Toutes les concentrations moyennes de l’effluent dans le tableau 5.3.7 ont
été calculées durant la période de l’évaluation [1534,1872]h. Les simulations ont montré
que la meilleure performance de traitement pour la concentration moyenne d’ammonium
[NH ] a été obtenue en DMC-FF-q0-[NH ]0-24 au prix d’une consommation énergétique
élevée. Cela montre que la prise en compte des perturbations mesurées est importante. La
stratégie DMC-FB-48 permet d’économiser de l’énergie, mais elle ne permet pas d’attein-
dre des niveaux de qualité d’eau très élevés, c’est-à-dire de faible concentration moyenne
en ammoniaque [NH ] dans l’effluent.
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Figure 5.7 – Variables manipulées dans le cas de la commande DMC sans Feedforward.
qa débit de recyclage interne. qr débit de recyclage externe. qw débit de rejet. kla3, kla4,
kla5 coefficients de transfert de matière d’oxygène dans les réacteurs 3, 4 et 5. q2in débit
d’ajout en source carbonée.
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Figure 5.8 – Comparaison entre DMC-FB-24 et QDMC-FB-24. La sortie y est la concen-
tration d’ammonium [NH ] dans l’effluent. La ligne pointillée indique la limite supérieure
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Figure 5.9 – Schéma de principe de la commande DMC avec compensation des pertur-
bations.
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Figure 5.10 – Comparaison entre DMC-FF-q0-24, DMC-FF-[NH ]0-24 , DMC-FF-q0-
[NH ]0-24 et DMC-FB-24. La sortie y est la concentration d’ammonium [NH] dans l’-
effluent. La ligne pointillée indique la limite supérieure et la ligne rouge représente la
consigne.
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Figure 5.11 – Variables manipulées dans le cas de la commande DMC avec Feedforward.
qa débit de recyclage interne. qr débit de recyclage externe. qw débit de rejet. kla3, kla4,
kla5, coefficients de transfert de matière d’oxygène dans les réacteurs 3, 4 et 5. q2in débit
d’ajout en source carbonée.



Conclusion générale et perspectives

Les stations d’épurations d’eaux usées ont fait l’objet d’un modèle complexe (169
états) mis au point dans le cadre d’un programme européen COST. La complexité du
modèle est liée à la variété des types d’opérations unitaires mis en jeu, mais aussi à la
variété des représentations de la matière biologique. De plus, ces unités sont soumises à
des variations des débits et des compositions d’entrée considérables, pouvant fluctuer de
plus de 100% en une journée. Les variations du débit d’eaux usées et de sa composition,
combinées avec des réactions variant dans le temps dans une culture mélangée de
micro-organismes, font que ce processus est non linéaire et pose un problème difficile
pour la commande.

Le benchmark (BSM1) existant sert de référence à de nombreuses équipes de recherche
et est considéré comme un modèle réaliste de la station. Il comprend la définition com-
plète du cas d’étude, avec un modèle de station d’épuration virtuelle, des critères de
performances à étudier et des jeux de données à simuler.

Plusieurs stratégies des commandes ont été proposées dans la littérature des stations
d’épurations. Ces stratégies se distinguent par leurs limites, objectifs et méthodes
utilisées. La commande prédictive est la méthode de commande multivariable la plus
utilisée dans l’industrie et en particulier dans les industries de procédés.

Un modèle linéaire pour appliquer la commande prédictive a été obtenu en se
basant sur un ensemble de réponses du Benchmark BSM1. L’identification d’une station
d’épuration d’eaux représentée par le Benchmark a été réalisée en boucle ouverte. Des
réponses indicielles à des échelons des entrées d’amplitude variable autour du régime
stationnaire ont été déterminées. Des fonctions de transfert continues regroupées en
cinq modèles mathématiques, de premier et second ordre avec retard, des réponses in-
verses, avec parfois des intégrateurs, représentant les réponses indicielles ont été identifiées.

Dans le cas d’un système linéaire, l’amplitude de l’entrée n’a aucune influence sur
les coefficients de la réponse indicielle, ce qui était loin d’être vérifié dans notre cas, les
gains en particulier étant largement influencés par les amplitudes des entrées. Ainsi, nous
avons montré que la station d’épuration d’eaux usées constitue un système fortement



110 Conclusion générale et perspectives

non linéaire qui pose des problèmes certains de représentation par un modèle simplifié et
ensuite sur la performance de la commande prédictive.

Plusieurs stratégies de la commande prédictive d’une station d’épuration ont été
présentées et pour améliorer la performance de la commande, deux perturbations
mesurables ont été considérées dans le système, qui sont le débit entrant et la concentra-
tion entrante en ammonium.

Plusieurs simulations avec différentes valeurs de l’horizon de prédiction ont été
effectuées pour observer son influence sur les performances de la commande. Nous avons
remarqué que pour une valeur plus grande que 45 (périodes d’échantillonnage), le résultat
sera dégradé. Par contre, les variables manipulées atteignent la plupart du temps leurs
valeurs maximales. Pour assurer que les variables manipulées restent dans une zone de
fonctionnement des contraintes physiques, une commande prédictive QDMC (Quadratic
Dynamic Matrix Control) a été utilisée où les limites de saturations ont été considérées
comme des contraintes.

Une commande par anticipation (Feedforward) a été utilisée pour réduire l’effet des
perturbations mesurées (le débit entrant et la concentration entrante en ammonium).
L’utilisation de la commande par anticipation a abouti à une amélioration peu importante
dans le cas de compensation du débit entrant et une amélioration remarquable dans
le cas de compensation de la concentration entrante en ammonium et le cas des deux
perturbations mesurées compensées simultanément.

Les résultats des simulations de différentes stratégies de la commande prédictive ap-
pliquées au benchmark BSM1 de la station d’épuration nous ont montré que les stratégies
qui possède une consommation énergétique acceptable ne permettent pas d’atteindre des
niveaux de qualité d’eau très élevés, c’est-à-dire de faibles concentrations moyennes en
ammoniaque et en azote total dans l’effluent. Au contraire, les stratégies qui permet-
tent d’atteindre une meilleure performance de traitement pour des concentrations dans
l’effluent d’ammoniaque et d’azote total présentent une consommation énergétique plus
importante. Un compromis entre la qualité d’eau et l’energie consommée est généralement
souhaité qui résulterait nécessairement en une diminution des performances.



Annexe A

Identification

A.1 Introduction

Les entrées manipulées, sorties commandées et perturbations pour le modèle dans
l’espace d’état du benchmark BSM1 sont recensées ci-dessous.

• Entrées manipulées (ui) :

– u1 : qa, débit de recyclage interne (m3.h−1),
– u2 : qr, débit de recyclage externe (m3.h−1),
– u3 : qw, débit de rejet (m3.h−1),

– u4 : kla3, coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réacteur (h−1),

– u5 : kla4, coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réacteur (h−1),

– u6 : kla5, coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réacteur (h−1),
– u7 : q2in, débit d’ajout en source carbonée (m3.h−1),

• Sorties commandées yi :

– y1 : [NH ], Concentration d’ammonium (mg.l−1),
– y2 : [SS], Solides en suspension (mg.l−1),
– y3 : BDO5, Demande Biochimique en Oxygène à 5 jours (mg.l−1),
– y4 : DCO, Demande Chimique en Oxygène (mg.l−1),
– y5 : [N ]tot, Azote total (mg.l−1),

• Perturbations :

– d1 : q0 : Débit entrant, (m3.h−1),
– d2 : snh0 : Concentration entrante en ammonium (mg.l−1)
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A.2 Réponses indicielles pour les entrées manipulées

A.2.1 Introduction

Le système est modélisé à l’aide de ses réponses à des échelons des entrées manipulées
en vue d’obtenir les coefficients hi des réponses indicielles définis par :

hij =
δyj
δui

(A.1)

avec i = 1, . . . , 7 ; j = 1, . . . , 5 ; δui = ui − uss
i ; δyj = yj − yssj .

Dans cet appendice, les coefficients des réponses indicielles sont nommés comme
réponse indicielle normalisée, qui correspondrait à un échelon unité.

L’ensemble des réponses indicielles normalisées a été systématiquement rassemblé dans
l’appendice afin que les chercheurs puissent trouver les informations nécessaires en par-
ticulier en vue de la conception d’une commande linéaire tout en tenant compte de non
linéarités.

Chaque couple {ui, yj} est caractérisé par un type de fonction de transfert :

Y (s)

U(s)
= Gu(s) (A.2)

et les non linéarités sont représentées graphiquement.

A.2.2 Modèles des réponses à des échelons des entrées
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h11 : Influence du débit de recyclage interne qa sur la concentration d’ammo-
nium [NH ].

Le couple {u1, y1} est modélisé par un second ordre apparent, en fait un premier ordre
relatif, avec un coefficient d’avance α avec un retard égal à 1,5 :

Gu,11(s) = K
αs+ 1

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 12.1−5, α = 20, τ1 = 3.2, τ2 = 3.1, r = 1.5.
Le numérateur (αs+1) constitue un terme d’avance pour le système formé par le couple.
Lorsque α est négatif, le couple présente une réponse inverse.

0 10 20 30 40 50
0

1

2

3

4

5

6
x 10

−4

Temps normalise

h1
1

 

 
amp = 0.1
amp = −0.1
amp = 0.3
amp = −0.3
amp = 0.5
amp = −0.5
amp = 0.7
amp = −0.7
amp = 1

Figure A.1 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à des
variations du débit de recyclage interne qa
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Figure A.2 – Gain K, α, τ1 et τ2 de h11 en fonction des différentes amplitudes de qa.

Les variations positives de qa autour de sa valeur stationnaire entrâınent une crois-
sance de la biomasse hétérotrophe Xbh. Lors de l’absence de l’oxygène (réacteurs anoxies),
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la biomasse Xbh utilise les nitrates pour l’ammonification de l’azote organique soluble
SND (dénitrification). La dénitrification est inhibée par la présence de l’oxygène dissous
SO surtout dans le réacteur anoxie 1. Pour cette raison, la non-linéarité de la réponse
indicielle normalisée h11 (figure A.1) est conditionnée par les variations liées aux réac-
tions biologiques incluant la conversion et la dégradation des susbtrats en sous-produits,
mais elle dépend également des variations liées aux flux d’entrée et de sortie incluant
l’hydrodynamique.

L’optimisation selon les moindres carrés rencontre des difficultés dans le cas où il est
nécessaire de calculer plus de deux paramètres du modèle mathématique (figure A.2). En
fait, τ1 et τ2 peuvent être considérés comme constants.
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h21 : Influence du débit de recyclage externe qr sur la concentration d’ammo-
nium [NH ].
Réponse inverse avec un retard égal à 1 :

Gu,21(s) =

(
K1

τ1s+ 1
+

K2

τ2s+ 1

)

exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K1 = 0.01, K2 = −0.01, τ1 = 3.5, τ2 = 4.2, r = 1.
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Figure A.3 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à des
variations de débit de recyclage externe qr
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Figure A.4 – k1, τ1, k2 et τ2 de h21 en fonction des différentes amplitudes de qr.

Les variations positives de qr autour sa valeur stationnaire entrâınent une augmen-
tation importante de la quantité de biomasses autotrophe Xba et hétérotrophe Xbh. En
revanche, le bon fonctionnement de leur métabolisme et leur croissance n’est pas assuré



116 Annexe A. Identification

ce qui provoque une mortalité des biomasses hétérotrophe et autotrophe assez impor-
tante. Les cellules mortes sont transformées ensuite en matière particulaire inerte XI et
en substrat lentement biodégradable XS.
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h31 : Influence du débit de rejet qw sur la concentration d’ammonium [NH ].
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 7 :

Gu,31(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 0.8 10−3, K2 = −7.1 10−3, τ = 7.43, r = 7.
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Figure A.5 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à des
variations du débit de rejet qw.
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Figure A.6 – k1, k2 et τ de h31 en fonction des différentes amplitudes de qw.

Les variations positives de qw autour sa valeur stationnaire diminuent la quantité de
biomasse autotrophe Xba et hététrophe Xbh. Pour une variation de qw supérieure à 20%
autour de sa valeur stationnaire (figure A.6), le gain k2 (négatif) augmente en valeur
absolue. La constante de temps τ est quasiment constante.
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h41 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réac-
teur kla3 sur la concentration d’ammonium [NH ].
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,41(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.25, τ = 4, r = 1.
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Figure A.7 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à des

variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réacteur kla3.
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Figure A.8 – k et τ de h41 en fonction des différentes amplitudes de kla3.

Les variations positives de kla3 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

du réacteur aérobie 3. Une partie de l’oxygène dissous est utilisée pour l’élimination du
carbone. La dégradation du substrat rapidement dégradable SS est utilisée pour assurer
la croissance des bactéries hétérotrophes Xbh. Une partie de l’oxygène dissous SO est
utilisée pour l’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où une production
des bactéries autotrophesXba. Les valeurs du gain k et de la constante de temps τ changent
rapidement dans le cas de variations négatives de kla3 autour sa valeur stationnaire alors
que leurs valeurs changent lentement dans le cas de variations positives (figure A.8).
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h51 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réac-
teur kla4 sur la concentration d’ammonium [NH ].
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,51(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.25, τ = 4, r = 1.
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Figure A.9 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à des

variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réacteur kla4.
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Figure A.10 – k et τ de h51 en fonction des différentes amplitudes de kla4.

Les variations positives de kla4 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 4. Une partie de l’oxygène dissous est utilisée pour l’élimination
du carbone ce qui assure la croissance des bactéries hétérotrophes Xbh et l’oxydation de
l’ammoniaque en nitrates (nitrification) entrâınant la production des bactéries autotrophes
Xba. Les valeurs du gain k et de la constante de temps τ changent rapidement pour des
variations négatives de kla4 autour sa valeur stationnaire alors qu’elles changent plus
lentement pour des variations positives de kla4 (figure A.10).
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h61 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réac-
teur kla5 sur la concentration d’ammonium [NH ].
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,61(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.82, τ = 3, r = 1.
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Figure A.11 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à

des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réacteur kla5.
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Figure A.12 – k et τ de h61 en fonction des différentes amplitudes de kla5.

Les variations positives de kla5 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 5. Une partie de l’oxygène dissous est utilisée pour l’élimination
du carbone ce qui assure la croissance des bactéries hétérotrophes Xbh et l’oxydation de
l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où la production des bactéries autotrophes Xba.
Le gain k et la constante de temps τ changent de valeur pour chaque variation de kla5
autour sa valeur stationnaire (figure A.12).
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h71 : Influence du débit d’ajout en source carbonée q2in sur la concentration
d’ammonium [NH ].
Second ordre avec un retard égal à 5 :

Gu,71(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −1.01, τ = 1.65, r = 5.
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Figure A.13 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à
des variations du débit d’ajout en source carbonée q2in
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Figure A.14 – k et τ de h71 en fonction des différentes amplitudes de q2in.

L’ajout de carbone dans le réacteur 2 (anoxie) provoque une légère production des
bactéries hétérotrophes Xbh. Pour chaque variation de débit d’ajout en source carbonée
q2in, le gain k et la constante de temps τ changent (figure A.14).
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h12 : Influence du débit de recyclage interne qa sur les solides en suspension
[SS].
Second ordre avec une avance (terme αs+ 1) :

Gu,12(s) = K
αs+ 1

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)

Valeurs des paramètres : K = 1.3, τ1 = 1.1, τ2 = 1.1, α = 5.
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Figure A.15 – Réponse indicielle normalisée des solides en suspension [SS] à des variations
de débit de recyclage interne qa
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Figure A.16 – gain K, coefficient d’avance α de h12 en fonction des différentes amplitudes
de qa.

Les variations positives de qa réduisent la quantité de substrat lentement biodégrad-
able XS. Le substrat lentement biodégradable XS est dégradé en produisant le substrat
rapidement biodégradable SS disponible aux biomasses pour la croissance (hydrolyse de
la matière organique). Il faut noter que l’optimisation selon les moindres carrés est difficile
pour le calcul des valeurs des coefficients K, α (figure A.16). Les constantes de temps τ1
et τ2 ne dépendent pas de l’amplitude.
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h22 : Influence du débit de recyclage externe qr sur les solides en suspension
[SS].
Premier ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,22(s) =
K

τs + 1
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 1.5 10−3, τ = 1.75, r = 1.
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Figure A.17 – Réponse indicielle normalisée des solides en suspension [SS] à des variations
du débit de recyclage externe qr
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Figure A.18 – K et τ1 de h22 en fonction des différentes amplitudes de qr.

Les variations positives de qr résultent en une augmentation des biomasses autotrophe
Xba et hétérotrophe Xbh dans le réacteur 1 (anoxie). La croissance des biomasses n’est pas
assurée, la quantité des substrats biodégradables n’est pas suffisante. Les bactéries mortes
XP sont transformées ensuite en matière particulaire inerte XI et en substrat lentement
biodégradable XS. Le gain du système de premier ordre K (figure A.18) dépend des
variations de débit de recyclage externe qr autour de sa valeur stationnaire.
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h32 : Influence du débit de rejet qw sur les solides en suspension [SS].
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 4 :

Gu,32(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = −7 10−4, K2 = −0.0128, τ = 3.5, r = 4.
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Figure A.19 – Réponse indicielle normalisée des solides en suspension [SS] à des variations
du débit de rejet qw
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Figure A.20 – k1, k2 de h32 en fonction des différentes amplitudes de qw.

Les variations positives de qw réduisent la quantité des biomasses autotrophe Xba et
hétérotropheXbh dans les réacteurs. Les gains k1, k2 (figure A.20) dépendent des variations
du débit de recyclage externe qr autour de sa valeur stationnaire, tandis que τ est inchangé.



125

h42 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réac-
teur kla3 sur les solides en suspension [SS].
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 5 :

Gu,42(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 10−6, K2 = −0.4 10−4, τ = 1.25, r = 5.
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Figure A.21 – Réponse indicielle normalisée des solides en suspension [SS] à des variations

de coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réacteur kla3
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Figure A.22 – k1, k2 de h42 en fonction des différentes amplitudes de kla3.

Les variations positives de kla3 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 3. Une partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour l’oxydation
de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où une production des bactéries autotro-
phes Xba. Une autre partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour la dégradation du
substrat rapidement dégradable SS. Cette dégradation assure la croissance des bactéries
hétérotrophes Xbh. On remarque bien que les valeurs de k1, k2 dépendent des variations
du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réacteur kla3 (figure A.22). La
constante de temps τ est indépendante de l’amplitude.
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h52 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réac-
teur kla4 sur les solides en suspension [SS].
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 5 :

Gu,52(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 0.3 10−5, K2 = −0.3 10−4, τ = 1.25, r = 5.
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Figure A.23 – Réponse indicielle normalisée des solides en suspension [SS] à des variations

de coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réacteur kla4
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Figure A.24 – k1, k2 de h52 en fonction des différentes amplitudes de kla4.

Les variations positives de kla4 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 4. Une partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour la dégra-
dation du substrat rapidement dégradable SS. Cette dégradation assure la croissance des
bactéries hétérotrophes Xbh. Une autre partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour
l’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où une production des bactéries
autotrophes Xba. Les valeurs de k1, k2 dépendent des variations du coefficient de transfert
de matière d’oxygène du 4ème réacteur kla4 (figure A.24). La constante de temps τ est
indépendante de l’amplitude.
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h62 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réac-
teur kla5 sur les solides en suspension [SS].
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 5 :

Gu,62(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 2 10−5, K2 = −4 10−4, τ = 11.5, r = 5.
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Figure A.25 – Réponse indicielle normalisée des solides en suspension [SS] à des variations

du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réacteur kla5
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Figure A.26 – k1, k2 de h62 en fonction des différentes amplitudes de kla4.

Les variations positives de kla5 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 5. Une partie de l’oxygène dissous est utilisée pour l’élimination
du carbone ce qui assure la croissance des bactéries hétérotrophes Xbh et l’oxydation de
l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où la production des bactéries autotrophes Xba.
Les valeurs de k1, k2 (Figure A.26) dépendent des variations du coefficient de transfert de

matière d’oxygène du 5ème réacteur kla5. La constante de temps τ est indépendante de
l’amplitude.



128 Annexe A. Identification

h72 : Influence du débit d’ajout en source carbonée q2in sur les solides en sus-
pension [SS].
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 5 :

Gu,72(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 2.8 10−3, K2 = 0.08, τ = 11.0, r = 5.
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Figure A.27 – Réponse indicielle normalisée des solides en suspension [SS] à des variations
du débit d’ajout en source carbonée q2in
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Figure A.28 – k1, k2 de h72 en fonction des différentes amplitudes de q2in.

L’ajout de carbone dans le réacteur 2 (anoxie) provoque une légère production des
bactéries hétérotrophes Xbh. Les valeurs de k1, k2 dépendent des variations du débit d’a-
jout en source carbonée q2in (figure A.28). La constante de temps τ est indépendante de
l’amplitude.
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h13 : Influence du débit de recyclage interne qa sur la Demande Biochimique
en Oxygène à 5 jours BDO5.
Second ordre avec une avance et un retard égal à 2 :

Gu,13(s) = K
αs+ 1

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 6 10−6, α = 10, τ1 = 1.8, τ2 = 5, r = 2.
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Figure A.29 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du débit de recyclage interne qa.
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Figure A.30 – gain K, coefficient d’avance z1, τ1 et τ2 de h13 en fonction des différentes
amplitudes de qa.

Pour assurer la croissance, les biomasses Xbh utilisent les nitrates avec SS comme
substrat. Le substrat lentement biodégradable XS est dégradé en produisant le substrat
rapidement biodégradable SS. L’optimisation selon les moindres carrés n’arrive pas à
calculer facilement les valeurs des coefficients K, α, τ1 et τ2 (figure A.30).
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h23 : Influence du débit de recyclage externe qr sur la Demande Biochimique
en Oxygène à 5 jours BDO5.
Premier ordre sans retard :

Gu,23(s) =
K

τs + 1

Valeurs des paramètres : K = 2.6 10−4, τ = 1.75.

0 10 20 30 40 50
0

1

2

3

4

5

6
x 10

−4

Temps normalise

h2
3

 

 
amp = 0.1
amp = −0.1
amp = 0.3
amp = −0.3
amp = 0.5
amp = −0.5
amp = 0.7
amp = −0.7
amp = 1

Figure A.31 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du débit de recyclage externe qr.
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Figure A.32 – K et τ1 de h23 en fonction des différentes amplitudes de qr.

Les variations positives de qr augmentent la quantité des biomasses Xbh et Xba dans
le réacteur anoxie 1. Cette augmentation des biomasses a pour conséquence plus de con-
sommation des substrats rapidement biodégradable SS et lentement biodégradable XS.
Le gain K et la constante de temps τ1 du modèle mathématique dépendent des variations
du débit de recyclage externe qr, toutefois la constante de temps τ1 varie plus faiblement
que le gain.
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h33 : Influence du débit de rejet qw sur la Demande Biochimique en Oxygène
à 5 jours BDO5.
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 4 :

Gu,33(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = −1.15 10−4, K2 = −2.55 10−3, τ = 3.9, r = 4.
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Figure A.33 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du débit de rejet qw.
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Figure A.34 – k1, k2 de h33 en fonction des différentes amplitudes de qw.

Les variations de qw autour sa valeur stationnaire ont une influence directe sur les
quantités de biomasses autotrophe Xba et hététrophe Xbh qui se trouvent dans le système.
Les variations positives de qw réduisent ces quantités des biomasses dans les réacteurs.
Pour des variations inférieures à 20% de la valeur stationnaire, les gains k1 de l’intégrateur
et k2 du système du premier ordre ont des valeurs négatives respectivement de l’ordre
−1.1 10−4 et −2.55 10−4 ce qui n’est pas le cas pour des variations de qw supérieures à
20% de la valeur stationnaire (figure A.34). La constante de temps τ est indépendante de
l’amplitude.
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h43 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réac-
teur kla3 sur la Demande Biochimique en Oxygène à 5 jours BDO5.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,43(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.003, τ = 4, r = 1.
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Figure A.35 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème

réacteur kla3.
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Figure A.36 – K et τ de h43 en fonction des différentes amplitudes de kla3.

Les variations positives de kla3 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 3. Une partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour l’oxydation
de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) entrâınant une production des bactéries au-
totrophes Xba. Une autre partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour la dégradation du
substrat rapidement dégradable SS. Cette dégradation assure la croissance des bactéries
hétérotrophes Xbh. La constante de temps τ est égale à 4 et ne dépend pas des variations
de kla3 autour sa valeur stationnaire. Par contre, le gain K dépend des variations de kla3
(figure A.36).
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h53 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réac-
teur kla4 sur la Demande Biochimique en Oxygène à 5 jours BDO5.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,53(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.003, τ = 4.5, r = 1.
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Figure A.37 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème

réacteur kla4.
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Figure A.38 – K et τ de h53 en fonction des différentes amplitudes de kla4.

Les variations positives de kla4 augmente la concentration en oxygène dissous SO dans
le réacteur aérobie 4. L’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) provoque
la production des biomasses autotrophes Xba et la consommation de l’oxygène dissous.
La dégradation du substrat rapidement dégradable SS assure la croissance des bactéries
hétérotrophes Xbh. Le gain K et la constante de temps τ (figure A.38) dépendent des

variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réacteur kla4.
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h63 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réac-
teur kla5 sur la Demande Biochimique en Oxygène à 5 jours BDO5.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,63(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.008, τ = 3.85, r = 1.
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Figure A.39 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème

réacteur kla5.
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Figure A.40 – K et τ de h63 en fonction des différentes amplitudes de kla5.

Les variations positives de kla5 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 5. Une partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour l’oxyda-
tion de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) entrâınant une production des bactéries
autotrophes Xba. Une autre partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour la dégrada-
tion du substrat rapidement dégradable SS. Cette dégradation assure la croissance des
bactéries hétérotrophes Xbh. Le gain K (figure A.40) dépend des variations du coefficient

de transfert de matière d’oxygène du 5ème réacteur kla5 autour sa valeur stationnaire. La
constante de temps τ peut être considérée comme fixe.
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h73 : Influence du débit d’ajout en source carbonée q2in sur la Demande
Biochimique en Oxygène à 5 jours BDO5.
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 5 :

Gu,73(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 2.9 10−3, K2 = 0.0369, τ = 11.04, r = 5.
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Figure A.41 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du débit d’ajout en source carbonée q2in
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Figure A.42 – k1, k2 de h73 en fonction des différentes amplitudes de q2in .

Les variations positives de débit d’ajout en source carbonée q2in augmentent la quan-
tité du substrat rapidement biodégradable SS dans le réacteur anoxie 2. Le gain k1 de
l’intégrateur dépend des variations du débit d’ajout en source carbonée q2in autour de sa
valeur stationnaire (figure A.42), ainsi que le gain k2 du système du premier ordre. La
constante de temps τ du système du premier ordre est indépendante de l’amplitude.
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h14 : Influence du débit de recyclage interne qa sur la Demande Chimique en
Oxygène DCO.
Second ordre avec une avance et un retard égal à 2 :

Gu,14(s) = K
αs+ 1

(τ1s+ 1)(τ2s+ 1)
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 2.5 10−5, τ1 = 2.2, τ2 = 2.4, r = 2. α = 7.5
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Figure A.43 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du débit de recyclage interne qa.
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Figure A.44 – gain K, coefficient d’avance α, τ1 et τ2 de h14 en fonction des différentes
amplitudes de qa.

Les variations positives de qa autour de sa valeur stationnaire correspondent à une
croissance de la biomasse hétérotrophe Xbh. Lors de l’absence de l’oxygène (réacteurs
anoxies), la biomasse Xbh est capable d’utiliser les nitrates avec SS comme substrat pour
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assurer sa croissance. L’optimisation a rencontré des difficultés pour calculer les valeurs
numériques de K, α, τ1 et τ2 (figure A.44). D’après les autres optimisations, il est probable
qu’il aurait mieux valu considérer les constantes de temps constantes afin d’estimer les
autres paramètres.
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h24 : Influence du débit de recyclage externe qr sur la Demande Chimique en
Oxygène DCO.
Premier ordre sans retard :

Gu,24(s) =
K

τs + 1

Valeurs des paramètres : K = 2 10−3, τ = 1.7.
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Figure A.45 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du débit de recyclage externe qr.
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Figure A.46 – K et τ1 de h24 en fonction des différentes amplitudes de qr.

Les variations positives de qr augmentent la quantité des biomasses Xbh et Xba dans
le réacteur anoxie 1. Cette augmentation des biomasses entrâıne plus de consommation
des substrats rapidement biodégradables SS et lentement biodégradables XS. Lors de
l’absence de l’oxygène en quantité suffisante, la croissance des biomasses n’est pas assurée.
Les bactéries mortes XP sont transformées ensuite en matière particulaire inerte XI . La
constante de temps τ1 varie faiblement, elle est égale à 1.7 pour les variations de qr autour
sa valeur stationnaire entre [-40% +70%] et égale à 1.9 pour des variations entre [-70%
-40%]. Au contraire, le gain K dépend toujours fortement des variations de qr autour sa
valeur stationnaire (figure A.46).
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h34 : Influence du débit de rejet qw sur la Demande Chimique en Oxygène
DCO.
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 4 :

Gu,34(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = −0.9 10−3, K2 = −0.017, τ = 3.53, r = 4.
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Figure A.47 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du débit de rejet qw.
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Figure A.48 – k1, k2 de h34 en fonction des différentes amplitudes de qw.

Les variations de qw autour sa valeur stationnaire ont une influence directe sur les
quantités de biomasses autotrophe Xba et hététrophe Xbh qui se trouvent dans le système.
Les variations positives de qw réduisent ces quantités des biomasses dans les réacteurs.
Cette diminution de la quantité de biomasse entrâıne une baisse de la quantité des com-
posés particulaires inertes XI et des composés produits de décomposition de la biomasse
XP dans le système. Les gains k1 et k2 (figure A.48) pour des variations de qw autour sa
valeur stationnaire plus petites que 20%, sont respectivement de l’ordre de −0.9 10−3 et
−0.017. Le gain k2 varie plus faiblement que k1. La constante de temps est indépendante
des variations de qw.
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h44 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réac-
teur kla3 sur la Demande Chimique en Oxygène DCO.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,44(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.01, τ = 4, r = 1.
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Figure A.49 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réacteur kla3.
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Figure A.50 – K et τ de h44 en fonction des différentes amplitudes de kla3.

Les variations positives de kla3 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 3. L’oxygène dissous est utilisé pour l’élimination du carbone. La
dégradation du substrat rapidement dégradable SS est utilisée pour assurer la croissance
des bactéries hétérotrophes Xbh. Une partie de l’oxygène dissous SO est utilisée aussi pour
l’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où une production des bactéries
autotrophes Xba. La constante de temps (figure A.50) est égale à 4 pour des variations
de kla3 autour sa valeur stationnaire entre [-40% +70%]. Par contre, le gain K change
rapidement pour des variations de kla3 négatives et lentement pour des variations de kla3
positives.
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h54 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réac-
teur kla4 sur la Demande Chimique en Oxygène DCO.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,54(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.01, τ = 4.5, r = 1.
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Figure A.51 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réacteur kla4.
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Figure A.52 – k et τ de h54 en fonction des différentes amplitudes de kla4.

Les variations positives de kla4 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 4. Une partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour la dégra-
dation du substrat rapidement dégradable SS. Cette dégradation assure la croissance des
bactéries hétérotrophes Xbh. Une autre partie de l’oxygène dissous SO est utilisée pour
l’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où une production des bactéries
autotrophes Xba. Le gain k et la constante de τ dépendent des variations du coefficient
de transfert de matière d’oxygène du 4ème réacteur kla4.
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h64 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réac-
teur kla5 sur la Demande Chimique en Oxygène DCO.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,64(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −0.03, τ = 4, r = 1.
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Figure A.53 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réacteur kla5.
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Figure A.54 – K et τ de h64 en fonction des différentes amplitudes de kla5.

Pour des variations positives de kla5 autour de sa valeur stationnaire, l’oxydation de
l’ammoniaque en nitrates (nitrification) provoque la production des biomasses autotrophes
Xba. La dégradation du substrat rapidement dégradable SS assure aussi la croissance des
bactéries hétérotrophesXbh. Les valeurs de gainK et de la constante de temps τ dépendent
des variations du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réacteur kla5 (figure
A.54).
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h74 : Influence du débit d’ajout en source carbonée q2in sur la Demande Chim-
ique en Oxygène DCO.

Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 5 :

Gu,74(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 5.6 10−3, K2 = 0.1, τ = 11.03, r = 5.
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Figure A.55 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du débit d’ajout en source carbonée q2in.
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Figure A.56 – k1, k2 de h74 en fonction des différentes amplitudes de q2in.

Les variations positives de débit d’ajout en source carbonée q2in augmentent la quantité
du substrat rapidement biodégradable SS dans le réacteur anoxie 2. Les valeurs de k1,
k2 dépendent des variations du débit d’ajout en source carbonée q2in autour sa valeur
stationnaire (figure A.56). La constante de temps τ est indépendante des variations de
q2in.
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h15 : Influence du débit de recyclage interne qa sur l’Azote total [N ]tot.
Second ordre avec retard égal à 1 :

Gu,15(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 10−4, τ = 7, r = 1.
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Figure A.57 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de
débit de recyclage interne qa.
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Figure A.58 – k et τ de h15 en fonction des différentes amplitudes de qa.

Les variations positives de qa autour de sa valeur stationnaire correspondent à une
croissance de la quantité de nitrate Sno dans le réacteur 1. Lors de l’absence de l’oxygène
(réacteurs anoxies), la biomasse Xbh utilise les nitrates pour l’ammonification de l’azote
organique soluble SND (dénitirification). La constante de temps τ (figure A.58) ne dépend
pas des variations de qa autour de sa valeur stationnaire et est égale à 7, sauf le cas des
petites variations de qa entre [-10% +10%]. Au contraire, le gain k dépend toujours des
variations de qa autour de sa valeur stationnaire.
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h25 : Influence du débit de recyclage externe qr sur l’Azote total [N ]tot.
Réponse inverse avec un retard égal à 1 :

Gu,25(s) =

(
K1

τ1s+ 1
+

K2

τ2s+ 1

)

exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K1 = 0.0024, K2 = −0.003, τ1 = 3, τ2 = 5, r = 1.
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Figure A.59 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de
débit de recyclage externe qr
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Figure A.60 – k1, τ1, k2 et τ2 de h25 en fonction des différentes amplitudes de qr.

Les variations positives de qr autour sa valeur stationnaire correspondent à une aug-
mentation importante de la quantité de biomasses autotrophe Xba et hétérotrophe Xbh.
En revanche, le bon fonctionnement de leur métabolisme et leur croissance n’est pas
assurée, ce qui entrâıne une mortalité des biomasses hétérotrophe et autotrophe assez im-
portante. Les cellules mortes sont transformées ensuite en matière particulaire inerte XI
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et en substrat lentement biodégradable XS. Pour des variation de qr entre [-40% +70%]
autour sa valeur stationnaire, les valeurs de k1, τ1, k2 et τ2 restent constantes et égales
respectivement à 0.01, 3, -0.02 et 5 (figure A.60). Les variations erratiques de τ1 et τ2 lors
de l’optimisation entrâınent des variations erratiques de k1 et k2 et il aurait mieux valu
supposer les constantes de temps fixes.
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h35 : Influence du débit de rejet qw sur l’Azote total [N ]tot.
Premier ordre + Intégrateur avec un retard égal à 2 :

Gu,35(s) =
K1

s
exp(−rs) +

K2

τs + 1

Valeurs des paramètres : K1 = 8.5 10−4, K2 = −6.4 10−3, τ = 3.82, r = 2.
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Figure A.61 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations du
débit de rejet qw.
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Figure A.62 – k1, k2 de h35 en fonction des différentes amplitudes de qw.

Les variations positives de qw autour sa valeur stationnaire diminuent la quantité des
biomasses autotropheXba et hététropheXbh. Pour des variations de qw entre [-70% +30%],
les gains k1, k2 sont égaux respectivement à 8.6 10−4 et 6.4 10−3 (figure A.62), ensuite
ils varient assez fortement. La constante de temps τ égale à 3.81 est indépendante des
variations de qw.
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h45 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réac-
teur kla3 sur l’Azote total [N ]tot.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,45(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 0.25, τ = 4.2, r = 1.
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Figure A.63 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de

coefficient de transfert de matière d’oxygène du 3ème réacteur kla3.
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Figure A.64 – K et τ de h45 en fonction des différentes amplitudes de kla3.

Les variations positives de kla3 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 3. Une partie de l’oxygène dissous est utilisée pour l’élimination du
carbone. La dégradation du substrat rapidement dégradable SS est utilisée pour assurer
la croissance des bactéries hétérotrophes Xbh. Une partie de l’oxygène dissous SO est
utilisée pour l’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où la production des
bactéries autotrophesXba. le gainK et la constante de temps τ (figure A.64) dépendent des
variations de kla3 autour sa valeur stationnaire. Toutefois, il faut remarquer les difficultés
de l’optimisation aux variations les plus négatives de kla3.
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h55 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réac-
teur kla4 sur l’Azote total [N ]tot.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,55(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 0.24, τ = 4.5, r = 1.
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Figure A.65 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations du

coefficient de transfert de matière d’oxygène du 4ème réacteur kla4.
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Figure A.66 – K et τ de h55 en fonction des différentes amplitudes de kla4.

Les variations positives de kla4 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 4. Une partie de l’oxygène dissous est utilisée pour l’élimination
du carbone. La dégradation du substrat rapidement dégradable SS est utilisée pour as-
surer la croissance des bactéries hétérotrophes Xbh. Une partie de l’oxygène dissous SO est
utilisée pour l’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où la production
des bactéries autotrophes Xba. Le gain K et la constante de temps τ (figure A.66) dépen-
dent des variations de kla4 autour sa valeur stationnaire. On peut, comme pour kla3, les
difficultés de l’optimisation dans le même domaine de variation.
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h65 : Influence du coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réac-
teur kla5 sur l’Azote total [N ]tot.
Second ordre avec un retard égal à 1 :

Gu,65(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 0.9, τ = 4.3, r = 1.
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Figure A.67 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de

coefficient de transfert de matière d’oxygène du 5ème réacteur kla5.
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Figure A.68 – k et τ de h65 en fonction des différentes amplitudes de kla5.

Les variations positives de kla5 augmentent la concentration en oxygène dissous SO

dans le réacteur aérobie 5. Une partie de l’oxygène dissous est utilisée pour l’élimination du
carbone. La dégradation du substrat rapidement dégradable SS est utilisée pour assurer
la croissance des bactéries hétérotrophes Xbh. Une partie de l’oxygène dissous SO est
utilisée pour l’oxydation de l’ammoniaque en nitrates (nitrification) d’où la production des
bactéries autotrophes Xba. Le gain K et la constante de temps τ (figure A.68) dépendent
des variations de kla5 autour sa valeur stationnaire.
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h75 : Influence du débit d’ajout en source carbonée q2in sur l’Azote total [N ]tot.
Second ordre avec un retard égal à 2 :

Gu,75(s) =
K

(τs+ 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = −9.1, τ = 3.9, r = 2.
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Figure A.69 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de
débit d’ajout en source carbonée q2in.
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Figure A.70 – K et τ de h75 en fonction des différentes amplitudes de q2in.

L’ajout de carbone dans le réacteur 2 (anoxie) provoque une légère production des
bactéries hétérotrophes Xbh. Le gain K et la constante de temps τ (figure A.70) dépendent
des variations du débit d’ajout en source carbonée q2in autour sa valeur stationnaire.
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A.3 Réponses indicielles pour les perturbations

A.3.1 Introduction

Le système est modélisé à l’aide de ses réponses à des échelons des perturbations
supposées mesurées en vue d’obtenir les coefficients hi des réponses indicielles définis par :

hij =
δyj
δdi

(A.3)

avec i = 1, . . . , 7 ; j = 1, . . . , 5 ; δdi = di − dssi ; δyj = yj − yssj . Deux perturbations sont
concernées, le débit d’entrée q0 et la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0.

Les courbes des coefficients des réponses indicielles sont appelées dans la suite réponses
indicielles normalisées.

A.3.2 Modèles des réponses à des échelons des perturbations

D’après les courbes des réponses indicielles normalisées aux deux types de perturba-
tions, les modèles de ces réponses indicielles normalisées sont notés :

Y (s)

D(s)
= Gd(s) (A.4)

A travers les réponses indicielles normalisées (figures A.71-A.87), il faut remarquer
d’une part que l’influence de q0 est très importante sur la concentration en ammonium
[NH ] et très faible sur les autres sorties, d’autre part que l’influence de [NH ]0 est très
importante sur la concentration en ammonium [NH ] et la concentration en azote total
[N ]tot et très faible sur les autres sorties.
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h81 : Influence du débit d’entrée q0 sur la concentration d’ammonium [NH ].
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Figure A.71 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à
des variations du débit d’entrée q0.

Second ordre avec retard égal à 1 :

Gd,81(s) =
K

(τs + 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 0.018, τ = 3.85, r = 1.
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Figure A.72 – Gain K en fonction des différentes amplitudes de q0.
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h91 : Influence de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0 sur la con-
centration d’ammonium [NH ].
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Figure A.73 – Réponse indicielle normalisée de la concentration d’ammonium [NH ] à
des variations de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0.

Second ordre avec retard égal à 2 :

Gd,91(s) =
K

(τs + 1)2
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K = 0.306, τ = 2.35, r = 2.
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Figure A.74 – Gain K en fonction des différentes amplitudes de [NH ]0.
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h82 : Influence du débit d’entrée q0 sur les solides en suspension [SS].
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Figure A.75 – Réponse indicielle normalisée de la concentration de solides en suspension
[SS] à des variations du débit d’entrée q0.

Second ordre avec avance :

Gd,82(s) =
K(αs+ 1)

(τs + 1)2

Valeurs des paramètres : K = 8.3 10−3, α = 4, τ = 2.25, r = 2.
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Figure A.76 – Gain K en fonction des différentes amplitudes de q0.
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h92 : Influence de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0 sur les solides
en suspension [SS].
L’influence est négligeable.
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h83 : Influence du débit d’entrée q0 sur la Demande Biochimique en Oxygène
à 5 jours BDO5.
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Figure A.77 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations du débit d’entrée q0.

Premier ordre + Intégrateur avec retard égal à 5 :

Gd,83(s) =
K1

τs+ 1
+

K2

s
exp(−rs)

Valeurs des paramètres : K1 = 1.85 10−5, K2 = 1.65 10−3, τ = 0.295, r = 5.
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Figure A.78 – Gains K1 et K2 en fonction des différentes amplitudes de q0.
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h93 : Influence de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0 sur la De-
mande Biochimique en Oxygène à 5 jours BDO5.
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Figure A.79 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Biochimique en Oxygène à
5 jours BDO5 à des variations de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0.

Réponse inverse :

Gd,93(s) =
K1

τ1s+ 1
+

K2

τ2s+ 1

Valeurs des paramètres : K1 = 0.04 (pour amp < 0) et K1 = 0.008 (pour amp > 0),
K2 = −0.009, τ1 = 0.045, τ2 = 0.076.
Normalement, étant donné la réponse A.79, un intégrateur devrait être ajouté, mais cette
tendance a été négligée.
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Figure A.80 – Gains K1 et K2 en fonction des différentes amplitudes de [NH ]0.
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h84 : Influence du débit d’entrée q0 sur la Demande Chimique en Oxygène
DCO.
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Figure A.81 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations du débit d’entrée q0.
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Figure A.82 – Gain K en fonction des différentes amplitudes de q0.
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h94 : Influence de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0 sur la De-
mande Chimique en Oxygène DCO.
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Figure A.83 – Réponse indicielle normalisée de la Demande Chimique en Oxygène DCO
à des variations de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0.

Réponse inverse :

Gd,94(s) =
K1

τ1s+ 1
+

K2

τ2s+ 1

Valeurs des paramètres : K1 = 0.021, K2 = −0.035 (pour amp < 0), K1 = 0.011,
K2 = −0.008 (pour amp > 0), τ1 = 0.032, τ2 = 0.063.
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Figure A.84 – Gains K1 et K2 en fonction des différentes amplitudes de [NH ]0.
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h85 : Influence du débit d’entrée q0 sur l’azote total [N ]tot.
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Figure A.85 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations du
débit d’entrée q0.

Réponse inverse :

Gd,85(s) =
K1

τ1s+ 1
+

K2

τ2s+ 1

Valeurs des paramètres : K1 = 8.5 10−3, K2 = −8.5 10−3, τ1 = 7.56, τ2 = 2.24.
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Figure A.86 – Gains K1 et K2 en fonction des différentes amplitudes de q0.



h95 : Influence de la concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0 sur l’azote
total [N ]tot.
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Figure A.87 – Réponse indicielle normalisée de l’azote total [N ]tot à des variations de la
concentration en ammonium à l’entrée [NH ]0.

Second ordre :

Gd,95(s) =
K

(τs + 1)2

Valeurs des paramètres : K = 0.57, τ = 3.9.
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Réduction de modèle et commande
prédictive d’une station d’épuration
d’eaux usées

Résumé

Les installations d’épuration des eaux usées sont des systèmes de grande dimension,
non linéaires, sujets à des perturbations importantes en flux (débit) et en charge. Leur
commande est difficile à cause de leur comportement complexe, fortement non linéaire,
de la présence de perturbations importantes, de leur caractère multivariable et de con-
traintes. Plusieurs stratégies de commande ont été proposées dans la littérature mais leur
évaluation et leur comparaison restent une tâche difficile à réaliser. Cela est dû à plusieurs
facteurs : La variabilité des eaux usées à traiter, la complexité des réactions biologiques
et biochimiques mises en jeu, le spectre large des constantes de temps et le manque de
critères standards d’évaluation.

Une commande prédictive (MPC) a été appliquée au Benchmark BSM1 qui est un
environnement de simulation qui définit une installation d’épuration.

Une identification en boucle ouverte d’une station d’épuration d’eaux usées a été réal-
isée pour déterminer un modèle linéaire en se basant sur un ensemble de mesures entrée-
sortie du Benchmark BSM1. Les réponses indicielles en boucle ouverte ont été obtenues à
partir de variations échelon des entrées autour de leurs valeurs stationnaires. L’influence
de l’amplitude des échelons montre l’importante non-linéarité du procédé. Le modèle tient
compte des non-linéarités à travers des paramètres variables.

Les réponses indicielles obtenues permettent de déterminer par optimisation les fonc-
tions de transfert continues correspondantes. Ces fonctions de transfert peuvent être re-
groupées en cinq modèles mathématiques. Des fonctions de transfert continues de premier
ordre, de premier ordre avec un intégrateur, des réponses inverses, de second ordre et de
second ordre avec zéro représentant les réponses indicielles ont été identifiées. Les valeurs
numériques des coefficients de chaque modèle choisi ont été calculées par un critère des
moindres carrés. La commande prédictive (MPC) utilise le modèle obtenu comme un
modèle interne pour commander le procédé.
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170 Résumé

Deux stratégies de la commande prédictive DMC et QDMC d’une station d’épuration
avec ou sans compensation par anticipation (feedforward) ont été testées. La commande
par anticipation est utilisée pour réduire l’effet de deux perturbations mesurées, le débit
entrant et la concentration entrante en ammonium, sur le système. L’utilisation de la
commande par anticipation a apporté une amélioration des performances pour la com-
pensation de la concentration entrante en ammonium beaucoup plus importante que le cas
de la compensation du débit entrant seul. Les simulations ont montré que la meilleure per-
formance de traitement a été obtenue par la compensation simultanée de la concentration
entrante en ammonium et du débit entrant.

Mots-clés : Benchmark BSM1, identification, commande prédictive.



Model Reduction and predictive
control of a wastewater treatment
station

Abstract

Wastewater treatment processes are large scale, non linear systems, submitted to im-
portant disturbances of influent flow rate and load. Their control is difficult because
of their complex and nonlinear behaviour, the presence of important disturbances, the
maultivariable character and constraints. Several control strategies have been proposed in
the literature for wastewater treatment plants but their evaluation is a real problem due
to the variability of waste waters, the complexity of the physical and biochemical phe-
nomena and to the range of time constants (from few minutes to several days) inherent
in the activated sludge process, the lack of standard evaluation criteria. Model predictive
control (MPC) widely used industrial technique for advanced multivariable control, has
been applied to the Benchmark Simulation Model 1 (BSM1) simulation benchmark of
wastewater treatment process.

An open loop identification method has been developed to determine a linear model
for a set of input-output measureemnts of the process. All the step responses have been
obtained in open loop from step variations of the manipulated inputs and measured dis-
turbances around their steady state values. The influence of the amplitude of the steps
demonstrates the important non linearity of the process. The non-linearities of the model
are taken into account by variable parameters.

The step responses coefficient obtained make it possible to determine by optimization
the corresponding transfer functions. That functions are classified by five mathematical
models, such as : first order, first order with integrator, inverse response, second order
and second order with zero. The numerical values of coefficients of each model selected
were calculated using a least squares criterion. Model predictive control (MPC) uses the
resulting model as an internal model to control the process. Dynamic matrix control DMC
and quadratic dynamic matrix control QDMC predictive control strategies, in the absence
and presence of feedforward compensation, have been tested. Two measured disturbances
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172 Abstract

have been used for feedforward control, the influent flow rate and ammonium concentra-
tion. It is shown that the performance of feedforward regarding the influent ammonium
concentration is better than for the feedforward concerning the influent flow rate. The
best performance is obtained by combining both feedforward controllers with respect to
the influent ammonium concentration and flow rate.

Key-words : Benchmark BSM1, identification, predictive control.
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