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L’écriture d’un code est un processus vivant.

Le code est-il vivant ?
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1.2 Discrétisation des équations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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2.3.2 Définition comme dual de la triangulation de Delaunay . . . . . . . 17
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5.2.2 Réservoir synthétique 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

5.2.3 Projet SPE10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.3 Impact sur les résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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6.1.2 Lignes d’écoulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Chapitre 1

Introduction

Simuler les écoulements fluides dans un réservoir souterrain est une étape importante

pour comprendre son comportement dynamique. Dans le domaine pétrolier, cette étape

participe notamment à l’estimation des performances du réservoir et au processus de

décision de l’emplacement de nouveaux puits de production/injection. Pour un réservoir

aquifère, c’est une étape nécessaire pour estimer la capacité de production en eau des puits

de pompage et la variation du niveau piézométrique. La propagation de polluants peut

aussi être estimée pour mettre en œuvre des politiques de protection et de remédiation

environnementale de manière efficace.

La méthodologie classique d’étude d’un réservoir (figure 1.1) consiste tout d’abord à

construire un modèle géologique qui intègre les données de terrain (carte géologique, don-

nées de pendage. . . ), les données de subsurface (forages, diagraphies, images sismiques. . . )

et les connaissances géologiques (histoire tectonique, environnements de dépôt. . . ). Puis

ces données sont extrapolées numériquement pour créer un modèle structural (failles et

horizons), un modèle stratigraphique (unités et couches) et une grille géologique (rem-

plissage pétrophysique du réservoir, porosité et perméabilité). Par grille, nous entendons

un ensemble de cellules qui ne s’intersectent pas et qui couvrent la totalité du réservoir.

Ensuite, les équations modélisant les écoulements fluides sont discrétisées sur une grille

réservoir, ou grille de simulation, construite à partir du modèle structural et/ou de la grille

géologique. Enfin, les équations d’écoulement et de transport sont résolues numériquement

pour calculer les champs de pression et de saturation sur la grille réservoir.

L’objet de ce travail est de produire des grilles réservoir en respectant un

certain nombre de contraintes pour améliorer la pertinence et la précision des

résultats de simulation. Dans la suite de cette introduction, les principes physiques

de l’écoulement sont tout d’abord rappelés, ainsi que leur traduction en équations et les

méthodes de discrétisation de ces équations. Puis, les étapes de la construction de grilles

de simulation sont présentées. Enfin, les erreurs qui apparaissent dans les résultats de

simulation liées plus particulièrement à la géométrie des grilles de simulation sont abordées.

1.1 Équations de l’écoulement en milieu poreux

Un réservoir souterrain est un milieu poreux, c’est-à-dire une matrice rocheuse avec des

pores dans lesquels se trouvent les fluides. Les fluides ne peuvent se déplacer que lorsque

les pores sont connectés. Les écoulements dans les milieux poreux ne suivent pas les mêmes

lois que les écoulements libres, car des interactions physiques et chimiques existent entre les

fluides et la matrice. Dans les réservoirs souterrains, les fluides initialement en place sont

en équilibre chimique avec la matrice. Lorsque des fluides sont injectés ou pompés dans le

1



Chapitre 1. Introduction

(a) Données (b) Modèle structural (c) Modèle stratigraphique

(d) Grille géologique (e) Grille réservoir

Figure 1.1 – Méthodologie d’étude d’un réservoir pour la simulation d’écoulement.

(a) Données de subsurface (forages, image sismique. . . ). (b) Modèle structural (failles et

horizons). (c) Modèle stratigraphique (unités et couches). (d) Grille géologique (porosité et

perméabilité) pouvant servir de grille réservoir ou grille de simulation (support de la simu-

lation). (e) Autre grille réservoir, de type Voronöı, avec un nombre de cellules plus faible.

Modèle gracieusement mis à disposition par Harvard/Chevron.

~v

~n

AV,M
ρ, φ

(a)

Vi

Φi

Vj

Φj

qij

Φk1

Φk2

(b)

Figure 1.2 – Volume de contrôle et schéma de discrétisation des équations d’écoulement.

(a) Volume de contrôle et paramètres de l’équation de conservation de la masse. (b) Grille

support de discrétisation. Dans la discrétisation à deux points (TPFA), seuls les potentiels

Φi et Φj sont pris en compte pour calculer le flux qij. Dans la discrétisation multi points

(MPFA), les potentiels voisins sont pris en compte, ici par exemple les potentiels Φi, Φj,

Φk1 et Φk2, pour calculer le flux qij.
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1.1 Équations de l’écoulement en milieu poreux

réservoir, un écoulement apparait. Les réactions chimiques entre les fluides et la matrice

sont généralement supposées négligeables lors de l’écoulement, et seules des réactions

physiques entre les fluides et la matrice sont considérées. Dans ce contexte, l’écoulement

dans un milieu poreux est modélisé par deux équations aux dérivées partielles [AS79] :

l’équation de conservation de la masse et la loi de Darcy, qui prennent en paramètres les

propriétés pétrophysiques du milieu (perméabilité et porosité) et les conditions aux limites

(limites du réservoir, recharge, puits).

L’équation de conservation de la masse relie la variation de masse M dans un volume de

contrôle V et le flux volumique q à travers la frontière A du volume de contrôle (figure 1.2a) :

∂M

∂t
=

∮
A
ρdq (1.1)

∂

∂t

∫
V
ρφdV = −

∮
A
ρ~v · ~ndA

Avec ρ la masse volumique du fluide, φ la porosité, ~v la vitesse de Darcy, ~n le vecteur

normal sortant. Cette équation suppose que le fluide est incompressible, que la diffusion

et la dispersion peuvent être négligées, et qu’aucune réaction chimique n’a lieu. Pour les

fluides compressibles, une adaptation est possible en tenant compte de la compressibilité

du fluide et de la pression.

La loi de Darcy est l’expression de la vitesse de Darcy ~v en fonction du gradient de

potentiel du fluide ∇Φ, du tenseur de perméabilité intrinsèque au milieu poreux K et de la

viscosité du fluide µ :

~v = −K
µ
∇Φ (1.2)

Le potentiel Φ = P + ρgz a deux composantes : la pression isotrope P et l’effet de la

gravité ρgz où g est la constante gravitationnelle et z la hauteur de colonne de fluide par

rapport à la surface libre. Cette équation suppose que le fluide est incompressible, que

l’écoulement est stationnaire et que le milieu est saturé.

En combinant les équations (1.1) et (1.2), l’équation de l’écoulement fluide en milieu

poreux est obtenue :
∂

∂t

∫
V
ρφdV =

∮
A
ρ
K

µ
∇Φ~ndA (1.3)

La partie gauche de l’équation est dénommée le terme d’accumulation (au sein du volume

de contrôle) et la partie droite est dénommée le terme d’écoulement (à travers la frontière

du volume de contrôle).

Dans le cas d’un aquifère saturé, et pour un fluide incompressible, le terme d’accumu-

lation est nul. L’équation (1.3) se simplifie en :∮
A
K∇Φ~ndA = 0 (1.4)

Dans cette équation, dénommée principe de divergence nulle, l’inconnue est la valeur du

champ de pression P en tout point de l’espace. Ce sont les conditions aux limites qui

3



Chapitre 1. Introduction

contrôlent la solution du champ de pression au cours du temps.

Dans le cas d’un réservoir pétrolier, le fluide est constitué de plusieurs phases et de

plusieurs composants, chacun étant gouverné par l’équation (1.3). Dans ce mémoire, seul

le cas à deux phases non miscibles, eau (w) et huile (o), constituées chacune d’un seul

composant, sera considéré. La proportion de chaque phase est décrite par la saturation S

(Sw + So = 1) et influe sur sa perméabilité relative kr.La mobilité λ du fluide est définie

par λ = kr
µ .

∂

∂t

∫
V

(Soρo + Swρw)φdV =

∮
A

(ρwλwK∇Φw + ρoλoK∇Φo)~ndA (1.5)

Les inconnues de cette équation sont la saturation S et la pression P en tout point de

l’espace au cours du temps.

1.2 Discrétisation des équations

La solution analytique de l’équation (1.3) est généralement impossible à obtenir et

une résolution numérique est nécessaire. Pour cela, l’équation est découpée en petits

intervalles discrets. Une discrétisation temporelle est réalisée pour le terme d’accumulation

et une discrétisation spatiale pour le terme d’écoulement. Les détails de la discrétisation

temporelle ne sont pas l’objet de ce mémoire, mais des précisions sont disponibles dans

[Cao02]. Le terme d’écoulement s’appliquant à des volumes de contrôle, le support de

la discrétisation spatiale est donc naturellement défini par une grille dans l’espace 3D

dont les cellules constitueront les volumes de contrôle. Pour une grille/support donnée, de

nombreuses méthodes de discrétisation existent. Les méthodes traditionnellement utilisées

en ingénierie réservoir sont connues sous le nom de méthodes des “volumes finis”.

Pour de telles méthodes, la discrétisation du terme d’écoulement dans un volume de

contrôle Vi revient à donner une expression du flux sortant qi à travers sa frontière. Celle-ci

peut être découpée en une liste de facettes communes avec les volumes de contrôle voisins

{Vj}. L’expression du flux qi devient donc la somme des flux qij à travers les facettes :

qi =
∑
j

qij (1.6)

La discrétisation consiste à définir un paramètre de transmissibilité T qui permettra de

calculer le flux q à partir des potentiels Φ des volumes de contrôle voisins. Deux grandes

familles de discrétisation sont utilisées (figure 1.2b) :

– l’approximation à deux points (TPFA) consiste à calculer une transmissibilité Tij qui

permettra le calcul du flux qij uniquement à partir des potentiels des volumes de

contrôle Vi et Vj [HBMC91] :

qij = −Tijλij(Φj − Φi) (1.7)

– l’approximation multi points (MPFA) consiste à définir les Nk volumes de contrôle

impliqués dans le calcul du flux et à calculer une transmissibilité Tij,k pour chacun

d’eux [ABBM98] :

qij = λij
∑
k

Tij,kΦk (1.8)

4



1.3 Grille réservoir et changement d’échelle

Dans ces équations, les transmissibilités sont des propriétés intrinsèques du milieu et sont

indépendantes du fluide. Le calcul des transmissibilités tient compte du champ de perméa-

bilité, de la géométrie des volumes de contrôle et de la manière d’approcher le gradient de

potentiel. Le détail du calcul des transmissibilités n’est pas l’objet de ce mémoire, mais le

lecteur pourra se référer à [HBMC91, Ver96, ABBM98].

Une fois discrétisée, l’équation (1.3) admet une infinité de solutions (pression et satu-

ration). Des conditions aux limites spécifiques au réservoir étudié doivent donc être fixées

pour ne retenir qu’une seule solution. Pour le terme d’accumulation, la saturation initiale

est fixée. Pour le terme d’écoulement, des conditions sont fixées sur la frontière du réservoir

d’une part et sur les puits d’autre part. La frontière du réservoir est contrainte par un flux

sortant constant ou nul (condition de Neumann) ou par une pression constante (condition

de Dirichlet). Les puits sont contrôlés soit en débit (Neumann), soit en pression (Dirichlet).

La résolution numérique de l’équation (1.3) est réalisée à l’aide d’un programme in-

formatique appelé simulateur d’écoulement. Du point de vue du simulateur d’écoulement,

la grille initiale peut se réduire à un graphe de connectivité constitué de nœuds et de

connexions reliant les nœuds [Vit07]. Chaque nœud correspond à un volume de contrôle

et porte les propriétés du milieu et du fluide, chaque connexion correspond à une facette

commune à deux volumes de contrôle et porte la (ou les) transmissibilité permettant de

calculer le flux à travers la facette.

Le simulateur d’écoulement résout l’équation en deux étapes correspondant respectivement

aux termes d’écoulement et d’accumulation. À un temps donné, le terme d’écoulement est

résolu afin de déterminer le champ de pression au niveau de chaque nœud. Puis, le terme

d’accumulation est résolu pour un pas de temps donné afin de mettre à jour la saturation

(dans le cas d’un aquifère, seul le terme d’écoulement est résolu).

1.3 Grille réservoir et changement d’échelle

Toute simulation nécessite donc au préalable la construction de grilles de simulation

appropriées pour la discrétisation des équations et leur résolution numérique en tenant

compte des informations géologiques disponibles. Cette étape constitue l’objectif du

présent mémoire. Toutes les données acquises sur le terrain, les données de subsurface

et les connaissances géologiques sont résumées dans un modèle géologique du réservoir.

Généralement, ce modèle est d’abord construit,en déterminant la position des failles et des

horizons. C’est le modèle structural. Puis, les différentes couches géologiques, délimitées

par ces surfaces sont identifiées, formant le modèle stratigraphique. Enfin, les propriétés

pétrophysiques des roches (porosité et perméabilité) sont extrapolées à l’ensemble du

réservoir à partir des données de forage et en respectant la stratigraphie. Ces propriétés

sont stockées dans une grille structurée, appelée grille géologique, qui constitue le support

généralement utilisé par les algorithmes géostatistiques. Ces étapes sont un travail

préliminaire à la présente étude et ne seront pas détaillées dans ce mémoire. Pour la suite,

il est considéré qu’un modèle surfacique et/ou une grille géologique avec ses propriétés

pétrophysiques sont disponibles.

Une grille géologique comporte typiquement entre 107 et 108 cellules [Dur05] et pourrait

être directement utilisée comme grille de simulation, en associant chaque cellule à un
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Figure 1.3 – De la grille géologique à la grille réservoir. Adapté de [Pre03].

volume de contrôle. Cependant, les capacités calculatoires des ordinateurs ne permettent

pas de réaliser des simulations d’écoulement en un temps raisonnable sur une telle grille.

Bien que ces capacités calculatoires soient en constante progression, le niveau de détail

des grilles géologiques, et donc leur nombre de cellules, est également en constante

augmentation. Le problème continuera donc à se poser à l’avenir. La solution consiste

donc à construire une grille plus grossière que la grille géologique. C’est la grille réservoir,

qui comporte en moyenne entre 105 et 106 cellules et dont le but est de reproduire le

comportement de la grille géologique du point de vue de l’écoulement. La grille réservoir est

également appelée grille grossière, par opposition à la grille géologique dite fine (figure 1.3).

Comme pour la grille géologique, les équations de l’écoulement sont discrétisées dans

la grille réservoir à partir des propriétés pétrophysiques et de la géométrie des cellules. Il

faut donc avant tout réaliser un transfert des propriétés pétrophysiques de la grille géolo-

gique vers la grille réservoir. Ce processus est appelé changement d’échelle (upscaling). De

nombreuses méthodes de changement d’échelle ont été développées pour traduire le plus

fidèlement possible le comportement dynamique de la grille géologique. Les principales mé-

thodes sont ici rappelées (des synthèses détaillées pour chaque paramètre sont proposées

dans [Far02, Dur05]) :

– la porosité : la porosité est une propriété additive, ce qui permet de réaliser un

transfert par intégration volumique dans chaque cellule V de la grille réservoir, selon

l’équation :

φ∗ =

∫
V φ.NTGdV∫
V NTGdV

(1.9)

où φ∗ est la porosité effective dans la cellule de la grille réservoir, φ est la porosité

dans les cellules de la grille géologique et NTG (Net To Gross) est la proportion de

roche réservoir ;

– la perméabilité : ce paramètre est nécessaire pour réaliser la discrétisation sur

la grille réservoir avec une méthode TPFA ou MPFA. La difficulté principale du

transfert de la perméabilité réside dans son caractère anisotrope en milieu naturel.

Typiquement, une perméabilité horizontale et une perméabilité verticale sont définies
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Figure 1.4 – Problèmes liés au changement d’échelle depuis une grille géologique fine

(quadrillage) vers un volume de contrôle de la grille réservoir (hexagone). (a) Erreur d’ho-

mogénéisation : le volume de contrôle est à cheval sur un chenal et des argiles. Quelle

valeur de perméabilité (mD) attribuer au volume de contrôle ? (b) Erreur de conformité : le

volume de contrôle est traversé par une faille jouant le rôle de barrière du point de vue de

l’écoulement. La faille est discrétisée sur la grille fine (ligne grise). Alors qu’aucun écoule-

ment n’a lieu entre A et B au niveau de la grille fine, un écoulement a lieu au niveau du

volume de contrôle, du fait que la transmissibilité est calculée pour l’ensemble d’une face.

dans la grille géologique, ce qui oblige à transférer ces deux composantes séparément.

Un autre problème se pose lorsqu’une cellule de la grille réservoir correspond à des

valeurs de perméabilité très hétérogènes au niveau de la grille géologique. Par exemple,

la cellule recoupe une partie d’un chenal très perméable entourée d’argiles très peu

perméables. Faut il attribuer une perméabilité élevée ou faible à la cellule ? C’est le

problème d’homogénéisation (figure 1.4a). Pour le résoudre, il existe des méthodes

statiques, utilisant les valeurs de perméabilité de la grille géologique, et des méthodes

dynamiques, qui utilisent une ou plusieurs solutions de l’équation de pression avec

conditions aux limites localement et/ou globalement sur la grille géologique pour

déduire la valeur de la perméabilité effective ;

– la transmissibilité : la discrétisation est réalisée sur la grille géologique et sert

de base pour le calcul des transmissibilités de la grille réservoir. Il n’est alors pas

nécessaire de transférer la perméabilité. Les difficultés surgissent lorsqu’une barrière

ou un drain d’écoulement est présent au sein d’une cellule, ce qui peut fausser les

résultats de la simulation d’écoulement (voir figure 1.4b). Là encore, il existe des

méthodes statiques et des méthodes dynamiques, selon qu’une solution de l’équation

de pression sur la grille géologique est utilisée ou non. Comme pour la perméabilité,

les problèmes d’homogénéisation et d’orientation sont cruciaux.

Tous les détails de l’écoulement dans une grille géologique ne peuvent pas être reproduits

à l’aide d’une grille réservoir et d’un changement d’échelle, pour un type de discrétisation

donné. Il faut donc choisir des méthodes de génération de la grille réservoir et des méthodes
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de changement d’échelle en fonction des particularités du réservoir et des détails d’écou-

lement à conserver [Dur05]. Quelles que soient les méthodes choisies, un certain nombre

d’erreurs surgissent lors des processus de changement d’échelle, de discrétisation et de si-

mulation, ces processus étant eux mêmes liés à la géométrie et à la répartition des volumes

de contrôle de la grille réservoir. La minimisation des erreurs commence donc dès

l’étape de génération de la grille, l’enjeu étant de minimiser ces erreurs aux endroits

clés du réservoir pour reproduire le plus fidèlement possible le comportement dynamique

de la grille géologique.

1.4 Erreurs liées à la géométrie de la grille réservoir

Critère d’évaluation

Les erreurs ne peuvent être identifiées que dans le cadre d’une comparaison des

résultats de simulation d’écoulement sur la grille géologique et sur la grille réservoir. Une

étude sur des cas simplifiés où les résultats sont connus à la fois sur la grille géologique

et sur la grille réservoir sert principalement à identifier les erreurs ayant un impact sur la

simulation d’écoulement et à tenter d’y remédier.

Cette comparaison est impossible pour les cas réels complexes puisque les résultats sur la

grille géologique ne sont pas connus en raison des limites calculatoires des ordinateurs. Le

suivi de l’exploitation d’un champ pétrolifère permet de mesurer un écart entre la réalité

et les prédictions réalisées à partir de la grille réservoir. Toutefois, l’erreur ainsi relevée

n’est pas uniquement liée à l’étape de construction de la grille et peut être due à une

combinaison d’incertitudes au niveau du modèle géologique, du remplissage des propriétés

pétrophysiques ou de la méthode de discrétisation.

Trois catégories d’erreurs peuvent être définies en lien avec la géométrie des cellules

des grilles réservoir : les approximations réalisées lors de la discrétisation, les erreurs

d’homogénéisation et les erreurs de dispersion numérique [MM10].

Erreurs de discrétisation

Le calcul des valeurs de transmissibilité est réalisé avec un certain nombre d’approxi-

mations qui ne sont valides que dans des conditions spécifiques propres à chaque méthode

de discrétisation. Par exemple, le calcul de la transmissibilité à l’aide de l’approximation à

deux points (TPFA, équation (1.7)) est largement utilisée alors qu’elle nécessite des condi-

tions qui ne sont généralement pas vérifiées en pratique, notamment lorsque le tenseur de

perméabilité n’est pas isotrope. Trois cas peuvent être donnés où une formulation TPFA

est possible avec des tenseurs anisotropes symétriques, les calculs étant basés sur des points

xi et xj à l’intérieur des volumes de contrôle Vi et Vj [HBMC91] :

– les faces des volumes de contrôle sont alignées avec les axes principaux du tenseur de

perméabilité ;

– les points xi et xj sont situés sur une même ligne de courant ;

– les facettes des volumes de contrôle sont k-orthogonales. Cela signifie que pour une

facette de normale ~n séparant les volumes de contrôle Vi et Vj avec une perméabilité

K, K · ~n est parallèle au segment (xi, xj).

La mise en œuvre de cette discrétisation est assez hasardeuse dans les grilles réservoir, où le

changement d’échelle de la perméabilité produit généralement un tenseur de perméabilité

effective asymétrique.
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Le calcul de la transmissibilité à l’aide de l’approximation multi points (MPFA)

est plus précis, mais peut conduire à des résultats de simulation ayant peu de sens

physique, notamment des oscillations du champ de pression [MD06]. Des contraintes

peuvent être définies sur la grille en fonction de la méthode MPFA choisie afin que les

résultats aient un sens physique. Cependant, ces contraintes dépendent du tenseur de

perméabilité dans les cellules de la grille réservoir, lui-même dépendant de la forme des

cellules. Il faut donc faire des aller-retours entre la génération de la grille et la définition des

contraintes sur la forme de la grille, en espérant que cela converge vers un résultat cohérent.

Une autre approximation couramment utilisée en ingénierie réservoir concerne la formule

utilisée pour la discrétisation des puits. Les puits perforent le réservoir et traversent une ou

plusieurs cellules. La discrétisation est réalisée à l’aide d’un indice de puits WIi,w relatif au

puits w et à la cellule i considérés, et qui relie le flux aux pressions Pi et Pw dans la cellule

et dans le puits respectivement.

qi,w = λi,wWIi,w(Pi − Pw) (1.10)

La formule de Peaceman permet de calculer l’indice de puits WIi,w, mais ne s’applique que

pour une perméabilité homogène, un puits vertical éloigné des bords du réservoir, dans un

volume de contrôle peu déformé (diagonaleMax
diagonaleMin < 2) d’une grille cartésienne [Pea78]. Dans

la pratique, cette formule est largement utilisée de par sa simplicité de mise en œuvre,

même si les conditions ne sont pas respectées.

D’autres formules existent pour le calcul de l’indice de puits dans les grilles Voronöı

ayant une perméabilité homogène ou hétérogène [PA94a]. Ces formules sont sensibles à

la position de la graine de Voronöı (qui sert de point de référence dans le volume de

contrôle), le puits doit être éloigné des bords du réservoir et le volume de contrôle doit

être peu déformé. Dans le cas des perméabilités hétérogènes, elles sont également sensibles

à la position du puits dans le volume de contrôle.

Erreurs d’homogénéisation

Lors du transfert d’un paramètre vers la grille réservoir, chaque volume de contrôle de

la grille réservoir correspond à plusieurs cellules fines partiellement intersectées ayant des

valeurs différentes pour le paramètre considéré, ou définissant une barrière ou un drain

pour l’écoulement (figure 1.4). Le calcul du paramètre effectif doit tenir compte de cette

hétérogénéité dans l’optique de reproduire le comportement dynamique de la grille fine.

Toutefois, ce comportement n’est généralement pas connu ou trop complexe pour être

reproduit par un transfert de paramètres. Lorsque le milieu est homogène par morceaux,

la solution idéale est de modifier la forme des volumes de contrôle afin qu’ils n’intersectent

que des cellules fines homogènes. Ainsi, une série sédimentaire présentant une alternance

de couches perméables et imperméables (sables et argiles par exemple) devrait avoir

des volumes de contrôle qui ne sont pas à cheval sur plusieurs couches. Dans le cas

contraire, le volume de contrôle établirait des connexions entre les couches perméables et

le comportement global du réservoir ne serait pas reproduit à l’échelle grossière.

Erreurs de dispersion numérique

Les erreurs de dispersion numérique sont liées au fait que les volumes de contrôle de

la grille réservoir sont considérés homogènes du point de vue des inconnues de l’équation
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Figure 1.5 – Erreur de dispersion numérique : le fluide s’écoule de A vers C, la couleur

correspond à la saturation en fluide. GG : grille géologique, GR : grille réservoir. Le front

d’avancement du fluide se situe en B à l’instant t et en B’ à l’instant t + 1 dans la grille

géologique. Du fait de la taille des volumes de contrôle, le front d’avancement se situe en

C à l’instant t+ 1 dans la grille réservoir.

d’écoulement. Cela aura un impact sur le déplacement effectif du fluide au cours de la si-

mulation. L’entrée d’une faible quantité de fluide dans un volume de contrôle va augmenter

la saturation de l’ensemble du volume de contrôle comme si le fluide s’était déplacé sur

l’ensemble du volume de contrôle. Comme les volumes de contrôle de la grille réservoir sont

plus gros que ceux de la grille géologique, le fluide semblera se déplacer plus rapidement

dans la grille réservoir (figure 1.5). De même la forme des volumes de contrôle aura un

impact sur l’anisotropie du déplacement du fluide dans la grille réservoir.

Les équations nécessitent également la détermination de la mobilité du fluide passant d’un

volume de contrôle à un autre. La mobilité étant le rapport de la perméabilité relative et

de la viscosité, elle dépend de la saturation du volume de contrôle duquel le fluide provient.

De nouveau, comme les volumes de contrôle de la grille réservoir sont plus gros, la mobilité

du fluide va être étalée et le fluide semblera se déplacer plus rapidement.

Ces erreurs de dispersion peuvent être subdivisées en erreurs de diffusion, dans la direction

de l’écoulement, et en erreurs de dispersion stricto sensu, dans les directions perpendicu-

laires à l’écoulement et liées aux turbulences des écoulements.

1.5 Contribution

L’objectif de ce travail est de minimiser les erreurs liées au changement d’échelle

et à la discrétisation en proposant des grilles réservoir dont les volumes de contrôle

sont appropriés. Les grilles traditionnellement utilisées dans l’industrie sont des grilles

structurées, c’est à dire constituées d’hexaèdres en 3D et indicées selon trois directions I,

J et K. Cette structure limite les possibilités d’adaptation des volumes de contrôle. C’est

pourquoi, nous proposons ici de travailler sur des grilles non structurées, constituées de
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polyèdres quelconques, et plus flexibles que les grilles structurées. Parmi les différents types

de grille non structurées, les diagrammes de Voronöı [DFG99] bénéficient d’algorithmes

récents pour leur optimisation sous contraintes et ont donc été choisis ici. Le problème

est alors reformulé en termes de contraintes géométriques correspondant aux erreurs à

minimiser.

Une revue bibliographique des différentes grilles réservoir non structurées utilisées

actuellement, et plus particulièrement des grilles de Voronöı est tout d’abord proposée.

Puis les différentes contraintes géométriques sont définies et les travaux antérieurs pour

contraindre des grilles de Voronöı sont présentés. Chaque chapitre est ensuite dédié à une

contrainte géométrique et à son impact sur la minimisation d’une ou plusieurs erreurs. Les

chapitres sont regroupés en deux parties :

Partie I “Adaptation aux propriétés statiques et dynamiques” , qui traite des

contraintes liées à des champs de données (perméabilité, vitesse, vorticité) :

– Qualité des cellules ;

– Variation de densité des cellules ;

– Anisotropie des cellules ;

– Orientation des faces des cellules ;

Partie II “Conformité aux frontières du réservoir” , qui traite des contraintes

liées à des éléments discrets du réservoir :

– Conformité aux modèles structuraux (failles et horizons) ;

– Conformité aux puits ;

Le dernier chapitre de cette partie présente une méthodologie de travail pour intégrer

toutes les contraintes précédentes et discute de leur pondération.

– Combinaison des contraintes.

Le détail des contributions et des publications pour chaque contrainte est donné en tête du

chapitre correspondant.
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Génération sous contraintes de
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Les grilles structurées sont actuellement majoritairement utilisées dans l’industrie pour

réaliser des simulations d’écoulement dans les réservoirs souterrains. Elles présentent tou-

tefois un certain nombre de limitations que les grilles non structurées permettent en partie

de contourner. Parmi les grilles non structurées, les diagrammes de Voronöı bénéficient de

récents travaux qui offrent d’intéressantes perspectives pour la génération de grilles sous

contraintes.

2.1 Limites des grilles structurées

Les grilles réservoir utilisées actuellement dans l’industrie sont majoritairement des

grilles hexaédriques structurées en 3D. Les cellules y sont référencées par trois indices I, J

et K. La grille est dite cartésienne lorsque les cellules sont alignées selon trois directions

perpendiculaires. Les grilles structurées occupent généralement moins de place en mémoire

que les grilles non structurées et les simulateurs d’écoulement sont souvent optimisés pour

ce type de grilles, dans lesquelles le nombre de voisins d’une cellule est fixe. Si la grille

géologique contient des horizons relativement parallèles sur l’ensemble du réservoir, les

cellules de la grille réservoir peuvent être alignées sur les horizons afin de minimiser les

erreurs d’homogénéisation. Si la grille géologique contient une faille, les cellules peuvent

être également alignées sur cette discontinuité. Dans les cas simples d’un point de vue

structural, les grilles structurées sont donc relativement faciles à construire.

Face à une grille géologique complexe d’un point de vue structural, avec de nombreuses

failles d’orientation différentes et/ou des horizons s’intersectant, par exemple aux terminai-

sons de couche, il est difficile, voire impossible, d’aligner les cellules sur toutes les failles et

tous les horizons simultanément. Des simplifications doivent alors être faites, par exemple en
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construisant une grille en marche d’escalier ou en ignorant les failles de moindre importance.

Une autre simplification communément réalisée consiste à discrétiser le terme d’écoule-

ment de l’équation (1.3) en utilisant une méthode TPFA qui offre l’avantage d’être simple

à mettre en œuvre et efficace au niveau du simulateur d’écoulement. Cependant, lorsque

le tenseur de perméabilité est anisotrope, des conditions doivent être respectées, comme

par exemple l’alignement des faces des cellules avec les axes principaux du tenseur de

perméabilité [HBMC91], ce qui se révèle souvent infaisable avec une grille structurée.

Enfin, les simulateurs d’écoulement sont plus précis lorsque les volumes de contrôle sont

plus petits, ce qui est souhaitable dans les zones d’intérêt, par exemple là où l’écoulement

est important. Inversement, les simulateurs d’écoulement sont plus efficaces lorsque les

volumes de contrôle sont plus gros, ce qui est souhaitable dans les zones sans intérêt du

réservoir. Ce raffinement local peut-être mis en œuvre à l’aide de grilles structurées de

deux manières différentes : (1) les cellules de la zone à raffiner sont subdivisées, mais

d’une part cela augmente le nombre total de cellules, et d’autre part certaines cellules

se retrouvent avec un plus grand nombre de voisins et la structure est perdue. (2) les

dimensions des cellules sont modifiées dans la zone à raffiner, mais alors toutes les cellules

adjacentes subissent cette modification, ce qui engendre des raffinements non souhaités

ailleurs dans le réservoir et limite le nombre de zones pouvant être raffinées (voir par

exemple [Dur05, AFMK07, MM10]).

Ces difficultés dans la construction de grilles structurées adaptées conduisent de plus

en plus les industriels à s’intéresser aux grilles non structurées.

2.2 Principaux types de grille non structurée

Bien que les grilles non structurées puissent apporter des solutions aux problèmes

rencontrés avec les grilles structurées, des difficultés de mise en œuvre ont limité leur

utilisation industrielle. Parmi celles-ci, la plus importante est sans doute le nombre

restreint de simulateurs d’écoulement efficaces sur les grilles non structurées. Cependant de

nombreux travaux récents tendent à combler cette lacune (voir [Cao02] par exemple). Une

autre difficulté réside dans la génération automatique de grilles non structurées respectant

un certain nombre de contraintes géométriques.

L’utilisation de grilles semi-structurées est une approche à moindre coût du point de

vue de la génération de grilles. Elle consiste à supprimer localement des cellules de la grille

structurée et à les remplacer par des grilles non structurées adaptées [VA97, BBBP00].

Ces grilles non structurées locales sont dénommées modules. Par exemple, des cellules

disposées radialement sont utilisées pour construire des modules de puits. La principale

difficulté est ensuite de connecter les cellules des modules avec les cellules de la grille

structurée. En outre, les modules doivent être disposés à la main et sont peu flexibles.

Pour les principaux types de grilles non structurées utilisées en simulation réservoir

avec une approche volumes finis pour la discrétisation [Ver96], le réservoir est assimilé à

un domaine fermé Ω. Toutes ces grilles sont construites en utilisant un ensemble de points
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2.2 Principaux types de grille non structurée

(a) (b) (c)

~n

~s

(d)

Figure 2.1 – Quelques grilles 2D non structurées construites à partir de dix points. (a)

Grille de Voronöı (cellules : lignes pleines), dual de la triangulation de Delaunay (triangles :

lignes pointillées). Un sommet de cellule et le triangle correspondant sont indiqués en vert.

(b) Grille CVFE. (c) Grille BAG construite à partir de la grille CVFE et d’un chenal (en

bleu). (d) Volume de contrôle d’une grille GPEBI. La perméabilité est constante sur les

triangles de la triangulation.

{xi}Ni=1 ∈ Ω autour desquels sont construites les cellules de la grille. Ces cellules sont

les volumes de contrôle utilisés pour la discrétisation et les points servent également de

référence pour le calcul des transmissibilités.

Grilles de Voronöı (figure 2.1a) : elles sont définies à partir des points par la

propriété de proximité [OBSC09] : la cellule de Voronöı Vi pour le point xi, contient

tous les points du domaine Ω qui sont plus proches de xi que des autres points xj
(paragraphe 2.3). Ces grilles présentent des cellules convexes dont les faces sont perpen-

diculaires aux segments joignant les points (propriété PEBI, Perpendicular Bisector),

ce qui constitue un avantage pour certaines méthodes de discrétisation. Par contre,

elles ne garantissent pas que les sommets des cellules sont dans le triangle de Delaunay

correspondant, ce qui peut poser des problèmes pour certaines méthodes de discrétisation.

Une discrétisation TPFA peut être appliquée sur les grilles de Voronöı à condition que

le tenseur de perméabilité soit isotrope. Pour les cas anisotropes, une discrétisation

MPFA doit être envisagée, ou des contraintes (points alignés sur les lignes d’écoulement,

par exemple) doivent être respectées pour appliquer la discrétisation TPFA. Par ailleurs,

une grille structurée (régulière) peut être vue comme un cas particulier de grille de Voronöı.

Grilles “Volume de Contrôle Éléments Finis” ou CVFE (figure 2.1b) : elles

sont définies comme le dual d’une triangulation reliant les points (pas nécessairement la

triangulation de Delaunay). Les cellules sont construites à partir de la triangulation en

reliant les centres des segments et les barycentres des triangles [Ver96]. Contrairement

aux grilles de Voronöı, les grilles CVFE garantissent par construction que les sommets

des cellules sont dans le triangle correspondant. Les cellules ne sont pas nécessairement

convexes (et ne le sont généralement pas), ce qui peut poser des problèmes pour certaines

méthodes de discrétisation. Une discrétisation MPFA est nécessaire sur ce type de grilles.

Grilles adaptées aux frontières ou BAG Boundary Adapted Grids (figure 2.1c) :

elles modifient une grille pré-existante afin que les facettes des cellules soient conformes à
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Chapitre 2. Génération sous contraintes de grilles non structurées

des frontières internes (failles par exemple) du réservoir [Ver96]. De ce fait, les propriétés

de la grille initiale sont partiellement perdues (convexité. . .).

Grilles PEBI généralisées ou GPEBI (figure 2.1d) : elles sont définies comme le

dual d’une triangulation (pas nécessairement de Delaunay) de manière similaire aux grilles

CVFE. Cependant, plutôt que de prendre le barycentre des triangles, un point est choisi

à l’intérieur du triangle de telle sorte que le segment ~s reliant deux points adjacents et la

normale ~n à la facette soient reliés au tenseur de perméabilité k̄ du triangle par l’équation

~n = k̄−1~s. Ce point est dénommé centre GPEBI. Par construction, ces grilles permettent

une discrétisation TPFA pour des tenseurs de perméabilité anisotropes, ce qui constitue

leur principal intérêt [HBMC91]. Toutefois, il n’est pas toujours possible de déterminer le

centre GPEBI à l’intérieur du triangle, notamment lorsque le champ de perméabilité est

fortement hétérogène. Dans ce cas, il faut repositionner les points, réaffecter des valeurs de

perméabilité aux triangles et recalculer les centres GPEBI, sans garantie de trouver une

solution.

Les grilles de Voronöı peuvent potentiellement satisfaire toutes les qualités des autres

grilles par optimisation. Cela tient au fait que les grilles de Voronöı sont complètement

définies par la position des points de Voronöı, l’optimisation consistant à positionner cor-

rectement les points :

– sur les grilles CVFE, les sommets des cellules sont dans les triangles associés. L’ob-

tention d’un diagramme de Voronöı barycentrique, pour lequel les points sont au

barycentre des cellules de Voronöı, permet de réduire le nombre de sommets qui ne

sont pas dans les triangles ;

– sur les grilles BAG, les facettes sont conformes aux frontières. Positionner les points de

part et d’autre des frontières permet de construire des grilles de Voronöı conformes ;

– sur les grilles GPEBI, une discrétisation TPFA peut être appliquée même en pré-

sence d’une perméabilité anisotrope. En positionnant les points le long des lignes

d’écoulement, la grille de Voronöı satisfait une condition suffisante pour appliquer

une discrétisation TPFA [HBMC91].

Dans ce travail, nous nous sommes donc concentrés sur les grilles de Voronöı et sur leur

optimisation pour satisfaire différentes contraintes géométriques.

2.3 Définitions des diagrammes de Voronöı

Les diagrammes de Voronöı sont définis pour un ensemble de points X = {xi}Ni=1

plongés dans un domaine Ω fini ou infini. Ils peuvent être décrits soit par une formulation

mathématique directe, soit comme le dual d’une triangulation de Delaunay [OBSC09]. Le

mot triangulation est pris au sens large en tant que complexe simplicial (ou ensemble de

simplexes) dans la dimension du domaine considéré : segments en 1D, triangles en 2D,

tétraèdres en 3D. . .
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2.3 Définitions des diagrammes de Voronöı

2.3.1 Définition directe

Le diagramme de Voronöı d’un ensemble de points X est l’ensemble {Vi}Ni=1 défini, pour

une fonction de distance d, donnée par (figure 2.1a) :

Vi = {y ∈ Ω | d(y, xi) ≤ d(y, xj), pour j 6= i} (2.1)

La fonction de distance d est généralement la norme Euclidienne, soit d(y1, y2) = ‖y1−y2‖.
D’autres fonctions de distance peuvent être utilisées pour la définition du diagramme de

Voronöı mais elles n’ont pas été utilisées dans ce travail (voir par exemple [DW05]). Par

construction, la facette commune à deux cellules Vi et Vj est équidistante des points xi
et xj et est perpendiculaire au segment (xi, xj), d’où l’appellation PEBI (Perpendicular

Bisector) donnée aux diagrammes de Voronöı. L’ensemble des cellules {Vi}Ni=1 constitue en

outre un pavage du domaine Ω, à savoir que Ω =
⋃
Vi et Vi

⋂
Vj est de dimension inférieure

à la dimension des cellules.

Une triangulation duale reliant les points xi peut être construite à partir du diagramme

de Voronöı. En dimension d, c’est un complexe simplicial constitué de simplexes répartis

en d + 1 sous-ensembles {σj}dj=0, j correspondant à la dimension des simplexes du sous-

ensemble considéré. En 3D, cette triangulation est définie par :

σ0 = {xi} = X les points

σ1 = {(xi, xj) | Vi
⋂
Vj 6= ∅} les segments

σ2 = {(xi, xj , xk) | Vi
⋂
Vj
⋂
Vk 6= ∅} les triangles

σ3 = {(xi, xj , xk, xl) | Vi
⋂
Vj
⋂
Vk
⋂
Vl 6= ∅} les tétraèdres

Cette triangulation satisfait la propriété de la sphère vide et est donc une triangulation

de Delaunay [OBSC09]. Un sommet de Voronöı est l’intersection de quatre cellules de

Voronöı et permet donc de définir un unique tétraèdre de la triangulation de Delaunay

correspondante.

2.3.2 Définition comme dual de la triangulation de Delaunay

Une autre manière de définir le diagramme de Voronöı est présentée ici. Elle est souvent

utilisée dans les algorithmes de construction des cellules de Voronöı. En effet, de nombreux

algorithmes permettant de construire une triangulation de Delaunay de manière efficace

sont disponibles [Ede87, BY98]. Construire le dual de cette triangulation pour obtenir le

diagramme de Voronöı constitue donc une surcouche des algorithmes de triangulation.

Le diagramme de Voronöı d’un ensemble de points X est un pavage du domaine Ω qui

peut être construit comme le dual perpendiculaire de la triangulation de Delaunay des

points. A chaque élément de dimension dj de la triangulation correspond un élément de

dimension d − dj du dual. En 3D, les tétraèdres, faces triangulaires, segments et points

de la triangulation servent à construire les éléments du diagramme de Voronöı de la façon

suivante (figure 2.2) :

tétraèdre → sommet de Voronöı : centre de la sphère circonscrite du tétraèdre.

triangle→ arrête de Voronöı : segment perpendiculaire à la face et joignant les sommets

de Voronöı de part et d’autre.
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Chapitre 2. Génération sous contraintes de grilles non structurées

(a) 300 points en 3D (b) Delaunay 3D (c) Delaunay 3D, vue interne

(d) Delaunay 3D, segments seuls (e) Dual Voronöı 3D (f) Voronöı et segments de Delau-

nay (zoom sur vue interne)

Figure 2.2 – Triangulation de Delaunay et dual de Voronöı pour 300 points disposés dans

une sphère 3D. (a-d) Les points sont disposés à l’intérieur de la sphère et la triangulation

de Delaunay (propriété de la sphère vide) est construite. (e-f) Le diagramme de Voronöı

délimité par la sphère est construit par dualité (Delaunay→ Voronöı) : tétraèdre→ sommet,

triangle → arrête, segment → facette, point → cellule.

segment → facette de Voronöı : facette perpendiculaire au segment et délimitée par les

arrêtes de Voronöı des faces adjacentes.

point → cellule de Voronöı : volume délimité par les facettes de Voronöı des segments

adjacents.

Deux cellules de Voronöı seront donc adjacentes si et seulement si il existe un segment

de la triangulation de Delaunay reliant leurs points, et ce segment est perpendiculaire à

la facette de Voronöı commune. De ce fait, les cellules de Voronöı peuvent être construites

comme les volumes convexes délimités par les plans perpendiculaires passant au milieu de

chaque segment de la triangulation de Delaunay.

2.3.3 Diagrammes de Voronöı 3D restreints

Considérons le domaine Ω, sous-ensemble de R3 délimité par une frontière close ∂Ω, et

une surface S plongée dans l’espace 3D et incluse dans le domaine Ω. Il pourra s’agir par

exemple d’un horizon ou d’une faille. L’intersection du diagramme de Voronöı 3D et de la

surface S est appelée diagramme de Voronöı restreint à S ou RVD [ES97]. L’intersection
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2.4 Diagrammes de Voronöı générés sous contraintes

(a) Surface S libre dans le domaine Ω (b) 300 points dans le domaine

(c) RVD à S et diagramme de Voronöı 3D (d) RVD à S (zoom)

Figure 2.3 – Diagramme de Voronöı restreint (RVD) à une surface S. (a) S est incluse

dans le domaine Ω. (b) 300 points occupent tout le domaine Ω. (c) Les cellules de Voronöı

(en jaune, seule une partie du diagramme de Voronöı 3D est représentée) n’intersectent pas

forcément la surface S. (d) Les intersections des cellules de Voronöı avec la surface S sont

représentées par des couleurs différentes.

d’une cellule de Voronöı Vi avec la surface S est de dimension 2 et est notée RSi ∈ S
(figure 2.3).

Considérons de même une ligne L plongée dans l’espace 3D, représentant typiquement

un puits, et incluse dans le domaine Ω. L’intersection du diagramme de Voronöı 3D et de

la ligne L est appelée diagramme de Voronöı restreint à L ou LRVD. L’intersection d’une

cellule de Voronöı Vi avec la ligne L est de dimension 1 et est notée RLi ∈ L (figure 2.4).

Quelques remarques importantes concernant les RVD (et transposables aux LRVD) :

– toutes les cellules de Voronöı n’intersectent pas nécessairement la surface ;

– pour les cellules de Voronöı intersectant la surface, les points de Voronöı n’appar-

tiennent pas nécessairement à la surface ;

– lorsque les points sont contraints à être sur la surface, cela définit un diagramme de

Voronöı contraint à S [DGJ03]. Cette dernière définition n’est pas utilisée ici.

2.4 Diagrammes de Voronöı générés sous contraintes

Comme discuté en introduction (paragraphe 1.5), une façon de minimiser les erreurs

rencontrées en simulation réservoir est de formuler et d’honorer des contraintes géomé-

triques sur les cellules de la grille réservoir. Beaucoup de travaux ont été réalisés dans ce
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Chapitre 2. Génération sous contraintes de grilles non structurées

(a) Ligne L dans le domaine Ω (b) 300 points dans le domaine

(c) LRVD à L et diagramme de Voronöı 3D (d) LRVD à L (zoom)

Figure 2.4 – Diagramme de Voronöı restreint (LRVD) à une ligne L. (a) L est incluse

dans le domaine Ω. (b) 300 points occupent tout le domaine Ω. (c) Les cellules de Voronöı

(en jaune, seule une partie du diagramme de Voronöı 3D est représentée) n’intersectent

pas forcément la ligne L. (d) Les intersections des cellules de Voronöı avec la ligne L sont

représentées par des couleurs différentes.

sens sur les grilles structurées (e.g. [EEA98, Dur05, AFMK07, MM10]) mais également

sur les grilles de Voronöı. Les plus récents concernant les grilles de Voronöı sont présentés

ci-dessous.

Qualité des cellules de Voronöı : la qualité d’un maillage est souvent décrite à tra-

vers les équations de Lagrange qui tiennent compte des angles dans les cellules et

de la compacité des cellules [BC04, BC05]. La compacité des cellules a en effet un

impact sur la dispersion numérique. Une façon d’obtenir des cellules compactes est

de réaliser un diagramme de Voronöı barycentrique ou CVT [DFG99, LWL+09]. Le

nombre de voisins d’une cellule a également une influence sur l’efficacité du simulateur

d’écoulement [MDH06] et peut être vu comme un critère de qualité du maillage. Pour

certains types de discrétisation, un sommet d’une cellule doit être dans le tétraèdre

correspondant de la triangulation de Delaunay [Ver96], ce qui peut aussi constituer

un critère de qualité du maillage.

Raffinement local : il permet d’améliorer la précision des résultats dans les zones d’in-

térêt du réservoir, en limitant la dispersion numérique due à la taille des cellules.

Différentes méthodes existent pour construire une triangulation de Delaunay respec-

tant un champ de densité, puis pour construire le diagramme de Voronöı par dualité

[Lep03, PLDM05, EM10]. Le champ de densité peut également être directement in-
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2.5 Contributions

tégré à une optimisation CVT [DFG99, LWL+09].

Anisotropie : le contrôle de l’anisotropie des cellules permet de réduire les erreurs

d’homogénéisation et de dispersion numérique. Une anisotropie peut être introduite

dans les diagrammes de Voronöı à travers les diagrammes de Voronöı anisotropes

[ACSD+03, DW05, VCP08]. L’optimisation par minimisation de fonctions intégrant

l’anisotropie [LL10] peut également être utilisée pour modifier l’anisotropie des cel-

lules de Voronöı.

Disposition le long des lignes d’écoulement : une formulation TPFA peut être pro-

posée lorsque les points sont disposés le long d’une même ligne d’écoulement

[HBMC91]. Une méthodologie récente [MDH06] propose de placer initialement les

points le long des lignes d’écoulement, puis d’optimiser localement la qualité des cel-

lules de Voronöı. Même si l’alignement est perturbé au profit de la qualité des cellules,

les erreurs de discrétisation sont estimées plus faibles qu’avec un diagramme de Vo-

ronöı quelconque.

Conformité aux surfaces : le but est de ne pas avoir de cellules à cheval sur une surface

de faille ou d’horizon. Cela permet de réduire les erreurs d’homogénéisation et de

dispersion. En plaçant les points symétriquement de part et d’autre des surfaces

[CNG+01, BGLW09], les faces des cellules d’un diagramme de Voronöı s’alignent sur

ces surfaces et les cellules ne sont pas à cheval.

Disposition le long des puits : le calcul de l’indice de puits dépend de la position du

puits à l’intérieur de la cellule intersectée, et de la forme de la cellule. Le but est

d’avoir une cellule centrée sur le puits et la plus compacte possible. Par ailleurs,

l’écoulement autour du puits étant radial, les cellules entourant le puits doivent avoir

une disposition radiale pour minimiser les erreurs de dispersion. Des modules de puits

peuvent ainsi être placés au sein d’une grille de Voronöı isotrope [PA94b].

2.5 Contributions

Les travaux listés ci-dessus permettent de construire des grilles de Voronöı en respec-

tant une ou deux contraintes simultanément, par exemple la taille des cellules et leur qua-

lité. Toutefois, aucune approche ne permet à notre connaissance de satisfaire toutes ces

contraintes simultanément. Il y a deux raison à la nécessité de satisfaire les contraintes

simultanément :

– si les contraintes sont satisfaites les unes à la suite des autres, la nieme contrainte

doit être satisfaite en appliquant une optimisation de la grille qui satisfait les n − 1

contraintes précédentes. Cela réduit d’autant les méthodes disponibles et applicables

actuellement, car ce ne sont pas toutes des méthodes d’optimisation ;

– certaines contraintes peuvent être contradictoires et un compromis doit être fait en

fonction de l’importance accordée localement à chaque contrainte. Le réglage fin du

compromis peut se révéler fastidieux si un va-et-vient permanent doit être fait entre

des contraintes contradictoires.

Les méthodes développées ici sont des méthodes d’optimisation de la position des points

par minimisation d’une ou plusieurs fonctions objectif traduisant les contraintes géomé-

triques à respecter. Le principal avantage est que ces fonctions objectif sont minimisées

simultanément, et donc que les contraintes géométriques sont honorées simultanément.
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Motivation et résumé des contributions

Dans ce chapitre, nous montrons que la compacité des cellules peut être considérée

comme un critère de qualité pouvant réduire plusieurs types d’erreur. Des algorithmes

existent déjà pour garantir une compacité maximale des cellules d’un diagramme de Vo-

ronöı. Nous les appliquons pour générer des grilles réservoir de qualité optimale et nous

menons une étude comparative des résultats de simulation sur ce type de grille.

Ces contributions n’ont pas fait l’objet d’une publication à l’heure actuelle.

3.1 Définition d’un critère de qualité des cellules

Du point de vue de la discrétisation et de la résolution des équations de l’écoulement en

milieu poreux, la qualité des cellules en milieu isotrope peut répondre à plusieurs exigences :

– compacité et dispersion : comme vu en introduction, lors de la résolution numé-

rique des équations, la forme des cellules influence la vitesse de propagation du fluide.

Pour minimiser ces erreurs de dispersion numérique, les cellules doivent être les plus

compactes possible (idéalement des sphères en milieu isotrope) ;

– compacité et indice de puits : pour le calcul de l’indice de puits, une des conditions

de l’application des méthodes de Peaceman ou de Palagi [Pea78, PA94a] est que les

cellules aient un rapport diagonale.Max
diagonale.Min inférieur à 2. Autrement dit, il faut que les

cellules soient le plus compactes possible ;

– position des sommets : un certain nombre de méthodes de discrétisation néces-

sitent que les sommets des cellules de Voronöı soient dans leur triangle respectif de

la triangulation de Delaunay (voir par exemple [Ver96]), ce qui peut être vu comme

un critère de qualité des cellules. Pour illustrer de manière simple cette contrainte,

prenons l’exemple d’une discrétisation similaire à celle présentée par [PA91], mais où

la perméabilité k est isotrope et constante sur chaque triangle de la triangulation de

Delaunay (figure 3.1a). Dans ce cas, une discrétisation TPFA peut être réalisée, et

pour chaque morceau de face inclus dans un triangle t donné, une expression de la
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Chapitre 3. Qualité des cellules

xi

xj

xk

Atij

t, k

(a)

xi

xj

xk

(b)

Figure 3.1 – Discrétisation TPFA pour la partie d’une face Atij d’une cellule de Voronöı

incluse dans un triangle t (en gris) sur lequel la perméabilité k est constante et isotrope. Le

centre du cercle circonscrit au triangle t est un sommet de la cellule de Voronöı matérialisé

par un cercle. T tij =
kAt

ij

dij
(a) Le sommet de la cellule de Voronöı est dans le triangle :

discrétisation correcte. (b) Le sommet de la cellule de Voronöı n’est pas dans le triangle :

discrétisation incorrecte.

transmissibilité T tij à travers la face d’aire Atij peut être écrite :

T tij =
kAtij
dij

(3.1)

où dij est la distance entre les points xi et xj . Pour que cette discrétisation soit valable,

il faut que le sommet de la cellule de Voronöı soit dans le triangle correspondant. Dans

le cas contraire (figure 3.1b), la perméabilité n’est plus constante sur le morceau de

facette et la formule précédente ne peut être appliquée ;

– taille des facettes : lors de la discrétisation, à chaque facette d’un volume de contrôle

est associée une valeur de transmissibilité. Cependant, lorsque l’aire de la facette

est petite voire négligeable comparée aux autres facettes du volume de contrôle, sa

contribution à l’écoulement est négligeable et ralentit la résolution numérique des

équations. Il est donc souhaitable d’avoir des facettes ayant toute une aire du même

ordre de grandeur, afin que leur contribution à l’écoulement soit également du même

ordre de grandeur. Cela peut être autrement formulé comme la suppression autant

que possible des petites facettes.

Chaque critère de qualité peut faire l’objet d’une contrainte géométrique à satisfaire.

Cependant, il existe des grilles qui peuvent potentiellement toutes les honorer : les

diagrammes de Voronöı barycentriques.

Les diagrammes de Voronöı barycentriques ou CVT [DFG99] sont définis par la position

des points xi aux barycentres x∗i des cellules de Voronöı Vi (figure 3.2). Ils garantissent une

compacité maximale des cellules. Cela satisfait l’exigence de compacité des cellules relative

à la minimisation de la dispersion et au calcul des indices de puits en milieu isotrope.

Concernant la position des sommets, il semblerait que les diagrammes de Voronöı bary-

centriques permettent de réduire les cas où le sommet de la cellule de Voronöı n’est pas dans

le triangle correspondant. Cette intuition repose sur l’observation en 2D que les cellules d’un

diagramme de Voronöı barycentrique en domaine infini sont des hexagones parfaits, dont
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3.2 Diagrammes de Voronöı barycentriques et algorithmes

(a) (b)

Figure 3.2 – Diagramme de Voronöı (lignes noires) et triangulation de Delaunay (lignes

grises) pour dix points en 2D. (a) Les barycentres des cellules de Voronöı sont figurés par

des cercles. (b) Dans les diagrammes de Voronöı barycentriques, les points sont situés aux

barycentres (extrait de [DFG99]).

les sommets sont effectivement dans les triangles correspondant (la forme hexagonale des

cellules est observée pour un minimum global de la fonction décrite au paragraphe suivant).

Cette intuition reste cependant à prouver.

Concernant les petites facettes, les diagrammes de Voronöı barycentriques permettent

d’uniformiser la taille des facettes d’une cellule de Voronöı, du fait de leur compacité maxi-

male.

Enfin, les diagrammes de Voronöı barycentriques permettent également de garantir une

approximation du second ordre optimale pour la discrétisation des équations différentielles

en volumes finis [DFG99].

Les diagrammes de Voronöı barycentriques offrent donc de nombreux atouts pour la

discrétisation et la résolution numérique des équations de l’écoulement en milieu poreux.

Dans ce chapitre, les principes des diagrammes de Voronöı barycentriques et quelques algo-

rithmes développés pour les obtenir sont rappelés [LWL+09, YLL+09, YWLL10]. Puis, ces

algorithmes sont appliqués pour générer des grilles réservoir, et les améliorations apportées

par ces grilles par rapport à des diagrammes de Voronöı quelconques sont présentées.

3.2 Diagrammes de Voronöı barycentriques et algorithmes

3.2.1 Algorithme de Lloyd et fonction FCV T

Considérons un ensemble de N points X et le diagramme de Voronöı associé dans le

domaine Ω. Le diagramme de Voronöı est barycentrique si les points xi se situent aux

barycentres x∗i des cellules de Voronöı Vi. Le barycentre peut s’écrire comme la moyenne

des points de la cellule, c’est-à-dire le rapport entre l’intégrale des points de la cellule Vgi
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et la masse de la cellule mi :

x∗i =
Vgi
mi

=

∫
Vi
ydy∫

Vi
dy

(3.2)

Une disposition quelconque des points ne correspond presque jamais à un diagramme

de Voronöı barycentrique. La question est donc de proposer un algorithme permettant

d’obtenir un diagramme de Voronöı barycentrique.

À partir d’un ensemble de points quelconque, l’algorithme de Lloyd [Llo82] déplace itéra-

tivement les points de manière à converger vers un diagramme de Voronöı barycentrique :

à chaque itération, les cellules de Voronöı et leur barycentre sont calculés. Puis les points

sont déplacés aux barycentres des cellules. Les cellules de Voronöı et leur barycentre sont

alors recalculés à l’itération suivante et l’algorithme boucle jusqu’à ce qu’un critère de

convergence soit atteint.

Un autre point de vue consiste à étudier la valeur d’une fonction FCV T , ou puissance

du bruit d’échantillonnage, qui est une mesure du moment d’inertie des cellules en fonction

de la position des points X [DFG99].

FCV T =
N∑
i=1

∫
Vi

‖y − xi‖2dy (3.3)

Cette fonction est minimale lorsque la position des points correspond à un diagramme

de Voronöı barycentrique. L’objectif est donc de minimiser cette fonction en déplaçant

itérativement les points. Pour cela, son gradient est calculé sur chaque cellule de Voronöı :

∇FCV T,i = 2mi(xi − x∗i ) (3.4)

Minimiser la fonction FCV T revient donc à annuler le gradient, c’est-à-dire à avoir xi = x∗i
ce qui est la définition d’un diagramme de Voronöı barycentrique.

Cette fonction est en outre C2 [LWL+09], c’est-à-dire que le Hessien (ou dérivée seconde)

est continu, lorsque le domaine Ω est compact et convexe. Des algorithmes de type Newton

peuvent donc être utilisés afin d’accélérer la minimisation de la fonction FCV T . Toutefois, le

calcul du Hessien est coûteux en temps. Le Hessien peut être approché à partir du gradient

et de la valeur de la fonction afin de limiter le temps de calcul [LWL+09].

3.2.2 Calcul des intégrales

Pour minimiser la fonction FCV T et obtenir un diagramme de Voronöı barycentrique, il

faut calculer la valeur de la fonction FCV T et son gradient. Cela peut être réalisé formelle-

ment en calculant les intégrales de l’équation (3.3) sur les cellules de Voronöı. Pour cela, les

cellules de Voronöı sont découpées en simplexes dit d’intégration [YLL+09, YWLL10, LL10]

sur lesquels le théorème d’Avrachenkov [LA01] est appliqué. Les conditions d’application

en dimension quelconque sont les suivantes :

Soit ∆d un simplexe non dégénéré de dimension d et de sommets {vi}di=0.

Soit p(x) : Rd → R un polynôme homogène de degré q. Le polynôme p est dit homogène

de degré q (ou q-homogène) si p(λx) = λqp(x), ∀λ > 0, x ∈ Rd.
La forme multi-linéaire symétrique H(x1, . . . , xq) : (Rd)q → R est associée au poly-

nôme p de sorte que p(x) = H(x, . . . , x) (par exemple avec la méthode de Gauss). La
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forme H est dite symétrique si la valeur H(x1, . . . , xq) est invariante par permutation des

variables x1, . . . , xq. Elle est dite multi-linéaire (ou q-linéaire) si ∀(a, b) ∈ R2, ∀i ∈ [1, q],

H(x1, . . . , ax
′
i + bx

′′
i , . . . , xq) = aH(x1, . . . , x

′
i, . . . , xq) + bH(x1, . . . , x

′′
i , . . . , xq).

La formule suivante peut alors être appliquée :∫
∆d

p(x) dx =

∫
∆d

H(x, . . . , x) dx =
vol(∆d)(
d+q
q

)
 ∑

0≤i1≤i2,...,≤iq≤d
H(vi1 , vi2 , . . . , viq)

 (3.5)

Lors du découpage d’une cellule de Voronöı [LL10], un simplexe d’intégration

∆(xi, v1, v2, v3) est composé de trois points v1, v2, v3 d’une face d’une cellule de Voro-

nöı et du point xi (figure 3.3). Une translation à l’origine ∆′ du simplexe initial ∆ est

d’abord effectuée en posant Y = y − xi, ∆′(V0, V1, V2, V3) = ∆ − xi où V0 = xi − xi = 0,

V1 = v1 − xi, V2 = v2 − xi et V3 = v3 − xi.

FCV T |∆ =

∫
∆
‖y − xi‖2 dy =

∫
∆′
Y 2 dY (3.6)

Le polynôme homogène p de degré 2 et la forme multi-linéaire symétrique H sont ensuite

posés comme suit :

p(Y ) = Y 2 = x2 + y2 + z2 , H(Y1, Y2) = Y t
1Y2 = x1x2 + y1y2 + z1z2 (3.7)

En application du théorème d’Avrachenkov, il est possible d’écrire, après simplification, et

en remarquant que V0 = 0 et vol(∆′) = vol(∆) :

FCV T |∆ =
vol(∆′)(

3+2
2

) ∑
0≤i1≤i2≤3

H(Vi1 , Vi2) =
vol(∆)

10

∑
1≤i≤j≤3

V t
i Vj (3.8)

Les résultats pour chaque simplexe d’intégration sont ensuite sommés pour obtenir la

valeur finale de la fonction FCV T . Le même procédé est appliqué au gradient ∇FCV T |∆
relatif au simplexe ∆ :

mi|∆ =

∫
∆

dy = vol(∆) (3.9)

Vgi|∆ =

∫
∆
y dy =

vol(∆)

4
(v1 + v2 + v3) (3.10)

∇FCV T |∆ = 2ximi|∆ − 2Vgi|∆ (3.11)

3.3 Génération de grilles réservoir barycentriques

Afin d’observer l’effet de la qualité des cellules sur les résultats de simulation, des compa-

raisons sont effectuées entre une grille fine, qui servira de référence, et deux grilles réservoir,

l’une quelconque et l’autre barycentrique.

Le modèle considéré est un réservoir 2D synthétique homogène avec une perméabilité iso-

trope de 500 mD et une porosité de 0.2. Quatre puits injecteurs sont disposés autour d’un

puits producteur. Le réservoir est carré et mesure 1 km de côté (figure 3.4). Une grille

géologique fine cartésienne de 100×100 cellules est construite et remplie avec les valeurs

constantes de perméabilité et de porosité. Une discrétisation TPFA est réalisée pour calcu-

ler les transmissibilités et la formule de Peaceman est utilisée pour calculer les indices de
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xi

v1

v2

v3

Figure 3.3 – Simplexe d’intégration d’une cellule de Voronöı 3D

(a) Grille géologique (b) Grille Voronöı quelconque (c) Grille Voronöı barycentrique

Figure 3.4 – Cas homogène 2D, les grilles de simulation utilisées pour estimer l’impact

de la qualité des cellules sur les résultats de simulation. Quatre puits injecteurs (en noir)

encadrent un puits producteur (en gris).

puits. Enfin une simulation est réalisée avec les paramètres présentés en annexe dans le ta-

bleau A.2 et sert de référence. Le simulateur utilisé est GPRS (General Purpose Reservoir

Simulator) développé à l’université de Stanford [Cao02]. Pour toutes les simulations, un

modèle dit “BlackOil”, correspondant à un écoulement diphasique (eau et huile), est utilisé.

Deux grilles réservoir de Voronöı sont générées à partir de 625 points (figure 3.4). Dans

la première, les points sont positionnés au hasard. Dans la seconde, les points sont opti-

misés pour produire un diagramme de Voronöı barycentrique. Les valeurs constantes de

perméabilité et de porosité sont affectées aux cellules et une discrétisation TPFA est appli-

quée. Enfin une simulation est réalisée sur chaque grille pour comparer avec les résultats

de référence. Les grilles sont générées à l’aide d’un plugin développé sous Gocad qui per-

met d’utiliser les algorithmes d’optimisation des diagrammes de Voronöı [LL10, YWLL10]

puis de faire l’export vers GPRS [Vit07]. L’architecture du plugin, ainsi que les structures

utilisées sont présentées en annexe C. Quelques critères de comparaison traditionnellement

utilisés dans l’industrie sont considérés :

– avancée du front de saturation S,

– courbe de proportion d’eau WC dans le puits producteur :

WC = qw
qw+qo

où qw et qo sont les débits respectifs en eau et en huile,

– courbe de récupération totale en huile RF :
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RF = V 0
o −Vo
V 0
o

où V 0
o est le volume d’huile initial dans le réservoir et Vo est le volume

d’huile produit.

Afin de comparer quantitativement les fronts de saturation (figure 3.5), des cartes de diffé-

rence entre les grilles sont tracées. Ces cartes sont obtenues en se plaçant dans la grille fine

et pour chaque cellule fine, la cellule de la grille réservoir contenant le centre de la cellule

fine est considérée. La valeur absolue de la différence entre la saturation de la cellule fine

Sfine et la saturation de la cellule réservoir Sres est calculée : diff = |Sfine − Sres|. Les

histogrammes correspondants sont ensuite tracés. Enfin, la somme des différences au carré

sommediff est également calculée : sommediff =
∑

(Sfine − Sres)2

Une amélioration visuelle du front de saturation (figure 3.5) est observée pour la grille

de Voronöı barycentrique : le front est plus régulier et reproduit mieux les limites du front

de saturation de référence. Cela indique une réduction de la dispersion numérique due aux

cellules de mauvaise qualité.

Les cartes de différence présentent (figure 3.5) à nouveau une plus grande régularité

pour la grille barycentrique. Les histogrammes de différence, leurs valeurs caractéristiques

et la valeur de sommediff (tableau 3.1) soulignent une légère amélioration pour la grille

barycentrique.

La courbe de proportion d’eau (figure 3.6) de la grille quelconque est plus proche de la

courbe de référence que celle de la grille barycentrique. Notamment, la première inflexion

de la courbe (correspondant à l’arrivée d’eau dans le puits producteur) pour la grille bary-

centrique est précoce (55j au lieu de 70j). Cela peut s’expliquer par la dispersion numérique

due à la taille des cellules de la grille. Cet effet est moins observé sur la grille quelconque car

des petites cellules viennent s’intercaler aléatoirement entre de grosses cellules, minimisant

les effets de dispersion. Le chapitre suivant présente une méthode pour remédier à cet effet

à l’aide de raffinements locaux.

Les courbes de récupération totale en huile (figure 3.6) sont quasiment superposées et

ne permettent pas de discriminer une grille par rapport à l’autre en termes de précision

des résultats.

Pour le calcul de l’indice de puits, le rapport diagonale.max
diagonale.min des cellules peut être approché

par le rapport dist.max
dist.min où dist est la distance au barycentre de la cellule voisine. Pour la

grille barycentrique, ce rapport est inférieur à 1.52 (tableau 3.2), assurant une discrétisation

correcte selon les critères de Peaceman. Au contraire pour la grille quelconque, ce rapport

est supérieur à 2 au niveau de deux puits injecteur et du puits producteur.

Concernant les temps de calcul, la résolution sur la grille quelconque est 50% plus longue

que sur la grille barycentrique (tableau 3.2), alors que le nombre de connexions est sensible-

ment équivalent. Cela est dû à l’hétérogénéité des valeurs de transmissibilité qui conditionne

l’efficacité du simulateur. En effet, les aires des facettes sont beaucoup plus homogènes pour

la grille barycentrique que pour la grille quelconque et les très petites facettes sont inexis-

tantes. L’aire des facettes a un impact direct sur le calcul des transmissibilités. Les valeurs

de transmissibilité dans la grille barycentrique ont ainsi un écart type de 338.111mD.ft,

alors que dans la grille quelconque, l’écart type est de 28969.2mD.ft.
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(a) Grille géologique (b) Grille Voronöı quelconque (c) Grille Voronöı barycentrique
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Figure 3.5 – Influence de la qualité des cellules sur les résultats de simulation. (a-c) Front

de saturation en huile So au temps t = 200j. (d-e) Cartes de différence de saturation

|Sfine − Sres|. (f-g) Histogrammes des différences de saturation.

Grille minimum maximum moyenne écart type sommediff
Quelconque 0.000034 0.385579 0.053577 0.0567754 59.7246

Barycentrique 0 0.344627 0.0510909 0.0532434 53.365

Tableau 3.1 – Valeurs caractéristiques des histogrammes de différence de saturation (fi-

gure 3.5). sommediff =
∑

(Sfine − Sres)2.
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(a) WC (b) RF

Figure 3.6 – Influence de la qualité des cellules sur les résultats de simulation. (a) Courbes

de proportion d’eau dans le puits producteur. (b) Courbes de récupération totale en huile.

Temps Nombre Aire Transm. max
min distance au

Grille (s) connexions (m2) (mD.ft) barycentre voisin

Quelconque 44 1803 0.013 - 500 0.26 - 1.02 106 1.06 - 4.09

Barycentrique 30 1781 27.06 - 255.40 248.77 - 2904.29 1.00 - 1.52

Tableau 3.2 – Influence de la qualité des cellules sur les performances de simulation. Les

fourchettes indiquées correspondent aux valeurs minimales et maximales pour le paramètre

considéré.

Conclusion

Sur l’exemple étudié, la grille de Voronöı barycentrique offre une amélioration globale de la

qualité des résultats de simulation par rapport aux grilles de Voronöı quelconques : amé-

lioration de la régularité du front de saturation et des différences de saturation avec les

résultats de référence, réduction du temps de calcul. Par contre, les courbes de proportion

d’eau indiquent une arrivée d’eau précoce dans le puits producteur pour les grilles barycen-

triques, due à la dispersion numérique, ce qui avait déjà été observé par d’autres auteurs sur

les grilles grossières de manière générale. Afin de remédier à ce problème, le chapitre suivant

présente une contrainte sur la densité des cellules permettant des raffinements locaux.
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Chapitre 4

Variation de densité des cellules
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Motivation et résumé des contributions

Lors de l’étude des écoulements dans un réservoir, les hétérogénéités pétrophysiques et

la disposition des puits ont un fort impact sur les écoulements. Il arrive fréquemment que

des zones ne présentent aucun écoulement et que d’autres les concentrent, notamment dans

les réservoirs contenant des chenaux. Les grilles réservoir doivent refléter ces différentes

zones d’écoulement afin de privilégier les zones d’intérêt, par exemple en faisant varier la

densité des cellules. Cette idée est depuis longtemps exploitée pour produire des grilles

réservoir donnant des résultats de simulation plus proches des résultats de référence, et

cela avec des grilles structurées ou non structurées.

Nous proposons ici d’utiliser les algorithmes les diagrammes de Voronöı barycentriques

incluant une densité. Ces algorithmes existent déjà et sont notamment utilisés pour générer

des diagrammes de Voronöı restreints à une surface avec un bon échantillonnage. Nous

étendons les formules existantes aux diagrammes de Voronöı 3D et nous les appliquons

pour générer des grilles réservoir avec raffinement. Un solveur est également proposé pour

ces algorithmes afin de tenir compte des hétérogénéités de densité, fréquemment rencontrées

dans les réservoirs. Nous développons en outre des algorithmes de changement d’échelle des

paramètres de simulation tirant bénéfice des spécificité des diagrammes de Voronöı. Enfin,

nous menons une étude comparative des résultats de simulation sur les grilles générées.
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Le solveur et les algorithmes de changement d’échelle ont été présentés lors de la 13e

“European Conference on Mathematics of Oil Recovery” (ECMOR XIII), Biarritz (France)

2012 [MGL12] et ont été soumis pour publication dans le journal Computational Geos-

ciences. L’étude comparative a été présentée lors du 31e “Gocad Meeting”, Nancy (France)

2011 [SCM11].

4.1 Définition d’un champ de densité

Le raffinement local dans une grille réservoir a trois objectifs :

– minimiser les erreurs d’homogénéisation lors du changement d’échelle, dans les zones

à forte variation de perméabilité avec des cellules de petite taille ;

– gagner en précision lors de la simulation dans les zones d’intérêt du réservoir (forte

vitesse, forte vorticité, gradient de saturation élevé. . . ) avec des cellules de petite

taille. Les erreurs de dispersion sont ainsi minimisées dans ces zones ;

– gagner en efficacité lors de la simulation dans les zones de moindre intérêt du réservoir

avec des cellules de grande taille.

Trois paramètres sont utilisés traditionnellement pour définir les zones à forte densité

et les zones à faible densité [MM10] : la perméabilité, la vitesse d’écoulement du fluide et la

vorticité du fluide. Le premier paramètre est une propriété statique de la grille géologique.

Les deux derniers sont des propriétés dynamiques, c’est-à-dire qu’une solution de l’équation

de pression est requise sur la grille géologique. Le champ de densité est traditionnellement

stocké dans une grille cartésienne.

4.1.1 Densité définie par la perméabilité

Deux critères du champ de perméabilité peuvent servir pour définir la densité :

– lorsque la perméabilité est élevée, l’écoulement est susceptible d’être important et

un gain de précision dans ces zones d’intérêt est souhaitable. La densité est donc

déterminée proportionnellement à la valeur de la perméabilité ;

– lorsque la perméabilité varie fortement, l’écoulement varie également fortement et un

gain de précision est souhaitable. De plus, afin de minimiser les erreurs d’homogé-

néisation, de plus petits volumes de contrôle sont souhaitables. La variation de la

perméabilité peut être appréciée à l’aide de la vorticité (paragraphe 4.1.3).

Le tenseur de perméabilité k est une propriété physique des formations géologiques. Il

est supposé positif symétrique à l’échelle de la grille géologique.

k =

kxx kxy kxz
kxy kyy kyz
kxz kyz kzz

 (4.1)

Dans le cas isotrope, la perméabilité peut se ramener à une propriété scalaire (kxx = kyy =

kzz = k ≥ 0, kxy = kxz = kyz = 0) et la densité peut être définie proportionnellement à

la valeur de la perméabilité. Dans le cas d’un tenseur diagonal, elle peut se ramener à une

propriété vectorielle 3D (kxx ≥ 0, kyy ≥ 0, kzz ≥ 0, kxy = kxz = kyz = 0) et la densité peut

être définie proportionnellement à la norme du vecteur.
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4.1 Définition d’un champ de densité

v0

v1

v2

v3

v4

v5

(a)

~uf0

v1vi−1
1

v2vi−1
2

v4

v5vi−1
5

(b)

Figure 4.1 – Composante du vecteur vitesse sur une cellule fine. (a) Composantes nor-

males sortantes du vecteur vitesse pour chaque face. (b) Vecteur vitesse moyen sur la face

0 de la cellule i (à droite) en fonction des composantes normales sortantes des cellules i et

i− 1.

4.1.2 Densité définie par la vitesse d’écoulement

Le champ de vitesse u est une propriété dynamique et nécessite la résolution de

l’équation de pression sur la grille géologique. Pour cette résolution, les conditions aux

limites du réservoir prévues pour la simulation sont utilisées. En ingénierie réservoir,

il est souvent admis que le champ de pression est sensiblement équivalent pour le

cas monophasique et le cas multiphasique. La résolution du cas monophasique est

ainsi généralement privilégiée, car plus rapide. Une autre approximation généralement

admise est de considérer que le champ de pression, calculé pour l’état initial du réser-

voir, est constant au cours de la simulation. Cela est vrai dans le cas monophasique,

mais faux dans le cas multiphasique du fait des changements de saturation dans les cellules.

Traditionnellement, l’équation de pression est résolue dans une grille géologique structu-

rée hexaédrique et le champ de pression permet de déduire la composante normale sortante

du vecteur vitesse pour chaque face, soit un vecteur V = [v0 v1 v2 v3 v4 v5] (figure 4.1a).

Lorsque la grille est cartésienne, le vecteur vitesse moyen u au sein d’une cellule peut en-

suite être calculé ~u = [v3−v02
v4−v1

2
v5−v2

2 ]. Une précision accrue étant souhaitable là où

la vitesse est élevée, la densité du maillage peut donc être définie proportionnellement à la

norme du vecteur vitesse moyen.

4.1.3 Densité définie par la vorticité

Le champ de vorticité ω est une propriété dynamique [AFMK07, MM10, EM10].

Il est défini par l’opérateur rotationel appliqué au champ de vitesse ~ω = ∇ × ~u =[
∂uz
∂y −

∂uy
∂z

∂ux
∂z −

∂uz
∂x

∂uy
∂x −

∂ux
∂y

]
En utilisant l’équation de Darcy dans le cas d’une

perméabilité isotrope, la vorticité peut s’écrire [AFMK07] :

~ω = −~u∇ lnK (4.2)
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Chapitre 4. Variation de densité des cellules

Une vorticité élevée correspond donc soit à une valeur du champ de vitesse élevée, soit

à une forte variabilité spatiale du champ de perméabilité. Cette conclusion peut être

étendue au cas d’un tenseur de perméabilité non isotrope [AFMK07]. Un raffinement est

souhaitable dans les zones de vorticité élevée, soit pour un gain de précision lors de la

simulation, soit pour une diminution des erreurs d’homogénéisation lors du changement

d’échelle. La densité est alors déterminée proportionnellement à la valeur de la norme du

vecteur vorticité.

Lorsque la grille fine sur laquelle est stockée le champ de vitesse est cartésienne, le

champ de vorticité peut être approché à partir des vecteurs vitesse moyens sur les faces

des cellules [AFMK07] (figure 4.1b). Les vecteurs vitesses moyens sur les faces {~ufi}5i=0

sont calculés à partir des composantes normales sortantes V des faces adjacentes dans la

direction considérée. Les exposants font références aux cellules voisines.

~uf0 = [ −v0
v4+vi−1

4 −v1−vi−1
1

4
v5+vi−1

5 −v2−vi−1
2

4 ]

~uf3 = [ +v3
v4+vi+1

4 −v1−vi+1
1

4
v5+vi+1

5 −v2−vi+1
2

4 ]

~uf1 = [
v3+vj−1

3 −v0−vj−1
0

4 −v1
v5+vj−1

5 −v2−vj−1
2

4 ]

~uf4 = [
v3+vj+1

3 −v0−vj+1
0

4 +v4
v5+vj+1

5 −v2−vj+1
2

4 ]

~uf2 = [
v3+vk−1

3 −v0−vk−1
0

4
v4+vk−1

4 −v1−vk−1
1

4 −v2 ]

~uf5 = [
v3+vk+1

3 −v0−vk+1
0

4
v4+vk+1

4 −v1−vk+1
1

4 +v5 ]

(4.3)

Le vecteur vorticité utilise les composantes tangentielles des vecteurs vitesses moyens sur

les faces pour approximer l’opérateur rotationel, avec ∆x, ∆y et ∆z les dimensions d’une

cellule :
~ωx =

uf4z−uf1z
∆y − uf5y−uf2y

∆z

~ωy =
uf5x−uf2x

∆z − uf3z−uf0z
∆x

~ωz =
uf3y−uf0y

∆x − uf4x−uf1x
∆y

(4.4)

Le même résultat peut être obtenu directement à partir des vitesses moyennes des cellules

adjacentes dont la formule est donnée au paragraphe 4.1.2.

4.1.4 Méthodes de génération de grilles non structurées raffinées

Les méthodes de génération de grilles réservoir raffinées sont historiquement regroupées

selon la propriété ayant servie pour définir la densité : génération basée perméabilité PB,

génération basée écoulement pour la vitesse FB, génération basée vorticité VB. Toutefois,

les auteurs d’une méthode donnée proposent souvent une approche qui peut s’appliquer

à n’importe quel champ de densité. Plusieurs travaux ont été réalisés sur des grilles non

structurées non Voronöı (voir par exemple [Pre03]). Seuls les travaux réalisés pour obtenir

des grilles de Voronöı raffinées selon un champ de densité sont présentés ci-dessous.

Une première approche [Lep03, PLDM05] consiste à construire une triangulation de

Delaunay à partir d’un jeu de points initial, puis à insérer des points supplémentaires pour

améliorer la qualité de la triangulation, tout en tenant compte d’un champ de densité

prédéfini et en respectant le critère de Delaunay. Le dual de la triangulation est ensuite

construit pour former la grille de Voronöı. Cette technique s’applique en 3D (figure 4.2a) et

permet aussi d’avoir une triangulation conforme aux frontières (le diagramme de Voronöı

n’est pas directement conforme aux frontières).

38
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Figure 4.2 – Raffinement local sur des grilles de Voronöı. (a) [PLDM05] : champ de vitesse

obtenu sur la grille fine (haut) et servant de champ de densité pour la grille réservoir (bas).

(b) [EM10] : technique d’avancée de front pour générer la triangulation de Delaunay (haut)

et exemple de grille réservoir raffinée dans les zones de fort écoulement. (c) [DFG99] :

échantillonnage initial du domaine (haut) et grille de Voronöı barycentrique obtenue après

minimisation de la fonction FCV T (bas). Le champ de densité est défini par e−20x2−20y2 +

0.05sin2(πx)sin2(πy).

Une autre approche [EM10] est d’utiliser une technique d’avancée de front pour générer

une triangulation de Delaunay. Les points sont ajoutés depuis le bord extérieur du réservoir

vers l’intérieur en tenant compte d’une grille de fond stockant le champ de densité. Le dual

de la triangulation est ensuite construit pour former la grille de Voronöı (figure 4.2b). La

grille de fond est remplie à partir de n’importe quel type d’éléments nécessitant une densité

plus élevée : puits, faille, champs de perméabilité, de vitesse ou de vorticité. . . Une équation

type diffusion de la chaleur est résolue sur la grille à partir de ces éléments qui sont identifiés

comme sources. Le principal avantage de cette technique est de garantir une variation douce

de la densité tout en tenant compte de sources multiples.

La méthode proposée ici consiste à générer des grilles réservoir en travaillant directement

sur les cellules d’un diagramme de Voronöı barycentrique. Un champ de densité peut en effet

être ajouté dans la définition du barycentre des cellules [DFG99, LWL+09]. Cela permet

d’honorer deux contraintes simultanément, concernant la qualité des cellules d’une part et

le raffinement local d’autre part (figure 4.2c).
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Chapitre 4. Variation de densité des cellules

4.2 Grilles réservoir barycentriques avec raffinement

4.2.1 Barycentre avec densité et fonction FCV T

Les formulations du barycentre des cellules x∗i et de la fonction FCV T (paragraphe 3.2.1)

incluant un champ de densité ρ sont les suivantes [DFG99, LWL+09] :

x∗i =
Vgi
mi

=

∫
Vi
ρ(y)ydy∫

Vi
ρ(y)dy

(4.5)

FCV T =

N∑
i=1

∫
Vi

ρ(y)‖y − xi‖2dy (4.6)

La formulation de la dérivée est identique à celle de l’équation (3.4).

Il faut bien voir que la définition des cellules de Voronöı reste inchangée (propriété

de proximité, sans densité), et donc que le barycentre avec densité est différent du

barycentre géométrique. Sur la figure 4.2c, les cellules sont barycentriques du point de

vue du champ de densité. Il peut donc arriver que les sommets des cellules ne soient plus

systématiquement dans les triangles du Delaunay dual. Toutefois, pour la majorité des

cellules, les sommets sont dans le triangle correspondant si la densité varie de manière lisse

vis-à-vis de la taille des cellules.

4.2.2 Calcul des intégrales

Le calcul des intégrales suit le même déroulement que celui présenté au paragraphe 3.2.2

en utilisant le théorème d’Avrachenkov [LA01]. Pour cela, le champ de densité est supposé

être une combinaison linéaire des valeurs de densité aux sommets du simplexe d’intégration

∆ = {xi, v1, v2, v3}.
ρ(y) = aty + b (4.7)

où a est une matrice 3× 3 et b un scalaire. Le champ de densité peut donc être considéré

comme un polynôme de degré 1.

Une translation à l’origine ∆′ du simplexe initial ∆ est d’abord effectuée en posant Y =

y−xi, ∆′ = ∆−xi (V1 = v1−xi, V2 = v2−xi, V3 = v3−xi et V0 = xi−xi) et ρ′(Y ) = ρ(y).

La fonction FCV T |∆ pour le simplexe d’intégration ∆ s’exprime alors comme :

FCV T |∆ =

∫
∆
ρ(y)‖y − xi‖2 dy =

∫
∆′
ρ′(Y )Y 2 dY (4.8)

Le polynôme homogène p de degré 3 et la forme multi-linéaire symétrique sont ensuite posés

comme suit :

p(Y ) = ρ′(Y )Y 2 , H(Y1, Y2, Y3) =
1

3

(
ρ′(Y1)Y t

2Y3 + ρ′(Y2)Y t
1Y3 + ρ′(Y3)Y t

1Y2

)
(4.9)

En application du théorème d’Avrachenkov, la fonction FCV T |δ peut donc être écrite et

simplifiée, en posant Sp =
∑3

i=0 ρ(vi) :

FCV T |∆ =
vol(∆′)

60

 ∑
1≤i≤j≤3

[Sp + ρ(vi) + ρ(vj)]V
t
i Vj

 (4.10)
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4.2 Grilles réservoir barycentriques avec raffinement

En procédant de même, le gradient de la fonction ∇FCV T |∆ relatif au simplexe ∆ peut être

obtenu :

mi|∆ =

∫
∆
ρ(y) dy =

vol(∆)

4
Sp (4.11)

Vgi|∆ =

∫
∆
ρ(y)y dy =

vol(∆)

20

[
3∑
i=1

[Sp + ρ(vi)]vi

]
(4.12)

∇FCV T |∆ = 2mi|∆xi − 2Vgi|∆ (4.13)

4.2.3 Utilisation d’un solveur approprié

Afin d’utiliser un solveur de type Newton [NW99] pour minimiser la fonction FCV T , il

faut que celle-ci soit C2, et donc que le champ de densité soit également C2 [LWL+09]. D’un

point de vue pratique, plusieurs considérations doivent être prises en compte :

1. lors de la construction de la grille réservoir, le champ de densité est généralement

défini de manière discrète dans une grille. Un point de l’espace donné aura la densité

de la cellule la plus proche ;

2. lors du calcul des intégrales sur les simplexes d’intégration, le champ de densité est

approché par une combinaison linéaire des valeurs de densité aux sommets du sim-

plexe ;

3. les réservoirs sont souvent très hétérogènes du point de vue de la perméabilité (alter-

nances de couches), de la vitesse (chenaux) ou de la vorticité.

Tous ces facteurs font que le champ de densité est rarement C2 en pratique et que les

solveurs de type Newton, par exemple H-LBFGS, utilisés pour minimiser la fonction FCV T
[LWL+09] ne fonctionnent pas correctement. Concrètement, les itérations de minimisation

s’arrêtent avant que les points de Voronöı aient une disposition optimale vis-à-vis des erreurs

de discrétisation et d’homogénéisation.

De manière générale, les fonctions minimisées dans ce travail ne sont pas C1 et a fortiori

pas C2. De ce fait, même une descente de gradient classique [PFTV92] ne peut pas être

appliquée pour minimiser ces fonctions. Un solveur de type descente de gradient est utilisé,

adapté de l’algorithme proposé initialement par [Niv12].

Ce solveur prend en compte la direction du gradient à l’itération précédente pour mettre

à jour le pas de déplacement de chaque point à chaque itération. Pour chaque point S, les

étapes suivantes sont réalisées :

Initialisation : Pas de déplacement : s0, gradient correspondant à S : ∇F0|S
À chaque itération i :

Calculer le gradient ∇Fi|S
Direction de déplacement : di = − ∇Fi|S

||∇Fi|S ||
Pas de déplacement :

Si ∇Fi|S et ∇Fi−1|S sont de sens opposés, si = αsi−1,

sinon si = βsi−1

Déplacer le point Si+1 = Si + sidi
Finalisation : Le nombre maximum N d’itérations est atteint.
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Chapitre 4. Variation de densité des cellules

s0(> 0), α(< 1), β(> 1) et N sont des constantes sans dimension définies par l’utilisa-

teur. Ce solveur donne une solution acceptable dans la plupart des cas après une cinquan-

taine d’itérations avec les fonctions décrites dans ce mémoire.

4.2.4 Cas d’étude 3D : modèle FluvSim

La littérature concernant le raffinement local des grilles non structurées fourni déjà

de nombreux exemples en 2D. Un réservoir en 3D est ici présenté afin d’illustrer les

potentialités de la méthode : FluvSim, un modèle synthétique de chenaux superposés. La

grille géologique est une grille structurée contenant 1 200 000 cellules (figure 4.3). Les

distributions de porosité et de perméabilité ont été générées indépendamment dans les

chenaux sableux et dans les argiles de l’encaissant à l’aide de variogrammes. Trois puits

injecteurs et trois puits producteurs ont été placés de façon à intersecter les chenaux.

L’équation de pression a été résolue à l’aide du plugin Gocad StreamLab [Fet07], avec les

paramètres présentés en annexe dans le tableau A.3, afin d’obtenir les champs de vitesse

et de vorticité.

Trois grilles réservoir ont été générées à partir de l’optimisation de 9 600 points, en

fonction de la valeur de la perméabilité, de la norme de la vitesse et de la norme de la

vorticité respectivement (figure 4.3). Toutes ces grilles sont barycentriques, ce qui garantit

une bonne qualité des cellules (chapitre 3).

Alors que le champ de perméabilité induit un raffinement dans tous les chenaux,

le champ de vitesse n’induit un raffinement que dans les chenaux où l’écoulement est

important, ce qui permet de concentrer les petites cellules dans ces zones d’intérêt. De

plus, le rapport des valeurs de vitesse extrêmes est 1 000 fois plus important que le rapport

des valeurs de perméabilité extrêmes, ce qui accrôıt les contrastes de densité.

Le champ de vorticité est plus élevé en bordure de chenal, où la variation des champs de

vitesse et de perméabilité est maximale. Seuls les chenaux où la vitesse est élevée ont une

vorticité élevée. Comparé au champ de vitesse, le champ de vorticité est plus étalé, ce qui

permet de prendre en compte une plus grande zone pour le raffinement. En contrepartie,

les valeurs de volumes sont plus homogènes, malgré un contraste de densité plus élevé.

S’il est possible de montrer l’influence du contraste de densité sur la dispersion des

valeurs de volume, il ne semble pas y avoir pas de lien évident. Par exemple, en ramenant

linéairement le contraste de perméabilité à 1.5 au lieu de 2.104 (figure 4.3), le rapport des

volumes extrêmes est réduit à 2.5 au lieu de 40 dans la grille générée. Au contraire, en

augmentant le contraste de perméabilité à 1.1010, le rapport des volumes reste sensiblement

égal à 40 dans la grille générée.

La technique présentée permet de réaliser des grilles réservoir barycentriques 3D raffinées

selon un champ de densité issu des informations géologiques ou d’écoulement simplifié.

Grâce au solveur spécifique utilisé, la méthode permet d’obtenir des grilles raffinées même

en présence de champs de densité avec de fortes variations locales de valeurs, ce qui est

souvent le cas avec les données géologiques. Un champ de densité avec des variations douces

permettrait en revanche d’améliorer la qualité des cellules barycentriques. Pour cela un pré

traitement du champ de densité pourrait être réalisé avec une méthode de grille de fond

[EM10].
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(a)
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Figure 4.3 – Grilles raffinées localement sur le modèle FluvSim pour 9 600 points. Trois

puits injecteurs (en noir) et trois puits producteurs (en gris) sont implantés verticalement

et traversent un ou plusieurs chenaux. (a) Champs de perméabilité sur la grille géologique.

Le rapport des valeurs de perméabilité extrêmes est de 2.104. Grille réservoir raffinée selon

la perméabilité. Le rapport des volumes extrêmes est de 40. (b) Champs de vitesse (norme

du vecteur vitesse). Le rapport des valeurs de vitesse extrêmes est de 3.107. Grille réservoir

raffinée selon la vitesse. Le rapport des volumes extrêmes est de 2 500. (c) Champs de

vorticité (norme du vecteur vorticité). Le rapport des valeurs de vorticité extrêmes est de

2.1010. Grille réservoir raffinée selon la vorticité. Le rapport des volumes extrêmes est de

170.
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Chapitre 4. Variation de densité des cellules

4.3 Méthodes de changement d’échelle

Avant d’étudier l’influence de la densité des cellules sur les résultats de simulation,

un changement d’échelle des paramètres de simulation doit être réalisé. En effet, jus-

qu’à présent des réservoirs homogènes en perméabilité et en porosité ont été utilisés,

et le tenseur de perméabilité était isotrope. Ceci a permis d’adopter directement une

discrétisation TPFA dans les grilles réservoir à partir de la valeur de perméabilité (voir

annexe A paragraphe A.2). Dans ce chapitre, des réservoirs hétérogènes sont utilisés. Ceci

oblige à adopter des méthodes de changements d’échelle des paramètres nécessaires aux

simulateurs, à partir de la grille fine : la porosité, la transmissibilité et l’indice de puits.

Les paramètres de simulation de la grille réservoir sont stockés dans un réseau de

connexions (voir annexe A paragraphe A.1). Le changement d’échelle permet de calcu-

ler les paramètres équivalents dans la grille réservoir aux paramètres de la grille géologique.

Les propriétés des diagrammes de Voronöı sont utilisées pour effectuer un calcul rapide

des intersections entre les cellules de la grille réservoir et les cellules de la grille géologique

(paragraphe 4.3.2).

4.3.1 Paramètres de simulation

4.3.1.1 Porosité

Une moyenne volumique arithmétique est réalisée pour le changement d’échelle de la

porosité. Pour la cellule Vi, la valeur de la porosité effective Φ∗i est donnée par :

Φ∗i =

∫
Vi

Φ(y) dy∫
Vi

dy
(4.14)

4.3.1.2 Transmissibilité

Au début de ce travail, la transmissibilité était obtenue par un changement d’échelle de

la perméabilité suivi d’une discrétisation TPFA sur la grille réservoir. Pour le changement

d’échelle de la perméabilité, une moyenne volumique harmonique de chaque composante

du tenseur de perméabilité était réalisée. Pour la cellule Vi, la valeur de la composante j

de la perméabilité effective k∗ji est donnée par :

k∗ji =

∫
Vi

dy∫
Vi

1
kj(y)dy

(4.15)

La discrétisation à partir de la perméabilité effective donnant des résultats peu cohé-

rents sur les grilles présentées dans ce travail, une stratégie plus récente, avec changement

d’échelle de la transmissibilité a finalement été adoptée.

Les techniques de changement d’échelle de la transmissibilité donnent des résultats plus

précis que les techniques de changement d’échelle de la perméabilité suivies d’une étape de

discrétisation sur la grille réservoir [Dur05]. Toutefois, ces résultats ont été établis pour des

grilles réservoir structurées et ne laissent pas présager de leur pertinence sur les grilles non

structurées.

Pour le changement d’échelle de la transmissibilité, une solution de l’équation de pression
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sur la grille géologique est utilisée. La pression effective < Pi > dans une cellule Vi de la

grille réservoir est une moyenne volumique arithmétique sur l’ensemble de la cellule :

< Pi >=

∫
Vi
P (y) dy∫
Vi

dy
(4.16)

L’écoulement total (qij) entre deux cellules i vers j à travers leur face commune fij
de normale sortante ~n est calculé en sommant les écoulements dans chaque cellule fine l

intersectée par fij à travers le morceau de face intersectée fl :

(qij) =
∑
l

∫
fl

~u(y) · ~ndy (4.17)

Si la vitesse est considérée constante dans la cellule fine, par exemple en prenant la vi-

tesse moyenne (paragraphe 4.1.2), l’intégrale pour chaque cellule fine peut être calculée

directement à partir de l’aire Al du morceau de face fl :∫
fl

~u(y) · ~ndy = ~ul · ~nAl (4.18)

Lorsque l’écoulement est très tortueux à l’échelle de la grille géologique, cette hypothèse de

vitesse constant n’est pas applicable. Une meilleure approximation que la vitesse moyenne

peut alors être de réaliser une interpolation linéaire de la vitesse à partir des composantes

normales pour chaque face, à condition que la grille géologique soit cartésienne et alignée

sur les axes X, Y et Z. Le détail des calculs de l’intégrale est donné en annexe B.

Finalement, la transmissibilité effective T ∗ij est calculée en considérant une formulation

équivalente à la discrétisation TPFA :

T ∗ij = λ
(qij)

< Pi > − < Pj >
(4.19)

où λ est la mobilité. L’utilisation de cette transmissibilité implique une simulation d’écou-

lement sur la grille réservoir de type TPFA. Du fait de sa similarité avec la formulation

TPFA, cette technique impose le respect d’un certain nombre de contraintes sur la grille

réservoir pour pouvoir être appliquée avec un minimum d’erreurs (paragraphe 1.4).

Le calcul de la pression moyenne < P > sur l’ensemble de la cellule grossière peut égale-

ment être remis en cause. Un calcul sur une partie de la cellule, correspondant par exemple

à la zone d’influence de la face considérée pour le calcul de T ∗, pourrait être plus précis.

Le calcul de la transmissibilité effective peut être réalisé avec des techniques locales

ou globales [Dur05]. Pour les techniques locales (et locales étendues), la résolution de

l’équation de pression sur la grille géologique est réalisée localement autour de chaque face

des cellules avec des conditions aux limites génériques. Pour les techniques globales, la

résolution de l’équation de pression est réalisée sur l’ensemble de la grille géologique avec

les conditions aux limites qui seront utilisées pour la simulation d’écoulement. De ce fait,

les résultats sont plus précis pour des conditions aux limites données.

Cependant, des valeurs de transmissibilité effective négatives peuvent apparaitre

en raison de la manière dont est moyennée la pression sur les cellules. L’algorithme

45



Chapitre 4. Variation de densité des cellules

itératif suivant [CMD08] permet de réduire ces valeurs négatives tout en maintenant la

cohérence avec les écoulements totaux (qij) issus de la grille géologique : à l’itération t,

les valeurs de transmissibilité effective sont utilisées pour résoudre l’équation de pression

sur la grille réservoir. Les nouvelles valeurs de pression dans les cellules sont utilisées dans

l’équation (4.19) pour mettre à jour les valeurs de transmissibilité effective à l’itération t+1.

Pour les grilles conformes aux lignes d’écoulement (chapitre 6), les techniques glo-

bales fonctionnent correctement pour les faces de cellules perpendiculaires aux lignes

d’écoulement [MDH06]. Par contre, elles génèrent des valeurs incohérentes pour les faces

perpendiculaires aux équipotentielles, en raison du fait que la différence des valeurs de

pression moyennes de part et d’autres de ces faces est proche de 0. Pour ces faces, des

techniques locales sont plus appropriées pour récupérer un valeur de transmissibilité

effective. L’ensemble de la procédure est dite globale/locale car elle utilise les deux types

de techniques.

Dans cette étude, une technique de changement d’échelle globale a été appliquée, suivie

d’une itération de Chen [CMD08] pour éliminer les valeurs négatives. D’autres techniques

de changement d’échelle peuvent être plus appropriées pour les grilles de Voronöı, comme

un changement d’échelle de la perméabilité suivie d’une discrétisation MPFA (voir par

exemple [ABBM98]), ou un changement d’échelle de la transmissibilité selon une discréti-

sation MPFA compacte [LGM08].

4.3.1.3 Indice de puits

L’indice de puits WI permet de relier la pression Pw de puits, la pression P0 dans une

cellule intersectée par le puits, et l’écoulement q0 entre le puits et la cellule :

q0 = WI(P0 − Pw) (4.20)

Comme pour la transmissibilité, les pressions moyennes < P0 > et < Pw >, ainsi que

les écoulements cumulés (q0) dans une cellule Vi sont calculés à partir de la solution de

l’équation de pression sur la grille géologique. L’indice de puits effectif WI∗ est calculé

selon la formule inverse :

WI∗ =
(q0)

< P0 > − < Pw >
(4.21)

Il existe également des techniques locales et globales, selon que l’équation de pression

est résolue localement autour de la cellule avec des conditions aux limites génériques, ou

globalement avec des conditions aux limites spécifiques. Des valeurs négatives peuvent

apparâıtre également. Une méthode similaire à celle utilisée pour le changement d’échelle

de la transmissibilité peut être proposée pour réduire ces valeurs négatives [CW08].

Dans cette étude, une technique de changement d’échelle globale a été appliquée, suivie

d’une itération de Chen [CW08] pour éliminer les valeurs négatives.

4.3.2 Algorithme d’intersection des cellules fines et grossières

Pour réaliser le changement d’échelle, il est nécessaire de calculer l’intersection entre

les cellules de la grille fine et les cellules de la grille réservoir. Devant la complexité et le
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(a) (b)

Figure 4.4 – Calcul de l’intersection entre cellules fines et cellule grossière. (a) Approxi-

mation de l’intersection. (b) Calcul exact de l’intersection.

coût en temps de calcul de cette intersection, une approche traditionnelle est d’approximer

l’intersection comme l’ensemble des cellules de la grille fine dont le centre tombe dans la

cellule (figure 4.4).

Les propriétés des diagrammes de Voronöı permettent de réduire significativement la com-

plexité et le temps de calcul de cette intersection.

4.3.2.1 Cas d’une grille fine quelconque

La première approche consiste à calculer, à l’aide d’algorithmes de décomposition

[YWLL10], l’intersection du diagramme de Voronöı avec chaque cellule fine :

– construire la surface fermée correspondant à la cellule fine ;

– appliquer la décomposition du diagramme de Voronöı 3D et, pour chaque simplexe,

récupérer le volume et/ou la face intersectée de la cellule correspondante.

Lorsque les cellules fines sont toutes convexes (ce qui est généralement le cas des grilles

géologiques), une vérification préalable peut être faite : si tous les sommets d’une cellule

fine sont plus proches du même point, alors la cellule fine est entièrement incluse dans le

volume de Voronöı correspondant et la décomposition n’a pas besoin d’être réalisée. Une

grande proportion des cellules fines est ainsi traitée simplement et rapidement.

4.3.2.2 Cas d’une grille fine cartésienne régulière

Lorsque la grille fine est cartésienne régulière alignée sur les axes X, Y et Z, ce qui est

souvent le cas des modèles synthétiques servant pour tester les méthodes de discrétisation

ou de changement d’échelle, une décomposition plus rapide peut être envisagée. Les cellules

fines sont toutes identiques et ne diffèrent que par leur position dans l’espace. Elles sont

convexes et leurs faces sont caractérisées par une cordonnée constante. La décomposition

est à nouveau réalisée pour chaque cellule :

1. trouver les plus proches points de chacun des sommets.

47



Chapitre 4. Variation de densité des cellules

2. si tous les sommets ont le même point, la cellule est totalement incluse dans la

cellule de Voronöı et il n’y a pas besoin de décomposition ;

3. si seulement deux points se partagent tous les sommets de la cellule fine, la cellule

a de grandes chance d’être coupée en deux par la face commune aux deux cellules

de Voronöı correspondantes. Chaque segment de la cellule est coupée par le plan

bissecteur. Si tous les points d’intersection appartiennent à la face commune, la cellule

est effectivement coupée en deux (dans le cas contraire, la cellule est traitée à l’alinéa

suivant). Les faces sont alors découpées en joignant les points d’intersection ;

4. dans tous les autres cas, une décomposition du diagramme de Voronöı 3D est

réalisée.

L’efficacité de cette approche dépend de la proportion de cas 2 et 3 par rapport aux cas

4. Étant donné que les grilles réservoir ont des cellules en général dix à cent fois plus

volumineuses que les cellules fines, cette proportion avoisine les 90% et le gain en temps de

calcul est considérable.

Cette méthode a un défaut : elle ne détecte pas les cellules de Voronöı plus petites que les

cellules fines et totalement incluses dans l’une d’elle. Toutefois, dans les grilles générées au

cours de ce travail, ce n’est pas le cas.

4.4 Impact sur les résultats de simulation : modèle SPE10

Afin de montrer l’influence de la densité des cellules sur les résultats de simulation, des

simulations sont réalisées sur une grille fine, dont les résultats servent de référence, et sur

des grilles réservoir avec différents raffinements locaux.

Dans ce travail, la porosité est obtenue par moyenne volumique, tandis que la transmis-

sibilité et l’indice de puits sont calculés à partir d’une solution de l’équation de pression

sur la grille fine (paragraphe 4.3). Le simulateur utilisé est GPRS et les comparaisons

sont basées sur les critères suivants : (1) avancée du front de saturation, (2) courbe de

proportion d’eau WC dans le(s) puits producteur(s), (3) courbe de récupération totale en

huile RF (paragraphe 3.3).

Modèle FluvSim

La grille fine du modèle FluvSim vu précédemment (paragraphe 4.2.4) n’est pas carté-

sienne. Les techniques disponibles actuellement dans notre laboratoire ne permettant pas

de réaliser un changement d’échelle fiable et rapide entre ce type de grille et une grille de

Voronöı, aucun résultat numérique ne peut malheureusement être présenté pour ce modèle.

Projet SPE10

Le projet SPE10 modèle 2 [CB01] est un modèle synthétique initialement créé pour

comparer différentes méthodes de changement d’échelle. C’est une grille cartésienne de 85

couches. Chaque couche est composée de 60× 220 cellules de dimension 20× 10× 2 pieds

(6.1×3.05×0.61 m). L’épaisseur totale du réservoir est de 170 pieds (51.82 m). Les champs

de perméabilité et de porosité, ainsi que la position des puits, sont présentés en figure 4.5.

La perméabilité est isotrope transverse, c’est-à-dire que le tenseur de perméabilité est dia-

gonal et que Kx = Ky = Kh. La composante verticale Kz = Kv est 1 000 fois inférieure

à Kh, sauf à certains endroits déterminés apparemment de façon aléatoire. Le réservoir
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0 1

Upper
Ness

Tarbet

(a) Porosité

0 500

(b) Perméabilité (mD)

Figure 4.5 – SPE10 modèle 2, grille 3D et position des puits. Le modèle est dilaté verti-

calement d’un facteur 4 pour plus de clarté

est composé d’une formation fluviatile dans sa partie inférieure comportant de nombreux

chenaux (Upper Ness) et d’une formation tidale dans sa partie supérieure (Tarbet).

Une étude en 2D sur la couche 61 du réservoir, et une étude en 3D sur l’ensemble du

réservoir ont été réalisées.

4.4.1 Étude 2D : couche 61 du modèle SPE10

Une étude en 2D sur la couche 61 (Upper Ness) a tout d’abord été réalisée. Une

disposition des puits différente de celle initialement proposée dans le modèle complet

a été choisie afin d’avoir des intersections avec les chenaux (figure 4.6). L’équation de

pression a été résolue sur la grille fine avec les paramètres présentés en annexe dans le

tableau A.3 et les champs de vitesse et de vorticité ont été calculés. Trois grilles réservoir

barycentriques avec raffinement ont été générées, respectivement à partir des champs de

perméabilité, de vitesse et de vorticité utilisés comme critères de densité. Les grilles sont

générées avec 3 300 points dont la position a été optimisée avec les algorithmes présentés

précédemment (figure 4.6). Après changement d’échelle des paramètres de simulation,

les simulations ont été réalisées sur les grilles réservoir générées, ainsi que sur la grille

géologique fine (13 200 cellules), une grille réservoir cartésienne sans raffinement et une

grille réservoir de Voronöı sans raffinement (de densité homogène) de 3 300 cellules chacune.

La comparaison des fronts de saturation (figure 4.7) indique une amélioration qua-

litative pour les grilles réservoir raffinées par rapport aux grilles réservoir non raffinées,

notamment au niveau du puits injecteur I3 et du puits producteur P1. Les zones d’intérêt

sont effectivement mieux représentées au détriment de zones moins intéressantes.

D’un point de vue quantitatif, les cartes de différence (figure 4.8) indiquent que les

valeurs de différence de saturation sont les plus élevées aux bordures des chenaux et
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à proximité des puits pour toutes les grilles réservoir. La somme des différences de

saturation sommediff =
∑

(Sfine − Sres)
2 donne une indication globale des différences,

indépendamment des zones d’intérêt. La grille cartésienne a la somme la plus basse. Cela

peut être dû au fait que, par construction, la grille cartésienne est conforme aux cellules

de la grille fine et est naturellement alignée sur certains contrastes, ce qui n’est pas le cas

des grilles de Voronöı. Parmi les grilles de Voronöı, c’est la grille avec raffinement selon la

vorticité qui a la somme la plus basse.

La comparaison des courbes de proportion d’eau dans P1 et de récupération totale d’huile

(figure 4.9) indique des résultats très proches pour toutes les grilles réservoir. L’eau arrive

précocement dans le puits P1 et la récupération d’huile est optimiste, ce qui signifie

qu’une plus grande partie du réservoir est drainée. Cela correspond à nouveau à l’erreur

de dispersion numérique.

Les statistiques de simulation (tableau 4.2) indiquent que les grilles réservoir de

Voronöı ont un nombre plus important de connexions que la grille réservoir cartésienne

pour un même nombre de points, ce qui conduit logiquement à un temps de simulation

plus important. La grille de Voronöı PB conduit visiblement le simulateur à réaliser un

nombre d’itérations de Newton inexploitables supérieur au nombre d’itérations utiles et

le temps de simulation est largement supérieur à celui des autres grilles. Une étude plus

poussée serait souhaitable pour comprendre cette observation. En revanche, la grille de

Voronöı VB donne des scores ramenés au nombre de connexions proches de ceux de la

grille cartésienne.

En conclusion, cette étude montre que, mise à part la grille cartésienne, le meilleur

compromis pour la couche 61 du modèle SPE10 est un raffinement selon la vorticité, tant

du point de vue de la qualité du front de saturation, que du point de vue du conditionnement

du système pour le simulateur GPRS.
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0 2000

Perméabilité (mD)

I3
I4

I1I2

P1

0 185

Volume (m3)

(a)

0 0.001

Vitesse (m/s)

0 185

Volume (m3)

(b)

0 0.0002

Vorticité (1/s)

0 185

Volume (m3)
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Figure 4.6 – Modèle SPE10 couche 61. Grilles générées avec 3 300 points. Les quatre

puits injecteurs sont en noir, le puits producteur est au centre en gris. Raffinement selon

(a) la perméabilité, (b) la vitesse, (c) la vorticité.
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(a) Modèle fin (b) Grille cartésienne (c) Grille Voronöı ss Raffinement

(d) Grille Voronöı PB (e) Grille Voronöı FB (f) Grille Voronöı VB

0 1Saturation Eau

I3 I4

I1I2

P1

Figure 4.7 – Modèle SPE10 2D couche 61 avec raffinement : Avancée du front de satu-

ration en eau à t = 80j pour des grilles réservoir de 3 300 cellules. Le modèle fin a 13 200

cellules.
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(a) Grille cartésienne (b) Grille Voronöı ss Raffinement

(c) Grille Voronöı PB (d) Grille Voronöı FB (e) Grille Voronöı VB

0 0.2Diff. Saturation

I3
I4

I1I2

P1

Figure 4.8 – Modèle SPE10 2D couche 61 avec raffinement : cartes de différence de

l’avancée du front de saturation en eau à t=80j |Sfine − Sres| pour des grilles réservoir de

3 300 cellules. Le modèle fin a 13 200 cellules.
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(a) Arrivée d’eau dans P1 (b) Récupération en huile

Figure 4.9 – Modèle SPE10 2D couche 61 avec raffinement : Courbes de proportion d’eau

dans P1 et de récupération totale en huile. Les grilles réservoir ont 3 300 cellules. Le modèle

fin a 13 200 cellules.

Grille cartésienne sans raffinement Voronöı PB Voronöı FB Voronöı VB

sommediff 61.5504 73.8483 95.1785 91.9886 68.9525

Tableau 4.1 – Modèle SPE10 2D couche 61 avec raffinement : somme des différences des

cartes de saturation sommediff =
∑

(Sfine − Sres)2.

nb vol. nb conn. temps temps/conn. nb it. it./conn. nb it.

contr. simul. Newton N. inexpl.

Mod. fin 13 200 26 120 285 0.010911 613 0.023469 48

cart. 3 300 6 460 42 0.006502 322 0.049845 0

Vor. 3 300 9 674 72 0.007443 456 0.047137 0

Vor. PB 3 300 9 725 2 756 0.283393 5 388 0.554036 22 991

Vor. FB 3 300 9 791 384 0.039220 472 0.048208 48

Vor. VB 3 300 9 797 82 0.008370 468 0.047770 36

Tableau 4.2 – Statistiques de simulation pour le modèle SPE10 2D couche 61 avec raf-

finement. vol. contr. : volumes de contrôle ; conn. : connexions ; simul. : simulation ; it.

N. inexpl. : itérations de Newton inexploitables ; Les temps de simulation sont donnés en

secondes sur un PC avec processeur Intel Centrino 2, version GPRS 64 bit.
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4.4.2 Étude 3D : modèle SPE10 complet

L’équation de pression a été résolue et les champs de vitesse et de vorticité ont été

calculés sur le modèle 3D, avec la disposition initiale des puits (figure 4.5). Les paramètres

utilisés sont présentés en annexe dans le tableau A.3. Une grille réservoir cartésienne est

créée avec une réduction d’un facteur 4 pour chaque direction horizontale et 5 pour la

direction verticale, soit 15×55×17 = 14 025 cellules. Puis une grille réservoir Voronöı sans

raffinement est créée à partir de 14 025 points. Enfin, une grille réservoir Voronöı est créée

à partir de 14 025 points également, en utilisant la norme de la vorticité comme densité

(figure 4.10).

Les simulations sont réalisées sur les quatre grilles. Les fronts de saturation et les

courbes (figure 4.11) montrent clairement que les grilles raffinées ne permettent pas de

reproduire correctement le comportement de la grille fine, notamment car la résolution

verticale est complètement perdue. De ce fait, il n’a pas été jugé utile de tracer les

cartes de différence de saturation à ce stade. Les courbes montrent par ailleurs une légère

amélioration des résultats pour la grille réservoir Voronöı raffinée par rapport à la grille

sans raffinement. Toutefois, la principale source d’erreurs pour ce réservoir ne semble pas

être liée au raffinement local.

Il apparait clairement que la résolution verticale de la grille fine n’est pas reproduite

dans les grilles réservoir Voronöı et que l’erreur d’homogénéisation a certainement un

grand impact sur les résultats. Les cellules de Voronöı barycentriques se rapprochent de

sphères et intersectent de ce fait plusieurs couches verticales. Ce qu’il faudrait, ce sont

des galettes aplaties verticalement. De plus, la forte anisotropie du tenseur de perméabilité

(kh ≈ 1000kv) induit des écoulements quasiment horizontaux avec peu de transfert entre les

couches au niveau de la grille fine. Cette anisotropie très marquée devrait se retrouver au

niveau de la perméabilité dans la grille réservoir. Ici, la transmissibilité n’est pas calculée

à partir d’un changement d’échelle de la perméabilité mais est directement transférée en

imitant un schéma TPFA (paragraphe 4.3). Or, ce schéma nécessite par exemple que les

faces des cellules soient perpendiculaires aux axes principaux du tenseur de perméabilité

[HBMC91], donc nécessite ici que les faces soient horizontales et verticales. Les cellules de

Voronöı des grilles réservoir de ce chapitre présentent des faces dans toutes les directions,

ce qui n’est pas cohérent avec un schéma TPFA pour ce cas d’étude.

Une nouvelle approche est donc proposée dans le chapitre suivant, intégrant une anisotropie

pour changer l’aspect des cellules dans les grilles de Voronöı.
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0 4.10−6
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Figure 4.10 – Modèle SPE10 3D, vue de dessous, sans dilatation verticale. Les différences

de résolution verticale entre les grilles sont visibles. La grille fine a 1 200 000 cellules, les

grilles réservoir ont 14 025 cellules. (a) Grille fine avec le champ de vorticité. (b) Grille

réservoir Voronöı raffinée selon la vorticité. (c) Grille réservoir Voronöı sans raffinement.

(d) Grille réservoir cartésienne.
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P4

P3

P2P1

(a) Grille fine (b) Grille Voronöı VB

(c) Grille Voronöı sans raffinement (d) Grille cartésienne

0.2 0.8Saturation eau

(e) Arrivée d’eau dans P1 (f) Arrivée d’eau dans P3

Figure 4.11 – SPE10 3D : Résultats. (a-d) Vue de dessous du réservoir, les puits pro-

ducteurs sont indiqués aux quatre coins du réservoir. Saturation en eau au temps t = 800j.

(e-f) Courbes de proportion d’eau dans les puits P1 et P3.
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Motivation et résumé des contributions

Les résultats insatisfaisants obtenus sur le modèle SPE10 3D conduisent à chercher

de nouvelles solutions pour tenir compte de la stratification verticale d’un réservoir.

L’anisotropie des cellules correspond à un raccourcissement ou à un allongement selon

des direction particulières et est déjà utilisée pour exploiter les informations structurales

(stratification verticale) et pétrophysiques (tenseur de perméabilité anisotrope). Dans ce

chapitre, nous proposons également d’utiliser l’anisotropie pour exploiter les informations

dynamiques (direction d’écoulement).

Des algorithmes de génération de diagrammes de Voronöı incluant une anisotropie

existent déjà et sont notamment utilisés pour les diagrammes de Voronöı restreints avec un

champ de directions d’anisotropie défini sur une surface. Nous étendons leur utilisation avec

un champ de directions d’anisotropie 3D pour générer des grilles réservoir avec anisotropie,

et proposons une étude comparative des résultats de simulation sur ces grilles.

Ces contributions ont été présentées dans deux conférences : le 30e “Gocad Meeting”,

Nancy (France) 2010 [MLCCD10] et le“Reservoir Simulation Symposium”, Houston (Texas,

USA) 2011 [MLCCD11].
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V1V2

θ

Figure 5.1 – Ellipsöıde associé à la métrique riemannienne.

5.1 Définition d’un champ de directions d’anisotropie

L’anisotropie est définie à l’aide d’une métrique riemannienne G pour tout point x de

l’espace qui permet de calculer le produit scalaire de deux vecteurs v et w : < v,w >G(x)=

vtG(x)w. Cette définition permet de calculer la distance riemannienne conventionnelle dG
entre deux points quelconques de l’espace par intégration curvilinéaire [DW05, LB12]. G

est une matrice symétrique définie positive à laquelle peut être associée un ellipsöıde dont

les rayons et les orientations sont liés aux valeurs propres et aux vecteurs propres de G

(figure 5.1). Dans ce chapitre, cet ellipsöıde donne les directions d’anisotropie des cellules.

Contrôler l’anisotropie des cellules peut répondre à plusieurs objectifs :

– lorsque la grille géologique est constituée de fines couches aux propriétés pétrophy-

siques homogènes (réservoir stratifié), des erreurs d’homogénéisation apparaissent

lorsque les cellules de la grille réservoir recoupent plusieurs couches. Un aplatisse-

ment des cellules dans le sens de la stratigraphie permettrait d’adapter la résolution

verticale, au sens stratigraphique, dans la grille réservoir ;

– en présence d’un tenseur de perméabilité anisotrope, des cellules dont la forme se

rapproche de l’ellipsöıde défini par les axes principaux du tenseur de perméabilité

favorisent l’obtention d’une solution ayant un sens physique dans les cas des méthodes

MPFA [MD06] ;

– une façon de réduire les erreurs de dispersion numérique lors de la simulation (pa-

ragraphe 1.4) consiste à raccourcir les cellules dans la direction de l’écoulement, afin

d’avoir une plus grande résolution spatiale et temporelle dans cette direction ;

– du point de vue du simulateur, la résolution des équations d’écoulement devrait être

plus efficace si les quantités de matière traversant chaque face d’un volume de contrôle

sont équivalentes. Il est donc préférable que les cellules soient allongées dans la direc-

tion de l’écoulement.

Les deux dernières contraintes sont clairement antagonistes et l’ingénieur devra choisir

quelle contrainte privilégier.

5.1.1 Travaux précédents pour générer des grilles avec anisotropie

Nous n’avons pas connaissance à ce jour de travaux réalisés dans la communauté ré-

servoir pour contrôler l’anisotropie des cellules dans les grilles Voronöı. Des travaux sont

disponibles pour les grilles non Voronöı, par exemple [PLDM05, MD06], présentés en fi-

gure 5.2. L’approche classique consiste à construire une triangulation de Delaunay dans

l’espace anisotrope puis à revenir dans l’espace réel et à construire la grille duale de la tri-

angulation, par exemple une grille CVFE (paragraphe 2.2). Avec cette approche, certaines

des cellules peuvent générer des erreurs de dispersion en raison de leur concavité.

Dans l’espace réel, la triangulation générée par l’approche ci-dessus n’est donc plus de De-

60
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(a) [PLDM05] (b) [MD06]

Figure 5.2 – Anisotropie des cellules sur des grilles non structurées non Voronöı.

(a) [PLDM05] Construction d’une triangulation de Delaunay dans l’espace anisotrope, puis

construction du dual de Voronöı dans l’espace anisotrope, avant de revenir dans l’espace

réel. La grille n’est donc plus Voronöı dans l’espace réel. (b) [MD06] Construction d’une

triangulation de Delaunay dans l’espace anisotrope, puis retour dans l’espace réel, enfin

construction de la grille duale CVFE.

launay, et ne permet pas de générer un diagramme de Voronöı par dualité. Pour générer

un diagramme de Voronöı correspondant à l’espace anisotrope, il est possible d’utiliser la

définition des diagrammes de Voronöı anisotropes [DW05], pour lesquels la distance Eu-

clidienne est remplacée par une distance Riemanienne définie pour le champ de tenseur

d’anisotropie. Mais dans ce cas, la propriété PEBI et la convexité des cellules est perdue.

Une alternative consiste à générer des grilles réservoir en conservant la définition des dia-

grammes de Voronöı avec la norme Euclidienne, et en utilisant l’anisotropie uniquement

pour optimiser la position des points [LL10].

C’est cette dernière approche qui a été retenue dans ce travail. L’anisotropie en 3D est

encodée sous forme d’un champ de matrice M , dont les vecteurs colonnes V1, V2 et V3 cor-

respondent aux directions principales de l’anisotropie : M = [V1 V2 V3]. Ces trois vecteurs

constituent une base orthogonale directe. La manière de définir la direction de ces trois

vecteurs et leur norme pour contrôler l’anisotropie des cellules en fonction des contraintes

précédentes est présentée ci-dessous.

5.1.2 Adaptation de la résolution verticale et de la répartition horizontale

Classiquement, les réservoirs présentent des variations verticales des propriétés pétro-

physiques à haute résolution (couches géologiques fines). De ce fait, il peut être intéressant

d’avoir une résolution verticale élevée dans les grilles réservoir. Cela est traditionnellement

réalisé avec des grilles 2D extrudées très finement dans la direction perpendiculaire à la

stratigraphie. Cette technique a deux inconvénients majeurs lorsque les hétérogénéités va-

rient latéralement : (1) la répartition des volumes de contrôle au sein d’une couche est la

même du sommet à la base du réservoir ; (2) le nombre de couches est fixe sur l’ensemble

du réservoir. Un raffinement local dans les régions d’intérêt, non seulement dans les plans

stratigraphiques, mais aussi selon la direction perpendiculaire, serait préférable.

A cet effet, un champ d’anisotropie est utilisé pour produire des cellules aplaties avec une

résolution verticale variable horizontalement et une répartition horizontale variable ver-

ticalement. Pour cela, les vecteurs V1 et V2 de la matrice M sont définis dans le plan

stratigraphique et le vecteur V3 selon la direction perpendiculaire. Puis la norme des trois
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(a) (b)

Figure 5.3 – Anisotropie des volumes de contrôle selon la stratigraphie. Exemple pour un

réservoir 3D où la stratigraphie correspond au sommet et à la base du réservoir. Aucun

raffinement local n’est défini. (a) Vue générale du réservoir. Le vecteur V3 de la matrice

M est aligné selon la perpendiculaire à la stratigraphie. (b) Coupe montrant l’intérieur

de la grille réservoir. Les volumes de contrôle sont disposés en piles perpendiculaires à la

stratigraphie.

vecteurs est ajustée selon une densité donnée (chapitre 4). Enfin, la norme du vecteur V3

est multipliée par un facteur proportionnel à l’aplatissement désiré, par exemple le rapport

de perméabilité Kv/Kh
(figure 5.3).

5.1.3 Anisotropie de la perméabilité

Lorsqu’une discrétisation TPFA ne peut pas être utilisée, une discrétisation MPFA

peut être appliquée sur la grille réservoir. Ce type de discrétisation souffre toutefois de non

monotonicité de la solution de l’équation de pression dans le cas de tenseurs de perméabilité

fortement anisotropes sur une grille isotrope [MD06]. L’anisotropie de la grille doit donc

être guidée par l’anisotropie de la perméabilité. A cet effet, les vecteurs de la matrice M

sont définis identiques aux axes principaux du tenseur de perméabilité.

5.1.4 Direction d’écoulement

La taille plus importante des cellules pouvant induire des erreurs de dispersion nu-

mérique, des cellules raccourcies dans la direction de l’écoulement permettent de limiter

ces erreurs. D’un autre côté, la stabilité numérique des simulateurs devrait être améliorée

lorsque les quantités de matière s’écoulant à travers toutes les faces d’une cellule soient

du même ordre de grandeur, et donc que les cellules soient allongées dans la direction de

l’écoulement. Dans les deux cas, la direction d’écoulement doit être prise en compte dans

le champ d’anisotropie.

La direction d’écoulement est donnée par le vecteur vitesse (voir paragraphe 4.1.2 pour

l’obtention d’un champ de vitesse). Pour obtenir une anisotropie dans la direction d’écoule-

ment, la matrice M est construite en prenant le vecteur vitesse pour V1. Les vecteurs V2 et

V3 doivent ensuite être définis dans le plan perpendiculaire à V1. Enfin, la norme du vecteur

V1 est modifiée par rapport à la norme des autres vecteurs, afin de produire l’allongement

ou le raccourcissement désiré.

Il faut noter que les directions d’écoulement calculées à partir du champ de pression ini-

tial ne sont valables qu’à l’état initial de la simulation pour le cas multiphasique (para-
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V2

V1 ~u

(a) Isotrope

V2

V1

(b) Anisotrope raccourci

V2

V1

(c) Anisotrope allongé

Figure 5.4 – Anisotropie des volumes de contrôle en 2D, selon la direction du vecteur ~u.

La matrice M est constituée des vecteurs V1 et V2.

graphe 4.1.2). Toutefois, si les conditions aux limites ne changent pas, il est admis que les

directions d’écoulement changent peu et que le bénéfice de l’anisotropie des cellules dans

la grille de simulation sera conservé. Dans le cas contraire, une mise à jour de la grille de

simulation devrait être réalisée lorsque les directions d’écoulement changent.

5.2 Génération de grilles réservoir barycentriques raffinées

anisotropes

Pour optimiser les positions des points en tenant compte de directions d’anisotropie,

une formulation particulière pour la fonction FCV T [LL10] est reprise dans ce travail.

5.2.1 Fonction FCV T avec anisotropie

La matrice M = [V1 V2 V3] peut être incluse dans la formulation de la fonction FCV T
[LL10] :

FCV T2 =
N∑
i=1

∫
Vi

‖M(y)[y − xi]‖2 dy (5.1)

Minimiser cette fonction permet d’obtenir un diagramme de Voronöı barycentrique

au même titre que la définition de base (équation 3.3), en remplaçant le barycentre par

le barycentre anisotrope [LL10]. Comme pour la fonction FCV T de base, minimiser cette

fonction nécessite le calcul de son gradient. Toutefois, la formulation du gradient ne peut

être de la même forme que pour l’équation (3.4) et qu’une expression en forme close doit

être utilisée. Le détail des calculs étant plus complexes que pour la fonction de base et son

gradient, le lecteur est invité à consulter l’article [LL10]. Le principe de calcul de l’intégrale

reste toutefois similaire à celui décrit au paragraphe 3.2.2 (simplexe d’intégration et

formule d’Avrachenkov).

Comme pour les diagrammes barycentriques avec densité (paragraphe 4.2.3), le champ

de matrice M est stocké dans une grille cartésienne fine. Pour l’application de la formule

d’Avrachenkov, il est approché par une valeur constante M∆ sur le simplexe d’intégration ∆

(contrairement à la densité qui est extrapolée linéairement sur le simplexe d’intégration).

Enfin, les réservoirs étant souvent hétérogènes, le champ de matrice M est également

hétérogène. Ceci motive à nouveau l’utilisation d’un solveur d’ordre un, comme présenté

au paragraphe 4.2.3.
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Chapitre 5. Anisotropie des cellules

Figure 5.5 – Diagramme de Voronöı sur une surface 3D avec une anisotropie variable

figurée par les ellipses concentriques au sein des cellules [LL10].

Cette méthode permet de conserver un contrôle sur la qualité des cellules, puisque

le diagramme de Voronöı obtenu est barycentrique. En outre, lorsque les vecteurs de la

matrice M sont de même norme, cette norme joue le rôle de valeur de densité dans la

fonction FCV T avec anisotropie et permet donc de conserver un contrôle sur la densité

des cellules. Enfin, les directions d’anisotropie sont directement traduites par les vecteurs

de la matrice M : modifier la norme de l’un des vecteurs par rapport aux deux autres

permet de faire varier en proportion inverse l’allongement des cellules dans la direction

correspondante. La figure 5.4 illustre cette propriété en 2D, et la figure 5.5 sur une surface

3D. Dans cette étude, les trois vecteurs constituent une base orthogonale. En théorie,

les trois vecteurs peuvent constituer une base non orthogonale, mais ces possibilités ne

correspondant pas à une contrainte géologique spécifique, elle n’ont pas été explorées plus

avant.

Les propriétés de qualité, densité et anisotropie ont donc été appliquées pour adapter

la résolution verticale (paragraphe 5.1.2) et minimiser la dispersion numérique dans la

direction de l’écoulement (paragraphe 5.1.4). L’adaptation à la perméabilité dans le cadre

d’une discrétisation MPFA pourra faire l’objet d’études ultérieures.

5.2.2 Réservoir synthétique 2D

La méthodologie précédente a été testée sur un réservoir synthétique 2D. Le réservoir

est un carré d’arête égale à 1 km avec quatre puits injecteurs disposés autour d’un puits

producteur (figure 5.6). La grille géologique est une grille cartésienne de 100× 100 cellules.

Les valeurs du champ de perméabilité varient de 50 à 1 000 mD et la porosité est constante

égale à 0.2. L’équation de pression est résolue sur la grille fine avec les paramètres indiqués

en annexe dans le tableau A.1. Le vecteur vitesse est localement parallèle aux lignes d’écou-

lement et sa norme est utilisée comme valeur de densité. La matrice M est construite en

prenant V1 égal au vecteur vitesse. Puis V2 et V3 sont construits de manière à former une

base orthonormale directe, V2 étant dans le plan du réservoir. Enfin, la norme du vecteur

V1 est multipliée ou divisée par 2 afin d’obtenir respectivement un raccourcissement ou un
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5.2 Génération de grilles réservoir barycentriques raffinées anisotropes

allongement dans la direction de l’écoulement.

Les grilles générées à partir de 3 025 points dont la position est optimisée sont présentées sur

la figure 5.6. Pour ce cas d’étude, la méthodologie utilisée permet d’honorer conjointement

des contraintes de qualité, de densité et d’anisotropie.

50 1e3 0 1e-4

(a) Perméabilité (mD) (b) Norme vitesse (m/s) (c) Lignes d’écoulement

(d) Isotrope (e) Anisotrope : ‖V1‖ × 2 (f) Anisotrope : ‖V1‖ × 0.5

Figure 5.6 – Réservoir synthétique 2D avec perméabilité hétérogène. Les puits injecteurs

sont en noir, le producteur au centre en gris. (a) Champ de perméabilité (isotrope) sur la

grille fine (100×100 cellules). (b-c) Résolution de l’équation de pression sur la grille fine

permettant d’obtenir le champ de vitesse et les lignes d’écoulement. La norme de la vitesse

donne la densité pour les grilles réservoir (d) Grille réservoir (3 025 cellules) isotrope.

(e) Grille réservoir anisotrope avec raccourcissement d’un facteur 2 dans la direction des

lignes d’écoulement, pour réduire la dispersion numérique lors de l’avancement des fluides.

(f) Grille réservoir anisotrope avec allongement d’un facteur 2 dans la direction des lignes

d’écoulement, qui pourrait améliorer l’efficacité du simulateur d’écoulement.
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(a) Lignes d’écoulement (b) Isotrope (c) Anisotrope : ‖V1‖ × 2

Figure 5.7 – SPE 10 couche 61 : anisotropie dans la direction d’écoulement. Les grilles

sont générées à partir de 3 000 points. La norme du vecteur vorticité est utilisée pour

définir la densité des cellules. (a) Lignes d’écoulement. (b) Grille isotrope raffinée. (c) Grille

anisotrope raffinée avec raccourcissement des cellules dans la direction de l’écoulement.

5.2.3 Projet SPE10

La méthodologie a ensuite été testée sur le projet SPE10 modèle 2 présenté au para-

graphe 4.4.

5.2.3.1 Couche 61

Une étude 2D de la couche 61 a tout d’abord été réalisée afin de minimiser l’erreur de

dispersion dans la direction de l’écoulement. La principale différence par rapport au cas

synthétique 2D précédent est lié au caractère fortement tortueux des lignes d’écoulement,

et permet de montrer la robustesse de la méthode.

Tout d’abord, le vecteur vitesse donne la direction de l’écoulement : V1 = ~u, V2 et V3 for-

mant une base orthonormale directe. Puis, la norme du vecteur vorticité (paragraphe 4.1.3)

a servi pour déterminer la densité : ‖V1‖ = ‖V2‖ = ‖V3‖ = ‖ω‖. Enfin, un raccourcissement

des cellules dans la direction des lignes d’écoulement a été réalisé en multipliant par 2 la

norme du vecteur V1.

La grille réservoir isotrope présentée au chapitre précédent (paragraphe 4.4.1) et la grille

réservoir anisotrope générée avec les paramètres ci-dessus sont présentés sur la figure 5.7.

La grille anisotrope présente des cellules raccourcies dans la direction de l’écoulement

avec un raffinement dans les zones de forte vorticité. La méthode se révèle donc robuste
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vis-à-vis d’un modèle hétérogène. Toutefois, la qualité des cellules est moins bonne que dans

la grille isotrope. Cela est dû à plusieurs facteurs :

– au caractère fortement tortueux des lignes d’écoulement, les cellules devant satisfaire

à l’échelle grossière des directions pouvant être opposées ;

– à la faible largeur des chenaux et aux fortes variations de direction d’écoulement qui

s’ensuivent, les directions n’étant pas les mêmes dans les chenaux et les argiles ;

– aux variations de densité (ici, vorticité) qui ne suivent pas toujours les lignes d’écou-

lement.

Un compromis doit donc être fait entre la qualité des cellules et le respect de la direction

d’écoulement. Dans le chapitre suivant, une solution consistant à contrôler l’orientation des

facettes des cellules est proposée. Une autre approche consisterait à raffiner la grille non pas

en fonction de la vorticité, mais en fonction du caractère tortueux des lignes d’écoulement.

Cela pourrait faire l’objet d’études ultérieures (le caractère tortueux peut être obtenu soit

en le mesurant directement sur les lignes d’écoulement, soit en calculant la vorticité du

champ de vitesse normalisé, où tous les vecteurs vitesse sont de norme 1).

5.2.3.2 Étude 3D

La résolution de l’équation de pression sur le modèle 2 de SPE10 est présentée au

chapitre précédent en figure 4.10. Les cellules du modèle 2 de SPE10 ont un rapport de

taille verticale sur horizontale de l’ordre de 0.1, et un rapport Kv/Kh
de l’ordre de 10−04.

Cette forte résolution verticale devrait être conservée dans les grilles réservoir pour des

raisons de précision [CB01], et un minimum de 13 couches est nécessaire. Cependant, ce

résultat a été établi pour une résolution verticale fixe, c’est-à-dire que la résolution verticale

ne varie pas latéralement. En particulier, les régions où l’écoulement est peu important

sont autant raffinées verticalement que les régions où l’écoulement est fort. Afin de gagner

en efficacité durant la simulation, il est souhaitable d’avoir une résolution verticale qui

peut varier horizontalement, par exemple 20 couches dans les régions où l’écoulement est

important et 4 couches dans les régions où il est faible.

A cela peut être ajouté un raccourcissement des cellules dans la direction de l’écou-

lement, afin de minimiser les erreurs de dispersion. Dans ce modèle, l’écoulement est

majoritairement horizontal, du fait du fort rapport des perméabilités horizontale et

verticale. Les contraintes d’aplatissement vertical et de raccourcissement dans la direction

de l’écoulement ne sont donc pas contradictoires.

Le champ d’anisotropie est donc défini comme décrit au paragraphe 5.1.4 et au para-

graphe 5.1.2 :

– le vecteur V1 est égal au vecteur vitesse, en utilisant sa norme comme densité. La

norme est linéairement ramenée entre 1 et 5 afin de faciliter la convergence du solveur ;

– afin d’avoir un vecteur V3 dans la direction verticale pour réaliser un aplatissement

vertical, V1 est projeté dans le plan horizontal ;

– les vecteurs V2 et V3 sont déterminés de manière à former une base directe et ont la

même norme que V1 ;

– la norme du vecteur V1 est multipliée par 2 pour obtenir un raccourcissement dans

la direction de l’écoulement ;

– la norme du vecteur V3 est multipliée par 10 pour obtenir un aplatissement vertical.
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Les grilles suivantes sont comparées (figure 5.8) : (1) la grille réservoir Voronöı

anisotrope générée avec les paramètres ci-dessus et (2) une grille réservoir Voronöı isotrope

avec raffinement selon la norme de la vitesse (chapitre 4).

La résolution verticale est clairement améliorée dans la grille anisotrope par rapport à

la grille isotrope, avec des superpositions jusqu’à 31 couches au niveau du puits injecteur

et seulement 4 couches dans les zones de faible vitesse. La méthode permet donc d’adapter

horizontalement la résolution verticale. Par ailleurs, le raffinement horizontal n’est pas le

même entre le sommet et la base du réservoir, ce qui montre que la méthode permet en

outre d’adapter verticalement le raffinement horizontal.

En revanche, le raccourcissement dans la direction de l’écoulement n’est pas honoré.

Cela est du à la forte variation verticale de la direction de l’écoulement, qui est différent

pour chaque couche. Les cellules qui recoupent plusieurs couches (la plupart des cellules)

devraient donc être raccourcies selon plusieurs directions dans le plan des couches (chenaux

croisés par exemple), ce qui ne peut évidemment pas être honoré. De ce fait, les cellules sont

plus ou moins isotropes dans le plan horizontal. Une solution pour remédier à ce problème

serait de prendre la direction moyenne de la vitesse d’écoulement sur chaque colonne de la

grille fine et de réaliser un raccourcissement dans cette direction pour toutes les cellules de

la grille réservoir dans la colonne correspondante.
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(a) Isotrope (b) Anisotrope

0 3000Volume (m3)

Figure 5.8 – Modèle SPE10 3D avec anisotropie. Grilles réservoir générées à partir de

14 025 points. La norme de la vitesse, mise à l’échelle entre 1 et 5 est utilisée pour dé-

finir la densité. A gauche, grille isotrope raffinée. A droite, grille anisotrope raffinée avec

aplatissement vertical d’un facteur 10 et raccourcissement dans la direction de l’écoulement

d’un facteur 2.
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Grille Isotrope Raccourci Allongé

Temps (s) 29488 528 4715

Nombre connexions 8863 8831 8889

Max. transmissibilité (mD.ft) 7.27e7 9.90e5 7.13e6

Tableau 5.1 – Influence de l’anisotropie des cellules sur les performances de simulation.

5.3 Impact sur les résultats de simulation

Une fois les grilles générées, leurs performances en terme de simulation d’écoulement

doivent être analysées.

5.3.1 Réservoir synthétique 2D

Afin de mesurer l’impact du raffinement dans la direction de l’écoulement sur les résul-

tats de simulation, quatre grilles ont été comparées :

– la grille fine cartésienne (référence),

– une grille Voronöı isotrope sans raffinement,

– une grille Voronöı dont les cellules sont raccourcies dans la direction de l’écoulement

d’un facteur 2, afin de réduire les erreurs de dispersion, sans raffinement,

– une grille Voronöı dont les cellules sont allongées dans la direction de l’écoulement

d’un facteur 2, afin d’améliorer l’efficacité du simulateur, sans raffinement.

Les paramètres utilisés sont présentés en annexe dans le tableau A.2.

Les avancées du front de saturation (figure 5.9) montrent la relation entre anisotropie

des cellules et dispersion numérique : le front de saturation se propage plus vite dans la grille

dont les cellules sont allongées dans la direction de l’écoulement. Les cartes de différence

du front de saturation (figure 5.10) indiquent également une propagation plus rapide dans

cette grille. La valeur de sommediff indique par ailleurs que la grille isotrope est celle qui

présente globalement le moins de différence avec la grille fine. La grille anisotrope avec

les cellules raccourcies dans la direction de l’écoulement présente une propagation plus

rapide que la grille isotrope. Cela ne correspond pas aux résultats attendus, probablement

car l’allongement des cellules perpendiculairement à l’écoulement augmente la dispersion

latérale. Par ailleurs, c’est aussi la grille qui présente le plus de différence (sommediff ) avec

la grille fine.

Les courbes de proportion d’eau (figure 5.9) montrent également une arrivée précoce

de l’eau dans le puits producteur pour la grille Voronöı avec les cellules allongées dans la

direction de l’écoulement. La grille Voronöı avec les cellules raccourcies présente la courbe

la plus proche de la courbe de la grille fine. Les courbes de récupération globale d’huile

sont quasiment superposées et ne permettent pas de discriminer clairement les grilles. La

grille anistrope avec les cellules raccourcies présente toutefois la courbe la plus proche de

la courbe de la grille fine.

En conclusion, l’anisotropie des cellules a un impact sur les résultats de simulation pour

ce modèle. Toutefois, cela va dans le sens d’une déterioration de la qualité du front de sa-

turation par rapport à une grille isotrope, peut-être du fait que le tenseur de perméabilité

est lui-même isotrope. Par contre, une amélioration des courbes de production est observée
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I4 I3

I2
I1

P

(a) Grille fine (b) Grille Voronöı isotrope

(c) Grille Voronöı raccourci (d) Grille Voronöı allongé

0.2 0.8Saturation Eau

(e) Arrivée d’eau dans P (f) Récupération d’huile

Figure 5.9 – Cas hétérogène 2D : résultats. Trois grilles réservoir sans raffinement sont

comparées à la grille fine : une grille isotrope, une grille dont les cellules sont raccourcies

d’un facteur 2 dans la direction de l’écoulement, une grille dont les cellules sont allongées

d’un facteur 2 dans la direction de l’écoulement. (a-d) Avancées du front de saturation

en eau à t=80j. (e) Courbe de proportion d’eau dans le puits producteur. (f) Courbe de

récupération totale en huile du réservoir.
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(a) Grille Voronöı isotrope (b) Grille Voronöı raccourcie (c) Grille Voronöı allongée
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tu
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ti
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n

Grille minimum maximum moyenne écart type sommediff
Isotrope 2.02e-06 0.292556 0.0176846 0.0294158 11.545

Raccourci 0 0.252697 0.021445 0.0325143 14.8677

Allongé 0 0.282444 0.0176917 0.0305349 12.205

(d) Valeurs caractéristiques

Figure 5.10 – Cas hétérogène 2D : cartes de différences de saturation en eau à t=80j

|Sres − Sfine| et valeurs caractéristiques des histogrammes de différence de saturation en

eau à t=80j. sommediff =
∑

(Sres − Sfine)2.

pour la grille anisotrope avec raccourcissement des cellules dans la direction de l’écoule-

ment. Enfin, les performances du simulateur sont grandement améliorées pour les grilles

anisotropes par rapport à la grille isotrope (tableau 5.1). Mais c’est la grille avec les cellules

raccourcies qui semble la plus performante. Cela est peut-être dû aux valeurs extrêmes de

la transmissibilité, qui constituent un facteur limitant pour les solveurs du simulateur. Des

investigations complémentaires (analyse du simulateur, impact de la méthode de change-

ment d’échelle) seraient nécessaires pour comprendre ce résultat et pourraient faire l’objet

d’études ultérieures.

5.3.2 Projet SPE10

Afin de mesurer l’impact de la résolution verticale sur les résultats de simulation, cinq

grilles ont été comparées (figure 5.11) :

– la grille fine (référence) dont les résultats sont présentés au chapitre précédent (para-

graphe 4.4.2),

– la grille réservoir cartésienne du chapitre précédent : résolution verticale de 13 couches,

sans raffinement,

– une grille réservoir Voronöı 2D, raffinée selon la norme cumulée en vertical de la

vitesse, puis extrudée sur 13 couches (grille 2.5D),

– une grille réservoir Voronöı isotrope avec raffinement selon la norme de la vitesse,

– la grille réservoir Voronöı anisotrope générée au paragraphe 5.2.3.2 : aplatissement

vertical d’un facteur 10, raffinement selon la norme de la vitesse.

Les paramètres utilisés sont présentés en annexe dans le tableau A.3.
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5.3 Impact sur les résultats de simulation

P4 P3

P2P1

(a) Grille fine (b) Grille cartésienne (c) Grille Voronöı FB 2.5D

(d) Grille Voronöı FB isotrope (e) Grille Voronöı FB anisotrope

0.2

0.8

t=
80

0
j

S
at

.
E

a
u

(f) Arrivée d’eau dans P1 (g) Arrivée d’eau dans P3

Grille cartésienne Voronöı FB 2.5D Voronöı FB isotrope Voronöı FB anisotrope

sommediff 18 551 18 598 34 451 26 232

(h) Différences de saturation

Figure 5.11 – SPE10 3D : résultats numériques. (a-e) Vue de dessous du réservoir, les

puits producteurs sont indiqués aux quatre coins du réservoir. Saturation en eau au temps

t=800j. (f-g) Courbes de proportion d’eau dans les puits P1 et P3. (h) Différence globale

de saturation en eau à t=800j entre les grilles réservoir et la grille fine. sommediff =∑
(Sres − Sfine)2.
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Chapitre 5. Anisotropie des cellules

La première chose à noter est la similarité des résultats entre la grille cartésienne et

la grille Voronöı 2.5D, tant du point de vue de l’avancée du front de saturation que du

point de vue des courbes. Cela confirme l’influence majeure de la résolution verticale sur

ce modèle. Il a déjà été vu au chapitre 4 que la grille Voronöı isotrope raffinée selon la

vitesse ne permet pas de retrouver cette résolution verticale.

La grille Voronöı anisotrope présente une avancée du front de saturation proche de la

grille fine, avec plus ou moins de précision selon le degré de raffinement vertical. La

différence globale de saturation en eau à t=800j indique une nette amélioration pour la

grille anisotrope par rapport à la grille isotrope. Les courbes indiquent par ailleurs une

amélioration des résultats pour la grille anisotrope par rapport à la grille cartésienne sur

P1, et une amélioration par rapport à la grille isotrope sur P3.

Sur le modèle SPE 10, une amélioration est donc obtenue avec la grille Voronöı

anisotrope, bien que cela ne soit pas significatif par rapport aux résultats obtenus sur la

grille cartésienne. Cela peut être dû aux faces qui ne sont pas tout à fait horizontales dans

la grille anisotrope alors qu’elles le sont parfaitement dans la grille cartésienne, conférant à

cette dernière un avantage pour le modèle SPE 10 que le raffinement adaptatif de la grille

anisotrope ne permet pas de compenser. En effet, avec le changement d’échelle choisi pour

la transmissibilité, qui se calque sur une discrétisation TPFA, avoir des faces parfaitement

parallèles aux axes principaux du tenseur de perméabilité permet de minimiser les erreurs

de discrétisation. Or, le rapport Kv/Kh
est de l’ordre de 10−04 dans la grille fine, et il

devrait être du même ordre de grandeur dans les grilles réservoir, ce qui donne une très

grande importance à l’horizontalité des faces des cellules.

Une manière de résoudre ce problème peut consister à utiliser un autre type de changement

d’échelle, moins sensible aux effets d’orientation des faces ou calqué sur un autre type de

discrétisation. Une autre façon encore d’aborder le problème serait de réaliser des tranches

2D avec des résolutions horizontales indépendantes, puis de superposer les couches ainsi

formées. Les faces des cellules ne seraient alors plus en vis-à-vis d’une couche à l’autre et

une discrétisation spécifique devrait être envisagée.

Enfin, la possibilité de faire varier les rapports d’anisotropie n’a pas été testée. En effet,

c’est la direction de l’anisotropie qui varie, selon la direction de l’écoulement par exemple,

mais les rapports ‖V1‖/‖V2‖ et ‖V1‖/‖V3‖ ne varient pas. Faire varier ces rapports pourrait

permettre d’affiner le contrôle de la résolution dans la direction des lignes d’écoulement

en fonction d’une erreur de dispersion calculée a posteriori. Dans le cas de l’adaptation de

la résolution verticale, cela permettrait d’avoir une variabilité de la résolution verticale en

fonction, par exemple, de la norme de vorticité.
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6.1.2 Lignes d’écoulement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Motivation et résumé des contributions

Le changement d’échelle utilisé durant ce travail de thèse suit les principes de la discré-

tisation TPFA (paragraphe 4.3). Ainsi, dans la grille réservoir, la transmissibilité effective

est calculée en supposant que le flux au travers de la facette correspondante ne dépend que

de la différence de pression entre les cellules adjacentes. Or ce type de discrétisation néces-

site le respect d’un certain nombre de contraintes, notamment concernant l’orientation des

faces des cellules.

D’autres méthodes de changement d’échelle peuvent tirer partie de l’orientation des

faces des cellules, comme par exemple la méthode MPFA compacte [LGM08], qui est plus

précise a priori que les méthodes type TPFA, mais plus coûteuse en temps de calcul. Cette

méthode offre la possibilité de se réduire localement à une méthode type TPFA lorsque

les coefficients transverses s’annulent. Construire une grille où les facettes des cellules sont

orientées pour respecter les critères de la discrétisation TPFA peut permettre d’augmenter

le nombre de cas où la réduction de la méthode MPFA à TPFA est réalisable.

Dans ce chapitre, nous montrons que le contrôle de l’orientation des faces des cellules,

pour les diagrammes de Voronöı, permet de satisfaire un critère de discrétisation TPFA.

Des algorithmes existent déjà pour contraindre l’orientation des faces des cellules d’un

diagramme de Voronöı restreint à une surface. Nous étendons leur utilisation à la 3D et

proposons une méthode pour générer des grilles réservoir réduisant les erreurs de discré-

tisation TPFA. Un critère quantitatif d’orientation des faces est également proposé pour

mesurer la qualité des grilles d’un point de vue géométrique. Enfin, une étude comparative

des résultats de simulation sur ces grilles est réalisée.

Ces contributions ont été présentées dans deux conférences : le 30e “Gocad Meeting”,

Nancy (France) 2010 [MLCCD10] et le“Reservoir Simulation Symposium“, Houston (Texas,

USA) 2011 [MLCCD11].
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Chapitre 6. Orientation des faces des cellules

(a) (b) (c)

Figure 6.1 – Orientation des faces des volumes de contrôle selon les lignes d’écoulement

et amélioration de la qualité des cellules [MDH06]

. (a) Lignes d’écoulement pour cinq puits. (b) Positionnement des points aux intersections

des lignes d’écoulement et des équipotentielles. (c) Optimisation de la position des points

pour améliorer la qualité des cellules, et utilisation d’une grille cartésienne dans les zones

sans écoulement.

6.1 Définition des orientations des faces des cellules

Le contrôle de l’orientation des faces des cellules peut répondre à plusieurs besoins :

– un des critères permettant de réaliser une discrétisation TPFA est une disposition

des points le long des lignes d’écoulement [HBMC91]. Dans le cas des diagrammes

de Voronöı, du fait de la propriété PEBI (paragraphe 2.3), cela est équivalent à une

orientation des faces des cellules perpendiculairement aux lignes d’écoulement ;

– un autre critère permettant de réaliser une discrétisation TPFA est l’orientation des

faces des cellules selon les axes principaux du tenseur de perméabilité [HBMC91].

6.1.1 Travaux précédents

Dans le cas d’un tenseur de perméabilité hétérogène, la méthodologie la plus directe

pour satisfaire un critère de discrétisation TPFA consiste à placer des points à l’intersection

des lignes d’écoulement et des équipotentielles, puis à construire le diagramme de Voronöı

correspondant aux points [MDH06]. Les cellules ainsi formées permettent une discrétisation

TPFA car les points sont situés le long d’une ligne d’écoulement. Toutefois, la qualité des

cellules est loin d’être optimale et peut générer des erreurs de dispersion numérique. Pour

remédier à ce problème, une optimisation laplacienne est réalisée afin de replacer les points

au barycentre de leurs voisins, puis le diagramme de Voronöı correspondant est recalculé

(figure 6.1). Les points ne sont alors plus placés le long d’une ligne d’écoulement et un

compromis est donc réalisé entre les erreurs de discrétisation et les erreurs de dispersion

numérique.

Pour réduire les erreurs de discrétisation TPFA et de dispersion numérique, une op-

timisation intégrant l’anisotropie est ici appliquée pour générer des grilles réservoir. La

norme Lp est utilisée dans la définition d’une fonction objectif [LL10] afin de contraindre

l’orientation des faces des cellules selon des directions d’anisotropie. Cette fonction objec-

tif permet en outre d’intégrer les contraintes de qualité, de densité et d’anisotropie vues

précédemment.
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6.1 Définition des orientations des faces des cellules

Les cellules de Voronöı étant des polyèdres quelconques, il est à priori possible de définir

autant de directions que nécessaire. Toutefois, pour ce travail, le choix de trois directions

a été suffisant. Comme dans le chapitre 5, les directions que les faces doivent respecter

sont stockées dans une matrice M constituée de trois vecteurs orthogonaux M = [V1 V2 V3]

(paragraphe 5.1). Le fait de contraindre l’orientation des faces selon trois directions permet

en outre de rendre les cellules de Voronöı idéalement hexaédriques, avec des faces paral-

lèles deux à deux. Cela offre l’avantage de réduire le nombre total de connexions dans le

réservoir, par rapport à des cellules polyédriques ayant un plus grand nombre de facettes,

et donc de réduire le temps de résolution des équations dans le simulateur.

Dans la suite de ce chapitre, la manière de construire la matrice M en fonction des

contraintes listées précédemment est présentée.

6.1.2 Lignes d’écoulement

Une formulation de la discrétisation TPFA peut être donnée lorsque les points sont

situés sur une même ligne d’écoulement [HBMC91]. Dans ce cas, le gradient de pression

est en effet parallèle au segment reliant les points, ce qui permet d’éliminer les termes de

pression dans la direction perpendiculaire, et de se ramener à une formulation TPFA.

Pour des grilles de Voronöı, la contrainte “les points sont situés sur une même ligne

d’écoulement” est équivalente à la contrainte “les faces sont perpendiculaires aux lignes

d’écoulement” par construction (propriété PEBI), à condition que les lignes d’écoulement

soient des droites parallèles ou des cercles concentriques. Cette condition est rarement

observée à l’échelle du réservoir. Toutefois, lorsque les lignes d’écoulement peuvent se

ramener à des arcs de cercle à l’échelle des cellules, les deux contraintes sont à nouveau

équivalentes. Par ailleurs, lorsque les points ne sont pas exactement sur la même ligne

d’écoulement, mais sur des lignes d’écoulement voisines, l’erreur introduite par la formula-

tion TPFA [HBMC91] est tout de même réduite par rapport à une disposition quelconque

des points. Satisfaire la contrainte “les faces sont perpendiculaires aux lignes d’écoulement”

permet donc de réduire les erreurs de discrétisation.

Localement, le vecteur vitesse est parallèle aux lignes d’écoulement (voir para-

graphe 4.1.2 pour l’obtention d’un champ de vitesse). Pour obtenir une orientation des

faces perpendiculaire aux lignes d’écoulement, la matrice M est construite en prenant le

vecteur vitesse pour V1. Les vecteurs V2 et V3 doivent ensuite être définis perpendiculaire-

ment. Pour cela, plusieurs options sont possibles :

– lorsque les écoulements gravitaires ont un impact important sur la simulation, V3 peut

être choisi dans le plan vertical afin d’avoir des faces verticales. V2 est alors déterminé

pour que les trois vecteurs forment une base orthogonale directe ;

– le vecteur vorticité indique la direction de variation la plus importante du vecteur

vitesse (paragraphe 4.1.3) et est défini perpendiculairement à celui-ci. Le vecteur

vorticité défini ainsi un deuxième champ lié à l’écoulement. Le vecteur V2 peut être

choisi égal au vecteur vorticité et le vecteur V3 est alors déterminé pour former une

base orthogonale directe. Cette direction peut par ailleurs être utilisée pour définir

une anisotropie (chapitre 5).

Il faut noter que les vecteurs vitesse calculés à partir du champ de pression initial ne sont

valables qu’à l’état initial de la simulation pour le cas multiphasique (paragraphe 4.1.2).

Dans le meilleur des cas, les points ne seront donc placés le long d’une ligne d’écoulement

77



Chapitre 6. Orientation des faces des cellules

Figure 6.2 – Lignes d’isovaleur de la fonction de distance en norme Lp pour p = 2, 4, 8,∞.

La norme L2 correspond à la norme Euclidienne [LL10].

qu’à l’état initial de la simulation. Pour remédier à cela, il faudrait adapter la grille en

fonction des évolutions du champ de pression, ce qui augmenterait considérablement le

temps de calcul et nécessiterait de nombreux transferts de paramètres entre les grilles et

autant de sources d’erreur potentielles. Dans la pratique, il peut être admis que les vecteurs

vitesse changent peu lorsque les conditions aux limites ne changent pas, et donc qu’une

seule et même grille peut être utilisée pour toute la simulation. Lorsque les conditions aux

limites changent, la grille doit être mise à jour localement ou globalement.

6.1.3 Tenseur de perméabilité

La conformité des faces des cellules aux axes principaux du tenseur de perméabilité est

une des conditions suffisantes pour pouvoir appliquer une discrétisation TPFA [HBMC91].

Toute la difficulté de l’emploi de cette condition pour la génération de grilles réservoir

réside dans le fait que le tenseur de perméabilité à l’échelle grossière n’est pas connu par

avance. En effet, il dépend de la méthode de changement d’échelle utilisée et de la géométrie

des cellules grossières. Il faudrait donc faire des aller-retours entre la grille générée et le

changement d’échelle, sans garantie de convergence du procédé. C’est la raison pour laquelle

le respect de cette condition n’a pas été exploré dans ce travail.

6.2 Génération de grilles barycentriques raffinées aniso-

tropes avec les faces des cellules orientées

6.2.1 Fonction FCV T en norme Lp

La fonction FCV T peut être généralisée en intégrant l’anisotropie vue au para-

graphe 5.2.1 et en utilisant la norme Lp, avec p pair, afin de contraindre les faces à être

perpendiculaires aux trois vecteurs de la matrice M [LL10]. Cela est illustré par la forme des

lignes d’isovaleur de la fonction de distance en norme Lp (figure 6.2). La fonction intégrant
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6.2 Génération de grilles barycentriques raffinées anisotropes avec les faces des cellules
orientées

la norme Lp s’écrit ainsi :

FCV Tp =

N∑
i=1

∫
Vi

‖M(y)[y − xi]‖pLp
dy avec : ‖.‖Lp = p

√
xp + yp + zp (6.1)

Les mêmes remarques qu’au paragraphe 5.2.1 peuvent être faites :

– lorsque la fonction FCV Tp est minimale, le diagramme est barycentrique, en rempla-

çant le barycentre géométrique par le barycentre anisotrope en norme Lp ;

– la norme des vecteurs de la matrice M joue le rôle de densité ;

– modifier la norme de l’un des vecteurs par rapport aux autres permet de faire varier

en proportion inverse l’allongement des cellules dans la direction correspondante ;

– augmenter la valeur de p permet de rendre les cellules les plus hexaédriques possible

lors de l’optimisation ;

– le calcul de la fonction FCV Tp et de son gradient doit être fait en forme close (voir

[LL10] pour les détails des calculs) ;

– du fait de l’hétérogénéité fréquente des réservoirs et de l’approximation réalisée sur

la valeur de la matrice M pour le calcul de la fonction et de son gradient, un solveur

d’ordre un doit être utilisé (paragraphe 4.2.3).

Ces propriétés ont été appliquées afin de minimiser les erreurs liées à l’application d’une

méthode de changement d’échelle reposant sur les principes de la discrétisation TPFA.

6.2.2 Réservoir synthétique 2D

Cette méthodologie est d’abord testée sur le réservoir synthétique 2D décrit au para-

graphe 5.2.2. La matrice M est construite en prenant V1 égal au vecteur vitesse. Puis V2

et V3 sont construits de manière à former une base orthonormale directe, V3 perpendicu-

laire au plan 2D. Enfin, la norme du vecteur V1 est multipliée par deux afin d’obtenir un

raccourcissement dans la direction de l’écoulement. Les grilles générées à partir de 3 025

points optimisés en norme L2 et L16 sont présentées respectivement sur la figure 6.3a et la

figure 6.3b. Par rapport à la grille L2, la grille L16 présente des cellules se rapprochant plus

de quadrilatères.

Afin de quantifier cela, une erreur est définie, pour chaque facette f , par l’écart entre le

vecteur unitaire normal ~nf de la facette et les vecteurs vitesse normalisés ~vi des cellules de

la grille géologique sous-jacente qui intersectent la facette :

Errf =
∑
i

| ~nf · ~vi| ∗ ‖ ~nf × ~vi‖ (6.2)

où · est le produit scalaire, |.| est la valeur absolue, × est le produit vectoriel et ‖.‖ est

la norme du vecteur. Dans ce calcul, les facettes qui sont perpendiculaires ou parallèles

au vecteur vitesse donnent une valeur d’erreur nulle. Les facettes qui s’écartent de ces

conditions donnent une valeur d’erreur strictement positive. L’erreur pour chaque cellule

est calculée en sommant les erreurs de chacune de ses facettes. Plus cette erreur est faible,

plus les facettes de la cellule respectent les directions des lignes d’écoulement.

La valeur de l’erreur pour chaque cellule est présentée en figure 6.3c et en figure 6.3d, et

les histogrammes de ces valeurs sont présentés en figure 6.3e et en figure 6.3f. Les valeurs

caractéristiques de ces histogrammes sont présentées dans le tableau 6.1. L’erreur moyenne
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Chapitre 6. Orientation des faces des cellules

Grille minimum 25th perc. médiane 75th perc. maximum moyenne écart type

L2 0.0168225 0.156126 0.204345 0.250468 0.431364 0.202648 0.0691003

L16 0.027621 0.130476 0.16999 0.225029 0.458879 0.180218 0.0690462

Tableau 6.1 – Valeurs caractéristiques des histogrammes d’erreur (figure 6.3).

est plus faible dans la grille L16, bien que l’écart ne soit que de l’ordre de 10%. Ce faible

écart peut s’expliquer par une assez bonne orientation des faces dans la grille L2 en raison

de l’emploi d’une anisotropie dans la direction de l’écoulement. La grille L16 ne fait que

renforcer ces orientations.

Il faut remarquer par ailleurs que les valeurs maximales et minimales sont plus faibles

pour la grille L2, mais globalement, un changement d’échelle de type TPFA devrait générer

moins d’erreurs dans la grille L16. La valeur de l’erreur peut être utilisée pour déterminer

localement si un changement d’échelle type MPFA est préférable à un type TPFA pour

gagner en précision.
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6.2 Génération de grilles barycentriques raffinées anisotropes avec les faces des cellules
orientées

(a) Grille. Norme L2 (b) Grille. Norme L16

(c) Erreur. Norme L2 (d) Erreur. Norme L16
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Figure 6.3 – Orientation des faces des cellules selon les lignes d’écoulement dans un ré-

servoir synthétique 2D. La densité est contrôlée par la norme de la vitesse. L’anisotropie

correspond à un raccourcissement des cellules d’un facteur deux dans la direction de l’écou-

lement. Les grilles sont générées à partir de 3025 points optimisés en norme Lp. L’erreur

représentée est une mesure de l’écart de l’orientation des facettes d’une cellule par rapport

à la perpendiculaire aux lignes d’écoulement.

81



Chapitre 6. Orientation des faces des cellules

6.3 Impact sur les résultats de simulation

Afin de mesurer l’impact de l’orientation des faces perpendiculairement aux lignes

d’écoulement sur les résultats de simulation, trois grilles générées pour le cas hétérogène

2D précédemment décrit, mais isotropes et sans raffinement, ont été comparées :

– la grille fine cartésienne (référence) ;

– une grille Voronöı isotrope sans raffinement. Les faces des cellules ne sont pas orientées

selon une direction particulière (norme L2 utilisée) ;

– une grille Voronöı isotrope sans raffinement dont les faces des cellules sont orientées

perpendiculairement aux lignes d’écoulement. Pour cela la norme L16 a été utilisée.

Les paramètres utilisés sont présentés en annexe dans le tableau A.2.

Les fronts de saturation et les cartes des différences sont présentés en figure 6.4.

Une légère amélioration du front de saturation peut être notée pour la grille en norme L16

par rapport à la grille en norme L2 (moyenne, écart type et sommediff des différences de

saturation plus faibles). Les courbes d’arrivée d’eau dans P et de récupération d’huile sont

sensiblement superposées pour les deux grilles réservoir, mais une légère amélioration est de

nouveau observée pour la grille en norme L16 (rapprochement de la courbe de référence).

L’orientation des faces a donc permis de réduire l’erreur liée au changement d’échelle type

TPFA appliqué sur ce modèle.

Du point de vue géométrique, l’erreur d’orientation définie par l’équation (6.2) est présentée

en figure 6.5. Une diminution globale de l’erreur d’orientation est observée pour la grille en

norme L16. L’erreur d’orientation dans la grille en norme L16 est également plus importante

autour des puits, du fait que les vitesses varient plus rapidement dans ces zones (vorticité

élevée). Un raffinement est donc nécessaire pour diminuer l’erreur d’orientation dans ces

zones. Il en résulterait par ailleurs une diminution de l’erreur de dispersion numérique due

à la taille des cellules.
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6.3 Impact sur les résultats de simulation
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(f) Valeurs caractéristiques des histogrammes

(g) Arrivée d’eau dans P (h) Récupération d’huile

Figure 6.4 – Cas hétérogène 2D : influence de l’orientation des faces sur les résultats.

Grilles réservoir sans raffinement, sans anisotropie. La grille générée en norme L2 ne

présente pas d’orientation particulière des faces des cellules. La grille générée en norme L16

présente des faces orientées perpendiculairement aux lignes d’écoulement, afin de minimiser

les erreurs dues au changement d’échelle type TPFA. (a-c) Fronts de saturation en eau à

t=80j. (d-e) Cartes des différences entre la saturation en eau dans la grille fine et les grilles

réservoir. (f) Valeurs caractéristiques des histogrammes des différence de saturation en eau.

(g-h) Proportion d’eau dans P et récupération totale en huile dans le réservoir.
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Chapitre 6. Orientation des faces des cellules
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L2 0.0790465 0.292335 0.317518 0.339774 0.422598 0.312485 0.0409178

L16 0.0141053 0.118392 0.171462 0.231103 0.431774 0.177034 0.0806282

(e) Valeurs caractéristiques des histogrammes

Figure 6.5 – Erreur d’orientation des faces, cas 2D sans raffinement, sans anisotropie.

La grille générée en norme L2 ne présente pas d’orientation particulière. La grille générée

en norme L16 présente des faces orientées perpendiculairement aux lignes d’écoulement.

(a-b) Répartition des erreurs d’orientation. (c-d) Histogrammes des erreurs d’orientation.

(e) Valeurs caractéristiques des histogrammes des erreurs d’orientation.
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Conclusion de la partie I

Dans cette première partie, les contraintes de qualité, de raffinement et d’anisotropie des

cellules, ainsi que la contrainte d’orientation des faces des cellules ont été présentées. Ces

contraintes se rapportent aux propriétés statiques (perméabilité) et dynamiques (vitesse,

vorticité) du réservoir. Une unique fonction objectif permet de traduire mathématiquement

ces quatre contraintes simultanément, à l’aide d’une matrice d’anisotropie M = [V1 V2 V3]

et de la norme Lp :

FCV Tp =

N∑
i=1

∫
Vi

‖M(y)[y − xi]‖pLp
dy

Ces contraintes peuvent toutefois être découplées en plusieurs fonctions objectif pondérées

afin de donner plus d’importance à l’une ou l’autre contrainte.

85





Deuxième partie

Conformité aux frontières du

réservoir
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Chapitre 7

Conformité aux modèles

structuraux

Sommaire
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Motivation et résumé des contributions

D’un point de vue géométrique, construire des maillages 3D conformes à des surfaces

est une problématique qui est largement explorée dans la littérature des maillages tétra-

édriques (voir par exemple [GB97, BY98, She02]). La problématique consiste à positionner

correctement les sommets des tétraèdres sur les surfaces à honorer tout en respectant un

certain nombre de critères, comme la propriété de Delaunay par exemple. En revanche, peu

de publications concernent la conformité des maillages polyédriques quelconques, et des

maillages de Voronöı en particulier. Pour ces derniers, la problématique revient à position-

ner correctement les points de Voronöı de sorte que les faces des cellules cöıncident avec les

surfaces à honorer.

Du point de vue de l’ingénieur réservoir, générer des grilles réservoir conformes aux

failles et aux horizons est un problème épineux en 3D dès que le modèle structural est

complexe. Pourtant, cela est indispensable pour minimiser les erreurs liées à la simulation

d’écoulement.

Dans ce chapitre, nous présentons des algorithmes nouveaux pour générer des dia-

grammes de Voronöı conformes à des surfaces internes. Ces algorithmes optimisent la po-

sition des points de Voronöı en minimisant une fonction objectif, de façon similaire à ce

qui a été présenté dans la première partie de ce mémoire. Plusieurs critères quantitatifs de

conformité sont également définis et utilisés pour mesurer la qualité des diagrammes de Vo-

ronöı générés d’un point de vue géométrique. Enfin, nous appliquons ces algorithmes pour

générer des grilles réservoir conformes aux failles et aux horizons du modèle structural, et

proposons une étude comparative des résultats de simulation sur ces grilles.

Ces contributions ont été présentées dans trois conférences : le 31e “Gocad Meeting”,

Nancy (France) 2011 [MLC11], la 14e conférence “International Association for Mathe-

matical Geosciences“, Salsburg (Autriche) 2011 [? ] et la 13e “European Conference on
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Chapitre 7. Conformité aux modèles structuraux

(a) (b)

Figure 7.1 – Conformité des grilles réservoir aux éléments structuraux et aux puits.

(a) [CNG+01] : les points de Voronöı sont disposés symétriquement de part et d’autre

des éléments structuraux, et plus ou moins éloignés en fonction de l’incertitude structurale.

(b) [BGLW09] : les points sont disposés radialement autour de l’intersection des éléments

structuraux. Les points de Voronöı sont en noir, les cellules de Voronöı sont en bleu.

Mathematics of Oil Recovery” (ECMOR XIII), Biarritz (France) 2012 [MGL12]. Ils ont été

soumis pour publication dans le journal Computational Geosciences.

7.1 Nécessité de la conformité aux éléments structuraux

Dans les modèles géologiques, plusieurs éléments structuraux ont un impact important

sur l’écoulement. Les cellules de la grille réservoir doivent tenir compte de ces éléments pour

reproduire le comportement de la grille fine du point de vue de la simulation d’écoulement :

– à l’exclusion des systèmes de chenaux, les couches géologiques sont souvent des for-

mations relativement homogènes du point de vue des propriétés pétrophysiques (per-

méabilité, porosité) par rapport à la variabilité inter couches. Afin de minimiser les

erreurs d’homogénéisation, une cellule de la grille réservoir ne devrait donc pas être à

cheval sur deux couches présentant des différences de propriétés pétrophysiques im-

portantes. Cela revient à avoir des cellules dont les faces sont conformes aux frontières

des couches, à savoir failles et horizons ;

– les failles peuvent être soit des barrières, soit des drains du point de vue de l’écoule-

ment. De ce fait, elles sont souvent modélisées à l’aide de multiplicateurs de transmis-

sibilité dans les grilles réservoir. La transmissibilité étant calculée au niveau des faces

des cellules dans la méthode des volumes finis, ces faces devraient cöıncider avec les

failles pour que les multiplicateurs de transmissibilité soient correctement calculés.

Travaux précédents

Différents travaux [CNG+01, BGLW09] de conformité des grilles de Voronöı aux élé-

ments structuraux ont été réalisés en plaçant les points de Voronöı symétriquement de part

et d’autre des éléments structuraux. Les cellules ont ainsi des faces positionnées le long des

éléments structuraux.

Une première approche [CNG+01] consiste à utiliser le vecteur normal aux surfaces de

failles et d’horizons en 3D, pour positionner les points de Voronöı symétriquement. L’incer-
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7.1 Nécessité de la conformité aux éléments structuraux

titude des données structurales est également prise en compte en jouant sur l’éloignement

des points vis-à-vis de l’élément structural (figure 7.1a). Les faces des cellules de Voronöı

ne sont pas toujours positionnées exactement le long des éléments structuraux en raison

de conflits pour le positionnement des points de Voronöı (intersection failles/horizons par

exemple) et de la courbure des éléments structuraux. Une étape de lissage est donc réali-

sée en déplaçant directement les sommets des faces des cellules pour mieux approcher la

courbure des éléments structuraux, tout en respectant les positions relatives des cellules de

part et d’autre des éléments structuraux.

Une approche [BGLW09] est de travailler sur des grilles de Voronöı 2D horizontales.

Les traces des failles sont représentées dans le réservoir 2D par des complexes linéaires par

morceaux (ou PLC pour“Piecewise Linear Complex”), c’est-à-dire un ensemble de segments

droits. Les points sont disposés symétriquement de façon à ce que les faces des cellules de

Voronöı honorent exactement ces segments. Par ailleurs, un traitement spécifique des inter-

sections de segments est réalisé à l’aide d’une disposition radiale des points (figure 7.1b).

Enfin, les zones éloignées des segments sont remplies avec des points selon une triangulation

de Delaunay contrainte et le diagramme de Voronöı est construit par dualité. L’extension

à la 3D passe par une extrusion verticale de la grille 2D selon les directions des failles 3D

pour donner une grille 2.5D. Les horizons sont pris en compte lors de l’extrusion, lorsque le

modèle structural le permet. Cette technique a l’avantage de se conformer exactement aux

segments donnés en entrée. Toutefois, elles n’est pas facilement transposable aux surfaces

3D dans les cas géologiques plus complexes où un travail 2D suivi d’une extrusion verticale

n’est pas possible.

Dans les travaux précédents, les points de Voronöı sont placés symétriquement de part

et d’autre des éléments structuraux. Cependant, ces méthodes s’appliquent difficilement

au niveau des intersections qui nécessitent des traitements spécifiques, dont la complexité

augmente rapidement avec le passage à la 3D. De plus, il n’est pas aisé de combiner cette

approche avec d’autres contraintes, comme la densité ou l’anisotropie. Une optimisation

des diagrammes de Voronöı directement en 3D est donc proposée.

A cet effet, la notion de PLC [BGLW09] est utilisée pour les surfaces 3D, c’est à dire que

les failles et les horizons sont représentées explicitement par des surfaces 3D décrites comme

un ensemble de polygones plans. En géologie structurale, ces surfaces sont généralement

ouvertes et de faible courbure (un horizon ne se replie sur lui même que dans certains

contextes très particuliers).

La position des points de Voronöı est optimisée en minimisant une fonction objectif,

de façon similaire à ce qui est fait dans la première partie. L’enjeu est donc de définir la

conformité aux surfaces 3D en termes de contrainte géométrique. Dans le cas d’une cellule

de Voronöı intersectant une surface 3D à honorer (figure 7.2b), le premier travail est de

définir la position relative de tout point de la cellule de Voronöı vis-à-vis de la surface 3D.

Ensuite, il faut minimiser le nombre de points de la cellule qui ne sont pas “correctement”

placés vis-à-vis de la surface 3D à honorer. L’algorithme général d’optimisation est donc le

suivant à chaque itération :

– calcul des cellules de Voronöı à partir des points de Voronöı et découpe des cellules

par les surfaces 3D à honorer ;

– calcul d’une fonction objectif sur les parties découpées ;

– minimisation de la fonction objectif par déplacement des points de Voronöı.
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Chapitre 7. Conformité aux modèles structuraux

(a) (b) (c) (d) (e)

Figure 7.2 – Position relative des points d’une cellule de Voronöı vis-à-vis d’une faille.

Exemple en 2D. La cellule de Voronöı est en noir, la faille est un trait rouge. (a) La cellule

n’est pas intersectée. (b) La cellule est totalement intersectée. La partie blanche contient

le point de Voronöı (partie interne), la partie verte ne le contient pas (partie externe).

(c) La cellule est totalement intersectée et le point est sur la faille. Les parties internes et

externes sont arbitrairement définies. (d) La cellule est partiellement intersectée. La faille

est prolongée localement pour ce ramener aux cas précédents. (e) Approximation de la faille

(exagérément non plane) par un plan moyen défini par le barycentre de l’intersection et le

vecteur normal moyen.

Dans la suite de ce chapitre, un découpage des cellules de Voronöı est proposé, permet-

tant de définir les points “correctement” placés, ainsi qu’un algorithme de décomposition

efficace pour réaliser ce découpage. Différentes fonctions objectif à minimiser sont ensuite

proposées. Puis, les grilles de Voronöı sont optimisées à l’aide de ces fonctions objectif

et leur qualité du point de vue de la conformité est analysée à l’aide d’une erreur préa-

lablement définie. Enfin, ces algorithmes sont appliqués pour générer des grilles réservoir

conformes aux éléments structuraux et analyser l’impact de la conformité sur les résultats

de simulation.

7.2 Génération de grilles conformes aux surfaces 3D

7.2.1 Découpage des cellules par les surfaces 3D

Le découpage des cellules a pour objectif de définir des parties de la cellule dont les points

sont “correctement” placés vis-à-vis des surfaces 3D. Du point de vue de la conformité,

il faut que les cellules soient entièrement d’un côté ou de l’autre des surfaces 3D. Les

parties “incorrectes” des cellules seront donc celles qui sont de l’autre côté des surfaces 3D.

Considérons une cellule et une surface 3D assimilée à un plan. Plusieurs dispositions sont

possibles (figure 7.2) :

– la surface n’intersecte pas la cellule. Dans ce cas, la cellule entière est considérée

comme “correcte”;

– la surface intersecte totalement la cellule, et le point de Voronöı n’est pas sur la

surface. Dans ce cas, il est possible de définir deux parties de cellules : l’une, dite

interne, qui contient le point de Voronöı et qui est considérée comme “correcte”;

l’autre, dite externe, et qui est considérée comme “incorrecte”;

– la surface intersecte totalement la cellule, et le point de Voronöı est sur la surface.

Dans ce cas, il est à nouveau possible de définir deux parties, mais l’une sera définie
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7.2 Génération de grilles conformes aux surfaces 3D

(a) (b) (c)

Figure 7.3 – Découpage en deux parties d’une cellule de Voronöı en fonction de la position

du point de Voronöı vis-à-vis d’un plan P . (a) Point et cellule de Voronöı. (b) Le plan P

(en gris) est au-dessus du point de Voronöı. (c) La partie interne (en vert) contient le point

de Voronöı, la partie externe (en rouge) ne le contient pas.

arbitrairement interne, et l’autre externe ;

– la surface intersecte la cellule en partie. Dans ce cas, il faut prolonger la surface pour

avoir à nouveau une intersection totale et se rapporter aux cas précédents.

Dans le cas général, les surfaces 3D sont des PLC non plans et plusieurs surfaces peuvent

intersecter une cellule (au niveau des intersections faille/horizon par exemple). Au début de

ce travail, les surfaces exactes étaient utilisées et toutes les configurations possibles étaient

envisagées, notamment lorsque plusieurs surfaces s’intersectent partiellement à l’intérieur

d’une cellule de Voronöı. Devant la complexité du problème, une approche plus simple

et plus robuste, par approximation locale des surfaces, a finalement été adoptée. Pour

cela, l’intersection d’une surface avec une cellule est approximée par un plan infini dont

la normale est égale à la normale moyenne de l’intersection et dont le point de base est

le barycentre de l’intersection (figure 7.2e). Ce plan n’est valable que pour cette cellule et

cette surface particulière, et offre l’avantage d’être peu coûteux en mémoire et simple à

manipuler pour déterminer les parties interne et externe de la cellule. L’approximation est

faible lorsque l’intersection exacte présente une faible courbure à l’échelle de la cellule. Si

la courbure est trop importante, une solution peut être de diminuer la taille des cellules

jusqu’à atteindre une intersection de faible courbure, et donc de définir en amont une

densité adaptée localement à la complexité des structures. Mais dans le cas d’éléments

structuraux, les failles et horizons présentent en général de faibles courbures à l’échelle

du réservoir, donc a fortiori à l’échelle des cellules de Voronöı. Pour obtenir l’intersection

d’une surface avec une cellule, les algorithmes de décomposition des diagrammes de Voronöı

restreints [YLL+09] sont utilisés (paragraphe 2.3.3).

Afin de couper les cellules 3D, un algorithme de décomposition spécifique a été déve-

loppé, tenant compte des propriétés des cellules de Voronöı, notamment de leur convexité,

comme décrit dans l’algorithme de “clipping“ [SH74]. La base de cet algorithme est la dé-

composition du diagramme de Voronöı 3D [LL10] qui fournit l’une après l’autre toutes les

faces des cellules de Voronöı.

Découper une cellule de Voronöı 3D par un plan infini P revient à découper chacune

de ses faces par le plan et à attribuer les morceaux soit à la partie interne, soit à la
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partie externe (figure 7.3). Puis, chaque partie doit être close par une face supplémentaire

correspondant au plan P . L’algorithme de découpe opère ainsi sur chaque face f de la cellule

de Voronöı 3D. La face f est constituée d’un ensemble de sommets {pi}
Nf

i=1. L’algorithme

produit : (a) 1 face interne fint, située du même côté du plan que le point de Voronöı, (b) 0

ou 1 face externe fext, (c) 0, 1 ou 2 points d’intersection pi1 et pi2 de f avec P qui servent

a clore les parties interne et externe. L’algorithme se compose de trois phases majeures :

Initialisation :

– détermination de la position du point de Voronöı par rapport au plan P .

Cette position permettra de déterminer si un sommet de f est du côté

interne ou externe.

– variables : sommet courant pcur = p0, sommet suivant pnext = p1.

Boucle :

– si pcur est du côté interne, l’ajouter à fint. S’il est du côté externe, l’ajouter

à fext.

– si pcur et pnext sont de part et d’autre du plan P , calculer le point d’in-

tersection pinter du segment (pcur, pnext) avec le plan P . Ajouter pinter à

fint et fext. Ajouter pinter à la liste des points d’intersection.

– bouclage : pcur = pnext, pnext = pnext+1

Finalisation :

– les faces fint et fext sont marquées selon un drapeau d’appartenance à la

partie interne et externe respectivement.

– ajout des point pi1 et pi2 à la face de clôture de la partie interne.

– ajout des point pi2 et pi1 (ordre inversé) à la face de clôture de la partie

externe.

Cet algorithme permet de récupérer toute l’information nécessaire pour le calcul des

fonctions objectif décrites au paragraphe suivant. Il est en outre robuste aux configurations

suivantes :

– le point de Voronöı est situé sur le plan P : dans ce cas, le choix des côtés interne et

externe est réalisé au départ de manière arbitraire. Cette configuration est instable du

point de vue de l’algorithme général d’optimisation et le choix réalisé a peu d’impact

sur le résultat final.

– un ou deux sommets de la face initiale sont situés sur le plan P et la face traverse

le plan P : ces sommets sont alors considérés comme des points d’intersection. Re-

marque : les faces de Voronöı étant convexes et les sommets n’étant pas colinéaires,

trois sommets d’une face ne peuvent pas se trouver simultanément dans un plan, sauf

si la face elle-même est dans le plan.

– un ou deux sommets de la face initiale sont situés sur le plan P et la face est inté-

gralement d’un côté du plan P : ces sommets sont alors considérés comme des points

d’intersection uniquement lorsque la face est du côté externe.

– la face initiale est dans le plan P : dans ce cas, la face est intégralement considérée

du côté interne et aucune intersection n’est calculée.

Les deux derniers alinéas sont des configurations vers lesquelles tend l’algorithme général

d’optimisation.
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7.2 Génération de grilles conformes aux surfaces 3D

(a) Volumes externes (b) Rapport des volumes (c) Champ scalaire (d) Modification FCV T

Figure 7.4 – Découpage des cellules de Voronöı pour le calcul des fonctions objectif de

conformité. La surface à honorer est représentée par un trait rouge. Pour chaque fonction,

les parties prises en compte sont les suivantes : (a) Fonction volumes externes : partie

externe en vert. (b) Fonction rapport des volumes : partie externe en vert, partie interne en

jaune. (c) Fonction variance d’un champ scalaire : partie externe avec une valeur de champ

fext en vert, partie interne avec une valeur de champ fint en jaune. (d) Modification de

la fonction FCV T : partie externe en vert, partie interne liée à la surface en rouge, partie

interne restante en jaune.

7.2.2 Définition de fonctions objectif

La minimisation de la fonction objectif doit permettre de réduire les parties dites ex-

ternes des cellules, qui sont “incorrectes” du point de vue de la conformité aux éléments

structuraux. Plusieurs fonctions objectif permettant d’atteindre ce résultat ont été définies.

Ces fonctions objectif ne sont pas continues et nécessitent l’utilisation d’un solveur d’ordre

un (paragraphe 4.2.3).

7.2.2.1 Somme des volumes externes

La fonction objectif FVext fait la somme des volumes Vext des parties externes des cellules.

Minimiser cette fonction revient donc à minimiser directement le volume de ces parties

“incorrectes”. Le calcul de cette fonction et de son gradient ne nécessite que la connaissance

de la partie externe des cellules de Voronöı (figure 7.4a).

FVext =
∑

Vext ∇FVext =
∑
∇Vext (7.1)

Le gradient du volume peut être calculé à partir de l’information symbolique stockée au

niveau de chaque sommet de la cellule de Voronöı [LL10]. ∇Vext est le gradient du volume

calculé seulement pour les sommets de la cellule situés dans la partie externe.

7.2.2.2 Rapport des volumes internes et externes

La fonction objectif FVrapport fait la somme des rapports entre le volume Vext de la partie

externe et le volume Vint de la partie interne de chaque cellule. Minimiser cette fonction

équivaut à minimiser les parties “incorrectes” tout en maximisant les parties “correctes”. Le

calcul de cette fonction et de son gradient nécessite la connaissance de la partie externe et

de la partie interne des cellules de Voronöı (figure 7.4b).

FVrapport =
∑ Vext

Vint
∇FV rapport =

∑[
∇Vext
Vint

− Vext∇Vint
V 2
int

]
(7.2)
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7.2.2.3 Variance d’un champ scalaire

Étant donné un champ scalaire f défini sur l’ensemble du domaine, la valeur moyenne

f̃ de f sur une cellule de Voronöı est définie par :

f̃ =

∫
V f(y) dy∫

V dy
(7.3)

La fonction objectif Fvariance fait la somme des variances du champ scalaire f dans les

cellules de Voronöı. Minimiser cette fonction revient à rendre les cellules de Voronöı les

plus homogènes possible du point de vue du champ scalaire.

Fvariance =
∑∫

V
(f̃ − f(y))2 dy (7.4)

Afin d’atteindre l’objectif de conformité aux surfaces 3D, le champ scalaire f est défini

constant par morceaux en fonction du découpage des cellules de Voronöı (figure 7.4c) :

f(y) =

{
fint pour les points situés dans la partie interne

fext pour les points situés dans la partie externe
(7.5)

où fint 6= fext sont des valeurs constantes. Dans ce cas, minimiser la fonction Fvariance
est équivalent à homogénéiser les cellules de Voronöı, donc à maximiser la partie externe

ou bien la partie interne. Comme la partie interne ne peut être annulée (elle contient au

minimum le point de Voronöı), cela correspond à maximiser la partie interne et minimiser

la partie externe. Le calcul de cette fonction et de son gradient nécessite la connaissance

de la partie externe et de la partie interne des cellules de Voronöı, ainsi que des valeurs

fint et fext (figure 7.4c). La moyenne f̃ est calculée en fonction des volumes Vext et Vint des

parties externe et interne respectivement :

f̃ =
Vintfint + Vextfext

Vint + Vext
(7.6)

La fonction Fvariance s’écrit donc :

Fvariance =
∑[

(f̃ − fint)2Vint + (f̃ − fext)2Vext

]
=
∑[(

Vext(fext − fint)
Vint + Vext

)2

Vint +

(
Vint(fint − fext)
Vint + Vext

)2

Vext

]

= (fint − fext)2
∑ V 2

extVint + V 2
intVext

(Vint + Vext)2

Fvariance = (fint − fext)2
∑ VintVext

Vint + Vext
(7.7)

Le gradient ∇Fvariance s’écrit donc :

∇Fvariance = (fint − fext)2
∑[

Vint∇Vext + Vext∇Vint
Vint + Vext

− (VintVext)
∇Vint +∇Vext
(Vint + Vext)2

]
= (fint − fext)2

∑ V 2
int∇Vext + V 2

ext∇Vint
(Vint + Vext)2

(7.8)

Le choix de valeurs fint = 1 et fext = 0 permet de simplifier les équations précédentes.

La fonction Fvariance devient alors la demi moyenne harmonique des volumes externe et

interne.

Fvariance =
∑ VintVext

Vint + Vext
∇Fvariance =

∑ V 2
int∇Vext + V 2

ext∇Vint
(Vint + Vext)2

(7.9)
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7.2 Génération de grilles conformes aux surfaces 3D

7.2.2.4 Modification de la fonction FCV T

La minimisation de la fonction FCV T =
∑∫

V ‖y−xi‖
2 dy, où xi correspond aux points

de Voronöı, permet d’obtenir des diagrammes de Voronöı barycentriques (chapitre 3). Par

conséquent, modifier le calcul du barycentre des cellules peut permettre de prendre en

compte la présence des éléments structuraux. Cette modification n’est nécessaire que pour

les cellules intersectées par les éléments structuraux. Celles-ci sont découpées comme indiqué

sur la figure 7.4d : un partie externe Vext qui ne contient pas le point de Voronöı, une

partie interne V s
int liée à l’élément structural et une partie interne Vint non liée à l’élément

structural. Le barycentre classique x∗i d’une cellule de Voronöı peut alors être calculé à

partir des barycentres b des parties de la cellule, pondérés par les volumes v des parties.

x∗i =
bextvext + bsintv

s
int + bintvint

vext + vsint + vint
(7.10)

Une pondération supplémentaire α est ajoutée pour chaque partie afin d’obtenir un bary-

centre modifié x∗i,mod :

x∗i,mod =
αextbextvext + αsintb

s
intv

s
int + αintbintvint

αextvext + αsintv
s
int + αintvint

(7.11)

Lorsque αext = αint = αsint 6= 0, le barycentre modifié est égal au barycentre classique. Pour

tenir compte des éléments structuraux, plusieurs triplets de coefficients de pondération α

ont été testés. Les meilleurs résultats ont été obtenus avec le triplet αext = 0, αint = 1 et

αsint = −1. Autrement dit, la partie externe est ignorée et la partie interne liée aux éléments

structuraux a un effet répulsif sur le barycentre.

L’algorithme de Lloyd (paragraphe 3.2.1) est ensuite utilisé pour amener itérativement

les points de Voronöı aux barycentres modifiés. La convergence de cet algorithme pour le

cas du barycentre modifié n’a toutefois pas été démontrée.

Une autre approche est d’appliquer les coefficients de pondération directement dans la

formule de la fonction FCV T pour obtenir une fonction modifiée FCV Tmod, puis de minimiser

cette fonction :

FCV Tmod =
∑(

αext

∫
Vext

‖y − xi‖2 dy + αsint

∫
V s
int

‖y − xi‖2 dy + αint

∫
Vint

‖y − xi‖2 dy

)
(7.12)

Bien que cette fonction semble être intuitivement minimum lorsque le point de Voronöı est

au barycentre modifié, la preuve formelle n’a pas été établie.

En effet, le gradient ∇FCV Tmod|i de cette fonction relativement à la cellule de Voronöı

Vi intersectée n’est pas calculable de manière simple. Dans le cas de la fonction FCV T , le

gradient se simplifie, du fait des propriétés des cellules de Voronöı, en ∇FCV T |i = 2mi(xi−
x∗i ), où mi est la masse de la cellule. Dans le cas de la fonction modifiée FCV Tmod, le gradient

de chaque partie prise indépendamment ne correspond pas à une cellule de Voronöı entière

et la simplification ne peut être opérée. Cette formulation a toutefois été testée et a fourni

des résultats similaires à la modification du barycentre vue au paragraphe précédent. Le

gradient s’écrit ∇̄FCV Tmod|i, le symbole .̄ faisant référence au fait qu’une approximation
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Chapitre 7. Conformité aux modèles structuraux

Modèle FCV T FCV Tmod FVext FVrapport Fvariance
(a) 4 couches 4.53216 0.414914 0.193068 0.324805 0.13933

(b) faillé 4.89975 1.1171 0.776342 0.958247 1.00572

(c) duplex 5.57255 0.943777 0.861054 0.917948 1.2233

Tableau 7.1 – Comparaison des fonctions objectif : valeurs de l’erreur de conformité

err1 =
∑
Vext /Vtot ∗ 100. Les valeurs sont données pour (a) le modèle synthétique de quatre

couches horizontales dans un cube, (b) le modèle de trois couches partiellement faillé dans

un cube, (c) le modèle duplex.

potentiellement non justifiée est appliquée :

∇̄FCV Tmod|i = 2αextvext(xi − bext) + 2αsintv
s
int(xi − bsint) + 2αintvint(xi − bint) (7.13)

= 2mi,mod(xi − x∗i,mod) (7.14)

où mi,mod est le centre de masse modifié.

7.2.2.5 Comparaison des fonctions objectif

L’efficacité des différentes fonctions objectif est comparée à l’aide de modèles synthé-

tiques. Le premier est formé de quatre couches horizontales dans un cube de 100 m de

côté. Une erreur de conformité err1 est définie comme le pourcentage des volumes Vext des

parties externes des cellules par rapport au volume total Vtot du modèle.

err1 =
100

∑
Vext

Vtot
(7.15)

Cinq grilles sont générées à partir de 3 000 points dont la position est optimisée à l’aide

des fonctions objectif de conformité décrites précédemment et du solveur d’ordre un décrit

au paragraphe 4.2.3 (figure 7.5). Une grille de référence est générée avec la fonction FCV T
classique. Les erreurs de conformité sont présentées dans le tableau 7.1.

Le second modèle synthétique correspond à un cube de 100 m de côté, contenant trois

couches partiellement faillées (figure 7.6). Les grilles sont générées à partir de 3 000 points

et les erreurs de conformité sont présentées dans le tableau 7.1.

Enfin, le troisième modèle est un modèle synthétique de duplex, constitué de quatre

couches se chevauchant (figure 7.7). Ce modèle présente des intersections avec des angles

faibles, ce qui permet de tester la robustesse des fonctions à ce type de configuration. Les

grilles sont générées à partir de 10 000 points et les erreurs de conformité sont présentées

dans le tableau 7.1.

Toutes les grilles générées avec les fonctions objectif de conformité présentent des cellules

dont les faces s’alignent avec les horizons. L’erreur de conformité est réduite par rapport à

la grille de référence. Les remarques suivantes peuvent être faites :

– Pour toutes les fonctions objectif de conformité, une amélioration est observée par

rapport au modèle de référence.

– la fonction FCV Tmod conduit à une répulsion des points de Voronöı de chaque côté

des horizons. Le volume des cellules de Voronöı à proximité de horizons est de ce fait

plus important ;
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7.2 Génération de grilles conformes aux surfaces 3D

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Figure 7.5 – Comparaison des fonctions objectif sur un modèle synthétique 3D. Pour

chaque fonction objectif sont présentées : une vue extérieure de la grille générée, une coupe

verticale avec coloration selon le volume des cellules (rouge=élevé, bleu=faible), et une

coupe horizontale au niveau d’un horizon. (a) FCV T , (b) FCV Tmod, avec αext = 0, αint = 1,

αsint=-1, (c) FVext, (d) FVrapport, (e) Fvariance, avec fint = 1 et fext = 0.
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Chapitre 7. Conformité aux modèles structuraux

(a) Vue extérieure (b) Surfaces 3D

(c) Points optimisés (d) Coupe selon Y (e) Coupe selon X (f) Zoom coupe selon X

Figure 7.6 – (a-b) Modèle synthétique trois couches faillées dans un cube. (c) L’optimi-

sation des 3 000 points est réalisée avec la fonction FVext. (d-f) La disposition symétrique

de part et d’autres des éléments structuraux résulte de l’optimisation. Les faces des cellules

s’alignent avec les horizons et la faille.

(a) Vue extérieure (b) Surfaces 3D

(c) Coupe selon Y

(d) Zoom coupe selon Y

Figure 7.7 – (a-b) Modèle synthétique de duplex. (c-d) L’optimisation des 10 000 points

est réalisée avec la fonction FVext. La grille présente des cellules dont les faces s’alignent

sur les surfaces 3D.
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7.2 Génération de grilles conformes aux surfaces 3D

– pour les autres fonctions objectif de conformité, aucun effet de répulsion n’est observé.

Le volume des cellules est uniformément réparti dans le modèle ;

– un certain nombre de faces ne sont pas parfaitement alignées avec les horizons. Ce-

pendant, l’erreur de conformité résiduelle est faible comparée à la grille de référence ;

– les plus faibles erreurs de conformité sont observées pour les fonctions Fvariance sur

le premier modèle et FVext sur les deuxième et troisième modèles. La fonction ob-

jectif donnant la grille avec le moins d’erreur de conformité dépend donc du modèle

considéré ;

– les erreurs résiduelles peuvent être dues à la difficulté de converger avec le solveur

utilisé (paragraphe 4.2.3). Ce sont donc les résultats de l’ensemble fonction objec-

tif/solveur qui sont ici comparés.

La fonction FCV Tmod crée une augmentation du volume des cellules à proximité des

surfaces 3D, ce qui peut être gênant lorsque d’autres contraintes sont appliquées durant

l’optimisation, comme le raffinement local par exemple. Cette fonction est donc écartée par

la suite. Pour les autres fonctions, les résultats sont relativement similaires et la fonction

FVext est retenue dans la suite de ce mémoire, en raison de la simplicité de sa définition.

Après ces premiers résultats encourageants sur des grilles synthétiques relativement

simples, la méthodologie a été mise à l’épreuve sur des modèles plus complexes, représen-

tatifs des champs d’application envisagés.

7.2.3 Génération de grilles réservoir

Six modèles typiques de l’ingénierie réservoir servent à tester la méthodologie dévelop-

pée. Les résultats sont évalués à l’aide d’une autre erreur de conformité err2, indépendante

du modèle considéré, du nombre de cellules et de la taille des cellules. Le volume externe

Vext des cellules n’est pas ramené au volume global du modèle mais au volume Vic des

cellules intersectées par les surfaces 3D uniquement.

err2 =

∑
Vext∑
Vic
∗ 100 (7.16)

Une erreur locale err2loc peut également être calculée au niveau de chaque cellule pour

identifier les zones problématiques et appliquer éventuellement des traitements spécifiques

(raffinement local, modifications géométriques. . .).

err2loc =
Vext

Vint + Vext
∗ 100 (7.17)

Pour chaque modèle l’erreur globale err2 de la grille générée avec la fonction de confor-

mité FVext est comparée à celle d’une grille de référence générée avec la fonction FCV T
(tableau 7.2). Les erreurs locales sont présentées sur les figures correspondant à chaque

modèle.

Modèle de zone de failles

Ce modèle est une zone coupée par 27 failles dans un volume d’intérêt de taille

865 x 915 x 175 m (modèle fourni par IFPEN, [CLP+91]). Les grilles générées comportent

10 000 cellules (figure 7.8).
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(a) Surfaces 3D (b) Grille avec points

(c) Coupe selon Y

0
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(d) Erreur locale

Figure 7.8 – (a) Modèle de zone de failles (modèle fourni par IFPEN) avec 27 failles.

(b-c) Une grille de 10 000 cellules est générée avec FVext. (d) Répartition des erreurs par

cellule.

Modèle de graben

Il s’agit d’un modèle géologique d’une zone faillée avec trois couches dans un volume d’in-

térêt de taille 1 220 x 1 220 x 305 m (modèle fourni par TOTAL). Les grilles générées

comportent 10 000 cellules (figure 7.9).

Modèle de pli faillé

Ce modèle correspond à un réservoir en pli faillé dans un volume d’intérêt de taille

8 500 x 12 500 x 5 000 m (modèle fourni par Harvard/Chevron). Il démontre les per-

formances des algorithmes proposés sur des géométries de réservoir plus complexes qu’une

simple bôıte. Les grilles générées comportent 20 000 cellules (figure 7.10).

Modèle de formation karstique

Il s’agit de l’enveloppe d’une cavité karstique considérée comme une surface 3D unique dans

un volume d’intérêt de taille 500 x 500 x 200 m. Cette surface générée par l’algorithme

ODSIM [HCC10, CDHP12] est repliée sur elle même (forme tubulaire) et présente une

tortuosité plus importante que dans les modèles structuraux précédents. Cela permet de

tester la robustesse des algorithmes à ce type de surfaces, notamment l’approximation de

la surface à l’intérieur d’une cellule par un plan, réalisée lors du découpage des cellules. Les

grilles générées comportent 100 000 cellules (figure 7.11).

Modèle de dôme de sel

Dans ce modèle, l’enveloppe d’un dôme de sel est considérée comme une surface 3D unique

dans un volume d’intérêt de taille 75 000 x 95 000 x 39 000 m [FTM07]. Cette surface
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(a) Surfaces 3D (b) Grille

(c) Vue Sud

(d) Vue Nord

(e) Vue Ouest
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Figure 7.9 – (a) Modèle de graben (modèle fourni par TOTAL). (b-e) Une grille de

10 000 cellules est générée avec FVext. (f) Répartition des erreurs par cellule.

(a) Surfaces 3D (b) Grille

Figure 7.10 – (a) Modèle de pli faillé (modèle fourni par Harvard/Chevron). (b) Une

grille de 20 000 cellules est générée avec FVext.
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(a) Surface 3D (b) Surface reconstruite FCV T (c) Surface reconstruite FVext

Figure 7.11 – Modèle de Karst. (a) L’enveloppe de la cavité karstique est représentée par

une seule surface 3D repliée sur elle-même. Des grilles de 100 000 cellules sont générées.

La surface est reconstituée à partir de la partie externe des cellules intersectées : (b) grille

générée avec FCV T , (c) grille générée avec FVext.

présente une tortuosité plus importante que celle des modèles structuraux précédents, et

présente en outre des facettes dont l’orientation est inversée par rapport aux facettes voi-

sines. Les grilles générées comportent 100 000 cellules (figure 7.12).

Modèle de Noiraigue

Le modèle géologique de la zone faillée de Noiraigue (modèle fourni par A. Borghi, Unine)

a la particularité de compter un grand nombre de surfaces définissant de fines couches

se pinçant et donnant lieu à des intersections multiples. Il est composé de 921 surfaces

dans un volume d’intérêt de taille 5 820 x 3 335 x 750 m. De plus, certaines surfaces pré-

sentent des triangles dégénérés d’aire nulle. Les grilles générées comportent 100 000 cellules

(figure 7.13).

Conclusion

La méthodologie proposée s’adapte aux géométries complexes des modèles considérés et est

robuste aux configurations difficiles des surfaces 3D. Nous n’avons pas connaissance d’autres

méthodes pouvant réaliser des grilles de Voronöı avec des erreurs de conformité globale de

l’ordre de 1 à 2% sur ce type de modèles (tableau 7.2). Les zones où se concentrent les

erreurs locales sont les intersections et les zones de forte courbure. Ces zones peuvent être

localement raffinées pour diminuer l’erreur de conformité globale.

Du point de vue des performances, le nombre de cellules semble avoir un impact important

sur la durée de l’optimisation en dessous de 20 000 cellules (tableau 7.2). Au delà, c’est le

nombre de facettes constituant les surfaces à honorer qui semble être le facteur limitant.

7.3 Impact sur les résultats de simulation

Des simulations ont été réalisées sur le modèle de duplex décrit au paragraphe 7.2.2.5.

La grille géologique utilisée comme référence est une grille cartésienne fine de

329x16x39=205 296 cellules avec un remplissage par couches de la perméabilité K (mD),

considérée isotrope, et de la porosité Φ selon des distributions Gaussiennes (figure 7.14) :
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(a) Surface 3D (b) Surface reconstruite FCV T (c) Surface reconstruite FVext

Figure 7.12 – Modèle de dôme de sel. (a) L’enveloppe du dôme de sel est représentée

par une seule surface 3D. Des grilles de 100 000 cellules sont générées. La surface est

reconstituée à partir de la partie externe des cellules intersectées : (b) grille générée avec

FCV T , (c) grille générée avec FVext. Ligne du dessous : zoom sur la partie resserrée du

dôme.

err2 Nombre de Nombre de Temps d’optimisation

Modèle FCV T FVext cellules facettes pour 30 itérations (s)

IFPEN 17.77 1.17 10 000 17 193 97.73

Graben 17.45 1.51 10 000 7 763 84.11

FBF 17.63 0.62 20 000 17 754 230.52

Karst 17.41 3.06 100 000 37 562 284.76

Dôme de sel 17.45 1.69 100 000 24 105 280.54

Noiraigue 17.33 1.76 100 000 168 129 8 586.25

Tableau 7.2 – Erreur globale de conformité err2 =
∑
Vext∑
Vic
∗ 100 où Vic est le volume des

cellules intersectées par les surfaces 3D. Pour chaque modèle, la grille de référence générée

avec FCV T et la grille conforme générée avec FVext sont présentées, ainsi que le nombre de

cellules dans la grille, le nombre de facettes constituant les surfaces à honorer et le temps

moyen pour trente itérations d’optimisation.
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(a) Surfaces 3D (b) Grille

(c) Coupe selon X

0

50

E
rr

or
(%

)

(d) Erreur locale

(e) Coupe selon Y

Figure 7.13 – (a) Modèle de Noiraigue (modèle fourni par A. Borghi, Unine). (b,c,e) Une

grille de 100 000 cellules est générée avec FVext. (d) Répartition des erreurs par cellule.
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50 150Perméabilité (mD)

Couches
1

2
3
4

P1 P2I

(a) Grille géologique

(b) Grille FCV T

(c) Grille FVext

Figure 7.14 – Modèle duplex. (a) Perméabilité (mD) générée dans la grille géologique

(205 296 cellules) selon des distributions Gaussiennes par couche. Deux puits producteurs

P1 et P2 sont disposés aux extrémités du réservoir. Un puits injecteur I est disposé au

centre. Le changement d’échelle de la perméabilité est réalisé par moyenne volumique dans

la grille réservoir de 3 000 cellules (b) générée avec la fonction FCV T et (c) générée avec

la fonction FVext.

K ∼ N (1, 0.15), Φ ∼ N (0.05, 0.005) pour les couches 1 et 3, K ∼ N (100, 15), Φ ∼
N (0.5, 0.05) pour les couches 2 et 4. Cette grille n’est pas conforme aux surfaces 3D corres-

pondant aux horizons (grille en marches d’escalier). Cependant, les cellules sont suffisam-

ment petites pour que les résultats de simulation obtenus sur cette grille soient pris comme

référence.

Deux grilles réservoir de 3 000 cellules sont générées pour la comparaison, la première

avec la fonction FCV T et la deuxième avec la fonction de conformité FVext . Le changement

d’échelle de la porosité et de la perméabilité est réalisé par moyenne volumique (para-

graphe 4.3). Pour les trois grilles, la discrétisation est réalisée à partir de la perméabilité

en calculant la transmissibilité selon une méthode TPFA et l’indice de puits selon la for-

mule de Peaceman.Les simulations sont réalisées avec les paramètres indiqués en annexe

dans le tableau A.3. Les résultats de simulation sont présentés sur la figure 7.15 et dans le

tableau 7.3.

Pour tous les indicateurs, une nette amélioration est observée pour la grille générée avec

FVext par rapport à la grille générée avec FCV T . Toutefois dans les deux grilles réservoir,

l’avancée du front de saturation est plus rapide que dans la grille de référence. Cela est dû

à l’erreur de dispersion liée à la taille des cellules dans les grilles réservoir. Le couplage des

fonctions de conformité avec les fonctions d’anisotropie est abordé dans le chapitre 9 pour

remédier à ce problème.
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0.2 0.8Saturation eau

(a) 16 000 jours

fine

FCV T

FVext
(b) 32 000 jours

fine

FCV T

FVext
(a) Saturation en eau

(b) Arrivée d’eau dans P1 (c) Récupération huile

Figure 7.15 – Résultats de simulation pour le modèle Duplex. (a) Fronts de saturation

en eau à 16 000 jours et 32 000 jours pour la grille fine de référence, la grille générée

avec FCV T et la grille générée avec FVext. (b) Courbe de proportion d’eau dans le puits

producteur P1. (c) Courbe de récupération totale en huile du réservoir.
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7.4 Discussions

Grille 16 000 jours 32 000 jours

FCV T 910 2 049

FVext 356 679

Tableau 7.3 – Différence entre les fronts de saturation des grilles réservoir et de la grille

de référence sommediff =
∑

(Sres − Sfine)2.

7.4 Discussions

Le principal avantage des techniques présentées est qu’elles sont entièrement automati-

sées et proposent des solutions à des problèmes jugés épineux par la communauté réservoir :

les pincements, les intersections multiples, les cas 3D. Il est toutefois important de noter

que les cellules ne sont pas exactement conformes aux éléments structuraux, mais que l’op-

timisation aboutit à la meilleure disposition possible des points de Voronöı. Une cellule qui

présente une mauvaise conformité résiduelle peut être traitée de différentes façons :

– en changeant la géométrie de la cellule sans changer la position des points de Voronöı.

Il s’agit d’une modification géométrique des faces de la cellule, c’est-à-dire une grille

BAG (paragraphe 2.2). La propriété PEBI stricte est de ce fait perdue, mais les erreurs

de discrétisation qui en résultent sont supposées faibles, du moins lorsque l’élément

structural a un rôle de barrière à l’écoulement. De plus les erreurs d’homogénéisation

entre couches sont ramenées à zéro ;

– en raffinant localement la grille à l’aide d’un champ de densité (chapitre 4). Ce champ

peut être construit par exemple à l’aide des erreurs décrites au paragraphe 7.2.3 et

indiquant les cellules les plus mauvaises, ou à l’aide de la courbure locale des surfaces,

ou encore à l’aide de la taille locale des éléments surfaciques“local feature size”[AB98].

D’autres limites de ces techniques doivent être mentionnées : (a) si le nombre de points

de Voronöı est trop faible, les éléments structuraux ne peuvent pas être reproduits cor-

rectement. Le nombre minimal de points de Voronöı dépend de la précision souhaitée par

l’utilisateur. (b) Les points de Voronöı traversent difficilement un élément structural donné

du fait de l’effet répulsif de celui-ci. L’échantillonnage initial avant l’optimisation a donc

un impact important sur le résultat final est doit être soigneusement réalisé, notamment en

fonction d’un éventuel champ de densité.
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Motivation et résumé des contributions

Les méthodes précédentes ne tiennent pas compte de la présence de puits dans le modèle.

Or, les cellules intersectées par des puits jouent un rôle important car elles sont le siège

de la modélisation des échanges entre les puits et le réservoir. Pour la discrétisation des

conditions aux limites, un indice de puits WIi,w est calculé pour chaque cellule i intersecté

par un puits w. Au niveau du simulateur d’écoulement, cet indice de puits permet de

calculer le flux qi,w entre le puits et la cellule à partir de la différence de pression P entre le

puits et la cellule, et de la mobilité du fluide λi,w : qi,w = λi,wWIi,w(Pi − Pw). Il joue donc

un rôle équivalent à la transmissibilité entre deux cellules adjacentes du réservoir.

Dans l’industrie, sur des grilles cartésiennes, la formule de Peaceman est utilisée pour

calculer les indices de puits à partir des valeurs de perméabilité des cellules intersectées

et de leur géométrie [Pea78]. Un certain nombre de contraintes sont à respecter pour

appliquer cette formule. Des formules équivalentes ont été développées pour les grilles de

Voronöı [PA94a], et les contraintes que les cellules doivent respecter sont ici abordées.

Nous proposons une nouvelle méthode pour positionner les cellules des grilles réservoir

le long des puits, visant à satisfaire les contraintes pour le calcul des indices de puits.

Cette méthode est une extension des algorithmes sur les diagrammes de Voronöı restreints

à une surface, appliqués aux diagrammes de Voronöı restreints à une ligne. Nous proposons

également une étude comparative des résultats de simulation sur les grilles générées.

Ces contributions ont été présentées au 32e “Gocad Meeting”, Nancy (France) 2012

[JMC12].

8.1 Contraintes sur les cellules intersectées par les puits

Pour les grilles de Voronöı, un modèle simplifié peut être utilisé pour calculer l’indice

de puits WI dans une cellule intersectée [PA94a]. Pour appliquer ce modèle, la perméabilité

est considérée isotrope et assimilable à une valeur scalaire connue à l’échelle de la grille
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géologique. La formule s’applique pour les grilles réservoir 2.5D, c’est-à-dire constituées de

grilles de Voronöı 2D identiques en couches superposées. Le puits doit être éloigné des bords

du réservoir et la cellule intersectée doit être peu déformée (diagonaleMax
diagonaleMin < 2).

WI =
θkwellh

ln
(
r0
rw

) (8.1)

où h est la hauteur de la couche, rw est le rayon du puits, r0 est un paramètre de puits

calculé et kwell est la perméabilité moyenne dans la tranche rw − r0. La position du point

de Voronöı par rapport à l’intersection du puits influence le calcul de r0 et donc le calcul

final du WI.

Dans le présent mémoire, les grilles 3D générées ne sont pas spécialement de type 2.5D,

et un changement d’échelle est jugé préférable pour calculer l’indice de puits à partir de la

solution de l’équation de pression à l’échelle fine (paragraphe 4.3). De même, un change-

ment d’échelle est utilisé pour calculer les transmissibilités entre cellules, notamment celles

entourant les puits, à partir de la solution de l’équation de pression à l’échelle fine. La

position du point de Voronöı par rapport à l’axe du puits a une influence sur le calcul du

WI et des transmissibilités avec ce type de changement d’échelle.

En effet, le changement d’échelle pour le WI est effectué à partir du flux dans le puits

correspondant à une zone de drainage radiale à l’échelle fine. Mais le WI calculé est affecté

à la cellule intersectée dont la forme ne correspond pas nécessairement à cette disposition

radiale, ce qui peut entrainer des erreurs de dispersion numérique (figure 8.1a). Le point

de Voronöı devrait donc être placé sur l’axe du puits (figure 8.1b) et les cellules voisines

devraient permettre de retrouver cette disposition radiale.

De même, le changement d’échelle pour les transmissibilités calcule la somme des flux

de l’échelle fine à travers chaque facette des cellules. Si les facettes ne sont pas disposées

radialement, des sens de flux peuvent être opposés sur la même face de la grille grossière

et entrâıner une diminution des valeurs de transmissibilité.

Enfin, le changement d’échelle pour le WI est effectué à partir de la longueur de puits

située à l’intérieur de la cellule intersectée. Si cette longueur est trop faible, des erreurs

numériques peuvent apparâıtre lors du calcul du WI. En plaçant le point de Voronöı le

long de l’axe du puits et en assurant une répartition homogène des points de Voronöı, le

risque d’avoir une longueur trop faible diminue.

Que ce soit en 2D avec les formules de Palagi [PA94a], ou en 3D avec un changement

d’échelle, la position du point de Voronöı par rapport à l’axe du puits a donc une influence

sur le calcul du WI et des transmissibilités autour des puits. Une disposition homogène des

points de Voronöı le long de l’axe du puits est donc nécessaire pour minimiser les erreurs de

discrétisation et de dispersion numérique. De plus, elle devrait tenir compte d’un éventuel

champ de densité pour gagner en précision dans les zones d’intérêt.

Une première approche pour satisfaire ces contraintes consiste à intégrer des modules de

puits dans des grilles de Voronöı isotropes [PA94b]. Les modules sont de type cylindrique

(figure 8.1c). La base du cylindre est constituée d’un point central le long de l’axe du

cylindre et de points disposés circulairement et régulièrement autour du point central. Le

nombre de points dans chaque direction, ainsi que leur espacement, peuvent être adaptés.
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(a) (b) (c)

Figure 8.1 – Disposition des points de Voronöı le long des puits. (a) Position du point de

Voronöı et forme de cellule pouvant générer des erreurs de discrétisation et de dispersion

numérique. Le puits est représenté par le trait rouge. (b) Position du point et forme de

cellule souhaitables pour le calcul du WI. (c) Base de module de puits cylindrique [PA94b].

Ce schéma est répété régulièrement tout le long du cylindre. Ensuite les modules sont mis

à l’échelle et subissent des rotations pour correspondre à l’orientation des puits.

Plutôt que de définir manuellement une disposition des points de Voronöı à l’aide de

modules de puits, une approche par optimisation similaire à ce qui a été présenté précé-

demment dans ce mémoire est proposée. Cela offre l’avantage de pouvoir la combiner avec

d’autres contraintes par optimisation. L’optimisation des points de Voronöı est réalisée le

long de puits, qui sont assimilés à des segments [JMC12].

8.2 Génération de grilles conformes aux puits

Dans ce travail, un puits est assimilé à un complexe linéaire par morceaux 1D plongé

dans l’espace 3D, c’est-à-dire à une succession de segments 3D dénommée ligne 3D L. Seule

la partie des puits complètement incluse dans le réservoir est considérée ici.

L’optimisation proposée consiste à déplacer itérativement les points de Voronöı afin de

minimiser une fonction objectif définie sur la ligne 3D. Le but étant d’obtenir une disposi-

tion homogène le long de la ligne, une fonction similaire à celle permettant d’obtenir des

diagrammes de Voronöı barycentriques 3D chapitre 3 est utilisée, mais elle est appliquée

uniquement sur le diagramme de Voronöı restreint à la ligne (paragraphe 2.3.3). Le dia-

gramme de Voronöı restreint à la ligne est constitué de cellules de Voronöı restreintes RLi
correspondant à l’intersection des cellules de Voronöı 3D Vi avec la ligne L. La fonction

FCV TL , similaire à la fonction FCV T avec raffinement du chapitre 4, s’écrit :

FCV TL =
N∑
i=1

∫
RLi

ρ(y)‖y − xi‖2dy (8.2)

où xi est le point de Voronöı et ρ est une fonction de densité définie sur la ligne 3D.

8.2.1 Décomposition des diagrammes restreints à une ligne

L’algorithme proposé pour décomposer le diagramme de Voronöı restreint à une ligne

3D est inspiré de celui développé pour les diagrammes restreints à une surface 3D [YLL+09].
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La ligne L est une suite de segments 3D adjacents reliant un ensemble de points {lj}NL
j=0

ordonnés. Les cellules de Voronöı restreintes RLi ∈ L sont également des suites de segments.

L’algorithme réalise la décomposition par propagation (figure 8.2) :

Initialisation :

– trouver le point de Voronöı xl0 le plus proche du premier point l0 de la ligne.

– trouver le point de Voronöı xl1 le plus proche du deuxième point l1 de la ligne.

– initialisation des variables de l’algorithme : lcur = l0, xcur = xl0, lnext = l1,

xnext = xl1.

Propagation :

– tant que xcur 6= xnext, trouver le point xint voisin de xcur dont le volume de

Voronöı intersecte le segment (lcur, lnext). La triangulation de Delaunay est

utilisée pour connâıtre les voisins des points de contrôle.

– le point d’intersection lint est calculé.

– le segment (lcur, lint) pour le point xcur est ajouté à la décomposition.

– xcur = xint, lcur = lint.

– fin tant que.

– le segment (lcur, lnext) pour le point xcur est ajouté à la décomposition.

– xcur = xnext, lcur = lnext, lnext = lnext+1, xnext est le point le plus proche du

nouveau lnext.

Finalisation : la propagation s’arrête lorsque le dernier point lNL
de la ligne

L est atteint.

Tous les segments ajoutés à la décomposition peuvent être utilisés pour réaliser des

calculs, par exemple le calcul de la fonction FCV TL et de son gradient. Afin de limiter la

consommation de mémoire, les calculs sont réalisés à la volée. Si l’ensemble de la décompo-

sition doit néanmoins être stocké, il est possible de conserver en mémoire chaque segment

en le copiant dans une structure de donnée appropriée.

Cette méthode est testée sur deux modèles synthétiques.
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(a)

xcur = xl0
lcur = l0

xnext = xl1

lnext = l1

(b)

xcur
lcur

xnext

lnext
lint

(c)

lcur
lnext

xcur = xnext

(d)

lcur
lnext xcur = xnext

(e)

lcur
lnextxcur = xnext

(f)

Figure 8.2 – Décomposition d’un diagramme de Voronöı 2D restreint à une ligne L. (a) Le

diagramme de Voronöı n’est pas calculé. Seules sont utilisées les adjacences entre les points,

connues grâce à la triangulation de Delaunay. (b) Initialisation : le point de Voronöı et le

point de la ligne courants sont en rouge, les suivants sont en vert. (c) Propagation avec des

points de Voronöı différents : le point d’intersection est calculé et le segment est ajouté à

la décomposition. (d-e) Propagation avec le même point de Voronöı : le segment est ajouté

à la décomposition. (f) Finalisation : le dernier point de la ligne est atteint.
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8.2.2 Réservoir synthétique 2D

Un modèle de réservoir 2D hétérogène est utilisé pour montrer l’influence du placement

des points de Voronöı au niveau de puits verticaux. Le réservoir est un carré avec cinq puits

décrit au paragraphe 5.2.2 (figure 8.3). Deux grilles réservoir barycentriques sont réalisées,

l’une avec une disposition quelconque des points de Voronöı, l’autre avec une disposition

des points optimisée le long des puits. Les paramètres de simulation sont présentés en

annexe dans le tableau A.2. La comparaison des fronts de saturation indique clairement

une différence au niveau du puits I4 (figure 8.3). La grille avec une disposition quelconque

ne permet pas de reproduire correctement les écoulements au niveau de ce puits. Cela n’est

pas dû à un mauvais calcul des WI lors du changement d’échelle car toutes les valeurs

sont cohérentes (tableau 8.3d). En revanche, les transmissibilités autour du puits sont sous-

estimées dans la grille quelconque, en raison de la position non radiale des facettes autour

de l’axe du puits (figure 8.3e).

8.2.3 Modèle de duplex

Une application 3D de la méthodologie est simplement présentée ici. Le modèle

de duplex est décrit au paragraphe 7.2.2.5. Deux grilles de Voronöı barycentriques de

3 000 cellules sont générées, l’une avec une disposition quelconque des points, l’autre

avec une disposition des points optimisée le long des puits, en tenant compte d’un champ

de densité correspondant à la perméabilité le long des puits. Les points de Voronöı des

cellules intersectées par les puits sont présentés en figure 8.4. Dans la grille avec les points

positionnés le long des puits, les cellules sont raffinées en fonction du champ de densité.

8.3 Discussions

La méthodologie proposée dans ce chapitre permet de placer les points de Voronöı le

long de lignes correspondant aux puits, en fonction d’un champ de densité défini sur les

lignes. Cette méthodologie offre avant tout l’avantage de pouvoir être combinée à d’autres

contraintes lors de la génération de grilles réservoir.
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Figure 8.3 – Cas hétérogène 2D : résultats. Deux grilles réservoir sans raffinement sont

comparées à la grille fine : une grille avec disposition quelconque et une grille avec un point

de Voronöı positionné sur chaque puits. (a-c) Avancées du front de saturation en eau à

t=80j. (d) Différence de saturation en eau sommediff =
∑

(Sfine − Sres)2. Comparaison

des WI obtenus par changement d’échelle pour chaque puits. (e-f) Position du point de

Voronöı (petit carré bleu) et du puits I4 (carré noir). Les cellules de Voronöı sont en traits

noirs. Les connexions entre les cellules sont colorées selon la valeur de transmissibilité

obtenue par changement d’échelle .
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Figure 8.4 – Modèle de duplex : position des points de Voronöı, dans une grille de Voro-

nöı barycentrique avec disposition quelconque des points et dans une grille avec points de

Voronöı positionnés le long des puits. (a) Grille géologique colorée selon la perméabilité.

(b-c) Coupe selon Y des grilles réservoir, mettant en évidence les cellules intersectées par

les puits. La coloration des puits correspond à la densité selon la perméabilité. (d-e) Po-

sition des points de Voronöı des cellules intersectées par le puits central. La couleur des

points correspond au volume des cellules intersectées.
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Motivation et résumé des contributions

Un grand nombre de contraintes doivent être respectées simultanément pour minimi-

ser les erreurs de simulation d’écoulement, ces contraintes pouvant être contradictoires.

Nous proposons une méthodologie permettant d’honorer ces contraintes simultanément et

de réaliser une pondération entre les contraintes dans les grilles réservoir générées. Cette

méthodologie s’appuie sur toutes les fonctions objectif vues précédemment. Nous réalisons

également une étude comparative des résultats de simulation

Ces contributions ont été introduites lors de la “Gussow Geoscience Conference”, Banff

(Canada) 2011 [CLC+11], et ont été présentées lors du 32e“Gocad Meeting”, Nancy (France)

2012 [MLC12]. Elles ont été introduites dans un article accepté pour publication dans le

“Bulletin of Canadian Petroleum Geology” [CLP+ed].

9.1 Définition d’une fonction objectif globale

Les différentes contraintes présentées dans ce mémoire s’articulent autour de quatre

fonctions objectif et de leurs variantes :

– la fonction objectif FCV T permet de contrôler la qualité des cellules en générant des

grilles barycentriques chapitre 3. Cette fonction peut prendre en compte un champ

de densité pour contrôler le raffinement local (chapitre 4) ;

– la fonction objectif FCV Tp , avec p pair et ≥ 2, permet de contrôler l’anisotropie

des cellules d’une part et l’orientation des faces des cellules d’autre part à partir

d’un champ de matrice M . Les vecteurs colonnes de M correspondent aux directions

principales de l’anisotropie (chapitre 5) et aux trois directions normales que les faces

doivent respecter (chapitre 6) ;

– la fonction objectif FVext permet de générer des cellules dont les faces s’alignent sur

les éléments structuraux (chapitre 7). Cette fonction minimise le volume externe des

cellules. Les variantes sont FVrapport , qui minimise le rapport des volumes interne

sur externe, Fvariance, qui minimise la variance d’une fonction scalaire définie sur les

cellules, et FCV Tmod qui éloigne les points de Voronöı des surfaces ;
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– la fonction objectif FCV TL permet de placer les points de Voronöı le long des puits,

en tenant compte d’une densité définie le long des puits (chapitre 8).

Ces fonctions sont renommées respectivement, pour plus de clarté, Fr pour la qualité et

le raffinement, Fa pour l’anisotropie et l’orientation des faces, Fs pour la conformité aux

éléments structuraux et Fp pour l’alignement le long des puits.

La minimisation de ces fonctions permet d’optimiser les coordonnées des points de Vo-

ronöı selon un certain nombre de contraintes qui peuvent être contradictoires. Par exemple,

la disposition des points le long d’un puits implique des faces perpendiculaires à l’axe du

puits. Lorsqu’un horizon structural intersecte le puits et n’est pas perpendiculaire à son

axe, les faces des cellules ne peuvent donc pas s’aligner sur l’horizon. En revanche, cer-

taines contraintes présentent un effet de synergie. Par exemple, l’anisotropie des cellules

selon la direction de l’écoulement peut donner une orientation préférentielle des faces selon

la direction de l’écoulement. Toutes ces fonctions peuvent être minimisées indépendam-

ment l’une après l’autre, mais pour honorer les contraintes simultanément, elles doivent

être minimisées simultanément. L’avantage de minimiser les fonctions simultanément est

de fournir un compromis entre les différentes contraintes contradictoires et de bénéficier des

synergies entre les contraintes allant dans le même sens.

Une fonction globale sans dimension Fg est donc introduite :

Fg = αrFr + αaFa + αsFs + αpFp (9.1)

Les coefficients de pondération αi permettent de donner une prédominance à une fonction

plus qu’à une autre. Ils permettent également de s’assurer que les produits αiFi sont sans

dimension, c’est-à-dire que la dimension de αi est l’inverse de la dimension de Fi. Par

exemple, la fonction Fr =
∑∫

ρ‖y − xi‖2 dy est homogène à des m5 en 3D. Le coefficient

de pondération αr sera donc homogène à des m−5.

Lorsqu’une contrainte doit être honorée à tout prix, il est possible de réaliser une pre-

mière optimisation avec la fonction correspondante et de bloquer les points permettant

d’honorer cette contrainte. Puis l’optimisation globale est réalisée sur le reste des points

afin d’honorer les autres contraintes. Cela est particulièrement utile pour la fonction Fp
permettant de disposer les points le long des puits.

9.2 Impact sur les résultats de simulation

Cette méthodologie est appliquée au réservoir duplex présenté au chapitre 7 para-

graphe 7.2.2.5. Les contraintes appliquées sont les suivantes :

– qualité des cellules et raffinement selon la perméabilité. Les zones à forte perméabilité

constituent les zones d’intérêt du réservoir. La fonction Fr est utilisée ;

– raccourcissement des cellules d’un facteur 2 dans la direction de l’écoulement et orien-

tation des faces selon la direction de l’écoulement. La fonction Fa avec la norme L16

est utilisée ;

– conformité aux horizons. La fonction Fs est utilisée ;

– disposition des points le long des puits avec raffinement selon la perméabilité. La

fonction Fp est utilisée.

Les coefficients de pondération αi sont déterminés de manière empirique à partir de la

valeur des Fi avant optimisation. Il semblerait que les αi formant des produits αiFi tous
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(a) Grille Voronöı Fs

(b) Grille Voronöı Fg

(c) Grille Voronöı Fs (d) Grille Voronöı Fg (e) Fs (f) Fg

Figure 9.1 – Modèle de duplex. Les grilles réservoir ont 10 000 cellules. Celle générée avec

la fonction Fs est seulement conforme aux éléments structuraux. Celle générée avec la fonc-

tion Fg tente d’honorer toutes les contraintes vues dans le mémoire. (a-b) Vue d’ensemble

montrant les différences de raffinement. (c-d) Zoom montrant les différences de conformité

et l’anisotropie des cellules. (e-f) Disposition des points le long du puits P1.
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du même ordre de grandeur donnent les meilleurs résultats. Au cours de l’optimisation,

les produits αiFi varient et un modification manuel des αi est possible pour rétablir des

ordres de grandeur cohérents. Cela permet en outre un ajustement de la prépondérance

d’une contrainte par rapport aux autres.

Deux grilles de 10 000 cellules sont générées, l’une étant seulement conforme aux

horizons, optimisée avec la fonction Fs, l’autre intégrant les contraintes ci-dessus, optimisée

avec la fonction Fg (figure 9.1). La grille Fg honore globalement l’ensemble des contraintes.

Le raffinement local correspond clairement aux couches présentant une forte perméabilité.

Le raccourcissement d’un facteur deux dans la direction de l’écoulement est observé dans

tout le réservoir. Cependant, dans les zones où la direction d’écoulement varie fortement

(autour du puits I par exemple), les plus grosses cellules ne présentent pas une anisotropie

cohérente. L’orientation des faces selon la direction de l’écoulement est également observée

dans tout le réservoir. L’erreur d’orientation globale Errf (chapitre 6) est plus faible

pour la grille Fg que pour la grille Fs (figure 9.2f). La conformité aux horizons et aux

chevauchements est globalement respectée, mais l’erreur de conformité err2 (chapitre 7)

est plus élevée pour la grille Fg que pour la grille Fs (figure 9.2f). Ceci est lié en partie

à la différence de taille des cellules de part et d’autre des horizons. Une solution serait

d’étendre la zone de raffinement au delà des horizons pour que de petites cellules soient de

part et d’autre des surfaces à honorer. Les zones de faible densité présentent également des

cellules qui honorent moins bien les horizons, mais cela correspond à des zones de moindre

intérêt. Enfin, la grille Fg présente des points qui s’alignent le long des puits contrairement

à la grille Fs. L’alignement n’est pas idéal dans les zones de plus faible densité, mais ces

zones sont de moindre intérêt.

Le changement d’échelle de la porosité est réalisé par moyenne volumique et la trans-

missibilité et l’indice de puits sont calculés à partir de la solution de l’équation de pression

à l’échelle fine (paragraphe 4.3). Les simulations d’écoulement sont réalisées avec les para-

mètres présentés en annexe dans le tableau A.3. Les résultats de simulation d’écoulement

sont présentés sur la figure 9.2. Dans la zone à forte densité, l’avancée du front de saturation

à 16 000 jours est légèrement plus tardive pour la grille Fg que pour la grille Fs, ce qui

montre l’influence de l’anisotropie. Ce résultat est confirmé par les courbes de proportion

d’eau qui indiquent une arrivée d’eau plus tardive au puits P1 pour la grille Fg. La grille

fine de référence présente un front de saturation en avance par rapport aux grilles non

structurées, ce qui se traduit par une plus faible différence de saturation sommediff comme

décrit au chapitre 3 pour la grille Fs (figure 9.2f). Les courbes de récupération totale ne

présentent pas de distinction significative.

Conclusion

La partie la plus délicate de cette méthodologie est le choix des coefficients de pondé-

ration αi (équation 9.1). Toutefois, la méthodologie reste suffisamment souple du point de

vue de l’utilisateur, qui peut adapter les coefficients de pondération pendant les itérations,

en fonction de son appréciation qualitative du résultat. Une approche plus théorique serait

à développer, par exemple en utilisant les valeurs Fi0 des fonctions pour une position de

référence des points. Ces valeurs de références pourraient servir de dénominateur dans les

coefficients de pondération αi = 1
Fi0

. Une autre possibilité serait de prendre la racine ne des
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9.2 Impact sur les résultats de simulation

(a) Grille géologique

(b) Grille Voronöı Fs

(c) Grille Voronöı Fg

(d) Proportion d’eau dans P1 (e) Récupération totale en huile

Errf err2 sommediff
Grille moyenne t=16 000

Fs 0.313276 0.369682 303.345

Fg 0.266968 1.66922 403.783

(f)

Figure 9.2 – Modèle de duplex. Influence de la combinaison des contraintes sur les résul-

tats de simulation. Les grilles réservoir ont 10 000 cellules. Celle générée avec la fonction

Fs est seulement conforme aux éléments structuraux. Celle générée avec la fonction Fg
tente d’honorer toutes les contraintes vues dans le mémoire. (a-c) Fronts de saturation à

t=16 000 jours, coupe verticale au niveau des puits. (d-e) Courbes de production. (f) Valeurs

globales mesurant la qualité des grilles. Erreur d’orientation Errf . Erreur de conformité

err2. Différence de saturation sommediff .
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fonctions pour les rendre toutes homogènes à des m. Il faudrait alors propager cette modi-

fication au calcul du gradient. Le choix des coefficients de pondération devrait également

dépendre des ratii entre volume, surface et longueur des éléments à honorer, ou du nombre

de cellules impliquées dans le calcul des fonctions :

– les fonctions Fr et Fa s’appliquent à l’ensemble des cellules du réservoir ;

– la fonction Fs s’applique aux seules cellules intersectées par les éléments structuraux ;

– la fonction Fp s’applique aux seules cellules intersectées par les puits.

Minimiser l’ensemble des fonctions simultanément permet d’honorer toutes les

contraintes simultanément. Toutefois, chaque contrainte est moins bien honorée que si

l’optimisation était réalisée uniquement avec la contrainte considérée, ce qui souligne le

fait que certaines contraintes sont contradictoires et qu’un compromis est réalisé. Se pose

également la question de l’existence d’un minimum de la fonction globale. Par ailleurs,

la combinaison des contraintes ne permet pas nécessairement d’améliorer les résultats

de simulation. Une étude préalable du réservoir considéré est donc indispensable afin de

déterminer quelles contraintes sont pertinentes et doivent être honorées.

Dans ce travail, la combinaison des contraintes est réalisée globalement en sommant

les fonctions objectif. Dans de futurs travaux, cette combinaison pourrait aussi être en-

visagée au niveau de la définition des champs de densité et de matrice M . Par exemple,

la conformité aux failles et aux horizons pourrait être appuyée par un raffinement local

autour de ces surfaces et/ou par une prise en compte du vecteur normal aux surfaces pour

la construction de la matrice M . Une autre approche consisterait à faire varier les pondéra-

tions localement pour donner plus d’importance à certaines fonctions suivant la proximité

aux zones d’intérêt. Par exemple, le poids de la fonction de conformité aux surfaces pourrait

varier en fonction du contraste de propriété pétrophysique de part et d’autre des éléments

structuraux correspondant.
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Chapitre 10

Conclusion

L’utilisation de grilles réservoir grossières pour la simulation des écoulements génère

des erreurs dans les résultats de simulation par rapport aux résultats obtenus dans

les grilles géologiques fines. Durant ce travail, un certain nombre d’erreurs liées à la

géométrie des grilles grossières ont été utilisées pour définir des contraintes géométriques

à honorer. Les grilles structurées n’ont pas la flexibilité nécessaire pour satisfaire ces

contraintes et des grilles non structurées ont été étudiées. Les grilles réservoir géné-

rées sont des grilles de Voronöı et une méthode d’optimisation des coordonnées des

points de Voronöı est utilisée pour satisfaire les contraintes. L’optimisation consiste à

minimiser des fonctions objectif correspondant aux contraintes géométriques (tableau 10.1).

L’originalité de cette approche est de pouvoir combiner les différentes contraintes simul-

tanément :

– la qualité des cellules, en plaçant les points de Voronöı aux barycentres des cellules ;

– le raffinement local, en fonction d’un champ de densité ρ ;

– l’anisotropie des cellules, en fonction d’un champ de matrice M contenant les trois

vecteurs principaux de l’anisotropie ;

– l’orientation des faces des cellules, en fonction d’un champ de matrice M contenant

les trois vecteurs orthogonaux aux faces ;

– la conformité aux surfaces du modèle structural ;

– l’alignement des points de Voronöı le long des puits.

Par ailleurs, d’autres contraintes que celles décrites ci-dessus n’ont pas été explorées lors

de ce travail et peuvent donner lieu à des travaux ultérieurs (liste non exhaustive) :

– contraintes géométriques liées à la discrétisation MPFA ;

– contraintes géométriques liées à la discrétisation temporelle du terme d’accumulation.

La qualité des grilles générées est vérifiée par deux critères (tableau 10.2) : (1) la sa-

tisfaction de la contrainte géométrique. Des critères nouveaux sont proposés pour mesurer

l’orientation des faces des cellules et la conformité aux surfaces. L’ensemble des critères

géométriques quantitatifs utilisés est présenté dans le tableau 10.1. Pour l’ensemble des

contraintes, la méthodologie proposée permet d’obtenir une amélioration dans les grilles

générées par rapport à des grilles quelconques ; (2) la comparaison des résultats de simula-

tion avec une grille fine servant de référence. Il est difficile de distinguer l’impact du respect

d’une contrainte géométrique sur les résultats de simulation, en raison des spécificités de

chaque modèle. Par exemple, le modèle SPE10 présente une forte anisotropie verticale,

rendant difficile l’appréciation de l’impact isolé du raffinement local sur les résultats de

simulation (paragraphe 4.4). Il faudrait également tenir compte de la validité intrinsèque

du modèle fin, qui n’est par forcément vérifiable, par exemple pour le modèle de duplex

(paragraphe 9.2).
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Contrainte / Fonction objectif Critère Description

Qualité

FCV T =
∫
V ‖y − xi‖

2 dy

diam.max
diam.min Diamètre minimal et maximal d’une

cellule. Utilisé pour valider le calcul

de l’index de puits.

Raffinement

FCV T =
∫
V ρ(y)‖y − xi‖2 dy

vol.max
vol.min Volume de la plus grosse et de la

plus petite cellule de la grille.

Anisotropie

FCV T2 =
∫
V ‖M(y)(y − xi)‖2 dy

∆ nb cellules Variation latérale du nombre de cel-

lules empilées verticalement selon la

direction de la stratigraphie.

Orientation

FCV Tp =
∫
V ‖M(y)(y−xi)‖pLp

dy

|~n · ~v| ∗ ‖~n× ~v‖ Différence d’orientation entre la nor-

male ~n de la facette dans la grille

grossière et le vecteur vitesse ~v dans

la grille fine.

Structural

FV ext = Vext

Vext
V Volume extérieur Vext et total V des

cellules.

Puits

F rCV T =
∫
Vr
‖y − xi‖2 dy

WI et T Distribution des valeurs d’indice de

puits et de transmissibilité autour

des puits.

Tableau 10.1 – Bilan des critères géométriques utilisés pour mesurer la qualité des grilles

générées. Chaque fonction objectif est calculée pour toutes les cellules de Voronöı V (cellules

restreintes aux puits Vr pour la contrainte de puits).

L’un des aspects cruciaux de ces méthodes de minimisation est la continuité et la dé-

rivabilité de la fonction objectif. Elle détermine en effet le choix du solveur utilisé pour la

minimisation et l’efficacité de la convergence vers la solution.

Lorsque la fonction est calculée à partir d’un champ (densité ou matrice M), sa continuité

est conditionnée par celle du champ. Or, dans ce travail, les champs définis sont fortement

discontinus et un solveur particulier a du être développé pour obtenir des résultats accep-

tables. Ce problème pourrait être résolu en lissant le champ considéré, au détriment de la

précision du résultat autour des discontinuités et des raccords. Cela est envisageable pour

les champs de densité, mais des méthodes spécifiques devraient être développées pour les

champs de matrice M .

La fonction de conformité à une surface présentée dans ce travail est par définition dis-

continue et nécessite également l’utilisation d’un solveur particulier. Une perspective de

travail serait de proposer une fonction de conformité continue et dérivable, qui pourrait par

exemple exploiter le champ de distance à la surface.

La génération de grilles réservoir barycentriques permet une amélioration globale de la

qualité des résultats de simulation sur les modèles étudiés. Il est toutefois difficile d’appré-

cier l’origine de la réduction des erreurs de simulation. Une étude plus poussée pourrait

ainsi être menée pour distinguer l’impact de la dispersion numérique sensu stricto et l’im-

pact de la diffusion numérique, à l’aide de modèles appropriés.

Le raffinement local permet un gain de précision dans les zones d’intérêt et a été étudié par

plusieurs auteurs. Lors de cette étude, l’importance d’une réflexion en amont sur l’origine

des erreurs spécifiques à chaque modèle a été soulignée. Le faible précision dans les zones
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Critères géom. Critères simulation

Contrainte Modèle visuel quant. FS WC RF t Observations

Qualité 2D homogène + + + - = +

Raffinement

FluvSim + +

SPE10 2D + + = = -

SPE10 3D + + + Forte anisotropie

verticale

Anisotropie
2D hétérogène + - - = + Selon direction

d’écoulement

SPE10 3D + + + + + Selon direction

stratigraphique

Orientation 2D hétérogène + + + + + Selon direction

d’écoulement

Structural

4 couches + +

Faillé simple + +

Duplex + + + + +

IFPEN + +

Mandaros + +

FBF + +

Karst + +

Dôme de sel + +

Noiraigue + +

Noiraigue + +

Puits
2D hétérogène + + + + +

Duplex +

Combinaison Duplex + + - - =

Tableau 10.2 – Bilan des modèles étudiés pour chaque contrainte. Estimation de la qualité

des grilles générées selon des critères géométriques et des critères sur les résultats de simu-

lation. Signification des abréviations : FS front de saturation, WC proportion d’eau dans le

puits producteur, RF récupération totale en huile, t durée de la simulation, - détérioration,

+ amélioration, = pas de différence significative. Par rapport à une grille Voronöı sans la

contrainte considérée.
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Chapitre 10. Conclusion

d’intérêt n’est pas nécessairement la principale source d’erreur de simulation.

L’anisotropie et l’orientation des faces des cellules, définies à l’aide d’une matrice M , offrent

de nombreuses possibilités d’amélioration des résultats de simulation sur les modèles étu-

diés. Elles permettent par exemple de prendre en compte des informations statiques, comme

la résolution verticale du réservoir, ou dynamiques, comme la direction d’écoulement. Un

contrôle encore plus poussé pourrait être réalisé dans l’application de cette méthode en

faisant varier les rapports de norme des vecteurs de la matrice M .

L’une des contributions majeures de ce travail est la définition d’une fonction objectif

pour la conformité aux éléments structuraux. À notre connaissance, aucun autre algorithme

ne permet la génération de telles grilles avec un nombre de cellules prédéfini. Cette contri-

bution offre de nombreuses possibilités pour la génération de grilles dans les réservoirs

complexes, par exemple les modèles fracturés.

Une autre contribution est le développement d’algorithmes de changement d’échelle dans

les cellules polyédriques utilisant les spécificités des cellules de Voronöı. Ces algorithmes

ont été appliqués dans ce mémoire pour des méthodes globales de changement d’échelle de

type TPFA. Ils peuvent servir pour d’autres méthodes de changement d’échelle qui pour-

raient être appliquées sur ce type de grille, par exemple des méthodes MPFA. Des études

complémentaires pourraient ainsi être menées afin de déterminer la validité des contraintes

géométriques définies ci-dessus pour ces méthodes.
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Annexe A

Paramètres de simulation

A.1 Réseau de connexions

Les simulateurs d’écoulement basés sur un graphe de connectivité prennent deux types

de paramètres : les paramètres portés par les points, constants sur les volumes de contrôle

(porosité, perméabilité, volume), et les paramètres portés par les connexions entre les points

(transmissibilité).

Une structure de données a été développée dans le plugin Gocad GraphLab [Vit07] pour sto-

cker un graphe de connectivité contenant des nœuds (points) et des connexions (figure A.1).

Cette structure ne contient aucune information géométrique concernant les volumes de

contrôle et leurs faces. Or ces informations sont nécessaires pour déterminer les paramètres

de simulation, comme la transmissibilité.

D’un autre côté, les grilles polyédriques, utilisées pour stocker la forme explicite des dia-

grammes de Voronöı, ne permettent pas de stocker les informations sur les connexions entre

les points. Les points eux-mêmes sont stockés comme propriétés des volumes de contrôle.

Un pont a donc été développé entre les diagrammes de Voronöı, les grilles polyédriques et

les réseaux de connexions. Ce pont établit une équivalence unique :

– entre un nœud du réseau et une cellule de Voronöı. Le nœud est situé précisément à

l’emplacement du point de Voronöı ;

– entre une connexion du réseau et une face de Voronöı. La connexion relie deux

nœuds, soit deux points de Voronöı. La face de Voronöı est donc perpendiculaire

à la connexion et passe en son milieu.

Une grille tétraédrique, duale du diagramme de Voronöı, pourrait être utilisée à la place

du réseau de connexions. Toutefois, la grille tétraédrique stocke, en plus des nœuds et des

connexions (segments), des faces et des tétraèdres, qui ne sont pas utiles pour la simulation

réservoir. Le réseau de connexions est donc une structure plus légère et plus flexible dans

le cadre du calcul des paramètres de simulation.

A.2 Calcul des transmissibilités à partir des perméabilités

La perméabilité est considérée constante sur les volumes de contrôle.

A.2.1 Grilles structurées

Sur les grilles structurées hexaédriques, une discrétisation de type TPFA [Vit07], est

appliquée. Le tenseur de perméabilité est considéré diagonal, constitué de trois composantes

kx, ky et kz. La discrétisation se fait avec la composante correspondante à l’orientation de la

face considérée, les autres composantes étant ignorées. Pour une face d’aire A correspondant

à l’axe x et commune aux volumes de contrôle Vi et Vj , les centres xi et xj des volumes de

contrôle sont d’abord calculés, ainsi que le centre c de la face et le vecteur normal ~n. Puis
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Figure A.1 – Exemple de réseau de connexions. Les connexions sont en bleu, les nœuds

en rouge.

ki kj

~n

~si

di

A

(a)

ki kjd

A

(b)

Figure A.2 – Discrétisation TPFA pour deux volumes de contrôle. (a) Volumes de contrôle

quelconques. (b) Volumes de Voronöı.
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A.3 Liste des paramètres

les distances di et dj respectivement entre le centre du volume de contrôle et le centre de

la face. Enfin les vecteurs ~si et ~sj respectivement reliant le centre du volume de contrôle et

le centre de la face, et de norme unitaire. Les transmissibilités Ti et Tj dans chaque volume

de contrôle sont calculées puis une moyenne est effectuée pour calculer la transmissibilité

Tij de la face :

Ti = kx,i‖~si · ~n‖
A

di
Tj = kx,j‖~sj · ~n‖

A

dj
Tij =

TiTj
Ti + Tj

(A.1)

A.2.2 Grilles de Voronöı

Dans le cas d’un tenseur de perméabilité isotrope (kx = ky = kz = k), les propriétés

des diagrammes de Voronöı permettent de simplifier le calcul précédent (figure A.2b). Les

centres xi et xj sont remplacés par les points ayant servi à construire la grille de Voronöı.

di = dj = d (A.2)

‖~si · ~n‖ = ‖~sj · ~n‖ =
‖‖xi − xj‖‖

2d
= l (A.3)

Tij =
Al

d

kikj
ki + kj

(A.4)

A.3 Liste des paramètres

densité (lb/ft3) 62.4

viscosité (cP) 1

(a) Phase eau

Pression initiale (Psia) 5000

(b) Équilibre

Injecteurs BHP (psi) : 10000

Producteurs BHP (psi) : 4000

Rayon (ft) 0.5

Facteur de forme 0

(c) Puits

Tableau A.1 – Paramètres de simulation pour le paragraphe 5.2.2

133



Chapitre A. Paramètres de simulation

P(psi) B(rb/stb) VISC(cp) R(scf/stb)

14.7 1.03 1.2 0

1014.7 1.0106 1.2 0

2014.7 0.9916 1.2 0

3014.7 0.9729 1.20017 0

4014.7 0.9546 1.20022 0

5014.7 0.9367 1.20028 0

6014.7 0.919 1.20033 0

7014.7 0.9017 1.20039 0

densité (lb/ft3) 49.92

(a) Phase huile

P(psi) B(rb/stb) VISC(cp) R(scf/stb)

14.7 1.02 0.55 0

4014.7 1.00985 0.55001 0

5014.7 1.00733 0.550013 0

6014.7 1.00481 0.550015 0

7014.7 1.0023 0.550018 0

densité (lb/ft3) 62.4

(b) Phase eau

Sw Krw Krow Pcow

0 0 1 0

0.1 0 0.96 0

0.2 0 0.875 0

0.3 0.01 0.7 0

0.4 0.04 0.43 0

0.5 0.075 0.23 0

0.6 0.125 0.1 0

0.7 0.2 0.025 0

0.8 0.3 0 0

0.9 0.575 0 0

1 1 0 0

(c) Interactions fluide/roche

Swi 0.25

Sor 0

Pression initiale (Psia) 5000

Profondeur (ft) 3000

Contact huile/eau (ft) 3500

(d) Équilibre

Compressibilité (1/Psia) 3.1e-6

Pression de ref (Psia) 14.7

(e) Roche

Injecteurs BHP (psi) : 5000

Producteurs Débit (stb/day) : 4000

Rayon (ft) 0.5

Facteur de forme 0

Tableau A.2 – Paramètres de simulation pour les paragraphes 3.3, 5.3.1, 6.3 et 8.2.2
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A.3 Liste des paramètres

P(psi) B(rb/stb) VISC(cp) R(scf/stb)

300 1.05 2.95 0

800 1.02 2.99 0

8000 1.01 3 0

densité (lb/ft3) 53

(a) Phase huile

P(psi) B(rb/stb) VISC(cp) R(scf/stb)

14.7 1.01 0.3 0

300 1.0091 0.3 0

800 1.0076 0.3 0

8000 0.9864 0.3 0

densité (lb/ft3) 64

(b) Phase eau

Sw Krw Krow Pcow

0.200 0.0000 1.0000 0

0.250 0.0069 0.8403 0

0.300 0.0278 0.6944 0

0.350 0.0625 0.5625 0

0.400 0.1111 0.4444 0

0.450 0.1736 0.3403 0

0.500 0.2500 0.2500 0

0.550 0.3403 0.1736 0

0.600 0.4444 0.1111 0

0.650 0.5625 0.0625 0

0.700 0.6944 0.0278 0

0.750 0.8403 0.0069 0

0.800 1.0000 0.0000 0

(c) Interactions fluide/roche

Swi 0.2

Sor 0.2

Pression initiale (Psia) 60

Profondeur (ft) 12000

Contact huile/eau (ft) 13000

(d) Équilibre

Compressibilité (1/Psia) 1e-6

Pression de ref (Psia) 14.7

(e) Roche

Rayon (ft) 0.5

Facteur de forme 0

(f) Puits

paragraphes 4.2.4 4.4.1, 7.3 et 9.2 4.4.2 et 5.3.2

Injecteurs BHP 100 psi BHP 10000 psi Débit 5000 bbl/day

Producteurs BHP 40 psi BHP 4000 psi BHP 4000 psi

(g) Puits

Tableau A.3 – Paramètres de simulation pour les paragraphes 4.2.4, 4.4.1, 4.4.2, 5.3.2

7.3 et 9.2
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Annexe B

Intégration du flux sur un simplexe

v0

v1

v2

v3

v4

v5

Figure B.1 – Composantes normales sortantes du vecteur vitesse V pour chaque face. La

cellule est cartésienne alignée sur les axes X, Y et Z.

Pour ce calcul, la vitesse de Darcy est supposée connue pour chacune des faces d’une

cellule cartésienne alignée sur les axes X, Y et Z. Elle est exprimée sous forme d’un vecteur

V = [v0 v1 v2 v3 v4 v5] correspondant aux valeurs de la vitesse sortante dans la direction de

la normale à la face correspondante.

Considérons un point X(x, y, z) de la cellule, x ∈ [x0, x1], y ∈ [y0, y1] et z ∈ [z0, z1]. Le

gradient ∇v de la vitesse est considéré constant sur la cellule et approché au premier ordre

par l’équation suivante, où le symbole .t fait référence à la transposition :

∇v =

[
v3 + v0

x1 − x0
,
v4 + v1

y1 − y0
,
v5 + v2

z1 − z0

]t
(B.1)

La vitesse v(X) est linéairement interpolée pour chacune de ses composantes :

vx(X) = −v0 +∇vx(x− x0) = ∇vxx− (v0 +∇vxx0)

vy(X) = −v1 +∇vy(y − y0) = ∇vyy − (v1 +∇vyy0)

vz(X) = −v2 +∇vz(z − z0) = ∇vzz − (v2 +∇vzz0) (B.2)

Considérons un simplexe de dimension 2 (triangle 3D) ∆ = (p1, p2, p3) complètement

contenu dans la cellule et de normale ~n. Le flux f∆ au travers de ce simplexe est donné

par :

f∆ =

∫
∆
v(X) · ~ndA

= nx

∫
∆
vx(X) dA+ ny

∫
∆
vy(X) dA+ nz

∫
∆
vz(X) dA (B.3)
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Chapitre B. Intégration du flux sur un simplexe

Traitons la composante vx de l’équation ci-dessus, ce traitement pouvant être ensuite ap-

pliqué aux composantes vy et vz. A l’aide de l’équation (B.2), il ressort l’équation suivante

où A = |∆| est l’aire du simplexe, ax et bx sont des constantes :

nx

∫
∆
vx(X) dA = nx∇vx

∫
∆
x dA− nxA(v0 +∇vxx0)

= ax

∫
∆
x dA+ bx (B.4)

Le problème se réduit donc à calculer
∫

∆ x dA. Considérons le cas où le simplexe est

contenu dans un plan parallèle à l’axe X, par exemple le plan XY sans perte de généralité.

Supposons, également sans perte de généralité, que p1, p2 et p3 sont par ordre croissant de

coordonnée x. Traçons le point p4 ∈ [p1, p3] tel que p2x = p4x et qui divise le simplexe en

deux triangles d’aire respective A1 et A3.

y

x

p1

p2

p3

p4

A1

A3

Ly

Lx

l(x)

Figure B.2 – Cas du simplexe ∆ contenu dans le plan XY .

Plaçons nous dans le triangle ∆1 = (p1, p2, p4) et notons Lx = p2x−p1x et Ly = p2y−p4y.

De ce fait, A1 =
LxLy

2 . Prenons une section verticale du triangle et notons sa longueur l(x),

x ∈ [p1x, p2x]. En application du théorème de Thalès, l(x) =
Ly

Lx
(x− p1x). L’intégrale peut

alors être écrite de la façon suivante :∫
∆1

x dA =

∫
∆1

xl(x) dx

=
Ly
Lx

(∫
∆1

x2 dx− p1x

∫
∆1

x dx

)
=
Ly
Lx

(
1

3
(p3

2x − p3
1x)− p1x

2
(p2

2x − p2
1x)

)
=
Ly
Lx

(
1

6
p3

1x +
1

3
p3

2x −
1

2
p1xp

2
2x

)
=
Ly
Lx

(
(p2x − p1x)2

6
(2p2x + p1x)

)
=
LyL

2
x

6Lx
(2p2x + p1x)

=
A1

3
(2p2x + p1x) (B.5)
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En faisant de même pour le triangle ∆3 = (p2, p4, p3) et en regroupant les résultats pour

l’ensemble du simplexe ∆, la formule suivante peut être établie :∫
∆
x dA =

A1

3
(p1x + 2p2x) +

A3

3
(p3x + 2p2x)

=
A1

3
p1x +

A

3
p2x +

A3

3
p3x (B.6)

p4 = tp1 + (1− t)p3 t =
p2x − p3x

p1x − p3x

Considérons à présent le cas où le simplexe est contenu dans le plan Y Z, perpendiculaire

à l’axe X. La valeur de x est constante sur le simplexe et le calcul de l’intégrale est direct :∫
∆
x dA = Ap1x (B.7)

Pour tous les autres cas, la normale du simplexe forme un angle α avec l’axe X. Les

formules précédentes peuvent être étendues en intégrant un terme cosα qui se simplifie au

final et permet de retrouver les équations (B.6) et (B.7) précédentes.
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Annexe C

Architecture des plugins utilisés

Figure C.1 – Architecture des plugins Gocad et Graphite développés et utilisés. Les plugins

sont encadrés en traits pleins. Les cadres en gras indiquent les plugins développés lors de ce

travail. Les objets de Gocad et Graphite sont en italiques. Les conversions entre objets sont

indiquées par des flèches à double sens et les associations d’objets par des traits courbes.

L’environnement Gocad fournit des objets et des algorithmes géométriques spécifiques

à la géologie. L’environnement Graphite fournit entre autre des algorithmes sur les dia-

grammes de Voronöı à travers le plugin GoodMesh.

Deux plugins ont été développés lors de ce travail :

– VoCoMesh dans Graphite, avec deux rôles principaux :

– fournir des algorithmes de conformité aux surfaces et aux lignes ;

– fournir des algorithmes d’intersection entre les cellules d’une grille de Voronöı et

les cellules d’une grille cartésienne ;

– ReserVor dans Gocad, avec quatre rôles principaux :

– préparer les données d’entrée des algorithmes de GoodMesh et VoCoMesh, à partir

des données géologiques ;

– interfacer les objets Gocad et Graphite entre eux ;

– fournir des algorithmes de changement d’échelle spécifiques aux grilles de Voronöı ;

– générer des fichiers pour le simulateur GPRS de manière spécifique aux grilles de

Voronöı.

Les plugins GraphLab [Vit07] et Tweedle [PLG10] ont également fait l’objet de nombreuses

améliorations et des fonctionnalités ont été rajoutées à certains objets Graphite, notamment

les ShetGrid.

Le plugin Tweedle permet de convertir les objets Gocad (ou GObj) les plus courants en

objets Graphite (ou Grob) et vice versa. Chaque GObj de Gocad est convertible en Grob
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de Graphite. Le lien entre les objets convertis est stocké dans Gocad à travers un objet

Gocad spécifique appelé Grobj.

Le plugin TopoKernel fournit les objets PGrid ou grilles polyédriques, équivalentes aux

ShetGrid de Graphite (objet natif de Graphite). Les grilles polyédriques permettent de

visualiser les grilles de Voronöı dans Gocad. Dans ReserVor, la conversion entre ShetGrid

et PGrid est implémentée.

Le plugin GraphLab fournit l’objet PipeNetwork qui permet d’exporter les propriétés

de simulation vers le simulateur GPRS. Dans ReserVor, un PipeNetwork est généré à partir

d’une grille de Voronöı en créant un nœud pour chaque point de Voronöı et une connexion

pour chaque facette (annexe A). La grille de Voronöı est une ShetGrid générée à partir des

points de Voronöı, stockés dans un VertexSet, et une surface close délimitant les bords de la

grille. Une association est réalisée entre la ShetGrid, le VertexSet et le PipeNetwork, dans un

objet Gocad spécifique appelé FlowObjectCiel. Cet objet permet de réaliser des calculs dans

le PipeNetwork à partir des informations géométriques de la ShetGrid : transmissibilité,

indice de puits, changement d’échelle. . .

Deux autres plugins Gocad ont également été utilisés et améliorés pour les besoins du

projet : StreamLab [Fet07], pour générer des champs de vitesse sur les grilles structurées

(résolution de l’équation de pression) ; Pythia [Vit07], pour utiliser les solveurs numériques

sur les PipeNetwork.
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146



Bibliographie

[NW99] J. Nocedal and S.J. Wright. Numerical Optimization. Springer, 1999. 41

[OBSC09] A. Okabe, B. Boots, K. Sugihara, and S.N. Chiu. Spatial Tessellations :

Concepts and Applications of Voronoi Diagrams. John Wiley & Sons, Sep-

tember 2009. 15, 16, 17

[PA91] C.L. Palagi and K. Aziz. Use of Voronoi grid in reservoir simulation. Pro-

ceedings - SPE Annual Technical Conference and Exhibition, Sigma :77–92,

1991. 25

[PA94a] C.L. Palagi and K. Aziz. Modeling vertical and horizontal wells with Voronoi

grid. SPE Reservoir Engineering, 9(1) :15–21, 1994. 9, 25, 111, 112

[PA94b] C.L. Palagi and K. Aziz. Use of Voronoi grid in reservoir simulation. SPE

Advanced Technologies, 2(2) :69–77, 1994. 21, 112, 113

[Pea78] D.W. Peaceman. Interpretation of well-block pressures in numerical reservoir

simulation. SPE Journal, pages 183–194, Jun. 1978. 9, 25, 111

[PFTV92] W.H. Press, B.P. Flannery, S.A. Teukolsky, and W.T. Vetterling. Numerical

recipes : the art of scientific computing, volume Ch.10. Cambridge Univ. Press,

Cambridge, 2nd ed. edition, 1992. 41

[PLDM05] M. Prevost, F. Lepage, L.J. Durlofsky, and J.-L. Mallet. Unstructured 3D

gridding and upscaling for coarse modelling of geometrically complex reser-

voirs. Petroleum Geoscience, 11(4) :339–345, November 2005. 20, 38, 39, 60,

61
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3.4 Cas homogène 2D, grilles de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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4.4 Calcul de l’intersection entre cellules fines et cellule grossière . . . . . . . . 47
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7.7 Modèle synthétique de duplex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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Génération de grilles de type volumes finis : Adaptation à un modèle
structural, pétrophysique et dynamique

Résumé

Cet ouvrage aborde la génération de grilles de Voronöı sous contrainte pour réduire les erreurs liées

à la géométrie des cellules lors de la simulation réservoir. Les points de Voronöı sont optimisés en

minimisant des fonctions objectif correspondant à différentes contraintes géométriques. L’originalité

de cette approche est de pouvoir combiner les contraintes simultanément :

– la qualité des cellules, en plaçant les points de Voronöı aux barycentres des cellules ;

– le raffinement local, en fonction d’un champ de densité ρ, correspondant à la perméabilité, la

vitesse ou la vorticité ;

– l’anisotropie des cellules, en fonction d’un champ de matrice M contenant les trois vecteurs

principaux de l’anisotropie, dont l’un est défini par le vecteur vitesse ou par le gradient

stratigraphique ;

– l’orientation des faces des cellules, en fonction d’un champ de matrice M contenant les trois

vecteurs orthogonaux aux faces, dont l’un est défini par le vecteur vitesse ;

– la conformité aux surfaces du modèle structural, failles et horizons ;

– l’alignement des points de Voronöı le long des puits.

La qualité des grilles générées est appréciée à partir de critères géométriques et de résultats de

simulation comparés à des grilles fines de référence. Les résultats indiquent une amélioration de la

géométrie, qui n’est pas systématiquement suivie d’une amélioration des résultats de simulation.

Mots clés : Voronöı, barycentrique, raffinement local, anisotropie, orientation des faces, conformité,

optimisation, simulation d’écoulement, réservoir.

Generation of finite volume grids : Adaptation to a structural, petrophysical
and dynamical model

Abstract

Voronoi grids are generated under constraints to reduce the errors due to cells geometry during

flow simulation in reservoirs. The Voronoi points are optimized by minimizing objective functions

relevant to various geometrical constraints. An original feature of this approach is to combine

simultaneously the constraints :

– Cell quality, by placing the Voronoi points at the cell barycenters.

– Local refinement according to a density field ρ, relevant to permeability, velocity or vorticity.

– Cell anisotropy according to a matrix field M built with the three principal vectors of the

anisotropy, which one is defined by the velocity vector or by the stratigraphic gradient.

– Faces orientation according to a matrix field M built with the three vectors orthogonal to the

faces, which one is defined by the velocity vector.

– Conformity to structural features, faults and horizons.

– Voronöı points alignment along well path.

The quality of the generated grids are assessed from geometrical criteria and from comparisons of

flow simulation results with reference fine grids. Results show geometrical improvements, that are

not necessarily followed by flow simulation results improvements.

Keywords : Voronoi, centroidal, local refinement, anisotropy, faces orientation, conformity, opti-

mization, flow simulation, reservoir.
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