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Résumé

Nous construisons un foncteur de la catégorie des variétés sur un corps ou un anneau
topologique K, de caractéristique arbitraire, dans la catégorie des variétés sur A, ou A est une
algébre de Weil, ¢’est-a-dire une K-algebre de la forme A = K®AN, ou N est un idéal nilpotent.
Le foncteur correspondant, noté T, et appelé foncteur de Weil, peut étre interprété comme
un foncteur d’extension scalaire de K a A. Il est construit a I’aide des polynémes de Taylor,
dont nous donnons une définition en caractéristique quelconque.

Ce résultat généralise a la fois des résultats connus pour les variétés réelles ordinaires,
et les résultats obtenus dans le cas des foncteurs tangents itérés et dans le cas des anneaux
de jets (A = K[X]/(X**1)). Nous montrons que pour toute variété M, TAM posséde une
structure de fibré polynomial sur M, et nous considérons certains aspects algébriques des
foncteurs de Weil, notamment ceux liés a l'action du « groupe de Galois » Autg(A). Nous
étudions les connerions, qui sont un outil important d’analyse des fibrés, dans deux contextes
différents : d’une part sur les fibrés TAM, et d’autre part sur des fibrés généraux sur M, en
suivant I’approche d’Ehresmann. Les opérateurs de courbure d’une connexion sont induits par
I'action du groupe de Galois Autg(A) et ils forment une obstruction a I’« intégrabilité » d’une
connexion K-lisse en une connexion A-lisse.

Mots-clés : foncteur de Weil, algebre de Weil, calcul différentiel sur un anneau, extension
scalaire, polynémes de Taylor, fibré polynomial, jet, connexion affine, connexion d’Ehresmann,
courbure.

Abstract

We construct a functor from the category of manifolds over a general topological base
field or ring K, of arbitrary characteristic, to the category of manifolds over A, where A is a
so-called Weil algebra, i.e. a K-algebra of the form A = K & N, where N is a nilpotent ideal.
The corresponding functor, denoted by T#, and called a Weil functor, can be interpreted as a
functor of scalar extension from K to A. It is constructed by using Taylor polynomials, which
we define in arbitrary characteristic.

This result generalizes simultaneously results known for ordinary, real manifolds, and re-
sults for iterated tangent functors and for jet rings (A = K[X]/(X*T1)). We show that for
any manifold M, TAM is a polynomial bundle over M, and we investigate some algebraic
aspects of the Weil functors, in particular those related to the action of the “Galois group”
Autg (A). We study connections, which are an important tool for the analysis of fiber bundles,
in two different contexts : connections on the Weil bundles T#M, and connections on general
bundles over M, following Ehresmann’s approach. The curvature operators are induced by the
action of the Galois group Autk(A) and they form an obstruction to the “integrability” of a
K-smooth connection to an A-smooth one.

Keywords : Weil functor, Weil algebra, Differential calculus on ring, Scalar extension, Tay-
lor polynomial, polynomial bundle, jet, affine connection, Ehresmann connection, curvature.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique

Les origines

L’article fondateur de la théorie des algéebres de Weil et des foncteurs de Weil est 'article
d’André Weil (1906-1998) intitulé Théorie des points proches sur les variétés différentiables
[Weil 1953]. L’idée de Weil est de considérer une algébre locale A, aujourd’hui appelée algebre
de Weil, c’est-a-dire essentiellement une extension scalaire de dimension finie du corps R des
nombres réels par des éléments nilpotents. A partir d’une telle algebre, il construit un foncteur
dans la catégorie des variétés réelles de dimension finie qui, & toute variété M, associe une
variété que l'on peut considérer comme une extension de M aux éléments nilpotents, en un
certain sens que nous préciserons.

Cet article peut étre considéré comme la réponse de Weil a 'article de Charles Ehresmann
(1905-1979) intitulé Les prolongements d’une variété différentiable [Ehresmann 1951] et publié
deux ans avant celui de Weil, dans lequel il présente la théorie des jets. Ehresmann y définit
les jets d’ordre k£ en un point x comme étant des classes d’équivalences d’applications lisses,
ou deux applications lisses sont dites équivalentes si et seulement si elles ont méme valeur en
x, de méme que leurs dérivées successives jusqu’a 'ordre k. Cette notion, bien qu’étant un
outil extrémement puissant en géométrie différentielle, possede quelques inconvénients parmi
lesquels 'utilisation d’un passage au quotient. Weil propose un point de vue différent sur la
théorie des jets et définit les A-points proches de points d’une variété M comme étant les
morphismes d’algebres des fonctions lisses C*°(M,R) sur M dans 'algebre de Weil A. La
théorie des fibrés de Weil englobe la théorie des jets dans le sens ou les k-jets sont obtenus
comme des J¥R-points proches, ott J'R = R[X]/(X"*!) est une algébre de Weil appelée algébre
des k-jets.

Les méthodes de calcul infinitésimal de Pierre de Fermat (1601-1665), développées dans
larticle [Fermat 1636], constituent une source d’inspiration plus ancienne. Afin de déterminer
les extrema d’une fonction polynomiale, Fermat utilisait le critere suivant : si un point x est un
extremum d’une fonction f, alors f(x) est adégalEIé I’évaluation de f en tout point infiniment
proche de x, noté sous la forme x + . Afin de rendre compte de l'infinie proximité entre x + &
et x, Fermat s’autorisait a interpréter € comme un élément non nul au premier ordre, mais

1. Fermat utilisait la notion d’adégalité, représentée par le signe d’adégalité ~, sans jamais ’avoir définie,
mais celle-ci se comporte exactement comme 1’égalité.

13



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

nul au second. Il considérait alors I'adégalité f(x) ~ f(x+¢), qu'il divisait par € puis il posait
€ = 0, ce qui ne manque pas de surprendre. Notez bien que Fermat ne considére pas vraiment

flz+e) - f(=)

par Karl Weierstrasgé (1815-1897), ni de la notion de dérivée, développée indépendamment par
Isaac Newton (1642-1727) et Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) & la fin du xvII® siecle.
Dans le cas des fonctions polynomiales, les opérations décrites ci-dessus reviennent a considérer
que ¢ est en fait un élément nilpotent d’ordre 2, c’est-a-dire £2 = 0, et & résoudre I’égalité
f(z) = f(x + ¢). Fermat n’a bien entendu jamais écrit ses calculs de cette maniere, mais ce
raisonnement est équivalent au sien, et c’est en tout cas comme cela que Weil interprete son
travail.

la limite de : il ne disposait ni de la notion de limite, formalisée au XI1x° siécle

Remarquez que, pour considérer des points infiniment proches de points réels, il a fallu
introduire des éléments nilpotents qui ne sont pas eux-mémes des réels. C’est précisément ce en
quoi consiste la démarche de Weil. Il s’agit de donner un sens a la notion de points infiniment
proches de points sur une variété M. De tels points ne peuvent pas appartenir eux-mémes a
la variété et il s’agit alors, afin de formaliser la notion d’infinie proximité, de construire une
autre variété qui est en fait un fibré sur M dont la fibre en tout point x de M est précisément
définie comme étant ’ensemble des points proches de zx.

Afin de donner une idée de ce que sont les fibrés de Weil et de ce que peuvent étre les
points infiniment proches d’une variété, nous allons considérer ’exemple de I’anneau tangent

TR := R[X]/(X)? ~ R ® R, avec e2 =0,

qui est a la fois le plus élémentaire, mais également I’exemple historique, puisque c’est celui
qui correspond a la méthode de Fermat. Dans ce cas, la variété étendue d’une variété M est
simplement le fibré tangent TM et les points proches d’un point x de M sont précisément
les vecteurs tangents au point z. Un tel vecteur sera noté x + v et nous pourrons effectuer
des calculs algébriques de maniere habituelle, en utilisant la nilpotence de €. En ce sens, nous
pouvons considérer que deux vecteurs tangents au méme point, c’est-a-dire qui different par
un élément nilpotent de la forme ev, sont infiniment proches & ’ordre 1.

Comprenez qu’en fait, 'algebre de Weil encode la notion de proximité dont nous voulons
nous servir. Il est possible d’utiliser des notions de proximité plus fines, en considérant par
exemple des éléments nilpotents d’ordre supérieur, ou d’autres notions de proximité, faisant in-
tervenir des familles d’éléments nilpotents d’ordre deux qui commutent entre eux. La premiére
idée correspond a la théorie des jets, et la seconde, a la théorie tangente itérée.

Il existe essentiellement deux points de vue sur la construction des foncteurs de Weil :

1. le point de vue dit contravariant, qui est inspiré par la géométrie algébrique; c’est no-
tamment Papproche utilisée par Weil, par Morimoto dans son article [Morimoto 1976],
par Munioz, Rodriguez et Muriel dans leur article [Munoz, Muriel, Rodriguez 2000], par
Demazure et Gabriel dans leur livre [Demazure, Gabriel 1970], et par Moerdijk et Reyes
dans leur livre [Moerdijk, Reyes 1991],

2. le point de vue dit covariant, correspondant plutét a la géométrie différentielle, et qui
est inspiré par la géométrie différentielle synthétique, théorie développée dans le livre
[Kock 1981]. C’est l'approche que nous utiliserons car elle permet une généralisation
naturelle aux cas de dimension infinie notamment.

Le livre [Kolar, Michor, Slovak 1993] présente les deux approches et fait le lien entre les
deux dans le cadre classique, c¢’est-a-dire en dimension finie sur R.
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Le point de vue d’André Weil

L’article de Weil est trés court, mais extrémement riche et contient de nombreuses idées qui
ont été et sont encore étudiées aujourd’hui, c’est pourquoi nous allons présenter les principaux
résultats qui y sont obtenus.

Algebres de Weil
Commencons par définir les algebres locales ou algebres de Weil.

Définition 1.1.1. Une algebre de Well est une R-algéebre unitaire commutative associative de

dimension finie de la forme A =R & A ot A est un idéal nilpotent.

Nous dirons qu’un élément x de A se décompose en une partie finie xg de R et une partie
o]

nilpotente x& appartenant & A si x = = + ZLX.

Il existe deux constructions naturelles d’algébres de Weil a partir de deux algebres de Weil
A=ROAct B=R®B:

1. le produit tensoriel A QR B =R @ & <) IE% &) 1& QR IE%,

2. la somme de Whitney A ®r B := A Qg IB%/& QR IE% ~R® & &) IE%

Ezemples 1.1.2. Les anneaux suivants sont des algebres de Weil :
1. TR := R[X]/(X)? 2R @R, avec ¢ = 0, qui est exemple fondateur,

2. JFR = ]R[X]/(X)]”"’Jrl ~R® @ OFR, avec 68T = 0, appelé anneau des k-jets, qui
1<i<k
correspond a la théorie des jets d’Ehresmann,

3. TFR :=R[X1,..., Xn)/(X?,...,X5) >~ TR®...® TR, appelé anneau tangent itéré,

4. WE = R[X1,..., X,]/(X1,..., X)L appelé anneau des (k,n)-vitesses.

Ce dernier exemple est tres général puisque toute algebre de Weil en est un quotient,
comme le montre la proposition suivante. De plus, les exemples importants s’expriment en
fonction des anneaux de vitesses : J'R = W et T"R = Wi @ ... @ Wi.

Proposition 1.1.3. Toute algebre de Wezl est un quotient de WF ns oun—+1 est la dimension

de A et k+ 1 le degré de nilpotence de A.

o
Démonstration. Soit (1 = ag,a1,...,a,) une base de A = R @ A. Soit k un entier tel que
o k+1
A = 0. Alors I'application suivante est bien définie, et est un homomorphisme d’algebres :

RIX1,. ... Xnl /(X1 X)L S A=R@A, [P]es (P(O,...,0),Play,....an)).
O]

Il est possible de choisir k£ et n minimaux : k + 1 est le degré de nilpotence de A et n est

o

02
la dimension de A/ <A ) (voir Darticle [Kolar 2008]).

Weil a considéré cette famille d’algébres car elle est suffisamment large pour contenir les
anneaux de jets, et elle est stable par produit tensoriel, ce qui sera important dans la suite.
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Points proches
Dans toute la suite, les variétés considérées seront toujours réelles et de dimension finie.

Soit x un point d'une variété M. On définit I(z) C C*°(M) := C*°(M,R) comme étant
I'idéal des fonctions lisses sur M qui s’annulent en x. Alors, pour tout entier naturel k, I (w)k
est I'idéal des fonctions lisses qui s’annulent en x, de méme que leurs dérivées successives
jusqu’a l'ordre k. Nous avons alors I'isomorphisme suivant :

C®(M)/I(z)* ! ~ R[[X1,... X,]]/(Xy,..., X))t =Wk,

Par convention, on note

Co (M) /()™ = R[[X1, ... X,]].

Ces isomorphismes s’interpretent de la maniére suivante : pour toute série formelle, il existe
une fonction dont le développement de Taylor formel en x est égal a cette série.

Nous pouvons maintenant définir la notion de points proches de points d’une variété.

Définition 1.1.4. Soient M une variété et A une algébre de Weil. Un A-point proche d’un

[}
point z de M est un morphisme de R-algébres X : C*°(M) — A =R @ A tel que le diagramme
sutvant commute :

Co(M) X ~Ra@ A

S

PTR

_

evy

]

ot Uapplication ev, : C°(M) — R est lapplication d’évaluation au point z. Ceci revient d
dire que, pour toute fonction lisse f, la partie finie de X(f) est f(x).

Proposition 1.1.5. Soient z un point d’une variété M et A une algébre de Weil. Alors les

propositions sutvantes sont équivalentes.
[¢]

1. L’application X : C°(M) — A de la forme X (f) = f(x) + L(f), avec L : C*°(M) — A,
est un morphisme d’algebres de Weil.

2. L’application L : C*°(M) — 1(& est linéaire et vérifie la propriété suivante :
L(fg) = L(f)g(x) + f(x)L(g) + L(f)L(g)-

Si, de plus, lalgébre de Weil A est 'anneau tangent TR, alors l’ensemble des A-points proches
de x est l’ensemble des vecteurs tangents au point x.

Démonstration. La partie finie ev, d’'un A-point proche d’un point x de M est fixée et un
A-point proche dépend donc uniquement de sa partie nilpotente L. Il est donc entiérement

déterminé par la donnée d’un morphisme d’algebres L : C>°(M) — A tel que pour toute
fonction f dans C*°(M), on a X (f) = f(z)+ L(f). Pour tous f et g dans C°°(M), nous avons

X(fg) = X(£)X(9)
= (f(=) + L(f))(g(x) + L(g))
= f(2)g(x) + L(f)g(x) + f(x)L(g) + L(f)L(g)
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Finalement, la donnée d’un A-point proche de x est équivalente a la donnée d’une application
[¢]

linéaire L : C°°(M) — A, telle que pour tous f et g dans C*°(M), la propriété suivante soit
vérifiée :

L(fg) = L(f)g(x) + f(z)L(g) + L(f)L(g)-
Si A est nilpotent d’ordre 2, alors L(f)L(g) est nul, et L vérifie la régle de Leibniz

L(fg) = L(f)g(x) + f(x)L(g)-

Si A est 'anneau tangent TR, alors la donnée d’'un TR-point proche d’un point x est équi-
valente & la donnée d’une application linéaire L : C*°(M) — R qui vérifie la régle de Leibniz,
c’est-a-dire d’un vecteur tangent au point x. O

Théoréme 1.1.6. L’ensemble *M des A-points proches de points de M posséde une structure
de variété et est appelé prolongement de M d’espece A. Si V' est un R-espace vectoriel, alors
la variété 2V posséde une structure naturelle de A-module isomorphe & V ®p A.

La derniere assertion suggere que le foncteur de Weil peut s’interpréter comme un foncteur
d’extension scalaire, ce que nous ferons dans la suite.

Le prolongement d’espéce A préserve les produits cartésiens :
MM x N) ~2M x AN.

Cette propriété est fondamentale car elle caractérise les foncteurs de Weil, comme nous le
verrons ci-dessous.

Prolongement d’applications

Apres avoir défini le prolongement des variétés, il est naturel de chercher a faire corres-
pondre, a toute application ¢ : M — N, une application Agp : AM — AN entre les prolonge-
ments des variétés M et N.

Définition 1.1.7. Soient ¢ une application lisse entre deux variétés M et N, et X un A-point
proche d’un point x de M. Alors la composition a droite par ¢

Ty :CO(N) = C*(M), frfop
est un morphisme d’algébres et l'application

Xory,: CP°N) — C*M) — A=RaoA
g = goy = X(goy)=(g(e()),L(gow))
est un A-point proche du point o(z) de N. L’application Acp AM AN, X — Xo ry, est

appelée prolongement de ¢ d’espece A. Le diagramme suivant commute alors

A
A(pom\r:goom\/[: Ay AN

™ l lﬂ'N

M ——N
)

ot la projection mwyy : AM — M est Uapplication naturelle, qui a un point proche d’un point x
de M associe ce méme point x.
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Le prolongement d’applications possede des propriétés tres agréables : par exemple, si G
est un groupe de Lie, alors G est également un groupe de Lie. La multiplication et inversion
dans *G sont simplement les prolongements Am et *i des multiplication et inversion m et i
dans G.

Le théoreme suivant indique que la composition des foncteurs se comporte exactement
comme le foncteur associé au produit tensoriel, ce qui justifie d’avoir défini une catégorie des
algebres de Weil qui soit stable par produit tensoriel.

Théoreme 1.1.8. Soient A et B deux algébres de Weil, et ¢ une application lisse entre deux
variétés M et N. Alors on a les isomorphismes canoniques suivants :

ARBr ~ B (AM) ot A®B(‘0 ~B (A(‘D).

Applications proches et transformations infinitésimales

Apres avoir considéré les points proches de points d’une variété, nous pouvons définir la
notion d’applications proches.

Définition 1.1.9. Une A-application entre deux variétés M et N est une application F' définie
sur M et & valeurs dans “*N. On note f(x) le point de N dont F(z) est proche, ce qui définit
une application f: M — N telle que le diagramme suivant commute :

AN

ol

M——N
!

On dit alors que F est proche de f: M — N. Si, de plus, f est l'identité sur M (et donc si
M = N), alors lapplication F : M — AM est une section de wyy, et est appelée transformation
infinitésimale d’espece A de M.

L’ensemble des sections de Papplication 7y : T*M — M est exactement l’ensemble des
applications proches de I'identité. Weil a énoncé le théoréeme suivant, qui munit cet ensemble
d’une structure de groupe.

Théoréeme 1.1.10. L’ensemble des transformations infinitésimales d’espéce A de M posséde
une structure de groupe pour la loi

G-F:=p;otGoF,
avec ;/J?/[ défini par :
phy AEAM S AM, X s it o X,
ot A®A = A a®d — ad est un morphisme d’algébres.
Ezemple 1.1.11. Si A est 'anneau tangent TR, alors I’ensemble des transformations infinitési-
males d’espece A de M est 'ensemble des champs de vecteurs sur M. La multiplication dans
ce groupe est donnée par l'addition fibre a fibre dans le fibré tangent. Nous obtenons alors

une structure de groupe commutatif, ce qui est particulier & 'anneau tangent : en général, le
groupe obtenu n’est pas commutatif.

Notez que tout morphisme d’algebres de Weil ® : A — B induit, pour toute variété M,
une application ®,; : *M — BM, définie de la maniére suivante :

Oy (X):=Po X :C®(M) — B.
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Caractérisation des foncteurs de Weil

Le théoreme suivant, qui a été prouvé indépendamment par Eck, Kainz-Michor et Luciano,
respectivement dans les articles [Eck 1986], [Kainz, Michor 1987] et [Luciano 1988], montre a
quel point les foncteurs de Weil sont généraux.

Théoréme 1.1.12. Tout foncteur local F sur la catégorie des variétés réelles de dimension
finie, d valeurs dans la catégorie des variétés réelles de dimension finie, et qui préserve les
produits cartésiens, est un foncteur de la forme M — “M, ot A = F(R).

La notion de localité est un peu technique, sachez simplement que si le foncteur n’est pas
local, alors F(R) est un point.

Notez que ce théoreme décrit comment déterminer ’algebre de Weil a laquelle le foncteur
est associé, non seulement en tant qu’ensemble, mais également en tant qu’algébre puisque
pour connaitre 'addition +4 et le produit -, dans l'algebre A, il suffit d’appliquer le foncteur
a l'addition +g et au produit ‘g réels.

Autres approches et généralisations

A la fin de son article, Weil indique des pistes & suivre et dit qu’il a plusieurs idées et
théoreémes qui feront l'objet d’articles ultérieurs, mais n’a plus écrit d’articles sur ce theme
par la suite. Par ailleurs, il semble que cet article a été completement ignoré pendant 20 ans,
jusqu’a ce que Morimoto publie Particle [Morimoto 1976], ou il reprend les idées principales
de Weil et les résume.

Le livre [Kolar, Michor, Slovak 1993] développe les deux approches, a savoir I’approche
contravariante (celle de Weil) et I’approche covariante, plus proche de la géométrie différen-
tielle, qui permet la construction d'un foncteur, noté cette fois T, On y trouve le lien entre
ces deux approches ainsi que le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.13 (Kolar, Michor, Slovak). Soient M une variété réelle de dimension finie
et A une R-algébre de Weil de dimension finie. Alors il existe un isomorphisme canonique

Hom(C*®(M),A) =*M — T M.

Le probleme est que ceci n’est plus vrai en général si M est de dimension infinie. Ainsi,
méme dans le cas de 'anneau tangent réel TR, il existe des variétés pour lesquelles cette
application n’est ni injective ni surjective. Dans ce cas, il vaut mieux travailler avec ’approche
covariante, ce que nous ferons par la suite.

D’autres personnes ont poursuivi I’étude des foncteurs de Weil, notamment dans l’ar-
ticle [Kriegl, Michor 1996] en dimension infinie dans le cadre du convenient calculus déve-
loppé dans le livre [Kriegl, Michor 1997], dans l’article [Doupovec, Kolar 2000], ou est étu-
diée la théorie de l'itération, c’est-a-dire de la composition des foncteurs de Weil, dans I’ar-
ticle [Munoz, Muriel, Rodriguez 2000] ou est poursuivie 'approche de Weil en lien avec la
notion d’éléments de contact, ou encore Shurygin, dans de nombreux articles, notamment
[Shurygin 1993], [Shurygin 1999], [Shurygin 2002] et [Shurygin 2010], dont nous venons de
prendre connaissance trés récemment, et qui présente des liens avec notre approche, bien que
le cadre soit différent puisqu’il travaille dans le cadre classique des variétés réelles de dimension
finie.
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1.2 Principaux résultats

Le sujet de cette these est la construction et ’étude des foncteurs de Weil généralisés, ou
le terme généralisé signifie : en dimension arbitraire (finie ou infinie) et sur un corps ou un
anneau topologique de base général. Comparée a la littérature existante sur les foncteurs de
WEeil, notre approche apporte deux nouveaux aspects : d’une part, I’extension de la théorie
dans un cadre trés général comportant par exemple les corps de caractéristique positive et
les variétés de dimension infinie, et d’autre part I'introduction du point de vue d’eztension
scalaire, bien connue en géométrie algébrique, dans le contexte de la géométrie différentielle.
Cet aspect est nouveau, méme dans le cadre classique des variétés réelles de dimension finie.

1.2.1 Cadre différentiel

Une approche élémentaire a la géométrie et au calcul différentiels sur des corps ou des
anneaux topologiques K a été définie et étudiée dans les livres [Bertram, Glockner, Neeb 2004,
Bertram 2008] ; voir le livre [Bertram 2011] pour une présentation élémentaire. Le terme lisse
se référe toujours au concept qui y est expliqué et qui est appelé cubic smooth dans 'article
[Bertram 2010]. L’anneau de base K est un anneau topologique, commutatif unitaire tel que le
groupe K* des éléments inversibles soit dense dans K, et tel que I’application d’inversion dans
K* soit continue. Le lecteur peut supposer dans un premier temps que K est une k-algebre sur
un corps k, par exemple, k = R et considérer K comme étant K = k @ ¢k, avec, par exemple

e2=—1 (K =C) ou e? = 1 (nombres para-complexes) ou 2 = 0 (nombres duaux).

Dans la premiere partie, nous rappellerons les définitions de deux notions de différentiabi-
lité : la différentiabilité au sens cubique et la différentiabilité au sens simplicial. La définition
de la différentiabilité sera liée & la construction de deux familles de foncteurs : les foncteurs
tangents itérés dans le cas cubique et les foncteurs de jets dans le cas simplicial. Ces foncteurs
sont les premiers exemples de foncteurs de Weil. Pour des informations plus précises, nous
renvoyons a l'introduction de la premiére partie.

Dans lannexe C, nous montrons, en suivant le livre [Bertram 2011], que la notion de
différentiabilité sur K, lorsque K = R, coincide avec la notion de différentiabilité réelle usuelle,
ce qui montre que notre travail est bien une généralisation des résultats obtenus dans le cadre
classique.

Shurygin a étudié, dans les articles [Shurygin 1993], [Shurygin 1999], [Shurygin 2002] et
[Shurygin 2010], les foncteurs de Weil dans le cadre classique des variétés réelles de dimen-
sion finie. Cependant, son approche présente des analogies avec la notre : il considére une
notion de lissité sur toute R-algeébre, notion définie par Scheffers au X1x°© siecle dans I'article
[Scheffers 1893]. Les notions de variétés sur une algebre ont été étudiées en détail par Shirokov
dans l'article [Shirokov 1981]. Nous donnons en annexe C une comparaison de différents cadres
différentiels.

1.2.2 Construction des fibrés de Weil généralisés

Dans notre cadre, une définition analogue a celle des algebres de Weil classiques, comme
définies par exemple dans le livre [KolaF, Michor, Slovak 1993], est la suivante.

Définition 1.2.1. Une K-algebre de Weil est une K-algebre A, commutative, associative,

[¢] [¢]
unitaire, de la forme A = K@ A, ou A est un idéal nilpotent libre et de dimension finie sur K.
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Une telle algebre est encore un anneau topologique, commutatif, unitaire de groupe unité
A dense dans A, tel que I'inversion est continue. On peut donc choisir A comme nouvel anneau
de base, ce qui permet de considérer les notions d’applications lisses sur A et de variétés lisses
sur A.

Le résultat principal de la deuxiéme partie de ce travail peut se résumer de la maniére
suivante (voir les théorémes et pour plus de détails).

o
Théoréme 1.2.2. Soit A = K P A une K-algébre de Weil. Alors, a toute variété M lisse sur
K, il est possible d’associer une variété lisse TAM telle que :

1. la construction est fonctorielle et compatible avec les produits cartésiens,

2. TAM est une variété lisse sur A (et donc sur K), et, pour toute application f lisse sur
K entre deux variétés M et N, lapplication correspondante TAf, de TAM dans TAN,
est lisse sur A,

3. si M est une sous-variété ouverte U d’un K-module topologique V', alors TAU peut étre
identifié a l'image réciproque de U par l'application canonique Va — V, ou Va =V Qg A
est lextension scalaire usuelle de V. Si, dans ce contexte, 'application f de U dans W
est polynomiale, alors T2 f coincide avec Uestension scalaire algébrique fa, de Vi dans

W, de f.

Ces propriétés caractérisent le foncteur de Weil T4,

Les foncteurs de Weil T sont des généralisations du foncteur tangent usuel T, qui est ob-
tenu pour le cas particulier des nombres duaux sur K, c’est-a-dire lorsque A = TK := K& ¢K,
avec £2 = 0. Plus généralement, les foncteurs tangents itérés TF et les foncteurs de jets J*
sont des foncteurs de Weil. Ce sont les exemples fondateurs dans le sens ou ils vont per-
mettre la construction des foncteurs de Weil généraux. Le théoréme met en évidence que
la structure de variété de T®M est encodée dans la structure d’anneau de A de manidre
beaucoup plus forte que dans la théorie classique, développée par exemple dans le livre
[Kol&¥, Michor, Slovak 1993] : la variété TAM joue de tout point de vue le role d'une exten-
sion scalaire de M et le foncteur T* peut par conséquent étre considéré comme un foncteur
d’extension scalaire, ce qui pourrait nous permettre d’écrire My := T* M. Cette interprétation
est courante pour les mathématiciens habitués a la géométrie algébrique, mais I’est beaucoup
moins dans le cadre de la géométrie différentielle, ce qui rend nos résultats certainement plus
proches des idées originelles d’André Weil que la plupart de la littérature existante. Notez que
dans le cadre classique, c’est-a-dire le cadre des variétés réelles de dimension finie, Shirokov
a découvert l'existence sur T*M d’une structure de variété lisse sur A, au sens donné dans
article [Shirokov 1981].

Notre travail généralise les résultats qui ont été obtenus dans les articles [Bertram 2008]
et [Bertram 2010], ot deux familles de foncteurs de Weil ont été particulierement étudiées :
les foncteurs tangents itérés ou foncteurs tangents d’ordre supérieur T*, correspondant aux
anneauz tangents itérés, TFHK = T(TkK), et les foncteurs de jets J*, correspondant aux
anneauz de jets (holonomes) JFK := K[X]/(X**1). Comme ces deux exemples jouent un role
fondamental dans la preuve de notre résultat général, nous rappelons et étendons légerement
les résultats pour ces deux familles de foncteurs. En particulier, nous décrivons en détail
Vaction canonique de K*, qui apparait déja dans le cadre du calcul différentiel, et qui induit
une graduation naturelle de ces familles d’algebres de Weil.
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Le coeur de la preuve du théoreme est I’étude de la relation entre deux concepts
fondateurs, a savoir celui de jet et celui de développement de Taylor. Il est bien connu que,
dans le cadre classique, ces deux concepts sont essentiellement équivalents (voir, par exemple,
[Reinhart 1983]), mais le concept de jet est de nature géométrique, intrinséque, donc a un sens
indépendamment du choix d’une carte, alors que le concept de développement de Taylor peut
étre écrit uniquement dans une carte et ne possede donc pas de nature invariante. Ceci se
traduit par une différence de comportement relativement a la composition des applications :
les jets obéissent & une régle de composition totalement fonctorielle

Jolgo ) =TjmgoJif, (1.2.1)

alors que les polynomes de Taylor (que nous considérons ici sans terme constant) suivent la
regle de composition tronquée des polynémes

Tayk(go f) = (Tayk,yg 0 Tayhf) mod (deg > k). (1.2.2)

Cette absence de fonctorialité est compensée par le fait que, comme tout polynoéme, les poly-
nomes de Taylor admettent des extensions scalaires algébriques, de telle sorte que le polynéme
de Taylor P = Tay’;”f : V= W d’ordre k d’une application f: V D U — W, lisse sur K, au
point x de U, s’étend naturellement en un polynéme P, : V ®x A — W ®k A. Notre construc-
tion générale des foncteurs de Weil combine ces deux procédures d’extension. La premiere
étape, basée sur le calcul différentiel défini dans la premiere partie, consiste en la construction
des foncteurs de jets J k, qui associent a chaque application lisse f son jet (simplicial) d’ordre
k (ou k-jet). A l'aide de cet objet invariant, nous définissons lors de la deuxiéme étape le poly-
nome de Taylor Tay]; f au point z, en utilisant une construction qui dépend d’une carte (voir la
section , et nous prouvons ensuite la régle de composition ([1.2.2)) (voir le théoréme .
Notez que, dans le cas classique, nos polynoémes de Taylor Tay’,; f coincident bien entendu avec
les polynémes de Taylor usuels, mais nous ne les avons pas définis de la maniere habituelle en
termes de différentielles d’ordre supérieur, puisqu’il aurait alors fallu diviser par k!, ce qui est
impossible en caractéristique positive. Dans une troisiéeme étape, nous considérons ’extension

scalaire algébrique de K a A des polyndémes de Taylor : si le degré k est supérieur a 'ordre de

nilpotence de A, alors

Thf = (Tayhf)s i Ve =V e Ao W, (1.2.3)

satisfait a une regle de transformation complétement fonctorielle, de sorte que le foncteur de
Weil TA peut étre défini par

TAfUXVe 5 W xWe,  (2,9) = (f(x),Tﬁf(y)).

Cette approche nécessite de développer certains outils généraux sur la continuité et la lissité
des polyndémes, que nous reléguons dans I'annexe A.

1.2.3 Fibrés de Weil

Nous développons la relation entre les points de vue algébrique et géométrique et nous
étudions des notions de géométrie différentielle, en particulier des structures fibrées.
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Les fibrés A-tangents

Nous montrons au théoréme 8.1.Tjjue, pour toute K-algébre de Weil A et pour toute variété
M lisse sur K, TAM possede une structure de fibré polynomial sans terme constant sur M.
Cela signifie que les changements de cartes de fibré (qui est toujours donné avec son atlas)
sont polynomiaux fibre a fibre, et ce, sans terme constant. Il s’agit d’une généralisation de la
structure de fibré vectoriel du fibré tangent TM, pour lequel les changements de cartes sont

linéaires fibre a fibre. Si I’idéal 1& de A est nilpotent d’ordre k + 1, alors le fibré polynomial
TAM est de degré k, c’est-a-dire que les changements de cartes sont de degré au plus k. Comme
dans le cas tangent, il existe une section naturelle dite section nulle, notée aﬁ[, de M dans
TAM. Le fibré TAM — M posséde une structure lisse sur A, ot la structure lisse sur A de M
est obtenue par restriction scalaire de A & K. T® est en fait Punique foncteur

TA . Mang — SBuny, M — (wf/‘, CTAM — M) ,
de la catégorie Mangk des variétés lisses sur K dans la catégorie SBuny des fibrés lisses sur
A munis d’une section, qui coincide sur les ouverts U de K-modules topologiques V' avec
e]
I’application U — U x V ® A.

Toute application F lisse sur A entre deux variétés A-tangentes T*M et TAN induit un
morphisme de fibrés entre F%/[ et 7'(']1%7, c’est-a-dire qu’il existe une application f = 77%4 oF oa]‘\% :
M — N, lisse sur K, telle que le diagramme suivant commute :

TAM Lo TAN (1.2.4)
] |4
M N

De plus, F' est un A-difféomorphisme si et seulement si f est un K-difféomorphisme.

Dans le cas ot M = N, tout A-difféomorphisme F : TAM — TAM au-dessus de Uidentité
de M (c’est-a-dire qui induit, au sens de , Papplication f =idy; : M — M), est appelé
automorphisme infinitésimal. L’ensemble InfAuta (M) des automorphismes infinitésimaux de
TAM posséde une structure naturelle de groupe pour la composition.

Toute application f : M — N lisse sur K se reléve de manieére unique en une application
TA f: TAM — TN lisse sur A, de telle sorte que (TA f, f) soit un morphisme de fibré A-lisses
avec sections, c’est-a-dire que le diagramme suivant commute :

A
M L TAN (1.2.5)
U%{T T"%
M N

Le résultat principal du chapitre consacré aux fibrés A-tangents est le suivant :

Théoreme 1.2.3. Soient M une variété lisse sur K et A une K-algébre de Weil. Alors :

1. Uensemble X5 (M) des sections du fibré 4y : TAM — M est en bijection avec le groupe
InfAuty (TAM), ce qui le munit d’une structure de groupe (non commutatif en général),
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2. la suite suivante de groupes est exacte et scindée :

(M) <= Diff o (TAM) —2 Diffg (M),
~—01r~\
S

ot la projection p est l'application F — f = 7r oF o a]‘\&/[, décrite en (m, et o
la section est lapplication f — TAf décrite en h Par conséquent, le groupe des
A-difféomorphismes de T*M est produit semi-direct du groupe des K-difféomorphismes
de M et du groupe X, (M) des sections du fibré w4 : TAM — M.

Le point de vue algébrique permet de traduire en termes de géométrie différentielle certains
aspects de résultats bien connus en géométrie algébrique. Tout d’abord, les algebres et fibrés
de Weil possedent une structure analogue a la K-théorie relativement aux opérations

1. produit tensoriel : A Qg B = K & (A oBd A®IBB),

2. somme de Whitney : A &g B := (A®x B) / <A ®K IB%) =Ko AaB.
Alors que la somme de Whitney correspond exactement au produit fibré sur M
TAM xp TPM

des fibrés correspondants, nous devons étre plus prudents avec l'interprétation du produit
tensoriel en termes de fibrés (théoréeme : les fibrés de Weil ne sont en général pas des
fibrés vectoriels, et donc il n’existe pas de définition claire de produit tensoriel fibre a fibre.
En fait, le produit tensoriel correspond plutot a la composition des foncteurs de Weil :

TASE A = TB(TA M.

En suivant le modele de la théorie de Galois, nous étudions le groupe Autg(A) d’automor-
phismes de A pour comprendre la structure du fibré de Weil TAM sur M. En effet, par
fonctorialité, tout automorphisme ¥ de A induit canoniquement un difféomorphisme ¥,;, de
TAM dans TAM, qui commute avec toutes les applications A-tangentes TAf ou f appar-
tient au groupe Diffg (M) des difféomorphismes sur K de M. Par conséquent, il y a deux
actions de groupe qui commutent entre elles : celle de Autg(A) et celle de Diffg(M). Comme
souvent en théorie des groupes, nous obtenons une meilleure compréhension d’une action de
groupe lorsque nous connaissons une autre action de groupe qui commute avec celle-ci. Un
cas particulierement important est celui des algébres de Weil graduées, étudié, notamment
dans [Kures, Mikulski 2004] ou le terme homogeneous Weil algebra est utilisé. Dans ce cas, il
existe des sous-groupes d’automorphismes a un parametre et ’algebre de Weil possede comme
nouvelle structure un produit qui se comporte de maniere analogue a une composition, ce qui
la munit d’une structure de quasi-anneau (near-ring), en général non commutatif, similaire au
quasi-anneau des séries formelles pour la composition (voir le théoréeme .

Les fibrés ¢-tangents

La structure fibrée de TAM — M n’est qu'un exemple de structure fibrée obtenue avec
les foncteurs de Weil : elle correspond en fait a 1’extension polynomiale d’algébres de Weil
A — A — K, ou nous disons qu’une suite de K-algebres de Weil V — A — B est un
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(o] o [e)
extension polynomiale si la suite d’idéaux nilpotents V <— A — B est une suite exacte courte
o
d’algebres topologiques. De maniére générale, toute extension polynomiale V < A — B induit
un foncteur

T® . Mang — Buny, M (@M CTAM — TBM) ,

de la catégorie des variétés lisses sur K dans la catégorie des fibrés lisses sur A. Si \O/ est
nilpotent d’ordre j + 1, alors pour toute variété M lisse sur K, TAM posséde une structure de
fibré polynomial de degré j sur T2 M, mais ce fibré ne posséde pas de section naturelle. Cette
différence avec le cas A-tangent est trés importante. Une propriété similaire a la propriété
existe, c’est-a-dire que toute application F lisse sur A entre deux variétés A-tangentes
TAM et TAN induit un morphisme de fibrés entre ®; et ®y tel que le diagramme suivant
commute :

TAM —ELTAN

w| o

TEM — = TBN
Fs

En revanche, il n’existe pas de propriété analogue a la propriété ([1.2.5) en général, et il n’est
pas possible de relever des applications lisses sur B de T®M dans T°N, en des applications
lisses sur A de TAM dans TAN , précisément parce qu’il n’existe pas de section naturelle du
fibré @ .

L’exemple le plus important est celui des fibrés de jets : pour tous entiers j < k, la

projection ﬂ;? : JFK — JK, qui correspond 4 la troncature des polynémes au degré j, est une

extension polynomiale de K-algébres de Weil. Elle induit un fibré J*AM — J M pour toute
variété M. Une différence fondamentale avec les fibrés tangents itérés TFM — T7M, induits
par les extensions polynomiales de K-algebres de Weil TFK — T'K, est qu'il n'existe pas
de sections en tant qu’algébres de JJK dans J*K. En particulier, pour tout entier k, le fibré
JFHIM — JRM nest pas un fibré vectoriel, mais un fibré affine.

Soit V < A — B une extension polynomiale d’algébres de Weil. Comme le fibré TEM — M
posséde une section nulle, nous pouvons considérer le sous-fibré de ®,; : TM — T®M dont
I'image est nulle. Ce sous-fibré est appelé fibré ®-vertical et est isomorphe au fibré de Weil
TVM.

1.2.4 Connexions

Pour une introduction générale aux connexions, voir 'introduction de la partie IV.
Nous définissons une notion de connexion, appelée structure K-linéaire sur T*M, qui est
[¢]
un isomorphisme entre le fibré A-tangent T*M d’une variété M et le fibré vectoriel TM @ A

sur M dont la fibre en un point x de M est T,M ® 10%, qui peut étre considéré comme le
fibré vectorialisé de T*M. Nous étudions les opérateurs de courbure de ces connexions, qui
sont définies comme étant des obstructions a I'invariance sous 'action naturelle du groupe des
automorphismes de A sur chaque membre de cet isomorphisme.

Soit V — A -Z3 B une extension polynomiale de K-algebres de Weil. Une ®-connexion sur
M est définie comme étant une décomposition

TAM ~ TBM x5, TV M,
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qui est polynomiale au-dessus de T5M.

(o]

La donnée d’une section du fibré ®j; lorsque V est annulateur de A (on parle alors
d’extension vectorielle centrale) permet de construire une ®-connexion sur M. Nous mon-
trons que, pour toute algebre de Weil, nous pouvons construire une suite de telles extensions
vectorielles. La donnée des sections correspondantes nous permet de construire une structure
K-linéaire sur le fibré TAM — M.

Nous définissons également des connexions de type Ehresmann sur un fibré. Soient 7 : £ —
M un fibré lisse et A une algebre de Weil. Alors nous pouvons lui appliquer le foncteur de Weil
T*. Nous montrons que T*7 : TAE — T*M est un fibré. En particulier, si 7 : E — M est un
fibré principal (resp. associé), alors TA7 est & nouveau un fibré principal (resp. associé). De
plus, il existe d’autres structures fibrées intéressantes : T*E — E est un fibré polynomial et
le diagramme suivant commute :

TAE
TAM E

N

M

TAE possede également une structure fibrée sur M, que nous étudions en détail et dont nous
donnons un groupe structural.

Comme TAM — M posséde une section nulle U]‘%/[, nous pouvons définir le fibré A-vertical
VAE comme étant le sous-fibré de TAE — TAM dont I'image est o, (M). Une A-connexion
sur E ou connexion de type Ehresmann sur TAFE est la donnée d’une décomposition

TAE ~ TAM x VAE,

qui respecte les structures fibrées, ¢’est-a-dire qui préserve la lissité sur A des fibres sur T* M,
qui est polynomial sur E, et dont la restriction au fibré vertical V*E est l'identité. L’ensemble
des A-connexions possede une structure d’espace homogene principal modelé sur le groupe qui
fait intervenir les structures fibrées de T*M — M et E — M que nous venons de mentionner.

Soient A et B deux algébres de Weil. Soit 7 : E — M un fibré. Soient C* une A-connexion
et C® une B-connexion sur E. Alors nous pouvons itérer ces connexions et construire de
maniére naturelle deux (A ® B)-connexions. Si A = B et C* = CB, alors ces deux (A ® A)-
connexions sont conjuguées. Leur différence est alors définie comme étant la courbure de la
A-connexion.
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Calculs différentiels cubique et
simplicial
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Introduction

Cette premiere partie présente le cadre différentiel dans lequel nous allons nous placer tout
au long de cette these.

Le calcul différentiel est un formalisme qui permet, d’une part, de passer a la limite certains
quotients de différences et, d’autre part, de prouver certaines regles, dont la régle de compo-
sition. Cette derniere est particulierement importante car elle permet de définir la notion de
variété différentielle, et donc celle de groupe de Lie, qui constituent les objets fondamentaux
de la géométrie différentielle. L’idée fondatrice du calcul différentiel est I’étude du passage a
la limite, pour une application f entre deux espaces vectoriels, de ’application

| fa ) — 1)

77t )
(z,0,1) t

(1.2.6)

appelée quotient de différence, qui est définie uniquement pour des scalaires t inversibles.

Nous présentons ici deux calculs différentiels tres généraux, qui restent trés proches de
ce point de vue et qui permettent de considérer a la fois des corps topologiques de base K
quasi arbitraires (et méme des anneaux), et la théorie infinie-dimensionnelle, au sens o nous
pouvons considérer des applications f : U C V — W entre K-modules de dimension, si elle
existe, finie ou infinie.

Le calcul différentiel généralisé permet, a I'aide de l'algébre linéaire et de la topologie
uniquement, de déterminer les résultats fondamentaux, c’est-a-dire les résultats indépendants
des propriétés particulieres du corps de base considéré. Afin de bien comprendre & quel point
les notions habituellement étudiées dépendent du corps de base, il suffit de considérer le corps
des nombres réels et celui des nombres complexes. La notion de classe C' au sens complexe
est extrémement rigide comparée & la notion de classes C! au sens réel. En effet, les premiéres
sont lisses au sens complexe, analytiques, vérifient le principe du maximum, alors que les
applications de classe C! au sens réel sont beaucoup plus nombreuses et ne sont pas toutes de
classe C2.

L’idée essentielle du calcul différentiel présenté ici est que, si le passage a la limite d’un
quotient de différences est peu utile en soi, en revanche, il devient trés intéressant s’il est
considéré comme ’extension d’un quotient de différences aux valeurs singuliéres, déterminées
par la condition ¢ = 0. Nous dirons ainsi qu’une application continue f: U C V — W est de
classe C! si et seulement s'il existe une application continue

fLiUxVxKDUY ={(z,v,t) | s +tveU} =W

telle que la relation
Fla+tv) = f(@) =t fL(a,0,0) (1.2.7)
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soit vérifiée pour tout (x,v,t) € U'. La différentielle de f au point & de U sera alors définie
par df(x)v := fl(z,v,0). Cette définition posséde au moins deux avantages : d’une part il
s’agit d’une définition raisonnable dans un cadre tres large, ou les définitions usuelles sont
dépourvues de sens et, d’autre part, la structure du corps de base n’y joue aucun role. Elle
a un sens des que la notion de continuité est définie, et donc pour tout module topologique
sur un anneau topologique dont ’ensemble des éléments inversibles est dense, cette derniere
condition assurant I'unicité du prolongement f! et de la différentielle df.

Nous pouvons généraliser ces définitions a tout ordre de différentiabilité de deux ma-
nieres différentes et aboutir a deux notions distinctes d’applications de classe supérieure. Une
premiere possibilité consiste a définir les classes d’ordre supérieur par récurrence : une ap-
plication de classe C! est dite de classe C? si Iapplication f! est elle-méme de classe C?,
et ainsi de suite. Il s’agit du calcul différentiel que nous appelons cubique, suivant la ter-
minologie de [Bertram 2010], qui a été défini par Bertram, Glockner et Neeb dans l'article
[Bertram, Glockner, Neeb 2004]. Ce calcul possede 'avantage d’étre défini par récurrence mais
présente le défaut de faire intervenir un nombre de variables qui augmente de maniere expo-
nentielle avec 'ordre de différenciation, ce qui le rend tres difficile & manipuler explicitement. I1
sera lié au foncteur tangent T, qui généralise le foncteur tangent usuel, ainsi qu’aux foncteurs
tangents itérés TF := T o TF~1. Une seconde possibilité pour définir une notion d’applications
de classe supérieure consiste a considérer des généralisations fﬂ“< du quotient de différence
a lordre k et a déterminer s’il existe des prolongements continus de ces applications,
qui vérifieront des relations de développement limité analogues a la relation . Il s’agit
du calcul différentiel appelé simplicial et défini par Bertram dans [Bertram 2010]. Le nombre
de variables est dans ce cas linéaire en 'ordre de différenciation et est, par conséquent, plus
aisé a manipuler. De plus, il est mieux adapté au cas des anneaux de caractéristique positive.
Il sera lié aux foncteurs de jets JF. Nous conjecturons que ces deux calculs différentiels sont
équivalents, mais il est simplement démontré pour 'instant que le calcul différentiel cubique
implique le calcul simplicial, c’est-a-dire que toute application de classe C k au sens cubique est
également de classe C* au sens simplicial. Chaque calcul posséde ses avantages et nous serons
par conséquent amenés & travailler avec les deux.

Dans ces deux cadres apparaissent des développements limités, appelés développements de
Taylor, qui sont fondamentaux pour la définition des foncteurs de Weil généralisés, qui fera
I'objet de la partie suivante. Le coeur de la construction des foncteurs de Weil est 1’étude
de la relation entre deux concepts fondateurs, a savoir celui de jet et celui de développement
de Taylor. Ces deux concepts sont équivalents dans le cadre classique (voir, par exemple,
[Reinhart 1983]), mais les deux concepts sont de nature différentes. Du point de vue de ’ana-
lyse, 'interaction entre les jets et les polynomes de Taylor se traduit par une interaction entre
les différences divisées (généralisées) et (plusieurs) conditions sur le reste dans le dévelop-
pement limité d’une application f autour d’un point z. Les jets se comportent de maniere
fonctorielle, indépendante des cartes d’une variété, et sont donc treés bien adaptés au cas de la
dimension quelconque. Cette notion peut ainsi nous permettre de définir le calcul différentiel
généralisé, qui induit des développements limités radiauz et radiaux multi-variables, qui repré-
sentent le second aspect, et qui sont le point de départ de notre définition des polynémes de
Taylor, dont nous montrerons qu’il s’agit bien d’applications polynomiales. Il est important
de noter qu’une notion de polynémes de Taylor existe, méme lorsque le corps ou ’anneau de
base est de caractéristique positive. Ceci explique que les polynémes de Taylor ne soient pas
définis de la maniere usuelle, en utilisant des quotients des différentielles d’ordre supérieur par
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des entiers.

Cette partie est organisée en quatre chapitres, comme suit :

2. Quotients de différences qui est constitué de deux sections. Dans la premiere, sont définis
les domaines étendus, qui sont les domaines de définition des généralisations de ’application
(1.2.6)), ainsi que I’action du groupe unité K* sur ces domaines. Dans la seconde section est
présenté le calcul de différences, qui est un calcul algébrique, non singulier, au sens ou les
scalaires considérés sont inversibles.

3. Calculs différentiels, ou sont définis les calculs différentiels cubique et simplicial, qui sont
le prolongement du calcul de différences aux valeurs singulieres, c¢’est-a-dire pour des scalaires
non inversibles.

4. Développements et Polynomes de Taylor, ou nous présentons deux versions de déve-
loppements limités et ou nous définissons les polynémes de Taylor, dont il faut montrer la
polynomialité.

5. Jets simpliciaux, ot nous montrons que les jets simpliciaux d’une application peuvent
étre interprétés comme des extensions scalaires et sont en ce sens ’exemple fondateur d’exten-
sion a une algebre de Weil. Nous y montrons également le lien entre les polynémes de Taylor
et les jets simpliciaux, lien qui constituera le cceur de la construction des foncteurs de Weil.



34



Chapitre 2

Quotients de différences

Nous rappelons ici les définitions élémentaires concernant les calculs différentiels cubique
et simplicial développés respectivement dans l'article [Bertram, Glockner, Neeb 2004] et dans
larticle [Bertram 2010].

La premiére étape vers la définition des notions de classes C* est de considérer les généra-
lisations f]k[ et f>k<, appelées respectivement quotients de différences cubiques et simpliciaux,
[z +tv) — f(z)

t
allons commencer par définir leurs domaines de définition U Kl et U avant de les définir
elles-mémes. Les notions de classe d’ordre supérieur seront définies a partir de 'existence de
prolongements continus f K] et f k) des applications f}k‘[ et f”“< aux éléments non singuliers.
Nous définirons ici les domaines de définition de ces applications.

du quotient de différence d’une application f, a I’ordre k. Pour cela, nous

Dans ce chapitre, K désigne un anneau commutatif unitaire et ¥V un K-module (aucune
topologie ne sera utilisée ici).

2.1 Domaines étendus et action de K*

Soit U un ensemble non vide, appelé domaine, tel que U C V. Nous définissons deux sortes
de domaines étendus : les domaines cubiques, notés U et les domaines simpliciaux, notés
U*) pour tout entier k. Ceux-ci seront les domaines de définition des généralisations a l'ordre
k de l'application tangente de toute application f définie sur un domaine U. L’organisation
des domaines cubiques nous donne déja un apergu de I'organisation des fibrés tangents itérés
que nous étudierons plus tard. De maniére analogue, I’organisation des domaines simpliciaux
nous renseigne sur ’organisation des fibrés de jets.

Le groupe unité K* de K, c’est-a-dire I’ensemble des éléments inversibles dans K, agit de
maniere naturelle sur tous ces domaines. Cette action se généralisera a toute algebre de Weil
N-graduée (voir la définition [5.2.1]).

2.1.1 Ordre 0 et ordre 1

Commencons par définir les conventions pour 'ordre 0, évidement commun aux deux
calculs. Par convention, nous posons U O .= U = U9, Laction d’ordre zéro du groupe K*
sur U est 'action triviale

pp KX xU = U, (r,z)

35
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A Tordre 1, les deux calculs différentiels sont encore identiques :

Définition 2.1.1 (Premier domaine étendu). Le premier domaine étendu de U est défini par
UM = {(z,0,) eVXVxK | zeU az+tveU} c VIl
L’ensemble U est appelé la base de U[l], et Dapplication
1yl - p, (z,v,t) =z
est appelée la projection canonique du premier ordre et sa section
vl e (2,0,0)
est appelée l'injection canonique du premier ordre. L’ensemble

U= {(z,0,t) e UM | t e K*} = {(2,0,1) €U x V x K* | &+ tv € U}

est appelé ensemble des éléments non singuliers du domaine étendu Ul Crest précisément le

flz+tv) — f(z)

En prenant t = 0, nous définissons le domaine le plus singulier ou domaine tangent

domaine de définition du quotient de différence d’une application f : U — V.

JU :=TU := {(z,v,0) e UM =2 U x V.

Définition 2.1.2. L’action canonique du groupe K* sur le premier domaine étendu est donnée
par
pp KX x vl S ol G (0,8) = ppj(r).(z,v,t) = (z,rv, 7 1t).

Cette application est bien définie :  + tv appartient & U si et seulement si z + r~ ttrv
appartient également & U. Notez que la commutativité de K* est essentielle ici.
2.1.2 Ordre supérieur, version cubique

La différence entre les domaines cubiques et simpliciaux intervient & partir de ’ordre 2. La
premiére idée, ou en tout cas I'idée la plus naturelle, lorsque nous voulons définir la classe C?
est de se ramener & la définition de la classe C!, ce qui évite d’avoir & introduire de nouvelles
notions. Ainsi, nous disons qu’une application est de classe C? si la différentielle est de classe C*
et ainsi de suite. Cette utilisation de la notion de classe C! par récurrence mene & la définition
de la premiére famille de domaines étendus : les domaines cubiques.

Définition 2.1.3 (Domaines cubiques). Par récurrence, nous définissons, pour tout entier
naturel k, les domaines cubiques d’ordre k£ + 1

U+ = (UW)M :
les domaines cubiques non singuliers d’ordre k + 1
gkl = (U]k[)]l[ :
et les domaines cubiques les plus singuliers ou domaines tangents d’ordre k + 1

Ty .= T (T"“'U) .
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Les domaines cubiques s’organisent de la maniére suivante

U Ul Ul . Ukl
U vl vl . Ul
U TU T?U TFU

ou toutes les fleches horizontales sont des injections et les fleches verticales des inclusions.

Il existe, pour tout entier j inférieur a k, des applications

LI LN 50V
(]

appelées projections canoniques cubiques. Leurs sections

(k]

*E il s

sont appelées les injections canoniques cubiques. Toutes ces applications préservent les do-
maines non singuliers et les domaines tangents, et les injections et projections canoniques

induisent des applications 71'}]5[[ et cr}]f[[ sur les domaines cubiques non singuliers et les applica-

tions 71';? et af sur les domaines tangents.

Notez que
Ul ¢ (V2><K) x (szK) x K= V4 x K3,

et, de maniére analogue, nous considérons U k] en tant que sous-ensemble de v« k21
et nous identifions systématiquement TFU avec U x V2" ~1 Les éléments de V sont appelés
variables d’espace, et les éléments de K variables de temps. Nous séparons les variables d’espace
et de temps, et nous écrivons les éléments de U k] sous la forme

(w,8) = (1) scqn,ny » Eosrcq,y) -

Avec cette notation, vy appartient a U, et
T+ = {(v,o) € UW} ~Ux VEL oyt

ou 0 = (0,...,0). Pour tout domaine cubique d’ordre k, le nombre de variables d’espace est
k. Chaque variable d’espace peut ainsi étre représentée par le sommet d’'un hypercube de
dimension k, ce qui est a 'origine du terme cubique utilisé ici.

Une description explicite des domaines cubiques d’ordre élevé par des conditions en termes
d’ensembles est tres compliquée, car le nombre de variables augmente de maniére exponen-
tielle en fonction de 'ordre de différenciation. Afin de mieux comprendre la structure de ces
domaines, il est utile de remarquer une propriété d’homogénéité relative aux actions suivantes :

Définition 2.1.4. L’action canonique cubique du groupe K* sur U 2 est définie comme suit :
écrivons un élément (z,u,t) de U sous la forme ((vg,v1,t1), (v2,v12,t12) , t2) € Ul qvec x
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dans Um, w dans VI et t dans K tels que x + tu appartienne a UM, Pour tout r dans K>,
POSONS
p2)(r)- ((vg,v1,t1) , (v, v12,t12) , t2) = (p[l] (7)., mpp) (7)1, rilt)
= ((’U(Z)am)lariltl) ) (7’11277"21)12,t12> J’flh) :

Par récurrence, nous définissons ’action canonique cubique pjg 1) K* x gttt - yle+] par

P41 (1) (T, u,t) := (p[k] (r).x, rpp(r).u, 7“_11‘,) ,

qui peut également s’écrire

Pli+1)(7)- ((Uf)zc{l,...,k+1} ; (tl)(i);ﬁlc{l,...,kJrl}) = ((TM’UI)Ia (7’”2'51%#) : (2.1.1)

ot Uentier |I| désigne le cardinal de I’ensemble I.

Remarquez que pour tout entier naturel k, les ensembles U Il et T*U sont stables sous
I’action Plk]- Les projections et injections canoniques sont équivariantes sous cette action.

[K]

Notez que Popérateur pj(r) est K-linéaire. Un élément de U™ sera dit homogene de degré € si

c’est un vecteur propre, pour tout opérateur P[K] (r), avec r dans K*, pour la valeur propre rt
Par exemple, les éléments x de la base U sont homogenes de degré 0 et les variables d’espace
vy sont homogenes de degré |I]. On note V7 la copie de V' correspondant a la variable de temps
v, ceci pour toute partie I de {1,...,k}.

Pour bien comprendre la structure des domaines cubiques d’ordre k, nous pouvons pour-
suivre ’analogie entre les variables d’espace et les sommets d’un hypercube.

A Dordre 2, les variables d’espace s’organisent de la maniére suivante :

N

Vl\U/Vz

Ainsi, il existe une variable homogene de degré 0, correspondant & la base U, deux variables
homogenes de degré 1, correspondant au premier étage, formé de Vi et Vs et une variable
homogene de degré 2, correspondant a Vis.

A Tordre 3, les variables d’espace s’organisent de maniére similaire :

/ V123

AN

Vio Viz Vas

Vi V2/‘/3
U
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Ainsi, il existe une variable homogene de degré 0, correspondant a la base U, trois variables
homogenes de degré 1, correspondant au premier étage, formé de Vi, V5 et Vs, trois variables
homogenes de degré 2, correspondant au deuxieme étage, formé de Via, Vi3 et Va3 et une
variable homogene de degré 3, correspondant a Via3.

k
Ce schéma se généralise a l'ordre k et nous avons alors | . | variables homogenes de degré

j correspondant au j-iéme étage de 'hypercube de dimension k, formé des espaces V; pour
toute partie I de {1,...,k} de cardinal j.

2.1.3 Ordre supérieur, version simpliciale

L’idée de définir les domaines cubiques par récurrence est simple et naturelle, mais, comme
nous venons de le voir, assez difficile & manipuler en raison du grand nombre de variables
impliquées. Afin de pouvoir travailler de maniere explicite & un ordre élevé, nous avons besoin
d’une autre famille de domaines, les domaines simpliciaux, et nous expliquons la relation avec
les domaines cubiques. Nous considérons, dans toute la suite, que sqg est fixé égal a 0. Rappelons
la convention U = U pour l'ordre 0.

Définition 2.1.5 (Domaines simpliciaux). Nous définissons les domaines simpliciaux.

g .— gyl

U2 .= {(’L)(],’Ul,vg;sl,SQ)EVSXKQ‘

vo € U,vg + (31 — 80)111 e U,
vo + (82 — s0)v1 + (82 — $1)(s2 — sp)ve € U

et, de maniére générale, pour tout entier naturel k, les domaines simpliciaux d’ordre k

i gj—1
Uk .= (v;s)erHka’ver, Vizl,...,k:UO+ZH(si—sm)vj€U ,
j=1m=0

les domaines simpliciaux non singuliers
UkC.= {(v;s) e UM | Vi£m:si—sm GKX},
et les domaines simpliciaux les plus singuliers ou domaines des k-jets

P = {(w;0) e UM} 20U < VE,

Justifions la définition de U™ . Pour k = 1, afin de définir le quotient de différence d’une
application f, nous avons besoin d’évaluer f aux points x et x + tv et de considérer I'inverse
du scalaire t. A un ordre supérieur, nous aurons de méme besoin de considérer 1’évaluation de
f en des combinaisons K-linéaires des éléments v; et I'inversion par les coeflicients scalaires de
ces combinaisons.

Comme dans le cas cubique, les éléments de V' sont appelés wvariables d’espace, et les
éléments de K wvariables de temps. Cette fois, pour tout domaine d’ordre k, le nombre de
variables d’espace est k4 1. Chaque variable d’espace peut ainsi étre représentée par le sommet
d’un k-simplexe, ce qui est a 'origine du terme simplicial utilisé ici.
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Les domaines simpliciaux s’organisent de la méme maniere que les domaines cubiques,

U——= N 2 gL —
U——=yUWm U Ukl —~ .
U JU J2U JFU —~

ou les fleches horizontales sont des injections et les fleches verticales des inclusions.

Il existe, pour tout entier j inférieur a k, des applications

(k) . r(k) 4
Ty UV — UV,

appelées projections canoniques. Leurs sections

k) . 71 (k)
S vV’ —-U
sont appelées injections canoniques. Comme dans le cas cubique, ces applications préservent
les domaines non singuliers et les domaines des jets.

Comparé au cas cubique, cette définition posseéde deux avantages : elle est explicite, et le
nombre de variables augmente linéairement en fonction de I'ordre, et non plus exponentielle-
ment. En contrepartie, elle n’est pas définie par récurrence. Nous surmonterons cette difficulté
en injectant les domaines simpliciaux dans les domaines cubiques (voir le lemme ci-
dessous). Notez que dans [Bertram 2010], sp était considéré comme une variable. Puisque
toutes les formules simpliciales font appel aux différences s; — s;, cette variable peut étre fixée
et considérée comme prenant toujours la valeur sg = 0, ce que nous ferons ici.

Le groupe unité K* agit de maniére naturelle sur les domaines simpliciaux :

Définition 2.1.6. Pour tout entier naturel k, l'action canonique simpliciale pgy de K> sur
Uk est définie par

Py (1) (V0 V1, -+, V3 815+, SE) 1= (Uo, ror, 2o, .. o T sy, L ,r_lsk) . (2.1.2)

Il est immédiat que pg, (r)(v; s) appartient a U ) si et seulement si (v;s) lui-méme ap-

k)

partient a U { , €t que les sous-ensembles U* et JFU sont stables sous cette action.

Comme dans le cas cubique, les projections et injections canoniques sont équivariantes
sous l'action de K*, et nous pouvons parler d’éléments homogénes (de degré £). A nouveau,
les éléments de la base U sont homogenes de degré 0. Une différence importante avec le
cas cubique est que les scalaires sont toujours homogenes du méme degré : —1. De plus,
contrairement au cas cubique, pour tout entier ¢ inférieur a k, il n’y a plus qu’une seule
variable d’espace homogene de degré i dans les domaines simpliciaux d’ordre k.
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2.1.4 Injection équivariante des domaines simpliciaux dans les domaines
cubiques

Les aspects cubique et simplicial ont tous deux leurs avantages et il sera parfois nécessaire
de passer d’un point de vue a ’autre, ce que permet le lemme suivant qui définit une injection
équivariante des domaines simpliciaux dans les domaines cubiques :

Lemme 2.1.7. Pour tout entier k, l’application gy, : Uk — yll définie par gi(v;s) = (u,t)
avec, pour tout I C {1,...,k},

vo  Si I=90 1 si  I={ii+1}
ur = (Y St I:{l,...,i} t[= S; — Si—1 st IZ{i}
0 sinon 0 sinon

est bien définie, K-affine, K* -équivariante, et est une injection de U* dans UM, De plus,
UK est envoyé par g dans Uk,

Démonstration. 1. Bien définie : le fait que g (U <k>> soit inclus dans UM est facile-

ment vérifié (c’est une conséquence de la récurrence utilisée au lemme 1.5 de 'article
[Bertram 2010]).

2. K-affine : c’est trivial. Notez que I'application g n’envoie pas JFU dans TFU , mais sur
un translaté de T*U.

3. K*-équivariance : afin de prouver la relation

gk © py (1) = p (1) © g,

nous étudions séparément les variables d’espace et de temps :

— variables d’espace v : les éléments homogenes v; de degré i sont envoyés sur des
éléments homogenes de degré i puisque [{1,...,i}| = 1.

— variables d’espace s : les éléments homogenes s; de degré —1 sont envoyés sur des
éléments homogenes de degré —1 puisque [{i}| = 1 et, pour |I| = 2, Iaction du groupe
K* sur les scalaires homogenes est triviale.

4. Injectivité : 1'application g est clairement injective : I'inverse (de sa corestriction a
9k (U(k’))) est donné par : gk|_gi(U<k>)(u,t) := (v; s) avec

Sy = 0

vog = Ugp %
. t )
{vi = uy1,.4 Dpourtouti>1 ¢ s = Zt{j} pour tout 7 > 1.
J=1

Notez que cet inverse est également K-affine.
O

La preuve montre que les scalaires ¢t avec |I| = 2 jouent un role spécial puisque ce sont
les seuls qui sont homogenes de degré zéro; on peut dire que ce sont des sortes de pivot.

Pour k£ =1, g1 est 'identité, et pour k = 2, 3, nous avons explicitement

g2(vo, v1, v2; 51, 82) = ((vo,v1, 1), (0,v2,1), 82 — 51) ,
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93(vo, v1, v2,v3; 51, 82, 3) = (((vo, v1,51), (0,v2,1), 52 — s1),((0,0,0), (0,v3,0),1), 53 — s2) .

Ces exemples nous montrent que le point de vue simplicial est plus agréable que le point de
vue cubique, pour lequel il est tres difficile d’écrire des formules explicites dés que ordre est
supérieur a 3.

Apres avoir défini les domaines étendus, la prochaine étape est la construction des géné-
ralisations du quotient de différence, a tout ordre, et dont les domaines de définition seront
précisément les ensembles non singuliers que nous venons d’introduire.

2.2 Calcul de différences

Considérons un autre K-module W, ainsi qu’une application f : U C V — W, ou U est
toujours un sous-ensemble non vide d’un K-module V. Notez que nous n’utilisons toujours
aucune notion topologique ici mais uniquement algébrique.

Nous définissons les quotients de différences cubiques f]k[ d’ordre k puis les quotients
de différences simpliciaux f>k< d’ordre k, également appelés différences divisées généralisées.
L’application g va les injecter dans le calcul différentiel cubique. Ces applications sont les
flz+tv) — f(z)

t
seront définies sur les domaines cubiques U Ikl et simpliciaux U M5 non singuliers.

généralisations a ’ordre k£ du quotient de différence de l'application f et

2.2.1 Ordre 0 et ordre 1
Par convention, nous posons f}o[ = f = f>0<.

Le quotient de différence du premier ordre de f est I’application

SGEEDEN G

ALl s w, (2,0,1)

et 'application tangente étendue est I’application

T UM S WL (@0, 0) > (f(@), M, v,8),8)

2.2.2 Quotients de différences cubiques

Définition 2.2.1 (Quotients de différences cubiques). Les quotients de différences cubiques
de degré supérieur et les applications tangentes étendues d’ordre supérieur sont définis par
récurrence de la maniére suivante :

fEAl (f]k’[)m i
T+l (T]k[)]l[ IR ikl
Le théoreme suivant montre que T vérifie les propriétés d’un foncteur covariant et est
équivariant pour l'action py, de K* définie en m

Théoréme 2.2.2. Soient f: U — W et g: U — W' deux applications telles que f(U) C U'.
Alors, pour tout entier naturel k, nous avons les propriétés suivantes.
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i) Fonctorialité : T}k[(g of)= T]k[g o T]k[f et T*lidy = idpeig-
it) Homogénéité : pour tout r dans K*, T f o Pk (r) = pp (1) © TlkLf.

Démonstration. (i) Pour k = 1, la fonctorialité covariante est prouvée par un calcul direct :

[z +tv) — f(x)
T 1 R e e R )
(go Mz, 0,t) = : _ t

g (f(x), flz+tv) — f($)7t> — gt (f(a:),f]l[(a;,v,t),t)

t
- 1 (se0)

et pour k > 1, c’est immédiat par récurrence (voir [Bertram, Glockner, Neeb 2004]).

(ii) Pour k = 1, la K*-équivariance se prouve a4 nouveau par un calcul direct :
_lt .
DU, o, r ) = (fm, fotr oo = (x),r-lt) = (F@), M, v,0),77)

et pour k£ > 1, les résultats sont obtenus par récurrence. ]

2.2.3 Quotients de différences simpliciaux

Définissons a présent les quotients de différences simpliciaux, qui peuvent étre décrits de
maniere explicite, contrairement aux quotients de différences cubiques. Rappelons-nous que la
variable s est en fait fixée égale a 0.

Définition 2.2.3 (Quotients de différences simpliciaux). Pour une application f : U — W,
nous définissons les différences divisées (généralisées) f>k< UM S W opar

Pl vst) = vy, o1, 51) = f(vo) n f(vo+ (s1 — so)m)’

S0 — S1 S1 — S0

f(vo) n f(vo + (s1 = so)v1)
(s0—s1)(s0 —s2) (51— 80)(s1 — 52)
f(vo + (s2 — sp)v1 + (s2 — 51)(52 — 50)v2)
(82— s0) (52 — 51)

f>2<(vo,v1,v2;81,82) =

+

)

et, de maniére générale, pour tout entier naturel k,

(Uo + Z H — Sm )
PR (v:s) = ~ flw) 'y j=1m=0

k
II(s0—s) = jO,.H,% 77777 k(SZ %)
7j=1
_ f(w) S (vo + (s1 — so)v1)
- (80—81)-...‘(80—Sk) (31—SO)(Sl—SQ)'...'(Sl—Sk-)
f (vo + (s2 — so)v1 + (s2 — s1)(s2 — so)v2) N
(82—80)(82—81)(82—83)-...-(Sg—sk)
f (U() + (Sk — 80)1)1 +...+ (Sk - Skfl)(sk — Sk,Q) S (Sk — S())’Uk)

(Sk — 30)(sk — 81) et (Sk — Skfl)
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Nous définissons le k-jet étendu par J>k<f LU ke

(v58) = P f(v58) 1= (F(v0), MW, vrs 1), 50, vk sty k)i 8))

Nous remarquons que f>1<(x, v, t) = fm(x,v, t), ce qui montre que les quotients de diffé-
rences cubiques et simpliciaux coincident a ’ordre 1.

2.2.4 Injection du calcul de différences simplicial dans le calcul de diffé-
rences cubique

Théoréme 2.2.4. Pour tout entier naturel k, l'application g : Uk U[k], définie au lemme
qui envote U™ dans U]k[, définit une injection du calcul de différences simplicial dans le
calcul de différences cubique, dans le sens ot, pour toute application f : U — W, le diagramme
sutvant commute :

THf o gp = (=1)Fg 0 P f DR K

9k (=1)* g
ok L e

Notez que quelles que soient les conventions choisies, il nous semble impossible d’éviter le

terme (—1).

Afin de prouver ce théoréme, nous avons besoin du lemme 1.5 de l'article [Bertram 2010]
qui donne une relation de récurrence entre les quotients de différences simpliciaux.

Lemme 2.2.5. La formule de récurrence suivante est satisfaite pour tout entier naturel k :
pour tout élément s de KF*' non singulier,

f>k+1<(’00, coo s U415 51, - - -;Sk+1)

1
= 7<f>k<) ((’UO,...,Uk;Sl,...,Sk),(0,Uk+1;0, 1),8k‘+175k‘)
1

k
= (f> <(U07"'avk‘;sla"°75k‘)
Sk — Sk+1

k
— R g, 01, U1, Ok F (SE41 — SK)UR413 51, - - ,Sk—1,8k+1))-

Démonstration. Par définition méme du quotient de différence du premier ordre, le membre
de droite de cette équation est égal au membre du milieu. Nous allons calculer le membre de
droite et montrer qu’il est égal au membre de gauche f>k+1<(vo, ooy Ukt1; S1y- -+, Skt1). Pour
cela, réécrivons la formule explicite et observons que, dans la définition de

i -1

I vo+ Z H (si — sm)vj)
(g g) f(vo) - ( j=1m=0

) II (30—8j)+; I (si—s)) ’

j=1,...k G=0,....2,....k
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les évaluations de f en k + 1 points apparaissent, et le (i + 1)-éme point, a savoir

i j—1
vo+ > ] (si = sm)vy.

j=1m=0

ne dépend que de (v, ...,v;; 81,-..,58;). Ainsi, les k premiers points en lesquels f est évaluée
sont les mémes pour les deux termes dont on considere la différence dans le membre de droite.
Seul le dernier point, correspondant a ¢ = k, differe puisque seule la derniere variable d’espace
et la derniére variable de temps difféerent.

Calculons, dans le membre de droite, la différence des (i + 1)-éme termes pour tout 0 <
i <k-—1.

En utilisant I'identité algébrique

aic(bia_bic> - (b—a)l(b—c)’

nous obtenons, pour tout entier 0 < 53 < k — 1,

1 f(vo + (Sj —s0)v+ ...+ (Sj — Sj_l)...(sj —SO)U]')
Sk — Sk+1 (Sj — Sk) H (Sj — Si)
0<i#j<k—1
B f (1}0 + (Sj — 80)1}1 + ...+ (Sj - Sj_l) e (Sj - So)’l)j)>
(sj—ske1) I (s5—s0)
0<i#j<k-—1

_ 1 I 1 f(vo+ (85 —s0)vr + ...+ (55 —5j-1) ... (85 — S0)vj)

Sk — Sk41 \ 8§ — Sk Sj — Sk41 IT  (Gs5—s0)

0<i#j<k—1
f (’U() + (Sj — 80)1)1 + ...+ (Sj — ijl) ce (Sj — S(])Uj)

I (si—s0)

0<i#j<k+1

k+1((

qui est précisément le (j + 1)-éme terme apparaissant dans la définition de 1 v, S).

Il reste a prouver que la différence des derniers termes, correspondant & ¢ = k, du membre
de droite, a savoir

1 fvo+ (s —so)vr + ...+ (sg — Sg—1) - - - (Sk — S0) V)

Sk = Sk+1 H (Sk - Si)

i=0,....k—1
B 1 f(vo+ (Sk+1 —so)vr + -« + (Sg+1 — Sk—1) - - - (Sk+1 — S0) (VK + (Sk+1 — Sk)Vk+1))
Sk — Sk+1 H <8k+1 — Si) 7

i=0,....k—1
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mene exactement aux deux derniers termes de la définition de f>k+1<(v, s). A partir de

1 f(vo+ (sg —so)vi + ...+ (sg — Sk—1) - - - (Sk — 50)Vk)
Sk — Sk+1 H (sk — si)

i=0,.... k—1
f (1)0 =+ (8]€ — 50)1}1 + ...+ (Sk — Sk—l) . (Sk — SQ)Uk)

I (sx—si) 7

i=0,....k,k+1

nous obtenons directement le k-eme terme, et a partir de

k—1
f (vo + (Sk+1 — So)v1 + ... + H (Skt+1 — Si) (v + (Sp+1 — Sk)vk+1)>
k—lZ:O
H (Sk+1 — 84)

1=0

Sk — Sk+1

k—1

f (’Uo + (Sk41 — s0)v1 + ... + H (8k41 — s6)(vk + (Sp41 — Sk)karl))
- =0 ’
| J [EREED)

1=0

nous obtenons le dernier terme. O

Démonstration. Revenons a la démonstration du théoréme [2.2.41 D’apres le lemme précédent
b

pour tout entier naturel k, pour tout s € K¥*! non singulier,
Y+ 1( : _ 1 )¢ .
I (V0y « vy V15 815+ -+ Skt1) = " (voy .oy Uk 81y -+ -5 Sk)
Sk — Sk+1
k
- f> < (/U07/U17 sy Vk—1, Uk + (Sk‘-i-l - Sk)vk-‘rl; 815+ 8k—1, Sk+1) >

et est donc exactement de la forme d’'un quotient de différence du premier ordre, égal a

e\
_<f ) ((U()v"'avk;slw"ask’)7(07,Uk‘+1;071)78k+1_Sk)'
Le résultat est alors obtenu par récurrence : a I’étape 2, nous obtenons
_10\)2l

+ (f>k 1<) (((U()v sy Vk—15S81y -4+ Sk’—l); (Oa (o 07 1)7 sk_sk—l)a (0? (Oa Vk+15 O)a 1)a Sk+1_3k>'
car

)i _ ()
" oy ooy Vs ST,y 8E) = — (f ) ((v0y+ v+ s VK181, -+, 8k-1), (0,03 0,1) , 8, — 8k—1) -
et ainsi de suite puis nous comparons avec ’expression de gy. O

Remarquez qu’a partir de la formule démontrée dans le lemme ci-dessus, nous pouvons
déduire un mécanisme qui a toute application F' de U dans W associe une application F'
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de U1 dans W, définie de la maniére suivante :

F(vo, .-, Vkt1581,- - Sk11)
= _F]l[ ((U()u <oy U381, .- '78k) ’ (0,1)k+1;0, 1) y Sk+1 — Sk)
1
= 7(F(vo,...,vk;sl,...,sk)
Sk — Sk+1
—F (vo,v1,..., U1,V + (Sp41 — Sk)vk—i—l;Sl,---73k—175k+1))-

Bien siir, si 'application F' est égale a f>k< pour une certaine application f de U dans W,

alors 'application F' est égale & f Lty

2.3 Jets étendus

Comme dans le cas cubique, J* vérifie les propriétés de fonctorialité covariante et d’équi-
variance pour 'action simpliciale p,y de K* (voir la définition .

Théoréme 2.3.1. Soient f: U — W et g: U — W' deux applications telles que f(U) C U'.
Alors, pour tout entier naturel k, nous avons les deux propriétés suivantes.

i) Fonctorialité : Y*(go f) = I*go P f et J*idy = idyyw(gr-
ii) Homogénéité : pour tout v dans K>, JHRCf o Py (1) = puy(r) o IR

Démonstration. Une preuve indépendante du point (i) est donnée au théoreme 1.10 de I'article
[Bertram 2010] et une preuve du point (ii) peut également étre donnée par calcul direct. Plus
simplement, les deux assertions peuvent également étre vues comme des conséquences du
théoréme [2.2.4] d’injection du calcul simplicial dans le calcul cubique, qui permet de se ramener
au théoréme ci-dessus, qui en est une version cubique.

Donnons tout de méme la preuve directe donnée par Bertram, qui aide & comprendre les
jets simpliciaux étendus.

Fixons un élément s de K**' non singulier, c’est-a-dire tel que s; — s; soit inversible pour
tous i # j et prouvons l'assertion pour Jl(“s) f=Jkf (-;8), ot ! signifie que nous considérons

J é“s) f(v) comme un vecteur colonne.

Montrons par récurrence que id<k>(v; s) = vg. En effet, pour £k = 0 et £ = 1, c’est une
conséquence directe des définitions. En utilisant la formule de récurrence du lemme [2.2.5] nous

obtenons

vis) = T (v + (k41 — Sk)VUR11) _ .
’ Sk — Sk+1 b

id<k+1> (

Ainsi, J’gs)idU = idJ?S)U.

Montrons maintenant que, pour tout s € K* non singulier, Jl(’cs) f est linéairement conjugué
au produit direct x**1f . x* 1y — ¥ LW Afin de prouver ceci, nous définissons 1'opérateur
linéaire

i
U, VEFL S Wk wes (oo + (si —so)vr + ...+ H(sl — 55)v;
7=0 0<i<k
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qui peut étre identifié a la matrice triangulaire inférieure, inversible, de taille (k+1) x (k+1)

1
1 S1 — 80
\I}S _ 1 59 S0 (52 81)(82 80) (231)
k—1
1 Sk — SO (Sk — 81)(8k — 80) PN H(Sk — SZ')
1=0

L’opérateur WU, est inversible car il en est de méme de sa représentation matricielle. L’inverse

est donné par
O L A

[
_ wo wj
W — (\IJ lw)ogigk = + E J R
’ II Go—sm) = II (s5—sm)

1<m<k 0<m#j<k 0<i<k
qui peut étre identifié avec la matrice triangulaire inférieure suivante

1
(so—s1)7" (s1—s0)~"

((so—s1)(s0 — 52)) ™" ((s1—s2)(51 —50)) ™" ((s2— s1)(52 — 50)) "

En reprenant la définition des jets étendus, nous observons directement que la relation suivante
est vérifiée

Uoto (xFHf) o Uy = 0, f, (2.3.2)
ott xFFLf . Ukl 5 wkHL désigne le produit direct k+ 1 fois de f avec lui-méme. L’opérateur

J](“S) est ainsi linéairement conjugué au foncteur de produit direct et est donc lui-méme un
foncteur covariant. Finalement, pour f et g comme dans le théoréme, nous avons

Jylgo ) = ¥lo (Xk“(g o f)) oW,
= \Ifs_l o (xk+lg) ) (xk"'lf) oWy
_ \1,3—1 o (Xk+lg> oW, o \1,8—1 o (Xk+1f> oW,
= Jl(“s)goJl(fs)f.
]

Notez qu’il est utile et pratique de considérer ¥, comme une sorte de changement de
variables, qui est bijectif tant que s est non singulier, et qui permet en un sens de trivialiser
la situation.



Chapitre 3

Calculs différentiels

Le calcul différentiel est I'extension du calcul de différences aux valeurs singulieres. Pour
cela, nous avons besoin d’une structure supplémentaire telle que, par exemple, une topologie.
Nous allons par conséquent supposer que K, en plus d’étre un anneau commutatif unitaire,
est topologique. L’unicité de 'extension aux valeurs singulieres est garantie par I’hypothese
supplémentaire suivante : le groupe unité K* est ouvert dense dans K. On dira alors que K est
un anneau de base admissible. Nous munissons également les objets précédemment considérés
de structures topologiques et nous considérons dorénavant que V et W sont des K-modules
topologiques, tels que U C V soit ouvert, et que 'application f : U — W soit continue. La
classe des applications continues sera notée CV. Nous allons présenter deux concepts de calcul
différentiel, appelés cubique et simplicial.

3.1 Calcul différentiel cubique

Définition 3.1.1 (Différentiabilité cubique). Nous disons qu’une application f : U — W
est de classe Cﬂg] (ou simplement M si anneau de base K est clairement déterminé d’aprés
le contexte) s’il existe un prolongement continu f[l] Ul 5 Wode Uapplication de quo-
tient de différence du premier ordre, c’est-a-dire si, pour tout (x,v,t) dans U]l[, nous avons
(0,1 = flx+ tl;) — f(=)

Tf 0 = WL (0, t) = T f(2,0,8) = (F(2), fU (@, 0,8),8) = T( £, v).

. L’application tangente étendue est alors définie par

Pour tout entier k > 1, les classes Cg] (ou simplement C[k}) sont définies par récurrence :

nous disons qu’une application f est de classe CH1 g elle est de classe CF) et si Uapplication

f[k] : UM — W est de classe C[l], 0l NOuS aVons posé f[k] = f[k_”)[l]. Les applications
tangentes étendues d’ordre supérieur sont définies par T[k+1]f = T[”(T[’“]f),

La topologie permet de donner un sens a la condition de prolongement, et 'hypothese de
densité du groupe unité K* dans K garantit que I'application f () est unique si elle existe, de
méme que, pour tout z dans U, la valeur

df (x)v = fN(2,0,0) = 9, f ().
Les différentielles cubiques d’ordre k, en un point x de U, sont définies par

df(x): VE =W, (v1,...,01) > Oy, .. Oy, f().
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Lemme 3.1.2 (Lemme de Schwarz). Si f : U — W est une application de classe C[Q}, alors,
pour tous vecteurs v et w dans V', nous avons

avawf = awavf-

Démonstration. (voir le lemme 4.6 de [Bertram, Glockner, Neeb 2004])
Pour tous s et t dans K*, nous avons

(f[l](7 wat))[l} (l',’l), 3)
f[l](x + sv,w,t) — f (x,w,t)
s
flz+ sv+tw) — f(z+sv) — f(z+tw) + f(z)
st '

Il s’ensuit que, pour tous s et t dans K*,

(f[l](-,w,t))[l] (x,v,8) = (fm(-,v, S))m (x,w,t).

Ces deux applications sont continues et coincident sur K*. Par densité de K* dans K, ce
résultat est encore vrai pour s =t = (0 et on obtient alors

avawf(x) = (f[l]("w’o))[l] (x,v,O) = (f[l]('7va 0))[1] ($7w70) = 8wavf(l‘)
O

Remarque 3.1.3. Le principe de la démonstration est extrémement général. Il s’agit de montrer
qu’une propriété est vérifiée dans le cas le plus singulier, ¢’est-a-dire pour des variables de temps
nulles. Pour cela, nous montrons la propriété dans le cas non singulier, puis nous étendons
ce résultat par continuité aux valeurs singuliéres, et ce, de maniére unique, car K* est dense
dans K, et enfin nous spécialisons le résultat aux éléments les plus singuliers. Il s’agit de I'un
des points forts de cette approche : nous travaillons de maniére algébrique donc simple, ou
en tout cas élémentaire, et nous obtenons directement le résultat de maniere topologique.
Notez que parfois le résultat prouvé dans le cas non singulier est exactement le méme que le
résultat recherché dans le cas le plus singulier, comme dans le cas du lemme de Schwarz, mais
parfois nous prouvons une propriété générale qui se contracte pour des valeurs singulieres en la
propriété recherchée. Ce sera notamment le cas dans la preuve de la linéarité de la différentielle
ci-dessous.

Théoréme 3.1.4. Soient f : U — W et g: U — W' deux applications de classe C telles
que f(U) C U'. Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout entier naturel k.
Fonctorialité : TH(go f) = THgo TH £ et TMidy = id .

7

ii) Homogénéité : pour tout r dans K*, T f o Pk (1) = p (1) © T £,

iti) Linéarité : la différentielle df (x) : V. — W est K-linéaire et continue.

Symétrie : la différentielle cubique dkf(a:) c VE 5 W dordre k est K-multilinéaire,
symétrique et continue.

(4

)
)
i)
)
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Démonstration. Les points (i) et (i) sont obtenus « par densité » & partir du théoréme [2.2.2]
L’homogénéité de la différentielle est un cas particulier du point (ii), et 'additivité est prouvée
de maniere analogue (voir [Bertram, Glockner, Neeb 2004]) : pour tous = dans U, v et w dans
V et t dans K*, tels que x + tv, x + tw et x + tv + tw appartiennent & U, nous avons :

flz+tv+w)) - f(z)
t
f(x+tv +tw) — f(z +tv) N flz +tv) — f(x)
t t
= W@+ tv,w,t) + f(z, 0, 1)

M@ v+w,t) =

Les deux membres extrémaux dépendent de maniére continue de ¢ et coincident sur K* donc
sur K par densité. En prenant ¢ = 0, nous obtenons

4 () (v + w) = df (@)o + df ().
Le point (iv) est une conséquence directe du point (iii) et du lemme de Schwarz. O

Notez qu’ici, I'application f (z,-,t) : V. — W n’est pas elle-méme linéaire, mais la pro-
priété vérifiée se contracte en une propriété de linéarité pour ¢ = 0.

La fonctorialité est équivalente a dire que, pour tout ¢t dans K fixé, T[? est un foncteur
covariant. Pour ¢ = 0, nous obtenons la regle de composition usuelle. De plus, pour tout ¢t dans
K, le foncteur TE]) commute avec les produits cartésiens. En effet, T[é])( f x g) est identifié de
maniere canonique avec T[é]) fx T[é]) g. De maniere analogue, pour toutes variables de temps ¢

fixées, T[(t]) est un foncteur covariant qui commute avec les produits cartésiens. En particulier,

pour t = 0, TE@

T! =: T est le foncteur tangent usuel. Nous en déduisons que T[k]K, T[(Iz})K et TFK sont des
anneaux, de produits et additions obtenus en appliquant les foncteurs aux produit et addition
dans K. T*K est appelé anneau tangent itéré k fois. Ce mécanisme est détaillé a la remarque
L’article [Bertram 2010] contient de nombreuses informations sur ces anneaux et donne
en particulier un isomorphisme naturel d’anneaux

) est un foncteur, appelé foncteur tangent itéré k fois et noté T*. Notez que

TFK 2 K[X,, ..., X/ (X2, ..., X?).

La proposition suivante décrit le comportement de la lissité vis-a-vis d’'un changement
d’anneaux de base admissibles.

Théoréme 3.1.5. Soit ® : K' — K un morphisme d’anneauz topologiques entre deux anneaus
topologiques de base admissibles. Soient V' et W deux K-modules topologiques. Soit f : U — W
une application de classe clodl sy K, définie sur un ouvert U de V. Alors f est une application
de classe ! sur K, pour les structures de K'-module de V' et W induites par ®.

Démonstration. Tout K-module est un K'-module par I'application 7.v := ®(r).v. Pour tout
entier 4, et pour tout (u,t) dans UV, nous avons :

FIV (u, (ta)g o r,iy) = FPV (1 (@t ppac t,oiy) -
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Par conséquent, ’application F K" admet une extension continue définie par :
Fllx (u, (ta)@;sac{l,...,i}) = FI¥ ('u,, ((I)(ta))@;éozc{l,...,i}) ;

car I'application ® est continue et 'application F’ est de classe ¢l sur K. Ainsi, F est de classe
Cl sur K’ pour tout entier 4, donc de classe C1*! sur K. O

La lissité de f par rapport a K’ peut ainsi s’interpréter comme la restriction a l’anneau
®(K') C K de la lissité de f par rapport a K.

3.2 Calcul différentiel simplicial

Apres les notions de classe C* au sens cubique, nous définissons les notions de classe C* au
sens simplicial.

Définition 3.2.1 (Différentiabilité simpliciale). Une application continue f : U — W est
dite de classe CH@, ou sitmplement de classe C<k>, st, pour tout entier 1 < £ < k, il existe

des prolongements continus f<é> LU 5 W des applications fw. Notez que, par densité du
groupe unité K* dans K, le prolongement f O egt unique, s’il existe. En particulier la valeur
f @ (v;0), appelée différentielle simpliciale d’ordre ¢, est déterminée de maniére unique. Nous
définissons également le jet étendu d’ordre k

J<k>f : U<k> — W<k>a (’U; S) = (f(’l)o), f<1>(U0,U1; Sl)a B f<k> (’U, S)a S>’

et, pour des variables de temps s dans KF! fixées, nous définissons la s-extension simpliciale
de f par

gk g Jéfj;U S WLy I fu:s),
ot JégU = {v e VF| (v;5) € UMY Le k-jet simplicial de f est défini par

= dg)f U= W, v ) = (O, s0)),

0l MOUS Posons f<0> := f par convention.

Le k-jet simplicial d’une application est donc la donnée de ses différentielles simpliciales
jusqu’a l'ordre k.
Nous obtenons un théoréme analogue a celui obtenu dans le cas cubique.

Théoréme 3.2.2. Soient f: U — W et g: U — W' deux applications de classe C®) telles
que f(U) C U'. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.
i) Fonctorialité : Jk (gof) = J<k>g o J<k>f et J¥)idy = iy -
i) Homogénéité : pour tout r dans K*, J*¥ f o Py (1) = pay (1) © J) £
Ce théoréme est obtenu par densité & partir du théoreme[2.3.1} Comme dans le cas cubique,
(k)
S

pour des variables de temps s dans K* fixées, J (s) est un foncteur covariant qui commute avec

les produits cartésiens. Il s’ensuit que J <k>K, J éf;K et J*K sont des anneaux. L’anneau J¥K est
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appelé anneau des jets d’ordre k. A nouveau, nous renvoyons & l’article [Bertram 2010] pour

plus d’informations sur ces anneaux. En particulier, pour s = 0, J égé est un foncteur appelé

foncteur de jet d’ordre k, noté J*. Notez que J* = T! est le foncteur tangent usuel, et, pour
s = 0, la fonctorialité implique ’équation . D’apres le théoreme 1.7 et le corollaire 1.11
de larticle [Bertram 2010], il existe une caractérisation équivalente de la classe C (k)
de développement limité, qui a ’avantage qu’aucun dénominateur n’apparait.

en termes

Théoréme 3.2.3. Une application continue f : U — W est de classe C%) i et seulement si
les développements limités simpliciaux sont vérifiés, c’est-a-dire qu’il existe, pour tout entier
1 < ¢ <k, des applications continues f<€> UG S W otelles que, pour tout élément (v, s) de
U,

flvo+ (s1—so)v1)) = fl(wo) + (s1— s0)f (vo,v1;81),
F(vo+ (s2 = so)(v1 + (52— s1)v2)) = f(vo) + (s2 — s0) ! (vo, v1 1)
+(s2 — 51) (52 — 50) £ (v0, v1, v25 51, 82),

k-1 : k oj—1 .
f(v0+ZH(Sk—Sg)Uj) = f(vg)—}—ZH(sk—54)f<]>(v0,...7vj;51,...,5j).

j=1£=0 j=10=0
Les applications fw> définies par ces conditions coincident avec celles définies ci-dessus.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Le calcul peut étre vu comme une version
multi-variable de la preuve du développement de Taylor énoncé au théoreme 5.1 de 'article
[Bertram, Glockner, Neeb 2004], consistant a appliquer plusieurs fois la relation

fla+t) = f(x) + tfM(w,0,1).
Soit f une application de classe C (k) Pour k = 1, nous avons

Flug+ (s1—so)v1) = f(vo) + (51— s0)fM (w0, v1, 81 — s0)
= fvo) + (51 — s0) fV (vo, v1; 81).

Pour k£ = 2, nous remplagons dans ’équation précédente s; par s9 et v1 par vy + (s2 — s1)va,

Fvo+ (s2—s0)(v1+ (52— s1)v2)) = f(vo) + (s2 — s0).f 1 (vo, v1 + (52 — 51)v2; 52)
= f(v0) + (52— 50) (f (vo, w13 51) +
(s2 — 51) f@ (vo, v1, v2; 51, 82)),

ol, dans la derniére égalité, nous avons utilisé la formule de récurrence du lemme [2.2.5] :

1

51— 82

P (vo, v1,v9; 51, 82) = (f>1<(vo,vl; s1)  — ¥ (vg, v1 + (s2 — s1)v2; 82)) ,

que nous multiplions par (s3 — $1), et qui est encore valable pour les éléments singuliers, par
continuité des applications et densité du groupe K* dans K. Ainsi, nous avons bien

F O (vo,v1 + (s2 — 81)va; 89) = F (vo,v1;81) + (52 — 51) F2 (w0, v1, v2; 51, 52).
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Pour k = 3, nous remplagons a nouveau sy par s3 et vy par ve + (s3 — S2)vs, et procédons de
la méme maniére, et ainsi de suite.

Réciproquement, les arguments donnés dans la preuve directe du théoreme [2.3.1] montrent
que les applications continues f {7) sont nécessairement déterminées par I’équation c’est-

a-dire qu’elles coincident, pour des éléments s non singuliers, avec les quotients de différences
simpliciaux et sont donc les prolongements continus des quotients de différences simpliciaux.
O

3.3 La différentiabilité cubique implique la différentiabilité sim-
pliciale

Théoréme 3.3.1 (Cubique implique simplicial). Si une application f: U — W est de classe
C[k], alors elle est de classe C<k>, et le diagramme suivant commute :

(k)
TH £ o g = (—1)Fgp 0 J®) f - otk 2L
9k (-Dkgi
pikl T ik

ou gy est Uapplication définie au lemme[2.1.7.

Démonstration. Ce théoreme est obtenu par densité a partir du théoréme m (voir le théo-
reme 1.6 de larticle [Bertram 2010]). O

Nous conjecturons également que simplicial implique cubique, c’est-a-dire que, si f est une
application de classe C<°°>, alors elle est également de classe C[Oo], mais cette conjecture n’est
pas prouvée pour I'instant. Par conséquent, nous travaillerons toujours sous ’hypothese C [oo]
dans la suite. Sous cette hypothese, nous montrerons que les polynémes de Taylor que nous
définirons sont effectivement polynomiaux.

[]

Corollaire 3.3.2. Si f est une application de classe C'™!, alors l’application f<j> est de classe

cle=il, pour tout j < k.

Démonstration. A Taide de I'injection g; : U U U [j], nous pouvons considérer 'application
f<j> : UY) - W comme une application partielle de I'application f[j] . UVl — W. Cette
derniere est de classe C[k_ﬂ, donc f<j> est également de classe C[k_j], et donc, d’apres le
théoreme précédent, est de classe C (k=1). O



Chapitre 4

Développements et polynomes de
Taylor

Les applications polynomiales sont parmi les applications les plus élémentaires qui soient.
Lorsque nous construirons les foncteurs de Weil, dont nous rappelons qu’il s’agit de foncteurs
d’extensions scalaires, nous serons amenés a considérer les extensions d’applications lisses. Or
les applications polynomiales sont précisément les applications qui possedent une extension
scalaire algébrique canonique. Par conséquent, nous essayerons toujours de nous ramener a
I’étude des applications polynomiales. Approcher & un certain ordre une application par un
polynome est exactement la démarche qui meéne a la notion de polynémes de Taylor. Le controle
sur "approximation effectuée se fait a I’aide d’une condition sur le reste des développements
limités de Taylor.

Nous allons montrer qu’il existe, dans notre cadre général, des notions de développements
limités et de polynémes de Taylor, et ce, méme en caractéristique positive, ce qui est assez
surprenant. Nous montrerons que les polynéomes de Taylor des applications lisses au sens
cubique sont des applications lisses au sens cubique, et sont bel et bien polynomiales.

Nous reprenons les notations du chapitre précédent, et ce, pour toute la suite : K est un
anneau commutatif unitaire topologique dont le groupe unité est ouvert dense, V et W sont
deux K-modules topologiques et f : U — W est une application continue définie sur un ouvert
ucvV.

4.1 Développements limités radial et radial multi-variable

Commencons par introduire les notions de développements limités a une ou plusieurs va-
riables.

Définition 4.1.1. 1. On dit que f admet un développement limité radial d’ordre k s’il
existe des applications continues a; : U X V. — W, pour tout entier 1 < i < k, et une
application continue Ry : UM — W telles que, pour tout (z,v,t) dans Um,

k
flz+tv) = f(x)+ Ztiai(:c,v) + t*Ry(z,v,1)

i=1
et telles que la condition sur le reste soit satisfaite :

Ry(z,v,0) =0.
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2. On dit que f admet un développement limité radial multi-variable d’ordre k s’il existe des
applications continues b; : U x V' — W, pour tout entier 1 < i < k, et une application
k

continue Sy, : UR 5 W telles que, pour tout v = (vy,...,v) dans Vv tel que x+z th;

appartienne a U, on ait =
k
fx+toy + 200 + ...+ tFo) = f(2) + Ztibi(a:,vl, o vy) + RSk (z,v;0,...,0,1)
i=1
et telles que la condition sur le reste soit satisfaite :
Sk(z,v,0) =0.
En prenant 0 = vo = vs3 = ... = v, la condition radiale multi-variable implique la

condition radiale.

Le théoréme suivant montre qu’'une application lisse admet des développements limités
radiaux et radiaux multi-variable & tout ordre et que de plus les coefficients sont uniques,
égaux aux différentielles simpliciales et aux jets respectivement.

Théoréme 4.1.2 (Existence et unicité des développements limités). Soit f : U — W une
application de classe ct®) . Alors f admet des développements limités radiaux et radiaux multi-
variable a tout ordre j < k De plus, de tels développements sont uniques, donnés par les
coefficients

bi(z,v1,...,v) = f<i>(x,vl, R

du développement limité radial multi-variable, et les coefficients
ai(w,v) = [ (x,v,0;0),
du développement limité radial a une variable.

Démonstration. L’existence est une conséquence du théoréeme [3.2.3] en y prenant
so=81=...=8,.1=0 et sp=1t.

L’unicité est prouvée dans le lemme 5.2. de Darticle [Bertram, Glockner, Neeb 2004] de la
maniére suivante. Fixons ¢ dans K*. L’unicité de a; (ou de b1) est obtenue en divisant par ¢
I’équation suivante :

k k
Ztiai(az,v) + t* Ry, (z,v,t) = Ztia;(x,v) +t* R (z,v,1).
i=1 =1

Nous obtenons que, pour tout ¢ dans K* tel que (z,v,t) appartienne a U ]1[,
aj + th_lai(af;, v) + tF IRy (2,0, 1) = ) + Z t = tal(z,v) + tF IR (0, 1).
i=2 i=2

Par densité du groupe unité K* dans K, cette relation reste vraie pour tout ¢ dans K tel
que (z,v,t) appartienne a U M. En particulier, pour t = 0, nous en déduisons que a; = aj.
L’unicité de ao, ..., a; est ensuite obtenue par récurrence triviale. ]
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4.2 Polynémes de Taylor

Maintenant que nous avons défini les développements limités, il semble naturel de consi-
dérer la somme de leurs coefficients, ce qui permet de définir les polynémes de Taylor, dont
il faudra démontrer la polynomialité car c’est par des applications polynomiales que nous
souhaitons approcher les applications lisses.

Théoréeme 4.2.1. Soit f : U C V. — W une application de classe Cl2H Alors, pour tout
entier 1 < ¢ < k, la différentielle normalisée d’ordre i

ai(z,)): V=W, v Dl f(x):=ai(z,v) = f9(z,0,0,0)

est continue et polynomiale (au sens de la définition , homogéne de degré i, et donc lisse
au sens cubique.

Démonstration. Voir le corollaire 1.8 de l'article [Bertram 2010]. L’idée est la suivante : d’apres
1'unicité de développement de Taylor radial, nous avons clairement a;(x,tv) = t'a;(z,v) pour
tout ¢ dans K, ce qui prouve I’homogénéité. De plus, Df) f(z) := ai(z,v) est une application
partielle de f <i>, dont nous avons vu au corollaire qu’elle est de classe C 2= donc de classe
Cl. Le résultat est une conséquence du lemme 5.5 de 'article [Bertram, Glockner, Neeb 2004]
qui énonce que toute application homogene de degré i et de classe C 2] est homogene polyno-

miale de degré i. La derniére assertion est une conséquence du théoréme O
A 1.
Si les entiers sont inversibles dans K, alors nous avons D/ f(z) = —d'f (x)(v,...,v) (voir
J!

larticle [Bertram, Glockner, Neeb 2004]). Notez bien que cette hypothése n’est pas toujours
vérifiée et que nous ne pouvions donc pas définir les polynémes de Taylor a ’aide des quotients
de différentielles successives par des entiers.

Notez que nous travaillons sous une hypothese de lissité au sens cubique et nous ne savons
pas si I'assertion reste vraie sous ’hypotheése simpliciale. Notez également que nous devons
considérer une application de classe C%, et non pas simplement ck pour montrer la polyno-
mialité de ag(x, -). Ceci ne jouera pas de role dans la suite car nous considérerons toujours des
applications lisses.

Le corollaire suivant permet de montrer que toute application homogene et lisse est poly-
nomiale.

Corollaire 4.2.2. Soit f : U — W wune application, définie sur un voisinage ouvert de 0,
homogeéne de degré k et de classe CPH. Alors Uapplication [ est K-polynomiale de degré k.

Démonstration. L’homogénéité se traduit de la maniere suivante : pour tout r dans K et pour
tout = dans U, f(rz) = r*f(z). Ecrivons le développement limité radial d’ordre k de f au

point 0 :
k

flrz) =" f9(0,2,0;0) + rF Ry, (0, 2,7),
1=0

ou R : U 1 W est une application continue telle que R (0,z,0) = 0. Par unicité du
développement limité radial (théoréeme , nous obtenons f(z) = f (k) (0,2,0;0), qui est
K-polynomial d’apres le théoréme précédent. O
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Nous pouvons désormais définir les polynémes de Taylor, qui sont au cceur de la construc-
tion des foncteurs de Weil.

Définition 4.2.3. Soit f : U — W wune application de classe CP* et soit z un point de U
fixé. L’application

k
Taykf: v =W, v ZDf)f(x) = Zai(m,v)
i=1

= =1
est appelée polynéme de Taylor d’ordre k de 'application f au point x.

Théoréeme 4.2.4. Soit f: U — W une application de classe ct?, Alors, pour tout entier k
inférieur ou égal a £, Tay];f est une application lisse au sens cubique et polynomiale de degré
au plus k, sans terme constant. Si de plus f est elle-méme une application polynomiale de
degré au plus k, alors Taylgf coincide avec f, d la constante prés suivante :

f=£(0)+Tayf [,
et la partie homogéne f;i de f de degré i est égale & a;(0,-) = (0, -,0;0).

Démonstration. La lissité et la polynomialité de Tayg f sont des conséquences du théoréme4.2. 1]
Ensuite, supposons que f est une application polynomiale homogene de degré j avec j < k.

k
Alors, nous avons t/ f(v) = f(tv) = f(0) + Z £ £%(0,v,0;0). L'unicité du développement de
i=1

Taylor radial (théoréme [4.1.2)) implique que, pour toute application homogene de degré j et
de classe C*!, nous avons flv) = f<]>(0, v,0;0), ce qui termine la preuve. O

Le développement de Taylor radial peut maintenant se reformuler de la maniére suivante :
f(x+th) = f(x) + Tay® f(th) + t* Ry (x, h, t) . (4.2.1)

Si les entiers sont inversibles dans K, alors, par unicité du développement, il coincide avec le
développement de Taylor usuel.



Chapitre 5

Jets simpliciaux

Nous allons définir les différentielles normalisées d’'une application et montrer que les dif-
férentielles simpliciales d’une application s’expriment sous la forme d’une somme de ces dif-
férentielles normalisées. Nous donnerons ensuite une relation entre les jets simpliciaux et les
polynoémes de Taylor, qui sera essentielle pour comprendre la construction générale des fonc-
teurs de Weil.

5.1 Différentielles normalisées et polynomialité

Définition 5.1.1. Soit f : U — W une application de classe cl¥l. Nous définissons, pour tout
multi-indice a dans N* tel que |a| := Zai < k, et pour tous v dans V* et x dans U, les

K]
différentielles normalisées polynomiales

Dgf(x) = (Dgko...0 D) f(w),
qui sont bien définies d’aprés le corollaire[3.3.9

Le résultat suivant est une généralisation « simpliciale » du lemme de Schwarz (théoréme

(i)

Lemme 5.1.2. Soit f : U C V — W une application de classe Cclkl. Alors, pour tout multi-
indice o dans N¥ tel que la] = Zai < k, et pour tout v dans V¥, Uapplication Dy f ne

7
dépend pas de l'ordre de composition des différenticlles normalisées Dy .

Démonstration. Nous allons prouver 'assertion par argument de continuité et de densité et
commencer par la vérifier pour les éléments non singuliers & partir d’une formule explicite, ce
qui rend les notations un peu lourdes, mais la preuve est alors directe.

Dy f(z) est obtenu, par restriction a s = 0, a partir de 'application

DG f(x) = (D™ gy 0---0 D 1)) f(a),

v1,s(1)

ol, pour tout entier 1 < ¢ < k, on pose DZ‘:’S(” = f<°‘i>(:p,vi,0;s(i)). Ainsi, DJ f(z) =
Dﬁof($)~

59
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1. A Uordre 1. D’aprés la définition du quotient de différences simplicial, nous obtenons,
pour tout s non singulier :

=0, j11

2. A Uordre 2. Pour tout s® non singulier, nous obtenons :

X § wr o ot (s = s oy + (s@ = 5@
(PP} 102 2 2 H< (< ﬁww)) 51 <0;z)> : )

1=0,...,15---,01 1=0,...,2--.,02

3. A un ordre k quelconque. Par récurrence, nous obtenons finalement, pour tous s(l), e s
non singuliers :

ay a1
ag a1
(ka,s(k) Dv1 3(1)) Z Z
=1 1=0,....7¢,---,¢

Clairement, le membre de droite ne change pas si nous appliquons les opérateurs Dg‘f
(2]
dans un ordre différent car les sommes commutent.

s(®)

Finalement, par continuité et densité de K* dans K, ceci est également vrai pour les valeurs
singulieres de s et en particulier pour s = 0. O

Le théoréme suivant montre la polynomialité des différentielles normalisées et donne la
structure des différentielles simpliciales.

Théoréeme 5.1.3. Soit f : U — W wune application de classe CP*. Alors les propriétés
susvantes sont vérifiées :

1. Pour tout x dans U et pour tout multi-indice o dans NF tel que |a| < k, Uapplication
VE W, v DI f(x)

est polynomiale multi-homogéne de multi-degré cx.

2. L’application v — f<j> (z,v;0) est polynomiale. Plus précisément, nous avons, pour tout
entier 1 < j <k,

F9(z,v;0) = > Dw@y (5.1.1)

€Nk E o=

Démonstration. 1. L’application

Vs W, uee D f(@) = (Dgf ..o D) fla) = Dyt (Dl o 0 D) (x)
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est polynomiale homogene de degré «j, d’apreés le théoreme [4.2.1] D’apres le lemme
précédent, la valeur de D; f(x) est indépendante de 1'ordre dans lequel on compose les
différentielles normalisées. Par conséquent, 'application

VW, v — DJf(x)

est également polynomiale homogene de degré a; pour tout entier 1 < ¢ < k, c’est-a-dire
que v — Dy f(z) est une application polynomiale multi-homogene de multi-degré a.

. Nous allons utiliser les deux versions du développement de Taylor de f : radial et radial

multi-variable. Puis nous les identifierons par unicité du développement limité.

(a) Utilisons le développement limité radial d’ordre k, successivement pour chaque
variable v;, 1 <14 < k, ce qui est bien défini d’apres le corollaire [3.3.2]

k k
f (x + Ztivi) = f <x + >t + t1v1>
=1

=2

k k
= Z t** Dy} <:U+ Ztivz) + t" R (x, v1, 1)

a1=0 =2
k k—oy k
— Z Z o t2a2 (Dsz; o Dgll)f <$ 4 Z ti)
a1=0 as=0 =3

—|—th,1€(:£, vy, t) + thi(l', vy, U2, 1).

Par récurrence, nous obtenons :

k
f(x—i-ztivz‘) = Z g o (D?:o...oDﬁll)f(a:)
=1

0<ar,...,ap<k,y . a;<k

k
+ZthZ(:c,v1, NN
i=1

— Y XD f () + Ry (2,0, 1)
aeNk |a|<k

k
= fl@)+>. > DX f(z) + t" Ry (z, v, 1),

J=laenNk " io;=j

k
ou Ry(z,v,t) := ZR};(az,vl, ce U t) + Z Z t1=F D& f(x) satisfait la
=1 J>k aeNk " iai=j
condition sur le reste Ry(z,v,0) = 0.

(b) Utilisons le développement limité radial multi-variable d’ordre k :

k k
f(x—l—Ztivi) = f($)—l—ztjf(j)(x,vl,...,vj;O)+tkSk(x,v;0,...,0,t).
i=1 j=1
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La relation (5.1.1)) est alors une conséquence de l'unicité de ce développement limité
(théoréeme |4.1.2)).
O

Remarque 5.1.4. Si les entiers sont inversibles dans K, alors la relation (5.1.1)) se reformule de
la maniere suivante :

A del v
F 0= Y [#:0a). (5.12)
aENk,Zi ia;=j '
on a! := aq!...ag! et vq = (v1,...,01,...,Vk,...,v;) (v; apparaissant «; fois). En effet,
(65} (677
d* f(z)(vi,...,v
Dyl f(z) = f (@) 1" 1) ; en réitérant ceci et en utilisant le théoreme |3.1.4) nous obte-
a;!
nons !
d* f(- Viy...,V1
d@( f()(a' ))(x)(vg,...,w)
Dyl fx) = (Dgg o DY) f(x) = = o
_ da1+a2f($>(1}1, ..y U1,02, ... ,’1)2)
041!042! '
4 a d‘a‘f(% Vo) - :
Par récurrence, nous obtenons Dy f(¥) = —————, ce qui prouve la relation (5.1.2). Notez
«a

que ces formules s’accordent avec les formules données au chapitre 8 du livre [Bertram 2008].
Cependant, les méthodes que nous avons utilisées ici sont beaucoup plus adaptées au cas de
la caractéristique positive.

Donnons les formules explicites pour j = 1,2, 3 et 4 pour avoir une idée plus concrete de
la structure des différentielles simpliciales.

F (@, v150) = df (z,v1).
Si 2 est inversible dans K,

d*f(x)(v1,v1)
2

F@ (z,v1,02;0,0) = Fdf (z,09).

Si 2 et 3 sont inversibles dans K,

3 f(x)(vy,v1,v1)
6

F (01, v9,03;0,0,0) = +d? f(x) (v, v) + df (z)vs.

Si 2, 3 et 4 sont inversibles dans K,

d* d?
FO(z,v1,v2,v3,v4;0,0,0,0) = f(x)(v12,4v1,v1,vl)+ f(z)(g1,v1,v2)

d* f () (v, v2)
2

+ d%f(z)(vy, v3) + + df (x)va.
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5.2 Les jets simpliciaux en tant qu’extensions scalaires

Nous avons montré au chapitre [3| que J ég et en particulier J* sont des foncteurs (voir

le théoreme [3.2.2)). Ils commutent avec les produits cartésiens, et, par conséquent, appliqués
a lanneau (K, 4+,m), muni du produit m et de l'addition a, donnent lieu a de nouveaux

anneaux, notés J EBK, resp. J)K. Ces anneaux ont été déterminés de maniére explicite dans
larticle [Bertram 2010 :

TR =KIX)/ (X(X —s1) (X —s)),  PRKX)/(XM). (G20

Notons ¢ la classe du polynome X dans J*K, de sorte que (1,0,... ,5k) est une K-base de
JFK. Les propriétés suivantes peuvent étre prouvées de maniére conceptuelle, sans utiliser les
isomorphismes donnés ci-dessus.

Lemme 5.2.1. La K-algébre J*K est N-graduée , c’est-a-dire, de la forme
JK=E®E ®...DE; avec E; - E; C Eiy;.
En particulier, E1 @ ... ® Ey est une sous-algébre nilpotente.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme : J¥m commute avec action
canonique de K*, ce qui prouve que K* agit par automorphismes d’anneaux. Par conséquent,
les espaces propres E; = {x € J*K | Vr € KX, 7.z = 172} définissent une graduation de
JFK. O

Cette action de K* est fondamentale et existe pour toutes les algébres de Weil graduées.

La projection canonique
8 K - K, [P(X)] — P(0)
est un morphisme d’anneaux admettant une section
oF K= JMK, e [t 1]

(classe des polynomes constants), appelée 1'injection canonique ou section nulle canonique. On
note

JEK = (5,...,6%)

le noyau de 7, c’est-a-dire la fibre de 7% : J)K — K au-dessus de 0. Notez que J¥K est &
nouveau un anneau topologique dans lequel le groupe unité est dense, ce qui permet de donner
un sens & la notion d’applications lisses, ou de classe C [k], sur cet anneau. Ceci est une propriété
générale des K-algebres de Weil.

Théoréme 5.2.2 (Théoréme d’extension scalaire simpliciale). Si une application f:U — W
est lisse sur K, alors elle admet une unique extension F : J*U — J*W lisse sur JFK, ¢’est-d-
dire qu’il existe une unique application F : J*U — JFW (a savoir F = ka) telle que

1. F soit lisse sur JFK,
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2. F(x) = f(x) pour tout x dans U, c’est-a-dire que le diagramme suivant commute

Fooy=owof: Jy £ gy ,
oy ow

U w

on oy : U — JFU et ow W — JEW sont les injections canoniques.

Plus précisément, toute application F : JFU — J*W lisse sur JK est déterminée de maniére
unique par sa restriction sur la base oy (U) C JFU.

Démonstration. 1. Existence. Nous allons prouver que ’application JF f est lisse sur JFK.
En fait, tous les arguments utilisés dans la preuve du théoreme 6.2 de [Bertram 2008]
(voir également les théoremes 2.6 et 2.7 de [Bertram 2010]) s’appliquent : JFK est A
nouveau un anneau. Les conditions définissant la classe C! sur K peuvent étre définies
a l'aide d’un diagramme commutatif faisant intervenir des produits cartésiens. En effet,
considérons l'identité définissante de la classe 1Y sur K :

t'f[l](xvv7t> :f($+t1)) _f(x)

et écrivons-la sous la forme d’'un diagramme commutatif

Ul Ul xU—=UxU

| |

K x Ul W x W
Kx W w w

défini par

(x,v,t) —— ((x, v, 1), x) (x +tv, )

| |

(t,ﬂﬂlv,t) (f(w+tf),f(x))
<t7 f}l[(:n,v,t)) Htf}l[('rvvvt) - f(l' + t’U) - f(x)

Par conséquent, en appliquant le foncteur J¥ qui préserve les produits cartésiens, nous
obtenons un diagramme similaire sur 'anneau J¥K, ott toutes les applications sont rem-
placées par leurs k-jets simpliciaux. Nous obtenons ainsi

(ka)]u,ﬁK _ Jk;(f}l[,]K)‘
Comme f [ est lisse sur K, J¥ ( f [ ’K> est continue d’apres les étapes précédentes de la

preuve, et donc (ka)m’JkK admet une extension continue (ka)[l]’JkK = J* (f[l]’K), ce

qui prouve que l'application J* f est de classe C M sur J*K. Par récurrence, I’application
JF f est alors de classe C ] sur JFK.
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2. Unicité. L’unicité est une conséquence du théoreme : pour F' comme dans I’énoncé
du théoreme, nous allons établir une formule explicite en termes de ses valeurs sur la
base o (U). Soit z = (z,v1,...,05) = & + 6v1 + ... + 0%v, un élément de J*U, avec x
dans U et v; dans V. Comme F est lisse sur I'anneau J*K, nous pouvons choisir t = § et
utiliser le développement limité radial de F' (voir la preuve du théoréme a l'ordre
k + 1 et nous obtenons

k k .
F <:1: +> 5%) =F(x)+ > §2im1 1% DO (), (5.2.2)
=1

0#£aeNk

ou, contrairement au théoreme aucun reste n’apparait car 6*t! = 0.

La preuve du lemme[5.1.2) montre immédiatement que Dy F () est entierement déterminé
par les valeurs sur sa base, c’est-a-dire que si F(xz) = 0 pour tout = dans U, alors
D&F(x) = 0. Pour des valeurs non singuliéres de s(), 1 < i < k, nous pouvons le voir
directement sur "application Df,’isF (x), oi nous prenons tous les éléments s dans K,
puisque les différences divisées simpliciales s’expriment en fonction des valeurs de F' aux

k
points = + Z (55-:) — s(()l)) v; € U. Par densité, nous obtenons également I'unicité pour
i=1

1=
les valeurs singulieres de s.
O

Remarque 5.2.3. Notez que le schéma de la preuve de 'existence est tres général : nous avons
des propriétés qui peuvent étre définies par un diagramme commutatif (classe C!, commu-
tativité, associativité d’une loi). Nous appliquons alors le foncteur a ce diagramme et nous
obtenons un nouveau diagramme qui traduit ces mémes propriétés. Le point crucial pour pou-
voir utiliser cette méthode est que le foncteur en question doit préserver les produits cartésiens.

Le théoréme précédent se généralise pour toute K-algebre de Weil, comme nous le verrons
par la suite.

Corollaire 5.2.4. Soient P,Q : V — W des applications polynomiales lisses sur K. Alors les
propriétés suivantes sont vérifiées :

1. JFP : J*V — JFW est également lisse sur JFK, J¥K-polynomial, et coincide avec lex-
tension scalaire algébrique (voir l'annexe A, définition P de P de K a JFK.

2. La restriction JEP de JEP 4 la fibre JISV =V ®k J’SK au-dessus de 0 est d mouveau
une application polynomiale, et coincide avec l’extension scalaire algébrique P de K a
lanneau (non-unitaire) JISK.

3. Supposons que P(0) = Q(0). Alors JEP = JEQ si et seulement si P = Q mod (deg > k),
c’est-da-dire, P et (Q coincident, aux termes de degré strictement supérieur a k preés.

Démonstration. 1. L’extension Py de P de K a JFK est lisse sur J*K, J¥K-polynomiale
et satisfait a la condition d’extension suivante :

Pyjygooy =owoP

(voir le théoréeme m avec A = JkK). D’apres le théoréme précédent, 'application
JFP, lisse sur JFK, coincide avec Py, et donc est JFK-polynomiale.
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2. La preuve est analogue a celle du 1).

3. C’est une conséquence de 2) puisque l'extension scalaire algébrique d’un polynéme sans
terme constant P de K & JFK est nulle si et seulement si P ne contient aucun terme
homogene de degré 1 < j < k.

O

5.3 Lien entre les polyndmes de Taylor et les jets simpliciaux
D’apres le théoreme Iapplication J* f (z,v) est polynomiale en v. Nous allons montrer
qu’elle peut étre vue comme ’extension scalaire du polynéme de Taylor Tayf: I

Le théoréme suivant montre que les concepts de jets et de polynomes de Taylor sont
équivalents dans une carte, mais se comportent différemment vis-a-vis de la composition.

Théoréme 5.3.1 (Extension scalaire du polynoéme de Taylor). Soient f,g : U — W et
h:U — W' des applications de classe CPH telles que f(z) = g(z) et W(U') € U. Alors les
propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Tayyf = Tayig < Jif = Jig.
2. L’application polynomiale Jl;f est lextension scalaire du polynome de Taylor Tay];f, de
K d la partie nilpotente Jng = 0K®...d K de 'anneau JFK :
J5f = (Tayhf)
3. La régle de composition de polynomes de Taylor est la suivante :
Tay}(g o h) = [Tay}(,yg o Tay;h] mod (deg > k),
ot mod (deg > k) désigne la composition tronquée a l'ordre k des polynomes.

Démonstration. 1. < : Supposons que Jf;f = Jgg, alors

k

Tayhf(v) =Y f(2,0,0;0) = a0 JEf(0,0) = a0 JEf o k(v)
=1

a:JéW:Wk—H/V, (wi,...,wg) =~ wy + ...+ wg

et
k:V = JEV, v (v,0).

Ainsi, J];f = szg implique Tay];f = Tay';g.
= : Supposons que Tayﬁf = Tayf:g, alors, pour ¢ := f — g nous avons ¢(z) = 0 et
Taygqb = 0, c’est-a-dire,

Vi=1,....,k,YvoeV: ¢ (z,v,0;0)=0.

Afin de prouver que Jﬁqﬁ = 0, nous devons montrer que ¢<j>(vo, ...,v;;0) = 0, pour tout
v dans J*U. Nous allons le prouver en calculant ¢(z + tv; + t2vg + ... + t*vy) de deux
manieres différentes : en utilisant d’une part la développement limité radial et d’autre
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part le développement limité radial multi-variable. Soit w := v + tvg + ... + "Ly,
Comme ¢(z) et Tay¥¢ sont nuls, nous obtenons

k . .
pla+tw) = 368 (z,0,0,0) + t* (60 (2,w,0,0,t) — 6 (z,w,0,0))
§=0
= " (6™ (z,w,0;0,1) - 6™ (2,1,0,0)) .
D’autre part, le développement limité multi-variable donne, avec x =: vy,
k . .
d(vo +tvg + ... +thy) = thgbm(vo, ., 0550) + t* (") (v;0,t) — ¢*) (v;0)).
§=0
Par unicité du développement limité radial, nous obtenons ¢’ (vo,...,v;;0) = 0 pour

tout entier 1 < j < k.

2. Choisissons l'origine de V telle que x = 0. Soit f : U — W une application de classe
C?H. On pose P := Taylg f. D’apres le théoréme P coincide (& la constante additive
P(0) = 0 pres) avec son propre polynome de Taylor, ce qui implique que Taylg f= Taylg P,
et donc, d’apres (i), Jlg f= JSP. Or ce dernier est JSK—polynomial et coincide avec son
extension scalaire algébrique de K & J ISK d’apres le corollaire Notez que les parties
homogenes de degré strictement supérieur a k s’annulent, et donc J]; f est de degré au

plus k.

3. Soient R := Tayk(goh), P := Tay’fl(o)g, Q := Taykh. D’apres (i), JEh = JEQ et JIfL(O)g

J%(O)P. En utilisant ceci et la fonctorialité de J* , nous obtenons
J6R = J§(g 0 h) = I )9 0 Joh = Iy P 0 J6Q = JE(P 0 Q),

d’ou, d’apres le corollaire R=Po@ mod (deg > k).

O]

Notez que le k-jet J¥f de f est défini & I'aide d’une extension scalaire du polynome de
Taylor de K & Panneau J¥K. Cette construction se généralisera naturellement aux algébres
de Weil : les extensions des applications seront définies comme les extensions scalaires, de

I’anneau de base a l'algebre de Weil, du polynéme de Taylor de f.
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Chapitre 6

Algebres de Weil

Dans ce chapitre purement algébrique, nous définissons la catégorie des algébres de Weil
dans notre cadre différentiel et nous donnons différentes constructions possibles de nouvelles
algebres de Weil a partir d’anciennes, notamment le produit tensoriel et la somme de Whitney.
Ces constructions se traduisent par des constructions sur les fibrés de Weil associés.

Nous étudions également les extensions d’algebres de Weil, qui sont représentées par des
suites exactes d’algebres.

Certaines algebres de Weil possedent une structure supplémentaire : les algébres de Weil
graduées, que nous étudions en détail et sur lesquelles nous montrons qu’il existe une structure
de quasi-anneau qui présente des analogies avec la composition des séries formelles.

Nous présentons la structure des algebres de Weil et montrons en particulier ’existence
d’un drapeau canonique. Le drapeau canonique permettra d’associer a toute algebre de Weil
une suite d’extensions particulierement simples : les extensions vectorielles qui sont les suites
exactes d’algebres dont le noyau est une algebre de produit nul.

6.1 Les algebres de Weil

Commencons par rappeler la définition des algebres de Weil donnée dans I'introduction
générale. Cette définition est analogue aux définitions d’algebres de Weil sur un anneau com-
mutatif unitaire dans les livres [Kock 1981] et [Lavendhomme 1987]. On donne ensuite les
exemples les plus importants d’algebres de Weil : les anneaux tangents itérés T FK et les
anneaux de jets JFK.

Définition 6.1.1. Une K—algebre de Weil est une K-algébre A commutative, assoczatwe uni-
taire, de la forme A = K & A ot A est un idéal nilpotent. On suppose_ de plus que A est libre
et de dimension finie sur K. On munit A de la topologie produit sur A K" relativement a
une (et donc a toute) K-base. On appelle hauteur d’une K-algébre de Weil A = K@;& lentier
k tel que 10% soit nilpotent d’ordre k + 1.

Rappelons tout d’abord que le groupe Gl(n + 1,K) agit par homéomorphismes sur Kt

(muni de la topologie produit), donc la topologie sur A = K @& A est bien indépendante du
choix d’une K-base.

71
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Contrairement au cas classique des R-algebres de Weil, I'idéal nilpotent A n’est pas toujours
maximal puisque K lui-méme peut contenir des éléments nilpotents non nuls.

Ezemple 6.1.2. Les anneaux tangents itérés

TK 2 K[X3,..., Xil/(X7,.... X)) =Ko @ K,

ou tous les éléments g; sont des éléments nilpotents d’ordre 2 qui commutent entre eux, et ou
Efit,yin} = Eiy " Ei,, sont des K-algebres de Weil.

Ezemple 6.1.3. Les anneaux de jets,

k
JK 2 K[X]/(X*) 2 Ko P K,
j=1

ol § est un élément nilpotent d’ordre k + 1 (voir 1’équation (5.2.1))) sont des K-algebres de
Weil.

Plus généralement, les algebres de polyndémes tronqués a plusieurs variables suivantes sont
des algebres de Weil :

WFK = K[X1, ..., X,]/I*,

ou I := (Xy,...,X,) est I'idéal engendré par toutes les formes linéaires, ce qui fait de I k+1
I’idéal de tous les polyndémes de degré plus grand que k. C’est effectivement une algebre de
WEeil : en tant que K-module, ce quotient est I'espace des polynoémes de degré au plus k, a n
variables, qui est libre. Pour n = 1, nous avons WIfK =] kK, et en particulier, W% =TK = JK.

Si A est une algebre de Weil de hauteur k, et si (a1,...,a,) est une K-base de A, alors
I’application
WFK - A=K®A, P~ (P0),P(a,...,an))

est bien définie et est un morphisme surjectif d’algebres. Par conséquent, nous avons la pro-
position suivante, analogue a la proposition donnée dans le cadre classique.

Proposition 6.1.4. Toute algebre de Weil est un quotient d’une algébre WﬁK, pour des entiers
k et n.

Si K est un corps, alors une telle représentation avec k et n minimaux est en un certain
(o] 02
sens unique, avec n = dim | A/A ) et avec k la hauteur de A (voir les sections 1.5-1.7 de

l'article [Kolar 2008] dans le cas réel; les arguments sont les mémes pour tout corps général),
mais si K n’est pas un corps, ce n’est plus vrai (par exemple, K lui-méme peut étre une algebre
de Weil sur un autre corps ou sur un autre anneau). Il va sans dire qu’une classification des
algebres de Weil est complétement hors de portée.

6.2 Le « groupe de Galois » d’une algebre de Weil

Les algebres de Weil forment une catégorie :
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Définition 6.2.1. Un morphisme de K-algebres de Weil entre deux algébres de Weil A et
B est un morphisme continu de K-algébres ¢ : A — B qui préserve les idéaux nilpotents :

[¢] [¢]
10) (A) C B, ce qui équivaut o dire que le diagramme suivant commute :

¢ B
N
K

Le groupe d’automorphismes d’une K-algébre de Weil A, parfois appelé groupe de Galois de
A, est noté Autg(A).

A

Si K ne contient aucun élément nilpotent non nul, alors la préservation des idéaux nilpo-
tents est automatiquement vérifiée et un morphisme de K-algebres de Weil est simplement un
morphisme de K-algebres topologiques.

Le lemme suivant montre que toute K-algebre de Weil A est un anneau de base admissible,
ce qui donne un sens a la notion d’applications lisses sur A.

Lemme 6.2.2. La projection canonique ™ A - K d'une K-algébre de Weil est un mor-

phisme de K-algébres de Weil, de méme que sa section o™ : K — A, x +— x-1. Le groupe unité

A* de A est ouvert et dense dans A, et l'inversion A* — A est continue.

Démonstration. La continuité de Papplication 7 et celle de sa section o® sont claires. De
(o]

plus, un élément x = x + LLX de A = K@ A est inversible si et seulement si x est inversible

dans K : en effet, son inverse est donné par

k

-1 —1 j
-1 -1 -1 i(.—1 -1
= ° = 1 o = —1 J o 5

x <$+J»’A) ( +x ZEA> x g (—1) (;v mA> x

j=0

o
o k est la hauteur de A. Par conséquent, A* = K* x A est ouvert et dense dans A, et la
continuité de I'inversion dans K implique celle de I'inversion dans A. O

Ezemples 6.2.3. L’application
TTK — TTK, x4 e1y1 +€e2y2 +€162y12 — T+ €1Y2 + €21 + €1€2Y12

est un automorphisme, appelé le flip. De méme, nous obtenons une action du groupe symé-
trique X, sur les éléments 7 (voir [Bertram 2008]) qui induit des automorphismes canoniques
d’algebres de Weil de TFK.

Les actions canoniques et de KX sur TFK et sur JFK se font également par

automorphismes :

1. Pour tout r dans K*, I'application
TK - TK, x4ey—x+ery

est un automorphisme.
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2. Par récurrence, I'exemple précédent donne lieu a une action de (Kx)k par automor-
phismes sur les anneaux tangents itérés TFK. L’action du sous-groupe diagonal K* est
précisément P'action cubique p) de K* décrite a la définition m

3. Pour tout r dans K*, ’action simpliciale 28 (r) décrite a la définition induit un au-

tomorphisme canonique qui s’exprime, sous 'isomorphisme entre J*K et K[X]/ (X kH),
de la maniere suivante :

JFK = JMK,  [P(X)] — [P(rX)].
L’action correspondante de K* par automorphismes est 1’action p(. décrite a la définition
2.1.0)
Ezemples 6.2.4. Soient A et B deux K-algebres de Weil. Alors les applications suivantes sont
des morphismes de K-algebres de Weil :
,u,A ARA = A, a®d — ad,
et
B AQBSB®A, a®b—bQa.

L’application 7% est appelée le flip de A et B. Si A = B, on note 78 := 7% et on appelle 7*
le flip de A.

6.3 Extensions polynomiales

Définition 6.3.1. Une suite exacte (courte) de K-algebres de Weil est une suite de K-algébres
de Weil

; [43]
V< A —> B,
ot les applications i et ® sont des morphismes de K-algébres de Weil, respectivement injectif
et surjectif, tels que la suite

@ (o]
— B,

2> o0

o

V<
B =: K® B, soit une suite exacte de K-algébres

ot on note V= KV, A = K A et
topologiques au sens usuel.

Elle est dite