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Introduction Générale

Les systèmes physiques sont généralement de grande dimension et géographiquement
distribués. Des réseaux d’énergie aux systèmes socio-économiques, en passant par les ré-
seaux de transport urbain, ces systèmes ont la particularité d’avoir des modèles complexes,
caractérisés souvent par un grand nombre de variables, une forte et complexe interaction
entre différents sous-systèmes. Les problèmes liés à ces systèmes ont commencé à être trai-
tés vers les années 1970 avec l’avènement de la thématique de l’analyse et de la commande
des systèmes de grande dimension et des systèmes complexes, comme le souligne un grand
nombre d’articles liés à cet axe à cette époque. Certains auteurs cherchent à appliquer à
la loi de commande des "grands systèmes" des techniques classiques de décomposition et
de résolution de problèmes numériques complexes développées en mathématiques appli-
quées et en analyse numérique [MMT70], [Pea71], [Sin80]. D’autres cherchent à dévelop-
per le thème de la commande dite "décentralisée" comme le montre l’article de synthèse
[SVAS78]. Après une baisse d’intérêt pour cette thématique pendant les années 1980,
l’émergence des LMI (Inégalités Linéaires Matricielles) dans les années 1990 a permis de
réouvrir de nouvelles perspectives sur la thématique de la commande structurée. En ef-
fet, des efforts particuliers de recherche se sont intéressés à l’étude des grands systèmes
en s’appuyant sur le savoir faire et le retour d’expérience. En revanche, peu de travaux
insistent sur la nécessité de définir les grandes lignes d’une méthodologie. Les travaux
considérés comme pionniers dans ce domaine, sont surtout ceux présentés dans [BT82]
puis dans [Sil91], car ils proposent une stratégie complète allant de l’analyse préliminaire
du système à la validation a posteriori de la loi de commande.

En ce qui concerne l’estimation de l’état des systèmes de grande dimension, la plu-
part des travaux se sont basés sur le filtre de Kalman pour l’estimation de l’état des
systèmes stochastiques, ([Men71], [Bie77], [Bas92], [BD92]...) en raison de son intérêt pra-
tique. Nombreuses sont les applications qui utilisent le filtre de Kalman on peut citer :
la poursuite des cibles, le contrôle de navigation, la détection de défauts dans l’indus-
trie nucléaire...Toutefois sa divergence numérique pour certains systèmes de grande di-
mension rend son application extrêmement délicate, chose qui a motivé les chercheurs
à trouver d’autre variantes du filtre qui assurent la robustesse numérique sous certaines
conditions restrictives. On peut citer parmi ces travaux, le filtre information à racine car-
rée [Men71], le filtre décentralisé à orthogonalisation successive [HSST78] qui offre une
optimalité au filtre de Kalman décentralisé malgré sa complexité. Pour l’estimation de
l’état des systèmes singuliers ou algébro-différentiels très peu de travaux sur les grands
systèmes existent, les plus intéressants sont ceux présentés dans [Bas92], où il développe
des estimateurs optimaux séquentiels en résolvant certains problèmes de singularité des
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matrices de covariances. Ces filtres couvrent une plus large gamme de systèmes et assurent
l’optimalité et une meilleur robustesse numérique. Toutefois, ces estimateurs nécessitent
un grand nombre d’opérations et peuvent diverger si la dimension des sous-systèmes est
très grande, ou si les mesures ne sont pas scalaires, de plus, ils ne sont appliquables que
sur des sous-systèmes suffisamment creux. Le filtre de Kalman possède entre autre l’in-
convénient de nécessiter la connaissance préalable des propriétés statiques sur le bruit du
système, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique. De ce fait, on a cherché dans ce
mémoire à construire des observateurs complètement décentralisés, qui ne nécessitent pas
de connaissance préalable sur le bruit et qui satisfont les performances globales à moindre
coût.

En effet, les travaux relatifs à cette thèse, s’inscrivent dans la cadre de l’observation
et de la commande basée observateur des systèmes linéaires de grande dimension, où
on a proposé de nouvelles méthodes pour l’estimation d’état décentralisée des grands
systèmes aussi bien pour le cas des systèmes singuliers que pour le cas non singulier.
La stabilité de ces observateurs et les conditions de leur existence sont aussi discutées.
Les gains des observateurs utilisés sont déterminés en utilisant l’approche LMI. L’intérêt
d’utiliser les méthodes basées sur des LMI vient du fait que ces dernières peuvent être
résolues en utilisant la programmation convexe. La résolution de ces inégalités, donne
des solutions faisables, dans un domaine plus vaste que celui généré par la recherche de
solutions analytiques. Pour une inégalité, il est possible d’employer des degrés de liberté
supplémentaires pour inclure d’autres objectifs que ceux initialement retenus par une
équation.

Ce document est organisé comme suit : on commence dans le premier chapitre par la
problématique des systèmes de grande dimension où on donne quelque définitions relatives
aux systèmes de grande dimension interconnectés et non interconnectés. Les outils de
structuration et de décentralisation des systèmes sont aussi présentés tels que la méthode
des graphes, les techniques de recouvrements [Sil91]...

Le chapitre 2 est consacré à l’estimation de l’état des systèmes de grande dimension
standards et singuliers, où on propose des méthodes de synthèse d’observateurs décen-
tralisés et de filtrage H∞ pour ces systèmes. La synthèse de l’observateur est basée sur
les inégalités matricielles linéaires (LMIs), permettant de déterminer la matrice de gain
du dit observateur. La formulation LMI est obtenue en transformant l’équation de la
dynamique de l’erreur en système singulier, et ce afin de contourner le problème de la
dérivée du bruit qui apparaît dans cette dynamique. On a proposé ensuite une approche
unifiée au problème de synthèse des observateurs décentralisés qui couvre les observateurs
d’ordre plein, d’ordre réduit et d’ordre minimal. Cette méthode est basée sur une nouvelle
paramétrisation de l’équation de Sylvester généralisée. Les inégalités matricielles linéaires
(LMIs) sont également utilisées pour le calcul du gain de l’observateur et l’approche est
validée par un exemple numérique. Dans la dernière partie de ce chapitre, on a proposé
une nouvelle méthode pour la synthèse des observateurs interconnectés connectivement
stables pour les systèmes singuliers de grande dimension. L’approche est testée sur un
exemple numérique.Le troisième chapitre peut être vu comme une application des diffé-
rentes méthodes d’estimation de l’état à la commande. On traite alors dans ce chapitre
le problème de la commande basée observateur pour les systèmes standards et singuliers.
Les résultats développés dans ce chapitre constituent une extension des travaux de Kalsi
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et al. [KLZ08], [KLZ09b], [KLZ10] aux systèmes standards affectés par une perturbation
à énergie bornée et aux systèmes singuliers. L’approche développée conduit à des condi-
tions de solvabilité moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al.
L’approche consiste à synthétiser un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée
du système objet d’étude. Un filtre H∞ est proposé par la suite afin de reconstruire ce
retour d’état. Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par
retour d’état et du gain du filtre.

Les résultats développés sur le système standard sont validées sur un système électrique
composé de trois machines interconnectées.

Toutes les approches développées le long de ce travail sont récapitulées par un algo-
rithme résumant les différentes étapes de synthèse.
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Chapitre 1

Définitions et problématique liées aux
systèmes de grande dimension

1.1 Introduction

Dans la littérature, les termes "système complexe" [Sil91], "système de grande di-
mension" [BT82], "système interconnecté", "système structuré" [Sil78] sont utilisés pour
caractériser un système à grand nombre de variables d’état et/ou un système à grand
nombre d’entrées et de sorties, mais aussi un système constitué de sous systèmes inter-
connectés mais distincts. Si ces différentes terminologies semblent désigner les mêmes
types de systèmes sans réelle objectivité, elles n’adoptent pas toutes le même point de
vue. Ainsi, le problème de la commande est lié surtout à la notion de "grands systèmes"
et de "systèmes complexes" d’après [Sil91] et [BT82], quant aux "systèmes interconnec-
tés" et "systèmes structurés", ils se réfèrent plutôt aux caractéristiques intrinsèques des
systèmes considérés. En l’absence de définition universelle, nous reprenons dans ce cha-
pitre quelques définitions existantes dans la littérature. Ces définitions nous conduisent
à rechercher dans la suite de ce chapitre, les problèmes liées aux grands systèmes tra-
duisant la complexité à les décomposer en sous problèmes. Nous proposons au final un
aperçu sur quelques outils d’analyse de stabilité des systèmes de grande dimension que
nous utiliserons dans la suite du document.

1.2 Quelques définitions

Définition 1 : Système de grande dimension
C’est un système qui pour des raisons conceptuelles ou de mise en oeuvre sur calculateur,
nécessite une décomposition en un nombre fini de sous systèmes interconnectés [Sil78],
[HM76]. C’est aussi un système qui, décrit par les outils mathématiques classiques, peut
aboutir à un modèle de grande taille (caractérisé par un grand nombre de variables d’états
pour une representation d’état), dans [BT82] les auteurs ont suggéré que ce nombre soit
supérieur à 100. Le dit modèle est généralement caractérisé par une répartition spatiale,
ce qui rend plus complexe sa gestion, son analyse et son pilotage. Pour d’autres auteurs
comme [Mah77], c’est un système ayant une dimension suffisamment grande pour que
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les techniques conventionnelles de modélisation, de commande ou d’implémentation ne
puissent pas donner des résultats satisfaisants.

Dans [Cla05], un système de grande dimension est un système caractérisé par un grand
nombre de dynamiques, mais aussi un grand nombre de variables d’entrées et de variables
de sorties qui ne s’accompagnent pas obligatoirement d’une structuration du système, ou
d’une répartition spatiale étendue.

Définition 2 : Système complexe
C’est un système ayant une grande dimension (nombre d’entrées/ états /sorties) délicat
à manipuler du point de vue analyse et commande à cause de la présence des incertitudes
et des contraintes sur la structure des flux d’information [Sil91]. C’est un système diffi-
cile à modéliser moyennant les outils mathématiques classiques, ou bien, c’est un système
caractérisé par des modèles mathématiques complexes (équations aux dérivées partielles,
des équations fortement non linéaires...) [BT82] Un système complexe est présenté dans
[Cla05] comme tout système présentant les caractéristiques d’un système de grande di-
mension et/ou d’un système interconnecté dont toutes ou certaines des interconnexions
sont incertaines. Une répartition spatiale étendue se joint potentiellement à ces caracté-
ristiques.

Définition 3 : Système interconnecté
C’est un système pouvant être décomposé en N systèmes élémentaires Si et une inter-
connexion I [Sco97]. C’est aussi selon [Cla05], un système représenté par une réalisation
partitionnée Entrée, Etat, Sortie (E/Et/S) comme suit. Soit un système découplé composé
de N sous-systèmes définis par le sous-système Si suivant :

ẋi(t) = Aiixi(t) + Biui(t) (1.1a)
zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (1.1b)

Où xi est le vecteur d’état du i-ème sous système, ui et zi sont respectivement l’entrée et
la sortie du système et Aii, Bi et Hi sont respectivement la matrice de la dynamique, la
matrice d’entrée et la matrice de sortie.

Une réalisation partitionnée (E/Et/S) du sous système Si s’écrit sous la forme :

ẋi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) +
N∑

j=1,j 6=i

(e−xx
ij Aijxj(t) + e−xu

ij Bijuj(t)) (1.2a)

zi(t) = Hiixi(t)
N∑

j=1,j 6=i

(e−yx
ij Hijxj(t)), i ∈ {1 . . . N} (1.2b)

Où la matrice Aij, définit l’interconnexion entre l’état du système j et celle du système i,
la matrice Bij définit l’interconnexion entre l’entrée du système j et l’état du système i
et la matrice Hij définit l’interconnexion entre l’état du système j et la sortie du système
i. Les quantités e−xx

ij , e−xu
ij et e−yx

ij quantifient l’ampleur de l’interconnexion, ces quantités
valent 1 si l’interconnexion est significative et 0 dans le cas contraire.
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Définition 4 : Système structuré
Un système structuré selon [DCW03] est un système qui dans sa par représentation d’état
par un quadruplet de matrice (A, B, H,D) a certaines composantes strictement nulles (sys-
tème creux). La "structure" du système est donc définie par la disposition des coefficients
invariablement nuls dans les 4 matrices de la représentation d’état.

Si l’on se limite à ces définitions, on constate que l’absence de définition universelle
réside dans la grande variété des ces systèmes. En effet, selon la nature des systèmes et les
objectifs visés par leurs études, on opte pour l’une ou l’autre des définitions citées dans
la littérature. On peut par exemple avoir recours aux définitions proposées par [Sil91]
ou par [BT82] si on veut les aborder du point de vue commande. Par contre, si on s’in-
téresse plutôt aux caractéristiques intrinsèques du système, [DCW03] ou [Sco97] se sont
référés d’avantage au concept de " système structuré " et " système interconnecté " qui
n’est pas nécessairement le même concept de système interconnecté évoqué par Siljak
dans [Sil91]. Même les notions de "complexe" et de "grand" dans les définitions 1 et 2
sont très subjectives, d’ailleurs les auteurs eux mêmes reconnaissent cette subjectivité,
car elles dépendent des capacités des outils utilisés pour la mise en oeuvre de la loi de
commande. C’est pour cela qu’on ne peut parler de système complexe ou interconnectés
en toute rigueur que lorsqu’on travaille sur un système donné. Ainsi, pour résoudre un
problème donné lié à un système de grande dimension, l’idée est de décomposer, dans
la mesure du possible, les structures qui peuvent être mises en oeuvre dans un environ-
nement multitâches ou/et multiprocesseurs. En effet, les modèles de grande dimension
décrivent en général des processus réels de vie quotidienne : les réseaux électriques, les
réseaux informatiques, les processus industriels, l’aérospatiale, etc... Ils sont généralement
caractérisés par des modèles mathématiques complexes et une dispersion géographique,
ce qui nous mène à examiner les problèmes de coût, mais aussi la fiabilité des voies de
communication et des informations qui y transitent.

1.3 Problèmes lié à la grande dimension
Bien que la définition d’un système de grande dimension diffère d’un auteur à l’autre,

on retrouve trois caractéristiques fondamentales exprimant sa complexité dans les publi-
cations scientifiques :

– La dimension.
– Les incertitudes et/ou perturbations.
– Les informations sur les contraintes structurelles.

Les problèmes liés à la dimension sont dus à la répartition géographique de ces systèmes.
Ceci nécessite pour leurs traitements non seulement de considérer les coûts mais aussi la
fiabilité des voies de communication donc la validité des informations qui y transitent.
L’ampleur de ces informations évoque le problème de mémorisation de données et par
conséquent le problème de la capacité du calculateur, bien qu’on commence à donner
moins d’importance à ce problème avec l’avènement des nouvelles technologies de calcu-
lateurs ayant de grandes capacités. Le temps d’exécution est défini par le nombre d’opé-
rations élémentaires effectuées par un algorithme pour avoir un résultat, ce temps qui ne
dépend pas du calculateur employé, croît très rapidement avec la dimension du système
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et peut être contraignant dans certaines applications. Ces caractéristiques peuvent rendre
difficile la résolution des problèmes liés à la grande dimension (d’observation et/ou de
commande...), si l’on prend le système tel qu’il est. Donc, il est primordial de décompo-
ser un système de grande dimension en plusieurs sous systèmes. Cette décomposition qui
peut être physique ou mathématique peut aboutir à des structures plus faciles à gérer.
Cela implique la mise en oeuvre d’algorithmes décentralisés sur un environnement multi-
processeurs pouvant réduire considérablement le temps de calcul : c’est l’un des objectifs
principaux de la décomposition des systèmes et de la décentralisation des calculs.

1.4 Description des grands systèmes linéaires dynamiques
invariants

Dans la suite, on fera une distinction entre modèles interconnectés et modèles non
interconnectés. En effet, on appelle modèle interconnecté tout modèle faisant apparaître
un ensemble de sous-systèmes faiblement ou fortement couplées par des relations d’in-
terconnections explicites. C’est la représentation naturelle des systèmes physiquement
interconnectés qui n’admettent pas forcément une représentation d’état globale [SL73].
Cependant, les modèles qui ne sont pas naturellement interconnectés peuvent être trans-
formés en modèles interconnectés par un changement de base adéquat dans l’espace d’état
[Bas92].

1.4.1 Les modèles non interconnectés

Considérons un système dynamique linéaire, invariant et singulier décrit dans le cas
le plus général par les équations suivantes :

EẊ(t) = AX(t) + Bu(t) (1.3a)
Z(t) = HX(t) (1.3b)

où les matrices E, A ∈ IRn×n, B ∈ IRn×q, H ∈ IRm×n et les vecteurs X ∈ IRn, u ∈ IRq et
Z ∈ IRm représentent le semi état, l’entrée et la sortie (ensemble des observations issues
des différents capteurs de l’installation).

Ces modèles peuvent être qualifiés de grande dimension lorsque le nombre de variables
d’état est suffisamment grand pour que le traitement global sur ordinateur devienne in-
abordable.

1.4.2 Les modèles interconnectés

Les modèles interconnectés peuvent se présenter sous une grande variété de formes qui
dépendent soit de la nature du système physique qu’ils décrivent (systèmes interconnec-
tés), soit de la nature du problème à résoudre. Dans ce dernier cas, on cherche un modèle
interconnecté approprié à la résolution d’un problème donné. Pour des systèmes physiques
naturellement interconnectés, l’idéal serait de développer des outils d’analyse et des sys-
tèmes de commande qui tiennent compte de cette structure, ce qui met le concepteur face
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à des difficultés d’ordre pratique liées à la dimension et à la topologie du système. On
distingue deux classes de modèles : les modèles relatifs aux systèmes découplés dynami-
quement et les modèles relatifs aux systèmes découplés par les observations (ou par les
sorties).

Les modèles interconnectés découplés dynamiquement

Un système dynamique est représenté par un modèle découplé dynamiquement s’il
s’écrit sous la forme suivante :

Eiẋi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) (1.4a)
Z(t) = HX(t) (1.4b)

avec : Ei, Aii ∈ Rni×ni , Bi ∈ IRni×qi , H ∈ IRmi×n, xi ∈ IRni et X ∈ IRn c’est l’état du
système globale, avec n =

∑N
i=1 ni.

Sous la forme (1.4), le système est constitué de N sous-systèmes dont la dynamique
est décrite par l’équation (1.4a) et qui ne sont liés que par l’intermédiaire de l’équation
algébrique de mesure (1.4b) (figure 1.1 ). Le modèle donné par (1.4) est dit singulier si Ei

est singulière pour au moins un i ∈ {1 . . . N} . Dans le cas ou tous les sous-systèmes sont
non singuliers on prendra Ei = Ini

et on aura :

ẋi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) (1.5a)
Z(t) = HX(t) (1.5b)

Les systèmes physiques ayant un centre d’observation commun peuvent être représentés
par un modèle du type (1.5) appelé modèle interconnecté de la classe 1.1 [Bas92].

Fig. 1.1 – Structure d’un système interconnecté découplé dynamiquement

Les modèles interconnectés découplés par les sorties

Un système dynamique découplé par les sorties, est un système dont les équations dy-
namiques sont couplés mais dont les observations sont strictement locales. Il est représenté
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par :

Eiẋi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Aijxj(t) (1.6a)

zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (1.6b)

avec : Ei, Aii ∈ IRni×ni , Bi ∈ IRni×qi , Hi ∈ IRmi×ni et les vecteurs xi ∈ IRni et zi ∈ IRmi .
Le système (1.6) est dit singulier si Ei est singulière pour au moins un i ∈ {1 . . . N}. Dans
le cas ou tous les sous-systèmes sont non singuliers on prendra Ei = Ini

et on aura :

ẋi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Aijxj(t) (1.7a)

zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (1.7b)

Les systèmes physiques ayant un centre d’observation commun (figure 1.2), peuvent être
représentés par un modèle du type (1.7) appelé modèle interconnecté de la classe 1.2
[Bas92].

Fig. 1.2 – Structure décentralisée naturelle d’un système interconnecté découplé par les
sorties.

1.5 Décomposition des systèmes dynamiques linéaires
non-interconnectés

Les systèmes dynamiques complexes peuvent être vus comme des interconnexions de
sous-systèmes. Ces derniers pourront être connus soit comme des entités physiques, soit
comme des sous-ensembles mathématiques à identifier par un algorithme de partitionne-
ment. De nombreuses configurations d’interconnexion existent. D’un côté, ces intercon-
nexions peuvent être absentes ou en nombre réduit et facilement identifiables (au sens
repérable). À l’opposé, il existe des systèmes complexes composés d’un enchevêtrement
de sous-systèmes complexes, rendant l’isolement physique de sous-systèmes difficile, voire
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impossible. De plus on doit tenir compte pour chaque méthode de résolution de la nature
du problème à résoudre. L’algorithme de partitionnement mathématique pourra être un
outil utile pour trouver une bonne combinaison d’entités de type entrées sorties ou repré-
sentation d’état permettant d’isoler des sous-systèmes afin de faciliter l’étape de synthèse
d’observateurs et/ou de commande. Dans ce qui suit, on présentera quelques méthodes
de décomposition de systèmes de grande dimension.

1.5.1 Décomposition par les modes d’un système linéaire non in-
terconnecté :

On considère le système non singulier défini par le système d’équation (1.3), où E = I :

Ẋ(t) = AX(t) + Bu(t) (1.8a)
Z(t) = HX(t) (1.8b)

La méthode qui permet de transformer un système non interconnecté en un système
interconnecté consiste à trouver une transformation de similarité S permettant de mettre
la matrice A de l’équation (1.8) sous forme diagonale sinon diagonale par bloc dans l’espace
d’état tel que :

S−1AS =




A11 0 . . . 0
0 A22 . . . 0
... . . .

. . . ...
0 0 . . . ANN


 , N ≤ n (1.9)

Le système décrit par le système d’équations (1.8) est alors équivalent à un modèle inter-
connecté donné par :

Ẋi(t) = AiiXi(t) + Biu(t) (1.10)
Z(t) = HX , i ∈ {1 . . . N} (1.11)

avec : X = S−1X =




X1

X2
...
XN


, H = HS, B = S−1B =




B1

B2
...
BN


.

1.5.2 Décomposition par les sorties d’un système linéaire non in-
terconnecté :

Si la paire (H, A) du système d’équation (1.8) est observable, elle peut être mise sous
forme canonique observable par la transformation de Luenberger S [FGS87] :

S−1AS =




A11 A12 . . . A1m

A21 A22 . . . A2m
... . . .

. . . ...
Am1 0 . . . Amm


, HS = H =




H1 0 . . . 0
0 H2 . . . 0
... . . .

. . . ...
0 0 . . . Hm


,
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Aii =

[
0(n−1)1 Ini−1

∗ ∗
]
, Aij =

[
0(ni−1)nj

∗
]
∈ IRni×nj , Hi =

[
1 01(ni−1)

]
.

Où l’astérisque (*) représente une matrice ayant des dimensions appropriées. Le sys-
tème décrit par le système d’équation (1.8) est alors équivalent à un modèle interconnecté
de la classe 1.2 [Bas92] donné par :

Ẋi(t) = AiiXi(t) +
N∑

j=1,j 6=i

AijXj(t) + Biu(t) (1.12)

zi(t) = HiX , i ∈ {1 . . . N} (1.13)

avec : X = S−1X =




X1

X2
...
Xm


, H = HS, B = S−1B =




B1

B2
...
Bm


, Z =




z1

z2
...

zm




Remarque 1 1. Dans le cas où la matrice A est diagonalisable, la transformation S
peut être prise comme étant la matrice de passage formée par les vecteurs propres
de A. Dans le cas contraire ( A n’est pas diagonalisable) on peut opter pour une
diagonalisation par blocs en utilisant la forme canonique réelle de Jordan ou à partir
de la forme réelle de Shur [HJ90].

2. Dans le cas où la dimension du système est très grande, la décomposition ci - dessus
n’est significative que si le nombre de mesures est assez grand . Cependant, si les
matrices H et A sont mal conditionnées, cette décomposition peut être affectée par de
grosses erreurs de calcul et peut provoquer la divergence numérique de l’algorithme
de calcul. Dans la littérature, onf peut trouver des formes canoniques observables,
numériquement stables basées sur la forme de Hessenberg mais elles ne permettent
pas de transformer un modèle non interconnecté en un système de classe 1.2.

3. Dans certains cas, la décomposition par les modes et la décomposition par les sorties
ne permettent pas seules de réduire la dimension du système d’une manière signi-
ficative, mais elles peuvent être combinées pour obtenir une forte réduction de la
dimension du système. On peut dans ce cas appliquer d’abord la décomposition par
les sorties puis la décomposition par les modes au sous-système donné par (1.12). On
peut également avoir recours aux outils de structuration des systèmes pour ramener
le système à une forme particulière, qui peut simplifier la synthèse de la commande
ou de l’observateur décentralisé. Ces outils feront l’objet du paragraphe suivant.

1.6 Outils de structuration des systèmes
L’objectif de la structuration d’un système est de faire ressortir l’une des structures

cibles pour le modèle du système (telles que par exemple la structure LBT ou de Toe-
plitz...) et ce afin de simplifier le problème de synthèse. En se basant sur des considérations
physiques et /ou mathématiques, la structuration consiste concrètement à distinguer au
sein du modèle du système N sous-systèmes, le reste du modèle étant alors considéré
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comme des termes d’interconnexion. Cette tâche peut être décomposée en trois étapes
méthodologiques :

1. Une étape d’analyse du modèle.

2. Une étape de mise en forme : partant du résultat obtenu lors de l’analyse, des
transformations (e.g. un changement de coordonnées) seront nécessaires pour faire
ressortir la structure du système.

3. Une étape de simplification : qui consiste principalement en la troncature de certains
termes conduisant à l’une des structures cibles. Il est important alors de savoir quels
termes d’interconnexion peuvent être négligés au sein du modèle d’origine pour
atteindre un nouveau modèle ayant une structuration intéressante, tout en restant
proche du modèle d’origine. Cette dernière étape n’est pas nécessaire dans certains
cas, on parle ici de transformation exacte, dans le cas contraire la transformation
est dite approchée.

1.6.1 Outils de structuration pour les systèmes Toeplitz

Cet outil présenté dans les travaux de B. Bamieh et al. [Bam97], [BPD02], est très
utile lors de la phase d’analyse, il est dédié à l’analyse des systèmes à paramètres distri-
bués spatialement invariants et présentant à la base une structure de type Toeplitz, par
exemple un train infini de véhicules [MK71]. L’objectif étant l’obtention d’un modèle qui
après mise en forme et simplification sera davantage structuré. Dans le cas d’une stratégie
de commande, cet outil permet d’évaluer l’influence des sous-systèmes pour la commande
d’un sous-système donné, cela par analyse de la structure intrinsèque du régulateur cen-
tralisé (solution du problème de commande optimisée associé au système Toeplitz étudié).
Cependant, cet outil de structuration présente l’inconvénient de nécessiter un caractère
grand système pour le processus objet d’étude, pour assurer la convenance de l’analyse
d’une part, mais impose la synthèse d’un régulateur centralisé d’autre part, ce qui est
délicat dans le cas d’un système de grande dimension.

1.6.2 Outils de structuration basés sur une approche entrée/sortie

Le développement de cet outil a été motivé par la commande des processus chimiques,
il consiste a partitionner les vecteurs d’entrées u et de sorties Z du système global en N
sous-vecteurs :

uT ≡ [
uT

1 uT
2 . . . uT

N

]
(1.14)

Z ≡ [
zT
1 zT

2 . . . zT
N

]
(1.15)

Ensuite, selon certaines règles, on peut associer tous les sous-vecteurs uj et zi afin de
constituer des paires (uj, zi) en identifiant les paires en moindre interaction. Une phase
de simplification structurelle vient après afin de nous permettre d’extraire le modèle dé-
centralisé. La pseudo-structure recherchée avant simplification doit présenter les termes
d’interconnexions les plus faibles possibles. Toutefois, il nous paraît légitime de nous écar-
ter de cette démarche classique, afin de chercher une autre structure donnée par une
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Chapitre 1. Définitions et problématique liées aux systèmes de grande dimension

transformation exacte. Dans ce qui suit, nous illustrerons une autre manière de présenter
les choses, elle consiste à structurer le système en lui associant la phase de simplifica-
tion de modèle, permettant notamment de résoudre localement le problème de commande
et/ou d’observation globale d’un système. On s’intéressera dans la suite à quelques outils
de structuration basés sur la modélisation dans l’espace d’état.

1.6.3 Outils de structuration basés sur la modélisation dans l’es-
pace d’état

Nous nous intéressons ici aux outils de simplification structurelle des systèmes qui
exploitent la modélisation dans l’espace d’état. Dans ce contexte, la stratégie de struc-
turation consiste à faire une analyse directe des coefficients des matrices (A, B et H)
constituant la représentation d’état, déterminant à la fois la réalisation structurée attei-
gnable pour le modèle et le changement de base permettant de l’obtenir. Cela nécessite
la mise en forme et la simplification de la structuration. La mise en forme consiste en un
changement de base, menant parfois directement à la structure cible envisagée ; dans ce
cas la phase de simplification n’est pas nécessaire. Sont retenus dans ce paragraphe trois
approches :

– Structuration par identification de la réalisation [BDRRZ92].
– L’analyse du modèle du système via la "Théorie des Graphes" [Sil91].
– La recherche de recouvrements (overlapping) entre sous-systèmes [IS80]

Structuration par identification de la réalisation

Nous présentons ici une première stratégie de simplification structurelle basée sur
l’identification de deux réalisations pour le modèle du système : la réalisation d’origine,
et la réalisation mettant en exergue une structure cible désirée, cherchant à obtenir les
structures bloc triangulaires (LBT) ou bloc diagonale (D) de la matrice A de (1.3).

Nous présentons ici la méthode développée dans [BDRRZ92] pour un système S pré-
sentant uniquement un vecteur d’état partitionné en deux parties et cherchant à obtenir
les structures (LBT) et (D) de la matrice A de l’équation suivante :

Ẋ(t) = AX(t) + Bu(t) (1.16a)
Z(t) = HX(t) (1.16b)

où Ẋ(t) =

[
ẋ1

ẋ2

]
, A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B1

B2

]
, H =

[
H1 H2

]
.

Recherche de la structure LBT : Considérons le changement de coordonnées sui-
vant :

[
x1

x2

]
= T̃

[
x̃1

x̃2

]
(1.17)
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où T̃ =

[
I L
0 I

]
est une transformation appliquée à (1.16) qui conduit à la structure

LBT suivante :

˜̇X(t) = ÃX̃(t) + B̃u(t) (1.18a)
Z(t) = H̃X̃(t) (1.18b)

Ce qui est equivalent à la representation suivante :

˜̇X(t) =

[
Ã11 Q̃1(L)

A21 Ã22

]
X̃(t) +

[
B̃1

B2

]
u(t) (1.19a)

Z(t) =
[

H1 H̃2

]
X̃(t) (1.19b)

où Ã11 = A11 − LA21, Ã22 = A22 − A21L, B̃1 = B1 − LB2, H̃2 = H2 − H1L, Q̃1(L) =
A12 + A11L− LA22 − LA21L.

Proposition 1 Condition de "triangularisation" [Cla05] :
Soit l’équation de Riccati :

Q̃1(L) = A12 + A11L− LA22 − LA21L = 0 (1.20)

S’il existe une solution L à l’équation (1.20), alors il existe une réalisation (Ã, B̃, H̃) de
(1.19) pour laquelle la matrice Ã est de structure LBT.

Preuve 1 Si on annule l’équation (1.20) on aura bien une structure LBT pour A dans
(1.23).

Remarque 2 La procédure précédente peut se généraliser par récurrence pour un vecteur
d’état partitionné en N sous-vecteurs

Recherche de la structure D : De la même façon que pour la condition de "trian-
gularisation" (par blocs) pour la réalisation d’origine, nous pouvons définir une condition
de "diagonalisation" (par blocs) pour la réalisation.

On considère le nouveau changement de coordonnées défini comme suit.
[

x̃1

x̃2

]
= T̄

[
x̄1

x̄2

]
avec T̄ =

[
I 0
M I

]
(1.21)

Sa mise en oeuvre sur (1.19) conduit à la nouvelle réalisation suivante :

˙̄x = Āx̄ + B̄u (1.22a)
y = H̄x̄ (1.22b)

avec
˙̄x =

[
˙̄x1

˙̄x2

]
, Ā =

[
Ā11 Q̃1(L)

Q̄2(M) Ā22

]
, B̄ =

[
B̄1

B̄2

]
, H̄ =

[
H̄1 H̄2

]
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où

Ā11 = Ã11 + Q̃1(L)M = A11 − LA21 + Q̃1(L)M (1.23)
Ā22 = Ã22 −MQ̃1(L) = A22 + A21L−MQ̃1(L) (1.24)
B̄1 = B̃1 = B1 − LB2 (1.25)
B̄2 = B2 −MB̃1 = B2 −M(B1 − LB2) (1.26)
H̄1 = H1 + H̃2M = H1 + (H2 + H1L)M (1.27)
H̄2 = H̃2 = H2 + H1L (1.28)

Q̄2(M) = A21 + Ã22M −MÃ11 −MQ̃1(L)M (1.29)

ou Q̄2(M) = A21 + (A22 + A21L)M − M(A11 − LA21) − MQ̃1(L)M avec Q̃1(L) définie
dans le système (1.19).

Hypothèse 1 : Condition de "diagonalisation"
Soit les équations de Riccati suivantes :

Q̃1(L) = A12 + A11L− LA22 − LA21L = 0 (1.30)

et

Q̄2(M) = A21 + (A22 + A21L)M −M(A11 − LA21)−MQ̃1(L)M = 0 (1.31)

S’il existe une solution L à l’équation (1.30), et une solution M à l’équation (1.31), alors
il existe une réalisation (Ā, B̄, H̄) du système (1.22) pour laquelle la matrice Ā est de
structure D.

Preuve 2 L’annulation de Q̃1(L) et Q̄2(M) mène dans (1.22a) à une structure D pour
Ā.

1.6.4 Transformation directe

Cette démarche en deux étapes fait apparaître une hiérarchie dans le traitement. La
transformation globale pour passer de la réalisation 1.16 à la réalisation 1.22 est donnée
par :

[
x1

x2

]
=

[
I + LM L

M I

] [
x̄1

x̄2

]
(1.32)

[
x̄1

x̄2

]
=

[
I −L
−M I + LM

] [
x1

x2

]
(1.33)

Remarque 3 Une démarche similaire est possible en passant en première étape de "tri-
angularisation" par une réalisation structurée UBT [BDRRZ92].
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1.6.5 Exploitation de la "Théorie des Graphes"

La seconde stratégie de structuration s’appuie elle aussi sur la recherche d’un change-
ment de coordonnées pour atteindre une réalisation structurée du système, mais la phase
d’analyse est caractérisée par la définition d’un graphe orienté associé au système. Les
différents algorithmes proposés dans la littérature [SS86], [Sil91], [SZ95] permettent d’at-
teindre les structures cibles (D), (LBT) ou autre. Nous présenterons le principe d’un seul
de ces algorithmes, leur présentation détaillée nécessite l’introduction de trop nombreux
principes de la "Théorie des Graphes".

Algorithme de structuration sous forme décentralisée

M.E. Sezer et D.D. Siljak dans [SS86], [Sil91], [SZ95] proposent un algorithme permet-
tant d’atteindre une structure décentralisée pour le modèle du système. Cet algorithme
s’appuie sur la constatation suivante : les variables mises en jeu au sein d’un système
complexe sont fortement ou faiblement interconnectées. L’algorithme proposé permet la
classification des interconnexions en connexions fortes et connexions faibles, afin de les
organiser et au final structurer le système en sous-systèmes. Le principe de cet algorithme
est le suivant :

1. Associer un graphe (orienté) au système considéré

2. Déconnecter au sein de ce graphe tous les arcs associés à un coefficient de la matrice
d’état qui traduit la connexion entre deux variables et qui soit inférieur à un seuil ε.

3. Identifier les sous-graphes résultants de la déconnexion comme nouveaux sous-systèmes.

Nous obtenons ainsi un modèle de système interconnecté, constitué de sous-systèmes
couplés par des termes de gain inférieur à ε.

Les phases d’analyse et de mise en forme sont ainsi menées en parallèle, avec la ré-
organisation interne des matrices de la représentation d’état au fur et à mesure que l’on
décompose le graphe associé. La simplification consiste simplement à fixer à zéro tous les
termes d’interconnexions "faibles", i.e. inférieurs au seuil fixé.

Toutefois, la négligence des couplages existants entre les divers sous-systèmes, peut
conduire, dans le cas de couplages forts, à l’instabilité du système bouclé lors d’une stra-
tégie de commande. La prise en compte des couplages entre sous-systèmes adjacents a été
réalisée par la méthode du recouvrement de sous-systèmes [Sil91].

1.6.6 Recherche de recouvrements

Le concept de recherche de "recouvrements" ("overlapping") entre sous-systèmes per-
met de définir dans le cadre mathématique du "Principe de l’Inclusion" [IS80], un modèle
équivalent via une transformation introduisant des redondances : l’idée est que deux cor-
recteurs consécutifs partagent quelques entrées et sorties. En effet, si on considère le
système S partitionné donné par :

Ẋ(t) = AX(t) + Bu(t) (1.34a)
Z(t) = HX(t) (1.34b)
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avec une partition en 3 blocs :



ẋ1

ẋ2

ẋ3


 =




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33







x1

x2

x3


 +




B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33







u1

u2

u3


 (1.35a)




z1

z2

z3


 =




H11 H12 H13

H21 H22 H23

H31 H32 H33







x1

x2

x3


 (1.35b)

On peut adopter une démarche classique et distinguer 3 sous-systèmes interconnectés
définis par (x1, x2, x3), mais aussi, on peut opter pour une répartition qui possède un
recouvrement et qui distingue deux sous systèmes comme par exemple :

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
A11 A12

A21 A22

] [
x1

x2

]
+

[
B11 B12

B21 B22

] [
u1

u2

]
(1.36a)

[
z1

z2

]
=

[
H11 H12

H21 H22

] [
x1

x2

]
(1.36b)

[
ẋ2

ẋ3

]
=

[
A22 A23

A32 A33

] [
x2

x3

]
+

[
B22 B23

B32 B33

] [
u2

u3

]
(1.37a)

[
z2

z3

]
=

[
H22 H23

H32 H33

] [
x2

x3

]
(1.37b)

Cette transformation permettant d’étendre des états ou même des entrées et des sor-
ties, fait apparaître des sous-systèmes dont les interconnexions apparaissent uniquement
dans les blocs non nuls extra diagonaux. Par exemple, de la transformation menant aux
deux sous systèmes (1.36) et (1.37), on reconstruit le système global suivant :




ẋ1

ẋ2

ẋ2

ẋ3


 =




A11 A12 0 A13

A21 A22 0 A23

A21 0 A22 A23

A31 0 A32 A33







x1

x2

x2

x3


 +




B11 B12 0 B13

B21 B22 0 B23

B21 0 B22 B23

B31 0 B32 B33







u1

u2

u2

u3


(1.38a)




z1

z2

z2

z3


 =




H11 H12 0 H13

H21 H22 0 H23

H21 0 H22 H23

H31 0 H32 H33







x1

x2

x2

x3


 (1.38b)

Comme on peut le remarquer la transformation du système (1.35) en système (1.38), met au
point une configuration du système où on garde uniquement les interconnexions les plus faibles.
On peut alors envisager les stratégies classiques de commande basée observateur pour le système
(1.38) en restant fidèle au système initial et sans sacrifier certaines informations, tel que cela été
présenté dans la théorie des graphes. Ceci est rendu possible grace à ce principe dit "d’inclusion"
qui garde les fortes interconnexions dans la matrice d’état et écarte les faibles par le biais de
blocs de faibles dimensions en dehors de la diagonale de la matrice d’état. Ce principe fera l’objet
de la partie suivante.
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1.6.7 Le principe d’inclusion
Ce principe, qui constitue le cadre mathématique permettant de définir exactement la trans-

formation menant du système (1.35) au système (1.38) a été introduit par M. Ikeda et D.D.
Siljak au début des années 80 [IS80]. Des conditions ont été définies pour conserver certaines
caractéristiques entre les deux sous systèmes (1.35) et (1.38) telles que la stabilité, l’optimalité
[Sil91], [Ift93], l’observabilité et la commandabilité [BRRR01], [SS02].

Pour mieux introduire ce principe, on considère deux systèmes linéaires S et S̃ donnés par :

S

{
ẋ = Ax + Bu
z = Hx

S̃

{ ˙̃x = Ãx̃ + B̃ũ

z̃ = H̃x̃

avec : x ∈ IRn, u ∈ IRq et z ∈ IRm sont les états, les entrées, et les sorties du système S à l’instant
t ∈ T , où T est un intervalle temps donné, x̃ ∈ IRñ, ũ ∈ IRq̃ et z̃ ∈ IRm̃ étant associes à S̃. On
suppose que les dimensions des vecteurs d’entrées, états et sorties des deux systèmes vérifient
les inégalités suivantes : n ≤ ñ, q ≤ q̃, m ≤ m̃. x(t;x0, u) et z(t) représentent respectivement la
trajectoire unique de l’état associé à S et de sa sortie, pour un signal de commande u(t) fixé,
et pour l’état initial x0 = x(0). x̃(t; x̃0, ũ) et z̃(t) caractérisent la trajectoire de l’état et de la
sortie de S̃. La transformation assurant le passage entre les systèmes S et S̃ est donnée par les
matrices suivantes :

x̃ = V x , x = Ṽ x̃ (1.39)
ũ = Qu , u = Q̃ũ (1.40)
z̃ = Oz , z = Õz̃ (1.41)

où V , Q , et O sont des matrices constantes, de rang plein colonnes, de dimensions appropriées
et Ṽ , Q̃ , et Õ sont des matrices constantes, de rang plein lignes vérifiant :

Ṽ V = In , Q̃Q = Iq , ÕO = Im (1.42)

Dans ce cas, si S̃ inclut S, S̃ est une "expansion" de S, et S est une "contraction" de S̃.
Le théorème suivant donne la condition nécessaire et suffisante pour l’inclusion :

Théorème 1 : Première approche du "Principe de l’Inclusion"
Le système S̃ inclut le système S si et seulement s’il existe un quadruplet (V, Ṽ , Q, Õ) tel

que :

Ai = Ṽ ÃiV , AiB = Ṽ ÃiB̃Q

HAi = ÕH̃ÃiV , HAiB = ÕH̃ÃiB̃Q ∀ i = 1, 2, 3... (1.43)

Preuve 3 : voir [ISW84].

Si l’on s’interesse plus précisément à la decomposition avec recouvrement, les moyens de générer
des expansions du type S̃ à partir de S sont comme suit : si les paires (Ṽ , V ), (Q̃, Q) et (Õ, O)
sont spécifiées, alors les matrices Ã, B̃, et H̃ peuvent être exprimées comme suit :

Ã = V AṼ + M , B̃ = V BQ̃ + N , H̃ = OHṼ + L (1.44)

où M , N et L sont des matrices complémentaires de dimensions appropriées. Ces matrices doivent
être choisies comme l’indique le théorème suivant.
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Théorème 2 : Deuxième approche du "Principe de l’Inclusion"
Le système S̃ inclut le système S si et seulement si :

Ṽ M iV = 0 , Ṽ M i−1NQ = 0
ÕLM iV = 0 , ÕLM i−1NÕ = 0 ∀ i = 1, 2, 3...ñ (1.45)

Preuve 4 voir [ISW84].

Ainsi, le choix des matrices de transformation (Ṽ , V ), (Q̃,Q), et (Õ, O), et des matrices complé-
mentaires M , N et L qui a permis de générer une expansion S̃ donnée par (1.38) du système S
exprimé par l’équation (1.35) est un choix classique donné par les matrices suivante :

V =




In1 0 0
0 In2 0
0 In2 0
0 0 In3


 , Q =




Iq1 0 0
0 Iq2 0
0 Iq2 0
0 0 Iq3


 , O =




Im1 0 0
0 Im2 0
0 Im2 0
0 0 Im3


 (1.46)

avec ni, qi et mi pour i = 1, 2, 3 représentent les dimensions respectivement de xi, ui et yi .
Le théorème suivant propose une autre manière de choisir les matrices M , N et L offrant

plus de degrés de liberté.

Théorème 3 Le système S̃ donné par (1.38) est une expansion du système S défini en (1.35)
(c’est à dire S̃ induit S) et généré par le triplet de transformation (V, Q,O) donné par (1.46) si
et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

pour tout i = 2, . . . , ñ on a



M12

M23 + M33

M42


 [M22 + M33]

i−2 [
M21 M22 + M23 M24

]
= 0 (1.47)




M12

M23 + M33

M42


 [M22 + M33]

i−2 [
N21 N22 + N23 N24

]
= 0 (1.48)




L12

L23 + L33

L42


 [M22 + M33]

i−2 [
M21 M22 + M23 M24

]
= 0 (1.49)

et pour tout i = 2, . . . , ñ + 1 on a :



L12

L23 + L33

L42


 [M22 + M33]

i−2 [
N21 N22 + N23 N24

]
= 0 (1.50)

où

M =




0 M12 −M12 0
M21 M22 M23 M24

−M21 −(M22 + M23 + M33) M33 −M24

0 M42 −M42 0


 (1.51)

N et L présentent la même structure que M .

20



1.7. Décentralisation des grands systèmes

Preuve 5 voir par exemple [BRRR01].

Corrolaire 1 En supposant le théorème précédent vérifié, les matrices Ã, B̃, et H̃ de S̃ (1.39)
sont données par,

Ã =




A1
1
2A21 + M12

1
2A12 −M12 A13

A21 + M21
1
2A22 + M22

1
2A22 + M23 A23 + M24

A21 −M21
1
2A22 − (M22 + M23 + M33) 1

2A22 + M33 A23 −M24

A31
1
2A32 + M42

1
2A32 −M42 A33


 (1.52)

les matrices B̃ ou H̃ étant déduites de Ã, en remplaçant respectivement Ãij par B̃ij ou H̃ij,Mij

parNij ou Lij, pour i = 1, ..., 4 et j = 1, ..., 4.

Preuve 6 Pour Ã, considérer (1.44), la définition de A dans (1.35a) et de M dans (1.51). Idem
pour B̃, et C̃.

Dans ce qui suit, on s’intéressera au problème de décentralisation des grands systèmes.

1.7 Décentralisation des grands systèmes
Dans ce paragraphe, on va aborder le problème de la commande des systèmes de grande

dimension. Nous rappelons ici que les systèmes considérés sont des systèmes linéaires. La synthèse
d’une loi de commande pour un système de grande dimension est connue pour être difficile. Elle
doit satisfaire non pas un seul objectif de commande, mais plusieurs sous-objectifs, puisqu’elle
nécessite par nature une décomposition (physique ou mathématique) en plusieurs sous-systèmes.
D’autres difficultés viennent s’ajouter à la précédente, à savoir :

– La difficulté de trouver une modélisation parfaite du système, à cause de la présence des
incertitudes sur les sous-systèmes et sur les interconnexions les liant.

– La synthèse d’une loi de commande pour des systèmes de grande dimension débouche
sur un problème numérique de grande taille, confronté par conséquent à des limitations
d’espace mémoire, de capacité de calcul et de précision.

– Finalement, la grande taille à la fois du système et du problème numérique, combinée aux
performances exigées, impose à l’automaticien le choix d’observateur et/ou de commande
décentralisée. C’est pour cela, que nous avons choisi de traiter le système en le décomposant
en plusieurs sous-systèmes.

La disposition des capteurs dans les installations d’un système de grande dimension constitue
aussi un élément important dans la recherche des structures d’estimation dans le cas d’une
commande basée observateur. Lorsque plusieurs capteurs, en général différents, observent un
même système dynamique, il est courant que chacun d’entre eux soit associé localement à un
processeur, lequel est chargé de mettre en forme les mesures et de les transmettre vers un centre
de traitement. La plupart des algorithmes d’estimation suppose le synchronisme des prises de
mesures sur l’installation, ce qui veut dire que toutes les mesures parviennent au centre de
traitement au même instant. Cette hypothèse pourrait être vérifiée lorsque les capteurs sont
concentrés sur un même site, en revanche, elle est difficile à justifier dans le cas où ils sont
dispersés à travers les installations distantes du système. La disposition de ces capteurs dans les
systèmes présente trois cas de figures :

1. Tous les capteurs sont situés sur un même site (figure 1.3) : dans ce cas on peut faire
l’hypothèse de synchronisme entre sous-systèmes.
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Fig. 1.3 – Groupement des capteurs sur un même site

2. Les capteurs sont dispersés dans des sites différents (figure (1.4)) : dans ce cas, il est naturel
de considérer que les mesures sont prises séquentiellement les unes après les autres de façon
cyclique.

Fig. 1.4 – Dispersion des capteurs sur plusieurs sites

3. Les capteurs peuvent se présenter dans l’installation sous forme de groupements dispersés,
combinant les deux structures précédentes.

Plus généralement, l’objectif fondamental est la simplification du problème d’observation et
de commande, trop complexe pour être résolu en employant les résultats classiques (centralisé).
J. Bernussou et A. Titli dans [BT82] distinguent différentes stratégies de décomposition du
problème numérique, verticale ou horizontale.

1.7.1 Décomposition temporelle ou verticale
La décomposition concerne ici la difficulté de synthèse. La première apparition de cette

technique de décomposition a eu lieu en 1980 sous le nom de " multi-couches " (en anglais,
multilayer). Un schéma classique de commande " hiérarchisée " est donné dans la figure 1.5
[Sch02].

Comme on peut le voir, c’est bien la commande qui est hiérarchisée dans cette stratégie. Le
système de pilotage se compose de quatre niveaux hiérarchiques qui communiquent entre eux.
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Fig. 1.5 – Vue d’ensemble d’un système de grande dimension avec une commande hiérar-
chisée

Le niveau le plus bas est celui de la " régulation " qui est l’organe en contact direct avec le
procédé, duquel il reçoit les mesures y(t) et à qui il envoie les commandes u(t) permettant de
satisfaire le cahier des charges imposé. Le niveau d’optimisation fournit quant à lui au régu-
lateur les consignes permettant d’optimiser un certain nombre de critères de performances, en
se basant sur un modèle dynamique ou statique, ou sur plusieurs modèles de référence dans le
cas d’une commande multi-modèles ou d’une gestion de situations d’urgence (commande fiable,
détection de pannes, diagnostic de commande...). Le niveau d’adaptation a pour rôle d’adapter
les paramètres des modèles de référence et/ou du régulateur. Le niveau d’organisation, enfin, fait
intervenir directement l’opérateur et consiste à choisir les différentes méthodes et à les traduire en
algorithmes transmis aux niveaux inférieurs. Schématiquement, à chacun de ces niveaux peuvent
être associées différentes techniques et méthodologies :

– Niveau 1 : les outils de la commande.
– Niveau 2 : l’optimisation (programmation linéaire, non linéaire...), et la génération de la

trajectoire
– Niveau 3 : l’identification et la reconnaissance de formes.
– Niveau 4 : la recherche opérationnelle (gestion de fichiers, de données...)
Soulignons qu’en fait, dans la littérature, ce que l’on désigne usuellement par régulateur ou

contrôleur classiquement dans le monde de la commande, ne fait référence implicitement qu’au
premier niveau, voire parfois au second et troisième mais selon un point de vue particulier. Dans
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le cas de contraintes structurelles sur la loi de commande recherchée, il faudra donc envisager
la structuration du premier niveau, mais aussi celui des niveaux supérieurs. Cela n’implique pas
forcément les mêmes capacités de calcul à mettre en oeuvre localement. S’agissant de l’estimation
de l’état, la décentralisation hiérarchique a été développée surtout pour les systèmes creux. Pichai
et al (1983), ont présenté une méthode basée sur la théorie des graphes, permettant de transformer
de tels systèmes en une structure bloc-triangulaire. Ceci nous permettra de décomposer le système
selon une hiérarchie descendante (figure 1.6) dans laquelle les interconnexions sont unilatérales.

Fig. 1.6 – Structure décentralisée hiérarchique pour des systèmes creux

L’approche développée par Hodzic et Siljak (1983) pour estimer l’état de ce sous-système
consiste à construire l’estimateur global comme une union d’estimateurs locaux associés à chaque
niveau de hiérarchie. Les estimateurs locaux obtenus à partir du filtre de Kalman dans lequel
les séquences d’innovation sont remplacées par des séquences de " quasi-innovation ", combinant
les mesures locales et les estimées précédemment obtenues dans les niveaux supérieurs de la
hiérarchie.

En résumé, P. Bertrand dans [Ber88] suggère que cette approche par hiérarchisation mène à
une analyse plus structurée et rigoureuse du problème de commande que l’on se pose, en obligeant
à examiner les divers problèmes aux différents niveaux, à les ordonner, à tenir compte dès le
départ de leurs interrelations et des moyens de les coordonner et à répartir les efforts (conception
et communication des niveaux, moyen de calcul...) entre ces divers niveaux, permettant une
meilleure utilisation des moyens. Notons de plus que l’architecture hiérarchisée du système de
commande, associée à la rigueur méthodologique suggérée par les trois points précédents, doit
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permettre de prendre en compte des modifications éventuelles du système, avec l’adjonction ou
le retrait de sous-systèmes par exemple, ce qui est fréquent pour un système industriel complexe.
De plus, on peut espérer avoir avec une telle loi de commande hiérarchisée la possibilité d’une
mise en route progressive des diverses parties du système. Nous aimerions au final souligner le peu
de supports théoriques disponibles pour les techniques de décomposition verticale, contrairement
au cas des techniques de décomposition horizontale. Ceci peut s’expliquer par la difficulté de
formuler mathématiquement le problème de décomposition verticale, avec la gestion des périodes
d’intervention de chacun des niveaux, la répartition des capacités de calcul à chaque niveau, ou
bien encore la gestion des modes de fonctionnement normaux et anormaux, qui fait appel dans
ce cadre à un ensemble de savoir-faire de l’automatique au sens large dépassant le seul cadre du
contrôle /commande. Un autre inconvénient de cette méthode est l’absence d’une formulation
mathématique. Il existe une autre manière de décomposer le problème de commande dans le cas
d’un système de grande dimension, méthode qui sera exposée au paragraphe suivant.

1.7.2 Décomposition horizontale ou spatiale
Dans les procédés industriels comportant un grand nombre d’actionneurs et/ou de capteurs,

il peut être préférable d’employer des observateurs décentralisés plutôt qu’un observateur multi-
variable centralisé, ou global (figure 1.7).

Fig. 1.7 – Décomposition horizontale ou spatiale du système S et de l’observateur K

On distingue deux méthodes de décomposition horizontale, également appelée décomposition
spatiale [BT82]. La première méthode est la méthode dite " sans recouvrement " et la deuxième
méthode est appelée " avec recouvrement" (en anglais, overlapping control). La première ne
prend pas en compte les interconnexions entre les sous-systèmes, à la différence de la deuxième.
Dans ce qui suit on présentera en bref le principe de ces deux méthodes.

– Méthode sans recouvrement : Il s’agit donc d’une décentralisation par blocs. On pourra
alors appliquer à chacun des sous-systèmes les techniques de synthèse multivariables. Le
choix de la taille des sous-systèmes résulte d’un compromis entre leur taille et leur nombre :
un petit nombre de sous-systèmes diminue par voie de conséquence le nombre de correc-
teurs, ce qui garantit une bonne performance du système global en terme de poursuite
de trajectoire et de rejet de perturbation. A l’inverse, un grand nombre de sous-systèmes,
augmente le nombre de correcteurs, ce qui rend le système plus robuste face aux éventuelles
défaillances de capteurs ou d’actionneurs. C’est d’ailleurs une commande strictement dé-
centralisée qui est le plus souvent utilisée dans l’industrie, ainsi que dans les travaux des

25



Chapitre 1. Définitions et problématique liées aux systèmes de grande dimension

chercheurs qui traitent la fiabilité des systèmes de grande dimension. Bien entendu, en
dehors de ces considérations, on peut toujours s’appuyer sur les résultats des outils ma-
thématiques, comme la diagonalisation par blocs de la matrice d’état dans le cas d’une
structure décentralisée par blocs, ou la transformation de Toepliz...

– Méthode avec recouvrement : La négligence des couplages existant entre les divers sous-
systèmes, peut conduire, dans le cas de couplages forts, à l’instabilité du système bouclé.
La prise en compte des couplages entre sous-systèmes adjacents a été réalisée par la mé-
thode du recouvrement de sous-systèmes [Sil91] : l’idée est que deux correcteurs consécutifs
partagent quelques entrées et sorties.

1.7.3 Décentralisation par transfert de modèle
La décentralisation par "transfert de modèle" consiste à "transférer" le modèle global du

procédé vers les centres d’observation, encore appelés "noeuds d’observation". Elle relève du souci
d’attribuer, à chaque noeud d’observation, des moyens de calcul propres. Les différents noeuds
d’observation peuvent alors, dans un premier temps, mettre en oeuvre les équations du filtre de
Kalman en utilisant leurs propres mesures et ce, d’une manière parfaitement indépendante. Les
estimées partielles ainsi obtenues sont sous-optimales mais, par une procédure d’assimilation qui
diffère selon les auteurs, ces estimées peuvent être ajustées à leurs valeurs optimales (c’est le
processus d’optimalisation). En effet, plusieurs méthodes de mise en oeuvre ont été proposées
pour traiter les équations d’optimalisation. La plus récente, et la plus intéressante, est celle
proposée par [Rao et Dur 91]. L’optimalisation est traitée localement à chaque noeud recevant,
qui obtient tous les termes qui lui manquent par le biais d’un réseau de communication : à la fin
de ce processus d’optimisation, les estimées obtenues sont identiques et optimales pour chaque
noeud. L’architecture décentralisée proposée par [Rao et Dur 91] pour la mise en oeuvre de
l’algorithme est illustrée dans la figure 1.8.

Fig. 1.8 – Décentralisation par " transfert de modèle "

Les avantages de l’estimateur décentralisé relatifs à cette approche sont la simplicité, l’opti-
malité et la réduction du temps calcul global, lorsque le nombre de processeurs est assez grand.
Ses inconvénients résident dans le fait que dans cette structure décentralisée, seule l’équation de
mesure est décomposée. L’équation d’état est prise globalement avec la même dimension pour
tous les noeuds d’observation. Par conséquent, il n’y a pas vraiment une réduction de la dimension
du système. On peut par ailleurs, sans difficulté, montrer qu’il y a globalement une augmentation
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substantielle du nombre d’opérations et de l’espace-mémoire nécessaires à la mise en oeuvre de
l’algorithme. Malgré un degré de parallélisme élevé en apparence et malgré l’apparente réduc-
tion des échanges de données, cette approche ne répond pas aux questions fondamentales de la
stabilité numérique et de la réduction du coût global d’implementation.

1.8 Structure décentralisée à orthogonalisations succes-
sives

Le premier véritable estimateur décentralisé optimal, effectuant une décomposition du sys-
tème dans l’espace d’état et un traitement décentralisé des mesures est, sans doute, celui déve-
loppé par [HSST78] et utilisant le filtre de Kalman. Cet estimateur exploite le lemme de projection
orthogonale caractérisant les estimateurs qui minimisent la norme de l’erreur. Ce lemme stipule
que l’erreur d’estimation est orthogonale à l’espace des observations, autrement dit, la meilleure
estimée de l’état x est sa projection orthogonale sur l’espace Z des observations du système qui
est un espace de Hilbert.

Les avantages : lorsque la dimension du système est grande et lorsque les sous-systèmes
ont un même nombre d’échantillon de mesures (notamment lorsque ces mesures sont scalaires),
les propriétés numériques du filtre décentralisé ainsi construit sont plus intéressantes que celles
du filtre de Kalman global. En effet, les auteurs ont montré qu’il y a une amélioration de la
stabilité numérique et une réduction du nombre d’opérations et de l’espace-mémoire nécessaire
à l’implémentation.

L’approche par orthogonolisations successives a le mérite d’avoir ouvert la voie à la véritable
décentralisation optimale dans les espaces d’état et des observations. Cependant, sa formulation
est de nature à décourager toute personne désireuse de l’appliquer. En effet, d’une part, les
notations choisies ne sont pas homogènes. De plus, programmer de tels algorithmes conduirait à
une redondance de calculs (par exemple dans l’évaluation des termes)

Dans ce qui suit, on présentera un outil d’analyse spécifique aux "grands systèmes" qui porte
sur stabilité et la stabilisation de ces systèmes, cet outil n’est autre que le concept de stabilité
connective.

Dans la dernière partie du chapitre, on tient à présenter quelques outils d’analyse de stabilité
de stabilisabilité des systèmes de grande dimensions.

1.9 Outil d’analyse des systèmes de grande dimension
L’objectif de ce paragraphe est de présenter quelques outils d’analyse de stabilité et de sta-

bilisabilité spécifiques aux "grands systèmes - systèmes complexes". Ces outils se présentent sur
deux volets :

- La recherche de modes fixes : où le système considéré peut-il être stabilisé dans le cadre
de la structure envisagée pour la loi de commande. Même si cet outil parait simple, il est très
difficile à mettre en oeuvre étant donné le nombre important de variables à manipuler, Il est
d’autant plus difficile à utiliser que l’on traite de la stabilité d’un système structuré, c’est à dire
d’un système décomposé en sous-systèmes interconnectés entre eux [Ben07].

- L’utilisation du concept de stabilité connective : c’est une technique qui permet de garantir
à la fois la stabilité locale du système au niveau de chaque sous-système et sa stabilité globale
en tenant compte des interactions.

27



Chapitre 1. Définitions et problématique liées aux systèmes de grande dimension

D’autres outils et méthodes peuvent être trouvés dans la littérature (tel que la recherche de
modes fixes structurels [Sil91]), mais seule la seconde technique citée ci-dessus sera présentée
dans ce rapport. Son choix étant motivé par sa capacité à illustrer les idées développées durant
ces travaux de thèse.

Concept de stabilité connective :
Un système de grande dimension peut être assimilé à un ensemble de sous-systèmes intercon-

nectés, il est donc impératif de vérifier sa stabilité en examinant principalement deux aspects :
- La stabilité locale : au niveau de chaque sous-système.
- La stabilité globale : en tenant compte des interactions.
De ce fait, assurer la stabilité d’un système de grande dimension en dépit des incertitudes

structurelles sur le modèle objet d’étude revient à exploiter la notion de "stabilité connective" du
système. Ce concept introduit par D.D. Siljak [Sil78], [Sil91] fait appel au vecteur de Lyapunov
pour l’étude de stabilité des systèmes de grande dimension. Chaque composante de ce vecteur est
une fonction scalaire associée à l’un des sous-systèmes, permettant de conclure sur sa stabilité.
L’idée consiste alors à déduire la stabilité du système global de l’analyse conjointe de chaque
fonction scalaire constitutive du vecteur. Une fois la stabilité du système global assurée, celle de
tous les sous-systèmes est assurée également par voie de conséquence.

Cette notion définie initialement dans le cadre général des grands systèmes, sera introduite
dans ce document pour étudier la stabilité d’une nouvelle forme d’observateurs interconnectés
permettant d’estimer l’état d’un système de grande dimension qui fera l’objet du chapitre 2.

Définition 5 Stabilité connective
Un système de grande dimension vérifie la propriété de stabilité connective si chacun de ses
sous-systèmes est stable et s’il est stable au sens de Lyapunov.

Définition 6 [CL98]
Un système S formé par N sous systèmes et donné par :

Ẋi(t) = AiiXi(t) +
N∑

j=1,j 6=i

AijXj(k) (1.53)

est dit connectivement asymptotiquement stable si l’équilibre X∗
i = 0 du système est asymptoti-

quement stable.

En d’autres termes, nous allons nous intéresser à la stabilité asymptotique globale des observa-
teurs interconnectés, pour le point d’équilibre X∗

i = 0, où Xi est l’erreur d’estimation de l’état,
sous les perturbations structurelles. On peut donc définir la propriété de stabilité connective
comme étant la capacité de l’observateur interconnecté à’être stable de manière robuste vis-a-vis
des incertitudes sur les interconnexions entre les sous systèmes qui le forment. Plus de détails
concernant la stabilité connective peuvent être trouvés dans l’ouvrage [Sil91].

1.10 Conclusion
Nous avons présenté dans ce premier chapitre quelques problèmes liés à la grande dimension

des systèmes, où on a présenté quelques outils d’analyse de structuration et de décomposition
cherchant à expliciter les caractéristiques du modèle du système de grande dimension. Ces dif-
férents outils qui diffèrent selon les objectifs visés (observation et/ou commande) permettent
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de chercher une transformation exacte ou approchée mettant en oeuvre des moyens algébriques
[BDRRZ92], ou reposant sur la théorie des graphes [Sil91] du fait de leur avantage numérique.
Cependant, dans certains cas, la négligence des couplages existants entre les sous-systèmes, peut
conduire, dans le cas de fortes interconnexions, à l’instabilité du système. La prise en compte de
ces couplages entre sous-systèmes adjacents a été réalisée par la méthode du recouvrement de
sous-systèmes [Sil91] : l’idée est que deux sous systèmes consécutifs partagent quelques entrées
et sorties, voire quelques états. Cette méthode nous sera utile dans les chapitres suivants pour
la synthèse par de nouvelles méthodes des observateurs décentralisés et de la commande décen-
tralisée. Enfin, nous avons présenté un outil d’analyse de stabilité et de stablisation de système
de grande dimension : on parle ici de la notion de "stabilité connective" qui sera reprise dans
le chapitre 2 afin d’étudier la stabilité d’une nouvelle forme d’observateur interconnecté. En ef-
fet, le chapitre suivant traite des observateurs décentralisés des systèmes de grande dimension à
interconnections inconnues.
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Chapitre 2

Observateur décentralisé des systèmes
de grande dimension à interconnexions

inconnues

2.1 Introduction

L’automatique moderne repose sur la description des systèmes et des phénomènes physiques
de plus en plus complexes. Cela nécessite que l’information a priori sur le système (structure du
modèle ou valeurs des paramètres) et l’information a posteriori sur la réponse du système (en-
semble des mesures provenant des différents capteurs) soient disponibles en même temps. Cette
hypothèse est plutôt irréaliste dans le cas de systèmes à grande dimension. Ces systèmes carac-
térisés par une dispersion géographique et/ou un nombre élevé de variables d’états, ne peuvent
être traités de manière efficace que s’ils sont décomposés en sous-systèmes interconnectés de
dimensions plus faibles. Ceci mène à une structure décentralisée beaucoup plus simple à manipu-
ler pour une commande basée observateur. La plupart des stratégies de commande développées
suppose que les états des sous-systèmes sont disponibles ([GS89], [GWM96]...). Cependant, cette
hypothèse n’est pas toujours vérifiée en pratique. L’utilisation des modèles de systèmes de grande
dimension pour estimer tous ses états, et ceci à partir des mesures d’une partie seulement de
ses états a permis d’économiser l’utilisation d’un grand nombre de capteurs. En effet, une par-
tie de ces derniers a été remplacée par ce qu’on appelle les capteurs logiciels ou observateurs
(appelé aussi estimateur d’état), d’où l’intérêt économique dans l’industrie de synthétiser des ob-
servateurs. L’estimation de l’état pour les systèmes de grande dimension est aussi d’une grande
importance pour le diagnostic et pour la commande. En effet, durant les dernières décennies
beaucoup de travaux en automatique ont été menés sur la conception d’observateurs pour les
systèmes de grande dimension, la plupart sont basée sur le filtre de Kalman et ses différentes
variantes ([Bas92], [HSST78]...) qui ne présente pas de bonnes propriétés de convergence quand
la dimension du système augmente. La méthode de synthèse d’observateurs à entrées inconnues
pour les "petits systèmes" est due à Darouach et al [DZX94] par la résolution de l’équation de
Sylvester sous contrainte, en utilisant les inverses généralisés. Dans ce travail, une extension de
cette méthode aux grands systèmes est présenté.

De ce fait, dans ce chapitre, on propose des approches pour la synthèses des observateurs
décentralisés pour les systèmes de grande dimension à interconnections indisponibles. Ces inter-
connections seront considérées comme des entrées inconnues. La synthèse d’observateur à entrées
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inconnues pour les systèmes de faible dimension a suscité l’intérêt de la communauté automa-
tique ces dernières années ([YW88], [GS91], [HM92], [Bas92], [DZX94] et [DZB95]...), lorsque la
perturbation du système ou une partie de ses entrées n’est pas accessible. Toutefois, très peu de
travaux traitent la synthèse des observateurs des grands systèmes. Dans ce chapitre, on propose
de nouvelles méthodes pour la synthèse des observateurs décentralisés relatifs aux systèmes de
grande dimension avec et sans perturbation [MBDH09], [MBDH10], [MBDH10a]...

On commencera au début de ce chapitre par synthétiser un observateur décentralisé pour les
systèmes non singuliers, puis on étendra notre approche au cas de systèmes plus généraux ou
singuliers. Le cas du filtre H∞ décentralisé sera également traité [MBDH], [MBDH10c], [MBDHd]
. Chaque méthode de synthèse proposée est validé par un exemple numérique.

2.2 Observateur décentralisé pour les systèmes stan-
dards

2.2.1 Position du problème
Considérons le système linéaire de grande dimension formé de N sous-systèmes et décrit par

le modèle d’état suivant :

σX(t) = AX(t) + Bu(t) + Fw(t) (2.1a)
Z(t) = HX(t) + Rw(t) (2.1b)

Où σX(t) = X(t + 1) pour les systèmes à temps discret, t ∈ IN et σX(t) = Ẋ(t) pour
les systèmes à temps continu, t ∈ IR, X(t) ∈ IRn, u(t) ∈ IRl, Z(t) ∈ IRm et w(t) ∈ IRq sont
respectivement l’état, l’entrée connue, la sortie et la perturbation. Considérons la partition des
vecteurs X(t) et Z(t) suivante [Bas92] :

X(t) =




x1(t)
x2(t)
...

xN (t)


 , Z(t) =




z1(t)
z2(t)
...

zN (t)


 (2.2)

et les matrices A, B, F , H et R sont des matrices réelles et constantes telles que A ∈ IRn×n, B ∈
IRn×l, F ∈ IRn×q, H ∈ IRm×n, R ∈ IRm×q. Ces matrices sont partitionnées selon X(t) comme
suit :

A =




A11 A12 . . . A1N

A21 A22 . . . A2N
... . . .

. . .
...

AN1 AN2 . . . ANN


 , B =




B1

B2
...

BN


 , F =




F1

F2
...

FN


 (2.3)

H =




H1 0 . . . 0
0 H2 . . . 0
... . . .

. . .
...

0 . . . . . . HN


 , R =




R1

R2
...

RN


 (2.4)
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Remarque 4 Rappelons que la décomposition ci-dessus ne présente pas de contrainte, car comme
on l’a signalé dans le premier chapitre, on peut toujours se ramener à cette forme en utilisant
des transformations de similarité ( voir par exemple [Bas92], [Dal76], [FGS87], [PCK91]...)

Le système (2.1) peut alors s’écrire sous sa forme décentralisée, en N sous-systèmes interconnec-
tés, chaque sous-système est décrit par :

σxi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Aijxj(t) + Fiw(t) (2.5a)

zi(t) = Hixi(t) + Riw(t), i ∈ {1 . . . N} (2.5b)

où

Aii ∈ IRni×ni , Aij ∈ IRni×nj , Bi ∈ IRni×l, Fi ∈ IRni×q,Hi ∈ IRmi×ni , Ri ∈ IRmi×q

et n = n1 + . . . + nN .

Les vecteurs xi(t) et zi(t) sont l’état et la sortie du i-ème sous-système respectivement et xj(t),
j ∈ {1 . . . N} avec j 6= i représente les interconnections du sous-système i avec les sous-systèmes
j et qui sont considérées comme inconnues.
Soient maintenant les matrices suivantes :

Di =
[

Ai1 . . . Ai(i−1) Ai(i+1) . . . AiN

]

et
vi(t) =

[
x1(t)T . . . xi−1(t)T xi+1(t)T . . . xN (t)T

]T

Le système (2.5) devient :

σxi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) + Divi(t) + Fiw(t) (2.6a)
zi(t) = Hixi(t) + Riw(t), i ∈ {1 . . . N} (2.6b)

Dans cette partie, on se propose de synthétiser un observateur décentralisé pour chaque sous-
système i donné par (2.6) qui satisfait les performances globales obtenues avec un observateur
centralisé appliqué au système (2.1).

Pour cela, on commence par transformer le système (2.6) en un système équivalent plus adapté
à la synthèse d’observateurs à interconnections inconnues. En effet, on répartit les mesures zi(t)
en deux classes, celles qui sont affectées par les perturbations notées zi1(t) et celles qui ne le
sont pas notées zi2(t). L’idée est d’extraire les mesures zi2(t) libres des perturbations à partir
des mesures réelles.
Soit qi1 le rang de Ri, il existe alors deux matrices non singulières Ui ∈ IRmi×mi et Vi ∈ IRq×q

telles que :

UiRiVi =
[

Iqi1
0

0 0

]
(2.7)

donc le système (2.5) s’écrit alors pour i ∈ {1 . . . N} :

σxi(t) = Āiixi(t) + Biu(t) + Divi(t) + Fi1w1(t) + Fi2w2(t) (2.8a)
zi1(t) = Hi1xi(t) + w1(t) (2.8b)
zi2(t) = Hi2xi(t) (2.8c)
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avec : zi1 ∈ IRmi1 , zi2 ∈ IRmi2 , Fi1 ∈ IRni×mi1 , Fi2 ∈ IRni×qi2 , w1 ∈ IRqi1 , w2 ∈ IRqi2 avec
q = qi1 + qi2 et mi = mi1 + mi2 telles que :

[
zi1

zi2

]
= Uizi,

[
Hi1

Hi2

]
= UiHi,

[
w1

w2

]
= V−1

i w, Āii = Aii − Fi1Hi1

et FiVi =
[

Fi1 Fi2

]
.

Avant d’aborder la synthèse des observateurs, on introduit pour cette section l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2 Pour le système interconnecté dans sa forme décentralisée décrit par les équations
(2.8) on suppose que :

rang(Hi2

[
Di Fi2

]
) = rang

[
Di Fi2

]
(2.9)

2.2.2 Synthèse d’observateurs décentralisés
On considère maintenant le nouveau système interconnecté (2.8), le but est de synthétiser un

observateur asymptotiquement stable pour chaque sous-système i, i ∈ {1 . . . N} de la forme :

σξi(t) = Niξi(t) + Li1zi1(t) + Li2zi2(t) + Miu(t) (2.10a)
x̂i(t) = ξi(t)−Gizi2(t) (2.10b)

où ξi(t) ∈ IRni est l’état de l’observateur et les matrices Ni ∈ IRni×ni , Mi ∈ IRni×l, Li1 ∈
IRni×mi1 , Li2 ∈ IRni×mi2 et Gi ∈ IRni×mi2 sont des matrices constantes qui sont à determiner
telles que lim

t→∞(xi(t)− x̂i(t)) = 0.
La proposition suivante donne les conditions d’existence et de stabilité d’un tel observateur.

Proposition 2 Le système (2.10) est un observateur asymptotiquement stable i.e : lim
k→∞

(xi(t)−
x̂i(t)) = 0 si :

i) Ni est stable.

ii) PiĀii −NiPi − Li2Hi2 = 0

iii) PiDi = 0

iv) PiFi2 = 0

v) PiBi −Mi = 0

vi) PiFi1 − Li1 = 0, où Pi = Ini + GiHi2

Preuve 7 soit ei(t) = xi(t)− x̂i(t) l’erreur d’estimation, alors :

ei(t) = xi(t)− ξi(t) + Gizi2(t)

sa dynamique est donnée par :

σei(t) = Niei(t) + (PiĀii −NiPi − Li2Hi2)xi(t) + (PiBi −Mi)u(t) + (PiFi1 − Li1)zi1(t)
+ PiFi2wi2(t) + PiDivi(t) (2.11)
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où Pi = Ini + GiHi2.
ei(t) = xi(t)− x̂i(t) est non biaisée si elle ne depend pas explicitement de l’entrée, des sorties zi1

des interconnections inconnues et des perturbations. Ainsi, en utilisant (2.11) on obtient :

PiĀii −NiPi − Li2Hi2 = 0 (2.12)
PiDi = 0 (2.13)
PiFi2 = 0 (2.14)

PiBi −Mi = 0 (2.15)
PiFi1 − Li1 = 0 (2.16)

Dans ce cas, lim
t→∞ ei(t) = 0 si Ni est stable ce qui correspond à la condition i).¥

La méthode de synthèse d’observateurs à entrée inconnues d’ordre plein qui suit, est due à
Darouach [Dar09] pour la résolution de l’équation de Sylvester sous contrainte en utilisant les
inverses généralisés.

L’équation (2.12) peut s’écrire en tenant compte de l’expression de Pi, comme suit :

Ni = PiĀii − KiHi2 (2.17)

où
Ki = Li2 + NiGi (2.18)

Li2 = Ki(I + Hi2Gi)− PiĀiiGi (2.19)

Alors l’équation régissant la dynamique de l’observateur (2.10) devient

σξi(t) = (PiĀii − KiHi2)ξi(t) + Li1zi1(t) + Li2zi2(t) + Miu(t) (2.20)

où les matrices Mi, Li1 et Li2 , sont obtenues respectivement à partir de (2.15), (2.16) et (2.19).
D’autre part, en utilisant (2.13) et (2.14) on a :

Pi

(
Di Fi2

)
= 0 (2.21)

ce qui est équivalent à :
GiHi2

(
Di Fi2

)
= − (

Di Fi2

)
(2.22)

La matrice Gi, solution de (2.22) existe si et seulement si :

rang
(
Hi2

(
Di Fi2

))
= rang

(
Di Fi2

)
(2.23)

Cette condition n’est autre que l’hypothèse donnée par l’égalité (2.9). Dans le cas où la condition
(2.23) est vérifiée, la solution générale de (2.22) est donnée par :

Gi = − (
Di Fi2

)
Σ+

i + Zi(I − ΣiΣ+
i ) (2.24)

où Zi est une matrice arbitraire de dimension appropriée et

Σi = Hi2

(
Di Fi2

)

Σ+
i est une inverse généralisée de Σi vérifiant ΣiΣ+

i Σi = Σi.
Dans ce cas Ni devient :

Ni = ΛNi + Zi∆Ni − KiHi2 (2.25)

35



Chapitre 2. Observateur décentralisé des systèmes de grande dimension à interconnexions inconnues

avec :

ΛNi = Āii −
(

Di Fi2

)
Σ+

i Hi2Āii (2.26)
∆Ni = (I − ΣiΣ+

i )Hi2Āii (2.27)

Le problème de synthèse de l’observateur décentralisé se réduit alors à trouver une matrice Gi qui
satisfait (2.24) et une matrice Ki telle que (PiĀii−KiHi2) soit stable. Ce problème est équivalent
au problème standard de synthèse d’observateurs quand toutes les entrées sont connues. Les
valeurs propres de (PiĀii − KiHi2) peuvent être fixées arbitrairement, par un choix convenable
de Ki, si et seulement si la paire (PiĀii,Hi2) est observable. Si (PiĀii,Hi2) ne l’est pas, alors on
peut trouver une matrice Ki de façon à assurer la stabilité asymptotique de l’observateur si et
seulement si (PiĀii,Hi2) est détectable.

Remarque 5 Si (PiAii,Hi) est observable, alors on a un placement arbitraire des pôles par un
choix judicieux de Ki. Cette condition peut être relaxée par la détectabilité de la paire (PiAii,Hi).
Donc on peut trouver une matrice Ki assurant la stabilité asymptotique de l’observateur si et
seulement si la paire (PiĀii,Hi2) est detectable, dans ce cas, les poles fixes de l’observateur sont
les zeros invariants du système.

Les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité sont données par le théorème suivant :

Théorème 4 [MBDH10] Pour le système (2.8), l’observateur (2.10) existe si et seulement si :

i) rang(Hi2

(
Di Fi2

)
) = rang

(
Di Fi2

)
= di,

ii) rang

(
λPi − PiĀii

Hi2

)
= ni ∀ λ ∈ C , avec Re(λ) ≥ 0 pour le cas continu et |λ| ≥ 1

pour le cas discret.

Preuve 8 la condition i) est nécessaire pour l’existence de Gi et par conséquent de l’observateur,
cela peut se déduire de l’équation (2.23). D’autre part, de (2.22) on peut trouver une matrice Ki

telle que (2.17) soit asymptotiquement stable si et seulement si (PiĀii,Hi2) est detectable ce qui
conduit à :

rang

(
λIni − PiĀii

Hi2

)
= ni

c’est à dire ∀ λ ∈ C avec Re(λ) ≥ 0 pour le cas continue et |λ| ≥ 1 pour le cas discret,

rang

(
Ini λGi

0 Ii

)(
λIni − PiĀii

Hi2

)
= rang

(
λPi − PiĀii

Hi2

)

Ce qui complète la démonstration.¥

Le théorème suivant donne la condition ii) en fonction des zéros invariants du sous-système
i.

Théorème 5 [MBDH10] On suppose que rang (Hi2 Dfi) = di, avec Dfi =
(

Di Fi2

)
, alors

les conditions suivantes sont équivalentes :
i) (PiĀii − KiHi2) est détectable,

ii) rang

(
λPi − PiĀii

Hi2

)
= ni ∀λ ∈ C , avec Re(λ) ≥ 0 pour le cas continue et |λ| ≥ 1

pour le cas discret.
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iii) rang

(
λIni − Āii Di Fi2

Hi 0 0

)
= ni + di, ∀λ ∈ C, avec Re(λ) ≥ 0 pour le cas continue

et |λ| ≥ 1 pour le cas discret.

Preuve 9 Les relations i) et ii) sont équivalentes grâce au Théorème 4. Afin de montrer que
iii) est équivalente à ii), définissons les deux matrices :

Si =




Pi 0
D+

fi
0

0 I


 , Ti =

(
I 0

−(λD+
fi
−D+

fi
Āii) I

)
,

où Si est de rang plein colonne et Ti une matrice non singulière et D+
fi

est l’inverse généralisé
de Dfi

, alors on a :

rang

(
λIni − Āii Dfi

Hi2 0

)
= rang

[
Si

(
λIni − Āii Dfi

Hi2 0

)
Ti

]
= rang




λPi − PiĀii 0
0 Idi

Hi2 0




= di + rang

(
λPi − PiĀii

Hi2

)
= di + ni

= rang(Dfi) + ni

ce qui prouve le théorème.¥

L’observateur (2.10) est complètement déterminé si l’on trouve le paramètre Zi (voir équation
(2.24)) .
En effet, il existe deux méthodes pour la determination du paramètre Zi :

1. Soit par placement de pôle.
2. Soit par les inégalités matricielles linéaires LMI.
Dans la suite, on ne présentera que la deuxième méthode, basée sur les LMI, la première

méthode est évidente et ne nécessite pas de démonstration. Par ailleurs, les conditions d’existence
du paramètre Zi tel que l’observateur (2.10) est stable sont données par le théorème 6. Seul le
cas discret est traité, le cas des systèmes à temps continu peut être calculé de manière analogue.

Avant d’annoncer nos résultats, on propose de rappeler un lemme très utile relatif à la réso-
lution de ces inégalités matricielles linéaires. Ce lemme connu sous le nom de lemme de Schur
est très important pour la suite de ce travail du fait que la majorité de nos résultats repose sur
l’utilisation des LMIs.

Lemme 1 (Lemme de Schur) [BGFB94]
Etant données trois matrices Q, R et S (Q = QT et S = ST ), les deux propositions suivantes

sont équivalentes
(i) [

Q R
RT S

]
< 0 (2.28)

(ii)
S < 0 et Q−RS−1RT < 0. (2.29)

La matrice Q − RS−1RT est aussi appelée complément de Schur de S. Il faut remarquer
également que l’inégalité peut changer de sens.¥
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Le théorème suivant donne une méthode de calcul de la matrice Zi paramétrant toute les matrices
de l’observateur.

Théorème 6 [MBDH10a]
Pour le système à temps discret (2.8), on suppose que l’hypothèse 2 est vérifiée et que la paire

(PiĀii,Hi) soit détectable alors il existe un observateur asymptotiquement stable de la forme
(2.10), s’il existe une matrice symétrique Xi = Xi

T > 0, et deux matrices ΩKi et ΩZi satisfaisant
l’inégalité matricielle linéaire (LMI) suivante :

[ −Xi ΛT
Ni

Xi + ∆T
Ni

ΩT
Zi −HT

i2
ΩT

Ki

XiΛNi + ΩZi∆Ni − ΩKiHi2 −Xi

]
< 0 (2.30)

où ΛNi et ∆Ni sont données respectivement par les équations (2.26) et (2.27) et les matrices Zi

et Ki sont données par :

Zi = Xi
−1ΩZi (2.31)

Ki = Xi
−1ΩKi (2.32)

Preuve 10 D’après la proposition 2, l’erreur d’estimation relative au système discret (2.7) est
donnée par :

ei(t + 1) = Niei(t)

On peut alors en déduire que la condition nécessaire de stabilité de l’observateur est en fait la
stabilité de Ni ou de manière équivalente la détectabilité de la paire (PiĀii,Hi2) .

Maintenant, on considère la fonction de Lyapunov suivante :

Vi(t) = eT
i (t)Xiei(t)

où Xi > 0, on obtient alors

∆Vi = Vi(t + 1)− Vi(t)
= eT

i (t + 1)Xiei(t + 1)− eT
i (t)Xiei(t)

= eT
i (t)NT

i XiNiei(t)− eT
i (t)Xiei(t) (2.33)

= eT
i (t)

[
NT

i XiNi −Xi

]
ei(t)

Si ∆Vi < 0, quand ei(t) 6= 0 alors ei(t) −→ 0 lorsque t −→ ∞ et la condition i) de la
proposition 2 est remplie. De l’équation (2.33), ∆Vi < 0 si

NT
i XiNi −Xi < 0

et en utilisant le lemme de Schur [BGFB94] on obtient :
[ −Xi NT

i Xi

XiNi −Xi

]
< 0

En substitutant Ni par sa valeur donnée en (2.25), et en posant ΩKi = XiKi et ΩZi = XiZi,
on obtient le résultat du théorème 6.
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La résolution de la LMI (2.30) permet de determiner Xi, ΩKi et ΩZi , d’où on peut déduire Ki

et Zi en utilisant respectivement les relations suivantes :

Ki = Xi
−1ΩKi (2.34)

Zi = Xi
−1ΩZi (2.35)

¥

Remarque 6 On peut reconstruire l’observateur global relatif au système donné par (2.1) qui
apparaît sous la forme suivante :

σξ(t) = Nξ(t) + L1Z1(t) + L2Z2(t) + Mu(t) (2.36a)
X̂i(t) = ξ(t)−GZ2(t) (2.36b)

où ξ(t) ∈ IRn est l’état de l’observateur et les matrices N ∈ IRn×n, M ∈ IRn×l, L1 ∈ IRn×m1 ,
L2 ∈ IRn×m2 et L ∈ IRn×m2 sont des matrices constantes telles que

N =




N1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . NN


 , L1 =




L11 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . LN1


 , L2 =




L12 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . LN2


 ,

M =




M1
...

MN


 et G =




G1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . GN


 .

Dans ce qui suit, on illustrera les résultats developpés précédemment par deux exemples. Dans
le premier exemple le paramètre Zi est déterminé par placement de pôle tandis que dans le
deuxième il est déterminé par la formulation LMI. Pour la méthode de placement de pôle, les
valeurs des pôles sont fixés à −0.015, −0.02 et −0.07.

2.2.3 Exemples numériques

Exemple 1 : Considérons le système interconnecté à temps discret décrit par les équations
(2.1) tel que :

A =




1 −1 0 1 0 0 0 0 2
0 −2 0 2 0 1 0 1 1
0 1 −1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 2 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 −2 0
0 2 0 0 1 −1 0 0 1
−1 0 0 0 −1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 −1 −2 0
0 0 1 0 2 0 0 1 −2




, B =




1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 1




, F =




1
1
0
1
1
0
1
1
0
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H =




1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0




.

Ce système peut être décomposé en trois sous-systèmes interconnectés comme suit :
Le sous-système 1 :

Ā11 = A11 =




1 −1 0
0 −2 0
0 1 1


 , A12 =




1 0 0
2 0 1
0 1 0


 , A13 =




0 0 2
0 1 1
1 0 1


 ,

B1 =




1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


 ,H12 =




1 1 0
1 0 0
0 1 0


 , F12 =




1
1
0


 , R1 =




0
0
0


 ,

F11 =




0
0
0


 ,H11 =




0
0
0


 .

Le sous-système 2 :

A22 =




2 0 1
0 1 0
0 1 −1


 , A21 =




0 0 0
1 0 1
0 2 0


 , A23 =




1 0 0
0 −2 0
0 0 1


 ,

B2 =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 ,H22 =




1 0 1
0 0 1
1 0 0


 , F22 =




1
1
0


 , R2 =




0
0
0


 ,

F21 =




0
0
0


 ,H21 =




0
0
0


 .

Le sous-système 3 :

A33 =




1 0 0
−1 −2 0
0 1 −2


 , A31 =



−1 0 0
1 0 0
0 0 1


 , A32 =




0 −1 0
1 0 0
0 2 0


 ,

B3 =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 1


 ,H32 =




1 1 0
0 1 0
1 0 0


 , F32 =




1
1
0


 , R3 =




0
0
0


 ,

F31 =




0
0
0


 ,H31 =




0
0
0


 .
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L’observateur décentralisé :
Pour le sous-système 1 on obtient :

N1 =



−0.015 0 0

0 −0.02 0
0 0 −0.07


 ,M1 =




0.4787 0 0 0
−0.1276 0 0 0

0 0 0 0


 ,

L12 =




0.0187 −0.0145 −0.1262
0.0122 −0.0124 −0.09103
−0.0033 0.0034 0.08873


 , G1 =



−1 0 1
0 0 −1
1 −1 −1


 .

Pour le sous-système 2 on obtient :

N2 =



−0.015 0 0

0 −0.02 0
0 0 −0.07


 ,M2 =




0 0.222 −0.222 0
0 0.208 −0.222 0
0 −0.326 0.666 0


 ,

L22 =




0.0444 0.133 −0.0887
0.0416 0.098 −0.0706
−0.0652 −0.01044 0.0547


 , G2 =



−1 −1 1
0 −1 0
0 1 −1


 .

Pour le sous-système 3 on obtient :

N3 =



−0.015 0 0

0 −0.02 0
0 0 −0.07


 ,M3 =




0 0 0 0.0555
0 0 0 0.00042
0 0 0 0.222


 ,

L32 =




0.118 −0.0405 0.110
0.021 0.443 −0.000514
−0.015 −0.191 −0.444


 , G3 =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 .

Les figures 2.1, 2.2 et 2.3 donnent l’évolution des composantes de l’erreur pour les trois sous-
systèmes où on compare les différentes composantes de l’état du système global par rapport
aux états estimés et qui sont donnés par l’observateur décentralisé. Il est clair que la méthode
présentée permet la convergence de l’estimateur décentralisé vers l’état du système global.
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Fig. 2.1 – Les composantes de l’erreur e1 relative au 1er sous système
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Fig. 2.3 – Les composantes de l’erreur e3 relative au 3 ème sous système

Exemple 2 :
On considère un système formé de deux pendules identiques couplés par un ressort de constante
de raideur k et soumis à une perturbation w comme le montre la Figure 2.4. Cette perturbation
agit simultanément sur le sous-système 1 et sous-système 2. On choisit les vecteurs d’état comme
suit :

x1(t) =
[

θ1(t)
θ̇1(t)

]
, x2(t) =

[
θ2(t)
θ̇2(t)

]

Pour le sous-système 1, on obtient le modèle suivant :

ẋ1(t) =
[

0 1
g
l − ka2

ml2
0

]
x1(t) +

[
0
1

ml2

]
w(t) +

[
0 0

ka2

ml2
0

]
x2(t)

z1(t) =
[

0 1
]
x1(t)
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Pour le sous-système 2, on a :

ẋ2(t) =
[

0 1
g
l − ka2

ml2
0

]
x2(t) +

[
0
1

ml2

]
w(t) +

[
0 0

ka2

ml2
0

]
x1(t)

z2(t) =
[

1 0
]
x2(t)

La position du ressort peut changer en fonction de la longueur l du pendule et les incertitudes
sur les interconnexions sont présentées en prenant a(t) une fonction du temps comme inconnue
avec a(t)/l ∈ [0, 1] ([GS89] , [SS93]). Pour cette simulation, on a considéré les paramètres suivants
[Wu07] :

g/l = 1, 1/ml2 = 1 , k/m = 2, a/l = 0.5.

Fig. 2.4 – Pendules inverses couplées

Le modèle en temps continu est discrétisé en utilisant l’approximation "forward rectangular"
(fonction ‘bilin’ avec en option ‘FwdRec’ dans Matlab) avec une période T = 0.001s. on obtient
les modèles à temps discret suivants :

Le sous-système 1 :

x1(t + 1) =
[

0 1
0.5 0

]
x1(t) +

[
0
1

]
w(t) +

[
0 0

0.5 0

]
x2(t)

z1(t) =
[

1 0
]
x1(t)

Le sous-système 2 :

x2(t + 1) =
[

0 1
0.5 0

]
x2(t) +

[
0
1

]
w(t) +

[
0 0

0.5 0

]
x1(t)

z2(t) =
[

1 0
]
x2(t)

L’observateur décentralisé :
La résolution de la LMI du théorème (2.30) permet de déduire les matrices de l’observateur telles
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que :
Pour le sous-système 1 on a :

N1 =
[ −0.2775 0

0 −0.10

]
, L12 =

[
0.5 0
0 0

]
, G1 =

[
0 −0.49
−1 0

]
.

Pour le sous-système 2 on a

N2 =
[ −0.2775 0

0 −0.10

]
, L22 =

[
0.5 0
0 0

]
, G2 =

[
0 −0.49
−1 0

]
.

Les Figures 2.5 et 2.6 donnent les résultats de simulations obtenus où l’on trace les formes
d’onde des composantes des erreurs d’estimation obtenues pour les différents sous-systèmes. Sur
les figures 2.5 et 2.6 les états x11, x12, x21 et x22 représentent respectivement θ1, θ̇1, θ2 et θ̇2.
Les états x11obs, x12obs, x21obs, x22obs sont respectivement les estimées de x11, x12, x21, x22. La
méthode présentée permet la convergence de l’estimateur décentralisé vers le système réel.
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Fig. 2.5 – Evolution des composante de l’erreur d’estimation du sous système 1
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Fig. 2.6 – Evolution des composante de l’erreur d’estimation du sous système 2
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2.3 Observateur décentralisé pour les systèmes singu-
liers

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à l’observation des systèmes singuliers de grande dimen-
sion. Comme nous le savons tous, ces systèmes représentent un des éléments essentiels dans
notre société. On peut citer à titre d’exemple, les systèmes de transport, de communication in-
formatique, les systèmes d’énergie, les systèmes économique ... C’est pour cela que les problèmes
d’estimation de l’état relative à de tels systèmes sont soulevés dans ce paragraphe, surtout lorsque
ces états ne sont pas tous accessibles ou n’ont pas pu être mesurés pour des raisons techniques
et / ou économique.

Dans ce qui suit, on va présenter notre travail relatif à la synthèse d’un observateur décen-
tralisé pour les systèmes singuliers de grande dimension [MBDH10b]. L’approche proposée est
validée sur un exemple numérique.

2.3.1 Position du problème
Considérons le système singulier de grande dimension composé de N sous-systèmes et décrit

par le modèle suivant :

EσX(t) = AX(t) + Bu(t) (2.37a)
Z(t) = HX(t) (2.37b)

Où σx(t) = x(t + 1) pour les systèmes à temps discret, t ∈ IN et σx(t) = ẋ(t) pour les systèmes
à temps continu, t ∈ IR.
Les vectors X(t) ∈ IRn, u(t) ∈ IRl et Z(t) ∈ IRm sont respectivement l’état, l’entrée connue et la
mesure connue du système.
Les vecteurs X(t) et Z(t) et les matrices A, B et H sont partitionnés de la même manière que
celle présentée dans le paragraphe 2.2.1 par les équations (2.2), (2.3) et (2.4). La matrice E est
singulière réelle constante de dimension appropriée telle que :

E =




E1 0 . . . 0
0 E2 . . . 0
... . . .

. . .
...

0 . . . . . . EN


 (2.38)

Le système de grande dimension donné par (2.37) peut s’écrire sous la forme de N sous-systèmes
interconnectés comme suit :

Eiσxi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Aijxj(t) (2.39a)

zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (2.39b)

avec Aii ∈ IRni×ni , Aij ∈ IRni×nj , Bi ∈ IRni×l, Hi ∈ IRmi×ni et n = n1 + . . . + nN . Les vecteurs
xi(t) et zi(t) sont respectivement l’état du i− eme sous-système de dimension ni et sa sortie de
dimension mi.

L’objectif de ce paragraphe est de synthétiser un observateur décentralisé pour chaque sous-
système donné par (2.39) qui satisfait les performances globales obtenues avec les observateurs
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centralisés. En effet, pour résoudre le problème de l’estimation décentralisée, on va considérer
que les interconnections du sous-système i avec les sous-systèmes j ∈ {1 . . . N} et j 6= i, sont
inconnues. Le système (2.39) peut s’écrire de la forme suivante :

Eiσxi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) + Divi(t) (2.40a)
zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (2.40b)

avec :

Di =
[

Ai1 . . . Ai(i−1) Ai(i+1) . . . AiN

]

vi(t) =
[

x1(t)T . . . xi−1(t)T xi+1(t)T . . . xN (t)T
]T

Le but de ce travail est de synthétiser un observateur complètement décentralisé pour chaque
sou-système i qui converge vers l’état du systèmes global. Pour cela on introduit les hypothèses
suivantes :

Hypothèse 3 Pour le système global on suppose que la matrice
[

E
H

]
est de rang plein colonne.

sous cette hypothèse, il existe une matrice non singulière J telle que : J =
[

J1 J2

J3 J4

]
et

J1E + J2H = In (2.41)
J3E + J4H = 0 (2.42)

Hypothèse 4 Pour le système décentralisé, on suppose que les matrices
[

Ei

Hi

]
sont de rangs

pleins colonnes.

Sous cette hypothèse, il existe une matrice non singulière Ji telle que : Ji =
[

Ji1 Ji2

Ji3 Ji4

]
et

Ji1Ei + Ji2Hi = Ini (2.43)
Ji3Ei + Ji4Hi = 0 (2.44)

Les deux hypothèses (3) et (4) ne sont pas restrictives, elles respectivement sont liées à l’obser-

vabilité du système global donné par (2.37) et aux sous-systèmes décentralisés donnés par (2.40).
On introduit également le lemme suivant qui nous sera utile dans la suite de ce travail

Lemme 2 Soient X une matrice de dimension m×n et Y une matrice de dimension n×p alors
rang (XY ) = rang (Y ), si et seulement si

rang

[
X

I − Y Y +

]
= n.

On présentera en premier lieu la synthèse d’observateur pour le système global, puis on enchaînera
par l’observateur décentralisé.
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2.3.2 Observateur global pour les systèmes interconnectés
L’observateur global relatif au système (2.37) :

{
σξ(t) = Nξ(t) + Mu(t) + ΓZ(t)
X̂(t) = ξ(t) + (J2 −KJ4)Z(t)

(2.45)

où X̂ est l’estimée X, ξ est le vecteur d’état de l’observateur, les matrices N , M , Γ et K
sont inconnues de dimensions appropriées et qui seront déterminées telle que l’erreur e(t) =
X(t)− X̂(t) soit non biaisée, (i.e sa dynamique est indépendante explicitement de u(t) et X(t),
et converge vers zero quand t →∞).
Dans la suite, on présente la Proposition 3 qui donne les conditions d’existence et de stabilité de
l’observateur (2.45) sous l’hypothèse 3.

Proposition 3 Sous l’hypothèse 3, le système (2.45) est asymptotiquement stable (i.e : lim
t→∞X(t)−

X̂(t) = 0) si :

i) N est stable.

ii) ΨA−NΨE − ΓH = 0

iii) ΨB −M = 0

avec Ψ = (J1 −KJ3)

Preuve 11 Soit e(t) = X(t) − X̂(t) l’erreur entre l’état réel et l’état estimé, en utilisant la
matrice J définie par les relations (2.41− 2.42), on obtient l’erreur de l’estimation suivante :

e(t) = (J1 −KJ3)EX(t)− ξ(t) (2.46)

sa dynamique est donnée par :

σe(t) = (J1 −KJ3)EσX(t)− σξ(t)
= (J1 −KJ3)(AX(t) + Bu(t))−Nξ(t)−Mu(t)− ΓZ(t)
= Ne(t) + (ΨA−NΨE − ΓH)X(t) + (ΨB −M)u(t) (2.47)

L’erreur e(t) est indépendante de X(t) et u(t) si

(ΨA−NΨE − ΓH) = 0 (2.48)
ΨB −M = 0 (2.49)

Dans ce cas lim
t→∞ e(t) = 0 si et seulement la matrice N est stable, ce qui correspond à la condition

i), ce qui complète la démonstration.¥

Maintenant, pour résoudre les équations ii) et iii) de la proposition 3, sous l’hypothèse 3, et en
utilisant la matrice J définie par les relations (2.41− 2.42) et l’expression de Ψ, on peut réécrire
l’équation (2.48) de la manière suivante :

J1A−KJ3A−NJ1E − LH = 0 (2.50)

47



Chapitre 2. Observateur décentralisé des systèmes de grande dimension à interconnexions inconnues

avec L = NKJ4 + Γ.
L’équation (2.50) peut s’écrire de la façon suivante :

Y Σ = Ω (2.51)

où Y =
[

N K L
]
, Σ =




J1E
J3A
H


 et Ω = J1A.

Sous l’hypothèse 3, il existe une solution à (2.51), si et seulement si

rang

[
Σ
Ω

]
= rang(Σ) (2.52)

En utilisant l’expression de J et les relations donnée par (2.41) et (2.42) , on obtient

rang(Σ) = rang




J1E
J3A
H


 = rang




I − J2H
J3A
H




= rang




In 0 −J2

0 I 0
0 0 I







In

J3A
H


 = n

ce qui garantie que (2.51) a une solution donnée par

Y = ΩΣ+ −Z(I − ΣΣ+) (2.53)

où Z est une matrice arbitraire de dimension appropriée et Σ+ est une inverse généralisé de Σ
qui satisfait ΣΣ+Σ = Σ.

Ainsi on peut déduire les matrices N , K, L, M et Γ comme suit :

N =
[

ΩΣ+ −Z(I − ΣΣ+)
]



I
0
0


 (2.54)

K =
[

ΩΣ+ −Z(I − ΣΣ+)
]



0
I
0


 (2.55)

L =
[

ΩΣ+ −Z(I − ΣΣ+)
]



0
0
I


 (2.56)

Γ = L−NKJ4 (2.57)
M = ΨB (2.58)

La stabilité de l’observateur est garantie par le théorème suivant :

Théorème 7 [MBDH10b] Sous l’hypothèse 3, le système (2.45) est un observateur asymptotique
au système (2.39) si et seulement si ∀λ ∈ C , Re(λ) ≥ 0 pour le cas continue et |λ| ≥ 1 pour le
cas discret on a :

rang

[
λE −A

H

]
= n, (2.59)
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Preuve 12 De l’équation (2.50) on peut déduire que la matrice N s’écrit comme suit :

N = F + KG

F = J1A

K =
[

G P
]

P = N(J2 −GJ4)− Γ

G =
[ −J3A

H

]

Dans ce cas, la matrice N est stable si la paire (G,F) est detectable [Kail80] et [Kuc91], ce qui
est equivalent à :
Pour tout λ ∈ C, avec Re(λ) ≥ 0 pour le cas continue et |λ| ≥ 1 pour le cas discret, on a

rang

[
λI − F

G

]
= n

Maintenant, on doit montrer que la détectabilité de la paire (G,F) est équivalente à la condition
(2.59). Cela peut être obtenu grâce à la l’égalité suivante :

rang

[
λE −A

H

]
= rang




λE −A
λH
H




= rang




J1 J2 0
J3 J4 0
0 0 I







λE −A
λH
H




= rang




λI − J1A
−J3A

H




= rang

[
λI − F

G

]

ce qui prouve le théorème.¥

2.3.3 Observateur décentralisé
On considère le système suivant :

σξi(t) = Niξi(t) + Miu(t) + Γizi(t) (2.60a)
x̂i(t) = ξi(t) + (Ji2 −GiJi4)zi(t) (2.60b)

où x̂i est l’estimée de xi, ξi est le vecteur d’état de l’observateur. Le système (2.60) est un
observateur asymptotique pour le système (2.40) si lim

t→∞(xi(t) − x̂i(t)) = 0. Le problème de
l’observateur décentralisé revient à determiner les matrices Ni, Mi, Γi et Gi telle que lim

t→∞(xi(t)−
x̂i(t)) = 0. Les matrices Ji2 et Ji3 sont données par les relations (2.43) et (2.44).

La proposition suivante donne les conditions qui garantissent la convergence de l’erreur d’es-
timation xi(t)− x̂i(t).
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Proposition 4 Sous l’hypothèse 4, le système (2.60) est un observateur asymptotique pour le
système (2.40). i.e : lim

t→∞xi(t)− x̂i(t) = 0 si :

i) Ni est une matrice stable .

ii) ΨiAii −NiΨiEi − ΓiHi = 0

iii) ΨiDi = 0

iv) ΨiBi −Mi = 0
où Ψi = Ji1 −GiJi3

Preuve 13 Soit ei(t) = xi(t)− x̂i(t) l’erreur d’estimation donnée par :

ei(t) = (Ji1 −GiJi3)Eixi(t)− ξi(t) (2.61)

sa dynamique est donnée par :

σei(t) = (Ji1 −GiJi3)Eiσxi(t)− σξi(t)
= (Ji1 −GiJi3)(Aiixi(t) + Biu(k) + Divi(t))−Niξi(t)−Miu(t)− Γizi(t)
= Niei(t) + (ΨiAii −NiΨiEi − ΓiHi)xi(t) + (ΨiBi −Mi)u(t) + ΨiDivi(t) (2.62)

avec Ψi = (Ji1 −GiJi3).
Dans ce cas, l’erreur d’estimation ei(t) est indépendante de xi(t), u(t) et des interconnexions

inconnues si :

ΨiAii −NiΨiEi − ΓiHi = 0 (2.63)
ΨiDi = 0 (2.64)

ΨiBi −Mi = 0 (2.65)

donc lim
t→∞ ei(t) = 0 si Ni est une matrice stable.¥

La synthèse de l’observateur (2.60) est réduite à trouver les matrices Ni, Mi, Γi and Gi telles
que (2.63)− (2.64) et (2.65) soient satisfaites et Ni est stable.
Maintenant, en utilisant l’expression des matrices Ji et Ψi, les relations (2.63) et (2.64) peuvent
s’écrire :

Ni + GiJi3Aii + LiHi = Ji1Aii

(Ji1 −GiJi3)Di = 0

et Li = −(Ni(Ji2 −GiJi4) + Γi).
Cette expression est équivalente à la forme compacte suivante :

YiΣi = Ωi (2.66)

où : Yi =
[

Ni Gi Li

]
, Σi =




I 0
Ji3Aii Ji3Di

Hi 0


 , Ωi =

[
Ji1Aii Ji1Di

]
.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence d’une solution à (2.66) sont données
par le lemme suivant :
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Lemme 3 [MBDH10b] Sous l’hypothèse donnée par (4), il existe une solution à (2.66) si et
seulement si

rang

[
Ei Di

Hi 0

]
= ni + rang(Di) (2.67)

Preuve 14 La condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une solution à (2.66) est

rang

[
Σi

Ωi

]
= rang (Σi) + rang(Di) = ni + rang(Di) (2.68)

ou de manière équivalente
ΩiΣ+

i Σi = Ωi

et en utilisant l’Hypothèse 4 et la Définition de la matrice Ji on aura :

rang

[
Ei Di

Hi 0

]
= rang

[
Ji1 Ji2

Ji3 Ji4

] [
Ei Di

Hi 0

]

= rang

[
I Ji1Di

0 Ji3Di

]
= ni + rangJi3Di

D’autre part, on a

rang(Ji3Di) = rang

[
Ji1Di

Ji3Di

]
= rang

[
Ji1 Ji2

Ji3 Ji4

] [
Di

0

]

= rang(Di)

ce qui prouve le lemme.¥

Sous l’Hypothèse 4 et la condition (2.67), une solution générale à (2.66) peut être donnée par :

Yi = ΩiΣ+
i −Zi(I − ΣiΣ+

i )

où les Zi sont des matrices arbitraires de dimensions appropriées. Comme pour le cas des systèmes
non singuliers, ces matrices seront déterminées ultérieurement par placement de pôle, puis par
LMI.
On définit maintenant les matrices suivantes :

Ai1 = ΩiΣ+
i




I
0
0


, Bi1 = (I − ΣiΣ+

i )




I
0
0


, Ai2 = ΩiΣ+

i




0
I
0


, Bi2 = (I − ΣiΣ+

i )




0
I
0


,

Ai3 = ΩiΣ+
i




0
0
I


, et Bi3 = (I − ΣiΣ+

i )




0
0
I


, alors les matrices Ni, Ki, Li, Γi et Mi sont

données par :

Ni = Ai1 −ZiBi1 (2.69)
Gi = Ai2 −ZiBi2 (2.70)
Li = Ai3 −ZiBi3 (2.71)
Γi = Li + (Ni(Ji2 −GiJi4) (2.72)

Mi = ΨiBi (2.73)

La stabilité de l’observateur est garantie par le théorème suivant :
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Théorème 8 [MBDH10b] Sous l’Hypothèse 4 et la condition (2.67), le système (2.60) est un
observateur asymptotique pour le système (2.40) si et seulement si ∀λ ∈ C, avec Re(λ) ≥ 0 pour
le cas continu et |λ| ≥ 1 pour le cas discret

rang

[
λEi −Ai −Di

Hi 0

]
= ni + rangDi (2.74)

Preuve 15 De la relation (2.69) on peut voir que Ni est stable si est seulement si la paire

(Bi1,Ai1) est detectable, i.e rang(
[

λI −Bi1

Ai1

]
) = ni, ∀ λ ∈ C , |λ| ≥ 1.

D’autre part de (2.74), pour tout λ ∈ C , avec Re(λ) ≥ 0 pour le cas continue et |λ| ≥ 1 pour
le cas discret, on a :

rang

[
λEi −Aii −Di

Hi 0

]
= rang




λEi −Aii −Di

λHi 0
Hi 0




= rang




Ji1 Ji2 0
Ji3 Ji4 0
0 0 I







λEi −Aii −Di

λHi 0
Hi 0




= rang




λI − Ji1Aii −Ji1Di

−Ji3Aii −Ji3Di

Hi 0




= rang




λ
[
I 0

]− [
Ji1Aii Ji1Di

]
−Ji3Aii −Ji3Di

Hi 0




= rang


λΣi −




Ωi

0
0





 (2.75)

comme ΩiΣ+
i Σi = Ωi et en utilisant le Lemme 2 on a :

rang


λΣi −




Ωi

0
0





 = rang




λI −



Ωi

0
0


Σ+

i

I − ΣiΣ+
i


Σi

= rang(Σi)
= ni + rang(Di) (2.76)

¥

2.3.4 Exemple numérique
On considère le système de grande dimension à temps discret régi par les équations (2.37) où

E, A, B et H sont données par :
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E =




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0




A =




1 −1 0 1 0 0 0 0 2
0 −2 0 2 0 1 0 1 1
0 1 −1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 2 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 −2 0
0 2 0 0 1 −1 0 0 1
−1 0 0 0 −1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 −1 −2 0
0 0 1 0 2 0 0 1 −2




B =




1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 1




,H =




1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0




Ce système est composé de trois sous-systèmes interconnectés tels que :
Pour le sous-système 1 :

E1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A11 =




1 −1 0
0 −2 0
0 1 −1


 , A12 =




1 0 0
2 0 1
0 1 0


 ,

A13 =




0 0 2
0 1 1
1 0 1


 , B1 =




1 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


 et H1 =




1 0 1
0 0 1
1 0 0




Pour ce sous-système on a :

J11 =




0.4 0 0
0 1 0

−0.2 0 0


 , J12 =




0.2 −0.2 0.4
0 0 0

0.4 0.6 −0.2


 ,

J13 =



−0.4 0 −0.6
0.2 0 −0.77
−0.6 0 0.16


 , J14 =




0.47 −0.47 −0.053
−0.4 0.4 0.2
−0.12 0.12 0.74


 .

Dans ce cas, les matrices Zi sont déterminées par placement de pôle, ces pôles sont fixés à −0.015,
−0.070 et −0.001. En utilisant les résultats de la section 2.3, on obtient :

N1 =



−0.015 0 0

0 −0.070 0
0 0 −0.001


 , M1 =




0.088 0 0 0
−0.022 0 0 0
−0.111 0 0 0


 ,

Γ1 =



−0.068 −0.088 −0.090
−0.119 0.060 0.176
−0.116 0.111 0.272


 , G1 =




1.999 −0.999 2
0 1 −1

−0.999 1.999 −2
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Pour le sous-système 2 :

E2 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A22 =




2 0 1
0 1 0
0 1 −1


 , A21 =




0 0 0
1 0 1
0 2 0


 ,

A23 =




1 0 0
0 −2 0
0 0 1


 , B2 =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 , H2 =




1 0 0
0 0 1
1 0 1




La matrice J2 est définie par :

J21 =




0.4 0 0
0 1 0

−0.2 0 0


 , J22 =




0.4 −0.2 0.2
0 0 0

−0.2 0.6 0.4


 ,

J23 =



−0.61 0 0.16
0.2 0 −0.77
−0.41 0 −0.61


 , J24 =




0.74 0.12 −0.12
0.2 0.4 −0.4

−0.053 −0.47 0.47


 .

Les paramètres de l’observateur sont donnés par :

N2 =



−0.015 0 0

0 −0.070 0
0 0 −0.001


 , M2 =




0 −0.044 0 0
0 0 0.044 0
0 0.090 −0.133 0


 ,

Γ2 =



−0.046 −0.048 0.110
0.208 0.026 −0.115
−0.259 −0.129 0.173


 , G2 =




1 0 0
−1 1 −0.999
0 0 2




Pour le sous-système 3 :

E3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A33 =




1 0 0
−1 −2 0
0 1 −2


 , A31 =



−1 0 0
1 0 0
0 0 1


 ,

A32 =




0 −1 0
1 0 0
0 2 0


 , B3 =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 1


 , H3 =




1 0 1
0 0 1
1 0 0


 .

J31 =




0.4 0 0
0 1 0

−0.2 0 0


 , J32 =




0.2 −0.2 0.4
0 0 0

0.4 0.6 −0.2


 ,

J33 =



−0.41 0 −0.61
0.2 0 −0.77
−0.61 0 0.16


 , J34 =




0.47 −0.47 −0.053
−0.4 0.4 0.2
−0.126 0.126 0.74


 .

Les paramètres de l’observateur sont :

N3 =



−0.015 0 0

0 −0.070 0
0 0 −0.01


 , M3 =




0 0 0 0.666
0 0 0 −0.666
0 0 0 −0.999


 ,

Γ3 =




0.527 0.388 0.222
−0.526 −0.388 −0.222
0.947 0.444 0.555


 , G3 =




0.999 0 1
−0.999 0 −1

0 1 1
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La figure 2.9 trace l’évolution de l’erreur entre les différentes composantes de l’état du système
global et de l’état estimé moyennant l’observateur décentralisé. On remarque bien qu’il y a
convergence de l’erreur vers 0.
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55



Chapitre 2. Observateur décentralisé des systèmes de grande dimension à interconnexions inconnues

2.4 Filtrage H∞ des systèmes singuliers de grande di-
mension

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au problème de filtrage H∞ des grands systèmes sujets à
des perturbations à énergie finie. Pour cela on considère que l’Hypothèse 4 citée dans la section
précédente est vérifiée. Mais avant d’aborder ce volet, on introduit quelques résultats prélimi-
naires dont on aura besoin pour la suite de ce chapitre.

2.4.1 Résultats préliminaires
Avant de commencer ce chapitre, nous donnons ici quelques définitions et un rappel qui nous

seront utile dans la suite.
Considérons le système LTI décrit par

σx(t) = Ax(t) + Bw(t) (2.77a)
z = Hx(t) + Dw(t) (2.77b)

où x(t) est le vecteur d’état, z(t), le vecteur de sortie et w(t) celui de l’entrée.

Définition 7 (Norme H∞) [Fra87]
La norme H∞ du système (2.77), stable ou instable, est définie par

‖G‖∞ := sup
ω∈IR

λmax(G(jω)GT (−jω)) (2.78)

où G(s)=
[

A, B, H, D
]
est la matrice de transfert G(s) = H(sI −A)−1B + D.

Dans le cas où le système (2.77) est continu et n’a pas de pôle sur l’axe imaginaire, avec λmax

la valeur propre du module maximale de (G(jω)GT (−jω)), on peut écrire :

‖G‖∞ := sup
06θ6π

σ̄
(
G (exp(jθ))GT (exp(−jθ))

)
(2.79)

Dans le cas où le système (2.77) est discret et n’a pas de pôle sur le cercle unité, on utilise σ̄ est
la valeur singulière maximale de (G(exp(jθ)) GT (exp(−jθ))).

Définition 8 (Energie d’un signal) L’énergie E0 d’un signal w(t) est l’intégrale de sa puis-
sance, et elle est donnée par

E0 =
∫ ∞

0
‖w(t)‖2dt (2.80)

La norme H∞ d’une fonction de transfert représente le maximum sur toute la bande de
fréquence de la valeur singulière maximale (σ̄) de la réponse fréquentielle du système considéré.
Elle est recommandée pour traiter les problèmes de robustesse.

Que le système soit stable ou instable, la norme H∞ est définie par (2.78), tant que le
système ne possède pas de pôles sur l’axe imaginaire. En effet, ‖ 1

s+1‖∞ = ‖ 1
s−1‖∞ = 1, tandis

que ‖1
s‖∞ = ∞. Toutefois, pour une entrée bornée, le système 1

s+1 possède une sortie bornée, ce
qui n’est pas vrai pour le système 1

s−1 . Il est donc nécessaire de définir le gain L2.
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Définition 9 (Gain L2) [GNLC93]
Si le système (2.77) est asymptotiquement stable, alors, w(t) ∈ L2 implique z(t) ∈ L2 et,

pour x(0) = 0, le gain L2 du système (2.77) est donné par

‖G‖∞ = sup
w∈L2

‖z‖2

‖w‖2
, ‖w‖2 6= 0 (2.81)

dans le cas continu et par

‖G‖∞ = sup
w∈L2

‖z‖2

‖w‖2
, ‖w‖2 6= 0 (2.82)

dans le cas discret.

La notion de gain L2 est utile pour quantifier la façon dont le système rejette les perturbations
externes. En effet, il sert à mesurer la quantité d’énergie transmise par le système.

Remarque 7 (Norme H∞ et gain L2) La relation (2.81) peut être vue comme un gain sur
les signaux (la norme L2 d’un signal temporel est la même que la norme L2 de la transformée
de Laplace de ce même signal). Ainsi, pour un système stable, la norme H∞ de la fonction de
transfert est la norme induite L2 de l’opérateur d’entrée-sortie associé au système, c’est donc le
gain L2 du système.

Considérons maintenant le système singulier suivant :

Eσx(t) = Ax(t) + Bw(t) (2.83a)
z(t) = Hx(t) (2.83b)

où σx(t) = x(t + 1) pour les systèmes discrets, t ∈ IN et σx(t) = ẋ(t) pour les systèmes à
temps continu, t ∈ IR.

Dans ce qui suit, on utilisera le symbole E⊥ pour désigner une matrice E vérifiant E⊥E⊥T
> 0

E⊥E = 0. Lorsque E est de rang plein alors E⊥ = 0.
Pour w(t) = 0 on a :

Définition 10 Le système donné par (2.83) est dit régulier ou la paire (E, A) est dite régulière
s’il existe λ ∈ C tel que det(λE −A) est différent de zero.

Définition 11 Le système donné par (2.83) ou la paire (E, A) est sans impulsions pour le cas
continu (causal pour le cas discret) s’il existe λ ∈ C tel que deg(det(λE −A)) = rang(E).

Définition 12 Le système (2.83) est dit admissible, (ou encore la paire (E, A) est dite admis-
sible) s’il est régulier, sans impulsions et stable (régulier, causal et stable pour le cas discret).

Dans la suite de ce travail on va considérer pour le système à temps continu, l’indice de
performance H∞ Jzw qui est donné par :

Jzw =
∫ ∞

0
(zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t))dt

Pour un γ > 0 donné. On considère entre autre les lemmes suivants

Lemme 4 [MKOS97]
Pour les systèmes à temps continu de la forme (2.83) : la paire (E,A) est admissible si et
seulement s’il existe une matrice non singulière P telle que :
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i) ETP = PT E ≥ 0

ii) ATP + PT A < 0.

Lemme 5 [MKOS97]
Pour les systèmes à temps continu de la forme (2.83) : la paire (E, A) est admissible et ‖T (λ) =
H(λE −A)−1B‖∞ < γ si et seulement s’il existe une matrice P ∈ IRn×n telle que :

i) ETP = PT E ≥ 0

ii) ATP + PT A + HT H + 1
γ2 PT BBTP < 0.

Lemme 6 [MOS98]
Pour les systèmes à temps continu de la forme (2.83) le critère H∞, Jc

zv < 0 est satisfait pour
un γc > 0 si et seulement si il existe une matrice symétrique Pc = Pc

T > 0 telle que la LMI
suivante est vérifiée : 


−PcA−ATPc PcB HT

BTPc γcI −DT

H −D γcI


 > 0 (2.84)

Lemme 7 [MOS98]
Pour les systèmes à temps discret de la forme (2.83), le critère H∞ Jc

zv < 0 est satisfait pour un
γc > 0 si et seulement si il existe une matrice symétrique Pd = Pd

T > 0 telle que :



Pd 0 PdA PdB
0 γdI H D

ATPd HT Pd 0
BTPd DT 0 γdI


 > 0 (2.85)

Pour les systèmes à temps discret, l’indice Jzw de performance H∞ est donné par :

Jzw =
∞∑

t=0

(zT (t) z (t)− γ2wT (t)w (t))

Pour les systèmes singuliers on aura besoin du lemme suivant [ZXS08] :

Lemme 8 [ZXS08]
On considère le système discret singulier donné par (2.83). La paire (E, A) est admissible et la
matrice de transfert Tyw(λ) = H(λE −A)−1B est à norme H∞ bornée par un réel positf γ (i.e.
‖Tzw‖∞ < γ), si et seulement s’il existe une matrice definie positive P et une matrice symétrique
S telles que : [

Φ11 Φ12

ΦT
12 Φ22

]
< 0

où

Φ11 = AT (P−E⊥TSE⊥)A− ETPE + HT H

Φ12 = AT (P−E⊥TSE⊥)B
Φ22 = −γ2I + BT (P− E⊥T

i SE⊥)B
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2.4.2 Position du problème
On considère le système de grande dimension composé de N sous-systèmes interconnectés et

décrit par les équations suivantes

EσX(t) = AX(t) + Bu(t) + Fw(t) (2.86a)
Z(t) = HX(t) + Rw(t) (2.86b)

Les X(t) ∈ IRn, u(t) ∈ IRl et Z(k) ∈ IRm sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée connue
et de la sortie mesurée. w (t) ∈ IRq est la perturbation à énergie finie associée au système

Les vecteurs X(t) et Z(t) sont partitionnés comme suit :

X(t) =




x1(t)
x2(t)
...

xN (t)


 , Z(t) =




z1(t)
z2(t)
...

zN (t)


 .

Les matrices A, B, H, F et R sont réelles de dimensions appropriées dont la partition est donnée
par (2.3) et (2.4) quand à la partition de la matrice E, elle est donnée par (2.38) (E bloc diagonal).
Le système (2.86) peut s’écrire comme l’interconnection de N sous-systèmes comme suit :

Eiσxi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) + Divi(t) + Fiw(t) (2.87a)
zi(t) = Hixi(t) + Riw(t), i ∈ {1 . . . N} (2.87b)

où :

Di =
[

Ai1 . . . Ai(i−1) Ai(i+1) . . . AiN

]
(2.88)

vi(t) =
[

x1(t)T . . . xi−1(t)T xi+1(t)T . . . xN (t)T
]T (2.89)

avec Aii ∈ IRni×ni , Aij ∈ IRni×nj , Bi ∈ IRni×l , Hi ∈ IRmi×ni et n = n1 + . . . + nN .
Les vecteurs xi(t) et zi(t) sont l’état et la sortie du sous-système i.

Dans cette partie, on suppose que l’hypothèse 4 citée précédemment est vérifiée.

2.4.3 Filtrage H∞ décentralisé
Pour le système (2.87), on propose le filtre suivant :

σξi(t) = Niξi(t) + Miu(t) + Γizi(t) (2.90a)
x̂i(t) = ξi(t) + (Ji2 −GiJi4)zi(t) (2.90b)

où x̂i est l’estimée de xi et ξi est le vecteur d’état du filtre. Le problème de la synthèse du filtre
décentralisé consiste à déterminer les matrices Ni, Mi, Γi et Gi telles que l’erreur d’estimation
satisfait lim

t→∞(xi(t)− x̂i(t)) = 0, quand w (t) = 0 et ‖ei (t)‖2 < γi ‖w (t)‖2, quand w (t) 6= 0 avec
ei(t) = xi(t)− x̂i(t).
Sous l’hypothèse 4, et en utilisant la definition de la matrice Ji et les relations (2.43) et (2.44),
l’erreur d’estimation ei(t) = xi(t)− x̂i(t) est donnée par :

ei(t) = (Ji1 −GiJi3)Eixi(t)− ξi(t)− (Ji2 −GiJi4)Riw(t) (2.91)
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sa dynamique est donnée par :

σei(t) = Niei(t) + (ΨiAii −NiΨiEi − ΓiHi)xi(t) + (ΨiBi −Mi)u(t) + ΨiDivi(t)
+ (ΨiFi + Ni(Ji2 −GiJi4)Ri)w(t)− ΓiRiw(t)− (Ji2 −GiJi4)Riσw(t) (2.92)

où Ψi = (Ji1 −GiJi3).
La synthèse du filtre est réduite à determiner les matrices Ni, Mi, Γi et Gi telles que le

système (2.90) soit stable pour w (t) = 0 et ‖ei (t)‖2 < γi ‖w (t)‖2.
De l’équation (2.92), on peut déduire la proposition suivante qui donne les conditions d’existence
et de stabilité du filtre (2.90) pour w (t) = 0.

Proposition 5 Le système (2.90) est un filtre asymptotique i.e. : lim
t→∞(xi(t)− x̂i(t)) = 0, lorsque

w (t) = 0 si :

i) Ni est stable.
ii) l’équation de Sylvester généralisée suivante est satisfaite :

ΨiAii −NiΨiEi − ΓiHi = 0 ,

sous la contrainte ΨiDi = 0.
iii) ΨiBi −Mi = 0, où Ψi = (Ji1 −GiJi3).

Remarque 8 La condition ii) est équivalente à la forme compacte suivante

YiΣi = Ωi (2.93)

où :

Yi =
[

Ni Gi Li

]
, Σi =




I 0
Ji3Aii Ji3Di

Hi 0


 , Ωi =

[
Ji1Aii Ji1Di

]

et
Li = −(Ni(Ji2 −GiJi4) + Γi), ΨiBi = Mi.

Les conditions d’existence de la solution à (2.93) ont été déjà discutées dans le paragraphe
2.3.3, elles sont données par le Lemme 3, quand à la stabilité elle est donnée par le Théorème 8.
Donc sous l’Hypothèse 4, les conditions du Lemme 3 et celles du Théorème 8, la solution générale
à (2.93) est donnée par :

[
Ni Gi Li

]
= ΩiΣ+

i −Zi(I − ΣiΣ+
i ) (2.94)

où Zi sont des matrices arbitraire de dimensions appropriées et Σ+ est l’inverse généralisée de Σ
qui satisfait ΣΣ+Σ = Σ.

De (2.94), on peut déduire Ni, Gi, Li, Γi et Mi :

Ni = Ai1 −Zi Bi1 (2.95)
Gi = Ai2 −Zi Bi2 (2.96)
Li = Ai3 −Zi Bi3 (2.97)
Γi = −(Li + (Ni(Ji2 −GiJi4)) (2.98)

Mi = (Ji1 −GiJi3)Bi (2.99)
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où :

Ai1 = ΩiΣ+
i (2.100)

Bi1 = (I − ΣiΣ+
i ) (2.101)

Ai2 = ΩiΣ+
i (2.102)

Bi2 = (I − ΣiΣ+
i ) (2.103)

Ai3 = ΩiΣ+
i (2.104)

Bi3 = (I − ΣiΣ+
i ) (2.105)

La dynamique de l’erreur (2.92) devient alors :

σei(t) = Niei(t) + Uiw(t) + Viσw(t) (2.106)

où

Ui = αi1 −Ziβi1 (2.107)
Vi = αi2 −Ziβi2 (2.108)

αi1 = Ji1Fi − ΩiΣ+
i




0
Ji3Fi

Ri


 (2.109)

αi2 = −Ji2Ri + ΩiΣ+
i




0
Ji4Ri

0


 (2.110)

βi1 = (I − ΣiΣ+
i )




0
Ji3Fi

Ri


 (2.111)

et βi2 = (I − ΣiΣ+
i )




0
Ji4Ri

0


 (2.112)

Remarque 9 Beaucoup de travaux, qui s’adressent au problème de la dynamique de l’erreur
qui depend de la dérivée de la perturbation σw(t), ont pu résoudre ce problème en introduisant
une contrainte additionnelle ou en utilisant un autre type de filtre tel que le filtre de Kalman,
([Bas92]...). Mais, ce filtre nécessite la connaissance préalable des propriétés statiques du bruit.
Ici, et afin de contourner le problème de l’apparition de la dérivée de la perturbation dans la
dynamique de l’erreur, on propose une autre méthode qui consiste à réécrire cette dynamique
sous une forme singulière.

En effet, l’équation (2.106) est équivalente à :

Eiσχi(t) = Aiχi(t) + Biw(t) (2.113a)
ei(t) = Ciχi(t) (2.113b)

où

Ei =
[

I −Vi

0 0

]
(2.114)

Ai =
[

Ni Ui

0 −I

]
(2.115)
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Bi =
[

0
I

]
(2.116)

Ci = [I 0] (2.117)

χi(t) =
[

ei(t)
η(t)

]
(2.118)

avec ei(t) est l’erreur d’estimation et ηi(t) est un état fictif tel que ηi(t) = wi(t).

Dans ce qui suit on va utiliser les résultats précédents pour définir le filtre H∞ pour les cas
discrets et continus. On utilisera les notations Zic et Zid comme suit :

– Zic = Zi, pour le cas continu et
– Zid = Zi pour le cas discret.

2.4.4 Le filtre H∞ décentralisé : cas continu
Dans ce paragraphe, on représente le Théorème 9 qui donne les solutions du filtre H∞ dé-

centralisé pour les systèmes à temps continu :

Eiẋi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) + Fivi(t) + Diw(t) (2.119a)
zi(t) = Hixi(t) + Riw(t), i ∈ {1 . . . N} (2.119b)

Théorème 9 [MBDH10c] Sous l’hypothèse 4 , il existe un paramètre Zi tel que le filtre :

ξ̇i(t) = Niξi(t) + Miu(t) + Γizi(t)
x̂i(t) = ξi(t) + (Ji2 −GiJi4)zi(t)

soit non biaisé et permet de résoudre le problème du filtrage H∞ pour le système singulier (2.119),
si et seulement s’il existe deux matrices définies positives Pi1

c et Pi2
c et une matrice ΩZic telles

que les inégalités matricielles linéaires suivantes soit satisfaites :

1) [
Pi1

c Pi1
cOi

T

OiPi1
c −OiPi1

cαi2

]
=

[
Pi1

c Pi1
cOi

T

−αT
i2Pi1

c −αT
i2Pi1

cOi

]
≥ 0

2) 


(1, 1) (1, 2) −Pi1
cαi2 I

(1, 2)T (2, 2) Pi2
c 0

(−Pi1
cαi2)T (Pi2

c)T −γI 0
I 0 0 −γI


 < 0

où

(1, 1) = AT
i1Pi1

c − B̄T
i1ΩT

Zic
+ Pi1

cAi1 − ΩZicB̄i1

(1, 2) = −AT
i1Pi1

cαi2 − B̄T
i1ΩT

Zic
αi2 + Pi1

cαi1 − ΩZic β̄i1 + Pi1
cαi2

(2, 2) = −αT
i2Pi1

cαi1 + αT
i2ΩZic β̄i1 + (−αT

i2Pi1
cαi1 + αT

i2ΩZic β̄i1)
T − 2Pi2

c

avec

B̄i1 = (I − βi2β
+
i2

) Bi1

β̄i1 = (I − βi2β
+
i2

)βi1
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et ΩZic = Pi1
cZ̄ic avec Z̄ic vérifiant

Zic = Z̄ic(I − βi2β
+
i2) (2.120)

Preuve 16 Pour pouvoir étudier le système (2.113), il faut que la matrice Ei soit indépendante
du paramètre Zic . Cela peut s’obtenir en choisissant la matrice gain de l’observateur comme
suit :

Zic = Z̄ic(I − βi2β
+
i2) (2.121)

Dans ce cas, on aura :

Ni = Ai1 − Z̄icB̄i1

Ui = αi1 − Z̄icβ̄i1

Vi = αi2

B̄i1 = (I − βi2β
+
i2

) Bi1

β̄i1 = (I − βi2β
+
i2

)βi1

En utilisant les résultats du Lemme 4 pour les systèmes singuliers à temps continu, le critère
H∞ est satisfait s’il existe une matrice définie positive Pi

c telle que :

ET
i Pi

c = Pi
cEi ≥ 0 (2.122)

AT
i Pi

c + Pi
cAi + C̄i

TCi +
1
γ2

XiBiBT
i Xi < 0 (2.123)

et en appliquant le lemme de Schur [BGFB94] à l’inégalité (2.123), on obtient :


AT

i Pi
c + Pi

cAi Pi
cBi CT

i

(Pi
cBi)T −γI 0
Ci 0 −γI


 < 0

On pose maintenant

Pi
c =

[
Pi1

c Pi1
cOi

T

OiPi1
c Pi2

c

]
, (2.124)

où Pi1
c et Pi2

c sont des matrices définies positive à déterminer et Oi = −αT
i2.

Notons que la matrice Pi
c n’est pas diagonale, la structure diagonale très utilisée dans la

littérature est conservative. On relaxe cette condition en optant pour la structure non diagonale.
En remplaçant les matrices Ei Ai, Bi, Ci et Pi

c par leurs expressions respectivement en
(2.114), (2.115), (2.116), (2.117) et (2.124) et en posant où ΩZic = Pi1

cZ̄ic on obtient les LMIs
du théorème 9. ¥

2.4.5 Le filtre H∞ décentralisé : cas des systèmes discrets
De cette partie, on va développer la synthèse du filtre H∞ pour les systèmes à temps discret

donné par (2.87), elle est donnée par le théorème suivant :
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Théorème 10 [MBDH10c]
Sous l’hypothèse 4, il existe une matrice paramètre Z̄id telle que le filtre :

ξi(t + 1) = Niξi(t) + Miu(t) + Γizi(t)
x̂i(t) = ξi(t) + (Ji2 −GiJi4)zi(t)

est non biaisé et qui permet de résoudre le problème du filtre H∞ pour le système singulier
(2.125) sous sa forme discrète, si et seulement s’il existe une matrice ΩZid

et des matrices définies
positives Pi1 et Pi2, et une matrice symétrique Si telles que l’inégalité matricielle linéaire stricte
est satisfaite :




−Pi1 + I αi2 0 (1, 4) (1, 5)
αT

i2 −Si + αT
i2αi2 Si QiPi1 Pi2

0 Si −Si − γ2
i I (3, 4) (3, 5)

(1, 4)T (QiPi1)T (3, 4)T −Pi1 −Pi1Qi
T

(1, 5)T Pi2
T (3, 5)T −QiPi1 −Pi2




< 0

où :

(1, 4) = Ai1
TPi1 − B̄i1

T (ΩZid
)T

(1, 5) = Ai1
TPi1Qi

T − B̄i1
T ΩT

Zid
Qi

T

(3, 4) = (αT
i2Ai1

T + αT
i1 −Qi)Pi1 − (B̄i1αi2 + β̄i1)T ΩT

Zid

(3, 5) = (αT
i2Ai1

T + αT
i1)Pi1Qi

T −Pi2 − (B̄i1αi2 + β̄i1)T ΩT
Zid

Qi
T

Qi = αT
i2Ai1

T + αT
i1

Le gain Z̄id est donné par :
Z̄id = Pi1

−1ΩZid

Preuve 17 Avant d’entamer la démonstration du théorème on va transformer le système singu-
lier (2.113) décrit par (Ei,Ai,Bi, Ci) en un système singulier équivalent décrit par (Ēi, Āi, B̄i, C̄i)
tel que :

Ēiσχi(t) = Āiχi(t) + B̄iw(t) (2.125a)
ei(t) = C̄iχi(t) (2.125b)

où :

Ēi = ΘiEiΛi =
[

I 0
0 0

]
(2.126)

Āi = ΘiAiΛi =
[

Ni 0
0 I

]
(2.127)

B̄i = ΘiBi =
[

NiVi + Ui

−I

]
(2.128)

C̄i = CiΛi = [I Vi] (2.129)

et Θi et Λi sont des matrices non-singulière définies par :

Θi =
[

I NiVi + Ui

0 −I

]
, Λi =

[
I Vi

0 I

]
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Comme on peut le remarquer dans la définition de la matrice B̄i donnée par l’équation (2.128),
l’existence du terme NiVi représente une non linéarité en Zid. Pour remédier à ce problème , on
définit la matrice Zid comme suit :

Zid = Z̄id(I − βi2β
+
i2

) (2.130)

il s’en suit :

Ni = Ai1 − Z̄idB̄i1

Ui = αi1 − Z̄idβ̄i1

Vi = αi2

B̄i1 = (I − βi2β
+
i2

) Bi1

β̄i1 = (I − βi2β
+
i2

)βi1

Pour le système (2.125) et en utilisant le lemme 8 et le lemme de Schur [BGFB94], ‖Twei‖∞ < γi

si et seulement s’il existe une matrice définie positive Pi et une matrice symétrique Si telles que :

Φi =
[

Φi11 Φi12

ΦT
i12

Φi22

]
< 0 (2.131)

avec

Φi11 = Āi
T (Pi − Ēi

⊥TSiĒi
⊥)Āi − Ēi

TPiĒi + C̄i
T C̄i

Φi12 = Āi
T (Pi − Ēi

⊥TSiĒi
⊥)B̄i

Φi22 = −γ2
i I + B̄i

T (Pi − Ēi
⊥TSiĒi

⊥)B̄i

En utilisant les expressions de Ēi, Āi et B̄i données respectivement par (2.126), (2.127) et (2.128),
on a :

Ēi
⊥ =

[
0 I

]
= Ēi

⊥Āi

Ēi
⊥B̄i = −I

Les matrices Φi11, Φi12 et Φi22 deviennent alors :

Φi11 = Āi
TPiĀi − Ēi

⊥TSiĒi
⊥ − Ēi

TPiĒi + C̄i
T C̄i

Φi12 = Āi
TPiB̄i + Ēi

⊥TSi

Φi22 = −γ2
i I + B̄i

TPiB̄i − Si

En utilisant le lemme de Schur, l’inégalité (2.131) peut s’écrire comme suit :


Ēi
⊥TSiĒi

⊥ − Ēi
TPiĒi + C̄i

T C̄i Ēi
⊥TSi Āi

TPi

SiĒi
⊥ −Si − γ2

i I B̄i
TPi

PiĀi PiB̄i −Pi


 < 0

En posant

Pi =
[

Pi1 Pi1Qi
T

QiPi1 Pi2

]
, (2.132)

où Pi1 = Pi1
T > 0 et Pi2 = Pi2

T > 0 sont à déterminées et Qi = (αT
i2Ai1

T + αT
i1).

En remplaçant les matrices Ēi Āi, B̄i C̄i et Pi par leurs expressions définies respectivement par
les équations (2.126), (2.127), (2.128), (2.129) et (2.132) en utilisant le fait que Ēi

⊥ =
[

0 I
]
,

on obtient la LMI du théorème 10, où ΩZid
= Pi1Z̄id.¥
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Remarque 10

1. Dans le Théorème 10 (respectivement le Théorème 9) une inégalité matricielle linéaire pour
un système de grande dimension singulier discret (respectivement continu) a été définie,
où toutes les matrices sont constantes, donc en utilisant la "LMI Control Toolbox" dans
Matlab, le paramètre ΩZid

est donné et la solution admissible Z̄id est déterminée en utilisant
l’expression Z̄i = Pi1

−1ΩZid
, par suite le filtre est complètement déterminé.

2. on peut reconstruire l’observateur global de la forme :

σξ(t) = Nξ(t) + Mu(t) + ΓZ(t)
X̂(t) = ξ(t) + (J2 −GJ4)Z(t)

où X̂ est l’estimée de X, ξ est le vecteur d’état du filtre et

N =




N1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . NN


 ,M =




M1
...

MN


 , Γ =




Γ1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . ΓN


 , G =




G1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . GN


 ,

J2 =




J12 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . JN2


 , J4 =




J14 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . JN4


 , E =




E1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . EN


 .

La procédure de synthèse du filtre H∞ décentralisé est résumée dans ce qui suit :

i) Etape 1 : On calcule Σi et Ωi.

ii) Etape 2 : On en déduit toutes les matrices nécessaires pour la résolution de la LMI à
savoir : Ai1 , Bi1 , αi1 , βi1 , αi2 , βi2 dont les expressions sont données respectivement par :
(2.100) , (2.101), (2.109), (2.110), (2.111), (2.112).

iii) Etape 3 : On résoud la LMI du Théorème 9 pour le cas des systèmes de grande dimension
à temps continu (la LMI du Théorème 10 pour le cas des systèmes à temps discret), pour
obtenir le gain ΩZic (respectivement ΩZid

) qui conduit à Z̄ic = Xi1
−1ΩZic (respectivement

Z̄id = Pi1
−1ΩZid

pour le cas discret). Par conséquent la matrice Zi paramétrant toutes les
matrices du filtre est déterminée.

iv) Etape 4 : On calcule les matrices du filtre Ni, Gi et Mi en utilisant respectivement (2.95),
(2.96) et (2.99).

v) Etape 5 : Finalement le filtre (2.90) est complètement déterminé en calculant Li, et Γi en
utilisant respectivement (2.97) et (2.98).

Dans la suite, on considère un exemple discret pour la simulation.
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2.4.6 Exemple numérique
On considère le système de grande dimension à temps discret donné par (2.86), tel que :

E =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0




, A =




−1.6 0 0 0.96 0.58 0.06
0 1.3 0 0.96 0.58 1.01
0 0 −2.42 −2.82 0.88 1.65

2.05 −0.91 2.18 1.4 0 0
0.17 0.24 −1.14 0 −1.9 0
0.1 −0.24 0.08 0 0 −2.2




B =




1 0 1
0 0 1
1 1 0
0 1 1
0 1 1
0 0 1




, F =




1
1
1
1
1
1




, R =




1
1
1
1
1
1




, H =




1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0




.

Ce système peut être partitionné comme suit :

Sous-système 1 :

E1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A11 =



−1.6 0 0

0 1.3 0
0 0 −2.42


 , A12 =




0.96 0.58 0.06
0.96 0.58 1.01
−2.82 0.88 1.65


 ,

B1 =




1 0 1
0 0 1
1 1 0


 ,H1 =




1 0 1
0 0 1
1 0 0


 , F1 =




1
1
1


 , R1 =




1
1
1




Pour ce sous système on a :

J11 =




0.4 0 0
0 1 0

−0.2 0 0


 , J12 =




0.2 −0.2 0.4
0 0 0

0.4 0.6 −0.2


 , J13 =




0.419 0 −0.61
0.2 0 −0.774

−0.619 0 0.163


 ,

J14 =




0.473 −0.473 −0.053
−0.4 0.4 0.2
−0.126 0.126 0.746


 .

Dans ce cas, on obtient :

N1 =



−0.6867 0.0780 −0.5023
0.3734 −0.4253 0.1294
0.6544 −0.8813 0.0136


 ,M1 =



−0.1110 −0.0666 −0.0888
−0.0964 −0.0888 −0.0597
−0.1443 −0.1332 −0.0222


 ,

Γ1 =




0.2415 0.1085 0.1676
−0.01793 0.0420 0.0665
−0.2277 −0.0317 −0.0167


 , G1 =




2 −1 2
0 1 −1
−1 2 −2


 .
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Sous-système 2 :

E2 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A22 =




1.4 0 0
0 −1.9 0
0 0 −2.2


 , A21 =




2.05 −0.91 2.18
0.17 0.24 −1.14
0.1 −0.24 0.08


 ,

B2 =




0 1 1
0 1 1
0 0 1


 ,H2 =




1 0 1
0 0 1
1 0 0


 , F2 =




1
1
1


 , R2 =




1
1
1


 .

il en découle que la matrice J2 est telle que :

J21 =




0.4 0 0
0 1 0

−0.2 0 0


 , J22 =




0.2 −0.2 0.4
0 0 0

0.4 0.6 −0.2


 , J23 =




0.419 0 −0.61
0.2 0 −0.774

−0.619 0 0.163


 ,

J24 =




0.473 −0.473 −0.053
−0.4 0.4 0.2
−0.126 0.126 0.746


 .

Les matrices N2 ,M2, Γ2, G2 de l’observateur sont données par :

N2 =



−0.1873 −0.3443 0.0753
−0.0893 0.0349 −0.0157
−0.0557 0.2044 −0.0496


 ,M2 =




0 −0.2442 −0.5551
0 −0.0815 −0.1037
0 0.0444 0.1332


 ,

Γ2 =




0.3613 −0.5085 −0.1383
0.0722 −0.0096 −0.2159
−0.0678 0.2474 −0.3182


 , G2 =




2 −1 2
0 1 −1
−1 2 −2


 .

Les figures (2.10)-(2.15) comparent les états estimés et les états du système global. La figure (2.16)
donne l’évolution de l’erreur ei entre la i-ème composante du système global et son estimée x̂i

relative au i-ème sous-système. Comme on peut le remarquer la méthode proposée assure la
convergence de l’état estimée vers l’état du système réel.
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Fig. 2.10 – L’état réel x1 du système global et son estimée
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Fig. 2.11 – L’état réel x2 du système global et son estimée
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Fig. 2.12 – L’état réel x3 du système global et son estimée
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Fig. 2.13 – L’état réel x4 du système global et son estimée
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Fig. 2.14 – L’état réel x5 du système global et son estimée
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Fig. 2.15 – L’état réel x6 du système global et son estimée
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2
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Fig. 2.16 – L’erreur d’estimation entre les états du système global et leurs estimées

Dans la suite du chapitre, on propose une nouvelle méthode de synthèse d’observateurs
décentralisés dont certaines interconnections sont supposées inconnues [MBDH].

2.5 Observateurs décentralisés ayant certaines des in-
terconnections inconnues

Dans ce paragraphe on s’intéresse à l’étude des observateurs décentralisés des systèmes sin-
guliers de grande dimension, mais cette fois-ci on présente une autre méthode où on n’utilise

pas la décomposition en valeurs singulière de la matrice
[

E
H

]
tel que l’on a fait dans le pa-

ragraphe précédent. En effet, l’approche est basée sur une nouvelle méthode de paramétrage
d’une équation de Sylvester généralisée, qui permet d’unifier la synthèse d’observateur d’ordre
plein, d’ordre réduit et d’ordre minimal pour les grands systèmes. Les conditions d’existence de
l’observateur décentralisé sont données à l’aide des LMIs. Un exemple est donné pour valider
l’approche proposée.

2.5.1 Position du problème
On considère le système linéaire singulier de grande dimension composé de N sous-systèmes

décrit par :

EσX(t) = AX(t) + Bu(t) (2.133a)
Z(t) = HX(t) (2.133b)

Les vecteurs X(t) et Z(t) sont définis respectivement par (2.2) et les matrices A, B, H et E
sont définies respectivement (2.3), (2.4), (2.38). Le système partitioné (2.133) peut s’écrire sous
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la forme de N sous-systèmes interconnectés comme suit :

Eiσxi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) + Divi(t) (2.134a)
zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (2.134b)

où Di et vi sont donnés respectivement par (2.88) et (2.89). L’objectif de ce paragraphe est de
synthétiser un observateur décentralisé pour chaque sous-système donné par (2.134) qui satisfait
les performances globales obtenues avec les observateurs centralisés.

On se propose de partitioner la matrice Di et le vecteur vi comme suit :

Divi =
[

Di1 Di2

] [
vi1

vi2

]
telle que la matrice Di1 soit de rang plein colonne.

Donc, selon la partition de Di, le système interconnecté (2.134), devient :

Eiσxi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) + Di1vi1(t) + Di2vi2(t) (2.135a)
zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (2.135b)

où vi1 est l’ensemble des interconnexions supposées inconnues et vi2 interconnexions à énergie
finie. Par conséquent, pour la matrice Di1, il existe donc une matrice de rang plein ligne E⊥Di ∈
IRri×ni telle que E⊥Di

[
Ei Di1

]
= 0.

Remarque 11 Si
[

Ei Di1

]
de rang plein colonne alors E⊥Di = 0.

Le but de ce travail est de synthétiser un observateur complètement décentralisé dont l’état global
converge vers l’état du système global. Pour cela on introduit l’hypothèse suivante qui correspond
à la condition d’existence d’un observateur interconnecté à interconnections inconnues :

Hypothèse 5

rang




Ei Di1

E⊥DiAii 0
Hi 0


 = ni + rang Di1.

Remarque 12 L’Hypothèse 5 est une généralisation de la condition d’existence d’un observateur
à entrées inconnues au cas des systèmes singuliers. Pour le cas des systèmes non singuliers, i.e.
Ei = Ini,on a E⊥Di = 0 l’hypothèse 5 devient :

rang

[
Ini Di1

Hi 0

]
= ni + rang Di1.

ce qui est équivalent à rang HiDi1 = rang Di1 (voir par exemple [DZX94]).

Pour le système singulier (2.135), on propose de synthétiser un observateur de la forme suivante :

σξi(t) = Niξi(t) + Miu(t) + Γizi(t) (2.136a)
x̂i(t) = Piξi(t)−QiE⊥Di

Biu(t) + Gizi(t) (2.136b)

où x̂i est l’estimée de xi, ξi est le vecteur d’état de l’observateur, les matrices Ni, Mi, Γi, Pi, Qi

et Gi sont des matrices inconnues de dimension appropriée et doivent être déterminées telle que
l’erreur d’estimation ei(t) = x̂i(t)− xi(t) est non biaisée, i.e sa dynamique est indépendante de
u(t) et xi(t) si vi2 = 0, converge vers zéro pour t →∞.
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Remarque 13 Pour la matrice singulière
[

Ei Di1

]
il existe toujours deux matrices non sin-

gulière M̄i et N̄i telles que [Dar06] :

[
Ei Di1

]
= M̄i

[
I 0
0 0

]
N̄i (2.137)

Dans ce cas, E⊥Di
peut s’écrire comme suit :

E⊥Di
= L̄i

[
0 I

]
M̄−1

i (2.138)

avec L̄i une matrice arbitraire non singulière de dimension appropriée.
Donc de l’équation (2.138), on peut voir que E⊥Di

n’est pas unique.

Remarque 14 (Unicité de l’observateur)
A partir de (2.138) de la Remarque 13 sur E⊥Di

, on peut déduire que la matrice L̄i n’est pas
unique. Soit L̄i1 une autre matrice inversible telle que

Ē⊥Di
= L̄i1

[
0 I

]
M̄−1

i (2.139)

et
Ē⊥Di

[
Ei Di1

]
= 0 (2.140)

Donc, il existe une matrice Φi de dimension appropriée telle que

ΦiL̄i1 = L̄i (2.141)

L̄i étant la matrice définie dans l’équation (2.138). D’autre part, en utilisant l’expression de
l’estimée de l’état donnée par l’équation (2.136b) on aura :

x̂i(t) = Piξi(t)−QiE⊥Di
Biu(t) + Gizi(t)

= Piξi(t)−Qi(L̄i

[
0 I

]
M̄−1

i )Biu(t) + Gizi(t)

= Piξi(t)−Qi(ΦiL̄i1

[
0 I

]
M̄−1

i )Biu(t) + Gizi(t)

= Piξi(t)−QiΦiĒ⊥Di
Biu(t) + Gizi(t) (2.142)

Par conséquent, le problème de synthèse d’observateur est indépendant du choix de E⊥Di
.

Remarque 15 Du système donné par (2.136), on peut reconstruire l’observateur global pour le
système (2.133) tel que :

σξ(t) = Nξ(t) + Mu(t) + ΓZ(t) (2.143)
X̂(t) = Pξ(t)−QE⊥Bu(t) + GZ(t) (2.144)

où :

N =




N1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . NN


 ,M =




M1
...

MN


Γ =




Γ1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . ΓN


 ,

73



Chapitre 2. Observateur décentralisé des systèmes de grande dimension à interconnexions inconnues

P =




P1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . PN


 , Q =




Q1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . QN


 , G =




G1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . GN




et E⊥ =




E⊥1 0 . . . 0

0
. . .

...
... 0 . . . E⊥N


 est telle que E⊥E = 0

Dans ce qui suit, on procédera à la synthèse d’un observateur décentralisé de la forme (2.136)
pour le système singulier (2.134) qui satisfait le critère H∞, c’est à dire :

Jc
zivi2

=
∫ ∞

0
(zT

i (t) zi (t)− γ2
civ

T
i2 (t) vi2 (t))dt < 0 (2.145)

pour les systèmes à temps continu et pour γci > 0 et

Jd
zivi2

=
∞∑

t=0

(zT
i (t) zi (t)− γ2

div
T
i2 (t) vi2 (t)) (2.146)

pour les systèmes à temps discret et pour γdi > 0.

2.5.2 Synthèse d’observateur décentralisé
Dans ce paragraphe, on considère le problème d’estimation de l’état du système singulier

(2.134), l’observateur décentralisé à synthétiser est donné par le système (2.136). La proposition
suivante donne les conditions d’existence et de stabilité de l’observateur (2.136)

Proposition 6 Pour vi2(t) = 0 le système (2.136) est un observateur asymptotique (i.e. :
lim
t→∞ x̂i(t)− xi(t) = 0) si :

i) σεi(t) = Niεi(t) est asymptotiquement stable.
ii) NiTiEi − TiAi + ΓiHi = 0

iii) TiDi1 = 0

iv) Mi = TiBi

v)
[

Pi Qi Gi

]



TiEi

E⊥Di
Ai

Hi


 = Ini

Ti est une matrice arbitraire à determiner.

Preuve 18 Soit

εi(t) = ξi(t)− TiEixi(t) (2.147)

l’écart entre ξi(t) et TiEixi(t), sa dynamique est donnée par :

σεi(t) = σξi(t)− TiEiσxi(t)
= Niξi(t) + Miui(t) + ΓiHixi(t)− TiAiixi(t)
− TiBiu(t)− TiDi1vi1(t)− TiDi2vi2(t) (2.148)
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en utilisant (2.147), l’équation (2.148) devient :

σεi(t) = Niεi(t) + (NiTiEi + ΓiHi − TiAii) xi(t)
+ (Mi − TiBi) u(t)− TiDi1vi1(t)− TiDi2vi2(t) (2.149)

la dynamique de l’erreur εi(t) est indépendante de l’état xi(t), de l’entrée u(t) et des intercon-
nexions inconnues vi1(t), et l’observateur (2.136) est asymptotiquement stable pour vi2(t) = 0,
si

σεi(t) = Niεi(t) (2.150)

est asymptotiquement stable et l’équation de Sylvester généralisée sous contrainte ci-dessous est
satisfaite :

NiTiEi − TiAii + ΓiHi = 0
TiDi1 = 0

Mi = TiBi

Ceci correspond aux conditions i), ii), iii) et iv) de la Proposition 6.
D’autre part, de l’équation (2.144) on peut écrire

x̂i(t) = Piεi(t)−QiE⊥Di
Biu(t) + GiHixi(t) (2.151)

de l’équation (2.134a) et en utilisant le fait que E⊥Di
Ei = 0 , on peut déduire :

−E⊥Di
Biu(t) = E⊥Di

Aiixi(t) + E⊥Di
Di2vi2(t) (2.152)

donc en utilisant l’équation (2.152), on peut écrire l’équation (2.151) comme suit :

x̂i(t) = Piεi(t) + QiE⊥i Di2vi2(t) +
[

Pi Qi Gi

]



TiEi

E⊥Di
Aii

Hi


xi(t) (2.153)

On définit maintenant l’erreur ei(t) comme suit :

ei(t) = x̂i(t)− xi(t)

= Piεi(t) + QiE⊥Di
Di2vi2(t) + (

[
Pi Qi Gi

]



TiEi

E⊥Di
Aii

Hi


− Ini)xi(t) (2.154)

Donc, pour vi2(t) = 0, l’erreur ei(t) est non biaisée si :

[
Pi Qi Gi

]



TiEi

E⊥Di
Aii

Hi


 = Ini (2.155)

et on a lim
t→∞ ei(t) = lim

t→∞(x̂i(t) − xi(t)) = lim
t→∞Piεi(t) = 0, car lim

t→∞εi(t) = 0 ce qui complète la
démonstration de la proposition.¥
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Remarque 16 Pour vi2(t) 6= 0, et si les équations ii), iii), iv) et v) de la Proposition 6 sont
satisfaites on obtient :

σεi(t) = Niεi(t)− TiDi2vi2(t) (2.156a)
ei (t) = Piεi(t) + QiE⊥i Di2vi2(t) (2.156b)

Donc les conditions d’existence de l’observateur (2.136) seront déterminées par l’étude du système
(2.156) ci-dessus qui conduit à la résolution d’une LMI.

Dans ce qui suit, on déterminera les paramètres de l’observateur par la résolution des équa-
tions ii), iii) et iv) de la Proposition 6.

2.5.3 Détermination des paramètres de l’observateur
Dans ce paragraphe on va determiner les paramètres de l’observateur à savoir les matrices

inconnues Ni, Mi, Γi, Pi, Qi et Gi. Pour cela on doit résoudre les équations ii), iii), iv) et v) de
la proposition 6. On commence par résoudre les équations ii), iii) et iv), pour cela on définit la
matrice T

′
i telle que

T
′
i = Ti + ΨiΦi (2.157)

où Ψi est une matrice arbitraire. Sous l’Hypothèse 5, et en utilisant le fait que que E⊥Di
Ei = 0

on peut réécrire les équations ii) et v) de la Proposition 6 comme suit :

[
Ni Ψi Γi

Pi Qi Gi

] 


T ′iEi

E⊥Di
Aii

Hi


 =

[
T ′iAii

Ini

]
(2.158)

D’autre part, comme E⊥Di
Di1 = 0, l’équation iii) de la proposition 6 est équivalente à T

′
i Di1 = 0,

qui a pour solution générale
T
′
i = T̄i(Ini −Di1D

+
i1) (2.159)

où T̄i est une matrice arbitraire à déterminer. D’où, l’équation (2.158) devient :

[
Ni Ψi Γi

Pi Qi Gi

]


T̄iĒi

E⊥Di
Aii

Hi


 =

[
T̄iĀii

Ini

]
(2.160)

où
Ēi = (Ini −Di1D

+
i1)Ei et Āii = (Ini −Di1D

+
i1)Aii.

Par conséquent, la synthèse de l’observateur décentralisé donné par (2.136) est réduite à trouver
les matrices T̄i, Ni, Ψi, Γi, Pi, Qi, Gi et Mi satisfaisant la condition (2.160).

Dans ce qui suit, on va donner la solution à l’équation de Sylvester généralisée donnée par
(2.160), mais avant on présente le Lemme suivant qui donne la relation entre l’Hypothèse 5 et le

rang de la matrice




Ēi

E⊥Di
Aii

Hi


.
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Lemme 9 Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) rang




Ei Di1

E⊥Di
Aii 0

Hi 0


 = ni + rang Di1

2) rang




Ēi

E⊥Di
Aii

Hi


 = ni.

Preuve 19 Soient Ui =




I −Di1D
+
i1 0

Di1D
+
i1 0

0 I


 une matrice de rang plein colonne et Vi =

[
I 0

−D+
i1Ei I

]

une matrice non singulière, on a alors

rang




Ei Di1

ΦiE⊥Di
Aii 0

Hi 0


 = rang


Ui




Ei Di1

E⊥Di
Aii 0

Hi 0


Vi




= rang




Ēi 0
0 Di1

E⊥Di
Aii 0

Hi 0




= rang




Ēi

E⊥Di
Aii

Hi


 + rang Di1

= ni + rang Di1

ce qui prouve le lemme.¥

Soient Ri une matrice de rang plein ligne et Σi =




Ri

E⊥Di
Aii

Hi


 telle que rang Σi = ni. Sous

l’Hypothèse 5, il existe deux matrices T̄i et Gi, telles que [DB09] :

[
T̄i Gi

]



Ēi

E⊥Di
Aii

Hi


 = Ri (2.161)

L’équation (2.161) admet une solution si et seulement si

rang




Ēi

E⊥Di
Aii

Hi

Ri


 = rang




Ēi

E⊥Di
Aii

Hi


 = ni. (2.162)

Cette condition est vérifiée sous l’Hypothèse 5 car rangΣi = ni,.
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Dans ce cas, une solution de (2.161) est donnée par :

T̄i = Ri




Ēi

E⊥Di
Aii

Hi



† [

I
0

]
(2.163)

et

Gi = Ri




Ēi

E⊥Di
Aii

Hi



† [

0
I

]
(2.164)

On a aussi sous l’Hypothèse 5, la solution générale à (2.160) est donnée par
[

Ni Ψi Γi

Pi Qi Gi

]
=

[
T̄iĀii

Ini

]
Ω†i −

[
Yi

Zi

] (
I − ΩiΩ

†
i

)
(2.165)

Ωi =




T̄iĒi

E⊥Di
Aii

Hi


 ∈ IR(ni+rϕi+mi)×ni , et

[
Yi

Zi

]
est une matrice arbitraire de dimension appropriée.

on obtient alors

Ni = ΛNi
− Yi∆Ni (2.166)

Ψi = ΛΨi − Yi∆Ψi
(2.167)

Γi = ΛΓi
− Yi∆Γi

(2.168)
Pi = ΛPi

− Zi∆Pi (2.169)
Qi = ΛQi

− Zi∆Qi
(2.170)

Gi = ΛGi
− Zi∆Gi

(2.171)

avec :

ΛNi = T̄iĀiiΩ
†
i




I
0
0


 (2.172)

∆Ni = (I − ΩiΩ
†
i )




I
0
0


 (2.173)

ΛΨi = T̄iĀiiΩ
†
i




0
I
0


 (2.174)

∆Ψi = (I − ΩΩ†)




0
I
0


 (2.175)

ΛΓi = T̄iĀiiΩ
†
i




0
0
I


 (2.176)

∆Γi = (I − ΩiΩ
†
i )




0
0
I


 (2.177)
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ΛPi = Ω†i




I
0
0


 (2.178)

∆Pi = (I − ΩiΩ
†
i )




I
0
0


 (2.179)

ΛQi = Ω†i




0
I
0


 (2.180)

∆Qi = (I − ΩiΩ
†
i )




0
I
0


 (2.181)

ΛGi = Ω†i




0
0
I


 (2.182)

∆Gi = (I − ΩiΩ
†
i )




0
0
I


 (2.183)

Remarque 17 On peut présenter une méthode qui permet de determiner la matrice Ri telle que
Σi est de rang plein colonne [DB09] :

Soit la décomposition en valeurs singulières de
[

E⊥Di
Aii

Hi

]
comme suit :

[
E⊥Di

Aii

Hi

]
= Ũi

T
[

Πi 0
0 0

]
Ṽi

où Ũi et Ṽi sont des matrices unitaires et Πi est une matrice diagonale avec des éléments et rang

Πi = rang
[

E⊥Di
Aii

Hi

]
, alors un des choix pour la matrice Ri est

[
0 I

]
Ṽi. En effet Σi peut

s’écrire comme Σi =

[
I 0

0 Ũi
T

]


0 I
Πi 0
0 0


 Ṽi, qui est de rang plein colonne.

Les conditions d’existence des matrices Yi et Zi telle que le système (2.156) soit asymptotiquement
stable pour vi2(t) = 0 , et telle que pour vi2(t) 6= 0 le critère H∞ soit satisfait (c’est à dire
Jc

zivi2
< γci pour le cas des systèmes continus et Jd

zivi2
< γdi pour les système à temps discret).

Dans la suite, on présente une solution au problème d’observation décentralisé aussi bien
pour le cas continu qu discret.

2.5.4 Observateur décentralisé : cas des systèmes continus
Théorème 11 [MBDH]

Sous l’hypothèse 5 et pour un γci > 0 donné, il existe un observateur de la forme (2.136) telle
que l’erreur ei (t) donné par (2.156) est asymptotiquement stable pour vi2(t) = 0 et ‖ei(t)‖2 <
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γci ‖vi2(t)‖2 pour vi2(t) 6= 0, s’il existe une matrice Xci
= Xci

T > 0 et une matrice ΩYi telle que
la LMI suivante soit satisfaite




(1, 1) (1, 2)
(
ΛPi

− Zi∆Pi

)T

(1, 2)T γciI (2, 3)T

ΛPi
− Zi∆Pi (2, 3) γciI


 > 0 (2.184)

où :

(1, 1) = −Xci
Ni −NT

i Xci
= −Xci

ΛNi
+ ΩYi∆Ni − ΛT

Ni
Xci

+ ∆T
Ni

ΩT
Yi

(1, 2) = −Xci
TiDi2 = −Xci

(
T
′
i −ΨiE⊥Di

)
Di2

= −Xci
T̄i(Ini −Di1D

+
i1)Di2 + Xci

ΛΨiE
⊥
Di

Di2 − ΩYi∆Ψi
E⊥Di

Di2

(2, 3) = −QiE⊥Di
Di2 = −ΛQi

E⊥Di
Di2 + Zi∆Qi

E⊥Di
Di2

où ΩYi = Xci
Yi.

Preuve 20 En utilisant i) de la proposition 6 et en utilisant le fait que Ti = T̄i(I −Di1D
+
i1) −

ΨiE⊥Di
, on peut écrire

ε̇i(t) = Niεi(t)− TiDi2vi2(t)
= Niεi(t)− (T̄iD̄i2 −ΨiE⊥Di

Di2)vi2(t) (2.185)

où D̄i2 = (I −Di1D
+
i1)Di2.

et en utilisant l’équation (2.153) on obtient

ei(t) = Piεi(t) + QiE⊥Di
Di2vi2(t) (2.186)

et en appliquant le lemme 6 au système donné par les équations (2.185) - (2.186) et en remplaçant
T̄i, Ni, Ψi, Pi et Qi par leurs valeurs respectives données par (2.163)− (2.166)− (2.167)− (2.169)
et (2.170) et en posant ΩYi = Xci

Yi, on obtient la LMI du théorème 11.¥

2.5.5 Observateur décentralisé : cas des systèmes discrets
Théorème 12 [MBDH]

Sous l’hypothèse 5 et pour un γdi > 0 donné, il existe un observateur de la forme (2.136) telle
que l’erreur ei (t) donnée par (2.156) soit asymptotiquement stable pour vi2(t) = 0 et ‖ei(t)‖2 <
γdi ‖vi2(t)‖2 pour vi2(t) 6= 0, s’il existe une matrice Xdi

= Xdi

T > 0 et une matrice ΩYi telle que
la LMI suivante soit satisfaite




Xdi
0 (1, 3) (1, 4)

0 γdiI ΛPi
− Zi∆Pi (2, 4)

(1, 3)T
(
ΛPi

− Zi∆Pi

)T
Xdi

0
(1, 4)T (2, 4)T 0 γdiI


 > 0 (2.187)
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où

(1, 3) = Xdi
Ni = Xdi

ΛNi −Xdi
Yi∆Ni

= Xdi
ΛNi − ΩYi∆Ni

(1, 4) = −Xdi
TiDi2

= −Xdi
T̄i(Ini −Di1D

+
i1)Di2 + Xdi

ΛΨiE
⊥
Di

Di2 − ΩYii∆Ψi
E⊥Di

Di2

(2, 4) = QiE⊥Di
Di2 = ΛQi

E⊥Di
Di2 − Zi∆Qi

E⊥Di
Di2

où ΩYi = Xdi
Yi.

Preuve 21 De la relation i) de la proposition 6 et en utilisant le fait que Ti = T
′
i −ΨiE⊥Di

, on
peut écrire

εi(t + 1) = Niεi(t)− TiDi2vi2(t)
= Niεi(t)− (T̄iD̄i2 −ΨiE⊥Di

)vi2(t) (2.188)

où D̄i2 = (I −Di1D
+
i1)Di2.

En utilisant l’équation (2.153) on a :

ei(t) = Piεi(t) + QiE⊥Di
Di2vi2(t) (2.189)

Par suite, en appliquant le lemme 7 au système donné par les équations (2.188) - (2.189), et
en substituant les matrices T̄i, Ni, Ψi, Pi et Qi par leurs valeurs on obtient la LMI du Théorème
12.¥

Un avantage très important de la méthode proposée peut être illustré par la remarque suivante.

Remarque 18 On remarque que l’observateur (2.136a− 2.136b) a une dimension βi 6 ni, donc
la méthode présentée donne une approche unifiée au problème de synthèse d’observateur. L’obser-
vateur d’ordre plein s’obtient lorsque βi = ni, l’observateur d’ordre réduit obtenu pour βi = ni−mi

et l’observateur d’ordre minimal obtenu pour βi = ni − rϕi −mi.

On résume dans la suite dans un algorithme, les différents étapes de synthèse de l’observateur
décentralisé proposé :

– Etape 1 : Trouver la matrice Ri telle que Σi =




Ri

E⊥Di
Aii

Hi


 de rang plein colonne.

– Etape 2 : Calculer la matrice T̄i en utilisant (2.163), et déduire T
′
i de l’équation T

′
i = T̄i(

Ini −Di1D
+
i1

)
.

– Etape 3 : Résoudre la LMI du Théorème 11 pour le système à temps continue et le
Théorème 12 pour les systèmes à temps discret, pour calculer les matrices de paramètres
Yi et Zi.

– Etape 4 : Calculer Ni, Ψi, Γi, Pi, Qi et Gi et en utilisant les équations (2.166), (2.167),
(2.168), (2.169), (2.170) et (2.171) respectivement.

– Etape 5 : Calculer Ti et en utilisant le fait que Ti = T
′
i −ΨiE⊥Di

, on peut déduire Mi en
utilisant Mi = TiBi.

Dans le paragraphe suivant, on va appliquer les résultats développés précédemment à un
exemple numérique.

81



Chapitre 2. Observateur décentralisé des systèmes de grande dimension à interconnexions inconnues

2.5.6 Exemple numérique
On considère le système interconnecté de la forme (2.133) avec

E =
[

E1 0
0 E2

]
, A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B1

B2

]
,H =

[
H1 0
0 H2

]
.

Sous système 1 :
Il est composé des matrices suivantes :

E1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A11 = 10−3



−1 0 0
0 −2 0
0 0 −3


 , A12 = D1 =




0.001 0 0
0 −0.002 0
0 0 −0.003


 ,

D11 =




0.001
0
0


 , D12 =




0 0
−0.002 0

0 −0.003


 , B1 =




1 0 1
0 0 1
1 1 0


 et H1 =

[
1 0 0
1 0 1

]

Pour ce système E⊥Di1
=

[
0 0 1

]
. Dans ce cas, il est facile de voir que l’hypothèse 5 est vérifiée.

Pour l’observateur d’ordre réduit (pour β1 = 1), soit

R1=
[
0 1 0

]

La solution à la LMI du Théorème 12 est donnée par

Z1 =




0 0 0 0 0
−222.04 −0.40 −67.98 67.98 135.97

0 −0.002 0 0 0




Y1 =
[
0.44 0.0008 0.13 −0.13 0− 0.27

]
et

Xd1 = 1.3705.

Les matrices de l’observateur sont

N1 = −0.0020,M1 =
[

0 0 1
]
,Γ1 = 10−12

[ −0.58 0.58
]
, P1 =




0
1
0


 ,

Q1E⊥D1
B1 = 10−12




111 111 0
−5 −5 0
−222 −222 0


 , G1 =

[
0.66 0.33
−0.33 0.33

]
.

Sous système 2 :
Il est composé des matrices suivantes : :

E2 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A22 = 10−4



−1 0 0
0 −4 0
0 0 −5


 ,

A21 = D2 =



−0.0005 0 0

0 −0.0008 0
0 0 −0.0002


 ,

D21 =



−0.0005

0
0


 , D22 =




0 0
−0.0008 0

0 −0.0002


 ,

B2 =




1 0 1
0 0 0
1 1 0


 et H2 =

[
1 0 0
1 0 1

]
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Pour ce système E⊥Di1
=

[
0 0 1

]
. Dans ce cas, il est facile de voir que l’hypothèse 5 est

vérifiée. Pour l’observateur d’ordre réduit (pour β1 = 1), soit

R1=
[
0 1 0

]

Z2 =




0 0.0005 0 0 0
−222.04 −0.15 −157 157 0

0 −0.001 0 0 0




Y2 =
[
0.0888 0.0001 0.0628 −0.0628 0

]
et

X2 = 2.3705.

Les matrices de l’observateur sont alors données par :

N2 = −0.0004,M2 = 10−20
[ −2 −2 0

]
,

Γ2 = 10−18
[ −12.73 −6.9

]
,

P2 =




0
1
0


 , Q2E⊥D2

B2 = 10−15




12.5 12.5 0
−0.03 −0.03 0
−25 −25 0


 ,

G2 =




1 0
0 0
−1 1


 .

Les figures (2.17), (2.18), (2.19) et (2.20) montrent les résultats de simulation obtenus et par
conséquent l’efficacité de l’approche proposée.
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Fig. 2.17 – Les états x1 (t), x2 (t), x3 (t) du système global (en trait continu) comparé
aux états estimés x̂11 (t), x̂12 (t), x̂13 (t) (en trait interrompu )
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Fig. 2.18 – Les états x4 (t), x5 (t), x6 (t) du système global (en trait continu) comparé
aux états estimés x̂21 (t), x̂22 (t), x̂23 (t) (en trait interrompu )
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Fig. 2.19 – L’erreur entre l’état du système global et l’état estimé du sous-système 1
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Fig. 2.20 – L’erreur entre l’état du système global et l’état estimé du sous-système 2

L’étude des observateurs interconnectés pour les systèmes de grande dimension, fera l’objet
de la dernière partie du chapitre.
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2.6 Observateur interconnecté des systèmes de grande
dimension

Dans cette section, on s’interesse à l’étude des observateurs interconnectés pour les systèmes
singuliers de grande dimension. Cette étude est motivée par le fait que les estimateurs d’état de
ces systèmes se présentent dans certains cas comme un ensemble constitué de sous-observateurs
interconnectés. Dans ce cas, on doit garantir en même temps la stabilité locale et globale du
"grand observateur". Pour assurer la stabilité locale, on doit l’étudier au niveau de chaque sous-
observateur, quant à la stabilité globale elle doit être étudiée en tenant compte des interactions
qui en général présentent des incertitudes. L’idée est proposer une nouvelle méthode permettant
de synthétiser une nouvelle forme d’observateurs interconnectés connectivement stable.

La méthode consiste à :

1. Décomposer l’observateur global en sous-observateurs localement stables.

2. Associer des fonctions de Lyapunov à chaque sous-observateur.

3. Montrer, la stabilité de l’observateur global en utilisant la notion de stabilité connective.

Avant d’entamer la synthèse de l’observateur, quelques définitions et résultats préliminaires sont
à rappeler.

2.6.1 Résultats préliminaires
Définition 13
Une matrice W = (wij)(1≤i,j≤N) de dimension N × N est dite "M-matrice" (ou matrice de
Metzeler) quand tous ses éléments extra-diagonaux vérifient wij ≤ 0 pour i 6= j et tous ses
mineurs principaux sont positifs c’est à dire :

∆k(W ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

w11 w12 . . . w1k

w21 w22 . . . w2k

. . . . . . . . . . . .
wk1 wk2 . . . wkk

∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, ∀k ∈ N

On utilisera aussi dans la suite le lemme suivant :

Lemme 10 [CL98]
Soient Xi, Yi deux vecteurs appartenant à IRn, Ri une matrice définie positive et %i une constante
strictement positive , alors on a :

XT
i RiYi + Y T

i RiXi ≤ %iX
T
i RiXi + %−1

i Y T
i RiYi (2.190)

Théorème 13 On considère une matrice C ∈ RN×N telle que C est une (-M)-matrice (ie : −C
est une (M)-matrice), alors les propositions suivantes sont équivalentes :

– λ(C) ⊂ C− (stabilité asymptotique)
– (−1)k∆k(C) > 0 : (condition de Sevastyanov-Kotelyanski)
– Il existe un y ∈ Rn tel que y > 0 et Cy < 0

Preuve 22 voir par exemple [FP62].
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Dans la suite de ce chapitre, on présentera une méthode de synthèse d’un observateur intercon-
necté pour les systèmes de grande dimension et on s’intéressera à la capacité d’un tel observateur
à être stable de manière robuste vis-a-vis des incertitudes sur les interconnexions entre les sous
observateurs qui les forment.

2.6.2 Position du problème
Soit le système de grande dimension suivant composé de N sous-systèmes interconnectés à

temps continu :

EẊ(t) = AX(t) + Bu(t) (2.191a)
Z(t) = HX(t) (2.191b)

Où le vecteur X(t) ∈ IRn×1, u(t) ∈ IRl×1 et Z(t) ∈ IRm×1 sont respectivement l’état, l’entrée
connue et la sortie mesurée. Les matrices E, A, B et H sont constantes réelles de dimension
appropriée.

Considérons la partition suivante pour les vecteurs X(t) et Z(t) :

X(t) =




x1(t)
x2(t)
...

xN (t)


, Z(t) =




z1(t)
z2(t)
...

zN (t)


.

Les matrices E, A, B et H sont partitionnées selon X(t) de manière suivante :

E =




E1 0 . . . 0
0 E2 . . . 0
... . . .

. . .
...

0 . . . . . . EN


, A =




A11 . . . A1N

A21 . . . A2N
...

. . .
...

AN1 . . . ANN


, B =




B1

B2
...

BN


, H =




H1 0 . . . 0
0 H2 . . . 0
... . . .

. . .
...

0 . . . . . . HN


.

Le système de grande dimension (2.191) peut s’écrire comme l’ensemble de N sous-systèmes
interconnectés de la forme :

Eiẋi(t) = Aiixi(t) + Biu(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Aijxj(k) (2.192a)

zi(t) = Hixi(t), i ∈ {1 . . . N} (2.192b)

où : Aii ∈ IRni×ni , Aij ∈ IRni×nj , Bi ∈ IRni×li , Hi ∈ IRmi×ni et n = n1 + . . . + nN .
Les vecteurs xi(t) et zi(t) sont respectivement l’état et la sortie du i-ème sous-système.

Hypothèse 6 Pour le système décentralisé (2.192), on suppose que les matrices
[

Ei

Hi

]
sont de

rang plein colonne.

Il existe alors une matrice non singulière Ji =
[

Ji1 Ji2

Ji3 Ji4

]
telle que,

Ji1Ei + Ji2Hi = Ini (2.193)
Ji3Ei + Ji4Hi = 0 (2.194)
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2.6.3 Observateur interconnecté pour les systèmes de grande di-
mension

Dans ce paragraphe, on s’interesse à l’étude de l’observateur interconnecté relatif au système
(2.192). Cet observateur peut s’écrire sous la forme :

ξ̇i(t) = Niξi(t) + Miu(t) + Γizi(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Nijξj(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Γijzj(t) (2.195a)

x̂i(t) = ξi(t) + (Ji2 −GiJi4)zi(t) (2.195b)

où x̂i est l’estimé de xi, ξi est l’état de l’observateur, les matrices Ni, Nij Mi, Γi, Γij et Gi

sont inconnues et doivent être déterminées telles que l’erreur d’observation ei(t) = xi(t)− x̂i(t)
soit non biaisée, (i.e sa dynamique est indépendante de u(t) et xi(t), et converge à zéro quand
t →∞).
L’observateur isolé relatif au sous-système i, obtenu quand toutes les interconnections sont nulles,
est donné par :

ξ̇i(t) = Niξi(t) + Miu(t) + Γizi(t) (2.196a)
x̂i(t) = ξi(t) + (Ji2 −GiJi4)zi(t) (2.196b)

Sous la condition de l’hypothèse 6 et en utilisant la définition de la matrice Ji, l’erreur
d’estimation de l’état ei(t) = xi(t)− x̂i(t), relative à l’observateur interconnecté est donnée par :

ei(t) = (Ji1 −GiJi3)Eixi(t)− ξi(t) (2.197)

sa dynamique obéit à :

ėi(t) = Niei(t) +
N∑

j=1,j 6=i

Nijej(t) + (ΨiBi −Mi)u(t) + (ΨiAii −NiΨiEi − ΓiHi)xi(t)

+
N∑

j=1,j 6=i

(ΨiAij −NijΨjEj − ΓijHj)xj(t) (2.198)

où Ψi = (Ji1 −GiJi3) et Ψj = (Jj1 −GjJj3) .
La synthèse de l’observateur interconnecté consiste à trouver les matrices Ni, Nij , Mi, Γi,

Γij et Gi telles que l’observateur (2.195) est asymptotiquement connectivement stable. Puis, de
l’équation (2.198) on peut déduire la proposition suivante qui donne les conditions d’existence
et de stabilité de l’observateur (2.195).

Proposition 7 Le système (2.195) est un observateur asymptotique pour le système (2.192) (i.e :
lim
t→∞(xi(t)− x̂i(t)) = 0) si :

i) ėi(t) = Niei(t) +
∑N

j=1,j 6=i Nijej(t) est asymptotiquement connectivement stable.

ii) ΨiAii −NiΨiEi − ΓiHi = 0

iii) ΨiBi −Mi = 0.

iv) (ΨiAij −NijΨjEj − ΓijHj) = 0, ∀j ∈ {1 , . . . , N} et j 6= i
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Pour résoudre les équations ii) et iii) de la Proposition 7, sous l’Hypothèse 6, on va réécrire
l’équation ii) comme suit :

Ji1Aii −GiJi3Aii −NiJi1Ei − LiHi = 0 (2.199)

avec Li = NiGiJi4 + Γi, où on a utilisé l’expression de Ψi.
Ceci est équivalent à l’équation algébrique suivante :

YiΣi = Ωi (2.200)

où Yi =
[

Ni Gi Li

]
, Σi =




Ji1Ei

Ji3Aii

Hi


 et Ωi = Ji1Aii.

Cette équation admet toujours des solutions car Σi est de rang plein colonne (voir paragraphe
2.3.3).

Ces solutions sont de la forme

Yi = ΩiΣ+
i −Zi(I − ΣiΣ+

i ) (2.201)

où Zi est une matrice arbitraire de dimension appropriée.
Les matrices Ni, Gi, Li, Mi et Γi sont alors données par :

Ni = (ΩiΣ+
i −Zi(I − ΣiΣ+

i )




I
0
0


 (2.202)

Gi = (ΩiΣ+
i −Zi(I − ΣiΣ+

i )




0
I
0


 (2.203)

Li = (ΩiΣ+
i −Zi(I − ΣiΣ+

i )




0
0
I


 (2.204)

Γi = Li −NiGiJi4 (2.205)
Mi = ΨiBi (2.206)

D’autre part l’équation iv) de la proposition 7, s’écrit :
[

Nij Lij

]
Θj = γij (2.207)

où Θj =
[

Jj1Ej

Hj

]
, γij = ΨiAij et Lij = NijGjJj4 + Γij .

L’équation (2.207) admet une solution si et seulement si :

rang

[
Θj

γij

]
= rang (Θj) (2.208)

Sous l’hypothèse 6 et en utilisant la matrice Jj , on obtient :

rang(Θj) = rang

[
Jj1Ej

Hi

]
= rang

[
I − Jj2Hj

Hj

]

= rang

[
Jj1 0
0 I

] [
Ej

Hj

]
= nj
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donc,

Nij = (γijΘ+
j −Zij(I −ΘjΘ+

j )
[

I
0

]
(2.209)

Lij = (γijΘ+
j −Zij(I −ΘjΘ+

j )
[

0
I

]
(2.210)

et

Γij = Lij −NijGjJj4 (2.211)

Les matrices Gj sont calculées par :

Gj = (ΩjΣ+
j −Zj(I − ΣjΣ+

j )




0
I
0


 , ∀j 6= i. (2.212)

Dans ce qui suit, on va s’intéresser à l’étude de stabilité de l’observateur interconnecté, on donnera
les conditions pour lesquelles l’observateur (2.195) est asymptotiquement connectivement stable.
En effet, en utilisant les fonctions de comparaisons [Sil91], on démontre que sous des conditions
relativement simples la stabilité de l’observateur découplé (2.196) obtenu quand les intercon-
nexions sont nulles implique la stabilité de l’observateur interconnecté (2.195). Ces conditions
sont données par le théorème suivant.

Théorème 14 Pour le système (2.192), l’observateur interconnecté (2.195) est asymptotique-
ment connectivement stable, si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. L’observateur découplé (2.196) est asymptotiquement stable.

2. Pour l’observateur interconnecté, il existe un nombre positif Λij, tel que :

‖ Nij ‖≤ Λij , ∀j 6= i (2.213)

3. Il existe deux matrices de Lyapunov Pi et Ri et une matrice C = (cij)N×N , telle que C
est une (−M)-matrice, avec :

{
cii = −λm(Pi)+λM (Ri)

λM (Ri)
∀ i = j

cij = Λij ∀ i 6= j

Preuve 23 Soit, eidecp
l’erreur d’observation relative à l’observateur découplé (2.196). Sa dyna-

mique est donnée par :

ėidecp
(t) = Nieidecp

(t) (2.214)

Cette erreur converge vers zéro quand t → ∞ si Ni est une matrice de Hurwitz. Donc, il existe
une matrice définie positive Ri telle que :

NT
i Ri + RiNi = −Pi (2.215)
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avec Pi > 0.
Maintenant, on définit la fonction de Lyapunov suivante :

vi(t, ei) = eT
i (t)Riei(t) (2.216)

On a alors :

λmin(Ri)‖ei‖2 ≤ vi(ei) ≤ λmax(Ri)‖ei‖2, i ∈ {1 . . . N} (2.217)

En utilisant (2.214) et (2.215) on a :

v̇i(t, ei) ≤ −λmin(Pi)‖ei‖2, i ∈ {1 . . . N} (2.218)

D’autre part, on a :

ėi = Niei +
N∑

j=1,j 6=i

Nijej(t) i ∈ {1 . . . N} (2.219)

On définit la fonction de Lyapunov suivante :

Vi(t, ei) =
N∑

i=1

yivi(ei, t) i ∈ {1 . . . N} (2.220)

où yi > 0. La fonction Vi(ei, t) satisfait l’inégalité suivante :

µ1‖e‖∞ ≤ Vi(ei, t) ≤ µ2‖e‖∞, i ∈ {1 . . . N} (2.221)

où µ1 et µ2 sont définis par :

µ1 = min(yi, λmin(Ri)) > 0 (2.222)

µ2 =
N∑

i=1

yi λmax(Ri) > 0 (2.223)

Pour i, j ∈ {1 . . . N}, la dérivée de Vi(t, ei) le long des solutions de (2.219) est donnée par :

V̇i(t, ei) =
N∑

i=1

yie
T
i [NT

i Ri + RiNi]ei +
N∑

i=1

yi

N∑

j=1,j 6=i

eT
j NT

ijRiei +
N∑

i=1

yie
T
i Ri

N∑

j=1,j 6=i

Nijej

en utilisant le Lemme 10 on peut déduire :

V̇i(t, ei) ≤
N∑

i=1

yiv̇i +
N∑

i=1

yie
T
i Riei +

N∑

i=1

yiRi

N∑

j=1,j 6=i

eT
j NT

ij

N∑

j=1,j 6=i

Nijej

et pour définir les bornes des interconnections entre les sous-observateurs, on utilise les valeurs
propres de (NijN

T
ij ) telles que Λij = λmax(NijN

T
ij ), on a alors

V̇i(t, ei) ≤
N∑

i=1

{−yiλmin(Pi)‖ei‖2 + yiλmax(Ri)‖ei‖2 + yiλmax(Ri)
N∑

j=1,j 6=i

Λij‖ej‖2}

≤
N∑

i=1

yi{−λmin(Pi) + λmax(Ri)
λmax(Ri)

‖ei‖2 +
N∑

j=1,j 6=i

Λij‖ej‖2}

≤ yT Cφ(‖e‖)
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avec :

yT =
[

y1 y2 . . . yn

]

C =




c11 c12 . . . c1N

c21 c22 . . . c2N
...

...
. . .

...
cN1 . . . . . . cNN




φT (‖e‖) =
[ ‖e1‖2 ‖e2‖2 . . . ‖en‖2

]

cii =
−λmin(Pi) + λmax(Ri)

λmax(Ri)
cij = Λij

Comme toutes les composantes de φ(‖e‖) sont non negatives et C satisfait la condition 3) du
Théorème 14, alors toutes les valeurs propres de C sont à parties réelles négatives (voir Théorème
13) et Vi est une fonction bornée comme l’indique la relation (2.221) alors en utilisant le principe
de comparaison [Sil91], V̇i(ei, t) ≤ 0 donc l’erreur d’estimation de l’état est asymptotiquement
connectivement stable.¥

Remarque 19 Le terme d’interconnection Nij entre les sous-observateurs est donnée par :

Nij = (γijΘ+
j −Zij(I −ΘjΘ+

j )
[

I
0

]
(2.224)

où Zij est une matrice arbitraire à determiner telle que l’observateur (2.195) soit asymptotique-
ment connectivement stable, où on utilise les résultats du théorème 14 (le fait que C est une
(−M) −matrice). En pratique, on peut choisir la matrice Zij telle que λmax(NijN

T
ij ) > 0, en

particulier pour Zij = 0

2.6.4 Exemple numérique
On considère le système de grande dimension à temps continu décrit par (2.191), tel que :

E =
[

E1 0
0 E2

]
, A =

[
A11 A12

A21 A22

]
,

B =
[

B1

B2

]
,H =

[
H1 0
0 H2

]
.

Les sous-systèmes sont composées des matrices suivantes :

Pour le sous-système 1 :

E1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A11 =



−0.6 0 0
−0.1 −0.3 0
−0.5 0.8 −0.42


 , A12 =




0.96 0.58 0.06
0.96 0.58 1.01
−2.82 0.88 1.65


 ,

B1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , H1 =




1 0 0
1 0 1
0 0 1
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Pour le sous-système 2

E2 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , A22 =



−0.40 0 0
0.5 −0.9 0.1
−0.3 −0.7 −0.2


 , A21 =




2.05 −0.91 2.18
0.17 0.24 −1.14
0.1 −0.24 0.08


 ,

B2 =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 , H2 =




1 0 1
0 0 0
0 0 1


 .

Il s’en suit que :

Pour le sous-système 1, on obtient :

J11 =




0.4 0 0
0 1 0

−0.2 0 0


 , J12 =




0.4 0.2 −0.2
0 0 0

−0.2 0.4 0.6


 , J13 =



−0.61 0 0.16
−0.41 0 −0.61
0.2 0 −0.77




et

J14 =




0.74 −0.12 0.12
−0.05 0.47 −0.47
0.2 −0.4 0.4


 .

Dans ce cas on a :

N1 =



−0.15 0 0

0 −0.7 0
0 0 −0.1




qui est déterminée par placement de pôles avec

Z1 =




0.101 −0.028 0.024
−0.016 0.501 0.008
0.024 0.014 0.197
−0.003 −0.138 0.004
−0.016 0.358 0.010
−0.013 0.497 0.006
−0.017 −0.097 0.015
−0.004 −0.180 0.005
0.012 −0.082 −0.009




On a aussi

M1 =




0.36 0 0
0.009 1 −0.5
−0.183 0 0


 , Γ1 =



−0.10 −0.05 0.05
0.03 0.12 0.08
0.047 0.02 −0.02


 ,

G1 =



−0.038 −0.02 0.012
0.091 −0.29 −0.39
0.016 0.011 −0.005


 , N12 =




0.102 0.038 0.294
0.038 0.044 0.181
0.294 0.181 1.173




Γ12 =




1.24 0 −1.35
−0.083 0 0.084
−1.82 0 3.20


 .
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où λmax(N12N
T
12) = 1.277

Pour le sous-système 2, on a :

J21 =




0.66 0 0
0 1 0

−0.33 0 0


 , J22 =




0.33 0 −0.33
0 0 0

0.33 0 0.66


 ,

J23 =



−0.471 0 −0.57

0 0 0
0.33 0 −0.81


 , J24 =




0.471 0 −0.47
0 1 0

−0.33 0 0.33


 .

N2 =



−0.15 0 0

0 −0.7 0
0 0 −0.2


 , M2 =




0 0.62 0
0 0.122 1
0 −0.314 0


 , Γ2 =



−0.155 0 0.155
0.622 0 −0.465
0.0598 0 −0.059


 ,

G2 =



−0.0562 0 0.039
0.007 0 −0.355
0.0213 0 −0.015


 .

pour,

Z2 =




−0.0049 0.312 0.077
0.0217 0.0435 −0.0108
0.0774 −0.1561 0.1712
−0.006 −0.119 0.0097

0 0 0
−0.033 0.0083 0.012
0.0348 −0.215 0.00049

0 0 0
−0.0285 0.227 −0.003




N21 =



−0.846 −0.564 0.466
0.449 0.197 −0.346
0.361 0.286 −0.41


 , Γ21 =




0.662 1.007 0.345
0.408 −0.244 −0.652
−0.341 −0.513 −0.172




avec λmax(N21N
T
21) = 1.956.

Les figures (2.21)-(2.26) comparent les composantes de l’état du système global (en trait
continu) et leurs estimées moyennant l’observateur interconnecté (en pointillé) et les figures (2.27)
et (2.28) tracent l’évolution de l’erreur d’observation. On peut bien remarquer la convergence
des résultats de la méthode proposée.
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Fig. 2.21 – La première composante du système global x1 (t) (en trait continu) comparé
à son estimée (en pointillé)
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Fig. 2.22 – La deuxième composante du système global x2 (t) (en trait continu) comparé
à son estimée (en pointillé)
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Fig. 2.23 – La troisième composante du système global x3 (t) (en trait continu) comparé
à son estimée (en pointillé)
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Fig. 2.24 – La quatrième composante du système global x4 (t) (en trait continu) comparé
à son estimée (en pointillé)
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Fig. 2.25 – La cinquième composante du système global x5 (t) (en trait continu) comparé
à son estimée (en pointillé)
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Fig. 2.26 – La sixième composante du système global x6 (t) (en trait continu) comparé à
son estimée (en pointillé)
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Fig. 2.27 – L’erreur d’estimation de l’état entre les 3 première composantes du système
global et les composantes du sous-système 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−0.02

0

0.02

0.04

0.06

time

erro
r

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−0.5

0

0.5

1

time

erro
r

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
−1

0

1

2

3

time

erro
r

e21=x4−x21hat

e22=x5 −x22hat

e23=x6−x23hat

Fig. 2.28 – L’erreur d’estimation de l’état entre les 3 dernière composantes du système
global et les composantes du sous-système 2

2.7 Conclusion
Dans ce chapitre, on a présenté des méthodes de synthèses d’observateurs et de filtrage H∞

décentralisés pour les systèmes de grande dimension aussi bien pour le cas continu que pour le
cas discret. La complexité des observateurs centralisés et /ou la dispersion géographique de ses
composantes constituent une motivation à l’étude de la structure décentralisée de ces estimateurs
d’état.

Dans une première étape, on s’est intéressé à l’étude des observateurs décentralisés pour les
systèmes standard de grande dimension ou les interconnections sont considérées comme incon-
nues. On a fait des transformations sur le modèle initial afin d’extraire la partie des mesures
libres des entrées inconnues. On a illustré les conditions d’existence relatifs à ces observateurs et
on a présenté deux méthodes de calcul de la matrice de gain de l’observateur ; la première utilise
le placement de pôle et la deuxième est basée sur les inégalités matricielles linéaires (LMIs). Les
deux méthodes précédentes ont été testées sur deux exemples numériques.

Dans la deuxième partie de ce chapitre, on s’est intéressé à la synthèse des observateurs
et des filtres H∞ pour les systèmes singuliers de grande dimension continus et discrets. Les
interconnections sont considérés comme entrée inconnues et les perturbations du système sont
inconnues mais à énergie bornée. On a proposé dans ce contexte, une méthode de determination
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de la matrice gain Zi du filtre basée sur les LMIs. Cette méthode assure aussi bien la stabilité
du filtre décentralisé que l’atténuation des perturbations. La formulation LMI est obtenue en
transformant l’équation de la dynamique de l’erreur en système singulier, et ce afin de contourner
le problème de la dérivée du bruit qui apparaît dans cette dynamique. Une application numérique
permettant d’illustrer l’efficacité de l’approche proposée.

La suite de ce chapitre, a été consacrée à l’étude d’une nouvelle forme d’observateur dé-
centralisé pour les systèmes singuliers de grande dimension. On a proposé une approche unifiée
au problème de synthèse d’observateur décentralisé qui couvre les observateurs d’ordre plein,
d’ordre réduit et d’ordre minimal. Cette méthode est basée sur une nouvelle paramétrisation de
l’équation de Sylvester généralisée. Les inégalités matricielles linéaires (LMIs) sont utilisées pour
le calcul de la matrice gain de l’observateur et l’approche est validée par un exemple numérique.

Dans la dernière partie de ce chapitre, on a proposé une nouvelle méthode pour la synthèse
des observateurs interconnectés pour les systèmes singuliers de grande dimension. Cette méthode
consiste à synthétiser un observateur interconnecté connectivement stable. Cette stabilité est
assurée non seulement en la présence ou non des interconnections entre sous-observateurs, mais
aussi pour certains types de non-linéarité au niveau de ces interconnections. L’analyse de stabilité
est basée sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques et l’approche de la stabilité
connective. Il faut noter que vue la similitude de l’approche pour le cas continu et pour le cas
discret, on a choisi de traiter uniquement le cas des systèmes continus. La méthode proposée est
testée sur un exemple numérique. Toutes les approches développées le long de ce chapitre sont
récapitulées par un algorithme résumant les différentes étapes de synthèse.

La suite de ce travail sera consacré à la commande basée-observateur pour les systèmes de
grande dimension standards et singuliers, ceci fera l’objet du chapitre 3.

97



Chapitre 2. Observateur décentralisé des systèmes de grande dimension à interconnexions inconnues

98



Chapitre 3

Commande décentralisée des systèmes
de grande dimension

3.1 Introduction
Pour les systèmes de grande dimension, la mise en oeuvre de lois de commande présente un

intérêt croissant. La satisfaction des performances spécifiques est tributaire d’un choix judicieux
du correcteur, chose qui nécessite la disponibilité des états et des entrées du système. Cependant,
devant l’impossibilité d’installer un grand nombre de capteurs à cause de leurs coûts ou à cause
de contraintes liées au système, la disponibilité de l’état n’est que partielle. De plus, les mesures
peuvent être affectées par des bruits de mesure. Dans ce cas, le défi à relever est de trouver un
correcteur performant en se basant sur des mesures partielles et qui sont aussi affectées par du
bruit. La synthèse de ce type de correcteur est souvent basée sur des observateurs ou des filtres
qui estiment soit l’intégralité du vecteur d’état, soit la partie non mesurée de ce vecteur, soit
une combinaison linéaire des coordonnées de celui-ci. Le vecteur de commande pourrait être vu
comme l’estimation d’une combinaison des composantes du vecteur d’état.

Ce chapitre, peut être vu comme une validation des différentes méthodes d’estimation propo-
sées précédemment sur la commande. On aborde alors le problème de la commande basée obser-
vateur pour les systèmes de grande dimension standards mais aussi pour les systèmes plus géné-
raux ou singuliers. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al ([KLZ08], [KLZ09a] et
[KLZ09b]...) développés pour les systèmes déterministes au cas des systèmes standards perturbés
et aux systèmes singuliers. Le but est de synthétiser une commande basée sur un filtre H∞ pour
les systèmes standards et singuliers de grande dimension ayant des interconnections non linéaires,
considérées comme quadratiquement bornées [KLZ09b]. Dans un premier temps, on commence
dans ce chapitre par la synthèse de la commande basée sur un filtre pour les systèmes standards
de grande dimension affectés par une perturbation exogène. Le gain par retour d’état et le gain
du filtre sont paramétrés à l’aide des inégalités matricielles linéaires (LMIs). Une validation de
l’approche proposée sera réalisée sur un exemple pratique de système électrique composé de trois
générateurs interconnectés. Le choix de cet exemple est motivé par sa particularité de satisfaire
la contrainte quadratique sur les interconnections.

Dans le second volet de ce chapitre, on s’intéresse aux systèmes singuliers de grande di-
mension, dont les mesures et l’état sont affectées par une perturbation exogène. Le but est de
determiner une loi de commande en utilisant un filtre qui satisfait un critère de performance
H∞ dont la perturbation est supposée être inconnue mais à énergie finie. Notons que le fait de
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considérer les systèmes singuliers permet de couvrir la classe la plus générale des systèmes et
qu’on peut retrouver le cas standard étudié par Kalsi et al en prenant la matrice E = I. De
plus, le fait d’introduire un bruit exogène à énergie finie dans l’équation d’état, permet d’étudier
la commande basée sur un filtre H∞, contrairement aux travaux réalisés par par Kalsi et al où
l’étude porte sur la commande basée sur un filtre pour un système déterministe et standard. Le
gain du filtre est paramétré en utilisant les conditions de non biais sur la dynamique de l’erreur
d’estimation. Les conditions d’existence du filtre sont obtenues à l’aide des inégalités matricielles
linéaires (LMIs). Ce qui génère des conditions de solvabilité moins restrictives que celles intro-
duites dans [KLZ08]. Dans ce chapitre, contrairement aux études de Kalsi et al. (voir [KLZ08]
par exemple), on n’impose aucune condition sur la distance entre la paire de matrices formée
par la matrice d’état et la matrice d’entrée et l’ensemble de paires de matrices incontrôlables.
De plus, on tient compte de la maximisation des bornes de l’interconnexion inconnue, ce qui est
très important en pratique.

Le problème à résoudre dans cette partie peut être défini comme suit :
– Synthétiser un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée du système objet

d’étude.
– Ce même système augmenté par l’erreur d’estimation doit être admissible et l’erreur d’es-

timation doit satisfaire le critère de performance H∞.
La synthèse de la commande décentralisée basée sur un filtre H∞ proposée [MBDHa], [MBDHb]
opère en deux étapes :

– La première étape consiste à trouver le gain par retour d’état qui permet d’atteindre les
objectifs de commande (stabilité, atténuation de perturbation...).

– La deuxième étape porte sur la synthèse de la commande basée sur le filtre H∞, qui nous
permettra de reconstruire cette loi de commande à travers un observateur (filtre).

Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par retour d’état et les
paramètres du filtre. L’avantage de la méthode proposée est de construire un filtre qui a la même
dimension que la commande, donc d’ordre réduit. Dans ce cas, la commande est exprimée en
fonction de l’état (une fonctionnelle de l’état) à savoir ui = Kixi. Notons que l’avantage majeur
de l’approche proposée dans ce chapitre est d’utiliser un filtre H∞ qui permet d’estimer la loi de
commande sans pour autant passer par l’estimation de tous les états du système. Cela permet
donc de réduire l’ordre du correcteur via un filtre H∞ du fait que le filtre et la loi de commande
synthétisée sont du même ordre. Une application numérique permettant d’illustrer l’efficacité de
l’approche proposée à la fin de ce chapitre.

Il est à noter que vu la similitude de l’approche entre le cas continu et le cas discret, seul le
cas des systèmes continu de grande dimension est traité.

3.2 Commande basée sur un filtre pour les systèmes
non singuliers de grande dimension

Considérons une classe de systèmes interconnectés perturbée décrite par le modèle suivant :

ẋi(t) = Aiixi(t) + Biui(t) + Divi(X) + Fiwi(t) (3.1a)
zi(t) = Hixi(t) + Riwi(t), i ∈ {1 . . . N} (3.1b)

avec Aii, Bi, Di, Fi,Hi and Ri sont des matrices constantes de dimension appropriées. Les vec-
teurs xi ∈ IRni , ui(t) ∈ IRli , zi(t) ∈ IRmi et wi(t) ∈ IRqi sont respectivement l’état, l’entrée, la
sortie et la perturbation du système, qui est supposée à énergie finie.

100



3.2. Commande basée sur un filtre pour les systèmes non singuliers de grande dimension

La variable X(t) est l’état du système global donnée par X(t) =




x1(t)
x2(t)
...

xN (t)


 ∈ IRn représente le

vecteur d’état du système globale, avec n =
∑N

i=1 ni.
vi(X) représente l’interconnection du i-éme sous système qui est supposée globalement bornée,
avec ‖vi(X)‖ ≤ ρi pour ρi > 0 [KLZ10] et satisfait la contrainte quadratique donnée par l’Hy-
pothèse 7 citée ci-après.

Remarque 20 On peut déduire que pour Fi = 0 et Ri = 0, on obtient le système déterministe
standard considéré dans [KLZ08], [KLZ09a] et [KLZ09b].

Dans la suite de ce chapitre, on présentera la procédure de synthèse de la commande décentralisée
basée sur un filtre pour les systèmes non singuliers de grande dimension. On commence par
introduire les hypothèses de travail.

3.2.1 Problème et hypothèses de base
Dans la suite, on pose les hypothèses suivantes :

Hypothèse 7 On suppose que les interconnections du système vérifient la même contrainte
quadratique que dans [KLZ08], [KLZ09b] et [KLZ10], c’est à dire :

(Divi)T Divi ≤ α2
i X

T τT
i τiX (3.2)

où αi est une constante positive connue et τi ∈ IRni×n est une matrice connue de dimension
appropriée.

Hypothèse 8 La matrice d’entrée Bi est de rang plein colonne.

Remarque 21 Les Hypothèses 7 et 8 ne sont pas restrictives car la condition (3.2) est généra-
lement satisfaite en pratique comme on peut le voir dans [KLZ09c] par exemple et la condition
imposée par l’hypothèse 8 est une condition standard et nécessaire pour le calcul de la loi de
commande.

On propose maintenant la structure suivante du correcteur basé sur un filtre H∞ donné par
[MBDHb] :

ξ̇i(t) = Niξi(t) + Miui(t) + Jizi(t) (3.3a)
ui(t) = ξi(t) + Gizi(t) (3.3b)

avec ξi ∈ IRli est le vecteur d’état du filtre, Ni, Mi, Ji et Gi sont des matrices inconnues de
dimensions appropriées, qu’on déterminera dans la suite de ce chapitre.

Avant de présenter la méthode de synthèse proposée, on donne quelques definitions et quelques
résultats préliminaires qui nous seront utiles dans la suite.

Définition 14 Le système donné par (3.1) est dit asymptotiquement stabilisable basé sur un
filtre, si et seulement si il existe une loi de commande donnée par (3.3b) telle que, pour wi(t) = 0 :
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1. Il existe un gain Ki pour chaque sous système tel que ui converge vers Kixi. En d’autres
termes, l’erreur d’estimation donnée par :

ei(t) = ui(t)−Kixi(t) (3.4)

converge vers zéro, c’est à dire limt→∞ ei(t) = 0.

2. Le système en boucle fermée formé par (3.1) et le correcteur (3.3b) est asymptotiquement
stable .

On utilisera aussi l’indice de performance H∞ défini par

Jeiwi =
∫ ∞

0
(eT

i ei − γ2
i wT

i wi)dt (3.5)

pour un scalaire γi > 0 donné.
Alors, le problème à résoudre dans cette partie peut être posé comme suit :

Problème : Construire un correcteur basé sur le filtre H∞ donné par (3.3) tel que :
– Le système (3.1) est asymptotiquement stablilizable (voir la Définition 14) basé sur le filtre

donné par (3.3)
– Le système (3.1) augmenté par l’erreur d’estimation (3.4) est admissible et l’erreur d’esti-

mation satisfait le critère de performance H∞, Jeiwi < 0 pour un scalaire γi > 0.

3.2.2 Synthèse d’une commande basée sur un filtre
Dans cette partie, on propose de résoudre le problème de la commande basée sur un filtre

H∞. Pour cela, on commence par calculer les paramètres de l’observateur à synthétiser.
D’après l’expression de la commande ui(t) donnée par (3.3b), l’erreur d’estimation définie dans
(3.4) s’écrit :

ei(t) = ui(t)−Kixi(t)
= ξi(t) + Gizi(t)−Kixi(t) (3.6)

D’après l’expression de zi(t) donnée par (3.1b), on obtient :

ei(t) = ξi(t) + ψi1xi(t) + GiRiwi(t) (3.7)

avec

ψi1 = GiHi −Ki (3.8)

La dynamique de l’erreur d’estimation obéit à :

ėi(t) = ξ̇i(t) + ψi1ẋi(t) + GiRiẇi(t)
= Niξi(t) + Miui(t) + JiHixi(t) + JiRiwi(t) + ψi1Aiixi(t) + ψi1Biui(t)
+ ψi1Divi(X) + ψi1Fiwi(t) + GiRiẇi(t) (3.9)

et d’après (3.7) on a :

ξi(t) = ei(t)− ψi1xi(t)−GiRiwi(t) (3.10)
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En remplaçant ξi(t) par son expression donnée par (3.10), on aura :

ėi(t) = Niei(t)−Niψi1xi(t)−NiGiRiwi(t) + ψi1Aiixi(t) + JiHixi(t)
+ (ψi1Bi + Mi)ui(t) + ψi1Divi(X) + ψi1Fiwi(t) + GiRiẇi(t)
= Niei(t)− (Niψi1 − ψi1Aii − JiHi)xi(t) + (ψi1Bi + Mi)ui(t)
+ ψi1Divi(X) + [(Ji −NiGi)Ri + ψi1Fi]wi(t) + GiRiẇi(t) (3.11)

Alors, la synthèse du filtre H∞ se réduit à déterminer les matrices Ni, Mi, Ji et Gi telles que :
1. L’observateur donné par (3.3) est non biaisé (c’est à dire que la dynamique de l’erreur

d’estimation ne dépend pas explicitement de l’etat xi et de l’entrée ui du système (3.1)
pour wi(t) = 0).

2. L’observateur (3.3) est stable, c’est à dire Ni est Hurwitz.
Les conditions 1) et 2) ci-dessus sont satisfaites si l’équation de Sylvester suivante est vérifiée :

−ψi1Aii + Niψi1 − JiHi = 0 (3.12)

et

Mi = −ψi1Bi (3.13)

En utilisant (3.8), l’équation de Sylvester (3.12) peut être écrite sous la forme matricielle suivante :

YiΣi = Ωi (3.14)

où :

Yi =
[

Ni Gi Li

]
(3.15)

Σi =




Ki

HiAii

Hi


 (3.16)

Ωi = KiAii (3.17)

et

Li = Ji −NiGi (3.18)

L’équation (3.14) possède une solution si et seulement si la condition (3.19) suivante est satisfaite :

rang

[
Σi

Ωi

]
= rang Σi (3.19)

Dans ce cas la solution générale de (3.14) est donnée par
[

Ni Gi Li

]
= ΩiΣ+

i −Zi(I − ΣiΣ+
i ) (3.20)

avec Zi est une matrice arbitraire de dimension appropriée à déterminer dans la suite. La matrice
Σ+

i est une inverse généralisée de Σi vérifiant ΣiΣ+
i Σi = Σi. Une fois la matrice Zi calculée, le

filtre est complètement déterminé et les matrices Ni, Gi, Li, Ji et Mi sont données alors par :

Ni = ΛNi −Zi∆Ni (3.21)
Gi = ΛGi −Zi∆Gi (3.22)
Li = ΛLi −Zi∆Li (3.23)
Ji = Li + NiGi (3.24)

Mi = −ψi1Bi (3.25)
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avec

ΛNi = ΩiΣ+
i




I
0
0


 (3.26)

∆Ni = (I − ΣiΣ+
i )




I
0
0


 (3.27)

ΛGi = ΩiΣ+
i




0
I
0


 (3.28)

∆Gi = (I − ΣiΣ+
i )




0
I
0


 (3.29)

ΛLi = ΩiΣ+
i




0
0
I


 (3.30)

∆Li = (I − ΣiΣ+
i )




0
0
I


 (3.31)

D’autre part, d’après (3.12) et (3.13), la dynamique de l’erreur d’estimation (3.11) devient

ėi(t) = Niei(t) + ψi1Divi(X) + ψi2wi(t) + ψi3ẇi(t) (3.32)

avec :

ψi2 = LiRi + ψi1Fi (3.33)
ψi3 = GiRi (3.34)

En remplaçant les matrices ψi1, Gi et Li par leurs valeurs données respectivement par les équa-
tions (3.8), (3.22) et (3.23), on obtient :

ψi1 = ΛGiHi −Zi∆GiHi −Ki (3.35)
ψi2 = ΛLiRi + ΛGiHiFi −KiFi −Zi(∆LiRi + ∆GiHiFi) (3.36)
ψi3 = ΛGiRi −Zi∆GiRi (3.37)

Les équations (3.35), (3.36) et (3.37) précédentes nous seront utiles dans la suite pour la formu-
lation de la LMI qui permettra de déterminer la matrice inconnues Zi.

Notons que l’équation de la dynamique de l’erreur d’estimation (3.32) contient la dérivée de
la perturbation wi(t). Un grand nombre d’auteurs résout ce problème en ajoutant une contrainte
supplémentaire sur les matrices de l’observateur.
Afin de résoudre ce problème, on propose de réécrire la dynamique de l’erreur d’estimation sous
une forme singulière. Dans ce cas, l’équation (3.32) peut être réécrite comme suit :

Eiχ̇i = Aiχi + Biwi + ΨiDivi (3.38a)
ei(t) = Ciχi i ∈ {1 . . . N} (3.38b)
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avec Ei =
[

I −ψi3

0 0

]
,Ai =

[
Ni ψi2

0 −I

]
, Bi =

[
0
I

]
,Ψi =

[
ψi1

0

]
, Ci =

[
I 0

]

et χi =
[

ei(t)
ηi(t)

]
.

Le vecteur χi représente l’état du système décrit par (Ei,Ai,Bi, ΨiDi, Ci), ei(t) est l’erreur
d’estimation et ηi(t) est un état fictif tel que ηi(t) = wi(t).

Pour étudier ce système, la matrice Ei doit être indépendante du paramètre Zi . Cela peut
s’obtenir en choisissant la matrice gain du filtre comme suit :

Zi = Yi(I −∆Gi∆
+
Gi

) (3.39)

Dans ce cas, on aura :

ψi1 = ΛGiHi −Ki (3.40)
ψi2 = Λψi2 − Yi∆ψi2 (3.41)
ψi3 = ΛGiRi (3.42)
Ni = ΛNi − Yi∆Ni (3.43)
Gi = ΛGi (3.44)
Li = ΛLi − Yi∆Li (3.45)

avec :

Λψi2 = ΛLiRi + (ΛGiHi −Ki)Fi (3.46)
∆ψi2 = ∆̄LiRi (3.47)
∆Ni = (I −∆Gi∆

+
Gi

)∆Ni (3.48)

∆Li = (I −∆Gi∆
+
Gi

)∆Li (3.49)

Compte tenu des équations (3.1), (3.4) et (3.38), le système en boucle fermé peut s’écrire
comme suit :

[
I 0
0 Ei

] [
ẋi(t)
χ̇i(t)

]
=

[
Aii + BiKi BiCi

0 Ai

] [
xi(t)
χi(t)

]
+

[
Fi

Bi

]
wi(t)

+
[

I
Ψi

]
Divi(t) (3.50a)

ei(t) =
[
0 Ci

] [
xi(t)
χi(t)

]
(3.50b)

Le problème de synthèse de la commande basé sur un filtre H∞ est réduit à l’étude du système
(3.50). L’admissibilité du système (pour wi(t) = 0) garantit la stabilité du système en boucle
fermée. Le théorème suivant donne des conditions pour l’existence du correcteur basé sur le filtre
(3.3) et permet de determiner le gain par retour d’état Ki et la matrice gain de l’observateur Yi.

Théorème 15 [MBDHb]
Sous les Hypothèses 7 et 8, il existe une matrice de gain de retour d’état Ki telle que le système

en boucle fermée (3.50) est stable et une matrice Yi paramétrant toutes les matrices du filtre telles
que la paire (Ei,Ai) est admissible pour wi(t) = 0 et satisfait le critère de performance H∞,
Jeiwi < 0, pour wi(t) 6= 0 et pour un scalaire donné γei > 0 s’il existe des matrices symétriques
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définies positives Pi1, Pi2, Qi et les deux matrices ΩKi et ΩYi telles que les deux LMI suivantes
soient satisfaites :




(1, 1)x

√
3Ini

√
2β .Qi√

3Ini −Ini 0√
2β .Qi 0 −Ini


 < 0 (3.51)

[
Υi1 0
0 Υi2

]
< 0 (3.52)

où

Υi1 =




(1, 1)e (1, 2)e (1, 3)e CT
i BT

i CT
i

(1, 2)T
e −I(qi+li) 0 0 0

(1, 3)T
e 0 −I(qi+li) 0 0

BiCi 0 0 −I(qi+li) 0
Ci 0 0 0 −I(qi+li)




(3.53)

Υi2 =



−γ2

ei
Iqi BT

i F T
i

Bi −Iqi 0
Fi 0 −Iqi


 (3.54)

(1, 1)x = QiA
T
ii + AiiQi + ΩT

Ki
BT

i + BiΩKi (3.55)

(1, 1)e =
[

(1, 1) (1, 2)
(1, 2)T (2, 2)

]
(3.56)

(1, 1) = Pi1ΛNi + ΩYi∆Ni + (Pi1ΛNi)
T + (ΩYi∆Ni)

T (3.57)

(1, 2) = −Pi2 + Pi1Λψi2
− ΩYi∆ψi2

− ΛT
Ni

Pi1ψi3 + ∆Ni

T ΩT
Yi

ψi3 (3.58)

(2, 2) = −ψT
i3(Pi1Λψi2 − ΩYi∆ψi2)− (Pi1Λψi2 − ΩYi∆ψi2)

T ψi3

+ ψT
i3Pi2 + Pi2

T ψi3 (3.59)

(1, 2)e =
[

Pi1 Pi2

−ψT
i3Pi1 −ψT

i3Pi2

]
(3.60)

(1, 3)e =
[ −Pi1(ΛGiHi −Ki)
−(ψi3)TPi1(ΛGiHi −Ki)

]
(3.61)

avec

β =
N∑

i=1

α2
i λmax(τT

i τi)

et λmax(•) est la valeur propre maximale (•).
Alors le gain par retour d’état Ki est donné par :

Ki = ΩKi(Qi)−1 (3.62)

et

Yi = Pi1
−1ΩYi (3.63)

Dans ce cas, le gain de l’observateur est donné par :

Zi = Pi1
−1ΩZi(I −∆Gi∆

+
Gi

) (3.64)
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Preuve 24 On définit les fonctions de Lyapunov suivantes :

VEi,xi(t) = Vxi(t) + VEi(t) (3.65)

où Vxi(t) et VEi(t) sont des fonctions de Lyapunov définies par :

Vxi(t) =
N∑

i=1

(xi(t))TQixi(t) (3.66)

où Qi est une matrice définie positive.
VEi(t) est définie par [Owens85],[Peter03] :

VEi(t) =
N∑

i=1

(Eiχi(t))TPiEiχi(t) (3.67)

où Pi =
[

Pi1 Pi2

Pi2
T Pi3

]
> 0

La dérivée de VEi,xi(t, xi, χi) le long de la solution de (3.50) est donnée par :

V̇i =
N∑

i=1

ẋT
i Qixi + xT

i Qiẋi + (Eiχ̇i)TPi(Eiχi) + (Eiχi)TPi(Eiχ̇i) (3.68)

En remplaçant ẋi et Eiχ̇i par leurs valeurs respectives données par (3.1a) et (3.38a), on obtient :

V̇i =
N∑

i=1

xT
i (Aii + BiKi)TQixi + xT

i Qi(Aii + BiKi)xi + (Biei)TQixi + xT
i QiBiei

+ (Divi)TQixi + xT
i QiDivi + (Fiwi)TQixi + xT

i QiFiwi + χT
i AT

i PiEiχi

+ χT
i ET

i PiAiχi + wT
i BT

i PiEiχi + χT
i ET

i PiBiwi + vT
i DT

i ΨT
i PiEiχi

+ χT
i ET

i PiΨiDivi (3.69)

En utilisant le Lemme 10 on obtient pour %i = 1 les inégalités suivantes :

eT
i BT

i Qixi + xT
i QiBiei ≤ eT

i BT
i Biei + xT

i QiQixi (3.70)
vT
i DT

i Qixi + xT
i QiDivi ≤ vT

i DT
i Divi + xT

i QiQixi (3.71)
wT

i F T
i Qixi + xT

i QiFiwi ≤ wT
i F T

i Fiwi + xT
i QiQixi (3.72)

wT
i BT

i PiEiχi + χT
i ET

i PiBiwi ≤ wT
i BT

i Biwi + χT
i ET

i PiPiEiχi (3.73)
vT
i DT

i ΨT
i PiEiχi + χT

i ET
i PiΨiDivi ≤ vT

i DT
i Divi + χT

i ET
i Pi PsiiΨT

i PiEiχi (3.74)

Compte tenu des inégalités (3.70), (3.71), (3.72), (3.73), (3.74) et de l’équation (3.69) on a :

V̇i ≤
N∑

i=1

xT
i [(Aii + BiKi)TQi + Qi(Aii + BiKi) + 3QiQi]xi

+ χT
i [AT

i PiEi + ET
i PiAi + ET

i PiPiEi + ET
i PiΨiΨT

i PiEi]χi

+ eT
i BT

i Biei + 2vT
i DT

i Divi + wT
i [BT

i Bi + F T
i Fi]wi (3.75)

et à partir de l’Hypothèse 7 on peut écrire

vT
i DT

i Divi ≤ βi

N∑

i=1

xT
i xi (3.76)
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avec

βi = α2
i λmax(τT

i τi) (3.77)

En remplaçant l’erreur d’estimation ei par son expression donné par (3.38b) et en tenant compte
de (3.75) et de (3.76), on obtient :

V̇i ≤
N∑

i=1

xT
i [(Aii + BiKi)TQi + Qi(Aii + BiKi) + 3QiQi + 2βIni ]xi

+ χT
i [AT

i PiEi + ET
i PiAi + ET

i PiPiEi + ET
i PiΨiΨT

i PiEi + CT
i BT

i BiCi]χi

+ wT
i [BT

i Bi + F T
i Fi]wi (3.78)

avec β =
∑N

i=1 βi.

Maintenant, définissons le critère de performance H∞ pour un scalaire donné γe > 0 :

Jew =
∫ ∞

0
(eT e− γ2

ewT w)dt (3.79)

avec e =




e1

e2
...

eN


 ∈ IRl et w =




w1

w2
...

wN


 ∈ IRq sont respectivement le vecteur des erreurs et la

perturbation du système global avec l =
∑N

i=1 li et q =
∑N

i=1 qi. Alors, pour un scalaire donné
γei > 0, l’équation (3.79) peut s’écrire :

Jew =
∫ ∞

0

N∑

i=1

(eT
i ei − γ2

ei
wT

i wi)dt (3.80)

En utilisant le fait que V (0) = 0 et V (∞) ≥ 0, on peut écrire que :

Jew ≤
∫ ∞

0
(eT e− γ2

ewT w + V̇ (t, xi))dt

≤
∫ ∞

0
[

N∑

i=1

{χT
i CT

i Ciχi − γ2
ei

wT
i wi}+ V̇ (t, xi)]dt (3.81)

Les inégalités (3.81) peuvent se réécrire sous la forme compacte suivante :

Jew ≤
∫ ∞

0

N∑

i=1

[
xi

$i

]T [
Θi1 0
0 Θi2

] [
xi

$i

]
dt

(3.82)

où

$i =
[

χi

wi

]
(3.83)

Θi1 = (Aii + BiKi)TQi + Qi(Aii + BiKi) + 3QiQi + 2βIni (3.84)

Θi2 =
[

θi1 0
0 θi2

]
(3.85)

et θi1 = AT
i PiEi + ET

i PiAi + ET
i PiPiEi + ET

i PiΨiΨT
i PiEi + CT

i BiBiCi + CT
i Ci (3.86)

θi2 = −γ2
i Iqi + BT

i Bi + F T
i Fi (3.87)
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Alors, si

Θi1 < 0 (3.88)
et

Θi2 < 0 (3.89)

alors Jew < 0, (et aussi V̇Ei,xi(t) < 0).
Soit maintenant Qi = Qi

−1, en multipliant de part et d’autre l’inégalité (3.88) par Qi, on
obtient :

Qi(Aii + BiKi)T + (Aii + BiKi)Qi + 3Ini + 2βQi.Qi < 0 (3.90)

En appliquant le complément de Schur [BGFB94] à (3.90) et (3.89), on obtient :



(1, 1)x

√
3Ini

√
2β .Qi√

3Ini −Ini 0√
2β .Qi 0 −Ini


 < 0 (3.91)

et
[

Υi1 0
0 Υi2

]
< 0 (3.92)

où

Υi1 =




(1, 1)e ET
i Pi ET

i PiΨi CT
i BT

i CT
i

PiEi −I(qi+li) 0 0 0
ΨT

i PiEi 0 −I(qi+li) 0 0
BiCi 0 0 −I(qi+li) 0
Ci 0 0 0 −I(qi+li)




(3.93)

Υi2 =



−γ2

ei
Iqi BT

i F T
i

Bi −Iqi 0
Fi 0 −Iqi


 (3.94)

(1, 1)x = QiA
T
ii + ΩT

Ki
BT

i + AiiQi + BiΩKi (3.95)

(1, 1)e = AT
i PiEi + ET

i PiAi (3.96)

β =
N∑

i=1

α2
i λmax(τT

i τi) (3.97)

et λmax(•) est la valeur propre maximale de (•).
En remplaçant Bi, Ci, Ei, Ai et Ψi par leurs expressions données par le système (3.38) et en

utilisant le fait que Pi =
[

Pi1 Pi2

Pi2
T Pi3

]
, on obtient les LMIs du Théorème 15.

Une fois la LMI donnée par (3.51) est résolue, on obtient Qi et ΩKi et on peut déduire Ki

comme suit :

Ki = ΩKi(Qi)−1 (3.98)

A partir de la solution de la LMI (3.52), on obtient la matrice ΩYi et par suite la Yi est donnée
par :

Yi = Pi1
−1ΩYi (3.99)
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le gain du filtre Zi est donc donné par :

Zi = Pi1
−1ΩYi(I −∆Gi∆

+
Gi

) (3.100)

ce qui complète la preuve du Théorème 15.¥

Le Théorème 15 illustré précédemment peut être relaxé en utilisant uniquement les inégalités
(3.71) et (3.74), ce qui donne le théorème suivant :

Théorème 16 [MBDHb]
Sous les Hypothèses 7 et 8, il existe un gain de retour d’état Ki et une matrice Yi paramétrant

toute les matrices du filtre, telle que le système en boucle fermée (3.50) est admissible pour
wi(t) = 0 et satisfait le critère de performance H∞, Jeiwi < 0, pour wi(t) 6= 0 et pour un scalaire
γei > 0 donné, s’il existe trois matrice définie positive P̃i1 = P̃i1

T
> 0, P̃i2 = P̃i2

T
> 0 et

Q̃i = Q̃i

T

> 0 et deux matrices ΩKi et ΩYi telles que les LMIs suivantes sont vérifiées :




(1, 1)Q
√

2βQ̃i I BiCi Fi 0 0√
2βQ̃i −I 0 0 0 0 0
I 0 −I 0 0 0 0

CT
i BT

i 0 0 (1, 1)P (1, 2)P (1, 3)P (1, 4)P

F T
i 0 0 (1, 2)T

P −I 0 0
0 0 0 (1, 3)T

P 0 −I 0
0 0 0 (1, 4)T

P 0 0 −γ2
eiIqi




< 0 (3.101)

où

(1, 1)Q = AiiQ̃i + Q̃iA
T
ii + ΩT

Ki
BT

i + BiΩKi (3.102)

(1, 1)P =
[

(1, 1) (1, 2)
(1, 2)T (2, 2)

]
(3.103)

(1, 1) = P̃i1ΛNi + (P̃i1ΛNi)
T − ΩYi∆Ni − (ΩYi∆Ni)

T (3.104)

(1, 2) = −P̃i2 − ΛT
Ni

P̃i1ψi3 + P̃i1Λψi2
+ ∆Ni

T ΩT
Yi

ψi3 − ΩYi∆ψi2
(3.105)

(2, 2) = −ψT
i3(P̃i1Λψi2 − ΩYi∆ψi2)− (P̃i1Λψi2 − ΩYi∆ψi2)

T ψi3

+ ψT
i3P̃i2 + P̃i2

T
ψi3 (3.106)

(1, 2)P =

[
−P̃i1(ΛGiHi −Ki)
−ψT

i3P̃i1(ΛGiHi −Ki)

]
(3.107)

(1, 3)P =

[
−P̃i2

−ψT
i3P̃i2

]
(3.108)

(1, 4)P =
[

I 0
]

(3.109)

Dans ce cas, le gain Ki est donné par :

Ki = ΩKi(Q̃i)−1 (3.110)
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et

Yi = (P̃i1)−1ΩYi (3.111)

et la matrice gain du filtre est donnée par :

Zi = Yi(I −∆Gi∆
+
Gi

) (3.112)

Preuve 25 On définit les fonctions de Lyapunov suivantes :

ṼEi,xi(t, xi, χi) = Vxi(t, xi) + VEi(t, χi) (3.113)

où

Ṽxi(t, xi) =
N∑

i=1

(xi(t))T Q̃ixi(t) (3.114)

avec Q̃i = Q̃i
T

ṼEi(t, χi) =
N∑

i=1

(Eiχi(t))T P̃iEiχi(t) (3.115)

avec P̃i =

[
P̃i1 P̃i2

P̃i2
T

P̃i3

]
définie positive ou aussiP̃i1 = P̃i1

T
> 0 et P̃i3 − P̃i2

T
P̃i1

−1
P̃i2 > 0.

On dérive VEi,xi(t, xi, χi) le long des solutions de (3.50) et en tenant compte des inégalités
(3.71), (3.74) et (3.76), on obtient :

V̇i ≤
N∑

i=1

xT
i [(Aii + BiKi)T Q̃i + Q̃i(Aii + BiKi) + Q̃iQ̃i + 2βIni ]xi + (Biei)T Q̃ixi + xT

i Q̃iBiei

+ (Fiwi)T Q̃ixi + xT
i Q̃iFiwi + χT

i [AT
i P̃iEi + ET

i P̃iAi + ET
i P̃iΨiΨT

i P̃iEi]χi

+ wT
i BT

i P̃iEiχi + χT
i ET

i P̃iBiwi (3.116)

En utilisant le fait que V (0) = 0 et V (∞) ≥ 0, l’indice de performance H∞ donné par (3.79),
Jew satisfait l’inégalité :

Jew ≤
∫ ∞

0

N∑

i=1

(eT
i ei − γ2

ei
wT

i wi + V̇ (t, xi))dt

≤
∫ ∞

0
[

N∑

i=1

{χT
i CT

i Ciχi − γ2
ei

wT
i wi}+ V̇ (t, xi)]dt (3.117)

L’inégalité (3.117) peut s’écrire dans la forme compacte suivante :

Jew ≤
∫ ∞

0

N∑

i=1




xi

χi

wi




T 


a11 a12 a13

∗ a22 a23

∗ ∗ a33







xi

χi

wi


 dt (3.118)
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où

a11 = (Aii + BiKi)T Q̃i + Q̃i(Aii + BiKi) + Q̃iQ̃i + 2βIni (3.119)

a12 = Q̃iBiCi (3.120)

a13 = Q̃iFi (3.121)

a22 = AT
i P̃iEi + ET

i P̃iAi + ET
i P̃iΨiΨT

i P̃iEi + CT
i Ci (3.122)

a23 = ET
i P̃iBi (3.123)

a33 = −γ2
i I (3.124)

Si on a



a11 a12 a13

∗ a22 a23

∗ ∗ a33


 < 0 (3.125)

alors Jew < 0, (et V̇ (t, χi, xi) < 0).
En appliquant le complément de Schur [BGFB94] à la LMI (3.125), on obtient :




b11
√

2βIni Q̃i Q̃iBiCi Q̃iFi 0 0
∗ −I 0 0 0 0 0
∗ ∗ −I 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ b44 ET

i P̃iΨi CT
i ET

i P̃iBi

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2

i Iqi




< 0 (3.126)

où

b11 = (Aii + BiKi)T Q̃i + Q̃i(Aii + BiKi) (3.127)

a22 = AT
i P̃iEi + ET

i P̃iAi (3.128)

On considère maintenant Q̃i = Q̃i
−1

, en pré- et postmultipliant l’inégalité (3.126) par :



Q̃i 0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 0 0 0
0 0 I 0 0 0 0
0 0 0 I 0 0 0
0 0 0 0 I 0 0
0 0 0 0 0 I 0
0 0 0 0 0 0 I




(3.129)

on obtient la LMI suivante :



c11
√

2βQ̃i I BiCi Fi 0 0
∗ −I 0 0 0 0 0
∗ ∗ −I 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ b44 ET

i P̃iΨi CT
i ET

i P̃iBi

∗ ∗ ∗ ∗ −I 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2

i Iqi




< 0 (3.130)
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où

c11 = Q̃i(Aii + BiKi)T + (Aii + BiKi)Q̃i (3.131)
(3.132)

en remplaçant Ei, Ai, Bi, Ci, Ψi et P̃i par leurs valeurs respectives et en utilisant les équations
(3.40), (3.41), (3.42), (3.43) on obtient la LMI du theorem 16, où KiQ̃i = ΩKi et PiYi = ΩYi .

Si la LMI (3.101) est vérifiée, on obtient les deux matrices ΩKi et ΩYi et on peut déduire Ki

et Yi telles que :

Ki = ΩKi(Q̃i)−1 (3.133)

et

Yi = P̃i1
−1

ΩYi (3.134)

Le gain du filtre est conséquent par donné par :

Zi = Yi(I −∆Gi∆
+
Gi

) (3.135)

ce qui complète la démonstration du Théorème 16.¥

L’approche proposée est résumée dans l’algorithme suivant. Sous la condition de l’Hypothèse 7,
les principales étapes de synthèse d’une loi de commande basée sur un filtre pour une classe de
système de grande dimension sont :

– Etape 1 : Trouver le gain Ki qui garantit la stabilité du système en boucle fermée donné
par (3.1) ; en résolvant la LMI (3.51).

– Etape 2 : Calculer Σi et Ωi en utilisant respectivement (3.16) et (3.17).
– Etape 3 : Calculer ΛNi , ∆Ni , ΛGi ,ΛLi , ∆Li , ψi1, ψi3, Λψi2

, ∆ψi2
et ∆Ni en utilisant

respectivement les équations (3.26), (3.27), (3.28), (3.30), (3.31), (3.35), (3.37), (3.46),
(3.47) et (3.48),.

– Etape 4 : Résoudre la LMI (3.52) afin de déterminer Pi1 et ΩYi et en déduire Yi et Zi .
– Etape 5 : Calculer Ni, Gi et Li en utilisant respectivement (3.21), (3.22), (3.23) et déduire

Ji et Mi des équations (3.24) et (3.25). Ainsi la commande basée sur un filtre H∞ est
déterminée.

La stratégie de commande proposée est validée sur un exemple de système électrique composé
de trois machines interconnectées qui sera illustré dans la section suivante.

3.2.3 Simulation
On considère l’exemple donné dans [KLZ09c], où on a modifié le modèle pour avoir un

système perturbé. Le modèle décrit une classe de système d’énergie multimachines composé de
trois machines interconnectées dont l’équation d’état est donnée par le système (3.1), où :

Ai =




0 1 0 0
0 − di

2Si

ω0
2Si

(1− FIPi)
ω0
2Si

FIPi

0 0 − 1
Tmi

Kmi
Tmi

0 − Kei
Teiriω0

0 1
Tei




, Bi =




0
0
0
1

Tei


 ,
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Di =




0
−1
0
0


 , Fi =




1 0
0 0
0 0
0 1


 , Hi =

[
0 1 0 0
1 0 0 0

]
, Ri =

[
1 0
0 0

]
,

xi =




δi

ωi

Pmi

Xei


 , ui = Pci ,

vi(X) =
N∑

j=1,j 6=i

pij

ω0E
′
qiE

′
qjBij

2Si
sin(δi − δj).

La dynamique des différentes composantes de ce système électrique d’alimentation peut être
trouvée dans [KLZ09c], [GWH00], [WHG98].

δi : angle du rotor de la i-ième machine en degré.
ωi : vitesse relative de la i-ième machine en rad/sec.
ω0 : vitesse synchrone en rad/sec.
Bij : la i-ème ligne et la j-ième colonne de la matrice de susceptance nodal en (p.u.)
di : coefficient d’amortissement de la i-ième machine en(p.u.).
E
′
qi : tension transitoire interne de la i-ième machine en (p.u.), supposée être constante.

E
′
qj : tension transitoire interne de la j-ième machine en (p.u.), supposée être constante.

FIPi : fraction de la puissance de la turbine générée par la pression intermédiaire (IP).
Si : inertie constante de la i-ième machine en sec.
Kei : gain du régulateur de vitesse de la i-ème machine.
Kmi : gain de la turbine de la i-ème machine.
Pci : Puissance de contrôle de la i-ème machine.
pij : Une constante qui indique si la la i-ème machine est connectée à la j-ème machine elle prend

deux valeurs 0 ou 1.
Pmi : Puissance mécanique de la i-ème machine en (p.u.).
ri : régulation constante de la i-ème machine en (p.u.).
Tei : Constante de temps du régulateur de vitesse de la i-ème machine.
Tmi : Constante de temps de la turbine de la i-ème machine.
Xei : ouverture de la soupape de vapeur de la i-ième machine en (p.u.).
On applique la méthode développée précédemment de synthèse du correcteur basé sur un filtre
H∞, pour la commande du système formé par l’ensemble "turbine/régulateur de vitesse" afin
de stabiliser le système électrique composé de générateurs contre les défauts et les perturbations
(Figure 3.1). Le générateur 3 est considéré comme noeud infini ayant la même dynamique que le
générateur 2 [EB02].

On considère un court-circuit triphasé symétrique (comme dans [GWH00], [WHG98]) sur la
ligne de transmission entre la première et la seconde machine (Figure 3.1).

Les valeurs des paramètres de chaque machine sont résumées dans le tableau suivant [WHG98] :
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Fig. 3.1 – Système électrique composé de trois générateurs

Paramètre Machine 1 Machine 2
Si 4 5.1
di 5 3

FIPi 0.3 0.3
Tmi 0.35 0.35
Tei 0.1 0.1
ri 0.05 0.05

Kmi 1 1
Kei 1 1
ω0 314.159 314.159

Les données complètes du système utilisé pour la simulation sont données dans [GWH00].
On applique la méthode illustré dans [KLZ09c] pour le calcul de β1 et β2 où β1 = 16.3231 et

β2 = 11.5260 Le point de fonctionnement pour chaque sous-système est donnée par [KLZ09c] :
x10 =

[
49 0 0.57 0.57

]T et x20 =
[

53 0 0.56 0.56
]T .

En utilisant la procédure de synthèse de commande basée sur un filtre H∞ proposée précé-
demment, on obtient :
Pour le générateur 1 :

Σ1 =




0 −0.5572 −0.1429 −2.4326
0 1 −2.8571 2.8571
0 −0.2616 27.4889 21.7810
1 0 1 0
1 1 0 1




,Ω1 =
[

0 1.8969 −14.9091 −31.2990
]

ψ11 =
[ −7.8158 −0.3966 −6.7192 1.4788

]
, ψ12 =

[ −5.9669 0
]
, ψ13 =

[ −6.8620 0
]
,

K1 =
[

0 −0.5572 −0.1429 −2.4326
]

Z1 = 104
[ −0.3472 1.3139 −2.9450 −0.9814 −1.0068

]

alors N1, G1, L1, J1 et M1 sont données par :

N1 = −48.294 , G1 =
[ −6.8620 −0.9538

]
, L1 =

[
0.3701 −0.3701

]
, J1 =

[
3.3176 0.4569

]

M1 = −10.7382
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Pour le générteur 2 :

Σ2 =




0 −0.4302 −0.1429 −2.4326
0 1 −2.8571 2.8571
0 −0.1268 21.56 19.24
1 0 1 0
1 1 0 1




, Ω2 =
[

0 1.7595 −8.8662 −28.7092
]

ψ21 =
[ −6.6566 −0.3514 −5.7321 1.6510

]
, ψ22 =

[ −8.6408 0
]
,

ψ23 =
[ −5.8750 0

]
, K2 =

[
0 −0.4302 −0.1429 −2.4326

]

Z2 = 104
[

3.4198 −6.9473 −7.6484 0.0376 0.6997
]

alors N2, G2, L2, J2 et M2 sont données par :

N2 = −26.1573, G2 =
[ −5.8750 −0.7816

]
, L2 =

[ −3.6352 3.6352
]
,

J2 =
[

1.5483 0.2101
]
, M2 = −9.4774

La Figure 3.2 illustre la forme d’onde de la perturbation qui est supposée à énergie finie et les
Figures 3.3 et 3.4 montrent le comportement de l’erreur d’observation relatives aux sous-systèmes
1 et 2 respectivement.
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Dans la suite de ce chapitre, on étendra notre approche proposée au cas des systèmes singuliers
sujet à des perturbations à énergie finie. En effet, on s’intéresse à la commande basée sur un filtre
des systèmes singuliers de grande dimension.

3.3 Commande décentralisée basée sur un filtre H∞ pour
les systèmes singuliers de grande dimension

L’approche présentée dans ce paragraphe est une extension des travaux de Kalsi et al ([KLZ08],
[KLZ09a] et [KLZ09b]...) développées pour les systèmes déterministes standards aux cas des sys-
tèmes singuliers affectés par une perturbation. La synthèse de la commande décentralisée basée
sur un filtre H∞ est faite sur deux étapes

– La première consiste à trouver le gain par retour d’état pour la synthèse de la loi de
commande.

– La deuxième concerne la synthèse de la commande basée sur le filtre H∞, qui nous permet-
tra de reconstruire cette loi de commande. Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées
pour le calcul du gain par retour d’état et celui des paramètres du filtre.

3.3.1 Position du problème
On considère le système singulier interconnecté décrit par le modèle suivant :

Eiẋi(t) = Aiixi(t) + Biui(t) + Divi(X) + Fiwi(t) (3.136a)
zi(t) = Hixi(t) + Riwi(t), i ∈ {1 . . . N} (3.136b)

où Ei, Aii, Bi, Di, Fi,Hi et Ri sont des matrices réelles constantes de dimensions appropriées avec
rang (Ei) = ri ≤ ni et Bi vérifiant l’Hypothèse 8 citée dans la section précédente. Les vecteurs
xi ∈ IRni , ui(t) ∈ IRli , zi(t) ∈ IRmi et wi(t) ∈ IRqi sont respectivement l’état, l’entrée, la sortie
et la perturbation du système, qui est supposée à énergie finie.

La variable X(t) =




x1(t)
x2(t)
...

xN (t)


 ∈ IRn représente le vecteur d’état du système global, avec n =

∑N
i=1 ni.

vi(x) représente l’interconnection du i-éme sous système qui est supposée globalement bornée,
‖vi(x)‖ ≤ ρi pour ρi > 0 [KLZ10] et satisfait la contrainte quadratique donnée par l’hypothèse
7 déjà présentée dans la section 3.2.

Remarque 22 Nontons que pour Ei = Ini, Fi = 0 et Ri = 0, on retrouve le système déterministe
standard définit par [KLZ08], [KLZ09a] et [KLZ09b].

Pour la suite de ce chapitre on suppose que l’hypothèse suivante est vérifiée :

Hypothèse 9 On suppose que la matrice
[

Ei

Hi

]
est de rang plein colonne [Dar06].

Remarque 23 L’Hypothèse 9 n’est pas restrictive, elle est liée à l’observabilité du système
(3.136) .
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De l’Hypothèse 9, on peut déduire qu’il existe une matrice non singulière Ji =
[

Ji1 Ji2

Ji3 Ji4

]

telle que

Ji1Ei + Ji2Hi = Ini (3.137)
Ji3Ei + Ji4Hi = 0 (3.138)

La matrice Ji est obtenue par la décomposition en valeur singulière (SVD) de la matrice Ei.

Considérons le correcteur basé sur un filtre H∞ suivant [MBDHa] :

ξ̇i(t) = Niξi(t) + Miui(t) + Lizi(t) (3.139a)
ui(t) = ξi(t) + KiJi2zi(t) + GiJi4zi(t) (3.139b)

avec ξi ∈ IRli est le vecteur d’état de l’observateur, Ni, Mi, Li, Ki et Gi sont des matrices
inconnues de dimensions appropriées, qui seront déterminées dans la suite telle que l’erreur
d’estimation obéit à :

ei(t) = ui(t)−Kixi(t) (3.140)

converge vers zéro, c’est à dire limt→∞ ei(t) = 0.
Le problème à résoudre dans cette partie peut être posé comme suit :

Problème : On cherche à déterminer une loi de commande basée sur un filtre H∞ telle que :
– Le système (3.136) est admissible basé sur le filtre donné par (3.139) et satisfait la perfor-

mance H∞ donné par :

Jziwi =
∫ ∞

0
(zT

i zi − γ2
i wT

i wi)dt < 0 (3.141)

pour un scalaire γi > 0 donné.
– Le système (3.136) augmenté par l’erreur d’estimation (3.140) est admissible et l’erreur

d’estimation satisfait le critère de performance H∞

Jeiwi =
∫ ∞

0
(eT

i ei − γ2
ei

wT
i wi)dt < 0 (3.142)

pour un scalaire γei > 0.

3.3.2 Synthèse du gain par retour d’état
Dans cette section , on considère le problème de synthèse par retour d’état. Pour cela, on

remplace ui par Kixi, et on aura :

Eiẋi = (Aii + BiKi)xi + Divi(X) + Fiwi(t) (3.143)

Le lemme suivant donne une méthode de synthèse du gain par retour d’état Ki qui garantit aussi
bien l’admissibilité que le critère H∞ du système en boucle fermée (3.143).
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Lemme 11 [MBDHa] Le système (3.143) est admissible pour w(t) = 0 et satisfait le critère
H∞, Jziwi < 0, pour w(t) 6= 0 et pour un scalaire γi > 0 s’il existe une matrice définie positive
Qi = Qi

T et une matrice ΩBKi telles que les LMIs suivantes soient satisfaites :

∆i1 =




(1, 1) HT
i ET

i Qi

√
βIni

Hi −1
2Ini 0 0

QiEi 0 −1
2 .Ini 0√

βIni 0 0 −Ini


 < 0

(3.144)

∆i2 =



−γiIqi F T

i RT
i

Fi −Ini 0
Ri 0 −1

2Iqi


 < 0 (3.145)

où :

(1, 1) = AiiQiEi + ΩBKiEi + ET
i QiA

T
ii + ET

i ΩT
BKi

ΩBKi = QiBiKi

β =
N∑

i=1

α2
i λmax(τT

i τi)

et λmax(•) est la valeur propre maximale de (•).
Dans ce cas, le gain Ki est donné par :

Ki = (BT
i Bi)−1BT

i Qi
−1ΩBKi (3.146)

Preuve 26 On considère la fonction de Lyapunov suivante [Owens85],[Peter03]

V (t, xi) =
N∑

i=1

(Eixi(t))TQiEixi(t) (3.147)

où Qi est définie positive.
La dérivée de V (t, xi) par rapport aux solutions de (3.143) est donnée par :

V̇ (t, xi) =
N∑

i=1

{(Eiẋi)TQiEixi + (Eixi)TQi(Eiẋi)} (3.148)

En utilisant l’équation (3.143), la relation (3.148) s’écrit de la manière suivante :

V̇ (t, xi) =
N∑

i=1

{[(Aii + BiKi)xi + Divi + Fiwi]TQiEixi + (Eixi)TQi((Aii + BiKi)xi + Divi + Fiwi)}

=
N∑

i=1

{xT
i (Aii + BiKi)TQiEixi + xT

i ET
i Qi(Aii + BiKi)xi + vT

i DT
i QiEixi + xT

i ET
i QiDivi

+ (Fiwi)TQiEixi + xT
i ET

i QiFiwi} (3.149)

en utilisant le Lemme 10 avec %i = 1 on obtient :

vT
i DT

i QiEixi + xT
i ET

i QiDivi ≤ vT
i DT

i Divi + xT
i ET

i QiQiEixi (3.150)
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wT
i F T

i QiEixi + xT
i ET

i QiFiwi ≤ wT
i F T

i Fiwi + xT
i ET

i QiQiEixi (3.151)

Des équations (3.149), (3.150) et (3.151) on peut déduire

V̇ (t, xi) ≤
N∑

i=1

{xT
i [(Aii + BiKi)TQiEi + ET

i Qi(Aii + BiKi) + 2ET
i QiQiEi]xi

+ (Divi)T Divi + wT
i F T

i Fiwi} (3.152)

De l’inégalité (3.2) de l’Hypothèse 7 on a :

(Divi)T Divi ≤ α2
i λmax(τT

i τi)xT x ≤ βi

N∑

i=1

xT
i xi (3.153)

où βi = α2
i λmax(τT

i τi). Par la suite, de (3.152) on obtient :

V̇ (t, xi) ≤
N∑

i=1

{xT
i [(Aii + BiKi)TQiEi + ET

i Qi(Aii + BiKi) + 2ET
i QiQiEi]xi

+ βi

N∑

i=1

xT
i xi + wT

i F T
i Fiwi} (3.154)

On définit maintenant le critère de performance H∞ pour un scalaire γ > 0 par :

Jzw =
∫ ∞

0
(zT z − γ2wT w)dt (3.155)

où z =




z1

z2
...

zN


 ∈ IRm et w =




w1

w2
...

wN


 ∈ IRq représentent respectivement le vecteur de sortie et

le vecteur de perturbation du système global, avec m =
∑N

i=1 mi et q =
∑N

i=1 qi.
Donc pour γi > 0, on peut donc réécrire (3.155) comme suit :

Jzw =
∫ ∞

0

N∑

i=1

(zT
i zi − γ2

i wT
i wi)dt (3.156)

En utilisant le fait que V (0) = 0 et V (∞) ≥ 0, on peut obtenir :

Jzw ≤
∫ ∞

0
(zT z − γ2wT w + V̇ (t, xi))dt

≤
∫ ∞

0
[

N∑

i=1

{xT
i HT

i Hixi + xT
i HT

i Riwi + wT
i RT

i Hixi + wT
i RT

i Riwi − γ2
i wT

i wi}

+ V̇ (t, xi)]dt (3.157)

en utilisant le Lemme 10 on a :

xT
i HT

i Riwi + wT
i RT

i Hixi ≤ xT
i HT

i Hixi + wT
i RT

i Riwi (3.158)
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De (3.154), (3.157) et (3.158) on déduit que :

Jzw ≤
∫ ∞

0
[

N∑

i=1

{xT
i (2HT

i Hi + (Aii + BiKi)TQiEi + ET
i Qi(Aii + BiKi) + 2ET

i QiQiEi)xi

+ wT
i (F T

i Fi + 2RT
i Ri − γ2

i I)wi}+ β
N∑

i=1

xT
i xi]dt

≤
∫ ∞

0

N∑

i=1

{xT
i (2HT

i Hi + (Aii + BiKi)TQiEi + ET
i Qi(Aii + BiKi)

+ 2ET
i QiQiEi + βIni)xi + wT

i (F T
i Fi − γ2

i Iqi + 2RT
i Ri)wi}dt (3.159)

où

β =
N∑

i=1

βi (3.160)

L’inégalité (3.159) peut être réécrite sous forme compacte :

Jzw ≤
∫ ∞

0

N∑

i=1

[
xi

wi

]T [
Θi1 0
0 Θi2

] [
xi

wi

]
dt

(3.161)

où

Θi1 = (Aii + BiKi)TQiEi + ET
i Qi(Aii + BiKi) + 2ET

i QiQiEi

+ βIni + 2HT
i Hi (3.162)

Θi2 = F T
i Fi + 2RT

i Ri − γ2
i Iqi (3.163)

Donc, si

Θi1 < 0 (3.164)
et Θi2 < 0 (3.165)

alors Jzw < 0, (et on aura également V̇ (t, xi) < 0).
En appliquant le complément de Schur ([BGFB94]) aux équations (3.164) et (3.165) on obtient
les LMIs du Lemme 11.

Comme la matrice Bi est de rang plein colonne (selon l’hypoyhèse 8) la résolution des LMIs
(3.144) et (3.145), donne l’expression du gain Ki donné par

Ki = (BT
i Bi)−1BT

i Qi
−1ΩBKi

Ce qui termine la démonstration du Lemme 11.¥

3.3.3 Synthèse d’une commande basée sur un filtre H∞
Comme les états du système ne sont pas toutes accessibles pour une commande par retour

d’état, dans ce paragraphe on procède à la synthèse de la commande basée sur un filtre pour le
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système (3.136) en utilisant le gain par retour d’état obtenu dans le paragraphe 3.3.2 D’après le
premier point de la Définition 14, l’erreur d’estimation est définie par :

ei(t) = ui(t)−Kixi(t) (3.166)

En remplaçant ui par sa valeur donnée en (3.139b) on obtient

ei(t) = ξi(t) + KiJi2zi(t) + GiJi4zi(t)−Kixi(t)
= ξi(t)−Ki(I − Ji2Hi)xi(t) + GiJi4Hixi(t) + (KiJi2 + GiJi4)Riwi(t) (3.167)

et en utilisant les équations (3.137) et (3.138), l’équation (3.167) devient :

ei(t) = ξi(t) + ψi1Eixi(t) + (KiJi2 + GiJi4)Riwi(t) (3.168)

où

ψi1 = −(KiJi1 + GiJi3) (3.169)

la dynamique de l’erreur d’estimation peut s’écrire comme suit :

ėi(t) = ξ̇i(t) + ψi1Eiẋi(t) + (KiJi2 + GiJi4)Riẇi(t)
= Niξi(t) + Miui(t) + Lizi(t) + ψi1(Aiixi(t) + Biui(t) + Divi(X) + Fiwi(t))
+ (KiJi2 + GiJi4)Riẇi(t)
= Niei(t) + (ψi1Aii −Niψi1Ei + LiHi)xi(t) + (ψi1Bi + Mi)ui1(t)
+ ψi1Divi(X) + (ψi1Fi + LiRi −Ni(KiJi2 + GiJi4)Ri)wi(t)
+ (KiJi2 + GiJi4)Riẇi(t) (3.170)

le problème de synthèse du filtre est réduit à la détermination des matrices Ni, Mi, Li, Gi telles
que :

1. Le filtre donné par les équations (3.139a) − (3.139b) est non biaisé pour wi(t) = 0 (i.e il
ne dépend pas explicitement du vecteur d’état du système xi(t) et de ui(t))

2. Le critère H∞ est satisfait, i.e. ‖ei(t)‖2 < γei ‖wi(t)‖2

la condition 1) ci-dessus est vérifiée si et seulement si l’équation de Sylvester généralisée sous
contrainte suivante est réalisée :

ψi1Aii −Niψi1Ei + LiHi = 0 (3.171)
ψi1Bi + Mi = 0 (3.172)

en utilisant (3.137), (3.138) et (3.169), l’équation (3.171) peut s’écrire sous la forme suivante :

YiΣi = Ωi (3.173)

où :

Yi =
[

Ni Gi Γi

]
(3.174)

Σi =




Ki

−Ji3Aii

Hi


 , (3.175)

Ωi = KiJi1Aii (3.176)
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et

Γi = −Li −Ni(KiJi2 + GiJi4) (3.177)

L’équation (3.173) admet une solution si et seulement si

rang

[
Σi

Ωi

]
= Σi

dans ce cas une solution générale de (3.173) peut être donnée par :
[

Ni Gi Γi

]
= ΩiΣ+

i −Zi(I − ΣiΣ+
i ) (3.178)

où Zi est une matrice arbitraire de dimension appropriée qui sera déterminée dans la suite de ce
chapitre en utilisant les LMIs.
Une fois la matrice de paramètre Zi trouvé, le filtre est complètement déterminé et les matrices
Ni, Gi, Γi, Li et Mi sont données par :

Ni = ΛNi −Zi∆Ni (3.179)
Gi = ΛGi −Zi∆Gi (3.180)
Γi = ΛΓi −Zi∆Γi (3.181)
Li = −Γi −Ni(KiJi2 + KiJi4) (3.182)
Mi = −ψi1Bi (3.183)

avec

ΛNi = ΩiΣ+
i




I
0
0


 (3.184)

∆Ni = (I − ΣiΣ+
i )




I
0
0


 (3.185)

ΛGi = ΩiΣ+
i




0
I
0


 (3.186)

∆Gi = (I − ΣiΣ+
i )




0
I
0


 (3.187)

ΛΓi = ΩiΣ+
i




0
0
I


 (3.188)

∆Γi = (I − ΣiΣ+
i )




0
0
I


 (3.189)

D’autre part, compte tenu des équations (3.171) et (3.172) la dynamique de l’erreur d’observation
(3.170) devient

ėi(t) = Niei(t) + ψi1Divi(X) + ψi2wi(t)− ψi3ẇi(t) (3.190)
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où

ψi2 = ψi1Fi + LiRi + Niψi3 (3.191)
ψi3 = −(KiJi2 + GiJi4)Ri (3.192)

Soit

ψi3 = Λψi3
−Zi∆ψi3

(3.193)

avec

Λψi3
= −(KiJi4 + ΛGiJi4Ri) (3.194)

∆ψi3 = −∆GiJi4Ri (3.195)

les matrices données par (3.194) et (3.195) nous seront utile pour la démonstration du Théorème
17 ci-après.

Notons que dans l’expression de la dynamique de l’erreur (3.190) on a la dérivée du bruit
wi(t). Pour contourner ce problème , on réécrit l’erreur du système dans une forme singulière.
Dans ce cas, l’équation (3.190) peut s’écrire comme suit :

{ Eiθ̇i = Aiθi + Biw̄i

ei(t) = Ciθi i ∈ {1 . . . N} (3.196)

où Ei =
[

I ψi3

0 0

]
, Ai =

[
Ni ψi2

0 −I

]
, Bi =

[
ψi1Di 0

I 0

]
, Ci =

[
I 0

]
, θi =

[
ei(t)
ηi(t)

]
,

w̄i =
[

vi

wi

]
, θi représente l’état du système représenté par (Ei,Ai,Bi, Ci) et ηi est un état fictif

tel que ηi(t) = wi(t) .
Le théorème suivant donne les conditions d’existence du filtre (3.139) en étudiant le système

donné par (3.196).

Théorème 17 [MBDHa]
Il existe une matrice paramètre Zi telle que la paire (Ei,Ai) est admissible et la fonction de

transfert G(s) vérifie
‖G(s) = Ci(sEi −Ai)−1Bi‖∞ < γei

pour un scalaire γei > 0 si et seulement si il existe des matrices Pi1 = PT
i1 > 0, Pi2 = PT

i2 > 0
et ΩZi telles que les LMIs suivantes soient vérifiées :

1)
[

Pi1 Pi1Λψi3

ΛT
ψi3

Pi1 ΛT
ψi3

Pi1Λψi3

]
=

[
Pi1 Pi1Λψi3

ΛT
ψi3

Pi1 ΛT
ψi3

Pi1Λψi3

]
> 0

2)



(1, 1) (1, 2) (1, 3) 0 I
(1, 2)T (2, 2) (2, 3) 0 0
(1, 3)T (2, 3)T −γ2

ei
I 0 0

0 0 0 −γ2
ei

I 0
I 0 0 0 −I




< 0

125



Chapitre 3. Commande décentralisée des systèmes de grande dimension

où

(1, 1) = ΛT
Ni

Pi1 + Pi1ΛNi −∆Ni

T ΩT
Zi − ΩZi∆Ni

(1, 2) = ΛT
Ni

Pi1Λψi3
+ Pi1(Λψi2

− Λψi3
)−∆Ni

T ΩT
ZiΛψi3

− ΩZi∆ψi2

(1, 3) = Pi1Λψi3
+ Pi1ψi1Di

(2, 2) = ΛT
ψi3

Pi1Λψi2
+ ΛT

ψi2
Pi1Λψi3

− ΛT
ψi3

ΩZi∆ψi2
−∆ψi2

T ΩT
ZiΛψi3

− 2Pi2

(2, 3) = ΛT
ψi3

Pi1ψi1Di + Pi2

et

∆Ni = (I −∆Gi∆
+
Gi

)(I − ΣiΣ+
i )




I
0
0


 (3.197)

∆Γi = (I −∆Gi∆
+
Gi

)(I − ΣiΣ+
i )




0
0
I


 (3.198)

ΛLi = −(ΛΓi + ΛNi(KiJi2 + ΛGiJi4)) (3.199)
∆Li = −(∆Γi + ∆Ni(KiJi2 + ΛGiJi4)) (3.200)
Λψi2

= −KiJi1Fi − ΛGiJi3Fi + ΛLiRi − ΛNiΛψi3
(3.201)

∆ψi2 = ∆LiRi −∆NiΛψi3 (3.202)

Dans ce cas Zi est donnée par :

Zi = (Pi1)−1ΩZi(I −∆ψi3∆
+
ψi3

) (3.203)

Preuve 27 Tout d’abord, de l’équation (3.193) et de l’expression de Ei, on peut voir que cette
matrice est dépendante de Zi, tandis que pour appliquer les résultats de [MKOS97], il faut que
la matrice Ei soit indépendante du paramètre Zi. D’après (3.193) et (3.195), la matrice Zi doit
alors satisfaire la condition suivante :

Zi∆Gi = 0 (3.204)

Il existe toujours une matrice Z̄i qui est solution de (3.204) telle que :

Zi = Z̄i(I −∆Gi∆
+
Gi

) (3.205)

Dans ce cas, on aura :

Ni = ΛNi − Z̄i∆Ni (3.206)
Gi = ΛGi (3.207)
Γi = ΛΓi − Z̄i∆Γi (3.208)
Li = ΛLi − Z̄i∆Li (3.209)

ψi1 = −(KiJi1 + ΛGiJi3) (3.210)
ψi2 = Λψi2 − Z̄i∆ψi2 (3.211)
ψi3 = Λψi3 (3.212)

avec ΛNi, ΛGi, ΛΓi, Λψi3, ∆Ni, ∆Γi, ΛLi, ∆Li Λψi2 et ∆ψi2 sont données respectivement par
(3.184), (3.186), (3.188), (3.194), (3.197), (3.198), (3.199), (3.200), (3.201) et (3.202) .
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Les matrices Ei, Ai et Bi intervenant dans le système (3.196) deviennent :

Ei =
[

I Λψi3

0 0

]
(3.213)

Ai =
[

ΛNi − Z̄i∆Ni Λψi2
− Z̄i∆ψi2

0 −I

]
(3.214)

Bi =
[

ψi1Di 0
0 I

]
(3.215)

Ci =
[

I 0
]

(3.216)

Soit maintenant, une matrice Pi = PT
i > 0 telle que

Pi =
[

Pi1 Pi1Si
T

SiPi1 Pi2

]
(3.217)

En appliquant les résultats de Masubuchi [MKOS97] au système singulier (3.196) on obtient :

ET
i Pi = PiEi > 0 (3.218)

et


AT

i Pi + PiAi PiBi CT
i

BT
i Pi −γ2

ei
I 0

Ci 0 −I


 < 0 (3.219)

en remplaçant les matrices Ei, Ai, Bi, Ci et Pi par leurs valeurs respectives données par (3.213),
(3.214), (3.215), (3.216) et (3.217) dans les LMIs (3.218) et (3.219), on obtient les LMIs du
théorème 17.
Si les LMIs du théorème sont satisfaites, Z̄i et Zi peuvent être déduites en utilisant les relations
suivantes Z̄i = (Pi1)−1ΩZi et parsuite Zi = (Pi1)−1ΩZi(I −∆ψi3∆

+
ψi3

).¥

Remarque 24

– Notons que dans [KLZ08], la synthèse du filtre dépend d’une condition restrictive portant
sur la distance entre la paire (Ai, Bi) et l’ensemble des paires des matrices incontrôlables.
La deuxième condition restrictive établie par Kalsi et al. porte sur les interconnections
qui sont supposées inconnues et dont les bornes ne peuvent pas être maximisées, ce qui
est très important pour l’étude des systèmes électriques et en robotique [Swa-2008]. Dans
ce travail, ces conditions sont relaxées par l’utilisation des inégalités matricielles linéaires
(LMIs) pour la synthèse de la commande basée sur le filtre H∞. Ceci offre un degré de
liberté additionnel par le filtre H∞ où les interconnections ne sont plus considérées comme
inconnues tout en tenant compte de la maximisation des bornes de ces interconnections.
Ce qui aboutit à une résolution de la LMI.

– La synthèse du filtre et celle de la commande sont couplées, donc, le principe de sépara-
tion n’est pas établi. Cependant, l’avantage offert par la solution combinée à la synthèse de
commande basée sur le filtre H∞ c’est de relaxer les conditions restrictives sur les intercon-
nections. Dans ce qui suit, on donne quelques remarques sur le principe de séparation pour
les systèmes de grandes dimension où on détaillera les avantages offerts par la solution
combinée présentée dans ce travail.
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3.3.4 Principe de séparation
Dans cette partie, on aborde le principe de séparation pour la commande basée observateur

des systèmes de grande dimension. On présente l’avantage apporté par la solution combinée au
problème de la commande basée sur un filtre présenté dans notre travail. En effet, la difficulté dans
la synthèse de commande basée sur un filtre est : "comment combiner la solution du problème
d’estimation et celui de la commande". Il est très connu [Kail80] que dans la théorie de commande
classique, l’observateur et la commande peuvent être synthétisés séparément, comme le prouve
une multitude de travaux. Cependant, pour les systèmes de grande dimension, le principe de
séparation n’est pas toujours établi à cause des interconnections entre les sous-systèmes.
En effet, pour le cas non singulier et d’après l’équation (3.4), la loi de commande ui peut être
écrite comme suit :

ui(t) = Kixi(t) + ei(t) (3.220)

Alors, en insérant (3.220) dans le système (3.1a) et en utilisant l’expression de la dynamique
d’erreur (3.190), on obtient le système augmenté en boucle fermée suivant :

[
ẋi(t)
ėi(t)

]
=

[
Aii + BiKi Bi

0 Ni

] [
xi(t)
ei(t)

]
+

[
Di

ψi1Di

]
vi(X) +

[
Fi

ψi2

]
wi(t)

−
[

0
ψi3

]
ẇi(t) (3.221)

Pour le système singulier on a le système augmenté en boucle fermée suivant :
[

Ei 0
0 I

] [
ẋi(t)
ėi(t)

]
=

[
Aii + BiKi Bi

0 Ni

] [
xi(t)
ei(t)

]
+

[
Di

ψi1Di

]
vi(X) +

[
Fi

ψi2

]
wi(t)

−
[

0
ψi3

]
ẇi(t) (3.222)

D’après (3.221) et (3.222) , on peut déduire que le principe de séparation est établie lorsque
ψi1Di = 0.
Cette contrainte algébrique correspond à l’hypothèse que les interconnections soient des entrées
inconnues. Cette hypothèse n’est pas toujours vérifiée en pratique.

L’approche proposée peut être résumée par l’algorithme suivant :

– Etape 1 : Déterminer le gain de retour d’état Ki assurant l’admissibilité et l’atténuation
H∞ du retour d’état du système (3.136), en résolvant les LMIs du Lemme 11.

– Etape 2 : Calculer les matrices Σi et Ωi en utilisant respectivement (3.175) et (3.176).
– Etape 3 : Calculer ΛNi , ΛGi , ΛΓi , Λψi3 , ∆Ni , ∆Γi , ΛLi , ∆Li Λψi2 et ∆ψi2 en utilisant

respectivement (3.184), (3.186), (3.188), (3.194), (3.197), (3.198), (3.199), (3.200), (3.201)
et (3.202)

– Etape 4 : Résoudre la LMI du Théorème 17 afin d’obtenir Zi.
– Etape 5 : Calculer Ni, Gi, Γi en utilisant (3.179), (3.180), (3.181) respectivement et déduire

Li et Mi à partir (3.182) et (3.183) respectivement, alors le filtre est complètement défini.

3.3.5 Exemple Numérique
Considérons le système singulier interconnecté de la forme (3.136) formé par deux sous-

systèmes.
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Sous-système 1 est donné par :

E1 =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


, A11 =




0 1 0
0 0 1
0 0 −1


, B1 =




0
1
0


, D1 =




1
0
1


, F1 =




1
0
0




H1 =
[

0 1 1
]
, R1 = 1.

Sous-système 2 est donné par :

E2 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


, A22 =




−0.5 1 0 0
0 0.6 1 0

−40.8 −14.5 −9.35 −1
1 0 0 −1


, B2 =




0
0
1
1


, D2 =




1
1
0
1


,

F2 =




1
0
0
0


 , H2 =

[
1 1 0 1
1 0 0 1

]
, R2 =

[
1
1

]
.

Pour le sous-système 1 et sous l’Hypothèse 8, les matrices J11, J12, J13 et J14 sont données
par :

J11 =




1 0 0
0 1 0
0 −1 0


, J12 =




0
0
1


,J13 =




0
0
−1




T

, J14 = 0.

et pour le sous-système 2 les matrices J21, J22, J23 et J24 sont :

J21 =




1 0 0 0
0 0.66 0 0
0 0 1 0
−1 −0.33 0 0


, J22 =




0 0
0.33 −0.33
0 0

0.33 0.66


, J23 =

[
0 −0.44 0 −0.63
0 0.36 0 −0.77

]
et

J24 =
[

0.44 −0.44
−0.36 0.36

]
.

Synthèse du gain de retour d’état

Le gain de retour d’état Ki (i = 1, 2) qui assure l’admissibilité et le critère de performance H∞,
selon la section 3.3.2, est déterminé en résolvant la LMI du Lemme 11 pour β = 0.08 [KLZ08],
on obtient :
Pour le sous-système 1 :
γ1 = 9 et K11 = 104 × [

0 −2.02 0
]
avec, ΩK1 = 108 × [

0 −2.7608 0
]

Pour le sous-système 2 :
γ2 = 7.4 et K21 =

[ −28.78 −28.94 −2.46 0
]
avec ΩK2 =

[ −0.9683 −0.4361 −0.1597 0
]

Synthèse du correcteur basé sur un filtre
En se référant à la section 3.3.3, on obtient :
Pour le sous-système 1
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Σ1 =




0 −20202 0.0000 0
0 0 −1 1
0 1 1 0


 ,Ω1 = 104 × [

0 1.2121 0 0
]
, ΛN1 = −0.6,

ΛΓ11 = −2.2901 × 10−5,ΛΓ12 = −3.8169 × 10−5, ∆N1 = 10−9 ×



0
−0.067
0.27


 , ∆Γ11 = 10−5 ×




0
0.11
−0.66


 ,∆Γ12 =




0
0
0


.

Pour γe1 = 8, on obtient
ΩZ1 = 104 × [

0.1638 0.1638 0.1638
]
,Z1 =

[
0.0116 0.0116 0.0116

]

Alors, les matrices du filtre sont données comme suit :
N1 = −0.6 , K1 = −2.9913× 10−8, L1 = −6.4646× 10−8 et G11 = −2.0202× 104.
Pour le sous-système 2

Σ2 =




−28.78 −28.94 −2.46 0 0
0.63 0.269 0.448 −0.63 1.07
0.77 −0.21 −0.36 −0.77 0.41
1 1 0 1 0
1 0 0 1 0




, Ω2 =
[

114.78 −4.68 3.71 2.46 −48.08
]

ΛN2 = −0.6, ΛΓ21 = 4.7835, ΛΓ22 = −1.7764 × 10−5,∆N2 = 10−5 ×




0.99
−0.04
−0.006
−0.065
−0.062




, ∆Γ21 =

10−5 ×




−0.40
0.0109
0.0028
0.0196
0.01




, ΛΓ22 =




0
0
0
0
0




et pour γe2 = 12, on a

ΩZ2 = 106 ×




−1.62
−1.62
−1.62
−1.62
−1.62




T

, Z2 = 105 ×




−8.66
−8.66
−8.66
−8.66
−8.66




Alors, les matrices du filtre sont données comme suit :
N2 = −6.4060 , K1 =

[ −38.9187 −14.7962
]
, L2 = −6.4646× 10−8 et G21 = 33.5649.

La figure 3.5 représente le comportement de la perturbation utilisée wi(t) et les figures 3.6 et 3.7
montrent respectivement l’évolution des erreurs d’estimation du correcteur basé sur le filtre H∞
des sous-systèmes 1 et 2. Ce qui montre l’efficacité de l’approche proposée.
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Fig. 3.5 – L’allure de la perturbation utilisée wi(t)
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Fig. 3.6 – L’évolution de l’erreur d’estimation e1(t)
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Fig. 3.7 – L’évolution de l’erreur d’estimation e2(t)
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3.4 Conclusion
Dans ce chapitre, on a proposé dans le premier volet, une méthode de synthèse d’une com-

mande basée sur un filtre H∞ pour une classe de système standard de grande dimension. Ce
système, dont les interconnections sont considérées comme globalement bornées et vérifiant une
contrainte quadratique, est soumis à des perturbations à énergie bornée. L’approche est une ex-
tension des travaux de Kalsi et al. développée pour les systèmes standards déterministes au cas
des systèmes perturbés. Le gain de ce filtre est paramétré en utilisant les conditions de non biais
de la dynamique de l’erreur d’estimation et les conditions d’existence de ce filtre sont obtenues
à l’aide des inégalités matricielles linéaires (LMIs). L’utilisation des LMIs génère des conditions
de solvabilité moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al. et qui se
rapportent à la distance entre la paire de matrices formée par la matrice d’état et la matrice
d’entrée d’une part et l’ensemble de paires de matrices incontrôlables d’autre part. De plus, on
tient compte de la maximisation des bornes de l’interconnexion inconnue, ce qui est très impor-
tant en pratique. Cette première partie est récapitulée par un algorithme résumant les différentes
étapes de synthèse et elle est clôturée par l’application des résultats proposés sur un système
électrique composé de trois machines interconnectées. Le choix de cet exemple est motivé par sa
particularité de satisfaire la contrainte quadratique sur les interconnections.

Dans le second volet du chapitre, on a considéré le problème de la commande via un filtre H∞
pour une classe de système singulier de grande dimension soumis à des perturbations à énergie
bornée. Les interconnections de ce système sont aussi considérées comme globalement bornées
et vérifiant une contrainte quadratique. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al.
au cas des systèmes singuliers perturbés.

Il s’agit de synthétiser un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée du système
objet d’étude. Un filtre H∞ est proposé par la suite afin de reconstruire ce retour d’état. Les
inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par retour d’état et du gain
du filtre. L’avantage de cette méthode est de construire un filtre qui a la même dimension que la
commande, car la sortie du filtre donne directement la commande à estimer. La dernière partie du
chapitre est consacré à une application numérique permettant d’illustrer l’efficacité de l’approche
proposée.
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Conclusion Générale

Principales contributions

On s’est intéressé tout au long de nos travaux, à l’estimation, au filtrage H∞ et à la commande
basée-observateur pour les systèmes de grande dimension. L’étude porte sur les systèmes linéaires
standards mais aussi sur les systèmes algèbro-différentiels appelés aussi systèmes singuliers pour
couvrir la classe la plus large possible des systèmes de grande dimension.

Ainsi on a commencé par un état de l’art concernant la problématique des systèmes de grande
dimension où on a donné quelques définitions relatives aux systèmes de grande dimension inter-
connectés et non interconnectés. Les outils de structuration et de décentralisation des systèmes
sont aussi présentés tels que la méthode des graphes, les techniques de recouvrements...

Dans le chapitre 2, on a proposé des méthodes de synthèse d’observateurs décentralisés et
de filtrage H∞ pour des systèmes de grande dimension standards et singuliers. On a cherché à
éliminer l’effet des interconnections, considérées comme inconnues, sur la dynamique de l’erreur
d’observation. La synthèse de l’observateur est basée sur des LMIs permettant de déterminer
la matrice de gain paramétrant toutes les matrices du dit observateur. La formulation LMI est
basée sur l’approche de Lyapunov et déduite des différents lemmes bornés.

Ensuite, on a proposé des filtres décentralisés qui permettent d’assurer, en plus de la stabilité,
un critère de performance H∞. Cela veut dire qu’on a cherché à atténuer l’effet des perturbations,
supposées être inconnues mais à énergie finie, sur la dynamique de l’erreur d’estimation. On a
proposé alors, une approche unifiée au problème de synthèse des observateurs décentralisés qui
couvre les observateurs d’ordre plein, d’ordre réduit et d’ordre minimal. Cette méthode est basée
sur une nouvelle paramétrisation de l’équation de Sylvester généralisée. Les inégalités matricielles
linéaires (LMIs) sont utilisées pour le calcul du gain de l’observateur et l’approche est validée
par un exemple numérique.

On a abordé à la fin du chapitre 2, l’étude des observateurs interconnectés pour les systèmes
singuliers de grande dimension. En effet, on a proposé une nouvelle méthode permettant de
synthétiser une nouvelle forme d’observateurs interconnectés connectivement stables. On s’est
intéressé à la capacité d’un tel observateur à être stable de manière robuste vis-a-vis des in-
certitudes sur les interconnexions entre les sous-observateurs qui les forment. Cette stabilité est
assurée non seulement en présence des interconnections entre sous-observateurs, mais aussi pour
certains types de non-linéarité au niveau de ces interconnections. L’analyse de stabilité est basée
sur l’utilisation des fonctions de Lyapunov quadratiques et l’approche de la stabilité connective.
La méthode proposée est testée sur un exemple numérique.

Enfin, on s’est intéressé dans le chapitre 3, à l’application des méthodes d’estimation propo-
sées dans le cadre de la commande. En effet, dans un premier temps, on a proposé une commande
décentralisée basée sur un filtre H∞ pour une classe de systèmes de grande dimension standards
à interconnections non-linéaires. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. aux
cas des systèmes perturbés standards. En effet, on a commencé par le calcul du gain de retour
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d’état qui satisfait les spécifications du système bouclé. Puis, on a synthétisé un filtre qui a pour
but de fournir en sortie une estimée de ce retour d’état. L’approche a été validé sur un exemple
de système composé de trois machines électriques interconnectés.

Dans le second volet du chapitre, on a considéré le problème de la commande via un filtre H∞
pour une classe de système singulier de grande dimension soumis à des perturbations à énergie
finie. Les interconnections de ce système sont aussi considérées comme globalement bornées et
vérifiant une contrainte quadratique. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. au
cas des systèmes singuliers perturbés. Un gain par retour d’état qui stabilise la boucle fermée du
système objet de l’étude est synthétisé et un filtre H∞ est proposé par la suite afin de reconstruire
ce retour d’état. Les inégalités matricielles linéaires sont utilisées pour le calcul du gain par retour
d’état et des paramètres du filtre. L’avantage de cette méthode est de construire un filtre qui a
la même dimension que la commande, car la sortie du filtre est bien la commande à estimer.

L’un des principaux apports de nos travaux, a été de proposer une nouvelle méthode de
synthèse de commande basée sur un filtre H∞ qui est s’appuie sur des conditions de solvabilité
moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al. Ainsi, on a relaxé les
contraintes qui portaient sur la distance entre la paire de matrices formée par la matrice d’état et
la matrice d’entrée d’une part et l’ensemble de paires de matrices incontrôlables d’autre part. De
plus, la méthode tient compte de la maximisation des bornes de l’interconnexion, ce qui est très
important en pratique. La dernière partie du chapitre est consacrée à une application numérique
permettant d’illustrer l’efficacité de l’approche proposée.

Au final, on tient à préciser qu’on a choisit volontairement dans ce travail de ne pas employer
des techniques de simplification telles que la troncature ou la théorie des graphe qui permet de
négliger certains termes faiblement interconnectés. Le but était de couvrir une plus large variété
de systèmes à faibles et fortes interconnexions. Ce choix nous a permis de présenter à l’utilisateur
deux type d’observateurs à savoir les observateurs décentralisés à interconnections inconnues et
les observateurs interconnectés connectivement stables. Cela est d’autant plus important qu’on
sait que les observateurs interconnectés connectivement stables sont les mieux adaptés aux sys-
tèmes où la dimension des interconnections est grande. De plus, ils assurent à la fois la stabilité
locale au niveau de chaque sous-système et la stabilité globale en tenant compte des interactions.
Pour la synthèse des observateurs décentralisés à interconnections inconnues, certes, les hypo-
thèses formulées dans ce rapport dependent du niveau de complexité des systèmes étudiés car les
dimensions des interconnections peuvent limiter l’utilisation de ces observateurs, mais, en contre
partie, on a présenté à l’utilisateur des outils de structuration permettant de faire ressortir une
forme plus adaptée à l’analyse. Un des outils de structuration est la recherche de recouvrement ;
cet outil constitue une des alternatives à la complexité car il permet de réduire la dimension des
interconnections. Cependant, la décomposition par recouvrement augmente la dimension de la
matrice d’état et n’est applicable que sur des sous-systèmes qui se partagent physiquement des
états, des entrées et des sorties.

En ce qui concerne la partie commande, nos travaux de thèse sont, à notre connaissance,
parmi les premiers travaux de thèse à essayer de synthétiser une commande basée observateur où
les interconnections ne sont pas considérés comme inconnues. Cela permet d’étudier des systèmes
de plus en plus complexe où les dimensions des interconnections sont élevée.

Perspectives

Comme perspectives à ce travail, nous proposons d’utiliser d’autres méthodes de décentrali-
sation pour la synthèse d’observateurs des système de grandes dimensions, telles que la recherche

134



de recouvrements (overlapping) et le principe d’inclusion. Signalons qu’on n’a considéré dans ce
mémoire que la décentralisation des systèmes, mais l’étude des systèmes de grande dimensions
nous fait prendre conscience du manque de méthodologies de synthèse exploitant des structures
de système autre que décentralisée. Des travaux comme ceux de K. Hiramoto et al. [HBG05] s’in-
téressant au cas des systèmes mécaniques symétriques ouvrent des perspectives intéressantes. Un
autre point qu’on pourrait développer, serait d’exploiter la stabilité connective pour la synthèse
d’une commande basée sur un observateur interconnecté.

Enfin, il serait intéressant de penser à une méthode de synthèse d’observateur décentralisé
et de commande basée observateur pour les systèmes de grande dimension à retard, en tenant
compte des contraintes de communication.
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Résumé
Dans ce mémoire, on s’est intéressé aux problèmes d’estimation, de filtrage H∞ et de la

commande basée observateur des systèmes de grande dimension. L’étude porte sur les systèmes
linéaires standards mais aussi sur les systèmes algèbro-différentiels appelés aussi systèmes singu-
liers pour couvrir la classe la plus large possible des systèmes de grande dimension.

Ainsi, on a commencé notre travail en proposant des méthodes de synthèse d’observateurs
décentralisés à interconnexions inconnues pour des systèmes de grande dimension standards
et singuliers. On a cherché à éliminer l’effet des interconnections inconnues sur la dynamique
de l’erreur d’observation. La synthèse de l’observateur est basée sur des LMIs permettant de
déterminer la matrice de gain paramétrant toutes les matrices de l’observateur. La formulation
LMI est basée sur l’approche Lyapunov et déduite des différents lemmes bornés.

Ensuite, on a proposé des filtres décentralisés qui permettent d’assurer, en plus de la stabilité,
un critère de performance H∞, c’est à dire qu’on a cherché à atténuer l’effet des perturbations,
supposées être inconnues mais à énergie bornée, sur la dynamique de l’erreur d’estimation. On a
abordé après l’étude des observateurs interconnectés pour les systèmes de grande dimension, où
on a proposé une nouvelle méthode permettant de synthétiser une nouvelle forme d’observateurs
interconnectés connectivement stable. On s’est intéressé à la capacité d’un tel observateur à
être stable de manière robuste vis-a-vis des incertitudes sur les interconnexions entre les sous
observateurs qui les forment.

Enfin, on s’est intéressé à l’application des méthodes d’estimation proposées dans le cadre de
la commande. En effet, dans un premier temps, on a proposé une commande décentralisée basée
sur un filtre H∞ pour une classe de systèmes de grande dimension standards à interconnections
non-linéaires. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. aux cas des systèmes
perturbés standards. En effet, on a commencé par le calcul du gain de retour d’état qui satisfait
les spécifications du système bouclé. Puis, on a synthétisé un filtre qui a pour but de fournir
en sortie une estimée de ce retour d’état. L’approche a été validée sur un exemple de système
composé de trois machines électriques interconnectées.

Dans le second volet du chapitre, on a considéré le problème de la commande via un filtre H∞
pour une classe de système singulier de grande dimension soumis à des perturbations à énergie
bornée. L’approche est une extension des travaux de Kalsi et al. au cas des systèmes singuliers
perturbés

L’un des principaux apports de nos travaux, a été de proposer une nouvelle méthode de
synthèse de commande basée sur un filtre H∞ qui générée par des conditions de solvabilité
moins restrictives que celles introduites dans les travaux de Kalsi et al. Ainsi, on a relaxé les
contraintes qui portait sur la distance entre la paire de matrices formée par la matrice d’état et
la matrice d’entrée d’une part et l’ensemble de paires de matrices incontrôlables d’autre part. De
plus, on tient compte de la maximisation des bornes de l’interconnexion, ce qui est très important
en pratique.

Mots-clés: Système de grande dimension, Système singulier, Observateur décentralisé, Obser-
vateur interconnecté, Filtrage H∞, Commande basée observateur
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Abstract

In this dissertation, we investigated the problems of the estimation, H∞ filtering and the
controller based-observer design for standard large scale systems and for algebro-differentials
ones called also singular large scale systems.

So, we began to propose methods for decentralized observer design with unknown intercon-
nections for standard and singular systems. We search here to decouple the unknown intercon-
nections and the dynamics of the observation error. The method is based on LMIs approach to
find the gain matrix implemented in the observer matrices. The LMI formulation is based on
Lyapunov approach and deduced from various bounded lemmas.

We propose then, filters that permits to ensure, in addition to the stability, an H∞ per-
formance criteria ; we search to attenuate the perturbations effect, supposed unknown but of
bounded energy, on the dynamics of the estimation error. We discussed after the study of inter-
connected observers for large systems, we have proposed a new method to design a new form of
interconnected observers connectively stable. We are interested in the ability of a such observer
to be robustly stable towards uncertainties in the interconnections between sub-observers.

Finally, we are interested to the application of the proposed estimation methods to the control
purpose. Indeed, in a first step, we propose a decentralized control based on a filter H∞ for a
class of large scale standard systems with nonlinear interconnections. Then, Then, we focus our
attention on the observer based control for singular systems to search for a control law which
ensures an H∞ performance criteria. The approach is an extension of recent works of Kalsi and
al. to the case of disturbed large scale systems.

One of the main contributions of our work was to propose a new method of control design
based on a filter H∞ which generated by using less restrictive conditions than those introduced
in the work of Kalsi and al. Thus, we have relaxed the constraint on the distance between the
pair of matrices formed by the state matrix and input matrix and the set of pairs of matrices
uncontrollable. In addition, we consider the maximization of the bound of the interconnection,
which is very important in practice.

Our approach is obtained into two steps. The first one consist on calculating the gain state
feedback that meets the specifications of the closed loop system. The second one , then we
reconstruct this control law using our previous results on the H∞ filtering. The approach has
been validated on an example of a system composed of three interconnected electrical machines.

Keywords: Large scale system, Singular system, Decentralized observer, Interconnected ob-
server, H∞ filtering, Observer based control
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