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Résumé

Cette thése est divisée en deux parties, le fil directeur étant la controlabilité en temps
optimal.

Dans la premiére partie, aprés un rappel du principe du maximum de Pontryagin dans

le cas des systémes de dimension finie, nous mettrons en ceuvre ce principe sur la cas d’un
intégrateur non-holonome connu sous le nom de systéme de Brockett pour lequel nous
imposons des contraintes sur ’état. La difficulté de cette étude provient du fait que ’on
considére un probléme de controle avec des contraintes sur 1’état.
Apres cet exemple, nous nous intéressons a une extension du principe du maximum de
Pontryagin au cas des systémes de dimension infinie. Plus précisément, ’extension que
nous considérons s’applique au cas de systémes exactement controlables en tout temps.
Typiquement, ce résultat s’applique & ’équation de Schrédinger avec controle interne. Pour
de tels systémes, sous une condition de controlabilité approchée, depuis un ensemble de
temps non négligeable, nous montrons ’existence d’un controle bang-bang.

Dans la seconde partie, nous étudions le probléme de la nage & bas nombre de Reynolds.
Une modélisation physique convenable nous permet de le formaliser comme un probléme
de controle.

Nous obtenons alors un résultat de controlabilité sur ce probléme. Plus précisément, nous
montrons que quelque soit la forme du nageur, celui-ci peut se déformer légérement pour
suivre une trajectoire imposée.

Nous étudions ensuite le cas d’un nageur a symétrie axiale. Les résultats de la premiére
partie permettent alors la recherche d’un contréle en temps optimal.

Mots clefs : équations de Stokes, interaction fluide-structure, controlabilité, controlabilité en
temps optimal, controle géométrique, principe du maximum de Pontryagin, systéme de Brockett,
intégrateur non-holonome, contréle bang-bang, équation de Schrodinger.

Abstract

This thesis is divided in two parts. The main tool of this work is time optimal control.

We first consider the Pontryagin maximum principle for control system of finite dimen-
sion. After that, we give an application of this principle for the Brockett integrator with
state constraints.
Then, we study an extension of the Pontryagin maximum principle in the case of infinite
dimensional systems. More precisely, this extension concerns the case of exactly control-
lable systems in any time. For instance, this can be the Schrédinger equation with internal
control. Especially under some condition of approximate controllability, we can show the
existence of a bang-bang control defined on a time set of positive measure.

In the second part, we study the problem of swimming at low Reynolds number. A
convenient physical model allows us to formulate it under the form of a control problem.
We then get a controllability result on this problem. More precisely, we will show that
whatever the shape of the swimmer is, the swimmer can slightly modify its shape in order
to steer any prescribed trajectory.

To complete this part, we consider the case of an axi-symmetric swimmer. The results of
the first part allow us to find an optimal time control.

Key words: Stokes equations, fluid-structure interactions, controllability, time optimal control,
geometrical control, Pontryagin’s maximum principle, Brockett system, non-holonomic integrator,
bang-bang control, Schrédinger equation.
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Introduction générale

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a la controlabilité et la controlabilité
en temps optimal pour certains problémes issus de la physique. Plus particuliérement, on
considére deux types de probléme; le premier est formé des équations de Schrédinger et le
second est celui modélisant la nage des micro-organismes. Ce dernier probléme se raméne
a un probléme en dimension finie.

Nous avons choisi de diviser cette thése en deux parties. En effet, méme si les deux
parties que nous avons considérées ne sont pas complétement indépendantes, la lecture et
la compréhension de I'une peut se faire sans l'aide de 'autre.

La premiére partie est dédiée a I’étude du principe du maximum de Pontryagin. En
particulier, nous donnerons une extension de ce principe au cas de systémes de dimension
infinie (pour des systémes du type Schrodinger) et nous donnerons un exemple non trivial
d’application de ce principe au cas d’un systéme de dimension finie provenant du probléme
de la nage.

La seconde partie reprend un des objectifs initiaux de cette thése, c’est-a-dire :

"La natation des micro-organismes est-elle possible 7”
Pour répondre a cette question, nous avons modélisé le probléme sous la forme d'un pro-
bléme de controle. Le controle étant la déformation du nageur et la variable & controler
étant sa position.

Nous donnons ci-dessus une introduction détaillée pour chacune de ces deux parties.

Partie I : Quelques contributions a la théorie du contréle en temps optimal

Dans cette partie, nous nous intéressons a un probléme de contrdle optimal. Plus pré-
cisément, nous regardons le probléme de contrdle en temps optimal qui se formule de la
maniére suivante :

Probléme. Trouver le temps minimal 7™ > 0 tel que la solution du probléme de Cauchy :

2= [f(z,u), z(0) =2,

avec u une fonction de controle, satisfasse les contraintes suivantes :

— I'état final est imposé : 2(T*) =21
— les contraintes sur le controle : w(t) € U pour t € [0, T*];
— les contraintes sur 'état : z(t) € K pour t € [0,T*].

Les données de ce probléme sont la fonction f, les conditions initiales et finales zg et
z1 et les ensembles admissibles U et K, respectivement pour les variables de controle et
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d’état. Dans tous les problémes que nous avons étudiés, U est la boule unité fermée de
I’espace des valeurs du controle.

Dans le Chapitre [l nous rappelons des résultats de controlabilité dans le cadre de la
dimension finie et nous donnons le principe du maximum de Pontryagin. Ce principe peut
étre trouvé dans les livres de Pontryagin [Pon89], Ioffe et Tiomirov [[T79], Trélat [Tré05]
et Bonnard, Faubourg et Trélat [BETO6].

Dans le Chapitre Bl nous appliquons le principe du maximum de Pontryagin a un
systéme pouvant étre vu comme une généralisation du systéme de Brockett [Bro82]. Cette
généralisation a déja été considérée dans les articles de Beals, Gaveau et Greiner[BGGQO()]
et Prieur et Trélat [PT05)]. Cependant, dans ces travaux, contrairement a notre étude, il n’y
a pas de contraintes sur ’état du systéme. Le systéme que nous avons étudié provient de
I’étude du probléme de la natation & bas nombre de Reynolds. La difficulté de cet exemple
provient du fait que I’on impose des contraintes sur la variable d’état (c’est-a-dire que K
est un compact).

Dans le Chapitre [l nous donnons aussi I’exemple particulier des systémes de controle
linéaires en dimension finie, c’est-a-dire lorsque la fonction f est donnée par :

f(z,u) = Az + Bu,

avec A une matrice de taille n x n, B une matrice de taille n x d. L’état z est a valeurs
dans R™, le controle u est & valeurs dans R? et U est la boule unité de R?. Pour ce type
de systéme, nous rappelons les résultats de controlabilité classiques (condition du rang de
Kalman). Aussi pour ce type de systéme, il est connu que le controle optimal u est bang-
bang, c’est-a-dire que pour presque tout ¢ € [0,77*], on a u(t) € U. Ce résultat peut étre
trouvé dans Bellman, Glicksberg et Gross [BGGAH0] et des développements sur ces types
de problémes peuvent étre trouveés dans Krabs [Kra89] et les articles de Seidman et al.
[SeiRR, SY06, Sei0s].

Dans le Chapitre Bl nous donnons une généralisation du principe du maximum de
Pontryagin au cas de certains systémes de dimension infinie. Dans notre cas, A devient
Popérateur de Schrodinger et B est un opérateur de controle admissible. L’originalité de
I’étude provient du fait que 'on considére un opérateur de contrdle non nécessairement
inversible. En effet, & notre connaissance, les extensions du principe du maximum de Pon-
tryagin aux systémes de type Schrodinger ne concernent que des opérateurs de controle
inversibles. On référe en particulier aux travaux de Fattorini [Faf0d, [Faf6d, [Fat77] et de
Lions [Lio68]. La démonstration des ces extensions, comme la notre, reprend la preuve du
principe du maximum de Pontryagin dans le cas de la dimension finie donné dans [BGG5H6].
De plus sous des hypothéses supplémentaires de controlabilité, nous pouvons montrer que
le controle optimal est bang-bang, comme dans le cas de la dimension finie.

Un autre type d’extension du principe du maximum de Pontryagin & la dimension
infinie concerne le cas des opérateurs paraboliques. En effet, le cas de ces opérateurs est
différent du cas des opérateurs du type Schrodinger, car ils n’engendrent pas un groupe a
un parameétre. Aussi, pour ces opérateurs, nous n’avons pas de résultat de controlabilité en
temps arbitrairement petit. De maniére générale, pour ce type d’opérateurs, on étudie le
probléme de contrélabilité a 0. A notre connaissance, les seules extensions du principe du
maximum de Pontryagin pour ce type d’opérateurs concernent le probléme suivant :

Probléme. Etant donné zg et € > 0, déterminer le temps minimal 7% > 0 tel qu’il existe
un controle u pour lequel la solution du probléme de Cauchy :

2 =Az+ Bu, z(0) =z,

satisfait :  [|z(¢)|| < e pour tout ¢ > T™*.
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Pour ce type de probléme, on fait référence aux travaux de Wang et al. [WW0OT, [Wan08|
[Wan(4], Micu, Roventa et Tucsnak [MRIT?] et Phung et Wang [PWII].

Un autre type de probléme fréquemment rencontré dans la littérature est celui de la
régularité de la fonction qui a la condition initiale zg associe le temps optimal T*. Pour ce
type de probléme, on fait référence & Gozzi et Loreti [GLI9).

Partie IT : Nage a bas nombre de Reynolds

Dans cette partie, nous étudions le cas de la nage des micro-organismes ou micro-robots.
Le probléme physique est le suivant :

"Etant donné un corps déformable plongé dans un fluide, est-il possible de déformer ce
corps de telle sorte que son centre de masse se déplace dans le fluide ?”

Cette question est & la base du projet FLAMENCO (FLAgellar MEchanisms for Nano-
robot COntrol) associant le CRAN (Centre de Recherche en Automatique de Nancy) et
I'TECN. Ce projet est un projet de la Fédération de Recherche Charles Hermite, il est
coordonné par M. Jungers du CRAN et J.-F. Scheid de 'TECN. L’objectif de ce projet est
la construction d’un robot nageur controlable dans un fluide visqueux.

Le déplacement résulte de l'interaction fluide-structure a la frontiére du nageur. En
effet, en se déformant, le nageur crée un champ de vitesse dans le fluide et ce champ de
vitesse engendre une force sur le nageur. C’est par ce biais que l'on souhaite déplacer le
nageur. Aussi afin de faire de la vraie natation, le nageur doit vérifier certaines contraintes :
ses déformations ne doivent pas contenir de déplacement rigide. En effet, si tel était le cas,
cela signifierait que I'on applique une force extérieure sur le nageur. Il existe des travaux
ou I’on souhaite controler la position d’un objet dans un fluide par le biais de 'application
d’un champ électromagnétique. Bien que proche de nos motivations, ce type de probléme
n’est pas étudié ici.

Dans notre étude, nous nous restreignons au cas des micro-nageurs, c’est-a-dire que leur
grandeur caractéristique est de ordre de 1079 m. A cette échelle, les forces inertielles sont
négligeables devant les forces de viscosité. Dans la modélisation effectuée au Chapitre B
nous allons introduire le nombre de Reynolds, Re. Ce nombre positif et sans dimension
mesure le rapport des magnitudes des forces d’inertie et de viscosité. Les équations que
nous considérons sont obtenues pour la limite Re = 0.

Le fait que les forces inertielles soient négligées dans ce probléme conduit & certains ré-
sultats contre intuitifs. Le résultat le plus surprenant est connu sous le nom du Théoréeme de
la coquille Saint-Jacques et a été énoncé par Purcell [Pur77|. En voici les termes originaux :

« There is a very funny thing about motion at low Reynolds number, which is
the following. One special kind of swimming motion is what I call a reciprocal
motion. That is to say, I change my body into a certain shape and then I
go back to the original shape by going through the sequence in reverse. At
low Reynolds number, everything reverses just fine. Time, in fact, makes no
difference — only configuration. If T change quickly or slowly, the pattern of
motion is exactly the same. »

Une illustration de ce résultat correspond en effet au cas de la Coquille Saint-Jacques.
Dans ce cas, les déformations de la coquille peuvent étre décrites par un seul paramétre,
langle o d’ouverture de la coquille Saint-Jacques (c.f. Figure [[l). Ainsi, se donner une
déformation de la coquille Saint-Jacques c’est se donner une fonction ¢ € [0, 7] — «a(t) € R.
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Cet angle est un parameétre réel et le théoréme ci-dessus permet d’affirmer que si la fonction
a est telle que a(0) = «(T') alors la coquille Saint-Jacques est dans la méme position a
Iinstant initial et final. Physiquement parlant, ce résultat est da & I’absence d’inertie dans
le systéme. Ainsi, si le nageur arréte de se déformer, alors tout mouvement est stoppé.

Fi1G. 1 — Mouvements de la coquille Saint-Jacques.

Pour pallier ce fait, on peut considérer des nageurs dont la déformation est non pério-
dique ou périodique mais non réversible en temps. On note que pour obtenir la non
réversibilité, la forme du nageur ne peut pas étre décrite par un seul parameétre. Sur la
Figure Bl on donne des exemples de nageurs ne vérifiant pas le théoréme de la coquille
Saint-Jacques.

C ooy

(a) Mouvement hélicoidal. (b) Nageur de Purcell.

FiG. 2 — Déformation de nageurs non réversibles en temps.

Dans notre modélisation, nous considérons B la forme de référence du nageur, et pour
tout temps t > 0 un difféomorphisme X; de B sur B;. Nous considérons aussi la déformation
X] = R(t)X; + h(t), avec R(t) une matrice de rotation de R? et h(t) un vecteur de R3. R
et h sont les inconnues du systéme et X est I’entrée du systéme. Le domaine occupé par
le fluide, Ff, est R3 privé du domaine du nageur, Bl = X;L (B).

Le systéeme décrivant la nage & bas nombre de Reynolds est constitué des équations
suivantes :

— les équations de Stokes stationnaires :

Au—Vp=0 dans FtT ,
divu =0 dans Ff ,

munies de la condition limite :

lim wu(x)=0;
|| =00

— la condition limite sur la frontiére du nageur :

u(zx) = 8tX;r(x) (x € 6B;r) :
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— P’équilibre des forces et des moments :

ol F(Bj)(u,p) (resp. ']I‘(BZ)(u,p)) est la force (resp. le moment par rapport au
point 0) exercée par la viscosité induite par le champ de vitesse u et le champ
de pression p sur le domaine BJ .

Pour la modélisation de ce probléme, on fait référence au séminaire de Purcell [Pur?d,
aux livres de Childress [ChiR1l], de Happel et Brenner [HBGH| et au livre de Milne-Thomson
IMT60]. Nous mentionnons ici les deux articles de Shapere et Wilczek [SW89b, SWR9a].

Pour une bonne compréhension de ce systéme, il est nécessaire de comprendre les équa-
tions de Stokes posées en domaine extérieur. Pour ceci, on fait référence a Galdi [Gal97],
Girault et Sequeria [GS91], Ladyzhenskaya [Lad69] et Jacob [Jachd].

Les équations de Stokes considérées sont linéaires par rapport & la condition limite, nous
verrons que le systéme complet qui est a priori de dimension infinie se raméne & une équation
différentielle ordinaire. Dans le but de montrer les résultats de controlabilité escomptés
pour le nageur, nous allons utiliser les outils du contréle géométrique, en particulier le
Théoréme de Chow. Pour les outils du controle géométrique utilisés, on fait référence aux
livres de Agrachev et Sachkov [AS04], Trélat [Txé05] et Coron [Cor(i7]. Pour appliquer ce
théoréme, nous devons calculer des crochets de Lie, c’est-a-dire que nous devrons dériver
la force exercée par le fluide sur le nageur par rapport & la forme du nageur. Pour les
résultats de régularité par rapport au domaine, on utilisera les résultats de Simon et al.
[Sim91, [BFCLS97, [MS]. Ceci sera effectué dans le cas d’un nageur particulier dont la forme
de référence est la sphére unité. Dans ce cas, nous utiliserons 'expression des solutions
du probléme de Stokes homogéne donné par Lamb [Lam93|. On note que la forme des
solutions est apparue originellement dans les travaux de Sampson [Sam9]]]. La forme de
cette solution est aussi reportée dans le livre de Happel et Brenner [HBGS] et dans les
articles de Brenner [Bre64| et de Blake [Bla71l [BIa73].

A la fin de cette partie, nous proposerons un schéma numérique pour le calcul des forces
de viscosité. Ce schéma est particuliérement efficace dans le cas d’une sphére légérement
déformée. A 1'aide de ce schéma, nous rechercherons numériquement un controle en temps
optimal dans le cas ot ’on considére un nageur & symétrie axiale.

Dans ce travail, nous n’avons considéré que le cas de la nage & bas nombre de Reynolds.
Dans le cas du nombre de Reynolds infini, si ’on suppose de plus que le fluide est un fluide
parfait, on fait référence aux travaux de Munnier et al. [Mun08, Mun09, MP10a, CMI11,
Mun10, CM10, MP10b]. 11 est a noter que dans le cas du bas nombre de Reynolds et dans
le cas du haut nombre de Reynolds avec un fluide parfait, les problémes de la natation sont
trés similaires. En particulier, les résultats de controlabilité s’obtiennent par le méme type
de méthode et il existe aussi un "Théoréme de la coquille Saint-Jacques”.

Dans le cas du probléme complet, ot I’écoulement fluide est modélisé par les équations
de Navier-Stokes, il n’existe, a notre connaissance, aucun résultat théorique sur la con-
trolabilité du nageur, dans le cas ou le nageur se déforme. Les seules études existantes
concernent ’approche numérique ou expérimentale de ce probléme. Pour ceci, on fait

référence & San Martin, Scheid et al. [SMS08, SMSTT0S, SMSTT05)| et & Boyer et al.
[KGBO7, BPLVO7, ERAHTOS].

Cependant, il existe des résultats de controlabilité pour le probléme proche qui est le con-
trole de la position d’un solide dans un fluide régi par les équations de Navier-Stokes. On
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référe pour ce type de probléeme a Boulakia et Guerrero, [BG11], & Badra et Takahashi

[BTTT] et & Imanuvilov et Takahashi, [[T07].
Dans le cas du bas nombre de Reynolds, en plus des travaux précédemment cités, on fait

référence aux travaux de Allouges, DeSimone et al. [ADHTTL, ADLOS, [ADHT 10, DMDMI11],
Bonnivard [Bon], Sigalotti et Vivalda [SVI{], San Martin, Takahashi et Tucsnak [SNMTT(07]
et Michelin et Lauga [MLI0.



Notations

Ensembles classiques

R (resp. C, N et Z) est 'ensemble des réels (resp. complexes, entiers naturels et entiers
relatifs).
Pour K =R, C, N ou Z, on note K* = K\ {0}.
Pour K =R ou Z, on note K; = Kn [0, +oo[ et K_ = KnN] — o0, 0].
Pour tout n € N*, on note 0,, I’élément neutre de R™ et pour tout € R", on note |z| la
norme euclidienne de x. Par défaut, nous utiliserons cette norme.

Applications linéaires

Soient X et Y deux espaces vectoriels topologiques,

— L(X,Y) est 'ensemble des applications linéaires continues de X dans Y.
L(X,X) sera notée L(X);

— Soit P € L(X,Y), on définit
le noyau de P : Ker P={zx € X, Pr =0} C X,

'image de P : ImP={Pzx,zeX}CY.
Matrices
K désignant un corps, pour n,m € N* i € {1,...,n} et € K", on note x; la i*m®

composante de x.

— My, (K) est 'ensemble des matrices de taille n x m a coefficients dans K.
Pour tout matrice M € M,, ,,(K), on note M; ; la i®™® composante de la 5™ colonne
de M, avec (i,7) € {1,...,n} x{1,...,m}.
Lorsque m = n, on notera simplement cet ensemble M, (K).
— Pour toute matrice M de M,,(C),

— on note M (resp. M*) la matrice transposée (resp. adjointe) de M ;
n

— on définit la trace de M par : TrM = ZMZZ
i=1
— On définit le produit scalaire - : - sur les matrices de M,,(R) par

M:N=Te(MN") (M,N e M,(K)).

Muni de ce produit scalaire, M,,(R) est un espace de Hilbert.
— La matrice identité de M,,(R) est notée I,,.
— Dans M,,(R), on note Orth(n) l'ensemble des matrices orthogonales,

Orth(n) = {R € M,(R), R"R=1,}
et on note SO(n) 'ensemble des matrices de rotations de R”,

SO(n) = {R € Orth(n), det(R) =1}.

x1
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NOTATIONS

Classes de fonctions

— Soit E et F' deux espaces de Banach. Pour p € {0,1,...,00}, on note CP(E, F)

I’ensemble des fonctions de classe C? de E dans F'. On note aussi C¥(E, F') ’ensemble
des fonctions analytiques de F dans F. Lorsque E = F (topologiquement), on notera
simplement CP(E) (p =0, 1,..., 00 ou w).

Soient T' > 0 et E un espace de Banach.

C¥([0,T], E) (resp. CP([0,T],E), p € NU{oo}) est 'ensemble des fonctions analy-
tiques (resp. de classe CP) sur [0,7] a valeurs dans F.

Soit E un ouvert ou une sous-variété plongée dans un espace euclidien. AC([0,T], E)
est I’ensemble des fonctions absolument continues sur [0,7] a valeurs dans E. Cet
ensemble est muni de la norme :

T
I fllac(o,),2) = sup \\f(t)|!E+/ [0 f (V)] dt.
t€[0,7) 0

Si E = R, on écrira simplement C¥([0,T7]), CP([0,T]) (p =1, 2,..., 00) et AC([0,T7).
Soient n € N* et {2 un ouvert de R".

On note D(2) l'ensemble des fonctions de classe C* sur Q a valeurs réelles et a
support compact dans €.

On rappelle ici quelques espaces de Sobolev classiques.

Pour p € R* U{oo} et r € NU {00}, on note W"P(§Q2) I'adhérence de D(2) pour la

norme :
r

I lwra@) =D Y 10afllney  (f € D)),

{=0 aeN"™
lor|=¢

n
avec |a| = Zai pour a = (aq,...,ap) € N et
i=1

</ |f(x)|pdx>p sipeRY,
1 fllzr () = Q

supess f(x) sip=o0.
e

On note aussi LP(Q) = WOP(Q) et H"(Q) = W2(Q).

Pour Z = LP, H" ou W"P, on note Zj,.(€2) 'ensemble des fonctions f de Q dans R
telles que pour tout compact K de Q, f|x € Z(K).

Pour tout ensemble de Banach E, W11(]0,T], E) est 'espace de Bochner-Sobolev (c.f.
[Rou05, § 7.1, page 187]) constitué des fonctions Lebesgue-mesurables f : [0,T] — E
telles que f, f' € L1([0,T], E) (la dérivée u’ étant prise dans le sens des distributions).
Il peut étre montré que W1i([0, T], E) s’injecte continument dans C([0,T], E) et que

t

f() = f(0) —i—/ f'(s)ds pour tout t € [0,T] et tout f € WH([0,T], E). L’intégrale

0
étant une intégrale de Bochner (généralisant le concept d’intégrale de Lebesgue aux
fonctions & valeurs dans un espace de Banach). L’espace W11([0, 7], E) est muni de

la norme [|f[lw 11027, = | fllcqom.e + fo I17/(s)]e ds.



Opérateurs différentiels

Soit n > 1 et soient ¢ : R® — R et u,v :

NOTATIONS

xiii

R"®™ — R"™ des fonctions suffisamment

réguliéres, dans la base des coordonnées cartésiennes, on définit les opérateurs différentiels
suivants :

Gradient de la fonction ¢ :

Vp=

Gradient du champ de vecteurs wu :

Vu = (Vuy ... Vuy,)

i
31‘1
9
oxy,

ow
8.%'1

oxy,

Gradient symétrique du champ de vecteur u :

D(u) =

DO | —

Divergence du champ de vecteur u :

Laplacien de la fonction ¢ :

(Vu+ (Vu)').

divu = Tr(Vu).

Ap = div(Vy).

Laplacien du champ de vecteurs u :

Opérateur de convection :

Au =

(u-V)v=

A’U,l

Au,,

n

Su

=1
n

>

i=1

o,
(%zi

vy
8xi

ou,
8.%'1

ou,
oxy,
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Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques concepts de base sur la controlabilité
et la controlabilité en temps optimal. Les résultats sont issus des livres de Agrachev et
Sachkov [AS04], Coron [Cor(7], Toffe et Tihomirov [IT79] et Tucsnak et Weiss [T'W09]. On
réfere aussi aux livres de Trélat [Txé05] et Bonnard, Faubourg et Trélat [BET06].

Soient X et U deux espaces de Banach et f : X x U — X. On considére le systéme
dynamique :

2(t) = f(2(0), u(t)) (te0,TY)), (1.0.1)

pour T' € R* , muni d’une condition initiale de Cauchy : 2(0) = 2.

Dans ce systéme u(t) est le controle a l'instant ¢ et z(t) est 'état du systéme & l'instant ¢.
On peut aussi supposer que ’équation différentielle ordinaire ([CILI]) est posée sur une
variété différentielle M plongée dans X. Dans ce cas, pour tout z € M, on suppose que
f(z,:) : U — T,M, avec T,M Vespace tangent & M en z, c’est-a-dire que f(-,u) est un
champ de vecteurs sur M pour tout u € U.

On définit &, la fonction entrée-sortie en temps 7', qui associe au controle u la valeur de
I'état & I'instant T'. On notera aussi Ap(zo) I'image de 7, 'ensemble des points accessibles
en temps T & partir de zg.

Nous dirons que le systéme est controlable en temps 7' si @7 est une application surjective,
c’est-a-dire que pour tout z; € X, il existe une fonction w : [0,7] — U telle que z(T") = z;.
Nous dirons que le systéme est approximativement controlable en temps 7' si 'image de
@1 est dense dans X, c’est-a-dire que pour tout € > 0 et pour tout z; € X, il existe une
fonction w: [0,T] — U telle que ||2(T) — z1||x < e.
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1.1 Rappels sur la controlabilité en dimension finie

Dans cette section, on suppose que X = M est une variété C'°° de dimension finie
n € N*. On rappelle que le Théoréme de plongement de Whitney permet de considérer que
M est une sous-variété de R?"*1,

1.1.1 Meéthode des crochets de Lie

Soient f et g deux champs de vecteurs lisses sur M. On définit le crochet de Lie de f
et g par :

[f,91(2) = Dg.f(z) =Dfug(z)  (z€ M), (1.1.1)

avec Dy, f(z) la différentielle de g en z appliquée a f(z).
Le crochet ainsi défini satisfait les propriétés requises pour un crochet de Lie, c’est-a-dire :

1. L’antisymétrie, [fy 9l =—lg, fl;
2. La linéarité, [Afi 4 Aafa, 9] = Milf1, 9] + Aalf2, 95
3. L’identité de Jacobi, [f, lg, h]] = [[f, g],h] + [g, lf, h]]

On appelle algébre de Lie un espace vectoriel doté d’un produit interne satisfaisant les
propriétés [, B et Bl ci-dessus.

Exemple 1.1.1. Soit n € N*, alors M, (R) muni du crochet : [A,B] = AB — BA
(A, B € M, (R)) est une algébre de Lie.

L’ensemble des champs de vecteurs de classe C*° sur M muni du crochet défini par
(CIT) est une algebre de Lie. Soit J = { fo, f1,.-., fn} une famille de champs de vecteurs
lisses sur M, on note Lie J la plus petite algébre de Lie contenant 7. Pour tout z € M, on
note Lie,J l'espace vectoriel obtenu par I’évaluation de Lie J en z. On a Lie,J C T, M.

Exemple 1.1.2. On considére le systéme dynamique sur R™ donné par :
2= Az+ Bu, (1.1.2)

o A € My(R) et Be M, 4(R) (n,d € N*) sont deuz matrices constantes, z : [0,T] — R"
Uétat du systeme et u : [0,T] — R le controle. On définit fo, f1,..., fa les champs de
vecteurs sur R™ par :

folz) =Az et filz)=b; (ie{l,...,d}, zeR"),

ot by,...,bg € R™ sont les colonnes de B. En notant u(t) = (u1(t),...,uq(t))", on obtient

que (CI2) se récrit :
d
£=fo(z) + Y uifi(z).
i=1

Il est aisé de voir que Lieg{fo,..., fa} = vect {Akbi, keN, i€ {1,...,d}} et ainsi, en
utilisant le Théoréeme de Calley-Hamilton que :

dim Lieo{ fo, - ..., fa} =rg (B, AB,..., A" 'B) .

Ce résultat est a rapprocher de la condition du rang de Kalman, c’est-a-dire que si
rg (B, AB, ..., A""'B) = n, alors le systtme dynamique ([CI2) est controlable.



RAPPELS SUR LA CONTROLABILITE EN DIMENSION FINIE 7

Nous allons maintenant énoncer le résultat de controlabilité de Rashevski-Chow. Ce
Théoréme est une conséquence du Théoréeme de 'orbite (c.f. [AS04, Theorem 5.1]).
Pour plus de détails, on fait référence a [AS04, Theorem 5.9] ou [Cor(i7, Theorem 3.18].

Théoréme 1.1.3 (Rashevski-Chow). Soient fi,..., fq, d champs de vecteurs lisses sur
M. Si pour tout z € M, nous avons :

Liez{fl,...,fd} :TZM, (113)

alors le systéme dynamique :
d
= wifi(z), (1.1.4)
i=1

est controlable en tout temps T > 0.
Si on suppose que le controle u est borné, alors il existe un temps Ty = 0 tel que le
systeme est contrélable en tout temps T > Tj.

Exemple 1.1.4. Sur R3, on considére le systéme dynamique suivant :

21 = u1,
29 = U,

2.3 — 21U — Z22Uq .

Ce systéeme est connu sous le nom d’intégrateur de Brockett. Une généralisation de ce
systeme sera donnée dans le Chapitre [A. Pour ce systéme, uj et us sont des controles a
valeurs réelles.

On définit les deux champs de vecteurs fy et fo par :

1 0
fiz)=11 0 et fa(z)=| 1 (2= (21,22,23) " € R?).
—Z9 Al

Soitz € R3, on a :

0
[f1, f2)(z) = [ O
2

Ainsi, Vect {f1(2), f2(2), [f1, f2](2)} = R® = T,R3 et le Théoreme [LI3 assure le résultat
de contrélabilité pour ce systéeme.

On remarque que montrer la condition (I3 revient & montrer qu'un déterminant est
non nul. Il est alors trivial de montrer le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.5. Soient M une variété analytique et fi,..., fq des champs de vecteurs
analytiques sur M. S’il existe z € M tel que :

Liez{fla"' afd} — TZMa

alors pour presque tous zy,z1 € M et pour tout T > 0, il existe u: [0,T] — R? tel que la
solution z du systéme dynamique (CLIA) satisfait z(0) = zg et 2(T) = z;.

Si on suppose que u est borné, alors pour presque tous zg,z1 éléments de M, il existe
Ty > 0 tel que pour tout Ty > Ty, il existe u : [0,T] — R? tels que la solution z du systéme

dynamique ([LIA) satisfait 2(0) = zg et 2(T) = z;.
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Il est aisé de vérifier que sous les hypotheéses du Théoréeme [LT3] nous avons un résultat
de suivi de trajectoire, c’est-a-dire que pour toute courbe 7 : [0,7] — M et pour tout
e > 0, il existe un controle u tel que la solution z du systéme dynamique (CIF) satisfait :

[2(t) =@l < (£€[0,T]).

La méthode des crochets de Lie est trés bien adaptée au cas des systémes de dimension
finie, particulierement pour le cas des équations différentielles ordinaires non linéaires.
Cependant elle se généralise difficilement au cas des systémes de dimension infinie. C’est
pourquoi dans le paragraphe suivant, nous introduisons une autre méthode.

1.1.2 Meéthode du retour

Pour plus de détails sur cette méthode, on fait référence a [Cor(7, Chapitre 6].

Soit f : R™ xR? — R™ une fonction de classe C™ telle que f (0,,,04) = 0,,. On consideére
le systéme dynamique 2z = f(z,u).
On suppose que pour tout 7' > 0 et tout € > 0, il existe une fonction mesurable & variations
bornées @ : [0, T] — R telle que ||| (o7) < € et

— la solution maximale z du probléme de Cauchy

ézf(f,ﬂ), 2(0):0717

satisfait Z(T') = 0,,;
— le systéme linéarisé autour de (z, @) est controlable en temps 7.
Alors, il existe n > 0 tel que pour tous zg, z; dans R™ satisfaisant |zg| < 7, |z1| < 7, il existe
un controle u € L>®(0,T)? pour lequel ||z — u|| 10 (o) < € et la solution z : [0,7] — R™ du
probléme Z = f(z,u) muni de la condition initiale z(0) = zg satisfasse z(T) = z;.
En effet, nous avons le Théoréme suivant (c.f. [Cor(id, Theorem 3.6]) :

Théoréme 1.1.6. Soient to < t; deuz réels et (T,1) : [to,t1] — R™ x R? une trajectoire
du systéme de controle & = f(x,u).

On suppose que le systéme linéarisé le long de la trajectoire t — (Z(t),u(t)) est controlable.
Alors le systéme de controle (non linéaire) est localement contrélable le long de la trajectoire

t— (z(t),u(t)).

Exemple 1.1.7. Nous reprenons le systéme donné dans [’Exemple [1.1-], c’est-a-dire :

21 =u )
22 = Uug, (1.1.5)
23 = Z1U2 — 22U7 .

On considére alors un controle u tel que pour tout t € [0,T], on ait (T —t) = —u(t). I

est aisé de vérifier que la solution zZ du systéeme (CIA) correspondante satisfait pour tout
t€0,T], z2(T — t) = 2(t). Ainsi, si on munit (LI3) de la condition initiale Z(0) = Og, il
est clair que Z(T) = z(0) = 03.
uy
On pose f(z,u) = U , de sorte que ([LI3) s’écrit 2 = f(z,u).
Z1U92 — 22U
On obtient le systéme linéarisé correspondant en calculant A(t) = 0, f(Z(t),u(t)) ainsi que

B(t) - 3uf(2(t),ﬂ(t)) :

0 0 0 1 0
At) = 0 0 et Bi)=| 0o 1
U9 (t) —U7 (t) 0 —29 (t) 21 (t)
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Le systéme linéarisé autour de (z,u) s’écrit alors :
y= Ay + Bv.
On rappelle alors le Théoréme suivant (c.f. [Corlld, Theorem 1.18]) :

Théoréme 1.1.8. Soient A :[0,T] — M,(R) et B :[0,T] — M, 4(R) (n,d € N*) deux
application continues.
Pour tout t € [0,T], on construit la suite de matrices (Bi(t))z‘eN par la formule de récur-

| Bo(t) = B(t), Bi(t) = Bia(t)— A®)Bia(t) (i €N*).

Supposons que pour un certain t € [0,T], on ait :
Vect{Bi(f)u, weR?, i€ N} =R",

alors, le systéeme de linéaire § = Ay + Buv est controlable en temps T .

Retour a ’exemple 1.1.7. Dans le cas du systéme (CIA), nous avons :

Ainsi, nous avons :

Vect {Bi(t)u, weR?, ie {1,2}}

1 0 0 0
= Vect 0 , 1 , 0 ,
—21 (t) 29 (t) U2 (t) Ul (t)

Par conséquent, si 4 # 0, Uensemble ci-dessus est R3 en un certain temps t € [0,T]. Nous
en déduisons que la condition de contrélabilité autour de Q3 est vérifiée pour ce systéme.

1.2 Existence d’un controéle optimal

Soient M une variété lisse, K C M, f(-,v) un champ de vecteurs lisse sur M pour tout
v € U avec U C RY
Pour u € L*>([0,T],U), on considére z, la solution du probléme de Cauchy :

2y :f(zu’u)’ ZU(O) =170,
et les deux problémes de minimisation suivants :

Probléme 1.2.1 (Minimisation d’une fonctionnelle). Etant donnés zy et z; dans M, mini-
miser une fonction réelle continue u — J(u) définie sur L*°([0, 7], U) sous les contraintes :
— u(t) € U pour presque tout ¢t € [0,7];
~ 2z,(t) € K pour presque tout t € [0,7T];
- ZU(T) =171.

Probléme 1.2.2 (Minimisation du temps). Etant donnés zy et z; dans M, minimiser le
temps T' > 0 tel que l'on ait :
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— u(t) € U pour presque tout t € [0,7T];
— z,(t) € K pour presque tout t € [0, 7],
- Zu(T) =171.

Il est trivial que le Probléme peut s’écrire sous la forme d’un probléme du type
Probléme [CZZT] par un changement de variable en temps. Dans ce cas, on rajoute une
variable d’état (7") au probléme initial, la variété devient M x R et K devient K x Ry.

Les problémes de controle en temps minimal sont des problémes classiques pour les
systémes d’équations différentielles ordinaires linéaires. Pour de tels systémes, il est bien
connu (c.f. Bellman, Glicksberg et Gross [BGGAH6]) qu'ils satisfont le principe du maximum
de Pontryagin et qu’ils conduisent & un controle bang-bang. Nous allons présenter dans cette
section deux approches.

Dans le paragraphe [L2Z1], on présentera le principe du maximum de Pontryagin pour des
systémes de dimension finie quelconques. Cependant la preuve de ce Principe dans le cas
général est difficilement adaptable au cas de la dimension infinie.

C’est pourquoi, dans le paragraphe [L2Z2, nous donnons 1’énoncé du principe du maximum
de Pontryagin dans le cas particulier des systémes affines de dimension finie. Le principal
intérét de ce "deuxiéme” principe du maximum de Pontryagin est que sa démonstration
originelle due & Bellman, Glicksberg et Gross [BGGH0] s’adapte facilement & certains pro-
blémes de dimension infinie, comme nous le verrons dans le Chapitre Bl

Dans cette section, nous ne rappelons que le cas des systémes autonomes. Des résultats
similaires existent dans le cas non-autonome, on fait référence par exemple a [[T°79).

1.2.1 Cas général

Dans ce paragraphe, nous allons donner un résultat d’existence d’un controle optimal
(le Théoréme de Filippov, c.f. [AS04, Chapitre 10] et [Ces83]). Nous donnerons aussi une
condition nécessaire sur le contrdle optimal (le principe du maximum de Pontryagin, c.f.

[Pong9, IT79)).

Théoréme 1.2.3 (Filippov). On suppose que :

— U est un compact de R® ;

— il existe un compact K de M tel que f(z,u) =0 pour tout z ¢ K et tout u € U ;

— pour tout z € M, l'ensemble {f(z,u), u € U} est conveze.
Alors, pour tout z € M et tout t > 0, ’ensemble des points atteignables a partir de z en
temps t, Ay(z), est un compact de M.

Sous les hypothéses du Théoreme [L2Z3], le Probléme admet une solution.

Nous allons maintenant donner le principe du maximum de Pontryagin dans sa forme
générale. Pour ce faire, il est nécessaire d’introduire quelques notations.
On se place dans le cas M = R” et on écrit la fonctionnelle J sous la forme :

ou z est la solution d’un probléme de Cauchy du type

z=f(z,u), 2(0) =z

On considére de plus k fonctions g; : R — R (i € {1,...,k}) et on suppose, comme dans
le Théoréme de Filippov, que U est un compact de R%. On suppose que les fonctions g; et
h sont dérivables.

Le probléeme de minimisation considéré est :
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T
Probléme 1.2.4. Etant donné z; € R", minimiser J(u) = / h(z(t),u(t))dt sous les
0

contraintes :
— z est solution du probléme de Cauchy ci-dessus avec u € L>([0,T],U);
- 2(T) =21,
— gi(2(t)) < 0 pour tout ¢ € {1,...,k} et tout ¢t € [0,T].

Pour ce faire, on introduit le hamiltonien de ce systéme :

H(Z’ u, P, 80) = <pa f(Za u)> + SOh(Z’ u)

ou p € R" est la variable adjointe et sy € R est le multiplicateur de Lagrange associé au
cotit. On définit aussi :

H(z,p, s0) = sup H(z,u,p, sp) -
uelU

Nous avons le résultat suivant (c.f. [[T79, Theorem 1 Paragraphe 5.2.1]).

Théoréme 1.2.5 (principe du maximum sous forme hamiltonienne). Soit u* une solution
optimale du Probléme[I.2} On note z* la solution du probléme de Cauchy :

2 = f(2%,u"), 25(0) = 7.
Alors, il existe sy € R_, qo € R", q1 € R", une fonction p : [0,T] — R™ et k mesures
régquliéres positives ny,...,n, dont les supports sont respectivement inclus dans les ensem-
bles {t € [0,T], gi(z*(t)) = 0} tels que :
1. s0, 90, 41, P, N1y --- Nk Sont non tous nuls ;

2. p(0) = qo et, pour presque tout t € [0,T], p satisfait ’équation intégrale :
T k1T
p(0) =i+ [ OHE (@)t 0)p0) o) do = Y [ ougio =t s
t — Jt

3. pour presque tout t € [0,T] : H(z*(t),u*(t), p(t), so) = H(z*(t), p(t), so)-

La transposition de ce théoréeme au cas du controle en temps optimal est donnée dans
[[T79, Paragraphe 5.2.2]. Plus précisément, on définit pour ce probléme le hamiltonien :

H(Z,u7p, 30) - <p7 f(Z,ll)> + 50

et on note toujours H(z,p, sg) = sup H(z,u,p, so).
uelU
Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 1.2.6. Soient T* > 0 le temps optimal et u* un contréle en temps optimal satis-
faisant les contraintes du Probléme [I_.ZZ} On note z* la solution du probléme de Cauchy :

7 = f(2*,u"), 2%(0) = zg .

Alors, il existe s € R_, qo € R", q1 € R", une fonction p : [0,T*] — R"™ et k mesures

régquliéres positives ny,...,n dont les supports sont respectivement inclus dans les ensem-
bles {t € [0,T*], gi(z*(t)) = 0} tels que :

1. so, 90, 41, P, N1y --- >Nk Sont non tous nuls ;
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2. p(0) = qo et, pour presque tout t € [0,T], p satisfait I’équation intégrale :
T*

k T*
p(t)=—ar+ [ 0:-H(z"(s),u"(s),p(s), 50) ds — Z/ 9zgi 0 2" dn; ;

3. pour presque tout t € [0,T*] - H(z*(t),u*(t),p(t), s0) = H(z*(t),p(t),s0) = 0.
Exemple 1.2.7. On reprend ici le systéeme de [’Exemple :
Z1 = uy,
Zy = ug,

Z3 — Z1Uug — 22Uq .

On suppose que U est la boule unité fermée de R? (pour la norme euclidienne).

On considére pour ce probleme qu’il n'y a pas de contrainte sur [’état. Ce qui revient a
prendre par ezemple les g; identiquement égaur o —1.

Pour le probleme de controle en temps optimal, le hamiltonien de ce systéme est :

H(z,u,p, s0) = p1us + pauz + p3(z1u2 — z2u1) + sop = w1 (p1 — paze) + u2(p2 — p3z1) + So -
Ainsi, il est trivial que :
H(z,p,50) = /(D1 — P3z2)? + (P2 — P321)% + 50 -

Soient T* le temps optimal et u* un contréle optimal. Par application du Théoréeme [LZ1A
on obtient I'eristence de so € R_, qo,q1 € R3 et d’une fonction p: [0,T] — R3 tels que

1. sg, qo, qi1, p sont non tous nuls;

2. p(0) = qo et pour presque tout t € [0,T*|, p satisfait :
T*
p(O) = ~an - [ pa(s)us()ds
t

N
(ﬂ=ﬂm+[ ps(s)uf(s) ds
0

P2
PB( = —qi13

3. pour presque tout t € [0,T*], \/(pl — p323)2 + (p2 — p32)? = —s0.

1 _ *
Ainsi, si so #0, ona : u* = - <£; _ ﬁZ) (p.p. sur[0,T%]).

On mentionne ici le cas affine qui sera détaillé dans le paragraphe suivant.
Exemple 1.2.8. Considérons le systeme dynamique introduit dans I’Exemple [L 1A :
2= Ax + Bu,

avec A € Mp(R) et B € M, 4(R), z a valeurs dans R™ et u a valeurs dans R? (n,d € N*).
De méme que dans le cas précédent, on considére le probléme de contrile en temps optimal.
On suppose que U est la boule unité fermée de R™ (pour la norme euclidienne) et qu’il n’y
a pas de contrainte sur [’état. Le hamiltonien de ce systéme est :

H(Zau,paSO) = <p,AZ+BU> +50'
On en déduit :

H(Zap’ 80) = <pa AZ> + |B*p| + S0
Soient T* le temps optimal et uw* un contréle optimal. Par application du Théoréme [LZ10,
on obtient I'eristence de so € R_, qo,q1 € R3 et d’une fonction p : [0,T] — R" tels que :
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1. sg, qo, q1, p sont non tous nuls ;

2. p(0) = qo et pour presque tout t € [0,T*|, p satisfait :

p(t) = —a1 + /tT* Ap(s)ds;
On obtient alors que p est solution du probléme de Cauchy :
p=—Ap,  p0)=qo. (1.2.1)
3. pour presque tout t € [0,T*], on a :
H(=*(8), 0 (£), p(8), s0) = H(=* (1), p(t), 50) = 0. (12.2)

On en déduit en particulier que pour tout t € [0,T*] tel que B*p(t) # 0, on a :

* o 1 *
= T Y

1.2.2 Cas linéaire

Dans ce paragraphe, on considéere A € M, (R) et B € M, 4(R) (n,d € N*) deux
matrices. On note z la variable d’état & valeurs dans R™ et u la variable de controle a
valeurs dans R?. On note U la boule unité (pour la norme euclidienne) de R,

On ne consideére ici que le probléme de controle en temps optimal suivant :

Probléme 1.2.9. Etant donnés zg,z; dans R", existe-t-il un temps minimal 7% > 0 tel
que si T' < T*, alors il n’existe pas u € L*°([0,T],U) pour lequel la solution z du systéme
de Cauchy :

2= Az + Bu, 2(0) =z,

satisfasse z(T) =z ?

Le résultat suivant est di a Bellman, Gliksberg et Gross [BGGH6]. Ce résultat est
reporté dans le livre de Fattorini [Faf0d, Theorem 1.1.1].

Théoréme 1.2.10. Soit T* un temps optimal et u* € L>=([0,T*],RY) un controle en temps
optimal. Alors, il existe n € R™, n # 0 tel que u* satisfasse pour presque tout t € [0,T*] :

(B* exp((T™ — t)A*)n,u*(t)) = max (B* exp((T* — t)A*)n,v) . (1.2.3)

La preuve originelle donnée dans [BGGH0] se généralise facilement au cas de la dimen-
sion infinie. Cette preuve est contenue dans celle du Théoréme B2 et nous ne la donnons
pas ici.

Remarque 1.2.11. On peut faire le lien avec I’Ezemple [LZA. En effet, en notant n = q,
on obtient que la solution du probléme de Cauchy (LZI) est donnée par :

p(t) = exp((T* — A%y (1 € [0.77)).

Ainsi, les équations ([CZA) et (CZ3) sont identiques.
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1.3 Calcul numérique des contrdles optimaux

Pour cette section, on fait référence au livre de Trélat [Tré05).
Dans cette section, on considére, comme dans le paragraphe [L2ZT], le systéme dynamique
défini par ’équation différentielle :

z=f(z,u), 2(0) = zg.

Le probléme de controle optimal considéré est le Probleme [LZT] On rappelle que le Pro-
bléme peut se ramener au Probléme [CZT1

1.3.1 Les méthodes de tir

Les méthodes de tir sont basées sur une "intégration” du principe du maximum de
Pontryagin.

On rappelle que le principe du maximum de Pontryagin assure ’existence de sg, qo, q1,
p non tous nuls pour lesquels on a pour presque tout ¢ € [0,77],

T k_r
t)=—w +/ O H (2" (t),u"(t),p(t), s0) At — Z/ 9.gi0 2" dn;,
t = Ji

et de plus,
H (2 (t), u*(t), p(t ) 0) =M (z"(t), p(t), 50) -

Par conséquent, si pour tout ¢ € [0, 7], u*(t) est déterminée de maniére unique et si p est
différentiable, on en déduit que r = <p> est solution d'une équation différentielle du type :
7= F(r).

Les conditions initiales sur r étant r(0) = <ZO>, ol o est une inconnue du probléme.

0

On note alors rg, la solution de cette équation différentielle. La recherche de solutions au
principe du maximum de Pontryagin se réduit & la recherche des points qg satisfaisant :

rqo(T) € z1 x R™.

En d’autres termes, cela revient a rechercher les zéros de la fonction G(qo) = |24, (1) — z1 ||
(avec les notations évidentes). La résolution numérique d’un tel systéme peut par exemple
étre effectuée via une méthode de Newton.

Cette méthode est appelée méthode de tir simple.

La méthode de tir multiple est basée sur le méme principe. Cependant, pour cette
méthode, on considére une subdivision 0 =ty < t; < --- <t, =T de [0,T] et on effectue
une méthode de tir simple sur chaque intervalle [t;,¢;11]. Les inconnues de ce probléme
sont pour cette méthode n conditions "initiales” (qf,...,q)~ 1) sur p et n — 1 conditions
"initiales” (2, ...,z ') sur z. Ces conditions initiales doivent satisfaire des conditions de

recollement aux instants ¢q,...,t,. Plus précisément, les contraintes suivantes doivent étre

satisfaites :
Zgi (tiv1) 7t .
4o 0 _9 =
(pq(i)(ti—i—l) q™ (0€{0,...,n=2}) et Fapmt T
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2y
ou 'on a noté (p%) la solution de I’équation différentielle ordinaire 7 = F(r) posée sur
4o

[ti, t;+1] munie de la condition initiale o (tl)> - (Zé)) (avec z) = z).
pqé (t’l) do

L’intérét de cette méthode est qu’elle est facilement parallélisable et que s’il y a un
changement de régime a un instant ¢ de 0, 7| (par exemple un instant ol la trajectoire at-
teint une contrainte) on peut plus facilement le mettre en évidence. En effet, la subdivision

to, ..., tn de [0,T] n’est pas nécessairement fixée.

1.3.2 Meéthodes directes

Contrairement aux méthodes de tir, on ne cherche pas & intégrer le principe du maxi-
mum de Pontryagin dans les méthodes directes. Pour ces méthodes, le probléme de controle
optimal est abordé directement.

Une méthode directe connue est la méthode basée sur les équations d’Hamilton-Jacobi.
Cette méthode consiste & introduire une équation aux dérivées partielles du premier ordre
satisfaite par la fonction que 'on cherche & minimiser. I.’idée originelle de cette méthode
vient de la recherche des chemins empruntés par les rayons lumineux dans un domaine
hétérogéne. Cependant, nous n’avons pas étudié ici cette méthode. Pour plus de détails,

on fait référence a [1ré05, Chapitre 8] et [BCDIT.

La méthode directe que nous avons intensivement utilisée est la méthode dite de "dis-
crétisation totale”. Cette méthode est basée sur une discrétisation de ’équation différentielle
ordinaire sous-jacente au probléme de controle.

Plus précisément, on considére 0 = g < --- < t, = T une subdivision de l'intervalle
[0,T7]. Les inconnues du probléme considéré sont a4 = (ug, ..., u,) et 2 = (Zo,...,2,). Les
élements u; (resp. Z;) devant correspondre & une approximation de la valeur du controle
u (resp. de I'état z) aux temps ¢;. On rappelle que la fonction & minimiser s’écrit sous

T
la forme J(u,z) = / h(z(t),u(t))dt. Par une formule de quadrature, on construit une
0

approximation numérique de cette intégrale J(a,z). On considére un schéma numeérique
d’intégration de I’équation différentielle ordinaire Z = f(z,u). Ce schéma numérique peut
s’écrire sous la forme de ’équation :

z= f(tl"",tn’éaa)‘
Le probléme de minimisation discret est le suivant :

Probléme 1.3.1. Etant donné z;, minimiser .J(i, Z) sous les contraintes :
— Zo =1zp et Zp =71
— E= [t 0
~ 1u; € U pour tout 7 € {0,...,n};
~ z; € K pour tout i € {0,...,n}.

Ce probléme de minimisation sous contraintes peut par exemple étre résolu numérique-
ment par une méthode du type point intérieur.






Chapitre 2
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2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a 1’étude d’un probléme de contrdle en temps optimal d’un systéme
non-holonome de dimension n 4 1. Un systéme holonome est un systéme pour lequel, il
existe une intégrale premiére. Plus précisément, si 'on considére le systéme dynamique :

z2=f(z,u), 2(0)=z,

avec z la variable d’état et u la variable de controle, alors il existe une fonction F telle que
F(z(t)) = 0 quel que soit le controle w.

A contrario, un systéme non-holonome est un systéme pour lequel on ne peut pas construire
d’intégrale premiére.

Le systéme non-holonome que nous allons considérer est une généralisation du systéme
connu sous le nom d’intégrateur de Brockett [Bro82). Il est aussi parfois appelé systéme de
Heisenberg. Nous avons également rencontré ce type de systéme lors de la modélisation de
la nage & bas nombre de Reynolds (voir Chapitre Blet tout particulierement la Section B2).
Ceci a motivé notre intérét pour I’étude d’un tel systéeme.

Le probleme de controle en temps optimal pour des systémes non-holonomes a déja
été étudié dans la littérature. Des solutions explicites ont été données dans le cas n = 2
lorsqu’il n’y a pas de contraintes sur I’état. Pour ceci, on fait référence a Bloch [BIo03] ou
le probléme est abordé via une approche lagrangienne. Nous référons aussi a Beals, Gaveau
et Greiner [BGGO(] ainsi qu’a Prieur et Trélat [PT05)] ou le probléme de controle en temps
optimal a été résolu via une description des géodésiques d’une variété sous-riemannienne.

17
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A notre connaissance, il n’existe pas de descriptions des controles en temps optimal
pour ce systéme lorsque des contraintes sur I’état du systéme sont imposées. L’objectif
de ce chapitre est de donner une description des contréles en temps optimal lorsque des
contraintes sur I’état sont imposées. Ceci est fait via I’application du principe du maximum
de Pontryagin étendu au cas des systémes dont I’état est contraint. On référe & Bonnans et
Hermant [BHOT|, Harlt, Sethi et Vickson [HSV95] ou Ioffe et Tihomirov [I'T79] pour plus
de détails sur le principe du maximum de Pontryagin.

Le systéme non-holonome que nous allons considérer est une généralisation multidimen-
sionnelle de l'intégrateur de Brockett [Bro82|. La généralisation, en dimension supérieure,
choisie differe de celle donnée originellement dans [Bro82)] mais suit celle donnée par Beals,
Gaveau et Greiner [BGGO(] pour des systémes de Heisenberg de dimension 2n + 1.

L’intérét de ce chapitre est de construire un exemple de systéme non linéaire ot le temps
optimal et des controles optimaux peuvent étre obtenus explicitement. Plus précisément, le
probléme de controle est linéaire par rapport a certaines variables d’état et par rapport aux
contréles. La difficulté majeure de cette étude provient du choix d’imposer des contraintes
sur les variables d’état du systéme.

L’ensemble de ce chapitre reprend un travail en collaboration avec J.-F. Scheid, [LST2].

Dans tout ce chapitre, on suppose que n > 2 est un entier et que M est une matrice
réelle et non symétrique (i.e. M # M) de taille n x n.
On se fixe aussi un constante ¢ € R U {+o00} et un réel non nul §y € R*.
Les notations récurrentes utilisées dans ce chapitre sont :
— 0,, pour le vecteur nul de R";
— (+,+) pour le produit scalaire canonique sur R";
— | - | pour la norme euclidienne sur R".
De plus les variables & valeurs vectorielles seront notées en gras.

Le probléme de controle optimal que I’on considére est le suivant :
Probléme de contrdle en temps optimal. Etant donné ¢ € R* U {400}, trouver le
temps minimal T* > 0, tel qu’il existe des fonctions (y,x) : [0,T*] — RxR" et une fonction
de contréle w : [0,T*] — R"™ satisfaisant le systéme d’équations différentielles ordinaires :
Y= <M$’ u> s
r=u,

muni des conditions initiales et finales :

(y(O), $(0)) = (0, On) )
(y(T%),2(T*)) = (,0,), (2.1.4)

et sujet a la contrainte sur le contréle :
lu(t)| <1 (t€[0,77]), (2.1.5)

et sur l’état :
lz(t)] <s (t€]0,T7]). (2.1.6)

Dans ce probléme de controle, les fonctions y : Ry — R et « : Ry — R™ sont les
variables d’état du systeme tandis que w : R, — R"™ est la variable de controle.
Les variables d’état sont soumises a la condition initiale [ZI3]) et & la condition finale
EIA) qui doit étre atteinte en un temps 7* minimal.
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La contrainte (ZI0) sur les controles est nécessaire pour que le probléme de controle
en temps optimal ait un sens. Sans cette contrainte, il est trivial que si le systéme est
controlable en un certain temps alors la linéarité du probléme par rapport & w implique
qu’il ’est en tout temps T > 0. En effet, si w est un controle en temps 7', alors @ défini
pour tout ¢ € [0, 2] par @(t) = 2u(2t) est un controle en temps Z.

Le choix de la condition finale (274 provient du probléme de la nage (voir Chapitre ).
Dans ce travail, nous avons considéré le probléme dun corps déformable placé dans un
fluide régi par les équations de Stokes stationnaires. Dans ce cadre, u définit la vitesse des
déformations du corps, x les amplitudes de ces déformations et y la position du centre de
masse de 'objet. Le probléme physique est alors de déplacer le centre de masse y du nageur
de 0 en g en un temps minimal tout en revenant & sa configuration initiale & = 0.

La contrainte (ZI0) sur les variables d’état est motivée par une condition physique
venant de la nage des micro-organismes, on peut se référer pour plus de détails au Chapitre B
dédié a ce sujet ou a l'article de Lohéac, Scheid et Tucsnak [LST].

Toutefois, ce systéme peut étre considéré comme une généralisation possible du systéme

de Brockett, fréquemment rencontré dans la littérature, [V TUL [KNOS, [PT05] :

Y = TiU2 — Taus2,
T = uy,

To = Uz,

correspondant a la matrice M = (_01 (1)>

Ce chapitre est organisé comme suit.

Dans la Section B2, on utilise les résultats du chapitre [l pour donner des résultats basiques
sur la controlabilité et la controlabilité en temps optimal de ce systéme.

Dans la Section Z3, on donne des propriétés générales sur les controles optimaux du sys-
téeme. En particulier, une propriété bang-bang sera établie pour le controle en temps opti-
mal.

Puis dans la Section 24l nous utiliserons une approche hamiltonienne en prenant en compte
les contraintes sur I’état et nous utiliserons le principe du maximum de Pontryagin (en di-
mension finie) afin d’obtenir des propriétés utiles sur le controle en temps optimal.

La Section est dédiée & ’étude du cas particulier n = 2. En particulier, nous donnerons
I’expression du temps optimal 7™ ainsi que la forme de certains controles optimaux.
Finalement, dans la Section on donne 'expression du temps optimal 7™ et on exhibe
des controles optimaux pour le cas général n > 2.

Le résultat principal de ce chapitre est le Théoréme L6l Dans ce résultat, nous mon-
trons en particulier que le temps optimal est gouverné seulement par le plus grand des
modules des valeurs propres de la partie antisymétrique de la matrice M. Les controles en
temps optimal peuvent de plus étre choisis dans un sous-espace de R? de dimension deux.
Le principe de la démonstration de ce théoréme est le suivant :

1. On commence par montrer que l'on peut supposer sans perte de généralité que la
matrice M est antisymétrique;

2. On calcule explicitement le temps optimal et des controles en temps optimal dans
le cas n = 2. Pour ce faire, on intégre le principe du maximum de Pontryagin avec
contraintes sur 1’état ;

3. Finalement dans le cas n > 2, on se raméne au cas de la dimension n = 2 en utilisant

des principes d’invariances. Ces principes d’invariance sont principalement basés sur
la diagonalisation par blocs 2 x 2 des matrices antisymétriques.
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2.2 Reésultats de controlabilité

Dans cette section on donne les résultats de controlabilité pour le systéme non-holonome
EI1)- ZIH) qui seront utiles pour I’étude du probléme en controle optimal.

Pour une variable de controle w donnée, le probléme de Cauchy ZI1)-ET3) admet
une unique solution. Ce fait est immédiat. En effet, pour tout T > 0 et tout w € L*>(0,7)",
on définit les applications :

M) = /Ot (MX(s),u(s)) ds et XM (t)= /Otu(s) ds.
11 est alors trivial que pour tout w € L*(0,7)", on a :
YMewbe(o,T]) et XM ewhe(o,1)"

et que (y,x) = (yﬁ/[ , XM est I'unique solution du systéme différentiel :

y=(Mx,u)

TrT=u
muni de la condition initiale :

(y(0),z(0)) = (0,0,) € R x R".

Losqu’il n’y a pas de confusion, on note simplement X, et Y, a la place de XM et YM.
Le probléme de controle associé au systéme différentiel (ZTT)—ET3]) s’écrit :

Probléme 2.2.1 (Probléme de controle).
Trouver un temps 7" > 0 et un controle w € L>°(0,7)" satisfaisant :
— la condition finale :

(Vu(T), Xu(T)) = (,0n), (2.2.1)

— la borne sur le controle :
@ <1 (te(0.T) pp.), (22.2)

— la contrainte sur 'état :
|Xu(t)] < (te]0,77). (2.2.3)

En utilisant le Théoréme de Chow, (c.f. Chapitre Mou [AS04, [Cor(7, BIo03]) on obtient
un résultat de controlabilité pour le systéme [ZZIN)-(Z3]) qui s’écrit comme suit :

Proposition 2.2.2. [l existe T > 0 et uw € L>®(0,T)" tels que [ZZI)) est réalisé et les
contraintes [Z2Z2) et @23 sont vérifiées.

Ce résultat peut étre vu comme une généralisation de I'Exemple 3.20 du livre de Coron,
[Cor(7]. Pour la preuve de ce résultat, hypothése faite sur la matrice M (M # M ") est
essentielle et le résultat est faux dans le cas d’'une matrice symétrique. En particulier, dans
le cas ou la matrice M est symétrique, le systéme est holonome.

Démonstration. On note M, ..., M, € M;,(R) les n lignes de la matrice M. Soient
M;Pr 0 1 0

r = <z> et fi(r) = Oil_l avec P = | : € My nt+1(R). P est telle que

0, . 00 1
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€T

P <y> = x. Il est alors clair que le systeme [ZTI)-(EZT2) se récrit :

7= i fi(r)u;
i=1

Soient i; et iy dans {1,...,n} tels que M;, ;, # M;, ;. Alors il est aisé de vérifier que pour
M; M;

12,11

tout 7 € R, on a £, 8] (r) = (M0 M),

Ainsi, on a bien Lie, {f},...,f,} = R*"L. Par conséquent, le Théoréme de Chow nous
permet d’affirmer que le Probléme de controle EZZ1] admet une solution. O

La Proposition 22 nous permet de définir ’ensemble des controles u solutions du

systeme (ZZIN)-E23)) en temps T > 0,

UL (M) = {ue L>0,7)", |ulleoor <1, [|Xullreor) <<,
(yu( )7 u(T)) - (Q,On)} (2-2-4)

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on note simplement U cet ensemble.
En appliquant le Théoréme de Filippov (c.f. Chapitre [l ou [AS04, [Ces83), [HSVII]) au
probléme de contréle en temps optimal, on obtient aisément le résultat suivant :

Proposition 2.2.3. L’ensemble {T >0, M) # @} admet un minimum, Try(M).

En d’autres termes, le probléme de controle en temps optimal admet une solution. Nous
disons que T;Q(M), défini dans la Proposition B2ZZ3, est le temps optimal et un controle
w € UT"M) et appelé controle en temps optimal.

Le temps optimal T7;(M) dépend de ¢, § et M mais lorsqu'il n’y a pas de confusion pos-
sible, nous notons ce temps simplement par 7*(M) ou T*.

On note aussi U ;(M) pour UZ;;’@(M)(M) et on fait, pour cette notation, les mémes sim-
plifications que celles énoncées pour T*.

Un couple (T, u) ou u € U* est appelé solution optimale du systéme [Z2ZT)-EZ2Z3).

2.3 Propriétés préliminaires de la solution optimale

Dans ce paragraphe on donne quelques propriétés sur les solutions optimales du pro-
bleme de controle (2200)-([Z23]). Ces propriétés seront trés utiles dans la Section 224 lors
de l'intégration du principe du maximum de Pontryagin.

Commencons par donner un résultat de "réversibilité en temps”.

Proposition 2.3.1. Soit T > 0 et fAp Uapplication définie sur L>(0,T)™ par :
(Aru)(t) = u(T —t) (uw e L*0,T)", t €[0,T] p.p.)-
Alors, fIp définit une bijection de Z/lgg7 sur I/{g:,g
En d’autres termes, si u € U7 est une solution du probléme de controle (22ZT))-[EZ2Z3),

alors la fonction w € L*°(0,7")" définie par w(t) = w(T — t) pour presque tout ¢ € [0, 7]
est une solution du probléme de controle ([ZZI))-(EZZ3]) avec —y au lieu de 7.
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Démonstration. Soit u € U%. On définit @ € L*°(0,7)" par :
u(t) =u(T —1t) (t€[0,T]).
Il est alors évident que ||@[|zo (o) < 1. De plus, on a pour tout ¢ € [0,77] :

My ! B e _ wMpy Mo M
Mg = / w(T — 5)ds = / w(s)ds = XM(T) = XM (T — ) = —(SLpxM) (1)
0 T—s

et

T T
YM () = / <—MX£4(T —s),u(T —s)) ds = —/ <MXy(s),u(s)> ds
0 T—t
= (ArYu)(t) — Yo' (T) = (A1) () — 7.
D’oi le résultat. O

La Proposition suivante montre que la partie symétrique de M ne joue aucun roéle pour

le probléme de controle (22ZT)—-E23]).

Proposition 2.3.2. Soit T >0, on a :
T T 1 T
U (M)=u (§(M—M )). (2.3.1)

Remarque 2.3.3. En d’autres termes, le résultat ci-dessus signifie qu’'un controle w € UT
est solution du probleme [ZZIN)-EZ2Z3l) si et seulement si il est solution du probléme de

controle (Z2ZI)-B2Z3) ou I est remplacé par :
1
j= (5 =M )z,u). (2.3.2)

Démonstration. Soient Mg = %(M + MT) et My = %(M — MT), la partie symétrique
et la partie antisymétrique de la matrice M. Soit w € L°°(0,7)". On a bien évidemment
XM = xMa_ On note alors & = XM et pour tout ¢ € [0,7] on a :

YM) = /Ot (Mz,u) ds = /Ot (Max,u) ds—i—/ot (Mg, ) ds

=)+ [ I ) ds = V) + 5 (Msale). (1)

Finalement, en utilisant le fait que pour ¢t = T on a x(T') = 0,,, nous obtenons :
Vu' (T) = Yy (T).
Ce qui donne le résultat. O

La Proposition suivante montre que les controles optimaux sont bang-bang, c’est-a-dire
que la borne sur la norme du controle ([ZZZ2) est atteinte pour presque tout temps.

Proposition 2.3.4. Soient T* > 0 et uw € U* une solution optimale du probléme de
controle [ZZI)-ZZ3)). Alors uw satisfait pour presque tout t € (0,T*) :

lu(t)] =1 (2.3.3)

et
u(t) € Ker(M — ]\4T)l . (2.3.4)
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Démonstration. Nous allons montrer ([Z33]) par 'absurde. Pour ce faire, on suppose que
u € U* est un controle en temps optimal qui ne satisfait pas ([Z33)). On définit alors la
fonction s € W1°°(0,T*) par :

:/0 () dr  (te[0,T)). (2.3.5)

On note T = s(T*). Comme 7 # 0, le contréle optimal w est nécessairement non iden-
tiquement nul et par conséquent, s est une fonction non constante et croissante sur [0, 7*].
Ainsi, nous avons T > 0.

De plus, comme |u(t)| < 1 pour presque tout ¢ € [0, 7*] et comme nous avons supposé que
w ne satisfait pas [Z33), on en deduit que T < T*.

Comme s est une fonction croissante, elle admet un inverse a droite s, : [0,7] — [0,T%],
c’est-a-dire que s, satisfait so s, = I[oj“]'

De plus, s, est presque partout différentiable sur [0, T]. En effet, s, est une fonction mono-
tone, et ce résultat est une conséquence du Théoréme de la limite monotone. s, étant
I'inverse & droite de s, nous avons presque partout sur [0,7], s’ o s, s. = 1. En dérivant
(33, nous obtenons pour presque tout o € [0, T, |u(sy(0))| s)(0) = 1 et par conséquent :

[u(sr(0))] #£0 (0 €[0,T] pp.).
Nous pouvons maintenant définir les fonctions suivantes pour presque tout o € [0, T] :
u(s,(o
u(o) = 7( al ))
|u(sr())
g(o) = y(s:(0)), (2.3.7)
(o) = z(s,(0)), 2.3.8
oit 'on a noté (y,x) = (Vu, Xu) € WH([0,T*]) x Whee([0, T*])".
Nous allons maintenant prouver que 4 est un controle du probleme (ZZI)-@2Z3) en
temps T" < T™* ce qui sera en contradiction avec le fait que T* est le temps optimal.
On commence par remarquer que @ € L>(0,T)" et (g,&) € Wh>(0,T) x W>°(0,T)"
que pour presque tout o € [0,7], nous avons :

dy —;'sa = (Mx(o),u(c
1o @) = Tafay] 160 = (Ma(o). a(o)).

dz 1 1 =u(o).
E(U)—mw(sr(g)) = u(o)

: (2.3.6)

Ainsi, on en déduit que (g, &) = (Va, Xa). Les contraintes [ZZZ) et [ZZ3)) sont satisfaites
par le controle w et on a de plus :

7(0) =0 et x(0)=0,,

Y1) =y(T*) =y et z(T)=z(T")=0,.
Ainsi, nous avons que u € UT avec T < T* ce qui est absurde étant donné que, par
définition, T* = min {T >0, Ut +# @}. La propriété bang-bang, ([Z33), est prouvée.

Nous allons maintenant montrer la propriété [Z3). Comme dans la démonstration
de la Proposition EZ32, nous notons Mg la partie symétrique de M et M4 la partie anti-
symétrique de M. Pour ce faire, nous allons utiliser la décomposition suivante de R™ :

R" = Ker(M) ® Ker(M4)*. (2.3.9)
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On écrit alors u = ug + u; avec ug(t) € Ker(My) et uy(t) € Ker(Ma)* pour presque
tout ¢ € [0,7*]. On définit aussi x; = Ay, pour ¢ € {0,1}. Il est clair que 'on a pour tout
t € [0,T), Xy = xo + ;1 avec zo(t) € Ker(Ma) et z1(t) € Ker(Ma)t. En développant le
produit scalaire de ([ZZI7T]) avec la décomposition (230, nous obtenons :

T* T
V() = [ s, u) de+ [ (Mo, u(o) d
=0 +/0 ((Mazo(t),uw(t)) + (Mawm1(t), uo(t)) + (Mam1(t), ui(t))) dt

T
:/0 (Maxyi(t),ui(t)) dt
- y’u,1 (T*) .

Ce résultat signifie que uq € U*. Comme u et u; sont deux controles optimaux, il satisfont
tous les deux la propriété bang-bang, Z33) et par conséquent ug = 0, et u = uy car
u(t)[2 = [uo ()] + [ (1) 2.

Ceci achéve la démonstration. O

Remarque 2.3.5. Dans la démonstration ci-dessus, nous avons montrer que le contrile
est bang-bang. La démonstration s’adapte aisément o toul systéme de contréole en temps
optimal linéaire par rapport a la variable de controle.

2.4 Principe du maximum de Pontryagin

Dans cette section, nous allons considérer I’approche hamiltonienne du probléme afin
d’obtenir des conditions nécessaires d’optimalité. Pour prendre en compte la contrainte sur

létat, on suit la procédure classique décrite dans [['T°79, [BHOT, BSEAIVIQL, [CTa90l, [BHTH.
L’hamiltonien du systéeme ([Z2Z1))—(E23)) pour le probléme en temps minimal est donné
par la fonction :

H: RPxR*"xRxR"xR — R

24.1
(X7 u7p07p7SO) — <p0MX+p7u> +SO . ( )

Nous avons aussi besoin d’introduire ’espace des fonctions & variations bornées :

BV(0,T) = {p: [0,7] = R mesurable,

n
sup{z Ip(tk+1) — ()], O=to<t1 <...<t, =T, ne N*} < —i—oo}.
k=0

Pour une description précise et les propriétés des fonctions a variations bornées, on fait
référence & [AEPO0, [EG92]). Nous rappelons seulement que pour toute fonction
p € BV(0,T) et pour tout ¢t € (0,7), on peut définir les limites a droite et a gauche
de p :

p(t7) =limp(t—e),  pt*)=limp(t+e).
=0 =0

et le saut de p en ¢t € [0, 7] est :

[pl(t) = p(t7) —p(t™).
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Afin de prendre en compte la contrainte sur I’état, [ZZZ3]), nous introduisons la fonction
gc € C*°(R™ R) définie pour tout & € R™, par :

g (E) = {%(’5’2_§2) si¢ € RY,

(2.4.2)
—1 sl ¢ =400.

Soient T = T* > 0 le temps optimal et w € L°°(0,7)™ un controle optimal, on note
(Y, ) = (Y, Xu) € WE(]0,T])"*! la trajectoire associée a ce controle. L’ensemble des
temps pour lesquels la contrainte [ZZ3) est saturée est défini par :

Eq(u) = {t €[0,T], [Xu(t)| =<} -

Par la suite on notera simplement F. au lieu de E (u).

Le principe du maximum de Pontryagin (c.f. [[T79, Section 5.2.1, Theorem 1] ou [BH{OT,
Theorem 2.2]) assure I'existence de sop < 0, qg € R", q1 € R", pg € R, p € BV(0,T)" et
d’une mesure borélienne positive et réguliére n supportée par E., non tous nuls, tels que
EZT)-E22Z3) soient vérifiées ainsi que le équations adjointes :

T
pl) = + / potTudt— [ Vge)y <o), (2.4.3)
¢ t,T

p(0) =qo. (2.4.4)
De plus, u est tel que le hamiltonien est maximal en tout temps :

H(mauap(]ap’ 80) = \{ré%}% H($?V’p05p, SO) . (245)
IvI<i

Etant donné que le hamiltonien et la fonction g, représentant la contrainte sur 1’état,
EZ2), sont indépendants du temps, on obtient (c.f [[T79, Section 5.2.2]) la condition
supplémentaire :

H(wauapmpy SO) =0. (246)

On remarque que la fonction p peut étre discontinue. En effet, dans I’équation adjointe
EZ3), il y a une intégration par rapport & une mesure 7, due a la présence d’une contrainte
sur I’état du systéme.

Dans les lemmes suivants, nous allons donner des propriétés sur le controle optimal et
les variables adjointes. Dans ces lemmes, nous considérons que 7' > 0, u € L*°(0,7)" et
(Y, ) = (Y, Xu) € WEH2([0, T])"H! satisfont le probléme de controle ZZI)—-(2Z3). De
plus, nous supposons que sop < 0, qo € R"”, q1 € R", pg € R, p: [0,T] — R" et n est une
mesure réguliére positive supportée par Ec(u) = {t € [0,T], |Xu(t)] =<}, sont non tous

nuls et satisfont ([ZZ43))—EZ0).

Lemme 2.4.1. Avec les notations ci-dessus, on a :
S50 <0 (2.4.7)
et w,p € BV(0,T)" satisfont :

poMz +p
U=—-

dans [0,T7]. (2.4.8)
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Démonstration. Commencons par donner quelques propriétés sur ’ensemble E.. x étant
une fonction continue sur [0,77] et telle que x(0) = x(T") = 0, nous en déduisons que E
est un fermé de |0, 7] et que [0,7] \ E. est un ensemble de mesure de Lebesgue positive.

Comme 7 est une mesure réguliére, on déduit de [ZZ3) que p € BV (0,T)" (et que p
est continue & gauche). De plus, le support de n étant inclus dans E, on déduit de (23]
que p est presque partout différentiable sur 'ouvert [0,7] \ E; et on a :

p=—poM'u p.p. dans (0,7) \ E.. (2.4.9)

e Commencons par montrer (ZZ7), c’est-a-dire que so < 0.
On suppose par l'absurde que sy = 0. Ainsi, qg, q1, po, P et 1 sont non tous nuls et
Iéquation () devient :

0= (poMx + p,u) p.p. dans [0,77]. (2.4.10)

Soit A = {t € [0,T], poMx(t) + p(t) # 0,}. En utilisant le principe du maximum, ZZ3])
conduit a :

poMz(t) + p(t)
u(t) = oA (D) + p(0)] (te A pp.).
Ainsi :
(poMx(t) + p(t),u(t)) #0  (t€ A pp.).
Comme on a fait '’hypothése que sg = 0, on obtient de [ZZH) que A est un ensemble
négligeable et par conséquent que :

p=—poMzx p.p. dans [0,77]. (2.4.11)

L’équation ci-dessus conduit a : p € W1H*([0,T])". En dérivant ([ZZII) et en comparant
le résultat avec I’équation (ZZJ), nous obtenons :

0, =po(M —M")u  p.p.dans [0,T]\ E,. (2.4.12)

Nous allons maintenant prouver py # 0 (toujours sous ’hypothése sy = 0). En effet,
dans ce cas, nous obtiendrons une contradiction avec 34) (u € Ker(M — M ")*). Pour
ce faire, nous supposons par 'absurde que py = 0. L’équation [ZZTII]) implique dans ce
cas que p = 0, dans [0, T]. Par conséquent, nous avons qg = 0,, et pour tout ¢ € [0,T], on

obtient de [ZZZ3) que :
T
a1 = / Vge(a)dn.
t

Comme T ¢ E. (ainsi, n({T'}) = 0) on obtient pour ¢t = T, dans I’équation précédente,
q1 = 0, et pour tout ¢ € [0,T7] :

T
/ Vyc(x)dn = 0,. (2.4.13)

Dans le cas ¢ = +00, il est trivial que 7 est nulle (FE. = )) et par conséquent, sg, po,
do, q1, p et 1 sont tous nuls, d’ou la contradiction et pg # 0 dans le cas ¢ = +o0.

Dans le cas 0 < ¢ < 400, nous allons montrer que 7 est nulle et la méme conclusion
aura lieu. Comme Vg (x) = @, 'équation ([ZZI3F) implique que pour tous ¢y et t; avec
0<ty <ty <T, nous avons : .

1
/ xdn=20,.
to
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Si tp appartient au support de 7, alors pour tout € > 0, la mesure de [ty — &,tg+ €| N[0, T
est strictement positive. Etant donné que le support de 7 est inclus dans E_, nous avons
to € E. et par conséquent |x(ty)| = <. En utilisant le fait que @ est continue, nous obtenons
I'existence de € > 0 tel que (x(to), z(t)) > % pour tout ¢t € [tg — &,tg +¢| N[0, T]. D’autre
part, 'équation ([ZZI3)) conduit & :

2
0= / (w(to), 2(0))dn > Sn(lto —=,t0 +2] N[0, T]).
[to—e.to+]N[0,T]

Nous en déduisons alors que 7([to — &, to + €] N [0,7]) = 0 contredit le fait que ¢ est dans
le support de n. Par conséquent, le support de n est vide et n = 0. On obtient alors s, po,
do, 91, p et 1 tous nuls. Ceci conduit & une contradiction.

Ainsi, sous I'hypothése sy = 0, nous avons montré que py # 0. La relation (212
conduit & u € Ker(M — M) dans [0, T]\ E., qui est un ensemble de mesure positive. Ceci
contredit le résultat [Z34) (u € Ker(M — M T)*) de la Proposition EZ34l La preuve de
sp < 0 est achevée.

e Nous allons maintenant montrer (ZZF]).
Comme sy < 0, on déduit de [ZZH) que poMx(t) 4+ p(t) # 0, pour presque tout t € [0,T].
Ainsi, (223) implique :

_ poMz+p

u = m P.p. dans[O, T] .

En écrivant la relation ([ZZT) avec l'expression de w ci-dessus, nous obtenons (ZZF).
Comme p € BV(0,T)" et & € W°([0, T])", on déduit de (ZZF) que w € BV(0,T)"*. O

Lemme 2.4.2. Avec les mémes notations, on a : u,p € C°(0,T) N (C>([0,T]\ E;))" et
Vtel[0,T], n({t}) =0. (2.4.14)

De plus :
(x(t),u(t)) =0 (te E.). (2.4.15)

Remarque 2.4.3. Un instant 7 € (0,T) tel que |x(7)| =< et qu’il existe € > 0 pour lequel
on a |x(t —t)| << pour tout t € (0,¢] sera appelé un temps d’atteinte de la contrainte
d’état.

La propriété [ZZID) implique que la contrainte d’état ZZJ) ne peut étre atteinte que
tangentiellement en T.

Démonstration.

e On commence par prouver que w est une fonction de régularité C* sur [0,7] \ E..
De l'équation adjointe (ZZZ), on obtient que p est de régularite W1 sur [0,7] \ E..
Par conséquent, [ZZR) nous assure que u est aussi de régularité W1 sur [0, 7]\ E.. En
dérivant (ZZLF) et (ZZ3]), nous obtenons que u satisfait 1’équation différentielle ordinaire,

ﬂ:&(M—MT)u sur [0,77\ Ex .
On en déduit que u est de classe C*° sur [0,7] \ E.. En utilisant ZF), il est trivial que
p est aussi de régularite C* sur [0,7] \ E..

e Nous allons maintenant montrer [ZZI4) et que u,p € C°([0,T])".
Ces résultats sont triviaux dans le cas E. = (.



28 ETUDE D’UN SYSTEME BILINEAIRE EN DIMENSION FINIE

On ne considére alors que le cas E. # () (par conséquent 0 < ¢ < 400).
Nous commencons par montrer que p € C°([0, T])".
Etant donné la forme de 'équation adjointe (ZZZ), il suffit de montrer que la fonction
m:t— adn est continue sur [0, 7.
[t,T]

On suppose par I'absurde que m n’est pas continue sur [0, 7. La régularité de n impose
que m € BV(0,T). L’hypothése de non continuité de m implique ’existence d’un instant
7 € [0, 7] pour lequel [m](7) = x(7)a avec « = n({r}) > 0. Remarquons que comme le
support de 7 est inclus dans F, on a nécessairement 7 € F, en particulier 7 ¢ {0,7'}. En

utilisant (ZZR) et [ZZ3), nous obtenons :
— so[u](T) = [p](1) = az(T). (2.4.16)
La relation (2220 et 'expression ([ZZAF]) pour u, conduit a :
|poMa + p|2 = sg dans BV (0,7,

ce qui implique :
[poMz(r) +p(r7)|* = [poMa(r) + p(r7)*.

On déduit de 'expression précédente que :
2(poMa(7), [p] (7)) + [[p|*)(7) = 0. (2.4.17)

L'utilisation de (ZZX), ZZIH) et de |x(7)] = ¢, donne aprés quelques calculs que la
relation (ZZZTT) se récrit :

— 2spau(r7), x(7)) +%a? = 0. (2.4.18)
2
Comme a > 0 (en particulier @ # 0), nous obtenons o = g(u(T_),a:(T)>. Par ailleurs,

nous savons que 7 € E¢, i.e. |x(7)] =5.

x|?

Nous avons donc nécessairement T(T*) > 0, conduisant a (u(77),z(7)) > 0 puis a
2s _

a= —20<u(7' ), x(7)) <0.

D’ou la contradiction avec a@ > 0.

Par conséquent, p ne peut avoir de points de discontinuité et ([ZZF]) nous assure qu’il en

est de méme pour w. L’équation [ZZ3]) conduit a [p](t) = n({t})x(t) pour tout ¢t € (0,7T).

Par conséquent, la continuité de p implique [ZZT4]).
e Nous pouvons maintenant prouver (ZZI0]) ou de maniére équivalente que :

d|z?
dt

(1)=0 (r € E).

On sait déja que u € C°([0,T])" et par conséquent que = € C1([0,T])". Soit T € E, la
formule de Taylor, au voisinage de 7 s’écrit :

x|? x|’
lz(T + 0)|? = |=(7)]> + 9%(7’) +0(0) =¢*+ 0%(7’) + 0(0) (6 —0).

Ainsi, pour satisfaire la contrainte d’état (ZZ3]) au voisinage de 7, il est nécessaire que

d
&‘w(T)P = 0. O
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Lemme 2.4.4. Avec les notations précédentes, on a :

Qo #0,, q1#0, et py#0.

Démonstration.

e La preuve des propriétés qg # 0, et q1 # 0, est une conséquence directe de la
continuité de u et de la propriété de controle bang-bang (Z33]). Comme u est continue et
bang-bang, nous avons |u(t)| = 1 pour tout ¢ € [0,T] et en particulier, |u(0)| = |u(T)| = 1.
Mais comme p est continue et (0) = x(T') = 0, nous obtenons, d’aprés [ZZF), que

1
u(0) = —qp et u(T) = —qq, d’ou le résultat.
—so —so

e Nous allons maintenant montrer que pg # 0.
Supposons que py = 0.
On définit alors 7 = sup{t € [0,7], |x(o)| < ¢ pour tout ¢ € [0,¢]}. On remarque que
7 €10, T]. L’équation adjointe (2223 avec py = 0, nous donne p constant sur [0, 7]. Par

conséquent en utilisant ([ZZ4) et (2], on obtient p(t) = qp et u(t) = o pour tout

t € [0,7]. Ainsi, on a x(t) = oy pour tout ¢t € [0,7]. Si 7 = T, nous avons (1) =
5o

740 # 0, ce qui contredit la condition finale, [ZZZT]), sur .
—50

‘ 2

Si0 <7 < T, nous avons 7 € E.. Cependant, (x(7),u(r)) =7

‘qOQ # 0 ce qui contredit

s
0
E&ZT3). Ainsi, dans tous les cas, nous avons montré que py # 0. O

Nous terminons cette section en donnant une forme explicite de controles optimaux
dans la région ot la contrainte sur I’état n’est pas saturée.

Lemme 2.4.5. Pour tous to,t1 > 0 avec ty < ty tels que |Xy| < < dans |ty t1[, nous avons :

M—Aﬂ)

u(t) = exp (5@ ~to) ult))  (t€ [to,t1]), (2.4.19)

2
avee § = 220 £ 0.

Démonstration. La relation [ZZ3) et la régulariteé C*° de p sur (¢, t1) nous donnent aprés
différentiation :
p=—-poM'u  sur[0,7]\ E..

Ainsi, en différenciant (22LF]), nous obtenons :

1 2po (M — M"
u:—(poMu—poMTu):ﬂ<7>u sur [0,77\ Ex .
—S0 —S0 2
L’intégration de cette équation différentielle ordinaire conduit & (ZZZT9]). 0

2.5 Solution optimale avec un controle de dimension deux

Dans cette section, nous allons étudier le cas d’'un contréle de dimension deux. Nous
allons donner la forme explicite d'un controle dans le cas n = 2, ainsi qu’une description
de I'état associé.
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Nous commencons par remarquer que pour toute matrice carré M de dimension 2, sa partie
antisymétrique est :

M—-MT
T:U’

1 .
ou J = (? 0 > et A € R. Comme M est supposée étre non symétrique, on a A # 0.

On introduit aussi 'application :
R: R — SO(2)
0 cosf) —sind
sinf cosf )
Nous avons J = R(5) et R(6) = exp(f J), pour tout § € R.

Le premier résultat de cette section donne la forme du controle optimal pour dans le
cas ou la contrainte sur I’état n’est pas saturée.

Proposition 2.5.1. Soit w € U* un contréle optimal pour le probleme [Z20)—-EZ3) (avec
n =2). Nous notons (y,x) = (Vu, Xu) l'état associé.

Alors, il existe § # 0 tel que pour tous t; > ty > 0 satisfaisant |Xy| < < sur Jto,t1], on a
pour tout t € [to,t1] :

u(t) = R(6A(t — to))u(to), (2.5.1)

2(t) = @(to) — %J (R(5M(t — t0)) — L) ulto), (2.5.2)

(1) = ylto) + 5 (Msa(t), 2(12)) — (Msa(to), =(t0)))

_ % (u(ty), z(t) — x(to)) + A (Jx(to), z(t)) + t —5150 |

(2.5.3)

avec Mg = %(M—{—MT) et XN # 0 tel que %(M —MT) =\J.
De plus, la trajectoire optimale de I’état associé t € [to,t1] — = (t) € R? est un paramé-

1
et de centre x(tg) — ﬁJu(to) € R2

trage d’un arc de cercle de rayon ﬁ
Démonstration. L’expression (), pour u, est simplement ’expression (ZZ19) obtenue
dans le Lemme ramenée au cas n = 2.

En intégrant [ZO.T) entre les temps tg et ¢ € (tg,t1) on obtient I'expression (Z52)) pour x.
On montre maintenant P'expression (Z53]) pour y. Pour ce faire, on intégre [I]) entre
les temps to et t € (tg,t1) :

u(t) — ylto) = / (Ma(s), u(s)) ds

— [ sa(s) u)ds + [ (als) u() ds

to to

:%(<Msw(t1)a$(t1)>—<Msw(to)7w(to)>)+/ (AJz(s),u(s))ds (2.5.4)

to
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En insérant les expressions ([Z50]), pour u, et (Z22), pour @, dans le dernier terme intégral
de (Z54), nous obtenons :

/t:()\Ja:(s),u(s»ds:/t:<)\J<)\5J( (s) — u(to)) +xto>,u >
:/t:<%(u(s)—u(to))+)\Jm (t0), >ds
-3 t|u(s)|2ds—%< (t). [ >+A< ,/t:u(s)ds>

=100 S o) () - ()42t 00

4]

En insérant cette derniére expression dans (Z54), nous obtenons ([Z53).

Nous allons maintenant montrer que la trajectoire optimale, ¢ € (tg,t1) — @(t) décrit

un arc de cercle. Pour cela, on définit ¢ = () — ﬁ‘] u(ty) € R? et nous obtenons pour
tout t € (to,tl),

’ _ulto)? _ 1
[OA]> oA

|z (t) — col* = EJR (OA(t — to)) u(to)

Ce qui achéve la démonstration de la Proposition 22511 O

Dans le lemme suivant, nous allons donner une propriété pratique pour déterminer si
la trajectoire suivie par les variables d’état est issue d’un contréle optimal.

Lemme 2.5.2. Soient A € R*, M = \J, T* le temps optimal et w € U* un contréle en
temps optimal. Alors, {t € [0,T*], Xu(t) =02} = {0,T*}.

Démonstration. Comme précédemment, on note (y,x) = (Vu, Xu) les variables d’état as-
sociées au controle w. Il est clair que {0,7*} C {t € [0,T*], x(t) = 03}.
On suppose par I'absurde qu'il existe o €]0,T*[ tel que x(o) = 0s.

Il est aisé de remarquer que le controle défini par w = Ju est aussi un controle en temps
optimal, @ € U*. En effet, soit (7, &) = (y, Jx), on a alors :

z=Ji&=Ju=1a etparconséquent ¢ = Nz, u)=(N(Jx), Ju)=NZ,a)=7.

Ceci implique que (Vi, Xa) = (9, ). En particulier, nous avons &(o) = 02 et (o) = x(0).
Ainsi, en vertu du Principe de Bellman, il est clair que le controle @ défini par :

w: [0,T*] — R?
{um sit<o
t —

u(t) sio<t<T*

est un controle en temps optimal pour le probléeme ZZI)-(23). En revanche, le controle
4 n’a pas la régularité C* en o, or 0 ¢ E, car |Xy(o)| = 0 (c.f. Figure ZTI). Ceci est en
contradiction avec la régularité obtenue dans le Lemme d’ou le résultat. O

Nous pouvons maintenant donner la description compléte du temps optimal et un con-
trole optimal dans le cas n = 2. Ce résultat est un cas particulier du Théoréme 2611
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2
trajectoire pour t < o trajectoire pour t = o
\ u(ot \
02 ' Ty
u(o”)

Fia. 2.1 — Contre-exemple montrant que la trajectoire optimale en @ ne peut passer par
0, excepté aux temps initial et final.

Proposition 2.5.3. Soit M € Ms(R), on définit les deuz grandeurs :

SH
*
I
Q
S~
\]
I

(2.5.5)

avec X\ # 0 tel que E(M MT) =\J.
Alors le temps optimal T* pour le probleme ZZI)-EZ3) (avec matrice M) est donné
par :
wd* st ¢ =db,
T ={ e (2.5.6)
2 +7 si0<g<d.

De plus le controle w défini ci-dessous est optimal.
e Pour¢>d*, ona :

ul(t) = R<sign(§)% D (<o, 7). (2.5.7)
o Pour s < d*, on a :
R(w t>u0 sitelo, 1),
u(t) = —R(@ (t — 7)>uo sitelr, T —71), (2.5.8)
R(Siig(y) (2t — 3(T* — 7)))110 site[T* — 1, T%.

Dans les expressions 1) et [Z5X), le vecteur ug € R? est choisi tel que [ug| = 1.

Remarque 2.5.4.

e Dans le cas ¢ > d*, c’est-a-dire lorsque la borne sur l’état est suffisamment grande
pour n’avoir aucune influence sur le contréle, le résultat est le méme pour ¢ = 4o00. La
controlabilité en temps optimal sans contrainte (cas ¢ = +00) a déja été étudiée dans
[PTTA, [BGGI).

Dans ce cas, la trajectoire associée t € [0, T*] — Xy (t) décrit un cercle de diamétre d* < ¢
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e Dans le cas ¢ < d*, la trajectoire optimale associée t € [0,T*] — Xy (t) est composée de
trois arcs de cercles. Un dessin de la trajectoire caractéristique pour X, est reporté sur la

Figure [Z2.

1. Le premier arc de cercle est parcouru entre les instant O et 7. Le trajectoire quitte 0o
a linstant initial pour rejoindre (tangentiellement) la contrainte d’état & l'instant 7.

2. Le second arc de cercle est décrit entre les instants 7 et T* — 7. Cet arc de cercle est
de rayon < et est centré en Oq (arc sur la contrainte d’état).

3. Le dernier arc de cercle est parcouru entre les instants T* — 7 et T*. La trajectoire
quitte (tangentiellement) la contrainte sur l’état a linstant T* — T pour rejoindre la
condition finale Oy a linstant T*.

F1a. 2.2 — Trajectoire typique pour ¢t — A%, (t) = @ dans le cas ou la contrainte sur ’état
est atteinte.

Démonstration de la Proposition [Z23 La preuve est organisée comme suit :

— dans un premier temps, nous allons montrer le résultat dans le cas ¢ > d*;

— dans un second temps, nous montrerons le résultat pour le cas ¢ < d*.

La Proposition nous permet de supposer sans perte de généralité que M = A\J.
Soient T* le temps optimal, u € U* et (y,x) = ()/u, Xu).

e Afin de montrer le résultat dans le cas ¢ > d*, on commence par étudier le cas ¢ = +oo.
Dans ce cas, on a évidemment que la contrainte sur 1’état n’est jamais atteinte et par
conséquent la Proposition 25l nous assure que le controle optimal u a la forme suivante :

u(t) = R(6At)ug (vt €[0,T7]),

avec ug € R?, [ug| = 1 et § € R*.
L’état est décrit par la trajectoire associée définie dans [0, 7*] par :

t 1 —1
y(t) = =3 (ug,z(t)) et x(t)= EJ(R((»\ t) — Ig)uo (t€[0,T7)),
Pour atteindre I'état final [ZZT]), on a nécessairement :
T*
g = 5 et |ON|T™ € 27N*.

Autrement dit, il existe kK € N* tel que :

2km|y T* |2k
T =] ‘)\; | et 0= 7= sign(y) By (2.5.9)
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et 'on a (c.f. Proposition Z5]) :

1 20yl @
tes[&%} |z (t)] By A Vi (2.5.10)
Il est évident que pour tout k € N*, le controle w obtenu est admissible et que le temps
minimal sera obtenu pour k£ = 1. Ceci prouve le résultat 7% = 7d* et ([ZL1) dans le cas
¢ = 400.

Alinsi, pour tout ¢ > d*, il est clair que le temps optimal est donné par 7™ = wd*. et
qu’un contrdle est donné par [Z57). En effet, si ’on note u le controle donné par (Z2.7),

T*
on obtient que uy € Uy 4., (par définition) et que uy € U, "> pour ¢ > d*. Ceci prouve

. .. T .
que T5 < T7 | o, pour tout ¢ > d*. Or il est trivial que Uy . C Uy ", ce qui prouve que
15 2 T | - Par conséquent, T3 =Ty | et us € Uy pour tout ¢ > d*.

La trajectoire associée t € [0, T*] — x(t) est un cercle de diameétre d*.

e On considére maintenant le cas ¢ < d*. Dans un premier temps, nous allons montrer
que la contrainte sur I’état est nécessairement atteinte en un temps 7 € (0, 7). Puis nous
allons calculer un contréle en temps optimal.

1. Supposons par Pabsurde que la contrainte sur I'état ([Z2Z3]) ne soit jamais atteinte.
Dans ce cas, le temps optimal et les contréles optimaux ont les mémes expressions que
celles calculées dans le cas ¢ = +o00. En particulier, I’expression du temps minimal,
EX23), et lestimation ([ZHIM) pour @ restent vraies pour k& > 1. Comme ¢ < d*,
Pestimation (ZLI0) implique que k& > 2. Ainsi, au temps o = TT* < T™, nous avons
(o) = 02. Ceci est en contradiction avec le Lemme Par conséquent, la con-
trainte sur 'état (ZZ3]) est nécessairement atteinte et le Lemme 22 (voir aussi la
Remarque ZZ3]) nous assure que la contrainte est atteinte tangentiellement.

2. On cherche maintenant a calculer un controle optimal.
e Dans un premier temps, nous allons montrer que toute trajectoire issue d’un con-
trole optimal suit le chemin type suivant :
(a) La contrainte sur 1'état est atteinte (tangentiellement) au temps 7 = T+ (i.e.
2(7)| = < et (z(7),u(r")) = 0);
(b) La trajectoire pour @ reste sur la contrainte entre les temps 7 et T* — 7;

(c¢) Finalement, la contrainte sur l'état est quittée (tangentiellement) au temps
T* — 7 et la trajectoire rejoint I’état final (y(7%), =(T*)) = (y, 02).

On rappelle que la Proposition Z5Tl assure que la trajectoire suivie par @ est un arc
de cercle dans la région ol la contrainte sur I’état n’est pas saturée. Il est aussi clair
que lorsque la trajectoire suivie par « est sur la contrainte d’état, la trajectoire suivie
est aussi un arc de cercle. Les équations (Z0.]]) et (Z222) nous assurent que @ ne peut
changer d’arc de cercle que lorsque la contrainte sur I’état est quittée ou atteinte.
Commencons par montrer que la trajectoire décrite par @ est bien celle annoncée
en (a).
Soit 7 = inf{t € [0,T*], |x(t)] =< et Vs € [0,1], |z(s)| < <} le premier temps d’at-
teinte a la contrainte. Le premier item nous assure l'existence de 7. Comme x at-
teint la contrainte de maniére tangentielle (c.f. Lemme et Remarque 2Z23)),
t € [0,7] = x(t) est une paramétrisation d’un demi-cercle de rayon 5. De plus,
comme |u(t)| = 1 pour tout ¢ € [0,7] et u est continue, on en déduit que 7 = <F = 7.

Grace a la Proposition 5Tl nous obtenons que le rayon du demi-cercle est ﬁ =3,

et par conséquent :
2
6 =€—, (2.5.11)
s
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avec €g = =*1.

Nous allons maintenant montrer que la derniére partie de la trajectoire décrite par
@ est bien celle annoncée en (c). Pour ce faire, nous allons tout d’abord montrer
que si la trajectoire suivie par  quitte la contrainte en un temps ¢ alors nous avons
nécessairement o = T*—7 et la contrainte sur I’état ne sera plus atteinte. Les relations

E35T) et Z52), pour 6 donné par (Z2TIT), conduisent & :
x(c+7)=02 et |x(t)]#0 (t€lo,o+71)).

Par conséquent d’aprés le Lemme 5.2, nous obtenons o + 7 = T*.
Ainsi nous avons implicitement montré que la trajectoire ¢ — a(t) pour ¢t € [0,7],
est bien du type de celle annoncée par (a), (b) et (c).

e On cherche maintenant & calculer un contréle optimal.
La relation (23), nous donne :

T pYSs

y(r) =y(I") —y(I" —7) = 5 = c0o—;

Pour tout ¢ € [r,T* — 7|, nous avons |x(t)| = ¢ et par conséquent x doit étre de la
forme :

(2.5.12)

T)93(7) (t e [rT* ), (2.5.13)

avec v € WL°([7, T* — 7]) une fonction inconnue. Nous avons :
a(7)

. (te(r,7"—71) p.p.). (2.5.14)

ult) = @(t) = p(t)JR(it))

S
Comme |u(t)| = 1 pour tout t € (0,7%), on a || = 1 sur (7,7* — 7) et comme u est
continue, on a  constant. On note alors e1 = v = %1.

Les relations ([ZOI3) et [Z5I4]) conduisent a :
(A z(t),u(t)) = Aser (te(r,T" —71)).

Alinsi :
T —7
T =n) =y = [ (e®u)dt = xa@ 2. (2519

T

Par conséquent (Z512)) et (Z2IH) donnent :

y(T%) = y(r) + (Y(T* = 1) —y(7)) + (Y(T*) — y(T* — 7))

Ag? Ag? Ag?
g471' + Xser (T —27) + €9 ZW =€ <27T

=€y + Xser (T* —¢mr) .

Ainsi, nous avons :
b

Yy —e€o

= X¢er(T" — o). (2.5.16)

Comme la trajectoire suivie par x est celle décrite par (a)—(c), on a T* > 7. Comme
nous sommes dans le cas ¢ < d* = \/%, on obtient de [Z5TH) que €; = sign(Ay)

puis que le minimum pour 7™ est obtenu pour €y = €;. Par conséquent, le temps
minimal T* est :
_ ol s

As 27
Un calcul direct, montre que le controle donné par (L) est bien un contrdle en
temps T™.

T*
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La démonstration de la Proposition L5.3] est achevée. O

Un exemple de trajectoire optimale avec contrainte sur I’état est issu du probléme de

3 2
la nage en temps optimal. Dans ce cas on considére la matrice M = 5 <g 0>, obtenue

de Shapere et Wilczek (c.f. [SWR89al, [LST]). Le résultat pour cette matrice est donné sur
la Figure 23 De plus, nous avons tracé la trajectoire ¢ — y(t) obtenue avec la matrice
%(M - M T) a la place de M (on rappelle que les controles peuvent étre choisis identiques
pour ces deux matrices, c.f. Proposition EZZ32).
. . 0 -1 .
Sur la Figure Z4] nous avons représenté, pour la matrice <1 0 > et lobjectif § = 1,
I’évolution du temps optimal, T, en fonction de la contrainte sur ’état, <.

1.2

L, avec 4‘[ _— 1L ' ' -
. avec (M —MT") N
08 | 05 |
0.6
g  0r
0.4
0.2 0.5 Lk
a1t
02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 -1 -0.5 0 0.5 1
t zy
(a) y en fonction du temps. (b) Trajectoire ¢ — x(t).

Fic. 2.3 — Cas n = 2. Trajectoire t — (y(t), z(t)). La contrainte sur I'état est |z(t)| < 1,

l'objectif est y =1 et M = % <g (2)>

22 T T T T T T T
20 | ;

18 |+ 1
16 | 8
14 | .
12 | .

T*

10 f ;

(V] H~ D oo
T
!

Fi1G. 2.4 — Temps optimal en fonction de ¢ pour gy =1et A = 1.
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2.6 Solution optimale avec un contréle de dimension n

Dans cette section, nous allons considérer le cas n > 2 avec M € M, (R) telle que
M # M7, L’objectif de cette section est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.6.1. Soit \* le plus grand module des wvaleurs propres de la partie anti-
symétrique de la matrice M :

A= maX{|)\| , A€ sp(%(M - MT))} .
On définit aussi les deux grandeurs :

500
d* =1/ 9] et 7=
TA* 2

Alors le temps optimal T* associé au probleme ZZI)-E2Z3) est donné par :

d* if ¢ > dF,
T = d*2 (2.6.1)
2 + 7  sinon.
S

De plus le probleme ZI)-EZ3)) admet pour controle optimal le controle u € CO([0, T*])"
donné par :

u(t) = v (t)wi + 72 (t)we (telo, T7)), (2.6.2)

avec wy et wo deux vecteurs de R™ orthogonauz satisfaisant :

(M —M"Dwi=Xwy et —(M—-M")wy=-Nwi.

1
2

DN | =

L application v = (y1,72) € C°([0,T*])? est définie comme suit :
- Si ¢ >d*, nous avons :

A1) = R(sign() 2 t)vo (€ 0, 7). (2.6.3)

- Si ¢ < d*, nous avons :

%2(%15)70 sitel0, 1),
~A(t) = —R(Stgrg1J (t — 7'))70 siter,T"—1), (2.6.4)
R(M (2t — 3(T* — T))>70 site[T*— 1, T%.

S

Dans les expressions précédentes, R(6) est la matrice de rotation de R? définie par

R(0) = <C089 —sin6

Ginf  cosd ) pour tout 6 € R et le vecteur vy, € R? est choisi tel que |y, = 1.

Avant de montrer ce Théoréme, nous allons introduire quelques notations et rappeler
certains résultats de la Section afin d’effectuer quelques simplifications sur la matrice
M sans toutefois perdre de généralité.

On commence par noter que la Proposition nous permet de supposer que M est
une matrice antisymétrique. Comme le noyau de M ne joue aucun role dans le probléme, on
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peut de plus supposer que M est une matrice inversible (de taille 21). Sous ces conditions,
la matrice M peut étre diagonalisée par bloc 2 x 2 sous la forme d’une matrice du type :

A J
, (2.6.5)
AT

oul e N, J=R(5) = (1) _01> € Ma(R) et Ay > ... > N > 0. On notera J(A) la

matrice définie par ([ZG6H) avec A = (Aq,..., \;).
11 est clair que le temps optimal ne dépend que de ’objectif ¢, la contrainte ¢ et la séquence A
(i.e. T*(M) = T*(J(A))). Par conséquent, nous noterons a présent 7*(A) le temps optimal
(au lieu de T*(M)) et de méme que dans la section précédente, on notera ce temps T*
lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible. Le méme type de notation sera utilisé pour
I’ensemble de controle U.

Pour [ € N* on définit les applications :

I :R% — R2

U1 .

<v2“> (ie{l,....1}).

—
V2;

V2]

Avant de passer a la démonstration proprement dite du Théoréme 261l nous allons don-
ner quatre lemmes qui rendront cette démonstration quasi immeédiate. Le premier lemme
est un résultat de monotonie de l'application A — T*(A).

Lemme 2.6.2. Soient l,~l~ e N* avec | > 1 et soient A = ()‘i)ie{l,...,l} € (Ri)l et
A = (5‘2‘)2‘6{1 . € (Rj)l deur séquences strictement positives et décroissantes vérifiant
i

> \; pour tout i € {1,...,1}. Alors, on a :

T*(R) < T*(A).

Démonstration. Soit u € U*(A) un controle optimal. On définit @ € CO([O,T*(A)])2l par

[( \ %Hi (u(t)) sii<l
IT; (u(t)) = !

0, sil<i<l

pour tout ¢ € [0, 7*(A)]. Soient (y,x) = ( ;]L(A), X{I(A)> (la trajectoire associée au controle

u avec la matrice J(A)) et (g,&) = <)/1'~1(A),X;(A)) (la trajectoire associée & @ avec la

matrice J(A)). Il est trivial que pour tout t € [0, 7*(A)], nous avons :

Z( ) \/§Hi(ac(t)) sii <1
I (2(t)) = !

09 sil<i<l.
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I est donc clair que pour tout ¢ € [0, 7*(A)] nous avons |&(t)| <, &(T*(A)) = 0, et

l

~ ~ l
§(1) = > (AJI@(0), W @(1) ) = > (AT (), T (w(t) ) = 5(0).

=1 i=1

Ainsi, g(t) = y(t) pour tout ¢ € [0,7*(A)] et en particulier, §(T*(A)) = g. Par conséquent
@ est un controle en temps T*(A) pour le probleme de controle obtenu avec la matrice
J(A). Ceci montre que T*(A) < T*(A). O

Le Lemme suivant montre une propriété de conservation des zéros.

Lemme 2.6.3. Soit ] € N*, A = (\,...,\) € (]Rj_)l et u € U*(A) un contréle en temps
optimal tel que II' w(0) = 04 pour k € {1,...,1}. Alors Il! u(t) = 02 pour tout t € [0,T%].

Démonstration. Comme précédemment, on définit (y, @) = (Vu, Xu). On rappelle que le
principe du maximum de Pontryagin assure ’existence de sg, po, P, o, q1 et 7 non tous

nuls tels que ([Z2ZT0)-(ZZ3) et ZZ3)-EZZLH) aient lieu.

Les Lemmes EZ4T] et ZZ 4 nous permettent d’affirmer que :

50<0’p07é0’q07£0n et ql#on

De plus, le Lemme EZZ2 nous assure que u,p € C°([0, 7*])?. Finalement, au temps ¢ = 0
et a la vue de (ZZF), nous avons aussi Hgﬁp(O) = 09, c’est-a-dire que Hﬁcqo = 0y d’apres
EZ3Z). La continuité de p et les relations (ZZ3)-(ZZA) permettent d’aboutir a :

T T
QO=011—/ poJ(A)Udt—/ xdn.
0 0

Ainsi 'équation (ZZZ3)) peut se récrire :

t t
p(t) =qo + / poJ (A)udt + / xdn (t €0, 77). (2.6.6)
0 0
u étant optimal, on obtient de [ZZR) que :
—sou =poJ(A)x +p.

Ainsi :
—sollyu = poIl}, (J(A)z) + Ip = poAJIT,z + I}p .
En utilisant ([Z6.4), on obtient pour tout ¢ € [0, 7] :

—sollTu(t)? = (poATTla(t) + T p(t), w(t))

- <p0)\JHf,€a:(t),Hf,€u(t)> + <H2qo7HLU(t)>

+ <H§€ /OtpoJ(A)udt,Hfgu(t)> + <H§€ /Otxdn,ngu(t)> .

t
En utilisant que IT! qo = 05 et [T, 2(t) = / IT! (o) do, on obtient :
0

t t
—so|TlLu(t)|? = </0 2p0)\JH§€udt,H2u> + </0 I dn,nygu(t)>
t t s
- / <2p0)\JH2,u(s),H2u(t)> ds + / / <H2u(a),l’[§gu(t)> do dns .
0 0 JO
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En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :
t t S
~solu(t)? < / 2o Ty (s) [T ()] ds + / / T (o) T ()| dor s
0 0 0

t t S
< )] ([ 2mrimuolas + [ [ o) doan, )
0 0 JO

Finalement, comme 7([0,t]) < +o0, il est clair, d’aprés [EG92, Theorem 1, Section 1.4],
que 'on peut appliquer le Théoréme de Fubini :

t t t
~solMu(t)] < /0 2o |Thau(s)|ds + /0 /0 X0.9(0) Tyaa(0)] dor
t t
< /0 2o |Thau(s)|ds + /0 (o, T*) (o) do

t
< [ 1+ 0. 7)) o)l ds.
Ainsi, nous avons obtenu :

g 0 —50

IMau(s)|ds (e [0,T7).

On conclut que Hfﬁu(t) = 0y pour tout t € [0, T*], en appliquant le Lemme de Gronwall. [

Le résultat suivant montre une propriété d’invariance de U* par rapport a des matrices
orthogonales particuliéres.

Lemme 2.6.4. Soit l € N*, A = (\,...,\) € (]R’jr)l et R € Orth(2]) tels que R et J(A)
commutent. St w € U* est un controle en temps optimal, alors Ru est aussi un controle
optimal en temps, i.e. Ru € U*.

Démonstration. Comme précédemment, nous notons T* le temps optimal et x = X, la
trajectoire associée au controle u.

Soit 4 = Ru et & = Rz. On remarque que & = @, £(0) = &(T*) = 0y et |2(t)| = |x(t)]
pour tout t € [0,7*].

Comme R et J(A) commutent et comme R est une matrice orthogonale, nous obtenons
que (J(A)z,a) = (J(A)x,u) et ainsi que Vi = Va.

Par conséquent, @ € UT" = U* est un controle en temps optimal. O

Le lemme suivant met en évidence une matrice orthogonale R particuliére qui satisfait
le Lemme Z64 et qui annule des composantes du controle.

Lemme 2.6.5. Soitl € N*, A= (\,...,\) € (Ri)l et v R%. Il existe R € Orth(21) tel
que R et J(A) commutent et TIL(Rv) = 09 pour tout i € {2,...,1}.

Démonstration. 11 est trivial que sans perte de généralité, on peut supposer que A = 1 et
que par un argument de récurrence il suffit de montrer le résultat énoncé dans le cas [ = 2.
Soit R I’application définie pour tout v € R* avec |v| =1 par :

(
0 I
2 SiV1:O2,
I, 0

V12 mr (VI VAL + (vE V)
sinon.
= (<V17V2>12 - <JV17V2>J) ‘Vlu'Q

\

V]
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oit v¢ = II%(v) pour i € {1,2}.
En utilisant la relation :

|v1|2v2 = (vl,v2>v1 + (Jvl,v2>Jv1 ,

il est possible de vérifier que pour tout v € R* avec |v| =1 on a R(v) € Orth(4), R(v) et
J(1,1) commutent et II3(R(v)v) = 0s. O

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréeme EZ6.1] dans le cas n-dimensionnel.
Premiérement, et comme mentionné précédemment, le probléme de controle initial (avec
une matrice M quelconque) est équivalent & celui obtenu avec la matrice diagonale par
blocs J(A) définie par [ZB4), o le vecteur A € R! est composé des parties imaginaires
positives des valeurs propres de %(M - M T), prises avec leurs multiplicités et ordonnées
par ordre décroissant.

Nous allons construire un contréle optimal pour la matrice J(A) & partir de la matrice \*.J
ol \* = max A.
En effet, pour w € U7 A (A*J), on définit le controle @ de dimension 2I, par :

u(t) sik=1

t e [0, T*(\")]).
0, si2<k<l (t €10, T7(A")])

I a(t) = {

il est clair que @ € U7 M) (J(A)). Ainsi, pour montrer que le contréle @ est un controle en
temps optimal pour le probléme ZZI)-EZ3), avec la matrice J(A), il suffit de montrer
que T*(A) = T*(\¥).

Le Lemme EL6.2, nous permet d’affirmer que :

T"(\") = T*(A) = T*(AY),

ot A* = (\*,...,\*) € RL

Nous allons maintenant montrer que : T*(A*) > T*(\¥).

Soit @ € UT A7) (J(A*)). Les Lemmes EZ6.A] et assurent ’existence d’une matrice
R € Orth(2l) telle que Ra € U7 (A (J(A*)) et T (Ra(0)) = 02 pour tout k € {2,...,1}.
Ainsi, du Lemme 63 on obtient que I (Ra(t)) = 0y pour tout k € {2,...,1} et
t € [0,T*(A")].
Finalement, il est trivial que w = ITY (Ra) € U7 A (A*]).
Par conséquent, nous avons T*(\*) < T*(A*).

Ceci montre que T*(\*) = T*(A) = T*(A*) et donne le résultat du Théoreme ZET1

2.7 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous sommes parvenus, en utilisant le principe du maximum de
Pontryagin, a déterminer la solution en temps optimal d’un probléme de controle avec des
contraintes sur ’état.

En particulier, le Théoreme 611 obtenu, induit le fait remarquable suivant :
Pour tout couple de matrices carrées non symétriques (M, M), nous avons :

max{|\|, A € sp(M — M ")} <max{[\|, Nesp(M —M")} = T*(M)<T*(M),

quelque soit la dimension des matrices M et M.
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Aussi, I'étude que nous avons effectuée dans le cas du systéme de Brockett et assez
spécifique. Dans un premier temps, il pourrait étre intéressant de modifier les contraintes
sur le controle ou 1’état. Une possibilité serait de modifier la norme utilisée. En effet, avec
la norme euclidienne choisie, méme si cela n’apparait pas directement dans ce qui précede,
la structure sous-riemannienne au probléme joue un réle important dans I’étude. Une autre
extension possible est le choix d'une fonction cott différente.

Aussi, dans le cas général, une étude numérique du probléme semble nécessaire & la
compréhension des trajectoires optimales. Pour montrer les résultats de ce chapitre, nous
nous sommes grandement inspirés de test numériques. Comme des contraintes sur 1’état
étaient imposées, nous avons pour cela utilisé la méthode de discrétisation totale décrite
dans le paragraphe [C32
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3.1 Introduction

Les premiéres extensions aux systémes de dimension infinie du principe du maxi-
mum de Pontryagin et du caractére bang-bang (c.f. chapitre [l et Bellman, Glicksberg et
Gross [BGGHO]) ont été obtenues par Fattorini [Faf64]. Depuis les progrés effectués dans ce
domaine ont été reportés dans les livres de Lions [Lio68] et Fattorini [Fat0d)]. En particulier,
la propriété bang-bang du contréle en temps optimal a été rapidement établie dans le cas
d’opérateurs de controle inversible. Dans le cas de systémes gouvernés par des équations
aux dérivées partielles, cela signifie implicitement que le controle est actif sur I’ensemble du
domaine spatial de I’équation aux dérivées partielles. Le méme probléme avec un controle
n’agissant que sur une partie du domaine spatial n’a été considéré que récemment, en par-
ticulier pour des systémes gouvernés par des équations aux dérivées partielles paraboliques.
Nous renvoyons par exemple aux résultats de Mizel et Seidman [MS97|, Wang [Wan08],
Phung et Wang [PWTT] et Kunisch et Wang [KWTTH.

La méthodologie usitée dans les travaux cités précédemment est généralement basée
sur une notion de controlabilité & zéro avec des controles a support dans un ensemble de
mesure de Lebesgue positive. Or cette notion ne semble pas applicable pour des systémes

43



44 CAS DE LA DIMENSION INFINIE

réversibles en temps tels que ceux gouvernés par I’équation des ondes, de Schrodinger ou
d’Euler-Bernoulli.

Le principal objectif de ce chapitre est d’étendre le principe du maximum de Pontryagin
pour des systémes réversibles en temps et avec un opérateur de contréle non inversible.
Nous verrons que sous réserve d’avoir controlabilité exacte en temps arbitrairement petit
lorsque 'opérateur de controle est borné et sous réserve d’avoir contrélabilité exacte avec
des controles L en temps lorsque 'opérateur de contréle est non borné, alors le principe
du maximum de Pontryagin est valable dans sa forme usuelle. De plus si I'on suppose
que le systéme est approximativement controlable avec des controles n’agissant que sur un
ensemble d’'instants de mesure positive, alors les controles en temps optimal sont uniques
et bang-bang.

Nous décrivons briévement le plan de ce chapitre.
Dans la Section B3l on introduit quelques notions de contrdlabilité et d’observabilité en
dimension infinie.
Nous poursuivons par la Section Bl ou les résultats expliqués précédemment sont donnés.
La Section est dédiée & la mise en application des résultats de la Section B4l pour des
systémes gouvernés par les équations de Schrodinger et ’équation d’Euler-Bernoulli.
Malheureusement nous n’avons pas trouvé d’exemple d’application faisant intervenir un
opérateur de controle non borné.
Finalement, nous conclurons ce chapitre par des problémes ouverts.

Ce chapitre reprend ’article écrit en collaboration avec M. Tucsnak, [LT12].

3.2 Opérateurs de contrdle et d’observation

Dans cette section, on rappelle les définitions basiques de controlabilité et observabilité
en dimension infinie. Pour plus de précisions sur ces définitions, on fait référence au livre
de Tucsnak et Weiss [TW09].

On considére X et U deux espaces de Hilbert (séparables) identifiés avec leurs duaux
respectifs. Le produit scalaire et la norme sur X (respectivement U) sont notés (-,-)x et
Il |lx (respectivement (-,-)y et || -||). On suppose de plus que 'opérateur A : D(A) — X,
avec D(A) C X engendre un semi-groupe T continu sur X. Ceci implique que le domaine
D(A) de A est dense dans X et que la résolvante p(A) de A n’est pas vide.

La premiére étape consiste a construire les espaces X7 et X_; (c.f. [T'W09, Proposi-
tions 2.10.1 et 2.10.2]).

Proposition 3.2.1. Pour tout 5 € p(A), lespace D(A) muni de la norme :
2l = 18] = A)zllx (2 € D(A))

est un espace de Hilbert noté X;.
Les normes générées pour différents 5 € p(A) sont équivalentes a la norme du graphe et
linclusion X1 C X est continue.

On note Xf I’espace obtenu de la méme maniére que celle décrite dans la Proposi-
tion BZZT] pour A* (I’adjoint de A) et 3 € p(A*).

Proposition 3.2.2. Soit § € p(A), on note X; la complétion de X par rapport a la norme :
Izl x_, = 1B = A)7'2llx (2 € X).

Les normes générées pour différents 3 € p(A) sont toutes équivalentes.
X 1 est le dual de X{l par rapport a l’espace pivot X .
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On peut définir 'extension de A sur X et celle de T sur X_; (c.f. Propositions 2.10.3

et 2.10.4 du livre [TW09]).

Proposition 3.2.3. Soient X1 et X | définis par les Propositions EZ1 et [ZZA
A€ L(X1,X) admet une unique extension A € L(X,X_1) et de plus pour tout 3 € p(A)
on a :

(BI—A)teL(X,X1), (BI-A)'eL(X 1, X)

et ces deur opérateurs sont unitaires. En particulier, on a p(A) C p(A)

Proposition 3.2.4. On utilise ici les notations introduites dans la Proposition 2.3,

On suppose que A génere un semi-groupe T fortement continu sur X . La restriction de Ty
a X1 (considéré comme opérateur dans L(X1)) est l'image de Ty € L(X) composée avec
Uopérateur unitaire (B — A)~' € L(X, X1). Par conséquent, ces opérateurs forment un
semi-groupe fortement continu sur X1, dont le générateur infinitésimal est la restriction de
A a D(A?).

Lopérateur Ty € L(X_1) est Uimage de Ty € L(X) composé avec Uopérateur unitaire
(I — A) € L(X, )~(_1).~Par conséquent ces opérateurs étendus forment un semi-groupe

fortement continu T = (Tt)t>0 sur X_1 dont le générateur est A.

Par la suite, on omettra les ~, par conséquent les extensions de A et T seront encore
notées A et T.

Nous allons maintenant introduire le concept d’opérateur de contréle admissible.
Soient B € £L(U, X_1) un opérateur de controle, zg € X et u € L?([0,00),U). On considére
le systéme décrit par I’équation :

2(t) = Az(t) + Bu(t), (3.2.1)

muni de la condition initiale :
2(0) = 2. (3.2.2)

Avec les notations précédemment introduites, la solution z du probléme de Cauchy

BZI)-B2Z2) est définie par :
2(t) = Tyzo+ Ppu (¢ >0), (3.2.3)

avec ®; € L(L?([0,t],U); X) défini par :
t
du :/ T; oBu(o)do  (u € L*([0,00),U)). (3.2.4)
0

On rappelle ici quelques définitions classiques issues du livre de Tucsnak et Weiss
[TW09, Section 4.2]. Plus précisément, on rappelle ici la Définition 4.2.1 et la Proposi-
tion 4.2.2.

Définition 3.2.5. L'opérateur B € L(U,X_1) est un opérateur de controle admissible
pour T s’il existe 7 > 0 tel que Im &, C X.

Proposition 3.2.6. Si B € L(U,X_1) est un opérateur de controle admissible pour T,
alors pour tout t > 0, on a :

®, € L(L*([0,00),U), X) .
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Par la suite, on supposera que B est un opérateur de contrdéle admissible.

Nous donnons maintenant le concept d’opérateur d’observation admissible. Plus pré-
cisément, on rappelle ici la Définition 4.3.1 et la Proposition 4.3.2 du livre [TW09].

Soit Y un espace de Hilbert et C' € L(X1,Y) un opérateur d’observation pour le semi-
groupe T. Pour 7 > 0, on considére 'opérateur W, défini par :

CTyzg sitel0,7],

zg € X1, t € 1]0,00)).
0 sit>rT, (20 ! [ ))

(Wrzo)(t) = {
Les opérateurs W sont appelés opérateurs de sortie pour le couple (A, C') et sont considérés
comme éléments de £(X1, L%([0,00),Y)).

Définition 3.2.7. L’opérateur C € L£(X;,Y) est un opérateur d’observabilité admissible
pour T s’il existe 7 > 0 tel que V.. admette une extension continue dans X.

Proposition 3.2.8. Si C € L(X1,Y) est un opérateur d’observabilité admissible pour T,
alors pour tout t >0, on a :

Uy € L(X,L*([0,00),Y)) .

Les concepts d’opérateur de controle admissible et d’opérateur d’observation admissible
sont duaux au sens du résultat suivant (c.f. [[TW09, Theorem 4.4.3]) :

Théoréme 3.2.9. Soit B € L(U,X_1). B est un opérateur de contréle admissible pour T
si et seulement si B* est un opérateur d’observabilité admissible pour T*.

3.3 Controlabilité et observabilité en dimension infinie

Dans cette section, nous allons introduire les concepts de controlabilité et d’observabilité
nécessaires a notre étude.

On utilise les notations et définitions introduites dans la section précédente. Tout par-
ticuliérement, on rappelle que désormais, B € L(U, X_1) est un opérateur de controle
admissible.

3.3.1 Quelques notions de contro6labilité en dimension infinie

On rappelle ci-dessous la Définition 11.1.1 du livre de Tucsnak et Weiss [TW09].

Définition 3.3.1. Soit 7 > 0, le couple (A, B) est dit :
— approximativement contrélable en temps 7 si Im @, est dense dans X ;
— exactement contrdlable en temps 7 si Im &, = X.

Pour ce chapitre, nous aurons aussi besoin de la notion suivante :

Définition 3.3.2. Soit e C [0, 7] un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive.
Le couple (A, B) est approximativement controlable en temps 7 depuis e si I'image de
Popérateur @, . € L(L*([0,7],U), X) défini par :

D, u= /']I'TJBu(U) do (u € L*([0,7],U))

est dense dans X.
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On introduit maintenant le concept de contréle en temps optimal.

Définition 3.3.3. Soient zp,z; € X avec zg # z1. Une fonction u* € L>([0,00),U) est un
contrdle en temps optimal pour le couple (A, B), envoyant la condition initiale zy sur la
condition finale z1, s'il existe 7% = 7*(z9,21) > 0 tel que :

1. 21 = Trezo + ret* et [[u*{|poc o,y < 13

2. Si 7> 0 est tel qu'il existe u € L™ ([0, 7],U) avec :

21 =Trzo+ ®ru,  |ullpe(oqu) <1,

alors 7 > 7*.

Remarque 3.3.4. On remarque que si ['opérateur de controle B est borné (i.e.
B € L(U,X)) et si le couple (A,B) est exactement contrélable en temps T alors
O (L>*(]0,7],U)) = X. En d’autres termes on peut contréler exactement le systéme en
temps T avec des contréles dans L°°([0,7],U) (au lieu de L*([0,7],U) comme dans la Dé-
finition [31)).

Pour montrer ce résultat, on définit le Gramien de contrélabilité en temps T pour le
couple (A, B) par :

R, = / T,BB*T; dt € £L(X),
0

Etant donné zg € X, la controlabilité exacte en temps T du couple (A, B) implique que R,
est inversible et que la fonction v € L*([0,7],U) définie par :

u=®R 2y  (t€[0,T]), (3.3.1)

satisfait ®ru = zg.
Par ailleurs, comme B est borné, on a d’aprés [TW0I, Section 4.4] :

(®Xwo)(t) = B*Tr_,wo (wo € X, t€[0,7]).
Les deuz dernieres formules impliquent que le controle défini par B3I s’écrit :
u(t) = B*T*_,R; 'z (t€[0,T)).

Ainsi, on a u € C°([0,7],U) C L*([0,7],U).

3.3.2 Notions d’observabilité

Dans ce paragraphe, nous allons introduire les concepts d’observabilité nécessaires a
notre étude. On utilise les notation introduites dans la Section Plus précisément, Y
est un espace de Hilbert et C' € £(X1,Y) est un opérateur d’observation admissible pour

le semi-groupe T.
Nous rappelons ci-dessous la Définition 6.1.1 du livre de Tucsnak et Weiss [TW09).

Définition 3.3.5. Soit 7 > 0, le couple (A, C) est dit :
— exactement observable en temps 7 si W, est borné inférieurement, c’est-a-dire, il
existe C; > 0 (dépendant seulement de 7) tel que pour tout z € X :

¥zl £2([0,00[,v) = Crllzllx -

— approximativement observable en temps 7 si Ker ¥ = {0}.
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Il est trivial que la propriété d’exacte observabilité implique le caractére approxima-
tivement observable.

On introduit maintenant le concept d’observabilité depuis un ensemble de mesure posi-
tive.

Définition 3.3.6. Soient C' € £(X;,Y) un opérateur d’observation admissible pour T et
e C [0, 7] un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive. On note :

.. € L(X,L*([0,7],0)), Ve =XV,

la restriction des opérateurs de sortie & 'ensemble e, o x. est la fonction caractéristique
de ’ensemble e.

Par la suite, on notera U? (respectivement \1131_76) lopérateur de sortie (respectivement
sa restriction & un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive e C [0, 7]) pour le
couple (A*, B*), ce qui revient & poser :

B*Tizg site[0,7]

7o € X1, t € 10,00 3.3.2
0 sit>T (20 ! [ )) ( )

(UF20)(t) = {

et comme précédemment, on note,
\Ijﬁ,e € L(X, L2([0’ 00),U)), \Ijﬁ,e = Xellli :

Nous aurons aussi besoin du concept d’observabilité approchée a partir d’'un ensemble
temporel de mesure positive.

Définition 3.3.7. Pour 7 > 0 et e C [0, 7], ensemble de mesure de Lebesgue strictement
positive, le couple (A, C') est approximativement observable depuis e si Ker ¥, . = {0}.

3.3.3 Reésultat de dualité

Nous avons le résultat de dualité suivant entre les concepts d’observabilité et de con-
trolabilité (c.f. [TW09, Theorem 11.2.1]).

Théoréme 3.3.8. Soient 7 > 0 et B € L(U,X_1) un opérateur de controle admissible
pour T, le semi-groupe généré par 'opérateur A.
— Le couple (A, B) est exactement contrélable en temps T si et seulement si le couple
(A*, B*) est exactement observable en temps T.
— Le couple (A, B) est approzimativement contrélable en temps 7 si et seulement si le
couple (A*, B*) est approzimativement observable en temps T.

Ce résultat reste vrai dans le cadre de la controlabilité et de ’observabilité approché
depuis un ensemble mesurable en temps. Plus précisément, nous avons le résultat de dualité
suivant :

Proposition 3.3.9. Soient 7 > 0, e C [0,7] un ensemble de mesure de Lebesque stricte-
ment positive et € = {1 —t, t € e}. Alors, on a :

O = (V2 )5, (3.3.3)

avec (V4 )" € L(L>([0,7];U), X) le dual de lopérateur W2 , et 51, 'opérateur de réflec-
tion sur L2([0,7];U), défini par SLyu(t) = u(r —t) (51, est autoadjoint et unitaire).
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En particulier, le couple (A, B) est approzimativement contrélable en temps T & partir
d’un ensemble de mesure de Lebesque strictement positive e C [0,7]| (dans le sens de la
Définition [ZZA) si et seulement si :

Ker 04, = {0}.
Remarque 3.3.10. Sie = [0, 7] alors B33)) s’écrit classiquement :
o, = (UI)*sd, . (3.3.4)

Le résultat de la Proposition B33 est une conséquence du résultat de dualité pour le
cas e = [0,7]. On en donne ici la démonstration, inspirée de [MRIT2, Proposition 2.4].

Démonstration. Soit v € L?([0,00),U) et z € X1. On a :

_ /0 " e (O)u(t), BTS2,
— /oT (TeBxe (v(t),2) x_, x,

.
:/0 (T¢Bxev(r — t),z>X_17X1 dt
= (q)r,eﬂfrva Z>X_1,X1

= (P, HHrv,2) .

L’équation (B33 s’obtient alors par densité de X; dans X.

De B33), il est trivial que le couple (A, B) est approximativement controlable en
temps 7 & partir d'un ensemble de mesure de Lebesgue strictement positive e C [0, 7] si et
seulement si Ker \I/i o =10} O

3.3.4 L’espace R;°

Pour tout ¢t > 0, on note par RZ° I’espace des états atteignables en temps pour le couple
(A, B) avec des controles L™, c’est-a-dire :

Ry = ®,(L>([0,],0)) . (3.3.5)
Lemme 3.3.11. Pour tout t > 0, R{°, muni de la norme :
|zl ree = inf {|[ull Loo(p0,0,0), Pru=x} (r € X), (3.3.6)
est un espace de Banach.

Ce résultat s’obtient par une légére modification de la preuve du Lemme 2.1.1 du livre
de Fattorini [Fat05)]. Nous en donnons ici sa démonstration.

Démonstration. Tout d’abord, il est trivial que ||-||ge défini par (E36) est bien une norme
sur R7°.

Soit (yn)n>1 une suite de Cauchy de R°. Il est clair que I'on peut extraire de cette
suite une sous-suite encore notée (y,) telle que ||yn11 — ynllre <277
Pour tout n > 1, l'inégalité précédente montre qu'’il existe v, € L*([0,t],U) tel que
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Yokt — Yo = Brvn ot [l e 0.0 < 2.

On définit alors la suite (uy)p>1 par récurrence, u; € L*([0,t],U) est tel que ®ru; = y;
et pour tout n > 1, on pose Up41 = Uy + Up.
Ainsi pour tout n > 1let k>0, 0n a :

n+k—1 1 1
ln sk =l o < X 577 < s
i=n

Par conséquent, la suite (u,,) est une suite de Cauchy dans L*°([0,t],U), donc (u,,) converge
vers u € L*°([0,t],U). Comme P, est un opérateur continu et que pour tout n > 1, on a
®4u, = yn, on obtient que la suite (y,,) converge vers y € X et que y = ®4u. Ainsi, la suite
(yn) est convergente dans R7°. O

Proposition 3.3.12. 5i 0 < o < t, alors :
RYX CR”CX,
avec inclusions continues.

Démonstration. Il est évident que ces inclusions ont lieu. On montre seulement qu’elles
sont continues. Pour ce faire, on considére x € Ry, tel qu'il existe u € L*([0,¢],U)
avec z = ®;u. Comme ®; € L(L%([0,t],U), X) on en déduit quil existe M > 0 tel que
2]l x < Ml[ul oo (jo,4,0) Pour tout u € L>([0,¢],U) tel que ®;u = . On en déduit que :
lollx <M _inf flulie o) = Milela
dru=x

Ainsi I'inclusion Rf® C X est continue.

Pour montrer la continuité de l'inclusion Ry° C Ry°, il suffit de remarquer que si
x € R et u € L*®([0,0],U) sont tels que z = ®,u alors u € L*([0,t],U) défini pour
presque tout s € [0,t] par 4(s) = X(—gy) (s)u(s —t + o), avec X(_qy) la fonction carac-

téristique de I'ensemble (¢ — o,1), satisfait z = @4 et |4l (0,007 = lullLo(0,01,0): O
Corollaire 3.3.13. Soit 7 > 0 tel que R° = X alors les normes || - |gee et || - [|x sont
équivalentes.

Démonstration. Soit ¢ : R — X l'opérateur identité. La Proposition B23T2 nous assure
que © € L(RX®,X) et 1 est clairement bijective (dans le cas R>® = X). En utilisant un
Corollaire de 'application ouverte [BreS3, Corollaire I1.6], on obtient que 1~ € £(X, R®)
ce qui donne le résultat. [l

Remarque 3.3.14. La Remarque implique que si B est un opérateur de controle
borné et que si le couple (A, B) est exactement contrélable en temps 7 > 0 alors R° = X.
Ainsi, le résultat du Corollaire [3 13 a lieu si l'on suppose que B est un opérateur de
controle borné et que le couple (A, B) est exactement contrélable (au sens L?) en temps T
au liew de supposer directement que R = X.

Remarque 3.3.15. Si R = X, ’équivalence des normes nous permet de définir le codt
du controle en temps t par

[|2]] roe

Cy = sup

<400 (t>0). (3.3.7)
w0 [|zllx

1l est facile de vérifier que 'application t — Cy est décroissante.
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3.4 Reésultats principaux

Dans cette section, nous allons étendre le principe du maximum de Pontryagin, bien
connu pour les systémes de dimension finie, & une classe de systémes de dimension in-
finie. Nous allons utiliser dans cette section les notations et résultats introduits dans la
section En particulier U est un espace de Hilbert représentant ’espace des valeurs des
contrdles, X est un espace de Hilbert représentant l'espace des états, A est le générateur
d’un semi-groupe T fortement continu sur X et B € L(U, X_1) est un opérateur de con-
trole admissible. De plus R{°, défini par (B330), est 'espace des états atteignables avec des
controles L> en temps et pour tout ¢ > 0, on définit la boule unité fermée de R{°,

Btoo(l) = {(I)tu’ u € LOO([O’t]’U)’ ||uHL°°([O,t},U) < 1} .

3.4.1 Reésultat d’existence

Avant de donner le principe du maximum de Pontryagin et le caractére bang-bang des
contrbles optimaux, on mentionne le résultat d’existence de controles en temps optimal.

Proposition 3.4.1. Awvec les notations et hypothéses précédentes, on suppose que
70,721 € X, 7o # 71, sont tels qu’il existe t > 0 avec :

71 — Tz € B{°(1),
alors il existe T*(zg,21) > 0 tel que :
7(20,21) = min{t > 0, z; — Tyzp € B°(1)} > 0. (3.4.1)

La preuve de ce résultat est une conséquence du Lemme 3.1.1 et du Théoréme 3.1.2 du
livre de Fattorini [Fat03].

Démonstration. Soit 7 = inf{t > 0, z; — Tyzp € B*(1)} > 0.

L’existence d'une suite minimisante (t,) € RY, (¢,) € XN et (u,) € (L>([0, ¢y, U))N avec

lunllnoeo,60),0) < 1 et G — Tnzo = Py, up, satisfaisant lim ¢, = T et ¢, —T 71 est
n—-roo

n—-+00
claire (c.f. [Faf0d, Lemme 3.1.1]).
pour tout x € X, et tout n € N, on a :

tn
(x,Cn — Ty, 20) x = (T, Prun) y = <B*']I'Z‘n_ax,un(a)>U do. (3.4.2)
0

Soit ¢ = supt,, on redéfinit les controles u, dans L°°([0,¢],U) en les prolongeant par 0
neN
sur Jt,,t]. On peut voir la suite (u,) ainsi redéfinie comme une suite de L([0,%],U).

On peut alors en extraire une sous-suite faiblement convergente vers un élément u* de
L>2([0,2],U). Comme [Jun || foo(jo 77,0y < 1 pour tout n, on a [[u*|| feo(0 71,0y < 1-
On définit pour o € [0,f] et n € N :

B*T* _,x sioe[0,77], B*Ty _,x sio€l0,t,],

X(U) — TF—1 - [ N _] Xn(U) — tn—t - [ ?]

0 sio € |17, t], 0 sio € |ty t].
L*([0,E],U)
_

n—-+00

La continuité de ¢t — Tjx implique que X, X. Avec cette notation, [BZZ) se

récrit :

(z,Cn — T, 20) x = /0 (Xn(0),un(0))y do.
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Par passage a la limite, n — 400, on obtient :

*

@ =Tom)x = [ @)@y do= [ (o) (@) do = o)

Par conséquent, on a z; — T«zg = ®+u*. Ce qui prouve que la borne inférieure est bien
atteinte. N

De cette proposition, nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.2. Avec les notations précédentes, on suppose que A est un opérateur anti-
adjoint et que pour tout t > 0, R® = X. Alors pour tout z0,21 € X, z0 # 21, il existe
T*(20,21) > 0 tel que :

7(20,21) = min{t > 0, z; — Tyzg € B°(1)} > 0.
Un énoncé plus général de ce corollaire peut étre trouvé dans [PWZ07].

Démonstration. Nous allons montrer que sous les hypothéses faites sur A et Rp°, les hy-
potheéses de la Propostion BZT] sont satisfaites, c¢’est-a-dire que pour tout zg,z; € X,
z0 # 71, il existe t > 0 et u € L>([0,t],U) avec |[ul| oo (o,q,0) < 1 tels que z1 — Tyzg = Pyu.
Commencons par montrer le résultat pour z; = 0.

Soit M > 0 tel que ||zo||x < M et notons ag = zg. Pour tout € > 0, on note BX (¢) la boule
ouverte de X de rayon ¢ centrée en 0. Soit € > 0. Du Corollaire B3T3l on en déduit qu’il
existe £ > 0 tel que BX(2¢) C Bg°(1). On en déduit que pour tout oy € Tyag + B (2e),
il existe up € L>([0,0],U) avec [lug ||z« (j0,0,0) < 1 tel que ay = Toag + Pgup.

Etnat donné que nous avons supposé que A est un opérateur anti-adjoint, on en déduit que

T est un groupe d’isométries et en particulier, nous avons || Toag||x = |lao|/x. Ainsi, il est
possible de choisir a1 = 0 si ||ag||x < € et ag tel que ||a1]|x = [|ao||x — € sinon. En itérant
la construction a partir de «q, nous construisons un séquence g, v, ..., Q41 d’éléments

de X, avec n le plus grands entier naturel tel que ne < M, vérifiant :
1. |Jagllx < M —ig pour i € {0,...,n} et apy1 =0;

2. Pour tout i € {1,...,n}, il existe u; € L>([0,0],U) avec ||| Lo ((0,0,0) < 1 tel que
i1 = Toay; + Pou;.

On consideére alors le controle u € L*([0, (n + 1)8],U) définit par :
u(t) = ui(t —i6) (telo,(n+1)0], ie{l,....,n}).

Nous avons alors [[ul| e (j0,(n+1)01,0) < 1 et T(p1yp0 + P(nq1)pu = 0. Ainsi, nous avons
montrer I'existence d’un temps t > 0 dépendant uniquement de M pour lequel il existe un
controle en temps ¢ & 0 dont la norme infinie est inférieur a 1.
Concidérons maintenant le cas z; quelconque.

Soit M > ||zo||x + ||z1]|x et soit t > 0 un temps construit comme précédemment, c’est-a-
dire un temps permettant d’avoir la propriété de controlabilité & 0 pour tout élément de
BX(M) avec des controles dont la norme infinie est inférieure ou égale & 1. On considére
alors z = T 'z1, nous avons ||z||x = ||z1||x. Ainsi, nous avons ||zg —z||x < M et il existe
u € L*°([0,t],U) avec |lul|zoo(0,¢,0) < 1 telque 0 = Ty(zp — z2) + ®¢u. On en conclue qu'il
existe u € L*°([0,t],U) avec [[ul| o (jo,9,0) < 1 telque 23 = Tyzg + ®yu et par conséquent
que nous sommes dans les conditions d’application de la Proposition BZAZTl Ceci achéve la
démonstration. O



RESULTATS PRINCIPAUX 53

Remarque 3.4.3. Dans le cas ot A est anti-adjoint, B est un opérateur de controle
borné, i.e. B € L(U, X) et le couple (A, B) est exactement contrélable en tout temps, nous
obtenons du Corollaire [37.9 l'existence d’un temps optimal. En effet, il suffit d’utiliser la
Remarque pour obtenir que R° = X pour tout t > 0.

En d’autres termes 7*(zg,z1) est le temps minimal pour lequel zy peut étre envoyé en
z1 en utilisant des controles tels que ||u(t)|| < 1 pour presque tout 7'. Par conséquent tout
controle u* € L ([0,7*(z9,21)],U) vérifiant :

Z1 — TT*ZQ = CI)T*U*, (343)

est appelé contréle en temps optimal pour le couple (A, B).

3.4.2 Principe du maximum de Pontryagin

Un des résultats principaux de ce chapitre est ’extension du principe du maximum de
Pontryagin pour une classe de systémes de dimension infinie.

Théoréme 3.4.4. On suppose que R° = X pour tout t > 0.

Soient zg,z1 € X, 79 # 71, tels qu’il existe t > 0 pour lequel, z; — Tyzg € B{(1).

Alors il existe un controle en temps optimal u* envoyant zg sur zy en temps 7* = 7*(z0, 21).
De plus, il existe n € X, n# 0, tel que :

<(HT*\I/f*n)(t),u(t)>U = max <(HT*<I>f*n)(t),V>U (tel0,7*] p.p.). (3.4.4)
vl <1

Remarque 3.4.5. Dans le cas ot B est borné, B € L(U,X), la Remarque nous
assure que le résultat du Théoréme reste valide sous ’hypothése (A, B) exactement
controlable en tout temps t > 0 au lieu de 'hypothése RY° = X en tout temps t > 0. Dans
ce cas, BZA) s’écrit directement :

(B*T7% i, u(t))y = max (B*T%_m, ViU (te (0,7) p.p.).
Ivllo <t

Avant de passer a la démonstration de ce Théoréme, on rappelle un résultat de sépara-
tion. Ce résultat est une conséquence du Théoréeme de Hahn-Banach. Pour ce résultat, on
fait référence a [BP86, Theorem 1.13].

Théoréme 3.4.6. Soit C' un convexe d’intérieur non vide d’un espace de Banach E alors
tout point de OC est un point de support. C’est-a-dire que pour tout xo € dC, il existe un
élément n de E' (le dual de E) tel que :

mzo)pr e = mr)p e (rel).

Démonstration du Théoréme [J.44} L’existence d'un controle en temps optimal u* est as-
surée par la Proposition BATl Afin de prouver le principe du maximum de Pontryagin, on
commence par montrer comme Fattorini (c.f. [Eat0d]) que z; — Trxzg € 0BX(1).

La frontiére est prise dans le sens de la topologie de R et par conséquent au sens de la
topologie de X (c.f. Corollaire B3T3)).

On suppose par 'absurde que z; — Tr+z9 € 0BX(1).

Ceci implique D'existence d'un réel r € (0,1) tel que 2(z; — Trezg) € BX(1), c'est-a-dire
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Pexistence de uy € L*([0, 7%, U), [|u1llzee(jo,r+,0) < 7 < 1 tel que 21 — Trazg = vy
Soit t < 7*, on a alors :

71 — Tizg = Trrzg — Tizg + Prrug =

*

t T
= ®uq + Trrzg — Tyzg + / (Trs—g — T4—y)Buy (o) do + / T« _sBuy(o)do.
0 t

On définit ¢(t,7*) par :

*

t T

(p(t, T*) = TT*ZQ—TtZQ—l-/ (TT*—O_Tt—J)Bul(U) d0+/ TT*_UBul(O') do (t S [O, T*D s

0 t
de sorte que :

71 — Tizg = Pruq + (p(t, T*) . (345)
Il est aisé de vérifier que tlim o(t,7*) = 0 dans X. La Remarque assure que
—T*
llo(t, 7)Irse < Ctllo(t, 7)||lx, avec t — C; une fonction décroissante. Ainsi pour ¢ suffi-
samment proche de 7*, il existe un controle uy € L*°([0,¢],U) satisfaisant :
luallpee o0y S 1 =7 et Ruug = p(t, 7).

La relation précédente et la relation ([EZ0]) impliquent que :

71 — Tizg = Pyu et ||UHL<>0([O¢LU) <1,

avec u = uj + ug. Ceci contredit le fait que 7* est minimal au sens de (BZZ1]). Nous avons
ainsi montré que z; — Trxz9 € 0BX(1).

Comme BX(1) est d’intérieur non vide et est un ensemble convexe, on obtient en utilisant
le Théoreme BZ0] D'existence de n € X, n # 0 tel que :

<777Z1 - TT*Z0>X = (777$>X (.’E S Bg?(l)) .
L’inégalité précédente combinée avec la Définition (BZ3]) du temps optimal implique :
(n, @rut)x 2 (, @rev)x (v € L0, 7] U),  [[vllLe(or0) € 1) (3.4.6)
En utilisant les égalités (B32) et (B3] on obtient :

* *

| @z [CE T m0odt (ol <. (347)

Le Lemme 2.2.1 de [Eat0d] et le fait que ¢ — B*T%._,n est U-faiblement mesurable donne :

*

sup / (B*T% g, () dt = / IBT% o dt,
veL>®([0,7*],U), Jo 0
llvll Loo (jo,r+],0) <1

ainsi, nous obtenons :

*

/ (BT, u* (1) df = / |B*T%._ il dt .
0 0
Par ailleurs, il est clair que :
(BT, (O < IBTogily (€ 0,7] pp.).
L’estimation précédente et (BZ) impliquent :
BT )y = 1B To_ille (¢€[0,7] o).
Ce qui donne (BEZF). O
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3.4.3 Caractére bang-bang des controdles

Un autre résultat important de ce chapitre est que sous des hypothéses supplémentaires
de controlabilité approchée, on obtient l'unicité et le caractére bang-bang du contréle en
temps optimal.

Corollaire 3.4.7. En utilisant les notations et hypothéses du Théoréme et en sup-
posant de plus que le couple (A, B) est approzimativement contrélable en temps 7% depuis
n’importe quel ensemble e C [0, 7*] de mesure de Lebesque positive. Alors il existe un unique
controle en temps optimal u* qui est bang-bang, c’est-a-dire que l'on a :

lu*(t)]|lo =1 (te[0,7*] p.p.). (3.4.8)

Démonstration. Le Théoréeme BA4] assure I'existence d’un controle en temps optimal et
de plus il donne Dexistence de n € X avec n # 0, tel que (B soit vérifié. Par ailleurs,
I’hypothése de controlabilité approchée en temps 7* depuis n’importe quel ensemble
e C [0,7*] de mesure de Lebesgue positive sur le couple (A, B) assure en utilisant la
Proposition que :

T #0 (p.p. sur [0,7%]).

Ainsi (B3] implique que le controle en temps optimal est donné par :

1
[(Hre OZm) (8)]|r

u*(t) = (A Zn)(t)  (t€[0,77] pp.),

ce qui donne (BZLF]).

L’unicité de u* provient du caractére strictement convexe de U (U est un espace de
Hilbert) et du caractére bang-bang des controles en temps optimal.
En effet, on suppose par 'absurde qu’il existe deux controles en temps optimal u] # u3.
Alors w* = %(uj 4+ u3) € L>([0,7*],U) vérifie u* || oo jo,7,0) < 1, lu*(t)]lu < 1 pour ¢
dans un ensemble de mesure positive et @, «u* = 21 — T+ z9. Ainsi ©* serait un controle en
temps optimal qui ne satisferait pas le caractére bang-bang, d’oul la contradiction. [

3.5 Application & I’équation de Schrodinger

3.5.1 Lemmes de continuation unique

Le lemme suivant est un Lemme de continuation unique pour les séries harmoniques.
Ce lemme est issu d’'un résultat de continuation unique pour les fonctions holomorphes.

Dans la littérature il existe sous des formes semblables, on fait par exemple référence a
Reifler et Vogt [RV94] et Hante, Sigalotti et Tucsnak [HSTY.

Lemme 3.5.1. Soient I C 7Z un ensemble d’entiers, (\p)ner une suite de réels bornée
inférieurement (respectivement supérieurement), e C R un ensemble réel de mesure de
Lebesgue strictement positive et (ay)nes € £1(I,C) une suite sommable. On a alors

(Vt €e, Zanei/\”t = 0) & <Vt eR, Zanei/\”t = 0) .
nel nel

Démonstration. On ne donne ici que la preuve pour le cas ou (A,,) est bornée inférieurement.
Dans le cas ou (\,) est bornée supérieurement, on se rameéne au cas borné inférieurement
par changement de variable ¢t — —t.
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On définit C; = {s € C, Ims > 0} et la fonction :

f+ CL — C
s = g ap e .
nel

Comme (ay,) est sommable et comme (A,) est bornée inférieurement, on a clairement que
f est holomorphe sur C et continue jusqu’a sa frontiére (I'axe réel). Etant donné que f
s’annule sur e C R, un ensemble de mesure positive, on obtient par le Théoréme d’unicité de
Privalov’s, [Zyg59}, Vol. IT, Ch. XIV, Theorem 1.9], que f s’annule sur C et par conséquent
s’annule sur R. O

Du Lemme précédent, on en déduit le résultat de continuation suivant :

Lemme 3.5.2. Soient X et Y deuzx espaces de Hilbert, Ay un opérateur autoadjoint et
diagonalisable sur X ayant pour domaine D(Ap) et C € L(X,Y). On suppose de plus que
le spectre o(Ag) de Ag est borné inférieurement (resp. supérieurement). Soient zy € X,
z € C°(R, X) solution du probléme de Cauchy :

At = idoz(t)  (tER),

0) =70, (3.5.1)

ety € COR,Y) donné par :
y(t) = Cz(t) (teR). (3.5.2)

S’il existe un ensemble e C R de mesure de Lebesque strictement positive tel que y(t) =0
pour tout t € e alors y(t) = 0 pour tout t € R.

Démonstration. Comme Ag est supposé étre autoadjoint et diagonalisable, il existe une
famille orthonormée de vecteurs propres (@, )ner de Ag, avec I C Z. Soit (iA,)ner la suite
de valeurs propres correspondante.
Comme Ag est autoadjoint, la suite (\,,) est réelle et 'hypothése faite sur o(Ag) assure
que la suite (A,,) est bornée inférieurement (resp. supérieurement). La solution z de (B5J])
s’écrit :

z(t) = Z ane™ip, (teR),

nel

avec a, = (zg, pn)x pour tout n € I.
Ainsi, y défini par (BL2) s’écrit :

y(t) = Z ane ' Copp (teR).
nel

Pour tout ve Y, on a:

(y(t),v)y = Z ane* (Con,v)y = ZaneM”t<C*v, On) X (teR).
nel nel

Comme (an)n et ((C*v, gon>X)n sont de carré sommable, on obtient que la suite
(an (C*v, gpn>X)n est sommable.

De plus, (y(t),v)y = 0 pour tout ¢ € e et la suite (\,)ner est bornée inférieurement (resp.
supérieurement).

On est donc dans le conditions d’application du Lemme BRI ce qui nous donne
(y(t),v)y = 0 pour tout t € R. Finalement, cette propriété étant vérifiée pour tout v € Y,

on conclut que y(t) = 0 pour tout ¢ € R. O
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3.5.2 Reésultat pour I’équation de Schrédinger

Nous donnons ici un exemple d’application du Théoréme BZA et du Corollaire B4
Le systéme considéré ici est ’équation de Schrédinger avec controle interne :

Z(z,t) = —iAz(z,t) + ia(z)z(x,t) + u(z, t)xo(x) (x e, t=0), (3.5.3)

z(z,t) =0 (x €09, t=0), (3.5.4)

ou 2 C R™ est un domaine ouvert, O est un ensemble ouvert de €2, xo est la fonction
caractéristique de O et le controle u est supposé tel que [lu(-,t)12(0) < 1 pour presque
tout ¢ > 0.

Commencons par donner la notion de conditions d’optique géométrique. Cette notion
a été introduite par Bardos, Lebeau et Rauch, [BLRS8S, [BLR92].

Définition 3.5.3. Soient O C R™ un domaine de classe C2 et O un ouvert de . On dit
que O satisfait les conditions d’optique géométrique s’il existe T' > 0 tel que tout rayon de
Q (voyageant a vitesse 1 et se réfléchissant suivant les lois de I'optique géométrique) issu
de t = 0 rencontre O en un temps inférieur a 7.

Proposition 3.5.4. Supposons que l'une des deux hypothéses swivantes ait lieu.
1. Le domaine S est borné, OS) est de classe C3, a € L*>°(Q, R) et O satisfait la condition
d’optique géométrique ;
2. Le domaine ) est rectangulaire, a est une constante réelle et O est un ouvert non
vide de €.

Alors pour tout zg, z1 € L*(Q), 7o # 271, il eviste un unique contréle en temps optimal u*

envoyant la solution de BL3)-BLE) dezg (ent=0) a2z (ent=71"=7"(20,21)).
De plus, il existe n € L*(Q), n # 0 tel que

/w(x,t)?(x,t)dx: max /w(m,t)v(x)dx (tel0,7*] p.p.), (3.5.5)
@) veL?(0), Jo

||V||L2(@) <1

avec w solution du probleme adjoint :

w(x,t) = —iAw(z, t) + ia(z)w(x,t) (xeQ, t>0), (3.5.6)
w(x,t) =0 (x€ed, t=0), (3.5.7)
w(z, 77) =n(x) (xeQ). (3.5.8)

Finalement, u* est bang-bang, c’est-a-dire :
[w (=1 (te[0,77] ae.). (3.5.9)

Démonstration. Dans le cas de la premiére hypotheése, il suffit de considérer le cas a > 0.
De méme, dans le cas de la deuxiéme hypotheése, il suffit de considérer le cas a = 0.
Ces simplifications sont le résultat des changements de variables :

L. z(z,t) — exp(—illal| Lo (t) z(,t) dans le premier cas;

2. z(xz,t) — exp(iat)z(z,t) dans le second cas.
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Le résultat est la conséquence du Théoréme B-ZA et du Corollaire BA1, avec un choix
d’espaces et d’opérateurs adaptés. Plus précisément, soient X = L2(Q), U = L?*(O) et
I'opérateur A défini par :

D(A) = H*(Q) N H(Q), (3.5.10)

Ap = —iAp +ia(z)p (p € D(A)). (3.5.11)

L’opérateur A est clairement anti-adjoint et diagonalisable.
On définit 'opérateur de controle B € L(U, X) par :

Bu = you (u € L*(0)).

On remarque qu’avec les espaces et opérateurs définis précédemment, le systéme (B53])
s’écrit sous la forme Z = Az + Bu.

De plus, dans le but d’appliquer le Théoréeme BA], il suffit de vérifier que le couple (A, B)
est exactement controlable en tout temps 7 > 0 (c.f. Remarque B0 dans le cas considéré,
B est un opérateur borné).

Sous la premiére hypothése, ce résultat est classique, il suffit par exemple de combiner
les résultats obtenus par Burq, [Bur97| avec la Remarque 7.4.4 et le Théoréme 6.7.2 de
[T,

Sous la seconde hypothése, la controlabilité exacte en tout temps du couple (A, B) a été

prouvée par Jaffard [Taf88] et Komornik [Kom92].

Par conséquent, nous sommes dans les conditions d’application du Théoréme B et nous
en déduisons (BL0).

Afin d’appliquer le Corollaire BZT nous devons vérifier que le couple (A*, B*) est
approximativement observable depuis n’importe quel ensemble e C [0,7*] de mesure de
Lebesgue positive. En termes d’équation aux dérivées partielles, cela signifie que si une
solution de (B satisfait :

w(x,t) =0 (x€eO, tee),

alors on obtient :
w(x,t) =0 (x e, teR).

On remarque que comme a € L>®(Q), Vopérateur A, défini par BILI0)-ESTII),
s'écrit A = Ay avec Ag un opérateur autoadjoint, diagonalisable dont le spectre est
borné inférieurement. Par conséquent, nous sommes dans les conditions d’application du
Lemme ce qui nous permet de conclure que w(x,t) =0 pour x € O et t € R.

En utilisant la controlabilité exacte en tout temps du couple (A, B) (impliquant ’obser-
vabilité exacte en tout temps du couple (A*, B*)), on en conclut que w(zx,t) = 0 pour tout
reNettelR.

Pour terminer, nous appliquons le Corollaire BZZZ7] pour obtenir (B5). O

3.6 Conclusion et questions ouvertes

Les résultats obtenus dans la section précédente sont a notre connaissance les premiers
établissant le principe du maximum de Pontryagin et la propriété bang-bang dans le cas
de systémes (de type Schrodinger) réversibles en temps avec des controles agissant dans
un sous-ensemble strict du domaine spatial.

Si les controles agissent sur ’ensemble du domaine spatial, la méthode peut étre aisément
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appliquée au cas de I’équation des ondes ou d’Euler-Bernoulli, pour ’équation des plaques.
Plus généralement, on peut adapter les résultats aux systémes de la forme :

W+ Agw = u, (3.6.1)

ou Ag est un opérateur positif sur un espace de Hilbert H et u est le controle. On peut
aisément vérifier que le systéme ([BE]) peut s’écrire sous la forme d’un systéme du premier
ordre qui satisfait les hypothéses du Théoréme B2 et du Corollaire BA7

Ainsi, nous avons le principe du maximum de Pontryagin et la propriété bang-bang des
controles optimaux pour le probléme de controle en temps optimal associé. Ce probléme
ayant déja été traité par une méthode similaire dans Fattorini [Fat77] et Krabs [Kral9],
nous ne donnons pas les détails ici.

On remarque qu’en choisissant H = L2(Q), ou  C R" est borné avec une frontiére
réguliére et en choisissant Ap comme le Dirichlet-Laplacien (respectivement le carré du
Dirichlet-Laplacien) dans €2, 'équation (BG.Tl) devient I’équation des ondes (respectivement
d’Euler-Bernoulli), avec un controle agissant sur tout le domaine Q. Nous référons aussi a
Kunisch et Wachsmuth, [KWI1Ta] pour une approche théorique et numérique du probléme
de controéle en temps optimal pour ’équation des ondes.

Une question partiellement ouverte consiste & montrer le principe du maximum de
Pontryagin et la propriété bang-bang des controles optimaux pour les systémes gouvernés
par I’équation des plaques avec un contrdle agissant sur un ouvert strictement inclus dans
le domaine spatial. Cette question est particuliérement intéressante, en effet, la plupart
des résultats de controle connus pour I’équation de Schrédinger admettent un équivalent
pour ’équation d’Euler-Bernoulli (en particulier pour les conditions aux limites posées ou
"hinged”). Or il n’est pas clair que ce soit le cas pour les problémes de controle en temps
optimal.

Plus précisément, considérons le cas unidimensionnel des équations des plaques avec un
controle agissant sur une partie du domaine spatial. L’obstacle théorique pour obtenir la
propriété bang-bang des controles en temps optimal résulte du fait que pour appliquer le
Corollaire BZ1, on a besoin d’un résultat d’unicité semblable a celui du Lemme BTl avec
la suite (£n?),>1 qui admet un nombre infini de valeurs positives et négatives.

Ainsi méme dans le cas unidimensionnel, la propriété d’unicité et de bang-bang des con-
troles en temps optimal est une question ouverte.

Cependant, il est aisé de montrer que le principe du maximum de Pontryagin est valable.
En effet, si 'on considére le systéme suivant :

iz, t) = —A%2(x,t) + xo(z)u(z, t) (e, t>0), (3.6.2)

2(z,t) = Az(z,t) =0 (x €0, t=0), (3.6.3)

ou 2 C R" est un domaine ouvert borné, O est un ouvert de 2, yo sa fonction caractéris-
tique et u un controle satisfaisant |[u(-,t)||z2(0) < 1 pour presque tout ¢ > 0.
On a le résultat suivant :

Proposition 3.6.1. On suppose que l'une des deux hypothéses suivantes soit satisfaite.

1. Le domaine Q est borné, O est de classe C? et O satisfait les conditions d’optique
géométrique ;

2. Le domaine Q est rectangulaire et O est un ouvert non vide de €.

Alors pour tous fo,f1 € H*(Q) N HY(Q) et go,q1 € L), tels que (fo,90) # (f1,01),
il existe un controle en temps optimal u* € L°°([0,7*], L2(O)) envoyant la solution de
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BE2A)-BE3) de la condition initiale (2(0),2(0)) = (fo
(2(7%), (7)) = (f1,91). De plus, il existe (no,m) € [H*(2) N
(7707771) 7é (070) et

/O (2, ) (2, ) dz = max /O (. ¥ () da (3.6.4)

a la condition finale

,90)
N HY(Q)] x L3(Q), tel que

veL?(0),
IVlir2 o)<t
ot w est la solution du probléme adjoint :
w(r,t) = —APw(z,t) (z€Q, teR), (3.6.5)
w(z,t) = Aw(z,t) =0 (x €0, teR), (3.6.6)
w(x, ) =no(x), w(x, ) =mn(x) (x €9Q). (3.6.7)

Démonstration. La preuve de ce résultat est similaire & celle donnée dans la premiére
partie de la démonstration de la Proposition B84l Plus précisément, il suffit d’appliquer
le Théoréme B2l avec un bon choix des espaces et opérateurs.

On considere les espaces fonctionnels X = [H?(Q) N H(Q)] x L*(Q) et U = L*(O) et
I'opérateur A défini par :

D(A) = {f e H Q) NH{(Q), Af =0sur 9Q} x (H*(Q) N H(Q)) ,

= lae = Ld] (L) emw)

L’opérateur de controle B € L(U, X) est défini par :
Bu~— [ 0 ] (u € I2(0)).

Xou
On remarque qu’avec ce choix d’espaces et d’opérateurs, le systéeme ([BG0.2)—-BE3) s’écrit

sous la forme Z = AZ + Bu, avec Z = [z]

Pour appliquer le Théoréeme BZA il suffit de vérifier que le couple (A, B) est exacte-
ment controlable en tout temps 7 > 0. Ce résultat classique est une conséquence du ré-
sultat (précédemment utilisé) de controlabilité exacte en tout temps pour 1’équation de
Schrodinger. On référe par exemple a [I'W09, Proposition 7.5.1] ou [Leb92, Section 5]).
Par conséquent, nous sommes dans les conditions d’application de Théoréme BZ4 et nous
concluons que ([B6) est vérifice. O

Un autre probléme soulevé est 1’étude des problémes de controle avec des opérateurs

de controle non bornés et des controles L en temps. En effet le résultat de controlabilité
exacte en tout temps avec des controles L? n’implique plus dans le cas des opérateurs de
controle non bornés le résultat de controlabilité exacte pour des contrbles L°°.
Lors de cette étude, nous ne sommes pas parvenus a exhiber des exemples d’application
du Théoréme B2l et du Corollaire BTl En effet vérifier la propriété R = X pour tout
t > 0 est un probléme ouvert méme pour des cas simples tels que le systéme de Schrédinger
unidimensionnel avec un controle frontiére de type Dirichlet.

Mis & part les problémes théoriques soulevés, I’analyse numérique du probléme de con-

trole en temps optimal pour des systémes de dimension infinie est essentiellement un champ
de recherche ouvert.
Une voie intéressante pour couvrir ce champ pourrait consister en 'adaptation des résultats
pour ’approximation des contréles de norme optimale au cas du temps optimal. Pour ces
résultats on fait référence a Ervedoza et Zuazua, [EZT2] ainsi qu’aux travaux cités dans cet
article.
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Chapitre 4

Introduction

La compréhension du mouvement des objets déformables (tels que les micro-organismes
et les micro ou nano-robots) dans un fluide & bas nombre de Reynolds est un probléme
difficilement appréhendable de maniére intuitive. En effet a cette taille, les forces inertielles
du nageur sont négligeables et son déplacement est seulement dit aux forces de viscosité.
En particulier, un résultat non intuitif a été mis en évidence expérimentalement par Taylor
dans les années 50 puis montré par Purcell [Pur7d| : si la déformation est périodique et
réversible en temps (i.e. on parcourt la méme séquence de déformations lorsque 1’on inverse
le temps), alors le nageur ne se déplace pas dans le fluide. Ce résultat est connu sous le nom
du théoréeme de la coquille Saint-Jacques. Les différents états de déformation de la coquille
Saint-Jacques sont décrits par un seul degré de liberté (I’angle entre les deux coquilles,
compris entre —m et ) et par conséquent, la coquille Saint-Jacques n’a pas d’autre choix
que de faire des mouvements réversibles en temps. Nous donnerons par la suite un énoncé
rigoureux de ce théoréme et nous donnerons des exemples de nageurs qui ne rentrent pas
dans le cadre de ce théoréme.

Par ailleurs, les nageurs que nous rencontrons habituellement dans la nature (tels que les
poissons) nagent dans un fluide & plus haut nombre de Reynolds et dans ce cas, les forces
inertielles ne sont plus négligeables devant les forces de viscosité.

Parmi les contributions originelles modélisant et analysant la nage & bas nombre de
Reynolds, nous mentionnons les travaux de Taylor [Tay5I|, Lighthill [Ligh2| [Lig75], Pur-
cell [Pur7d et Childress [ChifT]. Dans d’autres travaux plus récents tels que ceux de
Shapere et Wilczek [SWR89al|, San Martin, Takahashi et Tucsnak [SMTTO7], Alouges,
DeSimone et Lefebvre [ADLOR], Alouges, DeSimone et Heltai [ADHII] et Lauga et
Michelin [MLI0], la nage a été considérée comme un probléme de controle.

L’objectif de ce chapitre est de donner une approche mathématique rigoureuse a ’ana-
lyse et au controle d’un systéme modélisant la nage a bas nombre de Reynolds. L’idée est
la suivante, afin de se mouvoir dans le fluide, le nageur se déforme avec une déformation
X. Cette déformation engendre un mouvement du fluide autour du nageur créant ainsi une
force visqueuse susceptible de pousser le nageur.

Plus précisément, les questions étudiées dans ce chapitre sont :

1. Controlabilité :
Etant donné une position initiale et finale, est-il possible de trouver une déformation
X telle que le nageur se déplace de la position initiale vers la position finale ?

2. Controlabilité en temps optimal :
Parmi toutes les déformations X solutions du probléme de controle, en existe-t-il une
qui réalise le déplacement en un temps minimal ?
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3. Suivi de trajectoire :
Etant donné une trajectoire (prescrite dans I'espace des déformations rigides) pour
la position du nageur, est-il possible de trouver une suite de déformations X telle
qu’en tout temps, la position du nageur reste arbitrairement proche de la trajectoire
prescrite ?

L’approche du probléme de la nage & bas nombre de Reynolds a été étudiée & notre
connaissance dans les travaux de San Martin, Takahashi et Tucsnak [SMTT07] et Allouges,
DeSimone et Heltai [ADHTT]. Dans [SMTT07], le nageur est une boule tridimensionnelle
et les controles sont des champs de vitesse tangentiels & la frontiére du nageur. Ainsi la
forme du nageur reste inchangée au cours du temps. Inversement, dans [ADHTI] les auteurs
considérent un nageur formé par la réunion de trois boules. Ce nageur a été introduit par
Najafi et Golestanian [NGOH|. Dans ce cas, les déformations du nageur sont régies par les
distances relatives entre ces trois sphéres.

Les résultats principaux de cette thése concernant le domaine de la nage & bas nombre de
Reynolds sont les Théorémes [CZT] et Ces résultats indiquent que si la forme initiale du
nageur est difféeomorphe a la sphére unité, alors pour presque toute forme et presque toute
déformations basiques que le nageur peut effectuer, la réponse aux trois questions données
précédemment est positive. De plus, nous donnons I'exemple d'un nageur sphérique muni
de quatre mouvements basiques qui répond affirmativement aux trois questions posées.

Cette partie est organisée comme suit. Dans un premier temps, nous allons donner la
modélisation physique du probléme de la nage. Aprés cela, nous ferons quelques rappels
sur le probléme de Stokes stationnaire posé en domaine extérieur. Le probléme étant pré-
cisément posé et les outils nécessaires & sa résolution étant définis, nous donnerons une
réponse au trois questions précédentes. La réponse étant positive, nous examinerons le cas
d’un nageur a symeétrie axiale. Nous verrons que dans ce cas, le nageur ne peut se mouvoir
que dans la direction de son axe de symétrie. Pour ce nageur, nous considérerons le pro-
bléeme de la nage en temps optimal. Pour finir, nous donnerons une résolution numérique
du probléme de contrdle en temps optimal pour le nageur a symétrie axiale introduit dans
le chapitre précédent.

[’ensemble de ce travail reprend les articles écrits en collaboration avec J.-F. Scheid et

M. Tucsnak, [LST] et avec A. Munnier, [LMI2].



Chapitre 5

Modélisation

Sommaire

Dans ce chapitre, nous allons donner la modélisation physique du probléme. Le nageur
est représenté A tout instant par un domaine Bf(t) de R®. On suppose que le nageur est
seul dans le fluide et que le fluide occupe le reste de l’espace R3 entier, c’est-a-dire que
le domaine occupé par le fluide est I'ensemble Ff(t) = R3\ Bf(t). Le nageur est sujet &
une déformation X, dépendante du temps, qui est ’entrée du probléme de controle. Cette
déformation va induire un champ de vitesse dans le fluide qui entoure le nageur. Ce champ
de vitesse crée une force qui s’applique sur le nageur, cette force va déplacer le nageur via
une transformation rigide. Autrement dit, cette force va translater et tourner le nageur, la
translation est donnée par le déplacement de son centre de masse h(t) et la rotation est
donnée par une matrice de rotation R(t). Les grandeurs h et R sont les variables que ’on
souhaite controler.

Les équations reliant des grandeurs & la déformation sont obtenues par un couplage
entre les équations de Navier-Stokes, qui décrivent le mouvement du fluide, et le principe
fondamental de la dynamique, qui décrit le mouvement rigide du nageur. Ce couplage
est fait par le biais de la condition limite imposée aux équations de Navier-Stokes sur la
frontiére du nageur.

Les notations récurrentes utilisées dans ce chapitre ainsi que dans ’ensemble de cette
partie sont les suivantes :

— el = (ei,e;,eg) est un référentiel fixe de R? et e = (e1, s, e3) est un référentiel de
R3, dépendant du temps, attaché au nageur. La matrice de passage entre ces deux
référentiels est la matrice de rotation R(t).

— le couple (h(t), R(t)) € R? x SO(3) décrit la position, dans le repére ef du nageur a
I'instant ¢

— B est la boule unité de R?, ce domaine sera la forme de référence du nageur ;

— X(t,) est la déformation imposée au nageur;

— B(t) = X (t,-)(B) est le domaine occupé par le nageur a l'instant ¢ dans le référentiel
e, ¥(t) = OB(t) est la frontiére du nageur dans le référentiel e et F(t) = R3\ B(t)
est le domaine fluide dans le référentiel e ;

— la déformation du nageur dans le référentiel fixe galiléen est notée X1, cette défor-
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mation se déduit de X, h et R par la relation :

— dans le référentiel fixe ef, on note BT( ) =X T( )

nageur, X1(t) = OBT(t) sa frontiére et FT(t) = R3\ Bi(t) le domaine occupée par le
fluide.

(B) le domaine occupé par le

5.1 Equations du fluide

Le fluide est décrit par sa masse volumique, oy > 0 et sa viscosité, u > 0.
Le vecteur de pesanteur est noté : g € R3.
A tout instant ¢, on définit dans le domaine fluide la vitesse : u! et la pression : pf. Pour
tout £ > 0, on a :

—ul(t,): Fi(t) —» R3;

- pT(t, ) FT(t) — R.
Le mouvement du fluide est régi par les équations de Navier-Stokes, plus précisément, on
suppose que pour tout ¢t > 0 et tout x € FT(t), on a :

of <8tuT(t,w) + (ul(t,z) - Vx)uf(t,w)) — pAul(t2) + Vop'(t,2) = 079,  (5.1.1a)

divu(t,z) =0. (5.1.1b)
On munit ces équations de conditions aux limites pour tout ¢ > 0 :
lim w'(t,z)=0. (5.1.2)
|z| =00

Cette condition limite signifie que le fluide est au repos a U'infini (la limite étant prise dans
un sens faible tel que décrit ultérieurement).

ul(t,z) =v(t,z)  (ze X)), (5.1.3)

ol pour tous ¢t > 0 et = € BI(t), v(t,z) = XT(t)o X]L(t)_1 est la vitesse de déformation du
domaine. La condition limite (B2I3) signifie que le fluide adhére au nageur.

Pour un champ de vitesse u et un champ scalaire p assez réguliers, on note le tenseur
de Cauchy :

o(u,p) =2uD(u) — pls,
ot on a noté : D(u) = 3(Vu+ Vu').
On suppose dans ce chapitre que u! et p' sont suffisamment réguliers pour que 1’on puisse
deéfinir la trace de o (uf(t,-), p(t,-)) sur £¥(t). On suppose de plus que BT () est de classe
C? et on note n'(t,-) la normale rentrante a BT(t).
On définit alors la force exercée par le fluide sur BT () :

D)
et le moment exercé par le fluide sur Bf(¢) par rapport au point ¢ € R? :
xT(t)

On note que :

To (BT(t)) (uT(t7 ')7pT(t7 )) = h(t) A F(BT(t)) (UT(t7 ')7pT(t7 ))
+ They (BT(®)) (6! (t,-),p"(t,7)) . (5.1.6)
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5.2 Equations du nageur

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer le principe fondamental de la dynamique au
systéme composé du nageur.

Comme introduit précédemment, le domaine représentant le nageur est noté Bf (t) pour
tout ¢ > 0. Il s’agit de I'image de B par un certain difféomorphisme XT(¢,-).

On construit XT par la procédure décrite ci-dessous.
Pour tout ¢ > 0, on se donne une application D : R, x B — R? (différentiable par rapport
a sa premiére variable, t) telle que I'application X (t,-) définie par :

X(t,x) =x+ D(t,x) ((t,z) e Ry x B),

soit pour tout ¢ > 0 un diffeomorphisme de B sur B(t) = X (t,-)(B).
La fonction D est 'entrée du systéme.

Pour ¢ > 0, soient h(t) € R? et R(t) € SO(3) les grandeurs représentant la position du
centre de masse du nageur et son orientation dans R3. Ces deux grandeurs sont inconnues.
On définit la déformation du nageur dans le référentiel fixe el par :

X', )= R)X(t,-) + h(t).

Nous définissons le référentiel attaché au nageur comme suit :  tout point de coordonnées
x dans le référentiel e(t) a pour coordonnées R(t)x + h(t) dans le référentiel ef.
Les différents domaines sont représentés sur la Figure Bl

XT(t7 )

R(t)I4 + h(t

FIG. 5.1 — Représentation de X (t,-), XT(t,-), B(t) et BI(t).

De plus, la déformation X1 doit satisfaire les contraintes physiques suivantes :
1. Pour tout = € B, t — X (¢, ) est continue;
2. Pour tout ¢t > 0, XT(t,-) est un diffsomorphisme de B sur Bf(t);

3. On suppose qu’il y a conservation locale de la masse, c’est-a-dire que si pg : B — R%.
est la densité de masse du nageur dans sa forme de référence, alors & l'instant ¢ la
densité de masse p'(t,-) : Bf(t) — R* du nageur dans sa configuration BT(t) est
donnée par :

pi(t,) = |det(Jaf)0(T(t,.))| oxt(t, )", (5.2.1)

Ainsi, la masse mg du nageur est constante mgy = / po(z)dx = / pT(t, z)dz;
B Bt (t)

4. Sans force extérieure, la déformation X ne doit induire aucun déplacement rigide,
c’est-a-dire que la quantité de mouvement et la quantité de mouvement angulaire
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sont constants par rapport & la variable temporelle. Cette contrainte est appelée
contrainte d’autopropulsion. Nous verrons dans la suite de cette partie qu’il n’est pas
toujours nécessaire de 'imposer.

Si I'on suppose que t — R(t) est différentiable, R(t) étant une matrice de rotation, on
a pour tout ¢ > 0 I'existence d'un vecteur w(t) € R3 tel que :

R(t) = A(w(t))R(t), (5.2.2)
0 —Ww3 %)

Avec A(w) = | ws 0 —wp | pour tout w = (wy,ws,w3)’ € R3. Cette matrice est
—Ww9 w1 0

telle que pour tout z € R?, on a A(w)z = w A .
La vitesse d’un point 2 € Bf(t) du nageur est donnée par v(t,z) = XT(¢,-) o XT(¢, -)71(‘%').
Plus précisément, on a :

o(t,z) = (ROX(L, )+ h(t) + REDE, ) o XT(t, ) ' (2)
AORE)T (X, ) — h(t) o XT(t,) " + h(t) + RE)D(t, ) o XT(¢,) ' ()
)

R(t)R(?) -
Aw(®) (@ — h(t) + h(t) + RED (X (t,) " (2)) (5.2.3)

On suppose que h(t) représente le centre de masse du nageur, c’est-a-dire que I'on a pour
tout ¢t > 0,

h(t) = / zpl (t, ) dz .
Bt(t)

La quantité de mouvement du nageur est donnée par :

p(t) = /BT(t)v(t,x)pT(t,x) dz
—Aw(®) [z b)) (t0)ds
Bt(t)

+ moh(t) + R(t) /B » D(t, XT(t,) " (@) ol (t, ) da

= moh(t) + R(t) / D(t,z)po(x)dz. (5.2.4)
B
La quantité de mouvement angulaire du nageur est donnée par :
l(t) = / z Av(t,z)pl(t, ) dz
B (t)

_ /Bw) (& A (A@(O) (@ — R (1)) + 2 A ()

Fz A <R(t)D(t, xt, -)*1(90)))) it ) da,
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c’est-a-dire :

_ T ) T — f(t,z)da
[(t)_/BT(t)<( h(t)) A (w(t) A ( h(t)))>p (t,z)d
w T — (t,z) da
_|-/Eﬁ(t)(h(t)/\( (t) A ( h(t))))p(t, )d
T — , f x)dax
+/Bm)(( h(t)) A R(H) ! (t,2)d
+ [ (w0 AR©O) 1) da
B(t)
T x f X X
[, DX ) )
- /Bm) (@ = B0) A (@) A @ = h(1) )l (1.2) da

+ moh(t) A h(t)

T /BT o z A (R)D(t, X (t,-) (x))))pf(t,x) da

_ /B (ROX(t.2) A (@(t) A ROX(E.2)) ) pola) da
+ moh(t) A h(t)
+ / (X(t,z) A R(t)D(t, z)) po(z) dz
B

Ainsi, on obtient :

[(t) = R(t) / <X(t, z) A (R(t)"w(t) A X (2, m))) o(x) dz + moh(t) A h(t)
B
+R(t)/(X(t,x)/\D(tx z)dz + h(t /Dtmpo
B
Afin d’assurer les conditions d’autopropulsion, on impose que D satisfait :

/ D(t,z)po(x)dz =0 et / X(t,z) AD(t,z)po(z)dz =0,
B B

Ainsi, (BEZ4) et (BZH) deviennent :

p(t) = mohl(t),

(1) = R(t) /B (2 (t2) A (RO w(t) A X (1.2)) ) pole) e + moh(t) A h(t).

On obtient alors :

B(t) = moh(t).

73

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

(5.2.9)
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et
i(#) = A(w(t))R(t) /B (X(t.2) A (B w(t) A X(1,2)) ) pole) d
+ R(t) ( /B <D(t, ) A (R(t)Tw(t) A X (¢, x))) polz) dz
+ / (X(t.2) A (RO Alw(t)Tw(t) + RO @(0) A X(1,2)) ) polr) da
B

. .
+ /B <X(t,x)/\(R(t) w(t)/\D(t,x)))po(x) dx)
+ moh(t) A h(t)

Ainsi :

+ moh(t) A h(t). (5.2.10)

On pose J(t) € M3(R) tel que pour tout z € R3 :
/B(X(t,x) A (2 A X(t,x)))po(x) de = J(t)z, (5.2.11)

Cette matrice s’écrit aussi sous la forme J(t) = / | X (t,2)]* 13 — X (t,2) @ X (t,z)dz.
B

On remarque alors que (sous les conditions d’autopropulsion) pour tout z € R3 :

2/B<D(t,x) A (z A X(t,x)))po(x) de = J(t)z.

De plus en développant le produit vectoriel, il apparait que J(t) correspond bien & la
matrice d’inertie du nageur a l'instant ¢.

Ainsi, (B2ZI0) s’écrit :

() = A(w(t))R()J(t)R(t) "w(t) + R()J()R(t) "w(t) + R(t)J(t)R(t) "w(t)
+moh(t) Ah(t). (5.2.12)

En utilisant le principe fondamental de la dynamique, on obtient :

p(t) F(BI(t)) (ul(t,-), pl (¢, -)) ) ( g )
; - m . 5.2.13
(t(t)) (%(B*(t))(uw,->,pT<t,->) 0\ iy g (5.2.13)

En écrivant le principe fondamental de la dynamique par rapport au point h(t), il est
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évident que (mZI3)) se récrit :

moful(t)
(A(w(t))R(t)J (OR() Tw(t) + R()J(OR() T w(t) + R(t)] (t)R(t)Tw(t)>

:< F(BI (1)) (ul(t,-),p' (¢, -)) >+ <m°g> . (5.2.14)

Th(t) (BT(t)) (U’T (t7 ')7pT (t7 )) 0

5.3 Passage en variables adimensionnées

Le systéme dynamique considéré est alors formé des équations (ELTa)- (B3, (B2Z2) et
(EZT4). Dans cette sous section, nous allons faire apparaitre les grandeurs adimensionnées
décrivant le probléme.

On se donne les grandeurs caractéristiques du probléme :

G, la norme de g;
L > 0, la taille caractéristique du nageur ;
U > 0, la vitesse caractéristique du nageur;

T > 0, un temps caractéristique;

AR S

P # 0, une pression caractéristique.

On définit alors
de nouvelles variables :

— de nouveaux opérateurs :
V=LV, div=Ldiv, A=L?A et 0;=T0,

— de nouveaux domaines :

— de nouvelles inconnues :
ﬁ:%h, R=R, 0=Tw, @ =—ul et pl=
— la nouvelle force de pesanteur :
g= 597
— la nouvelle entrée D : Ry x B(t) — R? donnée par la relation :

D, ) = %D(t,m).

On définit alors X et XT deux applications de By (avec By = %B) dans R? par :

. 1 . 1
X(£,7) = £ X(t,2) et XT(t,az):ZXT(t,x).
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Avec ces nouvelles variables, I’équation de Navier-Stokes (ELI)) devient pour tout £ € R

et & € F({)

Uit (:,) + (@l (,2) - 9yl (1,) ) — L Riil (. 2) + D951, 2) = 0
—0; )+ — z)- ) — p— )+ — z) =
of T t s I ) ) ML2 ; I p L, 0rGg,
U ~ -
fdivfﬂ(t,fc) =0,
ainsi :
2 2
QfL ~T QfLU ~T ~ ~T ~ ~T LP ~ ~T QfGL -~
—ou'+——(u'"-V)u' —Aa'+ —Vp' = —=——g. 5.3.1a
dival =0. (5.3.1b)
On introduit alors les grandeurs caractéristiques suivantes :
TU
— un paramétre temporel : 7 = I
U2
-1 bre de Froude : F=—;
e nombre de Froude LG(,]L
— le nombre de Reynolds : Re = F e .
1

De plus p' étant un multiplicateur pour la contrainte divu! = 0, p' peut étre défini & une
constante multiplicative preés.

I N P
On pose alors P = A et avec ces nouveaux paramétres, (B3T3l se récrit :

Re(r7 04" + (@ - V)al) — Aal + Vil = ReF1g
La condition limite (ZI2) s’écrit :

lim @'(f,Z) =0. (5.3.2)

|Z|—o0

La condition limite (1) s’écrit pour tous £ € Ry et & € X(t) :

ral (1,7) = Al@®@) (& — h(D)) + dZ—t@ + R(H0:D(L, XT(£,) (%)) . (5.3.3)

m
Concernant ’adimensionnement du fluide, on pose g5 = L_g et on définit la nouvelle
densité de masse du nageur p' par :

e 1
Pt &)= =pl(t,z).
Os

De la définition de la matrice d’inertie (E2ZTTl), on définit de méme la matrice d’inertie

adimensionnée, J (%)

J(t)z = /B (X(,3) Az AX(E3))po(2)dz . (5.3.4)
Ainsi, nous avons, J(f) = @J(t).

On rappelle que le tenseur de Cauchy est défini par :

o (uf (t,),p1(1,) (x) = (Yl (t,2) + Vaul(t,2) ")+ pl(t2) 15



PASSAGE EN VARIABLES ADIMENSIONNEES

o(ul(t,),pH(t, ) () = B (Val @5) + Val @) ) + Pp(E 2)ls

U /- .. - ~
- MT <V11T(t,3}) +vatd ) +;5T(t,gz)13) .

7

Par conséquent, en utilisant la définition de la force et du moment, (T4 et (EIH), on

définit :

avec i la normale rentrante a BT (f).
Ainsi nous avons :

F(BT(t)) (uT(t’ ')’pT(t’ )) = :U’ULF(BT(E)) (aT(E’ ')’ﬁT(t’ ))
et Thuy (BY()) (u'(t,-),0"(t,-)) = WUL* T}, 5 (BT (D)) (@ (7, ), 57 (7, ) -

Le principe fondamental de la dynamique (E2ZT4) se récrit :

A2 h(t)
QSL4 di2
2 e e o —d( - dJE) ~ - -
g (A(«::(f))R(t)J(t)R(t)T«b(t) +ROIGRO T | R(t)G‘d@Rme)

On définit alors le contraste de densité de masse :

c=9%
of



78 MODELISATION

Ainsi, (B2ZT4) se récrit :

d? h(?)
CRe de B
72 e e o) o~ dJE) =t -
A@E)RE)J(B)R(E) T@(f) + R(t)J(t)R(t)Td—@ + R( )d—t)R( 0

_ F(BT(E))(’&TG,-)’ﬁT(i.))> CRe (5
_<Tﬁ(£)(BT(5))(fﬁ({,-),p*T(f,.)) + <O> (5.3.5)

Finalement, en variables adimensionnées, la relation (EZZ) devient :

L — a@®)i. (5.3.6)

Ainsi, en variables adimensionnées, le systéme d’équations décrivant la nage est donné
par (B3I [E3ZT). Cest-a-dire pour tout ¢ > 0, on a, en omettant les
R
Re (T_latuT(t,x) + (uf(t,z) - V)uf(t,x)> — Auf(t, ) + Vpl(t,2) = Feg, (5.3.72)
divu'(t,z) =0, (5.3.7b)
pour tout z € F1(t) et :
lim u'(t,z) =0, (5.3.8)

|z|—o00

rul(t,2) = w(t) A (x — h(t)) + h(t) + ROD(L XL, ) (2)) (z€XT(t), (53.9)

CRe ( h(t) )
2 \A(w®)RE)JORE) Tw®t) + RE)JE)RE) o) + RE)JORE) T w(t)

) ( F(BH (1)) (u!(t, ), pT (1, )) >+ CRe @  (53.10)

P]I‘h(t) (BT(t)) (UT (t7 ')7pT (tv )) F

R(t) = A(w(t))R(t). (5.3.11)

5.4 Le cas des micro-organismes

Dans le cas de la nage, on a oy ~ g,. Nous donnons dans le tableau Bl les différents
ordres de grandeur des parameétres physiques pour certains types d’organismes. Ce tableau
est tiré de la Table 1.1 du livre de Childress [ChigT].

Remarque 5.4.1 (Remarque sur le tableau Bl). Dans le cas de la bactérie, nous ne
sommes plus dans les conditions d’application des équations de Navier-Stokes. En effet, a
cette échelle, le mouvement du flurde est plus proche d’un mouvement brownien que de celus
décrit par les équations de Navier-Stokes.

L’objet de I’étude concerne la nage de micro-organismes. Typiquement, nous nous
placons dans le cas du protozoaire ou du spermatozoide. Les ordres de grandeurs retenus
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L U T Re T
(cm) (cm/s) (s)

Bacteérie 107° 1072 —-1073 1074 107° 1071 — 1072

Spermatozoide || 1072 — 1073 102 102 1072 —-10"% | 107t — 1072
Protozoaire cilié 1072 1071 1071 1071 1
Petite guépe 0,06 107 2,5-1073 15 4
sauterelle 4 400 5-1072 10% 5
Pigeon 25 102 — 10° 0,2 10° 4
Poisson moyen 50 102 0,5 5-10% 1

TAB. 5.1 — Estimation des paramétres 7 et Re pour différents types d’organismes en prenant

-g&f ~ 0,15 em?/s pour Dair et —Q% ~ 0,01 em?/s pour l'eau.

sont donc C' ~ 1, FF ~ 1, Re ~ 0 et 7 ~ 1 en passant a la limite formelle Re — 0, le
systéeme d’équations (B37)—E3II) s’écrit pour tout ¢ > 0 :

—Aul(t,z) + Vp'(t,z) =0  (z € Fi(t)), (5.4.1a)
divul(t,z) =0  (z € F'(t)), (5.4.1b)
‘ l‘im ul(t,z) =0, (5.4.2)

ul(t,z) = w(t) A (z — h(t)) + h(t) + R)D(t, X (t,) ()  (ze2I®), (5.4.3)
F(BY(1)) (u'(t,),p(t,) =0, (5.4.4)

Thery (B'(1)) (u'(t,),p'(2,)) = 0, (5.4.5)

R(t) = A(w(t)R(t). (5.4.6)

F et T sont formellement définis par :

F(B)(wp) = |

o(u,p)ndl’ et T, (B)(u,p) = / (x —z0) No(u,p)ndl’,
oB

oB

avec n la normale rentrante & B et o(u,p) = (Vu + VuT) + pls.

Le systéme d’équations aux dérivées partielles () est appelé équations de Stokes sta-
tionnaires.

e pyu au liew de P = ﬂ et

Remarque 5.4.2. Dans le cas Re — 400, on choisit P = 7

on obtient pour tout t = 0 un systéme du type :
oul(t,2) + (ul(t,z) V)ul(t,2) + Vpl(t,2) =g (v € F(t)),

divu'(t,z) =0 (x € F'(t)),
lim wl(t,z) =0,

|z|—o0

ul(t,x) = w(t) A (z — h(t)) + h(t) + R)D(t, X (t,) '(z))  (z€2M(t)),

h(t)
(A(w(t))R(t)J (OR®) "w(t) + R(E)JOR(E) T w(t) + R(t)J (t)R(t)Tw(t)>
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avec F et T définis par :

F(B)(p):/ pndl et Tm:/ p(r —x9) Andl,
0B 0B

ot n est la normale rentrante a B.
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Dans ce chapitre, nous allons introduire un cadre fonctionnel pour les équations de
Stokes en domaine extérieur. Nous définirons ensuite de maniére rigoureuse la force exercée
par le fluide sur un domaine borné de R3, nous donnerons ensuite des résultats de régularité
sur la fonctionnelle introduite. Nous terminerons ce chapitre en donnant une forme explicite
des solutions de Stokes en coordonnées sphériques dans le cas ot le domaine et la condition
limite sont réguliers.

Dans ce chapitre (uniquement) B est un domaine ouvert borné (quelconque) de R3,
F=R3\BetX=0B.

6.1 Equations de Stokes en domaine extérieur

Commencons par introduire le cadre fonctionnel adapté au probléme de Stokes ex-
térieur. On définit la fonction de poids 6 définie pour tout = € R? par 0(z) = /1 + |z|2.
On introduit alors les espaces de Sobolev & poids :

Wy (F)={ueD'(F), 0"'ue L*(F) et Vu e L*(F)*} ,
WH(F) = {u € W(F), ys(u) =0} ,

ott vs : WH(F) — H 1/2(%) est opérateur de trace classique. La norme considérée sur Wi

est définie par :
3

iy = 107 0l 2y + Z [0z, ull 2y -
i=1

Le dual de Wy (F) est noté W, *(F). W, *(F) est la complétion de D'(F) pour la norme :

{u, v)

lully -1y = sup ————.
Wo " (F) ”U”W(}(F)

VEWL(F)

81
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Pour le résultat suivant, on se référe a Girault et Sequeria [GS91|. Un résultat analogue
est aussi établi dans Galdi [Gal94]. Dans ce cadre, les espaces considérés sont les espaces
de Sobolev homogeénes. Ces espaces différent légérement de ceux introduits ici. En effet, le
gradient de la fonction est de carré intégrable mais la fonction est localement intégrable.
On fait référence a [LST] ou ce cadre fonctionnel est utilisé.

Théoréme 6.1.1. On suppose que X est connexe et Lipschitzien.
Alors pour tout (f,g,v0) € Wy H(F)? x L3(F) x HY2(X)3, il eviste un unique couple
(u,p) € Wg(F)3 x L*(F) tel que :

—Au+Vp=~f dans F, (6.1.1a)
divu=g dans F, (6.1.1b)
u=1vy sur, (6.1.1c)

la solution devant étre prise au sens faible, c’est-a-dire :

/FVU :Vvdr — /delVle“ = <f’V>WO—1(F)3xvf/})(F)3

divu =g dans F', (6.1.2b)
s (u) = vg sur 2. (6.1.2¢)

(Vv eWH(F)?),  (6.1.2a)

De plus, il existe une constante Cr > 0 (dépendant seulement de F') telle que :

lullwg mys + 1Pl Lece) < Cr(IEllw1pys + 9l L2y + [voll g/ sys) -
Nous allons maintenant construire I’opérateur de force. Dans ce but, on définit 'opéra-
teur bilinéaire symétrique :

Op: WHF?P xWEHF)? — R

(ur,u2) — /FD(ul):D(uQ)dx. (6.1.3)

Si I'on suppose que (u1,p1) € Wa(F)? x L2(F) est une solution du probléme de Stokes
homogeéne, c’est-a-dire que l'on a :
—Au; +Vp; =0 dans F,
divu; =0 dans F,
et si 'on suppose de plus que us est solution du probléme de Stokes homogéne avec comme

condition limite sur 3, usly = w avec w =e; ou w = I;Ae; (i € {1,...,3}). Alors, si u;
et 3 sont suffisamment réguliers, on obtient par la formule de Green :

D r(ur,us) :/E<w,0(u1,p1)n>d1“, (6.1.4)

Avec n la normale & ¥ orientée vers U'extérieur de F' et o(uy,p1) = 2D(u1) — pls.

6.2 Changement de variables

6.2.1 Deéformations du domaine

Commencons par définir un ensemble de déformations admissibles du domaine.
Soit C}(R3) la complétion de D(R?) pour la norme :

lull g sy = sup (lu(@)] + [Vu(@)]) (v € D(R?)).

p
TER3
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Il est aisé de vérifier que :

CLR3) = {u e CYR?), lim |u(z)]=0 et lim |Vu(z) = O} .

|z|—+o0 |z|—+o00

On définit alors 'ensemble Cg(R3)? comme étant 1’ensemble des champs de vecteur sur R?
dont chaque composante est un élément de Cg(R3).
Nous définissons maintenant le sous-espace de Cg(R3)3 :

D§(R*) = {D € C§(R*)*, I;+ D est un C" difféomorphisme de R®} .
Lemme 6.2.1. D}(R?) est un ouvert de CL(R3)3.

Démonstration. Soit n € ﬁé(R?’). On va montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout
¢ € CHR3)? avec [€llcarays < &, onan+§ € D{(R3). On remarque qu’il suffit de
supposer que 7 est identité de R3. En effet, on a n + & = no (I; +n~1€) et la constante
de Lipschitz de n est minorée.

Nous devons vérifier qu'il existe € > 0 tel que pour tout ¢ € C§(R3)? avec H§||Cé ®3y <&,

onal;+¢&e€ Dé(R?’). Il est trivial que pour e suffisamment petit, nous avons que Iy + &
est un diffeomorphisme local de R3.

Il suffit donc de montrer la surjectivité de Iy + £. Dans ce but, on applique le Théoréme
du point fixe de Banach a la fonction f =y — & (définie sur R? et avec y € R? donné) qui
est contractante (pour ¢ < 1) sur R3. U

Définition 6.2.2. On note D}(R?) la composante connexe de D} (R?) contenant la fonction
identiquement nulle.

6.2.2 Probléme de Stokes dans le domaine déformé

On note pour tout & € DY(R3), T = I, + &, Je = det(VY) et on définit les matrices
Ae = (VTTVT)’ljg et Be = (VTT)*ljg.

La proposition suivante est un résultat d’existence et d’unicité pour ’équation de Stokes
stationnaire posée sur le domaine Y (B) ramenée sur le domaine B par le changement de
variable Y~1. Ce résultat rendra plus aisé la démonstration du résultat de régularité sur la
solution du probléme de Stokes par rapport a la forme du domaine.

Proposition 6.2.3. On suppose que X est continu et Lipschitzien.
Alors pour tout € € D{(B,R3) et tout (f,g,vo) € Wy ' (F)3 x L*(F) x H'/2(F)3, le pro-
bléme :

/ VU¢A: : VVdx —/ P:Be : VVdx
F F

- 3
= <f, V>W0_1(F)3><I/IO/(1)(F)3 (VV GWO(F) ) s (621&)
Be:VU¢ =g dans F, (6.2.1b)
15(U¢) =vo  sur 3, (6.2.1¢)

admet une unigque solution (Ug, Pe) € Wi (F)3 x L*(F).
De plus, il existe une constante Cr(§) > 0 dépendant seulement de F et & telle que :

IO¢llwg rys + 1Pellracry < Cr(&) (Il s + Ngllzzr) + Tvollgirzsys) -
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Démonstration. Soient Fy = Y(F), X¢ = T(X), g¢ = go T 1/(Jeo YT71) et vg =wvgo Y7L
On note f¢ la distribution de W, *(F¢)? définie par :

(Vo eWH(F)?).

(fe, ) = (f,p0T)

_ o _ o
Wy (Fe)3 x Wi (Fe)? Wy H(F)3xWh (F)3

Cette définition fait sens car il existe deux constantes aq(§), (&) > 0 telles que :

a1 (&)l lwary < oo Tl < a2@llellwary (Vo € Wa(Fe)®).

On remarque que lorsque f est réguliére (c’est-a-dire, pouvant étre identifiée & une fonction

de L} _(F)3) alors, on obtient f; = ﬁ fox—1.

Il est aisé de vérifier que les propriétés de £ assurent que ’application :

Re : Wy H(F)? x L2(F) x HV2(F)> — Wy (Fe)® x L*(Fe) x HY?(Fy)?
(f7g7U0) = (f£7957’05)7

est un isomorphisme bicontinu.

Soit (ug, pe) = Se(fe, ge, ve) 'unique solution du probléme de Stokes EILZ) posé sur Fr.
L’opérateur Sg est ainsi un isomorphisme bicontinu de W, '(F)? x L2(F) x HY?(F)? sur
Wi (Fe)® x L2(F).

L’opérateur :

He : WH(Fe)? x L2(Fe) — WR(F)3 x L2(F)
(v.q) = (V,Q)=(voT,qoT),

est lui aussi un isomorphisme bicontinu.
La solution du probléme (E2ZT]) est donnée via l'opérateur T¢ = H¢ o S¢ o R et le
diagramme suivant commute :

T,

| |

S

Ce qui achéve la. démonstration. O

6.2.3 Reégularité par rapport au domaine

Dans ce paragraphe, nous allons donner un résultat de régularité qui sera indispensable
pour la démonstration des théorémes principaux. En effet, pour montrer les résultats de
contrélabilité, nous allons utiliser la méthode des crochets de Lie. Le calcul de ces crochets
nécessite de calculer certaines dérivées. Or dans le cas de la nage, nous aurons besoin de
dériver les termes correspondants & la force exercée par le fluide sur le nageur par rapport
au domaine occupé par le nageur.

On se place ici dans le cas particulier oti B est la boule unité de R3. Comme précédem-
ment, on note F'=R3\ B, ¥ = 0B et n est la normal unitaire a4 ¥ dirigée vers l'intérieur
de B.

Pour tout £ € D4(R3), on pose T = I;+ &, Be = T(B), Fy = T(F) et ¢ = T(2).
Soit g = (£,W) € D{(R3) x (COI(R3)3)2, avec W = (WL W?) C (C’&(R3)3)2 et soit
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wp =WHT™) (i e {1,2}). 2
Avec ces notations, on définit pour tout q € DJ(R?) x (Cj(R?)*)” :
p(q) = /F D(ug) : D(ug)dz, (6.2.2)
3

ou pour tout i € {1,2}, ug est tel qu’il existe une fonction pa € L*(F;) de sorte que le
couple (ul, ply) € W (Fe)® x L*(Fe) soit solution du probléme de Stokes :

—Aul, + Vp,=0 dans F¢, (6.2.32)
divuy, =0  dans F¢, (6.2.3b)
ufl = 'wé sur e . (6.2.3c)

L’équation (B2Z3al) doit étre considérée au sens faible, c’est-a-dire,

VuﬁJl : Vvdr — / pfldivvdx =0 (Vv EI/?/(I)(.F&)?’) . (6.2.4)

Fe e

On note que dans le cas ou les données sont suffisamment réguliéres, on obtient en
utilisant la formule de Green :

20(q) = /E o(ul,pyundl,
3

avec n la normale a ¢ dirigée vers l'intérieur de Be. On remarque alors qu’avec un choix

nven rm une com n rce ou du momen rce exerceé
convenable deuz1 ce terme est une composante de la force ou du moment de la force exercée
par le fluide sur le domaine Be.

Nous avons le résultat de régularité suivant sur ¢ :
Lemme 6.2.4. L application ¢ : D§{(R3) x (C’S(Rg)g)2 — R est analytique.

Démonstration. Par le diffécomorphisme T, on rameéne les intégrales de ([E24]) sur le do-
maine fixe F'. Ainsi, on obtient :

/FVUgAg :VVdr — /FP(;Bg LVVdz =0  (VV e (WF))?), (6.2.5a)

avec U, =ul oY, Pl =pl oY, Je =det(VY), Ac = (VYTVY) ' Je et Be = (VYI*) .
EZ30) et (EZ3d) prennent la forme :

B¢ : VU, =0, dans F, (6.2.5b)

U, =W’ sur¥. (6.2.5¢)

On note CJ(R3, M3(R)) I'espace de Banach des fonctions de classe C° de R? a valeurs
dans M3(R) et a support compact. On définit EJ(R?, M3(R)) comme étant I'adhérence
de CJ(R3, M3(R)) pour la norme sup. EJ(R3, M3(R)) est la composante connexe de
l'ouvert {M € EJ(R3, M3(R)), det(Iy+ M(x)) #0 V€ R3} contenant la fonction iden-
tiquement nulle.

Avec ces notations, ’application :

Dy(R%) —  EJ(R®, Ms(R))
§ = Ac—1I3
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est analytique. En effet, les applications :

Dy(R?) —  Ej(R®, M5(R)) E§(R?, M3(R)) —  Ej(R*, M5(R))
& — VTTVT—I:J, ’ A — (Ig—l—A)*l—Ig

Dy(R?) — CH(R?)

et £ Je—1

sont analytiques.
Ainsi, pour ¢ € {1,2}, on définit les fonctions analytiques

I DA(R3) x (CLR3)3)® x WL(F)? x LA(F) — Wy '(F) x LX(F) x HY/%($)

<A§’U’ > - <B§’Pa >
(@ U,P) Be: VU ,
7=(U — W)

ot v : WH(F)3 — HY2(X)3 est 'opérateur de trace et
(A, U, V) = /FVUAg :VVdr, (Ue(WYF)? VeWl(F)?),

(Be, P, V) = / PB::VVdx, (PeL*(F),VeWi(F)%.
F

Nous allons maintenant appliquer le théoréme des fonctions implicites (dans sa version
analytique entre espaces de Banach, c.f. [Whi65]) aux fonctions analytiques I".

On rappelle que I'on s’intéresse ici au seul résultat de régularité.

La Proposition 223 assure déja que pour tout i € {1,2} et tout q € D}(R3) x (C’& (R3)3)
il existe un unique couple (U, PY) € WOI(F)3 X L2(F) tel que I''(q, UL, PL) = 0.

Pour tout q € Q, la dérivée partielle Oy, pyI™(q, Uy, Py) peut étre calculée.

Plus précisément, on a pour tout (x, ) € Wi (F)? x L*(%),

2
)

) ) ) <A§’X"> - <BE’7T’ )
(Ow.p)I"(a, Ug, Py), (x,m)) = Be: Vx . (6.2.6)
75(X)

Soit (f,7,g) € Wy ' (F)3 x L2(F) x H'/?(F)3, 'équation
(a(U,P)FZ((L Uf:p Pgl)a (X7 7T)> = (f7 7, g) )

est équivalente a :

/ VA : Vde—/ 7 Be: VVdz = (£, V) YV eWb(F)®),
F F

Wy (F)3 x WA (F)3
B::Vx =mn, dansF,
X =g surX.

Grace a la Proposition B2 on obtient l'existence et I'unicité d’une solution (x, ) dans
WH(F)3 x L2(F) telle que :

Ixllwarys + I7ll2 ) < C(E) <Hf||w(;1(p)3 + Inllrzr) + ||g||H1/2(Z)3) ;
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ou la constante C'(§) > 0 ne dépend que de &.
, . 2 . . .

Nous en déduisons que pour tout q € D§(R?) x (C§(R*)*), oy p)I"(q, Uy, PL) est un
isomorphisme continu de Wi (F)3 x L2(F) sur Wy *(F)3 x L?(F) x H'/?(%)3.
Du théoréeme des fonctions impliczites, dans sa version alanytique, on déduit que les appli-
cations q € DG(R?) x (C§(R?)?)” — (UL, PL) € Wy (F)? x L*(F) (pour i € {1,2}) sont
analytiques.

Pour achever la démonstration, il suffit d’observer que la fonction ¢(q) introduite par
[EZ2) peut se récrire via un changement de variables comme :

1 _ _ _ _
pla) = 7 /F (VU}lvr L (VULVY 1)T> : <VU3VY L (VUZVY 1)T) Je da,
qui est clairement analytique par composition de fonctions analytiques. O

Nous donnons maintenant, une expression plus pratique pour le calcul de la dérivée
dans le cas ot les données sont suffisamment réguliéres.

Lemme 6.2.5. Soit D € (CH(R*) N C’OO(IR{3))3 et wy € C®(X) (on rappelle que ¥ est la
frontiere de la boule unité B de R? et que F =R3\ B).
Pour t € R suffisamment petit, on définit :
X(t,z) =z +tD(x) (x € R?),
B(t) = X(t,-)(B), %(t)=0B(t), F(t)=R’\B(),
et w(t,r) =wo(X(t,) () (xreX().
On définit aussi (u(t,-),p(t,")) et (u'(t,-),p'(t,")) € Wy (F(t))3 x L*(F(t)) (pour tout
i€ {l,...,6}) les solutions du probléme de Stokes (homogéne) posé dans le domaine F(t)
avec les conditions limites :
i 7 1 17 27 3 )
wlt,r) = w(tz) et wit,z)=4° siic{l2,3)
xANei_sg sii€ {4,506},
pour tout x € X(t).
Nous avons alors pour tout i € {1,...,6} :

d i
= (/F(t) D(u(t,z)) : D(u (t,x))dx)

avec uh(z) € Wi (F)? la solution du probléme de Stokes (homogéne) posé dans F muni de
la condition limite :

:/ D(u}(x)) : D(ui(0, ) dz,
F

t=0

ug(r) = —Vu(0,z)D(z) (x eX). (6.2.7)

Démonstration. Etant donné que pour tout ¢ € R suffisamment petit, le champ de vecteurs
u(t,-) est régulier (c.f. [Gal94), Theorem 4.1, ch. 5]), on obtient en utilisant [Sim91, Theo-
rem 4], que la dérivée de t — wu(t,-) en 0 est solution du probléme de Stokes homogeéne
posé dans le domaine F' muni des conditions limites {Z71) (on note que cette condition
limite est obtenue en différenciant ’équation w(t, X (¢, x)) = wo(z) (z € X) par rapport a
tent=0).

En utilisant le méme argument que celui invoqué dans la démonstration du Lemme G311
nous obtenons :

2 /F(t) D(u(t,x)) : D(u'(t,x))dx = — /83(0,R) o(u(t, ), p(t, ))(x)a'(t, z) - n(z)dl .

La différentiation de cette relation par rapport a ¢, la linéarité de o et la formule de Green,
conduisent au résultat. O
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6.3 Solution en coordonnées sphériques

Dans cette section, nous allons donner I’expression de la solution de I’équation de Stokes
homogene en coordonnées sphériques. Pour plus de détails, on fait référence & Lamb [Lam93]

et a Happel et Brenner [HBG63).
On note (p,8,¢) € RE x [0,7] x [0,27[ les coordonnées sphériques. Elles sont définies
de sorte que pour tout z = (21,2, 23) ", élément de R?\ {0}, nous avons :

x1 = psin(0) cos(¢),
x9 = psin(0) sin(¢),
x3 = pcos(f).

En chaque point (p, 6, ¢), on définit le repere local (e,, ey, ey4) (c.f. Figure BTI).

€9

€1

F1G. 6.1 — Coordonnées sphériques et repére local associé.

Pour tout n € N*, on nomme harmonique sphérique rigide de degré —(n + 1) toute
fonction ayant la forme :

(p,60,0) = p~ " N " 5 Yim(cos 0, ), (6.3.1)

m=—n

Avec y_p, ..., € R et Y}, », les harmoniques sphériques de degré n € N sont d’ordre
m € {—n,...,n}. Pour un rappel sur les harmoniques sphériques, on fait référence a
IVTasd].

Lamb a donné un décomposition de la solution (u,p) de I’équation de Stokes autour
d'un objet immergé de forme quelconque sous la forme suivante (c.f. [Lam93| et [HB65,
Chapitre 3.2, p. 62]) :

+o0o
u = Z(V X (X—(nr1)P€p) + VO _(ny1) —

n=1

n—2 9
an(an —1)" VP-t)

n+1
+ mpf(nﬂ)/)ep) , (6.3.2a)
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P=_P_(nt1) (6.3.2b)
n=1

Ol P_(n41)> X—(n+1) € P_(n41) sont des harmoniques sphériques rigides de degré —(n + 1).
Ces fonctions p_(,41)s X—(nt1) €0 O—(nt1) (plus précisément les ceefficients ~,,, apparaissant
dans (E30)) sont & déterminer de sorte que les conditions limites sur la frontiére de ’objet
soient satisfaites.

Ceci peut étre résolu en utilisant la méthodologie donnée par Brenner, [Bre64]. Nous don-
nons ici quelques détails sur cette méthodologie. On fait référence a cet article pour de plus
amples détails.

Commencons par rappeler 'expression du gradient, de la divergence et du rotationnel
en coordonnées sphériques :

1
= Oppe, + (%gpeg + 3 Oppeq

1
(99 (Sln 0 ’U,g) + —0 8¢u¢ ,

. 1 9 1
divu = ?8,)(;) u,) + s

rotu =

1 . 1
psinf (5 (sin 0 ug) — Dpug) €y + P <Sm93¢>up 8p(pu¢>)> e

1
+ p (Dp(pus) — Oouy) €y -
Nous obtenons alors :

. 1
(Vo) e, dive) = pdyu, — p (50,7,

1 . 1
—i—psine@g(smeua) + m@ww) (6.3.3a)
1 :
= —2u, — s (Og(sin O ug) + Opuy) , (6.3.3b)
1
pV X u-e, = g (Op(sinfuy) — Opug) - (6.3.3¢)

Soit g une condition limite de Dirichlet sur la frontiére de la sphére unité de R3. On
décompose alors les expressions de (33]) en p = 1 pour obtenir :

vy - e, = ZXn, (6.3.4a)
1
—2vg - e, — pr (Og(sinfvg - eg) + 0y(vo - €y)) Z Y, (6.3.4Dh)
1 .
- (Op(sinbvg - ey) — 0y(vo - €9)) Z D s (6.3.4c)

avec X, Y, et Z,, une somme d’harmoniques spériques d’ordre n. En utilisant la forme des
solutions en coordonnées sphériques, ([E32)), on en déduit que les harmoniques sphériques
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rigides p_(n,11), @—(nt+1) €6 X—(n41) Vérifient en p=1:

2n —1

p—(n+1) =
1

¢ (ny1) = m(an +Y,.) .
1

X—(n+1) = mzn-

Ceci permet de calculer complétement la solution du probléme de Stokes dans le cas ou le
domaine est 'extérieur de la boule unité de R3.

Un des intéréts de 'écriture de la solution de I’équation de Stokes sous la forme (E32)
est que certaines valeurs de ®p peuvent étre aisément calculées. Plus précisément, nous
avons le résultat suivant :

Lemme 6.3.1. Soit B un domaine ouvert régulier de R® et F =R\ B.

Soit (u,p) € W(F)3 x L*(F) solution des équations de Stokes données sous la forme
B32) telle qu’il existe ng € N pour lequel X_(ny1) = P—(nt1) = P—(nt1) = 0 pour tout
n > ng.

Pour i € {1,...,6}, soit (u’,p") € W (F)3 x L*(F) la solution des équations de Stokes
homogénes avec conditions limites :

wi(z) = e; sii € {1,2,3}, (x € 0B)
rAe;_3 Sii€{4,5,6},

Nous obtenons la relation suivante :

) i B —4rV (PBP—Q)
2 </F D(u) : D(u )dm) T (—87TV (p3X_2)> . (6.3.6)

=1,...,

Démonstration. Pour i € {1,...,6}, on définit le champ de vecteur @’ par :

,&i(x):{ei siie{1,2,3}, .

xANe; siie€{4,56},

1

Comme ', ..., u% et u sont réguliers, nous avons :

2/FD(u):D(ui)dx:/asa(u,p)ui-ndr:/asa(u,p)ai-ndr,

ol n est la normale rentrante & 0B8.
Soit B(0,r) C R? la boule de rayon r contrée en 0 de R3. On suppose que r est suffisamment

grand de sorte que B C B(0,r). On note alors F,, = F'N B(0,r).
En utilisant la formule de Green, nous obtenons pour tout i € {1,...,6} :

/ o(u,p)a’ -ndl = —/ o(u,p)a’ - ndl,
OB OB(0,R)

ol n est la normale sortante & Fj.
On utilise alors I'orthogonalité L? des harmoniques sphériques pour obtenir ([E3.0]). O
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Nous donnons maintenant la forme des solutions dans le cas ot le domaine et la con-
dition limite sur 3 sont & symétrie axiale par rapport & ’axe e3. Cette forme peut étre
obtenue en utilisant la forme donnée par ([E32) ou directement en construisant la fonction
courant de Stokes. Cette derniére méthode est détaillée dans le Chapitre 4, "Axisymme-
trical Flow” du livre [HBG65|, plus précisément dans les paragraphes 4.2 4 4.7, 4.13 & 4.16
et 4.23.

Pour tout champ de vecteur u : R> — R3, on note u,, ug et uy ses composantes dans
le repére local (e, eg, ey). C'est-a-dire que u, () = (u(x),e,()), ug(r) = (u(x), ey(x)) et
uy(@) = (u(z), eg(x).

Dans le cas ou le domaine B et la condition limite sont suffisamment réguliers, nous
obtenons :

+o0
u,y(p,0,0) = — Z (anp"_2 + Bop " " + 5np_"+1) P,_1(cosb), (6.3.7a)
n=1
+o0
ug(p,0,0) =D (nanp™ > = (n=1)Bup™" " + (n + 2)7mp"
n=0
_ Jn(cos @)
_ _ n+1 n
(n—3)8,p ") g (6.3.7b)
uy(p,0,0) =0, (6.3.7¢)

avec (o), (Bn), () et (d,) des suites a valeurs réelles a déterminer en fonction des
conditions limites. Les fonctions P, sont les polyndémes de Legendre et les fonctions J,
sont définies pour tout ¢ € [—1,1] par :

1 sin=20,
Ta(C) = —C sin=1,
Pn_Q;i)__fn(C) sin>2.

Dans le cas ot 'on est en domaine extérieur et que ’on recherche une solution bornée a

Vinfini, (G378 et (G370 deviennent :

+oo
up(p,0,6) = —=>_ (Bup "'+ 6np ") Pui(cosb), (6.3.82)

n=1

o= Jn(cos @)

ug(p,0,0) = =D ((n=1)8up™" "+ (n=3)6,p™ ")

n=0

(6.3.8b)

sin @

Dans ce cas, les réels a,, et -, sont nuls.
Le Lemme B3] s’écrit dans le cas a symétrie axiale par rapport & es :

Lemme 6.3.2. Soient B un domaine ouvert lisse de R? et F =R\ B.

Soit (u,p) € WH(F)? x L*(F) solution des équations de Stokes données sous la forme
©E30) tel qu’il existe ng € N pour lequel oy = By, = v = 0, = 0 pour tout n > ny.

Pouri € {1,...,6}, on note (u',p") € Wi(F)3 x L%(F) la solution des équations de Stokes
homogénes avec la condition auz limites :

’U/Z((L'): € SZ-’L'E{l,Q,?)}, (mGBB)
xANeji_3 sii€{4,56},
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Nous obtenons la relation suivante :

2 ([ D) Dwonar)  ~| 7

i=1,...6

En particulier, lorsque B est la sphére unité :

/ D(u?(z)) : D(u®(z)) dz = —67.
F

(6.3.9)
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Dans ce chapitre, nous allons donner une réponse positive aux questions posées dans
I'introduction, c’est-a-dire que nous allons montrer que presque tout nageur peut étre con-
trolé exactenment et peut suivre une trajectoire prescrite. Les résultats obtenus sont donnés
dans les Théorémes [[LZ1] et
Le Théoreme [CZT] établit que n’importe quel nageur (caractérisé par sa forme au repos)
peut suivre & € prés une trajectoire rigide prescrite, tout lui prescrivant & € une déformation
imposée. Ceci signifie que si 'on prescrit une déformation du nageur, alors, il est possible
de rajouter de petites déformations & celle imposée, de sorte que le nageur suive aussi une
trajectoire rigide. Dans le cadre de ce théoréme, toutes les déformations admissibles sont
autorisées pour le nageur.

Dans le Théoreme [CA7, contrairement au théoréme précédent, on suppose que les défor-
mations sont choisies dans un espace de dimension finie. Ce théoréme affirme que pour tout
nageur (caractérisé par sa forme au repos) on peut trouver un nageur proche et une famille
de quatre déformations de base dont une combinaison linéaire (dépendant du temps) per-
met de suivre une trajectoire rigide & € pres.

Nous terminerons ce chapitre en donnant un résultat d’existence d’un controle optimal
(Théoreme [LZJ)). Ce résultat est établi dans le cas ou le nageur est controlable, ou la
déformation du nageur est choisie dans un espace de dimension finie et ou la vitesse de
déformation est bornée. Ce résultat s’obtient en utilisant le Théoréme de Filippov.

93
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Le schéma de la démonstration du Théoréme est basé sur la méthode des crochets
de Lie et le théoréme de Chow. La premiére étape est de reformuler le probléme de la
nage comme un probléme de controle en dimension finie. On montre ensuite que pour un
nageur particulier (la sphére unité de R3), on peut choisir quatre controles rendant ce
nageur controlable. L’intérét de considérer la sphére unité vient du fait que la solution du
probléme de Stokes peut étre explicitement calculée en utilisant les résultats rappelés dans
la Section B3l Une fois que nous avons montré que la sphére munie de quatre déformations
bien choisies est controlable, nous étendons ce résultat a presque toutes les formes isotopes
a la sphére par analycité.

Le Théoréme [LZT reprend les mémes idées. Pour le montrer, on se place sur une
subdivision de I'intervalle en temps et on construit des controéles sur chaque subdivision. Ces
controles seront construits de sorte qu’ils se recollent bien en chaque point de la subdivision.

Ce chapitre fait I'objet d'un article écrit en collaboration avec A. Munnier [LMT2)].
Afin de conserver une cohérence dans les notations de cette partie, certaines notations de
I’article ont été modifiées.

7.1 Modélisation

7.1.1 Cinématique

On suppose que le nageur est le seul corps dans le fluide et que le fluide occupe tout le
reste de I'espace. Ainsi I’ensemble contenant le nageur et le fluide est identifié & R?. Dans
I’approche que nous allons introduire, deux repéres seront nécessaires.

Le premier, ef = (eJ{7 eg, eg) est un repére fixe galiléen.

Le second e = (e, ez, e3) est le repére mobile attaché au nageur.

En tout temps ¢ > 0, il existe une matrice de rotation R(t) € SO(3) et un vecteur h(t) € R3
tels que pour tout point ayant pour coordonnées zf = (m},x;,xg)—r dans le repére ef et

x = (x1,29,23)" dans le repére e, on a la relation :
z' = R(t)x + h(t).

Ainsi, le vecteur h(t) fournit la position du nageur et la matrice R(t) son orientation.

Le déplacement rigide du nageur donné par t — (h(t), R(t)) est alors I'inconnue du pro-
bléme.

On définit ci-dessous :

1. la vitesse rigide du nageur dans le repére mobile e par la vitesse de h(t) :
1(t) = R(t)Th(t);
2. sa vitesse angulaire w(t) € R? définie de sorte que I'on ait I'identité :

A(w(t)) = R(t)TR(t).

7.1.2 Changements de forme

Sauf indication contraire, toutes les grandeurs seront exprimées dans le repére mobile e.
Dans la modélisation choisie, le domaine occupé par le nageur au cours du temps est
I'image de la boule unité B de R? par un difféomorphisme isotope a lidentité de R3,



MODELISATION 95

dépendant du temps et tendant vers I'identité en I'infini.
Les difféomorphismes ainsi considérés sont de la forme :

X(t,z)=z+D(t,z) (>0, zeR3,

ott D(t,-) € D}(R?) pour tout ¢ > 0. On rappelle que D}(R?) a été introduit dans la
Définition B2

Sous ces conditions, les changements de forme du nageur se déduisent de la donnée de la
fonction D.

Le domaine occupé a l'instant ¢ dans le référentiel mobile e est B(t) = X (t,-)(B) et sa
déformation est représentée par w(t,z) = X(t, X(t, )71(.%'))

On notera ¥ = 9B, la frontiére de la boule unité de R3, %(t) = 9B(t) = X(¢,-)(%),
l'interface fluide-nageur et n(¢,-), la normale & X(t) dirigée vers lintérieur de B(t). Le
domaine fluide dans le référentiel mobile e est F(t) = R3\ B(t).

7.1.3 Le fluide

Le fluide entourant le nageur est gouverné par les équations de Stokes stationnaires.
Celles-ci s’écrivent pour tout temps ¢ > 0 dans le référentiel du nageur e :

—pAu(t,z) + Vpt,z) =0 (€ F(t)),
divu(t,z) =0 (z € F(1),

ou p est la viscosité du fluide, u la vitesse eulérienne du fluide et p la pression du fluide.
Ces équations sont munies de la condition limite de non glissement :

u(t,z) =wlt) Az +1t) +w(t,z) (=0, zeX(t).

Les équations de Stokes stationnaires étant linéaires, par rapport a la condition limite sur
¥(t), nous introduisons les vitesses et pressions élémentaires, (u’,p’) pouri € {1,...,6} et
(u?, p?), définies comme étant les solutions des équations de Stokes stationnaires avec les
conditions limites :

wilt,z) = © SHEL23E o sen)
e,_3/N\x Sii€{4,5,6},

et
ul(t,z) = w(t, z) (t=>0, zeX(t)).

Par conséquent la vitesse u se décompose sous la forme :

3 6
u(t,x) =Y Ltu'(t,z)+ Y wis(u'(ta)+ul(t,z) (>0, zeF(t), (T1.1a)
=4

i=1
ainsi que la pression p :

3

6
p(t,x) =D L' (o) + Y wis®p'(tx) +pi(t,z)  (t=0, z€F(t). (7.1.1b)
=1 i=4

On rappelle que toutes les solutions (wu(t,-),p(t,-)) des problémes de Stokes stationnaires
précédemment introduites sont cherchées dans I’espace de Sobolev Wi(F(¢))? x L?(F(t)).
En particulier, rechercher u(t,-) dans I’espace Wi (F(t))? est une fagon d’imposer en un
sens faible que u(t,z) tend vers 0 lorsque |z| tend vers +oc.
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7.1.4 Dynamique du probléme

Nous avons vu dans le Chapitre Bl que les effets inertiels n’ont qu’une influence négli-
geable sur le mouvement du nageur. Par conséquent, le principe fondamental de la dy-
namique se réduit aux équations d’équilibre de force et de moment :

ou o(u,p) = 2uD(u) — pl3 est le tenseur de force de Cauchy. Ce tenseur de force étant
linéaire par rapport a uw et p, la décomposition ([ZIl), conduit a :

6
O'(U(t, '),p(t, )) = Zli(t)o-(ui(t’ '),pi(t’ )) + Zwifi’»(t)o-(ui(t’ '),pi(t’ ))
i =4

+ U(ud(t7 ')7pd(t7 )) .

Ainsi, les équations ([LT2) s'écrivent de maniére plus compacte :

M) ( i%) +N(t) =0, (7.1.3)

ou M(t) € Mg(R) est définie pour tout 4,5 € {1,...,6} par :

Mivj(t) - (I)F(t) (ui(ta ')7 uj(tv )) (17.7 € {17 <o 76})

et N(t) € R% a pour coordonnées :

N(t) = ®pgy (wl(t, ), u'(t,-) (i€ {1,...,6}).

On rappelle que ® est définie par (EI3)) et que la formule de Green assure bien la cohérence
avec cette définition de M et N (c.f. (EIE)).

De la symétrie de ®p, nous en déduisons que M(t) est une matrice symétrique définie
positive (pour tout ¢).

Par conséquent, le mouvement rigide du nageur est donné par la relation :

N _ - )
(w(t)) =-M@)"'N()  (te[0,T]). (7.1.4a)

Pour déterminer le mouvement rigide du nageur dans le référentiel fixe e, on compléte

I’équation (LIl par :
h(t) = ROI) (t €0,T1),

. (7.1.4b)
R(t) = R(t)A(w(t)) (t€0,7)).

Ces équations différentielles ordinaires sont complétées avec des conditions initiales de
Cauchy.

Pour 'instant, le controle du systéme est identifié & la fonction D.

On remarque que la dépendance de la dynamique du probléme est fortement non linéaire
par rapport au controle. En effet, D représente les changements de forme du nageur et par
conséquent aussi la déformation du domaine fluide dans lequel sont posées les équations de
Stokes. Ainsi la dépendance des matrices M et N par rapport & D est non triviale.

Des équations (ZIA), on déduit :
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Proposition 7.1.1. La dynamique du nageur est indépendante de la viscosité p du fluide.
En d’autres termes, les mémes changements de forme produisent le méme déplacement
rigide du nageur, quelque soit la viscosité du fluide.

Démonstration. Soient p > 0 et i > 0 deux viscosités. Si (u,p) est une solution de Stokes
stationnaire pour le probléme de Stokes avec viscosité p alors (u, %p) est solution du
probléme de Stokes avec viscosité ji.

Etant donné que les équations (ZIA) ne dépendent que des vitesses u’ et u?, on en déduit
le résultat. O

Par conséquent, nous considérons par la suite le seul cas u = 1.

7.1.5 Existence et stabilité

Le résultat suivant assure le caractére bien posé du systéme (CIA). Ce résultat est a
rapprocher de celui obtenu par Dal Masso, DeSimone et Morandotti [DMDM11].

Proposition 7.1.2. Pour tout T > 0, toute fonction D € Wl’l([O,T],Dé(IR{B)) (resp.
de classe CP, p = 1,...,00,w) et toute condition initiale (h(0), R(0)) € R? x SO(3), le
systeme ([CLA) admet une unique solution t € [0,T] — (h(t), R(t)) € R3 x SO(3) (au sens
de Carathéodory) absolument continue sur [0, T] (resp. de classe CP).

Démonstration. Soit D € W1([0,T7], D§(R?)) un controle, on définit X : [0,7] xR? — R3
par : X(t,x) = x + D(t, ) pour tout (t,z) € [0,T] x R3.

En utilisant la notation du Lemme 227 en tout temps ¢ les entrées de la matrice M (t)
sont de la forme p(q) avec q = (D(t,-), W) et

W=W"W? e ({ei, ie{1,2,3}}Ufei A X (L), i €{1,2,3}})°.

On déduit du Lemme que t € [0,T] — M(t) € M3(R) est absolument continue.
Pour obtenir expression des éléments du vecteur N (t), il suffit de prendre W2 = D(t,-).
On en conclut que t € [0,T] — N(t) € RS est un élément de L([0, 7], R).

L’existence de solution est directe. En effet, t € [0, 7] — M (t) !N (t) € RS est un élément
de L'([0,T],RY) et le théoréme d’existence de Carathéodory peut s’appliquer & (Z1T40).
L’unicité s’obtient par une inégalité de Gronwall.

Les résultats de régularité énoncés sont évidents. O

Le résultat suivant montre que la fonction entrée-sortie est continue ou en d’autres
termes, que le systéme de controle est stable par rapport au controle D.

Proposition 7.1.3. Soit (D;)jen+ € lel([O,T],Dé(Rg))N une suite de controles con-
vergeant vers une fonction D.

Pour (hg, Ry) € R* x SO(3) donné, on note par (h, R) € AC([0,T],R? x SO(3)) (resp.
(hj,R;) € AC([0,T],R* x SO(3)), pour tout j € N*) la solution dans du systéme ([ZIZ)
avec le controle D (resp. D;) et la condition initiale (ho, Ro).

Alors (hj, R;) converge dans AC([0,T],R* x SO(3)) vers (h, R).

. . l L
Démonstration. De méme que dans 1’énoncé de la Proposition, on note, <w> (resp. <wj>’
_ J
J € N*) le terme de gauche de Iidentité ([LIZal) pour le controle D (resp. D).

Il est clair que : -
lim <lf'> = <é> dans L'([0,T],R%).

Jj—4o0 wj
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En intégrant (CITAD) sur [0,¢] (pour t € [0,77]), on obtient I'estimation :

¢
[1B(t) = Rj(1)| ma(r) < /0 IR (s) = Rj(s)l| mary @ ()] + wj(s) — w(s)|ds.
Le Lemme de Gronwall nous permet de conclure que :

lim R; =R dans C([0,T], M3(R)).

j—too
On utilise alors de nouveau I’équation différentielle ordinaire pour montrer que :
lim R;=R dans L'([0,T], M3(R)) .

j=-+oo

Il est alors aisé de vérifier la convergence de h; vers h. O

7.1.6 Contraintes d’autopropulsion

Pour rendre notre modéle plus réaliste, les changements de forme du nageur, au lieu

d’étre prescrits, devraient résulter de I'interaction entre les forces internes générées par le
nageur et les forces hydrodynamiques exercées par le fluide a la surface du nageur.
Dans ce but, les systémes d’équations différentielles ordinaires (L)) devraient étre com-
plétés par un ensemble d’équations (typiquement les équations aux dérivées partielles
représentant 1'élasticité) permettant d’obtenir la déformation & partir de forces internes
prescrites.

Dans l'objectif de contourner cette difficulté tout en conservant un modéle physique-
ment réaliste, nous imposons des contraintes sur les déformations. Celles-ci ont pour but
d’assurer que le centre de masse et le moment d’inertie sont invariants dans le repére du
nageur.

Nous avons le résultat d’invariance par rapport a des déformations rigides :

Proposition 7.1.4. Soient D,D € W ([0,T], D§(R3)) deuz fonctions de controle telles
que les fonctions X et X définies par :

X(t,x)=xz+D(t,x) et X(t,x)=z+ D(t,x) ((t,x) € [0,T] x R?)

sont identiques a un déplacement rigide pres.
Plus précisément, on suppose que pour tout t € [0,T], il emiste (r(t),Q(t)) € R3 x SO(3)
tel que (£(0), Q(0)) = (0, 1) et

X(t,z) = Q(t)X(t,x) +r(t) ((t,z) € [0,T] x R?).

Ainsi, en notant par :

[0,7] — R3x SO(3)

t — (h(t),R(t))
une solution du systeme ([CIA) muni d’une condition initiale (hg, Ry) € R3 x SO(3), on
obtient que la fonction :
0,7] — R3xSO(3)
t — (h(t),R() = (h(t) = R)Q() "r(t), R(HQ) ")

est une solution du méme probléme de Cauchy avec le contréle D.
En particulier, on a pour tout t € [0,T] :

R(t)X(t,-) + h(t) = R(t)X(t,-) + h(t). (7.1.5)
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La relation ([ZI1) signifie que dans les deux cas la position du nageur est identique.

Démonstration. On note u® (resp. @'), pour i € {1,...,6}, les champs de vitesse élémen-
taires obtenus pour la fonction de controle D (resp. D). On peut vérifier que pour tout
ie{l,...,6},ona:

wl(t,z) = Q(t) @l (t,Q(t)x +r(t)  (t€[0,T] z € F(t).

On en déduit :

M(t) = Q) M®Q()  (te[0,1]),

)’
ou les éléments de M(t) (resp. M(t)) on été calculés a partir des vitesses élémentaires

wi(t,) (resp. @(1,-)) ot Q(t) = (Qé’” Q?t))esom

En notant w(t,-) = 9,X(¢,-) o X(¢,-) ' et w(t,-) = 9X(¢,-) o X(¢, -)71 les vitesses de
déformation du nageur, on obtient la relation :

w(t,z) +xO Az +¢=Q) w(t,Qt)x +r(t))  (t€[0,T] zeR?¥),

ou x et ¢ sont définis par :

Avec les notation évidentes pour N et N, on en déduit :

v+ ($)) =@ w0,

En posant :

Cfft))) — —M()IN(t) et <z<(fj)> — W) N (),

on obtient la relation :

(i?)) = Q) <L((?) :g&) (te[0,T]).

11 suffit alors d’intégrer cette relation, en prenant en compte que (r(0), Q(0)) = (0, I;) pour
obtenir la conclusion de la proposition. [l

Si lon applique la Proposition [LTA dans le cas ot D est une fonction constante en
temps (la frontiere du nageur dans son repére associé est inchangée au cours du temps et
est X(t) = X(0,-)(X)), tout changement de forme du nageur se réduisant a une déformation
rigide, Q(t)I4 + r(t) produira un déplacement (—Q(t)'r(t),Q(t)"). Mais si I'on calcule le
déplacement global du nageur, on obtient Q(¢) " (Q(¢)X (0,z) +r(t)) —Q(t) r(t) = X(0,z)
pour tout z € X et tout ¢ € [0,T]. Ceci signifie que le nageur est sans mouvement, la
déformation du nageur est contrebalancée par le déplacement rigide induit par le fluide.
Afin d’éviter ceci, nous ajoutons les contraintes suivantes sur les déformations. Ces con-
traintes assurent entre autre les conditions d’autopropulsion données dans la Section :

/ po(2)X(t,x)de =0 et / po(z)X (t,z) A X (t,x)dz =0 (tel0,7]), (7.1.6)
B B

avec pg une fonction réelle, positive et non identiquement nulle définie sur B.
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Dans le cas d’'un nombre de Reynolds non négligeable ou trés grand, ces mémes condi-
tions sont imposées (c.f. [SMSO8| pour le cas nombre de Reynolds non négligé et [CM11]
pour le cas du trés haut nombre de Reynolds).

Imposer de telles contraintes revient au choix d’'une jauge, tel que décrit dans [SW89b].
Sans ces conditions, le sens des inconnues h et R serait perdu et il serait alors aisé de
résoudre le probléme de controle.

Remarque 7.1.5. Cependant, si la fonction de controle D est telle que D(0,-) = D(T,-)
et si ’'on souhaite seulement contréler la position finale du nageur, le fait d’imposer des
conditions sur le contréle est inutile. Ce résultat est décrit dans [LST].

L’existence de déformations X satisfaisant les équations (L6 est assurée par la propo-
sition suivante :

Proposition 7.1.6. Pour toute fonction D € Wh ([0,T], D§(R?)) telle que :

| m@)X(0.5)ds =0,
B

avec X(t,z) = x + D(t,x) pour tout (t,x) € [0,T] x R?, il existe une fonction
D € WH([0,T], D§(R?)) satisfaisant les contraintes [LLH) et un unique déplacement
rigide absolument continu :

tel que (r(0),Q(0)) = (0,13) et
X(t,2) = QW)X (t,x) +rt)  ((tx) €[0,T] x %),
avec X (t,x) = x + D(t,x) pour tout (t,z) € [0,T] x R3.

En d’autres termes, cette proposition assure que n’importe quelle fonction de
W ([0,T], D§(R?)) satisfaisant les contraintes ([ZIG) & l'instant initial peut étre ren-
due admissible (dans le sens ou elle satisfait (ZIH) en tout temps) via une composition
avec un déplacement rigide.

Démonstration. Pour tout ¢ € [0,7T], on pose :

() = — [ @)X (t.0)ds.

mo

avec mg = / po(z) dz. T est absolument continue sur [0,7] et on définit :
B

X(t,z) = X(t,x) —t(t)  ((t,z) €[0,T] x R®).
La matrice J(t) = / po(z) (| X (t,2)|* I3 — X (t,7) ® X (t,x)) da est symétrique définie posi-
B

tive. En effet, pour tout ¢ € [0,7] et tout z € R3, on a (J(t)x,z) = / po(z)| X (t,z)|* da.
B
On définit alors x € L' ([0,7],R?) par :

x(t)=Jt)! /B po() X (t,2) AN X (t,z)dz.
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La fonction absolument continue @ : [0,7] — SO(3) est obtenue en résolvant sur [0,77] le
probléme de Cauchy :

Q) =QMAX®), Q) =1Is.

La solution, prise au sens de Carathéodory, est unique via une inégalité de Gronwall.
On pose alors pour tout t € [0,77] :

r(t) = —QOF(r).

La fonction X € W11([0,7],C*(R?)?) définie par :

X(t,z) = Q)X (t,x) +r(t) ((t,z) € [0,T] x R?),

satisfait les conditions d’autopropulsion ([ZT0).
Cependant, x — X (¢,x) — x n’est pas nécessairement a valeurs dans D(l] (R3). En effet,

X(t,z) = Q(t)x +r(t) +0(1)  (pour |z| — +00).

Pour pallier ce probléme, on pose © et €' deux boules ouvertes de R3 telles que :

U Xt.)B)c et Qc.
te[0,7)

On considére alors la fonction de troncature ¢ : R? — [0, 1] telle que (|q = 1 et C|R3\W =0

et on définit X comme étant la solution du probléme de Cauchy posé sur [0,7] :

X(t,2) = C((@)D(t,2) + (1 — C@)D(t,z),  X(0,2) = X(0,z) (z € RY).

On obtient alors que X satisfait les conditions d’autopropulsion [CTH) et x — X (t,x) —x
est un élément de D}(R3) pour tout ¢t € [0, 7). O

Définition 7.1.7. Pour py € L'(B) avec py > 0, on note par A,y le sous-ensemble
(fermé et non vide) des fonctions de WH1([0, 7], D§(IR?)) satisfaisant les conditions d’auto-

propulsion ([ZTH).
Nous avons le résultat de densité suivant sur A,,.

Lemme 7.1.8. Pour tout py € L'(B) avec pg positive et non identiquement nulle, pour
tout € > 0 et pour tout D € A, il existe D € C*([0,T), D{(R3)) N A, tel que :

ID = Dllwio,m,pimey <€ et D(0,-) = D(0,-).

En particulier C¥([0,T], D§(R3)) N A,, est dense dans A, .

Démonstration. Soit D € A,,. Comme précédemment, on note X (¢,z) = x + D(t,x) pour
tout (t,x) € [0,T] x R3.

Etant donné que C¥ ([0, 7], C§ (R?)?) est dense dans L' ([0, T], C§(R?)?), on peut toujours
choisir un élément ¢ € C*([0,T], C§(R?)?) tel que ||¢ — DHLl([(xTLC’é(RS)S) soit aussi petit
que nécessaire.

On définit la fonction D € C*([0,T], C§(R?)?) par :

D(t,x) = D(0, x) +/0 C(s,x)ds  ((t,x) € [0,T] x R3).
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La norme || D — Dl[w.1(j0,1, 03 (r3)) Peut toujours étre rendue aussi petite que souhaité.
En suivant les lignes de la démonstration de la Proposition [[T0l on définit :

B 1
a fB po(z) dz

(1) Lm@ﬂ@@M,X@J:ﬁb%ﬂﬂ

ot J(t):/Bpo(x)(\X(t,x)y213_X(t,x)@af((t,x)) dz |

J (t) est ici une matrice symétrique définie positive pour tout ¢t € [0, 7.
On définit aussi :

x(t) = j(t)_l /B po(x)atX(t,x) A X(t,x) dz.

On introduit la matrice :
sz/mmmem%rxm@®Xmmwm
B

En remarquant de nouveau que la quantité |D — Dllw1a(jo,r),03(rsy) Peut étre choisie
arbitrairement petite, on conclut que ||y1.1(0,77,rs) peut étre pris arbitrairement petit.
Il en est de méme pour ||J(£)™" = J(£) | coqo,1,ms(r)) €6 POUT (X L1([0,77,R%)-

On en déduit que [|Q — I3ly1.1(j0,7],Mm5(R))> Peut aussi étre arbitrairement petit, ot Q) est
la solution du probléme de Cauchy :

QW =QMx(t),  QO)=1Is.

On pose alors X*(t,x) = Q(t)X (t,z) pour tout (¢, z) € [0,T] x R3.

Ainsi nous obtenons que X* satisfait ([ZIH) sans avoir nécessairement que
D*(t,-) = X*(t,-) — Iy soit un élément de D}(R3) pour tout ¢ € [0,77]. En effet, X*(¢,x)
est de 'ordre de Q(t)(z — r(¢)), lorsque |z| tend vers +o0.

Cependant il existe une fonction C* & support compact £ : R? — R, rendant la quantité
lE(D* — D)HWLl([O,T],Dé(RS)) arbitrairement petite.

En effet, soient 2 et ' deux boules de R? telles que U X*(t,)(B) Cc Qet QC ', on
te[0,7)

définit alors par ¢ la fonction de troncature (a valeurs dans [0, 1]) telle que £ = 1 dans Q

et £ =0 dans R3\ (.

Enfin, on introduit X le flot associé au probléme de Cauchy :

X(t,x) = 5(3:)D*(t,x) +(1- 5($))D(t,x) , X(0,z) = X(0,z) (z € R?)

et on note pour tout (¢,z) € [0,7] x R3, D(t,z) = X’(t.,x) — .
Alors ||D — Dlyy1.1 (0,77, 3 ?)) tend vers 0 lorsque [|€(D* — D)|| 11 (jo,7),c2 (r#)3) tend vers 0.
O

Remarque 7.1.9. Les résultats de ce paragraphe restent vrais dans le cas ou pg est la dis-
tribution 0y, supportée par . Ce choiz de jauge a été fait dans Uarticle [LMI2]. Plus pré-
cisément, pg peut étre choisi sans difficulté dans le dual des fonctions a variations bornées
sur B.
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7.2 Signature du nageur

7.2.1 Formulation du probléme en terme de signatures

La signature du nageur est un ensemble de paramétres définissant la déformation du
nageur comme la combinaison d’un nombre fini de mouvements de base.

Définition 7.2.1. Soit pg € L'(B) avec py positive et non identiquement nulle. Pour
tout n € N*, on note Cy,(n) le sous-espace de D}(R?) x (C}(R3)3)" constitué des couples
¢ = (Dy, D) tels que, en notant D = (Dy, ..., D), les conditions suivantes sont satisfaites :

1. L'ensemble {(D;|s,er), i € {1,...,n}, k € {1,2,3}} est une famille libre de C*(X);
2. Pour tout D, D" € {Dy,...,Dp}, on a:

/ po(z)D(z)dz =0 et / po(z)D(z) A D'(x)dz =0.
B B

On nommera signature du nageur tout élément ¢ de C,,(n).

Comme D{(R3) est ouvert dans C¢(R3)? (c.f. Lemme et Définition B22), pour
tout ¢ € Cy,(n), 'ensemble suivant est ouvert dans R"™ :

n
{(sl,...,sn)T €R”, Do+ » sDi € Dé(Rg)} .

i=1
On notera S(c¢) la composante connexe de cet ensemble contenant 0.

Définition 7.2.2. Soit pg € L(B) avec p positive et non identiquement nulle. Pour tout
n € N*, on appellera signature compléte du nageur tout couple ¢ = (c,s) tel que ¢ € Cp,(n)
et s € S(c) . L’ensemble de tous ces couples sera noté €, (n).

On peut maintenant reformuler le probléme de la nage en terme de signatures.
Soient n > 0 et ¢ = (Do, D) € Cpy(n), avec D = (D1, ..., Dy).
Pour tout s € S(¢) (¢ = (¢,8) € €(n)), on note :

n
X.(s) = I+ Do+ Z s;D; .

i=1

Le domaine occupé par le nageur dans la "configuration s” est alors B.(s) = X.(s)(B) et
le domaine fluide est F.(s) = R?\ B.(s).

On remarque qu’avec cette construction, les changements de forme sur un intervalle de
temps [0, 7] sont donnés via une fonction absolument continue s : [0,7] — S(c) de sorte
que $ € L([0,T],R"™).

n
Pour ¢ € [0,T], la vitesse lagrangienne d'un point z € B est Zsl(t)Dl(x) tandis que la
. i=1
: L. ) : ) -1
vitesse eulérienne d’un point z € B,(s(t)) est Zsi(t)wi(x), avec w; = D; o Xc(s(t))
i=1
(pour tout i € {1,...,n}).
L’hypothése Bl de la Définition [[2ZT] assure que les contraintes d’autopropulsion (6l
sont automatiquement satisfaites.
Les vitesses et pressions élémentaires du fluide correspondant aux déplacements rigides
ne dépendent que de la signature compléte du nageur. Par conséquent nous les noterons
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u'(c,s) et pi(c,s) par la suite. Cette remarque reste vraie pour la matrice M (t) que nous
noterons des & présent M, (s).

La vitesse et la pression élémentaires du fluide liées a la déformation du nageur peuvent
maintenant étre décomposées sous la forme :

n n
ud = Z SZ ’U/g(C, S) et pd = Z Sz pg(ca S) .
i=1 i=1

Dans cette somme, chaque couple (uf(c,s),pf(c,s)) est solution du probléme de Stokes
d

posé dans le domaine F(s(t)) = R®\ B.(s(t)), avec la condition aux limites ul(c,s) = w;

sur X (s(t)) = 0B.(s(t)).
Soit N.(s) € Mg, la matrice dont les entrées sont :

[Ne(s)];; = Prus) (ui(c,s),u?(c, s)) ((i,5) € {1,...,6} x {1,...,n}).

L’équation ([CITZal) de la dynamique du nageur peut alors s’écrire sous la forme :
MO ) _ o (s0) ' Nu(s(0)s, (L€ (0,T)). (7.2.1)
w(t) C C bl )

7.2.2 Reésultats de plongement

Dans ce paragraphe, on se fixe pg € L'(B) avec pg positive et non identiquement nulle.
Nous allons maintenant donner des propriétés sur les ensembles C,, (n) et €,,(n).

Théoréme 7.2.3. Pour tout n € N*, C, (n) est une sous-variété analytique plongée de
CHR3)3 x (CHR3)®)™ de codimension 3(n+ 2)(n + 1).

Pour les définitions et principales propriétés des fonctions analytiques sur des espaces
de Banach, on fait référence a [Whi65|.

Démonstration. Pour tout ¢ = (Dy, D) € CH(R?)? x (CH(R3)3)", avec D = (D1,...,Dy,),
on note l~)0 =1;+ Dy.

On définit pour tout k € {0,...,n} les fonctions Ay, : C§(R?)? x (C(R3)?)" — R3(+1-k)
par :

/ po(z)Dy,(z) dz
B

/B po(2) Dy () A Dy (1) da

/ po(z)Dy(z) A Dy (z) dz
B
Chaque fonction Ay est analytique. Il en est donc de méme pour la fonction :

Ao
A= 1 | Cy(R?? x (CHR?)®)™ — RY,
A,

3
avec N = §(n +2)(n+1).

Afin de montrer que J.A(c) (la différentielle de A au point ¢) est surjective pour tout
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¢ € C(n), on suppose qu'il existe 2(n + 2)(n + 1) vecteurs ag €eR?(0<i<j<n) tels

que :
n

D (e, 0A(c) ") =0, V" e CHR?)? x (C5(R?)?)", (7.2.2)
=0
o
ot
avec oy = | e R3+1=9) (pour tout i € {0,...,n}).
a;
On note c" = (Df, D") € CA(R?)3 x (CL(R3)*)" avec D = I+ D} et D" = (D, ..., Dh).

En réorganisant les termes de la somme apparaissant dans I’équation ([CZ2), nous obtenons :

k—
Z/po Dk Z f D —i—ak Z ak/\D >dx:0

j=0 j=k+1

Comme cette identité doit étre vérifice pour tout (D}, D") € CL(R3)? x (C&(Rg))g, on en
déduit que pour tout k € {0,...,n} :

/,00 Za z) + ok — Z ol ADj(z) | dz=0. (7.2.3)

j=k+1

On en déduit que aﬁ = 0 pour tout k € {0,...,n}. En considérant ’hypothéese B de la
Définition [CZT] l'identitée ([CZ3)) avec k = 0 implique que ag = 0 pour tout j € {1,...,n}.
Ainsi, il ne reste plus de termes faisant intervenir Dy dans les autres équations et en invo-
quant de nouveau ’hypothése Bl nous obtenons que a;] = 0 pour 1 <i < j < n.
Par conséquent, ’égalité ([CZZ) implique que a; = 0 pour tout i € {0,...,n} et 'applica-
tion 0.A(c) est surjective pour tout ¢ € Cyy(n).

Comme A est analytique, Iespace linéaire X = Ker d.A(c) est fermé.
Soit Y un supplémentaire algébrique de X dans Cg(R?)® x (C}(R3)3)". On note Py la
projection linéaire sur Y suivant X.
On remarque que Y est isomorphe a R et par conséquent est de dimension finie (donc
fermé) dans CF(R3)3 x (CF(R3)3)™.
On définit application analytique f: X x Y — RY par f(z,y) = Alc+ 2z +y).
L’application 9, f(0,0) = 0.A(c) o Py étant surjective, le théoréme des fonctions implicites
(c.f. [Whi65] pour une version analytique dans les espaces de Banach) assure 'existence
d’un voisinage ouvert Ox de 0 dans X, d’'un voisinage ouvert Oy de 0 dans Y et d'une
fonction analytique g : Ox — Y telle que g(0) = 0 et pour tout (z,y) € Ox x Oy, les
deux assertions suivantes sont équivalentes

1. f(z,y) =0 (en d’autres termes, c+ x +y € Cp,(n)),

2. y=g(z).
La fonction analytique g donne un paramétrage local de Cy,(n) dans un voisinage de c.
Afin de montrer que C,,(n) est connexe par arcs, on consideére deux éléments ¢ = (Do, D)
et ¢ = (f)q,@) de Cpy(n). . . R o ) X
On note X = Iy + Do, D= (D1,...,Dy) et X =13+ Do, D= (D1,...,Dy).
Dé (R3) est un ouvert connexe (c.f. Définition [CI7), ceci implique qu'il est toujours possible

de choisir un chemin ¢ : [0,1] — D(t) € D}(R?) continu et linéaire par morceaux tel que
D(O) DO et D( ) DQ
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En effet, soit 0 = tg < t1 < ... < tx = 1, une subdivision de Uintervalle [0, 1] telle que
t — D(t) est linéaire sur chaque sous-intervalle [t;,¢;+1] (j € {0,...,k — 1}). On note
X(t) =1+ D(t), DI = D(t;), X? = I+ D7 (pour j € {0,...,k}).
Etant donné que C}(R?)? est un espace de Banach de dimension infinie, il est toujours
possible de trouver par induction Wy, ..., W, € C}(R3)? tels que :

1. Les familles :

{<W1’Z7ek>7 ey (Wn‘276k>7 <D1’Z7ek>7 ey (Dn’27ek> B k S {17273}}
et {<W1|E,ek>,- s <Wn|Zaek>a <ﬁ1|2,6k>,. ce <ﬁn|2,ek>, ke {1’253}}

soient libres dans C¢(R3);

2. Pour tout couple d’éléments (V, V'), pris dans une méme famille on ait :

/ po(z)V(z)dzr =0, / po(z)V(z) ANV (z)dx =0
B B

et / po() X () AV(z)dz =0 (j€{1,...,k}).
B

On définit la fonction ¢ € [0,1] — D;(t) € CA(R?)3 par :

Dit) = (1—2t)D; + 2t W; si t € [0,1],
ST @-2)W (2t - 1)D; site]d],

et on note D(t) = (D1(t),..., Dy (t)) € (CH(R?)?)".
Ainsi, la fonction ¢ : [0,1] — C(n) donnée pour tout ¢ € [0, 1] par :

(Do, D(3)) sitel0,3],
c(t) =< (Do(3t —1),D(3)) siteld, 2],
(ﬁo,D(%))

est une fonction continue telle que ¢(0) = ¢ et ¢(1) = ¢. O

La démonstration du Corollaire suivant est similaire a celle du Théoréme [L2.3].

Corollaire 7.2.4. Pour tout entier n > 1, l'ensemble €(n) est une sous-variété analytique
plongée de C3(R3)? x (CH(R?)?)" x R™ de codimension 3(n +2)(n + 1).

On note par II la projection de C(n) sur D}(R3) définie par II(c) = Dy pour tout
¢ = (Dg,D) € C(n). Le corollaire suivant est une conséquence directe des arguments
utilisés dans la démonstration du Théoreéme [[L233

Corollaire 7.2.5. Pour tout entier n > 1 et tout Dy € II(C(n)), la section II7*({Do})

est une sous-variété analytique plongée de {Do} x (CH(R®)?)" (identifice a (CF(R3)3)") de

codimension 3n(n + 3).
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7.2.3 Analyse des matrices M. (s) et N.(s)

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le Théoréme suivant :

Théoréme 7.2.6. Soit pg € L'(B) avec py positive et non identiquement nulle.
Pour tout entier n > 1, les applications :

Cpoln) = Ms®) Cu(n) — Mon(R)
(c;s) = M) (e:3) = Nefs),

sont analytiques.

Démonstration. Pour tout ¢ = (c,s) € €, (n), nous écrivons, comme précédemment,
c = (DO, (D, ... ,Dn)). Pour montrer I'analycité de ¢ — M.,(s), il suffit d’appliquer le
n

LemmeBZ A avec £ = D0+Z s;Diet W W2 € {e;, ic{1,2,3}}Ju{e; AT, i€ {1,2,3}}.
i=1

Pour prouver lanalyticité de ¢ — N,(s), il suffit de l’appliquer avec £ = 9 + ZsiDi,

i=1
Whtef{enY,ic{1,2,3}}U{e;ATY, i€ {1,2,3}} et W2 € {Dy,...,D,}, o, comme
dans le Lemme B.24], nous avons noté T = I; + &. O

7.3 Probléme de contréle

7.3.1 Signature d’un nageur controélable

Soit pg € LY(B) avec po positive et non identiquement nulle et soit ¢ € C,,(n) fixé
(pour un n > 1 donné). On rappelle que S(c) est le sous-espace connexe de R™ contenant
0 tel que (¢,s) € €y(n).

Soit (f,...,f,) la base canonique de R™, on peut voir la fonction t e [0, 7] — s(t) € S(e)

comme la solution de I’équation différentielle ordinaire $(¢ Z)\ t)f; ou les fonctions

Ai 1t €0, T] — X\i(t) € R sont les nouveaux controles. On peut alors récrire les équations
de la dynamique du nageur ([ZZJ]) comme :

0\ .
— 3 ) (‘MC(S“)) ) Nc(s(t))fi) (t € (0,T)). (73.1)
st)) Z

On remarque alors que s ne joue plus le role de controle mais apparait comme une variable
d’état du systéme et que ¢ € C(n) est un paramétre de la dynamique du nageur. A la vue
de ([ZZ), on introduit naturellement pour tout (c,s) € €,,(n), les champs de vecteurs :

Yi(c,s) = —M.(s) " 'N.(s)f; € R® (7.3.2)
et pour ((c,s),h, R) € €,(n) x R? x SO(3), on introduit le champ de vecteur :
Zi(h,R,s) = (RY}(c,s), RA(Y}(c,s)),fi) € R® x TpSO(3) x R,

oil nous avons noté¢ Y; = (Y}, Y?) € R? x R3.
Ainsi, les équations (L3 et [CT4H) peuvent étre écrites sous la forme d’un seul systéme
différentiel :

h(t)
d 7
a Sf ;A NZi(hRs)  (te[0,T)). (7.3.3)
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On note V(c) = R3 x SO(3) x S(c). V(c) est une variété analytique connexe.
Pour tout i € {1,...,n}, et pour tout (h,R,s) € V(c), on a :

Z.(h,R,s) € R* x TRSO(3) x R" = T, g V(c) .

On remarque que les applications Z!, ..., Z" sont des champs de vecteurs analytiques sur
V(c) constants en h.

On définit Z(c) comme étant la famille des champs de vecteurs (Zé) sur V(c).

16{17,71/}
Lemme 7.3.1. Soient n > 1 et ¢ € Cp,(n) la signature d’un nageur. S’il existe ( € V(c)
tel que dim Liec Z(c) = 6 + n, alors lorbite engendrée par Z(c) obtenue a partir de tout
point ¢ € V(c) est la variété V(c).

Démonstration. On peut appliquer le Théoréme de Rashevsky-Chow (c.f. [AS04]).

Si nous avons LiecZ(c) = T¢V(c) pour tout ( € V(c) (ou plus précisément pour tout
(R,s) € SO(3) x S(c) puisque Z’ est indépendant de h), alors I'orbite de Z(c) & partir de
tout point de V(c) est égale a la variété V(c) entiere.

Nous allons donc calculer le crochet de Lie [Z%, Z2|(h, R,s) pour i,j € {1,...,n} et
(h,R,s) € R3 x SO(3) x S(c). On obtient :

R(Y; AY: =Y AY?)(c,s)
[Z¢, Z})(h, R,s) = RA((Y} NY])(c,s))
0

R(aSiY]z - 8sjYi2)(c7 s)
+ [ RA(@,Y! -0, Y

0
ol nous avons utilisé les notations introduites par ([L32).

Par induction, nous pouvons montrer que les crochets de Lie & tout ordre en tout point
R 0 0

¢ € Z(c) ont la méme forme générale, c’est-a-dire la matrice [ 0 R 0 | multipliée par

0o 0 I,

un élément de T g 1, ¢ V(c).

On en déduit que la dimension de I'algébre de Lie en tout point de M(c) ne dépend
que de s. Le Théoreme de lorbite (c.f. [AS04]) assure que la dimension de l’algebre de Lie
est constante sur chaque orbite.

En raison de la forme particuliére des champs de vecteurs Z% (dont les n derniéres
composantes forment une base de R"), la projection des orbites sur S(c) est S(c) entier.
En d’autres termes, pour tout s € S(c) et pour tout orbite de V(c), il existe un point de
I’orbite dont les n derniéres composantes sont s.

On utilise maintenant 1’hypothése qu'il existe un point ¢ = (h, R,s) € V(c) tel que
dim LiecZ(c) = 6 + n.

Le théoréme de l'orbite implique alors qu’il existe au moins un point (hg, Rs,s) € V(c) tel
que dim Lie(p, g, ¢)Z(c) = 6+n. Comme la dimension de I'algebre de Lie est indépendante

des variables h et R, on en conclut que dim LiecZ(c) = 6 + n pour tout ¢ € V(c). O

Définition 7.3.2. Soit n > 1. On dit que ¢ € C,,(n) est controlable s'il existe ¢ € V(c) tel
que dim LiecZ(c) = 6 + n.

Il est évident que pour que ¢ € Cy,(n) soit controlable, on doit avoir n > 2. En parti-
culier, nous avons le Théoréme de la coquille Saint-Jacques (c.f. [Purfd]) :
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Théoréme 7.3.3 (Coquille Saint-Jacques). Soit ¢ € Cp, (1), on note c = (Dg, D1) et soient
T >0ets:[0,7] — S(c) une fonction absolument continue telle que s(0) = s(T). Alors
toute solution (h, R) du systeme ([L33) satisfait :

h(0) = h(T) et R(0) = R(T).

Démonstration. On rappelle que le systéme ([Z33]) est construit a partir du systéme (Z3.1]).
Ce dernier se récrit :

(l(t)) = SOM(s(t) ' N(s())  (t e (0.T)). (7.3.5)

Dans le cas considéré, s est a valeurs dans R'. Soient P; et P les fonctions analytiques
définies sur S(¢) C R par :

Pi(s) = /0 Yies)  (s€8(),

Yl(C, S)
Ya(c,s)

(o) = & (i) -

On en déduit que la solution (h, R) du systéme ([Z33)) satisfait pour ¢ € [0,7] :

avec —M.(s)"IN.(s) = ( ) € R3 x R3. Ainsi, (Z33) se récrit

dPi(s(t))

h(t) = R(t) Tl (7.3.6a)
R(t) = R(1)A (%ﬁ'(“)) . (7.3.6b)
On note (fl, R) la solution du systéme :
dfl(s) =, dPi(s)
) = A
dR(s)  + dPy(s)
ds R(s)4 < (123 )
satisfaisant la condition :
(R((0)). R((0))) = (R(0). R(0)
Alors il est clair que (h, R) = (fl os,Ro s). Par conséquent, on a :
(h(0), R(0)) = (R(s(0)), R((0))) = (R(s(T)), R(s(T))) = (A(T), R(T)).
O

Une preuve du résultat suivant peut étre trouvée dans [CM11].
Proposition 7.3.4. Soient n > 2 et ¢ € C,y(n) controlable. On note ¢ = (Dy, D),
n
D= (Dy,...,D,) et Xc(s) =15+ Do+ ZSZ‘DZ‘ pour tout s € S(c).

i=1
Alors pour toute fonction continue t € [0,T] — (h(t), R(t),5(t)) € R3 x SO(3) x S(c) et
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pour tout € > 0, il existe n fonctions de classe C', \; : [0,T] — R (i € {1,...,n}) telles
que :

sup_([A(t) = h(1)| + [ R(t) = R(®)lhas) + 1 Xe(5(0) = Xe(s()) llop gy ) <<
t€[0,T]

h(T)=h(T), R(T)=R(T) et s(T)=5s(T),

out € [0,T] — (h(t),R(t),s(t)) € V(c) est l'unique solution de ’équation différentielle
ordinaire ([L33) avec données initiales de Cauchy :

h(0) = h(0) € R®, R(0) = R(0) € SO(3) et s(0) =5(0) € S(c).
On donne ici quelques propriétés élémentaires qui seront utiles ultérieurement.

Proposition 7.3.5. Soit n > 2.

1. Sic= (Do, D) € Cpy(n) est controlable, avec D = (D,...,Dy) € (CHR3)3)", alors
tout ¢t = (Do, DT) € Cpy(n + 1) avec DT = (D1,...,Dp,Dyy1) € (C’&(R3)3)n+1
(pour tout Dy 1 € CJY(R3)3) est aussi controlable.

2. Sic= (Dy,D) € Cpy(n) est controlable, avec D = (D1,...,Dy) € (CHR*)3)", alors

n

pour tout D* € {Dg + ZsiDi, s € 8(c)}, Uélément ¢* = (D*,D) est un élément
i=1

de Cpy(n) et est aussi controlable.

3. Sic=(Dg,D) € Cpy(n) est controlable, alors tous les points controlables de la section
-Y({Do}) forment un ouvert dense de II=*({Dg}) (pour la topologie induite).

4. Si Cpy(n) contient un élément controlable, alors pour tout k > n, l’ensemble des élé-
ments controlables de C,, (k) est un ouvert dense de Cp, (k) (pour la topologie induite).

Démonstration. Les deux premiéres assertions sont triviales.

Montrons le troisiéme point.
Pour k € N, on définit & comme étant I’ensemble des champs de vecteurs sur V(c) obtenus
par des crochets de Lie d’ordre inférieur ou égal a k des éléments de Z(c). On consideére
les déterminants des différentes familles de 6 + n éléments de &£, comme des fonctions
analytiques en D (les autres variables Dy et s = 0 étant fixées).
Comme c est controlable, il existe au moins un k et une famille de 6 + n éléments de &
dont le déterminant est non nul. En effet, le Corollaire et les propriétés basiques sur
les fonctions analytiques (c.f. [Whi65]) assurent que le déterminant ne peut s’annuler que
dans un ensemble fermé d’intérieur vide de la section II7!1({Dg}) (muni de la topologie
induite).

La démonstration du dernier point est similaire. O

7.3.2 Construction d’une signature controlable

Dans ce paragraphe, nous nous concentrons sur le calcul des crochets de Lie du premier
ordre, [Z%, ZZ](h, R,s) au point (h,R,s) = (0,13,0), pour ¢ = (0,D) € C,,(4) (ainsi la
forme du nageur au repos est la sphére unité).

Comme précédemment, on note D = (Dy,...,D,) (D1,..., D, seront spécifiés ultérieure-
ment) et s = (s1,...,84) € S(c).

Afin de simplifier les calculs des crochets de Lie, nous allons utiliser les coordonnées

sphériques et la forme des solutions introduite dans la Section
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Un des intéréts de Iécriture de la solution de I’équation de Stokes sous la forme ([E32)
est que les ceefficients des matrices M (s) et N.(s) peuvent étre facilement déterminés.
Pour ceci, on se réfere au Lemme B3I

Lorsque le nageur est au repos (boule unité) et que les conditions limites pour w sont
e; ou e; Az, les composantes des vecteurs de (E30) sont les éléments de la matrice M, (0).

Nous obtenons alors par le Lemme que M.(0) = <8ﬂ(-)[3 47:)] >
3
De méme, si la condition limite est w = D; (i € {1,...,4}) sur la frontiére du nageur, les
composantes des vecteurs de (BE30) sont les éléments de la matrice N.(0).
Soient maintenant les champs de vecteur D;, pour i € {1,...,4} définis par les formules
D’L(p7 07 (b) = ‘/’l(p7 07 ¢)ep avec :
Vi(p,0,0) = x(p) Re (Y31(cos0,9)) , (7.3.7a)
Va(p,6,8) = X(p) I (¥31(cos 9, 6)) (7.3.7h)
Vs(p,0,¢) = x(p) Re (Y3 2(cos0,9)) , (7.3.7¢)
V4(p,9?¢) = X(p) Re (Y4,2(COS 95¢)) ) (737d)

ou x est une fonction C'* & support compact sur [0, +oo[ avec x(1) = 1.
Avec ces champs de déformation, nous obtenons N.(0) = 0.
En considérant 'identité ([Z3F), nous avons a calculer pour tous 4,5 € {1,...,4},

05, Yj(c,8) — 05, Yi(c,8) = M,(s)™* (0s; Mc(s)Yi(c,8) — 0s;Mc(s)Yj(c,8))
+ (95, Nols)fs — 0, No(s)E)|. (73.8)

Pour déterminer complétement ces crochets de Lie, il faut donc calculer les dérivées par-
tielles des matrices M. et IN.. Ceci est réalisé en appliquant le Lemme avec les champs
de déformation D; (i Gaél, ...,4}) deéfinis par (L3) et nous obtenons (& l'aide du logiciel
de calcul formel maximall) :

Os Me(s)| _ =0 (i€{l,....4})
s—=
et
0 0 0 0
0 0 -3 0
3 2%
0 -2 0 0
BN o=y o o V3VE |
N
0 0 0 0
0 0 0 0
00 -3
22
00 0 0
3
3.0 0 0
O, N, — |8
2Ne®)| =10 0 o 0o |-
V35
00 0 3P
00 0 0

'Voir le lien : http://www.iecn.u-nancy.fr/~loheac/, rubrique codes.
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0 35 o o
\/5 22
3v/5
20000
sy Ne(s) —| O 0 0 0 ’
s=0 0O 0 0 0
0O 0 0 0
0 0 0 —%
Os, Ne(s) =0.
s=0

On se fixe dés a présent pg = 1 et on note C(n) P'ensemble C;(n). On déduit des calculs
précédents et du quatriéme point de la Proposition [L3.0], le résultat suivant :

Proposition 7.3.6. Pour tout n > 4, l’ensemble des points contrélables de C(n) est un
ouvert dense de C(n).

7.4 Reésultats de controlabilité

Comme précédemment, on se fixe pg = 1 et on note C(n) = C,y(n).

Nous énoncons maintenant deux résultats de controlabilité pour le systeme ([ZTA).

Théoréme 7.4.1 (Nage synchronisée). Soient les données suivantes :

1. une fonction D € A (la forme de référence du nageur) ;

2. une fonction continue t € [0,T] — (h(t),R(t)) € R3 x SO(3) (la trajectoire de
référence a suivre).

Alors, pour tout € > 0, il existe une fonction t € [0,T] — D(t,-) € A (les changements de
forme réels), (pouvant étre choisie analytique) telle que :

D(0,) = D(0,-), D(T,)=D(T,) et

sup (A1) = h(®)] + | R(&) = R(®) |ty + D) = Dt ey aeye ) < e
t€[0,T]

ot €[0,T] — (h(t),R(t)) € R® x SO(3) est l'unique solution au systeme (CILA) associé

au contréle D et muni des conditions initiales h(0) = h(0) et R(0) = R(0).

On rappelle que A est ’ensemble des déformations admissibles introduit dans la Défi-
nition [LT7

Ce théoréeme assure que n’importe quel nageur tridimensionnel peut suivre & ¢ prés
n’importe quelle déformation tout en suivant (4 £ prés) un chemin rigide prescrit.
Ce résultat peut sembler surprenant. En effet, les déformations du nageur sont a priori les
contrdles du systéme, or le Théoréme [LZT] affirme que ce "controle” peut étre prescrit (& e
pres).
[’astuce provient de la controlabilité approchée. En effet, nous allons montrer que ’ajout, &
la déformation prescrite, de déformations du nageur arbitrairement petites suffit & controler
le mouvement rigide du nageur.
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Dans le cas ou aucune déformation du nageur n’est prescrite, nous avons le résultat :

Théoréme 7.4.2 (Nage libre). Soient les données suivantes :
1. Une fonction Dy € D(R?) telle que / Do(z)dx = 0 (la forme de référence du
B

nageur au repos) ;
2. Une fonction continue t € [0,T] — (h(t),R(t)) € R® x SO(3) (la trajectoire de
référence).
Alors pour tout € > 0, il existe une fonction Dy € Dé (R3) (la forme réelle au repos) telle
que :

/ (z + Do(x))dz =0, |[Do — Dol pyrsy < €
B

et pour presque tout quadruplet (Dy,...,Dy) € (C&(R3)3)4 satisfaisant :

/ Di(z)dx =0, /(x—i—Do(x)) A Di(x)dx =0
B B
. /Di(x)/\Dj(x)dx:O (ijefl,. .4},
B
il existe une fonction t € [0,T] — s(t) = (s1(t),...,s4(t))T € R* (pouvant étre choisie
4

analytique) telle qu’en prenant D(t,-) = Dy + Zsi(t)Di € D}(R?) comme controle dans
i=1
la dynamique ([[LIA), nous obtenons :

sup (|h(t) — h(t)] + [ R(t) = R(t)l|msm) <€,
t€[0,T]

ot € [0,T] — (h(t), R(t)) € R? x SO(3) est l'unique solution de l’équation différentielle

ordinaire ([CLA)) munie des conditions initiales h(0) = h(0) et R(0) = R(0).

En d’autres termes, ce théoréme assure qu’a une perturbation prés sur la forme du
nageur au repos, n’importe quel nageur tridimensionnel peut nager par le biais de quatre
mouvements de base acceptables.

La démonstration de ces deux résultats est basée sur les idées suivantes :

1. On identifie une famille de paramétres nécessaire pour caractériser le nageur et sa
nage. Ces paramétres sont la signature du nageur précédemment introduite. Ils corres-
pondent & la forme au repos du nageur et & un nombre fini de mouvements basiques
satisfaisant les contraintes d’autopropulsion ([ZTH). On rappelle que ’ensemble des
signatures C(n) est une sous-variété connexe (de dimension infinie) d'un espace de
Banach.

2. Le fait que le nageur est capable de suivre approximativement n’importe quelle tra-
jectoire rigide donnée (tout en restant proche d'une fonction de forme imposée) sera
une conséquence du Théoréme des zéros isolés pour les fonctions analytiques. Cette
fonction analytique est le déterminant de certains champs de vecteurs et de certains
de leurs crochets de Lie. Nous utiliserons alors les résultats classiques du controle
géométrique.

3. Par un calcul direct, nous montrerons qu’au moins un nageur répond au probléme de
controle. C’est-a-dire qu’il existe une signature de nageur controlable. Les propriétés
élémentaires des fonctions analytiques nous permettrons de conclure que presque
toutes les signatures sont contrélables.
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Nous allons voir que la démonstration du Théoréeme [[LZ2] est contenue dans celle du
Théoreme [CZTl Par conséquent, nous ne donnerons que celle de ce dernier.

Démonstration du Théoréme [TZ1l Pour tout n € N* et tout ¢ € C(R?)? x (C3(R?)?)",
avec ¢ = (Dy,D) et D= (Dq,...,D,), on note :

lellcy = Y I Dill g aesye -
=0

Soient € > 0 et les fonctions définies dans I’énoncé du Théoréme,
t€[0,T) — D(t,-) € D§(R?), te€[0,T] — (h(t),R(t)) € R® x SO(3).

Le Lemme assure que l’on peut supposer que D € C“([O,T],D(l] (R3)) N A car cet
ensemble est un sous-espace dense de A.
La démonstration de ce Théoréme est divisée en trois points :
— Le premier point est une perturbation de la forme au repos du nageur afin de le
rendre controlable.
— Le deuxiéme donne la construction d’un controle continu (et C! par morceaux), ce
controle est obtenu en construisant une subdivision adaptée de [0, T.
— Le dernier point est une régularisation du contréle construit lors de la deuxiéme
étape.

Soit § > 0 fixé ultérieurement.

e Perturbation initiale du nageur.

Dans cette partie, nous allons montrer que le nageur est capable de modifier 1égérement
sa forme au repos pour devenir controlable.

Soient D§ = D(0,-) et DI = 9,D(0,-), deux éléments de C}(R3)3. 1l est toujours
possible de trouver trois éléments D3, D3, D} € C§(R3)? tels que les contraintes d’auto-
propulsion (L) soient satisfaites et tels que ¢ = (Dg, (Df,...,D})) € C(4).

La Proposition assure de plus que pour tout 6 > 0 il est possible de trouver un
¢lement ¢! = (D§, (D}, D3, D3, D)) € C(4) contrélable tel que ||* — ¢!||¢wy < &. De plus,
c! peut étre choisi de sorte qu'il existe une fonction admissible (i.e. satisfaisant (ZTH)) et
réguliere, t € [—1,0] — DO(t,-) € D}(R?), telle que D°(—1,-) = D} et D°(0,-) = D{. Cest-
a-dire que le nageur peut modifier sa forme de Dé vers Dé, via un mouvement satisfaisant
les contraintes d’autopropulsion sur l'intervalle de temps [—1,0].

Plus précisément, soit ¢ = (D, D') € C(4) un point controlable tel que ||c! — e
soit petit. On définit alors pour tout t € [—1,0], DO(t,-) = D§ + (1 +1t)(D§ — D}). Comme
D{(R?) est ouvert, on obtient que pour ||D} — D(I]HC&(R;;);; suffisamment petit, DO(t,-) est
un élément de D}(R3) pour tout t € [—1,0].

A ce stade, nous avons défini un chemin reliant la forme initiale représentée par D(l) vers
la forme représentée par 155 Cependant, ce chemin n’est pas nécessairement un chemin
admissible (au sens ou DY n’est pas nécessairement un élément de A). Toutefois, la Propo-
sition assure lexistence dune fonction Qo € AC([—1,0],S0(3)) et un fonction de
forme admissible D° € W ([—1,0], D§(R?)) telle que t — X°(¢,-), est un chemin reliant
X! (en t = —1) & un certain X! (en t = 0) satisfaisant X! = Qo(0)X". Ici, on a définit
XY pour tout t € [-1,0] x R3 par X°(¢,z) = x + D°(t,x) et X! par X!(z) = x + D}(x)
(pour tout = € R3).

Une lecture attentive de la démonstration de la Proposition permet d’affirmer que
1Qo— I3l ((=1,0, M5 (R)) €t ”DO_Déuwlyl([—Lo},D})(RB)) tendent vers 0 (ici D! est vu comme
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une fonction constante en temps) quand || D! — Dl”c&(RB)B tend vers 0.
On pose alors :

Di=X'—1; et D}=Qu0)D} pouric{1,...,4}

et on observe que I'élément ¢! = (D}, (D1,...,D})) € C(4) ainsi construit convient.
De plus, la Proposition assure que Hf)& — D(%HC(% (r3ys Peut toujours étre choisi suf-

fisamment petit de sorte que le controle D° engendre un déplacement rigide
t € [-1,0] — (ho(t), Ro(t)) € R3 x SO(3) satisfaisant :

_ _ _ 0
0 1
up . (1Bo®) = RO+ [ o(t) = RO ey +10°(:) = Dillegon ) < 7-
S )
Finalement, on remarque que cette étape de perturbation initiale effectuée sur 'inter-
valle [—1,0] peut étre ramenée sur un intervalle en temps arbitrairement petit par le biais
d’un changement d’échelle en temps.

e Construction d’un contréle continu et C' par morceaux.

On reprend ici les notations du point précédent, en particulier pour les éléments ¢! et
ct de C(4).

Comme la fonction ¢ + 0;D(t,-) est continue sur Iintervalle compact [0,T], elle est
uniformément continue. Ainsi, pour tout v > 0, il existe &, > 0 tel que [t — /| < 4,
implique [|0:D(t,-) = 9 D', )|l msys < v
On construit alors une subdivision 0 = t; < to < --- < t, = T de l'intervalle [0,77] telle
que |tj41 —t;| < d, pour tout j € {1,...,k—1}.

On se concentre sur l'intervalle [t1,¢2]. Pour tout ¢ € [¢, 2], nous avons l’estimation :

ID(t, ) = (Do + (t = t1) D)l camsys < I1D(¢,-) = (Dg + (¢ = t1)D1)llcp sy
+1Dg = Dyllcp mays + (8= 1) 1D = Dillcn mays -
D’une part, nous avons pour tout t € [t1,ts] :
ID(t, ) = (Dg + (t = 1) Dyl msys < VIt —tal.

D’autre part, on peut supposer sans restriction que 9, < 1. Ainsi pour tout ¢t € [t1, 2] :

10§ ~ Ddllcgizops + (1 — )10}~ D gyqass < 5 -
Notons D3 = D(tz,-). Il est toujours possible de compléter D = 9;D(ts,-) par les champs
de vecteurs D3, D3 et D7 de sorte que ¢ = (Dg, (D3,...,D3)) € C(4).
On définit aussi D3 = D} + (t2 — t1) Di.
Pour tout t € [t1,t2], la Proposition assure que la signature du nageur donnée par
cl(t) = (D§+ (t —t1)Di, D') est controlable. En particulier, pour ¢ = to, il existe un entier
k et une famille de dix champs de vecteurs (dix est la dimension de R® x SO(3) x S(c!(t2)))
de & (’ensemble des crochets de Lie d’ordre inférieur ou égal a k) tels que le déterminant
de cette famille est non nul.
Le Corollaire assure que lensemble II71({D32}) est une sous-variété analytique de
(C&(R3)3)4. Par conséquent ce déterminant (vu comme une fonction analytique en D)
s’annule au plus sur un sous-ensemble fermé d’intérieur vide de II-1({D3}) (pour la topolo-
gie induite). Il est donc possible de trouver D? € (C’&(R3)3)4 tel que la signature du nageur
c? = (D3, D?) est controlable et :

1) 1)
€ = oy < (5 oty — m)) +2)
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Par récurrence, on peut construire & et ¢/ (j € {1,...,k}) tels que :

L& = o +Z<21+u - 1)><5+VT;

2. Toutes les signatures de nageurs, ¢/, sont controlables.
On choisit maintenant ¢ et v de sorte que § + vT < Z et on définit la fonction continue et
affine par morceaux, t € [0, 7] — D(t,-) € D§(R?), par :
On remarque que pour tout t € [0, 7], | D(t, ) — D(t, et @sy < g

La Définition et la Proposition [L33 assurent que sur tout intervalle [¢;,¢;11]
(j € {1,...,k —1}), il existe quatre fonctions N, ..., M) € CH([tj,tj41], R) telles que la
solution (h?, R7,s7) : [tj, tj11] — R3 x SO(3) x R* de I’équation différentielle ordinaire
([C33) munie des champs de vecteurs Z';(h?, R7,s7) et des conditions initiales :

hl(tl) = ho(o) ) Rl(tl) = RO(O) ’
Bi(t) = hit;), ()= R(t;) (powrje{2....k—1}) et
s/(t;)=0 (pourje{l,...,k—1}),

satisfait :
_ ~ _ ~ - ~ €
L sup  (|h(t) =B/ (&) + |R() — B ()| msmy + 1Dt ) = D2 ()l caraye) < 7
e[t tj41]
avec DI(t,- DJ + Zs

2. W (tj41) = h(tji1), RJ( tiv1) = R(tj41) et 87 (tjq1) = (tj41 —¢;,0,0,0)".
Munies de ces données, les fonctions t € [=1,T] — D(t,-) € DL(R?), h:[-1,T] — R3 et
R:[-1,T] — SO(3) définies par :

(o1 on a noté tg = —1) sont continues et C* par morceaux.

e Régularisation de la fonction de contréle.

Par un changement de variable évident en temps, nous obtenons un contréle, toujours
noté D, sur lintervalle de temps [0,T]. Nous rappelons que le premier intervalle en temps
[—1,0] peut étre réduit autant que nécessaire de sorte que 'estimation :

sup (Iﬁ(t) — ()| + | R(t) = R(t)l|py () + 1 D(, ) = D¢, -)HcOl(Rz)z) <
t€[0,T]

)

| ™

reste vraie aprés le changement de variable en temps.
Nous utilisons alors le Lemme [ T8 et la Proposition [ T2 pour conclure & I’existence
d’une fonction analytique ¢t € [0, 7] — D(t,-) € D§(R?) satisfaisant (ZLH) et telle que :

sup (1B(0) — R(O)] + 1R ~ B0 Lauyce) + 1D ) — Dt oy eoys ) <
te[0,7)
avec (h,R) : [0,T] — R3 x SO(3) la solution du systéme (LIZ) muni de la condition
initiale (h(0), R(0)) = (h(0), R(0)) et du controle D.
Ceci achéve la démonstration. O

£
2 )
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Nous nous concentrons maintenant sur la contrélabilité en temps optimal du probléme.
Pour cela, nous allons rechercher le controle D sous la forme d’une combinaison linéaire
finie de déformations élémentaires, c’est-a-dire sous la forme :

= Do+ isi(t)Dl- (t e 0,77, (7.4.1)

avec .
—t€[0,T) = s(t) = (s1(t),-..,5n(t)) " € R" est un elément de L1([0,T],R");

/Dtmdx—

(D1, ...,Dy) € (C3(R?)3)" est une famille de n champs de vecteurs fixée satisfaisant
pour tous 4,5 € {1,...,n} :

/BDi(x)dw:O, /B(x—i—Do(x)) ADij(x)dx =0 et /BDi(x)/\Dj(x)dx:O

Nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 7.4.3 (Existence d’un controle optimal). On se donne une fonction continue
J :R3 x SO(3) x D{(R3) x C¢(R3)? — R, conveze par rapport  sa troisiéme variable.
Soit KC un compact de R™.
Soient (hg, Ro, Do) et (hi1, R1, D1) deuz éléments de R? x SO(3) x D}(R?) tels qu’il existe
une fonction D satisfaisant :

1. D ala forme donnée dans ([LZT) avec s(t) € K pour presque tout t € [0,T];

2. D(O, ) = DQ, D(T, ) - D1 5y

3. D envoie la condition initiale (ho, Ry) (en t = 0) vers la condition finale (hyi, Ry)

(ent =T), par le biais du systéme dynamique ([LIF).

Alors parmi toutes les fonctions de controle satisfaisant les trois conditions énoncées, il
existe un controle optimal D* minimisant le codt :

/T J(h(t),R(t), D(t,-),D(t,")) dt .
0

Ce résultat est une conséquence directe du Théoréme de Filippov (c.f. [AS04, Chap. 10]).






Chapitre 8

Cas de la nage en symétrie axiale
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Dans ce chapitre, nous reprenons les résultats du chapitre précédent dans le cas d’un
nageur a symétrie axiale. I.’ensemble de ce chapitre est principalement issu de I’article écrit
en collaboration avec J.-F. Scheid et M. Tucsnak, [LST]. Aussi, certaines notations ont été
modifiées dans le but de conserver la cohérence avec les chapitres précédents.

Dans ce chapitre, nous donnons la version en symétrie axiale des résultats du Chapitre[d
Aussi, il est & noter que dans le cas considéré la démonstration de la controlabilité est plus
élémentaire que dans le chapitre précédent. Nous donnerons en particulier un résultat de
contrélabilité en temps optimal.

Nous donnerons aussi des résultats sur le temps optimal pour un systéme approchant le
systéme modélisant la nage. Ce systéme approché reste proche du systéme de la nage tant
que 'amplitude des déformations reste petite. Ceci motive I'ajout d’une contrainte sur les
déformations au probléme de controle.

Nous terminerons alors ce chapitre par une étude numérique du probléme de controle en
temps optimal. Pour cela, nous donnerons une méthode numérique pour le calcul de la solu-
tion du probléme de Stokes en domaine extérieur, puis une méthode pour la recherche d’un
contrdle en temps optimal. Cette méthode utilisera les résultats obtenus dans le Chapitre B

8.1 Résultats de controlabilité

8.1.1 Systéme dans le cas d’une symétrie axiale

Dans cette section et dans la suite de ce chapitre, on suppose que la forme au repos du
nageur est la sphére unité B de R? et que sa densité de masse est constante (pg = 1). De
plus, nous ne considérons plus que des déformations & symétrie axiale X (¢,-) de la spheére
unité.
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Plus précisément, via l'utilisation de coordonnés sphériques (p, 0, ¢) € Ry x [0, 7] x [0, 27]
(c.f. Fig. Bl), X s’écrit sous la forme :

X(t,z) = (1+x(Jz|)r(t,cosb(z)))z  (t€[0,T], z € B), (8.1.1)

avec x : [0, +o00[— [0, 1] une fonction C'* a support compact dans |0, +oo[ avec x = 1 dans
un voisinage de {1}, r € C*°([0,T] x [—1,1],R) et 0 la fonction qui associe & € R? son
angle correspondant 0(x) € [0, 7] (c.f. Fig. BII).

€2

€1

Fic. 8.1 — Rappel des coordonnées sphériques utilisées.

On note par Jac X (¢,-) le déterminant de la matrice Jacobienne du champ X (¢,-) et
par p(t,-) le champ de densité de masse sur B(t) = X(¢t,-)(B). Comme dans le chapitre
précédent, on définit p par :

1
—1

plt,z) = (z € B(t)). (8.1.2)

Soient (P;)i>o les polynomes de Legendre. On rappelle que ces polynémes forment une

base orthogonale de L?([—1,1]). Le résultat suivant indique que la déformation définie par
(BIT) satisfait les conditions d’autopropulsion (ZZIH), sous certaines hypothéses sur 7.

Proposition 8.1.1. On suppose que pour tout t € [0,T] on a r(t,-) orthogonal o {Py, P;}
(au sens L?) et que
r(t,¢) > —1 (tel0,T], ¢e[-1,1]). (8.1.3)
Alors, les propriétés suivantes ont lieu :
— Pour tout t € [0,T], le champ de déformation X (t,-) est un difféomorphisme de B
sur X (t,-)(B) et

0<JacX(t,)z) (tel0,T], =€ B). (8.1.4)

De plus, X(t,-)(B) est un domaine borné a frontiére Lipschitzienne pour tout t €
[0, T7].

— Le centre de masse est fize :

0= / p(t,z)zdx (te[0,T7). (8.1.5)
B(t)
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— Le moment angulaire est constant :
0= / p(t,x)X(t,X(t, )71(x)) Az dz (t€10,71]). (8.1.6)
B(t)

La démonstration de cette proposition résulte de I'orthogonalité L? des polynomes de
Legendre. Cependant, nous ne la donnerons pas ici. En effet, ce résultat n’est pas important
pour le reste de I’étude dans ce chapitre car nous allons imposer que la déformation du
nageur est périodique. Nous rentrons alors dans le cadre de la Remarque [LTH
Les relations (BH) et (B0 correspondent aux conditions d’autopropulsion. On rappelle
que ces conditions sont naturelles dans le cas de la nage dans un fluide dont le nombre de
Reynolds est non négligeable.

Dans notre cas, i.e. cas Reynolds nul et ¢ — X(¢,-) périodique, ces conditions sont inutiles
pour le probléme de controle que nous allons considérer. Pour une démonstration de ce
fait, on se réfere a la Proposition [LT4l

En d’autres termes, le probléme de controle considéré est indépendant du choix de la jauge.
Ainsi, La Proposition ci-dessus n’a d’autre intérét que de donner un sens physique
aux variables du probléeme. Cependant, I'hypothése (B3] est importante. En effet, elle
assure que X (¢,-) est un difféeomorphisme de la boule uniteé.

Il est évident que la symétrie axiale implique que R(t) est constant et que h(t) est porté
par e3 (l’axe de symétrie) pour tout ¢. On note alors h(t) = h(t)es.
Suite & ces remarques, le pendant en symétrie axiale du systéme dynamique (ZI3) est le
suivant :

0= M(t)h(t) + N(t). (8.1.7)

Dans ce cas M (t) et N(t) sont des scalaires. Plus précisément, on a, avec les notations du
paragraphe [LT4]

M(t) = ®pe (u(t, Jud(t, ) et N(t) = Ppy (udt, ), ul(t,) . (8.1.8)

On rappelle que ® est définie par 1) et que u(t,:) € Wy (F(t))3 (resp. ud(t,-) €
Wi (F(t))3) est la solution du probléme de Stokes homogeéne posé sur F'(t) muni de la
condition limite u3(t, ) = e (resp. u?(t,z) = 9, X (t,-)(X(t,x)~1)) pour tout = € dB(t).
Comme dans le cas général, M (t) est non nul. Il est clair que M (t) et N(t) sont indépen-
dantes de h(t) et comme il n’y a pas de rotation dans ce systéme, les équations ([LIT.40)
“disparaissent” dans le cas & symétrie axiale.

On munit I’équation différentielle (BIT) de la condition initiale :

h(0) = 0. (8.1.9)

L’existence d’une solution h au systéme BI7) et [BI) et son unicité sont élémen-
taires.

Lemme 8.1.2. On suppose que la fonction réquliére r satisfait 8I3). Alors il existe une
unique solution h € C*°([0,T],R) au systeme &LT), BI).

Ce Lemme est le pendant en symétrie axiale de la Proposition [LT2 Sa démonstration
est aisée.

Démonstration. En utilisant la Proposition et le Théoréme [L20] nous obtenons que
I’application :
N(t)
s
M(t)
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est de classe C* sur [0, 7.
Par conséquent, il existe une unique solution h € C*°([0,7],R) au systeme [&IT), [ETLT)

qui est donnée par :
¢
h(t) = — /
0

8.1.2 Controlabilité

N(7)
S 4 (e, (8.1.10)
O

Dans ce paragraphe, nous allons montrer la contrélabilité du probléme suivant :

Probléme 8.1.3. Etant donné h; € R*, existe-t-il 7 > 0 et une fonction de classe C>
t € [0,T] — r(t,-) € C®°([-1,1],R) tels que la solution du probleme EIT), [EII)
satisfait :

- h(T) = hl N
- r(0,)=r(T,-)=0;
— Pour tout t € [0,], r(t,-) € {Py, P} et inf r(t,z) > —1;

(t,x)€[0,T]x[—1,1]
— Pour tout t € [0, 7] et tout ¢ € [—1,1], |7(¢,{)| < 1.

La deuxiéme condition signifie que ’on recherche une déformation du nageur périodique.

Comme dans le chapitre précédent, afin de montrer le résultat de contrélabilité, nous
allons nous ramener temporairement & un systéme de dimension finie pour lequel la forme
du nageur, qui apparaissait jusqu’a présent comme un contrdle du systéme, apparait main-
tenant comme une variable d’état du systéme. Dans ce but, nous définissons :

Di(x) = x(|z])Pig1( cos 0(x))x (i1>1, ze€B), (8.1.11)

ou x : [0,+00[— [0, 1] est une fonction C* & support compact dans ]0,+oo[ avec x = 1

dans un voisinage de {1}, (P;)ien sont les polynomes de Legendre et (p(z),6(z), ¢(z)) €

R% x [0, 7] x [0, 27 sont les coordonnées sphériques associées au point x (c.f. Fig. BJl). On

note que toute sous-famille finie de {D;},; . satisfait les hypotheses de la Définition [L2ZT1
Pour la suite de ce chapitre, on se donne pour n € N* I’élément :

c=(0,(D1,...,Dy)) €C(n). (8.1.12)
On rappelle que C,,(n) a été introduit dans la Définition [LZT et que C(n) est I’ensemble

Cpo(n) pour pg = 1.
En utilisant les notations du paragraphe [[ZZ1], on note pour tout s € S(c) :

Xc(s,z) =a+ Z siD;(z) (x € R3)
i=1

et on note M.(s) € R* et N¢(s) € My ,(R) les forces hydrodynamiques obtenues dans la
"configuration s”. Plus précisément, M.(s) et N.(s) sont définies par :

M.(s) = Pr(s) (u3(c, s)ug(c,s))
et [Ne(8)]y; = Pry(s) (u?(e, s),uf(c,s)) (tef{l,...,n}), (8.1.13)

oit comme dans le chapitre précédent, nous avons noté F.(s) = R3\ B.(s), avec
B(5) = Xo(s,)(B) et (u(c,5),p%(c.s)) (resp. (ul(c,s),pé(c,s)), pour i € {L,...,n})
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est la solution dans W (F.(s)) x L*(F.(s)) du probléme de Stokes homogeéne posé sur
F.(s) muni de la condition limite u3(c,s) = eg (resp. ul(c,s) = D; o X.(s)™!) sur OB.(s).
Nous allons maintenant transcrire un résultat di a Shapere et Wilczek [SW89al, Equa-
tion (2.12)]. Ce résultat donne ’expression de la premiére dérivée de la force hydrody-
namique de Stokes par rapport & la forme du domaine. Pour obtenir ce résultat, on utilise
en particulier les formules asymptotiques données par Lighthill [Lig52].
Plus précisément, on a pour tout € > 0 suffisamment petit et pour tout s : [0,7] — S(c),
différentiable, avec |s(t)| < € pour tout t € [0,T7] :

N.(£8)e8

M,(s8) (M V5,8) +o(®)  (e—0), (8.1.14)

avec s = €8, M, et N, définis par (BELIF) et MW € M, (R) la matrice définie par :

(i +1)> i1
S1 =17 —
Qi+1)@2i+3) 7 ’
[Msw]ij: —i2+2i+5 §j—it1 (i,7 €{1,...,n}). (8.1.15)
’ (2 + 3)(2i + 5) ’
0 sinon,

Ceci permet d’énoncer le résultat suivant :

Proposition 8.1.4. Soient n € N* et ¢ € C(n) défini par (ELID).

Alors pour tous i,j € {1,...,n}, nous avons :
N N
NO)" =0 et <6 <. ...,0 C) =MW e M, R),
( ) S1 Mc Sn Mc a0 n( )

ot MW € M, (R) est la matrice définie par [ELI5).

Nous pouvons maintenant donner le résultat de controlabilité pour le Probléme
On rappelle que 'objectif est de déplacer le centre de masse du nageur, positionné a I’instant
initial en 0, en un point hies. De plus, a la fin de ce déplacement, on souhaite que la forme
du nageur soit sa forme au repos (la sphére unité).

Théoréme 8.1.5. Pour tout hy € R*, il existe T > 0 et une fonction de classe C'*°
t € [0,T] — r(t,-) € C°([-1,1],R) tel que la solution h du probleme BIZ), BIJ)

satisfait :

- h(T)=hy;
- r(0,:)=r(T,)=0;
~ Pour tout t € [0,t], r(t,-) € {Py, P }* et inf r(t,z) > —1;

(t,x)€[0,T]x[—1,1]
— Pour tout t € [0,T] et tout ¢ € [—1,1], |7(¢, )| < 1.

La derniére contrainte implique que la vitesse de déformation du domaine est inférieure
a l.
Pour prouver ce résultat, nous allons procéder de la méme maniére que pour la preuve
du Théoréme [LZAT], c’est-a-dire que nous allons nous ramener & un espace de controles de
dimension finie, I'objectif étant d’appliquer le Théoreme de Chow (c.f. [Iré05, Proposi-
tion 5.14] ou [Lr97]).
Du fait qu’on impose moins de contraintes que dans le Théoréeme [CZT] et qu’il n’y a pas
de rotation, la démonstration de ce résultat est plus simple.
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Démonstration. On commence par considérer le cas n = 2. On définit alors, a ’aide de

EIIM), ¢ = (0, (D1, Dy)) € C(2). Ainsi, pour tout s € S(c), on a :
Xe(s)(x) =z +s1D1(x) +s2D2(x) (x € B).
Si on voit maintenant s comme une variable d’état et non plus comme un contréle du

systéme, le nouveau controle étant A = §, on peut alors récrire le systéme dynamique sous
la forme :

Le systéme ci-dessus peut se récrire sous la forme condensée :
2= MNZL2) + NZi(2), (8.1.16)

ot z = (h,s1,82)" € R x S(c) et (ZL);eq1,2) sont des champs de vecteurs de classe C* sur
R x S(c) définis par :

i i
c(s c(s
Zi(h,s) = 1 et Zy((h,s)) = 0 ((h,s) e R x S(c)).
0 1

La Proposition B4 nous permet d’affirmer que :

0

DZi{z:O ’ <f

]> — (<z\4SW1-;-,fj>,o,...,0)T (4,5 € {1,2}),

avec (f1, fy) la base canonique de R? et la matrice M5 € My (R) est définie par (BIIH)
et prend la forme suivante dans le cas n = 2 :

3 /(0 2
SwW o_ 9
M _35<3 0>'

Ainsi, nous obtenons que :

T 3
(22, 22)(0,0) = (MW, £1) — (M*£1,£),0,0) " = ==(1,0,0) ",

Par conséquent, il est clair que :
dim Lie( 0){Z¢, Z2} = 3.
Comme Z!, Z2 et [Z!,Z?] sont des fonctions de classe C™, il existe £ > 0 tel que pour
tout z € {0} x] — ¢,¢[%, dim Lie,{Z!, Z?} = 3. En utilisant le fait que Z!, Z? et [Z!, Z?]
sont des fonctions indépendantes de h (la premiére composante de z), on déduit que :

dimLie,{Z!,Z?} =3 (2 € Rx] —¢,¢[?).

On conclut en utilisant le Théoréme Chow dans un voisinage de R x {(0,0)"}. O
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8.1.3 Contrélabilité en temps optimal

Nous allons maintenant étudier la controlabilité en temps optimal. De méme que dans
le Théoréme [CZ3] nous allons nous ramener & un espace de controles de dimension finie
n > 2. Plus précisément comme dans la preuve du Théoréme BT nous considérons le
probléme de contréle en temps optimal suivant :

Probléme 8.1.6. Etant donnés ¢ € C(n) (défini par (8112)), ¢ € R%. U {+o00} et hy € R,
trouver le temps minimal 7* > 0 tel qu'il existe A € L*°([0,7*],R™) pour lequel :

— |A(t)] < 1 pour presque tout t € [0,77];

— La solution (h,s) du systéme :

. N.(s)A
= — 1.1
h MC(S) ) (8 7&)
s=A, (8.1.17b)
muni de la condition initiale :
(h(0),s(0)) = (0,0), (8.1.18)

satisfait :
e h(T*) =hy et s(T*) =0,
e Pour tout ¢t € [0,77], s(t) € S(c) N B(0,5), si ¢ < 400 et s(t) € S(c), sinon.

Il est & noter que pour ¢ > 0 suffisamment petit, nous avons S(c) N B(0,<) = B(0,5).
Dans ce qui suit, nous allons considérer que ¢ > 0 est suffisamment petit de sorte que cette
égalité ait lieu. Le fait d’imposer une contrainte ¢ sur les variables d’état représentant la
déformation du nageur est motivé par le fait que 'on souhaite avoir des petites déforma-
tions. De plus, comme nous allons étudier numériquement ce probléme, il est plus évident
de supposer que les variables représentant la déformation sont & valeurs dans une boule
fermée plutot que dans ouvert S(c).

Une conséquence de la démonstration du Théoréme est le corollaire suivant :

Corollaire 8.1.7. Pour tous n > 2, ¢ € C(n) (défini par BIID)), ¢ € R U {400} et
hi € R, il existe T > 0 et A € C* ([0, T],R") tels que la solution (h,s) du probléeme de

Cauchy BI1D)-@TIR) satisfait :
MT)=hy, s(T)=0, (8.1.19)
avec la contrainte sur la variable de controle :
X)) <1 (t €0,77) (8.1.20)

et la contrainte sur [’état :

st << (telo,T)). (8.1.21)

Remarque 8.1.8. Le Corollaire[8T7 assure que deux entrées scalaires suffisent a contréler
le nageur. Or le Théoréme de la coquille Saint-Jacques (c.f. [Pur7l]), affirme que deux
controles scalaires sont nécessaires. Ainsi, le résultat du Corollaire 8L est, en un certain
sens, optimal.

Nous allons maintenant appliquer le Théoreme de Filippov pour montrer 1’existence
d’un controle en temps optimal.
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Proposition 8.1.9. Pour tous n > 2, ¢ € C(n) (défini par &IIA)) et hy € R* et
pour tout ¢ > 0 suffisamment petit, il existe un temps minimal T* > 0 et un controle
A € L>([0,T],R"™) satisfaisant le probléme de contréle en temps optimal B0

Démonstration. L’existence d’une solution au probléme de contrdle (pour n > 2) est as-
surée par le Corollaire B C’est-a-dire qu'il existe un temps de controle T € R%
un controle et temps T, A € C*([0,T],R") avec HXHLOO( o7,k < 1 tels que la solutlon
(h,s) du systéme dynamique associé satisfait h(T) = hy, 8(T) = 0 et pour tout ¢ € [0, 7],
Is(t)llzn < <.

Pour prouver l'existence d’'un temps optimal T*, nous allons utiliser le Théoréme de
Filippov (c.f. [HSVO, [Ces83, AS04]).

Tout d’abord, la linéarité du probléme de controle par rapport aux variables de controle
permet de dire que 'ensemble :

A1) = {(f(8),A), A) €R x R" avec [A|» < 1}

est convexe pour tout s € R” avec |s|a < ¢ et pour tout ¢ € [0,T].

Ne(s)"
M(s)
de régularité obtenus (dans le cas général) sur les matrices M.(s) et N.(s) et le résultat
de positivité obtenu sur M.(s) assurent que f est une fonction continue (f est méme
analytique) en s. Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ € [0,7], on a
|£(s(t))] < C. De plus, comme |A(t)| < 1, on en déduit une borne uniforme sur h. En effet,

pour tout t € [0,7], on a :
7 < [1rsenamiar <ot

[ttt a

Par conséquent les variables d’état et de controle sont uniformément bornées sur [0,7].
Ainsi, nous pouvons appliquer le Théoréme de Filippov-Cesari (c.f. [HSV95, Theorem 3.1]

u [Ces83 Theorem 9.3]) pour conclure a I’existence d’un temps optimal 7* et d’un controle
optimal . O

Dans la définition de ’ensemble A(s,t), on a noté f(s) = € R"™. Les résultats

|A(t)] =

8.2 Probléme approché et controle en temps optimal

Dans cette section, nous allons approcher le systéme dynamique sous-jacent au probléme
de controle optimal (dans le cas de la nage en symétrie axiale). Pour le systéme approché
que nous allons considérer, nous allons voir que le temps optimal et un controle en temps
optimal peuvent étre explicitement donnés. Aussi, dans cette section, nous allons utiliser
les résultats obtenus dans le Chapitre 21 Nous étudierons alors la limite du temps optimal
lorsque la dimension de I’espace des controles (n > 2) tend vers +oo.

Nous allons utiliser dans cette section les notations du paragraphe précédent. On
rappelle le probléme de controle considéré :

Probléme 8.2.1. Etant donnés n > 2, ¢ € C(n) (défini par (8&LIZ)), ¢ > 0 suffisamment
petit et h; € R*, existe-t-il > 0 et A € C*°([0,T],R"™) avec :

ABI<1 (e 0,7, (5.2.1)
tel que la solution (h,s) du systéme dynamique :

h=(f(s),\),
S=X,
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muni de la condition initiale :

(h(0),s(0)) = (0,0), (8.2.4)
satisfait :
(M(T),s(T)) = (h1,0) (8.2.5)
et
Is(t)] << (t€[0,77). (8.2.6)

On remarque que pour ¢ petit, via la Proposition B4l on obtient :
F(s) =0+ M7"s +o(ls]),

oit MW € M, (R) est la matrice définie par [8IIH). On rappelle que cette matrice n’est
pas une matrice symétrique.
Le modele simplifié que nous allons considérer consiste a remplacer 1’équation (B2Z2)
par :
h=(M3Ws A).
Ainsi, nous nous ramenons au probléme étudié dans le Chapitre Bl
Le probleme simplifié considéré est alors :

Probléme 8.2.2. Etant donné n > 2, ¢ € R% U {+oc} et hy € R*, I'objectif est de
déterminer le temps minimal T)7 pour lequel il existe A € L>([0, 7], R™) tel que :

AB)| <1 (te(0,TF) pp.) (8.2.7)

et tel que la solution (h,s, h) € W°([0, T],R) x W1°([0, 7], R") du systéme :

h=(M;"'s, ), (8.2.8)
S=A,
h(0)=0 et s(0)=0, (8.2.10)
satisfait :
hMTr)=hy et s(T})=0 (8.2.11)
et pour tout ¢t € [0,77}] :
s(t)] <. (8.2.12)

On rappelle que la solution du Probleéme est donnée par le Théoreme EE6T] du
Chapitre Bl On en donne ici un énoncé, sous forme de lemme, adapté aux notations de
cette partie. Aussi, ’étude qui va suivre ne concerne que le temps optimal. Par conséquent,
on ne rappelle pas la forme des controles en temps optimal obtenue dans le Théoreme EZ6.T1

Lemme 8.2.3. Soit A}, le plus grand module des valeurs propres de la partie antisymétrique
de la matrice MSW :

b= max{\)\\ , A E sp(%(MfW _ M;?WT)>} )

[2|h
dy = [P et 7=
TS, 2

On définit les deux grandeurs :
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Alors le temps optimal T)Y associé au probleme [BZI)-BZIZ) est donné par :

wd si ¢ > dF,
+ 7  sinon.
2r

Nous allons maintenant étudier la limite de T}y lorsque n tend vers +oo. Ceci revient a
étudier la dépendance de A;, par rapport a la taille de la matrice MEW. Plus précisément,
nous avons le résultat suivant.

Proposition 8.2.4. Soit ¢ € R% U {+oo} et hy € R*. On définit les deux grandeurs :

h
d* =2 M et 7=
m 2

Alors Uapplication n — T (ot T est donné par BZI3)) est décroissante et

wd* si ¢ = dF,
lim TF={ . (8.2.14)
n—oo " Wj + 7  sinon.
”

Démonstration. En utilisant 1’expression (8IH) de la matrice MW on obtient que sa
partie antisymétrique A,, = %(MSW—MEWT) € M, (R) est la matrice bidiagonale donnée
par :

0 a9 0
—asg 0 as
A, = , (8.2.15)
—Qp_1 0 an
0 —a, 0
avec
—2k* + 2k +1

ax (ke {2,....n}).

T 2(2k + 1)(2k + 3)
Etant donné la forme de T* dans le Lemme BZ33 montrer les résultats de la proposition

revient & montrer que (\}) est croissante et a calculer la limite lirf A
n—-+0oo

Commencons par montrer que () est croissante par rapport a n.
On remarque que pour tout n > 2, ¢4, est une matrice hermitienne et par conséquent

que toutes ses valeurs propres uf,...,pu; sont réelles. On peut supposer que ces valeurs
propres sont ordonnées dans l'ordre croissant, ainsi, p, = le?llax }M?- De plus, on peut
J yeens Tl

voir que si u est une valeur propre de 74y alors —u en est aussi une. Ceci implique que
" > 0 pour tout n > 2 et par conséquent que ul! = \:. Le principe d’inclusion (c.f. [HIS5,
Theorem 4.3.15]) donne :

pk < p®  pour tout 2< k < n. (8.2.16)

Ainsi, nous avons Ay _; < Aj; pour tout n > 3. Nous avons donc le résultat de décroissance
sur n— Ar.

Nous allons maintenant montrer que A} tend vers % lorsque n tend vers 4+o00. Dans ce
but, nous commencons par montrer que :

2 n
o Z lag| < Ay
k=2

/N
N | =

(n>2). (8.2.17)
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e La borne supérieure est obtenue en appliquant le Théoréme de Gershgorin (c.f. [HISE,
Theorem 6.1.1]) pour une localisation des valeurs propres de A,. Plus précisément, les
valeur propres A de la matrice A,, sont telles que :

1
Al < max (|az|, laz| +las], ..., |an—1] + lan], |an]) = lan-1] +lan| < 5.
Ceci permet d’obtenir :
1
Ar < 3

e La borne inférieure sur A} se déduit du Théoréme de Rayleigh-Ritz (c.f. [HI85] Theo-
rem 4.2.2]) appliqué a la matrice hermitienne ¢A,,. Le maximum des modules des valeurs
propres de cette matrice, Ay est caractérisé par :

v*A,v
Ay =y = e 2.
n = Hn = 08 T (8:2.18)
v#0
Choisissons v = (vg); <4<, € C" défini par :
1 sik=1 (mod4),
i si k=2 (mod4),
v =
—1 si k=3 (mod4),
—i sik=4 (mod4).

Ainsi, on obtient :

n
V*AnV:—Zak et viv=mn.

L’équation (BZIR) et le fait que ai < 0 pour tout k € {2,...,n} conduit & :

Ainsi, l'estimation (BZZIT) est montrée.

. L 2¢ .
Pour finir, nous allons montrer que lim — E lax| = 1. Soit :
n—+oo n P

2 n
Sp=1—— .

2~ (1 2~ (12k+5)
Sn=1 (2 ’ak’>_nl§(2k+l)(2k+3)

[Sal < ZZ (1% i 2 Z P Z ok (8.2.19)

k=2

et ainsi :

Il est aisé de vérifier que le membre de droite de 1 égalité (IEZIQ]) tend vers 0 lorsque n
tend vers +o00. On en déduit donc que lim S, =0et que hm Z lag| = 1.
n—-+oo

1
L’encadrement (B2TI7) permet de conclure que lim A = —.

n—-+o00 2
Ceci achéve la démonstration. O
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Remarque 8.2.5. La décroissance de n w— T peut étre montrée plus aisément.

En effet, si pour tout n > 2, on note U, 'ensemble des valeurs pouvant étre prises par le
controle N\ (U, est la boule unité de R™). Alors, on a pour tout n > 3, U,_1 C U, (ici,
Un—1 est vu comme U, N (R"™! x {0}) ). Ainsi, un contréle pour le probléme “de dimension
n — 17 le sera aussi (en un temps de contréle identique) pour le probleme “de dimension
n”. Par conséquent, le temps optimal ne peut étre que décroissant.

Ci-dessus, on a montré de maniére rigoureuse que le temps optimal 7}} est une fonction
décroissante du nombre de modes de déformation n. On peut le vérifier numériquement.
Ceci est reporté sur la Figure ot les valeurs propres de 3 (MW — (MSW)T) ont été

calculées numériquement avec la librairie ARPACK de MATLAB.

2 0 T T T T . T T T T T

15

10

T*

2 5 10 15 20 25 30 35 40 45 30

FiGa. 8.2 — Temps optimal par rapport au nombre de modes de déformation n pour le
probléme de controle simplifié avec ¢ = 1.25. Convergence vers la valeur limite 2/ |h|
avec h; = 1.
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8.3 Expérimentation numérique

8.3.1 Approximation du probléme de Stokes

L’objet de ce paragraphe est de présenter une méthode rapide et efficace pour le calcul
numérique de la solution de Stokes dans le cas d’'une sphére légérement déformée. Plus
précisément, dans cette méthode, nous utiliserons ’expression de la solution du probléme
de Stokes homogeéne donnée dans le paragraphe B3] le probléme revenant & déterminer
les ceefficients apparaissant dans la série. Pour ce faire, nous allons construire, par une
méthode du type collocation, un systéme surdéterminé que nous résolvons par une méthode
des moindres carrés.

Il existe d’autres méthodes dans la littérature pour la résolution du probléme de Stokes
extérieur. En particulier, la méthode d’intégrale de frontiére. Pour cette méthode, on fait
référence au livre de Pozrikidis [Poz92] et pour le cas a symétrie axiale, on fait référence a
Allouges, DeSimone et Heltai [ADHTI].

Une autre méthode peut étre d’utiliser les éléments finis. Dans ce cas, nous considérerons
un domaine fluide "grand”. Cette méthode nécessite de remailler le domaine & chaque pas
de temps. Pour éviter ceci, il est possible d’utiliser des méthodes de type monobloc, c.f.
[SMSTTO8|. Cependant ce type de méthode n’est pas trés bien adapté au cas des problémes
posés en domaine extérieur. En effet, pour bien capturer le fait que le domaine est infini,
cela nécessiterait d'imposer des conditions aux limites artificielles sur le bord du domaine
fluide. Ceci est un probléme en soit et n’est pas 'objet de cette thése.

Un autre probléme valable pour les deux méthodes citées précédemment est qu’il est difficile
avec ces méthodes de capturer de petites perturbations du domaine. Ceci est lié au fait que
la frontiére est maillée et par conséquent la géométrie du domaine est difficile a capturer
(ceci est particulierement le cas dans la méthode monobloc).

Nous reprenons la forme des solutions du probléme de Stokes extérieur dans le cas de
la symétrie axiale et en coordonnées sphériques donnée par (E371), dans la Section
On rappelle ci-dessous les expressions données par (3.

+o00
uy(p,0,0) = — Z (ﬂnp_”_1 + 5np_"+1) P,_1(cosb), (8.3.1a)

n=1

= Jn(cos @)

ug(p,0,0) = =D ((n=1)8up™" "+ (n = 3)6,p™ ")

n=0

(8.3.1b)

sin 6

ou les réels 3, et 6, sont & déterminer. Ces expressions correspondent au cas ot l'on
cherche une solution au probléme de Stokes homogéne posé en domaine extérieur avec une
limite bornée & infini, une frontiére lisse et une condition limite réguliere. On rappelle,
c.f. Section B3], que la force appliquée par le fluide sur I'objet est dirigée suivant l'axe de
symétrie es et a pour expression : —4mwdses.

Soit r : [—=1,1] — R une fonction lisse avec r > —1 de sorte que "application :

X,: B — R?
x — (1+7r(cosf(x)))x,

est un diffeomorphisme de la boule unité B de R3, on note B, = X,(B), avec comme
précédemment B la boule unité de R3.
Dans le systéme de coordonnées sphériques, X, s’écrit :

X, (p,0,0) = (L +r(cosb))pe,.
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On considére aussi w : OB, — R3 une ”condition limite” posée sur OB,. On suppose de
plus que w est & symeétrie axiale par rapport a ’axe eg, c’est-a-dire que w est indépendant
de la coordonnée ¢ et que w n’a pas de composante suivant I'axe eg.

L’objectif de ce paragraphe est la recherche d’une solution w s’écrivant sous la forme

B3 telle que :

lim u(x)=0 (8.3.2)
|x|—-+o0
et
u(x) = w(x) (x € 0B,). (8.3.3)
L’équation (B33 se récrit en coordonnées sphériques :
u,y(1 +7(cosh),0) = (w(l +r(cosh),0),e,(d)) (0 €l0,7]), (8.3.4a)
ug(1 + r(cosf),0) = (w(1l+r(cosb),0),en(0)) (0 €0,7]). (8.3.4Db)

Dans les équations précédentes, on remarque que ’on a omis la dépendance en ¢. En effet,
dans le cas de la symétrie axiale, il suffit de résoudre le probléme sur un demi-plan de R3
contenant ’axe (0, e3).

Pour avoir la condition & l'infini (B32), il est nécessaire d’avoir §; = d2 = 0. Ainsi,

B3 se récrit :

+o0
up(p,0,0) = =Bip > = (Bup "+ 8up” ") Pui(cos ), (8.3.52)
n=2
+oo
ug(p,0,0) = (ﬁopl - nZ:Q (n— DBpp ™+ (n— 3)5np*”+1) Jn(cos (9)) sir110 )
(8.3.5b)

L’objectif est alors de calculer les ceefficients (3, pour n > 0 et §,, pour n > 2. Pour ce
faire, nous considérons une subdivision 0 = 6y < 0y < --- < 0, < 0,41 = 7 de 'intervalle
[0, 7], pour ny € N*. Etant donné que nous avons supposé suffisamment de régularité, les
expressions suivantes doivent étre vérifiées :

(w(o(6;),0:),e,(0:))

+oo
= —B10(0:) 2 =D (Bno(:) "t + S,0(0:) ") Pai(cost;), (8.3.6a)
n=2
sin(6;)(w(0(6;),0;),eq(0;))
+o0
= Boo(8:) " = ((n = 1)Buo(6:) ™" + (n = 3)8,0(6:) ") Ju(cos i), (8.3.6b)
n=2

pour tout ¢ € {1,...,my} et avec p(f) = 1+ r(cos ).

Numériquement, on se donne N > 2 et on cherche des réels Gy, ...,0n et do,..., 0N
et une solution du systéme des moindres carrés donné par ’ensemble des 2ny équations
linéaires en l'inconnue (B, ..., BN, d2,...,0n5) € R2N .

(w(o(6:),0:),e0(0:)(0:))
N

= 8100072 = (Bne(®:) " + 8,0(0;) ") Pui(cos ), (8.3.7a)

n=2
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sin(0;)(w(o(6;),0;), eq(6;))
N
= Boo(0;) " = ((n = 1)Bre(6:) "' + (n = 3)8,0(0;) ") Ju(cosb;), (8.3.7b)

n=2

pour tout ¢ € {1,...,ngy}.

Pour ce type de systéme, nous n’avons pas étudié la convergence théorique de la solution
approchée lorsque I’on fait tendre les paramétre NV et n vers +o0o. Cependant, nous obtenons
des solutions numériques acceptables lorsque les déformations ne sont pas trop grandes.
Dans la pratique la borne sur 'amplitude des déformations est de 'ordre de %

Pour vérifier numériquement notre méthode, nous avons vérifié numériquement que
la solution dans le cas d’une sphére et avec une condition limite du type polynéme de
Legendre est bien celle escomptée. De plus nous avons traité le cas de petites perturbations
et vérifié que la variation par rapport a l'ordre de la perturbation est la méme que celle
donnée dans [HB6H, Ch. 4.25, "Flow past en Approximate Sphere”]. En effet, dans le cas

de cette section du livre de Happel et Brenner, on définit ¢ pour tout 6 € [0, 7] par :
0(f) =1 —ecos?0,

c’est-a-dire que r(f) = —ccos? 6, avec £ > 0 petit. Les conditions limites sur la frontiére
du domaine sont u = e3. Dans ce cas, la force exercée par le fluide sur la sphére déformée

est donnée par I'expression :
1
6m|1——-¢c)e;3.
“(5e)e

Dans le cas d’une spheére parfaite, nous rappelons que la force avec la méme condition limite

. . —6m
est 67. Ainsi, la dérivée du terme de force par rapport & € en £ = 0 est e Nous avons

donc vérifié numériquement que ’on retrouvait bien cette valeur.
Il apparait donc cohérent d’utiliser ce schéma numeérique dans le cas de petites perturba-
tions de la sphére unité.

8.3.2 Recherche d’un contréle en temps optimal

Dans ce paragraphe, nous allons mettre en ceuvre la méthode directe de discrétisation
totale, introduite dans le paragraphe [L32 pour la recherche numérique d’un controle en
temps optimal.

On rappelle que dans le paragraphe précédent, nous avons construit un “solveur” de
Stokes en symétrie axiale pour une sphére perturbée. Ce solveur permet entre autre d’obtenir
aisément la force exercée par le fluide sur le nageur. On rappelle que ce solveur prend comme
arguments un parameétre ny (le nombre de points de collocation), un paramétre N (le nom-
bre de termes dans la série), une condition au bord w et la forme du domaine . On se
fixe ¢ € C(n) une signature du nageur du type ¢ :( 0,(Dq,... 7Dn)) avec D1,...,D, a
symeétrie axiale. Plus précisément, on suppose que D1, ..., D, sont définis en coordonnées
sphériques par :

Di(p,0,¢) = pri(cos ) ((p.0,0) e RYL x [0,7] x [0,2x[, i€{l,...,n}),

avec ri,...,r, des fonctions lisses de [—1,1] dans R. Le domaine est caractérisé par le
paramétre de forme s € S(c), en effet, on a :

r(Q) =) sir(()  (Ce[-L1]).
i=1
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On note F&":N (s w) la force obtenue par ce solveur. D’autre part, la condition limite w
est du type :

n
w = hey + ZSzDz o X(s)™!,
i—1

n
ol nous avons noté comme précédemment, X.(s) = I+ E s;D;. Par linéarité du terme de

i=1
force, on observe qu’alors n + 1 problémes de Stokes sont & résoudre. Ce sont les problémes
de Stokes homogenes avec les conditions aux limites Dy o X.(s)™1,..., D, 0 X.(s)! et es.
On note alors FS"Y(s) (pour i € {0,...,n}) les termes de force résultant de chacun de

ces problémes. Plus précisément, on a :

{chn@vN(s,eg) sit=0,

F?vnevN s) =
(s) IFC’W’N(S,Di o Xsfl) site{l,...,n}.

7

Nous noterons aussi :

c,ng, N
fC,’ILg,N(S) — L(S)
( - FC,’I’L97N
0 (s)
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous noterons f; ces opérateurs.
Le probléeme approché considéré est le suivant :

(e{l,....n}).

Probléme 8.3.1. Etant donné h; € R*, ¢ > 0, n > 2, ¢ € C(n) et les deux paramétres
N > 2 et ng € N* trouver le temps minimal 7% > 0 tel qu’il existe une fonction
A [0,7*] — R™, satisfaisant |A(¢)| < 1 pour tout t € [0,7*], pour laquelle la solution
(h,s) du probléeme de Cauchy :

i=1
s =X, s(0) =0,

satisfait :
— h(T*)=hy et s(T*) =0,
~ |s(t)] << pour tout ¢ € [0,T*].

Comme des contraintes sur I’état du systéme sont présentes dans ce probléme, il est plus
aisé de mettre en ceuvre une méthode directe pour la résolution numeérique de ce probléme.
En effet, la mise en ceuvre d’une méthode de tir nécessiterait de connaitre a priori la forme
des trajectoires optimales. Or ceci semble délicat & obtenir étant donné la forte non linéarité
du probléme par rapport a la variable d’état s.

Dans le Chapitre [[l nous avons présenté la méthode de discrétisation totale. On rap-
pelle que cette méthode est basée sur un schéma en temps pour la résolution du systéeme
dynamique sous-jacent au probléme de contréle. Dans le systéme considéré, nous allons
utiliser une méthode d’Euler explicite.

Plus précisément, on considére une subdivision uniforme 0 =ty < --- < ¢, = 1 de l'inter-
valle [0, 7], pour n; € N*. On a alors tj;1 —t; = % pour tout j € {0,...,n:}.
Soit A ’évaluation de A a I'instant tj. On considére aussi les inconnues RO,....,h™" € Ret

s?,...,s™ € R™. Ces inconnues sont telles que :

R A L ,
Ritl — I 4+ ZAgfi(SJ)7
n
fiml (€ {0, . m —1}) (8.3.82)
. T
S]+1 — S] + _A]
Tt ’
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et
=0 et s"=0. (8.3.8b)

Le Probleme B3] s’écrit avec le schéma d’Euler explicite :

Probléme 8.3.2. Etant donné h; € R*, ¢ > 0, n > 2, ¢ € C(n) et les deux paramétres
N > 2 et ng € N*, minimiser T sous les contraintes :
-T*>0;
— il existe A%,..., A™ € R™ avec || < 1 pour tout j € {1,...,n;} tel que la solution
(RO, ... A", s, ... s™) du systéme (BZT) satisfasse :
1. A" = hy et 8™ =0;

2. |s/| < < pour tout j € {0,...,m4}.

On remarque que les contraintes ne portent pas sur les inconnues h',..., A"~ ! et que
les variables s’ peuvent étre calculées indépendamment des variables h’. Ainsi dans la mise
en ceuvre pratique de ce probléme de minimisation, nous calculons A™ par la méthode

T
des trapézes. En effet, on a h(T) = / (f(s),A) dt. Ceci permet de réduire le nombre de
0

variables dans le probléme de minimisation.

Ce type de probléme de minimisation sous contraintes peut étre abordé par une mé-
thode du type point intérieur. Aussi pour sa résolution, nous avons utilisé la librairie
Ipopt, [WB06)], interfacée avec MATLAB. Il est aussi possible d’utiliser la fonction fmincon
de MATLABE). L’étape d’initialisation de ’algorithme est faite a I’aide du calcul effectué dans
le Chapitre 21
En effet, on initialise ’algorithme avec la solution calculée analytiquement dans le Chapitre &2
en prenant comme matrice M le gradient du vecteur (fy,...,f,)" en 0.

La fin de ce paragraphe est consacrée & des exemples numériques.
Pour ce faire, nous considérons ¢ = (0, (D1, D2)) € C(2) avec Dy et D; tels que pour
tout x € ¥, on a :

Di(x) = Py(cosf(x))e,(0(x)) et Do = P3(cosf(x))e,(0(x)),

avec P et Ps les deuxiémes et troisiémes polyndémes de Legendre.

Nous commencons par vérifier que lorsque ¢ tend vers 0, le controle en temps optimal
obtenu & partir de la matrice de Shapere et Wilczek, MSW | tend bien vers un controle
pour le systéme complet.

Soit h; un objectif pour la position du centre de masse. On note T le temps optimal et
A un contréle en temps optimal pour le probléme simplifié (avec la matrice de Shapere et
Wilczek) et on note (h,s) la solution du systéme dynamique :

=
I

(M55, Xy,

v
I

muni des conditions initiales :
(h(0),5(0)) = (0,02) .

et lon note (hj,sj)je{07___7nt} la solution du systéme (B3F) avec comme entrée

N o= ;\(nﬁl) pour j € {0,...,n¢}. Pour que le schéma d’Euler explicite n’induise pas

d’erreur, on se donne n; € N* de sorte que nit < z.

'Voir le lien : http://www.iecn.u-nancy.fr/~loheac/, rubrique codes.


http://www.iecn.u-nancy.fr/~loheac/
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Sur la Figure B3] nous avons représenté en échelle log — log la convergence de h™ vers hy.

0-3 T T T T

0.2 | i

0.1 i
0.09 .
0.08 .
0.07 i

0.06 | i
0.05 | i

0.04 i

|h" — hq

003 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

FiG. 8.3 — Représentation en échelle log —log de la convergence de h™t vers hi, dans le
cas n = 2, lorsque ¢ tend vers 0. On a choisi h; = % La pente de la droite obtenue par
régression linéaire est de I'ordre de 1.5.

Sur la Figure B2l nous avons représenté I'écart entre les valeurs de h et (h/) 5€{0,ne) -

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

_01 1 1 1 1 1 1 1

F1G. 8.4 — Tracé de h et (h7) pour hy = % et ¢ = 0.3, dans le cas n = 2.
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Nous donnons maintenant des solutions du Probléme B3 Comme précédemment, on
se fixe hy = % et 'algorithme de recherche du minima est initialisé avec le contréle donné
par :

T
AJ:>\<‘7 )
Tlt—i-l

Une solution numérique obtenue avec la méthode de discrétisation totale est représentée

sur la Figure BH

0.6

0.5 -

0.4 -

0.3 -

0.2 -

0.1 |
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-0.1

S2
o
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(a) h(t) en fonction de t.

03 [

02 |

0.1 |

0.1 +

0.2 F

03 |

~3(0)

-0.3

-0.2 -0.1 0 0.1 02 03

S1

(b) Trajectoire t — s(t).

F1a. 8.5 — Trajectoire ¢ — (h(t),s(t)) avec n =2, hy = 5 et ¢ = 0.3.

Sur les Figures Bf et B7 nous avons représenté les déformations du nageur sur une période.

=
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FiGa. 8.6 — Position du centre de masse du nageur entre les instants tg = 0.5384 et

t; = 2.3002 (correspondant & une période) obtenue avec h; = 3

1

et ¢ = 0.3, dans le cas

n = 2. Les référence (a)—(j) correspondent aux déformations représentées sur la Figure
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(a) t = 0.5383 (b) ¢ = 0.7331 (c) t = 0.9299 (d) t = 1.1256
(e) t = 1.3213 (f) t= 15172 (g) £ =1.7129 () ¢ = 1.9087
@ {=2.1035 G) ¢ = 2.3002

Fia. 8.7 — Forme du nageur entre les instants tg = 0.5384 et ¢{; = 2.3002 obtenue avec
hi = % et ¢ = 0.3, dans le cas n = 2.

Pour finir, nous donnons sur la Figure une illustration de la déformation du nageur,
en un temps proche de celui correspondant & la déformation (g) de la Figure B, avec la re-
construction du champ de vitesse et du champ de pression, dans le cas de deux déformations
et avec le controle obtenu par I'algorithme de minimisation.
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Fia. 8.8 — Déformation du nageur et représentation du champ de pression et de vitesse
dans le fluide.






Conclusion et perspectives sur le
probléme de la nage

Dans cette partie, nous avons montré que tout micro-nageur 3D est capable de nager,
c’est-a-dire non seulement de se mouvoir dans le fluide, mais aussi de suivre une trajectoire
prescrite.

De plus, ceci peut étre effectué par le moyen de mouvements arbitrairement petits rajoutés
a un mouvement prescrit.

Lorsque les changements de forme sont exprimés comme une combinaison linéaire finie de
déformations élémentaires et qu’aucune modification arbitraire de la forme n’est prescrite,
nous avons montré que seul quatre déformations élémentaires sont requises pour que le
nageur soit capable de suivre n’importe quelle trajectoire rigide prescrite. Dans ce cas,
lorsque la vitesse de déformation est & valeurs dans un compact, un controle optimal exis-
te pour une grande variété de fonctions de coiit. De plus dans le cas a symétrie axiale,
nous sommes parvenus a calculer numériquement des controles en temps optimal avec des
contraintes sur l'amplitude des déformations.

Dans cette partie, nous avons montré qu’avec quatre déformations de base prescrites
(deux dans la cas d’un nageur & symétrie axiale), nous sommes capables de controler le
nageur & bas nombre de Reynolds. Il est naturel de se demander si cela est possible avec
moins de quatre déformations. Nous savons que deux déformations de base sont nécessaires.
En effet dans le cas ou une seule déformation est prescrite, nous rentrons dans le cadre
du Théoréeme de la coquille Saint-Jacques et par conséquent le nageur ne peut étre con-
trolable. Aussi, si ’on ne prescrit que deux déformations de base, pour montrer le résultat
de controlabilité, un calcul sur la dimension nous permet d’affirmer qu’il est nécessaire de
calculer des crochets de Lie d’ordre trois. C’est-a-dire qu’il serait nécessaire de calculer des
dérivées de formes jusqu’a l'ordre trois. Ceci est en cours d’étude avec ’aide du logiciel de
calcul formel maxima.

Dans toute cette partie, nous avons considéré que le nageur était seul dans le domaine
et que le domaine fluide occupait ’espace R? entier.

Dans le cas ol le domaine fluide est borné, on peut envisager d’adapter la méthode utilisée
dans ce travail. Cependant, il est & noter que dans ce cas, les forces ne sont plus indépen-
dantes de la position du nageur. Ceci rajoute un peu de complexité au probléme, mais
pourrait aussi permettre de pouvoir controler le nageur avec moins de déformations de
base prescrites. En effet, dans ce cas, la dérivée par rapport & la position du centre de
masse du nageur n’est plus nécessairement nulle.

Dans le cas o 'on considére plusieurs nageurs, la méthode utilisée ne s’applique plus. En
effet, dans ce cas, ’ensemble formé par les nageurs n’est pas un difféomorphisme de la boule
unité. Cependant une idée pour aborder ce probléme est de considérer que les nageurs sont
éloignés. Ainsi I'influence d’un nageur sur ’autre peut étre négligée. La conclusion suivrait
alors par analycité.

141
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Une autre question a plus longue échéance est celle de la controlabilité lorsque 'on
ne se place pas dans le cadre d'un nombre de Reynolds nul ou infini. Pour ce probléme,
nous pensons procéder par étapes. En effet, le fait que I'on se soit placé & bas nombre de
Reynolds a induit la disparition de tous les termes d’inertie (tant pour le fluide que pour
le nageur).

Une premiére étape est de conserver 'inertie du nageur, c’est-a-dire que 1’on conserve une
dérivée seconde pour la position et l'orientation du nageur. Avec cette modélisation, on
reste dans le cadre du controle géométrique. La démonstration de la controlabilité pour ce
probléme est un travail en cours avec J.-C. Vivalda.

Une fois ce résultat de controlabilité montré, nous pouvons rajouter le terme inertiel des
équations de Navier-Stokes négligé dans les équations de Stokes stationnaires. Dans un
premier temps, nous pensons uniquement rajouter la partie linéaire du terme inertiel,
c’est-a-dire considérer les équations de Stokes d’évolution. Pour montrer le résultat de con-
trolabilité pour ce systéme, il n’est plus envisageable de considérer les outils du controle
géométrique. Une parade est alors d’utiliser la méthode du retour décrite au Chapitre [
En effet, le fait de pouvoir calculer un controle dans le cas sans inertie nous permettrait
de construire des trajectoires particuliéres et I'utilisation de la méthode du retour le long
de ces trajectoires nous permettrait de montrer le résultat de controlabilité avec un fluide
régi par les équations de Stokes d’évolution.

La derniére étape est le rajout du terme non linéaire des équations de Navier-Stokes. Pour
montrer un résultat de controlabilité dans ce cas, nous pensons utiliser un résultat de per-
turbation. En effet, les équations de Navier-Stokes peuvent étre vues (au moins pour un
nombre de Reynolds petit) comme une perturbation des équations de Stokes d’évolution.

Une derniére question est d’ordre numérique. En effet, nous avons donné une méthode
numérique construite a la main qui semble assez efficace pour les questions posées dans cette
étude. Cependant, pour étre complet, il est nécessaire de montrer un résultat de convergence
de la solution numérique vers la solution exacte. Aussi, cette méthode se révele inefficace
dans le cas ou le domaine est trop déformé. Il semble alors intéressant de développer une
méthode numérique efficace pour le calcul de la force exercée par le fluide sur le nageur
dans des domaines tres différents d’'une sphére. Comme un des principaux intéréts de la
nage est la résolution d’'un probléme de controle, il est nécessaire que cette méthode soit
rapide. En effet, dans les méthodes de recherche d’un controle exposées (méthodes de tir ou
méthodes directes), la fonction calculant les termes de forces sera appelée un grand nombre
de fois. A notre connaissance, les méthodes d’intégrale frontiére seraient particuliérement
adaptées pour la résolution de ce probléme. Cependant, comme ’objectif ultime de la nage
est la controlabilité du nageur placé dans les équations de Navier-Stokes, une méthode de
type intégrale frontiére pour la résolution du domaine fluide est difficile & mettre en ceuvre.
En effet le terme de dérivation matérielle nécessite d’aller rechercher (pour le schéma en
temps) la valeur de la vitesse a la position occupée précédemment par le point matériel.
Or cette position n’est pas évidente & obtenir dans le cas de la méthode des intégrales
frontiéres. Plus précisément, le calcul de cette position nécessiterait de construire le champ
de vitesse dans le domaine fluide et cette étape de reconstruction est coiiteuse.

Ainsi, dans le cas des équations de Navier-Stokes ou de Stokes d’évolution, la méthode qui
semble la plus adaptée est la méthode des éléments finis.
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Résumé

Cette thése est divisée en deux parties, le fil directeur étant la contrélabilité en temps
optimal.

Dans la premiére partie, aprés un rappel du principe du maximum de Pontryagin dans

le cas des systémes de dimension finie, nous mettrons en ceuvre ce principe sur la cas d’'un
intégrateur non-holonome connu sous le nom de systéme de Brockett pour lequel nous
imposons des contraintes sur ’état. La difficulté de cette étude provient du fait que 1’on
considére un probléme de controle avec des contraintes sur 1’état.
Apres cet exemple, nous nous intéressons a une extension du principe du maximum de
Pontryagin au cas des systémes de dimension infinie. Plus précisément, 1’extension que
nous considérons s’applique au cas de systémes exactement controélables en tout temps.
Typiquement, ce résultat s’applique & ’équation de Schrodinger avec controle interne. Pour
de tels systémes, sous une condition de controlabilité approchée, depuis un ensemble de
temps non négligeable, nous montrons I’existence d’un controle bang-bang.

Dans la seconde partie, nous étudions le probléme de la nage & bas nombre de Reynolds.
Une modélisation physique convenable nous permet de le formaliser comme un probléme
de controle.

Nous obtenons alors un résultat de controlabilité sur ce probléme. Plus précisément, nous
montrons que quelque soit la forme du nageur, celui-ci peut se déformer légérement pour
suivre une trajectoire imposée.

Nous étudions ensuite le cas d'un nageur & symétrie axiale. Les résultats de la premiére
partie permettent alors la recherche d’un controle en temps optimal.

Mots clefs : équations de Stokes, interaction fluide-structure, controlabilité, controlabilité en
temps optimal, controle géométrique, principe du maximum de Pontryagin, systéme de Brockett,
intégrateur non-holonome, controle bang-bang, équation de Schréodinger.

Abstract

This thesis is divided in two parts. The main tool of this work is time optimal control.

We first consider the Pontryagin maximum principle for control system of finite dimen-
sion. After that, we give an application of this principle for the Brockett integrator with
state constraints.
Then, we study an extension of the Pontryagin maximum principle in the case of infinite
dimensional systems. More precisely, this extension concerns the case of exactly control-
lable systems in any time. For instance, this can be the Schrédinger equation with internal
control. Especially under some condition of approximate controllability, we can show the
existence of a bang-bang control defined on a time set of positive measure.

In the second part, we study the problem of swimming at low Reynolds number. A
convenient physical model allows us to formulate it under the form of a control problem.
We then get a controllability result on this problem. More precisely, we will show that
whatever the shape of the swimmer is, the swimmer can slightly modify its shape in order
to steer any prescribed trajectory.

To complete this part, we consider the case of an axi-symmetric swimmer. The results of
the first part allow us to find an optimal time control.

Key words: Stokes equations, fluid-structure interactions, controllability, time optimal control,
geometrical control, Pontryagin’s maximum principle, Brockett system, non-holonomic integrator,
bang-bang control, Schrédinger equation.
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