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RésuméCette thèse est divisée en deux parties, le �l dire
teur étant la 
ontr�labilité en tempsoptimal.Dans la première partie, après un rappel du prin
ipe du maximum de Pontryagin dansle 
as des systèmes de dimension �nie, nous mettrons en ÷uvre 
e prin
ipe sur la 
as d'unintégrateur non-holonome 
onnu sous le nom de système de Bro
kett pour lequel nousimposons des 
ontraintes sur l'état. La di�
ulté de 
ette étude provient du fait que l'on
onsidère un problème de 
ontr�le ave
 des 
ontraintes sur l'état.Après 
et exemple, nous nous intéressons à une extension du prin
ipe du maximum dePontryagin au 
as des systèmes de dimension in�nie. Plus pré
isément, l'extension quenous 
onsidérons s'applique au 
as de systèmes exa
tement 
ontr�lables en tout temps.Typiquement, 
e résultat s'applique à l'équation de S
hrödinger ave
 
ontr�le interne. Pourde tels systèmes, sous une 
ondition de 
ontr�labilité appro
hée, depuis un ensemble detemps non négligeable, nous montrons l'existen
e d'un 
ontr�le bang-bang.Dans la se
onde partie, nous étudions le problème de la nage à bas nombre de Reynolds.Une modélisation physique 
onvenable nous permet de le formaliser 
omme un problèmede 
ontr�le.Nous obtenons alors un résultat de 
ontr�labilité sur 
e problème. Plus pré
isément, nousmontrons que quelque soit la forme du nageur, 
elui-
i peut se déformer légèrement poursuivre une traje
toire imposée.Nous étudions ensuite le 
as d'un nageur à symétrie axiale. Les résultats de la premièrepartie permettent alors la re
her
he d'un 
ontr�le en temps optimal.Mots 
lefs : équations de Stokes, intera
tion �uide-stru
ture, 
ontr�labilité, 
ontr�labilité entemps optimal, 
ontr�le géométrique, prin
ipe du maximum de Pontryagin, système de Bro
kett,intégrateur non-holonome, 
ontr�le bang-bang, équation de S
hrödinger.Abstra
tThis thesis is divided in two parts. The main tool of this work is time optimal 
ontrol.We �rst 
onsider the Pontryagin maximum prin
iple for 
ontrol system of �nite dimen-sion. After that, we give an appli
ation of this prin
iple for the Bro
kett integrator withstate 
onstraints.Then, we study an extension of the Pontryagin maximum prin
iple in the 
ase of in�nitedimensional systems. More pre
isely, this extension 
on
erns the 
ase of exa
tly 
ontrol-lable systems in any time. For instan
e, this 
an be the S
hrödinger equation with internal
ontrol. Espe
ially under some 
ondition of approximate 
ontrollability, we 
an show theexisten
e of a bang-bang 
ontrol de�ned on a time set of positive measure.In the se
ond part, we study the problem of swimming at low Reynolds number. A
onvenient physi
al model allows us to formulate it under the form of a 
ontrol problem.We then get a 
ontrollability result on this problem. More pre
isely, we will show thatwhatever the shape of the swimmer is, the swimmer 
an slightly modify its shape in orderto steer any pres
ribed traje
tory.To 
omplete this part, we 
onsider the 
ase of an axi-symmetri
 swimmer. The results ofthe �rst part allow us to �nd an optimal time 
ontrol.Key words: Stokes equations, �uid-stru
ture intera
tions, 
ontrollability, time optimal 
ontrol,geometri
al 
ontrol, Pontryagin's maximum prin
iple, Bro
kett system, non-holonomi
 integrator,bang-bang 
ontrol, S
hrödinger equation.
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Introdu
tion généraleDans 
ette thèse, nous nous sommes intéressés à la 
ontr�labilité et la 
ontr�labilitéen temps optimal pour 
ertains problèmes issus de la physique. Plus parti
ulièrement, on
onsidère deux types de problème ; le premier est formé des équations de S
hrödinger et lese
ond est 
elui modélisant la nage des mi
ro-organismes. Ce dernier problème se ramèneà un problème en dimension �nie.Nous avons 
hoisi de diviser 
ette thèse en deux parties. En e�et, même si les deuxparties que nous avons 
onsidérées ne sont pas 
omplètement indépendantes, la le
ture etla 
ompréhension de l'une peut se faire sans l'aide de l'autre.La première partie est dédiée à l'étude du prin
ipe du maximum de Pontryagin. Enparti
ulier, nous donnerons une extension de 
e prin
ipe au 
as de systèmes de dimensionin�nie (pour des systèmes du type S
hrödinger) et nous donnerons un exemple non triviald'appli
ation de 
e prin
ipe au 
as d'un système de dimension �nie provenant du problèmede la nage.La se
onde partie reprend un des obje
tifs initiaux de 
ette thèse, 
'est-à-dire :�La natation des mi
ro-organismes est-elle possible ?�Pour répondre à 
ette question, nous avons modélisé le problème sous la forme d'un pro-blème de 
ontr�le. Le 
ontr�le étant la déformation du nageur et la variable à 
ontr�lerétant sa position.Nous donnons 
i-dessus une introdu
tion détaillée pour 
ha
une de 
es deux parties.Partie I : Quelques 
ontributions à la théorie du 
ontr�le en temps optimalDans 
ette partie, nous nous intéressons à un problème de 
ontr�le optimal. Plus pré-
isément, nous regardons le problème de 
ontr�le en temps optimal qui se formule de lamanière suivante :Problème. Trouver le temps minimal T ⋆ > 0 tel que la solution du problème de Cau
hy :
ż = f(z, u) , z(0) = z0 ,ave
 u une fon
tion de 
ontr�le, satisfasse les 
ontraintes suivantes :� l'état �nal est imposé : z(T ⋆) = z1 ;� les 
ontraintes sur le 
ontr�le : u(t) ∈ U pour t ∈ [0, T ⋆] ;� les 
ontraintes sur l'état : z(t) ∈ K pour t ∈ [0, T ⋆].Les données de 
e problème sont la fon
tion f , les 
onditions initiales et �nales z0 et

z1 et les ensembles admissibles U et K, respe
tivement pour les variables de 
ontr�le etv



vi INTRODUCTION GÉNÉRALEd'état. Dans tous les problèmes que nous avons étudiés, U est la boule unité fermée del'espa
e des valeurs du 
ontr�le.Dans le Chapitre 1, nous rappelons des résultats de 
ontr�labilité dans le 
adre de ladimension �nie et nous donnons le prin
ipe du maximum de Pontryagin. Ce prin
ipe peutêtre trouvé dans les livres de Pontryagin [Pon89℄, Io�e et Tiomirov [IT79℄, Trélat [Tré05℄et Bonnard, Faubourg et Trélat [BFT06℄.Dans le Chapitre 2, nous appliquons le prin
ipe du maximum de Pontryagin à unsystème pouvant être vu 
omme une généralisation du système de Bro
kett [Bro82℄. Cettegénéralisation a déjà été 
onsidérée dans les arti
les de Beals, Gaveau et Greiner[BGG00℄et Prieur et Trélat [PT05℄. Cependant, dans 
es travaux, 
ontrairement à notre étude, il n'ya pas de 
ontraintes sur l'état du système. Le système que nous avons étudié provient del'étude du problème de la natation à bas nombre de Reynolds. La di�
ulté de 
et exempleprovient du fait que l'on impose des 
ontraintes sur la variable d'état (
'est-à-dire que Kest un 
ompa
t).Dans le Chapitre 1, nous donnons aussi l'exemple parti
ulier des systèmes de 
ontr�lelinéaires en dimension �nie, 
'est-à-dire lorsque la fon
tion f est donnée par :
f(z, u) = Az + Bu ,ave
 A une matri
e de taille n × n, B une matri
e de taille n × d. L'état z est à valeursdans R

n, le 
ontr�le u est à valeurs dans R
d et U est la boule unité de R

d. Pour 
e typede système, nous rappelons les résultats de 
ontr�labilité 
lassiques (
ondition du rang deKalman). Aussi pour 
e type de système, il est 
onnu que le 
ontr�le optimal u est bang-bang, 
'est-à-dire que pour presque tout t ∈ [0, T ⋆], on a u(t) ∈ ∂U . Ce résultat peut êtretrouvé dans Bellman, Gli
ksberg et Gross [BGG56℄ et des développements sur 
es typesde problèmes peuvent être trouvés dans Krabs [Kra89℄ et les arti
les de Seidman et al.[Sei88, SY96, Sei08℄.Dans le Chapitre 3, nous donnons une généralisation du prin
ipe du maximum dePontryagin au 
as de 
ertains systèmes de dimension in�nie. Dans notre 
as, A devientl'opérateur de S
hrödinger et B est un opérateur de 
ontr�le admissible. L'originalité del'étude provient du fait que l'on 
onsidère un opérateur de 
ontr�le non né
essairementinversible. En e�et, à notre 
onnaissan
e, les extensions du prin
ipe du maximum de Pon-tryagin aux systèmes de type S
hrödinger ne 
on
ernent que des opérateurs de 
ontr�leinversibles. On réfère en parti
ulier aux travaux de Fattorini [Fat05, Fat64, Fat77℄ et deLions [Lio68℄. La démonstration des 
es extensions, 
omme la n�tre, reprend la preuve duprin
ipe du maximum de Pontryagin dans le 
as de la dimension �nie donné dans [BGG56℄.De plus sous des hypothèses supplémentaires de 
ontr�labilité, nous pouvons montrer quele 
ontr�le optimal est bang-bang, 
omme dans le 
as de la dimension �nie.Un autre type d'extension du prin
ipe du maximum de Pontryagin à la dimensionin�nie 
on
erne le 
as des opérateurs paraboliques. En e�et, le 
as de 
es opérateurs estdi�érent du 
as des opérateurs du type S
hrödinger, 
ar ils n'engendrent pas un groupe àun paramètre. Aussi, pour 
es opérateurs, nous n'avons pas de résultat de 
ontr�labilité entemps arbitrairement petit. De manière générale, pour 
e type d'opérateurs, on étudie leproblème de 
ontr�labilité à 0. À notre 
onnaissan
e, les seules extensions du prin
ipe dumaximum de Pontryagin pour 
e type d'opérateurs 
on
ernent le problème suivant :Problème. Étant donné z0 et ε > 0, déterminer le temps minimal T ⋆ > 0 tel qu'il existeun 
ontr�le u pour lequel la solution du problème de Cau
hy :
ż = Az + Bu , z(0) = z0 ,satisfait : ‖z(t)‖ 6 ε pour tout t > T ⋆.



INTRODUCTION GÉNÉRALE viiPour 
e type de problème, on fait référen
e aux travaux de Wang et al. [WW07, Wan08,Wan04℄, Mi
u, Roventa et Tu
snak [MRT12℄ et Phung et Wang [PW11℄.Un autre type de problème fréquemment ren
ontré dans la littérature est 
elui de larégularité de la fon
tion qui à la 
ondition initiale z0 asso
ie le temps optimal T ⋆. Pour 
etype de problème, on fait référen
e à Gozzi et Loreti [GL99℄.Partie II : Nage à bas nombre de ReynoldsDans 
ette partie, nous étudions le 
as de la nage des mi
ro-organismes ou mi
ro-robots.Le problème physique est le suivant :�Étant donné un 
orps déformable plongé dans un �uide, est-il possible de déformer 
e
orps de telle sorte que son 
entre de masse se dépla
e dans le �uide ?�Cette question est à la base du projet FLAMENCO (FLAgellar ME
hanisms for Nano-robot COntrol) asso
iant le CRAN (Centre de Re
her
he en Automatique de Nan
y) etl'IECN. Ce projet est un projet de la Fédération de Re
her
he Charles Hermite, il est
oordonné par M. Jungers du CRAN et J.-F. S
heid de l'IECN. L'obje
tif de 
e projet estla 
onstru
tion d'un robot nageur 
ontr�lable dans un �uide visqueux.Le dépla
ement résulte de l'intera
tion �uide-stru
ture à la frontière du nageur. Ene�et, en se déformant, le nageur 
rée un 
hamp de vitesse dans le �uide et 
e 
hamp devitesse engendre une for
e sur le nageur. C'est par 
e biais que l'on souhaite dépla
er lenageur. Aussi a�n de faire de la vraie natation, le nageur doit véri�er 
ertaines 
ontraintes :ses déformations ne doivent pas 
ontenir de dépla
ement rigide. En e�et, si tel était le 
as,
ela signi�erait que l'on applique une for
e extérieure sur le nageur. Il existe des travauxoù l'on souhaite 
ontr�ler la position d'un objet dans un �uide par le biais de l'appli
ationd'un 
hamp éle
tromagnétique. Bien que pro
he de nos motivations, 
e type de problèmen'est pas étudié i
i.Dans notre étude, nous nous restreignons au 
as des mi
ro-nageurs, 
'est-à-dire que leurgrandeur 
ara
téristique est de l'ordre de 10−6 m. À 
ette é
helle, les for
es inertielles sontnégligeables devant les for
es de vis
osité. Dans la modélisation e�e
tuée au Chapitre 5,nous allons introduire le nombre de Reynolds, Re. Ce nombre positif et sans dimensionmesure le rapport des magnitudes des for
es d'inertie et de vis
osité. Les équations quenous 
onsidérons sont obtenues pour la limite Re = 0.Le fait que les for
es inertielles soient négligées dans 
e problème 
onduit à 
ertains ré-sultats 
ontre intuitifs. Le résultat le plus surprenant est 
onnu sous le nom du Théorème dela 
oquille Saint-Ja
ques et a été énon
é par Pur
ell [Pur77℄. En voi
i les termes originaux :� There is a very funny thing about motion at low Reynolds number, whi
h isthe following. One spe
ial kind of swimming motion is what I 
all a re
ipro
almotion. That is to say, I 
hange my body into a 
ertain shape and then Igo ba
k to the original shape by going through the sequen
e in reverse. Atlow Reynolds number, everything reverses just �ne. Time, in fa
t, makes nodi�eren
e � only 
on�guration. If I 
hange qui
kly or slowly, the pattern ofmotion is exa
tly the same. �Une illustration de 
e résultat 
orrespond en e�et au 
as de la Coquille Saint-Ja
ques.Dans 
e 
as, les déformations de la 
oquille peuvent être dé
rites par un seul paramètre,l'angle α d'ouverture de la 
oquille Saint-Ja
ques (
.f. Figure 1). Ainsi, se donner unedéformation de la 
oquille Saint-Ja
ques 
'est se donner une fon
tion t ∈ [0, T ]→ α(t) ∈ R.



viii INTRODUCTION GÉNÉRALECet angle est un paramètre réel et le théorème 
i-dessus permet d'a�rmer que si la fon
tion
α est telle que α(0) = α(T ) alors la 
oquille Saint-Ja
ques est dans la même position àl'instant initial et �nal. Physiquement parlant, 
e résultat est dû à l'absen
e d'inertie dansle système. Ainsi, si le nageur arrête de se déformer, alors tout mouvement est stoppé.

αFig. 1 � Mouvements de la 
oquille Saint-Ja
ques.Pour pallier 
e fait, on peut 
onsidérer des nageurs dont la déformation est non pério-dique ou périodique mais non réversible en temps. On note que pour obtenir la nonréversibilité, la forme du nageur ne peut pas être dé
rite par un seul paramètre. Sur laFigure 2, on donne des exemples de nageurs ne véri�ant pas le théorème de la 
oquilleSaint-Ja
ques.
(a) Mouvement héli
oïdal. (b) Nageur de Pur
ell.Fig. 2 � Déformation de nageurs non réversibles en temps.Dans notre modélisation, nous 
onsidérons B la forme de référen
e du nageur, et pourtout temps t > 0 un di�éomorphisme Xt de B sur Bt. Nous 
onsidérons aussi la déformation

X†
t = R(t)Xt + h(t), ave
 R(t) une matri
e de rotation de R

3 et h(t) un ve
teur de R
3. Ret h sont les in
onnues du système et X est l'entrée du système. Le domaine o

upé parle �uide, F †

t , est R
3 privé du domaine du nageur, B†

t = X†
t (B).Le système dé
rivant la nage à bas nombre de Reynolds est 
onstitué des équationssuivantes :� les équations de Stokes stationnaires :

∆u−∇p = 0 dans F †
t ,

div u = 0 dans F †
t ,munies de la 
ondition limite :

lim
|x|→+∞

u(x) = 0 ;� la 
ondition limite sur la frontière du nageur :
u(x) = ∂tX

†
t (x) (x ∈ ∂B†

t ) ;



INTRODUCTION GÉNÉRALE ix� l'équilibre des for
es et des moments :
F(B†

t )(u, p) = 0 ,

T(B†
t )(u, p) = 0 ,où F(B†

t )(u, p) (resp. T(B†
t )(u, p)) est la for
e (resp. le moment par rapport aupoint 0) exer
ée par la vis
osité induite par le 
hamp de vitesse u et le 
hampde pression p sur le domaine B†

t .Pour la modélisation de 
e problème, on fait référen
e au séminaire de Pur
ell [Pur77℄,aux livres de Childress [Chi81℄, de Happel et Brenner [HB65℄ et au livre de Milne-Thomson[MT60℄. Nous mentionnons i
i les deux arti
les de Shapere et Wil
zek [SW89b, SW89a℄.Pour une bonne 
ompréhension de 
e système, il est né
essaire de 
omprendre les équa-tions de Stokes posées en domaine extérieur. Pour 
e
i, on fait référen
e à Galdi [Gal97℄,Girault et Sequeria [GS91℄, Ladyzhenskaya [Lad69℄ et Ja
ob [Ja
59℄.Les équations de Stokes 
onsidérées sont linéaires par rapport à la 
ondition limite, nousverrons que le système 
omplet qui est a priori de dimension in�nie se ramène à une équationdi�érentielle ordinaire. Dans le but de montrer les résultats de 
ontr�labilité es
omptéspour le nageur, nous allons utiliser les outils du 
ontr�le géométrique, en parti
ulier leThéorème de Chow. Pour les outils du 
ontr�le géométrique utilisés, on fait référen
e auxlivres de Agra
hev et Sa
hkov [AS04℄, Trélat [Tré05℄ et Coron [Cor07℄. Pour appliquer 
ethéorème, nous devons 
al
uler des 
ro
hets de Lie, 
'est-à-dire que nous devrons dériverla for
e exer
ée par le �uide sur le nageur par rapport à la forme du nageur. Pour lesrésultats de régularité par rapport au domaine, on utilisera les résultats de Simon et al.[Sim91, BFCLS97, MS℄. Ce
i sera e�e
tué dans le 
as d'un nageur parti
ulier dont la formede référen
e est la sphère unité. Dans 
e 
as, nous utiliserons l'expression des solutionsdu problème de Stokes homogène donné par Lamb [Lam93℄. On note que la forme dessolutions est apparue originellement dans les travaux de Sampson [Sam91℄. La forme de
ette solution est aussi reportée dans le livre de Happel et Brenner [HB65℄ et dans lesarti
les de Brenner [Bre64℄ et de Blake [Bla71, Bla73℄.À la �n de 
ette partie, nous proposerons un s
héma numérique pour le 
al
ul des for
esde vis
osité. Ce s
héma est parti
ulièrement e�
a
e dans le 
as d'une sphère légèrementdéformée. À l'aide de 
e s
héma, nous re
her
herons numériquement un 
ontr�le en tempsoptimal dans le 
as où l'on 
onsidère un nageur à symétrie axiale.Dans 
e travail, nous n'avons 
onsidéré que le 
as de la nage à bas nombre de Reynolds.Dans le 
as du nombre de Reynolds in�ni, si l'on suppose de plus que le �uide est un �uideparfait, on fait référen
e aux travaux de Munnier et al. [Mun08, Mun09, MP10a, CM11,Mun10, CM10, MP10b℄. Il est à noter que dans le 
as du bas nombre de Reynolds et dansle 
as du haut nombre de Reynolds ave
 un �uide parfait, les problèmes de la natation sonttrès similaires. En parti
ulier, les résultats de 
ontr�labilité s'obtiennent par le même typede méthode et il existe aussi un �Théorème de la 
oquille Saint-Ja
ques�.Dans le 
as du problème 
omplet, où l'é
oulement �uide est modélisé par les équationsde Navier-Stokes, il n'existe, à notre 
onnaissan
e, au
un résultat théorique sur la 
on-tr�labilité du nageur, dans le 
as où le nageur se déforme. Les seules études existantes
on
ernent l'appro
he numérique ou expérimentale de 
e problème. Pour 
e
i, on faitréféren
e à San Martín, S
heid et al. [SMS08, SMSTT08, SMSTT05℄ et à Boyer et al.[KGB07, BPLV07, ERAH+08℄.Cependant, il existe des résultats de 
ontr�labilité pour le problème pro
he qui est le 
on-tr�le de la position d'un solide dans un �uide régi par les équations de Navier-Stokes. On



x INTRODUCTION GÉNÉRALEréfère pour 
e type de problème à Boulakia et Guerrero, [BG11℄, à Badra et Takahashi[BT11℄ et à Imanuvilov et Takahashi, [IT07℄.Dans le 
as du bas nombre de Reynolds, en plus des travaux pré
édemment 
ités, on faitréféren
e aux travaux de Allouges, DeSimone et al. [ADH11, ADL08, ADH+10, DMDM11℄,Bonnivard [Bon℄, Sigalotti et Vivalda [SV10℄, San Martín, Takahashi et Tu
snak [SMTT07℄et Mi
helin et Lauga [ML10℄.



NotationsEnsembles 
lassiques
R (resp. C, N et Z) est l'ensemble des réels (resp. 
omplexes, entiers naturels et entiersrelatifs).Pour K = R, C, N ou Z, on note K

∗ = K \ {0}.Pour K = R ou Z, on note K+ = K ∩ [0,+∞[ et K− = K∩]−∞, 0].Pour tout n ∈ N
∗, on note 0n l'élément neutre de R

n et pour tout x ∈ R
n, on note |x| lanorme eu
lidienne de x. Par défaut, nous utiliserons 
ette norme.Appli
ations linéairesSoient X et Y deux espa
es ve
toriels topologiques,� L(X,Y ) est l'ensemble des appli
ations linéaires 
ontinues de X dans Y .

L(X,X) sera noté L(X) ;� Soit P ∈ L(X,Y ), on dé�nit
le noyau de P : Ker P = {x ∈ X , Px = 0} ⊂ X ,
l′image de P : Im P = {Px , x ∈ X} ⊂ Y .Matri
es

K désignant un 
orps, pour n,m ∈ N
∗, i ∈ {1, . . . , n} et x ∈ K

n, on note xi la ième
omposante de x.� Mn,m(K) est l'ensemble des matri
es de taille n×m à 
oe�
ients dans K.Pour tout matri
e M ∈Mn,m(K), on note Mi,j la ième 
omposante de la jème 
olonnede M , ave
 (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m}.Lorsque m = n, on notera simplement 
et ensembleMn(K).� Pour toute matri
e M deMn(C),� on note M⊤ (resp. M∗) la matri
e transposée (resp. adjointe) de M ;� on dé�nit la tra
e de M par : Tr M =

n
∑

i=1

Mii .� On dé�nit le produit s
alaire · : · sur les matri
es deMn(R) par
M : N = Tr(MN⊤) (M,N ∈Mn(K)) .Muni de 
e produit s
alaire,Mn(R) est un espa
e de Hilbert.� La matri
e identité deMn(R) est notée In.� DansMn(R), on note Orth(n) l'ensemble des matri
es orthogonales,
Orth(n) =

{

R ∈Mn(R) , R⊤R = In

}et on note SO(n) l'ensemble des matri
es de rotations de R
n,

SO(n) =
{

R ∈ Orth(n) , det(R) = 1
}

.xi



xii NOTATIONSClasses de fon
tions� Soit E et F deux espa
es de Bana
h. Pour p ∈ {0, 1, . . . ,∞}, on note Cp(E,F )l'ensemble des fon
tions de 
lasse Cp de E dans F . On note aussi Cω(E,F ) l'ensembledes fon
tions analytiques de E dans F . Lorsque E = F (topologiquement), on noterasimplement Cp(E) (p = 0, 1, . . . , ∞ ou ω).� Soient T > 0 et E un espa
e de Bana
h.
Cω([0, T ], E) (resp. Cp([0, T ], E), p ∈ N ∪ {∞}) est l'ensemble des fon
tions analy-tiques (resp. de 
lasse Cp) sur [0, T ] à valeurs dans E.Soit E un ouvert ou une sous-variété plongée dans un espa
e eu
lidien. AC([0, T ], E)est l'ensemble des fon
tions absolument 
ontinues sur [0, T ] à valeurs dans E. Cetensemble est muni de la norme :

‖f‖AC([0,T ],E) = sup
t∈[0,T ]

‖f(t)‖E +

∫ T

0
‖∂tf(t)‖E dt .Si E = R, on é
rira simplement Cω([0, T ]), Cp([0, T ]) (p = 1, 2, . . . , ∞) et AC([0, T ]).� Soient n ∈ N

∗ et Ω un ouvert de R
n.On note D(Ω) l'ensemble des fon
tions de 
lasse C∞ sur Ω à valeurs réelles et àsupport 
ompa
t dans Ω.On rappelle i
i quelques espa
es de Sobolev 
lassiques.Pour p ∈ R

∗
+ ∪ {∞} et r ∈ N ∪ {∞}, on note W r,p(Ω) l'adhéren
e de D(Ω) pour lanorme :

‖f‖W r,p(Ω) =
r
∑

ℓ=0

∑

α∈Nn

|α|=ℓ

‖∂αf‖Lp(Ω) (f ∈ D(Ω)) ,ave
 |α| = n
∑

i=1

αi pour α = (α1, . . . , αn) ∈ N
n et

‖f‖Lp(Ω) =



















(∫

Ω
|f(x)|p dx

)
1
p si p ∈ R

∗
+ ,

sup
x∈Ω

ess f(x) si p =∞ .On note aussi Lp(Ω) = W 0,p(Ω) et Hr(Ω) = W r,2(Ω).Pour Z = Lp, Hr ou W r,p, on note Zloc(Ω) l'ensemble des fon
tions f de Ω dans Rtelles que pour tout 
ompa
t K de Ω, f |K ∈ Z(K).� Pour tout ensemble de Bana
h E, W 1,1([0, T ], E) est l'espa
e de Bo
hner-Sobolev (
.f.[Rou05, � 7.1, page 187℄) 
onstitué des fon
tions Lebesgue-mesurables f : [0, T ] 7→ Etelles que f, f ′ ∈ L1([0, T ], E) (la dérivée u′ étant prise dans le sens des distributions).Il peut être montré que W 1,1([0, T ], E) s'inje
te 
ontinument dans C([0, T ], E) et que
f(t) = f(0) +

∫ t

0
f ′(s) ds pour tout t ∈ [0, T ] et tout f ∈W 1,1([0, T ], E). L'intégraleétant une intégrale de Bo
hner (généralisant le 
on
ept d'intégrale de Lebesgue auxfon
tions à valeurs dans un espa
e de Bana
h). L'espa
e W 1,1([0, T ], E) est muni dela norme ‖f‖W 1,1([0,T ],E) = ‖f‖C([0,T ],E) +

∫ T
0 ‖f ′(s)‖E ds.



NOTATIONS xiiiOpérateurs di�érentielsSoit n > 1 et soient ϕ : R
n → R et u,v : R

n → R
n des fon
tions su�sammentrégulières, dans la base des 
oordonnées 
artésiennes, on dé�nit les opérateurs di�érentielssuivants :� Gradient de la fon
tion ϕ :

∇ϕ =













∂ϕ

∂x1...
∂ϕ

∂xn











� Gradient du 
hamp de ve
teurs u :
∇u =

(

∇u1 . . . ∇un

)

=













∂u1

∂x1
. . .

∂un

∂x1... ...
∂u1

∂xn
. . .

∂un

∂xn













.� Gradient symétrique du 
hamp de ve
teur u :
D(u) =

1

2

(

∇u + (∇u)⊤
)

.� Divergen
e du 
hamp de ve
teur u :
div u = Tr(∇u) .� Lapla
ien de la fon
tion ϕ :
∆ϕ = div(∇ϕ) .� Lapla
ien du 
hamp de ve
teurs u :
∆u =







∆u1...
∆un






.� Opérateur de 
onve
tion :

(u · ∇)v =



















n
∑

i=1

ui
∂v1

∂xi...
n
∑

i=1

ui
∂vn

∂xi



















.
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Chapitre 1Introdu
tion
Sommaire1.1 Rappels sur la 
ontr�labilité en dimension �nie . . . . . . . . . 61.1.1 Méthode des 
ro
hets de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61.1.2 Méthode du retour . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.2 Existen
e d'un 
ontr�le optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91.2.1 Cas général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101.2.2 Cas linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131.3 Cal
ul numérique des 
ontr�les optimaux . . . . . . . . . . . . . 141.3.1 Les méthodes de tir . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.3.2 Méthodes dire
tes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15Dans 
e 
hapitre, nous allons introduire quelques 
on
epts de base sur la 
ontr�labilitéet la 
ontr�labilité en temps optimal. Les résultats sont issus des livres de Agra
hev etSa
hkov [AS04℄, Coron [Cor07℄, Io�e et Tihomirov [IT79℄ et Tu
snak et Weiss [TW09℄. Onréfère aussi aux livres de Trélat [Tré05℄ et Bonnard, Faubourg et Trélat [BFT06℄.Soient X et U deux espa
es de Bana
h et f : X × U → X. On 
onsidère le systèmedynamique :

ż(t) = f
(

z(t), u(t)
)

(t ∈ [0, T ]) , (1.0.1)pour T ∈ R
∗
+, muni d'une 
ondition initiale de Cau
hy : z(0) = z0.Dans 
e système u(t) est le 
ontr�le à l'instant t et z(t) est l'état du système à l'instant t.On peut aussi supposer que l'équation di�érentielle ordinaire (1.0.1) est posée sur unevariété di�érentielle M plongée dans X. Dans 
e 
as, pour tout z ∈ M , on suppose que

f(z, ·) : U → TzM , ave
 TzM l'espa
e tangent à M en z, 
'est-à-dire que f(·, u) est un
hamp de ve
teurs sur M pour tout u ∈ U .On dé�nit ΦT , la fon
tion entrée-sortie en temps T , qui asso
ie au 
ontr�le u la valeur del'état à l'instant T . On notera aussi AT (z0) l'image de ΦT , l'ensemble des points a

essiblesen temps T à partir de z0.Nous dirons que le système est 
ontr�lable en temps T si ΦT est une appli
ation surje
tive,
'est-à-dire que pour tout z1 ∈ X, il existe une fon
tion u : [0, T ]→ U telle que z(T ) = z1.Nous dirons que le système est approximativement 
ontr�lable en temps T si l'image de
ΦT est dense dans X, 
'est-à-dire que pour tout ε > 0 et pour tout z1 ∈ X, il existe unefon
tion u : [0, T ]→ U telle que ‖z(T ) − z1‖X 6 ε.5



6 INTRODUCTION1.1 Rappels sur la 
ontr�labilité en dimension �nieDans 
ette se
tion, on suppose que X = M est une variété C∞ de dimension �nie
n ∈ N

∗. On rappelle que le Théorème de plongement de Whitney permet de 
onsidérer que
M est une sous-variété de R

2n+1.1.1.1 Méthode des 
ro
hets de LieSoient f et g deux 
hamps de ve
teurs lisses sur M . On dé�nit le 
ro
het de Lie de fet g par :
[f, g](z) = Dgzf(z)−Dfzg(z) (z ∈M) , (1.1.1)ave
 Dgzf(z) la di�érentielle de g en z appliquée à f(z).Le 
ro
het ainsi dé�ni satisfait les propriétés requises pour un 
ro
het de Lie, 
'est-à-dire :1. L'antisymétrie, [f, g] = −[g, f ] ;2. La linéarité, [λ1f1 + λ2f2, g] = λ1[f1, g] + λ2[f2, g] ;3. L'identité de Ja
obi, [

f, [g, h]
]

=
[

[f, g], h
]

+
[

g, [f, h]
].On appelle algèbre de Lie un espa
e ve
toriel doté d'un produit interne satisfaisant lespropriétés 1, 2 et 3 
i-dessus.Exemple 1.1.1. Soit n ∈ N

∗, alors Mn(R) muni du 
ro
het : [A,B] = AB − BA(A,B ∈Mn(R)) est une algèbre de Lie.L'ensemble des 
hamps de ve
teurs de 
lasse C∞ sur M muni du 
ro
het dé�ni par(1.1.1) est une algèbre de Lie. Soit J = {f0, f1, . . . , fn} une famille de 
hamps de ve
teurslisses sur M , on note LieJ la plus petite algèbre de Lie 
ontenant J . Pour tout z ∈M , onnote LiezJ l'espa
e ve
toriel obtenu par l'évaluation de LieJ en z. On a LiezJ ⊂ TzM .Exemple 1.1.2. On 
onsidère le système dynamique sur R
n donné par :

ż = Az + Bu , (1.1.2)où A ∈Mn(R) et B ∈Mn,d(R) (n, d ∈ N
∗) sont deux matri
es 
onstantes, z : [0, T ]→ R

nl'état du système et u : [0, T ] → R
d le 
ontr�le. On dé�nit f0, f1, . . . , fd les 
hamps deve
teurs sur R

n par :
f0(z) = Az et fi(z) = bi (i ∈ {1, . . . , d} , z ∈ R

n) ,où b1, . . . , bd ∈ R
n sont les 
olonnes de B. En notant u(t) = (u1(t), . . . , ud(t))

⊤, on obtientque (1.1.2) se ré
rit :
ż = f0(z) +

d
∑

i=1

uifi(z) .Il est aisé de voir que Lie0{f0, . . . , fd} = vect
{

Akbi , k ∈ N , i ∈ {1, . . . , d}
} et ainsi, enutilisant le Théorème de Calley-Hamilton que :

dim Lie0{f0, . . . , fd} = rg
(

B,AB, . . . , An−1B
)

.Ce résultat est à rappro
her de la 
ondition du rang de Kalman, 
'est-à-dire que si
rg
(

B,AB, . . . , An−1B
)

= n, alors le système dynamique (1.1.2) est 
ontr�lable.



RAPPELS SUR LA CONTRÔLABILITÉ EN DIMENSION FINIE 7Nous allons maintenant énon
er le résultat de 
ontr�labilité de Rashevski-Chow. CeThéorème 1.1.3 est une 
onséquen
e du Théorème de l'orbite (
.f. [AS04, Theorem 5.1℄).Pour plus de détails, on fait référen
e à [AS04, Theorem 5.9℄ ou [Cor07, Theorem 3.18℄.Théorème 1.1.3 (Rashevski-Chow). Soient f1, . . . , fd, d 
hamps de ve
teurs lisses sur
M . Si pour tout z ∈M , nous avons :

Liez{f1, . . . , fd} = TzM , (1.1.3)alors le système dynamique :
ż =

d
∑

i=1

uifi(z) , (1.1.4)est 
ontr�lable en tout temps T > 0.Si on suppose que le 
ontr�le u est borné, alors il existe un temps T0 > 0 tel que lesystème est 
ontr�lable en tout temps T > T0.Exemple 1.1.4. Sur R
3, on 
onsidère le système dynamique suivant :

ż1 = u1 ,

ż2 = u2 ,

ż3 = z1u2 − z2u1 .Ce système est 
onnu sous le nom d'intégrateur de Bro
kett. Une généralisation de 
esystème sera donnée dans le Chapitre 2. Pour 
e système, u1 et u2 sont des 
ontr�les àvaleurs réelles.On dé�nit les deux 
hamps de ve
teurs f1 et f2 par :
f1(z) =





1
0
−z2



 et f2(z) =





0
1
z1



 (z = (z1, z2, z3)
⊤ ∈ R

3) .Soit z ∈ R
3, on a :

[f1, f2](z) =





0
0
2



 .Ainsi, Vect {f1(z), f2(z), [f1, f2](z)} = R
3 = TzR

3 et le Théorème 1.1.3 assure le résultatde 
ontr�labilité pour 
e système.On remarque que montrer la 
ondition (1.1.3) revient à montrer qu'un déterminant estnon nul. Il est alors trivial de montrer le 
orollaire suivant :Corollaire 1.1.5. Soient M une variété analytique et f1, . . . , fd des 
hamps de ve
teursanalytiques sur M . S'il existe z ∈M tel que :
Liez{f1, . . . , fd} = TzM ,alors pour presque tous z0, z1 ∈ M et pour tout T > 0, il existe u : [0, T ] → R

d tel que lasolution z du système dynamique (1.1.4) satisfait z(0) = z0 et z(T ) = z1.Si on suppose que u est borné, alors pour presque tous z0, z1 éléments de M , il existe
T0 > 0 tel que pour tout T0 > T0, il existe u : [0, T ]→ R

d tels que la solution z du systèmedynamique (1.1.4) satisfait z(0) = z0 et z(T ) = z1.



8 INTRODUCTIONIl est aisé de véri�er que sous les hypothèses du Théorème 1.1.3, nous avons un résultatde suivi de traje
toire, 
'est-à-dire que pour toute 
ourbe γ : [0, T ] → M et pour tout
ε > 0, il existe un 
ontr�le u tel que la solution z du système dynamique (1.1.4) satisfait :

‖z(t)− γ(t)‖M < ε (t ∈ [0, T ]) .La méthode des 
ro
hets de Lie est très bien adaptée au 
as des systèmes de dimension�nie, parti
ulièrement pour le 
as des équations di�érentielles ordinaires non linéaires.Cependant elle se généralise di�
ilement au 
as des systèmes de dimension in�nie. C'estpourquoi dans le paragraphe suivant, nous introduisons une autre méthode.1.1.2 Méthode du retourPour plus de détails sur 
ette méthode, on fait référen
e à [Cor07, Chapitre 6℄.Soit f : R
n×R

d → R
n une fon
tion de 
lasse C∞ telle que f(0n,0d) = 0n. On 
onsidèrele système dynamique ż = f(z, u).On suppose que pour tout T > 0 et tout ε > 0, il existe une fon
tion mesurable à variationsbornées ū : [0, T ]→ R

d telle que ‖ū‖L∞(0,T ) 6 ε et� la solution maximale z̄ du problème de Cau
hy
˙̄z = f(z̄, ū) , z̄(0) = 0n ,satisfait z̄(T ) = 0n ;� le système linéarisé autour de (z̄, ū) est 
ontr�lable en temps T .Alors, il existe η > 0 tel que pour tous z0, z1 dans R

n satisfaisant |z0| < η, |z1| < η, il existeun 
ontr�le u ∈ L∞(0, T )d pour lequel ‖ū− u‖L∞(0,T ) 6 ε et la solution z : [0, T ]→ R
n duproblème ż = f(z, u) muni de la 
ondition initiale z(0) = z0 satisfasse z(T ) = z1.En e�et, nous avons le Théorème suivant (
.f. [Cor07, Theorem 3.6℄) :Théorème 1.1.6. Soient t0 < t1 deux réels et (x̄, ū) : [t0, t1] → R

n × R
d une traje
toiredu système de 
ontr�le ẋ = f(x, u).On suppose que le système linéarisé le long de la traje
toire t 7→ (x̄(t), ū(t)) est 
ontr�lable.Alors le système de 
ontr�le (non linéaire) est lo
alement 
ontr�lable le long de la traje
toire

t 7→ (x̄(t), ū(t)).Exemple 1.1.7. Nous reprenons le système donné dans l'Exemple 1.1.4, 
'est-à-dire :
ż1 = u1 ,
ż2 = u2 ,
ż3 = z1u2 − z2u1 .

(1.1.5)On 
onsidère alors un 
ontr�le ū tel que pour tout t ∈ [0, T ], on ait ū(T − t) = −u(t). Ilest aisé de véri�er que la solution z̄ du système (1.1.5) 
orrespondante satisfait pour tout
t ∈ [0, T ], z̄(T − t) = z(t). Ainsi, si on munit (1.1.5) de la 
ondition initiale z̄(0) = 03, ilest 
lair que z̄(T ) = z̄(0) = 03.On pose f(z, u) =





u1

u2

z1u2 − z2u1



, de sorte que (1.1.5) s'é
rit ż = f(z, u).On obtient le système linéarisé 
orrespondant en 
al
ulant A(t) = ∂zf(z̄(t), ū(t)) ainsi que
B(t) = ∂uf(z̄(t), ū(t)) :

A(t) =





0 0 0
0 0 0

ū2(t) −ū1(t) 0



 et B(t) =





1 0
0 1

−z̄2(t) z̄1(t)



 .



EXISTENCE D'UN CONTRÔLE OPTIMAL 9Le système linéarisé autour de (z̄, ū) s'é
rit alors :
ẏ = Ay + Bv .On rappelle alors le Théorème suivant (
.f. [Cor07, Theorem 1.18℄) :Théorème 1.1.8. Soient A : [0, T ] → Mn(R) et B : [0, T ] → Mn,d(R) (n, d ∈ N

∗) deuxappli
ation 
ontinues.Pour tout t ∈ [0, T ], on 
onstruit la suite de matri
es (Bi(t)
)

i∈N
par la formule de ré
ur-ren
e :

B0(t) = B(t) , Bi(t) = Bi−1(t)−A(t)Bi−1(t) (i ∈ N
∗) .Supposons que pour un 
ertain t̄ ∈ [0, T ], on ait :

Vect
{

Bi(t̄)u , u ∈ R
d , i ∈ N

}

= R
n ,alors, le système de linéaire ẏ = Ay + Bv est 
ontr�lable en temps T .Retour à l'exemple 1.1.7. Dans le 
as du système (1.1.5), nous avons :

B1(t) =





1 0
0 1

ū2(t)− z̄1(t) z̄2(t)− ū1(t)



 .Ainsi, nous avons :
Vect

{

Bi(t)u , u ∈ R
d , i ∈ {1, 2}

}

= Vect











1
0

−z̄1(t)



 ,





0
1

z̄2(t)



 ,





0
0

ū2(t)



 ,





0
0

ū1(t)











.Par 
onséquent, si ū 6= 0, l'ensemble 
i-dessus est R
3 en un 
ertain temps t ∈ [0, T ]. Nousen déduisons que la 
ondition de 
ontr�labilité autour de 03 est véri�ée pour 
e système.1.2 Existen
e d'un 
ontr�le optimalSoient M une variété lisse, K ⊂M , f(·, v) un 
hamp de ve
teurs lisse sur M pour tout

v ∈ U ave
 U ⊂ R
d.Pour u ∈ L∞([0, T ], U), on 
onsidère zu la solution du problème de Cau
hy :

żu = f(zu, u) , zu(0) = z0 ,et les deux problèmes de minimisation suivants :Problème 1.2.1 (Minimisation d'une fon
tionnelle). Étant donnés z0 et z1 dans M , mini-miser une fon
tion réelle 
ontinue u 7→ J(u) dé�nie sur L∞([0, T ], U) sous les 
ontraintes :� u(t) ∈ U pour presque tout t ∈ [0, T ] ;� zu(t) ∈ K pour presque tout t ∈ [0, T ] ;� zu(T ) = z1.Problème 1.2.2 (Minimisation du temps). Étant donnés z0 et z1 dans M , minimiser letemps T > 0 tel que l'on ait :



10 INTRODUCTION� u(t) ∈ U pour presque tout t ∈ [0, T ] ;� zu(t) ∈ K pour presque tout t ∈ [0, T ],� zu(T ) = z1.Il est trivial que le Problème 1.2.2 peut s'é
rire sous la forme d'un problème du typeProblème 1.2.1 par un 
hangement de variable en temps. Dans 
e 
as, on rajoute unevariable d'état (T ) au problème initial, la variété devient M ×R et K devient K × R+.Les problèmes de 
ontr�le en temps minimal sont des problèmes 
lassiques pour lessystèmes d'équations di�érentielles ordinaires linéaires. Pour de tels systèmes, il est bien
onnu (
.f. Bellman, Gli
ksberg et Gross [BGG56℄) qu'ils satisfont le prin
ipe du maximumde Pontryagin et qu'ils 
onduisent à un 
ontr�le bang-bang. Nous allons présenter dans 
ettese
tion deux appro
hes.Dans le paragraphe 1.2.1, on présentera le prin
ipe du maximum de Pontryagin pour dessystèmes de dimension �nie quel
onques. Cependant la preuve de 
e Prin
ipe dans le 
asgénéral est di�
ilement adaptable au 
as de la dimension in�nie.C'est pourquoi, dans le paragraphe 1.2.2, nous donnons l'énon
é du prin
ipe du maximumde Pontryagin dans le 
as parti
ulier des systèmes a�nes de dimension �nie. Le prin
ipalintérêt de 
e �deuxième� prin
ipe du maximum de Pontryagin est que sa démonstrationoriginelle due à Bellman, Gli
ksberg et Gross [BGG56℄ s'adapte fa
ilement à 
ertains pro-blèmes de dimension in�nie, 
omme nous le verrons dans le Chapitre 3.Dans 
ette se
tion, nous ne rappelons que le 
as des systèmes autonomes. Des résultatssimilaires existent dans le 
as non-autonome, on fait référen
e par exemple à [IT79℄.1.2.1 Cas généralDans 
e paragraphe, nous allons donner un résultat d'existen
e d'un 
ontr�le optimal(le Théorème de Filippov, 
.f. [AS04, Chapitre 10℄ et [Ces83℄). Nous donnerons aussi une
ondition né
essaire sur le 
ontr�le optimal (le prin
ipe du maximum de Pontryagin, 
.f.[Pon89, IT79℄).Théorème 1.2.3 (Filippov). On suppose que :� U est un 
ompa
t de R
d ;� il existe un 
ompa
t K de M tel que f(z,u) = 0 pour tout z /∈ K et tout u ∈ U ;� pour tout z ∈M , l'ensemble {f(z,u) , u ∈ U} est 
onvexe.Alors, pour tout z ∈ M et tout t > 0, l'ensemble des points atteignables à partir de z entemps t, At(z), est un 
ompa
t de M .Sous les hypothèses du Théorème 1.2.3, le Problème 1.2.2 admet une solution.Nous allons maintenant donner le prin
ipe du maximum de Pontryagin dans sa formegénérale. Pour 
e faire, il est né
essaire d'introduire quelques notations.On se pla
e dans le 
as M = R

n et on é
rit la fon
tionnelle J sous la forme :
J(u) =

∫ T

0
h(z(t), u(t)) dt ,où z est la solution d'un problème de Cau
hy du type

ż = f(z, u) , z(0) = z0 .On 
onsidère de plus k fon
tions gi : R
n → R (i ∈ {1, . . . , k}) et on suppose, 
omme dansle Théorème de Filippov, que U est un 
ompa
t de R

d. On suppose que les fon
tions gi et
h sont dérivables.Le problème de minimisation 
onsidéré est :



EXISTENCE D'UN CONTRÔLE OPTIMAL 11Problème 1.2.4. Étant donné z1 ∈ R
n, minimiser J(u) =

∫ T

0
h(z(t), u(t)) dt sous les
ontraintes :� z est solution du problème de Cau
hy 
i-dessus ave
 u ∈ L∞([0, T ], U) ;� z(T ) = z1 ;� gi(z(t)) 6 0 pour tout i ∈ {1, . . . , k} et tout t ∈ [0, T ].Pour 
e faire, on introduit le hamiltonien de 
e système :

H(z,u,p, s0) = 〈p, f(z,u)〉+ s0h(z,u)où p ∈ R
n est la variable adjointe et s0 ∈ R est le multipli
ateur de Lagrange asso
ié au
oût. On dé�nit aussi :

H(z,p, s0) = sup
u∈U

H(z,u,p, s0) .Nous avons le résultat suivant (
.f. [IT79, Theorem 1 Paragraphe 5.2.1℄).Théorème 1.2.5 (prin
ipe du maximum sous forme hamiltonienne). Soit u⋆ une solutionoptimale du Problème 1.2.4. On note z⋆ la solution du problème de Cau
hy :
ż⋆ = f(z⋆, u⋆) , z⋆(0) = z0 .Alors, il existe s0 ∈ R−, q0 ∈ R

n, q1 ∈ R
n, une fon
tion p : [0, T ] → R

n et k mesuresrégulières positives η1, . . . , ηk dont les supports sont respe
tivement in
lus dans les ensem-bles {t ∈ [0, T ] , gi(z
⋆(t)) = 0} tels que :1. s0, q0, q1, p, η1, . . . , ηk sont non tous nuls ;2. p(0) = q0 et, pour presque tout t ∈ [0, T ], p satisfait l'équation intégrale :

p(t) = −q1 +

∫ T

t
∂zH(z⋆(σ), u⋆(σ), p(σ), s0) dσ −

k
∑

i=1

∫ T

t
∂zgi ◦ z⋆ dηi ;3. pour presque tout t ∈ [0, T ] : H(z⋆(t), u⋆(t), p(t), s0) = H(z⋆(t), p(t), s0).La transposition de 
e théorème au 
as du 
ontr�le en temps optimal est donnée dans[IT79, Paragraphe 5.2.2℄. Plus pré
isément, on dé�nit pour 
e problème le hamiltonien :

H(z,u,p, s0) = 〈p, f(z,u)〉+ s0 .et on note toujours H(z,p, s0) = sup
u∈U

H(z,u,p, s0).Nous avons alors le résultat suivant.Théorème 1.2.6. Soient T ⋆ > 0 le temps optimal et u⋆ un 
ontr�le en temps optimal satis-faisant les 
ontraintes du Problème 1.2.4. On note z⋆ la solution du problème de Cau
hy :
ż⋆ = f(z⋆, u⋆) , z⋆(0) = z0 .Alors, il existe s0 ∈ R−, q0 ∈ R

n, q1 ∈ R
n, une fon
tion p : [0, T ⋆] → R

n et k mesuresrégulières positives η1, . . . , ηk dont les supports sont respe
tivement in
lus dans les ensem-bles {t ∈ [0, T ⋆] , gi(z
⋆(t)) = 0} tels que :1. s0, q0, q1, p, η1, . . . , ηk sont non tous nuls ;



12 INTRODUCTION2. p(0) = q0 et, pour presque tout t ∈ [0, T ], p satisfait l'équation intégrale :
p(t) = −q1 +

∫ T ⋆

t
∂zH(z⋆(s), u⋆(s), p(s), s0) ds−

k
∑

i=1

∫ T ⋆

t
∂zgi ◦ z⋆ dηi ;3. pour presque tout t ∈ [0, T ⋆] : H(z⋆(t), u⋆(t), p(t), s0) = H(z⋆(t), p(t), s0) = 0.Exemple 1.2.7. On reprend i
i le système de l'Exemple 1.1.4 :

ż1 = u1 ,

ż2 = u2 ,

ż3 = z1u2 − z2u1 .On suppose que U est la boule unité fermée de R
2 (pour la norme eu
lidienne).On 
onsidère pour 
e problème qu'il n'y a pas de 
ontrainte sur l'état. Ce qui revient àprendre par exemple les gi identiquement égaux à −1.Pour le problème de 
ontr�le en temps optimal, le hamiltonien de 
e système est :

H(z,u,p, s0) = p1u1 + p2u2 + p3(z1u2 − z2u1) + s0 = u1(p1 − p3z2) + u2(p2 − p3z1) + s0 .Ainsi, il est trivial que :
H(z,p, s0) =

√

(p1 − p3z2)2 + (p2 − p3z1)2 + s0 .Soient T ⋆ le temps optimal et u⋆ un 
ontr�le optimal. Par appli
ation du Théorème 1.2.6on obtient l'existen
e de s0 ∈ R−, q0, q1 ∈ R
3 et d'une fon
tion p : [0, T ]→ R

3 tels que :1. s0, q0, q1, p sont non tous nuls ;2. p(0) = q0 et pour presque tout t ∈ [0, T ⋆], p satisfait :
p1(t) = −q11 −

∫ T ⋆

t
p3(s)u

⋆
2(s) ds

p2(t) = −q12 +

∫ T ⋆

t
p3(s)u

⋆
1(s) ds

p3(t) = −q133. pour presque tout t ∈ [0, T ⋆], √(p1 − p3z⋆
2)

2 + (p2 − p3z⋆
1)2 = −s0.Ainsi, si s0 6= 0, on a : u⋆ =

1

−s0

(

p1 − p3z
⋆
2

p2 − p3z
⋆
1

)

(p.p. sur [0, T ⋆]) .On mentionne i
i le 
as a�ne qui sera détaillé dans le paragraphe suivant.Exemple 1.2.8. Considérons le système dynamique introduit dans l'Exemple 1.1.2 :
ż = Ax + Bu ,ave
 A ∈Mn(R) et B ∈Mn,d(R), z à valeurs dans R

n et u à valeurs dans R
d (n, d ∈ N

∗).De même que dans le 
as pré
édent, on 
onsidère le problème de 
ontr�le en temps optimal.On suppose que U est la boule unité fermée de R
n (pour la norme eu
lidienne) et qu'il n'ya pas de 
ontrainte sur l'état. Le hamiltonien de 
e système est :

H(z,u,p, s0) = 〈p, Az + Bu〉+ s0 .On en déduit :
H(z,p, s0) = 〈p, Az〉 + |B∗p|+ s0 .Soient T ⋆ le temps optimal et u⋆ un 
ontr�le optimal. Par appli
ation du Théorème 1.2.6,on obtient l'existen
e de s0 ∈ R−, q0, q1 ∈ R

3 et d'une fon
tion p : [0, T ]→ R
n tels que :



EXISTENCE D'UN CONTRÔLE OPTIMAL 131. s0, q0, q1, p sont non tous nuls ;2. p(0) = q0 et pour presque tout t ∈ [0, T ⋆], p satisfait :
p(t) = −q1 +

∫ T ⋆

t
A∗p(s) ds ;On obtient alors que p est solution du problème de Cau
hy :

ṗ = −A∗p , p(0) = q0 . (1.2.1)3. pour presque tout t ∈ [0, T ⋆], on a :
H(z⋆(t), u⋆(t), p(t), s0) = H(z⋆(t), p(t), s0) = 0 . (1.2.2)On en déduit en parti
ulier que pour tout t ∈ [0, T ⋆] tel que B∗p(t) 6= 0, on a :

u⋆(t) =
1

|B∗p(t)|B
∗p(t) .1.2.2 Cas linéaireDans 
e paragraphe, on 
onsidère A ∈ Mn(R) et B ∈ Mn,d(R) (n, d ∈ N

∗) deuxmatri
es. On note z la variable d'état à valeurs dans R
n et u la variable de 
ontr�le àvaleurs dans R

d. On note U la boule unité (pour la norme eu
lidienne) de R
d.On ne 
onsidère i
i que le problème de 
ontr�le en temps optimal suivant :Problème 1.2.9. Étant donnés z0, z1 dans R

n, existe-t-il un temps minimal T ⋆ > 0 telque si T < T ⋆, alors il n'existe pas u ∈ L∞([0, T ], U) pour lequel la solution z du systèmede Cau
hy :
ż = Az + Bu , z(0) = z0 ,satisfasse z(T ) = z1 ?Le résultat suivant est dû à Bellman, Gliksberg et Gross [BGG56℄. Ce résultat estreporté dans le livre de Fattorini [Fat05, Theorem 1.1.1℄.Théorème 1.2.10. Soit T ⋆ un temps optimal et u⋆ ∈ L∞([0, T ⋆], Rd) un 
ontr�le en tempsoptimal. Alors, il existe η ∈ R
n, η 6= 0 tel que u⋆ satisfasse pour presque tout t ∈ [0, T ⋆] :

〈

B∗ exp
(

(T ⋆ − t)A∗)η, u⋆(t)
〉

= max
v∈Rd

‖v‖61

〈

B∗ exp
(

(T ⋆ − t)A∗)η, v
〉

. (1.2.3)La preuve originelle donnée dans [BGG56℄ se généralise fa
ilement au 
as de la dimen-sion in�nie. Cette preuve est 
ontenue dans 
elle du Théorème 3.4.4 et nous ne la donnonspas i
i.Remarque 1.2.11. On peut faire le lien ave
 l'Exemple 1.2.8. En e�et, en notant η = q1,on obtient que la solution du problème de Cau
hy (1.2.1) est donnée par :
p(t) = exp

(

(T ⋆ − t)A∗)η (t ∈ [0, T ⋆]) .Ainsi, les équations (1.2.2) et (1.2.3) sont identiques.
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ul numérique des 
ontr�les optimauxPour 
ette se
tion, on fait référen
e au livre de Trélat [Tré05℄.Dans 
ette se
tion, on 
onsidère, 
omme dans le paragraphe 1.2.1, le système dynamiquedé�ni par l'équation di�érentielle :
ż = f(z, u) , z(0) = z0 .Le problème de 
ontr�le optimal 
onsidéré est le Problème 1.2.1. On rappelle que le Pro-blème 1.2.2 peut se ramener au Problème 1.2.1.1.3.1 Les méthodes de tirLes méthodes de tir sont basées sur une �intégration� du prin
ipe du maximum dePontryagin.On rappelle que le prin
ipe du maximum de Pontryagin assure l'existen
e de s0, q0, q1,

p non tous nuls pour lesquels on a pour presque tout t ∈ [0, T ],
p(t) = −q1 +

∫ T

t
∂zH(z⋆(t), u⋆(t), p(t), s0) dt−

k
∑

i=1

∫ T

t
∂zgi ◦ z⋆ dηi ,et de plus,

H(z⋆(t), u⋆(t), p(t), s0) = H(z⋆(t), p(t), s0) .Par 
onséquent, si pour tout t ∈ [0, T ], u⋆(t) est déterminée de manière unique et si p estdi�érentiable, on en déduit que r =

(

z
p

) est solution d'une équation di�érentielle du type :
ṙ = F (r) .Les 
onditions initiales sur r étant r(0) =

(

z0

q0

), où q0 est une in
onnue du problème.On note alors rq0 la solution de 
ette équation di�érentielle. La re
her
he de solutions auprin
ipe du maximum de Pontryagin se réduit à la re
her
he des points q0 satisfaisant :
rq0(T ) ∈ z1 × R

n .En d'autres termes, 
ela revient à re
her
her les zéros de la fon
tion G(q0) = ‖zq0(T )− z1‖(ave
 les notations évidentes). La résolution numérique d'un tel système peut par exempleêtre e�e
tuée via une méthode de Newton.Cette méthode est appelée méthode de tir simple.La méthode de tir multiple est basée sur le même prin
ipe. Cependant, pour 
etteméthode, on 
onsidère une subdivision 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T de [0, T ] et on e�e
tueune méthode de tir simple sur 
haque intervalle [ti, ti+1]. Les in
onnues de 
e problèmesont pour 
ette méthode n 
onditions �initiales� (q0
0, . . . , q

n−1
0 ) sur p et n − 1 
onditions�initiales� (z1

0, . . . , z
n−1
0 ) sur z. Ces 
onditions initiales doivent satisfaire des 
onditions dere
ollement aux instants t1, . . . , tn. Plus pré
isément, les 
ontraintes suivantes doivent êtresatisfaites :

(

zqi
0
(ti+1)

pqi
0
(ti+1)

)

=

(

zi+1
0

qi+1
0

)

(i ∈ {0, . . . , n− 2}) et zqn−1
0

= z1 ,
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0

pqi
0

) la solution de l'équation di�érentielle ordinaire ṙ = F (r) posée sur
[ti, ti+1] munie de la 
ondition initiale (zqi

0
(ti)

pqi
0
(ti)

)

=

(

zi
0

qi
0

) (ave
 z0
0 = z0).L'intérêt de 
ette méthode est qu'elle est fa
ilement parallélisable et que s'il y a un
hangement de régime à un instant t̃ de ]0, T [ (par exemple un instant où la traje
toire at-teint une 
ontrainte) on peut plus fa
ilement le mettre en éviden
e. En e�et, la subdivision

t0, . . . , tn de [0, T ] n'est pas né
essairement �xée.1.3.2 Méthodes dire
tesContrairement aux méthodes de tir, on ne 
her
he pas à intégrer le prin
ipe du maxi-mum de Pontryagin dans les méthodes dire
tes. Pour 
es méthodes, le problème de 
ontr�leoptimal est abordé dire
tement.Une méthode dire
te 
onnue est la méthode basée sur les équations d'Hamilton-Ja
obi.Cette méthode 
onsiste à introduire une équation aux dérivées partielles du premier ordresatisfaite par la fon
tion que l'on 
her
he à minimiser. L'idée originelle de 
ette méthodevient de la re
her
he des 
hemins empruntés par les rayons lumineux dans un domainehétérogène. Cependant, nous n'avons pas étudié i
i 
ette méthode. Pour plus de détails,on fait référen
e à [Tré05, Chapitre 8℄ et [BCD97℄.La méthode dire
te que nous avons intensivement utilisée est la méthode dite de �dis-
rétisation totale�. Cette méthode est basée sur une dis
rétisation de l'équation di�érentielleordinaire sous-ja
ente au problème de 
ontr�le.Plus pré
isément, on 
onsidère 0 = t0 < · · · < tn = T une subdivision de l'intervalle
[0, T ]. Les in
onnues du problème 
onsidéré sont ũ = (ũ0, . . . , ũn) et z̃ = (z̃0, . . . , z̃n). Leséléments ũi (resp. z̃i) devant 
orrespondre à une approximation de la valeur du 
ontr�le
u (resp. de l'état z) aux temps ti. On rappelle que la fon
tion à minimiser s'é
rit sousla forme J(u, z) =

∫ T

0
h(z(t), u(t)) dt. Par une formule de quadrature, on 
onstruit uneapproximation numérique de 
ette intégrale J̃(ũ, z̃). On 
onsidère un s
héma numériqued'intégration de l'équation di�érentielle ordinaire ż = f(z, u). Ce s
héma numérique peuts'é
rire sous la forme de l'équation :

z̃ = f̃(t1, . . . , tn, z̃, ũ) .Le problème de minimisation dis
ret est le suivant :Problème 1.3.1. Étant donné z1, minimiser J̃(ũ, z̃) sous les 
ontraintes :� z̃0 = z0 et z̃n = z1 ;� z̃ = f̃(t1, . . . , tn, z̃, ũ) ;� ũi ∈ U pour tout i ∈ {0, . . . , n} ;� z̃i ∈ K pour tout i ∈ {0, . . . , n}.Ce problème de minimisation sous 
ontraintes peut par exemple être résolu numérique-ment par une méthode du type point intérieur.





Chapitre 2Étude d'un système bilinéaire endimension �nie
Sommaire2.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Résultats de 
ontr�labilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.3 Propriétés préliminaires de la solution optimale . . . . . . . . . 212.4 Prin
ipe du maximum de Pontryagin . . . . . . . . . . . . . . . 242.5 Solution optimale ave
 un 
ontr�le de dimension deux . . . . . 292.6 Solution optimale ave
 un 
ontr�le de dimension n . . . . . . . 372.7 Con
lusion et perspe
tives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412.1 Introdu
tionCe 
hapitre est dédié à l'étude d'un problème de 
ontr�le en temps optimal d'un systèmenon-holonome de dimension n + 1. Un système holonome est un système pour lequel, ilexiste une intégrale première. Plus pré
isément, si l'on 
onsidère le système dynamique :

ż = f(z, u) , z(0) = z0 ,ave
 z la variable d'état et u la variable de 
ontr�le, alors il existe une fon
tion F telle que
F (z(t)) = 0 quel que soit le 
ontr�le u.A 
ontrario, un système non-holonome est un système pour lequel on ne peut pas 
onstruired'intégrale première.Le système non-holonome que nous allons 
onsidérer est une généralisation du système
onnu sous le nom d'intégrateur de Bro
kett [Bro82℄. Il est aussi parfois appelé système deHeisenberg. Nous avons également ren
ontré 
e type de système lors de la modélisation dela nage à bas nombre de Reynolds (voir Chapitre 8 et tout parti
ulièrement la Se
tion 8.2).Ce
i a motivé notre intérêt pour l'étude d'un tel système.Le problème de 
ontr�le en temps optimal pour des systèmes non-holonomes a déjàété étudié dans la littérature. Des solutions expli
ites ont été données dans le 
as n = 2lorsqu'il n'y a pas de 
ontraintes sur l'état. Pour 
e
i, on fait référen
e à Blo
h [Blo03℄ oùle problème est abordé via une appro
he lagrangienne. Nous référons aussi à Beals, Gaveauet Greiner [BGG00℄ ainsi qu'à Prieur et Trélat [PT05℄ où le problème de 
ontr�le en tempsoptimal a été résolu via une des
ription des géodésiques d'une variété sous-riemannienne.17
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onnaissan
e, il n'existe pas de des
riptions des 
ontr�les en temps optimalpour 
e système lorsque des 
ontraintes sur l'état du système sont imposées. L'obje
tifde 
e 
hapitre est de donner une des
ription des 
ontr�les en temps optimal lorsque des
ontraintes sur l'état sont imposées. Ce
i est fait via l'appli
ation du prin
ipe du maximumde Pontryagin étendu au 
as des systèmes dont l'état est 
ontraint. On réfère à Bonnans etHermant [BH07℄, Harlt, Sethi et Vi
kson [HSV95℄ ou Io�e et Tihomirov [IT79℄ pour plusde détails sur le prin
ipe du maximum de Pontryagin.Le système non-holonome que nous allons 
onsidérer est une généralisation multidimen-sionnelle de l'intégrateur de Bro
kett [Bro82℄. La généralisation, en dimension supérieure,
hoisie di�ère de 
elle donnée originellement dans [Bro82℄ mais suit 
elle donnée par Beals,Gaveau et Greiner [BGG00℄ pour des systèmes de Heisenberg de dimension 2n + 1.L'intérêt de 
e 
hapitre est de 
onstruire un exemple de système non linéaire où le tempsoptimal et des 
ontr�les optimaux peuvent être obtenus expli
itement. Plus pré
isément, leproblème de 
ontr�le est linéaire par rapport à 
ertaines variables d'état et par rapport aux
ontr�les. La di�
ulté majeure de 
ette étude provient du 
hoix d'imposer des 
ontraintessur les variables d'état du système.L'ensemble de 
e 
hapitre reprend un travail en 
ollaboration ave
 J.-F. S
heid, [LS12℄.Dans tout 
e 
hapitre, on suppose que n > 2 est un entier et que M est une matri
eréelle et non symétrique (i.e. M⊤ 6= M) de taille n× n.On se �xe aussi un 
onstante ς ∈ R
∗
+ ∪ {+∞} et un réel non nul ȳ ∈ R

∗.Les notations ré
urrentes utilisées dans 
e 
hapitre sont :� 0n pour le ve
teur nul de R
n ;� 〈·, ·〉 pour le produit s
alaire 
anonique sur R

n ;� | · | pour la norme eu
lidienne sur R
n.De plus les variables à valeurs ve
torielles seront notées en gras.Le problème de 
ontr�le optimal que l'on 
onsidère est le suivant :Problème de 
ontr�le en temps optimal. Étant donné ς ∈ R

∗
+ ∪ {+∞}, trouver letemps minimal T ⋆ > 0, tel qu'il existe des fon
tions (y,x) : [0, T ⋆]→ R×R

n et une fon
tionde 
ontr�le u : [0, T ⋆]→ R
n satisfaisant le système d'équations di�érentielles ordinaires :

ẏ = 〈Mx,u〉 , (2.1.1)
ẋ = u , (2.1.2)muni des 
onditions initiales et �nales :

(

y(0),x(0)
)

= (0,0n) , (2.1.3)
(

y(T ⋆),x(T ⋆)
)

= (ȳ,0n) , (2.1.4)et sujet à la 
ontrainte sur le 
ontr�le :
|u(t)| 6 1 (t ∈ [0, T ⋆]), (2.1.5)et sur l'état :
|x(t)| 6 ς (t ∈ [0, T ⋆]) . (2.1.6)Dans 
e problème de 
ontr�le, les fon
tions y : R+ → R et x : R+ → R

n sont lesvariables d'état du système tandis que u : R+ → R
n est la variable de 
ontr�le.Les variables d'état sont soumises à la 
ondition initiale (2.1.3) et à la 
ondition �nale(2.1.4) qui doit être atteinte en un temps T ⋆ minimal.
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ontrainte (2.1.5) sur les 
ontr�les est né
essaire pour que le problème de 
ontr�leen temps optimal ait un sens. Sans 
ette 
ontrainte, il est trivial que si le système est
ontr�lable en un 
ertain temps alors la linéarité du problème par rapport à u impliquequ'il l'est en tout temps T > 0. En e�et, si u est un 
ontr�le en temps T , alors ũ dé�nipour tout t ∈ [0, T
2 ] par ũ(t) = 2u(2t) est un 
ontr�le en temps T

2 .Le 
hoix de la 
ondition �nale (2.1.4) provient du problème de la nage (voir Chapitre 8).Dans 
e travail, nous avons 
onsidéré le problème d'un 
orps déformable pla
é dans un�uide régi par les équations de Stokes stationnaires. Dans 
e 
adre, u dé�nit la vitesse desdéformations du 
orps, x les amplitudes de 
es déformations et y la position du 
entre demasse de l'objet. Le problème physique est alors de dépla
er le 
entre de masse y du nageurde 0 en ȳ en un temps minimal tout en revenant à sa 
on�guration initiale x = 0.La 
ontrainte (2.1.6) sur les variables d'état est motivée par une 
ondition physiquevenant de la nage des mi
ro-organismes, on peut se référer pour plus de détails au Chapitre 8,dédié à 
e sujet ou à l'arti
le de Lohéa
, S
heid et Tu
snak [LST℄.Toutefois, 
e système peut être 
onsidéré 
omme une généralisation possible du systèmede Bro
kett, fréquemment ren
ontré dans la littérature, [VTU, KN05, PT05℄ :
ẏ = x1u2 − x2u2 ,

ẋ1 = u1 ,

ẋ2 = u2 ,
orrespondant à la matri
e M =

(

0 1
−1 0

).Ce 
hapitre est organisé 
omme suit.Dans la Se
tion 2.2, on utilise les résultats du 
hapitre 1 pour donner des résultats basiquessur la 
ontr�labilité et la 
ontr�labilité en temps optimal de 
e système.Dans la Se
tion 2.3, on donne des propriétés générales sur les 
ontr�les optimaux du sys-tème. En parti
ulier, une propriété bang-bang sera établie pour le 
ontr�le en temps opti-mal.Puis dans la Se
tion 2.4, nous utiliserons une appro
he hamiltonienne en prenant en 
ompteles 
ontraintes sur l'état et nous utiliserons le prin
ipe du maximum de Pontryagin (en di-mension �nie) a�n d'obtenir des propriétés utiles sur le 
ontr�le en temps optimal.La Se
tion 2.5 est dédiée à l'étude du 
as parti
ulier n = 2. En parti
ulier, nous donneronsl'expression du temps optimal T ⋆ ainsi que la forme de 
ertains 
ontr�les optimaux.Finalement, dans la Se
tion 2.6 on donne l'expression du temps optimal T ⋆ et on exhibedes 
ontr�les optimaux pour le 
as général n > 2.Le résultat prin
ipal de 
e 
hapitre est le Théorème 2.6.1. Dans 
e résultat, nous mon-trons en parti
ulier que le temps optimal est gouverné seulement par le plus grand desmodules des valeurs propres de la partie antisymétrique de la matri
e M . Les 
ontr�les entemps optimal peuvent de plus être 
hoisis dans un sous-espa
e de R
2 de dimension deux.Le prin
ipe de la démonstration de 
e théorème est le suivant :1. On 
ommen
e par montrer que l'on peut supposer sans perte de généralité que lamatri
e M est antisymétrique ;2. On 
al
ule expli
itement le temps optimal et des 
ontr�les en temps optimal dansle 
as n = 2. Pour 
e faire, on intègre le prin
ipe du maximum de Pontryagin ave

ontraintes sur l'état ;3. Finalement dans le 
as n > 2, on se ramène au 
as de la dimension n = 2 en utilisantdes prin
ipes d'invarian
es. Ces prin
ipes d'invarian
e sont prin
ipalement basés surla diagonalisation par blo
s 2× 2 des matri
es antisymétriques.
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ontr�labilitéDans 
ette se
tion on donne les résultats de 
ontr�labilité pour le système non-holonome(2.1.1)�(2.1.6) qui seront utiles pour l'étude du problème en 
ontr�le optimal.Pour une variable de 
ontr�le u donnée, le problème de Cau
hy (2.1.1)�(2.1.3) admetune unique solution. Ce fait est immédiat. En e�et, pour tout T > 0 et tout u ∈ L∞(0, T )n,on dé�nit les appli
ations :
YM

u (t) =

∫ t

0

〈

MXM
u (s),u(s)

〉

ds et XM
u (t) =

∫ t

0
u(s) ds .Il est alors trivial que pour tout u ∈ L∞(0, T )n, on a :

YM
u ∈W 1,∞([0, T ]) et XM

u ∈W 1,∞([0, T ])net que (y,x) =
(

YM
u ,XM

u ) est l'unique solution du système di�érentiel :
ẏ = 〈Mx,u〉
ẋ = umuni de la 
ondition initiale :

(

y(0),x(0)
)

= (0,0n) ∈ R× R
n .Losqu'il n'y a pas de 
onfusion, on note simplement Xu et Yu à la pla
e de XM

u et YM
u .Le problème de 
ontr�le asso
ié au système di�érentiel (2.1.1)�(2.1.3) s'é
rit :Problème 2.2.1 (Problème de 
ontr�le).Trouver un temps T > 0 et un 
ontr�le u ∈ L∞(0, T )n satisfaisant :� la 
ondition �nale :

(

Yu(T ),Xu(T )
)

= (ȳ,0n) , (2.2.1)� la borne sur le 
ontr�le :
|u(t)| 6 1 (t ∈ (0, T ) p.p.) , (2.2.2)� la 
ontrainte sur l'état :
|Xu(t)| 6 ς (t ∈ [0, T ]) . (2.2.3)En utilisant le Théorème de Chow, (
.f. Chapitre 1 ou [AS04, Cor07, Blo03℄) on obtientun résultat de 
ontr�labilité pour le système (2.2.1)�(2.2.3) qui s'é
rit 
omme suit :Proposition 2.2.2. Il existe T > 0 et u ∈ L∞(0, T )n tels que (2.2.1) est réalisé et les
ontraintes (2.2.2) et (2.2.3) sont véri�ées.Ce résultat peut être vu 
omme une généralisation de l'Exemple 3.20 du livre de Coron,[Cor07℄. Pour la preuve de 
e résultat, l'hypothèse faite sur la matri
e M (M 6= M⊤) estessentielle et le résultat est faux dans le 
as d'une matri
e symétrique. En parti
ulier, dansle 
as où la matri
e M est symétrique, le système est holonome.Démonstration. On note M1, . . . ,Mn ∈ M1,n(R) les n lignes de la matri
e M . Soient

r =

(

y
x

) et fi(r) =









MiPr

0i−1

1
0n−i









ave
 P =







0 1 0... . . .
0 0 1






∈ Mn,n+1(R). P est telle que
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P

(

y
x

)

= x. Il est alors 
lair que le système (2.1.1)�(2.1.2) se ré
rit :
ṙ =

n
∑

i=1

fi(r)ui .Soient i1 et i2 dans {1, . . . , n} tels que Mi1,i2 6= Mi2,i1 . Alors il est aisé de véri�er que pourtout r ∈ R
n+1, on a [fi1 , fi2 ] (r) =

(

Mi2,i1 −Mi1,i2

0n

).Ainsi, on a bien Lier {f1, . . . , fn} = R
n+1. Par 
onséquent, le Théorème de Chow nouspermet d'a�rmer que le Problème de 
ontr�le 2.2.1 admet une solution.La Proposition 2.2.2 nous permet de dé�nir l'ensemble des 
ontr�les u solutions dusystème (2.2.1)�(2.2.3) en temps T > 0,

UT
ς,ȳ(M) =

{

u ∈ L∞(0, T )n , ‖u‖L∞(0,T ) 6 1 , ‖Xu‖L∞(0,T ) 6 ς ,

(Yu(T ),Xu(T )) = (ȳ,0n)
}

. (2.2.4)Lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion possible, on note simplement UT 
et ensemble.En appliquant le Théorème de Filippov (
.f. Chapitre 1 ou [AS04, Ces83, HSV95℄) auproblème de 
ontr�le en temps optimal, on obtient aisément le résultat suivant :Proposition 2.2.3. L'ensemble {T > 0 , UT
ς,ȳ(M) 6= ∅

} admet un minimum, T ⋆
ς,ȳ(M).En d'autres termes, le problème de 
ontr�le en temps optimal admet une solution. Nousdisons que T ⋆

ς,ȳ(M), dé�ni dans la Proposition 2.2.3, est le temps optimal et un 
ontr�le
u ∈ UT ⋆(M) est appelé 
ontr�le en temps optimal.Le temps optimal T ⋆

ς,ȳ(M) dépend de ς, ȳ et M mais lorsqu'il n'y a pas de 
onfusion pos-sible, nous notons 
e temps simplement par T ⋆(M) ou T ⋆.On note aussi U⋆
ς,ȳ(M) pour UT ⋆

ς,ȳ(M)
ς,ȳ (M) et on fait, pour 
ette notation, les mêmes sim-pli�
ations que 
elles énon
ées pour T ⋆.Un 
ouple (T ⋆,u) où u ∈ U⋆ est appelé solution optimale du système (2.2.1)�(2.2.3).2.3 Propriétés préliminaires de la solution optimaleDans 
e paragraphe on donne quelques propriétés sur les solutions optimales du pro-blème de 
ontr�le (2.2.1)�(2.2.3). Ces propriétés seront très utiles dans la Se
tion 2.4 lorsde l'intégration du prin
ipe du maximum de Pontryagin.Commençons par donner un résultat de �réversibilité en temps�.Proposition 2.3.1. Soit T > 0 et RT l'appli
ation dé�nie sur L∞(0, T )n par :

(

RT u
)

(t) = u(T − t) (u ∈ L∞(0, T )n , t ∈ [0, T ] p.p.) .Alors, RT dé�nit une bije
tion de UT
ς,ȳ sur UT

ς,−ȳ.En d'autres termes, si u ∈ UT est une solution du problème de 
ontr�le (2.2.1)�(2.2.3),alors la fon
tion ũ ∈ L∞(0, T )n dé�nie par ũ(t) = u(T − t) pour presque tout t ∈ [0, T ]est une solution du problème de 
ontr�le (2.2.1)�(2.2.3) ave
 −ȳ au lieu de ȳ.



22 ÉTUDE D'UN SYSTÈME BILINÉAIRE EN DIMENSION FINIEDémonstration. Soit u ∈ UM
ς,ȳ. On dé�nit ũ ∈ L∞(0, T )n par :

ũ(t) = u(T − t) (t ∈ [0, T ]) .Il est alors évident que ‖ũ‖L∞(0,T ) 6 1. De plus, on a pour tout t ∈ [0, T ] :
XM

ũ (t) =

∫ t

0
u(T − s) ds =

∫ T

T−s
u(s) ds = XM

u (T )−XM
u (T − t) = −( RTXM

u )(t)et
YM

ũ (t) =

∫ T

0

〈

−MXM
u (T − s),u(T − s)

〉

ds = −
∫ T

T−t

〈

MXM
u (s),u(s)

〉

ds

= ( RTYM
u )(t)− YM

u (T ) = ( RTYM
u )(t)− ȳ .D'où le résultat.La Proposition suivante montre que la partie symétrique de M ne joue au
un r�le pourle problème de 
ontr�le (2.2.1)�(2.2.3).Proposition 2.3.2. Soit T > 0, on a :

UT (M) = UT
(1

2

(

M −M⊤)
)

. (2.3.1)Remarque 2.3.3. En d'autres termes, le résultat 
i-dessus signi�e qu'un 
ontr�le u ∈ UTest solution du problème (2.2.1)�(2.2.3) si et seulement si il est solution du problème de
ontr�le (2.2.1)�(2.2.3) où (2.1.1) est rempla
é par :
ẏ =

〈1

2

(

M −M⊤)x,u
〉

. (2.3.2)Démonstration. Soient MS = 1
2

(

M + M⊤) et MA = 1
2

(

M −M⊤), la partie symétriqueet la partie antisymétrique de la matri
e M . Soit u ∈ L∞(0, T )n. On a bien évidemment
XM

u = XMA
u . On note alors x = XM

u et pour tout t ∈ [0, T ] on a :
YM

u (t) =

∫ t

0
〈Mx,u〉 ds =

∫ t

0
〈MAx,u〉 ds +

∫ t

0
〈MSx, ẋ〉 ds

= YMA
u (t) +

∫ t

0

1

2

d 〈MSx,x〉
dt

(s) ds = YMA
u (t) +

1

2
〈MSx(t),x(t)〉 .Finalement, en utilisant le fait que pour t = T on a x(T ) = 0n, nous obtenons :

YM
u (T ) = YMA

u (T ) .Ce qui donne le résultat.La Proposition suivante montre que les 
ontr�les optimaux sont bang-bang, 
'est-à-direque la borne sur la norme du 
ontr�le (2.2.2) est atteinte pour presque tout temps.Proposition 2.3.4. Soient T ⋆ > 0 et u ∈ U⋆ une solution optimale du problème de
ontr�le (2.2.1)�(2.2.3). Alors u satisfait pour presque tout t ∈ (0, T ⋆) :
|u(t)| = 1 (2.3.3)et

u(t) ∈ Ker
(

M −M⊤)⊥ . (2.3.4)



PROPRIÉTÉS PRÉLIMINAIRES DE LA SOLUTION OPTIMALE 23Démonstration. Nous allons montrer (2.3.3) par l'absurde. Pour 
e faire, on suppose que
u ∈ U⋆ est un 
ontr�le en temps optimal qui ne satisfait pas (2.3.3). On dé�nit alors lafon
tion s ∈W 1,∞(0, T ⋆) par :

s(t) =

∫ t

0
|u(r)|dr (t ∈ [0, T ⋆]) . (2.3.5)On note T̃ = s(T ⋆). Comme ȳ 6= 0, le 
ontr�le optimal u est né
essairement non iden-tiquement nul et par 
onséquent, s est une fon
tion non 
onstante et 
roissante sur [0, T ⋆].Ainsi, nous avons T̃ > 0.De plus, 
omme |u(t)| 6 1 pour presque tout t ∈ [0, T ⋆] et 
omme nous avons supposé que

u ne satisfait pas (2.3.3), on en déduit que T̃ < T ⋆.Comme s est une fon
tion 
roissante, elle admet un inverse à droite sr : [0, T̃ ] → [0, T ⋆],
'est-à-dire que sr satisfait s ◦ sr = I[0,T̃ ].De plus, sr est presque partout di�érentiable sur [0, T̃ ]. En e�et, sr est une fon
tion mono-tone, et 
e résultat est une 
onséquen
e du Théorème de la limite monotone. sr étantl'inverse à droite de s, nous avons presque partout sur [0, T̃ ], s′ ◦ sr s′r = 1. En dérivant(2.3.5), nous obtenons pour presque tout σ ∈ [0, T̃ ], ∣∣u(sr(σ)
)∣

∣ s′r(σ) = 1 et par 
onséquent :
∣

∣u
(

sr(σ)
)∣

∣ 6= 0 (σ ∈ [0, T̃ ] p.p.) .Nous pouvons maintenant dé�nir les fon
tions suivantes pour presque tout σ ∈ [0, T̃ ] :
ũ(σ) =

u
(

sr(σ)
)

∣

∣u
(

sr(σ)
)∣

∣

, (2.3.6)
ỹ(σ) = y

(

sr(σ)
)

, (2.3.7)
x̃(σ) = x

(

sr(σ)
)

, (2.3.8)où l'on a noté (y,x) = (Yu,Xu) ∈W 1,∞([0, T ⋆])×W 1,∞([0, T ⋆])n.Nous allons maintenant prouver que ũ est un 
ontr�le du problème (2.2.1)�(2.2.3) entemps T̃ < T ⋆ 
e qui sera en 
ontradi
tion ave
 le fait que T ⋆ est le temps optimal.On 
ommen
e par remarquer que ũ ∈ L∞(0, T̃ )n et (ỹ, x̃) ∈W 1,∞(0, T̃ )×W 1,∞(0, T̃ )n etque pour presque tout σ ∈ [0, T̃ ], nous avons :
d ỹ

dσ
(σ) =

1
∣

∣u
(

sr(σ)
)∣

∣

ẏ
(

sr(σ)
)

= 〈M x̃(σ), ũ(σ)〉 ,

d x̃

dσ
(σ) =

1
∣

∣u
(

sr(σ)
)∣

∣

ẋ
(

sr(σ)
)

= ũ(σ) .Ainsi, on en déduit que (ỹ, x̃) = (Yũ,Xũ). Les 
ontraintes (2.2.2) et (2.2.3) sont satisfaitespar le 
ontr�le ũ et on a de plus :
ỹ(0) = 0 et x̃(0) = 0n ,

ỹ(T̃ ) = y(T ∗) = ȳ et x̃(T̃ ) = x(T ⋆) = 0n .Ainsi, nous avons que ũ ∈ U T̃ ave
 T̃ < T ⋆ 
e qui est absurde étant donné que, pardé�nition, T ⋆ = min
{

T > 0 , UT 6= ∅
}. La propriété bang-bang, (2.3.3), est prouvée.Nous allons maintenant montrer la propriété (2.3.4). Comme dans la démonstrationde la Proposition 2.3.2, nous notons MS la partie symétrique de M et MA la partie anti-symétrique de M . Pour 
e faire, nous allons utiliser la dé
omposition suivante de R

n :
R

n = Ker(MA)⊕Ker(MA)⊥ . (2.3.9)



24 ÉTUDE D'UN SYSTÈME BILINÉAIRE EN DIMENSION FINIEOn é
rit alors u = u0 + u1 ave
 u0(t) ∈ Ker(MA) et u1(t) ∈ Ker(MA)⊥ pour presquetout t ∈ [0, T ⋆]. On dé�nit aussi xi = Xui pour i ∈ {0, 1}. Il est 
lair que l'on a pour tout
t ∈ [0, T ], Xu = x0 + x1 ave
 x0(t) ∈ Ker(MA) et x1(t) ∈ Ker(MA)⊥. En développant leproduit s
alaire de (2.1.1) ave
 la dé
omposition (2.3.9), nous obtenons :

Yu(T ⋆) =

∫ T ⋆

0
〈MSXu(t),u(t)〉 dt +

∫ T ⋆

0
〈MAXu(t),u(t)〉 dt

= 0 +

∫ T ⋆

0

(

〈MAx0(t),u(t)〉 + 〈MAx1(t),u0(t)〉+ 〈MAx1(t),u1(t)〉
)

dt

=

∫ T ⋆

0
〈MAx1(t),u1(t)〉 dt

= Yu1(T
⋆) .Ce résultat signi�e que u1 ∈ U⋆. Comme u et u1 sont deux 
ontr�les optimaux, il satisfonttous les deux la propriété bang-bang, (2.3.3) et par 
onséquent u0 = 0n et u = u1 
ar

|u(t)|2 = |u0(t)|2 + |u1(t)|2.Ce
i a
hève la démonstration.Remarque 2.3.5. Dans la démonstration 
i-dessus, nous avons montrer que le 
ontr�leest bang-bang. La démonstration s'adapte aisément à tout système de 
ontr�le en tempsoptimal linéaire par rapport à la variable de 
ontr�le.2.4 Prin
ipe du maximum de PontryaginDans 
ette se
tion, nous allons 
onsidérer l'appro
he hamiltonienne du problème a�nd'obtenir des 
onditions né
essaires d'optimalité. Pour prendre en 
ompte la 
ontrainte surl'état, on suit la pro
édure 
lassique dé
rite dans [IT79, BH07, BSFdlV10, Cla90, BH75℄.L'hamiltonien du système (2.2.1)�(2.2.3) pour le problème en temps minimal est donnépar la fon
tion :
H : R

n × R
n ×R× R

n × R → R

(x,u,p0,p, s0) 7→ 〈p0Mx + p,u〉+ s0 .
(2.4.1)Nous avons aussi besoin d'introduire l'espa
e des fon
tions à variations bornées :

BV (0, T ) =
{

p : [0, T ]→ R mesurable,
sup
{

n
∑

k=0

|p(tk+1)− p(tk)|, 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T , n ∈ N
∗
}

< +∞
}

.Pour une des
ription pré
ise et les propriétés des fon
tions à variations bornées, on faitréféren
e à [AFP00, EG92℄). Nous rappelons seulement que pour toute fon
tion
p ∈ BV (0, T ) et pour tout t ∈ (0, T ), on peut dé�nir les limites à droite et à gau
hede p :

p(t−) = lim
ε→0
ε>0

p(t− ε) , p(t+) = lim
ε→0
ε>0

p(t + ε) .et le saut de p en t ∈ [0, T ] est :
[p](t) = p(t+)− p(t−) .
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ompte la 
ontrainte sur l'état, (2.2.3), nous introduisons la fon
tion
gς ∈ C∞(Rn, R) dé�nie pour tout ξ ∈ R

n, par :
gς(ξ) =

{

1
2

(

|ξ|2 − ς2
) si ς ∈ R

∗
+ ,

−1 si ς = +∞ .
(2.4.2)Soient T = T ⋆ > 0 le temps optimal et u ∈ L∞(0, T )n un 
ontr�le optimal, on note

(y,x) = (Yu,Xu) ∈ W 1,∞([0, T ])n+1 la traje
toire asso
iée à 
e 
ontr�le. L'ensemble destemps pour lesquels la 
ontrainte (2.2.3) est saturée est dé�ni par :
Eς(u) = {t ∈ [0, T ] , |Xu(t)| = ς} .Par la suite on notera simplement Eς au lieu de Eς(u).Le prin
ipe du maximum de Pontryagin (
.f. [IT79, Se
tion 5.2.1, Theorem 1℄ ou [BH07,Theorem 2.2℄) assure l'existen
e de s0 6 0, q0 ∈ R

n, q1 ∈ R
n, p0 ∈ R, p ∈ BV (0, T )n etd'une mesure borélienne positive et régulière η supportée par Eς , non tous nuls, tels que(2.2.1)�(2.2.3) soient véri�ées ainsi que le équations adjointes :

p(t) = q1 +

∫ T

t
p0M

⊤udt−
∫

[t,T ]
∇gς(x)dη (t ∈ [0, T ]) , (2.4.3)

p(0) = q0 . (2.4.4)De plus, u est tel que le hamiltonien est maximal en tout temps :
H(x,u, p0,p, s0) = max

v∈Rn

|v|61

H(x,v, p0,p, s0) . (2.4.5)Étant donné que le hamiltonien et la fon
tion gς représentant la 
ontrainte sur l'état,(2.4.2), sont indépendants du temps, on obtient (
.f [IT79, Se
tion 5.2.2℄) la 
onditionsupplémentaire :
H(x,u, p0,p, s0) = 0 . (2.4.6)On remarque que la fon
tion p peut être dis
ontinue. En e�et, dans l'équation adjointe(2.4.3), il y a une intégration par rapport à une mesure η, due à la présen
e d'une 
ontraintesur l'état du système.Dans les lemmes suivants, nous allons donner des propriétés sur le 
ontr�le optimal etles variables adjointes. Dans 
es lemmes, nous 
onsidérons que T > 0, u ∈ L∞(0, T )n et

(y,x) = (Yu,Xu) ∈ W 1,∞([0, T ])n+1 satisfont le problème de 
ontr�le (2.2.1)�(2.2.3). Deplus, nous supposons que s0 6 0, q0 ∈ R
n, q1 ∈ R

n, p0 ∈ R, p : [0, T ] → R
n et η est unemesure régulière positive supportée par Eς(u) = {t ∈ [0, T ] , |Xu(t)| = ς}, sont non tousnuls et satisfont (2.4.3)�(2.4.6).Lemme 2.4.1. Ave
 les notations 
i-dessus, on a :

s0 < 0 (2.4.7)et u,p ∈ BV (0, T )n satisfont :
u =

p0Mx + p

−s0
dans [0, T ] . (2.4.8)



26 ÉTUDE D'UN SYSTÈME BILINÉAIRE EN DIMENSION FINIEDémonstration. Commençons par donner quelques propriétés sur l'ensemble Eς . x étantune fon
tion 
ontinue sur [0, T ] et telle que x(0) = x(T ) = 0, nous en déduisons que Eςest un fermé de ]0, T [ et que [0, T ] \Eς est un ensemble de mesure de Lebesgue positive.Comme η est une mesure régulière, on déduit de (2.4.3) que p ∈ BV (0, T )n (et que pest 
ontinue à gau
he). De plus, le support de η étant in
lus dans Eς , on déduit de (2.4.3)que p est presque partout di�érentiable sur l'ouvert [0, T ] \ Eς et on a :
ṗ = −p0M

⊤u p.p. dans (0, T ) \ Eς . (2.4.9)
• Commençons par montrer (2.4.7), 
'est-à-dire que s0 < 0.On suppose par l'absurde que s0 = 0. Ainsi, q0, q1, p0, p et η sont non tous nuls etl'équation (2.4.6) devient :

0 = 〈p0Mx + p,u〉 p.p. dans [0, T ] . (2.4.10)Soit A = {t ∈ [0, T ] , p0Mx(t) + p(t) 6= 0n}. En utilisant le prin
ipe du maximum, (2.4.5)
onduit à :
u(t) =

p0Mx(t) + p(t)

|p0Mx(t) + p(t)| (t ∈ A p.p.) .Ainsi :
〈p0Mx(t) + p(t),u(t)〉 6= 0 (t ∈ A p.p.) .Comme on a fait l'hypothèse que s0 = 0, on obtient de (2.4.6) que A est un ensemblenégligeable et par 
onséquent que :

p = −p0Mx p.p. dans [0, T ] . (2.4.11)L'équation 
i-dessus 
onduit à : p ∈ W 1,∞([0, T ])n. En dérivant (2.4.11) et en 
omparantle résultat ave
 l'équation (2.4.9), nous obtenons :
0n = p0(M −M⊤)u p.p. dans [0, T ] \Eς . (2.4.12)Nous allons maintenant prouver p0 6= 0 (toujours sous l'hypothèse s0 = 0). En e�et,dans 
e 
as, nous obtiendrons une 
ontradi
tion ave
 (2.3.4) (u ∈ Ker(M −M⊤)⊥). Pour
e faire, nous supposons par l'absurde que p0 = 0. L'équation (2.4.11) implique dans 
e
as que p = 0n dans [0, T ]. Par 
onséquent, nous avons q0 = 0n et pour tout t ∈ [0, T ], onobtient de (2.4.3) que :

q1 =

∫ T

t
∇gς(x)dη .Comme T /∈ Eς (ainsi, η({T}) = 0) on obtient pour t = T , dans l'équation pré
édente,

q1 = 0n et pour tout t ∈ [0, T ] :
∫ T

t
∇gς(x)dη = 0n . (2.4.13)Dans le 
as ς = +∞, il est trivial que η est nulle (Eς = ∅) et par 
onséquent, s0, p0,

q0, q1, p et η sont tous nuls, d'où la 
ontradi
tion et p0 6= 0 dans le 
as ς = +∞.Dans le 
as 0 < ς < +∞, nous allons montrer que η est nulle et la même 
on
lusionaura lieu. Comme ∇gς(x) = x, l'équation (2.4.13) implique que pour tous t0 et t1 ave

0 6 t0 6 t1 6 T , nous avons :

∫ t1

t0

xdη = 0n .



PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN 27Si t0 appartient au support de η, alors pour tout ε > 0, la mesure de [t0− ε, t0 + ε]∩ [0, T ]est stri
tement positive. Étant donné que le support de η est in
lus dans Eς , nous avons
t0 ∈ Eς et par 
onséquent |x(t0)| = ς. En utilisant le fait que x est 
ontinue, nous obtenonsl'existen
e de ε > 0 tel que 〈x(t0),x(t)〉 >

ς2

2 pour tout t ∈ [t0 − ε, t0 + ε] ∩ [0, T ]. D'autrepart, l'équation (2.4.13) 
onduit à :
0 =

∫

[t0−ε,t0+ε]∩[0,T ]
〈x(t0),x(t)〉dη >

ς2

2
η
(

[t0 − ε, t0 + ε] ∩ [0, T ]
)

.Nous en déduisons alors que η
(

[t0 − ε, t0 + ε] ∩ [0, T ]
)

= 0 
ontredit le fait que t0 est dansle support de η. Par 
onséquent, le support de η est vide et η = 0. On obtient alors s0, p0,
q0, q1, p et η tous nuls. Ce
i 
onduit à une 
ontradi
tion.Ainsi, sous l'hypothèse s0 = 0, nous avons montré que p0 6= 0. La relation (2.4.12)
onduit à u ∈ Ker(M −M⊤) dans [0, T ] \Eς , qui est un ensemble de mesure positive. Ce
i
ontredit le résultat (2.3.4) (u ∈ Ker(M −M⊤)⊥) de la Proposition 2.3.4. La preuve de
s0 < 0 est a
hevée.
• Nous allons maintenant montrer (2.4.8).Comme s0 < 0, on déduit de (2.4.6) que p0Mx(t)+p(t) 6= 0n pour presque tout t ∈ [0, T ].Ainsi, (2.4.5) implique :

u =
p0Mx + p

|p0Mx + p| p.p. dans[0, T ] .En é
rivant la relation (2.4.6) ave
 l'expression de u 
i-dessus, nous obtenons (2.4.8).Comme p ∈ BV (0, T )n et x ∈W 1,∞([0, T ])n, on déduit de (2.4.8) que u ∈ BV (0, T )n.Lemme 2.4.2. Ave
 les mêmes notations, on a : u,p ∈ C0(0, T ) ∩
(

C∞([0, T ] \Eς

))n et
∀ t ∈ [0, T ] , η({t}) = 0 . (2.4.14)De plus :

〈x(t),u(t)〉 = 0 (t ∈ Eς) . (2.4.15)Remarque 2.4.3. Un instant τ ∈ (0, T ) tel que |x(τ)| = ς et qu'il existe ε > 0 pour lequelon a |x(τ − t)| < ς pour tout t ∈ (0, ε] sera appelé un temps d'atteinte de la 
ontrainted'état.La propriété (2.4.15) implique que la 
ontrainte d'état (2.2.3) ne peut être atteinte quetangentiellement en τ .Démonstration.
• On 
ommen
e par prouver que u est une fon
tion de régularité C∞ sur [0, T ] \ Eς .De l'équation adjointe (2.4.3), on obtient que p est de régularité W 1,∞ sur [0, T ] \ Eς .Par 
onséquent, (2.4.8) nous assure que u est aussi de régularité W 1,∞ sur [0, T ] \ Eς . Endérivant (2.4.8) et (2.4.3), nous obtenons que u satisfait l'équation di�érentielle ordinaire,

u̇ =
p0

−s0
(M −M⊤)u sur [0, T ] \ Eς .On en déduit que u est de 
lasse C∞ sur [0, T ] \ Eς . En utilisant (2.4.8), il est trivial que

p est aussi de régularité C∞ sur [0, T ] \ Eς .
• Nous allons maintenant montrer (2.4.14) et que u,p ∈ C0([0, T ])n.Ces résultats sont triviaux dans le 
as Eς = ∅.
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onsidère alors que le 
as Eς 6= ∅ (par 
onséquent 0 < ς < +∞).Nous 
ommençons par montrer que p ∈ C0([0, T ])n.Étant donné la forme de l'équation adjointe (2.4.3), il su�t de montrer que la fon
tion
m : t 7→

∫

[t,T ]
xdη est 
ontinue sur [0, T ].On suppose par l'absurde que m n'est pas 
ontinue sur [0, T ]. La régularité de η imposeque m ∈ BV (0, T ). L'hypothèse de non 
ontinuité de m implique l'existen
e d'un instant

τ ∈ [0, T ] pour lequel [m] (τ) = x(τ)α ave
 α = η({τ}) > 0. Remarquons que 
omme lesupport de η est in
lus dans Eς , on a né
essairement τ ∈ Eς , en parti
ulier τ /∈ {0, T}. Enutilisant (2.4.8) et (2.4.3), nous obtenons :
− s0[u](τ) = [p](τ) = αx(τ) . (2.4.16)La relation (2.4.6) et l'expression (2.4.8) pour u, 
onduit à :

|p0Mx + p|2 = s2
0 dans BV (0, T ) ,
e qui implique :

|p0Mx(τ) + p(τ+)|2 = |p0Mx(τ) + p(τ−)|2 .On déduit de l'expression pré
édente que :
2〈p0Mx(τ), [p](τ)〉+ [|p|2](τ) = 0 . (2.4.17)L'utilisation de (2.4.8), (2.4.16) et de |x(τ)| = ς, donne après quelques 
al
uls que larelation (2.4.17) se ré
rit :
− 2s0α〈u(τ−),x(τ)〉+ ς2α2 = 0 . (2.4.18)Comme α > 0 (en parti
ulier α 6= 0), nous obtenons α =

2s0

ς2
〈u(τ−),x(τ)〉. Par ailleurs,nous savons que τ ∈ Eς , i.e. |x(τ)| = ς.Nous avons don
 né
essairement d|x|2

dt
(τ−) > 0, 
onduisant à 〈u(τ−),x(τ)〉 > 0 puis à

α =
2s0

ς2
〈u(τ−),x(τ)〉 6 0.D'où la 
ontradi
tion ave
 α > 0.Par 
onséquent, p ne peut avoir de points de dis
ontinuité et (2.4.8) nous assure qu'il enest de même pour u. L'équation (2.4.3) 
onduit à [p](t) = η({t})x(t) pour tout t ∈ (0, T ).Par 
onséquent, la 
ontinuité de p implique (2.4.14).

• Nous pouvons maintenant prouver (2.4.15) ou de manière équivalente que :
d |x|2

dt
(τ) = 0 (τ ∈ Eς) .On sait déjà que u ∈ C0([0, T ])n et par 
onséquent que x ∈ C1([0, T ])n. Soit τ ∈ Eς , laformule de Taylor, au voisinage de τ s'é
rit :

|x(τ + θ)|2 = |x(τ)|2 + θ
d |x|2

dt
(τ) + o(θ) = ς2 + θ

d |x|2
dt

(τ) + o(θ) (θ → 0) .Ainsi, pour satisfaire la 
ontrainte d'état (2.2.3) au voisinage de τ , il est né
essaire que
d

dt
|x(τ)|2 = 0.
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 les notations pré
édentes, on a :
q0 6= 0n , q1 6= 0n et p0 6= 0 .Démonstration.

• La preuve des propriétés q0 6= 0n et q1 6= 0n est une 
onséquen
e dire
te de la
ontinuité de u et de la propriété de 
ontr�le bang-bang (2.3.3). Comme u est 
ontinue etbang-bang, nous avons |u(t)| = 1 pour tout t ∈ [0, T ] et en parti
ulier, |u(0)| = |u(T )| = 1.Mais 
omme p est 
ontinue et x(0) = x(T ) = 0n, nous obtenons, d'après (2.4.8), que
u(0) =

1

−s0
q0 et u(T ) =

1

−s0
q1, d'où le résultat.

• Nous allons maintenant montrer que p0 6= 0.Supposons que p0 = 0.On dé�nit alors τ = sup{t ∈ [0, T ] , |x(σ)| < ς pour tout σ ∈ [0, t]}. On remarque que
τ ∈ ]0, T ]. L'équation adjointe (2.4.3) ave
 p0 = 0, nous donne p 
onstant sur [0, τ ]. Par
onséquent en utilisant (2.4.4) et (2.4.8), on obtient p(t) = q0 et u(t) =

q0

−s0
pour tout

t ∈ [0, τ ]. Ainsi, on a x(t) =
q0

−s0
t pour tout t ∈ [0, τ ]. Si τ = T , nous avons x(T ) =

T
q0

−s0
6= 0n 
e qui 
ontredit la 
ondition �nale, (2.2.1), sur x.Si 0 < τ < T , nous avons τ ∈ Eς . Cependant, 〈x(τ),u(τ)〉 = τ

|q0|2
s2
0

6= 0 
e qui 
ontredit(2.4.15). Ainsi, dans tous les 
as, nous avons montré que p0 6= 0.Nous terminons 
ette se
tion en donnant une forme expli
ite de 
ontr�les optimauxdans la région où la 
ontrainte sur l'état n'est pas saturée.Lemme 2.4.5. Pour tous t0, t1 > 0 ave
 t0 < t1 tels que |Xu| < ς dans ]t0, t1[, nous avons :
u(t) = exp

(

δ(t− t0)
M −M⊤

2

)

u(t0) (t ∈ [t0, t1]) , (2.4.19)ave
 δ =
2p0

−s0
6= 0.Démonstration. La relation (2.4.3) et la régularité C∞ de p sur (t0, t1) nous donnent aprèsdi�érentiation :

ṗ = −p0M
⊤u sur [0, T ] \ Eς .Ainsi, en di�éren
iant (2.4.8), nous obtenons :

u̇ =
1

−s0
(p0Mu− p0M

⊤u) =
2p0

−s0

(M −M⊤

2

)

u sur [0, T ] \ Eς .L'intégration de 
ette équation di�érentielle ordinaire 
onduit à (2.4.19).2.5 Solution optimale ave
 un 
ontr�le de dimension deuxDans 
ette se
tion, nous allons étudier le 
as d'un 
ontr�le de dimension deux. Nousallons donner la forme expli
ite d'un 
ontr�le dans le 
as n = 2, ainsi qu'une des
riptionde l'état asso
ié.
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ommençons par remarquer que pour toute matri
e 
arré M de dimension 2, sa partieantisymétrique est :
M −M⊤

2
= λJ ,où J =

(

0 −1
1 0

) et λ ∈ R. Comme M est supposée être non symétrique, on a λ 6= 0.On introduit aussi l'appli
ation :
R : R → SO(2)

θ 7→
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

.Nous avons J = R
(

π
2

) et R(θ) = exp(θ J), pour tout θ ∈ R.Le premier résultat de 
ette se
tion donne la forme du 
ontr�le optimal pour dans le
as où la 
ontrainte sur l'état n'est pas saturée.Proposition 2.5.1. Soit u ∈ U⋆ un 
ontr�le optimal pour le problème (2.2.1)�(2.2.3) (ave

n = 2). Nous notons (y,x) = (Yu,Xu) l'état asso
ié.Alors, il existe δ 6= 0 tel que pour tous t1 > t0 > 0 satisfaisant |Xu| < ς sur ]t0, t1[, on apour tout t ∈ [t0, t1] :

u(t) = R
(

δλ(t− t0)
)

u(t0) , (2.5.1)
x(t) = x(t0)−

1

λδ
J
(

R
(

δλ(t− t0)
)

− I2

)

u(t0) , (2.5.2)
y(t) = y(t0) +

1

2

(

〈MSx(t1),x(t1)〉 − 〈MSx(t0),x(t0)〉
)

− 1

δ
〈u(t0),x(t)− x(t0)〉+ λ 〈Jx(t0),x(t)〉 + t− t0

δ
, (2.5.3)ave
 MS = 1

2

(

M + M⊤) et λ 6= 0 tel que 1
2

(

M −M⊤) = λJ .De plus, la traje
toire optimale de l'état asso
ié t ∈ [t0, t1] 7→ x(t) ∈ R
2 est un paramé-trage d'un ar
 de 
er
le de rayon 1

|δλ| et de 
entre x(t0)−
1

δλ
Ju(t0) ∈ R

2.Démonstration. L'expression (2.5.1), pour u, est simplement l'expression (2.4.19) obtenuedans le Lemme 2.4.5 ramenée au 
as n = 2.En intégrant (2.5.1) entre les temps t0 et t ∈ (t0, t1) on obtient l'expression (2.5.2) pour x.On montre maintenant l'expression (2.5.3) pour y. Pour 
e faire, on intègre (2.1.1) entreles temps t0 et t ∈ (t0, t1) :
y(t)− y(t0) =

∫ t

t0

〈Mx(s),u(s)〉ds

=

∫ t

t0

〈MSx(s),u(s)〉ds +

∫ t

t0

〈λJx(s),u(s)〉ds

=
1

2

(

〈MSx(t1),x(t1)〉 − 〈MSx(t0),x(t0)〉
)

+

∫ t

t0

〈λJx(s),u(s)〉ds (2.5.4)



SOLUTION OPTIMALE AVEC UN CONTRÔLE DE DIMENSION DEUX 31En insérant les expressions (2.5.1), pour u, et (2.5.2), pour x, dans le dernier terme intégralde (2.5.4), nous obtenons :
∫ t

t0

〈λJx(s),u(s)〉ds =

∫ t

t0

〈

λJ

(−1

λδ
J
(

u(s)− u(t0)
)

+ x(t0)

)

,u(s)

〉

ds

=

∫ t

t0

〈

1

δ

(

u(s)− u(t0)
)

+ λJx(t0),u(s)

〉

ds

=
1

δ

∫ t

t0

|u(s)|2 ds− 1

δ

〈

u(t0),

∫ t

t0

u(s) ds

〉

+ λ

〈

Jx(t0),

∫ t

t0

u(s) ds

〉

=
t− t0

δ
− 1

δ
〈u(t0),x(t)− x(t0)〉+ λ 〈Jx(t0),x(t)〉En insérant 
ette dernière expression dans (2.5.4), nous obtenons (2.5.3).Nous allons maintenant montrer que la traje
toire optimale, t ∈ (t0, t1) 7→ x(t) dé
ritun ar
 de 
er
le. Pour 
ela, on dé�nit c0 = x(t0)−

1

δλ
Ju(t0) ∈ R

2 et nous obtenons pourtout t ∈ (t0, t1),
|x(t)− c0|2 =

∣

∣

∣

∣

−1

δλ
JR (δλ(t− t0))u(t0)

∣

∣

∣

∣

2

=
|u(t0)|2
|δλ|2 =

1

|δλ|2 .Ce qui a
hève la démonstration de la Proposition 2.5.1.Dans le lemme suivant, nous allons donner une propriété pratique pour déterminer sila traje
toire suivie par les variables d'état est issue d'un 
ontr�le optimal.Lemme 2.5.2. Soient λ ∈ R
∗, M = λJ , T ⋆ le temps optimal et u ∈ U⋆ un 
ontr�le entemps optimal. Alors, {t ∈ [0, T ⋆] , Xu(t) = 02} = {0, T ⋆}.Démonstration. Comme pré
édemment, on note (y,x) = (Yu,Xu) les variables d'état as-so
iées au 
ontr�le u. Il est 
lair que {0, T ⋆} ⊂ {t ∈ [0, T ⋆] , x(t) = 02}.On suppose par l'absurde qu'il existe σ ∈ ]0, T ⋆[ tel que x(σ) = 02.Il est aisé de remarquer que le 
ontr�le dé�ni par ũ = Ju est aussi un 
ontr�le en tempsoptimal, ũ ∈ U⋆. En e�et, soit (ỹ, x̃) = (y, Jx), on a alors :

˙̃x = Jẋ = Ju = ũ et par 
onséquent ẏ = 〈λJx,u〉 = 〈λJ(Jx), Ju〉 = 〈λJx̃, ũ〉 = ˙̃y .Ce
i implique que (Yũ,Xũ) = (ỹ, x̃). En parti
ulier, nous avons x̃(σ) = 02 et x̃(σ) = x(σ).Ainsi, en vertu du Prin
ipe de Bellman, il est 
lair que le 
ontr�le û dé�ni par :
û : [0, T ⋆] → R

2

t 7→
{

u(t) si t 6 σ

ũ(t) si σ < t 6 T ⋆est un 
ontr�le en temps optimal pour le problème (2.2.1)�(2.2.3). En revan
he, le 
ontr�le
û n'a pas la régularité C∞ en σ, or σ /∈ Eς , 
ar |Xû(σ)| = 0 (
.f. Figure 2.1). Ce
i est en
ontradi
tion ave
 la régularité obtenue dans le Lemme 2.4.2 d'où le résultat.Nous pouvons maintenant donner la des
ription 
omplète du temps optimal et un 
on-tr�le optimal dans le 
as n = 2. Ce résultat est un 
as parti
ulier du Théorème 2.6.1.
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02

traje
toire pour t 6 σ traje
toire pour t > σ

x2

x1

û(σ+)

û(σ−)Fig. 2.1 � Contre-exemple montrant que la traje
toire optimale en x ne peut passer par
02 ex
epté aux temps initial et �nal.Proposition 2.5.3. Soit M ∈M2(R), on dé�nit les deux grandeurs :

d∗ =

√

2|ȳ|
π|λ| et τ =

πς

2
, (2.5.5)ave
 λ 6= 0 tel que 1

2

(

M −M⊤) = λJ .Alors le temps optimal T ⋆ pour le problème (2.2.1)�(2.2.3) (ave
 matri
e M) est donnépar :
T ⋆ =











πd∗ si ς > d∗ ,

πd∗2

2ς
+ τ si 0 < ς < d∗ .

(2.5.6)De plus le 
ontr�le u dé�ni 
i-dessous est optimal.
• Pour ς > d∗, on a :

u(t) = R
(

sign(ȳ)
2π

T ⋆
t
)

u0 (t ∈ [0, T ⋆]) . (2.5.7)
• Pour ς < d∗, on a :

u(t) =



































R
(2 sign(ȳ)

ς
t
)

u0 si t ∈ [0, τ),

−R
(sign(ȳ)

ς
(t− τ)

)

u0 si t ∈ [τ, T ⋆ − τ),

R
(sign(ȳ)

ς

(

2t− 3(T ⋆ − τ)
)

)

u0 si t ∈ [T ⋆ − τ, T ⋆].

(2.5.8)
Dans les expressions (2.5.7) et (2.5.8), le ve
teur u0 ∈ R

2 est 
hoisi tel que |u0| = 1.Remarque 2.5.4.
• Dans le 
as ς > d∗, 
'est-à-dire lorsque la borne sur l'état est su�samment grandepour n'avoir au
une in�uen
e sur le 
ontr�le, le résultat est le même pour ς = +∞. La
ontr�labilité en temps optimal sans 
ontrainte (
as ς = +∞) a déjà été étudiée dans[PT05, BGG00℄.Dans 
e 
as, la traje
toire asso
iée t ∈ [0, T ⋆] 7→ Xu(t) dé
rit un 
er
le de diamètre d∗ 6 ς.
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• Dans le 
as ς < d∗, la traje
toire optimale asso
iée t ∈ [0, T ⋆] 7→ Xu(t) est 
omposée detrois ar
s de 
er
les. Un dessin de la traje
toire 
ara
téristique pour Xu est reporté sur laFigure 2.2.1. Le premier ar
 de 
er
le est par
ouru entre les instant 0 et τ . Le traje
toire quitte 02à l'instant initial pour rejoindre (tangentiellement) la 
ontrainte d'état à l'instant τ .2. Le se
ond ar
 de 
er
le est dé
rit entre les instants τ et T ⋆ − τ . Cet ar
 de 
er
le estde rayon ς et est 
entré en 02 (ar
 sur la 
ontrainte d'état).3. Le dernier ar
 de 
er
le est par
ouru entre les instants T ⋆ − τ et T ⋆. La traje
toirequitte (tangentiellement) la 
ontrainte sur l'état à l'instant T ⋆ − τ pour rejoindre la
ondition �nale 02 à l'instant T ⋆.

0

|x| = ς

x2

x1

x(T − τ)

x(τ)

Fig. 2.2 � Traje
toire typique pour t 7→ Xu(t) = x dans le 
as où la 
ontrainte sur l'étatest atteinte.Démonstration de la Proposition 2.5.3. La preuve est organisée 
omme suit :� dans un premier temps, nous allons montrer le résultat dans le 
as ς > d∗ ;� dans un se
ond temps, nous montrerons le résultat pour le 
as ς < d∗.La Proposition 2.3.2 nous permet de supposer sans perte de généralité que M = λJ .Soient T ⋆ le temps optimal, u ∈ U⋆ et (y,x) =
(

Yu,Xu

).
• A�n de montrer le résultat dans le 
as ς > d∗, on 
ommen
e par étudier le 
as ς = +∞.Dans 
e 
as, on a évidemment que la 
ontrainte sur l'état n'est jamais atteinte et par
onséquent la Proposition 2.5.1 nous assure que le 
ontr�le optimal u a la forme suivante :

u(t) = R
(

δλ t
)

u0 (∀t ∈ [0, T ⋆]) ,ave
 u0 ∈ R
2, |u0| = 1 et δ ∈ R

∗.L'état est dé
rit par la traje
toire asso
iée dé�nie dans [0, T ⋆] par :
y(t) =

t

δ
− 1

δ
〈u0,x(t)〉 et x(t) =

−1

λδ
J
(

R(δλ t) − I2

)

u0 (t ∈ [0, T ⋆]) ,Pour atteindre l'état �nal (2.2.1), on a né
essairement :
ȳ =

T ⋆

δ
et |δλ|T ⋆ ∈ 2πN

∗ .Autrement dit, il existe k ∈ N
∗ tel que :

T ⋆ =

√

2kπ|ȳ|
|λ| et δ =

T ⋆

ȳ
= sign(ȳ)

√

2kπ

|λȳ| (2.5.9)
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.f. Proposition 2.5.1) :
sup

t∈[0,T ⋆]
|x(t)| = 1

|δλ| =

√

2|ȳ|
kπ|λ| =

d∗√
k

. (2.5.10)Il est évident que pour tout k ∈ N
∗, le 
ontr�le u obtenu est admissible et que le tempsminimal sera obtenu pour k = 1. Ce
i prouve le résultat T ⋆ = πd∗ et (2.5.7) dans le 
as

ς = +∞.Ainsi, pour tout ς > d∗, il est 
lair que le temps optimal est donné par T ⋆ = πd∗. etqu'un 
ontr�le est donné par (2.5.7). En e�et, si l'on note u∞ le 
ontr�le donné par (2.5.7),on obtient que u∞ ∈ U⋆
ȳ,+∞ (par dé�nition) et que u∞ ∈ U

T ⋆
ȳ,+∞

ȳ,ς pour ς > d∗. Ce
i prouveque T ⋆
ȳ,ς 6 T ⋆

ȳ,+∞ pour tout ς > d∗. Or il est trivial que U⋆
ȳ,ς ⊂ U

T ⋆
ȳ,ς

ȳ,+∞, 
e qui prouve que
T ⋆

ȳ,ς > T ⋆
ȳ,+∞. Par 
onséquent, T ⋆

ȳ,ς = T ⋆
ȳ,+∞ et u∞ ∈ U⋆

ȳ,ς pour tout ς > d∗.La traje
toire asso
iée t ∈ [0, T ⋆] 7→ x(t) est un 
er
le de diamètre d∗.
• On 
onsidère maintenant le 
as ς < d∗. Dans un premier temps, nous allons montrerque la 
ontrainte sur l'état est né
essairement atteinte en un temps τ ∈ (0, T ⋆). Puis nousallons 
al
uler un 
ontr�le en temps optimal.1. Supposons par l'absurde que la 
ontrainte sur l'état (2.2.3) ne soit jamais atteinte.Dans 
e 
as, le temps optimal et les 
ontr�les optimaux ont les mêmes expressions que
elles 
al
ulées dans le 
as ς = +∞. En parti
ulier, l'expression du temps minimal,(2.5.9), et l'estimation (2.5.10) pour x restent vraies pour k > 1. Comme ς < d∗,l'estimation (2.5.10) implique que k > 2. Ainsi, au temps σ = T ⋆

k < T ⋆, nous avons
x(σ) = 02. Ce
i est en 
ontradi
tion ave
 le Lemme 2.5.2. Par 
onséquent, la 
on-trainte sur l'état (2.2.3) est né
essairement atteinte et le Lemme 2.4.2 (voir aussi laRemarque 2.4.3) nous assure que la 
ontrainte est atteinte tangentiellement.2. On 
her
he maintenant à 
al
uler un 
ontr�le optimal.
• Dans un premier temps, nous allons montrer que toute traje
toire issue d'un 
on-tr�le optimal suit le 
hemin type suivant :(a) La 
ontrainte sur l'état est atteinte (tangentiellement) au temps τ = πς

2 (i.e.
|x(τ)| = ς et 〈x(τ),u(τ−)〉 = 0) ;(b) La traje
toire pour x reste sur la 
ontrainte entre les temps τ et T ⋆ − τ ;(
) Finalement, la 
ontrainte sur l'état est quittée (tangentiellement) au temps
T ⋆ − τ et la traje
toire rejoint l'état �nal (y(T ⋆),x(T ⋆)) = (ȳ,02).On rappelle que la Proposition 2.5.1 assure que la traje
toire suivie par x est un ar
de 
er
le dans la région où la 
ontrainte sur l'état n'est pas saturée. Il est aussi 
lairque lorsque la traje
toire suivie par x est sur la 
ontrainte d'état, la traje
toire suivieest aussi un ar
 de 
er
le. Les équations (2.5.1) et (2.5.2) nous assurent que x ne peut
hanger d'ar
 de 
er
le que lorsque la 
ontrainte sur l'état est quittée ou atteinte.Commençons par montrer que la traje
toire dé
rite par x est bien 
elle annon
éeen (a).Soit τ̃ = inf {t ∈ [0, T ⋆] , |x(t)| = ς et ∀s ∈ [0, t[, |x(s)| < ς} le premier temps d'at-teinte à la 
ontrainte. Le premier item nous assure l'existen
e de τ̃ . Comme x at-teint la 
ontrainte de manière tangentielle (
.f. Lemme 2.4.2 et Remarque 2.4.3),

t ∈ [0, τ̃ ] 7→ x(t) est une paramétrisation d'un demi-
er
le de rayon ς
2 . De plus,
omme |u(t)| = 1 pour tout t ∈ [0, τ̃ ] et u est 
ontinue, on en déduit que τ̃ = ςπ

2 = τ .Grâ
e à la Proposition 2.5.1, nous obtenons que le rayon du demi-
er
le est 1
|δλ| = ς

2 ,et par 
onséquent :
δ = ǫ0

2

λς
, (2.5.11)
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 ǫ0 = ±1.Nous allons maintenant montrer que la dernière partie de la traje
toire dé
rite par
x est bien 
elle annon
ée en (
). Pour 
e faire, nous allons tout d'abord montrerque si la traje
toire suivie par x quitte la 
ontrainte en un temps σ alors nous avonsné
essairement σ = T ⋆−τ et la 
ontrainte sur l'état ne sera plus atteinte. Les relations(2.5.1) et (2.5.2), pour δ donné par (2.5.11), 
onduisent à :

x(σ + τ) = 02 et |x(t)| 6= 0 (t ∈ [σ, σ + τ)) .Par 
onséquent d'après le Lemme 2.5.2, nous obtenons σ + τ = T ⋆.Ainsi nous avons impli
itement montré que la traje
toire t 7→ x(t) pour t ∈ [0, T ],est bien du type de 
elle annon
ée par (a), (b) et (
).
• On 
her
he maintenant à 
al
uler un 
ontr�le optimal.La relation (2.5.3), nous donne :

y(τ) = y(T ⋆)− y(T ⋆ − τ) =
τ

δ
= ǫ0

λς2π

4
. (2.5.12)Pour tout t ∈ [τ, T ⋆ − τ ], nous avons |x(t)| = ς et par 
onséquent x doit être de laforme :

x(t) = R
(ν(t)

ς

)

x(τ) (t ∈ [τ, T ⋆ − τ ]) , (2.5.13)ave
 ν ∈W 1,∞([τ, T ⋆ − τ ]) une fon
tion in
onnue. Nous avons :
u(t) = ẋ(t) = ν̇(t)JR

(ν(t)

ς

)x(τ)

ς
(t ∈ (τ, T ⋆ − τ) p.p.) . (2.5.14)Comme |u(t)| = 1 pour tout t ∈ (0, T ⋆), on a |ν̇| = 1 sur (τ, T ⋆ − τ) et 
omme u est
ontinue, on a ν̇ 
onstant. On note alors ε1 = ν̇ = ±1.Les relations (2.5.13) et (2.5.14) 
onduisent à :

〈λJx(t),u(t)〉 = λςǫ1 (t ∈ (τ, T ⋆ − τ)) .Ainsi :
y(T ⋆ − τ)− y(τ) =

∫ T ⋆−τ

τ
〈λJx(t),u(t)〉dt = λςǫ1(T

⋆ − 2τ) . (2.5.15)Par 
onséquent (2.5.12) et (2.5.15) donnent :
y(T ⋆) = y(τ) + (y(T ⋆ − τ)− y(τ)) + (y(T ⋆)− y(T ⋆ − τ))

= ǫ0
λς2π

4
+ λςǫ1(T

⋆ − 2τ) + ǫ0
λς2π

4
= ǫ0

λς2π

2
+ λςǫ1(T

⋆ − ςπ) .Ainsi, nous avons :
ȳ − ǫ0

λς2π

2
= λςǫ1(T

⋆ − ςπ) . (2.5.16)Comme la traje
toire suivie par x est 
elle dé
rite par (a)�(
), on a T ⋆ > πς. Commenous sommes dans le 
as ς < d∗ =
√

2|ȳ|
|λ|π , on obtient de (2.5.16) que ǫ1 = sign(λȳ)puis que le minimum pour T ⋆ est obtenu pour ǫ0 = ǫ1. Par 
onséquent, le tempsminimal T ⋆ est :

T ⋆ =
|ȳ|
|λ|ς +

πς

2
.Un 
al
ul dire
t, montre que le 
ontr�le donné par (2.5.8) est bien un 
ontr�le entemps T ⋆.



36 ÉTUDE D'UN SYSTÈME BILINÉAIRE EN DIMENSION FINIELa démonstration de la Proposition 2.5.3 est a
hevée.Un exemple de traje
toire optimale ave
 
ontrainte sur l'état est issu du problème dela nage en temps optimal. Dans 
e 
as on 
onsidère la matri
e M =
3

35

(

0 2
3 0

), obtenuede Shapere et Wil
zek (
.f. [SW89a, LST℄). Le résultat pour 
ette matri
e est donné surla Figure 2.3. De plus, nous avons tra
é la traje
toire t 7→ y(t) obtenue ave
 la matri
e
1
2

(

M −M⊤) à la pla
e de M (on rappelle que les 
ontr�les peuvent être 
hoisis identiquespour 
es deux matri
es, 
.f. Proposition 2.3.2).Sur la Figure 2.4, nous avons représenté, pour la matri
e (0 −1
1 0

) et l'obje
tif ȳ = 1,l'évolution du temps optimal, T ⋆, en fon
tion de la 
ontrainte sur l'état, ς.
-0.200.20.40.60.811.2

0 5 10 15 20 25

y

t

ave
 Mave
 1
2

(

M −M⊤)

(a) y en fon
tion du temps. -1-0.50
0.51

-1 -0.5 0 0.5 1
x

2

x1

x

(b) Traje
toire t 7→ x(t).Fig. 2.3 � Cas n = 2. Traje
toire t 7→
(

y(t),x(t)
). La 
ontrainte sur l'état est |x(t)| 6 1,l'obje
tif est ȳ = 1 et M = 3

35

(

0 2
3 0

).

246
81012

141618
2022

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

T
⋆

ς

T ⋆
ς

Fig. 2.4 � Temps optimal en fon
tion de ς pour y = 1 et λ = 1.
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 un 
ontr�le de dimension nDans 
ette se
tion, nous allons 
onsidérer le 
as n > 2 ave
 M ∈ Mn(R) telle que
M 6= M⊤. L'obje
tif de 
ette se
tion est de montrer le théorème suivant.Théorème 2.6.1. Soit λ∗ le plus grand module des valeurs propres de la partie anti-symétrique de la matri
e M :

λ∗ = max
{

|λ| , λ ∈ sp
(1

2

(

M −M⊤)
)}

.On dé�nit aussi les deux grandeurs :
d∗ =

√

2|ȳ|
πλ∗ et τ =

πς

2
.Alors le temps optimal T ⋆ asso
ié au problème (2.2.1)�(2.2.3) est donné par :

T ⋆ =











πd∗ if ς > d∗,

πd∗2

2ς
+ τ sinon.

(2.6.1)De plus le problème (2.2.1)�(2.2.3) admet pour 
ontr�le optimal le 
ontr�le u ∈ C0([0, T ⋆])ndonné par :
u(t) = γ1(t)w1 + γ2(t)w2 (t ∈ [0, T ⋆]) , (2.6.2)ave
 w1 et w2 deux ve
teurs de R

n orthogonaux satisfaisant :
1

2

(

M −M⊤)w1 = λ∗w2 et 1

2

(

M −M⊤)w2 = −λ∗w1 .L'appli
ation γ = (γ1, γ2) ∈ C0([0, T ⋆])2 est dé�nie 
omme suit :� Si ς > d∗, nous avons :
γ(t) = R

(

sign(ȳ)
2π

T ⋆
t
)

γ0 (t ∈ [0, T ⋆]) . (2.6.3)� Si ς < d∗, nous avons :
γ(t) =































R
(2 sign(ȳ)

ς
t
)

γ0 si t ∈ [0, τ),

−R
(sign(ȳ)

ς
(t− τ)

)

γ0 si t ∈ [τ, T ⋆ − τ),

R
(sign(ȳ)

ς

(

2t− 3(T ⋆ − τ)
)

)

γ0 si t ∈ [T ⋆ − τ, T ⋆].

(2.6.4)Dans les expressions pré
édentes, R(θ) est la matri
e de rotation de R
2 dé�nie par

R(θ) =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) pour tout θ ∈ R et le ve
teur γ0 ∈ R
2 est 
hoisi tel que |γ0| = 1.Avant de montrer 
e Théorème, nous allons introduire quelques notations et rappeler
ertains résultats de la Se
tion 2.3 a�n d'e�e
tuer quelques simpli�
ations sur la matri
e

M sans toutefois perdre de généralité.On 
ommen
e par noter que la Proposition 2.3.2 nous permet de supposer que M estune matri
e antisymétrique. Comme le noyau de M ne joue au
un r�le dans le problème, on



38 ÉTUDE D'UN SYSTÈME BILINÉAIRE EN DIMENSION FINIEpeut de plus supposer que M est une matri
e inversible (de taille 2l). Sous 
es 
onditions,la matri
e M peut être diagonalisée par blo
 2× 2 sous la forme d'une matri
e du type :






λ1J . . .
λlJ






, (2.6.5)où l ∈ N

∗, J = R
(

π
2

)

=

(

0 −1
1 0

)

∈ M2(R) et λ1 > . . . > λl > 0. On notera J(Λ) lamatri
e dé�nie par (2.6.5) ave
 Λ = (λ1, . . . , λl).Il est 
lair que le temps optimal ne dépend que de l'obje
tif ȳ, la 
ontrainte ς et la séquen
e Λ(i.e. T ⋆(M) = T ⋆(J(Λ))). Par 
onséquent, nous noterons à présent T ⋆(Λ) le temps optimal(au lieu de T ⋆(M)) et de même que dans la se
tion pré
édente, on notera 
e temps T ⋆lorsqu'il n'y aura pas de 
onfusion possible. Le même type de notation sera utilisé pourl'ensemble de 
ontr�le U .Pour l ∈ N
∗ on dé�nit les appli
ations :

Πl
i : R

2l → R
2







v1...
v2l






7→

(

v2i−1

v2i

)

(i ∈ {1, . . . , l}) .Avant de passer à la démonstration proprement dite du Théorème 2.6.1, nous allons don-ner quatre lemmes qui rendront 
ette démonstration quasi immédiate. Le premier lemmeest un résultat de monotonie de l'appli
ation Λ 7→ T ⋆(Λ).Lemme 2.6.2. Soient l, l̃ ∈ N
∗ ave
 l̃ > l et soient Λ = (λi)i∈{1,...,l} ∈

(

R
∗
+

)l et
Λ̃ = (λ̃i)i∈{1,...,l̃} ∈

(

R
∗
+

)l̃ deux séquen
es stri
tement positives et dé
roissantes véri�ant
λ̃i > λi pour tout i ∈ {1, . . . , l}. Alors, on a :

T ⋆(Λ̃) 6 T ⋆(Λ) .Démonstration. Soit u ∈ U⋆(Λ) un 
ontr�le optimal. On dé�nit ũ ∈ C0
(

[0, T ⋆(Λ)]
)2l̃ par

Πl̃
i

(

ũ(t)
)

=























√

λi

λ̃i

Πl
i

(

u(t)
) si i 6 l

02 si l < i 6 l̃pour tout t ∈ [0, T ⋆(Λ)]. Soient (y,x) =
(

YJ(Λ)
u ,X J(Λ)

u

) (la traje
toire asso
iée au 
ontr�le
u ave
 la matri
e J(Λ)) et (ỹ, x̃) =

(

YJ(Λ̃)
ũ

,X J(Λ̃)
ũ

) (la traje
toire asso
iée à ũ ave
 lamatri
e J(Λ̃)). Il est trivial que pour tout t ∈ [0, T ⋆(Λ)], nous avons :
Πl̃

i

(

x̃(t)
)

=























√

λi

λ̃i

Πl
i

(

x(t)
) si i 6 l

02 si l < i 6 l̃ .
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lair que pour tout t ∈ [0, T ⋆(Λ)] nous avons |x̃(t)| 6 ς, x̃
(

T ⋆(Λ)
)

= 02l̃ et
˙̃y(t) =

l̃
∑

i=1

〈

λ̃iJΠl̃
i(x̃(t)),Πl̃

i(ũ(t))
〉

=

l
∑

i=1

〈

λiJΠl
i(x(t)),Πl

i(u(t))
〉

= ẏ(t) .Ainsi, ỹ(t) = y(t) pour tout t ∈ [0, T ⋆(Λ)] et en parti
ulier, ỹ
(

T ⋆(Λ)
)

= ȳ. Par 
onséquent
ũ est un 
ontr�le en temps T ⋆(Λ) pour le problème de 
ontr�le obtenu ave
 la matri
e
J
(

Λ̃
). Ce
i montre que T ⋆

(

Λ̃
)

6 T ⋆(Λ).Le Lemme suivant montre une propriété de 
onservation des zéros.Lemme 2.6.3. Soit l ∈ N∗, Λ = (λ, . . . , λ) ∈
(

R∗
+

)l et u ∈ U⋆(Λ) un 
ontr�le en tempsoptimal tel que Πl
ku(0) = 02 pour k ∈ {1, . . . , l}. Alors Πl

ku(t) = 02 pour tout t ∈ [0, T ⋆].Démonstration. Comme pré
édemment, on dé�nit (y,x) = (Yu,Xu). On rappelle que leprin
ipe du maximum de Pontryagin assure l'existen
e de s0, p0, p, q0, q1 et η non tousnuls tels que (2.2.1)�(2.2.3) et (2.4.3)�(2.4.6) aient lieu.Les Lemmes 2.4.1 et 2.4.4 nous permettent d'a�rmer que :
s0 < 0 , p0 6= 0 , q0 6= 0n et q1 6= 0n .De plus, le Lemme 2.4.2 nous assure que u,p ∈ C0([0, T ⋆])2l. Finalement, au temps t = 0et à la vue de (2.4.8), nous avons aussi Πl

kp(0) = 02, 
'est-à-dire que Πl
kq0 = 02 d'après(2.4.4). La 
ontinuité de p et les relations (2.4.3)�(2.4.4) permettent d'aboutir à :

q0 = q1 −
∫ T ⋆

0
p0J(Λ)u dt−

∫ T ⋆

0
xdη .Ainsi l'équation (2.4.3) peut se ré
rire :

p(t) = q0 +

∫ t

0
p0J(Λ)u dt +

∫ t

0
xdη (t ∈ [0, T ⋆]) . (2.6.6)

u étant optimal, on obtient de (2.4.8) que :
−s0u = p0J(Λ)x + p .Ainsi :

−s0Π
l
ku = p0Π

l
k

(

J(Λ)x
)

+ Πl
kp = p0λJΠl

kx + Πl
kp .En utilisant (2.6.6), on obtient pour tout t ∈ [0, T ⋆] :

−s0|Πl
ku(t)|2 =

〈

p0λJΠl
kx(t) + Πl

kp(t),u(t)
〉

=
〈

p0λJΠl
kx(t),Πl

ku(t)
〉

+
〈

Πl
kq0,Π

l
ku(t)

〉

+

〈

Πl
k

∫ t

0
p0J(Λ)u dt,Πl

ku(t)

〉

+

〈

Πl
k

∫ t

0
xdη,Πl

ku(t)

〉

.En utilisant que Πl
kq0 = 02 et Πl

kx(t) =

∫ t

0
Πl

ku(σ) dσ, on obtient :
−s0|Πl

ku(t)|2 =

〈
∫ t

0
2p0λJΠl

kudt,Πl
ku

〉

+

〈
∫ t

0
Πl

kxdη,Πl
ku(t)

〉

=

∫ t

0

〈

2p0λJΠl
ku(s),Πl

ku(t)
〉

ds +

∫ t

0

∫ s

0

〈

Πl
ku(σ),Πl

ku(t)
〉

dσ dηs .



40 ÉTUDE D'UN SYSTÈME BILINÉAIRE EN DIMENSION FINIEEn appliquant l'inégalité de Cau
hy-S
hwartz, on obtient :
−s0|Πl

ku(t)|2 6

∫ t

0
2|p0λ||Πl

ku(s)||Πl
ku(t)|ds +

∫ t

0

∫ s

0
|Πl

ku(σ)||Πl
ku(t)|dσ dηs

6 |Πl
ku(t)|

(
∫ t

0
2|p0λ||Πl

ku(s)|ds +

∫ t

0

∫ s

0
|Πl

ku(σ)|dσ dηs

)

.Finalement, 
omme η([0, t]) < +∞, il est 
lair, d'après [EG92, Theorem 1, Se
tion 1.4℄,que l'on peut appliquer le Théorème de Fubini :
−s0|Πl

ku(t)| 6
∫ t

0
2|p0λ||Πl

ku(s)|ds +

∫ t

0

∫ t

0
χ[0,s](σ)|Πl

ku(σ)|dσ dηs

6

∫ t

0
2|p0λ||Πl

ku(s)|ds +

∫ t

0
η([σ, T ⋆])|Πl

ku(σ)|dσ

6

∫ t

0
(2|p0λ|+ η([0, T ⋆])) |Πl

ku(s)|ds .Ainsi, nous avons obtenu :
|Πl

ku(t)| 6
∫ t

0

2|p0λ|+ η([0, T ⋆])

−s0
|Πl

ku(s)|ds (t ∈ [0, T ⋆]) .On 
on
lut que Πl
ku(t) = 02 pour tout t ∈ [0, T ⋆], en appliquant le Lemme de Gronwall.Le résultat suivant montre une propriété d'invarian
e de U⋆ par rapport à des matri
esorthogonales parti
ulières.Lemme 2.6.4. Soit l ∈ N

∗, Λ = (λ, . . . , λ) ∈
(

R
∗
+

)l et R ∈ Orth(2l) tels que R et J(Λ)
ommutent. Si u ∈ U⋆ est un 
ontr�le en temps optimal, alors Ru est aussi un 
ontr�leoptimal en temps, i.e. Ru ∈ U⋆.Démonstration. Comme pré
édemment, nous notons T ⋆ le temps optimal et x = Xu latraje
toire asso
iée au 
ontr�le u.Soit ũ = Ru et x̃ = Rx. On remarque que ˙̃x = ũ, x̃(0) = x̃(T ⋆) = 02l et |x̃(t)| = |x(t)|pour tout t ∈ [0, T ⋆].Comme R et J(Λ) 
ommutent et 
omme R est une matri
e orthogonale, nous obtenonsque 〈J(Λ)x̃, ũ〉 = 〈J(Λ)x,u〉 et ainsi que Yũ = Yu.Par 
onséquent, ũ ∈ UT ⋆
= U⋆ est un 
ontr�le en temps optimal.Le lemme suivant met en éviden
e une matri
e orthogonale R parti
ulière qui satisfaitle Lemme 2.6.4 et qui annule des 
omposantes du 
ontr�le.Lemme 2.6.5. Soit l ∈ N
∗, Λ = (λ, . . . , λ) ∈

(

R
∗
+

)l et v ∈ R
2l. Il existe R ∈ Orth(2l) telque R et J(Λ) 
ommutent et Πl

i(Rv) = 02 pour tout i ∈ {2, . . . , l}.Démonstration. Il est trivial que sans perte de généralité, on peut supposer que λ = 1 etque par un argument de ré
urren
e il su�t de montrer le résultat énon
é dans le 
as l = 2.Soit R l'appli
ation dé�nie pour tout v ∈ R
4 ave
 |v| = 1 par :

R(v) =



































(

0 I2

I2 0

) si v1 = 02 ,

(

|v1|I2
1

|v1|
(

〈v1,v2〉I2 + 〈Jv1,v2〉J
)

−1
|v1|
(

〈v1,v2〉I2 − 〈Jv1,v2〉J
)

|v1|I2

) sinon.



CONCLUSION ET PERSPECTIVES 41où vi = Π2
i (v) pour i ∈ {1, 2}.En utilisant la relation :

|v1|2v2 = 〈v1,v2〉v1 + 〈Jv1,v2〉Jv1 ,il est possible de véri�er que pour tout v ∈ R
4 ave
 |v| = 1 on a R(v) ∈ Orth(4), R(v) et

J(1, 1) 
ommutent et Π2
2

(

R(v)v
)

= 02.Nous pouvons maintenant démontrer le Théorème 2.6.1 dans le 
as n-dimensionnel.Premièrement, et 
omme mentionné pré
édemment, le problème de 
ontr�le initial (ave
une matri
e M quel
onque) est équivalent à 
elui obtenu ave
 la matri
e diagonale parblo
s J(Λ) dé�nie par (2.6.5), où le ve
teur Λ ∈ R
l est 
omposé des parties imaginairespositives des valeurs propres de 1

2

(

M −M⊤), prises ave
 leurs multipli
ités et ordonnéespar ordre dé
roissant.Nous allons 
onstruire un 
ontr�le optimal pour la matri
e J(Λ) à partir de la matri
e λ∗Joù λ∗ = maxΛ.En e�et, pour u ∈ UT ⋆(λ∗)(λ∗J), on dé�nit le 
ontr�le ũ de dimension 2l, par :
Πl

kũ(t) =

{

u(t) si k = 1

02 si 2 6 k 6 l
(t ∈ [0, T ⋆(λ∗)]) .il est 
lair que ũ ∈ UT ⋆(λ∗)(J(Λ)). Ainsi, pour montrer que le 
ontr�le ũ est un 
ontr�le entemps optimal pour le problème (2.2.1)�(2.2.3), ave
 la matri
e J(Λ), il su�t de montrerque T ⋆(Λ) = T ⋆(λ∗).Le Lemme 2.6.2, nous permet d'a�rmer que :

T ⋆(λ∗) > T ⋆(Λ) > T ⋆(Λ∗) ,où Λ∗ = (λ∗, . . . , λ∗) ∈ R
l.Nous allons maintenant montrer que : T ⋆(Λ∗) > T ⋆(λ∗) .Soit ũ ∈ UT ⋆(Λ∗)(J(Λ∗)). Les Lemmes 2.6.4 et 2.6.5 assurent l'existen
e d'une matri
e

R ∈ Orth(2l) telle que Rũ ∈ UT ⋆(Λ∗)(J(Λ∗)) et Πl
k(Rũ(0)) = 02 pour tout k ∈ {2, . . . , l}.Ainsi, du Lemme 2.6.3, on obtient que Πl

k(Rũ(t)) = 02 pour tout k ∈ {2, . . . , l} et
t ∈ [0, T ⋆(Λ∗)].Finalement, il est trivial que u = Πl

1(Rũ) ∈ UT ⋆(Λ∗)(λ∗J).Par 
onséquent, nous avons T ⋆(λ∗) 6 T ⋆(Λ∗).Ce
i montre que T ⋆(λ∗) = T ⋆(Λ) = T ⋆(Λ∗) et donne le résultat du Théorème 2.6.1.2.7 Con
lusion et perspe
tivesDans 
e 
hapitre, nous sommes parvenus, en utilisant le prin
ipe du maximum dePontryagin, à déterminer la solution en temps optimal d'un problème de 
ontr�le ave
 des
ontraintes sur l'état.En parti
ulier, le Théorème 2.6.1 obtenu, induit le fait remarquable suivant :Pour tout 
ouple de matri
es 
arrées non symétriques (M,M̃ ), nous avons :
max{|λ| , λ ∈ sp(M −M⊤)} < max{|λ| , λ ∈ sp(M̃ − M̃⊤)} ⇒ T ⋆(M) < T ⋆(M̃ ) ,quelque soit la dimension des matri
es M et M̃ .



42 ÉTUDE D'UN SYSTÈME BILINÉAIRE EN DIMENSION FINIEAussi, l'étude que nous avons e�e
tuée dans le 
as du système de Bro
kett et assezspé
i�que. Dans un premier temps, il pourrait être intéressant de modi�er les 
ontraintessur le 
ontr�le ou l'état. Une possibilité serait de modi�er la norme utilisée. En e�et, ave
la norme eu
lidienne 
hoisie, même si 
ela n'apparaît pas dire
tement dans 
e qui pré
ède,la stru
ture sous-riemannienne au problème joue un r�le important dans l'étude. Une autreextension possible est le 
hoix d'une fon
tion 
oût di�érente.Aussi, dans le 
as général, une étude numérique du problème semble né
essaire à la
ompréhension des traje
toires optimales. Pour montrer les résultats de 
e 
hapitre, nousnous sommes grandement inspirés de test numériques. Comme des 
ontraintes sur l'étatétaient imposées, nous avons pour 
ela utilisé la méthode de dis
rétisation totale dé
ritedans le paragraphe 1.3.2.
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lusion et questions ouvertes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 583.1 Introdu
tionLes premières extensions aux systèmes de dimension in�nie du prin
ipe du maxi-mum de Pontryagin et du 
ara
tère bang-bang (
.f. 
hapitre 1 et Bellman, Gli
ksberg etGross [BGG56℄) ont été obtenues par Fattorini [Fat64℄. Depuis les progrès e�e
tués dans 
edomaine ont été reportés dans les livres de Lions [Lio68℄ et Fattorini [Fat05℄. En parti
ulier,la propriété bang-bang du 
ontr�le en temps optimal a été rapidement établie dans le 
asd'opérateurs de 
ontr�le inversible. Dans le 
as de systèmes gouvernés par des équationsaux dérivées partielles, 
ela signi�e impli
itement que le 
ontr�le est a
tif sur l'ensemble dudomaine spatial de l'équation aux dérivées partielles. Le même problème ave
 un 
ontr�len'agissant que sur une partie du domaine spatial n'a été 
onsidéré que ré
emment, en par-ti
ulier pour des systèmes gouvernés par des équations aux dérivées partielles paraboliques.Nous renvoyons par exemple aux résultats de Mizel et Seidman [MS97℄, Wang [Wan08℄,Phung et Wang [PW11℄ et Kunis
h et Wang [KW11b℄.La méthodologie usitée dans les travaux 
ités pré
édemment est généralement baséesur une notion de 
ontr�labilité à zéro ave
 des 
ontr�les à support dans un ensemble demesure de Lebesgue positive. Or 
ette notion ne semble pas appli
able pour des systèmes43



44 CAS DE LA DIMENSION INFINIEréversibles en temps tels que 
eux gouvernés par l'équation des ondes, de S
hrödinger oud'Euler-Bernoulli.Le prin
ipal obje
tif de 
e 
hapitre est d'étendre le prin
ipe du maximum de Pontryaginpour des systèmes réversibles en temps et ave
 un opérateur de 
ontr�le non inversible.Nous verrons que sous réserve d'avoir 
ontr�labilité exa
te en temps arbitrairement petitlorsque l'opérateur de 
ontr�le est borné et sous réserve d'avoir 
ontr�labilité exa
te ave
des 
ontr�les L∞ en temps lorsque l'opérateur de 
ontr�le est non borné, alors le prin
ipedu maximum de Pontryagin est valable dans sa forme usuelle. De plus si l'on supposeque le système est approximativement 
ontr�lable ave
 des 
ontr�les n'agissant que sur unensemble d'instants de mesure positive, alors les 
ontr�les en temps optimal sont uniqueset bang-bang.Nous dé
rivons brièvement le plan de 
e 
hapitre.Dans la Se
tion 3.3, on introduit quelques notions de 
ontr�labilité et d'observabilité endimension in�nie.Nous poursuivons par la Se
tion 3.4 où les résultats expliqués pré
édemment sont donnés.La Se
tion 3.5 est dédiée à la mise en appli
ation des résultats de la Se
tion 3.4 pour dessystèmes gouvernés par les équations de S
hrödinger et l'équation d'Euler-Bernoulli.Malheureusement nous n'avons pas trouvé d'exemple d'appli
ation faisant intervenir unopérateur de 
ontr�le non borné.Finalement, nous 
on
lurons 
e 
hapitre par des problèmes ouverts.Ce 
hapitre reprend l'arti
le é
rit en 
ollaboration ave
 M. Tu
snak, [LT12℄.3.2 Opérateurs de 
ontr�le et d'observationDans 
ette se
tion, on rappelle les dé�nitions basiques de 
ontr�labilité et observabilitéen dimension in�nie. Pour plus de pré
isions sur 
es dé�nitions, on fait référen
e au livrede Tu
snak et Weiss [TW09℄.On 
onsidère X et U deux espa
es de Hilbert (séparables) identi�és ave
 leurs duauxrespe
tifs. Le produit s
alaire et la norme sur X (respe
tivement U) sont notés 〈·, ·〉X et
‖ · ‖X (respe
tivement 〈·, ·〉U et ‖ · ‖U ). On suppose de plus que l'opérateur A : D(A)→ X,ave
 D(A) ⊂ X engendre un semi-groupe T 
ontinu sur X. Ce
i implique que le domaine
D(A) de A est dense dans X et que la résolvante ρ(A) de A n'est pas vide.La première étape 
onsiste à 
onstruire les espa
es X1 et X−1 (
.f. [TW09, Proposi-tions 2.10.1 et 2.10.2℄).Proposition 3.2.1. Pour tout β ∈ ρ(A), l'espa
e D(A) muni de la norme :

‖z‖X1 = ‖(βI −A)z‖X (z ∈ D(A))est un espa
e de Hilbert noté X1.Les normes générées pour di�érents β ∈ ρ(A) sont équivalentes à la norme du graphe etl'in
lusion X1 ⊂ X est 
ontinue.On note Xd
1 l'espa
e obtenu de la même manière que 
elle dé
rite dans la Proposi-tion 3.2.1 pour A∗ (l'adjoint de A) et β ∈ ρ(A∗).Proposition 3.2.2. Soit β ∈ ρ(A), on note X1 la 
omplétion de X par rapport à la norme :

‖z‖X−1 = ‖(βI −A)−1z‖X (z ∈ X) .Les normes générées pour di�érents β ∈ ρ(A) sont toutes équivalentes.
X−1 est le dual de Xd

1 par rapport à l'espa
e pivot X.



OPÉRATEURS DE CONTRÔLE ET D'OBSERVATION 45On peut dé�nir l'extension de A sur X et 
elle de T sur X−1 (
.f. Propositions 2.10.3et 2.10.4 du livre [TW09℄).Proposition 3.2.3. Soient X1 et X−1 dé�nis par les Propositions 3.2.1 et 3.2.2.
A ∈ L(X1,X) admet une unique extension Ã ∈ L(X,X−1) et de plus pour tout β ∈ ρ(A)on a :

(βI −A)−1 ∈ L(X,X1) , (βI − Ã)−1 ∈ L(X−1,X)et 
es deux opérateurs sont unitaires. En parti
ulier, on a ρ(A) ⊂ ρ(Ã)Proposition 3.2.4. On utilise i
i les notations introduites dans la Proposition 3.2.3.On suppose que A génère un semi-groupe T fortement 
ontinu sur X. La restri
tion de Ttà X1 (
onsidéré 
omme opérateur dans L(X1)) est l'image de Tt ∈ L(X) 
omposée ave
l'opérateur unitaire (βI − A)−1 ∈ L(X,X1). Par 
onséquent, 
es opérateurs forment unsemi-groupe fortement 
ontinu sur X1, dont le générateur in�nitésimal est la restri
tion de
A à D(A2).L'opérateur T̃t ∈ L(X−1) est l'image de Tt ∈ L(X) 
omposé ave
 l'opérateur unitaire
(βI − Ã) ∈ L(X,X−1). Par 
onséquent 
es opérateurs étendus forment un semi-groupefortement 
ontinu T̃ =

(

T̃t

)

t>0
sur X−1 dont le générateur est Ã.Par la suite, on omettra les ˜, par 
onséquent les extensions de A et T seront en
orenotées A et T.Nous allons maintenant introduire le 
on
ept d'opérateur de 
ontr�le admissible.Soient B ∈ L(U,X−1) un opérateur de 
ontr�le, z0 ∈ X et u ∈ L2([0,∞), U). On 
onsidèrele système dé
rit par l'équation :

ż(t) = Az(t) + Bu(t) , (3.2.1)muni de la 
ondition initiale :
z(0) = z0 . (3.2.2)Ave
 les notations pré
édemment introduites, la solution z du problème de Cau
hy(3.2.1)�(3.2.2) est dé�nie par :

z(t) = Ttz0 + Φtu
(

t > 0
)

, (3.2.3)ave
 Φt ∈ L(L2([0, t], U);X) dé�ni par :
Φtu =

∫ t

0
Tt−σBu(σ)dσ (u ∈ L2([0,∞), U)) . (3.2.4)On rappelle i
i quelques dé�nitions 
lassiques issues du livre de Tu
snak et Weiss[TW09, Se
tion 4.2℄. Plus pré
isément, on rappelle i
i la Dé�nition 4.2.1 et la Proposi-tion 4.2.2.Dé�nition 3.2.5. L'opérateur B ∈ L(U,X−1) est un opérateur de 
ontr�le admissiblepour T s'il existe τ > 0 tel que Im Φτ ⊂ X.Proposition 3.2.6. Si B ∈ L(U,X−1) est un opérateur de 
ontr�le admissible pour T,alors pour tout t > 0, on a :
Φt ∈ L

(

L2([0,∞), U),X
)

.



46 CAS DE LA DIMENSION INFINIEPar la suite, on supposera que B est un opérateur de 
ontr�le admissible.Nous donnons maintenant le 
on
ept d'opérateur d'observation admissible. Plus pré-
isément, on rappelle i
i la Dé�nition 4.3.1 et la Proposition 4.3.2 du livre [TW09℄.Soit Y un espa
e de Hilbert et C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d'observation pour le semi-groupe T. Pour τ > 0, on 
onsidère l'opérateur Ψτ dé�ni par :
(Ψτz0)(t) =

{

CTtz0 si t ∈ [0, τ ] ,

0 si t > τ ,
(z0 ∈ X1, t ∈ [0,∞)) .Les opérateurs Ψτ sont appelés opérateurs de sortie pour le 
ouple (A,C) et sont 
onsidérés
omme éléments de L(X1, L

2([0,∞), Y )
).Dé�nition 3.2.7. L'opérateur C ∈ L(X1, Y ) est un opérateur d'observabilité admissiblepour T s'il existe τ > 0 tel que Ψτ admette une extension 
ontinue dans X.Proposition 3.2.8. Si C ∈ L(X1, Y ) est un opérateur d'observabilité admissible pour T,alors pour tout t > 0, on a :

Ψt ∈ L
(

X,L2([0,∞), Y )
)

.Les 
on
epts d'opérateur de 
ontr�le admissible et d'opérateur d'observation admissiblesont duaux au sens du résultat suivant (
.f. [TW09, Theorem 4.4.3℄) :Théorème 3.2.9. Soit B ∈ L(U,X−1). B est un opérateur de 
ontr�le admissible pour Tsi et seulement si B∗ est un opérateur d'observabilité admissible pour T
∗.3.3 Contr�labilité et observabilité en dimension in�nieDans 
ette se
tion, nous allons introduire les 
on
epts de 
ontr�labilité et d'observabiliténé
essaires à notre étude.On utilise les notations et dé�nitions introduites dans la se
tion pré
édente. Tout par-ti
ulièrement, on rappelle que désormais, B ∈ L(U,X−1) est un opérateur de 
ontr�leadmissible.3.3.1 Quelques notions de 
ontr�labilité en dimension in�nieOn rappelle 
i-dessous la Dé�nition 11.1.1 du livre de Tu
snak et Weiss [TW09℄.Dé�nition 3.3.1. Soit τ > 0, le 
ouple (A,B) est dit :� approximativement 
ontr�lable en temps τ si Im Φτ est dense dans X ;� exa
tement 
ontr�lable en temps τ si Im Φτ = X.Pour 
e 
hapitre, nous aurons aussi besoin de la notion suivante :Dé�nition 3.3.2. Soit e ⊂ [0, τ ] un ensemble de mesure de Lebesgue stri
tement positive.Le 
ouple (A,B) est approximativement 
ontr�lable en temps τ depuis e si l'image del'opérateur Φτ,e ∈ L(L2([0, τ ], U),X) dé�ni par :

Φτ,eu =

∫

e
Tτ−σBu(σ) dσ (u ∈ L2([0, τ ], U))est dense dans X.



CONTRÔLABILITÉ ET OBSERVABILITÉ EN DIMENSION INFINIE 47On introduit maintenant le 
on
ept de 
ontr�le en temps optimal.Dé�nition 3.3.3. Soient z0, z1 ∈ X ave
 z0 6= z1. Une fon
tion u⋆ ∈ L∞([0,∞), U) est un
ontr�le en temps optimal pour le 
ouple (A,B), envoyant la 
ondition initiale z0 sur la
ondition �nale z1, s'il existe τ⋆ = τ⋆(z0, z1) > 0 tel que :1. z1 = Tτ⋆z0 + Φτ⋆u⋆ et ‖u⋆‖L∞([0,τ⋆],U) 6 1 ;2. Si τ > 0 est tel qu'il existe u ∈ L∞ ([0, τ ], U) ave
 :
z1 = Tτz0 + Φτu , ‖u‖L∞([0,τ ],U) 6 1 ,alors τ > τ⋆.Remarque 3.3.4. On remarque que si l'opérateur de 
ontr�le B est borné (i.e.

B ∈ L(U,X)) et si le 
ouple (A,B) est exa
tement 
ontr�lable en temps τ alors
Φτ (L∞([0, τ ], U)) = X. En d'autres termes on peut 
ontr�ler exa
tement le système entemps τ ave
 des 
ontr�les dans L∞([0, τ ], U) (au lieu de L2([0, τ ], U) 
omme dans la Dé-�nition 3.3.1).Pour montrer 
e résultat, on dé�nit le Gramien de 
ontr�labilité en temps τ pour le
ouple (A,B) par :

Rτ =

∫ τ

0
TtBB∗

T
∗
t dt ∈ L(X) ,Étant donné z0 ∈ X, la 
ontr�labilité exa
te en temps τ du 
ouple (A,B) implique que Rτest inversible et que la fon
tion u ∈ L2([0, τ ], U) dé�nie par :

u = Φ⋆
τR

−1
τ z0 (t ∈ [0, T ]) , (3.3.1)satisfait Φτu = z0.Par ailleurs, 
omme B est borné, on a d'après [TW09, Se
tion 4.4℄ :

(Φ⋆
τw0)(t) = B∗

T
∗
τ−tw0 (w0 ∈ X, t ∈ [0, τ ]) .Les deux dernières formules impliquent que le 
ontr�le dé�ni par (3.3.1) s'é
rit :

u(t) = B∗
T
∗
τ−tR

−1
τ z0 (t ∈ [0, T ]) .Ainsi, on a u ∈ C0([0, τ ], U) ⊂ L∞([0, τ ], U).3.3.2 Notions d'observabilitéDans 
e paragraphe, nous allons introduire les 
on
epts d'observabilité né
essaires ànotre étude. On utilise les notation introduites dans la Se
tion 3.2. Plus pré
isément, Yest un espa
e de Hilbert et C ∈ L(X1, Y ) est un opérateur d'observation admissible pourle semi-groupe T.Nous rappelons 
i-dessous la Dé�nition 6.1.1 du livre de Tu
snak et Weiss [TW09℄.Dé�nition 3.3.5. Soit τ > 0, le 
ouple (A,C) est dit :� exa
tement observable en temps τ si Ψτ est borné inférieurement, 
'est-à-dire, ilexiste Cτ > 0 (dépendant seulement de τ) tel que pour tout z ∈ X :

‖Ψτz‖L2([0,∞[,Y ) > Cτ‖z‖X .� approximativement observable en temps τ si Ker Ψτ = {0}.



48 CAS DE LA DIMENSION INFINIEIl est trivial que la propriété d'exa
te observabilité implique le 
ara
tère approxima-tivement observable.On introduit maintenant le 
on
ept d'observabilité depuis un ensemble de mesure posi-tive.Dé�nition 3.3.6. Soient C ∈ L(X1, Y ) un opérateur d'observation admissible pour T et
e ⊂ [0, τ ] un ensemble de mesure de Lebesgue stri
tement positive. On note :

Ψτ,e ∈ L(X,L2([0, τ ], U)), Ψτ,e = χeΨτ ,la restri
tion des opérateurs de sortie à l'ensemble e, où χe est la fon
tion 
ara
téristiquede l'ensemble e.Par la suite, on notera Ψd
τ (respe
tivement Ψd

τ,e) l'opérateur de sortie (respe
tivementsa restri
tion à un ensemble de mesure de Lebesgue stri
tement positive e ⊂ [0, τ ]) pour le
ouple (A∗, B∗), 
e qui revient à poser :
(Ψd

τ z0)(t) =

{

B∗
T
∗
t z0 si t ∈ [0, τ ]

0 si t > τ
(z0 ∈ X1, t ∈ [0,∞)) (3.3.2)et 
omme pré
édemment, on note,

Ψd
τ,e ∈ L(X,L2([0,∞), U)), Ψd

τ,e = χeΨ
d
τ .Nous aurons aussi besoin du 
on
ept d'observabilité appro
hée à partir d'un ensembletemporel de mesure positive.Dé�nition 3.3.7. Pour τ > 0 et e ⊂ [0, τ ], ensemble de mesure de Lebesgue stri
tementpositive, le 
ouple (A,C) est approximativement observable depuis e si Ker Ψτ,e = {0}.3.3.3 Résultat de dualitéNous avons le résultat de dualité suivant entre les 
on
epts d'observabilité et de 
on-tr�labilité (
.f. [TW09, Theorem 11.2.1℄).Théorème 3.3.8. Soient τ > 0 et B ∈ L(U,X−1) un opérateur de 
ontr�le admissiblepour T, le semi-groupe généré par l'opérateur A.� Le 
ouple (A,B) est exa
tement 
ontr�lable en temps τ si et seulement si le 
ouple

(A∗, B∗) est exa
tement observable en temps τ .� Le 
ouple (A,B) est approximativement 
ontr�lable en temps τ si et seulement si le
ouple (A∗, B∗) est approximativement observable en temps τ .Ce résultat reste vrai dans le 
adre de la 
ontr�labilité et de l'observabilité appro
hédepuis un ensemble mesurable en temps. Plus pré
isément, nous avons le résultat de dualitésuivant :Proposition 3.3.9. Soient τ > 0, e ⊂ [0, τ ] un ensemble de mesure de Lebesgue stri
te-ment positive et e′ = {τ − t , t ∈ e}. Alors, on a :
Φτ,e = (Ψd

τ,e′)
∗ Rτ , (3.3.3)ave
 (Ψd

τ,e′)
∗ ∈ L(L∞([0, τ ];U),X) le dual de l'opérateur Ψd

τ,e′ et Rτ l'opérateur de ré�e
-tion sur L2([0, τ ];U), dé�ni par Rτu(t) = u(τ − t) ( Rτ est autoadjoint et unitaire).



CONTRÔLABILITÉ ET OBSERVABILITÉ EN DIMENSION INFINIE 49En parti
ulier, le 
ouple (A,B) est approximativement 
ontr�lable en temps τ à partird'un ensemble de mesure de Lebesgue stri
tement positive e ⊂ [0, τ ] (dans le sens de laDé�nition 3.3.2) si et seulement si :
Ker Ψd

τ,e′ = {0} .Remarque 3.3.10. Si e = [0, τ ] alors (3.3.3) s'é
rit 
lassiquement :
Φτ = (Ψd

τ )
∗ Rτ . (3.3.4)Le résultat de la Proposition 3.3.9 est une 
onséquen
e du résultat de dualité pour le
as e = [0, τ ]. On en donne i
i la démonstration, inspirée de [MRT12, Proposition 2.4℄.Démonstration. Soit v ∈ L2([0,∞), U) et z ∈ X1. On a :

∫ +∞

0

〈

v(t), (Ψd
τ,e′z)(t)

〉

U
dt =

∫ +∞

0

〈

χe′(t)v(t), (Ψd
τ z)(t)

〉

U
dt

=

∫ τ

0
〈χe′(t)v(t), B∗

T
∗
t z〉U

=

∫ τ

0
〈TtBχe′(t)v(t), z〉X−1,X1

dt

=

∫ τ

0
〈TtBχev(τ − t), z〉X−1,X1

dt

= 〈Φτ,e Rτv, z〉X−1,X1

= 〈Φτ,e Rτv, z〉X .L'équation (3.3.3) s'obtient alors par densité de X1 dans X.De (3.3.3), il est trivial que le 
ouple (A,B) est approximativement 
ontr�lable entemps τ à partir d'un ensemble de mesure de Lebesgue stri
tement positive e ⊂ [0, τ ] si etseulement si Ker Ψd
τ,e′ = {0}.3.3.4 L'espa
e R∞

tPour tout t > 0, on note par R∞
t l'espa
e des états atteignables en temps pour le 
ouple

(A,B) ave
 des 
ontr�les L∞, 
'est-à-dire :
R∞

t = Φt

(

L∞([0, t], U)
)

. (3.3.5)Lemme 3.3.11. Pour tout t > 0, R∞
t , muni de la norme :

‖x‖R∞
t

= inf
{

‖u‖L∞([0,t],U) , Φtu = x
}

(x ∈ X) , (3.3.6)est un espa
e de Bana
h.Ce résultat s'obtient par une légère modi�
ation de la preuve du Lemme 2.1.1 du livrede Fattorini [Fat05℄. Nous en donnons i
i sa démonstration.Démonstration. Tout d'abord, il est trivial que ‖·‖R∞
t

dé�ni par (3.3.6) est bien une normesur R∞
t .Soit (yn)n>1 une suite de Cau
hy de R∞

t . Il est 
lair que l'on peut extraire de 
ettesuite une sous-suite en
ore notée (yn) telle que ‖yn+1 − yn‖R∞
t

6 2−n.Pour tout n > 1, l'inégalité pré
édente montre qu'il existe vn ∈ L∞([0, t], U) tel que
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yn+1 − yn = Φtvn et ‖vn‖L∞([0,t],U) 6 2−(n−1).On dé�nit alors la suite (un)n>1 par ré
urren
e, u1 ∈ L∞([0, t], U) est tel que Φtu1 = y1et pour tout n > 1, on pose un+1 = un + vn.Ainsi pour tout n > 1 et k > 0, on a :

‖un+k − un‖L∞([0,t],U) 6

n+k−1
∑

i=n

1

2i−1
6

1

2n−2
.Par 
onséquent, la suite (un) est une suite de Cau
hy dans L∞([0, t], U), don
 (un) 
onvergevers u ∈ L∞([0, t], U). Comme Φt est un opérateur 
ontinu et que pour tout n > 1, on a

Φtun = yn, on obtient que la suite (yn) 
onverge vers y ∈ X et que y = Φtu. Ainsi, la suite
(yn) est 
onvergente dans R∞

t .Proposition 3.3.12. Si 0 6 σ 6 t, alors :
R∞

σ ⊂ R∞
t ⊂ X ,ave
 in
lusions 
ontinues.Démonstration. Il est évident que 
es in
lusions ont lieu. On montre seulement qu'ellessont 
ontinues. Pour 
e faire, on 
onsidère x ∈ R∞

t , tel qu'il existe u ∈ L∞([0, t], U)ave
 x = Φtu. Comme Φt ∈ L(L2([0, t], U),X) on en déduit qu'il existe M > 0 tel que
‖x‖X 6 M‖u‖L∞([0,t],U) pour tout u ∈ L∞([0, t], U) tel que Φtu = x. On en déduit que :

‖x‖X 6 M inf
u∈L∞([0,t],U)

Φtu=x

‖u‖L∞([0,t],U) = M‖x‖R∞
t

.Ainsi l'in
lusion R∞
t ⊂ X est 
ontinue.Pour montrer la 
ontinuité de l'in
lusion R∞

σ ⊂ R∞
t , il su�t de remarquer que si

x ∈ R∞
σ et u ∈ L∞([0, σ], U) sont tels que x = Φσu alors ũ ∈ L∞([0, t], U) dé�ni pourpresque tout s ∈ [0, t] par ũ(s) = χ(t−σ,t)(s)u(s − t + σ), ave
 χ(t−σ,t) la fon
tion 
ara
-téristique de l'ensemble (t− σ, t), satisfait x = Φtũ et ‖ũ‖L∞([0,t],U) = ‖u‖L∞([0,σ],U).Corollaire 3.3.13. Soit τ > 0 tel que R∞

τ = X alors les normes ‖ · ‖R∞
τ

et ‖ · ‖X sontéquivalentes.Démonstration. Soit ı : R∞
τ → X l'opérateur identité. La Proposition 3.3.12 nous assureque ı ∈ L(R∞

τ ,X) et ı est 
lairement bije
tive (dans le 
as R∞
τ = X). En utilisant unCorollaire de l'appli
ation ouverte [Bre83, Corollaire II.6℄, on obtient que ı−1 ∈ L(X,R∞

t )
e qui donne le résultat.Remarque 3.3.14. La Remarque 3.3.4 implique que si B est un opérateur de 
ontr�leborné et que si le 
ouple (A,B) est exa
tement 
ontr�lable en temps τ > 0 alors R∞
τ = X.Ainsi, le résultat du Corollaire 3.3.13 a lieu si l'on suppose que B est un opérateur de
ontr�le borné et que le 
ouple (A,B) est exa
tement 
ontr�lable (au sens L2) en temps τau lieu de supposer dire
tement que R∞

τ = X.Remarque 3.3.15. Si R∞
t = X, l'équivalen
e des normes nous permet de dé�nir le 
oûtdu 
ontr�le en temps t par
Ct = sup

x6=0

‖x‖R∞
t

‖x‖X
< +∞ (t > 0) . (3.3.7)Il est fa
ile de véri�er que l'appli
ation t 7→ Ct est dé
roissante.
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ipauxDans 
ette se
tion, nous allons étendre le prin
ipe du maximum de Pontryagin, bien
onnu pour les systèmes de dimension �nie, à une 
lasse de systèmes de dimension in-�nie. Nous allons utiliser dans 
ette se
tion les notations et résultats introduits dans lase
tion 3.3. En parti
ulier U est un espa
e de Hilbert représentant l'espa
e des valeurs des
ontr�les, X est un espa
e de Hilbert représentant l'espa
e des états, A est le générateurd'un semi-groupe T fortement 
ontinu sur X et B ∈ L(U,X−1) est un opérateur de 
on-tr�le admissible. De plus R∞
t , dé�ni par (3.3.5), est l'espa
e des états atteignables ave
 des
ontr�les L∞ en temps et pour tout t > 0, on dé�nit la boule unité fermée de R∞

t ,
B∞

t (1) =
{

Φtu , u ∈ L∞([0, t], U) , ‖u‖L∞([0,t],U) 6 1
}

.3.4.1 Résultat d'existen
eAvant de donner le prin
ipe du maximum de Pontryagin et le 
ara
tère bang-bang des
ontr�les optimaux, on mentionne le résultat d'existen
e de 
ontr�les en temps optimal.Proposition 3.4.1. Ave
 les notations et hypothèses pré
édentes, on suppose que
z0, z1 ∈ X, z0 6= z1, sont tels qu'il existe t > 0 ave
 :

z1 − Ttz0 ∈ B∞
t (1) ,alors il existe τ⋆(z0, z1) > 0 tel que :

τ⋆(z0, z1) = min{t > 0 , z1 − Ttz0 ∈ B∞
t (1)} > 0 . (3.4.1)La preuve de 
e résultat est une 
onséquen
e du Lemme 3.1.1 et du Théorème 3.1.2 dulivre de Fattorini [Fat05℄.Démonstration. Soit τ⋆ = inf{t > 0 , z1 − Ttz0 ∈ B∞

t (1)} > 0.L'existen
e d'une suite minimisante (tn) ∈ R
N, (ζn) ∈ XN et (un) ∈

(

L∞([0, tn], U)
)N ave


‖un‖L∞([0,tn],U) 6 1 et ζn − Tnz0 = Φtnun, satisfaisant lim
n→+∞

tn = τ⋆ et ζn−−−⇀
n→+∞

z1 est
laire (
.f. [Fat05, Lemme 3.1.1℄).pour tout x ∈ X, et tout n ∈ N, on a :
〈x, ζn − Ttnz0〉X = 〈x,Φtnun〉X =

∫ tn

0

〈

B∗
T
∗
tn−σx, un(σ)

〉

U
dσ . (3.4.2)Soit t = sup

n∈N

tn, on redé�nit les 
ontr�les un dans L∞([0, t], U) en les prolongeant par 0sur ]tn, t ]. On peut voir la suite (un) ainsi redé�nie 
omme une suite de L1([0, t ], U).On peut alors en extraire une sous-suite faiblement 
onvergente vers un élément u⋆ de
L∞([0, t ], U). Comme ‖un‖L∞([0,t ],U) 6 1 pour tout n, on a ‖u⋆‖L∞([0,t ],U) 6 1.On dé�nit pour σ ∈ [0, t ] et n ∈ N :

χ(σ) =

{

B∗
T
∗
τ⋆−tx si σ ∈ [0, τ⋆] ,

0 si σ ∈ ]τ⋆, t ] ,
χn(σ) =

{

B∗
T
∗
tn−tx si σ ∈ [0, tn] ,

0 si σ ∈ ]tn, t ] .La 
ontinuité de t 7→ T
∗
t x implique que χn

L1([0,t ],U)−−−−−→
n→+∞

χ. Ave
 
ette notation, (3.4.2) seré
rit :
〈x, ζn − Ttnz0〉X =

∫ t

0
〈χn(σ), un(σ)〉U dσ .



52 CAS DE LA DIMENSION INFINIEPar passage à la limite, n→ +∞, on obtient :
〈x, z1 − Tτ⋆z0〉X =

∫ t

0
〈χ(σ), u⋆(σ)〉U dσ =

∫ τ⋆

0
〈χ(σ), u⋆(σ)〉U dσ = 〈x,Φτ⋆u⋆〉X .Par 
onséquent, on a z1 − Tτ⋆z0 = Φτ⋆u⋆. Ce qui prouve que la borne inférieure est bienatteinte.De 
ette proposition, nous en déduisons le 
orollaire suivant :Corollaire 3.4.2. Ave
 les notations pré
édentes, on suppose que A est un opérateur anti-adjoint et que pour tout t > 0, R∞

t = X. Alors pour tout z0, z1 ∈ X, z0 6= z1, il existe
τ⋆(z0, z1) > 0 tel que :

τ⋆(z0, z1) = min{t > 0 , z1 − Ttz0 ∈ B∞
t (1)} > 0 .Un énon
é plus général de 
e 
orollaire peut être trouvé dans [PWZ07℄.Démonstration. Nous allons montrer que sous les hypothèses faites sur A et R∞

t , les hy-pothèses de la Propostion 3.4.1 sont satisfaites, 
'est-à-dire que pour tout z0, z1 ∈ X,
z0 6= z1, il existe t > 0 et u ∈ L∞([0, t], U) ave
 ‖u‖L∞([0,t],U) 6 1 tels que z1−Ttz0 = Φtu.Commençons par montrer le résultat pour z1 = 0.Soit M > 0 tel que ‖z0‖X 6 M et notons α0 = z0. Pour tout ε > 0, on note BX(ε) la bouleouverte de X de rayon ε 
entrée en 0. Soit θ > 0. Du Corollaire 3.3.13, on en déduit qu'ilexiste ε > 0 tel que BX(2ε) ⊂ B∞

θ (1). On en déduit que pour tout α1 ∈ Tθα0 + BX(2ε),il existe u0 ∈ L∞([0, θ], U) ave
 ‖u0‖L∞([0,θ],U) 6 1 tel que α1 = Tθα0 + Φθu0.Étnat donné que nous avons supposé que A est un opérateur anti-adjoint, on en déduit que
T est un groupe d'isométries et en parti
ulier, nous avons ‖Tθα0‖X = ‖α0‖X . Ainsi, il estpossible de 
hoisir α1 = 0 si ‖α0‖X 6 ε et α1 tel que ‖α1‖X = ‖α0‖X − ε sinon. En itérantla 
onstru
tion à partir de α1, nous 
onstruisons un séquen
e α0, α1, . . . , αn+1 d'élémentsde X, ave
 n le plus grands entier naturel tel que nε < M , véri�ant :1. ‖αi‖X 6 M − iε pour i ∈ {0, . . . , n} et αn+1 = 0 ;2. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, il existe ui ∈ L∞([0, θ], U) ave
 ‖ui‖L∞([0,θ],U) 6 1 tel que

αi+1 = Tθαi + Φθui.On 
onsidère alors le 
ontr�le u ∈ L∞([0, (n + 1)θ], U) dé�nit par :
u(t) = ui(t− iθ) (t ∈ [0, (n + 1)θ] , i ∈ {1, . . . , n}) .Nous avons alors ‖u‖L∞([0,(n+1)θ],U) 6 1 et T(n+1)θα0 + Φ(n+1)θu = 0. Ainsi, nous avonsmontrer l'existen
e d'un temps t > 0 dépendant uniquement de M pour lequel il existe un
ontr�le en temps t à 0 dont la norme in�nie est inférieur à 1.Con
idérons maintenant le 
as z1 quel
onque.Soit M > ‖z0‖X + ‖z1‖X et soit t > 0 un temps 
onstruit 
omme pré
édemment, 
'est-à-dire un temps permettant d'avoir la propriété de 
ontr�labilité à 0 pour tout élément de

BX(M) ave
 des 
ontr�les dont la norme in�nie est inférieure ou égale à 1. On 
onsidèrealors z2 = T
−1
t z1, nous avons ‖z2‖X = ‖z1‖X . Ainsi, nous avons ‖z0−z2‖X < M et il existe

u ∈ L∞([0, t], U) ave
 ‖u‖L∞([0,t],U) 6 1 telque 0 = Tt(z0 − z2) + Φtu. On en 
on
lue qu'ilexiste u ∈ L∞([0, t], U) ave
 ‖u‖L∞([0,t],U) 6 1 telque z1 = Ttz0 + Φtu et par 
onséquentque nous sommes dans les 
onditions d'appli
ation de la Proposition 3.4.1. Ce
i a
hève ladémonstration.



RÉSULTATS PRINCIPAUX 53Remarque 3.4.3. Dans le 
as où A est anti-adjoint, B est un opérateur de 
ontr�leborné, i.e. B ∈ L(U,X) et le 
ouple (A,B) est exa
tement 
ontr�lable en tout temps, nousobtenons du Corollaire 3.4.2 l'existen
e d'un temps optimal. En e�et, il su�t d'utiliser laRemarque 3.3.14 pour obtenir que R∞
t = X pour tout t > 0.En d'autres termes τ⋆(z0, z1) est le temps minimal pour lequel z0 peut être envoyé en

z1 en utilisant des 
ontr�les tels que ‖u(t)‖ 6 1 pour presque tout T . Par 
onséquent tout
ontr�le u⋆ ∈ L∞([0, τ⋆(z0, z1)], U
) véri�ant :
z1 − Tτ⋆z0 = Φτ⋆u⋆ , (3.4.3)est appelé 
ontr�le en temps optimal pour le 
ouple (A,B).3.4.2 Prin
ipe du maximum de PontryaginUn des résultats prin
ipaux de 
e 
hapitre est l'extension du prin
ipe du maximum dePontryagin pour une 
lasse de systèmes de dimension in�nie.Théorème 3.4.4. On suppose que R∞

t = X pour tout t > 0.Soient z0, z1 ∈ X, z0 6= z1, tels qu'il existe t > 0 pour lequel, z1 − Ttz0 ∈ B∞
t (1).Alors il existe un 
ontr�le en temps optimal u⋆ envoyant z0 sur z1 en temps τ⋆ = τ⋆(z0, z1).De plus, il existe η ∈ X, η 6= 0, tel que :

〈

( Rτ⋆Ψd
τ⋆η)(t), u(t)

〉

U
= max

v∈U,
‖v‖U 61

〈

( Rτ⋆Φd
τ⋆η)(t), v

〉

U
(t ∈ [0, τ⋆] p.p.) . (3.4.4)Remarque 3.4.5. Dans le 
as où B est borné, B ∈ L(U,X), la Remarque 3.3.14 nousassure que le résultat du Théorème 3.4.4 reste valide sous l'hypothèse (A,B) exa
tement
ontr�lable en tout temps t > 0 au lieu de l'hypothèse R∞

t = X en tout temps t > 0. Dans
e 
as, (3.4.4) s'é
rit dire
tement :
〈B∗

T
∗
τ⋆−tη, u(t)〉U = max

v∈U,
‖v‖U 61

〈B∗
T
∗
τ⋆−tη, v〉U (t ∈ (0, τ⋆) p.p.) .Avant de passer à la démonstration de 
e Théorème, on rappelle un résultat de sépara-tion. Ce résultat est une 
onséquen
e du Théorème de Hahn-Bana
h. Pour 
e résultat, onfait référen
e à [BP86, Theorem 1.13℄.Théorème 3.4.6. Soit C un 
onvexe d'intérieur non vide d'un espa
e de Bana
h E alorstout point de ∂C est un point de support. C'est-à-dire que pour tout x0 ∈ ∂C, il existe unélément η de E′ (le dual de E) tel que :

〈η, x0〉E′,E > 〈η, x〉E′,E (x ∈ C) .Démonstration du Théorème 3.4.4. L'existen
e d'un 
ontr�le en temps optimal u⋆ est as-surée par la Proposition 3.4.1. A�n de prouver le prin
ipe du maximum de Pontryagin, on
ommen
e par montrer 
omme Fattorini (
.f. [Fat05℄) que z1 − Tτ⋆z0 ∈ ∂B∞
τ⋆(1).La frontière est prise dans le sens de la topologie de R∞

τ⋆ et par 
onséquent au sens de latopologie de X (
.f. Corollaire 3.3.13).On suppose par l'absurde que z1 − Tτ⋆z0 6∈ ∂B∞
τ⋆(1).Ce
i implique l'existen
e d'un réel r ∈ (0, 1) tel que 1

r (z1 − Tτ⋆z0) ∈ B∞
τ⋆(1), 
'est-à-dire
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e de u1 ∈ L∞([0, τ⋆], U), ‖u1‖L∞([0,τ⋆],U) 6 r < 1 tel que z1 − Tτ⋆z0 = Φτ⋆u1.Soit t < τ⋆, on a alors :
z1 − Ttz0 = Tτ⋆z0 − Ttz0 + Φτ⋆u1 =

= Φtu1 + Tτ⋆z0 − Ttz0 +

∫ t

0
(Tτ⋆−σ − Tt−σ)Bu1(σ) dσ +

∫ τ⋆

t
Tτ⋆−σBu1(σ) dσ .On dé�nit ϕ(t, τ⋆) par :

ϕ(t, τ⋆) = Tτ⋆z0−Ttz0+

∫ t

0
(Tτ⋆−σ−Tt−σ)Bu1(σ) dσ+

∫ τ⋆

t
Tτ⋆−σBu1(σ) dσ (t ∈ [0, τ⋆[) ,de sorte que :

z1 − Ttz0 = Φtu1 + ϕ(t, τ⋆) . (3.4.5)Il est aisé de véri�er que lim
t→τ⋆

ϕ(t, τ⋆) = 0 dans X. La Remarque 3.3.15 assure que
‖ϕ(t, τ⋆)‖R∞

t
6 Ct‖ϕ(t, τ⋆)‖X , ave
 t 7→ Ct une fon
tion dé
roissante. Ainsi pour t su�-samment pro
he de τ⋆, il existe un 
ontr�le u2 ∈ L∞([0, t], U) satisfaisant :

‖u2‖L∞([0,t],U) 6 1− r et Φtu2 = ϕ(t, τ⋆) .La relation pré
édente et la relation (3.4.5) impliquent que :
z1 − Ttz0 = Φtu et ‖u‖L∞([0,t],U) 6 1 ,ave
 u = u1 + u2. Ce
i 
ontredit le fait que τ⋆ est minimal au sens de (3.4.1). Nous avonsainsi montré que z1 − Tτ⋆z0 ∈ ∂B∞

τ⋆(1).Comme B∞
τ⋆(1) est d'intérieur non vide et est un ensemble 
onvexe, on obtient en utilisantle Théorème 3.4.6, l'existen
e de η ∈ X, η 6= 0 tel que :

〈η, z1 − Tτ⋆z0〉X > 〈η, x〉X (x ∈ B∞
τ⋆(1)) .L'inégalité pré
édente 
ombinée ave
 la Dé�nition (3.4.3) du temps optimal implique :

〈η,Φτ⋆u⋆〉X > 〈η,Φτ⋆v〉X (v ∈ L∞([0, τ⋆], U), ‖v‖L∞([0,τ⋆],U) 6 1) . (3.4.6)En utilisant les égalités (3.3.2) et (3.3.4) on obtient :
∫ τ⋆

0
〈B∗

T
∗
τ⋆−tη, u⋆(t)〉U dt >

∫ τ⋆

0
〈B∗

T
∗
τ⋆−tη, v(t)〉U dt (‖v‖L∞([0,τ⋆],U) 6 1) . (3.4.7)Le Lemme 2.2.1 de [Fat05℄ et le fait que t 7→ B∗

T
∗
τ⋆−tη est U -faiblement mesurable donne :

sup
v∈L∞([0,τ⋆],U),
‖v‖L∞([0,τ⋆],U)61

∫ τ⋆

0
〈B∗

T
∗
τ⋆−tη, v(t)〉U dt =

∫ τ⋆

0
‖B∗

T
∗
τ⋆−tη‖U dt ,ainsi, nous obtenons :

∫ τ⋆

0
〈B∗

T
∗
τ⋆−tη, u⋆(t)〉U dt =

∫ τ⋆

0
‖B∗

T
∗
τ⋆−tη‖U dt .Par ailleurs, il est 
lair que :

〈B∗
T
∗
τ⋆−tη, u⋆(t)〉U 6 ‖B∗

T
∗
τ⋆−tη‖U (t ∈ [0, τ⋆] p.p.) .L'estimation pré
édente et (3.4.7) impliquent :

〈B∗
T
∗
τ⋆−tη, u⋆(t)〉U = ‖B∗

T
∗
τ⋆−tη‖U (t ∈ [0, τ⋆] p.p.) .Ce qui donne (3.4.4).
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tère bang-bang des 
ontr�lesUn autre résultat important de 
e 
hapitre est que sous des hypothèses supplémentairesde 
ontr�labilité appro
hée, on obtient l'uni
ité et le 
ara
tère bang-bang du 
ontr�le entemps optimal.Corollaire 3.4.7. En utilisant les notations et hypothèses du Théorème 3.4.4, et en sup-posant de plus que le 
ouple (A,B) est approximativement 
ontr�lable en temps τ⋆ depuisn'importe quel ensemble e ⊂ [0, τ⋆] de mesure de Lebesgue positive. Alors il existe un unique
ontr�le en temps optimal u⋆ qui est bang-bang, 
'est-à-dire que l'on a :
‖u⋆(t)‖U = 1 (t ∈ [0, τ⋆] p.p.) . (3.4.8)Démonstration. Le Théorème 3.4.4 assure l'existen
e d'un 
ontr�le en temps optimal etde plus il donne l'existen
e de η ∈ X ave
 η 6= 0, tel que (3.4.4) soit véri�é. Par ailleurs,l'hypothèse de 
ontr�labilité appro
hée en temps τ⋆ depuis n'importe quel ensemble

e ⊂ [0, τ⋆] de mesure de Lebesgue positive sur le 
ouple (A,B) assure en utilisant laProposition 3.3.9 que :
Φ∗

τ⋆η 6= 0 (p.p. sur [0, τ⋆]) .Ainsi (3.4.4) implique que le 
ontr�le en temps optimal est donné par :
u⋆(t) =

1

‖( Rτ⋆Ψ∗
τ⋆η)(t)‖U

( Rτ⋆Ψ∗
τ⋆η)(t) (t ∈ [0, τ⋆] p.p.) ,
e qui donne (3.4.8).L'uni
ité de u⋆ provient du 
ara
tère stri
tement 
onvexe de U (U est un espa
e deHilbert) et du 
ara
tère bang-bang des 
ontr�les en temps optimal.En e�et, on suppose par l'absurde qu'il existe deux 
ontr�les en temps optimal u⋆

1 6= u⋆
2.Alors u⋆ = 1

2(u⋆
1 + u⋆

2) ∈ L∞([0, τ⋆], U) véri�e ‖u⋆‖L∞([0,τ⋆],U) 6 1, ‖u⋆(t)‖U < 1 pour tdans un ensemble de mesure positive et Φτ⋆u⋆ = z1−Tτ⋆z0. Ainsi u⋆ serait un 
ontr�le entemps optimal qui ne satisferait pas le 
ara
tère bang-bang, d'où la 
ontradi
tion.3.5 Appli
ation à l'équation de S
hrödinger3.5.1 Lemmes de 
ontinuation uniqueLe lemme suivant est un Lemme de 
ontinuation unique pour les séries harmoniques.Ce lemme est issu d'un résultat de 
ontinuation unique pour les fon
tions holomorphes.Dans la littérature il existe sous des formes semblables, on fait par exemple référen
e àRei�er et Vogt [RV94℄ et Hante, Sigalotti et Tu
snak [HST℄.Lemme 3.5.1. Soient I ⊂ Z un ensemble d'entiers, (λn)n∈I une suite de réels bornéeinférieurement (respe
tivement supérieurement), e ⊂ R un ensemble réel de mesure deLebesgue stri
tement positive et (an)n∈I ∈ ℓ1(I, C) une suite sommable. On a alors
(

∀t ∈ e ,
∑

n∈I

aneiλnt = 0
)

⇔
(

∀t ∈ R ,
∑

n∈I

aneiλnt = 0
)

.Démonstration. On ne donne i
i que la preuve pour le 
as où (λn) est bornée inférieurement.Dans le 
as où (λn) est bornée supérieurement, on se ramène au 
as borné inférieurementpar 
hangement de variable t 7→ −t.



56 CAS DE LA DIMENSION INFINIEOn dé�nit C+ = {s ∈ C , Im s > 0} et la fon
tion :
f : C+ → C

s 7→
∑

n∈I

aneiλns .Comme (an) est sommable et 
omme (λn) est bornée inférieurement, on a 
lairement que
f est holomorphe sur C+ et 
ontinue jusqu'à sa frontière (l'axe réel). Étant donné que fs'annule sur e ⊂ R, un ensemble de mesure positive, on obtient par le Théorème d'uni
ité dePrivalov's, [Zyg59, Vol. II, Ch. XIV, Theorem 1.9℄, que f s'annule sur C+ et par 
onséquents'annule sur R.Du Lemme pré
édent, on en déduit le résultat de 
ontinuation suivant :Lemme 3.5.2. Soient X et Y deux espa
es de Hilbert, A0 un opérateur autoadjoint etdiagonalisable sur X ayant pour domaine D(A0) et C ∈ L(X,Y ). On suppose de plus quele spe
tre σ(A0) de A0 est borné inférieurement (resp. supérieurement). Soient z0 ∈ X,
z ∈ C0(R,X) solution du problème de Cau
hy :

ż(t) = iA0z(t) (t ∈ R) ,
z(0) = z0 ,

(3.5.1)et y ∈ C0(R, Y ) donné par :
y(t) = Cz(t) (t ∈ R) . (3.5.2)S'il existe un ensemble e ⊂ R de mesure de Lebesgue stri
tement positive tel que y(t) = 0pour tout t ∈ e alors y(t) = 0 pour tout t ∈ R.Démonstration. Comme A0 est supposé être autoadjoint et diagonalisable, il existe unefamille orthonormée de ve
teurs propres (ϕn)n∈I de A0, ave
 I ⊂ Z. Soit (iλn)n∈I la suitede valeurs propres 
orrespondante.Comme A0 est autoadjoint, la suite (λn) est réelle et l'hypothèse faite sur σ(A0) assureque la suite (λn) est bornée inférieurement (resp. supérieurement). La solution z de (3.5.1)s'é
rit :

z(t) =
∑

n∈I

aneiλntϕn (t ∈ R) ,ave
 an = 〈z0, ϕn〉X pour tout n ∈ I.Ainsi, y dé�ni par (3.5.2) s'é
rit :
y(t) =

∑

n∈I

aneiλntCϕn (t ∈ R) .Pour tout v ∈ Y , on a :
〈y(t), v〉Y =

∑

n∈I

aneiλnt〈Cϕn, v〉Y =
∑

n∈I

aneiλnt〈C∗v, ϕn〉X (t ∈ R) .Comme (an)n et (〈C∗v, ϕn〉X
)

n
sont de 
arré sommable, on obtient que la suite

(

an〈C∗v, ϕn〉X
)

n
est sommable.De plus, 〈y(t), v〉Y = 0 pour tout t ∈ e et la suite (λn)n∈I est bornée inférieurement (resp.supérieurement).On est don
 dans le 
onditions d'appli
ation du Lemme 3.5.1, 
e qui nous donne

〈y(t), v〉Y = 0 pour tout t ∈ R. Finalement, 
ette propriété étant véri�ée pour tout v ∈ Y ,on 
on
lut que y(t) = 0 pour tout t ∈ R.



APPLICATION À L'ÉQUATION DE SCHRÖDINGER 573.5.2 Résultat pour l'équation de S
hrödingerNous donnons i
i un exemple d'appli
ation du Théorème 3.4.4 et du Corollaire 3.4.7.Le système 
onsidéré i
i est l'équation de S
hrödinger ave
 
ontr�le interne :
ż(x, t) = −i∆z(x, t) + ia(x)z(x, t) + u(x, t)χO(x) (x ∈ Ω, t > 0) , (3.5.3)

z(x, t) = 0 (x ∈ ∂Ω, t > 0), (3.5.4)où Ω ⊂ R
n est un domaine ouvert, O est un ensemble ouvert de Ω, χO est la fon
tion
ara
téristique de O et le 
ontr�le u est supposé tel que ‖u(·, t)‖L2(O) 6 1 pour presquetout t > 0.Commençons par donner la notion de 
onditions d'optique géométrique. Cette notiona été introduite par Bardos, Lebeau et Rau
h, [BLR88, BLR92℄.Dé�nition 3.5.3. Soient Ω ⊂ R

n un domaine de 
lasse C2 et O un ouvert de Ω. On ditque O satisfait les 
onditions d'optique géométrique s'il existe T > 0 tel que tout rayon de
Ω (voyageant à vitesse 1 et se ré�é
hissant suivant les lois de l'optique géométrique) issude t = 0 ren
ontre O en un temps inférieur à T .Proposition 3.5.4. Supposons que l'une des deux hypothèses suivantes ait lieu.1. Le domaine Ω est borné, ∂Ω est de 
lasse C3, a ∈ L∞(Ω, R) et O satisfait la 
onditiond'optique géométrique ;2. Le domaine Ω est re
tangulaire, a est une 
onstante réelle et O est un ouvert nonvide de Ω.Alors pour tout z0, z1 ∈ L2(Ω), z0 6= z1, il existe un unique 
ontr�le en temps optimal u⋆envoyant la solution de (3.5.3)�(3.5.4) de z0 (en t = 0) à z1 (en t = τ⋆ = τ⋆(z0, z1)).De plus, il existe η ∈ L2(Ω), η 6= 0 tel que :

∫

O
w(x, t)u⋆(x, t) dx = max

v∈L2(O),
‖v‖L2(O)61

∫

O
w(x, t)v(x) dx (t ∈ [0, τ⋆] p.p.), (3.5.5)ave
 w solution du problème adjoint :

ẇ(x, t) = −i∆w(x, t) + ia(x)w(x, t) (x ∈ Ω, t > 0) , (3.5.6)
w(x, t) = 0 (x ∈ ∂Ω, t > 0) , (3.5.7)

w(x, τ⋆) = η(x) (x ∈ Ω) . (3.5.8)Finalement, u⋆ est bang-bang, 
'est-à-dire :
‖u⋆(·, t)‖ = 1 (t ∈ [0, τ⋆] a.e.) . (3.5.9)Démonstration. Dans le 
as de la première hypothèse, il su�t de 
onsidérer le 
as a > 0.De même, dans le 
as de la deuxième hypothèse, il su�t de 
onsidérer le 
as a = 0.Ces simpli�
ations sont le résultat des 
hangements de variables :1. z(x, t)→ exp

(

−i‖a‖L∞(Ω)t
)

z(x, t) dans le premier 
as ;2. z(x, t)→ exp(iat)z(x, t) dans le se
ond 
as.



58 CAS DE LA DIMENSION INFINIELe résultat est la 
onséquen
e du Théorème 3.4.4 et du Corollaire 3.4.7, ave
 un 
hoixd'espa
es et d'opérateurs adaptés. Plus pré
isément, soient X = L2(Ω), U = L2(O) etl'opérateur A dé�ni par :
D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) , (3.5.10)
Aϕ = −i∆ϕ + ia(x)ϕ (ϕ ∈ D(A)) . (3.5.11)L'opérateur A est 
lairement anti-adjoint et diagonalisable.On dé�nit l'opérateur de 
ontr�le B ∈ L(U,X) par :

Bu = χOu (u ∈ L2(O)) .On remarque qu'ave
 les espa
es et opérateurs dé�nis pré
édemment, le système (3.5.3)s'é
rit sous la forme ż = Az + Bu.De plus, dans le but d'appliquer le Théorème 3.4.4, il su�t de véri�er que le 
ouple (A,B)est exa
tement 
ontr�lable en tout temps τ > 0 (
.f. Remarque 3.4.5, dans le 
as 
onsidéré,
B est un opérateur borné).Sous la première hypothèse, 
e résultat est 
lassique, il su�t par exemple de 
ombinerles résultats obtenus par Burq, [Bur97℄ ave
 la Remarque 7.4.4 et le Théorème 6.7.2 de[TW09℄.Sous la se
onde hypothèse, la 
ontr�labilité exa
te en tout temps du 
ouple (A,B) a étéprouvée par Ja�ard [Jaf88℄ et Komornik [Kom92℄.Par 
onséquent, nous sommes dans les 
onditions d'appli
ation du Théorème 3.4.4 et nousen déduisons (3.5.5).A�n d'appliquer le Corollaire 3.4.7, nous devons véri�er que le 
ouple (A∗, B∗) estapproximativement observable depuis n'importe quel ensemble e ⊂ [0, τ⋆] de mesure deLebesgue positive. En termes d'équation aux dérivées partielles, 
ela signi�e que si unesolution de (3.5.6) satisfait :

w(x, t) = 0 (x ∈ O, t ∈ e) ,alors on obtient :
w(x, t) = 0 (x ∈ Ω, t ∈ R) .On remarque que 
omme a ∈ L∞(Ω), l'opérateur A, dé�ni par (3.5.10)�(3.5.11),s'é
rit A = iA0 ave
 A0 un opérateur autoadjoint, diagonalisable dont le spe
tre estborné inférieurement. Par 
onséquent, nous sommes dans les 
onditions d'appli
ation duLemme 3.5.2 
e qui nous permet de 
on
lure que w(x, t) = 0 pour x ∈ O et t ∈ R.En utilisant la 
ontr�labilité exa
te en tout temps du 
ouple (A,B) (impliquant l'obser-vabilité exa
te en tout temps du 
ouple (A∗, B∗)), on en 
on
lut que w(x, t) = 0 pour tout

x ∈ Ω et t ∈ R.Pour terminer, nous appliquons le Corollaire 3.4.7 pour obtenir (3.5.9).3.6 Con
lusion et questions ouvertesLes résultats obtenus dans la se
tion pré
édente sont à notre 
onnaissan
e les premiersétablissant le prin
ipe du maximum de Pontryagin et la propriété bang-bang dans le 
asde systèmes (de type S
hrödinger) réversibles en temps ave
 des 
ontr�les agissant dansun sous-ensemble stri
t du domaine spatial.Si les 
ontr�les agissent sur l'ensemble du domaine spatial, la méthode peut être aisément



CONCLUSION ET QUESTIONS OUVERTES 59appliquée au 
as de l'équation des ondes ou d'Euler-Bernoulli, pour l'équation des plaques.Plus généralement, on peut adapter les résultats aux systèmes de la forme :
ẅ + A0w = u, (3.6.1)où A0 est un opérateur positif sur un espa
e de Hilbert H et u est le 
ontr�le. On peutaisément véri�er que le système (3.6.1) peut s'é
rire sous la forme d'un système du premierordre qui satisfait les hypothèses du Théorème 3.4.4 et du Corollaire 3.4.7.Ainsi, nous avons le prin
ipe du maximum de Pontryagin et la propriété bang-bang des
ontr�les optimaux pour le problème de 
ontr�le en temps optimal asso
ié. Ce problèmeayant déjà été traité par une méthode similaire dans Fattorini [Fat77℄ et Krabs [Kra89℄,nous ne donnons pas les détails i
i.On remarque qu'en 
hoisissant H = L2(Ω), où Ω ⊂ R

n est borné ave
 une frontièrerégulière et en 
hoisissant A0 
omme le Diri
hlet-Lapla
ien (respe
tivement le 
arré duDiri
hlet-Lapla
ien) dans Ω, l'équation (3.6.1) devient l'équation des ondes (respe
tivementd'Euler-Bernoulli), ave
 un 
ontr�le agissant sur tout le domaine Ω. Nous référons aussi àKunis
h et Wa
hsmuth, [KW11a℄ pour une appro
he théorique et numérique du problèmede 
ontr�le en temps optimal pour l'équation des ondes.Une question partiellement ouverte 
onsiste à montrer le prin
ipe du maximum dePontryagin et la propriété bang-bang des 
ontr�les optimaux pour les systèmes gouvernéspar l'équation des plaques ave
 un 
ontr�le agissant sur un ouvert stri
tement in
lus dansle domaine spatial. Cette question est parti
ulièrement intéressante, en e�et, la plupartdes résultats de 
ontr�le 
onnus pour l'équation de S
hrödinger admettent un équivalentpour l'équation d'Euler-Bernoulli (en parti
ulier pour les 
onditions aux limites posées ou�hinged�). Or il n'est pas 
lair que 
e soit le 
as pour les problèmes de 
ontr�le en tempsoptimal.Plus pré
isément, 
onsidérons le 
as unidimensionnel des équations des plaques ave
 un
ontr�le agissant sur une partie du domaine spatial. L'obsta
le théorique pour obtenir lapropriété bang-bang des 
ontr�les en temps optimal résulte du fait que pour appliquer leCorollaire 3.4.7, on a besoin d'un résultat d'uni
ité semblable à 
elui du Lemme 3.5.1 ave
la suite (±n2)n>1 qui admet un nombre in�ni de valeurs positives et négatives.Ainsi même dans le 
as unidimensionnel, la propriété d'uni
ité et de bang-bang des 
on-tr�les en temps optimal est une question ouverte.Cependant, il est aisé de montrer que le prin
ipe du maximum de Pontryagin est valable.En e�et, si l'on 
onsidère le système suivant :
z̈(x, t) = −∆2z(x, t) + χO(x)u(x, t) (x ∈ Ω, t > 0) , (3.6.2)

z(x, t) = ∆z(x, t) = 0 (x ∈ ∂Ω, t > 0) , (3.6.3)où Ω ⊂ R
n est un domaine ouvert borné, O est un ouvert de Ω, χO sa fon
tion 
ara
téris-tique et u un 
ontr�le satisfaisant ‖u(·, t)‖L2(O) 6 1 pour presque tout t > 0.On a le résultat suivant :Proposition 3.6.1. On suppose que l'une des deux hypothèses suivantes soit satisfaite.1. Le domaine Ω est borné, ∂Ω est de 
lasse C2 et O satisfait les 
onditions d'optiquegéométrique ;2. Le domaine Ω est re
tangulaire et O est un ouvert non vide de Ω.Alors pour tous f0, f1 ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) et g0, g1 ∈ L2(Ω), tels que (f0, g0) 6= (f1, g1),il existe un 
ontr�le en temps optimal u⋆ ∈ L∞([0, τ⋆], L2(O)) envoyant la solution de



60 CAS DE LA DIMENSION INFINIE(3.6.2)�(3.6.3) de la 
ondition initiale (z(0), ż(0)) = (f0, g0) à la 
ondition �nale
(z(τ⋆), ż(τ⋆)) = (f1, g1). De plus, il existe (η0, η1) ∈ [H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω)] × L2(Ω), tel que
(η0, η1) 6= (0, 0) et

∫

O
ẇ(x, t)u⋆(x, t) dx = max

v∈L2(O),
‖v‖L2(O)61

∫

O
ẇ(x, t)v(x) dx , (3.6.4)où w est la solution du problème adjoint :

ẅ(x, t) = −∆2w(x, t) (x ∈ Ω , t ∈ R) , (3.6.5)
w(x, t) = ∆w(x, t) = 0 (x ∈ ∂Ω , t ∈ R) , (3.6.6)

w(x, τ⋆) = η0(x), ẇ(x, τ⋆) = η1(x) (x ∈ Ω) . (3.6.7)Démonstration. La preuve de 
e résultat est similaire à 
elle donnée dans la premièrepartie de la démonstration de la Proposition 3.5.4. Plus pré
isément, il su�t d'appliquerle Théorème 3.4.4, ave
 un bon 
hoix des espa
es et opérateurs.On 
onsidère les espa
es fon
tionnels X =
[

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

]

× L2(Ω) et U = L2(O) etl'opérateur A dé�ni par :
D(A) =

{

f ∈ H4(Ω) ∩H1
0 (Ω) , ∆f = 0 sur ∂Ω

}

×
(

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)

)

,

A

[

f
g

]

=

[

0 I
−∆2 0

] [

f
g

]

=

[

g
−∆2f

] ([

f
g

]

∈ D(A)

)

.L'opérateur de 
ontr�le B ∈ L(U,X) est dé�ni par :
Bu =

[

0
χOu

]

(u ∈ L2(O)) .On remarque qu'ave
 
e 
hoix d'espa
es et d'opérateurs, le système (3.6.2)�(3.6.3) s'é
ritsous la forme Ż = AZ + Bu, ave
 Z =

[

z
ż

].Pour appliquer le Théorème 3.4.4, il su�t de véri�er que le 
ouple (A,B) est exa
te-ment 
ontr�lable en tout temps τ > 0. Ce résultat 
lassique est une 
onséquen
e du ré-sultat (pré
édemment utilisé) de 
ontr�labilité exa
te en tout temps pour l'équation deS
hrödinger. On réfère par exemple à [TW09, Proposition 7.5.1℄ ou [Leb92, Se
tion 5℄).Par 
onséquent, nous sommes dans les 
onditions d'appli
ation de Théorème 3.4.4 et nous
on
luons que (3.6.4) est véri�ée.Un autre problème soulevé est l'étude des problèmes de 
ontr�le ave
 des opérateursde 
ontr�le non bornés et des 
ontr�les L∞ en temps. En e�et le résultat de 
ontr�labilitéexa
te en tout temps ave
 des 
ontr�les L2 n'implique plus dans le 
as des opérateurs de
ontr�le non bornés le résultat de 
ontr�labilité exa
te pour des 
ontr�les L∞.Lors de 
ette étude, nous ne sommes pas parvenus à exhiber des exemples d'appli
ationdu Théorème 3.4.4 et du Corollaire 3.4.7. En e�et véri�er la propriété R∞
t = X pour tout

t > 0 est un problème ouvert même pour des 
as simples tels que le système de S
hrödingerunidimensionnel ave
 un 
ontr�le frontière de type Diri
hlet.Mis à part les problèmes théoriques soulevés, l'analyse numérique du problème de 
on-tr�le en temps optimal pour des systèmes de dimension in�nie est essentiellement un 
hampde re
her
he ouvert.Une voie intéressante pour 
ouvrir 
e 
hamp pourrait 
onsister en l'adaptation des résultatspour l'approximation des 
ontr�les de norme optimale au 
as du temps optimal. Pour 
esrésultats on fait référen
e à Ervedoza et Zuazua, [EZ12℄ ainsi qu'aux travaux 
ités dans 
etarti
le.
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Chapitre 4Introdu
tionLa 
ompréhension du mouvement des objets déformables (tels que les mi
ro-organismeset les mi
ro ou nano-robots) dans un �uide à bas nombre de Reynolds est un problèmedi�
ilement appréhendable de manière intuitive. En e�et à 
ette taille, les for
es inertiellesdu nageur sont négligeables et son dépla
ement est seulement dû aux for
es de vis
osité.En parti
ulier, un résultat non intuitif a été mis en éviden
e expérimentalement par Taylordans les années 50 puis montré par Pur
ell [Pur77℄ : si la déformation est périodique etréversible en temps (i.e. on par
ourt la même séquen
e de déformations lorsque l'on inversele temps), alors le nageur ne se dépla
e pas dans le �uide. Ce résultat est 
onnu sous le nomdu théorème de la 
oquille Saint-Ja
ques. Les di�érents états de déformation de la 
oquilleSaint-Ja
ques sont dé
rits par un seul degré de liberté (l'angle entre les deux 
oquilles,
ompris entre −π et π) et par 
onséquent, la 
oquille Saint-Ja
ques n'a pas d'autre 
hoixque de faire des mouvements réversibles en temps. Nous donnerons par la suite un énon
érigoureux de 
e théorème et nous donnerons des exemples de nageurs qui ne rentrent pasdans le 
adre de 
e théorème.Par ailleurs, les nageurs que nous ren
ontrons habituellement dans la nature (tels que lespoissons) nagent dans un �uide à plus haut nombre de Reynolds et dans 
e 
as, les for
esinertielles ne sont plus négligeables devant les for
es de vis
osité.Parmi les 
ontributions originelles modélisant et analysant la nage à bas nombre deReynolds, nous mentionnons les travaux de Taylor [Tay51℄, Lighthill [Lig52, Lig75℄, Pur-
ell [Pur77℄ et Childress [Chi81℄. Dans d'autres travaux plus ré
ents tels que 
eux deShapere et Wil
zek [SW89a℄, San Martín, Takahashi et Tu
snak [SMTT07℄, Alouges,DeSimone et Lefebvre [ADL08℄, Alouges, DeSimone et Heltai [ADH11℄ et Lauga etMi
helin [ML10℄, la nage a été 
onsidérée 
omme un problème de 
ontr�le.L'obje
tif de 
e 
hapitre est de donner une appro
he mathématique rigoureuse à l'ana-lyse et au 
ontr�le d'un système modélisant la nage à bas nombre de Reynolds. L'idée estla suivante, a�n de se mouvoir dans le �uide, le nageur se déforme ave
 une déformation
X. Cette déformation engendre un mouvement du �uide autour du nageur 
réant ainsi unefor
e visqueuse sus
eptible de pousser le nageur.Plus pré
isément, les questions étudiées dans 
e 
hapitre sont :1. Contr�labilité :Étant donné une position initiale et �nale, est-il possible de trouver une déformation

X telle que le nageur se dépla
e de la position initiale vers la position �nale ?2. Contr�labilité en temps optimal :Parmi toutes les déformations X solutions du problème de 
ontr�le, en existe-t-il unequi réalise le dépla
ement en un temps minimal ?67



68 INTRODUCTION3. Suivi de traje
toire :Étant donné une traje
toire (pres
rite dans l'espa
e des déformations rigides) pourla position du nageur, est-il possible de trouver une suite de déformations X tellequ'en tout temps, la position du nageur reste arbitrairement pro
he de la traje
toirepres
rite ?L'appro
he du problème de la nage à bas nombre de Reynolds a été étudiée à notre
onnaissan
e dans les travaux de San Martín, Takahashi et Tu
snak [SMTT07℄ et Allouges,DeSimone et Heltai [ADH11℄. Dans [SMTT07℄, le nageur est une boule tridimensionnelleet les 
ontr�les sont des 
hamps de vitesse tangentiels à la frontière du nageur. Ainsi laforme du nageur reste in
hangée au 
ours du temps. Inversement, dans [ADH11℄ les auteurs
onsidèrent un nageur formé par la réunion de trois boules. Ce nageur a été introduit parNaja� et Golestanian [NG05℄. Dans 
e 
as, les déformations du nageur sont régies par lesdistan
es relatives entre 
es trois sphères.Les résultats prin
ipaux de 
ette thèse 
on
ernant le domaine de la nage à bas nombre deReynolds sont les Théorèmes 7.4.1 et 7.4.2. Ces résultats indiquent que si la forme initiale dunageur est di�éomorphe à la sphère unité, alors pour presque toute forme et presque toutedéformations basiques que le nageur peut e�e
tuer, la réponse aux trois questions donnéespré
édemment est positive. De plus, nous donnons l'exemple d'un nageur sphérique munide quatre mouvements basiques qui répond a�rmativement aux trois questions posées.Cette partie est organisée 
omme suit. Dans un premier temps, nous allons donner lamodélisation physique du problème de la nage. Après 
ela, nous ferons quelques rappelssur le problème de Stokes stationnaire posé en domaine extérieur. Le problème étant pré-
isément posé et les outils né
essaires à sa résolution étant dé�nis, nous donnerons uneréponse au trois questions pré
édentes. La réponse étant positive, nous examinerons le 
asd'un nageur à symétrie axiale. Nous verrons que dans 
e 
as, le nageur ne peut se mouvoirque dans la dire
tion de son axe de symétrie. Pour 
e nageur, nous 
onsidérerons le pro-blème de la nage en temps optimal. Pour �nir, nous donnerons une résolution numériquedu problème de 
ontr�le en temps optimal pour le nageur à symétrie axiale introduit dansle 
hapitre pré
édent.L'ensemble de 
e travail reprend les arti
les é
rits en 
ollaboration ave
 J.-F. S
heid etM. Tu
snak, [LST℄ et ave
 A. Munnier, [LM12℄.



Chapitre 5Modélisation
Sommaire5.1 Équations du �uide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 705.2 Équations du nageur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 715.3 Passage en variables adimensionnées . . . . . . . . . . . . . . . . 755.4 Le 
as des mi
ro-organismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78Dans 
e 
hapitre, nous allons donner la modélisation physique du problème. Le nageurest représenté à tout instant par un domaine B†(t) de R

3. On suppose que le nageur estseul dans le �uide et que le �uide o

upe le reste de l'espa
e R
3 entier, 
'est-à-dire quele domaine o

upé par le �uide est l'ensemble F †(t) = R

3 \ B†(t). Le nageur est sujet àune déformation X, dépendante du temps, qui est l'entrée du problème de 
ontr�le. Cettedéformation va induire un 
hamp de vitesse dans le �uide qui entoure le nageur. Ce 
hampde vitesse 
rée une for
e qui s'applique sur le nageur, 
ette for
e va dépla
er le nageur viaune transformation rigide. Autrement dit, 
ette for
e va translater et tourner le nageur, latranslation est donnée par le dépla
ement de son 
entre de masse h(t) et la rotation estdonnée par une matri
e de rotation R(t). Les grandeurs h et R sont les variables que l'onsouhaite 
ontr�ler.Les équations reliant des grandeurs à la déformation sont obtenues par un 
ouplageentre les équations de Navier-Stokes, qui dé
rivent le mouvement du �uide, et le prin
ipefondamental de la dynamique, qui dé
rit le mouvement rigide du nageur. Ce 
ouplageest fait par le biais de la 
ondition limite imposée aux équations de Navier-Stokes sur lafrontière du nageur.Les notations ré
urrentes utilisées dans 
e 
hapitre ainsi que dans l'ensemble de 
ettepartie sont les suivantes :� e† = (e†1, e
†
2, e

†
3) est un référentiel �xe de R

3 et e = (e1, e2, e3) est un référentiel de
R

3, dépendant du temps, atta
hé au nageur. La matri
e de passage entre 
es deuxréférentiels est la matri
e de rotation R(t).� le 
ouple (h(t), R(t)) ∈ R
3 × SO(3) dé
rit la position, dans le repère e† du nageur àl'instant t ;� B est la boule unité de R
3, 
e domaine sera la forme de référen
e du nageur ;� X(t, ·) est la déformation imposée au nageur ;� B(t) = X(t, ·)(B) est le domaine o

upé par le nageur à l'instant t dans le référentiel

e, Σ(t) = ∂B(t) est la frontière du nageur dans le référentiel e et F (t) = R
3 \ B(t)est le domaine �uide dans le référentiel e ;� la déformation du nageur dans le référentiel �xe galiléen est notée X†, 
ette défor-69



70 MODÉLISATIONmation se déduit de X, h et R par la relation :
X†(t, ·) = R(t)X(t) + h(t) ;� dans le référentiel �xe e†, on note B†(t) = X†(t, ·)(B) le domaine o

upé par lenageur, Σ†(t) = ∂B†(t) sa frontière et F †(t) = R

3 \B†(t) le domaine o

upée par le�uide.5.1 Équations du �uideLe �uide est dé
rit par sa masse volumique, ̺f > 0 et sa vis
osité, µ > 0.Le ve
teur de pesanteur est noté : g ∈ R
3.A tout instant t, on dé�nit dans le domaine �uide la vitesse : u† et la pression : p†. Pourtout t > 0, on a :� u†(t, ·) : F †(t)→ R

3 ;� p†(t, ·) : F †(t)→ R.Le mouvement du �uide est régi par les équations de Navier-Stokes, plus pré
isément, onsuppose que pour tout t > 0 et tout x ∈ F †(t), on a :
̺f

(

∂tu
†(t, x) +

(

u†(t, x) · ∇x

)

u†(t, x)
)

− µ∆xu†(t, x) +∇xp†(t, x) = ̺fg , (5.1.1a)
div u(t, x) = 0 . (5.1.1b)On munit 
es équations de 
onditions aux limites pour tout t > 0 :

lim
|x|→+∞

u†(t, x) = 0 . (5.1.2)Cette 
ondition limite signi�e que le �uide est au repos à l'in�ni (la limite étant prise dansun sens faible tel que dé
rit ultérieurement).
u†(t, x) = v(t, x) (x ∈ Σ†(t)) , (5.1.3)où pour tous t > 0 et x ∈ B†(t), v(t, x) = Ẋ†(t) ◦X†(t)

−1 est la vitesse de déformation dudomaine. La 
ondition limite (5.1.3) signi�e que le �uide adhère au nageur.Pour un 
hamp de vitesse u et un 
hamp s
alaire p assez réguliers, on note le tenseurde Cau
hy :
σ(u, p) = 2µD(u)− pI3 ,où l'on a noté : D(u) = 1

2(∇u +∇u⊤).On suppose dans 
e 
hapitre que u† et p† sont su�samment réguliers pour que l'on puissedé�nir la tra
e de σ
(

u†(t, ·), p†(t, ·)
) sur Σ†(t). On suppose de plus que B†(t) est de 
lasse

C2 et on note n†(t, ·) la normale rentrante à B†(t).On dé�nit alors la for
e exer
ée par le �uide sur B†(t) :
F
(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

=

∫

Σ†(t)
σ
(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

n†(t, ·) dΓ (5.1.4)et le moment exer
é par le �uide sur B†(t) par rapport au point x0 ∈ R
3 :

Tx0

(

B†(t)
)

(u†(t, ·), p†(t, ·)) =

∫

Σ†(t)
(x− x0) ∧ σ

(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

n† dΓ . (5.1.5)On note que :
T0

(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

= h(t) ∧ F
(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

+ Th(t)

(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

. (5.1.6)



ÉQUATIONS DU NAGEUR 715.2 Équations du nageurDans 
e paragraphe, nous allons appliquer le prin
ipe fondamental de la dynamique ausystème 
omposé du nageur.Comme introduit pré
édemment, le domaine représentant le nageur est noté B†(t) pourtout t > 0. Il s'agit de l'image de B par un 
ertain di�éomorphisme X†(t, ·).On 
onstruit X† par la pro
édure dé
rite 
i-dessous.Pour tout t > 0, on se donne une appli
ation D : R+×B → R
3 (di�érentiable par rapportà sa première variable, t) telle que l'appli
ation X(t, ·) dé�nie par :

X(t, x) = x + D(t, x) ((t, x) ∈ R+ ×B) ,soit pour tout t > 0 un di�éomorphisme de B sur B(t) = X(t, ·)(B).La fon
tion D est l'entrée du système.Pour t > 0, soient h(t) ∈ R
3 et R(t) ∈ SO(3) les grandeurs représentant la position du
entre de masse du nageur et son orientation dans R

3. Ces deux grandeurs sont in
onnues.On dé�nit la déformation du nageur dans le référentiel �xe e† par :
X†(t, ·) = R(t)X(t, ·) + h(t) .Nous dé�nissons le référentiel atta
hé au nageur 
omme suit : tout point de 
oordonnées

x dans le référentiel e(t) a pour 
oordonnées R(t)x + h(t) dans le référentiel e†.Les di�érents domaines sont représentés sur la Figure 5.1.
x
†

y

0 0

X(t, ·)

x

h(t)

0

X†(t, ·)

B†(t)

R(t)Id + h(t)

B
B(t)Fig. 5.1 � Représentation de X(t, ·), X†(t, ·), B(t) et B†(t).De plus, la déformation X† doit satisfaire les 
ontraintes physiques suivantes :1. Pour tout x ∈ B, t 7→ X†(t, x) est 
ontinue ;2. Pour tout t > 0, X†(t, ·) est un di�éomorphisme de B sur B†(t) ;3. On suppose qu'il y a 
onservation lo
ale de la masse, 
'est-à-dire que si ρ0 : B → R

∗
+est la densité de masse du nageur dans sa forme de référen
e, alors à l'instant t ladensité de masse ρ†(t, ·) : B†(t) → R

∗
+ du nageur dans sa 
on�guration B†(t) estdonnée par :

ρ†(t, ·) =
ρ0

|det(JacX†(t, ·))| ◦X†(t, ·)−1
. (5.2.1)Ainsi, la masse m0 du nageur est 
onstante m0 =

∫

B
ρ0(x) dx =

∫

B†(t)
ρ†(t, x) dx ;4. Sans for
e extérieure, la déformation X ne doit induire au
un dépla
ement rigide,
'est-à-dire que la quantité de mouvement et la quantité de mouvement angulaire



72 MODÉLISATIONsont 
onstants par rapport à la variable temporelle. Cette 
ontrainte est appelée
ontrainte d'autopropulsion. Nous verrons dans la suite de 
ette partie qu'il n'est pastoujours né
essaire de l'imposer.Si l'on suppose que t 7→ R(t) est di�érentiable, R(t) étant une matri
e de rotation, ona pour tout t > 0 l'existen
e d'un ve
teur ω(t) ∈ R
3 tel que :

Ṙ(t) = A(ω(t))R(t) , (5.2.2)Ave
 A(ω) =





0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0



 pour tout ω = (ω1, ω2, ω3)
⊤ ∈ R

3. Cette matri
e esttelle que pour tout x ∈ R
3, on a A(ω)x = ω ∧ x.La vitesse d'un point x ∈ B†(t) du nageur est donnée par v(t, x) = Ẋ†(t, ·) ◦X†(t, ·)−1

(x).Plus pré
isément, on a :
v(t, x) = (Ṙ(t)X(t, ·) + ḣ(t) + R(t)Ḋ(t, ·)) ◦X†(t, ·)−1

(x)

= Ṙ(t)R(t)⊤(X†(t, ·) − h(t)) ◦X†(t, ·)−1
+ ḣ(t) + R(t)Ḋ(t, ·) ◦X†(t, ·)−1

(x)

= A(ω(t))(x− h(t)) + ḣ(t) + R(t)Ḋ
(

t,X†(t, ·)−1
(x)
)

, (5.2.3)On suppose que h(t) représente le 
entre de masse du nageur, 
'est-à-dire que l'on a pourtout t > 0,
h(t) =

∫

B†(t)
xρ†(t, x) dx .La quantité de mouvement du nageur est donnée par :

p(t) =

∫

B†(t)
v(t, x)ρ†(t, x) dx

= A(ω(t))

∫

B†(t)
(x− h(t))ρ†(t, x) dx

+ m0ḣ(t) + R(t)

∫

B†(t)
Ḋ
(

t,X†(t, ·)−1
(x)
)

ρ†(t, x) dx

= m0ḣ(t) + R(t)

∫

B
Ḋ(t, x)ρ0(x) dx . (5.2.4)La quantité de mouvement angulaire du nageur est donnée par :

l(t) =

∫

B†(t)
x ∧ v(t, x)ρ†(t, x) dx

=

∫

B†(t)

(

x ∧ (A(ω(t))(x− h(t))) + x ∧ ḣ(t)

+x ∧
(

R(t)Ḋ
(

t,X†(t, ·)−1
(x)
)

))

ρ†(t, x) dx ,
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'est-à-dire :
l(t) =

∫

B†(t)

(

(x− h(t)) ∧
(

ω(t) ∧ (x− h(t))
)

)

ρ†(t, x) dx

+

∫

B†(t)

(

h(t) ∧
(

ω(t) ∧ (x− h(t))
)

)

ρ†(t, x) dx

+

∫

B†(t)

(

(x− h(t)) ∧ ḣ(t)
)

ρ†(t, x) dx

+

∫

B(t)

(

h(t) ∧ ḣ(t)
)

ρ†(t, x) dx

+

∫

B†(t)

(

x ∧
(

R(t)Ḋ
(

t,X−1(t, ·)(x)
))

)

ρ†(t, x) dx

=

∫

B†(t)

(

(x− h(t)) ∧
(

ω(t) ∧ (x− h(t))
)

)

ρ†(t, x) dx

+ m0h(t) ∧ ḣ(t)

+

∫

B†(t)

(

x ∧
(

R(t)Ḋ
(

t,X(t, ·)−1(x)
))

)

ρ†(t, x) dx

=

∫

B

(

R(t)X(t, x) ∧
(

ω(t) ∧R(t)X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

+ m0h(t) ∧ ḣ(t)

+

∫

B

(

X(t, x) ∧R(t)Ḋ(t, x)
)

ρ0(x) dxAinsi, on obtient :
l(t) = R(t)

∫

B

(

X(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx + m0h(t) ∧ ḣ(t)

+ R(t)

∫

B

(

X(t, x) ∧ Ḋ(t, x)
)

ρ0(x) dx + h(t) ∧
∫

B
Ḋ(t, x)ρ0(x) dx . (5.2.5)A�n d'assurer les 
onditions d'autopropulsion, on impose que D satisfait :

∫

B
Ḋ(t, x)ρ0(x) dx = 0 et ∫

B
X(t, x) ∧ Ḋ(t, x)ρ0(x) dx = 0 . (5.2.6)Ainsi, (5.2.4) et (5.2.5) deviennent :

p(t) = m0ḣ(t) , (5.2.7)
l(t) = R(t)

∫

B

(

X(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx + m0h(t) ∧ ḣ(t) . (5.2.8)On obtient alors :
ṗ(t) = m0ḧ(t) . (5.2.9)



74 MODÉLISATIONet
l̇(t) = A(ω(t))R(t)

∫

B

(

X(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

+ R(t)

(∫

B

(

Ḋ(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

+

∫

B

(

X(t, x) ∧
((

R(t)⊤A(ω(t))⊤ω(t) + R(t)⊤ω̇(t)
)

∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

+

∫

B

(

X(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧ Ḋ(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

)

+ m0h(t) ∧ ḧ(t)Ainsi :
l̇(t) = A(ω(t))R(t)

∫

B

(

X(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

+ R(t)

∫

B

(

X(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω̇(t) ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

+ R(t)

∫

B

(

Ḋ(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧X(t, x)
)

+X(t, x) ∧
(

R(t)⊤ω(t) ∧ Ḋ(t, x)
)

)

ρ0(x) dx

+ m0h(t) ∧ ḧ(t) . (5.2.10)On pose J(t) ∈M3(R) tel que pour tout z ∈ R
3 :

∫

B

(

X(t, x) ∧
(

z ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx = J(t)z , (5.2.11)Cette matri
e s'é
rit aussi sous la forme J(t) =

∫

B
|X(t, x)|2I3 −X(t, x)⊗X(t, x) dx.On remarque alors que (sous les 
onditions d'autopropulsion) pour tout z ∈ R

3 :
2

∫

B

(

Ḋ(t, x) ∧
(

z ∧X(t, x)
)

)

ρ0(x) dx = J̇(t)z .De plus en développant le produit ve
toriel, il apparaît que J(t) 
orrespond bien à lamatri
e d'inertie du nageur à l'instant t.Ainsi, (5.2.10) s'é
rit :
l̇(t) = A(ω(t))R(t)J(t)R(t)⊤ω(t) + R(t)J(t)R(t)⊤ω̇(t) + R(t)J̇(t)R(t)⊤ω(t)

+ m0h(t) ∧ ḧ(t) . (5.2.12)En utilisant le prin
ipe fondamental de la dynamique, on obtient :
(

ṗ(t)

l̇(t)

)

=

(

F
(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

T0

(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

)

+ m0

(

g

h(t) ∧ g

)

. (5.2.13)En é
rivant le prin
ipe fondamental de la dynamique par rapport au point h(t), il est
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rit :
(

m0ḧ(t)

A(ω(t))R(t)J(t)R(t)⊤ω(t) + R(t)J(t)R(t)⊤ω̇(t) + R(t)J̇(t)R(t)⊤ω(t)

)

=

(

F
(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

Th(t)

(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

)

+

(

m0g

0

)

. (5.2.14)5.3 Passage en variables adimensionnéesLe système dynamique 
onsidéré est alors formé des équations (5.1.1a)�(5.1.3), (5.2.2) et(5.2.14). Dans 
ette sous se
tion, nous allons faire apparaître les grandeurs adimensionnéesdé
rivant le problème.On se donne les grandeurs 
ara
téristiques du problème :1. G, la norme de g ;2. L > 0, la taille 
ara
téristique du nageur ;3. U > 0, la vitesse 
ara
téristique du nageur ;4. T > 0, un temps 
ara
téristique ;5. P 6= 0, une pression 
ara
téristique.On dé�nit alors� de nouvelles variables :
x̃ =

1

L
x et t̃ =

1

T
t ,� de nouveaux opérateurs :

∇̃ = L∇ , d̃iv = Ldiv , ∆̃ = L2∆ et ∂t̃ = T∂t ,� de nouveaux domaines :
B̃(t̃) =

1

L
B(t) et F̃ (t̃) =

1

L
F (t) ,� de nouvelles in
onnues :

h̃ =
1

L
h , R̃ = R , ω̃ = Tω , ũ† =

1

U
u† et p̃† =

1

P
p† ,� la nouvelle for
e de pesanteur :

g̃ =
1

G
g ,� la nouvelle entrée D̃ : R+ × B̃(t)→ R

3 donnée par la relation :
D̃(t̃, x̃) =

1

L
D(t, x) .On dé�nit alors X̃ et X̃† deux appli
ations de B̃0 (ave
 B̃0 = 1

LB) dans R
3 par :

X̃(t̃, x̃) =
1

L
X(t, x) et X̃†(t̃, x̃) =

1

L
X†(t, x) .



76 MODÉLISATIONAve
 
es nouvelles variables, l'équation de Navier-Stokes (5.1.1) devient pour tout t̃ ∈ R+et x̃ ∈ F̃ (t̃) :
̺f

(

U

T
∂t̃ũ

†(t̃, x̃) +
U2

L
(ũ†(t̃, x̃) · ∇̃)ũ†(t̃, x̃)

)

− µ
U

L2
∆̃ũ†(t̃, x̃) +

P

L
∇̃p̃†(t̃, x̃) = ̺fGg̃ ,

U

L
d̃iv ũ†(t̃, x̃) = 0 ,ainsi :

̺fL2

µT
∂t̃ũ

† +
̺fLU

µ
(ũ† · ∇̃)ũ† − ∆̃ũ† +

LP

µU
∇̃p̃† =

̺fGL2

µU
g̃ . (5.3.1a)

d̃iv ũ† = 0 . (5.3.1b)On introduit alors les grandeurs 
ara
téristiques suivantes :� un paramètre temporel : τ =
TU

L
;� le nombre de Froude : F =

U2

LG
;� le nombre de Reynolds : Re =

̺fUL

µ
.De plus p† étant un multipli
ateur pour la 
ontrainte div u† = 0, p† peut être dé�ni à une
onstante multipli
ative près.On pose alors P =

µU

L
et ave
 
es nouveaux paramètres, (5.3.1a) se ré
rit :

Re
(

τ−1∂t̃ũ
† + (ũ† · ∇̃)ũ†)− ∆̃ũ† + ∇̃p̃† = ReF−1g̃ .La 
ondition limite (5.1.2) s'é
rit :

lim
|x̃|→∞

ũ†(t̃, x̃) = 0 . (5.3.2)La 
ondition limite (5.1.3) s'é
rit pour tous t̃ ∈ R+ et x̃ ∈ Σ̃(t) :
τ ũ†(t̃, x̃) = A(ω̃(t̃))(x̃− h̃(t̃)) +

d h̃(t̃)

dt̃
+ R̃(t̃)∂t̃D̃

(

t̃, X̃†(t̃, ·)−1(x̃)
)

. (5.3.3)Con
ernant l'adimensionnement du �uide, on pose ̺s =
m0

L3
et on dé�nit la nouvelledensité de masse du nageur ρ̃† par :̃

ρ†(t̃, x̃) =
1

̺s
ρ†(t, x) .De la dé�nition de la matri
e d'inertie (5.2.11), on dé�nit de même la matri
e d'inertieadimensionnée, J̃(t̃) :

J̃(t̃)z =

∫

B̃0

(

X̃(t̃, x̃) ∧ z ∧ X̃(t̃, x̃)
)

ρ̃0(x̃) dx̃ . (5.3.4)Ainsi, nous avons, J̃(t̃) =
1

̺sL5
J(t).On rappelle que le tenseur de Cau
hy est dé�ni par :

σ
(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

(x) = µ
(

∇u†(t, x) +∇u†(t, x)
⊤)

+ p†(t, x)I3 .
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σ
(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

(x) =
µU

L

(

∇̃ũ†(t̃, x̃) + ∇̃ũ†(t̃, x̃)
⊤)

+ P p̃†(t̃, x̃)I3

=
µU

L

(

∇̃ũ†(t̃, x̃) + ∇̃ũ†(t̃, x̃)
⊤

+ p̃†(t̃, x̃)I3

)

.Par 
onséquent, en utilisant la dé�nition de la for
e et du moment, (5.1.4) et (5.1.5), ondé�nit :
F̃
(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

=

∫

∂B̃†(t̃)

(

∇̃ũ†(t̃, x̃) + ∇̃ũ†(t̃, x̃)
⊤

+ p̃†(t̃, x̃)I3

)

ñ†(t̃, x̃) dΓ̃et
T̃

h̃(t̃)

(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

=

∫

∂B̃†(t̃)
(x̃− h̃(t̃)) ∧

(

∇̃ũ†(t̃, x̃) + ∇̃ũ†(t̃, x̃)
⊤

+ p̃†(t̃, x̃)I3

)

ñ†(t̃, x̃) dΓ̃ ,ave
 ñ† la normale rentrante à B̃†(t̃).Ainsi nous avons :
F
(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

= µULF̃
(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)et Th(t)

(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

= µUL2
T̃

h̃(t̃)

(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

.Le prin
ipe fondamental de la dynamique (5.2.14) se ré
rit :
̺sL

4

T 2









d2 h̃(t̃)

dt̃2

A(ω̃(t̃))R̃(t̃)J̃(t̃)R̃(t̃)⊤ω̃(t̃) + R̃(t̃)J̃(t̃)R̃(t̃)⊤
d ω̃(t̃)

dt̃
+ R̃(t̃)

d J̃(t̃)

dt̃
R̃(t̃)⊤ω̃(t̃)









= µUL

(

F̃
(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

T̃
h̃(t̃)

(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

)

+ ̺sL
3G

(

g̃

0

)

,
'est-à-dire :
̺sL

3

µUT 2









d2 h̃(t̃)

dt̃2

A(ω̃(t̃))R̃(t̃)J̃(t̃)R̃(t̃)⊤ω̃(t̃) + R̃(t̃)J̃(t̃)R̃(t̃)⊤
d ω̃(t̃)

dt̃
+ R̃(t̃)

d J̃(t̃)

dt̃
R̃(t̃)⊤ω̃(t̃)









=

(

F̃
(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

T̃
h̃(t̃)

(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

)

+
̺sL

2G

µU

(

g̃

0

)

.On dé�nit alors le 
ontraste de densité de masse :
C =

̺s

̺f
.



78 MODÉLISATIONAinsi, (5.2.14) se ré
rit :
CRe

τ2









d2 h̃(t̃)

dt̃2

A(ω̃(t̃))R̃(t̃)J̃(t̃)R̃(t̃)⊤ω̃(t̃) + R̃(t̃)J̃(t̃)R̃(t̃)⊤
d ω̃(t̃)

dt̃
+ R̃(t̃)

d J̃(t̃)

dt̃
R̃(t̃)⊤ω̃(t̃)









=

(

F̃
(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

T̃
h̃(t̃)

(

B̃†(t̃)
)(

ũ†(t̃, ·), p̃†(t̃, ·)
)

)

+
CRe

F

(

g̃

0

)

. (5.3.5)Finalement, en variables adimensionnées, la relation (5.2.2) devient :
d R̃(t̃)

dt̃
= A(ω̃(t̃))R̃(t̃) . (5.3.6)Ainsi, en variables adimensionnées, le système d'équations dé
rivant la nage est donnépar (5.3.1)�(5.3.6). C'est-à-dire pour tout t > 0, on a, en omettant les ˜ :

Re
(

τ−1∂tu
†(t, x) + (u†(t, x) · ∇)u†(t, x)

)

−∆u†(t, x) +∇p†(t, x) =
Re

F
g , (5.3.7a)

div u†(t, x) = 0 , (5.3.7b)pour tout x ∈ F †(t) et :
lim

|x|→∞
u†(t, x) = 0 , (5.3.8)

τu†(t, x) = ω(t) ∧ (x− h(t)) + ḣ(t) + R(t)Ḋ
(

t,X(t, ·)−1(x)
)

(x ∈ Σ†(t)) , (5.3.9)
CRe

τ2

(

ḧ(t)

A(ω(t))R(t)J(t)R(t)⊤ω(t) + R(t)J(t)R(t)⊤ω̇(t) + R(t)J̇(t)R(t)⊤ω(t)

)

=

(

F
(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

Th(t)

(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

)

+
CRe

F

(

g

0

)

. (5.3.10)
Ṙ(t) = A

(

ω(t)
)

R(t) . (5.3.11)5.4 Le 
as des mi
ro-organismesDans le 
as de la nage, on a ̺f ≃ ̺s. Nous donnons dans le tableau 5.1 les di�érentsordres de grandeur des paramètres physiques pour 
ertains types d'organismes. Ce tableauest tiré de la Table 1.1 du livre de Childress [Chi81℄.Remarque 5.4.1 (Remarque sur le tableau 5.1). Dans le 
as de la ba
térie, nous nesommes plus dans les 
onditions d'appli
ation des équations de Navier-Stokes. En e�et, à
ette é
helle, le mouvement du �uide est plus pro
he d'un mouvement brownien que de 
eluidé
rit par les équations de Navier-Stokes.L'objet de l'étude 
on
erne la nage de mi
ro-organismes. Typiquement, nous nousplaçons dans le 
as du protozoaire ou du spermatozoïde. Les ordres de grandeurs retenus
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L U T Re τ

(cm) (cm/s) (s)Ba
térie 10−5 10−2 − 10−3 10−4 10−5 10−1 − 10−2Spermatozoïde 10−2 − 10−3 10−2 10−2 10−2 − 10−3 10−1 − 10−2Protozoaire 
ilié 10−2 10−1 10−1 10−1 1Petite guêpe 0, 06 102 2, 5 · 10−3 15 4sauterelle 4 400 5 · 10−2 104 5Pigeon 25 102 − 103 0, 2 105 4Poisson moyen 50 102 0, 5 5 · 104 1Tab. 5.1 � Estimation des paramètres τ et Re pour di�érents types d'organismes en prenant
µ
̺f
≃ 0, 15 cm2/s pour l'air et µ

̺f
≃ 0, 01 cm2/s pour l'eau.sont don
 C ≃ 1, F ≃ 1, Re ≃ 0 et τ ≃ 1 en passant à la limite formelle Re → 0, lesystème d'équations (5.3.7)�(5.3.11) s'é
rit pour tout t > 0 :

−∆u†(t, x) +∇p†(t, x) = 0 (x ∈ F †(t)) , (5.4.1a)
div u†(t, x) = 0 (x ∈ F †(t)) , (5.4.1b)

lim
|x|→∞

u†(t, x) = 0 , (5.4.2)
u†(t, x) = ω(t) ∧ (x− h(t)) + ḣ(t) + R(t)Ḋ

(

t,X(t, ·)−1(x)
)

(x ∈ Σ†(t)) , (5.4.3)
F
(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

= 0 , (5.4.4)
Th(t)

(

B†(t)
)(

u†(t, ·), p†(t, ·)
)

= 0 , (5.4.5)
Ṙ(t) = A

(

ω(t)
)

R(t) . (5.4.6)
F et T sont formellement dé�nis par :

F(B)(u, p) =

∫

∂B
σ(u, p)ndΓ et Tx0(B)(u, p) =

∫

∂B
(x− x0) ∧ σ(u, p)ndΓ ,ave
 n la normale rentrante à B et σ(u, p) =

(

∇u +∇u⊤)+ pI3.Le système d'équations aux dérivées partielles (5.4.1) est appelé équations de Stokes sta-tionnaires.Remarque 5.4.2. Dans le 
as Re → +∞, on 
hoisit P =
ReµU

L
au lieu de P =

µU

L
eton obtient pour tout t > 0 un système du type :

∂tu
†(t, x) +

(

u†(t, x) · ∇
)

u†(t, x) +∇p†(t, x) = g (x ∈ F †(t)) ,

div u†(t, x) = 0 (x ∈ F †(t)) ,

lim
|x|→∞

u†(t, x) = 0 ,

u†(t, x) = ω(t) ∧ (x− h(t)) + ḣ(t) + R(t)Ḋ
(

t,X(t, ·)−1(x)
)

(x ∈ Σ†(t)) ,

(

ḧ(t)

A(ω(t))R(t)J(t)R(t)⊤ω(t) + R(t)J(t)R(t)⊤ω̇(t) + R(t)J̇(t)R(t)⊤ω(t)

)

=

(

F
(

B†(t)
)(

p†(t, ·)
)

Th(t)

(

B†(t)
)(

p†(t, ·)
)

)

+

(

g

0

)

,
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Ṙ(t) = A(ω(t))R(t) ,ave
 F et T dé�nis par :

F(B)(p) =

∫

∂B
pndΓ et Tx0 =

∫

∂B
p(x− x0) ∧ ndΓ ,où n est la normale rentrante à B.



Chapitre 6Rappels sur le problème de Stokes
Sommaire6.1 Équations de Stokes en domaine extérieur . . . . . . . . . . . . 816.2 Changement de variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 826.2.1 Déformations du domaine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 826.2.2 Problème de Stokes dans le domaine déformé . . . . . . . . . . . 836.2.3 Régularité par rapport au domaine . . . . . . . . . . . . . . . . . 846.3 Solution en 
oordonnées sphériques . . . . . . . . . . . . . . . . 88Dans 
e 
hapitre, nous allons introduire un 
adre fon
tionnel pour les équations deStokes en domaine extérieur. Nous dé�nirons ensuite de manière rigoureuse la for
e exer
éepar le �uide sur un domaine borné de R

3, nous donnerons ensuite des résultats de régularitésur la fon
tionnelle introduite. Nous terminerons 
e 
hapitre en donnant une forme expli
itedes solutions de Stokes en 
oordonnées sphériques dans le 
as où le domaine et la 
onditionlimite sont réguliers.Dans 
e 
hapitre (uniquement) B est un domaine ouvert borné (quel
onque) de R
3,

F = R
3 \B et Σ = ∂B.6.1 Équations de Stokes en domaine extérieurCommençons par introduire le 
adre fon
tionnel adapté au problème de Stokes ex-térieur. On dé�nit la fon
tion de poids θ dé�nie pour tout x ∈ R

3 par θ(x) =
√

1 + |x|2.On introduit alors les espa
es de Sobolev à poids :
W 1

0 (F ) =
{

u ∈ D′(F ) , θ−1u ∈ L2(F ) et ∇u ∈ L2(F )3
}

,
◦

W1
0(F ) =

{

u ∈W 1
0 (F ) , γΣ(u) = 0

}

,où γΣ : W 1
0 (F )→ H1/2(Σ) est l'opérateur de tra
e 
lassique. La norme 
onsidérée sur W 1

0est dé�nie par :
‖u‖W 1

0 (F ) = ‖θ−1u‖L2(F ) +
3
∑

i=1

‖∂xiu‖L2(F ) .Le dual de ◦
W 1

0 (F ) est noté W−1
0 (F ). W−1

0 (F ) est la 
omplétion de D′(F ) pour la norme :
‖u‖W−1

0 (F ) = sup

v∈
◦

W1
0(F )

〈u, v〉
‖v‖W 1

0 (F )

.81



82 RAPPELS SUR LE PROBLÈME DE STOKESPour le résultat suivant, on se réfère à Girault et Sequeria [GS91℄. Un résultat analogueest aussi établi dans Galdi [Gal94℄. Dans 
e 
adre, les espa
es 
onsidérés sont les espa
esde Sobolev homogènes. Ces espa
es di�èrent légèrement de 
eux introduits i
i. En e�et, legradient de la fon
tion est de 
arré intégrable mais la fon
tion est lo
alement intégrable.On fait référen
e à [LST℄ où 
e 
adre fon
tionnel est utilisé.Théorème 6.1.1. On suppose que Σ est 
onnexe et Lips
hitzien.Alors pour tout (f , g,v0) ∈ W−1
0 (F )3 × L2(F ) × H1/2(Σ)3, il existe un unique 
ouple

(u, p) ∈W 1
0 (F )3 × L2(F ) tel que :

−∆u +∇p = f dans F , (6.1.1a)
div u = g dans F , (6.1.1b)

u = v0 sur Σ , (6.1.1
)la solution devant être prise au sens faible, 
'est-à-dire :
∫

F
∇u : ∇v dx−

∫

F
p divv dx = 〈f ,v〉

W−1
0 (F )3×

◦

W1
0(F )3

(∀v ∈
◦

W
1
0(F )3) , (6.1.2a)

div u = g dans F , (6.1.2b)
γΣ(u) = v0 sur Σ . (6.1.2
)De plus, il existe une 
onstante CF > 0 (dépendant seulement de F ) telle que :

‖u‖W 1
0 (F )3 + ‖p‖L2(F ) 6 CF

(

‖f‖W−1
0 (F )3 + ‖g‖L2(F ) + ‖v0‖H1/2(Σ)3

)

.Nous allons maintenant 
onstruire l'opérateur de for
e. Dans 
e but, on dé�nit l'opéra-teur bilinéaire symétrique :
ΦF : W 1

0 (F )3 ×W 1
0 (F )3 → R

(u1,u2) 7→
∫

F
D(u1) : D(u2) dx .

(6.1.3)Si l'on suppose que (u1, p1) ∈ W 1
0 (F )3 × L2(F ) est une solution du problème de Stokeshomogène, 
'est-à-dire que l'on a :

−∆u1 +∇p1 = 0 dans F ,

div u1 = 0 dans F ,et si l'on suppose de plus que u2 est solution du problème de Stokes homogène ave
 
omme
ondition limite sur Σ, u2|Σ = w ave
 w = ei ou w = Id ∧ ei (i ∈ {1, . . . , 3}). Alors, si u1et Σ sont su�samment réguliers, on obtient par la formule de Green :
ΦF (u1,u2) =

∫

Σ
〈w, σ(u1, p1)n〉dΓ , (6.1.4)Ave
 n la normale à Σ orientée vers l'extérieur de F et σ(u1, p1) = 2D(u1)− pI3.6.2 Changement de variables6.2.1 Déformations du domaineCommençons par dé�nir un ensemble de déformations admissibles du domaine.Soit C1

0 (R3) la 
omplétion de D(R3) pour la norme :
‖u‖C1

0 (R3) = sup
x∈R3

(

|u(x)|+ |∇u(x)|
)

(u ∈ D(R3)) .



CHANGEMENT DE VARIABLES 83Il est aisé de véri�er que :
C1

0 (R3) =

{

u ∈ C1(R3) , lim
|x|→+∞

|u(x)| = 0 et lim
|x|→+∞

|∇u(x)| = 0

}

.On dé�nit alors l'ensemble C1
0 (R3)3 
omme étant l'ensemble des 
hamps de ve
teur sur R

3dont 
haque 
omposante est un élément de C1
0 (R3).Nous dé�nissons maintenant le sous-espa
e de C1

0 (R3)3 :
D̃1

0(R
3) =

{

D ∈ C1
0 (R3)3 , Id + D est un C1 di�éomorphisme de R

3
}

.Lemme 6.2.1. D̃1
0(R

3) est un ouvert de C1
0 (R3)3.Démonstration. Soit η ∈ D̃1

0(R
3). On va montrer qu'il existe ε > 0 tel que pour tout

ξ ∈ C1
0(R3)3 ave
 ‖ξ‖C1

0 (R3)3 < ε, on a η + ξ ∈ D̃1
0(R

3). On remarque qu'il su�t desupposer que η est l'identité de R
3. En e�et, on a η + ξ = η ◦ (Id + η−1ξ) et la 
onstantede Lips
hitz de η est minorée.Nous devons véri�er qu'il existe ε > 0 tel que pour tout ξ ∈ C1

0 (R3)3 ave
 ‖ξ‖C1
0 (R3)3 < ε,on a Id + ξ ∈ D̃1

0(R
3). Il est trivial que pour ε su�samment petit, nous avons que Id + ξest un di�éomorphisme lo
al de R

3.Il su�t don
 de montrer la surje
tivité de Id + ξ. Dans 
e but, on applique le Théorèmedu point �xe de Bana
h à la fon
tion f = y − ξ (dé�nie sur R
3 et ave
 y ∈ R

3 donné) quiest 
ontra
tante (pour ε < 1) sur R
3.Dé�nition 6.2.2. On note D1

0(R
3) la 
omposante 
onnexe de D̃1

0(R
3) 
ontenant la fon
tionidentiquement nulle.6.2.2 Problème de Stokes dans le domaine déforméOn note pour tout ξ ∈ D1

0(R
3), Υ = Id + ξ, Jξ = det(∇Υ) et on dé�nit les matri
es

Aξ = (∇Υ⊤∇Υ)−1Jξ et Bξ = (∇Υ⊤)−1Jξ.La proposition suivante est un résultat d'existen
e et d'uni
ité pour l'équation de Stokesstationnaire posée sur le domaine Υ(B) ramenée sur le domaine B par le 
hangement devariable Υ−1. Ce résultat rendra plus aisé la démonstration du résultat de régularité sur lasolution du problème de Stokes par rapport à la forme du domaine.Proposition 6.2.3. On suppose que Σ est 
ontinu et Lips
hitzien.Alors pour tout ξ ∈ D1
0(B, R3) et tout (f , g,v0) ∈ W−1

0 (F )3 × L2(F ) ×H1/2(F )3, le pro-blème :
∫

F
∇UξAξ : ∇V dx−

∫

F
PξBξ : ∇V dx

= 〈f ,V〉
W−1

0 (F )3×
◦

W1
0(F )3

(∀V ∈
◦

W
1
0(F )3) , (6.2.1a)

Bξ : ∇Uξ = g dans F , (6.2.1b)
γΣ(Uξ) = v0 sur Σ , (6.2.1
)admet une unique solution (Uξ, Pξ) ∈W 1

0 (F )3 × L2(F ).De plus, il existe une 
onstante CF (ξ) > 0 dépendant seulement de F et ξ telle que :
‖Uξ‖W 1

0 (F )3 + ‖Pξ‖L2(F ) 6 CF (ξ)
(

‖f‖W−1
0 (F )3 + ‖g‖L2(F ) + ‖v0‖H1/2(Σ)3

)

.



84 RAPPELS SUR LE PROBLÈME DE STOKESDémonstration. Soient Fξ = Υ(F ), Σξ = Υ(Σ), gξ = g ◦Υ−1/(Jξ ◦Υ−1) et vξ = v0 ◦Υ−1.On note fξ la distribution de W−1
0 (Fξ)

3 dé�nie par :
〈fξ, ϕ〉

W−1
0 (Fξ)3×

◦

W1
0(Fξ)3

= 〈f , ϕ ◦Υ〉
W−1

0 (F )3×
◦

W1
0(F )3

(∀ϕ ∈
◦

W
1
0(F )3) .Cette dé�nition fait sens 
ar il existe deux 
onstantes α1(ξ), α2(ξ) > 0 telles que :

α1(ξ)‖ϕ‖W 1
0 (Fξ)3 6 ‖ϕ ◦Υ‖W 1

0 (F )3 6 α2(ξ)‖ϕ‖W 1
0 (Fξ)3 (∀ϕ ∈W 1

0 (Fξ)
3) .On remarque que lorsque f est régulière (
'est-à-dire, pouvant être identi�ée à une fon
tionde L1

loc(F )3) alors, on obtient fξ = 1
Jξ◦Υ−1 f ◦Υ−1.Il est aisé de véri�er que les propriétés de ξ assurent que l'appli
ation :

Rξ : W−1
0 (F )3 × L2(F )×H1/2(F )3 → W−1

0 (Fξ)
3 × L2(Fξ)×H1/2(Fξ)

3

(f , g,v0) 7→ (fξ, gξ,vξ) ,est un isomorphisme bi
ontinu.Soit (uξ, pξ) = Sξ(fξ, gξ ,vξ) l'unique solution du problème de Stokes (6.1.2) posé sur Fξ.L'opérateur Sξ est ainsi un isomorphisme bi
ontinu de W−1
0 (F )3 × L2(F )×H1/2(F )3 sur

W 1
0 (Fξ)

3 × L2(Fξ).L'opérateur :
Hξ : W 1

0 (Fξ)
3 × L2(Fξ) → W 1

0 (F )3 × L2(F )
(v, q) 7→ (V, Q) = (v ◦Υ, q ◦Υ) ,est lui aussi un isomorphisme bi
ontinu.La solution du problème (6.2.1) est donnée via l'opérateur Tξ = Hξ ◦ Sξ ◦ Rξ et lediagramme suivant 
ommute :

(f , g,h)
Tξ //

Rξ

��

(Uξ, Pξ)

(fξ, gξ,hξ)
Sξ // (uξ, pξ)

Hξ

OO

Ce qui a
hève la démonstration.6.2.3 Régularité par rapport au domaineDans 
e paragraphe, nous allons donner un résultat de régularité qui sera indispensablepour la démonstration des théorèmes prin
ipaux. En e�et, pour montrer les résultats de
ontr�labilité, nous allons utiliser la méthode des 
ro
hets de Lie. Le 
al
ul de 
es 
ro
hetsné
essite de 
al
uler 
ertaines dérivées. Or dans le 
as de la nage, nous aurons besoin dedériver les termes 
orrespondants à la for
e exer
ée par le �uide sur le nageur par rapportau domaine o

upé par le nageur.On se pla
e i
i dans le 
as parti
ulier où B est la boule unité de R
3. Comme pré
édem-ment, on note F = R

3 \B, Σ = ∂B et n est la normal unitaire à Σ dirigée vers l'intérieurde B.Pour tout ξ ∈ D1
0(R

3), on pose Υ = Id + ξ, Bξ = Υ(B), Fξ = Υ(F ) et Σξ = Υ(Σ).Soit q = (ξ,W) ∈ D1
0(R

3) ×
(

C1
0 (R3)3

)2, ave
 W = (W 1,W 2) ⊂
(

C1
0 (R3)3

)2 et soit
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wi

ξ = W i(Υ−1) (i ∈ {1, 2}).Ave
 
es notations, on dé�nit pour tout q ∈ D1
0(R

3)×
(

C1
0 (R3)3

)2 :
ϕ(q) =

∫

Fξ

D(u1
q) : D(u2

q) dx , (6.2.2)où pour tout i ∈ {1, 2}, ui
q est tel qu'il existe une fon
tion pi

q ∈ L2(Fξ) de sorte que le
ouple (ui
q, pi

q) ∈W 1
0 (Fξ)

3 × L2(Fξ) soit solution du problème de Stokes :
−∆ui

q +∇pi
q = 0 dans Fξ , (6.2.3a)

div ui
q = 0 dans Fξ , (6.2.3b)

ui
q = wi

ξ sur Σξ . (6.2.3
)L'équation (6.2.3a) doit être 
onsidérée au sens faible, 
'est-à-dire,
∫

Fξ

∇ui
q : ∇v dx−

∫

Σξ

pi
qdivv dx = 0 (∀v ∈

◦
W

1
0(Fξ)

3) . (6.2.4)On note que dans le 
as où les données sont su�samment régulières, on obtient enutilisant la formule de Green :
2ϕ(q) =

∫

Σξ

σ(u1
q, p1

q)u2
qndΓ ,ave
 n la normale à Σξ dirigée vers l'intérieur de Bξ. On remarque alors qu'ave
 un 
hoix
onvenable de u2

q 
e terme est une 
omposante de la for
e ou du moment de la for
e exer
éepar le �uide sur le domaine Bξ.Nous avons le résultat de régularité suivant sur ϕ :Lemme 6.2.4. L'appli
ation ϕ : D1
0(R

3)×
(

C1
0 (R3)3

)2 → R est analytique.Démonstration. Par le di�éomorphisme Υ, on ramène les intégrales de (6.2.4) sur le do-maine �xe F . Ainsi, on obtient :
∫

F
∇Ui

qAξ : ∇V dx−
∫

F
P i

qBξ : ∇V dx = 0 (∀V ∈ (
◦

W1
0(F ))3) , (6.2.5a)ave
 Ui

q = ui
q ◦Υ, P i

q = pi
q ◦Υ, Jξ = det(∇Υ), Aξ = (∇Υ⊤∇Υ)−1Jξ et Bξ = (∇Υ∗)−1Jξ.(6.2.3b) et (6.2.3
) prennent la forme :

Bξ : ∇Ui
q = 0, dans F, (6.2.5b)

Ui
q = Wi sur Σ. (6.2.5
)On note C0

0 (R3,M3(R)) l'espa
e de Bana
h des fon
tions de 
lasse C0 de R
3 à valeursdans M3(R) et à support 
ompa
t. On dé�nit Ẽ0

0(R3,M3(R)) 
omme étant l'adhéren
ede C0
0 (R3,M3(R)) pour la norme sup. E0

0(R3,M3(R)) est la 
omposante 
onnexe del'ouvert {M ∈ Ẽ0
0(R3,M3(R)) , det(Id + M(x)) 6= 0 ∀x ∈ R

3
} 
ontenant la fon
tion iden-tiquement nulle.Ave
 
es notations, l'appli
ation :

D1
0(R

3) → E0
0(R3,M3(R))

ξ 7→ Aξ − I3



86 RAPPELS SUR LE PROBLÈME DE STOKESest analytique. En e�et, les appli
ations :
D1

0(R
3) → E0

0(R3,M3(R))
ξ 7→ ∇Υ⊤∇Υ− I3

,
E0

0(R3,M3(R)) → E0
0(R3,M3(R))

A 7→ (I3 + A)−1 − I3et D1
0(R

3) → C0
0 (R3)

ξ 7→ Jξ − 1sont analytiques.Ainsi, pour i ∈ {1, 2}, on dé�nit les fon
tions analytiques
Γ i : D1

0(R
3)×

(

C1
0(R3)3

)2 ×W 1
0 (F )3 × L2(F ) → W−1

0 (F )3 × L2(F )×H1/2(Σ)3

(q,U, P ) 7→





〈Aξ,U, ·〉 − 〈Bξ, P, ·〉
Bξ : ∇U

γΣ(U−Wi)



 ,où γΣ : W 1(F )3 → H1/2(Σ)3 est l'opérateur de tra
e et
〈Aξ ,U,V〉 =

∫

F
∇UAξ : ∇V dx , (U ∈ (W 1(F ))3, V ∈W 1

0 (F )3) ,

〈Bξ, P,V〉 =

∫

F
PBξ : ∇V dx, (P ∈ L2(F ) , V ∈W 1

0 (F )3) .Nous allons maintenant appliquer le théorème des fon
tions impli
ites (dans sa versionanalytique entre espa
es de Bana
h, 
.f. [Whi65℄) aux fon
tions analytiques Γ i.On rappelle que l'on s'intéresse i
i au seul résultat de régularité.La Proposition 6.2.3, assure déjà que pour tout i ∈ {1, 2} et tout q ∈ D1
0(R

3)×
(

C1
0 (R3)3

)2,il existe un unique 
ouple (Ui
q, P i

q) ∈W 1
0 (F )3 × L2(F ) tel que Γ i(q,Ui

q, P i
q) = 0.Pour tout q ∈ Q, la dérivée partielle ∂(U,P )Γ

i(q,Ui
q, P i

q) peut être 
al
ulée.Plus pré
isément, on a pour tout (χ, π) ∈W 1
0 (F )3 × L2(Σ),

〈∂(U,P )Γ
i(q,Ui

q, P i
q), (χ, π)〉 =





〈Aξ ,χ, ·〉 − 〈Bξ, π, ·〉
Bξ : ∇χ

γΣ(χ)



 . (6.2.6)Soit (f , η,g) ∈W−1
0 (F )3 × L2(F )×H1/2(F )3, l'équation

〈∂(U,P )Γ
i(q,Ui

q, P i
q), (χ, π)〉 = (f , η,g) ,est équivalente à :

∫

F
∇χAξ : ∇V dx−

∫

F
π Bξ : ∇V dx = 〈f ,V〉

W−1
0 (F )3×

◦

W1
0(F )3

(∀V ∈
◦

W
1
0(F )3) ,

Bξ : ∇χ = η, dans F,

χ = g sur Σ.Grâ
e à la Proposition 6.2.3, on obtient l'existen
e et l'uni
ité d'une solution (χ, π) dans
W 1

0 (F )3 × L2(F ) telle que :
‖χ‖(W 1

0 (F ))3 + ‖π‖L2(F ) 6 C(ξ)
(

‖f‖W−1
0 (F )3 + ‖η‖L2(F ) + ‖g‖H1/2(Σ)3

)

,
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onstante C(ξ) > 0 ne dépend que de ξ.Nous en déduisons que pour tout q ∈ D1
0(R

3) ×
(

C1
0 (R3)3

)2, ∂(U,P )Γ
i(q,Ui

q, P i
q) est unisomorphisme 
ontinu de W 1

0 (F )3 × L2(F ) sur W−1
0 (F )3 × L2(F )×H1/2(Σ)3.Du théorème des fon
tions impli
ites, dans sa version alanytique, on déduit que les appli-
ations q ∈ D1

0(R
3) ×

(

C1
0 (R3)3

)2 7→ (Ui
q, P i

q) ∈ W 1
0 (F )3 × L2(F ) (pour i ∈ {1, 2}) sontanalytiques.Pour a
hever la démonstration, il su�t d'observer que la fon
tion ϕ(q) introduite par(6.2.2) peut se ré
rire via un 
hangement de variables 
omme :

ϕ(q) =
1

4

∫

F

(

∇U1
q∇Υ−1 + (∇U1

q∇Υ−1)⊤
)

:
(

∇U2
q∇Υ−1 + (∇U2

q∇Υ−1)⊤
)

Jξ dx ,qui est 
lairement analytique par 
omposition de fon
tions analytiques.Nous donnons maintenant, une expression plus pratique pour le 
al
ul de la dérivéedans le 
as où les données sont su�samment régulières.Lemme 6.2.5. Soit D ∈
(

C1
0 (R3) ∩ C∞(R3)

)3 et w0 ∈ C∞(Σ)3 (on rappelle que Σ est lafrontière de la boule unité B de R
3 et que F = R

3 \B).Pour t ∈ R su�samment petit, on dé�nit :
X(t, x) = x + tD(x) (x ∈ R

3) ,

B(t) = X(t, ·)(B) , Σ(t) = ∂B(t) , F (t) = R
3 \B(t) ,et w(t, x) = w0

(

X(t, ·)−1(x)
)

(x ∈ Σ(t)) .On dé�nit aussi (u(t, ·), p(t, ·)) et (ui(t, ·), pi(t, ·)) ∈W 1
0

(

F (t)
)3 × L2

(

F (t)
) (pour tout

i ∈ {1, . . . , 6}) les solutions du problème de Stokes (homogène) posé dans le domaine F (t)ave
 les 
onditions limites :
u(t, x) = w(t, x) et ui(t, x) =

{

ei si i ∈ {1, 2, 3} ,
x ∧ ei−3 si i ∈ {4, 5, 6} ,pour tout x ∈ Σ(t).Nous avons alors pour tout i ∈ {1, . . . , 6} :

d

dt

(

∫

F (t)
D(u(t, x)) : D(ui(t, x)) dx

)∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=

∫

F
D(u′

0(x)) : D(ui(0, x)) dx ,ave
 u′
0(x) ∈W 1

0 (F )3 la solution du problème de Stokes (homogène) posé dans F muni dela 
ondition limite :
u′

0(x) = −∇u(0, x)D(x) (x ∈ Σ) . (6.2.7)Démonstration. Étant donné que pour tout t ∈ R su�samment petit, le 
hamp de ve
teurs
u(t, ·) est régulier (
.f. [Gal94, Theorem 4.1, 
h. 5℄), on obtient en utilisant [Sim91, Theo-rem 4℄, que la dérivée de t 7→ u(t, ·) en 0 est solution du problème de Stokes homogèneposé dans le domaine F muni des 
onditions limites (6.2.7) (on note que 
ette 
onditionlimite est obtenue en di�éren
iant l'équation u(t,X(t, x)) = w0(x) (x ∈ Σ) par rapport à
t en t = 0).En utilisant le même argument que 
elui invoqué dans la démonstration du Lemme 6.3.1,nous obtenons :

2

∫

F (t)
D(u(t, x)) : D(ui(t, x)) dx = −

∫

∂B(0,R)
σ(u(t, ·), p(t, ·))(x)ũi(t, x) · n(x) dΓ .La di�érentiation de 
ette relation par rapport à t, la linéarité de σ et la formule de Green,
onduisent au résultat.



88 RAPPELS SUR LE PROBLÈME DE STOKES6.3 Solution en 
oordonnées sphériquesDans 
ette se
tion, nous allons donner l'expression de la solution de l'équation de Stokeshomogène en 
oordonnées sphériques. Pour plus de détails, on fait référen
e à Lamb [Lam93℄et à Happel et Brenner [HB65℄.On note (ρ, θ, φ) ∈ R
∗
+ × [0, π] × [0, 2π[ les 
oordonnées sphériques. Elles sont dé�niesde sorte que pour tout x = (x1, x2, x3)

⊤, élément de R
3 \ {0}, nous avons :

x1 = ρ sin(θ) cos(φ) ,

x2 = ρ sin(θ) sin(φ) ,

x3 = ρ cos(θ) .En 
haque point (ρ, θ, φ), on dé�nit le repère lo
al (eρ, eθ, eφ) (
.f. Figure 6.1).
θ

e2

e1

φ

eφ

eθ

eρ

e3

0

Fig. 6.1 � Coordonnées sphériques et repère lo
al asso
ié.Pour tout n ∈ N
∗, on nomme harmonique sphérique rigide de degré −(n + 1) toutefon
tion ayant la forme :

(ρ, θ, φ) 7→ ρ−(n+1)
n
∑

m=−n

γmYn,m(cos θ, φ), (6.3.1)Ave
 γ−n, . . . , γn ∈ R et Yn,m les harmoniques sphériques de degré n ∈ N sont d'ordre
m ∈ {−n, . . . , n}. Pour un rappel sur les harmoniques sphériques, on fait référen
e à[Vla84℄.Lamb a donné un dé
omposition de la solution (u, p) de l'équation de Stokes autourd'un objet immergé de forme quel
onque sous la forme suivante (
.f. [Lam93℄ et [HB65,Chapitre 3.2, p. 62℄) :

u =

+∞
∑

n=1

(

∇× (χ−(n+1)ρeρ) +∇φ−(n+1) −
n− 2

2n(2n − 1)
ρ2∇p−(n+1)

+
n + 1

n(2n− 1)
p−(n+1)ρeρ

)

, (6.3.2a)
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p =

+∞
∑

n=1

p−(n+1) , (6.3.2b)où p−(n+1), χ−(n+1) et φ−(n+1) sont des harmoniques sphériques rigides de degré −(n + 1).Ces fon
tions p−(n+1), χ−(n+1) et φ−(n+1) (plus pré
isément les 
÷�
ients γm apparaissantdans (6.3.1)) sont à déterminer de sorte que les 
onditions limites sur la frontière de l'objetsoient satisfaites.Ce
i peut être résolu en utilisant la méthodologie donnée par Brenner, [Bre64℄. Nous don-nons i
i quelques détails sur 
ette méthodologie. On fait référen
e à 
et arti
le pour de plusamples détails.Commençons par rappeler l'expression du gradient, de la divergen
e et du rotationnelen 
oordonnées sphériques :
∇ϕ = ∂ρϕ eρ +

1

ρ
∂θϕ eθ +

1

ρ sin θ
∂φϕ eφ

div u =
1

ρ2
∂ρ(ρ

2uρ) +
1

ρ sin θ
∂θ(sin θ uθ) +

1

ρ sin θ
∂φuφ ,

rot u =
1

ρ sin θ
(∂θ(sin θ uφ)− ∂φuθ) eρ +

1

ρ

(

1

sin θ
∂φuρ − ∂ρ(ρuφ)

)

eθ

+
1

ρ
(∂ρ(ρuθ)− ∂θuρ) eφ .Nous obtenons alors :

ρ (∇(u · eρ) · eρ − div u) = ρ∂ρuρ − ρ

(

1

ρ2
∂ρ(ρ

2uρ)

+
1

ρ sin θ
∂θ(sin θ uθ) +

1

ρ sin θ
∂φuφ

) (6.3.3a)
= −2uρ −

1

sin θ
(∂θ(sin θ uθ) + ∂φuφ) , (6.3.3b)

ρ∇× u · eρ =
1

sin θ
(∂θ(sin θ uφ)− ∂φuθ) . (6.3.3
)Soit v0 une 
ondition limite de Diri
hlet sur la frontière de la sphère unité de R

3. Ondé
ompose alors les expressions de (6.3.3) en ρ = 1 pour obtenir :
v0 · eρ =

∞
∑

n=0

Xn , (6.3.4a)
−2v0 · eρ −

1

sin θ
(∂θ(sin θ v0 · eθ) + ∂φ(v0 · eφ)) =

∞
∑

n=0

Yn , (6.3.4b)
1

sin θ
(∂θ(sin θ v0 · eφ)− ∂φ(v0 · eθ)) =

∞
∑

n=0

Zn , (6.3.4
)ave
 Xn, Yn et Zn une somme d'harmoniques spériques d'ordre n. En utilisant la forme dessolutions en 
oordonnées sphériques, (6.3.2), on en déduit que les harmoniques sphériques



90 RAPPELS SUR LE PROBLÈME DE STOKESrigides p−(n+1), φ−(n+1) et χ−(n+1) véri�ent en ρ = 1 :
p−(n+1) =

2n− 1

n + 1

(

(n + 2)Xn + Yn

)

,

φ−(n+1) =
1

2(n + 1)

(

nXn + Yn

)

,

χ−(n+1) =
1

n(n + 1)
Zn .Ce
i permet de 
al
uler 
omplètement la solution du problème de Stokes dans le 
as où ledomaine est l'extérieur de la boule unité de R
3.Un des intérêts de l'é
riture de la solution de l'équation de Stokes sous la forme (6.3.2)est que 
ertaines valeurs de ΦF peuvent être aisément 
al
ulées. Plus pré
isément, nousavons le résultat suivant :Lemme 6.3.1. Soit B un domaine ouvert régulier de R

3 et F = R
3 \B.Soit (u, p) ∈ W 1

0 (F )3 × L2(F ) solution des équations de Stokes données sous la forme(6.3.2) telle qu'il existe n0 ∈ N pour lequel χ−(n+1) = φ−(n+1) = p−(n+1) = 0 pour tout
n > n0.Pour i ∈ {1, . . . , 6}, soit (ui, pi) ∈ W 1

0 (F )3 × L2(F ) la solution des équations de Stokeshomogènes ave
 
onditions limites :
ui(x) =

{

ei si i ∈ {1, 2, 3} ,
x ∧ ei−3 si i ∈ {4, 5, 6} ,

(x ∈ ∂B) .Nous obtenons la relation suivante :
2

(∫

F
D(u) : D(ui) dx

)

i=1,...,6

=

(

−4π∇
(

ρ3p−2

)

−8π∇
(

ρ3χ−2

)

)

. (6.3.6)Démonstration. Pour i ∈ {1, . . . , 6}, on dé�nit le 
hamp de ve
teur ũi par :
ũi(x) =

{

ei si i ∈ {1, 2, 3} ,
x ∧ ei si i ∈ {4, 5, 6} ,

(x ∈ R) .Comme u1, . . . ,u6 et u sont réguliers, nous avons :
2

∫

F
D(u) : D(ui) dx =

∫

∂S
σ(u, p)ui · ndΓ =

∫

∂S
σ(u, p)ũi · ndΓ ,où n est la normale rentrante à ∂B.Soit B(0, r) ⊂ R

3 la boule de rayon r 
ontrée en 0 de R
3. On suppose que r est su�sammentgrand de sorte que B ⊂ B(0, r). On note alors Fr = F ∩B(0, r).En utilisant la formule de Green, nous obtenons pour tout i ∈ {1, . . . , 6} :

∫

∂B
σ(u, p)ũi · ndΓ = −

∫

∂B(0,R)
σ(u, p)ũi · ndΓ ,où n est la normale sortante à Fr.On utilise alors l'orthogonalité L2 des harmoniques sphériques pour obtenir (6.3.6).



SOLUTION EN COORDONNÉES SPHÉRIQUES 91Nous donnons maintenant la forme des solutions dans le 
as où le domaine et la 
on-dition limite sur Σ sont à symétrie axiale par rapport à l'axe e3. Cette forme peut êtreobtenue en utilisant la forme donnée par (6.3.2) ou dire
tement en 
onstruisant la fon
tion
ourant de Stokes. Cette dernière méthode est détaillée dans le Chapitre 4, �Axisymme-tri
al Flow� du livre [HB65℄, plus pré
isément dans les paragraphes 4.2 à 4.7, 4.13 à 4.16et 4.23.Pour tout 
hamp de ve
teur u : R
3 → R

3, on note uρ, uθ et uφ ses 
omposantes dansle repère lo
al (eρ, eθ, eφ). C'est-à-dire que uρ(x) = 〈u(x), eρ(x)〉, uθ(x) = 〈u(x), eθ(x)〉 et
uφ(x) = 〈u(x), eφ(x)〉.Dans le 
as où le domaine B et la 
ondition limite sont su�samment réguliers, nousobtenons :

uρ(ρ, θ, φ) = −
+∞
∑

n=1

(

αnρn−2 + βnρ−n−1 + γnρn + δnρ−n+1
)

Pn−1(cos θ) , (6.3.7a)
uθ(ρ, θ, φ) =

+∞
∑

n=0

(

nαnρn−2 − (n− 1)βnρ−n−1 + (n + 2)γnρn

−(n− 3)δnρ−n+1
) Jn(cos θ)

sin θ
, (6.3.7b)

uφ(ρ, θ, φ) = 0 , (6.3.7
)ave
 (αn), (βn), (γn) et (δn) des suites à valeurs réelles à déterminer en fon
tion des
onditions limites. Les fon
tions Pn sont les polyn�mes de Legendre et les fon
tions Jnsont dé�nies pour tout ζ ∈ [−1, 1] par :
Jn(ζ) =



















1 si n = 0 ,

−ζ si n = 1 ,

Pn−2(ζ)− Pn(ζ)

2n− 1
si n > 2 .Dans le 
as où l'on est en domaine extérieur et que l'on re
her
he une solution bornée àl'in�ni, (6.3.7a) et (6.3.7b) deviennent :

uρ(ρ, θ, φ) = −
+∞
∑

n=1

(

βnρ−n−1 + δnρ−n+1
)

Pn−1(cos θ) , (6.3.8a)
uθ(ρ, θ, φ) = −

+∞
∑

n=0

(

(n − 1)βnρ−n−1 + (n− 3)δnρ−n+1
) Jn(cos θ)

sin θ
. (6.3.8b)Dans 
e 
as, les réels αn et γn sont nuls.Le Lemme 6.3.1 s'é
rit dans le 
as à symétrie axiale par rapport à e3 :Lemme 6.3.2. Soient B un domaine ouvert lisse de R

3 et F = R
3 \B.Soit (u, p) ∈ W 1

0 (F )3 × L2(F ) solution des équations de Stokes données sous la forme(6.3.7) tel qu'il existe n0 ∈ N pour lequel αn = βn = γn = δn = 0 pour tout n > n0.Pour i ∈ {1, . . . , 6}, on note (ui, pi) ∈W 1
0 (F )3×L2(F ) la solution des équations de Stokeshomogènes ave
 la 
ondition aux limites :

ui(x) =

{

ei si i ∈ {1, 2, 3} ,
x ∧ ei−3 si i ∈ {4, 5, 6} ,

(x ∈ ∂B) .



92 RAPPELS SUR LE PROBLÈME DE STOKESNous obtenons la relation suivante :
2

(
∫

F
D(u(x)) : D(ui(x)) dx

)

i=1,...,6

=

















0
0

−8πδ2

0
0
0

















. (6.3.9)En parti
ulier, lorsque B est la sphère unité :
∫

F
D(u3(x)) : D(u3(x)) dx = −6π .
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es Mc(s) et Nc(s) . . . . . . . . . . . . . . . . 1077.3 Problème de 
ontr�le . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1077.3.1 Signature d'un nageur 
ontr�lable . . . . . . . . . . . . . . . . . 1077.3.2 Constru
tion d'une signature 
ontr�lable . . . . . . . . . . . . . . 1107.4 Résultats de 
ontr�labilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112Dans 
e 
hapitre, nous allons donner une réponse positive aux questions posées dansl'introdu
tion, 
'est-à-dire que nous allons montrer que presque tout nageur peut être 
on-tr�lé exa
tenment et peut suivre une traje
toire pres
rite. Les résultats obtenus sont donnésdans les Théorèmes 7.4.1 et 7.4.2.Le Théorème 7.4.1 établit que n'importe quel nageur (
ara
térisé par sa forme au repos)peut suivre à ε près une traje
toire rigide pres
rite, tout lui pres
rivant à ε une déformationimposée. Ce
i signi�e que si l'on pres
rit une déformation du nageur, alors, il est possiblede rajouter de petites déformations à 
elle imposée, de sorte que le nageur suive aussi unetraje
toire rigide. Dans le 
adre de 
e théorème, toutes les déformations admissibles sontautorisées pour le nageur.Dans le Théorème 7.4.2, 
ontrairement au théorème pré
édent, on suppose que les défor-mations sont 
hoisies dans un espa
e de dimension �nie. Ce théorème a�rme que pour toutnageur (
ara
térisé par sa forme au repos) on peut trouver un nageur pro
he et une famillede quatre déformations de base dont une 
ombinaison linéaire (dépendant du temps) per-met de suivre une traje
toire rigide à ε près.Nous terminerons 
e 
hapitre en donnant un résultat d'existen
e d'un 
ontr�le optimal(Théorème 7.4.3). Ce résultat est établi dans le 
as où le nageur est 
ontr�lable, où ladéformation du nageur est 
hoisie dans un espa
e de dimension �nie et où la vitesse dedéformation est bornée. Ce résultat s'obtient en utilisant le Théorème de Filippov.93



94 LE PROBLÈME DE CONTRÔLELe s
héma de la démonstration du Théorème 7.4.2 est basé sur la méthode des 
ro
hetsde Lie et le théorème de Chow. La première étape est de reformuler le problème de lanage 
omme un problème de 
ontr�le en dimension �nie. On montre ensuite que pour unnageur parti
ulier (la sphère unité de R
3), on peut 
hoisir quatre 
ontr�les rendant 
enageur 
ontr�lable. L'intérêt de 
onsidérer la sphère unité vient du fait que la solution duproblème de Stokes peut être expli
itement 
al
ulée en utilisant les résultats rappelés dansla Se
tion 6.3. Une fois que nous avons montré que la sphère munie de quatre déformationsbien 
hoisies est 
ontr�lable, nous étendons 
e résultat à presque toutes les formes isotopesà la sphère par analy
ité.Le Théorème 7.4.1 reprend les mêmes idées. Pour le montrer, on se pla
e sur unesubdivision de l'intervalle en temps et on 
onstruit des 
ontr�les sur 
haque subdivision. Ces
ontr�les seront 
onstruits de sorte qu'ils se re
ollent bien en 
haque point de la subdivision.Ce 
hapitre fait l'objet d'un arti
le é
rit en 
ollaboration ave
 A. Munnier [LM12℄.A�n de 
onserver une 
ohéren
e dans les notations de 
ette partie, 
ertaines notations del'arti
le ont été modi�ées.7.1 Modélisation7.1.1 CinématiqueOn suppose que le nageur est le seul 
orps dans le �uide et que le �uide o

upe tout lereste de l'espa
e. Ainsi l'ensemble 
ontenant le nageur et le �uide est identi�é à R

3. Dansl'appro
he que nous allons introduire, deux repères seront né
essaires.Le premier, e† = (e†1, e
†
2, e

†
3) est un repère �xe galiléen.Le se
ond e = (e1, e2, e3) est le repère mobile atta
hé au nageur.En tout temps t > 0, il existe une matri
e de rotation R(t) ∈ SO(3) et un ve
teur h(t) ∈ R

3tels que pour tout point ayant pour 
oordonnées x† = (x†
1, x

†
2, x

†
3)

⊤ dans le repère e† et
x = (x1, x2, x3)

⊤ dans le repère e, on a la relation :
x† = R(t)x + h(t) .Ainsi, le ve
teur h(t) fournit la position du nageur et la matri
e R(t) son orientation.Le dépla
ement rigide du nageur donné par t 7→ (h(t), R(t)) est alors l'in
onnue du pro-blème.On dé�nit 
i-dessous :1. la vitesse rigide du nageur dans le repère mobile e par la vitesse de h(t) :

l(t) = R(t)⊤ḣ(t) ;2. sa vitesse angulaire ω(t) ∈ R
3 dé�nie de sorte que l'on ait l'identité :

A(ω(t)) = R(t)⊤Ṙ(t) .7.1.2 Changements de formeSauf indi
ation 
ontraire, toutes les grandeurs seront exprimées dans le repère mobile e.Dans la modélisation 
hoisie, le domaine o

upé par le nageur au 
ours du temps estl'image de la boule unité B de R
3 par un di�éomorphisme isotope à l'identité de R

3,



MODÉLISATION 95dépendant du temps et tendant vers l'identité en l'in�ni.Les di�éomorphismes ainsi 
onsidérés sont de la forme :
X(t, x) = x + D(t, x) (t > 0 , x ∈ R

3) ,où D(t, ·) ∈ D1
0(R

3) pour tout t > 0. On rappelle que D1
0(R

3) a été introduit dans laDé�nition 6.2.2.Sous 
es 
onditions, les 
hangements de forme du nageur se déduisent de la donnée de lafon
tion D.Le domaine o

upé à l'instant t dans le référentiel mobile e est B(t) = X(t, ·)(B) et sadéformation est représentée par w(t, x) = Ẋ
(

t,X(t, ·)−1(x)
).On notera Σ = ∂B, la frontière de la boule unité de R

3, Σ(t) = ∂B(t) = X(t, ·)(Σ),l'interfa
e �uide-nageur et n(t, ·), la normale à Σ(t) dirigée vers l'intérieur de B(t). Ledomaine �uide dans le référentiel mobile e est F (t) = R
3 \B(t).7.1.3 Le �uideLe �uide entourant le nageur est gouverné par les équations de Stokes stationnaires.Celles-
i s'é
rivent pour tout temps t > 0 dans le référentiel du nageur e :

−µ∆u(t, x) +∇p(t, x) = 0 (x ∈ F (t)) ,

div u(t, x) = 0 (x ∈ F (t)) ,où µ est la vis
osité du �uide, u la vitesse eulérienne du �uide et p la pression du �uide.Ces équations sont munies de la 
ondition limite de non glissement :
u(t, x) = ω(t) ∧ x + l(t) + w(t, x) (t > 0 , x ∈ Σ(t)) .Les équations de Stokes stationnaires étant linéaires, par rapport à la 
ondition limite sur

Σ(t), nous introduisons les vitesses et pressions élémentaires, (ui, pi) pour i ∈ {1, . . . , 6} et
(ud, pd), dé�nies 
omme étant les solutions des équations de Stokes stationnaires ave
 les
onditions limites :

ui(t, x) =

{

ei si i ∈ {1, 2, 3} ,
ei−3 ∧ x si i ∈ {4, 5, 6} ,

(t > 0 , x ∈ Σ(t))et
ud(t, x) = w(t, x) (t > 0 , x ∈ Σ(t)) .Par 
onséquent la vitesse u se dé
ompose sous la forme :

u(t, x) =

3
∑

i=1

li(t)u
i(t, x)+

6
∑

i=4

ωi−3(t)u
i(t, x)+ud(t, x) (t > 0 , x ∈ F (t)) , (7.1.1a)ainsi que la pression p :

p(t, x) =
3
∑

i=1

li(t)p
i(t, x) +

6
∑

i=4

ωi−3(t)p
i(t, x) + pd(t, x) (t > 0 , x ∈ F (t)) . (7.1.1b)On rappelle que toutes les solutions (u(t, ·), p(t, ·)) des problèmes de Stokes stationnairespré
édemment introduites sont 
her
hées dans l'espa
e de Sobolev W 1

0 (F (t))3 × L2(F (t)).En parti
ulier, re
her
her u(t, ·) dans l'espa
e W 1
0 (F (t))3 est une façon d'imposer en unsens faible que u(t, x) tend vers 0 lorsque |x| tend vers +∞.



96 LE PROBLÈME DE CONTRÔLE7.1.4 Dynamique du problèmeNous avons vu dans le Chapitre 5 que les e�ets inertiels n'ont qu'une in�uen
e négli-geable sur le mouvement du nageur. Par 
onséquent, le prin
ipe fondamental de la dy-namique se réduit aux équations d'équilibre de for
e et de moment :
∫

Σ(t)
σ
(

u(t, ·), p(t, ·)
)

(x)n(t, x) dΓ = 0et ∫

Σ(t)
σ
(

u(t, ·), p(t, ·)
)

(x)n(t, x) ∧ xdΓ = 0 , (7.1.2)où σ(u, p) = 2µD(u) − pI3 est le tenseur de for
e de Cau
hy. Ce tenseur de for
e étantlinéaire par rapport à u et p, la dé
omposition (7.1.1), 
onduit à :
σ
(

u(t, ·), p(t, ·)
)

=

3
∑

i=1

li(t)σ
(

ui(t, ·), pi(t, ·)
)

+

6
∑

i=4

ωi−3(t)σ
(

ui(t, ·), pi(t, ·)
)

+ σ
(

ud(t, ·), pd(t, ·)
)

.Ainsi, les équations (7.1.2) s'é
rivent de manière plus 
ompa
te :
M(t)

(

l(t)
ω(t)

)

+ N(t) = 0 , (7.1.3)où M(t) ∈M6(R) est dé�nie pour tout i, j ∈ {1, . . . , 6} par :
Mi,j(t) = ΦF (t)

(

ui(t, ·),uj(t, ·)
)

(i, j ∈ {1, . . . , 6})et N(t) ∈ R
6 a pour 
oordonnées :

N(t) = ΦF (t)

(

ud(t, ·),ui(t, ·)
)

(i ∈ {1, . . . , 6}) .On rappelle que Φ est dé�nie par (6.1.3) et que la formule de Green assure bien la 
ohéren
eave
 
ette dé�nition de M et N (
.f. (6.1.4)).De la symétrie de ΦF , nous en déduisons que M(t) est une matri
e symétrique dé�niepositive (pour tout t).Par 
onséquent, le mouvement rigide du nageur est donné par la relation :
(

l(t)
ω(t)

)

= −M(t)−1N(t) (t ∈ [0, T ]) . (7.1.4a)Pour déterminer le mouvement rigide du nageur dans le référentiel �xe e, on 
omplètel'équation (7.1.4a) par :
ḣ(t) = R(t)l(t) (t ∈ [0, T ]) ,

Ṙ(t) = R(t)A(ω(t)) (t ∈ [0, T ]) .
(7.1.4b)Ces équations di�érentielles ordinaires sont 
omplétées ave
 des 
onditions initiales deCau
hy.Pour l'instant, le 
ontr�le du système est identi�é à la fon
tion D.On remarque que la dépendan
e de la dynamique du problème est fortement non linéairepar rapport au 
ontr�le. En e�et, D représente les 
hangements de forme du nageur et par
onséquent aussi la déformation du domaine �uide dans lequel sont posées les équations deStokes. Ainsi la dépendan
e des matri
es M et N par rapport à D est non triviale.Des équations (7.1.4), on déduit :



MODÉLISATION 97Proposition 7.1.1. La dynamique du nageur est indépendante de la vis
osité µ du �uide.En d'autres termes, les mêmes 
hangements de forme produisent le même dépla
ementrigide du nageur, quelque soit la vis
osité du �uide.Démonstration. Soient µ > 0 et µ̃ > 0 deux vis
osités. Si (u, p) est une solution de Stokesstationnaire pour le problème de Stokes ave
 vis
osité µ alors (u, µ̃
µp) est solution duproblème de Stokes ave
 vis
osité µ̃.Étant donné que les équations (7.1.4) ne dépendent que des vitesses ui et ud, on en déduitle résultat.Par 
onséquent, nous 
onsidérons par la suite le seul 
as µ = 1.7.1.5 Existen
e et stabilitéLe résultat suivant assure le 
ara
tère bien posé du système (7.1.4). Ce résultat est àrappro
her de 
elui obtenu par Dal Masso, DeSimone et Morandotti [DMDM11℄.Proposition 7.1.2. Pour tout T > 0, toute fon
tion D ∈ W 1,1

(

[0, T ],D1
0(R

3)
) (resp.de 
lasse Cp, p = 1, . . . ,∞, ω) et toute 
ondition initiale (h(0), R(0)) ∈ R

3 × SO(3), lesystème (7.1.4) admet une unique solution t ∈ [0, T ] 7→ (h(t), R(t)) ∈ R
3× SO(3) (au sensde Carathéodory) absolument 
ontinue sur [0, T ] (resp. de 
lasse Cp).Démonstration. Soit D ∈W 1,1

(

[0, T ],D1
0(R3)

) un 
ontr�le, on dé�nit X : [0, T ]×R
3 → R

3par : X(t, x) = x + D(t, x) pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× R
3.En utilisant la notation du Lemme 6.2.4, en tout temps t les entrées de la matri
e M(t)sont de la forme ϕ(q) ave
 q = (D(t, ·),W) et

W = (W 1,W 2) ∈
(

{ei , i ∈ {1, 2, 3}} ∪ {ei ∧X(t, ·) , i ∈ {1, 2, 3}}
)2

.On déduit du Lemme 6.2.4 que t ∈ [0, T ] 7→M(t) ∈M3(R) est absolument 
ontinue.Pour obtenir l'expression des éléments du ve
teur N(t), il su�t de prendre W 2 = Ḋ(t, ·).On en 
on
lut que t ∈ [0, T ] 7→ N(t) ∈ R
6 est un élément de L1([0, T ], R6).L'existen
e de solution est dire
te. En e�et, t ∈ [0, T ] 7→M(t)−1N(t) ∈ R

6 est un élémentde L1([0, T ], R6) et le théorème d'existen
e de Carathéodory peut s'appliquer à (7.1.4b).L'uni
ité s'obtient par une inégalité de Grönwall.Les résultats de régularité énon
és sont évidents.Le résultat suivant montre que la fon
tion entrée-sortie est 
ontinue ou en d'autrestermes, que le système de 
ontr�le est stable par rapport au 
ontr�le D.Proposition 7.1.3. Soit (Dj)j∈N∗ ∈ W 1,1
(

[0, T ],D1
0(R3)

)N une suite de 
ontr�les 
on-vergeant vers une fon
tion D̄.Pour (h0, R0) ∈ R
3×SO(3) donné, on note par (h̄, R̄) ∈ AC

(

[0, T ], R3×SO(3)
) (resp.

(hj, Rj) ∈ AC
(

[0, T ], R3 × SO(3)
), pour tout j ∈ N

∗) la solution dans du système (7.1.4)ave
 le 
ontr�le D̄ (resp. Dj) et la 
ondition initiale (h0, R0).Alors (hj, Rj) 
onverge dans AC
(

[0, T ], R3 × SO(3)
) vers (h̄, R̄).Démonstration. De même que dans l'énon
é de la Proposition, on note, ( l̄

ω̄

) (resp. ( lj
ωj

),
j ∈ N

∗) le terme de gau
he de l'identité (7.1.4a) pour le 
ontr�le D̄ (resp. Dj).Il est 
lair que :
lim

j→+∞

(

lj
ωj

)

=

(

l̄

ω̄

) dans L1([0, T ], R6) .



98 LE PROBLÈME DE CONTRÔLEEn intégrant (7.1.4b) sur [0, t] (pour t ∈ [0, T ]), on obtient l'estimation :
‖R̄(t)−Rj(t)‖M3(R) 6

∫ t

0
‖R̄(s)−Rj(s)‖M3(R)|ω̄(s)|+ |ωj(s)− ω̄(s)|ds .Le Lemme de Grönwall nous permet de 
on
lure que :

lim
j→+∞

Rj = R̄ dans C
(

[0, T ],M3(R)
)

.On utilise alors de nouveau l'équation di�érentielle ordinaire pour montrer que :
lim

j→+∞
Ṙj = ˙̄R dans L1

(

[0, T ],M3(R)
)

.Il est alors aisé de véri�er la 
onvergen
e de hj vers h̄.7.1.6 Contraintes d'autopropulsionPour rendre notre modèle plus réaliste, les 
hangements de forme du nageur, au lieud'être pres
rits, devraient résulter de l'intera
tion entre les for
es internes générées par lenageur et les for
es hydrodynamiques exer
ées par le �uide à la surfa
e du nageur.Dans 
e but, les systèmes d'équations di�érentielles ordinaires (7.1.4) devraient être 
om-plétés par un ensemble d'équations (typiquement les équations aux dérivées partiellesreprésentant l'élasti
ité) permettant d'obtenir la déformation à partir de for
es internespres
rites.Dans l'obje
tif de 
ontourner 
ette di�
ulté tout en 
onservant un modèle physique-ment réaliste, nous imposons des 
ontraintes sur les déformations. Celles-
i ont pour butd'assurer que le 
entre de masse et le moment d'inertie sont invariants dans le repère dunageur.Nous avons le résultat d'invarian
e par rapport à des déformations rigides :Proposition 7.1.4. Soient D, D̃ ∈W 1,∞([0, T ],D1
0(R3)

) deux fon
tions de 
ontr�le tellesque les fon
tions X et X̃ dé�nies par :
X(t, x) = x + D(t, x) et X̃(t, x) = x + D̃(t, x) ((t, x) ∈ [0, T ]× R

3)sont identiques à un dépla
ement rigide près.Plus pré
isément, on suppose que pour tout t ∈ [0, T ], il existe (r(t), Q(t)) ∈ R
3 × SO(3)tel que (r(0), Q(0)) = (0, I3) et :

X̃(t, x) = Q(t)X(t, x) + r(t) ((t, x) ∈ [0, T ]× R
3) .Ainsi, en notant par :

[0, T ] → R
3 × SO(3)

t 7→ (h(t), R(t))une solution du système (7.1.4) muni d'une 
ondition initiale (h0, R0) ∈ R
3 × SO(3), onobtient que la fon
tion :

[0, T ] → R
3 × SO(3)

t 7→ (h̃(t), R̃(t)) = (h(t)−R(t)Q(t)⊤r(t), R(t)Q(t)⊤)est une solution du même problème de Cau
hy ave
 le 
ontr�le D̃.En parti
ulier, on a pour tout t ∈ [0, T ] :
R̃(t)X̃(t, ·) + h̃(t) = R(t)X(t, ·) + h(t) . (7.1.5)



MODÉLISATION 99La relation (7.1.5) signi�e que dans les deux 
as la position du nageur est identique.Démonstration. On note ui (resp. ũi), pour i ∈ {1, . . . , 6}, les 
hamps de vitesse élémen-taires obtenus pour la fon
tion de 
ontr�le D (resp. D̃). On peut véri�er que pour tout
i ∈ {1, . . . , 6}, on a :

ui(t, x) = Q(t)⊤ũi(t,Q(t)x + r(t)) (t ∈ [0, T ] x ∈ F (t)) .On en déduit :
M(t) = Q(t)⊤M̃(t)Q(t) (t ∈ [0, T ]) ,où les éléments de M(t) (resp. M̃(t)) on été 
al
ulés à partir des vitesses élémentaires

ui(t, ·) (resp. ũi(t, ·)) et Q(t) =

(

Q(t) 0
0 Q(t)

)

∈ SO(6).En notant w(t, ·) = ∂tX(t, ·) ◦ X(t, ·)−1 et w̃(t, ·) = ∂tX̃(t, ·) ◦ X̃(t, ·)−1 les vitesses dedéformation du nageur, on obtient la relation :
w(t, x) + χ(t) ∧ x + ζ = Q(t)⊤w̃

(

t,Q(t)x + r(t)
)

(t ∈ [0, T ] x ∈ R
3) ,où χ et ζ sont dé�nis par :

A(χ(t)) = Q(t)⊤Q̇(t) et ζ(t) = Q(t)⊤ṙ(t) .Ave
 les notation évidentes pour N et Ñ , on en déduit :
N(t) + M(t)

(

ζ(t)
χ(t)

)

= Q(t)⊤Ñ(t) .En posant :
(

l(t)
ω(t)

)

= −M(t)−1N(t) et (

l̃(t)
ω̃(t)

)

= −M̃(t)−1Ñ(t) ,on obtient la relation :
(

l̃(t)
ω̃(t)

)

= Q(t)

(

l(t)− ζ(t)
ω(t)− χ(t)

)

(t ∈ [0, T ]) .Il su�t alors d'intégrer 
ette relation, en prenant en 
ompte que (r(0), Q(0)) = (0, Id) pourobtenir la 
on
lusion de la proposition.Si l'on applique la Proposition 7.1.4 dans le 
as où D est une fon
tion 
onstante entemps (la frontière du nageur dans son repère asso
ié est in
hangée au 
ours du temps etest Σ(t) = X(0, ·)(Σ)), tout 
hangement de forme du nageur se réduisant à une déformationrigide, Q(t)Id + r(t) produira un dépla
ement (−Q(t)⊤r(t), Q(t)⊤
). Mais si l'on 
al
ule ledépla
ement global du nageur, on obtient Q(t)⊤(Q(t)X(0, x)+r(t))−Q(t)⊤r(t) = X(0, x)pour tout x ∈ Σ et tout t ∈ [0, T ]. Ce
i signi�e que le nageur est sans mouvement, ladéformation du nageur est 
ontrebalan
ée par le dépla
ement rigide induit par le �uide.A�n d'éviter 
e
i, nous ajoutons les 
ontraintes suivantes sur les déformations. Ces 
on-traintes assurent entre autre les 
onditions d'autopropulsion données dans la Se
tion 5.2 :

∫

B
ρ0(x)X(t, x) dx = 0 et ∫

B
ρ0(x)Ẋ(t, x) ∧X(t, x) dx = 0 (t ∈ [0, T ]) , (7.1.6)ave
 ρ0 une fon
tion réelle, positive et non identiquement nulle dé�nie sur B.
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as d'un nombre de Reynolds non négligeable ou très grand, 
es mêmes 
ondi-tions sont imposées (
.f. [SMS08℄ pour le 
as nombre de Reynolds non négligé et [CM11℄pour le 
as du très haut nombre de Reynolds).Imposer de telles 
ontraintes revient au 
hoix d'une jauge, tel que dé
rit dans [SW89b℄.Sans 
es 
onditions, le sens des in
onnues h et R serait perdu et il serait alors aisé derésoudre le problème de 
ontr�le.Remarque 7.1.5. Cependant, si la fon
tion de 
ontr�le D est telle que D(0, ·) = D(T, ·)et si l'on souhaite seulement 
ontr�ler la position �nale du nageur, le fait d'imposer des
onditions sur le 
ontr�le est inutile. Ce résultat est dé
rit dans [LST℄.L'existen
e de déformations X satisfaisant les équations (7.1.6) est assurée par la propo-sition suivante :Proposition 7.1.6. Pour toute fon
tion D ∈W 1,1
(

[0, T ],D1
0(R3)

) telle que :
∫

B
ρ0(x)X(0, x) dx = 0 ,ave
 X(t, x) = x + D(t, x) pour tout (t, x) ∈ [0, T ] × R

3, il existe une fon
tion
D̃ ∈ W 1,1

(

[0, T ],D1
0(R3)

) satisfaisant les 
ontraintes (7.1.6) et un unique dépla
ementrigide absolument 
ontinu :
[0, T ] → R

3 × SO(3)
t 7→ (r(t), Q(t)) ,tel que (r(0), Q(0)) = (0, I3) et

X̃(t, x) = (Q(t)X(t, x) + r(t)) ((t, x) ∈ [0, T ] × Σ) ,ave
 X̃(t, x) = x + D̃(t, x) pour tout (t, x) ∈ [0, T ] × R
3.En d'autres termes, 
ette proposition assure que n'importe quelle fon
tion de

W 1,1
(

[0, T ],D1
0(R3)

) satisfaisant les 
ontraintes (7.1.6) à l'instant initial peut être ren-due admissible (dans le sens où elle satisfait (7.1.6) en tout temps) via une 
ompositionave
 un dépla
ement rigide.Démonstration. Pour tout t ∈ [0, T ], on pose :
r̄(t) =

1

m0

∫

B
ρ0(x)X(t, x) dx ,ave
 m0 =

∫

B
ρ0(x) dx. r̄ est absolument 
ontinue sur [0, T ] et on dé�nit :

X̄(t, x) = X(t, x) − r̄(t) ((t, x) ∈ [0, T ] ×R
3) .La matri
e J(t) =

∫

B
ρ0(x)

(

|X̄(t, x)|2I3−X̄(t, x)⊗X̄(t, x)
)

dx est symétrique dé�nie posi-tive. En e�et, pour tout t ∈ [0, T ] et tout x ∈ R
3, on a 〈J(t)x, x〉 =

∫

B
ρ0(x)|X̄(t, x)|2 dx.On dé�nit alors χ ∈ L1

(

[0, T ], R3
) par :

χ(t) = J(t)−1

∫

B
ρ0(x)∂tX̄(t, x) ∧ X̄(t, x) dx .



MODÉLISATION 101La fon
tion absolument 
ontinue Q : [0, T ] → SO(3) est obtenue en résolvant sur [0, T ] leproblème de Cau
hy :
Q̇(t) = Q(t)A(χ(t)) , Q(0) = I3 .La solution, prise au sens de Carathéodory, est unique via une inégalité de Gronwall.On pose alors pour tout t ∈ [0, T ] :

r(t) = −Q(t)r̄(t) .La fon
tion X̂ ∈W 1,1
(

[0, T ], C1(R3)3
) dé�nie par :

X̂(t, x) = Q(t)X(t, x) + r(t) ((t, x) ∈ [0, T ]× R
3) ,satisfait les 
onditions d'autopropulsion (7.1.6).Cependant, x 7→ X̂(t, x)− x n'est pas né
essairement à valeurs dans D1

0(R
3). En e�et,

X̂(t, x) = Q(t)x + r(t) + o(1) (pour |x| → +∞) .Pour pallier 
e problème, on pose Ω et Ω′ deux boules ouvertes de R
3 telles que :

⋃

t∈[0,T ]

X̂(t, ·)(B) ⊂ Ω et Ω ⊂ Ω′ .On 
onsidère alors la fon
tion de tron
ature ζ : R
3 → [0, 1] telle que ζ|Ω = 1 et ζ|

R3\Ω′ = 0et on dé�nit X̃ 
omme étant la solution du problème de Cau
hy posé sur [0, T ] :
˙̃X(t, x) = ζ(x)

˙̂
D(t, x) + (1− ζ(x))Ḋ(t, x) , X̃(0, x) = X(0, x) (x ∈ R

3) .On obtient alors que X̃ satisfait les 
onditions d'autopropulsion (7.1.6) et x 7→ X̃(t, x)−xest un élément de D1
0(R

3) pour tout t ∈ [0, T ].Dé�nition 7.1.7. Pour ρ0 ∈ L1(B) ave
 ρ0 > 0, on note par Aρ0 le sous-ensemble(fermé et non vide) des fon
tions de W 1,1
(

[0, T ],D1
0(R3)

) satisfaisant les 
onditions d'auto-propulsion (7.1.6).Nous avons le résultat de densité suivant sur Aρ0 .Lemme 7.1.8. Pour tout ρ0 ∈ L1(B) ave
 ρ0 positive et non identiquement nulle, pourtout ε > 0 et pour tout D ∈ A, il existe D̄ ∈ Cω([0, T ],D1
0(R3)) ∩Aρ0 tel que :

‖D̄ −D‖W 1,1([0,T ],D1
0(R3)) < ε et D̄(0, ·) = D(0, ·) .En parti
ulier Cω([0, T ],D1

0(R3)) ∩ Aρ0 est dense dans Aρ0 .Démonstration. Soit D ∈ Aρ0 . Comme pré
édemment, on note X(t, x) = x + D(t, x) pourtout (t, x) ∈ [0, T ]× R
3.Étant donné que Cω

(

[0, T ], C1
0 (R3)3

) est dense dans L1
(

[0, T ], C1
0 (R3)3

), on peut toujours
hoisir un élément ζ ∈ Cω
(

[0, T ], C1
0 (R3)3

) tel que ‖ζ − Ḋ‖L1([0,T ],C1
0 (R3)3) soit aussi petitque né
essaire.On dé�nit la fon
tion D̃ ∈ Cω

(

[0, T ], C1
0 (R3)3

) par :
D̃(t, x) = D(0, x) +

∫ t

0
ζ(s, x) ds ((t, x) ∈ [0, T ]× R

3) .



102 LE PROBLÈME DE CONTRÔLELa norme ‖D̃ −D‖W 1,1([0,T ],D1
0(R3)) peut toujours être rendue aussi petite que souhaité.En suivant les lignes de la démonstration de la Proposition 7.1.6, on dé�nit :

r̃(t) =
1

∫

B ρ0(x) dx

∫

B
ρ0(x)X̃(t, x) dx , X̂(t, ·) = X̃(t, ·)− r̃(t)et Ĵ(t) =

∫

B
ρ0(x)

(

|X̂(t, x)|2I3 − X̂(t, x)⊗ X̂(t, x)
)

dx ,

Ĵ(t) est i
i une matri
e symétrique dé�nie positive pour tout t ∈ [0, T ].On dé�nit aussi :
χ̂(t) = Ĵ(t)−1

∫

B
ρ0(x)∂tX̂(t, x) ∧ X̂(t, x) dx .On introduit la matri
e :

J(t) =

∫

B
ρ0(x)

(

|X(t, x)|2I3 −X(t, x) ⊗X(t, x)
)

dx .En remarquant de nouveau que la quantité ‖D̃ − D‖W 1,1([0,T ],D1
0(R3)) peut être 
hoisiearbitrairement petite, on 
on
lut que ‖r̃‖W 1,1([0,T ],R3) peut être pris arbitrairement petit.Il en est de même pour ‖Ĵ(t)−1 − J(t)−1‖C0([0,T ],M3(R)) et pour ‖χ̂‖L1([0,T ],R3).On en déduit que ‖Q − I3‖W 1,1([0,T ],M3(R)), peut aussi être arbitrairement petit, où Q estla solution du problème de Cau
hy :

Q̇(t) = Q(t)χ̂(t) , Q(0) = I3 .On pose alors X⋆(t, x) = Q(t)X̂(t, x) pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× R
3.Ainsi nous obtenons que X⋆ satisfait (7.1.6) sans avoir né
essairement que

D⋆(t, ·) = X⋆(t, ·) − Id soit un élément de D1
0(R

3) pour tout t ∈ [0, T ]. En e�et, X⋆(t, x)est de l'ordre de Q(t)(x− r̃(t)), lorsque |x| tend vers +∞.Cependant il existe une fon
tion C∞ à support 
ompa
t ξ : R
3 → R, rendant la quantité

‖ξ(D⋆ −D)‖W 1,1([0,T ],D1
0(R3)) arbitrairement petite.En e�et, soient Ω et Ω′ deux boules de R

3 telles que ⋃

t∈[0,T ]

X⋆(t, ·)(B) ⊂ Ω et Ω ⊂ Ω′, ondé�nit alors par ξ la fon
tion de tron
ature (à valeurs dans [0, 1]) telle que ξ = 1 dans Ωet ξ = 0 dans R
3 \Ω′.En�n, on introduit X̄ le �ot asso
ié au problème de Cau
hy :

˙̄X(t, x) = ξ(x)Ḋ⋆(t, x) + (1− ξ(x))Ḋ(t, x) , X̄(0, x) = X(0, x) (x ∈ R
3)et on note pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× R

3, D̄(t, x) = X̄(t, x)− x.Alors ‖D− D̄‖W 1,1([0,T ],D1
0(R3)) tend vers 0 lorsque ‖ξ(Ḋ⋆− Ḋ)‖L1([0,T ],C1

0(R3)3) tend vers 0.Remarque 7.1.9. Les résultats de 
e paragraphe restent vrais dans le 
as où ρ0 est la dis-tribution δΣ supportée par Σ. Ce 
hoix de jauge a été fait dans l'arti
le [LM12℄. Plus pré-
isément, ρ0 peut être 
hoisi sans di�
ulté dans le dual des fon
tions à variations bornéessur B.



SIGNATURE DU NAGEUR 1037.2 Signature du nageur7.2.1 Formulation du problème en terme de signaturesLa signature du nageur est un ensemble de paramètres dé�nissant la déformation dunageur 
omme la 
ombinaison d'un nombre �ni de mouvements de base.Dé�nition 7.2.1. Soit ρ0 ∈ L1(B) ave
 ρ0 positive et non identiquement nulle. Pourtout n ∈ N
∗, on note Cρ0(n) le sous-espa
e de D1

0(R
3)×

(

C1
0 (R3)3

)n 
onstitué des 
ouples
c = (D0,D) tels que, en notant D = (D1, . . . ,Dn), les 
onditions suivantes sont satisfaites :1. L'ensemble {〈Di|Σ,ek〉 , i ∈ {1, . . . , n} , k ∈ {1, 2, 3}} est une famille libre de C1(Σ) ;2. Pour tout D,D′ ∈ {D0, . . . ,Dn}, on a :

∫

B
ρ0(x)D(x) dx = 0 et ∫

B
ρ0(x)D(x) ∧D′(x) dx = 0 .On nommera signature du nageur tout élément c de Cρ0(n).Comme D1

0(R
3) est ouvert dans C1

0 (R3)3 (
.f. Lemme 6.2.1 et Dé�nition 6.2.2), pourtout c ∈ Cρ0(n), l'ensemble suivant est ouvert dans R
n :

{

(s1, . . . , sn)⊤ ∈ R
n , D0 +

n
∑

i=1

siDi ∈ D1
0(R

3)

}

.On notera S(c) la 
omposante 
onnexe de 
et ensemble 
ontenant 0.Dé�nition 7.2.2. Soit ρ0 ∈ L1(B) ave
 ρ positive et non identiquement nulle. Pour tout
n ∈ N

∗, on appellera signature 
omplète du nageur tout 
ouple c = (c, s) tel que c ∈ Cρ0(n)et s ∈ S(c) . L'ensemble de tous 
es 
ouples sera noté Cρ0(n).On peut maintenant reformuler le problème de la nage en terme de signatures.Soient n > 0 et c = (D0,D) ∈ Cρ0(n), ave
 D = (D1, . . . ,Dn).Pour tout s ∈ S(c) (c = (c, s) ∈ C(n)), on note :
Xc(s) = Id + D0 +

n
∑

i=1

siDi .Le domaine o

upé par le nageur dans la �
on�guration s� est alors Bc(s) = Xc(s)(B) etle domaine �uide est Fc(s) = R
3 \Bc(s).On remarque qu'ave
 
ette 
onstru
tion, les 
hangements de forme sur un intervalle detemps [0, T ] sont donnés via une fon
tion absolument 
ontinue s : [0, T ] → S(c) de sorteque ṡ ∈ L1([0, T ], Rn).Pour t ∈ [0, T ], la vitesse lagrangienne d'un point x ∈ B est n

∑

i=1

ṡi(t)Di(x) tandis que lavitesse eulérienne d'un point x ∈ Bc

(

s(t)
) est n

∑

i=1

ṡi(t)wi(x), ave
 wi = Di ◦ Xc

(

s(t)
)−1(pour tout i ∈ {1, . . . , n}).L'hypothèse 2 de la Dé�nition 7.2.1, assure que les 
ontraintes d'autopropulsion (7.1.6)sont automatiquement satisfaites.Les vitesses et pressions élémentaires du �uide 
orrespondant aux dépla
ements rigidesne dépendent que de la signature 
omplète du nageur. Par 
onséquent nous les noterons
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ui(c, s) et pi(c, s) par la suite. Cette remarque reste vraie pour la matri
e M(t) que nousnoterons dès à présent Mc(s).La vitesse et la pression élémentaires du �uide liées à la déformation du nageur peuventmaintenant être dé
omposées sous la forme :

ud =

n
∑

i=1

ṡi ud
i (c, s) et pd =

n
∑

i=1

ṡi p
d
i (c, s) .Dans 
ette somme, 
haque 
ouple (ud

i (c, s), p
d
i (c, s)) est solution du problème de Stokesposé dans le domaine Fc

(

s(t)
)

= R
3 \Bc

(

s(t)
), ave
 la 
ondition aux limites ud

i (c, s) = wisur Σc

(

s(t)
)

= ∂Bc

(

s(t)
).Soit Nc(s) ∈M6,n la matri
e dont les entrées sont :

[Nc(s)]i,j = ΦFc(s)

(

ui(c, s),ud
j (c, s)

)

((i, j) ∈ {1, . . . , 6} × {1, . . . , n}) .L'équation (7.1.4a) de la dynamique du nageur peut alors s'é
rire sous la forme :
(

l(t)
ω(t)

)

= −Mc

(

s(t)
)−1

Nc

(

s(t)
)

ṡ , (t ∈ (0, T )) . (7.2.1)7.2.2 Résultats de plongementDans 
e paragraphe, on se �xe ρ0 ∈ L1(B) ave
 ρ0 positive et non identiquement nulle.Nous allons maintenant donner des propriétés sur les ensembles Cρ0(n) et Cρ0(n).Théorème 7.2.3. Pour tout n ∈ N
∗, Cρ0(n) est une sous-variété analytique plongée de

C1
0(R3)3 × (C1

0 (R3)3)n de 
odimension 3
2 (n + 2)(n + 1).Pour les dé�nitions et prin
ipales propriétés des fon
tions analytiques sur des espa
esde Bana
h, on fait référen
e à [Whi65℄.Démonstration. Pour tout c = (D0,D) ∈ C1

0 (R3)3 ×
(

C1
0 (R3)3

)n, ave
 D = (D̃1, . . . , D̃n),on note D̃0 = Id + D0.On dé�nit pour tout k ∈ {0, . . . , n} les fon
tions Λk : C1
0 (R3)3 × (C1

0 (R3)3)n → R
3(n+1−k)par :

Λk(c) =





















∫

B
ρ0(x)D̃k(x) dx

∫

B
ρ0(x)D̃k(x) ∧ D̃k+1(x) dx...

∫

B
ρ0(x)D̃k(x) ∧ D̃n(x) dx



















Chaque fon
tion Λk est analytique. Il en est don
 de même pour la fon
tion :
Λ =







Λ0...
Λn






: C1

0 (R3)3 × (C1
0 (R3)3)n → R

N ,ave
 N =
3

2
(n + 2)(n + 1).A�n de montrer que ∂cΛ(c) (la di�érentielle de Λ au point c) est surje
tive pour tout
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c ∈ C(n), on suppose qu'il existe 1

2(n + 2)(n + 1) ve
teurs α
j
i ∈ R

3 (0 6 i 6 j 6 n) telsque :
n
∑

i=0

〈αi, ∂cΛ(c) · ch〉 = 0 , ∀ ch ∈ C1
0 (R3)3 ×

(

C1
0 (R3)3

)n
, (7.2.2)ave
 αi =











αi
i

αi+1
i...

αn
i











∈ R
3(n+1−i) (pour tout i ∈ {0, . . . , n}).On note ch = (Dh

0 ,Dh) ∈ C1
0 (R3)3×

(

C1
0 (R3)3

)n ave
 D̃h
0 = Id +Dh

0 et Dh = (D̃h
1 , . . . , D̃h

n).En réorganisant les termes de la somme apparaissant dans l'équation (7.2.2), nous obtenons :
n
∑

k=0

∫

B
ρ0(x)

〈

D̃h
k(x) ,

k−1
∑

j=0

αk
j ∧ D̃j(x) + αk

k −
n
∑

j=k+1

α
j
k ∧ D̃j(x)

〉

dx = 0 .Comme 
ette identité doit être véri�ée pour tout (Dh
0 ,Dh) ∈ C1

0 (R3)3 ×
(

C1
0 (R3)

)3, on endéduit que pour tout k ∈ {0, . . . , n} :
∫

B
ρ0





k−1
∑

j=0

αk
j ∧ D̃j(x) + αk

k −
n
∑

j=k+1

α
j
k ∧ D̃j(x)



 dx = 0 . (7.2.3)On en déduit que αk
k = 0 pour tout k ∈ {0, . . . , n}. En 
onsidérant l'hypothèse 2 de laDé�nition 7.2.1, l'identité (7.2.3) ave
 k = 0 implique que α

j
0 = 0 pour tout j ∈ {1, . . . , n}.Ainsi, il ne reste plus de termes faisant intervenir D̃0 dans les autres équations et en invo-quant de nouveau l'hypothèse 2, nous obtenons que α

j
i = 0 pour 1 6 i < j 6 n.Par 
onséquent, l'égalité (7.2.2) implique que αi = 0 pour tout i ∈ {0, . . . , n} et l'appli
a-tion ∂cΛ(c) est surje
tive pour tout c ∈ Cρ0(n).Comme Λ est analytique, l'espa
e linéaire X = Ker ∂cΛ(c) est fermé.Soit Y un supplémentaire algébrique de X dans C1

0(R3)3 ×
(

C1
0 (R3)3

)n. On note PY laproje
tion linéaire sur Y suivant X.On remarque que Y est isomorphe à R
N et par 
onséquent est de dimension �nie (don
fermé) dans C1

0 (R3)3 ×
(

C1
0 (R3)3

)n.On dé�nit l'appli
ation analytique f : X × Y → R
N par f(x, y) = Λ(c + x + y).L'appli
ation ∂yf(0, 0) = ∂cΛ(c) ◦PY étant surje
tive, le théorème des fon
tions impli
ites(
.f. [Whi65℄ pour une version analytique dans les espa
es de Bana
h) assure l'existen
ed'un voisinage ouvert OX de 0 dans X, d'un voisinage ouvert OY de 0 dans Y et d'unefon
tion analytique g : OX → Y telle que g(0) = 0 et pour tout (x, y) ∈ OX × OY , lesdeux assertions suivantes sont équivalentes1. f(x, y) = 0 (en d'autres termes, c + x + y ∈ Cρ0(n)),2. y = g(x).La fon
tion analytique g donne un paramétrage lo
al de Cρ0(n) dans un voisinage de c.A�n de montrer que Cρ0(n) est 
onnexe par ar
s, on 
onsidère deux éléments c̃ = (D̃0, D̃)et ĉ = (D̂0, D̂) de Cρ0(n).On note X̃ = Id + D̃0, D̃ = (D̃1, . . . , D̃n) et X̂ = Id + D̂0, D̂ = (D̂1, . . . , D̂n).

D1
0(R

3) est un ouvert 
onnexe (
.f. Dé�nition 7.1.7), 
e
i implique qu'il est toujours possiblede 
hoisir un 
hemin t : [0, 1] 7→ D̄(t) ∈ D1
0(R

3) 
ontinu et linéaire par mor
eaux tel que
D̄(0) = D̃0 et D̄(1) = D̂0.



106 LE PROBLÈME DE CONTRÔLEEn e�et, soit 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1, une subdivision de l'intervalle [0, 1] telle que
t 7→ D̄(t) est linéaire sur 
haque sous-intervalle [tj , tj+1] (j ∈ {0, . . . , k − 1}). On note
X̄(t) = Id + D̄(t), D̄j = D̄(tj), X̄j = Id + D̄j (pour j ∈ {0, . . . , k}).Étant donné que C1

0 (R3)3 est un espa
e de Bana
h de dimension in�nie, il est toujourspossible de trouver par indu
tion W1, . . . ,Wn ∈ C1
0 (R3)3 tels que :1. Les familles :

{

〈W1|Σ,ek〉, . . . , 〈Wn|Σ,ek〉, 〈D̃1|Σ,ek〉, . . . , 〈D̃n|Σ,ek〉 , k ∈ {1, 2, 3}
}et {

〈W1|Σ,ek〉, . . . , 〈Wn|Σ,ek〉, 〈D̂1|Σ,ek〉, . . . , 〈D̂n|Σ,ek〉 , k ∈ {1, 2, 3}
}soient libres dans C1

0 (R3) ;2. Pour tout 
ouple d'éléments (V, V ′), pris dans une même famille on ait :
∫

B
ρ0(x)V (x) dx = 0 ,

∫

B
ρ0(x)V (x) ∧ V ′(x) dx = 0et ∫

B
ρ0(x)X̄j(x) ∧ V (x) dx = 0 (j ∈ {1, . . . , k}) .On dé�nit la fon
tion t ∈ [0, 1] 7→ Di(t) ∈ C1

0 (R3)3 par :
Di(t) =

{

(1− 2t)D̃i + 2t Wi si t ∈ [0, 1
2 ] ,

(2− 2t)Wi + (2t− 1)D̂i si t ∈]12 , 1] ,et on note D(t) =
(

D1(t), . . . ,Dn(t)
)

∈
(

C1
0 (R3)3

)n.Ainsi, la fon
tion c : [0, 1]→ C(n) donnée pour tout t ∈ [0, 1] par :
c(t) =















(

D̃0,D(3t
2 )
) si t ∈ [0, 1

3 ] ,
(

D0(3t− 1),D(1
2 )
) si t ∈]13 , 2

3 ] ,
(

D̂0,D(3t−1
2 )
) si t ∈]23 , 1] ,est une fon
tion 
ontinue telle que c(0) = c̃ et c(1) = ĉ.La démonstration du Corollaire suivant est similaire à 
elle du Théorème 7.2.3.Corollaire 7.2.4. Pour tout entier n > 1, l'ensemble C(n) est une sous-variété analytiqueplongée de C1

0(R3)3 ×
(

C1
0 (R3)3

)n × R
n de 
odimension 3

2(n + 2)(n + 1).On note par Π la proje
tion de C(n) sur D1
0(R

3) dé�nie par Π(c) = D0 pour tout
c = (D0,D) ∈ C(n). Le 
orollaire suivant est une 
onséquen
e dire
te des argumentsutilisés dans la démonstration du Théorème 7.2.3.Corollaire 7.2.5. Pour tout entier n > 1 et tout D0 ∈ Π

(

C(n)
), la se
tion Π−1({D0})est une sous-variété analytique plongée de {D0}×

(

C1
0 (R3)3

)n (identi�ée à (C1
0 (R3)3

)n) de
odimension 3
2n(n + 3).



PROBLÈME DE CONTRÔLE 1077.2.3 Analyse des matri
es Mc(s) et Nc(s)Dans 
e paragraphe, nous allons montrer le Théorème suivant :Théorème 7.2.6. Soit ρ0 ∈ L1(B) ave
 ρ0 positive et non identiquement nulle.Pour tout entier n > 1, les appli
ations :
Cρ0(n) → M6(R)

(c, s) 7→ Mc(s)
et Cρ0(n) → M6,n(R)

(c, s) 7→ Nc(s) ,sont analytiques.Démonstration. Pour tout c = (c, s) ∈ Cρ0(n), nous é
rivons, 
omme pré
édemment,
c =

(

D0, (D1, . . . ,Dn)
). Pour montrer l'analy
ité de c 7→ Mc(s), il su�t d'appliquer leLemme 6.2.4 ave
 ξ = D0+

n
∑

i=1

siDi et W 1,W 2 ∈ {ei , i ∈ {1, 2, 3}}∪{ei ∧Υ , i ∈ {1, 2, 3}}.Pour prouver l'analyti
ité de c 7→ Nc(s), il su�t de l'appliquer ave
 ξ = ϑ +
n
∑

i=1

siDi,
W 1 ∈ {ei ∧Υ , i ∈ {1, 2, 3}} ∪ {ei ∧Υ , i ∈ {1, 2, 3}} et W 2 ∈ {D1, . . . ,Dn}, où, 
ommedans le Lemme 6.2.4, nous avons noté Υ = Id + ξ.7.3 Problème de 
ontr�le7.3.1 Signature d'un nageur 
ontr�lableSoit ρ0 ∈ L1(B) ave
 ρ0 positive et non identiquement nulle et soit c ∈ Cρ0(n) �xé(pour un n > 1 donné). On rappelle que S(c) est le sous-espa
e 
onnexe de R

n 
ontenant
0 tel que (c, s) ∈ Cρ0(n).Soit (f1, . . . , fn) la base 
anonique de R

n, on peut voir la fon
tion t ∈ [0, T ] 7→ s(t) ∈ S(c)
omme la solution de l'équation di�érentielle ordinaire ṡ(t) =
n
∑

i=1

λi(t)fi où les fon
tions
λi : t ∈ [0, T ] 7→ λi(t) ∈ R sont les nouveaux 
ontr�les. On peut alors ré
rire les équationsde la dynamique du nageur (7.2.1) 
omme :





l(t)
ω(t)
ṡ(t)



 =

n
∑

i=1

λi(t)

(

−Mc

(

s(t)
)−1

Nc

(

s(t)
)

fi
fi

)

(t ∈ (0, T )) . (7.3.1)On remarque alors que s ne joue plus le r�le de 
ontr�le mais apparaît 
omme une variabled'état du système et que c ∈ C(n) est un paramètre de la dynamique du nageur. À la vuede (7.3.1), on introduit naturellement pour tout (c, s) ∈ Cρ0(n), les 
hamps de ve
teurs :
Yi(c, s) = −Mc(s)

−1Nc(s) fi ∈ R
6 (7.3.2)et pour ((c, s),h, R

)

∈ Cρ0(n)× R
3 × SO(3), on introduit le 
hamp de ve
teur :

Zi
c(h, R, s) =

(

RY1
i (c, s), RA

(

Y2
i (c, s)

)

, fi
)

∈ R
3 × TRSO(3)× R

n ,où nous avons noté Yi = (Y1
i ,Y

2
i ) ∈ R

3 × R
3.Ainsi, les équations (7.3.1) et (7.1.4b) peuvent être é
rites sous la forme d'un seul systèmedi�érentiel :

d

dt





h(t)
R(t)
s(t)



 =

n
∑

i=1

λi(t)Z
i
c(h, R, s) (t ∈ [0, T ]) . (7.3.3)



108 LE PROBLÈME DE CONTRÔLEOn note V(c) = R
3 × SO(3)× S(c). V(c) est une variété analytique 
onnexe.Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, et pour tout (h, R, s) ∈ V(c), on a :

Zi
c(h, R, s) ∈ R

3 × TRSO(3)× R
n = T(h,R,s)V(c) .On remarque que les appli
ations Z1

c , . . . ,Z
n
c sont des 
hamps de ve
teurs analytiques sur

V(c) 
onstants en h.On dé�nit Z(c) 
omme étant la famille des 
hamps de ve
teurs (Zi
c

)

i∈{1,...,n} sur V(c).Lemme 7.3.1. Soient n > 1 et c ∈ Cρ0(n) la signature d'un nageur. S'il existe ζ ∈ V(c)tel que dim Lieζ Z(c) = 6 + n, alors l'orbite engendrée par Z(c) obtenue à partir de toutpoint ζ ∈ V(c) est la variété V(c).Démonstration. On peut appliquer le Théorème de Rashevsky-Chow (
.f. [AS04℄).Si nous avons LieζZ(c) = TζV(c) pour tout ζ ∈ V(c) (ou plus pré
isément pour tout
(R, s) ∈ SO(3)× S(c) puisque Zi

c est indépendant de h), alors l'orbite de Z(c) à partir detout point de V(c) est égale à la variété V(c) entière.Nous allons don
 
al
uler le 
ro
het de Lie [Zi
c, Z

j
c](h, R, s) pour i, j ∈ {1, . . . , n} et

(h, R, s) ∈ R
3 × SO(3) × S(c). On obtient :

[Zi
c, Zj

c](h, R, s) =





R(Y1
i ∧Y2

j −Y1
j ∧Y2

i )(c, s)

RA
(

(Y1
i ∧Y1

j )(c, s)
)

0





+





R(∂siY
2
j − ∂sjY

2
i )(c, s)

RA
(

(∂siY
1
j − ∂sjY

1
i )(c, s)

)

0



 , (7.3.4)où nous avons utilisé les notations introduites par (7.3.2).Par indu
tion, nous pouvons montrer que les 
ro
hets de Lie à tout ordre en tout point
ζ ∈ Z(c) ont la même forme générale, 
'est-à-dire la matri
e R 0 0

0 R 0
0 0 In



 multipliée parun élément de T(0,I3,s)V(c).On en déduit que la dimension de l'algèbre de Lie en tout point de M(c) ne dépendque de s. Le Théorème de l'orbite (
.f. [AS04℄) assure que la dimension de l'algèbre de Lieest 
onstante sur 
haque orbite.En raison de la forme parti
ulière des 
hamps de ve
teurs Zi
c (dont les n dernières
omposantes forment une base de R

n), la proje
tion des orbites sur S(c) est S(c) entier.En d'autres termes, pour tout s ∈ S(c) et pour tout orbite de V(c), il existe un point del'orbite dont les n dernières 
omposantes sont s.On utilise maintenant l'hypothèse qu'il existe un point ζ = (h, R, s) ∈ V(c) tel que
dimLieζZ(c) = 6 + n.Le théorème de l'orbite implique alors qu'il existe au moins un point (hs, Rs, s) ∈ V(c) telque dimLie(hs,Rs,s)Z(c) = 6+n. Comme la dimension de l'algèbre de Lie est indépendantedes variables h et R, on en 
on
lut que dim LieζZ(c) = 6 + n pour tout ζ ∈ V(c).Dé�nition 7.3.2. Soit n > 1. On dit que c ∈ Cρ0(n) est 
ontr�lable s'il existe ζ ∈ V(c) telque dimLieζZ(c) = 6 + n.Il est évident que pour que c ∈ Cρ0(n) soit 
ontr�lable, on doit avoir n > 2. En parti-
ulier, nous avons le Théorème de la 
oquille Saint-Ja
ques (
.f. [Pur77℄) :



PROBLÈME DE CONTRÔLE 109Théorème 7.3.3 (Coquille Saint-Ja
ques). Soit c ∈ Cρ0(1), on note c = (D0,D1) et soient
T > 0 et s : [0, T ] → S(c) une fon
tion absolument 
ontinue telle que s(0) = s(T ). Alorstoute solution (h, R) du système (7.3.3) satisfait :

h(0) = h(T ) et R(0) = R(T ) .Démonstration. On rappelle que le système (7.3.3) est 
onstruit à partir du système (7.3.1).Ce dernier se ré
rit :
(

l(t)
ω(t)

)

= −ṡ(t)Mc

(

s(t)
)−1

Nc

(

s(t)
)

(t ∈ (0, T )) . (7.3.5)Dans le 
as 
onsidéré, s est à valeurs dans R
1. Soient P1 et P2 les fon
tions analytiquesdé�nies sur S(c) ⊂ R par :

Pi(s) =

∫ s

0
Yi(c, s) (s ∈ S(c)) ,ave
 −Mc(s)

−1Nc(s) =

(

Y1(c, s)
Y2(c, s)

)

∈ R
3 × R

3. Ainsi, (7.3.5) se ré
rit :
(

l(t)
ω(t)

)

=
d

dt

(

P1(s(t))
P2(s(t))

)

.On en déduit que la solution (h, R) du système (7.3.3) satisfait pour t ∈ [0, T ] :
ḣ(t) = R(t)

dP1(s(t))

dt
, (7.3.6a)

Ṙ(t) = R(t)A

(

dP2(s(t))

dt

)

. (7.3.6b)On note (h̃, R̃) la solution du système :
dh̃(s)

ds
= R̃(s)

dP1(s)

ds
,

dR̃(s)

ds
= R̃(s)A

(

dP2(s)

ds

)

.satisfaisant la 
ondition :
(

h̃(s(0)), R̃(s(0))
)

=
(

h(0), R(0)
)

.Alors il est 
lair que (h, R) = (h̃ ◦ s, R̃ ◦ s). Par 
onséquent, on a :
(

h(0), R(0)
)

=
(

h̃(s(0)), R̃(s(0))
)

=
(

h̃(s(T )), R̃(s(T ))
)

=
(

h(T ), R(T )
)

.Une preuve du résultat suivant peut être trouvée dans [CM11℄.Proposition 7.3.4. Soient n > 2 et c ∈ Cρ0(n) 
ontr�lable. On note c = (D0,D),
D = (D1, . . . ,Dn) et Xc(s) = Id + D0 +

n
∑

i=1

siDi pour tout s ∈ S(c).Alors pour toute fon
tion 
ontinue t ∈ [0, T ] 7→ (h̄(t), R̄(t), s̄(t)) ∈ R
3 × SO(3) × S(c) et



110 LE PROBLÈME DE CONTRÔLEpour tout ε > 0, il existe n fon
tions de 
lasse C1, λi : [0, T ] → R (i ∈ {1, . . . , n}) tellesque :
sup

t∈[0,T ]

(

|h̄(t)− h(t)|+ ‖R̄(t)−R(t)‖M(3) + ‖Xc

(

s̄(t)
)

−Xc

(

s(t)
)

‖C1
0 (R3)3

)

< ε ,

h(T ) = h̄(T ) , R(T ) = R̄(T ) et s(T ) = s̄(T ) ,où t ∈ [0, T ] 7→ (h(t), R(t), s(t)) ∈ V(c) est l'unique solution de l'équation di�érentielleordinaire (7.3.3) ave
 données initiales de Cau
hy :
h(0) = h̄(0) ∈ R

3 , R(0) = R̄(0) ∈ SO(3) et s(0) = s̄(0) ∈ S(c) .On donne i
i quelques propriétés élémentaires qui seront utiles ultérieurement.Proposition 7.3.5. Soit n > 2.1. Si c = (D0,D) ∈ Cρ0(n) est 
ontr�lable, ave
 D = (D1, . . . ,Dn) ∈
(

C1
0 (R3)3

)n, alorstout c+ = (D0,D+) ∈ Cρ0(n + 1) ave
 D+ = (D1, . . . ,Dn,Dn+1) ∈
(

C1
0 (R3)3

)n+1(pour tout Dn+1 ∈ Cm
0 (R3)3) est aussi 
ontr�lable.2. Si c = (D0,D) ∈ Cρ0(n) est 
ontr�lable, ave
 D = (D1, . . . ,Dn) ∈

(

C1
0 (R3)3

)n, alorspour tout D⋆ ∈
{

D0 +

n
∑

i=1

siDi , s ∈ S(c)
}, l'élément c⋆ = (D⋆,D) est un élémentde Cρ0(n) et est aussi 
ontr�lable.3. Si c = (D0,D) ∈ Cρ0(n) est 
ontr�lable, alors tous les points 
ontr�lables de la se
tion

Π−1({D0}) forment un ouvert dense de Π−1({D0}) (pour la topologie induite).4. Si Cρ0(n) 
ontient un élément 
ontr�lable, alors pour tout k > n, l'ensemble des élé-ments 
ontr�lables de Cρ0(k) est un ouvert dense de Cρ0(k) (pour la topologie induite).Démonstration. Les deux premières assertions sont triviales.Montrons le troisième point.Pour k ∈ N, on dé�nit Ek 
omme étant l'ensemble des 
hamps de ve
teurs sur V(c) obtenuspar des 
ro
hets de Lie d'ordre inférieur ou égal à k des éléments de Z(c). On 
onsidèreles déterminants des di�érentes familles de 6 + n éléments de Ek 
omme des fon
tionsanalytiques en D (les autres variables D0 et s = 0 étant �xées).Comme c est 
ontr�lable, il existe au moins un k et une famille de 6 + n éléments de Ekdont le déterminant est non nul. En e�et, le Corollaire 7.2.5 et les propriétés basiques surles fon
tions analytiques (
.f. [Whi65℄) assurent que le déterminant ne peut s'annuler quedans un ensemble fermé d'intérieur vide de la se
tion Π−1({D0}) (muni de la topologieinduite).La démonstration du dernier point est similaire.7.3.2 Constru
tion d'une signature 
ontr�lableDans 
e paragraphe, nous nous 
on
entrons sur le 
al
ul des 
ro
hets de Lie du premierordre, [Zi
c, Z

j
c](h, R, s) au point (h, R, s) = (0, I3,0), pour c = (0,D) ∈ Cρ0(4) (ainsi laforme du nageur au repos est la sphère unité).Comme pré
édemment, on note D = (D1, . . . ,Dn) (D1, . . . ,Dn seront spé
i�és ultérieure-ment) et s = (s1, . . . , s4) ∈ S(c).A�n de simpli�er les 
al
uls des 
ro
hets de Lie, nous allons utiliser les 
oordonnéessphériques et la forme des solutions introduite dans la Se
tion 6.3.
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riture de la solution de l'équation de Stokes sous la forme (6.3.2)est que les 
÷�
ients des matri
es Mc(s) et Nc(s) peuvent être fa
ilement déterminés.Pour 
e
i, on se réfère au Lemme 6.3.1.Lorsque le nageur est au repos (boule unité) et que les 
onditions limites pour u sont
ei ou ei∧x, les 
omposantes des ve
teurs de (6.3.6) sont les éléments de la matri
e Mc(0).Nous obtenons alors par le Lemme 6.3.1 que Mc(0) =

(

8πI3 0
0 4πI3

).De même, si la 
ondition limite est u = Di (i ∈ {1, . . . , 4}) sur la frontière du nageur, les
omposantes des ve
teurs de (6.3.6) sont les éléments de la matri
e Nc(0).Soient maintenant les 
hamps de ve
teur Di, pour i ∈ {1, . . . , 4} dé�nis par les formules
Di(ρ, θ, φ) = Vi(ρ, θ, φ)eρ ave
 :

V1(ρ, θ, φ) = χ(ρ)Re (Y3,1(cos θ, φ)) , (7.3.7a)
V2(ρ, θ, φ) = χ(ρ) Im (Y3,1(cos θ, φ)) , (7.3.7b)
V3(ρ, θ, φ) = χ(ρ)Re (Y3,2(cos θ, φ)) , (7.3.7
)
V4(ρ, θ, φ) = χ(ρ)Re (Y4,2(cos θ, φ)) , (7.3.7d)où χ est une fon
tion C∞ à support 
ompa
t sur [0,+∞[ ave
 χ(1) = 1.Ave
 
es 
hamps de déformation, nous obtenons Nc(0) = 0.En 
onsidérant l'identité (7.3.4), nous avons à 
al
uler pour tous i, j ∈ {1, . . . , 4},

∂siYj(c, s) − ∂sjYi(c, s) = Mc(s)
−1
[

(∂sj Mc(s)Yi(c, s) − ∂siMc(s)Yj(c, s))

+ (∂sj Nc(s)fi − ∂siNc(s)fj)
]

. (7.3.8)Pour déterminer 
omplètement 
es 
ro
hets de Lie, il faut don
 
al
uler les dérivées par-tielles des matri
es Mc et Nc. Ce
i est réalisé en appliquant le Lemme 6.2.5 ave
 les 
hampsde déformation Di (i ∈ {1, . . . , 4}) dé�nis par (7.3.7) et nous obtenons (à l'aide du logi
ielde 
al
ul formel maxima1) :
∂siMc(s)

∣

∣

∣

s=0
= 0 (i ∈ {1, . . . , 4})et

∂s1Nc(s)
∣

∣

∣

s=0
=





















0 0 0 0

0 0 −3
√

5

2
7
2

0

0 −3
8 0 0

0 0 0 −
√

3
√

5√
2
√

7

0 0 0 0
0 0 0 0





















,

∂s2Nc(s)
∣

∣

∣

s=0
=





















0 0 −3
√

5

2
7
2

0

0 0 0 0
3
8 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
√

3
√

5√
2
√

7

0 0 0 0





















,1Voir le lien : http://www.ie
n.u-nan
y.fr/~lohea
/, rubrique 
odes.

http://www.iecn.u-nancy.fr/~loheac/
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∂s3Nc(s)

∣

∣

∣

s=0
=























0 3
√

5

2
7
2

0 0

3
√

5

2
7
2

0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 −2
√

3√
7























,

∂s4Nc(s)
∣

∣

∣

s=0
= 0 .On se �xe dès à présent ρ0 = 1 et on note C(n) l'ensemble C1(n). On déduit des 
al
ulspré
édents et du quatrième point de la Proposition 7.3.5, le résultat suivant :Proposition 7.3.6. Pour tout n > 4, l'ensemble des points 
ontr�lables de C(n) est unouvert dense de C(n).7.4 Résultats de 
ontr�labilitéComme pré
édemment, on se �xe ρ0 = 1 et on note C(n) = Cρ0(n).Nous énonçons maintenant deux résultats de 
ontr�labilité pour le système (7.1.4).Théorème 7.4.1 (Nage syn
hronisée). Soient les données suivantes :1. une fon
tion D̄ ∈ A (la forme de référen
e du nageur) ;2. une fon
tion 
ontinue t ∈ [0, T ] 7→ (h̄(t), R̄(t)) ∈ R

3 × SO(3) (la traje
toire deréféren
e à suivre).Alors, pour tout ε > 0, il existe une fon
tion t ∈ [0, T ] 7→ D(t, ·) ∈ A (les 
hangements deforme réels), (pouvant être 
hoisie analytique) telle que :
D(0, ·) = D̄(0, ·) , D(T, ·) = D̄(T, ·) et

sup
t∈[0,T ]

(

|h̄(t)− h(t)|+ ‖R̄(t)−R(t)‖M3(R) + ‖D̄(t, ·)−D(t, ·)‖C1
0 (R3)3

)

< ε ,où t ∈ [0, T ] 7→ (h(t), R(t)) ∈ R
3 × SO(3) est l'unique solution au système (7.1.4) asso
iéau 
ontr�le D et muni des 
onditions initiales h(0) = h̄(0) et R(0) = R̄(0).On rappelle que A est l'ensemble des déformations admissibles introduit dans la Dé�-nition 7.1.7.Ce théorème assure que n'importe quel nageur tridimensionnel peut suivre à ε prèsn'importe quelle déformation tout en suivant (à ε près) un 
hemin rigide pres
rit.Ce résultat peut sembler surprenant. En e�et, les déformations du nageur sont a priori les
ontr�les du système, or le Théorème 7.4.1 a�rme que 
e �
ontr�le� peut être pres
rit (à εprès).L'astu
e provient de la 
ontr�labilité appro
hée. En e�et, nous allons montrer que l'ajout, àla déformation pres
rite, de déformations du nageur arbitrairement petites su�t à 
ontr�lerle mouvement rigide du nageur.
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as où au
une déformation du nageur n'est pres
rite, nous avons le résultat :Théorème 7.4.2 (Nage libre). Soient les données suivantes :1. Une fon
tion D̄0 ∈ D1
0(R

3) telle que ∫
B

D̄0(x) dx = 0 (la forme de référen
e dunageur au repos) ;2. Une fon
tion 
ontinue t ∈ [0, T ] 7→ (h̄(t), R̄(t)) ∈ R
3 × SO(3) (la traje
toire deréféren
e).Alors pour tout ε > 0, il existe une fon
tion D0 ∈ D1

0(R
3) (la forme réelle au repos) telleque :

∫

B

(

x + D0(x)
)

dx = 0 , ‖D̄0 −D0‖D1
0(R3) < εet pour presque tout quadruplet (D1, . . . ,D4) ∈

(

C1
0 (R3)3

)4 satisfaisant :
∫

B
Di(x) dx = 0 ,

∫

B

(

x + D0(x)
)

∧Di(x) dx = 0et ∫

B
Di(x) ∧Dj(x) dx = 0 (i, j ∈ {1, . . . , 4}) ,il existe une fon
tion t ∈ [0, T ] 7→ s(t) = (s1(t), . . . , s4(t))

⊤ ∈ R
4 (pouvant être 
hoisieanalytique) telle qu'en prenant D(t, ·) = D0 +

4
∑

i=1

si(t)Di ∈ D1
0(R

3) 
omme 
ontr�le dansla dynamique (7.1.4), nous obtenons :
sup

t∈[0,T ]

(

|h̄(t)− h(t)|+ ‖R̄(t)−R(t)‖M3(R)

)

< ε ,où t ∈ [0, T ] 7→ (h(t), R(t)) ∈ R
3 × SO(3) est l'unique solution de l'équation di�érentielleordinaire (7.1.4) munie des 
onditions initiales h(0) = h̄(0) et R(0) = R̄(0).En d'autres termes, 
e théorème assure qu'à une perturbation près sur la forme dunageur au repos, n'importe quel nageur tridimensionnel peut nager par le biais de quatremouvements de base a

eptables.La démonstration de 
es deux résultats est basée sur les idées suivantes :1. On identi�e une famille de paramètres né
essaire pour 
ara
tériser le nageur et sanage. Ces paramètres sont la signature du nageur pré
édemment introduite. Ils 
orres-pondent à la forme au repos du nageur et à un nombre �ni de mouvements basiquessatisfaisant les 
ontraintes d'autopropulsion (7.1.6). On rappelle que l'ensemble dessignatures C(n) est une sous-variété 
onnexe (de dimension in�nie) d'un espa
e deBana
h.2. Le fait que le nageur est 
apable de suivre approximativement n'importe quelle tra-je
toire rigide donnée (tout en restant pro
he d'une fon
tion de forme imposée) seraune 
onséquen
e du Théorème des zéros isolés pour les fon
tions analytiques. Cettefon
tion analytique est le déterminant de 
ertains 
hamps de ve
teurs et de 
ertainsde leurs 
ro
hets de Lie. Nous utiliserons alors les résultats 
lassiques du 
ontr�legéométrique.3. Par un 
al
ul dire
t, nous montrerons qu'au moins un nageur répond au problème de
ontr�le. C'est-à-dire qu'il existe une signature de nageur 
ontr�lable. Les propriétésélémentaires des fon
tions analytiques nous permettrons de 
on
lure que presquetoutes les signatures sont 
ontr�lables.



114 LE PROBLÈME DE CONTRÔLENous allons voir que la démonstration du Théorème 7.4.2 est 
ontenue dans 
elle duThéorème 7.4.1. Par 
onséquent, nous ne donnerons que 
elle de 
e dernier.Démonstration du Théorème 7.4.1. Pour tout n ∈ N
∗ et tout c ∈ C1

0 (R3)3 ×
(

C1
0 (R3)3

)n,ave
 c = (D0,D) et D = (D1, . . . ,Dn), on note :
‖c‖C(n) =

n
∑

i=0

‖Di‖C1
0 (R3)3 .Soient ε > 0 et les fon
tions dé�nies dans l'énon
é du Théorème,

t ∈ [0, T ] 7→ D̄(t, ·) ∈ D1
0(R

3) , t ∈ [0, T ] 7→ (h̄(t), R̄(t)) ∈ R
3 × SO(3) .Le Lemme 7.1.8 assure que l'on peut supposer que D̄ ∈ Cω

(

[0, T ],D1
0(R3)

)

∩ A 
ar 
etensemble est un sous-espa
e dense de A.La démonstration de 
e Théorème est divisée en trois points :� Le premier point est une perturbation de la forme au repos du nageur a�n de lerendre 
ontr�lable.� Le deuxième donne la 
onstru
tion d'un 
ontr�le 
ontinu (et C1 par mor
eaux), 
e
ontr�le est obtenu en 
onstruisant une subdivision adaptée de [0, T ].� Le dernier point est une régularisation du 
ontr�le 
onstruit lors de la deuxièmeétape.Soit δ > 0 �xé ultérieurement.
• Perturbation initiale du nageur.Dans 
ette partie, nous allons montrer que le nageur est 
apable de modi�er légèrementsa forme au repos pour devenir 
ontr�lable.Soient D̄1

0 = D̄(0, ·) et D̄1
1 = ∂tD̄(0, ·), deux éléments de C1

0 (R3)3. Il est toujourspossible de trouver trois éléments D̄1
2, D̄

1
3 , D̄

1
4 ∈ C1

0 (R3)3 tels que les 
ontraintes d'auto-propulsion (7.1.6) soient satisfaites et tels que c̄1 =
(

D̄1
0, (D̄

1
1 , . . . , D̄

1
4)
)

∈ C(4).La Proposition 7.3.6 assure de plus que pour tout δ > 0 il est possible de trouver unélément c1 =
(

D1
0, (D

1
1 ,D

1
2 ,D

1
3,D

1
4)
)

∈ C(4) 
ontr�lable tel que ‖c̄1 − c1‖C(4) < δ. De plus,
c1 peut être 
hoisi de sorte qu'il existe une fon
tion admissible (i.e. satisfaisant (7.1.6)) etrégulière, t ∈ [−1, 0] 7→ D0(t, ·) ∈ D1

0(R
3), telle que D0(−1, ·) = D̄1

0 et D0(0, ·) = D1
0. C'est-à-dire que le nageur peut modi�er sa forme de D̄1

0 vers D1
0, via un mouvement satisfaisantles 
ontraintes d'autopropulsion sur l'intervalle de temps [−1, 0].Plus pré
isément, soit ĉ1 = (D̂1

0, D̂1) ∈ C(4) un point 
ontr�lable tel que ‖c̄1 − ĉ1‖C(4)soit petit. On dé�nit alors pour tout t ∈ [−1, 0], D̃0(t, ·) = D̄1
0 + (1 + t)(D̂1

0 − D̄1
0). Comme

D1
0(R

3) est ouvert, on obtient que pour ‖D̂1
0 − D̄1

0‖C1
0 (R3)3 su�samment petit, D̃0(t, ·) estun élément de D1

0(R
3) pour tout t ∈ [−1, 0].À 
e stade, nous avons dé�ni un 
hemin reliant la forme initiale représentée par D̄1

0 versla forme représentée par D̂1
0 . Cependant, 
e 
hemin n'est pas né
essairement un 
heminadmissible (au sens où D̃0 n'est pas né
essairement un élément de A). Toutefois, la Propo-sition 7.1.6 assure l'existen
e d'une fon
tion Q0 ∈ AC

(

[−1, 0],SO(3)
) et un fon
tion deforme admissible D0 ∈ W 1,1

(

[−1, 0],D1
0(R3)

) telle que t 7→ X0(t, ·), est un 
hemin reliant
X̄1 (en t = −1) à un 
ertain X1 (en t = 0) satisfaisant X1 = Q0(0)X̂

1. I
i, on a dé�nit
X0 pour tout t ∈ [−1, 0] × R

3 par X0(t, x) = x + D0(t, x) et X̄1 par X̄1(x) = x + D̄1
0(x)(pour tout x ∈ R

3).Une le
ture attentive de la démonstration de la Proposition 7.1.6 permet d'a�rmer que
‖Q0−I3‖C([−1,0],M3(R)) et ‖D0−D̄1

0‖W 1,1
(

[−1,0],D1
0(R3)

) tendent vers 0 (i
i D̄1 est vu 
omme
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tion 
onstante en temps) quand ‖D̂1 − D̄1‖C1
0 (R3)3 tend vers 0.On pose alors :

D1
0 = X1 − Id et D1

i = Q0(0)D̂
1
i pouri ∈ {1, . . . , 4}et on observe que l'élément c1 =

(

D1
0, (D

1
1 , . . . ,D

1
4)
)

∈ C(4) ainsi 
onstruit 
onvient.De plus, la Proposition 7.1.2 assure que ‖D̂1
0− D̄1

0‖C1
0 (R3)3 peut toujours être 
hoisi suf-�samment petit de sorte que le 
ontr�le D0 engendre un dépla
ement rigide

t ∈ [−1, 0] 7→ (h0(t), R0(t)) ∈ R
3 × SO(3) satisfaisant :

sup
t∈[−1,0]

(

|h0(t)− h̄(0)|+ ‖R0(t)− R̄(0)‖M3(R) + ‖D0(t, ·) − D̄1
0‖C1

0 (R3)3

)

<
δ

4
.Finalement, on remarque que 
ette étape de perturbation initiale e�e
tuée sur l'inter-valle [−1, 0] peut être ramenée sur un intervalle en temps arbitrairement petit par le biaisd'un 
hangement d'é
helle en temps.

• Constru
tion d'un 
ontr�le 
ontinu et C1 par mor
eaux.On reprend i
i les notations du point pré
édent, en parti
ulier pour les éléments c̄1 et
c1 de C(4).Comme la fon
tion t 7→ ∂tD̄(t, ·) est 
ontinue sur l'intervalle 
ompa
t [0, T ], elle estuniformément 
ontinue. Ainsi, pour tout ν > 0, il existe δν > 0 tel que |t − t′| 6 δνimplique ‖∂tD̄(t, ·)− ∂tD̄(t′, ·)‖C1

0 (R3)3 < ν.On 
onstruit alors une subdivision 0 = t1 < t2 < · · · < tk = T de l'intervalle [0, T ] telleque |tj+1 − tj| < δν pour tout j ∈ {1, . . . , k − 1}.On se 
on
entre sur l'intervalle [t1, t2]. Pour tout t ∈ [t1, t2], nous avons l'estimation :
‖D̄(t, ·)− (D1

0 + (t− t1)D
1
1)‖C1

0 (R3)3 6 ‖D̄(t, ·) − (D̄1
0 + (t− t1)D̄

1
1)‖C1

0 (R3)3

+ ‖D̄1
0 −D1

0‖C1
0 (R3)3 + (t− t1)‖D̄1

1 −D1
1‖C1

0 (R3)3 .D'une part, nous avons pour tout t ∈ [t1, t2] :
‖D̄(t, ·)− (D̄1

0 + (t− t1)D̄
1
1)‖C1

0 (R3)3 < ν|t− t1| .D'autre part, on peut supposer sans restri
tion que δν < 1. Ainsi pour tout t ∈ [t1, t2] :
‖D̄1

0 −D1
0‖C1

0 (R3)3 + (t− t1)‖D̄1
1 −D1

1‖C1
0 (R3)3 6

δ

2
.Notons D̄2

0 = D̄(t2, ·). Il est toujours possible de 
ompléter D̄2
1 = ∂tD̄(t2, ·) par les 
hampsde ve
teurs D̄2

2 , D̄2
3 et D̄2

4 de sorte que c̄2 =
(

D̄2
0, (D̄

2
1 , . . . , D̄

2
4)
)

∈ C(4).On dé�nit aussi D2
0 = D1

0 + (t2 − t1)D
1
1 .Pour tout t ∈ [t1, t2], la Proposition 7.3.5 assure que la signature du nageur donnée par

c1(t) =
(

D1
0 +(t− t1)D

1
1,D1

) est 
ontr�lable. En parti
ulier, pour t = t2, il existe un entier
k et une famille de dix 
hamps de ve
teurs (dix est la dimension de R

3×SO(3)×S
(

c1(t2)
))de Ek (l'ensemble des 
ro
hets de Lie d'ordre inférieur ou égal à k) tels que le déterminantde 
ette famille est non nul.Le Corollaire 7.2.5 assure que l'ensemble Π−1({D2

0}) est une sous-variété analytique de
(

C1
0 (R3)3

)4. Par 
onséquent 
e déterminant (vu 
omme une fon
tion analytique en D1)s'annule au plus sur un sous-ensemble fermé d'intérieur vide de Π−1({D2
0}) (pour la topolo-gie induite). Il est don
 possible de trouver D2 ∈

(

C1
0 (R3)3

)4 tel que la signature du nageur
c2 = (D2

0,D2) est 
ontr�lable et :
∥

∥c̄2 − c2
∥

∥

C(4)
<

(

δ

2
+ ν(t2 − t1)

)

+
δ

4
.
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Par ré
urren
e, on peut 
onstruire c̄j et cj (j ∈ {1, . . . , k}) tels que :1. ∥∥c̄j − cj

∥

∥

C(4)
6

δ

2
+

k
∑

i=2

(

δ

2i
+ ν(ti − ti−1)

)

< δ + νT ;2. Toutes les signatures de nageurs, cj , sont 
ontr�lables.On 
hoisit maintenant δ et ν de sorte que δ + νT <
ε

4
et on dé�nit la fon
tion 
ontinue eta�ne par mor
eaux, t ∈ [0, T ] 7→ D̃(t, ·) ∈ D1

0(R
3), par :

D̃(t, ·) = Dj
0 + (t− tj)D

j
1 (t ∈ [tj , tj+1] , j ∈ {1, . . . , k − 1}) .On remarque que pour tout t ∈ [0, T ], ‖D̄(t, ·)− D̃(t, ·)‖C1

0 (R3)3 <
ε

2
.La Dé�nition 7.3.2 et la Proposition 7.3.4 assurent que sur tout intervalle [tj , tj+1](j ∈ {1, . . . , k − 1}), il existe quatre fon
tions λj

1, . . . , λ
j
4 ∈ C1([tj , tj+1], R) telles que lasolution (hj, Rj , sj) : [tj , tj+1] → R

3 × SO(3) × R
4 de l'équation di�érentielle ordinaire(7.3.3) munie des 
hamps de ve
teurs Zi

cj(h
j, Rj , sj) et des 
onditions initiales :

h1(t1) = h0(0) , R1(t1) = R0(0) ,

hj(tj) = h̄(tj) , Rj(tj) = R̄(tj) (pour j ∈ {2, . . . , k − 1}) et
sj(tj) = 0 (pour j ∈ {1, . . . , k − 1}) ,satisfait :1. sup

t∈[tj ,tj+1]

(

|h̄(t)− hj(t)|+ ‖R̄(t)−Rj(t)‖M3(R) + ‖D̃(t, ·)−Dj(t, ·)‖C1
0 (R3)3

)

<
ε

4
,ave
 Dj(t, ·) = Dj

0 +
4
∑

i=1

s
j
i (t)D

j
i ;2. hj(tj+1) = h̄(tj+1), Rj(tj+1) = R̄(tj+1) et sj(tj+1) = (tj+1 − tj, 0, 0, 0)

⊤.Munies de 
es données, les fon
tions t ∈ [−1, T ] 7→ D̆(t, ·) ∈ D1
0(R

3), h̆ : [−1, T ] → R
3 et

R̆ : [−1, T ]→ SO(3) dé�nies par :
D̆(t, ·) = Dj(t, ·) , h̆(t) = hj(t) et R̆(t) = Rj(t) (t ∈ [tj , tj+1] , j ∈ {0, . . . , k − 1})(où l'on a noté t0 = −1) sont 
ontinues et C1 par mor
eaux.
• Régularisation de la fon
tion de 
ontr�le.Par un 
hangement de variable évident en temps, nous obtenons un 
ontr�le, toujoursnoté D̆, sur l'intervalle de temps [0, T ]. Nous rappelons que le premier intervalle en temps
[−1, 0] peut être réduit autant que né
essaire de sorte que l'estimation :

sup
t∈[0,T ]

(

|h̄(t)− h̆(t)|+ ‖R̄(t)− R̆(t)‖M3(R) + ‖D̄(t, ·) − D̆(t, ·)‖C1
0 (R3)3

)

<
ε

2
,reste vraie après le 
hangement de variable en temps.Nous utilisons alors le Lemme 7.1.8 et la Proposition 7.1.2 pour 
on
lure à l'existen
ed'une fon
tion analytique t ∈ [0, T ] 7→ D(t, ·) ∈ D1

0(R
3) satisfaisant (7.1.6) et telle que :

sup
t∈[0,T ]

(

|h(t)− h̆(t)|+ ‖R(t)− R̆(t)‖M3(R) + ‖D(t, ·) − D̆(t, ·)‖C1
0 (R3)3

)

<
ε

2
,ave
 (h, R) : [0, T ] 7→ R

3 × SO(3) la solution du système (7.1.4) muni de la 
onditioninitiale (h(0), R(0)) = (h̄(0), R̄(0)) et du 
ontr�le D.Ce
i a
hève la démonstration.
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on
entrons maintenant sur la 
ontr�labilité en temps optimal du problème.Pour 
ela, nous allons re
her
her le 
ontr�le D sous la forme d'une 
ombinaison linéaire�nie de déformations élémentaires, 
'est-à-dire sous la forme :
D(t, ·) = D0 +

n
∑

i=1

si(t)Di (t ∈ [0, T ]) , (7.4.1)ave
 :� t ∈ [0, T ] 7→ s(t) =
(

s1(t), . . . , sn(t)
)⊤ ∈ R

n est un élément de L1([0, T ], Rn) ;� ∫
B

D(t, x) dx = 0 ;� (D1, . . . ,Dn) ∈
(

C1
0 (R3)3

)n est une famille de n 
hamps de ve
teurs �xée satisfaisantpour tous i, j ∈ {1, . . . , n} :
∫

B
Di(x) dx = 0 ,

∫

B

(

x + D0(x)
)

∧Di(x) dx = 0 et ∫

B
Di(x) ∧Dj(x) dx = 0 .Nous obtenons le résultat suivant :Théorème 7.4.3 (Existen
e d'un 
ontr�le optimal). On se donne une fon
tion 
ontinue

J : R
3 × SO(3)×D1

0(R
3)× C1

0(R3)3 → R, 
onvexe par rapport à sa troisième variable.Soit K un 
ompa
t de R
n.Soient (h0, R0,D0) et (h1, R1,D1) deux éléments de R

2 × SO(3)×D1
0(R

3) tels qu'il existeune fon
tion D satisfaisant :1. D a la forme donnée dans (7.4.1) ave
 s(t) ∈ K pour presque tout t ∈ [0, T ] ;2. D(0, ·) = D0, D(T, ·) = D1 ;3. D envoie la 
ondition initiale (h0, R0) (en t = 0) vers la 
ondition �nale (h1, R1)(en t = T ), par le biais du système dynamique (7.1.4).Alors parmi toutes les fon
tions de 
ontr�le satisfaisant les trois 
onditions énon
ées, ilexiste un 
ontr�le optimal D⋆ minimisant le 
oût :
∫ T

0
J
(

h(t), R(t),D(t, ·), Ḋ(t, ·)
)

dt .Ce résultat est une 
onséquen
e dire
te du Théorème de Filippov (
.f. [AS04, Chap. 10℄).





Chapitre 8Cas de la nage en symétrie axiale
Sommaire8.1 Résultats de 
ontr�labilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1198.1.1 Système dans le 
as d'une symétrie axiale . . . . . . . . . . . . . 1198.1.2 Contr�labilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1228.1.3 Contr�labilité en temps optimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1258.2 Problème appro
hé et 
ontr�le en temps optimal . . . . . . . . 1268.3 Expérimentation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1318.3.1 Approximation du problème de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . 1318.3.2 Re
her
he d'un 
ontr�le en temps optimal . . . . . . . . . . . . . 133Dans 
e 
hapitre, nous reprenons les résultats du 
hapitre pré
édent dans le 
as d'unnageur à symétrie axiale. L'ensemble de 
e 
hapitre est prin
ipalement issu de l'arti
le é
riten 
ollaboration ave
 J.-F. S
heid et M. Tu
snak, [LST℄. Aussi, 
ertaines notations ont étémodi�ées dans le but de 
onserver la 
ohéren
e ave
 les 
hapitres pré
édents.Dans 
e 
hapitre, nous donnons la version en symétrie axiale des résultats du Chapitre 7.Aussi, il est à noter que dans le 
as 
onsidéré la démonstration de la 
ontr�labilité est plusélémentaire que dans le 
hapitre pré
édent. Nous donnerons en parti
ulier un résultat de
ontr�labilité en temps optimal.Nous donnerons aussi des résultats sur le temps optimal pour un système appro
hant lesystème modélisant la nage. Ce système appro
hé reste pro
he du système de la nage tantque l'amplitude des déformations reste petite. Ce
i motive l'ajout d'une 
ontrainte sur lesdéformations au problème de 
ontr�le.Nous terminerons alors 
e 
hapitre par une étude numérique du problème de 
ontr�le entemps optimal. Pour 
ela, nous donnerons une méthode numérique pour le 
al
ul de la solu-tion du problème de Stokes en domaine extérieur, puis une méthode pour la re
her
he d'un
ontr�le en temps optimal. Cette méthode utilisera les résultats obtenus dans le Chapitre 2.8.1 Résultats de 
ontr�labilité8.1.1 Système dans le 
as d'une symétrie axialeDans 
ette se
tion et dans la suite de 
e 
hapitre, on suppose que la forme au repos dunageur est la sphère unité B de R

3 et que sa densité de masse est 
onstante (ρ0 = 1). Deplus, nous ne 
onsidérons plus que des déformations à symétrie axiale X(t, ·) de la sphèreunité. 119



120 CAS DE LA NAGE EN SYMÉTRIE AXIALEPlus pré
isément, via l'utilisation de 
oordonnés sphériques (ρ, θ, φ) ∈ R+ × [0, π]× [0, 2π[(
.f. Fig. 8.1), X s'é
rit sous la forme :
X(t, x) =

(

1 + χ(|x|) r
(

t, cos θ(x)
))

x (t ∈ [0, T ], x ∈ B) , (8.1.1)ave
 χ : [0,+∞[→ [0, 1] une fon
tion C∞ à support 
ompa
t dans ]0,+∞[ ave
 χ = 1 dansun voisinage de {1}, r ∈ C∞([0, T ] × [−1, 1], R
) et θ la fon
tion qui asso
ie à x ∈ R

3 sonangle 
orrespondant θ(x) ∈ [0, π] (
.f. Fig. 8.1).
θ

e2

e1

φ

eφ

eθ

eρ

e3

0

Fig. 8.1 � Rappel des 
oordonnées sphériques utilisées.On note par Jac X(t, ·) le déterminant de la matri
e Ja
obienne du 
hamp X(t, ·) etpar ρ(t, ·) le 
hamp de densité de masse sur B(t) = X(t, ·)(B). Comme dans le 
hapitrepré
édent, on dé�nit ρ par :
ρ(t, x) =

1

Jac (X(t, ·))
(

X(t, ·)−1(x)
) (x ∈ B(t)) . (8.1.2)Soient (Pi)i>0 les polyn�mes de Legendre. On rappelle que 
es polyn�mes forment unebase orthogonale de L2([−1, 1]). Le résultat suivant indique que la déformation dé�nie par(8.1.1) satisfait les 
onditions d'autopropulsion (7.1.6), sous 
ertaines hypothèses sur r.Proposition 8.1.1. On suppose que pour tout t ∈ [0, T ] on a r(t, ·) orthogonal à {P0, P1}(au sens L2) et que

r(t, ζ) > −1 (t ∈ [0, T ], ζ ∈ [−1, 1]) . (8.1.3)Alors, les propriétés suivantes ont lieu :� Pour tout t ∈ [0, T ], le 
hamp de déformation X(t, ·) est un di�éomorphisme de Bsur X(t, ·)(B) et
0 < Jac X(t, ·)(x) (t ∈ [0, T ], x ∈ B) . (8.1.4)De plus, X(t, ·)(B) est un domaine borné à frontière Lips
hitzienne pour tout t ∈

[0, T ].� Le 
entre de masse est �xe :
0 =

∫

B(t)
ρ(t, x)xdx (t ∈ [0, T ]) . (8.1.5)



RÉSULTATS DE CONTRÔLABILITÉ 121� Le moment angulaire est 
onstant :
0 =

∫

B(t)
ρ(t, x)Ẋ

(

t,X(t, ·)−1(x)
)

∧ xdx (t ∈ [0, T ]) . (8.1.6)La démonstration de 
ette proposition résulte de l'orthogonalité L2 des polyn�mes deLegendre. Cependant, nous ne la donnerons pas i
i. En e�et, 
e résultat n'est pas importantpour le reste de l'étude dans 
e 
hapitre 
ar nous allons imposer que la déformation dunageur est périodique. Nous rentrons alors dans le 
adre de la Remarque 7.1.5.Les relations (8.1.5) et (8.1.6) 
orrespondent aux 
onditions d'autopropulsion. On rappelleque 
es 
onditions sont naturelles dans le 
as de la nage dans un �uide dont le nombre deReynolds est non négligeable.Dans notre 
as, i.e. 
as Reynolds nul et t 7→ X(t, ·) périodique, 
es 
onditions sont inutilespour le problème de 
ontr�le que nous allons 
onsidérer. Pour une démonstration de 
efait, on se réfère à la Proposition 7.1.4.En d'autres termes, le problème de 
ontr�le 
onsidéré est indépendant du 
hoix de la jauge.Ainsi, La Proposition 8.1.1 
i-dessus n'a d'autre intérêt que de donner un sens physiqueaux variables du problème. Cependant, l'hypothèse (8.1.3) est importante. En e�et, elleassure que X(t, ·) est un di�éomorphisme de la boule unité.Il est évident que la symétrie axiale implique que R(t) est 
onstant et que h(t) est portépar e3 (l'axe de symétrie) pour tout t. On note alors h(t) = h(t)e3.Suite à 
es remarques, le pendant en symétrie axiale du système dynamique (7.1.3) est lesuivant :
0 = M(t)ḣ(t) + N(t) . (8.1.7)Dans 
e 
as M(t) et N(t) sont des s
alaires. Plus pré
isément, on a, ave
 les notations duparagraphe 7.1.4,

M(t) = ΦF (t)

(

u3(t, ·)u3(t, ·)
) et N(t) = ΦF (t)

(

u3(t, ·),ud(t, ·)
)

. (8.1.8)On rappelle que Φ est dé�nie par (6.1.3) et que u3(t, ·) ∈ W 1
0

(

F (t)
)3 (resp. ud(t, ·) ∈

W 1
0

(

F (t)
)3) est la solution du problème de Stokes homogène posé sur F (t) muni de la
ondition limite u3(t, x) = e3 (resp. ud(t, x) = ∂tX(t, ·)(X(t, x)−1)) pour tout x ∈ ∂B(t).Comme dans le 
as général, M(t) est non nul. Il est 
lair que M(t) et N(t) sont indépen-dantes de h(t) et 
omme il n'y a pas de rotation dans 
e système, les équations (7.1.4b)�disparaissent� dans le 
as à symétrie axiale.On munit l'équation di�érentielle (8.1.7) de la 
ondition initiale :

h(0) = 0 . (8.1.9)L'existen
e d'une solution h au système (8.1.7) et (8.1.9) et son uni
ité sont élémen-taires.Lemme 8.1.2. On suppose que la fon
tion régulière r satisfait (8.1.3). Alors il existe uneunique solution h ∈ C∞([0, T ], R) au système (8.1.7), (8.1.9).Ce Lemme est le pendant en symétrie axiale de la Proposition 7.1.2. Sa démonstrationest aisée.Démonstration. En utilisant la Proposition 8.1.1 et le Théorème 7.2.6, nous obtenons quel'appli
ation :
t 7→ N(t)

M(t)
,
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lasse C∞ sur [0, T ].Par 
onséquent, il existe une unique solution h ∈ C∞([0, T ], R) au système (8.1.7), (8.1.9)qui est donnée par :
h(t) = −

∫ t

0

N(τ)

M(τ)
dτ (t ∈ [0, T ]) . (8.1.10)8.1.2 Contr�labilitéDans 
e paragraphe, nous allons montrer la 
ontr�labilité du problème suivant :Problème 8.1.3. Étant donné h1 ∈ R

∗, existe-t-il T > 0 et une fon
tion de 
lasse C∞

t ∈ [0, T ] 7→ r(t, ·) ∈ C∞([−1, 1], R) tels que la solution du problème (8.1.7), (8.1.9)satisfait :� h(T ) = h1 ;� r(0, ·) = r(T, ·) = 0 ;� Pour tout t ∈ [0, t], r(t, ·) ∈ {P0, P1}⊥ et inf
(t,x)∈[0,T ]×[−1,1]

r(t, x) > −1 ;� Pour tout t ∈ [0, T ] et tout ζ ∈ [−1, 1], |ṙ(t, ζ)| < 1.La deuxième 
ondition signi�e que l'on re
her
he une déformation du nageur périodique.Comme dans le 
hapitre pré
édent, a�n de montrer le résultat de 
ontr�labilité, nousallons nous ramener temporairement à un système de dimension �nie pour lequel la formedu nageur, qui apparaissait jusqu'à présent 
omme un 
ontr�le du système, apparaît main-tenant 
omme une variable d'état du système. Dans 
e but, nous dé�nissons :
Di(x) = χ(|x|)Pi+1

(

cos θ(x)
)

x (i > 1 , x ∈ B) , (8.1.11)où χ : [0,+∞[→ [0, 1] est une fon
tion C∞ à support 
ompa
t dans ]0,+∞[ ave
 χ = 1dans un voisinage de {1}, (Pi)i∈N sont les polyn�mes de Legendre et (ρ(x), θ(x), φ(x)
)

∈
R
∗
+× [0, π]× [0, 2π[ sont les 
oordonnées sphériques asso
iées au point x (
.f. Fig. 8.1). Onnote que toute sous-famille �nie de {Di}i∈N∗ satisfait les hypothèses de la Dé�nition 7.2.1.Pour la suite de 
e 
hapitre, on se donne pour n ∈ N

∗ l'élément :
c =

(

0, (D1, . . . ,Dn)
)

∈ C(n) . (8.1.12)On rappelle que Cρ0(n) a été introduit dans la Dé�nition 7.2.1 et que C(n) est l'ensemble
Cρ0(n) pour ρ0 = 1.En utilisant les notations du paragraphe 7.2.1, on note pour tout s ∈ S(c) :

Xc(s, x) = x +
n
∑

i=1

siDi(x) (x ∈ R
3)et on note Mc(s) ∈ R

∗ et Nc(s) ∈ M1,n(R) les for
es hydrodynamiques obtenues dans la�
on�guration s�. Plus pré
isément, Mc(s) et Nc(s) sont dé�nies par :
Mc(s) = ΦFc(s)

(

u3(c, s)u3(c, s)
)et [Nc(s)]1,i = ΦFc(s)

(

u3(c, s),ud
i (c, s)

)

(i ∈ {1, . . . , n}) , (8.1.13)où 
omme dans le 
hapitre pré
édent, nous avons noté Fc(s) = R
3 \ Bc(s), ave


Bc(s) = Xc(s, ·)(B) et (u3(c, s), p3(c, s)) (resp. (ud
i (c, s), p

d
i (c, s)), pour i ∈ {1, . . . , n})



RÉSULTATS DE CONTRÔLABILITÉ 123est la solution dans W 1
0

(

Fc(s)
)

× L2
(

Fc(s)
) du problème de Stokes homogène posé sur

Fc(s) muni de la 
ondition limite u3(c, s) = e3 (resp. ud
i (c, s) = Di ◦Xc(s)

−1) sur ∂Bc(s).Nous allons maintenant trans
rire un résultat dû à Shapere et Wil
zek [SW89a, Équa-tion (2.12)℄. Ce résultat donne l'expression de la première dérivée de la for
e hydrody-namique de Stokes par rapport à la forme du domaine. Pour obtenir 
e résultat, on utiliseen parti
ulier les formules asymptotiques données par Lighthill [Lig52℄.Plus pré
isément, on a pour tout ε > 0 su�samment petit et pour tout s : [0, T ] → S(c),di�érentiable, ave
 |s(t)| < ε pour tout t ∈ [0, T ] :
Nc(εs̃)ε ˙̃s

Mc(εs̃)
= ε2〈MSW s̃, ˙̃s〉 + o(ε2) (ε→ 0) , (8.1.14)ave
 s = εs̃, Mc et Nc dé�nis par (8.1.13) et MSW ∈Mn(R) la matri
e dé�nie par :

[

MSW
]

i,j
=































(i + 1)2

(2i + 1)(2i + 3)
si j = i− 1,

−i2 + 2i + 5

(2i + 3)(2i + 5)
si j = i + 1,

0 sinon, (i, j ∈ {1, . . . , n}) . (8.1.15)Ce
i permet d'énon
er le résultat suivant :Proposition 8.1.4. Soient n ∈ N
∗ et c ∈ C(n) dé�ni par (8.1.12).Alors pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}, nous avons :

N(0)⊤ = 0 et (

∂s1

N⊤
c

Mc
, . . . , ∂sn

N⊤
c

Mc

)∣

∣

∣

∣

s=0

= MSW ∈Mn(R) ,où MSW ∈Mn(R) est la matri
e dé�nie par (8.1.15).Nous pouvons maintenant donner le résultat de 
ontr�labilité pour le Problème 8.1.3.On rappelle que l'obje
tif est de dépla
er le 
entre de masse du nageur, positionné à l'instantinitial en 0, en un point h1e3. De plus, à la �n de 
e dépla
ement, on souhaite que la formedu nageur soit sa forme au repos (la sphère unité).Théorème 8.1.5. Pour tout h1 ∈ R
∗, il existe T > 0 et une fon
tion de 
lasse C∞

t ∈ [0, T ] 7→ r(t, ·) ∈ C∞([−1, 1], R) tel que la solution h du problème (8.1.7), (8.1.9)satisfait :� h(T ) = h1 ;� r(0, ·) = r(T, ·) = 0 ;� Pour tout t ∈ [0, t], r(t, ·) ∈ {P0, P1}⊥ et inf
(t,x)∈[0,T ]×[−1,1]

r(t, x) > −1 ;� Pour tout t ∈ [0, T ] et tout ζ ∈ [−1, 1], |ṙ(t, ζ)| < 1.La dernière 
ontrainte implique que la vitesse de déformation du domaine est inférieureà 1.Pour prouver 
e résultat, nous allons pro
éder de la même manière que pour la preuvedu Théorème 7.4.1, 
'est-à-dire que nous allons nous ramener à un espa
e de 
ontr�les dedimension �nie, l'obje
tif étant d'appliquer le Théorème de Chow (
.f. [Tré05, Proposi-tion 5.14℄ ou [Jur97℄).Du fait qu'on impose moins de 
ontraintes que dans le Théorème 7.4.1 et qu'il n'y a pasde rotation, la démonstration de 
e résultat est plus simple.



124 CAS DE LA NAGE EN SYMÉTRIE AXIALEDémonstration. On 
ommen
e par 
onsidérer le 
as n = 2. On dé�nit alors, à l'aide de(8.1.11), c =
(

0, (D1,D2)
)

∈ C(2). Ainsi, pour tout s ∈ S(c), on a :
Xc(s)(x) = x + s1D1(x) + s2D2(x) (x ∈ B) .Si l'on voit maintenant s 
omme une variable d'état et non plus 
omme un 
ontr�le dusystème, le nouveau 
ontr�le étant λ = ṡ, on peut alors ré
rire le système dynamique sousla forme :

ḣ = −Nc(s)λ

Mc(s)
,

ṡ = λ .Le système 
i-dessus peut se ré
rire sous la forme 
ondensée :
ż = λ1Z

1
c(z) + λ2Z

2
c(z) , (8.1.16)où z = (h, s1, s2)

⊤ ∈ R×S(c) et (Zi
c)i∈{1,2} sont des 
hamps de ve
teurs de 
lasse C∞ sur

R× S(c) dé�nis par :
Z1(h, s) =







−[Nc(s)]1
Mc(s)

1
0






et Z2

(

(h, s)
)

=







−[Nc(s)]2
Mc(s)

0
1






((h, s) ∈ R× S(c)) .La Proposition 8.1.4 nous permet d'a�rmer que :

DZi
c

∣

∣

z=0
·
(

0
fj

)

=
(

〈MSW fi, fj〉, 0, . . . , 0
)⊤

(i, j ∈ {1, 2}) ,ave
 (f1, f2) la base 
anonique de R
2 et la matri
e MSW ∈ M2(R) est dé�nie par (8.1.15)et prend la forme suivante dans le 
as n = 2 :

MSW =
3

35

(

0 2
3 0

)

.Ainsi, nous obtenons que :
[Z1

c ,Z
2
c ](0,0) =

(

〈MSW f2, f1〉 − 〈MSW f1, f2〉, 0, 0
)⊤

=
3

35
(1, 0, 0)⊤ .Par 
onséquent, il est 
lair que :

dim Lie(0,0){Z1
c ,Z

2
c} = 3 .Comme Z1

c , Z2
c et [Z1

c ,Z
2
c ] sont des fon
tions de 
lasse C∞, il existe ε > 0 tel que pourtout z ∈ {0}×] − ε, ε[2, dim Liez{Z1

c ,Z
2
c} = 3. En utilisant le fait que Z1

c , Z2
c et [Z1

c ,Z
2
c ]sont des fon
tions indépendantes de h (la première 
omposante de z), on déduit que :

dim Liez{Z1
c ,Z

2
c} = 3 (z ∈ R×]− ε, ε[2) .On 
on
lut en utilisant le Théorème Chow dans un voisinage de R× {(0, 0)⊤}.



RÉSULTATS DE CONTRÔLABILITÉ 1258.1.3 Contr�labilité en temps optimalNous allons maintenant étudier la 
ontr�labilité en temps optimal. De même que dansle Théorème 7.4.3, nous allons nous ramener à un espa
e de 
ontr�les de dimension �nie
n > 2. Plus pré
isément 
omme dans la preuve du Théorème 8.1.5, nous 
onsidérons leproblème de 
ontr�le en temps optimal suivant :Problème 8.1.6. Étant donnés c ∈ C(n) (dé�ni par (8.1.12)), ς ∈ R

∗
+∪{+∞} et h1 ∈ R

∗,trouver le temps minimal T ⋆ > 0 tel qu'il existe λ ∈ L∞([0, T ⋆], Rn) pour lequel :� |λ(t)| 6 1 pour presque tout t ∈ [0, T ⋆] ;� La solution (h, s) du système :
ḣ = −Nc(s)λ

Mc(s)
, (8.1.17a)

ṡ = λ , (8.1.17b)muni de la 
ondition initiale :
(h(0), s(0)) = (0,0) , (8.1.18)satisfait :

• h(T ⋆) = h1 et s(T ⋆) = 0 ;
• Pour tout t ∈ [0, T ⋆], s(t) ∈ S(c) ∩B(0, ς), si ς < +∞ et s(t) ∈ S(c), sinon.Il est à noter que pour ς > 0 su�samment petit, nous avons S(c) ∩ B(0, ς) = B(0, ς).Dans 
e qui suit, nous allons 
onsidérer que ς > 0 est su�samment petit de sorte que 
etteégalité ait lieu. Le fait d'imposer une 
ontrainte ς sur les variables d'état représentant ladéformation du nageur est motivé par le fait que l'on souhaite avoir des petites déforma-tions. De plus, 
omme nous allons étudier numériquement 
e problème, il est plus évidentde supposer que les variables représentant la déformation sont à valeurs dans une boulefermée plut�t que dans l'ouvert S(c).Une 
onséquen
e de la démonstration du Théorème 8.1.5 est le 
orollaire suivant :Corollaire 8.1.7. Pour tous n > 2, c ∈ C(n) (dé�ni par (8.1.12)), ς ∈ R

∗
+ ∪ {+∞} et

h1 ∈ R, il existe T > 0 et λ ∈ C∞ ([0, T ], Rn) tels que la solution (h, s) du problème deCau
hy (8.1.17)�(8.1.18) satisfait :
h(T ) = h1 , s(T ) = 0 , (8.1.19)ave
 la 
ontrainte sur la variable de 
ontr�le :
|λ(t)| 6 1 (t ∈ [0, T ]) (8.1.20)et la 
ontrainte sur l'état :
|s(t)| 6 ς (t ∈ [0, T ]) . (8.1.21)Remarque 8.1.8. Le Corollaire 8.1.7 assure que deux entrées s
alaires su�sent à 
ontr�lerle nageur. Or le Théorème de la 
oquille Saint-Ja
ques (
.f. [Pur77℄), a�rme que deux
ontr�les s
alaires sont né
essaires. Ainsi, le résultat du Corollaire 8.1.7 est, en un 
ertainsens, optimal.Nous allons maintenant appliquer le Théorème de Filippov pour montrer l'existen
ed'un 
ontr�le en temps optimal.



126 CAS DE LA NAGE EN SYMÉTRIE AXIALEProposition 8.1.9. Pour tous n > 2, c ∈ C(n) (dé�ni par (8.1.12)) et h1 ∈ R
∗ etpour tout ς > 0 su�samment petit, il existe un temps minimal T ⋆ > 0 et un 
ontr�le

λ ∈ L∞([0, T ], Rn) satisfaisant le problème de 
ontr�le en temps optimal 8.1.6.Démonstration. L'existen
e d'une solution au problème de 
ontr�le (pour n > 2) est as-surée par le Corollaire 8.1.7. C'est-à-dire qu'il existe un temps de 
ontr�le T̄ ∈ R
∗
+ etun 
ontr�le et temps T̄ , λ̄ ∈ C∞([0, T̄ ], Rn) ave
 ‖λ̄‖L∞([0,T̄ ],Rn) 6 1 tels que la solution

(h̄, s̄) du système dynamique asso
ié satisfait h̄(T̄ ) = h1, s̄(T̄ ) = 0 et pour tout t ∈ [0, T̄ ],
‖s̄(t)‖Rn 6 ς.Pour prouver l'existen
e d'un temps optimal T ⋆, nous allons utiliser le Théorème deFilippov (
.f. [HSV95, Ces83, AS04℄).Tout d'abord, la linéarité du problème de 
ontr�le par rapport aux variables de 
ontr�lepermet de dire que l'ensemble :

A(s, t) = {(〈f(s),λ〉, λ) ∈ R× R
n ave
 |λ|2 6 1}est 
onvexe pour tout s ∈ R

n ave
 |s|2 6 ς et pour tout t ∈ [0, T ].Dans la dé�nition de l'ensemble A(s, t), on a noté f(s) =
Nc(s)

⊤

Mc(s)
∈ R

n. Les résultatsde régularité obtenus (dans le 
as général) sur les matri
es Mc(s) et Nc(s) et le résultatde positivité obtenu sur Mc(s) assurent que f est une fon
tion 
ontinue (f est mêmeanalytique) en s. Ainsi, il existe une 
onstante C > 0 telle que pour tout t ∈ [0, T̄ ], on a
|f(s(t))| 6 C. De plus, 
omme |λ(t)| 6 1, on en déduit une borne uniforme sur h̄. En e�et,pour tout t ∈ [0, T̄ ], on a :

|h̄(t)| =
∣

∣

∣

∣

∫ t

0
〈f(s(τ)),λ(τ)〉dτ

∣

∣

∣

∣

6

∫ t

0
|f(s(τ))| |λ(τ)|dτ 6 CT̄ .Par 
onséquent les variables d'état et de 
ontr�le sont uniformément bornées sur [0, T̄ ].Ainsi, nous pouvons appliquer le Théorème de Filippov-Cesari (
.f. [HSV95, Theorem 3.1℄ou [Ces83, Theorem 9.3℄) pour 
on
lure à l'existen
e d'un temps optimal T ⋆ et d'un 
ontr�leoptimal λ.8.2 Problème appro
hé et 
ontr�le en temps optimalDans 
ette se
tion, nous allons appro
her le système dynamique sous-ja
ent au problèmede 
ontr�le optimal (dans le 
as de la nage en symétrie axiale). Pour le système appro
héque nous allons 
onsidérer, nous allons voir que le temps optimal et un 
ontr�le en tempsoptimal peuvent être expli
itement donnés. Aussi, dans 
ette se
tion, nous allons utiliserles résultats obtenus dans le Chapitre 2. Nous étudierons alors la limite du temps optimallorsque la dimension de l'espa
e des 
ontr�les (n > 2) tend vers +∞.Nous allons utiliser dans 
ette se
tion les notations du paragraphe 8.1.3 pré
édent. Onrappelle le problème de 
ontr�le 
onsidéré :Problème 8.2.1. Étant donnés n > 2, c ∈ C(n) (dé�ni par (8.1.12)), ς > 0 su�sammentpetit et h1 ∈ R

∗, existe-t-il T > 0 et λ ∈ C∞([0, T ], Rn) ave
 :
|λ(t)| 6 1 (t ∈ [0, T ]) , (8.2.1)tel que la solution (h, s) du système dynamique :

ḣ = 〈f(s),λ〉 , (8.2.2)
ṡ = λ , (8.2.3)
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ondition initiale :
(h(0), s(0)) = (0,0) , (8.2.4)satisfait :
(h(T ), s(T )) = (h1,0) (8.2.5)et
|s(t)| 6 ς (t ∈ [0, T ]) . (8.2.6)On remarque que pour ς petit, via la Proposition 8.1.4, on obtient :

f(s) = 0 + MSW
n s + o(|s|) ,où MSW

n ∈Mn(R) est la matri
e dé�nie par (8.1.15). On rappelle que 
ette matri
e n'estpas une matri
e symétrique.Le modèle simpli�é que nous allons 
onsidérer 
onsiste à rempla
er l'équation (8.2.2)par :
ḣ = 〈MSW

n s,λ〉 .Ainsi, nous nous ramenons au problème étudié dans le Chapitre 2.Le problème simpli�é 
onsidéré est alors :Problème 8.2.2. Étant donné n > 2, ς ∈ R
∗
+ ∪ {+∞} et h1 ∈ R

∗, l'obje
tif est dedéterminer le temps minimal T ⋆
n pour lequel il existe λ ∈ L∞([0, T ∗], Rn) tel que :
|λ(t)| 6 1 (t ∈ (0, T ⋆

n) p.p.) (8.2.7)et tel que la solution (h, s, h) ∈W 1,∞([0, T ⋆
n ], R)×W 1,∞([0, T ⋆

n ], Rn) du système :
ḣ = 〈MSW

n s,λ〉 , (8.2.8)
ṡ = λ , (8.2.9)

h(0) = 0 et s(0) = 0 , (8.2.10)satisfait :
h(T ⋆

n) = h1 et s(T ⋆
n) = 0 (8.2.11)et pour tout t ∈ [0, T ⋆

n ] :
|s(t)| 6 ς . (8.2.12)On rappelle que la solution du Problème 8.2.2 est donnée par le Théorème 2.6.1 duChapitre 2. On en donne i
i un énon
é, sous forme de lemme, adapté aux notations de
ette partie. Aussi, l'étude qui va suivre ne 
on
erne que le temps optimal. Par 
onséquent,on ne rappelle pas la forme des 
ontr�les en temps optimal obtenue dans le Théorème 2.6.1.Lemme 8.2.3. Soit λ∗

n le plus grand module des valeurs propres de la partie antisymétriquede la matri
e MSW
n :

λ∗
n = max

{

|λ| , λ ∈ sp
(1

2

(

MSW
n −MSW

n
⊤))

}

.On dé�nit les deux grandeurs :
d∗n =

√

2|h1|
πλ∗

n

et τ =
πς

2
.



128 CAS DE LA NAGE EN SYMÉTRIE AXIALEAlors le temps optimal T ⋆
n asso
ié au problème (8.2.7)�(8.2.12) est donné par :

T ⋆
n =











πd∗n si ς > d∗,

πd∗n
2

2r
+ τ sinon. (8.2.13)Nous allons maintenant étudier la limite de T ⋆

n lorsque n tend vers +∞. Ce
i revient àétudier la dépendan
e de λ∗
n par rapport à la taille de la matri
e MSW

n . Plus pré
isément,nous avons le résultat suivant.Proposition 8.2.4. Soit ς ∈ R
∗
+ ∪ {+∞} et h1 ∈ R

∗. On dé�nit les deux grandeurs :
d∗ = 2

√

|h1|
π

et τ =
πς

2
.Alors l'appli
ation n 7→ T ⋆

n (où T ⋆
n est donné par (8.2.13)) est dé
roissante et

lim
n→+∞

T ⋆
n =











πd∗ si ς > d∗,

πd∗2

2r
+ τ sinon. (8.2.14)Démonstration. En utilisant l'expression (8.1.15) de la matri
e MSW

n , on obtient que sapartie antisymétrique An = 1
2

(

MSW
n −MSW

n
⊤) ∈Mn(R) est la matri
e bidiagonale donnéepar :

An =















0 a2 0
−a2 0 a3. . . . . . . . .

−an−1 0 an

0 −an 0















, (8.2.15)ave

ak =

−2k2 + 2k + 1

2(2k + 1)(2k + 3)
(k ∈ {2, . . . , n}) .Étant donné la forme de T ⋆

n dans le Lemme 8.2.3, montrer les résultats de la propositionrevient à montrer que (λ∗
n) est 
roissante et à 
al
uler la limite lim

n→+∞
λ∗

n.Commençons par montrer que (λ∗
n) est 
roissante par rapport à n.On remarque que pour tout n > 2, iAn est une matri
e hermitienne et par 
onséquentque toutes ses valeurs propres µn

1 , . . . , µn
n sont réelles. On peut supposer que 
es valeurspropres sont ordonnées dans l'ordre 
roissant, ainsi, µn

n = max
j∈{1,...,n}

µn
j . De plus, on peutvoir que si µ est une valeur propre de iAk alors −µ en est aussi une. Ce
i implique que

µn
n > 0 pour tout n > 2 et par 
onséquent que µn

n = λ∗
n. Le prin
ipe d'in
lusion (
.f. [HJ85,Theorem 4.3.15℄) donne :

µk
k 6 µn

n pour tout 2 6 k 6 n . (8.2.16)Ainsi, nous avons λ∗
n−1 6 λ∗

n pour tout n > 3. Nous avons don
 le résultat de dé
roissan
esur n 7→ λ∗
n.Nous allons maintenant montrer que λ∗

n tend vers 1
2 lorsque n tend vers +∞. Dans 
ebut, nous 
ommençons par montrer que :

2

n

n
∑

k=2

|ak| 6 λ∗
n 6

1

2
(n > 2) . (8.2.17)
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• La borne supérieure est obtenue en appliquant le Théorème de Gershgorin (
.f. [HJ85,Theorem 6.1.1℄) pour une lo
alisation des valeurs propres de An. Plus pré
isément, lesvaleur propres λ de la matri
e An sont telles que :

|λ| 6 max (|a2|, |a2|+ |a3|, . . . , |an−1|+ |an|, |an|) = |an−1|+ |an| 6
1

2
.Ce
i permet d'obtenir :

λ∗
n 6

1

2
.

• La borne inférieure sur λ∗
n se déduit du Théorème de Rayleigh-Ritz (
.f. [HJ85, Theo-rem 4.2.2℄) appliqué à la matri
e hermitienne iAn. Le maximum des modules des valeurspropres de 
ette matri
e, λ∗

n est 
ara
térisé par :
λ∗

n = µn
n = max

v∈Cn

v 6=0

v∗Anv

v∗v
. (8.2.18)Choisissons v = (vk)16k6n ∈ C

n dé�ni par :
vk =























1 si k ≡ 1 (mod4) ,

i si k ≡ 2 (mod4) ,

−1 si k ≡ 3 (mod4) ,

−i si k ≡ 4 (mod4) .Ainsi, on obtient :
v∗Anv = −

n
∑

k=2

ak et v∗v = n .L'équation (8.2.18) et le fait que ak 6 0 pour tout k ∈ {2, . . . , n} 
onduit à :
λ∗

n >
v∗Anv

v∗v
=

1

n

n
∑

k=2

|ak| .Ainsi, l'estimation (8.2.17) est montrée.Pour �nir, nous allons montrer que lim
n→+∞

2

n

n
∑

k=2

|ak| = 1. Soit :
Sn = 1− 2

n

n
∑

k=2

|ak| .On a :
Sn =

2

n

n
∑

k=2

(

1

2
− |ak|

)

=
2

n

n
∑

k=2

(12k + 5)

(2k + 1)(2k + 3)et ainsi :
|Sn| 6

2

n

n
∑

k=2

(12k + 5)

4k2
=

6

n

n
∑

k=2

1

k
+

5

2n

n
∑

k=2

1

k2
. (8.2.19)Il est aisé de véri�er que le membre de droite de l'égalité (8.2.19) tend vers 0 lorsque ntend vers +∞. On en déduit don
 que lim

n→+∞
Sn = 0 et que lim

n→+∞
2

n

n
∑

k=2

|ak| = 1.L'en
adrement (8.2.17) permet de 
on
lure que lim
n→+∞

λ∗
n =

1

2
.Ce
i a
hève la démonstration.



130 CAS DE LA NAGE EN SYMÉTRIE AXIALERemarque 8.2.5. La dé
roissan
e de n 7→ T ⋆
n peut être montrée plus aisément.En e�et, si pour tout n > 2, on note Un l'ensemble des valeurs pouvant être prises par le
ontr�le λ (Un est la boule unité de R

n). Alors, on a pour tout n > 3, Un−1 ⊂ Un (i
i,
Un−1 est vu 
omme Un∩

(

R
n−1×{0}

)). Ainsi, un 
ontr�le pour le problème �de dimension
n − 1� le sera aussi (en un temps de 
ontr�le identique) pour le problème �de dimension
n�. Par 
onséquent, le temps optimal ne peut être que dé
roissant.Ci-dessus, on a montré de manière rigoureuse que le temps optimal T ⋆

n est une fon
tiondé
roissante du nombre de modes de déformation n. On peut le véri�er numériquement.Ce
i est reporté sur la Figure 8.2 où les valeurs propres de 1
2

(

MSW
n − (MSW

n )⊤
) ont été
al
ulées numériquement ave
 la librairie ARPACK de MATLAB.

05
1015
20

2 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

T
⋆

n

2
√

πh1

d∗n < ς ←− −→ d∗n > ς

T ⋆
n

Fig. 8.2 � Temps optimal par rapport au nombre de modes de déformation n pour leproblème de 
ontr�le simpli�é ave
 ς = 1.25. Convergen
e vers la valeur limite 2
√

π|h1|ave
 h1 = 1.



EXPÉRIMENTATION NUMÉRIQUE 1318.3 Expérimentation numérique8.3.1 Approximation du problème de StokesL'objet de 
e paragraphe est de présenter une méthode rapide et e�
a
e pour le 
al
ulnumérique de la solution de Stokes dans le 
as d'une sphère légèrement déformée. Pluspré
isément, dans 
ette méthode, nous utiliserons l'expression de la solution du problèmede Stokes homogène donnée dans le paragraphe 6.3, le problème revenant à déterminerles 
÷�
ients apparaissant dans la série. Pour 
e faire, nous allons 
onstruire, par uneméthode du type 
ollo
ation, un système surdéterminé que nous résolvons par une méthodedes moindres 
arrés.Il existe d'autres méthodes dans la littérature pour la résolution du problème de Stokesextérieur. En parti
ulier, la méthode d'intégrale de frontière. Pour 
ette méthode, on faitréféren
e au livre de Pozrikidis [Poz92℄ et pour le 
as à symétrie axiale, on fait référen
e àAllouges, DeSimone et Heltai [ADH11℄.Une autre méthode peut être d'utiliser les éléments �nis. Dans 
e 
as, nous 
onsidéreronsun domaine �uide �grand�. Cette méthode né
essite de remailler le domaine à 
haque pasde temps. Pour éviter 
e
i, il est possible d'utiliser des méthodes de type monoblo
, 
.f.[SMSTT08℄. Cependant 
e type de méthode n'est pas très bien adapté au 
as des problèmesposés en domaine extérieur. En e�et, pour bien 
apturer le fait que le domaine est in�ni,
ela né
essiterait d'imposer des 
onditions aux limites arti�
ielles sur le bord du domaine�uide. Ce
i est un problème en soit et n'est pas l'objet de 
ette thèse.Un autre problème valable pour les deux méthodes 
itées pré
édemment est qu'il est di�
ileave
 
es méthodes de 
apturer de petites perturbations du domaine. Ce
i est lié au fait quela frontière est maillée et par 
onséquent la géométrie du domaine est di�
ile à 
apturer(
e
i est parti
ulièrement le 
as dans la méthode monoblo
).Nous reprenons la forme des solutions du problème de Stokes extérieur dans le 
as dela symétrie axiale et en 
oordonnées sphériques donnée par (6.3.7), dans la Se
tion 6.3.On rappelle 
i-dessous les expressions données par (6.3.8).
uρ(ρ, θ, φ) = −

+∞
∑

n=1

(

βnρ−n−1 + δnρ−n+1
)

Pn−1(cos θ) , (8.3.1a)
uθ(ρ, θ, φ) = −

+∞
∑

n=0

(

(n − 1)βnρ−n−1 + (n− 3)δnρ−n+1
) Jn(cos θ)

sin θ
. (8.3.1b)où les réels βn et δn sont à déterminer. Ces expressions 
orrespondent au 
as où l'on
her
he une solution au problème de Stokes homogène posé en domaine extérieur ave
 unelimite bornée à l'in�ni, une frontière lisse et une 
ondition limite régulière. On rappelle,
.f. Se
tion 6.3, que la for
e appliquée par le �uide sur l'objet est dirigée suivant l'axe desymétrie e3 et a pour expression : −4πδ2e3.Soit r : [−1, 1]→ R une fon
tion lisse ave
 r > −1 de sorte que l'appli
ation :

Xr : B 7→ R
3

x →
(

1 + r
(

cos θ(x)
))

x ,est un di�éomorphisme de la boule unité B de R
3, on note Br = Xr(B), ave
 
ommepré
édemment B la boule unité de R

3.Dans le système de 
oordonnées sphériques, Xr s'é
rit :
Xr(ρ, θ, φ) =

(

1 + r(cos θ)
)

ρ eρ .



132 CAS DE LA NAGE EN SYMÉTRIE AXIALEOn 
onsidère aussi w : ∂Br → R
3 une �
ondition limite� posée sur ∂Br. On suppose deplus que w est à symétrie axiale par rapport à l'axe e3, 
'est-à-dire que w est indépendantde la 
oordonnée φ et que w n'a pas de 
omposante suivant l'axe eφ.L'obje
tif de 
e paragraphe est la re
her
he d'une solution u s'é
rivant sous la forme(8.3.1) telle que :

lim
|x|→+∞

u(x) = 0 (8.3.2)et
u(x) = w(x) (x ∈ ∂Br) . (8.3.3)L'équation (8.3.3) se ré
rit en 
oordonnées sphériques :

uρ(1 + r(cos θ), θ) = 〈w(1 + r(cos θ), θ), eρ(θ)〉 (θ ∈ [0, π]) , (8.3.4a)
uθ(1 + r(cos θ), θ) = 〈w(1 + r(cos θ), θ), eθ(θ)〉 (θ ∈ [0, π]) . (8.3.4b)Dans les équations pré
édentes, on remarque que l'on a omis la dépendan
e en φ. En e�et,dans le 
as de la symétrie axiale, il su�t de résoudre le problème sur un demi-plan de R

3
ontenant l'axe (0, e3).Pour avoir la 
ondition à l'in�ni (8.3.2), il est né
essaire d'avoir δ1 = δ2 = 0. Ainsi,(8.3.1) se ré
rit :
uρ(ρ, θ, φ) = −β1ρ

−2 −
+∞
∑

n=2

(

βnρ−n−1 + δnρ−n+1
)

Pn−1(cos θ) , (8.3.5a)
uθ(ρ, θ, φ) =

(

β0ρ
−1 −

+∞
∑

n=2

(

(n− 1)βnρ−n−1 + (n− 3)δnρ−n+1
)

Jn(cos θ)

)

1

sin θ
.(8.3.5b)L'obje
tif est alors de 
al
uler les 
÷�
ients βn pour n > 0 et δn pour n > 2. Pour 
efaire, nous 
onsidérons une subdivision 0 = θ0 < θ1 < · · · < θnθ

< θnθ+1 = π de l'intervalle
[0, π], pour nθ ∈ N

∗. Étant donné que nous avons supposé su�samment de régularité, lesexpressions suivantes doivent être véri�ées :
〈w(̺(θi), θi), e̺(θi)〉

= −β1̺(θi)
−2 −

+∞
∑

n=2

(

βn̺(θi)
−n−1 + δn̺(θi)

−n+1
)

Pn−1(cos θi) , (8.3.6a)
sin(θi)〈w(̺(θi), θi), eθ(θi)〉

= β0̺(θi)
−1 −

+∞
∑

n=2

(

(n− 1)βn̺(θi)
−n−1 + (n− 3)δn̺(θi)

−n+1
)

Jn(cos θi) , (8.3.6b)pour tout i ∈ {1, . . . , nθ} et ave
 ̺(θ) = 1 + r(cos θ).Numériquement, on se donne N > 2 et on 
her
he des réels β0, . . . , βN et δ2, . . . , δNet une solution du système des moindres 
arrés donné par l'ensemble des 2nθ équationslinéaires en l'in
onnue (β0, . . . , βN , δ2, . . . , δN )⊤ ∈ R
2N :

〈w(̺(θi), θi), e̺(θi)(θi)〉

= −β1̺(θi)
−2 −

N
∑

n=2

(

βn̺(θi)
−n−1 + δn̺(θi)

−n+1
)

Pn−1(cos θi) , (8.3.7a)
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sin(θi)〈w(̺(θi), θi), eθ(θi)〉

= β0̺(θi)
−1 −

N
∑

n=2

(

(n− 1)βn̺(θi)
−n−1 + (n− 3)δn̺(θi)

−n+1
)

Jn(cos θi) , (8.3.7b)pour tout i ∈ {1, . . . , nθ}.Pour 
e type de système, nous n'avons pas étudié la 
onvergen
e théorique de la solutionappro
hée lorsque l'on fait tendre les paramètre N et n vers +∞. Cependant, nous obtenonsdes solutions numériques a

eptables lorsque les déformations ne sont pas trop grandes.Dans la pratique la borne sur l'amplitude des déformations est de l'ordre de 1
2 .Pour véri�er numériquement notre méthode, nous avons véri�é numériquement quela solution dans le 
as d'une sphère et ave
 une 
ondition limite du type polyn�me deLegendre est bien 
elle es
omptée. De plus nous avons traité le 
as de petites perturbationset véri�é que la variation par rapport à l'ordre de la perturbation est la même que 
elledonnée dans [HB65, Ch. 4.25, �Flow past en Approximate Sphere�℄. En e�et, dans le 
asde 
ette se
tion du livre de Happel et Brenner, on dé�nit ̺ pour tout θ ∈ [0, π] par :

̺(θ) = 1− ε cos2 θ ,
'est-à-dire que r(θ) = −ε cos2 θ, ave
 ε > 0 petit. Les 
onditions limites sur la frontièredu domaine sont u = e3. Dans 
e 
as, la for
e exer
ée par le �uide sur la sphère déforméeest donnée par l'expression :
6π

(

1− 1

5
ε

)

e3 .Dans le 
as d'une sphère parfaite, nous rappelons que la for
e ave
 la même 
ondition limiteest 6π. Ainsi, la dérivée du terme de for
e par rapport à ε en ε = 0 est −6π

5
. Nous avonsdon
 véri�é numériquement que l'on retrouvait bien 
ette valeur.Il apparaît don
 
ohérent d'utiliser 
e s
héma numérique dans le 
as de petites perturba-tions de la sphère unité.8.3.2 Re
her
he d'un 
ontr�le en temps optimalDans 
e paragraphe, nous allons mettre en ÷uvre la méthode dire
te de dis
rétisationtotale, introduite dans le paragraphe 1.3.2, pour la re
her
he numérique d'un 
ontr�le entemps optimal.On rappelle que dans le paragraphe pré
édent, nous avons 
onstruit un �solveur� deStokes en symétrie axiale pour une sphère perturbée. Ce solveur permet entre autre d'obteniraisément la for
e exer
ée par le �uide sur le nageur. On rappelle que 
e solveur prend 
ommearguments un paramètre nθ (le nombre de points de 
ollo
ation), un paramètre N (le nom-bre de termes dans la série), une 
ondition au bord w et la forme du domaine r. On se�xe c ∈ C(n) une signature du nageur du type c =

(

0, (D1, . . . ,Dn)
) ave
 D1, . . . ,Dn àsymétrie axiale. Plus pré
isément, on suppose que D1, . . . ,Dn sont dé�nis en 
oordonnéessphériques par :

Di(ρ, θ, φ) = ρri(cos θ) ((ρ, θ, φ) ∈ R
∗
+ × [0, π] × [0, 2π[ , i ∈ {1, . . . , n}) ,ave
 r1, . . . , rn des fon
tions lisses de [−1, 1] dans R. Le domaine est 
ara
térisé par leparamètre de forme s ∈ S(c), en e�et, on a :

r(ζ) =
n
∑

i=1

siri(ζ) (ζ ∈ [−1, 1]) .
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c,nθ,N (s,w) la for
e obtenue par 
e solveur. D'autre part, la 
ondition limite west du type :

w = ḣe3 +

n
∑

i=1

ṡiDi ◦Xc(s)
−1 ,où nous avons noté 
omme pré
édemment, Xc(s) = Id +
n
∑

i=1

siDi. Par linéarité du terme defor
e, on observe qu'alors n+1 problèmes de Stokes sont à résoudre. Ce sont les problèmesde Stokes homogènes ave
 les 
onditions aux limites D1 ◦Xc(s)
−1, . . . ,Dn ◦Xc(s)

−1 et e3.On note alors F
c,nθ,N
i (s) (pour i ∈ {0, . . . , n}) les termes de for
e résultant de 
ha
un de
es problèmes. Plus pré
isément, on a :
F

c,nθ,N
i (s) =

{

F
c,nθ,N(s, e3) si i = 0 ,

F
c,nθ,N(s,Di ◦Xs

−1) si i ∈ {1, . . . , n} .Nous noterons aussi :
f
c,nθ,N
i (s) =

F
c,nθ,N
i (s)

F
c,nθ,N
0 (s)

(i ∈ {1, . . . , n}) .Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, nous noterons fi 
es opérateurs.Le problème appro
hé 
onsidéré est le suivant :Problème 8.3.1. Étant donné h1 ∈ R
∗, ς > 0, n > 2, c ∈ C(n) et les deux paramètres

N > 2 et nθ ∈ N
∗, trouver le temps minimal T ⋆ > 0 tel qu'il existe une fon
tion

λ : [0, T ⋆] → R
n, satisfaisant |λ(t)| 6 1 pour tout t ∈ [0, T ⋆], pour laquelle la solution

(h, s) du problème de Cau
hy :
ḣ =

n
∑

i=1

λifi(s) ,

ṡ = λ ,

h(0) = 0 ,

s(0) = 0 ,satisfait :� h(T ⋆) = h1 et s(T ⋆) = 0 ;� |s(t)| 6 ς pour tout t ∈ [0, T ⋆].Comme des 
ontraintes sur l'état du système sont présentes dans 
e problème, il est plusaisé de mettre en ÷uvre une méthode dire
te pour la résolution numérique de 
e problème.En e�et, la mise en ÷uvre d'une méthode de tir né
essiterait de 
onnaître a priori la formedes traje
toires optimales. Or 
e
i semble déli
at à obtenir étant donné la forte non linéaritédu problème par rapport à la variable d'état s.Dans le Chapitre 1, nous avons présenté la méthode de dis
rétisation totale. On rap-pelle que 
ette méthode est basée sur un s
héma en temps pour la résolution du systèmedynamique sous-ja
ent au problème de 
ontr�le. Dans le système 
onsidéré, nous allonsutiliser une méthode d'Euler expli
ite.Plus pré
isément, on 
onsidère une subdivision uniforme 0 = t0 < · · · < tnt = 1 de l'inter-valle [0, T ⋆], pour nt ∈ N
∗. On a alors tj+1 − tj = T ⋆

nt
pour tout j ∈ {0, . . . , nt}.Soit λj l'évaluation de λ à l'instant tj . On 
onsidère aussi les in
onnues h0, . . . , hnt ∈ R et

s0, . . . , snt ∈ R
n. Ces in
onnues sont telles que :

hj+1 = hj +
T ⋆

nt

n
∑

i=1

λ
j
i fi(s

j) ,

sj+1 = sj +
T ⋆

nt
λj ,

(j ∈ {0, . . . , nt − 1}) (8.3.8a)
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h0 = 0 et s0 = 0 . (8.3.8b)Le Problème 8.3.1 s'é
rit ave
 le s
héma d'Euler expli
ite :Problème 8.3.2. Étant donné h1 ∈ R

∗, ς > 0, n > 2, c ∈ C(n) et les deux paramètres
N > 2 et nθ ∈ N

∗, minimiser T ⋆ sous les 
ontraintes :� T ⋆ > 0 ;� il existe λ0, . . . ,λnt ∈ R
n ave
 |λj| 6 1 pour tout j ∈ {1, . . . , nt} tel que la solution

(

h0, . . . , hnt , s0, . . . , snt
) du système (8.3.8) satisfasse :1. hnt = h1 et snt = 0 ;2. |sj | 6 ς pour tout j ∈ {0, . . . , nt}.On remarque que les 
ontraintes ne portent pas sur les in
onnues h1, . . . , hnt−1, et queles variables sj peuvent être 
al
ulées indépendamment des variables hj . Ainsi dans la miseen ÷uvre pratique de 
e problème de minimisation, nous 
al
ulons hnt par la méthodedes trapèzes. En e�et, on a h(T ) =

∫ T

0
〈f(s),λ〉dt. Ce
i permet de réduire le nombre devariables dans le problème de minimisation.Ce type de problème de minimisation sous 
ontraintes peut être abordé par une mé-thode du type point intérieur. Aussi pour sa résolution, nous avons utilisé la librairieIpopt, [WB06℄, interfa
ée ave
 MATLAB. Il est aussi possible d'utiliser la fon
tion fmin
onde MATLAB1). L'étape d'initialisation de l'algorithme est faite à l'aide du 
al
ul e�e
tué dansle Chapitre 2.En e�et, on initialise l'algorithme ave
 la solution 
al
ulée analytiquement dans le Chapitre 2,en prenant 
omme matri
e M le gradient du ve
teur (f1, . . . , fn)⊤ en 0.La �n de 
e paragraphe est 
onsa
rée à des exemples numériques.Pour 
e faire, nous 
onsidérons c = (0, (D1,D2)) ∈ C(2) ave
 D0 et D1 tels que pourtout x ∈ Σ, on a :

D1(x) = P2(cos θ(x))eρ(θ(x)) et D2 = P3(cos θ(x))eρ(θ(x)) ,ave
 P2 et P3 les deuxièmes et troisièmes polyn�mes de Legendre.Nous 
ommençons par véri�er que lorsque ς tend vers 0, le 
ontr�le en temps optimalobtenu à partir de la matri
e de Shapere et Wil
zek, MSW , tend bien vers un 
ontr�lepour le système 
omplet.Soit h1 un obje
tif pour la position du 
entre de masse. On note T̄ le temps optimal et
λ̄ un 
ontr�le en temps optimal pour le problème simpli�é (ave
 la matri
e de Shapere etWil
zek) et on note (h̄, s̄) la solution du système dynamique :

˙̄h = 〈MSW s̄, λ̄〉 ,
˙̄s = λ̄ ,muni des 
onditions initiales :

(h̄(0), s̄(0)) = (0,02) .et l'on note (hj , sj)j∈{0,...,nt} la solution du système (8.3.8) ave
 
omme entrée
λj = λ̄( jT

nt+1 ) pour j ∈ {0, . . . , nt}. Pour que le s
héma d'Euler expli
ite n'induise pasd'erreur, on se donne nt ∈ N
∗ de sorte que 1

nt
< ς

7 .1Voir le lien : http://www.ie
n.u-nan
y.fr/~lohea
/, rubrique 
odes.

http://www.iecn.u-nancy.fr/~loheac/


136 CAS DE LA NAGE EN SYMÉTRIE AXIALESur la Figure 8.3, nous avons représenté en é
helle log− log la 
onvergen
e de hnt vers h1.

0.030.040.050.060.070.080.090.1
0.20.3

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

|h
n

t
−

h
1
|

ςFig. 8.3 � Représentation en é
helle log− log de la 
onvergen
e de hnt vers h1, dans le
as n = 2, lorsque ς tend vers 0. On a 
hoisi h1 = 1
2 . La pente de la droite obtenue parrégression linéaire est de l'ordre de 1.5.Sur la Figure 8.4, nous avons représenté l'é
art entre les valeurs de h̄ et (hj)j∈{0,...,nt}.

-0.100.10.20.30.40.50.6

0 5 10 15 20 25 30 35

h

t

h̄(t)
hj

Fig. 8.4 � Tra
é de h̄ et (hj) pour h1 = 1
2 et ς = 0.3, dans le 
as n = 2.



EXPÉRIMENTATION NUMÉRIQUE 137Nous donnons maintenant des solutions du Problème 8.3.2. Comme pré
édemment, onse �xe h1 = 1
2 et l'algorithme de re
her
he du minima est initialisé ave
 le 
ontr�le donnépar :

λj = λ̄

(

jT̄

nt + 1

)

.Une solution numérique obtenue ave
 la méthode de dis
rétisation totale est représentéesur la Figure 8.5.
-0.100.10.20.30.40.50.6

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

h

t

h(t)

(a) h(t) en fon
tion de t. -0.3-0.2-0.10
0.10.20.3

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
s
2

s1

s(t)

(b) Traje
toire t 7→ s(t).Fig. 8.5 � Traje
toire t 7→ (h(t), s(t)) ave
 n = 2, h1 = 1
2 et ς = 0.3.Sur les Figures 8.6 et 8.7, nous avons représenté les déformations du nageur sur une période.

(b) (
) (d)
(e)

(f) (g)
(h) (i) (j)

00.0050.010.0150.020.0250.03

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

h

t

(a)

h(t)

Fig. 8.6 � Position du 
entre de masse du nageur entre les instants t0 = 0.5384 et
t1 = 2.3002 (
orrespondant à une période) obtenue ave
 h1 = 1

2 et ς = 0.3, dans le 
as
n = 2. Les référen
e (a)�(j) 
orrespondent aux déformations représentées sur la Figure 8.7.
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(a) t = 0.5383 (b) t = 0.7331 (
) t = 0.9299 (d) t = 1.1256

(e) t = 1.3213 (f) t = 1.5172 (g) t = 1.7129 (h) t = 1.9087

(i) t = 2.1035 (j) t = 2.3002Fig. 8.7 � Forme du nageur entre les instants t0 = 0.5384 et t1 = 2.3002 obtenue ave

h1 = 1

2 et ς = 0.3, dans le 
as n = 2.Pour �nir, nous donnons sur la Figure 8.8 une illustration de la déformation du nageur,en un temps pro
he de 
elui 
orrespondant à la déformation (g) de la Figure 8.7, ave
 la re-
onstru
tion du 
hamp de vitesse et du 
hamp de pression, dans le 
as de deux déformationset ave
 le 
ontr�le obtenu par l'algorithme de minimisation.
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Fig. 8.8 � Déformation du nageur et représentation du 
hamp de pression et de vitessedans le �uide.





Con
lusion et perspe
tives sur leproblème de la nageDans 
ette partie, nous avons montré que tout mi
ro-nageur 3D est 
apable de nager,
'est-à-dire non seulement de se mouvoir dans le �uide, mais aussi de suivre une traje
toirepres
rite.De plus, 
e
i peut être e�e
tué par le moyen de mouvements arbitrairement petits rajoutésà un mouvement pres
rit.Lorsque les 
hangements de forme sont exprimés 
omme une 
ombinaison linéaire �nie dedéformations élémentaires et qu'au
une modi�
ation arbitraire de la forme n'est pres
rite,nous avons montré que seul quatre déformations élémentaires sont requises pour que lenageur soit 
apable de suivre n'importe quelle traje
toire rigide pres
rite. Dans 
e 
as,lorsque la vitesse de déformation est à valeurs dans un 
ompa
t, un 
ontr�le optimal exis-te pour une grande variété de fon
tions de 
oût. De plus dans le 
as à symétrie axiale,nous sommes parvenus à 
al
uler numériquement des 
ontr�les en temps optimal ave
 des
ontraintes sur l'amplitude des déformations.Dans 
ette partie, nous avons montré qu'ave
 quatre déformations de base pres
rites(deux dans la 
as d'un nageur à symétrie axiale), nous sommes 
apables de 
ontr�ler lenageur à bas nombre de Reynolds. Il est naturel de se demander si 
ela est possible ave
moins de quatre déformations. Nous savons que deux déformations de base sont né
essaires.En e�et dans le 
as où une seule déformation est pres
rite, nous rentrons dans le 
adredu Théorème de la 
oquille Saint-Ja
ques et par 
onséquent le nageur ne peut être 
on-tr�lable. Aussi, si l'on ne pres
rit que deux déformations de base, pour montrer le résultatde 
ontr�labilité, un 
al
ul sur la dimension nous permet d'a�rmer qu'il est né
essaire de
al
uler des 
ro
hets de Lie d'ordre trois. C'est-à-dire qu'il serait né
essaire de 
al
uler desdérivées de formes jusqu'à l'ordre trois. Ce
i est en 
ours d'étude ave
 l'aide du logi
iel de
al
ul formel maxima.Dans toute 
ette partie, nous avons 
onsidéré que le nageur était seul dans le domaineet que le domaine �uide o

upait l'espa
e R
3 entier.Dans le 
as où le domaine �uide est borné, on peut envisager d'adapter la méthode utiliséedans 
e travail. Cependant, il est à noter que dans 
e 
as, les for
es ne sont plus indépen-dantes de la position du nageur. Ce
i rajoute un peu de 
omplexité au problème, maispourrait aussi permettre de pouvoir 
ontr�ler le nageur ave
 moins de déformations debase pres
rites. En e�et, dans 
e 
as, la dérivée par rapport à la position du 
entre demasse du nageur n'est plus né
essairement nulle.Dans le 
as où l'on 
onsidère plusieurs nageurs, la méthode utilisée ne s'applique plus. Ene�et, dans 
e 
as, l'ensemble formé par les nageurs n'est pas un di�éomorphisme de la bouleunité. Cependant une idée pour aborder 
e problème est de 
onsidérer que les nageurs sontéloignés. Ainsi l'in�uen
e d'un nageur sur l'autre peut être négligée. La 
on
lusion suivraitalors par analy
ité. 141



142 CONCLUSION ET PERSPECTIVES SUR LE PROBLÈME DE LA NAGEUne autre question à plus longue é
héan
e est 
elle de la 
ontr�labilité lorsque l'onne se pla
e pas dans le 
adre d'un nombre de Reynolds nul ou in�ni. Pour 
e problème,nous pensons pro
éder par étapes. En e�et, le fait que l'on se soit pla
é à bas nombre deReynolds a induit la disparition de tous les termes d'inertie (tant pour le �uide que pourle nageur).Une première étape est de 
onserver l'inertie du nageur, 
'est-à-dire que l'on 
onserve unedérivée se
onde pour la position et l'orientation du nageur. Ave
 
ette modélisation, onreste dans le 
adre du 
ontr�le géométrique. La démonstration de la 
ontr�labilité pour 
eproblème est un travail en 
ours ave
 J.-C. Vivalda.Une fois 
e résultat de 
ontr�labilité montré, nous pouvons rajouter le terme inertiel deséquations de Navier-Stokes négligé dans les équations de Stokes stationnaires. Dans unpremier temps, nous pensons uniquement rajouter la partie linéaire du terme inertiel,
'est-à-dire 
onsidérer les équations de Stokes d'évolution. Pour montrer le résultat de 
on-tr�labilité pour 
e système, il n'est plus envisageable de 
onsidérer les outils du 
ontr�legéométrique. Une parade est alors d'utiliser la méthode du retour dé
rite au Chapitre 1.En e�et, le fait de pouvoir 
al
uler un 
ontr�le dans le 
as sans inertie nous permettraitde 
onstruire des traje
toires parti
ulières et l'utilisation de la méthode du retour le longde 
es traje
toires nous permettrait de montrer le résultat de 
ontr�labilité ave
 un �uiderégi par les équations de Stokes d'évolution.La dernière étape est le rajout du terme non linéaire des équations de Navier-Stokes. Pourmontrer un résultat de 
ontr�labilité dans 
e 
as, nous pensons utiliser un résultat de per-turbation. En e�et, les équations de Navier-Stokes peuvent être vues (au moins pour unnombre de Reynolds petit) 
omme une perturbation des équations de Stokes d'évolution.Une dernière question est d'ordre numérique. En e�et, nous avons donné une méthodenumérique 
onstruite à la main qui semble assez e�
a
e pour les questions posées dans 
etteétude. Cependant, pour être 
omplet, il est né
essaire de montrer un résultat de 
onvergen
ede la solution numérique vers la solution exa
te. Aussi, 
ette méthode se révèle ine�
a
edans le 
as où le domaine est trop déformé. Il semble alors intéressant de développer uneméthode numérique e�
a
e pour le 
al
ul de la for
e exer
ée par le �uide sur le nageurdans des domaines très di�érents d'une sphère. Comme un des prin
ipaux intérêts de lanage est la résolution d'un problème de 
ontr�le, il est né
essaire que 
ette méthode soitrapide. En e�et, dans les méthodes de re
her
he d'un 
ontr�le exposées (méthodes de tir ouméthodes dire
tes), la fon
tion 
al
ulant les termes de for
es sera appelée un grand nombrede fois. À notre 
onnaissan
e, les méthodes d'intégrale frontière seraient parti
ulièrementadaptées pour la résolution de 
e problème. Cependant, 
omme l'obje
tif ultime de la nageest la 
ontr�labilité du nageur pla
é dans les équations de Navier-Stokes, une méthode detype intégrale frontière pour la résolution du domaine �uide est di�
ile à mettre en ÷uvre.En e�et le terme de dérivation matérielle né
essite d'aller re
her
her (pour le s
héma entemps) la valeur de la vitesse à la position o

upée pré
édemment par le point matériel.Or 
ette position n'est pas évidente à obtenir dans le 
as de la méthode des intégralesfrontières. Plus pré
isément, le 
al
ul de 
ette position né
essiterait de 
onstruire le 
hampde vitesse dans le domaine �uide et 
ette étape de re
onstru
tion est 
oûteuse.Ainsi, dans le 
as des équations de Navier-Stokes ou de Stokes d'évolution, la méthode quisemble la plus adaptée est la méthode des éléments �nis.
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RésuméCette thèse est divisée en deux parties, le �l dire
teur étant la 
ontr�labilité en tempsoptimal.Dans la première partie, après un rappel du prin
ipe du maximum de Pontryagin dansle 
as des systèmes de dimension �nie, nous mettrons en ÷uvre 
e prin
ipe sur la 
as d'unintégrateur non-holonome 
onnu sous le nom de système de Bro
kett pour lequel nousimposons des 
ontraintes sur l'état. La di�
ulté de 
ette étude provient du fait que l'on
onsidère un problème de 
ontr�le ave
 des 
ontraintes sur l'état.Après 
et exemple, nous nous intéressons à une extension du prin
ipe du maximum dePontryagin au 
as des systèmes de dimension in�nie. Plus pré
isément, l'extension quenous 
onsidérons s'applique au 
as de systèmes exa
tement 
ontr�lables en tout temps.Typiquement, 
e résultat s'applique à l'équation de S
hrödinger ave
 
ontr�le interne. Pourde tels systèmes, sous une 
ondition de 
ontr�labilité appro
hée, depuis un ensemble detemps non négligeable, nous montrons l'existen
e d'un 
ontr�le bang-bang.Dans la se
onde partie, nous étudions le problème de la nage à bas nombre de Reynolds.Une modélisation physique 
onvenable nous permet de le formaliser 
omme un problèmede 
ontr�le.Nous obtenons alors un résultat de 
ontr�labilité sur 
e problème. Plus pré
isément, nousmontrons que quelque soit la forme du nageur, 
elui-
i peut se déformer légèrement poursuivre une traje
toire imposée.Nous étudions ensuite le 
as d'un nageur à symétrie axiale. Les résultats de la premièrepartie permettent alors la re
her
he d'un 
ontr�le en temps optimal.Mots 
lefs : équations de Stokes, intera
tion �uide-stru
ture, 
ontr�labilité, 
ontr�labilité entemps optimal, 
ontr�le géométrique, prin
ipe du maximum de Pontryagin, système de Bro
kett,intégrateur non-holonome, 
ontr�le bang-bang, équation de S
hrödinger.Abstra
tThis thesis is divided in two parts. The main tool of this work is time optimal 
ontrol.We �rst 
onsider the Pontryagin maximum prin
iple for 
ontrol system of �nite dimen-sion. After that, we give an appli
ation of this prin
iple for the Bro
kett integrator withstate 
onstraints.Then, we study an extension of the Pontryagin maximum prin
iple in the 
ase of in�nitedimensional systems. More pre
isely, this extension 
on
erns the 
ase of exa
tly 
ontrol-lable systems in any time. For instan
e, this 
an be the S
hrödinger equation with internal
ontrol. Espe
ially under some 
ondition of approximate 
ontrollability, we 
an show theexisten
e of a bang-bang 
ontrol de�ned on a time set of positive measure.In the se
ond part, we study the problem of swimming at low Reynolds number. A
onvenient physi
al model allows us to formulate it under the form of a 
ontrol problem.We then get a 
ontrollability result on this problem. More pre
isely, we will show thatwhatever the shape of the swimmer is, the swimmer 
an slightly modify its shape in orderto steer any pres
ribed traje
tory.To 
omplete this part, we 
onsider the 
ase of an axi-symmetri
 swimmer. The results ofthe �rst part allow us to �nd an optimal time 
ontrol.Key words: Stokes equations, �uid-stru
ture intera
tions, 
ontrollability, time optimal 
ontrol,geometri
al 
ontrol, Pontryagin's maximum prin
iple, Bro
kett system, non-holonomi
 integrator,bang-bang 
ontrol, S
hrödinger equation.
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