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La majeure partie de cette thése est consacrée d’une part & Pétude de différentes questions
concernant le controle de systémes différentiels stochastiques modélisés par des équations différen-
tielles stochastiques écrites au sens d’It6 et, d’autre part, 4 des questions de filtrage non linéaire.

Dans une premiére partie, sont rassemblés des résultats de stabilisation asymptotique en pro-
babilité de systémes différentiels stochastiques. Ces résultats sont obtenus dans le cadre de la
théorie développée 2 partir de la fin des années 1960, principalement par Khasminskii et Kushner.
Le principal but poursuivi est de généraliser divers résultats de stabilisation par retours d’état
obtenus par différents auteurs pour des systémes différentiels stochastiques ol le controle n’est
pas bruité, 4 des situations ou un méme bruit affecte a la fois la dynamique du systéme en régime
libre et le controle rétroactif. Le contenu du chapitre 2, consacré 2 une extension au contexte
stochastique du théoréme d’Artstein, a fait objet de la publication [5], en collaboration avec
Patrick Florchinger. Dans le chapitre 3, on exploite le résultat obtenu dans le chapitre précédent
pour établir un résultat de stabilisation asymptotique adaptative pour des systémes différentiels
stochastiques. Le contenu du chapitre 4, consacré a la stabilisation de systémes différentiels sto-
chastiques 4 travers la notion de passivité, constitue la prépublication [1] et a fait 'objet de la
communication [6] 4 la 41-éme “TEEE Conference on Decision and Control”, tandis que I'étude
concernant des systémes différentiels stochastiques en cascade développée dans le chapitre 5 est
Pobjet de la prépublication [2].

La seconde partie de ce travail est consacrée 4 des probiémes de filtrage non linéaire en dimension
finie ou infinie. Dans ce domaine, le premier probléme abordé est celui du filtrage approché par
un filtre de dimension finie d’un signal de dimension deux, dont une seule composante est obser-
vée. Ce travail, correspondant au chapitre 7, est ’objet de la prépublication [3]. Le chapitre 8 est
consacré 3 la recherche d’exemples de filires exacts de dimensions finies. Son contenu constitue la
prépublication [4]. Dans les chapitres 9 et 10, on s’intéresse & des généralisations des équations du
filtrage non linéaire pour des problémes en dimension infinie.

Dans une troisiéme partie, on étudie, grace au calcul de Malliavin, Pexistence d’une densité régu-
liére pour la solution d’une équation différentielle stochastique & coefficients dépendant du temps
avec une infinité de termes de diffusion.

[1] L.Daumail, A passive system approach for the stabilization of stochastic differential systems.
Soumis pour publication.

[2] L.Daumail, Cascade stochastic differential systems : asymptotic stabilization via a Jurdjevic-
Quinn approach. Soumis pour publication. '

[3] L.Daumail, Approximate filters for a nonlinear problem with correlated noise. Soumis pour
publication.

[5] L.Daumail, Some examples of exact finite-dimensional filters for nonlinear problems with cor-
related noise. Prépublication.

[5) L.Daumail, P.Fiorchinger, A constructive extension of Artstein’s theorem to the stochastic
context. Stochastics and Dynamics 2 (2002) 251-263.

[6] L.Daumail, Stabilization of stochastic differential systems via passivity. Proceedings of the 41th
IEEE Conference on Decision and control, Las Vegas (USA) (2002). (& paraitre)
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Premiére partie

Stabilisation de systémes différentiels
stochastiques.



Dans la premiére partie de ce travail, on étudie du point de vue de la stabilisation asympto-
tique en probabilité des systémes différentiels stochastiques contr6lés modélisés par des équations
différentielles stochastiques écrites au sens d’It6 sous la forme

t t
Ty = Zo +/ f(za,U)d3+/ 9 (s, u) dws (1)
0 0
ol (w¢),sq est un processus de Wiener standard.

Plus précisément, on suppose que le systéme posséde une solution d’équilibre et on cherche &
construire des controles rétroactifs qui rendent cette solution d’équilibre asymptotiquement stable
en probabilité. La méthode utilisée dans ce travail repose essentiellement sur 'utilisation des fonc-
tions de Lyapunov stochastiques.

Dans le cadre de cette thése, on s’est surtout attaché i obtenir des résultats de stabilisation
pour des systémes différentiels stochastiques controlés du type (1) dans lesquels le méme “bruit”
affecte a la fois 1’état et le controle.

La premiére partie de cette thése est organisée de la maniére suivante.

Dans le chapitre 1, on rappelle les définitions et les résultats concernant la stabilité en probabilité,
au sens de Khasminskii [30], et la stabilité asymptotique en probabilité de la solution d’équilibre
d’une équation différentielle stochastique.

Dans le chapitre 2, on considére un systéme différentiel stochastique du type (1) affine vis & vis
du contréle. On montre comment un stabilisateur peut étre construit sous forme de retour d’état
régulier lorsqu’une fonction de Lyapunov controlée est connue. Dans le chapitre 3 ce résultat est
utilisé afin d’établir des conditions sous lesquelles la stabilisation asymptotique en probabilité d’un
systéme reste possible en présence d’un paramétre inconnu dans la dérive du systéme.

Le chapitre 4 est consacré i la stabilisation asymptotique en probabilité de systémes différen-
tiels stochastiques passifs. Aprés avoir montré qu’un systéme passif peut étre rendu localement
asymptotiquement stable en probabilité on utilise cette notion de passivité afin d’étudier la sta-
bilisation asymptotique en probabilité de systémes pour lesquels la stabilité en probabilité est
garantie par I'existence d’une fonction de Lyapunov. Différents moyens permettant d’obtenir une
stabilisation asymptotique en probabilité globale sont ensuite étudiés.

Dans le chapitre 5 des idées similaires a celles développées dans le chapitre 4 sont mises en ceuvre
pour étudier la stabilisation asymptotique en probabilité de systémes différentiels stochastiques en
cascade.



Chapitre 1

Stabilité et stabilisation stochastique

1.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on se propose de rappeler diverses notions concernant la stabilité en probabi-
lité et la stabilité asymptotique en probabilité de la solution d’équilibre d’une équation différentielle
stochastique.

Aprés que la théorie du mouvement Brownien mise en forme par Wiener [51] ait donné des fonde-
ments mathématiques solides & cette idée, I’émergence et le développement du calcul stochastique
depuis les travaux de K. 1t6 [24] ont conduit & la modélisation de systémes réels par des équations
différentielles stochastiques dans des domaines variés : sciences physiques, technologie, dynamique
des populations etc.

Comme pour les systémes déterministes, la stabilisation des systémes différentiels stochastiques
constitue souvent un aspect important du contrdle de ces systémes.

Plus encore que celle des équations différentielles déterministes, la résolution explicite des équa-
tions différentielles stochastiques n’est que trés rarement possible, méme dans le cas d’équations li-
néaires. Dans I’optique de la théorie ergodique, des résultats concernant les exposants de Lyapunov
pour les solutions d’équations différentielles stochastiques ont été obtenus (voir [3] et les références
citées dans cet article). Dans la pratique I’exploitation de ces résultats suppose la connaissance
d’une mesure invariante pour un processus de Markov obtenu en projetant le processus initiale-
ment considéré sur la sphére unité, ce qui souléve d’importantes difficultés.

Une autre approche, celle qui sera suivie ici, consiste & faire appel & des fonctions de Lyapu-
nov. .

L’analyse de la stabilité, ou de l'instabilité, des systémes différentiels stochastiques par l'inter-
médiaire de fonctions de Lyapunov a été développée en majeure partie par Kushner [36] et Khas-
minskii [30]. Sous réserve de pouvoir déterminer de telles fonctions, cette démarche est bien adaptée
a I’étude de la stabilisation de systémes différentiels stochastiques contrélés non linéaires. On peut
la décrire sommairement comme une extension au contexte stochastique de la méthode de Lyapu-
nov, bien connue dans le cadre de ’étude des systémes déterministes, cette extension exploitant
la notion de surmartingale pour traduire 1'idée de décroissance d’un potentiel.

Le contenu de ce chapitre est organisé de la maniére suivante.

Dans le paragraphe 1.2, les définitions des notions de stabilité stochastique employées par la
suite sont rappelées. Le paragraphe 1.3 rassemble les résultats fondamentaux qui seront appliqués

9



10 CHAPITRE 1. STABILITE ET STABILISATION STOCHASTIQUE

4 la stabilisation des systémes différentiels stochastiques contrélés qui font I'objet d’une breéve
présentation dans le paragraphe 1.4.

1.2 Concepts de stabilité stochastique.

Dans ce paragraphe, on rappelle les concepts de stabilité stochastique utilisés dans la suite de
ce travail.

Soit (2, F,P) un espace de probabilité complet et (W}),, un processus de Wiener standard,
4 valeurs dans R", défini sur cet espace de probabilité. B

Considérons le processus stochastique z:, solution dans R™ de 1’équation différentielle stochas-
tique écrite au moyen de la différentielle d’It6 sous la forme :

' Ty = To + /o.tf(:cs) ds + /Otg(:ca) dWs. (1.1)

Supposons, afin de garantir ’existence d’une unique solution forte de (1.1), que les fonctions f et
g, définies sur R™ et & valeurs respectivement dans R™ et R**", sont globalement Lipschitziennes
en z et 4 croissance sous linéaire; c’est & dire qu’il existe une constante positive K telle que pour
tout (z,y) de R" x R on ait :

[f(z) = fW)Ign +19(2) — 9@)|gmx < K |Z — Yyl
|f (@) g~ + 9(2)|gnx- < K (1 + |2|gn)

La solution de I’équation différentielle stochastique (1.1) initialisée & la valeur zo & I'instant s sera
notée (z7°%°),~,.

Dans ce contexte, si f et g s’annulent toutes les deux & l'origine de R™, alors z; = 0 est une
solution d’équilibre de 1’équation différentielle stochastique (1.1). Si on s’intéresse a la stabilité de
cet équilibre, on peut définir comme dans [30] la notion de stabilité en probabilité de la maniére
suivante.

Définition 1.2.1 La solution d’équilibre z; = 0 de I’éguation différentielle stochastique (1.1) est
dite stable en probabilité si, et seulement si, pour tout s >0 ete >0 :

: 8,T _
il_x)r%)P (igglmt | > 8) =0.

Comme dans le cas déterministe, la notion de stabilité asymptotique vient compléter cette
premiére définition. On peut lui préter une signification locale ou globale, comme l'indique la
définition suivante.

Définition 1.2.2 1. La solution d’équilibre z, = 0 de ’équation différentielle stochastique (1.1)
‘est dite localement asymptotiquement stable en probabilité si, et seulement si, elle est stable
en probabilité et si pour tout s > 0 :

lim P( lim |z{*| = 0) =1.
t—+4oco

z—0

2. La solution d’équilibre z; = 0 de l’équation différentielle stochastique (1.1) est dite globale-
ment asymptotiquement stable en probabilité si, et seulement si, elle est stable en probabilité
et st pour tout s > 0 et tout z € R" :

P( lim |z = 0) =1.
t—+o0
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Dans ce travail, on se référera aux deux définitions ci-dessus. Néanmoins, la stabilité d’une
solution d’équilibre d’une équation différentielle stochastique peut étre envisagée sous d’autres
aspects. En particulier, on dit que la solution d’équilibre z; = 0 de ’équation différentielle sto-
chastique (1.1) est exponentiellement stable en moyenne d’ordre p lorsqu'il existe des constantes
strictement positives C et k telles que pour tout z € R*, 0 < s <t on ait :

Elz}P < C ol e,

Il existe des liens entre ces diverses notions de stabilité stochastique, en particulier lorsque le
systéme considéré est linéaire. Une étude de ces liens figure dans [30], et une synthése en est
proposée dans [2]. En particulier, sous une forte hypothése d’ellipticité sur la matrice de diffusion,
la stabilité en probabilité implique la stabilité asymptotique en probabilité ainsi que l'indique le
résultat suivant.

Théoréme 1.2.3 (/30], page 168) Supposons qu’il existe une fonction continue m définie positive
sur R telle que pour tout x voisin de 0 dans R" on ait

y*g(z)g(z)*y > m(z) y|®

quelque soit y € R™.
Alors, si la solution d’équilibre de l’équation différentielle stochastique (1.1) est stable en probabi-
lité, elle est aussi localement asymptotiquement stable en probabilité.

1.3 Fonctions de Lyapunov et étude de la stabilité des sys-
témes.

Pour I’étude de la stabilité d’une solution d’équilibre d’une équation différentielle stochastique
dans les divers sens rappelés ci-dessus, on peut faire appel a des fonctions de Lyapunov, comme
dans le cas déterministe. Dans ce but, nous adoptons la définition suivante.

Définition 1.3.1 On appellera fonction de Lyapunov stochastique toute fonction V définie et
continue sur un voisinage D de l'origine dans R, définie positive et de classe C* sur D\ {0}.

Appliqué a une fonction de Lyapunov V', le générateur infinitésimal £ du processus stochastique
z; solution de 1’équation différentielle stochastique (1.1) donne pour tout z € D :

LV(z) = V(@) f(z) + %’I‘r (9(2)g" (@) V2V (2)) -

L’étude de la quantité ainsi définie est susceptible de fournir des informations qualitatives sur le
comportement de la solution z; de ’équation différentielle stochastique (1.1).

Commencons & cet égard par noter que le recours & des fonctions de Lyapunov stochastiques
permet d’assouplir les hypothéses sur les coefficients de 1’équation différentielle stochastique (1.1).
En effet, le théoréme 4.1 page 84 de [30] prend la forme suivante dans le cadre de 1’étude d’un
systéme autonome.

Théoréme 1.3.2 Supposons que les coefficients f de R™ dans R™ et g de R® dans R**" du
systéme différentiel stochastique (1.1) vérifient des conditions de Lipschitz sur toute boule de R™.
Si il existe une fonction de Lyapunov stochastique propre V définie sur R" et une constante réelle
¢ > 0 telles que

LV(z) < cV(x)

pour tout x € R*, alors le systéme différentiel stochastique (1.1) admet une solution unique pour
toute condition initiale o € R™.
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Les fonctions de Lyapunov stochastiques peuvent aussi permettre de mener a bien I’étude de
la stabilité en probabilité, ou de la stabilité asymptotique en probabilité, d’un systéme différentiel
stochastique. On dispose a cet égard de l’extension suivante du théoréme de Lyapunov au cadre
stochastique.

Théoréme 1.3.3 Si il existe une fonction de Lyapunov stochastique V' définie sur un voisinage
ouvert D de lorigine de R" telle que :

LV (z) < 0(respectivement LV (z) < 0)

pour tout x dans D \ {0}, alors la solution d’égquilibre z; = 0 du systéme différentiel stochastique
(1.1) est stable en probabilité (respectivement localement asymptotiquement stable en probabilité).
De plus, si D = R" et si la fonction V est propre, alors la solution d’équilibre z; = 0 du systéme
différentiel stochastique (1.1) est globalement asymptotiquement stable en probabilité si

LV (z) <0
pour tout z dans R™ \ {0}.

Ce résultat est prouvé en détail dans [30]. Schématiquement, on s’appuie sur la formule d’Itd
pour mettre en évidence le fait que le processus stochastique LV (z:), arrété a l'instant de sa
premiére sortie d’une boule centrée sur 'origine de R™ est une sur-martingale positive, dés que
LV (z) < 0 pour tout z dans D.

Sous cette méme hypothése, comme la sur-martingale en question est continue, elle est presque
sirement convergente et ses trajectoires, compte-tenu de la stabilité en probabilité de la solution
d’équilibre de ’équation différentielle stochastique, coincident avec celles de LV (z;) avec une pro-
babilité tendant vers 1 quand la condition initiale z tend vers O.

En fait, on dispose du résultat suivant da & Kushner [38] pour obtenir des précisions sur le com-
portement asymptotique de la solution de 1’équation différentielle stochastique (1.1). Ce théoréme
constitue le pendant stochastique du principe d’invariance de La Salle [39].

Théoréme 1.3.4 Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov V telle que pour tout x € R®
on ait :
LV(z) <0.

Alors, le processus stochastique x; solution de I’équation différentielle stochastique (1.1) tend avec
probabilité 1 vers le support du plus grand ensemble invariant, contenu dans l’ensemble LV (z;) =0
pour tout t > 0.

Les théorémes énoncés ci-dessus donnent, en termes de fonctions de Lyapunov, des conditions
suffisantes pour la stabilité ou la stabilité asymptotique en probabilité des systémes différentiels
stochastiques. Il est naturel de se demander dans quelle mesure de telles conditions sont aussi
nécessaires. La réponse est positive dans certaines situations, et les deux résultats suivants peuvent
étre cités dans ce sens.

Théoréme 1.3.5 (Khasminskii [30], chapitre 5) Supposons que les coefficients du systéme dif-
férentiel stochastique (1.1) sont Lipschitziens dans un voisinage de l'origine et que la solution
d’équilibre de ce systéme est stable en probabilité. Supposons en outre qu’il existe une fonction
continue m telle que m(z) > 0 pour = # 0 telle que

g9(x)g(z)* > m(z)I.

Alors, il eziste une fonction de Lyapunov stochastique V de classe C? sur R™ \ {0}, continue en
0, telle que LV (z) = 0 pour tout z € R".
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Théoréme 1.3.6 (Kushner [37]) Si les coefficients du systéme différentiel stochastique (1.1) sont
deuz fois différentiables et bornés et si la solution d’équilibre z; = 0 de ce systéme est localement
(respectivement globalement) asymptotiquement stable en probabilité, alors il eziste une fonction
de Lyapunov V de classe C? définie sur un voisinage D de l'origine (respectivement propre et de
classe C? sur R") telle que LV (z) < 0 pour tout z € D \ {0} (respectivement z € R™ \ {0}).

1.4 Stabilisation de systémes différentiels stochastiques contro-
lés.

Les chapitres suivants sont consacrés 2 la stabilisation asymptotique en probabilité de systémes
différentiels stochastiques de la forme

t t
Tp = To +/0 f (zs,us)ds +/0 g(zs,us) dW, (1.2)

ol u désigne un processus stochastique & valeurs dans RP, adapté & la filtration obtenue en aug-
mentant de maniére appropriée (cf. [28] théoréme 2.7.15) la filtration naturelle engendrée par le
processus de Wiener (W;),5,.

Les fonctions f et g seront soumises dans la suite & des hypothéses permettant de garantir I'exis-
tence et 1'unicité d’une unique solution forte pour le systéme différentiel stochastique (1.2).

Notre but vis a vis de tels systémes sera principalement de déterminer des contréles u sous forme
de retours d’état u = a(x) tels que le systéme différentiel stochastique

t t
s=z0+ [ J(onae))ds+ [ o(at)dw,
0 0
soit asymptotiquement stable en probabilité & I'origine, localement ou globalement.

On parlera alors du contréle rétroactif u; = a(z;) comme d’un stabilisateur du systéme diffé-
rentiel stochastique (1.2).
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Chapitre 2

Une extension constructive du
théoréme d’Artstein

2.1 Introduction.

Le but de ce chapitre est de proposer une extension du théoréme d’Artstein & des systémes
différentiels stochastiques non linéaires controlés dans lesquels un méme bruit blanc représenté
par les variations d’un processus de Wiener standard affecte & la fois 1'état et le controle. Plus
précisément, nous allons montrer que ’existence d’une fonction de Lyapunov lisse, sauf peut-&tre
au point d’équilibre, et vérifiant une hypothése d’existence de “petits contréles” au voisinage de
cet équilibre autorise la construction explicite d’un retour d’état lui-méme lisse, sauf peut-étre au
voisinage de 1’équilibre, mais néanmoins continu en ce point.

La stabilisabilité de systémes différentiels déterministes non linéaires a été explorée au cours de
ces derniéres années par de nombreux auteurs (voir par exemple [1, 7, 48, 49, 42] et les références
contenues dans ces articles). Fondée sur la théorie de Lyapunov, la méthode développée par ces
auteurs fournit des conditions suffisantes pour l’existence de retours d’état stabilisateurs lisses,
sauf éventuellement 3 ’équilibre. La pertinence et I'intérét de l’utilisation de retours d’état éven-
tuellement non lisses & I’équilibre a été soulignée par Sontag et Sussman dans [47] et a depuis été
considérée comme acceptable par différents auteurs (voir entre autres [12], [29] ou [49]).

Une preuve explicite du théoréme d’Artstein est donnée par Sontag dans [46] et revue par Lin
et Sontag dans [42]. La preuve donnée dans [46] utilise une formule “universelle”, en 'espéce une
fonction algébrique de dérivées de Lie des coefficients du systéme. Le retour d’état stabilisateur
obtenu est lisse, sauf éventuellement au point d’équilibre, et continu en ce point si I’hypothése
du petit contréle est satisfaite. Le théoréme d’Artstein a par ailleurs été prouvé de maniére non
constructive par Tsinias [49], en utilisant une méthode basée sur des partitions de 1'unité.

La stabilisation de systémes différentiels stochastiques non linéaires a été étudiée par différents
auteurs au moyen de la méthode de Lyapunov stochastique (voir par exemple [13, 23, 16] et les
références citées dans ces articles).

Une extension du théoréme d’Artstein aux systémes différentiels stochastiques non linéaires dont
la dérive dépend de maniére affine du controle a été obtenue par Florchinger dans [14] et dans
[16]. Sous I'hypothése de ’existence d’une fonction de Lyapunov controlée, Florchinger obtient
dans [14] un retour d’état stabilisateur construit de maniére analogue & celui proposé par Sontag
dans [46] pour des systémes déterministes affines vis-a-vis du contréle. Ce retour d’état est lisse
sauf éventuellement & I’équilibre et, si I’hypothése du petit controle est satisfaite, il est en outre
continu en ce point. La preuve du théoréme d’Artstein donnée dans [16] est fondée sur un usage
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non constructif de partitions de I'unité, comme celle donnée par Tsinias dans [49] et en constitue
une extension au cadre stochastique.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes. Le paragraphe 2.2 expose de maniére précise le
probléme & traiter. Celui-ci a pour objet la stabilisation d'un systéme différentiel stochastique ot
la dérive et le terme de diffusion sont tous deux affines vis-a-vis du contréle. Aucune limitation
n’est imposée sur la corrélation éventuelle des bruits susceptibles d’affecter les termes dépendants
du contréle et ceux susceptibles d’affecter les autres termes. Un contréle rétroactif est construit
dans le paragraphe 2.3, tandis que dans le paragraphe 2.4, on montre que ce contréle est lisse sauf
peut-étre au point d’équilibre o1, cependant, sa continuité est établie moyennant une hypothése
comparable & celle du petit contréle. Quelques exemples illustrant le résultat obtenu sont exposés
dans le paragraphe 2.5.

2.2 Présentation du probléme.

Soit (w¢),> un processus de Wiener standard a valeurs dans RP défini sur un espace de pro-
babilité complet (2, F, P).

Considérons le processus stochastique (zt)t>0, a valeurs dans R", solution de 1’équation diffe-
rentielle stochastique

t t
I = o +/0 [f(zs) + ufi(zs) + u2f2(zs)] ds + o [9(zs) + ugi(zs)] dws (2.1)

ol u représente un controle progressivement mesurable & valeurs dans R. Les hypothéses concer-
nant les coefficients de ce systéme différentiel stochastique contralé seront précisées plus loin.

Notre objectif est de construire explicitement un retour d’état u = a(z) rendant le systéme (2.1)
asymptotiquement stable en probabilité, et tel que la fonction a de R® dans R soit au moins de
classe C1, sauf peut étre au point d’équilibre ou cette fonction sera cependant continue.

Compte tenu du théoréme 1.3.3 et du théoréme 1.3.6, nous sommes conduits & examiner le généra-
teur infinitésimal £,, du processus stochastique z; solution de I’équation différentielle stochastique
(2.1).

Pour toute fonction V de classe C? de R* dans R, on a :

L.V (z) = a(z)u?® + b(z)u + ¢(x)

oV
i,k _j.k
Z (gl gl az amJ> (.’L'),

avec

i=1 i,j=1 k=1
b(x>=iz:;(;§vz)(m)+i;k§;(g * s ) @)
C(x)=g(f‘g‘i>( >+%2§(Q"“9”°a&am))( )

Par la suite, on utilisera aussi les notations suivantes :
A(z) = b(z)? — 4a(z)c(x)
et, si A(z) >0etafzx) >0:

a(a) = =20 = VAG)

2a(x)
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et »
ala) = MLV,

Bien entendu, a(z), b(z), c(z), A(z), A1(z) et A2(z) dépendent de la fonction de Lyapunov V.
Cependant, comme cette derniére sera supposée choisie une fois pour toute dans ce qui suit, cette
dépendance n’est pas explicitement mentionnée dans les notations que nous avons adoptées.

Voici maintenant les hypothéses sur les coefficients f, fi, f2, g et g1 du systéme différentiel sto-
chastique (2.1) sous lesquelles nous serons en mesure d’obtenir la stabilisation asymptotique en
probabilité de sa solution d’équilibre.

(H1) Les fonctions f, fi, f2, g et g1 sont lisses (au moins de classe C') et les fonctions f et g
s’annulent en 0.

1l existe une fonction de Lyapunov stochastique propre V telle que :

(H2) pour tout z de R* \ {0}, on a
iréa {LV(2)} <0
u!

(H3) pour tout z de R* \ {0},
a(z) <0= A(z) <0

(H4) (hypothése du petit contréle)

L —2¢(x)
b T 2°
b(z) #0

Remarque 2.2.1 Le théoréme 1.3.2 et Uhypothése (H1) suffisent & garantir lexistence d’une
unique solution non ezplosive pour le systéme en boucle fermée que nous obtiendrons dans la suite.

L’hypothése (H2) sous-entend que

a(z) > 0= A(z) > 0.

Si f2 = 0 et si la fonction de Lyapunov V est conveze, alors l’hypothése (H3) est trivialement
vérifiée.

Remarque 2.2.2 Dans le chapitre 3, une fonction de Lyapunov V satisfaisant les hypothéses
(H2), (H3) et (H{) ci-dessus est appelée fonction de Lyapunov de contréle pour le systéme
différentiel stochastique (2.1).

La construction du retour d’état proposé dans le paragraphe suivant est motivée par le résultat
éléementaire suivant sur les solutions de I’équation az? + bz + ¢ = 0. Les notations sont analogues
a celles introduites au début de ce paragraphe.

Lemme 2.2.3 Sia >0 et A >0, alors :

1. sib>0etc>0,0na

-b -2
/\1<%<_b—</\2<0 (2.2)
2 sib<0Oetc>0,0na
-2¢ —b
< i<— < —< A\ (2.3)

b 2a
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3. sib>0etc<0,0na

M<lcocn (29)
2a
4. sib<0etc<0,0na
-b
< —_— .
A1_0<2a<A2 (2.5)

De plus, les inégalités de (2.4) et (2.5) sont strictes lorsque ¢ < 0.

Démonstration. On peut se contenter de vérifier les points 1 et 3, les deux autres étant parfai-
tement analogues.

1. Comme £ >0 et _Tb < 0, il est clair que

A1<—_—b<,\2<0.
2a

L’inégalité ';Tb < :323 est une conséquence immédiate des inégalités a > 0, b > 0 et A > 0.

Enfin, on calcule

-2 —b% + bVA + dac
h-2 =
b 2a
_ \/Z(b—\/bz—-4ac)
- 2a

et il suffit pour conclure de remarquer que, par hypothése, on a ac > 0.
3. Les inégalités A\, < gf < 0 sont évidentes. De plus, comme £<0et A <0, on a bien
A2 > 0. a

Nous sommes maintenant en mesure de construire un retour d’état qui stabilise asymptotiquement
en probabilité le systéme différentiel stochastique (2.1).

2.3 Définition d’un controéle rétroactif.

Pour définir une “réalisation” lisse du contréle stabilisateur asymptotique u & partir de I’hy-
pothése (H2), commencons par choisir quatre fonctions 0, 1, ¢2 et ¢3 possédant les propriétés
suivantes.

1. ¢ est une fonction de Ry dans Ry, bornée par un réel K, nulle en 0, lisse et telle que d(s) >0
en tout point s > 0.

2. ¢ est une fonction lisse de R x R} dans [0, 1] telle que :
1 si z<-4(s)
¢1 (Zi 3) =
0 si z>0
3. @2 est une fonction lisse de R x R% dans [0, 1] telle que :

0 si z<-2§(s)
¢2(Z,S) = {
1 si z22>-4(s)



2.3. DEFINITION D’UN CONTROLE RETROACTIF. 19

4. ¢3 est une fonction lisse de R x R} dans {0, 1] telle que :

0 si 2<0
¢3(z’s) = .
1 si z2>46(s)

Remarque 2.3.1 La fonction ¢ peut étre construite & partir d’une fonction ¢, de classe C*™ de
R dans [0, 1] telle que
1 st 2<-1
P1(2) =
0 si z2>0

en posant, par exemple, $1(2,8) = P (-6—(%) Les fonctions ¢2 et ¢3 peuvent éire construites a
leur tour par le méme procédé, a partir de fonctions de R dans [0,1] choisies de maniére adéquate.

A partir des fonctions &, ¢1, ¢o et @3 décrites ci-dessus, il est possible de définir un controéle
rétroactif pour le systéme différentiel stochastique (2.1) de telle sorte que le systéme en boucle
fermée ainsi obtenu soit asymptotiquement stable en probabilité, comme on le verra dans le para-
graphe suivant.

Avant d’entreprendre cette construction, notons qu’en vertu des hypothéses (H2) et (H3) les sous-
ensembles suivants de R

{z € R*; a(z) > Oet A(z) < 0}

et
{z € R*; a(z) < Oet A(z) > 0}

sont vides.

De plus, ’ensemble
{z € R"; a(z) = 0et A(z) < 0}

est également vide.

Définissons maintenant une fonction a de R* dans R par I'algorithme de calcul suivant.
1. Si z =0, alors a(z) = 0.
2. Siz #0, alors
(a) si A(z) <0, a(z) =0.
(b) sinon,

i. si a(x) > 0 et b(z) > 0, alors
oe) = 2y (2, lall) + (1 - s (2 lell))
(1= o (2,00 ) (26)

(3222 (523 l1all) = (1 - 92 (52 lial) ) éCliel)

ii. si a(z) > 0 et b(z) <0, alors

oe) = =2y, (2 all) + (1~ ¢ (5L l1ell))
(1= 01 (28 11s) ) 27

(52 s (22 lall) + (1 - @2 (225 llall) ) 8Cl=I)
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iii. si a(z) > 0 et b(z) =0, alors a(z) = 0.
iv. si a(z) = 0 et b(z) > 0, alors

a(@) = o1 (2 Nzl - (1 - o8 (2, lell) )

(1= 01 (552 lal))) 801z (2.8)
v. si a(z) =0 et b(z) < 0, alors
o) = e (38 lal) + (1 - ¢a (35 l1al))
é‘ R o) R(ED (2.9)

Remarque 2.3.2 La définition de la fonction o a essentiellement pour but de fournir une valeur
du contréle u telle que Uon ait £,V (z) < 0 pour tout = # 0. Si on se contentait d’une inégalité
large et de la continuité de u par rapport & z, il serait possible de remplacer les formules (2.6) et

(2.7 ) par
[ =2c(x)
u= Imn{ b) ,0}

—2¢(x)
) ’0}'

Ceci sera apparent dans le paragraphe suivant, ot on va montrer par ailleurs que le choiz de la
fonction a conduit bien aux objectifs fizés.

et les formules (2.8) et (2.9) par

u=ma.x{

2.4 Stabilité du systéme en boucle fermée.

Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat principal de ce chapitre énoncé dans le
théoréme suivant.

Théoréme 2.4.1 Soit « la fonction définie dans le paragraphe 2.3. Sous les hypothéses (H1),
(H2), (H3) et (HY) :

1. la fonction a est continue sur R" et lisse en tout point distinct de l'origine;

2. la solution d’équilibre x; = 0 du systéme différentiel stochastique
t
o = s+ [ [f(e)+ale) @) + a(e) falae)] do
0
(2.10)
t
+ [ lote) + (e @) o,

est asymptotiquement stable en probabilité.

Démonstration. Nous examinons successivement les deux assertions du théoréme.

Etude de la fonction a.

La fonction « est évidement lisse sur les ouverts {A(z) < 0},{A(z) > 0} N {a(z) > 0} N {b(z) < 0}
et {A(z) > 0} N {a(z) > 0} N {b(z) > 0}.

Il reste & examiner cette fonction au voisinage de lorigine, ainsi que des points z distincts de
Porigine tels que :
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1. A(z) =

2. A(z) >0, a(z) > 0 et b(z) =0.
3. A(z) >0, a(z) =0 et b(x) > 0.
4. A(z) >0, a(z) =0 et b(z) < 0.

Etudions alors successivement les quatre situations énumérées ci-dessus ainsi que la continuité de
o a lorigine.

1. 1 est exclus dans ce cas que l’on ait a(z) < 0 & cause de ’hypothése (H3), ainsi que a(z) > 0

3 cause de I’hypothése (H2). On a donc dans ce cas a(z) = 0, ce qui, puisque A(z) = 0,
implique b(z) = 0. Par définition de la fonction a, on a donc a(z) = 0.

D’autre part, d’aprés I’hypothése (H2), c est strictement négatif au point z, ainsi donc
que dans un voisinage U de ce point. Donc, en restreignant éventuellement ce voisinage,
celui-ci ne contient que des points y pour lesquels ¢(y) < [, ou ! est un nombre réel négatif.

Comme b(x) = 0, nous pouvons supposer que I:b%)ﬂl > K dés que b(y) # 0 et y € U.
En retournant selon le signe de b{y) au différentes formules définissant la fonction a, on
constate que a(y) = 0 pour tout y € U. En effet lorsque b(y) > 0 on a ¢ ( 5y) ,|Iy||) =0

et @3 (:;‘%fﬂ,llyll) = 1 puisque %)ﬂ > K > §(||y]l)- Les cas ou b(y) < O peuvent étre
traités de la méme fagon et ceux ol b(y) = 0 sont évidents.

Puisque la fonction a est nulle au voisinage du point z, elle est lisse en ce point.

. On a dans ce cas c(z) < 0, compte tenu de la définition de A(z). De méme que dans le cas

précédent, il existe donc un voisinage U de z & l'intérieur duquel on a —_,%()ﬂ > K pour tout

y de U tel que b(y) # 0 et on peut raisonner de la méme maniére pour montrer qu’a nouveau
a est nulle au voisinage de z.

. Comme A(z) > 0 et b(z) > 0, on peut supposer qu’il existe un voisinage i/ de z et un

réel I' tels que A(y) > 0 et b(y) > I' > 0 pour tout y € Y. Comme A(y) > 0, ’hypothése
(H3) nous permet d’affirmer que a(y) > 0. En restreignant au besoin /, on peut supposer
que 0 < a(y) < " pour tout y € U, I" désignant un réel positif arbitrairement petit. Si on
choisi & de telle sorte que 1" < Z-Tl(l" on a ;_:(%l < —2K < —24(y) pour tout point y € U tel
que a(y) > 0. Pour de tels points y on a ¢2 (%(;%, ||y||) = 0 et Pégalité (2.6) de la défini-
tion de a se réduit a (2.8), cette conclusion restant valable pour les points y tels que a(y) =

Donc, comme a(y) est donné par (2.8) dans U, a est lisse au point z.

4. Ce cas est analogue au précédent et peut étre traité de la méme maniére.

Montrons maintenant la continuité de a en 0. I suffit pour cela de s’assurer de la convergence vers
0 de a(z) quand z tend vers 0 et a est défini par une des formules (2.6),(2.7),(2.8) ou (2.9).

La construction de a implique que dans tous les cas ou b(z) > 0, on a :

min { ~20(2), 0} <afa) <o,

tandis que lorsque b(x) < 0,0on a :

et

0<a(z) < max{26( ), 2((;(;:)},

a{z) =0
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dés que b(z) =0.

L’hypothese (H4) et le fait que § tend vers O en 0 permettent donc de conclure & la continuité de
aen 0.

Stabilité asymptotique en probabilité.

En vertu du théoréme 1.3.3, il suffit d’établir que pour tout z distinct de P’origine, on a LV (z) < 0,
L désignant le générateur infinitésimal du processus stochastique solution du systéme différentiel
stochastique (2.10). En d’autres termes, il nous suffit de vérifier que

a(z)a(z)? + b(z)a(z) + c(z) < 0 (2.11)
pour tout z € R* \ {0}.

Nous passons en revue les différents items de la définition de a pour montrer que l'inégalité
(2.11) est systématiquement vérifiée pour = € R™ \ {0}.

1. L’inégalité (2.11) ne concerne que les points distincts de I’origine de R" et la définition de a
en 0 est indifférente du point de vue qui nous intéresse ici.

2. Supposons maintenant que = # 0.

(a) Si A(z) < 0, a(z) ne peut étre nul et on a, grace a ’hypothése (H2), a(z) < 0. Pour n’im-
porte quelle valeur de u, on a a(z)u?+b(z)u+c(z) < 0, en particulier pour u = a(z) = 0.

Si A(z) = 0, on a nécessairement a(z) = 0. En effet, I'inégalité a(z) > 0 serait en
contradiction avec ’hypothése (H2) et linégalité a(z) < 0 avec I’hypothése (H3).
Comme A(z) = 0 et a(z) = 0, on a aussi b(z) = 0 ce qui implique que ¢(z) < 0 &
cause de ’hypothése (H2). Ainsi LV (z) < 0, indépendamment de la valeur choisie pour
a(z).

(b) Dans les cas qui restent & examiner, on a A(z) > 0

i. Ici, on suppose que a(z) > 0, b(z) > 0 et que a(z) est défini par (2.6).
Nous considérons successivement trois cas suivant la valeur de %)ﬂ

A. i =28 < 6 (llzl), alors ¢ (%(;;l,uzu) = 1et a(z) = 2. On peut

donc conclure dans ce cas grace au lemme 2.2.3.1.
B. Si =4(|lz|}) < %)ﬁ < 0, alors ¢3 ( ,,2(;)’ ,6(||m||)) = 0 et a(z) est le bary-
centre, avec des coefficients positifs, du nombre négatif %(cz()ﬂ et de

5) = 72261 (22 ol ) - (1- 02 (G lel) ) e

De plus la fonction ¢, a été choisie de telle sorte que 8(z) est toujours compris
entre ;:(: et —'ﬁ%ﬁl dés que —6 (||z]]) < _—f(‘i—n()ﬂ < 0. En effet, comme §(z)
est le barycentre de -'—%ﬂ, avec le poids ¢2 (%-3, ||:z:||), et de —4(||z])), avec le

poids 1—¢- ( Fal z) , ||:c||) on est amené & examiner les trois situations suivantes :

Si %5-(%’)1 < =26(||zl}), on a ¢2 (%&%Z,Hzll) = 0 et, par conséquent, 8(z) =
~3(||z|). La conclusion résulte alors des inégalités

—b(z)

—2¢(z)
o < ~20(lel) < =6(lel) < 57

b(z)
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ii.
iii.

iv.

V.

Si —26(|z|]) < =be2) o _5(||z|l), on conclut en remarquant que

2a(z)
—2
“25(]lel) < o2 < ~6(llal) < o
2a(z) b(z)
Si —4(||z|]) < -g%f)l, on a ¢ ('Z'J:(f)l, [|z|]) = 1 et, par conséquent, S(z) = ;Tb(%l

ce qui permet de conclure.

C.Si0< "Tz(’;()ﬂ, alors ¢ (%)ﬂ, llzll) =0 gt

a@ = (14 (22,501

(5204, (gehlel) = (1- 62 (5ol DECHE

Le second terme du produit dans le membre de droite de cette derniére égalité

est négatif et borné inférieurement par 2%‘(;)1 Donc :

29 < (1- s (oot ) (522 < ata

et nous avons :

Ai(z) < _;_ab(_(z_ < a(z) <0< A (x).

)

x)
Cela montre que LV (z) < 0.

On peut raisonner exactement comme dans le cas précédent.

Dans ce cas, b(z) = 0, a(z) > 0 et A(z) > 0. On a donc ¢(z) < 0 et, puisque
a(z) =0,on a LV(z) < 0.

Comme a(z) = 0, A(z) > 0 et b(z) > 0, le controle a(z) est défini par la formule
(2.8) et on a LV (z) = a(z)b(z) + c(z).

C

Si ¢(z) > 0, on peut remarquer que a(z) < :b%)ﬂ < —b—(%l ce qui entraine

LV(z) < 0. En effet lorsque l,;"(—cm‘)ﬁ < =é(llzll), on a a(z) = —T%)ﬂ (puisque

1 ( ,,2(';)’ , ||a:||) = 1) et, lorsque —4 (||z]]) < :b%)ﬂ < 0, il suffit d’observer que

olz) = 2o (2, lall) - (1- & (2, lall)) aCll=)
et %)ﬁ > —6 (Jlz|]) pour conclure.

Si c(z) =0, on a a(z) = —4(||z||) <0, c’est & dire a(z) < %5)2

Enfin, si ¢(z) < 0, il suffit de remarquer que

a@) = —(1-gs (5 Mal)) - (1= 61 (202 ) 8Cll=)

pour en déduire que a(z) <0 < _T?gl ainsi que linégalité LV (z) < 0.

On peut raisonner comme dans le cas précédent.

L’inégalite LV (z) < 0 a été vérifiée pour tout z de R™ \ {0} ce qui achéve la démonstration du

théoréme.

O

Remarque 2.4.2 En l'absence de l’hypothése (HJ), les conclusions du théoréme 2.4.1 restent
vraies, d l’ezception de la continuité de la fonction o en 0.
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2.5 Exemples.

Dans ce paragraphe, nous donnons deux exemples de systémes différentiels stochastiques contr6-
lés dans R?, qui ne sont pas asymptotiquement stables en I’absence de contrdle, mais qui peuvent
étre stabilisés asymptotiquement en probabilité par la méthode proposée ci-dessus.

Exemple 1. Soit (w),>, un processus de Wiener standard réel et o un nombre réel tel que
0<o’<i.
Considérons alors le processus stochastique z; = (14, Z2,¢) solution dans R? du systéme
différentiel stochastique :

dzis = Toudt
(2.12)
dry; = (—sinzys+ u)dt + oudw;

et la fonction de Lyapunov V définie sur R? par :

1 1
|4 (.’31,2}2) = 51‘% + 5 (131 + .’172)2 .

Avec les notations des paragraphes précédents, on a ici :

1
L,V(z) = —2-a2u2 + (z1 + z2)u — 73 — (21 + 2) sinzy + (21 + 22)2
et

A(z) = (1 -20%) (z1 + z3)? + 202 (zy + x2) sinz; + 20°z2.

Ici, a(x) > 0 pour tout z € R? et I’hypothése (H3) est trivialement satisfaite. De plus, nous
allons établir que I’hypothése (H2) est vérifiée en montrant que A(z) > 0 pour tout z # 0.

Considérons pour cela le polynéme en X

PX)=(1- 202) X? 4+ 20%sinz X + 20222,

1l est facile de vérifier que la fonction

T - 402:0% — 22:% + o2 sin? z;
est strictement concave et négative sauf pour z; = 0 ou elle s’annule.
Pour z; # 0, on en déduit que o* sin® z; —20%2? (1 — 20%) < 0 et , par conséquent, P(X) >0
pour tout réel X.
'Ce qui précéde montre que A(z) > 0 dés que z; # 0. Mais pour z; =0,0n a:

A(z) = (1 - 20%) 23.

Ainsi, A(z) > 0 pour tout z # 0.

Il reste maintenant & vérifier ’hypothése (H4). Pour tout € R?, on a :

—~2¢(z)  2af
b(z)] =1+ 2

+ 2sgn (z1 + z2) sin(z;) — 2|21 + 22|

Le premier terme de cette somme est positif ou nul, tandis que les deux termes suivants
s’annulent 4 'origine. L’hypothése (H4) est donc vérifiée et le résultat de stabilisation obtenu
dans ce chapitre s’applique au systéme différentiel stochastique (2.12).
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Exemple 2. Dans cet exemple, w; = (wi,ws,) désigne un processus de Wiener standard a
valeurs dans R? et z; = (z1,¢, T2,¢) la solution dans R? du systéme différentiel stochastique :

d:l,‘l,t = (Ez,t + uzl,tdt) + %uzl,tdwl,t
(2.13)
d.’L'zyt = (—1:1 t — T2 t) dt + IL‘1 ¢ 8in I, td’lU2 t

Si on pose V(z) = § (z} + z3) , on obtient
1aa, 2 2.1 5.2
L,V(z) = 751t +ziu— 5 + FZisin” 2

et
1
A(z) = 2222 + =} (1 3 sin? :171) .

Lorsque 1 # 0, A(z) >0et,siz#0etz; =0,0ona L, V{z

) = —z% < 0. L’hypothése (H2)
est donc vérifiée, ainsi que ’hypothése (H3) puisque a(z) = 2} > 0.

Comme
—2c(z)  2x3

1

—_— = =~ -3

bl ~ = 27

Phypothése (H4) est aussi vérifiée et on peut obtenir la stabilisation asymptotique en proba-
bilité du systéme différentiel stochastique (2.13) par la méthode exposée dans ce chapitre.

1.
n® T > —5 sin® T,

2.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons prouvé que le systéme différentiel stochastique (2.1) peut étre
rendu asymptotiquement stable en probabilité au moyen d’un retour d’état lisse en tout point,
sauf éventuellement & l’origine, lorsque les hypothéses (H1)-(H3) sont satisfaites. Si I’hypothése
(H4) est également satisfaite, alors le retour d’état proposé est continu 3 l'origine.

11 est clair que les hypothéses (H3) et (H4) sont assez restrictives, bien que I’hypothése (H3)
est remplie dans beaucoup de cas usuels, comme on ’a noté dans la remarque 2.2.1.

En fait, notre démarche a été en grande partie déterminée par les deux considérations suivantes.

D’une part, si on autorise l'ensemble {a(z) = 0} \ {0} a ne pas étre vide, il semble difficile de
ne pas prendre en compte la quantité %‘Eﬁl dans la construction du retour d’état. On est alors
conduit & introduire I’hypothése (H4), comme dans le cas déterministe étudié dans [46].

D’autre part, si a(z) < 0 et A(z) > 0, il faut bien entendu choisir a(z) a Pextérieur de l’in-
tervalle [A2(z), A1(x)]. Si, de plus, b(z) = 0, il devient nécessaire, pour étudier le comportement

de a(z), de prendre en compte le comportement de \/GJ(;)Z au voisinage de l’origine .

Par conséquent, le probléme posé dans ce chapitre semble difficile & résoudre de fagon univer-
selle, sauf & introduire des hypothéses trés restrictives.

1l est sans doute possible de construire des retours d’état stabilisants par des moyens différents
dans des cas qui n’ont pas été pris en compte dans ce chapitre. Cette remarque semble particulié-
rement pertinente lorsque les coefficients du systéme différentiel stochastique (2.1) sont linéaires
et fo = 0. En effet, dans ce cas on a a(x) # 0, Vz € R™.
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Chapitre 3

Stabilisation adaptative de systémes
différentiels stochastiques.

3.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré 3 la stabilisation par retour d’état d’une classe de systémes différentiels
stochastiques non linéaires dont les coefficients de la dérive dépendent d’un parameétre inconnu 6.
Comme ces systémes évoluent en fonction du parameétre 8 , il est & priori peu vraisemblable que
cette stabilisation puisse étre réalisée sans que ce paramétre & soit estimé dynamiquement.

La méthode employée consiste 4 ramener le probléme de stabilisation étudié & celui de l’exis-
tence d’une fonction de Lyapunov de contréle pour un systéme différentiel stochastique obtenu en
modifiant le systéme initial.

La stabilisation adaptative de systémes déterministes dépendant d’un paramétre inconnu a fait
I’objet d’un certain nombre de travaux ces derniéres années. Des résultats concernant des systémes
triangulaires ont été obtenus par Kanellakopoulos, Kokotovic et Morse dans [27] et par Kokotovic,
Kanellakopoulos et Morse dans [32]. Ces résultats ont pu étre améliorés, dans le sens d’une réduc-
tion significative de la dimension de ’estimateur du paramétre inconnu dans [34]. En introduisant
le concept de fonction de Lyapunov de controle adaptatif, Krstic et Kokotovic [35] ont obtenu une
généralisation de ces résultats & une classe plus vaste de systémes déterministes.

La notion de fonction de Lyapunov de contréle adaptatif renvoie & celle de fonction de Lyapunov
de controle et au théoréme d’Artstein [4, 46]. S’appuyant sur I’extension de ce résultat obtenue
dans [14], une extension du concept de fonction de Lyapunov de contréle adaptatif a été proposée
et exploitée par Florchinger dans [20] afin d’étendre au contexte stochastique les résultats de [35].

Les systémes différentiels stochastiques étudiés dans [14] ne font apparaitre le controle que dans la
deérive. Dans ce chapitre, nous allons nous appuyer sur I’extension constructive du théoréme d’Art-
stein obtenue dans le chapitre précédent pour aborder la stabilisation adaptative d’une classe plus
vaste de systémes différentiels stochastiques, o le contréle apparait 4 la fois dans la dérive et le
terme de diffusion.

Ce chapitre est divisé en deux paragraphes. Dans le premiére paragraphe, le probléme de sta-
bilisation adaptative envisagé est présenté, ainsi que ’extension de la notion de fonction de Lya-
punov de contréle adaptatif pour les systémes concernés. Dans le second paragraphe, le résultat
de stabilisation adaptative est énoncé et établi.

27
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3.2 Enoncé du probléme et définitions.

Soit (w;),>, un processus de Wiener standard & valeurs dans R? défini sur un espace de pro-
babilité complet (2, F, P).

Considérons le processus stochastique (z:),,, & valeurs dans R", solution de I’équation diffé-
rentielle stochastique -

o= et [ F(2) + F(@a)6 + u (h(es) + H(za)6)] ds
(3.1)

+ /0 *loe) + ug(e)] dus

ou:

u désigne un contréle progressivement mesurable & valeurs dans R;
@ est un paramétre inconnu appartenant & R? ;

f et h sont des fonctions de classe C! de R® dans R";

F et H sont des fonctions de classe C! de R* dans R**9;

g et § sont des fonctions de classe C! de R® dans R**P.

Les fonctions f, g et F' s’annulent en 0.

¥R K ¥ ¥ ¥

Le but poursuivi est la stabilisation asymptotique en probabilité par retour d’état du systéme
(3.1). On parlera alors de stabilisation asymptotique adaptative en probabilité.

Pour cela, on passe par I'intermédiaire d’un estimateur 6 dont la dynamique est définie par
df, =Tr (zt,ét) dt, (3.2)

I’ désignant une matrice symétrique définie positive de Myx, (R) et 7 une fonction de R* x R?
dans R?. Le choix de cette fonction, qui sera déterminant pour 'obtention de la stabilisation
asymptotique en probabilité du systéme (3.1), sera précisé par la suite.

La définition suivante, va nous permettre de ramener notre probléme de stabilisation adaptative
a la situation étudiée dans le chapitre 2.

Définition 8.2.1 Une fonction W de classe C3? de R™ x R? dans R, définie positive et propre
est dite fonction de Lyapunov de contréle adaptatif pour le systéme différentiel stochastique (3.1)
si il existe une matrice symétrique définie positive I' de Myxq (R) telle que W est une fonction de
Lyapunov de contréle (voir le chapitre 2) pour le systéme différentiel stochastique :

do = |f@)+F@) (y+T% @0)")

+u (h(a:t) + H(z:) (y + 1‘%—2’ (¢, y)*)) ]dt
+19(ze) + ug(ze)] duw

(3.3)

pour tout y € R?.

Pour conclure ce paragraphe, remarquons que le générateur infinitésimal du processus stochas-
tique solution du systéme différentiel stochastique (3.3) sera noté L¥ pour tout y € RY.

3.3 Résultat principal.

Le résultat principal de ce chapitre peut étre énoncé de la maniére suivante.
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Théoréme 3.3.1 Si il existe une fonction de Lyapunov de controle adaptatif pour le systéme
différentiel stochastique (3.1), alors ce systéme est adaptativement stabilisable en probabilité par
retour d’état.

Démonstration. Soit W une fonction de Lyapunov de contréle adaptatif pour le systéme diffé-
rentiel stochastique (3.1).

Alors, la fonction V de R® x R? dans R définie par :

1% (.z-,é) =W (z,0) + % (é-e)*r-l (é—a).

est propre et strictement positive, sauf au point (0,6) ou elle s’annule.

Considérons maintenant le systéme différentiel stochastique

dz, [f(ze) + F(x)0 + u (h(ze) + H(z:)0)] dt
+ [g(ze) + ug(a:)] dwy (3.4)
ddy = Ir (mt, ét) dt

Alors, si £ désigne le générateur infinitésimal du processus stochastique solution de ce sys-
téme différentiel stochastique, on a :

v (z é) = (m, é) [f(2) + F(2)8 + u (h(z) + H(z)8)]

+ (5—0)*7 (z,é)

+§% (z, 9) I'r (zt,ét)

(3.5)

+1trace ((g(z) + ug(z)) (g(z) + ug(z)” Q;_ZVEV_) :

Donc, en revenant au systéme différentiel stochastique (3.3), pour lequel la fonction de Lya-
punov W constitue une fonction de Lyapunov de contréle pour chaque valeur de y € R?,
nous déduisons du théoréme 2.4.1 existence d’une fonction a de R* x R? dans R telle que :

L¥W(z,y) <0 (3.6)

pour tout couple (z,y) dans R® x R? \ {(0,6)}. En fait, cette fonction est de classe C"~2 en
z et de classe C*~! en y, dés que W est de classe C” en z et de classe C* en y.

De plus, comme

BWEY) = @) @)+ (v 7% (5,07)
+a(e) (Wa) + H@) (y+ T3 @w)")) |

+1trace ((g(:b‘) +a(z,y) §(2)) (9(z) + a(z,v) §(z))" %%)
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on remarque que, en prenant u = o (z, é) , Végalité (3.5) peut s’écrire :

LV (z, é) = Lf;W (:c, 5) + %% (z, 9) (F(z) +a (z,y) H(x)) (0 - é)

+ (9—0)*1 (z,é)

+2 (2,8)Tr (5,0) - B (2,6) F@IY (2,6)" o
8% (3,6 a(z,y) H@)T G (2, é)*
Un choix adéquat de la fonction T est maintenant possible. En effet, si nous posons
T (z é) = [%—V: (a: é) (F(:v) + oz, é)H(z))]*, (3.8)

l’égalité (3.7) se réduit &
cv (2,0) = 4w (2,6) .

Compte-tenu de 'inégalité (3.6), on peut maintenant conclure, grace au théoréme 1.3.3, a la,
stabilité asymptotique en probabilité de la solution d’équilibre (0,8) du systéme différentiel
stochastique (3.4) lorsque la fonction 7 est définie par la formule (3.8) et le contréle donné

par le retour d’état u = « (:1:, é). ]



Chapitre 4

Stabilisation asymptotique de
systémes stochastiques passifs.

4.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré a la stabilisation asymptotique en probabilité de systémes différen-
tiels stochastiques non linéaires qui sont supposés stables en probabilité en régime libre. Deux
approches complémentaires seront mises en ceuvre. La premiére exploite la notion de passivité
tandis que la seconde procéde de celle de la stabilisation dynamique.

La technique employée est celle des fonctions de Lyapunov stochastiques rappelée dans le chapitre
1. Elle conduira & formuler des hypothéses sur les coefficients des systémes différentiels étudiés qui
peuvent étre considérées comme une extension de conditions de rang pour la partie déterministe
de ces systémes. Rappelons maintenant certaines contributions a la théorie de la stabilisation des
systémes controlés en rapport étroit avec les résultats de ce chapitre.

Pour ce qui concerne les systémes déterministes, la voie ouverte par Jurdjevic-Quinn [25] pour
I’obtention de conditions suffisantes autorisant la stabilisation asymptotique de systémes linéaires
affines vis-a-vis du contréle a été explorée par différents auteurs. Parmi ceux-ci, Kalouptsidis et
Tsinias [26] ont étendu le résultat de [25] & des systémes non linéaires stables au sens de Lyapunov
en ’absence de controle. Des extensions au cas de systémes différentiels stochastiques du résultat
de [25] ont été obtenus par Florchinger dans [15], [16] et [19], tandis que le résultat de [26] a été
étendu au contexte stochastique par Boulanger [5].

En observant que la théorie des systémes passifs développée par Willems [52] comprend le cas
de systémes déterministes non nécessairement affines vis-a-vis du contréle, Lin [40] a généralisé
les idées et les méthodes développées par Byrnes, Isidori et Willems [8] pour des systémes déter-
ministes affines par rapport au controle, afin de construire des stabilisateurs pour une classe plus
vaste de systémes déterministes controlés.

La stabilité en probabilité de la solution d’un systéme différentiel stochastique peut dans certains
cas suffire & garantir sa stabilité asymptotique en probabilité, comme en témoigne le théoréme
1.2.3. Néanmoins, outre le fait que 'on puisse chercher & accélérer la convergence vers 1’équilibre,
le caractére sévére de ’hypothése d’ellipticité sur les coefficients de diffusion du systéme dans ce
théoreme conduit a rechercher des extensions au contexte stochastique des résultats concernant
les systémes passifs déterministes.

Dans cette direction, une premiére extension du résultat de [40] a été donnée par Florchinger
dans [21] pour la stabilisation asymptotique en probabilité de systemes différentiels stochastiques
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non linéaires dont les coefficients de diffusion ne dépendent pas du contréle. Dans ce chapitre,
on continue dans cette direction en étudiant des systémes différentiels stochastiques contrélés
représentés par la solution z; dans R™ de ’équation différentielle stochastique :

¢ Tt
Tt =a:0+/ F(zs,u)ds+2/ G* (zq,u) dWF 4.1)
0 = Jo

ou W; est un processus de Wiener standard, défini sur un espace de probabilité complet (22, F, P),
a valeurs dans ", u est une loi de controle mesurable & valeurs dans R™, et Fet G, 1<k <,
sont des fonctions indéfiniment différentiables, nulles & 1’origine, définies sur R* x R™ et a valeurs
dans R"™. v

L’étude menée dans ce chapitre est organisée de la maniére suivante. Dans un premier temps
(paragraphe 2), la notion de passivité pour un systéme différentiel stochastique est rappelée et des
conditions suffisantes pour la stabilisation asymptotique en probabilité de tels systémes au moyen
de retours d’états définis implicitement sont établies. Comme dans [21], le résultat est obtenu
grice au théoréme 1.3.3, version stochastique du théoréme de Lyapunov, et au théoréme 1.3.4,
c’est & dire & la version stochastique du principe d’invariance de La Salle. Cependant, par rapport
au résultat de [21], celui présenté ici autorise la dépendance du terme de diffusion vis-a-vis du
controle et, lors de I'utilisation de la version stochastique du principe d’invariance de La Salle,
toute I'information rendue disponible par P'application de la formule d’Itd est exploitée, ce qui
permet d’obtenir une plus grande classe de systémes stabilisables.

Les paragraphes 3 et 4 de ce chapitre illustrent le résultat du paragraphe 2 3 travers des cas
particuliers et des exemples numériques. Le paragraphe 5 présente une adaptation, inspirée de Lin
[41], de la méthode utilisée précédemment qui permet d’obtenir une stabilisation globale au moyen
de retours d’états bornés.

La notion de stabilisation dynamique a été introduite par Sontag et Sussmann dans [47] afin
de calculer des stabilisateurs pour certains systémes déterministes. Florchinger [16] a étendu cette
méthode au calcul de stabilisateurs dynamiques pour des systémes stochastiques dont les coeffi-
cients de diffusion ne dépendent pas du contréle.

Dans le paragraphe 6 de ce chapitre, une technique de stabilisation dynamique est utilisée afin
de calculer des retours d’états stabilisant le systéme modélisé par ’équation différentielle stochas-
tique (4.1). Les retours d’états obtenus dans ce paragraphe sont calculés explicitement, alors que
ceux obtenus dans le paragraphe 2 I’étaient de maniére implicite. Toutefois, contrairement aux
retours d’états obtenus dans le paragraphe 5, ceux-ci ne sont pas bornés, tout en étant plus facile
4 calculer. Enfin, Pefficacité de ces retours d’états pour la stabilisation asymptotique du systéme
considéré est soumise aux mémes hypothéses que celles des résultats des paragraphes précédents.

4.2 Systémes stochastiques passifs.

Soit L le générateur infinitésimal du processus stochastique solution du systéme différentiel
stochastique (4.1), c’est & dire I’opérateur différentiel du second ordre :

L= ZFz(z u) 22 E (GEGE) (z,u) —— 3% a% (4.2)

k=11y,la=1

En posant u = 0 dans (4.2), on obtient le générateur infinitésimal du processus stochastique solu-
tion du systéme libre déduit de (4.1). Ce générateur infinitésimal sera noté Ly dans la suite de ce
chapitre.
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Soit h une fonction de classe C*° définie sur R® x R™ et & valeurs dans R™, définissant une
sortie y; € R™ du systéme différentiel stochastique (4.1) par la relation :

y: = h(z,u). (4.3)

Le concept de passivité d'un systéme controlé a été étendu aux systémes différentiels stochastiques
de la maniére suivante par Florchinger dans [21].

Définition 4.2.1 Le systéme entrée-sortie ({.1)-(4.3) est dit passif si il existe une fonction de
Lyapunov V ( c’est & dire une fonction propre, définie positive et de classe C? ) de R" dans R,
appelée fonction de stockage, telle que :

LV(z) < h(z,u)*u (4.4)

pour tout € R* et u € R™.

Remarque 4.2.2 Les contréles stabilisant le systéme différentiel stochastique ({.1) proposés dans
ce chapitre sont de la forme
u=a(y) = a(h(z,v),

ce qui suppose, au Moins au voisinage de U’équilibre, l’ezistence d’une solution unique en u de cette
derniére équation.

En fait, ces controles seront au moins de classe C', ce qui garantit en méme temps, compte
tenu du théoréme 1.8.2, Veristence d’une solution unique sur [0,+oo[ de Uéquation différentielle
stochastique (4.1) pour toute donnée initiale, lorsque la fonction de Lyapunov V est propre et
lorsque le contréle est défini sur R™.

Afin de simplifier la présentation, les coefficients du systéme différentiel stochastique (4.1) se-
ront supposés indéfiniment différentiables. Une propriété de passivité pour ce systéme différentiel
stochastique entraine alors des conséquences intéressantes pour le probléme de stabilisation consi-
déré. 11 est commode dans cette optique de récrire les coefficients F et G*, 1 < k < r, sous la
forme suivante :

F(z,u) = f(z) + iuifi(z) +e(z,u)u _ (4.5)
i=1

G* (z,u) = g*(z) + iuigk’i(z) + 7% (z,u) u. (4.6)
i=1

Dans cette derniére écriture, les fonctions de classe C® f = F(.,0) et g* = G*(.,0), 1 < k <,
s’annulent & l'origine, et les fonctions f* et g% 1 < k < r, sont définies respectivement par

. k
fi= 25(',0) et gFt = %i (,0), 1 < k < r. Enfin, e(z,.) et n*(z,.), 1 < k < r, sont des
(1 (]

fonctions de classe C> 4 valeurs dans R**™ qui s’annulent en tout point (z,0) € R® x R™.

Comme dans les cas étudiés dans [40] et [21], le point clé de notre étude est exprimé par la
proposition suivante. Cet énoncé remplace en un certain sens le lemme de Kalman-Yakubovich-
Popov (voir [8]) pour I’étude du probléme non linéaire traité ici. On peut remarquer en particulier
qu’un systéme différentiel stochastique passif en régime libre est stable en probabilité.

Proposition 4.2.3 Si le systéme entrée-sortie (4.1)-(4.3) est passif avec la fonction de stockage
V, alors :

1. LoV (z) < 0 pour tout z € R".
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2. Pour tout z € R tel que LoV (z) =0, on a :
WEFE+Y 3 (ditii )@=k 1cicm @)
k=11,lo=1
Démonstration. 1. Soit ¢ la fonction & valeurs dans R définie sur R® x R™ par ;
#(z,u) = LV (z) — h(z,u)*u.

L’inégalité (4.4) exprimant la passivité du systéme considéré entraine que ¢(z,u) < 0 pour
tout couple (z,u) de R® x R™. Par conséquent, on a bien

LoV (z) = ¢(z,0) <0
pour tout x € R”.
2. En tout point z de R™ tel que LoV (z) =0, on a
¢(z,0) = LoV (z) =

Ainsi, la fonction u — ¢(z,u) atteint son maximum en u = 0. On a donc pour tout z € R*
tel que LoV (z) =

99
a(x, 0) =0.
Compte tenu de (4.5) et de (4.6), le générateur infinitésimal L appliqué 4 V donne :

LV(z) = VV(z)- (f(:z:) + Euifi(:v) + e (z,u) u)

i=1

+5 Z Z (g (z) +Zuzg’”(w) +7* (z,u) U> (4.8)

k= 1’1,12 1 1

- (9"(1‘) +)_uigh(z) + n* (z,u) U) az—v(z‘)

=~ " Oz, Oxy,

Comme les fonctions € (z,.) et n* (z,.), 1 < k < r, s’annulent en tout point (z,0) de R™ x R™,
on en déduit la seconde assertion de la proposition. 0

Introduisons maintenant quelques notations qui seront utilisés dans la formulation des résultats
de ce chapitre.

* Pour tout i € {1,---,m} on note A;V (z) la quantité

AV () = VV(2)F (2:)+Z Z (f 0 e 61: o )(z) (4.9)

k=114,la=1

* Pour tout k € {1,---,7}, on note G; 'opérateur différentiel du premier ordre défini par
- 7]
k
= 1<k< .
6= ot@ggi1<hsr

* Une fonction V' de classe C?P*2 de R™ dans R étant donnée, on définit enfin I’ensemble
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S = {a: € R* /LY G2 ---Lg"”gf:,’LOV(x) =0,
Lg'Gf - Lg" G AV (x) = 0,
Vie {1, --,m},Vki---ky € {1,--,r}, (4.10)

Vai,p1---ap, By €{1,---,p'}
tels que >-F_; (ag + Bg) = ¢/, p' € {0,---,p}

Par ailleurs, une fonction s de R™ dans R™, nulle & 'origine, sera dite de secteurs 1-3 si
y*s(y) >0, Vy £0.

Les notations ci-dessus permettent d’établir des conditions suffisantes sous lesquelles le systéme
différentiel stochastique (4.1)-(4.3) peut étre asymptotiquement stabilisé en probabilité.

Théoréme 4.2.4 Supposons le systéme différentiel stochastique (4.1)-(4.8) passif avec une fonc-
tion de stockage V de classe C*P+2. Soit s une fonction de secteurs 1-3 de R™ dans R™. Alors, si
Végalité

u= —s(y) (4.11)
définit de maniére unique, au voisinage de 0, une loi de contréle rétroactif de classe C! et si
S = {0}, alors le controle u (calculé par la sortie y) défini par (4.11) rend le systéeme différentiel
stochastique (4.1) localement asymptotiquement stable en probabilité.
De plus, si V est propre et si u est défini globalement par l’équation (4.11), alors ce contréle rend
le systéme différentiel stochastique (4.1) globalement asymptotiquement stable en probabilité.

Démonstration. Puisque s est une fonction de secteurs 1-3, I’'inégalité de passivité (4.4) permet
d’écrire :
LV(z) < h(z,u)* u=—-y*s(y) <0, (4.12)

lorsque, au moins au voisinage de Porigine, u est définit par (4.11). En vertu du théoréme
1.3.3, la stabilité en probabilité du systéme en boucle fermée est ainsi établie.

Le théoréme 1.3.4, c’est & dire la version stochastique du principe d’invariance de La Salle,
implique que le processus stochastique x; tend avec probabilité 1 vers le support du plus
grand ensemble invariant, contenu dans I’ensemble

LV(Q?;) =0,Vt20

Montrons que cet ensemble est contenu dans S et par conséquent réduit & {0}. L’inégalité
(4.12) montre que :

LV (z;) =0,Vt> 0= —h(z,u)" s(h(z,u) =0,Vt>0
et, puisque s est une fonction de secteurs 1-3,

LV (z)=0,Vt>20=>y,=u=0,vt>0.

Donc, pour toute trajectoire évoluant dans I’ensemble invariant, LoV (z:) = 0 pour tout
t > 0 et on déduit de la seconde assertion de la proposition 4.2.3 que

AV (ze) = hj(2¢,0) = 0

pour tout t > O et j € {1,---,m}. La formule d’Ité6 et P’unicité de la décomposition de
Doob-Meyer d’une semi-martingale continue permettent d’affirmer que pour tout ¢ > 0,
tout j € {1,---,m} et tout k € {1,---,r}ona:
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GeLoV(z:) =0
LoAjV (:z:t) =0
GrA;V (2:) =0

De la méme maniére, en appliquant de maniére itérative la formule d’It6, on obtient
LGP - L§ Gr¥ LoV () = 0
P

et
LEgR - Lg7 G AV (z1) = 0

14
Vi€ {l,---,m},Vki, -, ky € {1,--+,7}, Vau, P10y, By € {1,...,1,/}/2(%_,_@1) =
plaple {07ap} .

Le théoréme 1.3.4 montre donc que le systéme en boucle fermée est localement stable en
probabilité.

La derniére assertion du théoréme découle immédiatement du méme argument. a

4.3 Stabilisation asymptotique de systémes différentiels sto-
chastiques

La proposition 4.2.3 ci-dessus indique que lorsque le systéme différentiel stochastique (4.1)

est passif, le systéme libre associé est stable en probabilité. On va montrer dans ce paragraphe

que, réciproquement, I’existence d’une fonction de Lyapunov suffisamment réguliére garantissant

la stabilité en probabilité du systéme libre peut s’exprimer en termes de passivité. Les résultats
du paragraphe précédent permettrons alors d’obtenir la stabilisation asymptotique du systéme.

Proposition 4.3.1 Supposons qu’il existe une fonction de Lyapunov stochastique V de classe C?
telle que LoV (z) < 0 pour tout £ € R™ et soit la fonction h de R™® x R™ dans R™ dont les
composantes hi, 1 <1 < m, sont définies par

hi(z,u) = Z(ﬁi(z)+el’i(””’”))g_:
I=1 (4.13)

=3 D ) SRR TR

11,12—1 k=1 j=1

ol
ik _ik
Ot ik(mu) = gk (@3 () + gf (@) i(z,u) + gk (2)3;" ()
~ik N\ =], _ik
+35 (@) G (2)uy + 5 @)k (z, w)u; + g (D)nf i(z, )
+912 7711 iz w)u; + 7711, (2, u)’?z,,g(z u)u;
Alors :

1. Le systéme différentiel stochastique ({.1) est passif avec la fonction de stockage V' pour la
sortie y, = h(zy,u).
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2. L’équation
u = —h(z,u) (4.14)

définit de maniére unique le contréle rétroactif u au voisinage de l'origine.
Démonstration. 1. Avec les notations ci-dessus, I’égalité (4.8) s’écrit
LV (z) = LoV (z) + h*(z, u)u.
Conflime par hypothése, LoV (z) < 0 pour tout z € R, Ia proprlété de passivité est bien
vérifiée

2. La seconde assertion découle du théoréme des fonctions implicites. La fonction h définie
sur R* x R™ par h(z,u) = u + h(z,u) a en effet pour dérivées partielles en uj, 1 <j<m,

Oh;
du 7

1 & ik s < oV
=6i,j+§ Z Zgh (0)9{2 (0)61: 6:1:2(0)

z=0,u=0 l,l2=1 k=1

Sous une forme plus condensée, ceci s’écrit aussi

oh

ou

= Idm + Z )" (0)V2V(0)5*(0),

z=0,u=0

g* désignant la matrice dont les colonnes sont les g, 1 < i < m.

La matrice V2V (0) étant symétrique et positive puisque la fonction V atteint son mini-

. Oh . .
mum en 0, la matrice 0 est donc inversible. O
u z=0,u=0
Le théoréme 4.2.4 joint & la proposition ci-dessus conduisent avec les notations de cette derniére

au résultat suivant.

Corollaire 4.3.2 Supposons qu’il existe pour un entier naturel p une fonction de Lyapunov sto-
chastique V de classe C*P*2 telle que LoV (z) < 0 pour tout z € R et telle que S = {0}. Alors, le
systéme différentiel stochastique (4.1) est rendu localement asymptotiquement stable en probabilité
par le controle rétroactif u défini par ’équation v = —h(z,u).

De plus, si cette derniére égquation définit u comme une fonction de classe C! de z sur R* tout
entier et si V est propre, alors lo stabilisation asymptotique du systéme dzﬁ'erentzel stochastique
ainsi obtenu est globale.

Remarque 4.3.3 En pratique, on pourrait chercher d construire d’autres stabilisateurs du sys-
téme différentiel stochastique (4.1). En effet, si s est une fonction de secteurs 1-8 définie sur R™,
le résultat ci-dessus reste valable dés que l’équation

u = —s(h{z,u))

définit correctement le contréle u au voisinage de lorigine.

4.4 Cas particulier et exemples numériques.

4.4.1 Systémes différentiels stochastiques affines par rapport au contréle.

Considérons maintenant le systéme différentiel stochastique

dxy = f(z,)dt + Zu,f‘(mt)dt + Zg (z¢)dwt + Z Z wig"* (z4) dW" (4.15)

i=1k'=1
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ol (wt)t>0 et (Wt)]t>0 sont des processus de Wiener indépendants définis sur I’espace de probabi-

lité (Q, F,P) respectwement avaleurs dans R" et R™ et f, fi,1<i<m, g*, 1 <k <r, et gh*
1<i<m,1<k' <7 sont des fonctions indéfiniment différentiables de R® dans R", nulles é.
Iorigine.

La définition (4.13) des composantes de h(z,u) se réduit dans ce cas & :

2

hi(z,u) = Efz (93)_("’) + 9 Z Z Zgltlk (a:)g L (@)u; 6:1:6 c';/.:l: (=)
11,12_1 k=1j=1 2
1<i<m.

L’équation (4.14) s’écrit sous la forme du systéme d’équations linéaires en u
'=—Zf;(w)—(w)—— E ZZ'”‘ ———(2)3 (@)
6:4: 3z
Ii,la=1k'=1 j=1
1<i<m,

soit sous forme matricielle

k'=1

(Id,,. + E (c‘:k’ (:v))* V2V (z)G¥ (z)) u=—(VV(z)f(z))*
si on note f la matrice dont les colonnes sont les vecteurs f%, 1 < i < m, et GF 1<K <7 les
matrices dont les colonnes sont les vecteurs g, 1 < i < m.
En conservant la définition (4.10) de S avec :
AV(z)=VV(2)fi(x);1<i<m, (4.16)
le corollaire 4.3.2 se réduit alors 4 1’énoncé suivant.

Corollaire 4.4.1 Supposons qu’il existe pour un entier naturel p une fonction de Lyapunov sto-
chastique V de classe C?P*2 telle que LoV (z) < 0 pour tout z € R™ et telle que S = {0}. Alors, le
systéme différentiel stochastique ({.15) est rendu localement asymptotiquement stable en probabilité
par le contréle rétroactif défini au voisinage de l’origine par

-1
u(z) = (Id + = Z G¥ (2)*V2V ()G (z) (VV(2)f(z))".
k’._l
De plus, la stabilisation obtenue est globale si la matrice
13N ,
Idm + 5 Y G¥ (2)*V?V (2)G* ()
2 k=1

est inversible pour tout © € R™ et si V est propre.

Remarque 4.4.2 Ce résultat recouvre ceuz obtenus par Florchinger dans [15]-[21] pour des sys-
témes différentiels stochastiques ot les coefficients de diffusion ne dépendent pas du contréle.
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4.4.2 Exemples numériques.

Exemple 1. Considérons le systéme différentiel stochastique & simple commande défini dans R?
par:

d:cl,t (_%wl,t — T2 + u:z;%,t) dt — :L‘z,td’LUt + cudW,

(4.17)
dzay = (T1,:— §T2,¢ + U1 4T2,¢) db + Ty edw; + oudW;

avec une donnée initiale (z1,0,22,0) dans R?, o désignant un réel positif et (we);5q » (Wi)>o
deux processus de Wiener réels standards indépendants. - B

Ce systéme est affine par rapport au controle, et nous pouvons envisager d’appliquer le
corollaire 4.4.1.

La solution de ce systéme différentiel stochastique est donnée, quand u = 0, par les for-
mules
z1,¢ =rsin(t + wy + @)

Zgt = —rcos(t +w; + ¢)

avec un choix approprié de r > 0 et de ¢. Manifestement, le systéme en régime libre est donc
stable mais pas asymptotiquement stable.

Si V est la fonction de Lyapunov définie par V(z) = 3 (z? + z%), on obtient pour tout

z dans R? :
LoV (z) =0,
ainsi que
AV (z) = 22,22
et

LoAV(z) = 4zizp — Tx23 — 223 + 223,
Par conséquent, I’ensemble S se réduit ici & P'origine de R?.
On peut donc appliquer le corollaire 4.4.1 qui fournit le contréle rétroactif suivant :

—21,‘1$%
1+02°

u(zx) =

Ici, le contréle u est défini sur tout R? et le systéme en boucle fermé ainsi obtenu est
globalement asymptotiquement stable en probabilité.

Exemple 2. Considérons le systéme différentiel stochastique a simple commande défini dans R3

par :
dzis = (—3@1t— ToeT3 + U2z + vP) dt + (T2, — ux2) dW;
dzas = (—§@2:+ 31,6%3) dt + (—21,0 — uz1 1) dW; (4.18)
drz; = —x3.dt

ott (1,0, 2,0, T3,0) est donné dans R®, (W;),-, est un processus de Wiener réel standard et
B =2o0u 3. -

Comme dans 'exemple précédent, le systéme libre est stable mais pas asymptotiquement
stable en probabilité. En effet, ses solutions sont de la forme

z14 = rsin (z30e”" + w; + @)
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Lot = T COS (.’173,06_t + wy + ¢)

— —t
I3, = T3,0€

ce qui implique la stabilité de la solution d’équilibre.
En posant V(z) = 3 («? + 7} + z2), on obtient
LoV (z) = —x2 (4.19)
et
AV (z) = 7122 + 23 — 22 (4.20)
De plus, on a :
LoMV(z) = —2M1V(z) + 23 (22 — 43120 — 23)

et , pour toute fonction ¢(z;,z2), on obtient :

Lo (¢(z1, z2)z3) = z3 (Lo(Z1,Z2) — #(21,22)) .

Par conséquent, si on se limite & ’application du seul opérateur Lo on n’obtient pas d’infor-
mation supplémentaire sur I’ensemble S au dela de celles fournies par (4.19) et (4.20). En cet
état des choses, il n’est donc pas possible d’affirmer que ’ensemble S est réduit & I’origine et
la technique proposée dans [21] ne permet pas de conclure 4 la stabilité du systéme (4.18).
Mais nous avons aussi 5

a
Gl =z + 21—

a:l,‘l 612
et
LoglA;[V(z) = :z:% b 17? + 41211‘2 = 4A1V(.’L‘) - 5.’1:% + 51"%

Donc S = {0} et le corollaire 4.3.2 montre que le systéme différentiel stochastique (4.18) est
localement asymptotiquement stabilisable en probabilité.

Quand S = 2, la solution de ’équation (4.14) est
139 + 2 — T3
2+2z) + 2 + 23

u(z) = (4.21)

et la stabilisation asymptotique en probabilité obtenue est valable au sens global.

Mais, si =3,0n a

2 _ .2

u(z) = 1o

+ V4 + 422 + 431 d? + 73 + 27237 + 1f —~ 16232, + 167,73 — 1627
4.'171

et le controle rétroactif n’est défini que localement. Le paragraphe suivant montre comment
il est possible de remédier 4 cet inconvénient.

4.5 Stabilisation globale.

Les résultats obtenus jusqu’ici permettent pour I’essentiel une stabilisation asymptotique locale

du systéme différentiel stochastique (4.1). Le but de ce paragraphe est de montrer que sous les
mémes hypothéses que précédemment, le concept de passivité fournit aussi des contrdles rétroac-
tifs bornés définis sur tout R™. En outre, la stabilisation asymptotique obtenue de cette maniére
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a aussi une signification globale.

Dans ce but, nous commencons par récrire les coefficients du systéme différentiel stochastique
(4.1) sous la forme de développements de Taylor plus précis que ceux figurant dans (4.5) et (4.6).
Ces coefficients peuvent en effet &tre écrits :

F(z,u) = f(z) + Zu,f’(a:) + ZU,R‘ (z,u)

i=1
et m m
G*(z,u) = ¢*(2) + 3 wigh(z) + 3 wiSHi(z,u)u; 1< k< v

i=1 =1
oi Riet S¥ ,1<i<m,1 < k < r, désignent des fonctions indéfiniment différentiables de
" x R™ dans R"*™.

Le générateur infinitésimal LV (z) appliqué & une fonction V' de classe C? de R* dans R
s’exprime alors pour tout z € R™ de la maniére suivante :

LV(z) = LoV(z)+ ZulA V(z) + Zu,VV(m) (Ri(z, u)u)
=1 =1 (4.22)
+%U*K($, w)u

les quantités A;V, 1 < i < m, étant définies par (4.9) et les composantes K; j, 1 <,j <m, de la
matrice K par

Kii(z,u) Z Z [2911 (@S (@, w) + 35 (@)35 (<)

k=11,,l2=1
+25(z) (Z uy Sf ,(-’v U))
=1
ki o2V
(Sustiten) (Sustion) |z

Soit € un réel strictement positif. Les controles rétroactifs qui seront proposés ci-dessous pour la
stabilisation asymptotique en probabilité du systéme différentiel stochastique (4.1) seront bornés

% A ? De plus, soit p une fonction de C! (R*,R) vérifiant :

en norme par
V(z)R!(z,u)
p(z) > max _ [|K(z,u)||V : (4.23)
ul<e/2AVE/2 <e/2AVE/2 :
lul<e/2AVE/ luf< / f/ YV () B™(z, u)
ou ||.]| désigne la norme matricielle associée & la norme euclidienne dans R".

Il est alors possible de formuler le résultat suivant.

Théoréme 4.5.1 Supposons qu’il existe pour un entier naturel p une fonction de Lyapunov sto-
chastique propre V de classe C?P*2 telle que LoV (z) < 0 pour tout z € R™ et telle que S = {0}.
Alors, le controle rétroactif défini pour tout x € R™ par
U
u(r) = | : j U= —

Um

b(a) o
Vo + S AP oSS (424
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ou : e
T)=—""=
rend le systéme différentiel stochastique (4.1) globalement asymptotiquement stable en probabilité.

. , € €
De plus, la norme euclidienne de u est majorée par 3 A %

Démonstration. Vérifions tout d’abord que la norme euclidienne de u défini par (4.24) est ma-

VE

., €
jorée par - A o
On vérifie aisément que

z 1
:gl?i}il+z2_§
et que
z 1
. dRYe+ 22 /e
Comme

i |Ai(2))*
1Ve+ T 1A

la majoration annoncée résulte de I’inégalité B(z) < e.

lu(z)| = B(z)

Montrons maintenant que le systéme en boucle fermée obtenu via le controle rétroactif u
défini par (4.24) est stable en probabilité. On suppose que € < 1, l'autre cas étant presque
analogue.

La définition de u et celle de la fonction p impliquent que

VV(z)R}(z,u) VV(z)R!(z,u)
: Juf* :
VV(z)R™(z,u) VV(z)R™(z,u) (4.25)

2
s (VEERD) @)

=>(-
[
I

IA

et que

IA

5 lul” (1K (2, )l

2
oo (YRR ) rlo)

5 WKz, ujul
(4.26)

IA

Par définition de u, on a :

LV(m) = LoV(e)- (o) Hat el

+ ZT—_q u;VV(z) (Ri(x, U)U) + %U*K(z, u)u.
p(z)

D’autre part, 8(z)p(z) = Y] +o@f S g et comme par hypothése LoV(z) < 0, on en

déduit ainsi que des inégalités (4.25) et (4.26) que

Yy 1Az (@)|? ( 143 1
m z | —1+5 m
1+ 370, [A(=)] 21437, 1A4(2)|

Lv(z) < Bl=) > B(fv)p(z))
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zgmmm2(4+g>
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< o

IA

Le systéme en boucle fermée (4.1)-(4.24) est donc stable en probabilité. De plus, la seconde
inégalité obtenue dans la majoration de LV (x) écrite ci-dessus est analogue 4 une propriété
de passivité avec la fonction de stockage V et la sortie

e (1 i %) Al.(:c)

Il reste & montrer la stabilité asymptotique en probabilité du systéme en boucle fermée. On
fait de nouveau appel au théoréme 1.3.4. Ici, la condition LV (z;) = 0, Vt > 0 implique
aussi, comme dans la démonstration du théoréme 4.2.4, que

Am’(z)

> IAj(@))? =0,V >0,

=1
et donc que u = 0. On peut donc conclure de la méme maniére que dans la démonstration

de ce théoréme. O

Exemple 3. La démarche proposée dans I’exemple 2 ne conduisait qu’a une stabilisation asymp-
totique locale du systéme différentiel stochastique (4.18) pour le cas # = 3. Le théoréme
4.5.1 s’applique également dans ce cas et, pour € = 1, conduit au contrdle rétroactif

1 1%y + 2% — 73

1+ (p(z))? 1+ (2122 + 22 — 22)°

u(z) =

en définissant par exemple la fonction p de classe C! par :

%(5}+5)+%z§ |z} <6
p(z) = 1 3 J";—‘l+£2§ 2 z2 0<lmi<1-0
& (ImP+20-0) 2t +1+9) jor) + % 1-6<|m| <148

22?""22% 1+6 < |z

Ce controéle rétroactif rend le systéme différentiel stochastique (4.18) globalement asympto-
tiquement stable en probabilité.

Lorsque le systéme différentiel stochastique (4.1) est & simple commande, c’est & dire si m = 1,
une variante du résultat précédent peut étre obtenue. Le systéme s’écrit alors

dr; = (f(z¢)+uf (ze) + v R (x4, u)) dt

. (4.27)
+ Z (g* (z¢) + ug" (z2) + uS* (a, u)) dwf
k=1

avecr; ER" et ue R

Posons :

AV(2) = V(@) f@) + > Y (g’klg‘k? 6326‘3;1 ) (=)

k=113,la=1
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et

Kz,u) = Y. > (26 @)k (z,v) + 5L (2)3;(2)

k=11,,l2=1
o*v

+2u§,’°l (:1:)5',"2 (z,u) + qu,k1 (z, u)S,"2 (z, u)] m ().
1 2

Pour toute fonction V de classe C? de R™ dans R et tout z € R*, LV (z) s’écrit alors sous la
forme :

V(@) = LoV(z)+uAV(z) + u®VV(2)R(z,u) + %uzK(z, u).

Soit € un réel positif et, pour tout € R, soit k. la fonction (continue) de R dans R définie par :

AV (x)
(1Ve) + (AV(x))?’

kz(u) = u+ a(z,u)

ou
€

" 1+ (VV(2)R(z,w)’ + K(z,u)?

Le second terme de la somme définissant k,(u) est borné, donc :

afz,u)

(4.28)

ugr—noo ko (u) =T

et
uEI-Poo km (u) = +oo.

Choisissant pour chaque valeur de z € R™ une solution de ’équation kz(u) = 0, on peut construire
un controle rétroactif u = u(zx) vérifiant la relation

AV(z)
(1Ve) + (AV(z))?

u=—afz,u) (4.29)

pour tout couple (z,u) € R® x R. II résulte de (4.28) et (4.29) que u est borné en valeur absolue
par%siegl,etparTesiEZL

Les mémes arguments que ceux exposés dans la démonstration du théoréme 4.5.1 permettent
alors de montrer le résultat suivant.

Théoréme 4.5.2 Supposons que :

1. il existe pour le systéme différentiel stochastique (4.27) un entier naturel p et une fonction
de Lyapunov stochastique propre V de classe C?P+? telle que LoV (x) < 0 pour tout z € R*
et telle que S = {0} ;

2. u= ¢(x) est une solution de classe C1 de I’équation (4.29).

Alors, le controle rétroactif u = ¢(x) rend le systéme différentiel stochastique (4.27) globalement
asymptotiquement stable en probabilité.

Divers types de stabilisateurs asymptotiques ont été proposés jusqu’ici grace au concept de
passivité, essentiellement sous ’hypothése S = {0}. Une méthode de stabilisation dynamique en
fournit également, sous la méme hypothése. Cette méthode est I'objet du paragraphe suivant.
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4.6 Stabilisation dynamique.

On suppose encore dans ce paragraphe que la stabilité en probabilité du systéme différentiel
stochastique en régime libre déduit de (4.1) est garantie par ’existence d’une fonction de Lyapunov
V satisfaisant ’inégalité

LoV(z) = VV(m)F:c 0) + Z Z (GEGE) (2,0) z—7— a a (:z:)<0

k.—l 11,l2=1

pour tout z € R™.

Afin de développer un schéma de stabilisation dynamique pour ce systéme différentiel stochas-
tique, considérons dans R® x R™ le systéme différentiel stochastique suivant :

t m o
T, = zo+/ F(za,ys)ds+2/ G* (z,,y,) dWF
0 =10

t
Yy = /uds
0

On note encore F(z,0) = f(z) et G*(z,0) = g*(z), 1 < k < r. Les fonctions F et G¥, 1 < k <r,
étant supposées indéfiniment différentiables, il existe des fonctions ¢ et ¢*, 1 < k < r, dans
C> (R* x R™,R**™) telles que :

(4.30)

F(z,y) = f(z) + ¢(z,y)y

et
Gk (z,y) = ¢*(z) + Y*(z,p)y, 1<k <7

pour tout couple (z,y) € R® x R™ .

Le systéme différentiel stochastique (4.30) peut donc étre écrit sous la forme :

(f(z¢) + (e, ye)ye) + Z (gk(f‘?t) + '/’k(l‘t,yt)yt) dwk
k=1 (431)

d.'Dt

dyt = wudt
La fonction V définie sur R® x R™ par :

Iyl

Viay) = V(@) + 2

est une fonction de Lyapunov. Appliqué & cette fonction, le générateur infinitésimal L associé au
processus stochastique solution du systéme différentiel stochastique (4.31) donne :

LV(z,y) = LoV(z)+VV()b(z,y)y +y*u

+= Z Z (gﬁ(m)+z¢ﬁ,j($,y)w)

k 114,l2=1 j=1

m 2
: (gli (@) + ) _¥F (=, y)yj) &%(z)-

J=1
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En notant A la fonction de R* x R™ dans R™ dont les composantes Aj, 1 < j < m, sont définies
par

Mew) = Y eseng@+3y S [ukevhE)
=1

k=11,,l2=1

o k 8V
+ JZ:I ¥, (T )Y (=, y)yj’] m(-’b‘)
on obtient : .
LV(z,y) = LoV (2) + y*u + y*A(z,y).
Remarque 4.6.1 Pour tout z € R*, A;(z,0) coincide avec la quantité A;V (z;) défini par (4.9).

" Par conséquent, en prenant le contréle rétroactif défini sur R® x R™ par

u(z,y) = -y — Az, y), (4.32)

on obtient 1’égalité : o 5
LV(z,y) = LoV(z) — |y|”.

Le résultat suivant montre que le systéme différentiel stochastique (4.31) est rendu asymp-
totiquement stable en probabilité par le controle rétroactif u défini par (4.32), sous les mémes
hypothéses que celles des résultats des paragraphes précédents.

Théoréme 4.6.2 Supposons qu’il existe pour un entier naturel p une fonction de Lyapunov sto-
chastique propre V de classe C***? telle que LoV (z) < 0 pour tout z € R™ et telle que S = {0}.
Alors, le systéme différentiel stochastique en boucle fermée (4.80)-(4.32) est globalement asymp-
totiquement stable en probabilité.

Démonstration. Le systéme différentiel stochastique en boucle fermée (4.30)-(4.32) est stable en
probabilité puisque .
LV (z,y) = LoV (z) ~ |y* < 0

pour tout couple (z,y) € R® x R™.

Il reste & établir la stabilité asymptotique en probabilité de ce systéme. D’aprés le théo-
réme 1.3.4, (z¢,y:) tend avec probabilité 1 vers le plus grand ensemble invariant dont le
support est contenu dans 1’ensemble LV (z;,y;) = 0 pour tout £ > 0.

Mais LV (z;,y:) = 0 pour tout ¢ > 0 implique que les termes négatifs ou nuls LoV (z:)

et — |yt[2 sont en fait nuls pour tout ¢ > 0. D’aprés la définition (4.32) de u, il en va de
méme de ce dernier.

Donc,
A(ze,y) = A(2:,0) =0

pour tout ¢ > 0.
D’apreés la remarque 4.6.1, il est donc clair que
AjV(z)=0;1<j<m

pour tout ¢ > 0. On peut donc conclure comme dans la démonstration du théoréme 4.2.4.0
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Remarque 4.6.3 Si la condition LoV (z) < 0 n’est valable que dans un voisinage de lorigine de
R", ou si la fonction V' n’est pas une fonction propre, le résultat de stabilisation du théoréme 4.6.2
reste valable, mais la stabilisation obtenue n’a qu’une signification locale.

Remarque 4.6.4 Le contréle rétroactif défini par ’équation (4.32) n’est en général pas borné. En
revanche son calcul n’exige pas l’évaluation d’une quantité comme p(z) dans (4.23) ni la résolution
d’équation implicites comme (4.14) ou (4.29). Ce dernier point est illustré par I’ezemple suivant.

Exemple 4. Mettons en ceuvre un schéma de stabilisation dynamique pour le systéme différen-
tiel stochastique (4.18). Les hypothéses du théoréme 4.6.2 sont satisfaites pour le systéme
différentiel stochastique

4
dr;; = (—%-’Ih,t — T2,:T3,t + Y1 T2t + yf) dt + (29,4 — Y1 T2,) dW;
' dzas = (—3Z2:+ T1,4%34) dt + (—21t — Ye71,) AW,
$ (=2 ) (4.33)
drs; = —Z3.dt
L dyt = udt

qui peut étre asymptotiquement stabilisé en probabilité par le contréle rétroactif défini par

1 _
u(z,y) = -y — 2} - way - ;9P

1
Y gy, — Ezgy + 3. (4.34)

4.7 Quelques simulations numériques.

Les retours d’état obtenus pour les systémes différentiels stochastiques (4.18) et (4.33) ont fait
I'objet de quelques simulations numériques destinées & fournir un apergu de la convergence vers
’équilibre des solutions des systémes en boucle fermée induits par le choix de ces retours d’état.

Ce travail ne prétend en rien constituer une démarche compléte d’expérimentation sur le su-
jet. Cependant, les résultats obtenus présentent une cohérence manifeste quand & “I’allure” des
trajectoires et & P’ordre de grandeur de la solution aprés un temps donneé.

Le schéma numérique utilisé est celui de Milstein [43], mis en ceuvre de maniére concréte sur
le logiciel Maple avec 1’aide de la bibliothéque de programmes proposée par Cyganowski, Griine
et Kloeden dans [11].

Pour ce qui concerne la résolution numérique des équations différentielles stochastiques, nous
nous référons au livre de Kloeden et Platen [31].

Les figures 4.3, 4.2, 4.1, et 4.4 montrent pour 0 < t < 10 des trajectoires typiques des deux
premiéres composantes de la solution du systéme différentiel stochastique (4.18)-(4.21) avec § = 2
et diverses conditions initiales.

De la méme maniére, les figures 4.5, 4.6 et 4.7 illustrent pour 0 < ¢t < 5 des trajectoires du
systéme en boucle fermée (4.33)-(4.34) avec 8 = 3.
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FiG. 4.1 - 3,0 = 10; A = 0,01.

FiGc. 4.2 - T30 = 5 Ay = 0,01.
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4.7. QUELQUES SIMULATIONS NUMERIQUES.

FiGc. 4.3 - I3,0 = 1; At = 0,01.

0.6

04

0.2
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o4

Fi1G. 4.4 - T30 = 0; Ay = 0,01.

0.8
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0.t

02

03

04
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FiG. 4.5 - I3,0 = 10; A= 0,01.

Fi1G. 4.6 - T30 = 5; At = 0,01.




4.7. QUELQUES SIMULATIONS NUMERIQUES.

Fi1G. 4.7 - T30 = 2; At = 0,01.

~.2 N6 8

-1

-2
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Chapitre 5

Stabilisation asymptotique de
systémes stochastiques en cascade.

5.1 Introduction.

Ce chapitre est consacré a la stabilisation asymptotique en probabilité de systémes différen-
tiels stochastiques en cascade par I’intermédiaire de retours d’états. Comme dans le chapitre 4, la
méthode employée est basée sur 'utilisation de la version stochastique du principe d’invariance de
La Salle (théoréme 1.3.4).

Le probléme de la stabilisation de systémes déterministes interconnectés a été étudié par diffé-
rents auteurs (voir par exemple Kokotovic-Sussman [33], Tsinias [50] et Coron-Praly [10]). La
stabilisation des systémes étudiés dans ces articles est déduite de celle de systémes de dimension
plus petite obtenus par la méthode “des intégrateurs en série”.

La stabilisation de systémes déterministes en cascade plus généraux que ceux obtenus par ’ajout
d’un intégrateur a été I'objet de différents travaux (voir par exemple Saberi, Kototovic et Sussman
[45] et Ortega [44]).

L’étude de la stabilisation d’un systéme augmenté par Pajout d’un intégrateur a été étendu a
des systémes différentiels stochastiques contrélés non linéaires par Florchinger [18].

En général, un systéme composé de deux systémes différentiels stochastiques en cascade asympto-
tiquement stables en probabilité n’est pas asymptotiquement stable en probabilité. Le probléme de
stabilisation asymptotique qui découle de cette remarque a été étudié par Florchinger [17] et par
Boulanger et Florchinger [6]. Dans ces deux articles, la construction de retours d'états stabilisants
repose sur une extension de la procédure d’élimination utilisée en théorie du contréle déterministe
et fait appel 4 des fonctions de Lyapunov stochastiques composites analogues & celles introduites
par Saberi, Kototovic et Sussman [45] pour des systémes déterministes.

Dans ce chapitre, on considére des systémes différentiels stochastiques en cascade composés de
deux systémes différentiels stochastiques stables en probabilité, mais pas nécessairement asymp-
totiquement stables en probabilité. Le systéme est affine par rapport au contréle, qui n’intervient
pas dans les termes de diffusion. Des retours d’états rendant le systéme composite asymptotique-
ment stable en probabilité sont construits en deux étapes, permettant tout d’abord de garantir
la stabilité en probabilité du systéme en boucle fermée puis sa stabilité asymptotique en probabilité.

Le modéle étudié dans ce chapitre est présenté dans le paragraphe 2. Le résultat de stabilisa-
tion obtenu est énoncé et prouvé dans le paragraphe 3.

53
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5.2 Enoncé du probléme.

Sur un espace de probabilité complet (€2, F, P), on considére le processus stochastique (z¢,yt)
solution dans R* x R™ du systéme différentiel stochastique

t t
Ty = Zo+/ fl(:cs,y,)ds+/ 91(Ts,Ys)dws
0 0
(5.1)

t t
v = wo+ / (fa(ys) + h(ys)w) ds + /0 g2(ys)dv,

ol :
1. x et yo sont donnés respectivement dans R* et R™ ;

2. (U)s>p €t (W);>o sont deux processus de Wiener standard définis sur (2, F, P), & valeurs
respectivement dans R? et R? ;

3. u est un contréle mesurable A valeurs dans R" ;

4. f1 et g; sont des fonctions lipschitziennes de classe C°°, & croissance sous linéaire, définies
sur R* x R™, 3 valeurs respectivement dans R™ et R"*? et nulles & ’origine;

5. fa, h et g sont des fonctions lipschitziennes de classe C*, & croissance sous linéaire, définies
sur R™, a valeurs respectivement dans R™, R™*" et R™*? et nulles & Porigine.

En outre, on suppose que les conditions suivantes sont satisfaites.

(A1) La stabilité en probabilité de la solution d’équilibre y; = 0 de ’équation différentielle sto-
chastique

dy; = fa(y:)dt + ga(ye)dv
est garantie par 'existence d’une fonction de Lyapunov stochastique V2 de classe C?*7,
v € N, définie sur R™ telle que pour tout y € R™ :
1
LyVa(y) = Vi V2@ f2(0) + 5 Tr (9:(1)2(4)* V3, V2 (w) < 0.

(A2) Posons pour tout y € R™, 2(y) = (V4 Va(y)h(y))”. On suppose qu'’il existe des fonctions i,
gi, 1 <i < r, de classe C*, définies sur R* x R™ et respectivement a valeurs dans R" et
R"*4¢ | telle que pour tout couple (z,y) € R* x R™ :

filz,y) = fil=,0) + Y z() fi(z,y) (5.2)
i=1
et
01(2, )91 (2, 9)* = 1(2,0)91(z,0)* + D_ zi(v)gi (z, )91 (z, y)*. (5.3)
i=1

(A3) II existe une fonction de Lyapunov stochastique V; de classe C?*B | B € N*, définie sur R"
telle que pour tout z € R* :

LiVi(z) = VaVi (2) fi (2, 0) + %’I‘r (912, 0)g1(,0)* V2, Vi ()) < 0.
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5.3 Stabilisation asymptotique en probabilité de systémes en
cascade.

Le but de ce paragraphe est d’obtenir, grace au théoréme 1.3.4, des conditions suffisantes sous
lesquelles le systéme différentiel stochastique (5.1) peut étre asymptotiquement stabilisé en pro-
babilité, au moyen d’un contrdle rétroactif. La construction de ce contréle sera effectuée en deux
étapes, ce qui est ici commode puisque le systéme (5.1) est affine vis & vis du contréle. Dans un
premier temps, on se préoccupe simplement de s’assurer de la stabilité en probabilité de la solution
d’équilibre du systéme en boucle fermée. -

Soit le controéle rétroactif u = a(z,y) dont les composantes sont définies par :

ai(z,y) = —V.Vi(2) fi(z,y) — %Tr (91 (z,9)gi(2,9)* V2, Vi(z)) ,1<i < (5.4)

Un premier pas est alors accompli vers le résultat de stabilisation recherché, comme en témoigne
la proposition suivante.

Proposition 5.3.1 Sous les hypothéses (A1), (A2) et (A3), le systéme différentiel stochastique
en boucle fermée (5.1)-(5.4) est stable en probabilité.

Démonstration. Soit la fonction de Lyapunov stochastique définie sur R® x R™ par
W(z,y) = Va(z) + Va(y).
Si L, désigne le générateur infinitésimal du processus stochastique solution du systéme en

boucle fermée (5.1)-(5.4), on a pour tout (z,y) € R* x R™ :
LoW(z,y) = VVi(@)fi(z,y) + ViV (@) f2(y) + Vi Va(y)h(y)alz, y)

+1Tx (g1 (2, )91 (2, 9)* V2, Vi (2))
+3Tr (92(9)92(9)* V3, Va(y)) -

Des hypothéses (5.2) et (5.3), on déduit les égalités

VaVi(2) fi(2,9) = VaVa(2) fi(z,0) + Y (Vy V2 (0)h(¥))*), Vo Vi () fi(z, )
i=1

¢
) Tr (91(2, )1 (2, 9)* Vi Va(2)) = Tr(91(=,0)01(z,0)* V2, Vi(x))

3 [V Va()h@)Y),

i=1

Tr (9 (z,9) 6} (2, ¥)* V2, Vi(2)) ].

D’aprés la définition de u = a(z,y),

T

VyV2(h@a(z,y) = =) ((VyVa®h®)*), VaVa(2)fi(z,y)

i=1

S N GATOL IR

i=1

Tr (gi (=, v)di (z,9)* V2, Vi(2)) |-
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Par conséquent, on obtient :
LaW(z,y)

V. Vi{z)f1(z,0)

+3Tr (1(z,0)g1(z,0)* V2, Vi(2))

V@A) 69
+1Tr (92()92(¥)* V2, V2 (v))

= LiVi(z) + L2 Va(y).
D’aprés les hypotheses (A1) et (A3), on a donc

LoW(z,y) <0 (5.6)
' pour tout couple (z,y) € R® x R™. On conclut donc 4 la stabilité en probabilité de la solution
d’équilibre du systéme en boucle fermée (5.1)-(5.4) grace au théoréme 1.3.3. O

A D’issue de cette premiére étape, nous nous trouvons dans une situation propice & 'application
du corollaire 4.4.1. Néanmoins, tout en procédant de maniére analogue (voir aussi [22]), il semble
plus naturel d’énoncer des conditions suffisantes pour la stabilisabilité du systéme différentiel sto-
chastique (5.1) qui ne mettent en jeu que les coefficients du systéme en régime libre lorsque ses
composantes sont découplées.

Dans ce but, introduisons pour 1 < I < p, les opérateurs différentiels du premier ordre G; dé-
finis pour toute fonction ¢ de classe C* de R™ dans R par

Gio(y) = Vyo(y)gs(y)

o gh(y), 1 < I < p, désigne le vecteur de R™ constitué de la 1-éme colonne de la matrice g2(y).

Le résultat principal de ce chapitre s’énonce alors comme suit.

Théoréme 5.3.2 Supposons que les coefficients du systéme différentiel stochastique (5.1) sont
des fonctions de classe C™ satisfaisant auz conditions (A1) (A2) et (A3) et que les ensembles

{z e R*/L}Vi(z) =0,1< k < B} (5.7)
{yeR™/GFzi(y) =0,1<i<r,1<1<p,0<k<1+7} (5.8)

sont réduits respectivement & lorigine de R™ et de R™.
Alors, le systéme différentiel stochastique (5.1) est rendu asymptotiquement stable en probabilité
par le controle rétroactif u défini par

u(z,y) = a(z,y) — 2(y) (5.9)
pour tout couple (z,y) de R* x R™ .

Démonstration. Soit f> la fonction définie sur R* x R™ par :

fo(z,y) = f2(y) + h(¥)a(z, p).

Puisque le contrdle rétroactif u est défini par (5.9), le systéme en boucle fermé (5.1)-(5.9)

s’écrit alors
f(3) = (2) o Chadon )

+( gl(z(;,yt) gz?yt) ) ( (5115: >

(5.10)
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et le générateur infinitésimal L, , de sa solution est I’opérateur différentiel du second ordre

Latz = Lo — z(y)*h(y)*V;.

Pour tout couple (z,y) € R® x R™, on déduit de (5.6) 'inégalité
LatzW(2,9) = LaW (z,9) ~ [h()*V, V2 () <0, (5.11)
qui montre la stabilité en probabilité du systéme en boucle fermé (5.1)-(5.9).

Soit maintenant (z¢,y:):>0 une trajectoire du systéme différentiel stochastique (5.10) vé-
rifiant
Lov:W(zt,y:) =0

pour tout ¢ > 0.

Compte tenu de l'inégalité (5.11) et de (5.5), les composantes de ce processus stochastique
vérifient les conditions

LyVa(y:) =0 (5.13)
et
z(ye) = (VyVa(ye)h(y))* =0 (5.14)

pour tout ¢t > 0.

En appliquant de fagon itérative la formule d’Its, on obtient & partir ’égalité (5.12), en
tenant compte de (5.14), (5.2) et (5.3), que pour tout k € {1,---,8} :

Li(z) =0
pour tout ¢ > 0.

D’autre part, on obtient aussi grace a la formule d’It6 appliquée de maniére itérative au
processus stochastique z(y;) que :
glk 23 (yt) = Oa

pour tout i € {1,---,7},l € {1,---,p}, k€ {0,--+,y+1} et £ > 0.

Ainsi, les hypothéses (5.7) et (5.8) impliquent que le processus stochastique (z,y:) véri-
fiant Lo, . W (zs,y:) = 0 pour tout ¢ > 0 est identiquement nul.

Le théoréme 1.3.4 permet donc de conclure & la stabilité asymptotique en probabilité du
systéme en boucle fermeé (5.1)-(5.9). O
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Deuxiéme partie

Filtrage non linéaire.
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La seconde partie de ce travail est consacrée & différents problémes de filtrage non linéaire en
dimension finie ou en dimension infinie et se compose de cing chapitres.

Dans le chapitre 6, on rappelle le vocabulaire et des résultats fondamentaux de la théorie du
filtrage non linéaire pour des problémes de filtrage en dimension finie. L’accent est mis sur les
équations du filtrage : équation de Kushner-Stratonovitch et équation de Zakai ainsi que sur la
question de P’existence d’une densité réguliére pour le filtre non normalisé.

Un des aspects importants de la théorie du filtrage non linéaire est la recherche d’approxima-
tions du filtre optimal par des filtres de dimension finie. Le chapitre 7 est consacré a I’étude d’une
telle approximation dans le cadre d’un probléme de filtrage non linéaire de dimension deux avec
faible bruit d’observation.

Dans le chapitre 8, on étudie un exemple de filtre de dimension finie pour un probléme de fil-
trage non linéaire de dimension un avec bruits corrélés.

Les deux chapitres suivants sont consacrés & des problémes de filtrage dans des espaces de Hilbert

Dans le chapitre 9, on établit une généralisation des équations du filtrage non linéaire pour des
problémes oi1 le signal et ’observation évoluent dans des espaces de Hilbert séparables et ou les
coefficients du systéme dépendent du temps. On discute également de I'application des résultats
obtenus 4 des problémes incluant des facteurs de retard.

Dans le chapitre 10, on considére un probléme de filtrage en dimension infinie avec bruits in-
dépendants incluant un contréle dont le colt est évalué par ’exponentielle d’une fonctionnelle du
temps, de ’état du systéme et du contréle. On établit une généralisation de I’équation de Zakai
pour ce probléme et ’existence et I'unicité d’une solution absolument continue par rapport & une
mesure de référence, dans le cas de problémes avec bruit additif.
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Chapitre 6

Les équations du filtrage non linéaire

6.1 Introduction.

Le probléme du filtrage stochastique apparait lorsqu’un “signal” ne peut faire I’objet que d’ob-
servations partielles et bruitées, la dynamique du signal pouvant également étre influencée par
un bruit. Dans le cadre de ce travail, nous traitons des problémes A temps continu ou les bruits
d’observation et de dynamique sont représentés par les variations de processus de Wiener & valeurs
dans des espaces de Hilbert séparables de dimension éventuellement infinie.

Diverses situations concrétes débouchent sur des problémes de filtrage stochastique, dés lors que
la dynamique du signal partiellement observé est susceptible d’étre modélisée par des équations
aux différences ou des équations différentielles stochastiques. Parmi les principales applications
pratiques de cette théorie, on peut citer des problémes d’astronomie, de guidage, de suivi de tra-
jectoires, mais aussi d’écologie, d’ingénierie électrique, etc.

Dans la situation que nous avons évoquée d’observation partielle et bruitée d’un signal, la “meilleu-
re” estimation de 1’état du signal au vu des informations fournies par les observations effectuées
jusqu’a un instant donné est définie par la loi conditionnelle de 1'état du signal connaissant la
trajectoire de 'observation jusqu’a cet instant. Lorsque le probléme est formulé au moyen d’équa-
tions différentielles stochastiques, la théorie du filtrage permet de décrire I’évolution de cette loi
conditionnelle sous la forme d’équations aux dérivées partielles stochastiques. Lorsque le but pour-
suivi est précisément la connaissance de cette loi conditionnelle, par exemple pour I’estimation et
la prédiction de la trajectoire d’un “projectile”, ces équations peuvent fournir la solution du pro-
bléme, au moins en principe. Dans d’autres cas, elles constituent souvent une étape utile dans la
résolution de problémes de statistique ou de controle de processus partiellement observés.

Le probléme du filtrage stochastique a d’abord été résolu pour des problémes linéaires par Kalman
[36] et Kalman et Bucy [37]. La loi du couple signal-observation est alors gaussienne et I’étude du
filtre de Kalman-Bucy, trés utilisé en pratique, débouche sur une équation différentielle stochas-
tique linéaire pour 1’espérance conditionnelle du signal connaissant I’observation et une équation
de Riccati pour sa variance conditionnelle.

Le filtre de Kalman-Bucy est également utilisé, aprés linéarisation, pour des problémes non li-
néaires. Cette démarche, rarement justifiée de maniére rigoureuse, ne conduit pas toujours a des
résultats satisfaisants. Une théorie du filtrage non linéaire a par conséquent vu le jour et connu
d’importants développements.

Une équation aux dérivées partielles stochastiques, I’équation de Kushner-Stratonovitch, a été
obtenue pour décrire ’évolution de la loi conditionnelle du signal connaissant la trajectoire de
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V’observation par Kushner dans [46]. Fujisaki, Kallianpur et Kunita [31] ont par la suite obtenu
le méme résultat, en introduisant la notion de processus d’innovation associée au probléme de
filtrage considéré.

L’étude et ’emploi de ’équation de Kushner-Stratonovitch sont rendus difficiles par le caractére
non linéaire de cette équation aux dérivées partielles stochastique. Un pas décisif a été accompli par
Zakai dans [65] avec I'introduction d’un filtre non normalis¢, moyennant un changement de pro-
babilité. Ce filtre non normalisé est solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique
linéaire, I’équation de Zakai, et il est relié au filtre optimal solution de I’équation de Kushner-
Stratonovitch par une formule de Bayes, la formule de Kallianpur-Striebel (voir par exemple [34]).
Le résultat de Zakai a par la suite été étendu a des situations plus générales que celle considérée
initialement par différents auteurs (sur ce sujet, voir par exemple Pardoux [56]).

Des questions importantes concernant 1’équation de Zakai, comme I’unicité ou ’absolue conti-
nuité de la solution par rapport 3 la mesure de Lebesgue, ont pu étre au moins partiellement
résolues.

Par des méthodes variationnelles, Chaleyat-Maurel, Michel et Pardoux [14] ont obtenu un ré-
sultat d’unicité de l’équation de Zakai, en supposant en particulier les coefficients du systéme
tous bornés. Par d’autres méthodes, d’autres résultats d’unicité ont été obtenu par Rozovskii [61],
Bensoussan [9] et Kurtz-Ocone [45].

L’existence d’une densité pour le filtre non normalisé peut étre établie sous certaines hypotheses
par des méthodes variationnelles (Krylov-Rosovski [39], Pardoux [54]), en utilisant les propriétés
des opérateurs pseudo-différentiels (Chaleyat-Maurel et Michel [12]) ou & I'aide de techniques de
perturbation (Kunita [43]). Toutefois, c’est grace au calcul de Malliavin que des résultats reposant
pour Iessentiel sur I’hypothése de Hérmander ont été obtenus par Bismut et Michel [11], puis par
Ferreyra [27] et Florchinger [29].

Différents schémas de calcul numérique de la densité du filtre non normalisé ont été proposés
et justifié rigoureusement. Néanmoins, la recherche de filtres approchés de dimension finie, dont
le calcul effectif reste beaucoup plus facile, a fait I’objet de nombreux travaux, en particulier pour
des problémes avec faible bruit d’observation. Nous reviendrons plus en détails sur ce sujet dans
le chapitre 7.

Les résultats évoqueés ci-dessus concernent des problémes de filtrage ot le signal évolue dans un
espace de dimension finie. Depuis plusieurs décennies, les problémes de filtrage en dimension infinie
ont également suscité un intérét certain.

Ce sont d’abord des problémes linéaires et la généralisation du filtre de Kalman-Bucy qui ont re-
tenu Pattention de différents auteurs, parmi lesquels on peut citer en particulier Curtain-Pritchard
[18] et Bensoussan [7).

Plus récemment, les équations du filtrage non linéaire ont été généralisées pour des problémes
non linéaires en dimension infinie par différents auteurs. Ahmed [1], Ahmed et Zabczyk [5], Ah-
med, Fuhrman et Zabczyk [3] ont ainsi obtenu de telles généralisations pour des problémes non
linéaires ot le signal évolue dans un espace de Hilbert séparable avec un bruit de dynamique additif
et une observation de dimension finie.

En s’appuyant sur des résultats de Da Prato et Zabczyk [21}, Ahmed, Fuhrman et Zabczyk [3]
ont également obtenu des résultats d’absolue continuité du filtre non normalisé par rapport a une

mesure gaussienne de référence.

Ces résultats ont été étendus & des cas ou ’observation est aussi de dimension infinie et ou le
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coefficient de diffusion du signal dépend de ce dernier par Dietsch [24].

Dans la suite de ce chapitre, nous allons briévement rappeler quelques notions et résultats fon-
damentaux de la théorie du filtrage non linéaire en dimension finie. Dans le paragraphe 2, nous
rappelons la définition du filtre optimal et de sa version non normalisée, puis la formulation de
I’équation de Kushner-Stratonovitch et de ’équation de Zakai. Dans le paragraphe 3, nous énon-
cons quelques résultats concernant ’existence d’une densité pour le filtre non normalisé.

6.2 Le filtre optimal et sa version non normalisée.

Soit (2, F, P) un espace probabilisé complet, (vt)t20 et (w),~o deux processus de Wiener
standards indépendants & valeurs repectivement dans R™ et RY.

Soit f, o et g des applications bornées et continues sur [0, +o0o[xR™, & valeurs repectivement
dans R®, R**™ et R"*4 telles que pour tout T > 0, il existe une constante positive K telle que :

|7(¢,2) = f(&, )| + l9(t, ) — 9(t,0)| + [o(t,2) — o(t,y)| < K|z — y|

et
|£ @, 2)| + lg(t, z)| + |o(t, 2)] < K (1+[=]),

pour tout (¢,z,y) € [0,T] x R* x R".

Dans ces conditions, zo désignant une variable aléatoire intégrable indépendante des processus
de Wiener (v),q et (we);>q, I’équation différentielle stochastique

t t t
Ty = Tp +/ f(s,zs)ds +/ o (s,z,) dv, +/ g (s, z5) dw, (6.1)
0 0 0
posséde une solution unique (:z:t)t20 dans R™.

Le processus stochastique x; représente un signal partiellement observé par l'intermédiaire du
processus stochastique y;, & valeurs dans R, défini par :

t
Yt = / h (S, 1173) ds + Wy, (62)
0
ot la fonction h définie sur [0, +0o[xR™ est mesurable et bornée sur [0,T] x R* pour tout 7' > 0.

Dans ces conditions, il est possible de définir pour tout ¢t > 0, le filtre optimal II;, mesure po-
sitive aléatoire sur R®, en posant pour toute fonction ¢ continue et bornée de R" dans R :

;¢ = Efp(z:) |0 (35,0 < s < t)].

Le filtre optimal II; est solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique, ’équation de
Kushner-Stratonovitch, dont I’énoncé nécessite quelques notations supplémentaires.

Pour tout ¢ > 0, soit L; 'opérateur différentiel du second ordre défini pour toute fonction ¢
dans C? (R*,R) par

Lip(z) = 3 (00" +0") (,2)V*4(2)) + V(a) £ (¢, )

et Bf y 1 £ j < d, Popérateur différentiel du premier ordre défini pour toute fonction ¢ dans
C! (R*,R) par

Bid(a) = W (t,2)0(z) + 3. o(t, )" 22 (2).
k=1
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Le processus d’innovation associé au probléme de filtrage (6.1)-(6.2) est défini par :

t
Ve =Yt — / H,h(s, -)ds.
0

L'équation de Kushner-Stratonovitch s’exprime pour toute fonction ¢ € C,? (R", R) sous la forme
de ’équation aux dérivées partielles stochastiques :

t d t
M6 = Mo + /0 M, (Ls¢)ds + Z /0 (1, (Big) — I,hi(s, )L ) dvi. (6.3)

j=1

Introduisons maintenant un filtre non normalisé, solution d’une équation aux dérivées partielles
stochastique linéaire : ’équation de Zakai.

Dans ce but, considérons le processus stochastique

¢ t
Z; = exp (/ h(s,zs)*dys — %/ |h(.s:,:z:,,)|2 ds) .
0 0

Sous les hypothéses énoncées plus haut, on a B (Z[ 1) = 1 et le théoréme de Girsanov permet donc
de définir une nouvelle probabilité P sur (2, F), appelée probabilité de référence, par la dérivée de
Radon-Nykodim :
P _
dP —
En fait, les probabilités P et P sont absolument continues ’une par rapport & ’autre et, sous P,
() ;>0 €6 (Ut);>o Sont des processus de Wiener standards indépendants.

zt

Le filtre non normalisé o; est alors défini pour toute fonction ¢ de Cp (R*,R) par

019 = E [Zed(zt) |0 (35,0 < s < B)]

Le filtre non normalisé o, est reli¢ au filtre optimal II; par la formule de Kallianpur-Striebel :

o1d
Mip = —
t¢ O't].
et il est solution de ’équation de Zakai :
t d t ] ]
o1d = g0 + / s (Lep)ds+ ) / o, (Big) dyl. (6.4)
0 =170

Les équations de Kushner-Stratonovitch et de Zakai peuvent étre établies sous des hypothéses plus
générales que celles énoncées au début de ce paragraphe. En particulier, il n’est pas nécessaire de
supposer que les coefficients du systéme différentiel stochastique (6.1)-(6.2) sont bornés et on peut
supposer que ces coefficients dépendent de I’observation courante y; ou méme de toute la trajectoire
de I'observation jusqu’a l’instant ¢. Sur ces questions ainsi que sur d’autres problémes essentiels
en théorie du filtrage non linéaire comme la continuité du filtre par rapport a l'observation, nous
renvoyons le lecteur au cours de Pardoux [56].

6.3 Absolue continuité du filtre.

Dans ce paragraphe, nous supposons que les coefficients du systéme différentiel stochastique
décrivant le probléme de filtrage sont indépendants du temps ¢ et que la condition initiale zg est
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donnée dans R™. Le modéle considéré est donc le suivant :

t t t
Tt zo + / flzs)ds+ / o (zs) dvs + / g(zs) dw,
0 0 0
, (6.5)
Yy = / h(zs)ds + w,
0
Pour exprimer une condition du type de celle de Hormander sous laquelle le filtre non normalisé

o posséde une densité réguliére par rapport 4 la mesure de Lebesgue dans R", il est commode
d’introduire les champs de vecteurs

Uo = Z_; (@) 5

et

n ; 8
Uk - ;ak(z) axi ’

1<k<n.

Désignons maintenant par A 1'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs Uy, Uy, -« - U,
et par B I’algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs Uy, - - - U,,.

Soit Z 'idéal engendré par B dans A :
I= {le' ° 'Un; [Ui:Uj] 10 S 7".7 S n; [Uiy[Uj,Uk]] ,0 S i;j’k S n;-- } .
On dispose du résultat suivant.

Théoréme 6.3.1 Si les coefficients du systéme différentiel stochastique (6.5) sont de classe Cg°
et si l’espace vectoriel engendré par Z(xo) coincide avec R™, alors le filtre non normalisé o; posséde
une densité de classe C* par rapport i la mesure de Lebesgue sur R™.

Le résultat que nous venons d’énoncer peut é&tre étendu, en particulier, & des problémes de
filtrage non linéaire ot les coefficients du systéme dépendent de ’observation courante y; (voir par
exemple [56, chapitre 5]).
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Chapitre 7

Filtrage approché d’un signal
faiblement bruité

7.1 Introduction.

Le probléme de filtrage non linéaire étudié¢ dans ce chapitre consiste & estimer un signal de
dimension deux, solution d’une équation différentielle stochastique écrite au sens de It6, lorsque
seule la premiére composante de ce signal est mesurée avec un faible bruit.

Les difficultés rencontrées en pratique pour résoudre numeériquement les équations aux dérivées
partielles stochastiques du filtrage non linéaire (équation de Zakai, équation de Kushner Strato-
novitch) ont conduit & rechercher des filtres de dimension finie efficaces pour l’estimation de I’état
du signal observé.

En dehors de quelques cas particuliers comme celui de Bene [6] par exemple ou bien entendu
de celui du filtre de Kalman-Bucy [36] pour les problémes linaires, le filtre optimal est effective-
ment de dimension infinie, comme ’on montré Chaleyat-Maurel et Michel dans [13]. La technique
la plus couramment employée dans la pratique est I'utilisation du filtre de Kalman-Bucy pour le
probléme linéarisé, ou de diverses variantes issues de cette idée de linéarisation comme le filtre
de Kalman étendu (voir par exemple [56]). Si cette démarche n’est pas sans péril en général, son
efficacité a cependant été établie dans le cas de problémes de filtrage non linéaire avec faible bruit
d’observation (voir [59] par exemple).

Motivés par les considérations rappelées ci-dessus concernant les difficultés pratiques liées au
filtrage optimal, de nombreux auteurs ont étudié depuis quelques années des filtres approchés de
dimensions finies associés & des problémes de filtrage non linéaire avec faible bruit d’observation.

Le cas des problémes de filtrage non linéaire ot le signal et I'observation sont de dimension un a,
€té considéré par Katzur, Bobrobsky et Schuss [38], Picard [57] et Bensoussan [8]. Une extension
des résultats établis dans [57] aux problémes de filtrage multidimensionnels fait Pobjet de ’étude
menée par Picard dans [58].

La question délicate de problémes de filtrage unidimensionnels o la fonction d’observation n’est
pas nécessairement injective a été abordée par Fleming et Pardoux dans [28] dans le cas particu-
lier d'une fonction d’observation monotone par morceaux. Remarquons que cette question a été
étudiée dans d’autres contextes par Zhang [67] et Roubaud [60] par exemple. De plus, dans I'étude
de ce type de problémes, c’est bien souvent la prise en compte de la variation quadratique de la
fonction d’observation qui permet une estimation convenable de I’état du signal.

73
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Un cas important de fonction d’observation non-injective est naturellement celui ou seule une
composante d’un signal de dimension deux peut intervenir dans la fonction d’observation. Ce
probléme a été étudié dans un cadre particulier de systéme de filtrage non linéaire avec bruits in-
dépendants par Gegout-Petit [32] et étendu au cas de systémes avec bruits dépendants par Dietsch
[23]. Ce type de problémes a été aussi abordé par Yaesh, Bobrobsky et Schuss [64] qui ont obtenu
obtenu de maniére formelle un développement asymptotique du filtre optimal lorsque I’amplitude
du bruit d’observation tend vers 0.

Dans [49], Milheiro a étudié, en utilisant la méthode développée par Picard dans [59], un pro-
bléme de filtrage non linéaire pour un signal de dimension deux dont seule une composante, dont
la dynamique n’est pas bruitée, est susceptible d’étre mesurée. Dans ce travail, Milheiro a montré
que Derreur de filtrage due & ’emploi du filtre approché (qui coincide avec celui donné dans [64]
dans le cas stationnaire) tend vers zéro avec ’amplitude du bruit d’observation. Un majorant du
taux de convergence du filtre approché vers le filtre optimal est aussi calculé. L’étude menée dans
[49] a été poursuivie par Milheiro et Picard dans [50] oui les auteurs obtiennent une comparaison
asymptotique du filtre approché et du filtre optimal.

Le but de ce chapitre est d’étendre les résultats de [49] et [50] aux cas de problémes de filtrage
non linéaire ou les deux composantes d’un signal de dimension deux sont bruitées et corrélées avec
Pobservation.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans le paragraphe 2, on introduit le probléme de
filtrage non linéaire étudié dans ce chapitre ainsi que le filtre approché utilisé dans ce travail. Le
paragraphe 3 est consacré a I’estimation de ’erreur de filtrage associée & 'utilisation de ce filtre.
Dans le paragraphe 4, quelques exemples illustrent le résultat obtenu. Enfin, on obtient dans le
paragraphe 5 une estimation qui montre, sous une hypothése renforcée, que le filtre de dimension
fini proposé donne une estimation asymptotiquement assez proche de celle du filtre optimal.

7.2 Enoncé du probléme et notations.

Soit (2, F, P) un espace de probabilité complet et (w;),~q, (Wt);>o deux processus de Wiener
standards réels indépendants définis sur cet espace. - -

Soit (z3,y:) le couple signal-observation solution dans R? x R du probléme de filtrage non linéaire
suivant :

t ¢
T = -’131,o+/ fi{z1,5,%2,8) d3+/ Veor1 (21,5, Z2,s) dw,
0 0
t
+/ \/EO'I,Z ($1,aaz2,s) dw,
0
t ¢
Top = 172,0+/ fa (zl,s,zz,s)ds+/ 02,1 (Z1,5, T2,s) dw, (7.1)
0 0

¢
+/ 02,2 (Z1,5,T2,s) W,
0

t
Yt / h (I]_,,) ds + EWg.
0

Dans la suite, les coefficients du systéme différentiel stochastique (7.1) sont supposés satisfaire aux
conditions (A1) & (A5) énoncées ci-dessous.
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(A1) ¢ est un réel positif voisin de 0.
(A2) h est une fonction différentiable de R dans R.

(A3) f= ( -J;.l ) est une fonction différentiable de R? dans R?, dont la différentielle Vf = F =
2
( ?1 ?2 ) est uniformément bornée.
21 Fa2

(A4) X = ( Zu Z” ) est une fonction de R? dans R®*? mesurable et uniformément bornée.
21 022

Soit @, 81, 82 et &3 des nombres réels tels que 0 < a < V2, 8; > 1, 63 > 1, 83 > 1 et choisis de la
maniére suivante.

. 1. Associons & tout élément (z1, %2, T3, T4, T5) de )0, +0o[® la matrice symétrique C de dimen-

sion 2 définie par
[T12
Ci1 = —2z5 213 + 2573
T4

T1Z3
Ciz = Co = —x5 o T2
V =4

Ca = —x573

et notons A la plus grande valeur propre de C + %I .
L’ensemble {\ < 0} est un ouvert de R® qui contient (1,1,1,1,1) puisque dans ce cas C = —1I.

2. Le pavé II = [1/83,d3] x [1/83,83] x [1/d1,61] X [1/62,82) x [1/82,82] de R® est inclus dans
Pensemble {A < 0}.

Nous pouvons maintenant achever d’exprimer les conditions sous lesquelles la convergence du filtre
approché défini ci-dessous pourra étre établie.

(A5) 1l existe des constantes positives o, H, F telles que

pour tout z = (z1,zs) de R

Définissons maintenant la dynamique du filtre de dimension deux m; = ( 7mn1’t ), destiné a

T1,t
Ta,t
étant choisie, le processus stochastique m; est solution de ’équation différentielle stochastique :

estimer le processus stochastique z; = ) Pour cela, une valeur initiale (m;,m20) € R

\/2F12 (my) 021 (my)
dmy = f (ms) dt + ek’ (ma,1) (dy: — h (maz) dt). (7:2)
021 (mt)
€

Remarque 7.2.1 Le filtre défini ci-dessus coincide avec celui donné dans [50] pour le cas ooy, =
01,2 = 02,2 = 0. Il s’agit par ailleurs du filtre obtenu formellement dans un des cas considérés dans

[64].
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Afin d’estimer les moments des processus stochastiques (1,: — M1,t),5¢ €t (T2, — M2,t);50s
nous définissons le processus stochastique (Z;),>q par :

Zt = T(.’Et - mt) (73)

(1 2) (6

avec

o)
N—

1 0 1

7.3 Estimation de ’erreur de filtrage.
Le but de ce paragraphe est de montrer le résultat d’estimation suivant.

Théoréme 7.3.1 Soit p un entier positif. Si les hypothéses (A1)-(A5) sont vérifiées avec a < /2
et si E (|zo — m0|2p ) < K < o0, alors il eziste des constantes positives Cp et ¢, telles que pour
toutt >0 :

El.’E],t - ml,t|2p < Cp&'%z + C’,,e_T/%t
1 _ =
E|zz: — mz,t|2p < Cpsg + Cps—pe Rt
Démonstration. Dans un premier temps, effectuons un changement d’échelle en remplagant
respectivement Ty ¢, To ¢, y: €t € par :
Tt T2 Yt &
oF’ o oFH’ oFH
Cela nous permet de supposer pour la suite que o = H=F = 1.

D’autre part, le processus stochastique (Z;),-qest solution d’une équation différentielle sto-
chastique linéaire. Afin d’établir cette équation, observons que la formule de Taylor implique
’existence de trois processus stochastiques adaptés (61,¢),5 (62,t);5¢ €t (93,t),;>(dépendants
de (Zt);50 €t (Me)50) tels que :

fe-fmy =l Ha (it ) g - my

et
h(z1,t) — h(my) = h' (03,¢) (T1,6 —ma,e)

Ainsi, le processus stochastique (Z;),, défini par (7.3) vérifie I’équation différentielle sto-
chastique -

dZ, = AyZsdt + Uy ( Z;Z ) , (7.4)

ou les composantes de la matrice A; sont données respectivement par :

2K, h' (6
* A11¢ = F11 (61,) — Fo1 (62,¢) g —h'(63,) \/ lzg(gzz,zzi)(mt) + ( 3’1)/(2/'_21 (m:)

2
* Ajgy = A+ \/;Flz (01,t) — Faa (62,)
€ h'(034) 021 (my)
% Agyy = Fyy (02) 4] = — 2 \082) T1 ()
21t = Fo1 (62,¢) \/; oz
* Agg s = Ag1 s + Fo2 (02,4)
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et la matrice U; est définie par

U, = ( \/—Ull(zt) — 091(x¢) \/5612(97:) =/ %%ﬁ%ﬂl + 021 (my) — o22(x:) ) ]

o21(z¢) —021(my¢) + 022(¢)

Remarquons que cette derniére matrice est bornée compte-tenu des hypothéses (A4) et (A5),
tandis que A; est la somme d’une matrice bornée et de la matrice A; définie par :

1 W (03 t) [2F12 (mg) 091 (my) + h' (83,) 021 (M)
1,6 = h (ma) Ve

— — 2
Ao =An g + \/;Fu (01,4)

h' (63,¢) 021 (m4)
V2

De plus, en notant B; la matrice définie par B; = A; + (Zt)*, ona:

A21,t = A22,t ==

Buiy = 2K (03 t) [2F12 (my) aa1 (my) + 2h' (05,¢) 021 (ms)
114 = h, (ml t \/2-—6

h' (68 2F;5 (my) 021 (M 2
By2t = Ba1s = — E/;t)\/ 12 l(z' (tzhil)( t) + \/;_—-Flz (61,)

2hl (03,t) 021 (mt)
V2e

€
et, d’aprés I’hypothése (A5), la matrice symétrique \/;Bt + I est semi-définie négative. On

Bayy = —

obtient donc : o
< ——1.
B: < \/E_:I (7.5)

Cette propriété de stabilité de la matrice B; va permettre d’estimer les moments de Z;.

Par application de la formule d’It6, on déduit de (7.4) que

d\|Z)? = (27 (A + AY) Z; + trace (U Uy)) dt + 221U, ( gg: ) (7.6)

et par conséquent, comme la matrice U, est uniformément bornée, les moments de ||Zt||2 sont
finis. Plus précisément, pour tout entier p > 2, on a, par application de la formule d’It6 :

d ~2 - .
BNz = pB (1277 2; (e + AD) 22) + pE (12| trace (U V)
+2p (0 - 1) E (I1Z:/1°*) 107 Zel*

Compte tenu de (7.5) et du fait que la trace de la matrice U;U; est uniformément bornée,
on déduit de cette derniére égalité 'existence de constantes positives Cp, et o' < a telles que

Enztnz" —p7E||zt||2” + CoE 12|72,
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dés que € est assez petit.
Choisissant maintenant C,, de telle sorte que

!
CoB 2P < P52 B2 + Cpe™F

7

nous obtenons : d ,
a 2 -1
ZE|Z|?P < —p——=E || Z||** + Cle"7 .
ZEIZI* < -p537E|IZI* +C;

7

L’intégration de cette inéquation différentielle conduit & ’estimation suivante pour les mo-

ments de Z; ,
E|Z|*® < CVe} + CUE|| 2| e P77, (7.7)
Les estimations annoncées dans le théoréme résultent alors de la définition de Z; et de
., Dexpression de la matrice T71. 0O

Remarque 7.3.2 I ressort de l’inégalité (7.7) que la valeur de la constante o', arbitrairement
proche de o quand € est assez petit, apparait dans la “constante de temps” de la décroissance expo-
nentielle des termes ou intervient Uerreur sur la condition initiale dans les estimations obtenues
pour Uerreur de filtrage.

Nous examinons maintenant quelque cas particuliers pour le systéme (7.1) afin d’illustrer I’ana-
lyse qui vient d’étre menée. Il s’agit de situations o la fonction fi (z1,z2) ne dépend que de z;
et ceci de maniére linéaire.

7.4 Exemples.

7.4.1 Un cas ot ’observation est linéaire.

Lorsque le systéme (7.1) s’écrit sous la forme

dz1: = Fiazodt +Eo11 (T1y, Tae) dwy + VEOL 2 (21,2, T2,¢) A
dzoy = fa(Zi,T2.)db+ 02,1 (21,6, Ta,e) dwy + 02,2 (T1,¢, T2,) dWe
dys = H(L‘l,tdt + edw;

oll F1 2 et H sont deux constantes positives, en prenant la valeur 1 pour les constantes d2 et d3
I’hypothése (A5) se réduit & :
1 < 021_(3;) <& (7.8)
01
pour tout z € R2.
a
V2
2
Az3) = —/z3 + % + \/;§ + 223 — 223+4/T3 — 2/23 + 1

Il est possible de vérifier numériquement que la quantité

—V/Es + \ [} + 235 — 225y/T5 — 25 + 1

La premiére valeur propre A de C + I est donnée dans ce cas en fonction de z3 par :

6

Le théoréme 7.3.1 s’applique donc dans cette situation dés que la condition (7.8) est satisfaite
avec 8, < §, pour une certaine valeur de a dépendant de 4;.

. 1
est négative si z3 est dans ’intervalle ] =, 6[ avec & ~ 3, 546.
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7.4.2 Equation du second ordre bruitée.

Dans le cas du probléme de filtrage

dIL‘Lt = :L‘z,tdt

f2 (Z'l,t, :Bz,t) dt + adwt + 0"dwt

d.’L‘z,t

h (zl,t) dt + edw;

dy,

ou o et ¢’ sont deux constantes positives, on peut exprimer A sous la forme suivante :

V2 N —z5,/Tq + \/5:1:%:54 — 203722 4 2222 + 23 — 235232

/\=a2 e

On peut alors vérifier, par exemple, que si la fonction h vérifie pour une constante positive H la
condition

alors, ) est négatif pour a = 0,4, et le théoréme 7.3.1 s’applique avec cette valeur de la constante
a.

7.5 Comparaison avec le filtre optimal.

Il s’agit dans ce paragraphe d’évaluer en termes de moments, pour un horizon fini arbitraire T,
’ordre de grandeur de la différence entre le filtre de dimension finie introduit dans le paragraphe
deux et le filtre optimal :

%= Bail o (4s,0 < s < 8)].

Le résultat sera obtenu sous I’hypothése que le bruit affectant ’observation agit de maniére modé-
rée sur le signal. Plus précisément, le probléme de filtrage que nous étudions désormais est décrit
par les équations différentielles stochastiques :

¢ ¢
3
Ty, $1,o+/ f1(z1,5,%2,5) d3+/ €401,1 (21,5, Z2,5) dws
0 0

t
3
+ / €101,2 (T1,5,T2,5) dWs
0

t t
Tayr = $2,0+/ f2 ($1,s,$2,s)ds+/ 02,1 (1,5, T2,s) dws (7.9)
0 0
t
1
+/ €€09,2 (T1,6,T2,s) dWs
0
t
Ye = / h (21,3) ds + EW;.
0

Les coeflicients de ce systéme différentiel stochastique sont supposés satisfaire aux conditions
suivantes.

(B1) ¢ est un réel positif voisin de 0.
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(B2) h est une fonction de classe C® de R dans R, dont les dérivées jusqu’a ’ordre 3 sont bornées.

h
B3 =
®s) ;= (4
Pordre 3 sont bornées.
(B4) 05,1 <14,j <2 sont des fonctions de classe C? de R? dans R?*2? dont les dérivées partielles

jusqu’a ’ordre 2 sont bornées.

) est une fonction de classe C® de R? dans R?, dont les dérivées partielles jusqu’a

Afin de formuler une hypothése du méme type que (A5), choisissons tout d’abord un réel positif
a < v/2, puis trois réels &; > 1,62 > 1, 63 > 1 de la maniére suivante :

1. Associons & tout élément (1, 3,23, Z4,2s) de ]0,+oo[® la matrice carrée et symétrique C’
de dimension 2 définie par

C]’.]. = —T1Zx3
T35
! !
Clz = 021 = —T4 + I e
)
T3Ts
Céz =TI1r3 — 22:1 —
)

et notons X' la plus grande valeur propre de C' + %I .

L’ensemble {\' < 0} est un ouvert de R® qui contient (1,1,1,1,1) puisque dans ce cas C' =
2. 4y, 8; et &5 sont des réels positifs choisis de telle sorte que le pavé IT = [1/8}, 8] x [1/8}, 8] x
(1/683,85] x [1/d3, 03] x [1/83,05) de R® est inclus dans I’ensemble {\' < 0}.

On suppose de plus que ’hypothése suivante est satisfaite.

(B5) Il existe des constantes positives o', H', F' telles que

on(z) o 1 (=)

< —_—
= o' = 1?65_ H' —= Y2y :/3_ T =

1
&
pour tout z = (z1,z2) de RZ.

On supposera en outre que la loi de la variable aléatoire o posséde une densité Po par rapport &
la mesure de Lebesgue telle que :

(B6) po(zo)~'Vpo(zo) est dans L? (R).

Voici maintenant une notation utile pour les estimations & venir. Elle concerne des familles de
processus aléatoires indexées par le paramétre réel positif .

Soit £ = (&), une famille de processus aléatoires. Dans toute la suite, la notation :
& = O(e")

signifie qu'il existe des constantes positives K, K et c indépendantes de ¢ telles que :
1 ct
E (|&|")? < K168 + Kye ™ 9exp (‘;)
pour deux réels ¢ > 0 et & > 0. Le processus ¢ sera alors dit d’ordre ¢® dans L.

Notons que le théoréme 7.3.1 signifie que it —mi: = 0 6‘4:) et que z3; —mgy = O ef
dans tous les espaces L?, p > 1. De plus, on vérifie immédiatement & partir de P’inégalité de Holder
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. / 1
que si les processus ¢! et £2 sont respectivement d’ordres 3 et v dans L?P et L?? avec - + % =1,
p
alors leur produit est d’ordre 8 + v dans L2.

Voici maintenant le résultat concernant ’ordre dans L? de la différence entre le filtre de dimension
finie et le filtre optimal.

Théoréme 7.5.1 Soit T un réel positif firé. Si les coefficients du systéme différentiel stochastique
(7.9) satisfont auz hypothéses (B1)-(B6) et (A5), alors on a pour 0 <t < T :

Ty —my = 0(e)
552,1: ~mas = 0(\/5)
dans L2.

Démonstration. Nous suivons la démarche de [50).

Commencons par définir diverses quantités qui interviendront dans cette démonstration.
Soit donc : . .
2:[5“’11] 21=[E:012] H=[h 0]
b ? - .

021 €40922

La matrice symétrique ci-dessous apparait comme terme dominant dans la “matrice de co-
variance du filtrage” (filtering covariance matrix) dans les calculs de [64],

2091 (my) Fo (mt)ei o21 (mt)E
P = b’ (ml t) b (my,t) B (ma,z)
), =
a21 (mye) 2091 (my) 1
—F € o M £2
B (m1,) z (M) \/h' (m1,) Fia (mt)
De plus, cette matrice satisfait a la relation suivante :
1 ~ ~ ~ ~
—EEPtH* (my) H(my) Py + F (my) P, + PLF* (my) + & (mg)X* (mg) =0 (7.10)
ou 0 Fia(m)
= _ 12{m
F(m)= [ 0 0 ]
et 0
2 (m) = [ o1 (m) ]
et, son inverse est donné par
20 (ml t) —3 h' (ml t) -
3 ; 2 o B L
Pl () \/021 (me) Frz (me) 021 (ms)
=
h’ (m1 t) _1 1 2h! (m1 t) F12 (mt) __
J21 (mt) 021 (mt) o21 (me)

Les hypothéses sur les coefficients du systéme différentiel stochastique (7.9) impliquent que
pour chaque valeur de €, P, ainsi que son inverse sont uniformément bornées.

On utilisera aussi le changement de base définie par les matrices
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et

Un changement de probabilité.

On commence par introduire une nouvelle probabilité P définie en vertu du théoréme de
Girsanov par :

1 t t~ _
— =Al= eXP[_E/O h(z1,5) dw, +/0 * (mg) P (2, — my,) dw,

_% /ot [ (. ds - % /ot [i* (ms) Pyt (25 ~ m,)]2 ds]

Sous la probabilité ﬁ, yi/€ et Wy = wy — fot Ik (ms) P71 (zs — m,) ds sont des processus de
Wiener standards indépendants.

Afin d’obtenir les estimations souhaitées, nous devrons évaluer I'ordre de grandeur (en termes
de moments) du processus

V, = (vo log (As) (Vozs) ™! + (z¢ — my)* P;l) U, (7.11)

Vo désignant I'opérateur de dérivation (dans L9, ¢ > 1 ) par rapport a la condition initiale
Xo (des précisions concernant cet opérateur différentiel sont données dans I’appendice).

Calcul de la différentielle de V;.

La formulation suivante de la différentielle de z; fait apparaitre la possibilité d’appliquer
l'opérateur Vy & la semi-martingale

dl‘t = f(fl,‘t)dt + 2(2‘,{)5* (mt) Pt—l (.’l?t - mt) dt -+ Z(It)dﬁt

+151(22) (dye — h(z1,0)dt) . (7.12)

En fait, le processus Vgz; est solution de 1’équation différentielle stochastique linéaire :

d(Vomt) [F (:ct) + E(It)f)* (mt) Pt_l] Vozdt

+3(2,) Voz: Z* (my) P (24 — my) dt

+Z'(2:) VoxdWy + 15 () Vo (dys — h(zy4)dt)

— 131 (@)W (21,4 Vo1 1t (7.13)
= [F @)+ 2@ (m0) P Voaeds

— 251 (@)1 (1,4) Vo1 1t

+E’((L‘t)V0$td’Wt + 2'1 (.’Et)Vo.’L'tdwt

avec la condition initiale Vozo = I. Ce point est discuté plus en détail dans ’appendice 4 la
fin de ce chapitre.



7.5. COMPARAISON AVEC LE FILTRE OPTIMAL. 83

La formule d’It6 permet alors de vérifier que Vgz; est inversible et que son inverse satisfait
a I’équation différentielle stochastique :

d(Voz)™ = —(Voz))™! [F (z) + S(z)S" (ms) F"] dt
+é (Voze) ™! Su(ze) H (z2) dt

— (Voz:) ™' &' (as)dw; — (Vox,) ™! T (z:)dw
+ (Vol‘t)—l (E'(mt)2 + 2’1 (.’L‘t)z) dt.

Un calcul analogue conduit d’autre part &

1t 1 [t«
Volog(A;) = E/o 3 ($1,s)V0271,sd11_)s"E/0 * (ms) P Vozdw,

a partir de la formulation ci-dessous de log (A;)
1 [t 1 [t
log(A:) = 6—2/0 h(z1,5)dys — @/0 h? (z1,5) ds
t
- / * (ms) P71 (x5 — my) dids
0

—% /ot (f]* (ms) P (2, — ma,))2 ds.

Appliquant 3 nouveau la formule d’It6, on obtient :
- 1 = -
d (VO IOg (At) (Vozt) 1) = EH ((L‘t) d’wt -X (mt) IDt ld'wt

—Volog (As) (Vozs) ™ T (z¢) duwy
~Volog (As) (Voz) ™" B} (z,)dw;
—Volog (As) (Voze) ™! [F (2¢) + B(xe)E* (my) P71

~2R1(e0)H (a1) + (@) + B} (a0l

+55% (me) PrS (3)dt — %H (20) T} (z)dt.

D’autre part, en prenant en compte la définition (7.2) du filtre my, on a :
d(ze—m) = [f(z¢) — f(me)]dt — Ry (h(z1,) — h(mye))dt

—eRydwy + X (.’L‘t) dw, + X, (:L‘t) dw;.
Notons
dPt = JWat + J® dw,
la différentielle de la semi-martingale P, .

Avec ces notations, on est conduit & ’expression suivante concernant le second terme de

VAl
dl(@e—m)" P = [f*(z0) ~ f* (my)
—Rf (h(z1,t) = h(ma,)) | P ldt
+2* (Et) Pt_ldwt
+ [ (1) — eR}) P dw, (7.14)
+ (2 —me)” [J{"dt + Jt‘”dwt]

+[5} (z2) — eR}) TP it
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Comme dans la démonstration du théoréme 7.3.1, on va chercher a exploiter la formule de
Taylor pour faire apparaitre V; comme la solution d’une équation différentielle linéaire. On
a:
f (@) = f(me) = F (my) (2 — me) + ¢y
et
h(z1) — h(mis) = H (mg) (me — me) + 7,

les processus stochastiques ¢; et v; vérifiant respectivement
li¢ell < C llze — me|? (7.15)

et
[7e| < Clzr,e ~ mygl*. (7.16)

Conjointement avec I'identité H* (m) RfP; ' = e~2H* (my) H (my), les égalités ci-dessus
substituées dans (7.14) conduisent & :

+Z* (z¢) P dwy
+[Z3 (z¢) — eR}) P dw, + (20 — my)" [Jt(l)dt + Jt(z)dwt]
+ 31 () ~ eR] JPdt + (6 - nBy) Pt

La différentielle de V;U~! apparait donc sous la forme suivante :

d (VtU_l) = —VtU_l [F (:Et) + 2($t)§* (mt) .Pt_l - ézl(zt)H (:ct)

+Z(z)? + T} (a:t)2] dt
—VUZ (z)dw; — VU LSS (z4) dws
+%H (fL‘t) d’lTJ-t - i* (mt) Pt‘ld'wt

+§*(mt)Pt'12'(a:t)dt - %H(zt)ﬁ'l (z¢)dt + T* () P L dw,
+ (¢ — mu)” Sidt + (z¢ — my)* PIE (24)duwy
+ (21 — my)" P75 (z) dw,
+ (53 (20) ~ eR{) B dwy + (22 = my)” [ IVt + SV dwy]
+ (5} () — eR;) JPdt + (¢} — wRy) Prldt

ou

. - 1. _
S = F (mt)Ptl_E_zH (my) H (ms) + Py F(xy)

- = - 1__
+P ' S(3)E* (me) P - ) 181 (ze) H (z4)
S (Z'(ze)* + 34 (zt)2)

Finalement, nous avons obtenu

Vi = Vidudt + IV dt + I dw, + I dw,
(7.17)
~VeU ™' (@)Udw; - V,U'S} (2)Udwy
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en notant :

= 1
Ay = =U" |F(zy) + S(z)Z* (my) PP - E&(a:t)H(mt) + Z(z)? + 50 (2:)?| U

~ 1 »
Jt(s) = 2* (mt) Pt—IE’(zt)U - EH(-’Bt) Ell(.’l:t)U + (.’Et - mt) StU

+ (2 — my)* VU
+(Z% (z0) — R} IOU + (8 — wR}) U

JE = % (my) F7WU + 3 (2) BU + (@ — mu)* PP (2)U
- (2* (z;) — & (mt)) PrYU + (¢ — me)* PEYS (2)U

J® = éH (@) U + (z¢ — my)" P (2)U + [2] () — eR}] P7IU
+(z —m)* JPU
é (H (22) — H (me)) U + (2 — ma)* PPE (@)U + (3 — me)* JOU
+37 (=) P7U.
La derniére égalité étant justifiée par l'identité eR;f P! = éH (my).
Dans la mesure ol ’on va vérifier que la matrice A; jouit, sous les hypothéses choisies, d’une

propriété de stabilité, I’'ordre de grandeur du moment d’ordre 2 de V; pourra finalement étre
estimé grace a la conséquence suivante de (7.17) :

SEIIP = B(:(4+4)V) +2E (JOVy)
2
+E “Jt“) = VU1E! (2,)U ” (7.18)

+E ]|Jt(5) - VtU‘IE’l(:ct)Ullz

Stabilité de A;.
Les composantes de la matrice
. = 4 1
Ay = F(z¢) + Z(x) 2" (my) P - Ezl(:,,-t)ler (2e) + Z'(z) + ) (z1)?

.sont : ~
Ang = Fulz) — e tora(z)h (z1,) - 5_1“-0'12(1't)hl(m1,t)

+et (Br011(22))” + €2 (Bron2(22))? (7.19)
+5%610'21 (-Tt)azﬂu(l't) + 5610'22(2;,:)820-12 (xt)
A12,t = F12(-Tt) + 5%0'21 (.’Et) MW

+E%310'11 (.’L‘t)azdu (.’L‘t) + E%alo’lz(zt)azo'lz (:L‘t) (720)

+€§32021 (%4)02091 (1) + €02012(xt)Ba022(x:)
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Ang = Fou(m) — e loa(z)h!(myy) — 5_%022(-’5t)h'($1,t)
+E%31011 (z1)01021(zt) + €02012(x¢)O1022(t) (7.21)

481091 (%) 82021 (1) + €2 81092 (1) Oa022 ()

. -1 20 F,
Azer = Foo(x:) + €7 2001(x:) J_T;I'(mizj -

+€4§32011(27t)31021 (z¢) (7.22)

+6620'12(.’Et)810'22(2:t) + (620'21 (l‘t))2 + E% (620'22(27t))2

De plus, on a :
. 021 (z) b’ (my4) + 2F12 (24)
021 (zt) (ml,t) —209; (zt) [ (m1¢)Fra(me)

o21(m¢)

=021 () ' (ma 1)

—021 (wt) R (ml,t) +2079; (-'Bt) h'(ma,e) Fra(m:)
5 V o21(m. J

+0 (e—%)

et par conséquent, d’aprés I’hypothése (B5), pour € assez petit, on a A; + A} < —7°‘;I .

D’autre part, on vérifie que les matrices U™X/(z)U et U~'Z!{(z)U sont bornées sur R?
indépendamment de €. On trouve en effet pour la premiére de ces deux matrices

3
i —JE €191011(x) — /501021 (2)
£401011(z) — /501021 (2) +v/2e1 8,011 (z) — 82021 (2)

\/5610'21 (IE) \/5310'21 (.’E) + G091 (:E)

et un résultat analogue pour la seconde.

Grace aux inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz, on déduit de (7.18) et de la propriété
de stabilité de la matrice A; que

GBI < -l + oves || +28 (|5 + |5°[)

On va maintenant établir que les deux derniers termes du membre de droite de cette inégalité

co 1
sont d’ordre s'%, ce qui implique que V; est d’ordre %

Estimation de Jt(s) .

Ce paragraphe est consacré i I’estimation :

] =0

Tout d’abord, en calculant les deux composantes du vecteur £* (my) P 1%(z;), on obtient :

2h’(m1,t)

F1 2 (my) 021(my)

—e~ 481011 (m)h (m1,e) + e 2 By0m (zt)\/
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et
!
—E_%320'11(.'L‘t)hl(m1,t) +e 1800, (wt)\/2h (m1,0)Fi 5 (mt).
021 (M)
D’ou : _
£ (my) PrAT (z4) = [ 0 (e—%) 0 (e-%) ]
et

£ (me) PLYS (@)U = [ 0(et) 0(™) ] .
On constate ensuite que le terme
1 , 1
—EH(.’Bt) El(zt)U = —€1 [ h' (1‘1_:) 610'12(:'[,}) h,l (zl,t) 620'12(.7&) ] U

est d’ordre e~ % et, par conséquent, il est négligeable par rapport au précédent.

Pour ’étude des termes (z; — my)” Jt(l)U et [} (z:) — eR}] Jt(z)U , Temarquons que pour
toute fonction p de classe CZ, on a :

dp(my) = O (e-%) dt + O (1) diy. (7.23)
Ceci résulte de la formule d’Itd, des estimations du théoréme 7.3.1, de ’égalité
dmy = [f(me) + (h(21,t) — h(my ) Re) dt + eRydiny]

ainsi que de I’expression de R; et des hypothéses sur f et h. Il convient en particulier de
noter que le terme f(m;) posséde des moments uniformément bornés sur Vintervalle [0, T,
" indépendamment de €.

Les composantes de la matrice P,”! sont des fonctions de classe C? de m;, pondérées par
diverses puissances de €. On déduit en conséquence de (7.23) que :

o(et) o(e?)
O(e.-3) O(e"l‘)
0(est) 0

I = . (7.24)
o) o (e—%)

Ainsi, d’aprés le théoréme 7.3.1, on en déduit que les termes

Jt(l) —

et

(.’Et - mt)* Jt(l)U

et
[£f (a2) — eR}) JPU

sont tous deux d’ordre £~1.

D’aprés les majorations (7.15) et (7.16) et le théoréme 7.3.1, 0n a ||¢; — R} = O (612‘) et

par conséquent, le terme (¢ — 1:R}) P, 'U est également d’ordre e™!.

Calculons maintenant une estimation du terme (z; — m;)* S;U.
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Gréace & I'équation de Riccati (7.10), on peut écrire S; sous la forme :

5 = (F*(mt) - ﬁ‘*(mt)) Pl Pt (F(:z:t) - F‘(mt))
+P? (z(zt) - fl(mt)) $* (my) Bt
=P (B (ze)? + Z4(z)?) — LP7IS0 (z) H(ze)

Des calculs directs montrent que P,"' Ty (z;) H(x;) s’écrit :

ei (h’(zl,t)h”(ml,t) P15 (zt) - h'(zl,t)azz(xt)%l%;,‘f)z) 0

h'(-”"l.t)Um(-"«'t)ﬂﬂ'll + h’(zl,t)J—H:f(::‘ — 2h’§m1,¢% 0

a21(me) Fy,2(m¢i)oa(m,

Par conséquent, on a compte tenu des hypothéses sur les fonctions h, Fi; et 64,1 < 4,5 < 2:

-1
—éPt‘IZJl(:vt)H(a:t)z [ O(e™%) 0]

O%) 0
En procédant au calcul de (F* (my) — F’*(mt)) P!, on constate que

(=P rt <[ G0 SR |

D’aprés le théoréme 7.3.1 et le fait que les dérivées partielles de Fy» sont supposées bornées,

on a :
F(z:) - F(my) = [ om o) ]

et
O(e~%) 0O %) ] .

Pt_l (F(-’Bt) - F(mt)) = [ 0(5‘1) O(e‘%)

L’évaluation des termes de —P;* (Z'(x:)? + T (z:)2) donne quant & elle :

_Pt-l (2’(.’17t)2 + Ell(xt)z) — [ O(E"l) 0(6'_1) ] .

O(e~%) O(e~%
Pour achever I’évaluation de la quantité S;, il reste a étudier le terme
S, = P! (E(:ct) - 2(mt)) f3*(7”%)1315_1

défini par

o _ _ -2 2h'(m1 ¢
Sue = —€75h'(myi)o1(ze) Fra(mo)om(ms)

_oh! 2
+e 2%(021(%) — 021(mz))

= 0(5—%)

Slz,t = 26—%hl(m1,t)2%
-GV s on @) — on(my))

= o(g—%)
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- _ _ B R mie 2
S = €74 o21(me) o11(z¢)

—e~i iy [RGB (0y) (z,) — o (m))

- o

~em R (my,0) Zafeh [ AR D )

+2¢-1 R Fia(me) (021(1) — 021 (M)

o21(me)

= 0(5—%)

et

Saz¢

En récapitulant les estimations des divers termes de la somme S;, on constate que
o(F) o()
o (s‘%) 0] (e‘%)

et, en vertu des estimations du théoréme 7.3.1 :

(ze-m)*SU=[0(1) 0(™?)].

Nous avons bien vérifié que tous les termes de Jt(a) sont au plus d’ordre e~1.

Estimation de Jt(4) et de Jt(s).

NO;.IS allons vérifier dans ce paragraphe que ces deux processus aléatoires sont bien d’ordre

€71,
. . 4
Commengons par écrire le premier terme de Jt( ) sous la forme :

(Z* (@) — £ (m0)) B0 = (2 (m1) = 2 (ma)) PV + (2 (me) - £ (my)) P70

Les termes de la matrice P, 'U sont d’ordres

o(t) o) |
O(e!) Of(e7) |

Compte tenu de ’hypothése (B4), de I’expression de X et du théoréme 7.3.1, on en déduit

que le terme (Z* (z;) — T* (my)) P, 'U est de la forme | O (6_%) o (e‘%) ] En effet,
comme -

E* (mt) - i‘u* (mt) = [ e%all(mt) 0 ] )

il en va de méme pour (2* (my) — E* (mt)) P7'U. Montrons que c’est aussi le cas pour

z; — my)” P YY (2,)U et le résultat sera acquis pour J, (@),
) t

On a:
e201011(z:) €ddaon(zs)
T (ze) =
51012($t) 32012(=Et)
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Aprés multiplication & droite par U et & gauche par Pt_l, on obtient une matrice dont les

termes sont d’ordres
o) o (e‘§)

0 (e—ﬁ) 0 (1)
On en déduit & I’ alde du théoréme 7.3.1 que 'ordre des termes de (z; — m;)™ P S/ (2)U et

par conséquent de J ) est bien celui attendu.

Etudlons maintenant les quatre termes dont J, (%) est la somme. La seconde composante

de E (H (z¢) ~ H (m)) étant nulle et la premiére composante étant d’ordre £~ %, on en dé-

duit que 1(H (a:t) — H(m;)) U est négligeable par rapport aux autres termes de J (5)
sont d’ordre e~%. En effet, on peut raisonner pour (z; — mq)* P, E4 (2:)U comme on 1'a fait
dans le cas de (z; — m;)* P,'E!(2,)U. Par ailleurs, on a

21‘(-’“) = [ 52012(%) 6%022(%) ]

et 'estimation recherchée pour £3(z;) P, U s’ensuit, compte tenu de ’ordre de P1U. Etant
donné (7.24), c’est & nouveau le théoréme 7.3.1 qu1 permet de constater que I’ ordre des com-

posantes du vecteur (z; — m;)* Jt(z)U est bien e, ce qui acheve la vérification pour J; )

Estimation de (3; — m;)* P,"'U.

Puisque nous avons établi I’estimation V; = O (e‘%), nous pouvons en déduire compte-
tenu de la définition (7.11) de V; que :

(2 = my)" P7'U = ~Volog(Ay) (Voz) " U +0 (74)
dans L2.
L’espérance conditionnelle étant un projecteur orthogonal dans L2, on a aussi :
(8 = mu)* B0 = ~E [ Vo log(Ar) (Voze) ™ U lo (4,0 < s < )] +0 (1)

dans L2

Dans ce paragraphe, nous allons évaluer I'ordre du premier terme du membre de droite
de cette égalité. On va d’abord transformer 1’écriture de ce terme grace a la formule d’inté-
gration par partie (7.28). Cela suppose de s’assurer que (Voz;)~' peut étre vu comme une

‘fonctionnelle de (zo,®,y) différentiable par rapport & la condition initiale, ce qui est une
conséquence de 1’égalité :

Aoz = (Vo)™ [F(xt)w(zt)i*(mt)l’fl

—El(.’Et)z ad 211 (a:t)2 - %21 (.’Et)H (:z:t)]dt
~Z* (my) P (2 — my) (Vozs) ™! B () dt (7.25)

+1 (Vol‘t)—l 1 (ze) h(zy,0)de

- (Vo.’l:t)_l 2'($t)d’lf)t - % (Vozt)_l 2'1 (:ct)dyt.
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En appliquant la formule d’intégration par parties (formule (7.28)) aux composantes de la
matrice (Vomt) , on obtient pour la i-éme ligne (Vozt) de la matrice (Vozt)

B [V} log (A) (Voze)* + (05 52 (20) (Voze) + V5 (Voz); |a<ys,03s5t)]=

puis aprés sommation en ¢ et multiplication par U :

E [vo log (A+) (Vo)™ U + (53 Vo) (z0) (Vore) ™

2 (7.26)
+ 3 VE(Voz); ' Ulo (35,0 < s < 1) ] =0
i=1

Montrons que le terme 9; = (po T ) (z0) (Voz:) ™! U décroit de maniére exponentielle avec
t.

Le processus 1 est solution de I’équation différentielle stochastique

dyy = P Aidt — U S (z)Udw, — UL} (2,) Udie.

En calculant U~'Y!(z;)U, on obtient :
8%31011(%) - \/551021(1&) 5%31011(%) + 5%\/5620'11(1&) — 02021 (1)
V501021 (z1) V501001 (1) + 8202 (z:)

Comme cette matrice est bornée, on déduit de la formule d’It6 et de la stabilité de la matrice
Ai, que B ||1,ZJ¢||2 < CE ||yo||? exp (—7) pour € assez petit. Ainsi, le terme 1); est donc né-

gligeable vis & vis des termes d’ordre e~ 3.

2
Evaluons maintenant ’ordre de Z Vi (Vozs); 'y
i=1
En définissant ¢} par
8 = Vo (Vo) U

on déduit de I’équation (7.25) que
d¢i = ¢iAdt — QiUIT! (2;)Udwy — SiUE, () U di,
—(Voz:); LV p(zy, me)Udt — S (my) P71 Viz, (Voxt) I (z)Udt
+1 (Vozs); ! B4 () Vih(z1,1)Udt
= (Vozz); ! ViZ! (ze)Udwy — (Vozs); ! ViS! () Udiy

en posant
p(zy,my) = UAUL.
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Par conséquent, ¢; = ¢} + ¢? satisfait 1'égalité suivante :

dée = ¢pAidt — $US! (2)Udw, — .U T) (2:)Udbe

2
-3 %(wt, my)Udt — S* (my) PSS () Udt
=1 """

+-§H(z)t)2’1(xt)Udt

2 2
o’ %} .
- E b?;(.’l:t)Ud’wt - E aa:'] (.’Et)Ud’U_Jt
j=1

=1 7

ou Xj ; (respectivement X ;, p;) désigne la j-éme ligne de ¥’ (respectivement X, p).

Compte tenu de la propriété de stabilité de A;, pour montrer que ¢; est d’ordre e~ %, il nous
2
90+ ~
suffit d’établir que les termes Z a—?(zt, my)U, Z* (mg) P S (z)U et L H(zy) S (2:)U sont
=1

! 2

2
oY’ L
au plus d’ordre €71 et que les termes Z a_zj-("")U et E lf’ (z:)U sont au plus d’ordre
. 7 =1

Ox;

Jj=1
-1
E7z,

On a calculé les termes de la matrice p(z;,m;) = UAU™! en (7.19)-(7.22), et puisque
les dérivées d’ordre deux des fonctions o, 1 < 4,j < 2, sont bornées, on constate que

2
Z %(wt, my)U est bien de la forme
=1 6.’17_7'

[0(=) 0™ ].
La méme propriété a déja été établie pour £* (m;) P, %' (x;)U lors de estimation de Jt(a).

Les deux composantes de Xj ;(z:) sont de la forme O (5%) pour j = 1 et de la forme

O(1) pour j = 2. Il en va de méme pour %%’-(zt) et aprés multiplication par U, on obtient
donc

2236—29(.@ w=[o@ o) |
— a.’l:j ¢ )
j=1
Enfin, on a :
1 ’
EH(mt)E1($t)U = [ e 181012(ze)R! (z1,t) e~ 10y012(z)W (1) | U

[o(=#) o) ].

. -1
Nous sommes donc maintenant en mesure d’affirmer que ¢; est d’ordre €2 et par conséquent,
on a aussi :

(3 —me)*P7WU =0 (5"'21') .
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Donc, comme la matrice U ™! P; s’exprime sous la forme

2021 (me)Fiz(me) \/'2'021("”)) € (621 me \/_0_21 (Mt) 2021 (my)

i 1
€2 (h’(ml_.) h’(m1,¢) h’(ml,g) h’(m1 t) h’(ml_g)Fu(ﬂI.g)

!mt! —J—)_t
E%\/—z-;;z(lml,t) E\/§U21 (Mt) h’("i:il)gz(mg)

on déduit que les composantes du vecteur #; — m; satisfont les estimations suivantes :
jl,t —Mmy = 0 (8)

et

Bap —ma = O (VE).

Appendice.

Nous revenons dans ce paragraphe un peu plus en détail sur 'opérateur V, et son application
aux variables aléatoires z;, t > 0. Ces variables aléatoires peuvent étre identifiées & des fonction-
nelles définies sur ’espace canonique R? x C° ([0, oo[) x C° ([0, co[) muni de la mesure produit de
la mesure de Lebesgue et de la mesure de Wiener standard sur C° ([0, oo[) x C? ({0, co[).

L’opérateur Vg est alors défini de la maniére suivante (voir Picard [59]).

Définition 7.5.2 Une variable aléatoire ¢ (xo,w,y) est dite différentiable dans L? avec Voo pour
dérivée par rapport & To lorsque pour tout vecteur unitaire u de R?, on a

.1 _ _

}l_l;% 3 [¢ (.’Eo + (Sl-l'a w, y) - ¢ (x07 w, y)] — V0¢ﬂ
au sens de LY sous la probabilité P.

Le fait que Voz; est bien défini pour une valeur donnée de € par (7.13) peut étre vérifié
directement & partir de cette définition. A cette fin, on peut en effet écrire en notant z* la solution
de P'équation différentielle stochastique (7.12) associée 4 la condition initiale zg + p :

d(zl! —z;) = [f(z}) - flz))dt + E(zi‘)i*(mt)Pt‘l (zf — ;) dt
F21(a8) (h(at,) — h(o) de
+[2(zf) — B(ze)] dwy + [Z1(2f) — Ta(z¢)) did

En utilisant le caractére globalement lipschitzien de f et de h, ainsi que le fait que T, X; et P!
sont uniformément bornés, on peut déduire de cette égalité grace aux inégalités class1ques et par
I'intermédiaire du lemme de Gronwall que :

Elaf — z:|* = O (Il -
Par la méme technique et en s’appuyant sur cette premiére estimation, on peut montrer que
q p q

Ela} - 2, — Voz:)|” = O (|uf), (7.27)
si Voz; désigne la solution de ’équation différentielle stochastique linéaire (7.13) avec la condition
initiale Vozo = I. En effet, on a :

d(zy —ze — Vozip) = [f(af) — f(z:) — F(a:)Vozep] dt

’ +2($i‘)2*(mt)Pt et —z)dt - 2(-'lct)Z‘*(mt)P Voxmdt
—521(.’1:#) (h(:l,‘]'t) - h(:lh,t)) dt + gEl(zt)H(zt)Voztpdt
+[2(zf) - B(zt) — X' (2¢) Vo ] duy
+[Z1(a) — Ta(ze) — 1 () Vo] dy
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et le terme f(z}') — f(zt) — F(x¢)Voz: ,u' peut étre mis sous la forme
F(z) (2t — 5 — Vozu) + O (laf —zl’)
tandis que 1’on peut écrire
S(2f)E*(me) P (3 — 71) — E(e) 4 (me) P Vo
sous la forme
(ze) X (me) P (ab — 34 — Vozp) + (E(2h) — Z(@e)) EX(me) P (2 — @)

Des manipulations analogues sont possibles pour les autres termes et conduisent compte tenu des
hypothéses sur les coefficients du systéme (7.9) & I'estimation (7.27) qui débouche & son tour sur
la conclusion attendue.

Désignons maintenant par V§ I’opérateur de dérivation des fonctionnelles définies sur R? x
C° ([0, 0o) x C? ([0, oo[) par rapport & la i-éme composante de la condition initiale. Sous ’hypothése
(B6), la formule d’intégration par partie suivante est prouvée dans Picard [59, lemme 3.4.2], pour
toute fonctionnelle G = G (zo, @, y) différentiable par rapport & zo :

E [GV% log (Ay) + G (pgl g%) (zo) + ViGlo (y5,0< s < t)| =0. (7.28)



Chapitre 8

Exemples de filtres de dimension
finie pour un probléme de filtrage
avec bruits dépendants

8.1 Imntroduction.

Dans ce chapitre, on considére un cas particulier de probléme de filtrage non linéaire avec
bruits dépendants dont la résolution se raméne a celles d’une équation différentielle de Riccati et
d’une équation différentielle stochastique linéaire.

Dans une telle situation, le calcul de la densité conditionnelle du signal connaissant le passé de
P’observation devient bien sir beaucoup plus aisé que dans le cas général. Il est donc ainsi pos-
sible d’obtenir un terrain commode d’expérimentations numériques d’algorithmes de résolution
des équations du filtrage stochastique.

Pour des problémes linéaires, la loi conditionnelle du signal connaissant I'observation est gaus-
sienne. La connaissance de cette loi gaussienne se réduit alors au calcul de ses paramétres qui sont
respectivement solutions d’une équation de Riccati et d’une équation différentielle stochastique
linéaire constituant le filtre de Kalman-Bucy.

Des classes particuliéres de problémes de filtrage non linéaires avec bruits indépendants ot le
calcul de 1a loi conditionnelle se raméne A la résolution d’un nombre fini d’équations différentielles
déterministes ou stochastiques ont été mises en évidence par Benes [6], Ocone, Baras et Marcus
[562] et Elliott et Krishnamurthy [25].

L’étude menée par BeneS dans [6] a été étendue au cas de problémes de filtrage non linéaires
unidimensionnels avec bruits dépendants par Zeitouni dans {66}, dont le résultat semble cependant
comporter une erreur de calcul. Nous reprenons ici cette étude en proposant certaines modifications
aux résultats exposés dans {66].

8.2 Le probléme de filtrage.

Un espace probabilisé complet (2, F, P) étant donné, on considére sur cet espace deux processus
de Wiener réels standards indépendants (v;),5q € (Wt)y~g, ainsi que deux réels positifs 7; et 7,
liés par la relation de normalisation - h

P+ni=1 (8.1)
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De plus, soit f une fonction dérivable et Lipschitzienne de R dans R et F une primitive de la
fonction f.

Pour toute condition initiale (zo,%) € R® possédant des moments de tous ordres, soit (z;,y)
le couple signal-observation solution dans R? du systéme différentiel stochastique :

{ dzy = f (2¢) dt + mdw; + nedy;

dye = B £ (z:) dt + dvy

Remarquons que sous les hypotheéses ci-dessus, les processus stochastiques z; et y; possédent éga-
lement des moments de tous ordres pour tout ¢ > 0.

(82)

Pour conclure ce paragraphe, notons que la loi de probabilité induite par la solution de ce probléme
de filtrage sera notée P;, tandis que nous désignerons par Y, la tribu o (y,; r < s < t), pour tous
s,teR,,8<1t.

8.3 Filtres de dimension finie.

Le résultat suivant montre que si la fonction f est solution d’une équation différentielle par-
ticuliére, le calcul d’une densité conditionnelle non normalisée de la loi de z; connaissant Yp; se
réduit a celui des solutions respectives d’une équation de Riccati et d’une équation différentielle
stochastique linéaire.

Théaréme 8.3.1 Supposons my et 1a liés par la relation (8.1) et Uezistence de trois réels a > 0,
B et v tels que :

L(;Q+f2(f)=az2+ﬂz+'y,\/mek. (8.3)
m T

La densité conditionnelle P [z; € dz|Yo 4, 2o = z] est alors proportionnelle a g.(2) défini par :

F (Z)) (z — )’
2)=¢e — —_— 84
a(2) xp( w2 arp( 207 (8:4)
ot (O'g)tzo est solution de V'équation de Riccati
d&t - 2 2
{ T T e% (8.5)
Op = 0

et (m)t20 est solution de Uéguation différentielle stochastique linéaire
{ dy = (—aatm - gat) dt + mady; (8.6)
Ho = Xp.-

Démonstration. Commencons par choisir une mesure de probabilité P, sous laquelle le couple
(x4, ) est solution du systéme différentiel stochastique

{ dIt = ﬂldmt + 772dyt (8.7)

dy; = dv,

ol (We);5q €t (ﬁt)t?-o sont deux processus de Wiener réels standards indépendants.
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D’aprés le théoréme de Girsanov, il nous suffit pour cela d’introduire la probabilité P, définie
par la dérivée de Radon-Nykodim

ap

« = B | Bt @0dn+ & 3 £ ) am,

1[ (Br@ .>) %/otf"(x.)dS]-

11 est clair que sous la probabilité Py, le couple (z¢,3:) est gaussien et, plus précisément, le
processus stochastique (z¢),, est un processus de Wiener standard.

En appliquant la formule d’It6 et en tenant compte de (8.1), on obtient la formule d’in-
tégration par parties suivante :

4 1 t
/ (e2) dzy = F () — F (@) - 3 / 7 (z2) ds. (8.8)

En prenant en compte (8.7), la relation dw; = dw; — - _f (z:) dt et (8.1), on peut récrire (;

sous la forme : .
ct=exp(/0 ;—%f(z,)dz.——z—%/o f2(w,)ds).

Ainsi, en utilisant 1’égalité (8.8) puis I’hypothése (8.3), on en déduit que :

G = o (Beafen b (e ds - gy 0 )

3

(8.9)

= exp(F__(_L,_L.lﬁ —F(z ) .exp(_%j:(az§+ﬂz,+7) ds)

m

Compte tenu de cette derniére égalité et de la formule de Kallianpur-Striebel, la densité
conditionnelle ¢; du filtre s’exprime finalement comme suit :

@(2) = pi(2)Fo{G|Yos, 2t = 2,70 = 7]

pi(z) exp (&L;%ﬂﬂl) (8.10)

Eo[elrp(-%f: (az? + Bzs+7) ds) | Yo, 2 = 2,20 =-’”]v

ol p; désigne la densité conditionnelle
p(z) = Polz: € dz|Yoe, o = 7]
2
1 exp -z —mpy)
2V 2t 202t ’
Soient l un réel strictement positif, et les processus stochastiques réels (a‘ ) £>0° (p{) e>0 €
l =
(K)o définis par l
2
{ % = n-a(dl)
ag =1
duf = (~oolu ~ §ol) dt + may

p ==z
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ot dK;} % _af,\2_B.0_ 1)Kl
@ = (-2_01{_5(1'%) _2"t_2)Kt
K, = (2a)7%

ainsi que, pour tout réel z, le processus stochastique (V};(z))t?_0 défini par :

2
Vi(e) = Klexp (-i;“i)—)

20}

Pour alléger les notations, on a omis, dans la suite de ce chapitre, de rappeler la dépendance
en ! dans la notation du processus V;.

Par application de la formule d’It6, on montre facilement que le processus stochastique
(Vi(2));>p est solution de I’équation aux dérivées partielles stochastique :

dVi(e) = 5 (B*Vi(a) — (” + B2 +7) Vi(2)) dt — mOVi(a)dye

Vo(2) = K{ exp (—‘Z—ET’):) -

Fixons ¢ > 0 et renversons le temps sur l’intervalle [0,#] en posant ¥, = y; — ys—s. Alors, le
processus stochastique V] défini par V, = V;_, est solution de I’équation aux dérivées par-
tielles stochastique rétrograde (voir Kunita [9] pour la définition de 'intégrale stochastique
rétrograde au sens d’It6)

dVi(z) = -% (62V!(2) — (a2® + Bz +7) Vi (2)) ds + mdV}(z) ® dy),

V{(2) = Kfexp (- 2582).

L’allure de cette équation aux dérivées partielles stochastique rétrograde nous incite 4 ap-
pliquer les résultats de Krylov-Rosovskii [40] ou Pardoux [56] en vue d’obtenir pour V] une
représentation du type “Feynman-Kac stochastique”. Cependant, le terme quadratique, bien
évidemment non borné, jouant ici le role du potentiel nous oblige & une certaine vigilance.

Lorsque la fonction ¢ décrit I’espace L2 ([0,];R), la famille des processus stochastiques

pr définis par . .
pr=ep ([ vttt - 3 [ wyin)

est totale dans Iespace L?(,Y,t,Ps). De plus, on déduit de la définition des processus
stochastiques (o}) t>0° () >0 (K} +>0 € (Vi)y>o €t de la nature gaussienne de la mesure
Py que pour tout s ,0 < 8 <, V), ainsi que ses dérivées par rapport a la variable d’espace,
possédent des moments de tous ordres. On peut donc définir le processus stochastique W,
par : ‘

W; = Eyp (PaVZ) .

Ainsi, en appliquant la formule d’It6, on obtient une équation aux dérivées partielles pour
le processus stochastique W} :

aw,
ds

Wi(z) = Khexp (- 15525) .

1
=5 (0°W, — (az® + Bz + 7) W;) + map(s)OW;
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On en déduit alors par application de la formule d’It6 une représentation de type Feynman-
Kac pour W/ (z), en 'occurrence :

W) = E” [K.')exp (- E8) . exp (-1 J; (a2 + BEs +7) ds) ] (8-11)
ot le processus stochastique £, est défini par
g, = -—map(s)ds —mduw's — 1pdy,
{2 o.

En effet,

't
W; (&) exp —1/ (o€ + BE +7) ds) =
W’( )+ It dW' (Ea) + 5 (82W’ (ES) _ (a£2 +,3§s +,Y) Wl (Ea))

()W (5,)] exp (=1 J* (a2 + Bty +7) du) ds

—1 f W, exp (—3 f (o2 + Bty +7) du) du/,
—1h f OW!exp (-1 [* (€2 + Btu +7) du) dy,

et les intégrales stochastiques figurant dans cette égalité sont des martingales compte tenu
des remarques faites plus haut et de I’hypothése a > 0. Il suffit donc de prendre I’espérance
des deux membres pour conclure & propos de (8.11).

Considérons maintenant le processus stochastique z, défini par :

dr, = -mdw', —1ndy,
T = z
et soient P" et P];” les lois de probabilité induites respectivement par les processus sto-

chastiques §, et z.
Comme les lois de probabilités P{** et P,:° sont liées par la dérivée de Radon-Nykodym
de‘,z

EPfT”_ = p,, on obtient
zl

57 (prichom (- 5L ) exp (< S (el + b2, 40) de) ) = B (r70),
ce qui implique que :
_ )2 t
Vi(z) = B [K{,exp (_(ﬁ%ﬁ.) exp (_% / (@)’ + 2, +9) ds) m,t] . (812)

Faisant tendre ! vers 0, on obtient presque sGrement a la limite pour ol et p! les solutions
respectives de (8.5) et (8.6). Le second membre de (8.12) tend lui vers

1 t
P o € dofYo. ) EZF [exp (—5 / (a@))® + B2, +7) ds) | Yo, 2, = n:] .
De plus, un calcul direct montre que :
P:"z [z} € dz|Yo,t] = Po[z: € dz| Yo, 0 = z] = pi(2).
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D’autre part,

~

T, = z—MmB, -y,
= z- mu'); - my{ + MWe—s + N2Yt—s-
Ainsi, conditionné par z; = z, le processus stochastique ("’:r)ogsgt est un pont brownien

entre z et , et le processus stochastique (z}_,) coincide avec le processus stochastique
(5)o<s<¢ conditionné par z; = 2.

0<s<t

Donc :

1 1
Vi(2) = pe(2) Eo [exp (—5/ (a (zs)” + Bz +'y) d8) [ Yo, 2 = z,zo] .
r
' 1l suffit de reporter ce résultat dans ’égalité (8.10) pour achever la preuve du théoréme. [

8.4 Exemples.

Exemple 1. Lorsque la fonction f est linéaire, on retrouve des formules analogues & celles du
filtre de Kalman-Bucy (voir [7] par exemple).

Exemple 2. Avec f(z) = tanh(A\z), ;1 = A~/2, ona @ = 8 = 4 = 0. Les raisonnements effectués
restent valides et on a une généralisation & des systémes avec bruits corrélés d’un exemple
introduit par Benes dans [6]. Plus précisément, on a alors :

Az - 2o — )?

&:(2) = cosh(A2) exp (—‘—;;”i) .

Exemple 3. Avec = %, a =1, =« =0, 'équation différentielle (8.3) a une solution nulle en
0 qui équivaut & z/4 a I'infini. Le théoréme ci-dessus s’applique dans ce cas.



Chapitre 9

Filtrage et prédiction dans les
espaces de Hilbert

9.1 Introduction.

Les résultats rappelés dans le chapitre 6 de cette thése s’appliquent lorsque le signal et 1’ob-
servation évoluent dans des espaces de dimensions finies. La généralisation de ces résultats a des
problémes d’évolution dans des espaces plus généraux a motivé de nombreux travaux dans les
derniéres décennies.

L’importance pratique considérable du filtre de Kalman-Bucy a suscité la production d’une vaste
littérature consacrée a la généralisation de cette technique au contexte des problémes de filtrage en
dimension infinje. Dans ce domaine, on peut citer plus particuliérement, parmi beaucoup d’autres
travaux, Kushner [47], le livre de Bensoussan [7] , Curtain [16], Curtain et Pritchard [18], ainsi
que les articles cités dans [17].

Plus récemment, les équations du filtrage non linéaire ont été étendues & des systémes avec bruits
additifs corrélés lorsque le signal évolue dans un espace de Hilbert de dimension infinie et I’observa-
tion est de dimension finie par Ahmed [1} et Ahmed, Fuhrman et Zabczyk [3] et par Elliot et Moore
[26] pour des systémes avec bruits indépendants lorsque les coefficients de diffusion dépendent du
signal. Ces résultats ont &té généralisés & des problémes ou l’observation est de dimension infinie
par Dietsch [24].

La théorie des semi-groupes jointe au calcul stochastique dans les espaces de dimension infinie
fournissent un cadre commode pour I’étude de différents problémes. Nous nous référons pour cette
question des équations différentielles stochastiques en dimension infinie 4 I’ouvrage de Da Prato et
Zabczyk [20). Parmi les champs d’application du calcul stochastique dans les espaces de Hilbert,
on peut citer par exemple les problémes incluant des facteurs de retard.

Divers systémes réels sont susceptibles d’étre modélisés par des équations différentielles incluant
des retards, que ce soit par exemple en technologie, en biologie ou en dynamique des populations.
Des systémes différentiels stochastiques avec retards ont été étudié par différents auteurs parmi
lesquels Delfour [22], Vinter et Kwong [63]. La question du filtrage pour des systémes avec retards
modélisés par une diffusion dans un espace de Banach a été étudiée par Kallianpur et Mandal [35]
qui ont montré que le filtre associé & de tels problémes de filtrage est solution d’une équation de
Zakai.

Dans ce chapitre, on étudie la généralisation des équations du filtrage et de la prédiction & un
modéle décrit en détails dans le paragraphe 2. Le contexte choisi est assez général, dans la mesure
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ot le signal et I'observation évoluent tous deux dans des espaces de Hilbert séparables suivant des
équations non linéaires. Dans notre modele, les bruits sont modélisés par des processus de Wie-
ner cylindriques corrélés. Les méthodes classiques de la théorie du filtrage non linéaire conduisent
alors & des équations aux dérivées partielles stochastiques de types Zakai et Kushner-Stratonovitch
pour les problémes de filtrage (paragraphe 3) et de prédiction (paragraphe 4). Dans le paragraphe
9, on étend & I’équation de la prédiction le résultat d’absolue continuité du filtre non normalisé
obtenu par Ahmed, Fuhrman et Zabczyk [3]. Le paragraphe 6 présente un modéle de couple signal-
observation avec deux facteurs de retard et discute de I’application des résultats de ce chapitre
dans cette situation.

9.2 Le modéle étudié.
Soit (£2, F, P) un espace de probabilité complet, U, V et H des espaces de Hilbert séparables.

Soient W, et W, deux processus de Wiener cylindriques indépendants & valeurs respectivement
dans U et V définis sur cet espace de probabilité. Pour alléger la présentation, on supposera que
Popérateur de covariance de W; (respectivement W5) est I'identité de U (respectivement V).

Considérons un signal modélisé par le processus stochastique X; solution faible dans H de I’équa-
tion différentielle stochastique

dX, = AX,dt + F (X,,1) dt + B (Xe,t) dWi () + C (X, 1) dWs (t). 9.1)
ou:
(F1) X, est une variable aléatoire & valeurs dans H , indépendante de W; et W5.

(H2) A est le générateur infinitésimal d’un Cop-semi-groupe S(.).

(H3) Les applications F, B et C définies sur H x [0, +00[ et & valeurs respectivement dans H,
L, (U, H) et Ly (V, H) sont mesurables et, pour tout T > 0, il existe une constante cr telle
que

|F(21,8) = F(22,8)ll g + |B(21,t) — B(2, )l 1,0 m)
+IC(z1,t) = Cla2, i, vay < erllm — 22l
et
WE (@1, DMl g + 1B, )|y v,y + HC (@1, Ol y v,y < e (1 + (|71l )
pour tout triplet (z1,22,t) € H x H x [0, 7).

Sous ces hypothéses, qui peuvent étre assouplies, 'équation différentielle stochastique (9.1) a une
unique solution faible (voir par exemple {20, chapitre 7]).

Supposons maintenant que le processus X; est observé par I'intermédiaire du processus stochas-
tique Y;

t
Y, = / G (X,,s)ds + Wa(2) 9.2)
0
ou:
(H4) G est une fonction définie sur H x [0, 400 et A valeurs dans V, continue et bornée.

Le paragraphe suivant est consacré & des résultats concernant le probléme de filtrage associé au
systéme différentiel stochastique (9.1)-(9.2).
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9.3 Equations du filtrage.

Ce paragraphe est consacré & une extension des résultats de la théorie du filtrage non linéaire
dans les espaces de dimension finis au probléme exposé dans le paragraphe 2, faisant intervenir des
espaces de Hilbert séparables. Cette extension est possible avec les techniques habituelles en théo-
rie du filtrage, dans la mesure o1 I’on reste attentif a la nature précise des solutions des équations
différentielles stochastiques qui entrent en jeu, solutions faibles dans le contexte de ce chapitre.

Remarquons d’abord que grace a I’hypothése (H4), on peut définir en vertu du théoréme de
Girsanov étendu au contexte des espaces de Hilbert [20, théoréme 10.14] une probabilité P, sur

Iespace (2, F) par la relation % = Z; ', avec :

t 1 rt
Zy = exp (/ (G(Xs, 8),dYs) — 5/ ||G(X,.,,s)||2 ds) . (9.3)
0 0
Ceci permet, de poser pour toute fonction a valeurs réelles ¢ définie sur H, mesurable et bornée :
ptd = Eo[Z:¢(Xs) |0 (Ys;0< s < 2)].

On notera d’autre part
;¢ = E[p(Xe) |0 (Ys; 0< s < )]

le filtre optimal. D’aprés la formule de Kallianpur-Striebel, p; et II; sont liés par la relation :

pto
I, = —-.
t¢ x|
On peut obtenir une équation de Zakai pour le filtre non normalisé p; et une équation de Kushner-
Stratonovitch pour le filtre II; sous réserve de choisir de maniére adéquate ’espace des fonctions
test ¢. Dans ce sens, rappelons la définition de l’espace Dy introduit par Ahmed, Fuhrman et

Zabczyk dans [3].

Pour tout espace de Hilbert séparable K, notons UCF (H, K), k € N, I’espace vectoriel des appli-
cations ¢ de H dans K qui sont, ainsi que leurs dérivées de Fréchet jusqu’a I’ordre k, bornées et
uniformément continue. D’autre part, si ¢ € UCF (H, R) est telle que ’application ¢4 : = — ¢(Ax),
définie sur le domaine de P’opérateur A, se prolonge continiment sur H, alors ce prolongement
sera aussi noté ¢4.

L’espace Dy est alors défini comme 1’ensemble des applications ¢ de H dans R telles que :
x ¢ € UCZ(H,R) et ¢4 € UCE (H,R)
* V3¢ € UCP (H,L, (H,H)) et V¢4 € UCJ (H,L, (H,H)), ot Ly (H, H) désigne V’espace
des opérateurs nucléaires de H dans H.

L’intérét de ’espace Dy est que pour toute fonction ¢ € Dy, on peut exprimer la différentielle du
processus stochastique ¢ (X;) grace & la formule d’It6, en dépit du fait que X; est une solution
faible de 1’équation différentielle stochastique (9.1).

Introduisons maintenant quelques notations utiles pour formuler les équations du filtrage cor-
respondant au systéme différentiel stochastique (9.1)-(9.2).

Pour tout s > 0, soit ’opérateur £, défini sur ’espace Dy par
Lab(z) = 3T (V2,9(0) (BB* + OC) (3,5)) + (2, A*Va(2)) g + (F(@,5), Vab(a))

et l'opérateur A, défini par

Ap(z) = $(2)G(x, 5) + C(z,5)* V().
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Puisque les opérateurs de covariance des processus de Wiener Wi (t) et Wa(t) sont respectivement
Pidentité de U et de V, on peut écrire

)= Zﬂi(t)ei (9.4)
et
Wa(t) = Z’Yj ®)f5, (9.5)

(€:)se, €t (45) jeN désignant respectivement deux bases orthonormales de U et V, (Bi(t))i50, i €N,
et (v; (t))t>0, J € N, deux suites de processus de Wiener standards, tous mutuellement indépen-
dants.

La convergence en moyenne quadratique des séries (9.4) et (9.5) a lieu dans un espace de Hilbert
arbitraire U; D U, choisi de telle sorte que 'injection canonique de U dans U soit un opérateur
de Hilbert-Schmit (voir [20, chapitre 4]).

Remarquons ’égalité

Yi= [ 6(Xis)ds+ Y m(0)s 96)
0 =0

et posons

ps (Ae9) () = ) ps (($(2)G (=, 8) + C(g,5)* Vad(a), f1)y) fi

Jj=0
Avec ces notations, on peut montrer les deux résultats suivants, analogues & ceux donnés par

Dietsch dans [24] lorsque les coefficients du systéme différentiel stochastique (9.1)-(9.2) sont indé-
pendants du temps.

Théoréme 9.3.1 Sous les hypothéses (H1)-(H{), on a pour tout ¢ € D,

i t
ptd = pod + / ps (Lsd) ds + / (Ps (As9) ,dYs)V ’ (9-7)
0 0

Démonstration. En appliquant la formule d’Itd, on obtient

de(X:) Li¢ (Xe) dt + (Vo8 (Xy), B (Xy,t) AW (8)) gy

+ (V9 (Xy),C (Xi,t) dWa (1)) i
= L (Xe)dt + 2720 (B (X3,1) Vo (Xe) 1), df; (2)

et
dz; = Z;{G (X, t),dY;)

= ZJ)IG (X, )y dt + Ze 52, (G (X, 1) , £) dyi(B).
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A nouveau par application de la formule d’It6, on déduit que :
d(Z:d(X:)) = ZiLsd(Xe)dt + D omg Ze (B (Xe,t)* V20 (Xs), €i) dfi (t)
+ 30520 2 (C (X, 1) Vad (Xe) , f5) dv; (B)
+2:0 (Xe) |G (X, )|} dt
+2Z¢ (Xe) X321 (G (Xey 1), £5) d; (1)
+Z: 132, (C (X6, )" Va9 (X3) , G (Xy, 1)) dt.

En prenant en compte les égalités (9.4), (9.5) et (9.6), la différentielle d (Z;¢(X;)) s’écrit
aussi :

d(Zd( X)) = ZiLlyd(Xi)dt + Z4 (Vo (Xt), B (Xe, 1) dWh(2)) o
(9.8)
+ (Zt (¢ (Xt) G (Xh t) + C (Xt’ t)* Vz¢ (Xt)) ’ dYt>V .

Compte-tenu des hypothéses sur les coefficients du systéme différentiel stochastique (9.1)-
(9.2), l'intégrale stochastique

[ 2928 (%) B (Xers) a3 (6)
est une martingale.
En intégrant (9.8) de 0 & ¢ et en prenant ’espérance conditionnelle
Eol-|o{Ys; 0<s <t}

on obtient 1’équation de Zakai (9.7) grace aux arguments habituels de la théorie du filtrage
(voir par exemple [56]). O

Théoréme 9.3.2 Sous les hypothéses (H1)-(H4), on a pour tout ¢ € Dy

t t
;¢ = Mo + ./0‘ I, (Ls¢) ds + /0 (ILs (As9) — I @I G, s),dv,)v ’ (9.9)

ol : .
n=Y — / II,G(-, 8)ds (9.10)

0

est le processus d’innovation associé au systéme (9.1)-(9.2).

Démonstration. On peut commencer par remarquer que

t t
pel = exp [/ (LG (1), d¥s)y — 5 / LG (- )l ds| (0.11)

En effet, comme ,
Z, = 1+/ 2,(G (Xs, 5),d%)y
0

on obtient en procédant comme pour établir I'équation de Zakai :

t
pr=1+ [ pIALG(,9),dYe)y
0
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De plus, le processus stochastique exponentiel (9.11) est bien la solution de cette équation
différentielle stochastique.

En appliquant la formule d’It6, on déduit de (9.11) que :
d(p)™ = (1) (~ (WG (1), d¥ady + LG (DI} di)
Grace a P’équation de Zakai (9.7), on en déduit & nouveau & Paide de la formule d’It6 que :
g = (k1) o (Led) + ()7 (pe (Aed) dVe)y
— (pe1) ™} P (TLG (-, 1) ,dY)y + (pe]) ™" ped LG (D)l it (9.12)

— ()™ E,oil (ILG (-, 1), fi)y (s (Aed) , fi)y dt.

Le dernier terme du second membre de la derniére égalité s’écrit aussi

—(pe1) T D _(ILG (1) , ot (Aeh))y dt-

Jj=1

La formule de Kallianpur-Striebel permet donc de récrire I’égalité (9.12) sous la forme de
I’équation de Kushner-Stratonovitch (9.9). a

9.4 Equations de la prédiction.

Le probléme de prédiction qui nous concerne est celui de ’estimation de la loi de X; connais-
sant la trajectoire de I’observation jusqu’a un instant s. On s’intéresse donc, pour 0 < s < ¢, 4
’espérance conditionnelle :

¢ = E[¢(Xe) | Vsl
ou ), désigne la tribu o (¥;; 0 < r < 8).

La méthode employée consiste & ramener le probléme de prédiction & un probléme de filtrage
artificiel. Dans ce but, fixons s > 0 et définissons le processus stochastique W, a valeurs dans V
par : A

Wa(t) = Wa(t) + Wa(t) — Ws(t A s),

ot W5 désigne un processus de Wiener cylindrique de covariance I, a valeurs dans V, indépendant
de W1 et Wz.

Des hypothéses sur les processus stochastiques Wy et Wa, on déduit que W, est un processus
de Wiener cylindrique de covariance I, indépendant de Wj.

Sous les hypothéses choisies, ’équation différentielle stochastique (9.1) a une unique solution faible
et, si on note Y; le processus stochastique défini par :

= [ oG (Xrur)dr + (), (9.13)

alors Y; et Y; coincident pour 0 <t < s.

De plus, en posant 7y = Zyns 00 Z; est défini par (9.3), on peut définir une mesure de probabilité
P sur Iespace (R, F) par la dérivée de Radon-Nikodym :

= 7-1
= Z,

QU Q.
S
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ainsi qu’un filtre non normalisé j; par :

po = B [2:6(X) | 3]
On obtient un résultat analogue & celui de Pardoux [55] concernant les problémes en dimension
finie, en supposant que les fonctions tests sont prises dans 1'espace Dy.

Théoréme 9.4.1 Sous les hypothéses (H1)-(H4) et pour toute fonction ¢ € Dy, on a :

ped = pod + /ot pr (Lod) dr + /ot/\a (6 (Arg) ,dYr)y (9.14)
et t ths
. fg=tos+ [ M Cyar+ [ (0o - B @B (@) ), (@15)
vy étant le processus d’innovation défini par (9.10).
Démonstration. Pour tout £t > 0ona:
E[¢(X,) %] =E[o(Xy) |o (Tr50<r <t)]

" E[Zg(X0) |%] = B2 (X o (T 0<r <1t)].

Ce résultat est évident si t < s et dans le cas contraire, on peut noter que
o (%i0<r<t) =Yvo (% -Tss<r<t),
tandis que la tribu
o (Ve=Yoss <7 <t) =0 (Wa(r) = Wals); s < < 8)
est indépendante de Y, Vo (X,; 0 <r <1).

Considérons maintenant le probléme de filtrage correspondant au systéme différentiel sto-
chastique

{ dX, = AXdt+ F(X,,t)dt + B (Xs,t) dWi(t) + C (X, t) dWa(2)
A ) (9.16)
d; = lp,g(t)G (Xi,t) ft + dWa(2).

Les accroissements Wa(t;) — Wa(t2) coincident avec Wa(t;) — Wa(ts) pour 0 < t) <ty < s
et sont indépendants du processus stochastique W5 pour s < t; < t5.

'En appliquant le théoréme 9.3.1, on obtient donc :
t t . R
Prd = pod + /0 pr (Lsg) dr + /0 (pr (Ar¢) dY>V (9.17)
avec ’
Ard(z) = 110,(r) ($(2)G(z,7) + C(g,8)* Vo 9(2)) .
L’égalité (9.17) donne donc (9.14).

Le théoréme 9.3.2 appliqué au systéme (9.16) donne I’équation

t
0

ﬁt¢ = 1:-[0¢ + /: ﬁr (Lrd)dr + / <f[,. (Ar¢) - 1=Ir (¢) fIr (1[0,8]("')(;(',7')) ,d’v,-> ’
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avec o, = Vi — fot i, (1[0,31("')G('a7')) dr.
On en déduit (9.15) puisque
i, (f\rda) =11, (1,4 (r)G (7)) =0

pour r > t. O

9.5 Absolue continuité du filtre non normalisé.

Nous nous tournons maintenant vers un résultat d’absolue continuité du filtre non normalisé
p: obtenu par Ahmed, Fuhrman et Zabczyk [3] dans le cas oi F ne dépend pas du temps, B est
un opérateur linéaire constant de U dans H, C = 0 et V est ’espace euclidien R¢. Le systéme
différentiel stochastique (9.1)-(9.2) s’écrit alors dans H x R? :

dX, = AXdt+ F(X:)dt+ BdW(t)
(9.18)

dY, = G (Xut)dt+ dWa(2).

Posons QQ = BB* et supposons en plus des hypothéses (H1), (H2) et (H4) que :

(H2’) 1l existe deux constantes positives M et k telles que ||S(t)]| < Me™*, ¢ >0.
(H3’) F est une fonction lipschitzienne et bornée de H dans H.
(H5) pour tout t > 0, 'opérateur Q= fot S(s)QS(s)*ds est nucléaire.
(H6) sup TrQ; < oo.
>0

Alors, Da Prato et Zabczyk [21] ont montré que la mesure o sur H, gaussienne, centrée et
o0
d’opérateur de covariance Qoo = S(s)@S(s)*ds est I'unique mesure invariante associée &

0
’équation différentielle stochastique
dXt = AXtdt + BdWl (t)

Cette mesure peut servir de mesure de référence par rapport a laquelle le filtre non normalisé p;
posséde une densité.

Soit en effet H P'espace de Hilbert L? (H, po). Dans cet espace, ’équation duale de ’équation
de Zakai (9.7) s’écrit
dg; = L*qdt + (G(-, ), AW (1)) (9-19)

ot £* désigne ’adjoint de 'opérateur non borné L (ici indépendant de t).

Compte tenu des résultats généraux sur les équations différentielles stochastiques dans les es-
paces de Hilbert [20], (9.19) posséde une unique solution faible dés que la loi de X, est absolument
continue par rapport & po et I'opérateur L posséde une extension engendrant un semi-groupe
continu sur H.

Ahmed, Fuhrman et Zabczyk [3] ont démontré l'existence d’une telle extension (qui coincide
avec une extension du semi groupe de transition associé & la premiére équation du systéme 9.18)
lorsque les hypothéses suivantes sont satisfaites.

(H7) F=0
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ou

T
ImS(t) C ImQ%/2 pour tout ¢ > 0 et / ”Qt—l/zS(t)“ < oo pour tout T > 0.
0
(H8) La loi v de Xp est absolument continue par rapport & uo e'c;—:0 € H.

Sous I’ensemble des hypothéses ci-dessus, ’équation de Zakai (9.7) a une solution p; telle que

pt(dz) = gipo(dz),

g étant I'unique solution de 1’équation différentielle stochastique dans #.

Sous ces mémes hypothéses, il est immédiat que I’équation (9.14) posséde aussi une solution de la
forme

pt(dz) = Gepo(dz),

§; étant ’unique solution faible dans H de ’équation différentielle stochastique
de = L*Gdt + (1p0,6) (VG(:, ), dW2(2))

avec la condition initiale §o = v.

9.6 Exemple : systémes avec retards.

Dans ce paragraphe, on montre que les résultats donnés dans les paragraphes 3, 4 et 5 ci dessus
sont applicables pour des problémes o1 on cherche a estimer 1'état d’une diffusion dans R?, lorsque
cette diffusion est observée, en un sens précisé plus loin, avec un retard constant 7 > 0 et que
sa dynamique modélisée par une équation différentielle stochastique linéaire dépend d’un retard
constant ¢; > 0, supposé unique pour simplifier la présentation. h désigne un réel positif majorant
T et ;.

Soit ag et a; deux matrices carrées de dimension n, B un élément de R"*?, C un élément de
R**4 | (w}),s, €t (wF),s, deux processus de Wiener standards indépendants & valeurs respecti-

vement dans R? et R%,

>0

L’équation différentielle stochastique
dr; = apzidt + a1z, dt + Bdw} + det2 (9.20)

peut étre récrite comme une équation différentielle stochastique dans 1’espace de Hilbert H =
R" @ L? ([—h,0]; R*) sous la forme

dX; = AX.dt + Bdw; + Cdw? (9.21)
avec (voir par exemple [20, chapitre 5]) :

* A:Dom(A)CH—+ H

Dom(A4) = “leH ; £(0) = z, fest absolument continue, f' € L2 (] - h,0[; R*)
f

etA( ; ) _ ( aoz+af1,f(-t1) )

*x Bu = ( BOu ) pour tout u € RP.
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Cy

0
L’équation différentielle stochastique (9.21) posséde une unique solution faible dans H dont la
premiére composante donne la solution dans R" de l’équation différentielle stochastique (9.20).

x Cy = ( ) pour tout y € R?.

Soit g une application continue et bornée de R dans R? et p une approximation appartenant
a L? ([~h,0];R") de la distribution de Dirac 5_,, par exemple une distribution gaussienne de
petite dispersion.

La fonction G définie sur H par
z
G ( f ) =g ((f, p)Lz([—h,O];]R"))
est continue et bornée.

Soit .
Y; = / G (X,)dr + w} (9.22)
V]

P’observation du signal X; défini par (9.21).

On peut appliquer les théorémes 9.3.1, 9.3.2 et 9.4.1 dans ce contexte. Il semble donc pertinent de
chercher des précisions concernant I'espace Do des fonctions tests.

De maniére générale (voir [21]), cet espace contient les fonctions ¢ de la forme

B(X) = o ((X, &), (X, &2) , 1 (X, €m)) (9:23)
avec ¢ € CZ (R™), m € N, et & € DomA*, 1 <i<m.

Donnons un exemple d’élément du domaine de A*. Soit v un élément de Hy(]-h,0;R*) C

C ([~h,0]; R*). Alors, £ = ( 2 ) appartient au domaine de A* et
0
we=( )

Si, dans l’égalité (9.23), on choisit & = 3 avec v; € H} (- h,0;R*), 1 < i < m, on
1
peut exprimer les dérivées de Fréchet V¢ € HetV¢pe L, (H,H):

v' désignant la dérivée de v.

Vo) = 3 22 (3,60, (X, 8) -+ (X)) 6
=1

m

_ 8%
V2(X) = ' M((K&%(K&),"',(X,Em))€i®€j

i,j=1
d’ou : m
A*V(»b(X) = Z gi;i ((X,gl) ) (X,fz) [ <X1£m)) ( _0 ' ) .

i=1 ¢

v;

De plus, pour tout élément X = ( fc ) de H,on a

(BB* +CC*) X = ( BB*z + CC*z ) .

0
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Ainsi Im (BB* + CC*) C R* x {0} et on a VZ¢ (R™ x {0}) = {0}.

Donc :
Tr (V2¢(X) (BB* + CC*)) =0.

Les équations (9.7) et (9.14) se réduisent ainsi aprés le choix de vi, 1 < i < m, & des équations
aux dérivées partielles stochastiques du premier ordre. Cette remarque suggére par exemple avec
m = 1 de choisir pour v; une approximation de la distribution de Dirac d_., € > 0, dans le but
d’estimer la loi conditionnelle non normalisée de 1’état du systéme & l'instant ¢ — €.

Supposons maintenant que C = 0 et que le semi-groupe S(-) engendré par l'opérateur A véri-
fie la condition de stabilité de I’hypothése (H2’). Notons & ce sujet que [19, théoréme 5.1.7] ce
semi-groupe est f-exponentiellement stable si, et seulement si, pour tout nombre complexe s tel
que R(s) > fona

det [sI — ao — e M%) #0.

Puisque la restriction a {0} x L2 ([—h,0]; R®) de I'opérateur BB* est nulle, on a donc pour une
base orthonormale (fi), <;<, de R* diagonalisant la matrice symétrique BB* :

2

I

T /0 * 5(s)BB*S(s)*ds /0 t |s( BB7*

t
< C/ e"2k3ds,
0

8
Lo(H,H)

2
ds
H

s @t (4

o om0

H

L’hypothése (H6) est donc vérifiée ainsi que I’hypothése (H7) (avec F = 0).

Les équations de Zakai du filtrage et de la prédiction des théorémes 9.3.1 et 9.4.1 possédent
donc des solutions absolument continues par rapport & la mesure gaussienne po.
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Chapitre 10

Equations du filtrage pour un
probléme avec cotit exponentiel.

10.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on considére un couple signal observation (X¢,y:) dont la premiére compo-
sante évolue dans un espace de Hilbert séparable H et la seconde dans R?. La dynamique du signal
X, dépend d’un contrdle calculé & partir de I'information fournie par le processus d’observation
y:. Les bruits affectant le signal et 'observation sont supposés indépendants et sont représentés
respectivement par un processus de Wiener cylindrique (W (t));>0 et un processus de Wiener stan-
dard (b)>q & valeurs dans R?.

Dans un tel contexte, une question importante, intimement liée & celle du filtrage optimal, est
celle de D'existence, et le cas échéant de la construction, d’un contréle optimal minimisant une
fonctionnelle de cot.

Lorsque les équations différentielles stochastiques décrivant 1'évolution du signal et de ’observa-
tion sont linéaires et le cot évalué par ’espérance mathématique d’une fonctionnelle quadratique
de Pétat du signal et du controle, on a affaire & un probléme de contréle optimal en dimension
infinie dans la veine de ceux étudiés par Bensoussan dans [7].

Pour une classe de problémes non linéaires ot le bruit de dynamique du signal est additif, Ahmed
[2] a montré Pexistence de contrdles optimaux et proposé des conditions nécessaires d’optimalité
sous forme d’un principe de minimum stochastique tout en décrivant des applications des résultats
obtenus & des problémes d’écologie et de génie électrique.

Par ailleurs, un intérét certain a été suscité ces derniéres années par des modéles ou le cott du
controle est évalué par I’espérance mathématique de I’exponentielle d’une fonctionnelle de 1’état
du signal et du contréle. De tels modéles, initialement présentés par Jacobson [33], ont été étudié
par différents auteurs parmi lesquels Speyer [62], Kumar et Van Schuppen [41] et Bensoussan [9]-

Plus récemment, Bensoussan et Elliot [10] ont obtenu un principe de programmation dynamique
pour des problémes non linéaires en dimension finie.

Tl ressort en particulier des résultats de [2] et [10] qu’une voie efficace de résolution de probléme
de contréle optimal avec cott exponentiel passe par la reformulation du probléme initial en termes
d’évolution de la solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique du type de I’équation
de Zakai.

113
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Le but poursuivi dans ce chapitre est d’explorer la possibilité d’une telle reformulation pour un
signal de dimension infinie et une fonctionnelle de cot exponentielle.

Le modéle étudié est décrit dans le paragraphe 2. Dans le paragraphe 3, on établit une équa-
tion aux dérivées partielles stochastique du type de I’équation de Zakai, modifiée pour prendre
en compte le probléme posé, de la méme maniére que dans [10]. Le résultat obtenu est illustré
par l'exemple d’un systéme observé avec retard dans le paragraphe 4. Dans le paragraphe 5, on
s’appuie sur des résultats obtenus par Da Prato et Zabczyk [21] pour étudier 'existence d’une so-
lution de I’équation de Zakai modifiée absolument continue par rapport & une mesure gaussienne
de référence dans I’espace d’état du signal.

10.2 Présentation du modéle.

, Soit (Q, Fy(Ft)eo ,P) un espace de probabilité complet filtré et (W (t));>, un processus de

Wiener cylindrique a valeurs dans un espace de Hilbert séparable V. On suppose que lopérateur
de covariance de W (t) est I'identité de V.

Soit également un processus de Wiener standard (b:),~, & valeurs dans R?, défini sur le méme
espace de probabilité et indépendant de (W ());>o-

Soit H un espace de Hilbert séparable et (X, yt);>o le processus signal-observation, a valeurs
dans H x R¢, solution du systéme différentiel stochastique

dXt = AXtdt + F (Xt, ‘U,t) dt+ B (Xt) dW(t)
(10.1)

dyt G (Xt) dt + dbt

ou:
(H1) X est donné dans H.

(H2) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S () de classe Co dans H.

(H3) Le controle (ut),q est un processus stochastique prévisible & valeurs dans un espace mé-
trique séparable complet U.

(H4) L’application F définie sur H x U et & valeurs dans H est lipschitzienne par rapport & la
premiére variable et continue par rapport & la seconde.

(H5) L’application B définie sur H et & valeurs dans I’espace Ly (V, H) des opérateurs de Hilbert-
Schmitt de V dans H est lipschitzienne.

(H6) G est une fonction continue et bornée définie sur H et & valeurs dans Re,
Sous ces hypotheéses, le systéme différentiel stochastique (10.1) a une unique solution faible ([20,
chapitre 7]).

Dans la suite, on suppose que (ut),>p est prévisible par rapport a la filtration (;),>o engen-
drée par la trajectoire de 'observation. -

T désignant un réel positif, soit L et & deux fonctions mesurables bornées 4 valeurs réelles définies

respectivement sur H x U x [0,T] et H. Le cot du contréle u = (uy),5 sur l'intervalle [0, T] est
défini par : -

T
J(u) = 0 [exp (e / L(X,,us,5)ds + & (XT))] , (10.2)
1]

otl # est un paramétre réel fixé.
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L’hypothése (H6) autorise le changement de probabilité habituel en théorie du filtrage obtenu
par application du théoréme de Girsanov. Soit donc la probabilité P définie sur I'espace «,5

dP
par la dérivée de Radon-Nikodym P zZy 1 avec:

t . 1 i
2, = exp ( /O G (X)* dys— 5 /0 IG (X2 ds) .

Alors, sous la probabilité P, (W(t))»0 €t (yt)¢>0 sont des processus de Wiener indépendants.

Afin de définir un filtre non normalisé de maniére pertinente vis & vis du probléme considéré,
il est naturel, compte tenu de (10.2), de prendre en considération, comme dans le cas d’un signal
de dimension fini [10, 15], la quantité

T
' D; =exp (0/ L (X,,u,,s) ds) .
0

On peut ainsi définir, pour toute fonction mesurable bornée ¢ de H dans R, le filtre non normalisé
o par _

O't¢ =F [ZtDt¢ (Xt) I yt] . (103)
10.3 Equation de Zakai modifiée.

L’espace Do de fonctions tests intervenant dans ’énoncé du résultat ci-dessous a été défini &
la page 103 en fonction de 'opérateur non borné A.

Soit £, l'opérateur différentiel du second ordre défini pour toute fonction ¢ de Dg par
1
Lud(z) = (2, A*V:d(2) g + (F(z,u), Vap(2)) g + 5T (Vi:0(z)B(z)B(z)*) -

Ces notations permettent d’énoncer le résultat suivant, dont la démonstration utilise les techniques
habituelles de la théorie du filtrage non linéaire.

Théoréme 10.3.1 Pour tout élément ¢ de Do, le processus stochastique o¢¢ est solution de l'équa-
tion aur dérivées partielles stochastique

od = E(d(Xo))+ [ os(Lu,@)ds+0 [; 05 (L (- u,,8)8)ds

+ f; o5 (9G)* dys.

Démonstration. Par application de la formule d’It6, on obtient

(10.4)

d (ZtDt) =7Z;D,G (Xt)* dys +0Z:D:L (Xt, U, t) dt

et
dé (Xi) = Lu, ¢ (Xy) dt + (V2¢ (X2), B(X:) dW () g

puis |
d(ZtDt¢ (Xf,)) = ZtDt¢ (Xt)G(Xt)* dyt +0ZtDt¢ (Xt)L(Xtvut,t) dt
+Zy Dy L, (Xi) dt + Z:D: (V2 ¢ (X:) , B (X2) AW (t)) gy -

Des hypothéses (H2)-(H6) et du fait que la fonction L est bornée, on déduit facilement que
fot 24D (V29 (Xs), B(X,)dW(s)) 5 est une martingale. Donc, compte-tenu de I'indépen-
dance sous P des processus de Wiener (W(t)):zo et (yt)tZO’ en intégrant de 0 & ¢ et en
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prenant I’espérance conditionnelle par rapport & ), on obtient en appliquant le théoréme
de Fubini stochastique prouvé par Lipster et Shiryayev dans [48] :

E[Z:D:id(Xe) 1Y) = E(¢(Xo0)) + Jy E[ZeDsLu,d(Xs) | Vsl ds
+0 [ E[Z,D,L (Xs,us,5) | V5] ds

+ [ E[Z,Dst (Xs) G (Xa)* | Va] dys,

c’est & dire I’équation aux dérivées partielles stochastique (10.4), compte-tenu de la définition
du filtre oy. O

Remarque 10.3.2 On peut déduire du résultat précédent une équation du type Kushner-Stratonovitch
pour un filtre “modifié” en utilisant la formule de Kallianpur-Striebel.

D’autre part, les arguments avancés dans la démonstration de I’équation auz dérivées partielles
stochastique (10.4) s’étendent auz cas de systémes de filtrage avec bruits dépendants ainsi qu’our
problémes de filtrage ot l'observation (y:),», et le processus de Wiener (bt);>q €voluent dans un
espace de Hilbert séparable. - B

10.4 Application 4 un systéme observé avec un retard constant.

Dans ce paragraphe, on considére un couple signal-observation solution dans H x R, ot H =
R* & L? ([—h,0]; R*), du systéme différentiel stochastique :

dXt = AXtdt + BUtdt + Badwt
(10.5)
ou:
* (wt)t20 et (bt)t20 sont deux processus de Wiener standards indépendants respectivement &

valeurs dans RP et R?.
x A:Dom(A) C H = H est 'opérateur non borné de domaine Dom(A) défini par

Dom(A4) = {( '; ) € H; f(0) = z, fest absolument continue, f' € L? (] — h,0[; R")}

et A ( ; ) = ( @GoZ + ‘}l,f (=t1) ) ol ag et a; sont deux matrices carrées de dimension n.
* B =(I,0).
* o est une matrice & n lignes et p colonnes.

* G est fonction continue et bornée de H dans R? définie par G ( ; ) =g ((f, o) Lz(]_h,O[;Rn))

ol g est une application continue et bornée de R* dans R? et p une approximation dans
L? (] — h,0[; R") de la distribution de Dirac d_;.

* (ug);>q €st un processus stochastique a valeurs dans R, J;-prévisible ou J; désigne la fil-
tration engendrée par la trajectoire de 'observation jusqu’au temps ¢.

Le processus stochastique (z¢),-, image par la projection canonique dans R" de la premiére
composante X; de la solution faible du systéme différentiel stochastique (10.5) peut étre vu comme
la solution de 1’équation différentielle stochastique :

dzr; = agzidt + a1T¢—t, dt + uzdt + odwy.
Dans ce contexte, le théoréme 10.3.1 s’applique et I’espace Dy contient les fonctions ¢ de la forme

$(X) = o ({X, &) (X, &) 5+ (X, &m)) (10.6)
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avec ¢ € CZ (R™), m € N, et §; € DomA*, 1 <i < m.

Pour tout élément v de Hy (] — h,0[; R*) C C ([-h,0); R*), (= ( g ) appartient au domaine de

A* et 0
we=( )
Danslecasoia; =0, = ( 1(? ) appartient également au domaine de A* pour tout ¥ € R" et

A*§=(0%¢>.

Alors, pour ¢(X) = ¢ ((X,£)), p € C} (R), on a

v' désignant la dérivée de v.

m

vex) =Y 22 (X, 8)¢
2
VIg(X) = SL (X, E) € ¢
d’ou : ™
wvp =3 2 (%)
i=1
et

m
Oyp
(X, AV g = Y 5o (X,8)) 0.
On peut alors déduire, par exemple, du théoréme 10.3.1 une équation aux dérivées partielles
stochastique du second ordre pour le processus stochastique o;¢, avec #(X) = ¢ (zt), z* désignant
la i-éme composante de 'image de X par la projection canonique sur R”.

10.5 Existence d’une densité pour le filtre o;.

Dans ce paragraphe, on suppose que le systéme différentiel stochastique (10.1) s’écrit sous la

forme
dX, = AX.dt+ F (X, u)dt+/QdW(t)

(10.7)
dy: = G (Xt) dt + db;
et que :
(C1) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S (-) de classe Co dans H tel qu'il existe
deux constantes réelles positives M et 7 telles que pour tout t > 0, |S(¢)I| < M e .
(C2) Le contrdle (ut),»q est un processus stochastique prévisible & valeurs dans un espace mé-
trique séparable complet U.

(C3) F est une application bornée définie sur H x U, & valeurs dans H, lipschitzienne par rapport
a la premiére variable et continue par rapport & la seconde.

(C4) Q est un opérateur linéaire continu et symétrique de V dans H tel que pour tout ¢ > 0,
Vopérateur Q; défini par Q:x = fot S(s)QS(s)*zds est nucléaire et

sup TrQ; < +o0.
>0
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(C5) Pour tout t > 0, ImS(t) C ImQt%.

(C6) T désignant la fonction définie par I'(t) = Q, bg (t), la fonction ||I’(¢)|| posséde une trans-
formée de Laplace (i.e. 0+°° IC(®)|| e~**dt < +o0 si A est assez grand)

De plus, il existe o €]0,1/2[ et ¢ > 0 tel que [|[['(t)l| gy < & pour tout ¢ > 0.

(C7) G est une fonction continue et bornée définie sur H et a valeurs dans R?.

Commengons par rappeler quelques résultats de Da Prato et Zabczyk [21] concernant ’existence
de densités réguliéres par rapport & une mesure invariante sur les espaces de Hilbert.

Sous les hypothéses ci-dessus, il existe une unique mesure invariante yp pour la solution de ’équa-
tion différentielle stochastique
' dZ, = AZ,dt + \/QdW (). (10.8)

La mesure pg est gaussienne, centrée et son opérateur de covariance est

+o0
Qoo = / S(s)QS(s)*ds.
0
Notons H ’espace de Hilbert L2 (H, uo). Alors, Popérateur Ao défini sur le domaine Dy C H par

Aod(@) = 5Tr (V2e9(2)Q) + (&, A*Vad(@)

g’étend au générateur infinitésimal A d’un semi-groupe R () sur H, de classe Cy, qui coincide avec
le semi-groupe de transition associé a 1’équation différentielle stochastique (10.8).

De plus, DomA C V et, pour tout t > 0 et toute fonction ¢ € H, R(t)p appartient i ’espace de
Sobolev V = W12 (H, up) et on a :

IVzR(&)¢lly < IT@I el - (10.9)

L’estimation (10.9) constitue un élément clé pour I’étude de I’équation adjointe de I’équation de
Zakai modifiée (10.4) c’est & dire de ’équation différentielle stochastique dans H :

d
dge = A*qedt + L (-, up, t) qudt + B, udt + > Gjqedy], (10.10)
Jj=1
ou B} désigne, pour tout u € U, I’'adjoint de 'opérateur B,, défini par
Bué(z) = (F (z,u), Vad(z)) g -
Compte-tenu de ’hypothése (C5), B, est, pour tout » € U, un opérateur linéaire continu de V
dans H et son adjoint B est linéaire et continu de H dans V*. De plus, la norme de ces opérateurs

est bornée par une constante indépendante de u.

Introduisons maintenant certaines classes de processus stochastiques, de fagon analogue & celle
de [2].

Soit L§ la classe des processus stochastiques (5(t)),q, V:-prévisibles et tels que

T
P{ | e et < oo} =1



10.5. EXISTENCE D’UNE DENSITE POUR LE FILTRE or. 119

Soit T > 0 et M7 I’espace de Banach des processus stochastiques (B(t)g<t<T> Vi-Prévisibles, tels
que : -
3
= | sup E||BQ)I]3 ] < 400.
Bllag = | 308, E BN
Le résultat principal de ce paragraphe peut alors étre énoncé de la fagon suivante.

Théoréme 10.5.1 Supposons que les hypothéses (C1)-(C7) sont satisfaites et que go € H. Alors
Uéquation différentielle stochastique (10.10) posséde une solution “mild” q; telle que

@ = R(t)*q+0[) R(t—s)*(L(us,3)q)ds

+ [2R(t — 8)* (B}, 4s) ds + T 4=y Jy R(t — 8)* (G qs) dy-

De plus, cette solution est, 4 équivalence prés, unique dans L§ et appartient a MT pour tout T > 0.

(10.11)

Démonstration. Nous suivons le schéma classique fondé sur le lemme de Gronwall et la recherche
d’un point fixe pour une transformation affine.
2
< 00,

Unicité de la solution.

Soient ¢V et ¢(® deux éléments de L§ vérifiant la relation (10.11) et tels que E (I

)

i € {1,2}, pour tout t > 0. Alors, le processus ¢; = qgl) - qu) vérifie la relation :

@ = 0 AtR(t—s)*(L(-,u,,s)qs>ds

t d t ]
—e)* % —_ * . J
+/0 R(t - 8)* (B}, ¢s) ds+j§=1/0 R(t - 5)* (G,qs) dy].

etona:
2

t
lel?, < c[f / R(t = 8)* (L (- t4s,5) g5) ds
0

H

2

t
+ /0 R(t — s)* (B},q5) ds

H

t
/0 R(t - )" (G;4,) dy

d 2
+> ]
=1 H

Comme L est une fonction bornée et R* un semi-groupe de classe C° dans #, il existe une constante
K, > 0 telle que pour tout t < T,on a:

2

|[ - @ uaras) < | ol d. (10.12)

L’inégalité (10.9) permet de considérer pour tout ¢ > 0 l’opérateur R(t) comme un opérateur
linéaire continu de A dans V dont la norme est majorée par ¢ (1 + ||['(¢)]]) avec ¢ > 0.

On déduit donc de I’hypothése (C6) et de la remarque concernant la norme des opérateurs li-
néaires continus B}, que :

2 t
<Ko [ Nl . (10.13)
H 0

/t R(t - s)* (B} 45) ds
0
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avec K3 > 0.

En utilisant 4 nouveau le fait que R* un semi-groupe de classe C° dans H et comme la fonc-
tion G est bornée, on constate qu’il existe une constante K3 > 0 telle que :

On déduit des inégalités (10.12), (10.13) et (10.14) que

2

t
/0 R(t ~ 5)* (G;g,) dy

H

t
) < K;E / llgs I3, ds. (10.14)
0

t
= 2 = 2
Elladfy < K [ Elulfy
et donc que q; est identiquement nul en vertu du lemme de Gronwall.

On obtient alors le résultat d’unicité annoncé en procédant par localisation.
Existence de la solution dans M7.

Pour établir le résultat, commengons par vérifier que la formule

K(B)®) = R(t)" qo+8 [, R(t—s)* (L( us,38)B(s))ds
(10.15)
+ [y R(t — s)* (B3, B(s)) ds + T, f R(t — 8)* (G;B(s)) dy}

définit un opérateur affine de MJ dans M.
go est fixé et R* est un semi-groupe de classe C°, donc £ ||R(t)*q0||2 est borné pour tout t < T

~ Les processus stochastiques qui interviennent dans la premiére et la seconde intégrale du second
membre de (10.15) sont };-prévisibles compte-tenu de ’hypothése (C2) et de la continuité en u
des fonctions L et F.

De plus, les mémes arguments que dans la démonstration de 'unicité permettent de montrer
I’existence de deux constantes ¢;,ce > 0 telles que :

t
sup EKB)DI% < 1 + ez / sup E||B(s)12, ds.
0<t<T 0 0<s<t

Le lemme de Gronwall permet donc d’affirmer que la formule (10.15) définit bien un opérateur
affine de M7 dans M.

Pour achever la démonstration, montrons que, quitte & réduire la valeur de T > 0, cet opéra-
teur est une contraction dans Mg

Soit B, et B2 deux éléments de MZ. On a pour tout 0 <t < T':

B| [ Ao @) (i) - a0 ds| < KGE ([ 181(6) = Aol )

H

IN

TKE [} |16:(5) = Ba(s)II% ds

TK{ supoc,<; E1161(5) = Ba(s)Il3,

IA
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et
_ | rt 2 = ot 2
E ”/0 R(t — s)* (B}, B(s)) ds < TEJ; ||R(t —8)* (B, B(3)) ds”,Hds
H
< TK g (1+1IT( - )I*) El1B1(s) - Ba(s)3 ds
< TKj supyc,e; E|B1(s) - ﬁz(s)”?{-
On a aussi :

2

d t
E|> /0 R(t - 5)*(G; (Bi(s) — Ba(s)) dyd]| < KIE [{|iBr(s) — Ba(s)ll3, ds
j=1

H

IA

TK} supoc,<i BIIBi1(s) - Ba(s)I2, -
Dong, il existe une constante positive K’ telle que :

IKBL = Ba)lluz < K'TA+T) B - Ballagg
et, pour un choix convenable de T, I'opérateur K est une contraction dans MY . a
Terminons ce chapitre avec la conséquence suivante du théoréme 10.5.1.

Corollaire 10.5.2 Si la loi de probabilité de Xy posséde une densité go € H et si les hypothéses
(C1)-(C7) sont vérifides, alors I’équation différentielle stochastique (10.10) posséde une solution
de la forme

o (dz) = gi(z)o(dz).

- Démonstration. La proposition 6.4 de [20] permet de vérifier que 'unique solution “mild” de
I’équation différentielle stochastique (10.11) obtenue dans la démonstration du théoréme
10.5.1 est aussi une solution faible de (10.11).
On a donc, pour tout ¢ € DomAy C DomA = DomA*™* :
(@@ = (@B + fy (o A¢)y ds
+0 Jo (L (-+Us,5) s, @)y ds + [y (Bh,as, 8),, ds
+ 3021 Jo (Gidsr 8)y i
En posant o; (dz) = q:(z)uo(dz), on obtient en tenant compte du fait que A** = A,
otb = E($(Xo)) + fy 0 (Ao) ds + [y 0 (Bu,9) ds
+0 fot 0s (L(-,us,8) ¢)ds
+ Y5 Jo 06 (G)* dyi

qui correspond bien A 1’équation aux dérivées partielles stochastique (10.4) pour le cas par-
ticulier étudié dans ce paragraphe. O
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La troisiéme partie de ce travail est consacrée & une application du calcul de Malliavin & I'étude
de la régularité de la loi de probabilité de la solution d’une équation différentielle stochastique, &
coefficients dépendants du temps.

Cette partie comporte deux chapitres.

Dans le chapitre 11, on rappelle les notions fondamentales du calcul des variations stochastiques
sur ’espace de Wiener, ainsi que quelques résultats fondamentaux en relation avec I’étude menée
dans le chapitre suivant. Dans le chapitre 12, on considére la solution d’une équation différentielle
stochastique a coefficients dépendants du temps et comportant une infinité de termes de diffusion.
Sous une hypothése forte de Hormander, on établit ’existence d’une densité réguliére pour la
solution de telles équations différentielles stochastiques.
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Chapitre 11

Quelques rappels sur le calcul de
Malliavin.

11.1 Introduction.

Le calcul des variations stochastiques sur I’espace de Wiener, ou calcul de Malliavin, a été
introduit en 1976 par Malliavin [12, 13] et développé en particulier par Bismut [2, 3], Meyer [14],
Shigekawa. [24], Stroock [26, 27, 28], Watanabe [31], Ikeda et Watanabe [7] et Kusuoka et Stroock
[10].

Le calcul de Malliavin est un outil puissant pour étudier ’existence d’une densité réguliére pour
la loi de probabilité d’une fonctionnelle de Wiener (c.f. Malliavin [12], Zakai [33], Shigekawa [23],
Norris [16], Watanabe [32] ou Ikeda [6] par exemple). Toutefois, cette théorie posséde un plus large
champ d’applications : Intégrale de Skorohod (c.f. Skorohod [25] ou Nualart [17] par exemple) ; Cal-
cul anticipatif (c.f. Nualart [17], Nualart et Zakai [20], Nualart et Pardoux [19], Ocone et Pardoux
[22] par exemple); Preuve du théoréme d’Atiyah-Singer (c.f. Bismut [4]) ; Etude des propriétés
asymptotiques du noyau de la chaleur (c.f. Léandre [11], Ben Arous et Léandre [1] et Watanabe
[32] par exemple).

Le but de ce chapitre est d’introduire les principaux outils du calcul de Malliavin en suivant
I’approche de Nualart [17, 18]. Dans le paragraphe deux, on rappelle la notion de dérivée de Mal-
liavin d’une fonctionnelle de Wiener, ainsi que les liens entre dérivation et intégrales stochastiques
qui seront utiles dans le chapitre suivant. Dans le paragraphe trois, on énonce un critére permet-
tant de prouver l’existence d’'une densité réguliére pour la loi de probabilité d’une fonctionnelle
de Wiener. Dans le paragraphe quatre, on présente une application des résultats énoncés dans les
parties précédentes & I’étude de ’existence d’une densité réguliére pour la loi de probabilité d’une
diffusion solution d’une équation différentielle stochastique. L’étude de ce probléme & 1’aide du
calcul de Malliavin a permis de donner une preuve probabiliste du théoréme de Hérmander (c.f.
Kusuoka et Stroock [10] ou Norris [16] par exemple).

11.2 Analyse sur ’espace de Wiener.

11.2.1 Dérivation au sens de Malliavin.

Dans ce qui suit, on considére un espace mesurable (T, T) et une mesure o-finie u sans atome
sur (T, 7). On désignera par H l’espace de Hilbert L? (T, T, ).

Soit {W(h) h € H} un processus aléatoire & valeurs réelles, gaussien et centré, défini sur un espace
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de probabilité (2, F, P) dont la fonction de covariance est donnée par :
E(W (h) W (h)) = (ht, ha) -
Le processus gaussien W (h) est en fait caractérisé par la famille de variables aléatoires
{W(A4); AeT,u(A) < )

ot W(A) = W (14). On emploie souvent & propos de W les termes de “mesure” brownienne sur
(T, T) ou de bruit blanc de base p.

Remarque 11.2.1 1. Lorsque I’espace mesuré (T, T, ) est Vintervalle [0,1]) muni de sa tribu
borélienne et de la mesure de Lebesgue, la version continue du processus stochastigue W est
un processus de Wiener standard réel sur [0,1].

2. De la méme maniére, en prenant T = [0,1] x {1,---,d}, on retrouve la notion de mouvement
brownien dans R?.

Nous supposons désormais que la tribu F est la tribu engendrée par le processus gaussien W.

Toute variable aléatoire F sur (2, F, P) peut étre vue comme une fonctionnelle de W et nous
souhaitons rappeler dans ce paragraphe comment I’opérateur de dérivation peut étre défini pour
de telles fonctionnelles.

Dans ce but, introduisons la classe S des fonctionnelles F de la forme
F=f(W(h), -, W(hg)) (11.1)

ol Ay, hg, n > 1, sont des éléments de H et f est une fonction de R* dans R de classe Cp°, Cest
a dire une fonction indéfiniment différentiable qui est, ainsi que toutes ses dérivées, a croissance
polynomiale.

Alors, la classe S est dense dans L? () et on définit la dérivée au sens de Malliavin DF d’un
élément F de S de la forme (11.1) par :

DyF = z_; (,%f (W (ha), -, W () ha(2).

(DtF)teT est donc un processus aléatoire 3 valeurs réelles indexé par T, que I'on peut aussi consi-
dérer comme une variable aléatoire a valeurs dans L? (T).

Pour tout p > 1, D est un opérateur fermable de L? (Q) dans L? (Q; L? (T)). On désigne en-
core par D la fermeture de cet opérateur et par D,,1 le domaine de D dans L? (Q), c’est & dire
P'adhérence de la classe S pour la norme définie par

1Fll = (BQFE)+ B (IDFEscr,) )

Remarque 11.2.2 Dans le cas 04 T = [0, 1]x {1, - -, d}, le processus gaussien Wy = (W}, ---, W)
est un mouvement brownien dans RY. La dérivée de Malliavin d’une variable aléatoire réelle
F € Dy, s’identifie alors & un processus aléatoire D,F = (D}F,---,D¢F ) @ valeurs dans R%.
D’autre part, on peut interpréter lopérateur de dérivation de Malliavin comme une dérivée de
Fréchet dans l'espace de Cameron-Martin et, pour 1 < J < d, nous appellerons dérivée de Mallia-
vin de F' par rapport ¢ W}, la j-éme composante de la dérivée de Malliavin de F.

Pour tout élément F de S, les dérivées de Malliavin de F d’ordre k > 1 peuvent étre définies
par:
Dfl...th = Dt; th e Dtl.Fv
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avec ty,t2, -, € T.

On peut considérer D*F comme une variable aléatoire a valeurs dans L? (T*) et, pour tout k > 1
et p > 1, une norme sur S peut étre définie par :

1
k P
P
IFll, . = (E (1FP) +Y (B IID‘FIILzm))>
=1
Les normes ainsi définies vérifient des propriétés de monotonie et de compatibilité (voir par exemple
[32]).

Comme dans le cas oit k¥ = 1, on définit 'espace D, comme P’adhérence de S dans L? (Q)
par rapport & la norme ||-[|,, , et on note :

D® = () [ Dpk-

k>1p>1

Terminons ce paragraphe en énongant une régle de calcul utile pour la dérivation de I'image par
une fonction ¢ d'un vecteur F = (Fy,---, Fy,) dont les composantes sont des éléments de D, ;,
p>1

Proposition 11.2.3 Soit ¢ : R™ — R une fonction continiment différentiable, a dérivées bor-
nées, et p > 1. Alors, si F = (F1,-+,Fp,) est tel que F; € Dp1, 1 < i < m, on a p(F) € Dy,
et

D(g(F)) =Y g2 (F)DF:.
i=1 ¢

11.2.2 Dérivées de Malliavin et intégrales stochastiques.

Ce paragraphe est consacré au rappels de quelques notions concernant les liens entre la déri-
vation au sens de Malliavin, l’intégrale de Skorohod et I'intégrale d’It6.

A la suite des résultats rappelés dans le paragraphe 11.2.1 ci-dessus, on peut définir I’opéra-
teur d, adjoint de I’opérateur non borné D de domaine D, ; C L? (2), & valeurs dans L? (T x Q).

Le domaine de é est ’ensemble des processus aléatoires (u; tels qu’il existe une constante
teT

positive c telle que : .
.E ( / DtFutu(dt)) l <ec [E (|F|2)] :
T

pour tout élément F de Iy ;.

L’opérateur § coincide avec la généralisation de l'intégrale stochastique introduite par Skorohod
dans [25] et on note :

§(u) = / wdW,.
T
La relation de dualité entre les opérateurs D et § permet d’écrire
E(Fé(u)=F (/ DtFutu(dt)) , (11.2)
T
pour toute variable aléatoire F' € D, ; et tout processus ¢ € Dom(d).

Cette formule “d’intégration par parties”, dont une premiére version a été donnée par Mallia-
vin [12] et Bismut [2] joue un réle clé¢ dans I’étude de la régularité de la loi des fonctionnelles de
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Wiener développée dans le paragraphe 11.3 ci-dessous.

Introduisons maintenant une classe de processus stochastiques contenue dans Dom(d) utile pour
la formulation de certaines régles de calculs. On note L;; la classe des processus stochastiques
u € L2 (T x Q) tels que u; € Dy ; pour tout ¢ € T et tels que le processus & deux paramétres D;u;
posséde une version mesurable vérifiant la condition

E/T/I‘lD,,uﬂ2 p(ds)u(dt) < oo.

Muni de la norme définie par

2 2 2
lullz,, = llwllze(zxay + 1DullL2(z2 <0y »

Ly,1 est un espace de Hilbert.

Soit u un élément de Ly ;. Si pour presque tout ¢ le processus (Dsus), o appartient au domaine
de § et si il existe dans L2 (T' x Q) une version du processus ([ (D¢us) dW;), ., alors Pintégrale
de Skorohod 6(u) appartient 4 Dy ; et on a :

Dy (6(u)) = us + /T (Dyu,) dWs. (11.3)

Lorsque W est un mouvement brownien dans R?® (voir la remarque 11.2.1), 'opérateur & est une
extension de V'intégrale d’It6, dans le sens ot pour tout processus adapté u; = (uf,---,uf) tel que

d 1
EZ/ |u;|2ds < 00,
i=1 Y0
on a u € Dom(4) et
d 1
sw) =Y [ uidwi,
=170
les intégrales stochastiques du second membre de cette égalité étant écrites au sens d’Ito.
d t . 3
Notons X; = Z / utdW} et désignons par D7 la dérivée au sens de Malliavin par rapport
0

i=1
4 la j-éme composante du processus de Wiener W;.

Alors, la variable aléatoire X; appartient & Dy ; si, et seulement si, le processus u appartient
a Ly ;. Dans ce cas, la régle de calcul (11.3) s’applique et permet d’écrire :

d t
DiX; =ulleey + ) / DiyidW}. (11.4)
i=1Y$

11.3 Reégularité de la loi de fonctionnelles de Wiener.

Dans ce paragraphe, on donne un critére sous lequel les fonctionnelles du processus gaussien
W introduit dans le paragraphe 11.2.1 admettent une densité réguliére.

Soit F = (Fl, e ,F") un vecteur aléatoire dont les composantes sont des variables aléatoires
dérivables au sens de Malliavin. On appelle matrice de covariance de Malliavin associée é F la
fonctionnelle de Wiener ¢ = (aij)1<i, j<nr & valeurs dans l’espace des matrices n X n positives,
définie par : T

0ij = (DF',DF7) .
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Enongons maintenant un critére utilisant la matrice de covariance de Malliavin sous lequel une
fonctionnelle de Wiener posséde une densité de classe réguliére.

Théoréme 11.3.1 Soit F = (Fl, ‘e ,F") un vecteur aléatoire vérifiant les conditions suivantes :
x F' appartient @ D® pour touti € {1,---,n}.
* La matrice de Malliavin o associée a F est telle que

(deto)™ € () LP(9).

p>1

Alors, la loi de F est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue dans R" et
sa densité est de classe C™.

Ce résultat peut étre établi 4 partir de la formule d’intégration par parties (11.2). L’émer-
gence de cette technique d’étude de la régularité de la loi des fonctionnelles de Wiener est due &
Malliavin [12]. Elle a été suivie de nombreux développements dans les années suivantes (voir par
exemple Zakai [33], Kusuoka et Stroock [10], Ikeda et S.Watanabe [7], Watanabe [32] et Ocone [21]).

Une autre approche pour traiter le probléme de ’absolue continuité de la loi des fonctionnelles
de Wiener, introduite par Bouleau et Hirsch, est fondée sur un critére d’absolue continuité en
dimension finie et un passage  la limite. Cette technique présente ’avantage de fournir un critére
applicable sous des hypothéses moins restrictives que celui déduit de la formule d’intégration par
parties.

11.4 Application aux équations différentielles stochastiques.

Soit (W:),>q un processus de Wiener standard de dimension mn défini sur un espace de proba-
bilité (2, F, P). Dans ce paragraphe, nous considérons le processus stochastique z; solution dans
R? de I’équation différentielle stochastique écrite au sens d’It6

a:t—:vo+/ Xo (s, :c,)ds+z/ Xi(s,zs)dW}, (11.5)
i=1
ol :
* zo est donné dans R?.
* Xo, X1, -+, Xm sont des fonctions de [0, 1] x R? dans R? indéfiniment différentiables en z avec

des dérivées de tous ordres bornées et telles que les fonctions Xo(¢,0), X1(¢,0),- -, X (2,0)
de la variable ¢ sont bornées sur [0,1].

Alors, on montre le résultat suivant.

Théoréme 11.4.1 Si les coefficients Xj, 0 < j < m, de Uéquation différentielle stochastique
(11.5) satisfont auz conditions énoncées ci-dessus, alors, pour tout t € [0,1], chacune des compo-
santes z}, 1 < i < d, de la variable aleatozre z; appartient & Uespace D™.

De plus, les dérivées de Malliavin Dizi, 1 < j < m, vérifient le systéme d’équations différentielles
stochastiques linéaires :

Dirt = Xy () + 303" [ 2 o, 2,) Dl s+ 3 [9%0(s,2,) Distas.
I=1k=1"T k=1"T

Le théoréme 11.4.1 est emprunté & Ocone [21]. La preuve de ce théoréme peut étre trouvée en
particulier dans Kusuoka et Stroock [10], Shigekawa [24], Ikeda et Watanabe [7] ou Ocone [21].

Supposons maintenant que les fonctions Xo, X1,--+, Xn ne dépendent que de la variable d’es-
pace z et identifions ces fonctions 4 des champs de vecteurs de classe C$° sur R%. Notons Z I'idéal
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engendré par les champs de vecteurs X3, - -, X,, dans ’algébre de Lie engendrée par les champs
de vecteurs Xo, Xy, -+, Xm.

Alors, en utilisant le critére d’existence d’une densité réguliére pour la loi des fonctionnelles de
Wiener fourni par le théoréme 11.3.1, on peut établir le résultat suivant.

Théoréme 11.4.2 SiZ(xz0) = R, alors la loi de probabilité de la diffusion z; posséde une densité
de classe C'™° par rapport & la mesure de Lebesque sur RY.

Différents travaux concernant ce sujet ont été développés par Bismut [2], Stroock [27, 28], Ikeda
et Watanabe [7], Norris [16], Watanabe [32], Ocone [21] ou Nualart [18].



.

Chapitre 12

Une application du calcul de
Malliavin.

12.1 Introduction.

Le but de ce chapitre est d’étudier I’existence d’une densité réguliére pour la solution, & valeurs
dans R?, d’une équation différentielle stochastique & coefficients dépendants du temps et compor-
tant une infinité de termes de diffusion. Notre résultat est obtenu sous une hypothése du type
"condition forte de Hormander" en supposant que les coefficients sont une fois différentiables par
rapport au temps.

L’intérét pour des équations différentielles stochastiques du type de celles étudiées dans ce chapitre
est motivé, en particulier, par les liens existant entre ces équations différentielles stochastiques et
la représentation de certains flots stochastiques. En effet, Kunita [8] a montré que des processus
de diffusion dirigés par une infinité de composantes peuvent fournir une représentation d’un type
d’intégrateurs non linéaires, appelés C-mouvements browniens par Kunita.

L’existence d’une densité réguliére pour la solution d’une équation différentielle stochastique ho-
mogéne et comportant une infinité de termes de diffusion a été étudiée par Nguyen Min Duc,
D.Nualart et M.Sanz [15] par utilisation du calcul des variations stochastiques.

Un résultat d’absolue continuité par rapport a la mesure de Lebesgue de la solution d’une équa-
tion différentielle stochastique & coefficients dépendants du temps dirigée par un nombre fini de
processus de Wiener a été obtenu par Taniguchi [30] sous deux jeux d’hypothéses incluant respec-
tivement une hypothése de Hérmander forte ou faible.

Dans' ce chapitre, nous généralisons le résultat obtenu dans [30] sous ’hypothése de Hérman-
der forte au cas d’une diffusion dirigée par un mouvement brownien de dimension infinie en nous
inspirant pour I’essentiel de la méthode développée dans [15].

Le reste de ce chapitre est divisé en trois paragraphes organisés de la maniére suivante. Dans
le paragraphe deux, nous introduisons les équations différentielles stochastiques étudiées dans ce
chapitre ainsi que les approximations de la solution de ces équations différentielles stochastiques
nécessaires pour la suite de notre étude. Le paragraphe trois est consacré a la différentiabilité
au sens de Malliavin de la solution des équations différentielles stochastiques introduites dans
le paragraphe deux. Dans le paragraphe quatre, on montre sous I’hypothése forte de Hérman-
der, 'existence d’une densité réguliére par rapport & la mesure de Lebesgue pour la solution des
équations différentielles stochastiques considérées dans cette étude.
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12.2 Présentation du probléme.

Soit (2, F, P) un espace de probabilité complet et (wf) k € N*, une famille dénombrable

de processus de Wiener réels standards indépendants.

t>0°

Soit Fy une application inesurable de [0, +oo[xR? dans R? et une suite Fi, k > 1, d’applications
mesurables de [0, +oo[xR? dans R? telles qu’il existe pour tout T > 0, une constante positive K
telle que pour tout (¢, X,Y) € [0,T] x R? x R¢

d d oo
AHC X)|2 + 33 IF @) < Kr (1+1P7) (12.1)
i=1 i=1 k=1
et
0., .. 2 4. .= . 2 .
Y |Ew 0 - Bey)| + XY IFi6x) - Fe V) < Kelx - P, (122)
i=1 i=1 k=1

Nous nous intéresserons dans la suite de ce chapitre a I’équation différentielle stochastique dans
R? :

t 0 At
X = Xo +/ Fo (S, Xs) ds + Z/ Fy (S, X,) dwf, (12.3)
ol Xy est un point donné dans R?.

On peut considérer (12.3) comme un cas particulier d’équation différentielle stochastique en di-
mension infinie du type de celles étudiées dans le chapitre 7 de [3].

En effet, si on note U = I2 ’espace de Hilbert séparable des suites (uk),>; de nombres réels

telles que Z Iuklz < oo et (ex)>, la base canonique de U, on obtient en posant
k>1

)
W)= Z 'wfek,
k=1

un processus de Wiener cylindrique & valeurs dans U tel que cov (W (t)) = tIy.

De plus, la condition (12.1) permet de définir une application F' de [0, +oo[xR? dans L (U, RY)
par :

(o o]
Fit,X)u= Z (u, elr.)U Fy(t, X),
k=1
de telle sorte que :

d oo
Tr (F(t, X)F(t, X)*) = 3 3 [Fitt, X)|° < oo.

i=1 k=1
L’équation différentielle stochastique (12.3) peut done s’écrire sous la forme
dX, = Fy (t, X;) dt + F(t, X;)dW (¢) (12.4)

et, sous les conditions (12.1) et (12.2), les coefficients de (12.4) sont lipschitziens et & croissance -
sous linéaire.

Ainsi, par application du théoréme 7.4 de [5] avec le semi-groupe S(t) égal a lidentité de RY,
on montre que I’équation différentielle stochastique (12.4) admet une unique solution forte, qui
posséde une version continue. De plus, pour tout T > 0 et tout P>2,0na:

E( sup lXt|”> < o0. (12.5)

0<t<T
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Par la suite, il nous sera utile d’approcher les solution de I’équation différentielle stochastique
(12.3) par les solutions X (t), M € N*, des équations différentielles stochastiques :

M
XM = x, + /Ot Fy (s, X§M>) ds + Z/Ot Fi (s, X§M)) dw®. (12.6)
k=1

Remarque 12.2.1 En revenant & la démonstration par la méthode du point fize de Dexistence
d’une unique solution pour I’éguation différentielle stochastique (12.6), on peut remarquer que les

P
conditions (12.1) et (12.2) impliquent que, pour tout p>2,E ( sup 'Xt(M)‘ ) est borné par une
0<t<T
constante indépendante de M. Nous serons amener & faire un large usage de cette propriété dans

ce qui suit.

Nous disposons de plus, comme dans [15], de la proposition suivante qui précise en quel sens

les processus stochastiques Xt(M) constituent des approximations de la solution X; de I’équation
différentielle stochastique (12.3).

Proposition 12.2.2 Soit p > 2 et T > 0. Sous les conditions (12.1) et (12.2), le processus
stochastique (Xt)ogtsT est la limite dans L% (Q, L2 ([O, T}; Rd)) de la suite des processus stochas-

; (M)
tiques (Xt )09_
aléatoire X, est la limite de Xt(M) dans LP(Q).

<r quand M tend vers +occo. En particulier, pour tout 0 <t < T, la variable

Démonstration. D’aprés I'inégalité de Young, il existe une constante Cp, ne dépendant que de
D, telle que :

4

lXt —Xt(M’lp < C,,[ /t Fo (s, X,) - By (s,X§M>) ds
0

M t 4
+ Z/ Fy (5, Xs) — Fy, (s,XﬁM)) dw",c
k=1 0
: P
+ Z/ Fy (s, X;) dwt ]
E>M Y0

Par application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz , nous obtenons :

’ <t (/Ot lﬁ’o (s, X,) — Fy (s, X,(M))lzds) f

et, par application de I'inégalité de Burkholder (voir par exemple [5, lemme 7.2]) on a :

M P
Y /0 (Fk r, X,) - Fy (7‘, X5M>)) dw*

k=1

t d M ) . 2 ‘21
<CiE ( /0 >3 |Fir X0 - Fitr, x| dr)

i=1 k=1

t
/ Fy (s, X,) = Fy (s, X*) ds
0

E sup
0<s<t

et

E sup
0<s<t

p t d 5
<C!'E (/ >3 |F,;'(r,x,)|2dr) ,
o

i=1 k>M

Z /8 Fy (r, X;) dwf

k>M Y0

ou C;, est une constante positive qui ne dépend que de p.
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En prenant en compte les conditions (12.1) et (12.2), on déduit de I'inégalité de Holder
que :

t
P P
E X —X<M>| < C,K:(r-1+c'T3 1) | E su
OSSI:IS)J : ¢ - T( P ) 0 0<rI<)s

X, - XﬁM)|" ds

E
+CoCLE (Z / Z |Fi(r, X,) [ d’r) .
k>M
De plus, on a :

Zd:|F,: (r, X)|* < Kr (1+|X,| )

1i=1

[\’]8

k
ce qui implique

)4

E(/ ZZIFk(r, x,)|* dr) <K7%E(/OT(1+|XT|2)dr>2

k=1 i=1

et, par conséquent, cette quantité est finie d’aprés I'inégalité (12.5).

Ainsi, pour tout € > 0, on a donc :

CyCLE (Z/ Zle(r,X)l dr) <e (12.7)
k>M

dés que M est assez grand.

En appliquant le lemme de Gronwall, on en déduit que pour tout € > 0 :

limsup E sup |X;— XM|” < eexp (C,,Kﬁ (T” + C’I’,TE)) .
M-—o0 0<t<T

En faisant tendre € vers 0, on obtient

lim E sup |Xt X,M|p=0
M—oo  o<t<T

ce qui implique, a fortiori, la conclusion de la proposition. O

Pour terminer ce paragraphe, précisons de quelle maniére nous utiliserons dans la suite de ce cha-
pitre les notions de calcul de Malliavin rappelées dans le chapitre 11 :

* T est ’ensemble [0, 1] x N* muni de la mesure produit A X v, ot A est la mesure de Lebesgue
sur [0, 1] et v la mesure de comptage sur N*,
* L’espace de Hilbert H est I’ensemble des fonctions i = (hy, he,- -, hg,---) de T dans R telles

que :
/ Zlhk )2 ds < oo,

0 k=1

muni du produit scalaire

(h!, B2y, = / th s)h3(s)ds.
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* Le processus gaussien {W(h); h € H} est défini par :

> [ huterawt
W (h) = hi(s)dw*.
k=10 ki 8)aw

* Pour tout p > 1 et N > 1, I'espace D, v (R?) est formé des variables aléatoires F =
(F',---,F%) a valeurs dans R? telles que F* € D, v pour tout i € {1,---,d}.

La dérivée de Malliavin d’ordre N de F est le processus stochastique

(DR o) €07, oo i) € ()],

818N

que l'on peut aussi voir comme une variable aléatoire a valeurs dans 0,11V x (NN x R

telle que :
2

o d £
E(/ . > E'Dii'-'-'-{’}f,Filzdsl---dsN) < .
LS

1, =1 i=1

12.3 Différentiabilité au sens de Malliavin de la solution.

Dans ce paragraphe, on montre que lorsque les coefficients de Péquation différentielle stochas-
tique (12.3) sont suffisamment réguliers, la solution X, est indéfiniment différentiable au sens de
Malliavin.

Pour la suite de ce chapitre, nous fixons pour faciliter les notations la valeur de l’hofizon~T a
1 et nous renforgons les hypothéses du paragraphe précédent en supposant que les fonctions Fy et
Fy, k > 1, satisfont aux conditions suivantes.

(H1) 11 existe une constante K telle que pour tout (¢, X) € [0,1] xR* ona:
.. 2 4 . 9
3 ng(t,X)l +S SR x)f <k (1 + |X|2) .
i=1 i=1 k>1

(H2) Pour tout multi-indice @ = ay@z -+ - an, n > 1, les dérivées partielles B2 Fi(t,z) et 32F} (¢, 7),
1<i<d, k> 1, existent pour tout (¢,z) € R?® et vérifient la condition :

d d
sup sup (ZZ]B;"F,Z(t,z)|2+Z

s€RI0<ESL \ 4555 i=1

o 2
8 Fie, x), ) < o0.

Nous suivons maintenant la démarche de Nguyen Min Duc, D.Nualart, M.Sanz [15] pour montrer
que, sous ces hypothéses, la solution de 1’équation différentielle stochastique (12.3) appartient a
Pespace D™ (R?). Le point de départ du raisonnement est le lemme suivant, établi dans [15] au
moyen d’une intégration par parties et par projection dans les chaos de Wiener.

- Lemme 12.3.1 Soit (Fy,),,., une suite de variables aléatoires ¢ valeurs dans un espace de Hilbert
séparable E telles que pourp> 2 et N > 1 on ait :
1. F,, € Dy N(E) pour tout n > 1.
2. La suite (Fy,),, converge dans LP (Q, E) vers une variable aléatoire F.

3. La suite des dérivées de Malliavin (D(N )Fn) oy ot bornée dans L? (Q, HON(E)).
nz

Alors, la variable aléatoire F appartient a D, n(E).
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Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant.

Théoréme 12.3.2 Si les coefficients de I’équation différentielle stochastique (12.8) satisfont auz
hypothéses (H1) et (H2), alors X appartient d D> (R?) pour tout t € [0, 1].

Démonstration. Pour montrer que la variable aléatoire X;,t > 0, appartient & I’espace Dp n (R4)
pour tout p > 2 et N € N*, nous nous appuyons sur le lemme 12.3. Vérifions les hypothéses
de ce lemme pour la suite de variables aléatoires (Xt(M))M>1 et F=X;.

1. Sous les hypothéses du théoréme, les approximations Xt(M), M > 1, solutions des équa-
tions différentielles stochastiques (12.6) sont telles que XM € D, (RY) et XM €
D,,~ (L? ([0, 1]; R?)), pour tout p > 2 et N > 1. (Voir par exemple [18])

2. La proposition 12.2.2 montre que, pour tout 0 < ¢ < 1, X; est la limite dans L? (Q,R?)
de la suite de variables aléatoires (Xt(M))Mx'
3. 11 reste & établir que, pour tous p > 2, N __>_ 1et 0 <t <1, lasuite des processus

aléatoires (D(N)Xt(M))M>1 est bornée dans L? (Q, H®N @ R?).

Nous vérifions ce point, en montrant, par récurrence sur 'entier IV, que :

2

M s . 2 :
sup E sup ( 3 D:;:?,f;X,SM’I) < 0. (12.8)

* e . >
MeN riVraVee VN SESL 5 =1

" (Ic, D’ Z désigne la dérivée de Malliavin de la variable aléatoire Z par rapport au pro-
cessus de Wiener standard wy)

Montrons d’abord la relation (12.8) pour N = 1. Le processus stochastique (Xt(M))o<t<1
est la solution de équation différentielle stochastique (12.6) dont les coefficients sont
A croissance sous linéaire et indéfiniment différentiables avec des dérivées bornées. On
peut en déduire (voir le théoréme 11.4.1) que les variables aléatoires Xt(M), 0<t<1,
sont dans D™ (R?) et vérifient le systéme d’équations différentielles stochastiques

M
Dix™ = F(nx®)+Y / ‘v, (s,X§M>) D3 X M) dos¥
k=1

t
+ / V. Fy (s, Xs) DIXMds,
aveci <j<M,pour 0<r<t<l

Notons D,X; 1'6lément de R* ® RM dont la j-éme colonne est D! X, et Fan(t, X)
’élément de R ® RM dont la j-éme colonne est Fj(t, X). Avec ces notations, on peut

écrire
M Mot
D.x™ = Fan (nX00)+3 [ VB (s, X)) DX (M
—_ r
= (12.9)
t -~
+ / V.Fo (5, X)) D, X{Mds,
puis, grace a l'inégalité de Young :
14

M
> | ViFi(s,Xs) Dr Xsdwy
k=1"T

D x| < CP(”F(M) (x| +




12.3. DIFFERENTIABILITE AU SENS DE MALLIAVIN DE LA SOLUTION. 143

)

L’hypothése (H1) implique I’existence d’une constante Cl, indépendante de M et de

t
+ / Vo Fy (5, X)) D, X{Mds
T

r < 1, telle que ”ch(M) (r xM )II <C (1 + "X(M)” ) . En utilisant les inégalités

de Holder et de Burkholder et la remarque 12.2.1, on constate I’existence d’une constante
C,, indépendante de M, de r et de ¢, telle que :

2\ §
E( (M)” ) <C (1+E/ ( sup DrX1(4M)” ) ds) .
rlist r<u<ls
2\ §
Le lemme de Gronwall montre donc que E ( sup D,Xt(M)” ) est majoré par une
r<t<1

constante indépendante de M et la relation (12.8) est établie dans le cas ot N = 1.

Supposons maintenant que la relation (12.8) est établie jusqu’a ’ordre N — 1. Les

dérivées de Malliavin d’ordre /N de la variable aléatoire Xt(M) sont données par des
relations de récurrence (voir aussi [18, preuve du théoréme 2.2.2]). Pour exprimer ces
relations, il est commode de faire appel aux notations suivantes.

A toute partie K = {€;, -,€n} de ’ensemble {1,---, N}, associons les multi-indices
J(K) = je, *+* Je,, €t 7(K) =1¢, -+ +7¢,. Pour tout k > 1, posons :

ail"'jN (s,71,-*+,7N) = Z Vﬂ..,kka (s, XgM)) Digﬁ;XﬁM)’“ ... D;’:g:;X"SM)km
et
a{;""j” (8,71,"-+,TN) = ZVﬂ...kmﬁo (s, XﬁM)) DZgﬁ;XﬁM)kl ---Dig:;XﬁM)k"',

les sommations étant étendues & l’ensemble des partitions I, U --- U I,,, de I’ensemble
{1,---, N} et des indices ki1, -, km variant dans I’ensemble {1,---,d}.

On a la relation :

(M) J1-Je=1Fet1-dN
Df.‘l N X, E a;, T (TesT1y " "Tem1,Tes1, " TN)
e=1
M
J1--jN k
+ E / aj "N (s,r1, 0, N )dwg
k=1 rivreV.vry<t

t

+/ ol N (8,1, -+, TN )ds,
ri1VreVe Vrny <t

dont on déduit, compte tenu de ’hypothése de récurrence, que

14
M 2

E sup Z Dt JNX(M)l

T1-°TN
oV ! , .
mMVraV.-Vrn<t<t Fregn=1

E
2

¢ M o 2
<o |1+ [ B|  sup . [panx(o|
0 rivreV.--Vry<u<s jreegn=L1
en utilisant la méme méthode que pour le cas N = 1. A nouveau le lemme de Gronwall
permet de conclure a la validité de (12.8) au rang N, ce qui achéve la démonstration.
O
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12.4 Absolue continuité de la solution.

L’objet de ce paragraphe est d’étudier Vexistence d’une densité de classe C*™ pour la loi de
probabilité de la solution de I’équation différentielle (12.3). Pour X, fixé dans R?, nous serons en
mesure d’établir le résultat pourvu que les coefficients de (12.3) soient de classe Cy® par rapport
a la variable d’espace et vérifient une hypothése forte de Hé6rmander.

Ainsi, nous supposerons en plus des hypothéses (H1) et (H2), que :

(H3) Pour tout multi-indice a = @i, @, les dérivées partielles
Veiaq, Fot:2), 11 < d,

et
Veu e, Fit:2), 1S1<d, k> 1
sont des fonctions continiment différentiables par rapport & ¢, bornées sur [0, 1] x R?.

Notre derniére hypothese peut étre énoncée de la maniére suivante, si les fonctions Fj, 0,),k>1,
sont identifiées & des champs de vecteurs dans R,

(H4) dim £(Xp) = d, ou £ désigne l'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs
{Fk (01 )}7 k>1.

La suite de ce paragraphe est consacrée a la preuve du résultat suivant.
Théoréme 12.4.1 Sous les hypothéses (H1)-(H}), la loi de probabilité de la solution X: de l'équa-

tion différentielle stochastique (12.3) posséde une densité de classe C® par rapport a la mesure de
Lebesgue dans R?, pour tout t €0, 1].

Pour établir ce résultat, nous aurons besoin des trois lemmes énoncés ci-dessous. Les deux
premiers ont été démontrés par Nguyen Min Duc, D.Nualart, et M.Sanz dans [15]. Le troisiéme
est une adaptation 4 notre probléme d’un résultat de Norris [16]).

Lemme 12.4.2 Soit ((pr) M>1 Uune suite de variables aléatoires d valeurs dans R® appartenant d
Vespace Dy 1 (R?). Supposons que la suite (¢M) pr>1 converge dans Dj (R?) vers une variable aléa-

. — [ind . — [T, . .
toire ¢, et notons T'py = [1" M]15i, < (respectivement ' = [I" 7]1 <ij<d ) la matrice de Malliavin de
Cum (respectivement (). Alors, si il eziste Mo > 1 tel que pour tout p > 2 sup E(detI'y)™? < o0,

M>M,
on a aussi E (detT') ™" < oo pour tout p > 2.
Lemme 12.4.3 Soit (Cm)pr>, une suite de matrices aléatoires symétrigques et positives a valeurs
dans R¥*?, Supposons qu’il eziste My > 1 tel que :

1. sup E(|Cu|?) < o0;
M>M,

2. Pour tout p > 2, il eziste deuz réels positifs go(p) et c(p) tels que

sup sup P{v*Cyv < €} < ¢(p)e?,
M>Mjg |v|=1

dés que € < go(p).

Alors, sup E(detCp)™® < oo, pour tout p>2.
M>M,
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Lemme 12.4.4 Soienty € R, to > 0 et (at);5q, (Ut);>o deus processus prévisibles respectivement
& valeurs dans R et R*, tels que pourp> 2 :

C(p) =E sup (Jas| + |ue))? < o0. (12.10)
0<t<to

Posons
t d t
yt=y+/ a,ds+2/ u,dw;.
0 =1 Y

Alors, pour tout q,v > 0 vérifiant ¢ > 14 + v, il existe €o(to) tel que :

to to
e<ao(to)=>P{/ y2dt < &9 ,/ |ut|2dt2€} 50(p)6”+2exp{—%}.
0 0

Démonstration. Soit (6;),, le processus stochastique & valeurs réelles défini par
0y = lae] + [lue]

et, pour £ donné, le temps d’arrét :

S = inf {s <tp; sup 0, > 5‘1} Atp. (12.11)
0<r<s
On a
to to
P [ vtae<ens [ el ae> e} <+

0 0

avec :
D= P{S < to}

et

to to
n=p{ [ a<e; ol de 2 &5 S =t .
0 0

D’apreés (12.10), il est clair que
P < C(p)e. (12.12)

m ot
Pour estimer la probabilité p;, considérons les martingales M; = Z / uidwf, et Ny =
i=170

m ot
Z/ ysu;dw; ainsi que I'événement B = {(N)S < p; sup |Ngl> 6}, ou :
i=1 70 0<s<S

p=e"2%,
d=¢e7
et . q v
n=3 -1- 7

Nous allons montrer que, pour € assez petit, p < P({B), ce qui entraine, compte-tenu de
I'inégalité exponentielle pour les martingales :

2
P < 2% < 27TV, (12.13)

L’assertion du lemme découlant immédiatement des inégalités (12.12) et (12.13), il reste
donc a prouver que p; < P(B) pour ¢ assez petit.
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Soit un élément w de O\ B tel que S(w) =t et

S(w)
/ Y2 (w)ds < 9. (12.14)
0

Puisque s
()= [ hual? as,
la définition du temps d’arrét S, 'inégalité (12.14) et la définition du nombre p impliquent
que
(N)g (w) < p.

Comme w n’appartient pas & B, on a nécessairement

Z/ ,-udw

D’autre part, par application de P'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

¢ s 5
/ Yaeds| < V1o (/ yaalds
1] 0

et ainsi, de (12.11) et (12.14) on déduit que

sup |Ns(w)| = sup <en, (12.15)

0<s<

sup
0<t<S

< Vel (12.16)

sup
0<t<S(w)

/t ys(w)ay(w)ds
V]

En appliquant la formule d’It6, on obtient

¢
yt2=y2+2/0 Ysdys + (M),

et, en utilisant les inégalités (12.15) et (12.16), on en déduit que
d 2
/ (M)t (w)dt < &7 + 2t (\/togz‘l + 641) .
[}

Comme -g— —1> ¢ (et donc aussi ¢ > ¢1), on a, en posant C(tp) = 1 + 2¢o (1++v%) :

/ ® (M), (w)dt < Clto)e. (12.17)
(1]

Soit maintenant un réel vy tel que 0 < y < S(w). Comme (M )¢ (w) est une fonction crois-

sante de ¢, v (M)g_, (w) < C(to)e™. Compte—tenu de la définition de S, on en déduit que
(M)g (w) < ’Y"IC'(to)E"1 +ye72

Comme ¢ > 14 + v, q2_1 > 3 on a, pour ¢ assez petit, \/C(to)e? < to = S(w). En pre-
nant v = \/C(to)e ¥, on obtient :
(M) (w) < V/Clto)e? + /Clto)e T 2.

Donc, lorsque ¢ est assez petit, on a (M) (w) < €, ce qui achéve de montrer que p < P(B)
ainsi que la démonstration du lemme. O
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Avant d’aborder la démonstration du résultat principal de ce paragraphe, introduisons quelques
notations.

Pour tout M > 1, notons (Yt(M))t>0 le processus stochastique & valeurs dans '’espace des matrices

carrées d’ordre d, solution de ’équation différentielle stochastique :
M M ¢ t .
¥ = L+y / V.F; (s,X§M>) Y dusk 4 / V. Fy (s,ng)) Y Mg,
k=170 0

On vérifie en appliquant la formule d’It6 que Yt(M) est presque srement inversible pour tout ¢ > 0,
et que son inverse est la solution de I’équation différentielle stochastique :

(Yt(M))—l - - é/ot (YS(M))—I V.F (s, XSM)) dut

(12.18)

[ () [ o 2) - 3 (9 (o x09)) o

k=1

La matrice de Malliavin rﬁM’ associée 4 la solution Xt(M) de I’équation différentielle stochastique
(12.6) peut alors étre écrite sous la forme suivante (voir par exemple [18]) :

*
ri* = vMou () (v), (12.19)

avec :

M ¢ . . e
CM(t)=kZ=; /0 (v0) ™ By (5,X00) (i (5, x(0)) ((y;(M)) ) ds.

Avec ces notations, nous sommes en mesure d’établir le résultat principal de ce paragraphe.
Démonstration du théoréme 12.4.1. Nous suivons la démarche de [15].
Fixons la valeur de ¢ > 0 et remarquons que pour établir le résultat, il nous suffit de montrer que :

1. X 5 X, dans Dy, (R?) quand M — oo.

-1
2. sup FE ( sup (Yt(M))
M>0 \0<t<1

3. 1l existe un entier Mo tel qu'il existe, pour tout p > 2, une constante positive C, telle que

sup sup P{v*Cu(t)v < €} < CpeP.
M2>M; jv|=1

P
)<oopourtoutp22.

En effet, on déduit des hypothéses (H1) et (H2) que pour tout p > 2, il existe une constante
positive Cj, indépendante de M, telle que

2p

t -1
Blon@F <G, [ (r00) 7" as
0

L’assertion 2 implique alors que, pour tout p > 2,

sup E |Cpu ()P < oo.
M>0

D’aprés le lemme 12.4.3 et ’assertion 3, on en déduit que

sup E(detCp(t))™? < o0
M2>Moy
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pour tout p > 2.

En utilisant & nouveau I’assertion 2 et ’égalité (12.19), on peut en déduire que
-p
sup E (det PgM)) < 00
M>M,
pour tout p > 2.
Compte-tenu de I’assertion 1, le lemme 12.4.2 montre alors que, pour tout p > 2, E (det ;) ™? < oo,
ou I'; désigne la matrice de Malliavin associée a la variable aléatoire X;. Cette derniére apparte-
nant & l’espace I (R%) d’apres le théoréme 12.3.2, cela suffit & établir le résultat.
Nous nous tournons maintenant vers la preuve de chacune des assertions 1, 2 et 3.

Démonstration de I’assertion 1. Par le théoréme 12.3.2, nous savons que, pour tout ¢ > 0,
la variable aléatoire X; appartient & D (R?) et la proposition 12.2.2 montre que X; est la

limite de la suite (Xt(M) )M . dans L? (Q).
>

Comme D est un opérateur fermé de L? (Q;R?) vers L? (0 H ® R?), la conclusion sera

acquise si nous montrons que la suite des processus stochastiques (DX,(M))O< o, dune li-
<s<t

mite dans I’espace de Hilbert L? (; H ® R?).

Dans ce but, considérons un réel € > 0 et deux entiers positifs N et N , N< M.

On déduit de (12.9) I’existence d’une constante ¢, indépendante de M et N , telle que :

2

7
(M) (N) )
”DXt - DX, Lo@iHeRY = ; i

ol :
x A = E/ot Fony (r. X90) = F (r, x(™ l2dr

x Ap=E /0 1 ,é / t (Vsz (s,X§M>) ~ V. Fy (s,X,(N>)) D, XM duk

2

2
dr

1| N Lt
x A3 =E / Y [ v.R (s,X§M>) (D,X§M> —D,X,g”)) dwt| dr
0 k=1YT
1} M t 2
x Ay=E / > [ VaFi(s, XM) D, XM dwt| dr
0 k=N+1YT .
1 t
. As = ; MY _v.F (V) (V)
As=E /0 / (VaFo (5 ¢ ) = VaFo (5, ™)) D, XMds| dr

¥*

dr

Ag = E/Ol /rt V. Fy (s,X§M>) (D x{M) - D, X{M) duf 2

Dans ce qui suit, nous continuerons & désigner par ¢ diverses constantes positives indépen-
dantes de M, N et €.

Compte-tenu de I'hypothése (H2), on a :

A < C(E/OtlFuw) (T,XSM))—F(M) (T’XSN))lzdr
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t 2
+E / Fon (r, X)) — Foy (7, XV dr)
| [Fan (n X6 = By (7))

S [ ()l )

t 2
< c(E/ |X;M)-X§N)| dr+E
0 k=N+1

La proposition 12.2.2 d’une part et 'inégalité (12.7) d’autre part montrent que les deux
termes du second membre de la derniére inégalité tendent vers 0 quand N tend vers 'infini.

On a donc A; < i dés que N est assez grand.

En appliquant I'inégalité de Burkholder, on obtient compte-tenu de I’hypothése (H2) :

A < cE/1 (i/t V. Fp (s,XgM)) -V, Fy (s,X§N>)|2|D,X§N>|2ds) dr
01 ’;=1 ’ 2 2
< cE/O/ X{M) — x| |D,X§N>| dsdr.
T

De cette inégalité, on déduit au moyen de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que :

1 gt 4 3 1 gt
c [E / / |x@o - x| drds] [E / /
- 0 0 0 T

nSE;
c [E( sup |X§M) —X,SN)I )] sup supE( sup

0<s<1 K>0 r 0<s<1

Az

IA

4 3
DngN)| dsdr]

IA

D,xgmr) .

La démonstration de la proposition 12.2.2 montre en fait que la suite des solutions approchées
X§M) converge pour la norme définie par :

P P
o) = 5 (s [x]),
0<s<1
pour tout p > 2.
Le premier terme du majorant obtenu ci-dessus pour A, tend donc vers 0 quand N tend

vers +o00, tandis que le second est borné indépendamment de M et N en vertu de (12.8).
Pour N assez grand, on a donc 4z < §.

Passons a I’estimation de Az. L’inégalité de Burkholder et I’hypothése (H2) nous permettent

d’écrire :
1 N 1 2 9
4 < cE/ (z/ V. Fi (s,X§M>)| |D,X§M)—D,X§N>| ds) dr

0 k=1 T
1 i 2

< ¢E / / D,X,SM)-D,X,gN)l dsdr
0
t r.1 2

< ¢E / / |D,X§M>—D,X§N>| drds
0 JO

2

t
c/ "DX(M) - DX s
o s ® 2 o;HxRe)

Par les mémes arguments, on obtient pour Ay :

s [, 00\ [* | p, x (0 |*
cE/0 ( 3 / VaF (5, X{M)[" | e lds)dr

k=N+1

c [0 sup i [V Fy (s,z)|2] [sup supE( sup lD,XgK)l2)] .

<s<Lim€RY LN K>0r<t 0<s<1

A4

IA

IA
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Le ‘premier terme de ce majorant de A, tend vers 0 quand N tend vers l'infini en vertu de
I'hypothése (H2), tandis que I'inégalité (12.8) montre que le second est borné. Donc, pour
N assez grand, on a 44 < .

En utilisant I'inégalité de Holder au lieu de I'inégalité de Burkholder, on obtient pour As
(respectivement Ag) une estimation analogue & celle obtenue pour A, (respectivement Ajz).

En rassemblant les estimations obtenues pour A;, 1 < ¢ < 6, on aboutit a :

2 2

”DXt(M) ~Dx™M

8,

t
e+ c/ “DX§M> -DXM™
0 L2(S; HRRY)

<
L2(Q;H@RY) —

lorsque IV et M sont suffisamment grands, la constante ¢ étant indépendante de €, MetN.

On déduit alors du lemme de Gronwall I'inégalité

2
[px* — px(™

<cee
L2 (S, HRRY)

La convergence dans L? (; H ® R?) de la suite des dérivées de Malliavin des approximations

Xt(M) en découle aussitot, ainsi que 1’assertion 1.

Démonstration de I’assertion 2. A partir de ’équation différentielle stochastique (12.18) ve-

-1
rifiée par le processus (Yt(M)) , on obtient, en utilisant les inégalités de Holder et de
Burkholder, I’existence d’une constante Cp telle que :

(ya(m)"l ,,) < C,,[1+E( /ti (YG(M))_1“2IV;;FI¢ (s,X§M))l2ds>%
(Rt
t M\t 2 . ) |2 3
v ([ )| o ooxs) )
09> CONREYETIAN
o B L'k )y Ay .

k=1
En utilisant hypothese (H2), on en déduit que
r
ds) ,

E ( sup
0<s<t

()

ol Cy, ne dépend pas de M.

E ( sup
0<s<t

P t
) < C,’,(1+ E sup

0 0<r<s

(o)

On obtient alors I’assertion 2 en appliquant le lemme de Gronwall.

Démonstration de ’assertion 3. Introduisons pour tout entier My > 0 les familles de champs
de vecteurs X u,, ! > 1, définies de maniére récurrente par :

Ei,M0 = {Fr (0,7) ; 1 < k < Mo}
et
21+1,Mo = {[Fk (0, '))V] i 1<k< My, Ve El,Mo}'
D’aprés I’hypothése (H4), il existe des entiers My et Iy tels que la famille (finie) de champs

lo

de vecteurs U %1,M, engendre RY au point X,. Dans la suite, nous noterons J cette famille
=1
et:

Kj; = max|V].
s = pax|V|
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Comme J engendre R? au point Xp, il existe des réels strictement positifs Ry, C) et s; < ¢
tels que

. 2
nf | D Vi)l | > ¢ (12.20)
V;eg

pour tout y € R? tel que ly — Xo| < R, et tout s < s;, comme on le vérifie facilement en
utilisant la continuité en s et y des champs de vecteurs Vj et la compacité de la sphére unité
S9-1 de RY.

Soit v un élément quelconque de S%~1. Nous verrons qu’on peut déduire de I'inégalité (12.20),
Pexistence d'un entier jo < lo, d’un élément V;, = (Fijos [Fijgss [+ [Figy Fiy] - -])) de T,

i1,92," "+, %j, < Mp, (dépendant bien entendu de v) et de réels strictement positifs R, C' et

S0, indépendants de v, tel que
[v*Vi, (s,9)F > C', (12.21)

pour tout s < 59 et y € R? tels que |y — Xo| < R.

Nous souhaitons en déduire que pour tout p > 2, il existe un réel positif €o(p) et une
constante Cp, indépendants de v et de M > My, et un entier i1 < My tels que

AL

En fait, il résulte de cette inégalité que

M
P{v*Cu(tv<e} = P{g/o

AL

< Gpe?,

o (29) ™ £, (s 29)

2
ds < a} < Cpe?. (12.22)

v* (Y..,(M))_l Fy (s, X§M)) 2ds < E}

2
ds<6}

IA

JCORAGTD

ce qui constitue précisément 1’assertion 3.
Commencons par établir (12.21).

Il est clair que pour tout v € S%-!, ’ensemble des indices Jy 1 £ j < cardJ, tels que
[v*V; (0, Xo)|2 > rC  est non vide. Notons J(v) cet ensemble et, d’autre part, R(v) et

5(v) les réels strictement positifs choisis de telle sorte que

* 0<R(v)<Ryet0<s(v)<s;
* s<s(v)et |y~ Xo| < R(v) = [v*V; (5,9)]" > &, 00 ¢ = card bour tout j € J(v).
* min {R(v); s(v)} est maximal.

t inf t inf .
11 nous suffit de montrer que o {Rv)}>0e o, {s(v)} >0

Supposons que pour tout € > 0 il existe un élément ve de S9! tel que I’on puisse trou-
ver Vj, j € J (ve), s < 81 et y, tel que |y, — Xo| <€ avec:

cl

3.

On peut, par extraction de sous-suites, supposer que l'indice j est constant et que les suites
Ue et s. convergent respectivement vers 7 € S9! et 3 < 8.

[V (e, y€)|2 <
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En faisant tendre € vers 0, on obtient alors :
c

|5*V; (5, Xo)|” < 3

Mais, quitte & modifier (une fois pour toutes) le choix de s;, on peut supposer grace a ’hy-

pothése (H3) que |V; (5, Xo) — V5 (0, Xo)|2 < 03—', ce qui conduit & une contradiction puisqu’il

est clair que j € J (7).

Nous venons de vérifier que 1;15 . {R(v)} > 0 et on vérifie de la méme maniére que
veSeT

1;13‘ ) {s(v)} > 0. L’inégalité (12.21) a donc bien lieu dans les conditions annoncées.
veSe—

Tournons-nous maintenant vers la preuve de 'estimation (12.22). Dans ce but, posons
m(l) = 2=%+4 pour tout entier [ > 0 et montrons, par récurrence “descendante” sur 1’entier
naturel [ < Iy, qu’il existe pour tout p > 2 fixé des réels strictement positifs Cp; et £¢ (p, 1),
indépendants de v et de M, tels que pour ¢ < g¢ (p, 1), on ait

80 -1
* [y (M) (M)
P [ () v )
ol V; désigne le champ de vecteurs
Vi = [Fy, [Fix-v [ T [Finﬁ] e ]]]

L’estimation (12.22) correspond simplement au cas ou [ = 1.

2
ds < em(‘)} < Cpu€? (12.23)

Commencons par montrer (12.23) pour | = jo. A cet effet, définissons pour tout M > M le
temps d’arrét Tps par :

-1
XﬁM) — Xo| 2 Rou sup (Y,.(M)) — I

r<s

. 4
TM=1nf{s§so;sup ZW}/\SO
J

r<s

|

Soit B < m(jo). Il s’avére que lorsque € < &g (p, jo), le choix de & (p, jo) ne dépendant pas
de v et de M, P (Gj, N {7m > €}) = 0. En effet, sur Gj, N {rp > €}, on a, étant donné la
définition de G/, et I'inégalité Tpr < so,

/OTM o (YS(M))_I Vi (3’ XgM)) ’ ds < /0” o (YS(M))_I Vi, (S,XsM))

tandis que la définition du temps d’arrét 7as et I'inégalité (12.21) impliquent que

2 < [ () v (o x09) s

et I’événement

o (1840) " Vi (5, %0)

2
ds < em(’b)} .

2
ds < Em(jo)’

Ona cljﬁ > £™J0) lorsque € est assez petit et, par conséquent, P (Gjon{rm > €})=0.

Estimons maintenant la probabilité de G;,. On a :
P(Gw) < P{m<e}

-1 !
< P (M) _ > P (M) Ll > £
< {rs;xgg X; Xol > R} + {rs;lg (Yr ) Ig) > 5K,
1 v 2K, \” -1
— (M) _ L2 (M) -
< RP’E(,‘?S X, Xol )+( 5 ) E(rs;gg (Yr ) Iy ),
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pour tout exposant p' > 2,

A Daide des inégalités de Holder et de Burkholder, du lemme de Gronwall et grace aux
hypothéses (H1) et (H2), on peut vérifier qu'il existe des constantes C;, et Cg, indépen-
dantes de M telles que
E | sup
r<ef

XSM) - Xolp) < CII,IG'L;E
et

-1
(Yr(M)) -1

pl
E | sup < Cf,,e%a.
r<ef

P(Gj) < (CL +C2) e

* et il suffit de choisir p’ > Zﬁﬂ pour obtenir ’estimation (12.23) dans le cas | = jj.

On a donc

Supposons maintenant que cette estimation est vraie au rang I, 2 < I < jg, et remarquons

que 2
P {‘/030 v* (Y‘.,(M))—l Vi (S,X‘SM)) ds < em(l—l)} <p1+p,
ol . 2
no= P{/O v* (K,(M))-l Vie1 (s,XsM)) ds < emt-1)
/Oso v* (y;(M))-l v (s,X‘SM)) 2ds . Em(l)}
et

o (109) v (. 30)

-y

D’aprés I’hypothése de récurrence, on a p; < C, 1€ dés que € < € (p, 1) . Il suffit donc d’éta-
blir une estimation similaire pour la probabilité p; pour achever la démonstration.

2
ds < e"‘(')} )

Dans ce but, vérifions que le lemme 12.4.4 peut étre appliqué 4 la semi-martingale :
-1
Yt = 'U* (YS(M)) V[_l (S,Xs(M)) .

Pour tout M > 0, soit FO(M) le champ de vecteur défini par :

(M) 1 v
fred i — —
F 3 2 ,;=1 F, VF;

(Ici, AV B désigne la dérivée de Lie de B le long de A).

Par application de la formule d’It6, on a :

s M s
¥s = v*Vi_1 (0, Xo) + / ardr + Z/ ug(s)dwk,
Y k=1Y0

avec

-1 { {V;_ 1 M
ar = v* (()’,.(M)) ("# + [FéM)1 I/I—l] + 5 Z [Fk, [Fk, I/l—l]]) (7'1 XﬁM)))
k=1
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"’ wlr) = v (599) ™ (B Vi) (r X09)

pour k=1,---, M.

La définition du champ de vecteurs Vj, indique que :

80
= P{/
0

> [
k=170

Supposons que la condition (12.10) (&crite avec p’ & la place de p) est satisfaite pour les pro-
cessus a, et u(r), quel que soit I’exposant p' > 2, avec une constante C(p') indépendante
de M.

v* (YS(M))_I Viea (s,X§M)) 2ds < emii-1)

o (v0) 7 (F1, Vi) (s, %00)| o > o).

Alors, en choisissant un exposant p' > 2 tel que p'm(l) > p, puis 14 < g <1l6et 0 <
v < g — 14, nous avons
Em(l_l) < eqm(l)

et

pour tout € < 1.
En appliquant le lemme 12.4.4, nous obtenons donc 1’estimation

: 1
e m() _—
n < C()e +2exp( 25um(1))
< Cpe?

dés que ¢ est inférieur 4 une valeur dont le choix ne dépend pas de M.

Ceci permet d’achever la démonstration par récurrence de ’estimation (12.23) et celle du
théoréme. Il nous reste donc & vérifier que pour tout p' > 2,0n a

E( sup asf” + uu,n"’) < C) < oo, (12.24)
0<s<s

avec une constante C'(p') indépendante de M.

Remarquons que

92t (o,09) s (o 00

2 2\ ¥
wor 3 i o209 )

p’(EM:

k=1

wl?’ < [ (r0)”

M
+2
k=1

En appliquant l'inégalité de Young et en utilisant les hypothéses (H1) et (H2), on observe
qu’il existe une constante positive Cp, indépendante de M, telle que :

' o)™ [ LI
bt <0 ()7 o o ool )
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De méme, on a

|as|pl ‘

-1 v aw_ M
()| [P (o) [0 (o x0)
1 M
§ Z Fk’ [Fky ‘/1—1]] (37 XS(M)) '
On déduit de cette majoration grace aux hypothéses ( H1), (H2) et (H3) que :
, _1 2pl 2 2pl 2 pl

las|” < C,, (” (Y_.,(M)) ” + (1 + 'X,SM)I l + ll + ,XgM)l ' )

pour une constante Cy, indépendante de M.

2
De plus, nous savons que chacun des moments de sup (14 ,X §M ),

0<s<30

est borné indépen-
(r)™

L’estimation (12.24) est donc établie, ce qui achéve la démonstration du théoreme. O

damment de M et, d’aprés V’assertion 2, que chacun des moments de su
0<ss.
S889¢

est borné indépendamment de M.



156 CHAPITRE 12. UNE APPLICATION DU CALCUL DE MALLIAVIN.



Bibliographie

[1] G.Ben Arous, R.Léandre, Décroissance exponentielle du noyau de la chaleur sur la diagonale.
Probability Theory and Related Fields 90 (1991) 175~202, 377-402.

[2] J.M.Bismut, Martingales, the Malliavin calculus and hypoellipticity under general Hérmander
conditions. Z. Wahrscheinlichkeitstheorie Verw. Gebiete 56 (1981) 469-505.

(3] J.M.Bismut, An introduction to the stochastic calculus of variations. In : M.Kohlmann,
N.Christopeit eds., Stochastic Differential Systems. Lecture Notes in Control and Information
Science 49, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1982) 201-214.

[4] J.M.Bismut, The Atiyat-Singer theorems : a probabilistic approach. Journal of Functional
Analysis Part I 57 (1984) 56-98, Part II 57 (1984) 329-348.

[5] G.Da Prato, J .Zabczyk, Stochastic equations in infinite dimensions. Encyclopedia of Mathe-
matics and its Applications 44 Cambridge University Press (1992).

[6] N.Ikeda, Probabilistic methods in the study of asymptotics. In : P.L.Hennequin ed., Ecole
d’Eté de Probabilités de Saint Flour XX. Lecture Notes in Mathematics 1427, Springer Verlag,
Berlin, Heidelberg, New York (1990).

[7] N.Ikeda, S.Watanabe, Stochastic differential equations and diffusion processes. North-Holland
Kodansha, Amsterdam (1981).

[8] H.Kunita, Lectures on stochastic flows and applications. Lect. Math. Phys., Tata Inst. Fun-
dam. Res. Springer Verlag, Berlin (1983).

[9] H.Kunita, Stochastic differential equations and stochastic flows of diffeomorphisms. Ecole
d’été de probabilités de Saint-Flour XII, Lecture Notes in Mathematics 1097 Springer Verlag,
Berlin (1984).

[10] S.Kusuoka, D.Stroock, Applications of the Malliavin calculus. Part I, In : K.It6 ed., Taniguchi
symposium (Katata—Kyoto 1982) North-Holland (1984) 277-306, Part II Journal Faculty
Sciences University of Tokyo section 1A Math 32 (1985).

[11] R.Léandre, Développement asymptotique de la densité d’une diffusion dégénérée. Forum Ma-
thematicum 4 (1992) 45-75.

[12] P.Malliavin, Stochastic calculus of variations and hypoelliptic operators. In : K.It6 ed. Pro-
ceedings International Symposium on Stochastic Differential Equations (Kyoto 1976) Kino-
kuniya, Wiley (1978) 195-263.

[13] P.Malliavin, C* hypoellipticity with degeneracy. In : A.Friedman and M.Pinsky eds. Stochastic
Analysis Academic Press (1978) 199-214, 327-340.

[14] P.A.Meyer, Quelques résultats analytiques sur le semi—groupe d’Ornstein~Ulhenbeck en di-
mension infinie. Theory and Applications of Random Fields. Lecture Notes in Control and
Information Science 49 Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New York 201-214.

[15] Nguyen Min Duc, D.Nualart, M.Sanz, Application of Malliavin Calculus to a class of stochastic
differential equations. Probability Theory and Related Fields 84 (1990) 549-571.

[16] J.Norris, Simplified Malliavin Calculus. In J.Azéma, M.Yor eds., Séminaire de Probabilités
XX. Lecture Notes in Mathematics 1204 Springer Verlag, Berlin (1988) 101-130.

157



158 BIBLIOGRAPHIE

[17] D.Nualart, Non causal stochastic integral and calculus. In : H.Korezlioglu and A.S.Ustunel
eds. Stochastic analysis and related topics. Lecture Notes in Mathematics 1316, Springer
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1988) 80-129.

[18] D.Nualart, The Malliavin calculus and related topics. Probability and its Appications Springer
Verlag, Berlin (1995).

[19] D.Nualart, E.Pardoux, Stochastic calculus with anticipating integrands. Probability Theory
and Related Fields 78 (1988) 535-581.

[20] D.Nualart, M.Zakai, Generalized stochastic integrals and the Malliavin calculus. Probability
Theory and Related Fields 73 (1986) 255-280.

[21] D.Ocone, A guide to the stochastic calculus of variations. In : H.Korezlioglu and A.S.Ustunel
eds. Stochastic analysis and related topics. Lecture Notes in Mathematics 1316, Springer
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1988) 1-79.

[22] D.Ocone, E.Pardoux, A generalized Ito—Ventzell formula. Application to a class of anticipating
stochastic differential equations. Annales de I’Institut Henri Poincaré 25 (1989) 39-71..

[23] I.Shigekawa, Absolute continuity of probability laws of Wiener functionals. Proceedings of the
Japonese Academy 54 A (1978) 230-233.

[24] 1.Shigekawa, Derivatives of Wiener functionals and absolute continuity of induced measures.
Journal of Mathematics Kyoto University 20—2 (1980).

[25] A.V.Skorohod, On a generalization of a stochastic integral. Theory of Probability and its
Applications 20 (1975) 219-233.

[26] D.Stroock, The Malliavin calculus, a functional analytic approach. Journal of Functional
Analysis 44 (1981) 212-257.

[27) D.Stroock, Some applications of stochastic calculus to partial differential equations. In :

P.L.Hennequin ed., Ecole d’Eté de Probabilités de Saint Flour. Lecture Notes in Mathematics
976, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1983) 267-382.

[28] D.Stroock, The Malliavin calculus and its applications to second order parabolic differential
operators. Math. Systems Theory 14 (1981) 2665, 141-171.

[29] H.Sugita, Sobolev spaces of Wiener functionals and Malliavin’s calculus. Journal of Mathe-
matics Kyoto University 25—1 (1985) 31-48.

[30] S.Taniguchi, Application of Malliavin calculus to time dependent systems of heat equations.
Osaka Journal of Mathematics 22 (1985) 307-320..

[31] S.Watanabe, Stochastic differential equations and Malliavin calculus. Tata Institute of Fun-
damental Research Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1984).

[32] S.Watanabe, Analysis of Wiener functionals (Malliavin calculus) and its applications to heat
kernels. Annals of Probability 15 (1987) 1-39.

[33] M.Zakai, The Malliavin calculus. Acta Applicandae Mathematicae 3—2 (1985) 175-207.





