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• Par défaut, les vecteurs sont écrits en colonne 

• Définitions des opérateurs utilisés: 

av1 av1 av1 
8x 8y oz 

\71l = av2 av2 av2 
8x 8y oz 

av3 av3 av3 
a x 8y oz 

DVr 8Vr - - -- = - + Wt · V)Vt Dt at 

dVr av1 - - -- = - + (V: . \i')Vj 
dt at p 

11 : produit vectoriel 

@:produit tensoriel (exemple: (.4@ ii) ij = AiBj pour i,j = {1, 2, 3}) 
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Introductio11 gé11érale 

1 

L'histoire raconte qu'au troisième siècle avant 
Jésus Christ, un homme complètement nu a été 
aperçu dévalant la grande rue de Syracuse en 
s'écriant à tue tête 11 Eurêka 11 ! C'est Archimède 
(285-211 av. J-C) qui vient de décounir qu'un 
corps plongé dans un fluide au repos est soumis 
à une force d'intensité égale et de sens contraire 
au poids du fluide déplacé ... C'est la fameuse 
poussée d'Archimède. Ce dernier était décidé­
ment bien en avance sur son temps et il faudra 
attendre des siècles et l'approfondissement des 
connaissances en mécanique des fluides m·ant de 
voir évoluer la recherche dans ce domaine! 

En effet, pour pouvoir calculer les efforts exercés par un fluide en mouvement sur un corps quelconque, 
il est nécessaire de connaître, à chaque instant, à la fois le champ de pression et le champ de vitesse de 
l'écoulement autour de l'objet. Or ces deux grandeurs sont liées par des relations connues sous le nom 
d'équations de l\ayier-Stokes et dont la détermination date ... de 1821! Nous comprenons alors pourquoi 
il aura fallu attendre autant de temps aYant de pouvoir élargir l'étude d'Archimède aux cas des fluides 
en mouvement. 

Toutefois, il se trouve que ces célèbres équations de N'm·ier-Stokes sont d'une assez grande complexité 
pour n'admettre de solutions analytiques que dans de très rares situations. De ce fait, dans la grande 
majorité des problèmes rencontrés en mécanique des fluides, pour parvenir à calculer les efforts exercés par 
un fluide sur un corps, ces équations doivent être résolues numériquement. Il faut dire qu'à l'heure actuelle, 
le développement intense des méthodes de calculs numériques couplé à une augmentation continue, pour 
ne pas dire exponentielle, de la puissance des ordinateurs, fait que cet aspect 11 résolution numérique 11 

des équations de Navier-Stokes devient de moins en moins problématique ... Dans ce contexte, il devient 
même légitime, de la part des industriels concernés par des problèmes liés à la mécanique des fluides, 
de s'interroger sur le bien fondé de la recherche de solutions analytiques des équations de 1\avier-Stokes. 
En effet, bien souvent, celles-ci ne peuvent être obtenues que dans un cadre restreint de la physique, 
satisfaisant à différentes hypothèses plus ou moins contraignantes, et conduisant dans de nombreux cas 
à des résultats moins précis que ceux que procurerait une étude numérique ... 

En revanche, pour tenter de comprendre aux mieux les mécanismes physiques impliqués dans la 
détermination de la force qu'exerce un fluide sur un objet, la recherche de solutions analytiques, aussi 
approchées soient-elles, reste de la plus grande importance. Si de plus, le problème qui nous intéresse 
concerne un corps libre de se déplacer dans un domaine fluide, et que sa trajectoire n'est ni triviale, 
ni connue à l'avance, mais au contraire, dictée par la résultante des efforts que le fluide exerce sur ce 
dernier, alors la difficulté de réaliser une étude numérique s'accroît considérablement. Ainsi, lorsque 
qu'un fluide est parsemé d'une multitude de petites particules en mouvement libre, les frontières du 
domaine fluide varient continûment dans le temps et qui plus est, de manière complexe. Pour ces raisons, 
l'approche numérique est, pour l'heure, inadaptée aux besoins des industriels, ni même des chercheurs, 
concernés par les écoulements multiphasiques dits 11 à phase dispersée 11

• Dans ce domaine de la mécanique 
des fluides, l'approche analytique reste encore le moyen le plus simple et le plus fiable pour tenter de 
prédire correctement les trajectoires que vont adopter de petites particules injectées dans un fluide en 

1. Je remercie l'auteur de ce dessin dont je n'ai malheureusement pas trouvé le nom! 
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mom-ement, Aussi, les écoulements multiphasiques sont impliqués dans une multitude de situations où 
la détermination des trajectoires des particules s'avère être d'une grande importance, C'est le cas bien 
entendu dans de très nombreux procédés industriels, tels que les séparateurs de phases, pour ne citer qu'un 
seul exemple,, mais également dans des domaines moins attendus comme en médecine, pour prédire par 
exemple le transport d'aérosols dans les voies respiratoires, ou encore dans des domaines liés à l'écologie 
pour prévoir la dispersion de polluant solide dans l'atmosphère, .. 

Dans ce document, et afin de pouvoir approfondir l'approche analytique, nous ne considérerons que des 
particules sphériques, isolées les unes des autres et électriquement neutres. Aussi, nous ne considérerons 
ici que des fluides newtoniens, isothermes, incompressibles et non conducteurs. En d'autres termes, il 
ne sera donc jamais question de mouvement de particule par thermophorèse ou encore sous l'effet d'un 
quelconque champ électrique. Par ailleurs, la seule force extérieure qui sera prise en compte sera la force 
de pesanteur. Comme hypothèse supplémentaire, et en dehors du chapitre 1, nous ne considérerons que 
des situations physiques où les effets visqueux sont grands comparativement aux effets d'inertie et où 
l'écoulement induit est faiblement instationnaire (respectivement, petits nombres de Reynolds et petits 
nombres de Stokes). 

Paroi__j Zone proche : 
écoulement :--------' 

rampant 

Particule 

Zone lointaine : 
manifestation 
d'effets divers 

Effets d'inertie? 

Effets d 'instationnarité? 

~··C:'h d. 
__ __- amp e vitesse 

--- ________ · ___ ,_______ - induit par la particule 

FIG. 1- Schéma d'illustration de l'étude proposée dans ce document 

Généralité sur les écoulements à petits nombres de Reynolds 

Pour comprendre l'origine physique de la complexité liée à la détermination de l'expression de la force 
qui s'exerce sur une particule qui se déplace dans un fluide visqueux et dans le cadre des écoulements dits 
"à petits nombres de Reynolds", il faut préciser que dans une telle situation l'écoulement de perturbation 
généré par la particule occupe, une fois qu'il est établi, un volume important de l'espace. Plus précisément, 
et comme cela est illustré le schéma de la figure 1, nous verrons que la décroissance de ce champ de vitesse 
est proportionnelle au rapport ajr où a est le rayon de la particule et r la distance du point considéré 
par rapport au centre de masse de la particule. Or en règle générale, c'est principalement à cause de 
cette lente décroissance du champ de vitesse de l'écoulement de perturbation que survient la difficulté de 
calculer avec précision la force qui s'exerce sur la particule. 

Dans la majorité des situations que nous allons décrire dans la suite de ce document, l'écoulement 
au voisinage de la particule sera correctement décrit par des équations de Navier-Stokes simplifiées (ou 
encore dégénérées) que nous appelerons équations de Stokes stationnaires (nous parlerons aussi d'écou-
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lements rampants). Aussi, dans ce genre d'étude, ce modèle est fondamental car il permet de calculer 
l'ordre de grandeur principal de la force qui s'exerce sur la particule. Cependant, nous verrons que pour 
pouvoir estimer finement la force qui s'exerce sur la particule, il est nécessaire de s'intéresser également à 
l'écoulement "loin" de la particule. Or dans cette région de l'espace, celui-ci peut être affecté par divers 
effets, tels que des effets de transport par convection du fluide (appelés encore "effets d'inertie"), mais 
aussi des effets de paroi, ou encore, des effets d'instationnarité. Parfois même, ces effets se combinent entre 
eux ... Bien entendu, cela accroît alors considérablement la difficulté de déterminer la force qui s'exerce 
sur la particule. 

Dans ce travail de thèse, nous réalisons une étude théorique et expérimentale du mouvement d'une 
particule solide, ou d'une inclusion fluide, libre de se déplacer dans un écoulement simple, mais non 
uniforme, à savoir la rotation solide. L'objectif premier de ce travail est donc de tenter de mettre en 
évidence les divers effets décrits précédemment, susceptibles d'affecter notablement les trajectoires des 
particules. l\1ais plus généralement, ce travail a pour vocation de contribuer à améliorer notre compré­
hension des mécanismes physiques impliqués dans la détermination des efforts exercés par un fluide sur 
une inclusion dont le mouvement est quelconque. Aussi, ce travail s'inscrit dans la continuité de la thèse 
de M. Abbad (2003) qui ne traite que des écoulements uniformes. 

Organisation du document 

• Dans le premier chapitre de cette thèse, nous serons naturellement amenés à nous intéresser aux 
nombreux résultats fondamentaux, établis pour les particules solides (partie 1) et pour les inclusions 
fluides (partie 2), dans le cadre des hypothèses décrites précédemment. Les résultats seront présentés 
par ordre croissant de complexité physique des situations décrites, et seront analysés au travers de 
la décomposition de la vitesse en terme d'écoulement non perturbé et d'écoulement induit. Notons 
que la grande majorité des résultats qui seront présentés dans ce premier chapitre sont exploités 
dans les autres chapitres de cette thèse. 

• Le chapitre 2 concernera exclusivement le dispositif expérimental mis en place pour générer un 
écoulement de rotation solide et pour mesurer les trajectoires adoptées par les particules. l\'ous en 
détaillerons le fonctionnement et présenterons les principes et les incertitudes de mesure. 

• Le chapitre 3 sera consacré à l'étude de la sédimentation d'une particule solide dans un écoulement 
en rotation solide vertical. Nous verrons notamment que quelle que soit la vitesse de rotation du 
cylindre, le mouvement vertical et le mouvement horizontal de la particule sont découplés. Nous 
verrons ensuite que pour prédire correctement la vitesse terminale de l'inclusion, il est nécessaire de 
tenir compte des effets d'inertie agissant sur l'écoulement de fluide généré par la particule. Enfin, 
nous verrons que pour décrire le mouvement horizontal, il est nécessaire de tenir compte du fait que 
l'écoulement de fluide généré par la particule est régi par des équations instationnaires par rapport 
à un référentiel dont les axes sont fixes par rapports au référentiel du laboratoire. 

• Le chapitre 4 sera une généralisation du chapitre 3 aux cas des inclusions fluides. Dans un premier 
temps, nous étudierons le mouvement d'une inclusion fluide dont le noyau de la force d'histoire 
est déterminé explicitement dans l'espace temporel. Dans un second temps, nous généraliserons 
l'étude précédente aux cas des inclusions fluides de viscosité quelconque, mais également, aux cas 
des inclusions contaminées par des surfactants. 

• Le chapitre 5 sera consacré à une analyse plus approfondie du mouwment horizontal de la particule. 
En particulier, nous verrons que si les équations qui régissent l'écoulement généré par la particule 
sont instationnaires dans le référentiel du laboratoire, elles sont, en revanche, quasi-stationnaires 
dans un référentiel en rotation. De ce fait, nous analyserons la correspondance entre les effets de 
l'accélération de Coriolis sur le fluide, lorsque les équations sont écrites dans un référentiel tournant, 
et les effets d'instationnarité, lorsque les équations sont écrites dans un référentiel fixe. 

• Enfin, dans le chapitre 6 nous aborderons brièvement un thème de recherche complémentaire à celui 
de la rotation solide, où nous nous intéresserons à l'expression de la force de portance qui s'exerce 
sur une particule solide dans un écoulement cisaillé. En particulier, nous discuterons de l'expression 
temporelle de la force de portance dans le cadre des hypothèses de Saffman (1965). 

En outre, pour ne pas trop alourdir la lecture du texte, la plupart des développements analytiques 
seront reportés dans différentes annexes. Ainsi, l'annexe A est relative au premier chapitre, l'annexe B 
au second et etc ... 
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Cl1apitre 1 

Étude et a11alyse bibliograpl1ique. 
Partie 1 : it1clusio11 solide 

Ce premier chapitre s'adresse plus particulièrement aux lecteurs non initiés, ou 
encore soucieux de faire le point en ce qui concerne les résultats théoriques relatifs 
au mouvement d'une particule à nombre de Reynolds nul ou faible. Compte tenu 
du nombre important de résultats, et dans un but pédagogique, ce chapitre s'avère 
donc être un peu long. 

1.1 Introduction et position du problème 

5 

Ce premier chapitre est scindé en deux parties. Dans la première partie, nous commencerons par 
introduire la décomposition de la vitesse en terme d'écoulement non perturbé et d'écoulement induit 
dans les équations de Navier-Stokes, et nous verrons quelles sont les simplifications qui résultent du fait 
que les nombres de Reynolds sont supposés petits. Dans un deuxième temps, nous nous intéresserons 
aux principaux résultats de la littérature concernant la force qui s'exerce sur une particule solide dans le 
cadre de cette hypothèse. Comme nous l'avons déjà dit, les résultats seront abordés par ordre croissant de 
complexité physique des situations décrites. Dans la seconde partie, nous procéderons de la même manière 
mais pour les inclusions fluides. Notons que la majorité des résultats qui seront présentés dans ce premier 
chapitre seront soit utilisés directement dans les chapitres suivants, soit utiles à la compréhension des 
phénomènes physiques impliqués dans la détermination des efforts exercés par un fluide en mouvement 
sur une particule. Pour cette raison, et dans la mesure du possible, les résultats présentés seront aussi 
analysés. 

FIG. 1.1- Schéma d'illustration de l'étude 
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Dans cette première partie, nous nous intéressons au mouvement d'une particule solide, sphérique, 
de rayon a, de densité pp et dont le centre de masse est localisé par Xp(t) dans un référentiel galiléen 
Ra: (o, e1 , e2 , e3 ) (voir figure 1.1). ~ous allons supposer que la particule se déplace à une certaine vitesse 

par rapport à ce même référentiel, et qu'elle admet éventuellement un mouvement de rotation propre 
associé alors à un vecteur de rotation instantané Dp(t). Le fluide dans lequel la particule évolue est 
considéré newtonien, incompressible et homogène. Il a pour densité P.r, pour viscosité dynamique Jl.f 

et admet un champ de vitesse a priori non uniforme V.r(.X', t). Dans la suite de ce document, et sauf 
précisions contraires, l'indice p sera relatif à la particule solide et l'indice f au fluide. Aussi, les vecteurs 
représentés en lettres capitales sont exprimés dans le référentiel R 0 . 

1.1.1 Equations générales 

Soit F la force que le fluide exerce sur la particule, et soit g l'accélération de la pesanteur. Selon le 
principe fondamental de la dynamique, l'équation de mouvement de la particule est donnée par: 

La force que le fluide exerce sur une particule de surface Sp est donnée par la relation 

où I; est le tenseur des contraintes et fi la normale extérieure à la surface. Pour un fluide réel, ce tenseur 
des contraintes s'écrit: 

I; =-PI+ T, 

où 1 est le tenseur identité, et T le tenseur des contraintes ,·isqueuses. Ce dernier est lié à la cinématique du 
fluide autour de l'obstacle, par une loi de comportement. Dans notre étude, le fluide étant incompressible 
et newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses s'écrit 

Pour déterminer l'expression de la force F, il faut alors connaître l'expression du champ de vitesse de 
l'écoulement fluide ainsi que la répartition du champ de pression. Nous sommes donc amenés à écrire les 
équations qui régissent l'écoulement. Puisque le fluide est incompressible et homogène, nous avons: 

(1.1.1) 

et de plus, f:T.f doit satisfaire les équations de Nm·ier-Stokes: 

(1.1.2) 

A ces deux dernières équations sont associées des conditions initiales et des conditions limites. Lorsque la 
particule considérée est solide, le fluide satisfait une condition d'adhérence sur la surface de la sphère. De 
plus, nous allons supposer que la taille de la particule est petite devant celle du domaine fluide dans lequel 
elle évolue, de sorte que loin de la sphère, l'écoulement retrouve la forme qu'il aurait en cas d'absence de 
cette dernière. Cet écoulement, appelé dans la suite écoulement "non perturbé'', sera écrit V/. Dans ce 
contexte, les conditions limites et initiales s'écrivent donc 

V.r ___, V/(X, t) lorsque IX- Xpl ___, oo, 

V.r iïp (t) + Dp(t) 11 (X- Xp) lorsque IX -X pl = a, 

V.r donnée à t = 0 . 

(1.1.3) 

(1.1.4) 

(1.1.5) 
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Dans ce genre d'étude, il est utile d'exprimer les équations dans un référentiel Rp: (p,ê1,ê2,ê3) en 
translation par rapport au référentiel du laboratoire, dont le centre coïncide avec celui de la particule. 
Notons que nous appellerons parfois ce dernier: "référentiel de Koenig". Dans la suite et sauf précisions 
contraires, les vecteurs représentés par des lettres minuscules seront exprimés dans ce référentiel. Pour 
obtenir l'expression des équations de Navier-Stokes dans Rp, il faut alors procéder au changement de 
variables suivant 

Précisons tout de suite que puisque le mouvement du référentiel Rp par rapport à R 0 n'est qu'une simple 
translation, les gradients restent, quant à eux, inchangés et nous aurons de plus (en notation indicielle) 

i = {1,2,3}. 

Il s'ensuit que 
(1.1.6) 

et les équations de :\m·ier-Stokes deviennent 

(1.1. ï) 

où apparaît naturellement un terme d'accélération d'entraînement. En ce qui concerne les conditions 
limites et initiales, elles sont maintenant données par 

u•1 _, wJ(x, t) =V/Ci, t)- 1ip(t) lorsque lxi--> oo 

w f Op( t) 11 x lorsque lxi = a , 

w f donnée à t = 0 . 

(1.1.8) 

(1.1.9) 

(1.1.10) 

A présent, et communément à ce qui est habituellement fait (voir par exemple Maxey et Riley, 1983), 
écrivons que la vitesse du fluide peut arbitrairement être décomposée de la manière suivante: 

(1.1.11) 

où w J est vitesse de l'écoulement non perturbé et w J l'écoulement induit par la particule. Puisque le 
tenseur des contraintes est lié linéairement à la vitesse, il s'écrit alors: 

et ainsi, l'expression de la force exercée sur la particule est donnée par 

En vertu du théorème flux-divergence d'Ostrogradski, nous pouvons également écrire 

(1.1.12) 

où Vp est alors le volume de la particule, et dans la suite, nous distinguerons explicitement ces deux 
intégrales en écrivant 

l'\ous appelerons F 0 : "la force exercée par l'écoulement non perturbé" sur la particule, et F 1 : "la force 
exercée par l'écoulement induit". Notons tout de suite que puisque par définition, 

-o - - o - -w1 (x, t) = V1 (X, t)- Vp(t), 
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alors nous avons 

wj(i,t) = V/(X,t) 

et il s'ensuit que la détermination de F 1 sera indépendante du référentiel choisi. En effet, comme nous 
allons le voir juste après, l'accélération d'entraînement liée au fait que le référentiel de Koenig n'est pas 
galiléen sera implicitement contenue dans F 0 . 

::'\ous nous intéressons maintenant à la force exercée par l'écoulement non perturbé. Par définition, 
V/(X, t) satisfait les équations de 1\'avier-Stokes et il s'ensuit que 

V· u'J = 0, (1.1.13) 

et 
a ~o ~ 

( 
w f ~ 0 ~ ~ 0) ~ d 1fp ~ = 0 

Pi-· +(u•1 ·v)w1 -pJ(g--)=\7·~ 
at dt 

(1.1.14) 

De ce fait, il en ressort que: 

ou encore, en réécrivant l'écoulement non perturbé dans R 0 , 

(1.1.15) 

En règle générale, le calcul analytique de F 0 ne pose pas trop de problème dans la mesure où souvent, le 
champ de vitesse V,O est connu. Aussi, le deuxième terme de l'équation (1.1.15) correspond tout simple­
ment à la poussée d'Archimède. Compte tenu de son expression analytique, il est d'usage de regrouper la 
poussée d'Archimède avec le poids de la particule, faisant apparaître une force colinéaire à l'accélération 
de la pesanteur, donnée par (mp -mf) g et appelée alors force de 11 flottabilité 11

• 

Pour l'instant, et sans avoir fait aucune hypothèse, nous voyons que l'équation de mouvement d'une 
particule peut s'écrire: 

~ ~0 

d11p _ j D~r ~ ~ 1 
m,P-d - PJ-D dVp + (mp- mJ)g + F , 

t VI, t 

mais il va de soi que dans cette approche, la difficulté majeure réside dans la détermination de la force 
induite F 1 , et par conséquent de 'Il] j. C'est pourquoi, nous allons maintenant écrire les équations qui 
régissent cet écoulement. 

En introduisant la décomposition uïf = w J + w j dans l'équation (1.1. ï) et après simplification, du 
fait que l'écoulement non perturbé satisfait les équations de Navier-Stokes- voir les équations (1.1.13) 
et (1.1.14) -l'écoulement induit est régi par le système d'équations (S1): 

- -1 v. 11'! = 0' (1.1.16) 

et 

(S1) 
Les conditions limites et initiales vérifiées par w J s'écrivent 

1v 1 
f 

-) 0 lorsque Iii-) oo (1.1.18) 

w1 - -0 - lorsque Iii =a (1.1.19) f VP- V1 + Dp(t) Ai 
11---;1 

f donnée à t = 0 (1.1.20) 
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Notons alors que pour obtenir avec exactitude l'expression de la force qui s'exerce sur la particule, il faut 
obtenir la solution du système (81). Bien entendu, ce problème n'est pas a priori plus simple à résoudre 
que le problème aYant la décomposition de la Yitesse ... Toutefois, cette approche permet d'une part, de 
mettre en éYidence la force de l'écoulement non perturbé et d'autre part, d'introduire une condition 
d'amortissement à l'infini de l'écoulement induit, condition qui, nous allons le voir par la suite, s'avère 
fortement utile dans la résolution de nombreux problèmes. 

1.1.2 Présentation de la méthode des singularités 

Dans la section précédente, nous avons vu que pour obtenir l'expression exacte du champ de Yitesse 
u1}, il faut, en toute rigueur, résoudre le système d'équations (81). D'ailleurs, dans un cas complètement 
général, seule la résolution de (81) permet de connaître l'expression de la contrainte exercée par le fluide 
sur la particule. Mais il arrive parfois qu'en présence d'une particule dans le domaine fluide, le problème 
soit abordé différemment, ou plus précisément, selon une approche qui consiste à considérer la particule 
comme un élément ponctuel. 

l\'otons que si le fluide exerce sur la particule une force et un couple, alors, selon le principe d'action et 
de réaction, la particule exerce, en retour sur le fluide, une force et un couple opposés. Or si la particule est 
supposée ponctuelle, nous allons voir que l'action exercée par la particule sur le fluide peut s'écrire sous 
la forme d'une série de forces et de couples associés à la distribution de Dirac. Pour cela, considérons une 
particule ponctuelle qui évolue dans un domaine fluide V, de volume V et de frontière S. Dans ce domaine, 
en plus des forces de volume et de surface, il convient de prendre en compte les efforts ponctuels exercés 
par la particule sur le fluide. En faisant alors un bilan de quantité de mouvement, et après utilisation du 
théorème flux-divergence d'Ostrogradski, il en ressort que 

(1.1.21) 

où h est alors une densité volumique d'efforts (N /m3 ) dus à la présence de la particule dans l'écoulement. 
Cette densité volumique d'efforts peut être définie (en nous inspirant de Saffman, 1965) par une somme 
infinie 

où o( ) correspond alors à la distribution de Dirac. Pour simplifier les écritures, introduisons le vecteur 
i =X- Xp, que nous avons déjà défini précédemment. Chaque composante F; du développement de h 
est alors définie de manière unique, en exploitant les propriétés classiques de dériYation de la distribution 
de Dirac, à savoir 

etc ... Avec la relation au rang n: 

où la composante F n+l est alors un tenseur d'ordre n + 1. Ainsi, en se plaçant dans le référentiel Rp et 
en introduisant la décomposition de la vitesse wf = wJ + wj dans l'équation (1.1.21), il apparaît que 
l'écoulement induit est également régi par cet autre système d'équations (S1)': 
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~ ~1 
\7 · w1 = 0, (1.1.22) 

et 

(Sl)' 
Avec 

et le terme source : 

w} ---> Ô lorsque Iii , ---> oc 

w} donnée à t = 0 ' 

(1.1.23) 

(1.1.24) 

(1.1.25) 

(1.1.26) 

.-'hant de poursuine, nous pom·ons faire plusieurs remarques concernant cette approche. Tout d'abord, 
et mis à part le fait que la particule ait été supposée ponctuelle, le système d'équations (Sl)' est ici 
complètement général. De plus, cette approche sera bien sûr valable quelle que soit la nature de la 
particule, c'est à dire, qu'elle soit solide ou fluide. Cependant, nous voyons aussi que pour déterminer 
les composantes du développement du terme source h, il faut a priori connaître 1 'expression de w j. 
Cette approche ne permet donc pas de résoudre un problème général, mais elle s'avère très utile lorsque 
justement les composantes du termes source sont supposées connues (en règle générale, parce qu'on se les 
donne), sans pour autant connaître l'expression de w j. Dans ce cas là, il est possible d'obtenir l'expression 
du champ de vitesse à l'aide du système (Sl)' et cela, sans avoir à traiter la condition limite sur la sphère 
ce qui est souvent très pratique. Dans la suite, nous aurons régulièrement recours à ce genre d'approche. 

1.1.3 Hypothèses simplificatrices 

Pour l'instant, les deux systèmes d'équations de base de l'écoulement induit, à savoir (Sl) et (Sl)', sont 
généraux et valables quel que soit le régime d'écoulement. Mais l'inconvénient est que dans la plupart des 
problèmes considérés, ces deux systèmes sont trop complexes pour pouvoir être résolus analytiquement. 
De ce fait, il s'avère souvent nécessaire de faire certaines hypothèses simplificatrices qui permettent alors 
de négliger différents termes de l'équation (1.1.17) et (1.1.23). En contrepartie, les résultats obtenus sont 
alors inexacts dans l'absolu. C'est la raison pour laquelle la validité de l'expression de la force exercée par le 
fluide sur la particule dépendra du respect des conditions impliquées par ces hypothèses simplificatrices. 
Dans la suite, nous nous attacherons à décrire les différentes situations en termes d'écoulement non 
perturbé et d'écoulement induit. Ces différentes situations nous permettrons de calculer analytiquement 
les valeurs de F 0 et de F 1 et donc, d'obtenir l'équation de mouvement de la particule. 

A propos de l'écoulement non perturbé 

l\ous nous intéressons maintenant aux simplifications qu'il est d'usage de faire à propos de la force 
F 0 donnée par : 

F~ 0 = r p DV/ dv ~ 
}" f Dt P mf g. 

VI' 

La vitesse V/ étant supposée connue, la détermination de cette force peut se faire en calculant directement 
l'intégrale impliquée dans l'expression de cette force. Ainsi, il se trouve que pour la famille que constituent 
les écoulements non uniformes mais linéaires 1 , c'est à dire de la forme 

1. C'est le cas par exemple de la rotation solide, du cisaillement pur ou encore de l'écoulement au voisinage d'un point 
d'arrêt ... 
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où A est un tenseur dont les composantes dépendent éventuellement explicitement du temps, nous avons 
exactement 

1 D1l 0 m7° 
. 
PJ_Df dVp = mf-Df 1-. . 

v,, t t x,, 

Précisons que pour cette famille d'écoulement, EV/ = 0, et donc seul le gradient de pression contribue 
à l'expression de la force de l'écoulement non perturbé. 

Dans un cas plus général (voir Maxey et Riley, 1983), il est toujours possible d'écrire que dans le 
volume de la particule: 

V/CX) = 17/(Xp +x) où lxi:::; a. 

Si de plus, l'écoulement non perturbé est tel que 

où L est alors l'échelle de longueur caractéristique de variation de l'écoulement non perturbé, et si 
a« L, alors dans le volume de la particule, l'écoulement non perturbé peut être exprimé sous une forme 
approchée (basée sur un développement de Taylor): 

V/(X) = V/(Xp) + \117/l_, . x+ o( a:). 
)1.,, L 

A l'aide de ce développement, il est ensuite possible d'établir que 

sachant que la contribution des termes en O(a3 / L3 ) est alors négligeable. Physiquement, le fait de consi­
dérer que a « L revient tout simplement à dire que la particule perçoit l'écoulement non perturbé 
comme la superposition d'un écoulement uniforme et d'un écoulement linéaire donnés respectivement par 
le premier et le second terme du développement de Taylor. Aussi, en écrivant que la force F 0 est donnée 
par 

~0 

~ 0 DVr ~ 
F ~mrDt-mfg, 

cela revient à considérer que le terme m 1DV/ /Dt ne provient que du gradient de pression de l'écoule­
ment non perturbé. C'est la raison pour laquelle ce terme est souvent rencontré dans la littérature sous 
l'appellation de "gradient de pression de l'écoulement non perturbé". 

A propos des équations qui régissent l'écoulement induit 

A présent, nous allons voir les simplifications qui concernent l'écoulement induit. Pour cela, nous 
allons écrire l'ordre de grandeur des différents termes impliqués dans l'équation (1.1.17). Afin d'alléger 
les écritures dans cette section, nous écrirons 

et nous introduirons la vitesse de glissement de la particule par rapport au fluide, c'est à dire 
~ ~ 0 ~ ~ 

V9 (t) = V1 (Xp, t)- Vp(t) 

et nous noterons 

& 
rmm 

Notons que dans la littérature, la vitesse de glissement est très souvent définie 
comme la différence entre la vitesse de la particule et la vitesse du fluide. Ce 
choix est bien entendu arbitraire, et ici comme dans la suite de ce document, 
nous avons posé le contraire. 
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A présent, remarquons que si Lest l'échelle de longueur caractéristique des variations de V/, elle l'est 
aussi pour l'écoulement non perturbé exprimé dans le référentiel de la particule, et nous ayons: 

= (110) IVwJI = o -f . 
Au voisinage de la particule, c'est à dire en choisissant de prendre comme échelle caractéristique de 

longueur le rayon de la particule a, et du fait de la condition limite (1.1.19) Yérifiée par l'écoulement 
induit sur la particule, il apparaît, si l'on néglige la Yitesse de rotation propre de la particule, que 

= (11) IVw}l = o ~q , et 

De ce fait, au voisinage de la particule, le rapport des différents termes convectifs du membre de gauche 
de l'équation (l.l.lï) avec le terme visqueux du membre de droite nous amène à écrire que 

et 

1 

P.r ( w}_· V)u-:J 1 = 0 ( a
2 V/) , 

JI.rL w} v.r L 

où v.r = JI.r/ P.r est la viscosité cinématique du fluide. Il apparaît alors deux groupements sans dimension, 
que nous écrirons dans la suite 

et 
2110 

TJ = ?:..._ _._f . 
V.f L 

Le premier est le nombre de Reynolds de particule : il traduit le rapport des termes convectifs basés sur 
la Yitesse de glissement de la particule sur les termes visqueux. Quant au second, il est rencontré dans la 
littérature sous différentes appellations. En fait, ce terme n'apparaît que parce le gradient de vitesse de 
l'écoulement non perturbé n'est pas nul. Ce nombre traduit donc le rapport des termes convectifs dus à la 
"non uniformité" de l'écoulement sur les termes visqueux. Pour cette raison, il est fréquemment rencontré 
sous l'appellation de nombre de Reynolds de cisaillement. 

Lh 
117/fTl 

Dans la suite de ce document nous considérerons que le nombre de Reynolds de 
particule et le nombre de Reynolds de cisaillement sont tous les deux petits de­
vant l'unité. Cela implique qu'au voisinage de la particule le mécanisme principal 
du transport de la vitesse induite sera la diffusion visqueuse. 

Une première approche employée pour déterminer w} consistera alors à dire que puisque l'écoulement 
induit doit tendre vers 0 loin de la particule, alors la majeure partie de sa dynamique doit être déterminée 
dans la région proche de la particule, précisément là où les termes cmwectifs sont négligeables. Autrement 
dit, même si loin de la particule les termes convectifs deviennent d'un ordre de grandeur comparable, 
voire supérieur à celui des termes visqueux, leur contribution sur la dynamique de l'écoulement induit 
ne pourra apporter que des modifications mineures à l'expression de la force exercée par le fluide sur 
la particule. Enfin, pour être complet, notons qu'au voisinage de la particule, l'ordre de grandeur du 
terme instationnaire de l'équation (1.1.17) est généralement estimé en fonction de l'instationnarité de la 
condition limite vérifiée par l'écoulement induit, c'est à dire en écrivant 

(1.1.27) 

et comme nous le verrons dans la suite, ce terme ne sera pas systématiquement négligeable. 

En s'appuyant sur l'ensemble des hypothèses qui viennent d'être énoncées, l'équation (1.1.17) de (S1) 
qui régit l'écoulement induit peut dans un premier temps se réduire à 

"'-1 
uw.f - 1 - -1 

Prat=-'VP +JI..rLu'.r· (1.1.28) 
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Les écoulements régis par l'équation (1.1.28) sont appelés 11 écoulements de Stokes 11 ou encore 11 écoulements 
rampants 11 et de nombreux ouvrages sont consacrés à leur étude, comme par exemple Kim et Karila (1991), 
ou également Rappel et Brenner (1983) ... 

Dans la suite, nous détaillerons les principaux résultats obtenus dans le cadre de cette hypothèse 
et qui, il est important de le souligner, sont à la base de la grande majorité des modèles d'équations de 
mom·ement utilisées à l'heure actuelle pour prédire les trajectoires de fines particules dans un écoulement. 
Ainsi, nous verrons premièrement quels sont les résultats obtenus dans le cadre des écoulements de Stokes 
stationnaires, puis instationnaires. Ensuite, nous nous intéresserons aux corrections éventuelles pouvant 
émaner des termes convectifs lorsque ceux ci ne sont plus négligeables (comparativement aux termes 
visqueux) loin de la particule. Enfin, nous terminerons cette première partie de l'analyse bibliographique 
consacrée aux particules solides en discutant aussi des effets que peuvent avoir d'autres paramètres tels 
que le confinement du domaine fluide (i.e. la proximité de paroi) sur la la force exercée par l'écoulement 
induit sur la particule. 

1.2 Les écoulements rampants stationnaires 

Lorsque les termes cmwectifs sont com piètement négligés de 1 'équation ( 1.1.17), alors les seuls mé­
canismes physiques impliqués dans la détermination de la vitesse induite sont la diffusion visqueuse et 
les forces de pression. Si de plus, la particule a un mouvement propre tel que ni sa vitesse de glisse­
ment, ni sa Yitesse de rotation propre ne changent dans le temps, alors les conditions limites (1.1.18) et 
(1.1.19) associées à l'équation (1.1.28) ne dépendent pas du temps, comme le suggère l'équation (1.1.27) 
et l'écoulement induit finit par adopter une forme stationnaire: 

(1.2.1) 

et l'équation de mouvement de la vitesse induite se réduit à l'équation de Stokes stationnaire 

(1.2.2) 

Dans cette section, nous sommes donc amenés à reprendre les principaux résultats obtenus dans le cadre 
de cette hypothèse. 

1.2.1 Mouvement permanent de la sphère dans un fluide au repos 

L'étude du mouvement permanent d'une sphère dans un fluide au repos est parfois appelé 11 second 
problème de Stokes (1845) 11 2 . Ce problème est rencontré par exemple lorsqu'une particule est relâchée 
dans un fluide en stagnation. Après un certain temps d'établissement, temps que nous détaillerons par la 
suite, la particule finit par atteindre une vitesse constante, appelée vitesse terminale ou encore vitesse de 
sédimentation. Cette Yitesse correspond en fait à une situation d'équilibre dynamique où la force F 1 subie 
par la particule compense la flottabilité. Dans cette situation d'équilibre, l'écoulement induit adopte donc 
une forme permanente - équation (1.2.1) - dont la détermination passe par la résolution du problème 
stationnaire des équations de Stokes- équation (1.2.2). Dans ce cas particulier, l'écoulement non perturbé 
est nul et les conditions limites données par les équations (1.1.18) et (1.1.19) ne font intervenir que la 
vitesse de la particule. 

La résolution de ce problème est classique et le lecteur intéressé trouvera tous les détails de calculs 
dans de nombreux ouvrages comme par exemple Landau et Lifchitz (1989) ou encore Guyon, Hulin et 
Petit (2001), pour ne citer que ces deux là. De ce fait, nous ne nous étendrons pas trop sur le calcul à 

2. Le premier problème de Stokes correspond à l'étude du mouvement d'une plaque dans un fluide au repos. 



14 Étude et analyse bibliographique 

proprement parler de l'écoulement induit dans ce cas là, mais plutôt 
sur les hypothèses qui sont habituellement faites pour traiter un 
problème dans ce type de configuration. En effet, compte tenu de la 
géométrie de la sphère, dans ce problème, le mouwment du fluide 
généré par le déplacement de la particule doit être im·ariant par 
rotation autour de l'axe passant par l'origine de la sphère et dirigé 
suivant frp· En d'autres termes, dans la base sphérique (er, e9 , eq,), 
avec lxi= r, et 8 l'angle de colatitude entre (~1 ,er) (voir figure 1.2) 
la solution recherchée doit être de la forme: 

c'est à dire qu'elle ne doit pas dépendre de l'azimut c/J, et de plus, 
elle doit être contenue dans un plan. En particulier, dans ce cas là, FIG. 1.2 - Coordonnées sphériqv.es 
l'axisymétrie de l'écoulement est fortement utile pour résoudre ce 
problème car en s'appuyant sur le fait que V · uî J = 0, il est alors toujours possible d'écrire que cette 

vitesse dérive d'un potentiel vecteur A tel que 

-1 - -w1 = V' 11 A(r, 8) . 

Or ici, le fait que wJ = 0 impose que Ar et Ae soient des constantes pures et qui plus est, nulles, du fait 

de la condition à l'infini du champ de vitesse induit. Autrement dit, seule la composante Aq, de A est non 
nulle. Cela simplifie considérablement le problème dans la mesure où la détermination de la solution de 
ce problème peut alors se rapporter à une simple équation scalaire de la forme 

qui se résoud aisément, par exemple à l'aide de la méthode des séparations de variables. Il est ensuite 
possible d'obtenir l'expression de la vitesse, sachant que ses composantes sont liées à A.q, par les relations 

1 1 () . 
'll'r = -.-

8 
,
8 

( Aq, sm 8) 
r sm u 

et 
1 1 () 

w 9 = ---(r Aq,). 
r or 

En fait, dans la pratique, Stokes n'a pas directement travaillé avec Aq, mais plutôt, pour des raisons de 
simplicité de calculs, avec ce qu'il a introduit comme étant une fonction de courant 'lj;(r, 8) = r sin B Aq,, 
ce qui est évidemment équivalent. 

La résolution de ce problème conduit alors à la solution suivante: 

, 1 _ 1 (3a _ ~) 
'lLr -1p 

3 
cosB, 

2r 2r 
(1.2.3) 

w 9
1 =-V (

3
a + ~) sinB. (12 4) 

P 4r 4r3 · · • 

avec r 2': a et B E [0, Ti]. Il apparaît alors que la forme de la vitesse obtenue dans ce cas ne dépend pas 
explicitement des propriétés physiques du fluide. Mais nous allons voir que si la particule est libre de 
tout mouvement dans le fluide, alors Vp correspond à la vitesse terminale adoptée par la particule et 
dans laquelle les propriétés physiques du fluide apparaissent. Pour obtenir cette expression, il faut donc 
calculer la force exercée par le fluide sur la particule. Celle-ci peut être obtenue à partir du champ de 
Yi tesse solution des équations de Stokes, et elle est donnée par la sommes des deux intégrales: 

1-P1
ndSp=-27TfJJO.Vp, et 1 T1

·ndSp=-47TJlJO.Vp, 
sJI S1) 

soit finalement, 
-1 -

F = -67Tpfa VP. 

Cette force est bien entendu de sens contraire à la vitesse de la particule et connue sous le nom de "traînée 
de Stokes". En écrivant que lorsqu'une particule est relâchée dans un fluide au repos, F 1 compense la 
flottabilité, la vitesse terminale d'une sphère dans un milieu fluide infini au repos est donnée par 

- 2(pp - P.f) !]a2 

VP = ----"--"-------'-"--'--'-:.__ 
9pj 

(1.2.5) 
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Notons que ce calcul, réalisé pour une particule qui se déplace dans un fluide au repos, s'étend facilement 
au cas d'une particule qui se déplace dans un écoulement permanent uniforme, y compris lorsque les 
vitesses V/ et V;, ne sont pas colinéaires. Dans ce cas là, la force exercée sur la particule s'écrit: 

Axant de poursuiHe, nous pouvons faire plusieurs remarques concernant la solution donnée par les 
équations (1.2.3) et (1.2.4). D'une part, cette solution analytique du champ de vitesse admet, dans chacune 
de ses composantes, un terme en afr et un terme en a3 jr3 . Or il est possible de montrer que seuls les 
termes en afr contribuent au calcul de la force exercée par le fluide sur la particule. Par ailleurs, les 
termes en a 3 fr 3 deviennent négligeables devant les termes en afr aussitôt que r devient grand devant a. 
Ainsi, loin de la particule, le champ de vitesse du fluide qui est solution des équations de Stokes peut 
s'écrire, cette fois-ci dans la base cartésienne (nous verrons dans la suite pourquoi), sous la forme: 

1 
wx vpC4a) (;~) + o(~:) (1.2.6) 

wl 
y vpc4a) en+ o(~:) (1.2. 7) 

wl 
z 

Ca) c z2) (a3) VP 4 -;: + r3 + 0 r3 . (1.2.8) 

Si les termes en O(a3 jr3 ) ne sont pas pris en compte, la solution approchée des équations de Stokes 
obtenue porte le nom de 11 Stokeslet 11 et contient la totalité des informations nécessaires aux calculs des 
efforts exercés par le fluide sur l'inclusion. Bien entendu, nous reviendrons plus tard sur cette solution. 

1.2.2 Généralisation pour V/(X) quelconque 

Dans la pratique, la majorité des écoulements fluides prenant place dans un domaine limité par des 
parois ne sont pas uniformes 3 . Or puisque les vitesses wj et V/ sont liées par la condition limite (1.1.19), 
si l'écoulement non perturbé n'est pas uniforme, alors la vitesse induite n'est plus, dans ce cas là, im·ariante 
par rotation autour de l'axe qui porte VP. Par conséquent, il n'est plus possible de calculer l'expression 
de w J à l'aide d'une fonction de courant. 

Malgré cela, Lamb (1945) a montré que tout champ de vitesse (disons w1) solution des équations 
de Stokes stationnaires pouvait, de manière complètement générale, s'écrire sous la forme d'une somme 
infinie de trois harmoniques sphériques 4 , P 71 , X 71 , <I> 71 , à savoir : 

- n~ [ - - - n + 3 2 -
Wj = ~ \71\ (x Xn) + 'V<I>n + 2tLt(n + 1)(2n + 3) r \7 Pn 

n--x 

- Jlt(n + 1~(2n + 3) x Pn] · 
(1.2.9) 

A l'aide de cette solution générale, Brenner (voir Happel et Brenner, 1983) a établi une méthode de 
projection permettant de déterminer intégralement ces harmoniques sphériques à partir de la connaissance 
de la répartition de ulf sur la sphère de rayon a. Précisément, dans notre cas, l'écoulement induit recherché 
doit être solution des équations de Stokes stationnaires et de plus, sa répartition sur la sphère est donnée 
par la condition limite (1.1.19). De ce fait, quel que soit l'écoulement non perturbé, à condition que ce 
dernier puisse s'écrire dans une base d'harmoniques sphériques, il est possible de déterminer la solution de 
l'écoulement induit. Compte tenu de l'importance de ce résultat, tous les détails concernant la méthode 
de projection de Brenner sont donnés en annexe A.l. Cette méthode est très générale et bien entendu la 
solution du second problème de Stokes décrite dans la section précédente n'est qu'un cas particulier de 
la solution de Lamb. Aussi, notons que telle qu'elle est présentée ici, cette solution est valable aussi bien 

3. C'est le cas par exemple d'un écoulement de Poiseuille, de Couette, d'une rotation solide etc ... 
4. ici, ces trois harmoniques sphériques ont chacune une dimension physique 
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pour r ;;:: a, que pour r ::;: a., ce qui sera utile dans la seconde partie de ce chapitre, lorsque l'inclusion 
considérée sera une inclusion fluide dans laquelle prend place un écoulement. 

A présent, à l'aide de la solution de Lamb, nous pouvons établir une propriété importante de l'écou­
lement induit lorsque l'écoulement non perturbé est quelconque. Pour cela, notons que si la région de 
l'espace est limitée à r ;;:: a alors la solution générale se simplifie du fait de la condition de nullité du 
champ de vitesse induit à l'infini (voir annexe A.1) et peut s'écrire 

~1 ~[~ ~ ~ (n~2) 2~ 
w1 = L v 11 (rer X-(n+ll) + v<P_(n+l) ~ 2 (2 1

) r v P -(n+ll 
n=l JlJ n n ~ 

(n+1) ~ J + (2 ~ 1)xP_(n+l) . p1n n 

(1.2.10) 

Dans cette dernière expression, il est possible de montrer que chaque harmonique sphérique de rang 
~ ( n + 1) (avec n ;;:: 1) contribue à la solution générale de Lamb en un terme qui à l'ordre dominant 
décroît en (a./r)". Autrement dit, un terme de la solution générale de Lamb associé à une harmonique de 
rang n 1 décroîtra plus rapidement, lorsque r augmente, qu'un terme associé à une harmonique de rang 
n2 à condition que n 1 > n2. Rappelons nous maintenant que si la taille de la particule est petite devant 
L, l'échelle de longueur caractéristique de variation de V/, alors, il est possible d'écrire que sur la sphère 
de rayon a., nous avons: 

Le premier terme de ce développement de Taylor, qui correspond alors à un écoulement uniforme, est 
associé à des harmoniques sphériques de rang 1, à savoir c:os(B) et sin(B), et les composantes de la solution 
de Lamb issues de ce premier terme décroîtrons (à l'ordre dominant) en (a./r) ce qui bien sûr n'est pas 
surprenant (voir la solution du second problème de Stokes dans section précédente). En revanche, ce qui 
est intéressant, c'est qu'il est possible de montrer que le terme suivant du développement de Taylor est 
associé, à l'ordre dominant, à des harmoniques de rang 2, à savoir (c:os2 8, sin2 8, sin8cos8). De ce fait, 
les composantes de la solution de Lamb issues de ce second terme décroîtront (à l'ordre dominant) en 
(a./r) 2 . Le terme suivant du développement de Taylor sera associé à des harmoniques sphériques de rang 
3, etc: ... De cela, il en résulte une propriété fondamentale de l'écoulement induit, à savoir: 

Propriété fondamentale: 11 Quelle que soit la forme de l'écoulement non perturbé, 
lorsque r tend vers l'infini, l'écoulement induit tend vers la solution Stokeslet 
donnée par les équations {1.2.6), (1.2.7) et (1.2.8), calculée à partir de l'écoule­
ment uniforme donné par : ,,p ~ v! 0 (x p) Il. 

En pratique, la solution 11 Stokeslet 11 est fréquemment utilisée lorsqu'il est nécessaire d'exprimer l'écou­
lement induit loin de la particule et cela même lorsque l'écoulement non perturbé est non uniforme. A 
l'aide de la solution de Lamb, nous pouvons voir que cela est bien légitime. 

1.2.3 La correction de Faxèn 

Jusqu'à présent, pour obtenir l'expression de la force exercée par l'écoulement induit sur la particule, 
les situations que nous avons détaillées impliquaient la détermination explicite, au préalable, du champ 
de vitesse correspondant à la solution du problème considéré. Néanmoins, il peut s'avérer fastidieux de 
déterminer analytiquement le champ de ,·itesse exact, surtout lorsque l'écoulement non perturbé possède 
une expression analytique complexe. Par exemple, pour déterminer la solution des équations de Stokes 
qui correspond au mouvement d'une pa.rtic:ule dans un écoulement de Poiseuille, il faut plusieurs pages 
de calculs pour déterminer les harmoniques sphériques impliquées dans l'équation (1.2.9) (voir Rappel et 
Brenner, 1983). 

En fait si le milieu dans lequel la particule évolue est bien supposé infini, il est possible, quelle que 
soit la forme de l'écoulement non perturbé, d'obtenir une expression approchée de la force F1 sans avoir 
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à calculer explicitement le champ de vitesse induit autour de la particule. Cela peut se faire à l'aide du 
théorème de réciprocité (le théorème est décrit en annexe A.2) et cette force est donnée par: 

(1.2.11) 

Le terme supplémentaire de traînée induit par la non uniformité de l'écoulement non perturbé, à savoir, 

(a2 /6) li.V/1., porte le nom de correction de Faxèn (1922), ce dernier ayant été le premier à l'obtenir. 
_\/, 

1.2.4 Les solutions singulières en écoulement de Stokes 

Pour terminer cette section, nous allons nous intéresser à l'approche singulière dans le cadre des 
écoulements rampants stationnaires. Dans une telle situation, l'équation (1.1.23) du système d'équations 
(S1)' (page 10), se réduit donc à la simple expression 

où les composantes de h se calculent assez simplement, 

puis 

lv (v P 1 
- 111 li.w}) ®x dV = lv (F\s(x) + F2. VS(x) + ... ) ®x dV = -F2, 

etc ... Or puisque les équations de Stokes sont linéaires, tout écoulement induit qui est solution d'un 
problème général sera la somme des écoulements induits par chacun des termes sources du développement 
de h, calculés indépendamment les uns des autres. Certains ouYrages sont d'ailleurs consacrés entièrement 
à cette approche, voir par exemple Pozrikidis (1992), ou encore l'article de Chwang et \Yu (1975). Notons 
simplement que la résolution des équations de Stokes associées à un terme source ponctuel peut s'obtenir 
analytiquement par exemple à l'aide des transformées de Fourier. 

A présent, regardons ce qui se passe lorsque le cas traité correspond à une particule qui se déplace 
dans un fluide au repos. Dans cette situation, il est immédiat de montrer que le premier terme P1 est 
donné par 

ce qui correspond précisément à une force opposée à la traînée exercée par le fluide sur la particule. 
Ce résultat n'est pas surprenant car selon le principe d'action et de réaction, si le fluide exerce sur la 
particule une certaine force, alors en retour celle-ci exerce sur le fluide une force de même intensité, mais 
de sens contraire. Pour revenir au problème, notons que la partie de l'écoulement de la solution de Stokes 
associée à ce premier terme source est alors donnée par la résolution du problème 

(1.2.12) 

Or cette équation peut être résolue, voir par exemple Kim et Karila (1991), et conduit à la solution 

-1 G · P1 w --­
! - 87ïf.LJ ' 

où le tenseur G (tenseur de Green associé à l'équation de Stokes) est alors donné par 

G 
.. _ b;j X; Xj 
'J- + 3 ' r r 

(1.2.13) 

avec b;j = 1 si i = j (symbole de Kronecker). Il est alors intéressant de remarquer que cette solution 
correspond précisément à la solution "Stokeslet" donnée par les équations (1.2.6), (1.2.7) et (1.2.8). Il 
apparaît ainsi que pour décrire l'écoulement loin de la particule, en écoulement rampant, il est suffisant 
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de ne connaître que le premier terme de h. En quelque sorte, ce résultat exprime le fait que loin de la 
particule, l'écoulement fluide perçoit l'inclusion comme une force ponctuelle et d'intensité égale et opposée 
à la traînée de Stokes. Par ailleurs, nous m·ons également vu à l'aide de la solution de Lamb que quel que 
soit l'écoulement non perturbé, l'écoulement induit tend, lorsque r tend vers l'infini, vers un écoulement 
"Stokeslet". De ce fait, la propriété fondamentale de la section (1.2.2) peut maintenant être réécrite: 

Propriété fondamentale : "Quelle que soit la forme de l'écoulement non per­
turbé, lorsque r tend vers l'infini, l'écoulement induit tend vers un écoulement 

& "Stokeslet" donné par 
rmm 

Ce résultat est largement utilisé dans les écoulements multiphasiques, et notamment dans la méthode des 
développements asymptotiques raccordés que nous verrons par la suite. 

1.2.5 Limitation des écoulements rampants stationnaires 

Pour terminer cette partie qui concerne les écoulements rampants stationnaires, notons que lorsque 
l'écoulement n'est pas uniforme, il est tout de même bien rare que l'écoulement induit se réduise à un 
simple problème stationnaire. En effet, bien souvent, la particule subit des accélérations, par exemple à 
cause du gradient de pression, traverse les lignes de courants de l'écoulement non perturbé, etc ... Toutes ces 
raisons vont faire que la condition limite (1.1.19) vérifiée par l'écoulement induit, ne sera pas stationnaire 
et dans la suite, nous allons justement voir quels peuvent être les effets de cette instationnarité sur F 1 . 

1.3 Les écoulements rampants instationnaires 

Dans le but d'obtenir l'expression de la force qui s'exerce sur une particule dont le mouvement est 
arbitraire et qui se déplace dans un écoulement quelconque, il est nécessaire de résoudre l'équation (1.1.28) 
associée bien entendu aux conditions limites (1.1.18) et (1.1.19) ainsi qu'à la condition initiale (1.1.20). 
En général, le simple fait de prendre en compte le terme instationnaire dans les équations de Stokes en 
complexifie notablement la résolution et bien souvent, il n'est alors pas possible de calculer l'expression 
exacte du champ de vitesse. :Malgré cela, dans certaines situations, il est tout de même possible de calculer 
l'expression exacte de la force qui s'applique sur la particule. C'est le cas par exemple lorsque l'écoulement 
non perturbé est un écoulement uniforme, ou encore si c'est un écoulement linéaire. De même que nous 
l'avons fait dans la section précédente, nous allons, en premier lieu, considérer le cas d'une particule qui 
se déplace dans un fluide au repos, mais cette fois donc, avec une vitesse qui dépend du temps. Ensuite, 
nous \'errons que le résultat de cette étude peut se généraliser au cas d'une particule qui se déplace 
dans un fluide en mouvement uniforme ou linéaire. Enfin, lorsque l'écoulement non perturbé est \Taiment 
quelconque, il est tout de même possible, par application du théorème de réciprocité, d'obtenir une forme 
approchée de l'expression de la force qui s'applique sur la particule, expression qui est alors l'analogue de 
la correction de Faxèn obtenue en écoulement stationnaire. 

1.3.1 Mouvement instationnaire de la sphère dans un fluide au repos 

Le calcul de l'expression de la force que subit une particule qui se déplace avec une vitesse qui varie 
dans le temps dans un fluide au repos a été effectué pour la première fois par Boussinesq (1885). Dans 
la pratique, lorsque la vitesse Vp(t) de la particule est quelconque, il est difficile d'obtenir l'expression 
de l'écoulement induit. Toutefois, cette difficulté peut être contournée en s'appuyant sur le fait que les 
équations de Stokes sont linéaires. L'idée de base est alors de décomposer la vitesse de la particule en 
une somme continue dont chaque composante pourra être traitée comme un problème indépendant. En 
particulier, la vitesse de la sphère peut toujours s'écrire sous la forme d'une transformée de Fourier inverse, 
à savoir 

_ 1 lx _ 
Vp (t) = - Uw exp( -iwt)dw 

2n -x 
où Ûw = I: Vp(t) exp(iwt)dt. 
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Ainsi, en imposant à l'écoulement induit de vérifier sur la particule, une condition limite q11i correspond 
à une composante de la transformée de Fourier de la vitesse de la particule, c'est à dire, 

w} = tlwexp(-iwt) lorsque lxi= a, 

et en résolvant ce problème 11 élémentaire 11 (élémentaire parce que la solution obtenue dans ce cas là n'est 
qu'un élément de la solution recherchée, et non pas parce qu'elle est triviale!), la force obtenue correspond 
alors à une composante de la transformée de Fourrier de la force qui s'exercerait sur une particule dont le 
mouvement est arbitraire. Par sommation, il est donc possible de retrouver la force exercée par le fluide 
dans le cas d'un mouvement quelconque de la particule. La résolution de ce problème est par exemple, 
très bien détaillée dans Landau et Lifchitz (1989) et reprise à la fin de ce document en annexe A.3. Dans 
ce cas particulier, la force 11 élémentaire 11 qui s'exerce sur la particule s'écrit: 

- - . ( ia
2

w (a2w)l/2-/2 . ) - . F = Fw exp( -1 w t) = -67iJ1J a 1- -- + - -(1-1) U"' exp( -1.wt). 
9 Vj Vj 2 

(1.3.1) 

A l'aide de cette expression, il est ensuite possible de déterminer la force qui s'exerce sur la particule 
lorsque celle-ci se déplace awc une vitesse quelconque, 

p1 =- Pw exp(-iwt)dw 1 lx 
27f -x 

et le calcul de cette intégrale conduit (voir annexe A.3) à l'expression suivante 

- t -
-1 - 1 dVp 2 ;· dVp(T) dT 

F = -61fJ1Ja Vp- 2mf dt- 6pja VVJ7r -x cl:;=- vt-T . (1.3.2) 

Le premier terme de (1.3.2) correspond alors à la traînée de Stokes, le second est appelé force de masse 
ajoutée, quant au troisième, c'est la fameuse 11 force d'histoire''. L'équation de mouvement obtenue à partir 
de cette force est fréquemment rencontrée dans la littérature sous l'appellation 11 équation de BB0 11 

(Basset, Boussinesq et Oseen) en hommage à leurs contributions respectives (en fait, historiquement, 
Basset (1888) a publié quelques années après son prédécesseur, Boussinesq (1885), le calcul de la force 
instationnaire subie par une particule). Aussi, la force d'histoire est souvent appelée à tort, terme de 
Basset. 

Dans la suite et afin de décrire l'origine physique de chacune des composantes de P1 , nous allons 
nous intéresser à une étude assez illustrative et qui correspond à la réponse du fluide à une accélération 
impulsionnelle de la particule. 

1.3.2 Illustration de l'écoulement induit par une sphère admettant une ac­
célération impulsionnelle dans un fluide au repos 

L'étude que nous allons détailler dans cette section repose sur la solution analytique du problème 
correspondant à l'écoulement généré par une particule qui, à l'instant t = 0+, se met brutalement en 
mouvement (avec une vitesse constante), dans un fluide initialement au repos (voir Bentwich et Miloh, 
1978). Compte tenu de l'expression un peu complexe de la solution exacte, celle-ci est reportée en annexe 
A.4. Notons simplement que conformément à ce que nous aurions obtenu à l'aide de l'équation (1.3.2) en 
posant Vp = tJ H(t) (où H(t) correspond à la fonction d'Heaviside), la solution analytique de ce problème 
permet d'obtenir l'expression de la contrainte exercée par le fluide sur la particule dans ce cas là, celle-ci 
est donnée par 

(1.3.3) 

Le premier terme de la force induite correspond bien à la traînée de Stokes, et quant aux autres, nous 
allons maintenant détailler leurs origines physiques. Pour cela, intéressons nous au comportement du 
champ de vitesse induit par cette accélération impulsionnelle de la particule. Choisissons arbitrairement 
de nous placer en e = 7i /2 ( w( = 0) et examinons l'évolution du profil de wl (voir figure 1.3) pour un 
temps diffusif 5 allant de 0.01 à l'infini. 

5. En fait, le temps à été arbitrairement rendu sans dimension par a 2 /vi ce qui correspond au temps qu'il faut pour que 
la vorticité induite par l'accélération de la particule diffuse sur une longueur équivalente à un rayon 
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FIG. 1.3 - Evolution temporelle de la composante 'Il'~ de la vitesse pov.r e = 7( /2. Mise en évidence des 
phénomènes de diffusion (pour tous les graphes, le temps est réduit par a2 jv1). 

A l'instant t = 0+, la sphère, qui était initialement au repos, se met brutalement en mouvement. Pour 
pouvoir se déplacer, elle doit alors "chasser" le fluide qui se situe dans son voisinage immédiat. En d'autres 
termes, elle transmet son accélération au fluide environnant et selon le principe d'action et de réaction, 
elle subit en retour une force proportionnelle à la masse de fluide déplacée multipliée par l'accélération 
transmise au fluide. Cette force est appelée force de masse ajoutée, ou encore parfois force d'"habillage". 
Bien entendu, le volume (et par conséquent la masse) de fluide accéléré dépend de la géométrie du corps: 
pour une sphère, le coefficient de masse ajoutée vaut 1/2. 

La perturbation de l'écoulement lorsque le fluide est brutalement "chassé" par l'accélération de la 
particule est ici visible sur les premiers graphes (i.e. temps diffusifs courts, t ;S 1) de la figure 1.3 et 
correspond à la partie négative du profil de vitesse. Notons que la force de masse ajoutée est exclusivement 
une force de pression et l'expression de cette dernière est retrouvée à l'identique dans la théorie des 
écoulements de fluide parfait où tous les effets visqueux sont négligés. Enfin, notons que pendant de 
nombreuse années, et jusqu'à assez récemment, la communauté des hydrodynamiciens s'est interrogée 
sur la validité du coefficient 1/2 de la force de masse ajoutée en dehors des hypothèses de Stokes et de 
fluide parfait (voir par exemple Odar et Hamilton, 1964). Aujourd'hui, il est admis au vu de nombreuses 
études qui ont été réalisées à ce sujet, que ce coefficient de masse ajoutée reste constant quel que soit le 
nombre de Reynolds de particule, du moins en écoulement uniforme et en dehors de tout confinement du 
domaine fluide dans lequel évolue la particule (voir par exemple Magnaudet et al., 1995). 

Pour comprendre ensuite l'origine physique de la force d'histoire- dernier terme de l'équation (1.3.3)­
nous voyons que l'accélération brutale de la particule a généré, aux temps courts et au voisinage de la 
surface de la particule, un très fort gradient de vitesse, autrement dit, une très forte vorticité locale. Or 
la force de frottement subie par la particule est directement proportionnelle à la viscosité dynamique du 
fluide multipliée par la valeur de la vorticité é\'aluée à la surface de la sphère. Nous voyons qu'aux temps 
courts, 1 'intensité de cette force est très importante (voire infinie, compte tenu de la modélisation du 
déplacement de la particule). Après que cette accélération soudaine se soit produite, la vorticité, qui n'est 
alors plus entretenue, diffuse dans le domaine fluide, comme cela est illustré sur les graphes de la figure 
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1.3. Ce phénomène de diffusion implique alors une relaxation dans le temps de la Yaleur de la vorticité 
éYaluée sur la sphère et ainsi, il est possible d'en déduire que la force subie par la particule doit être de 
la forme 

- 6wf 
IFI ex Jli L(t) Sv, 

où Sp ex a 2 est la surface de la particule, 6wj / L(t) correspond à l'ordre de grandeur de la vorticité au 
voisinage de la sphère et la longueur L(t) doit être proportionnelle à l'échelle de longueur où la vorticité 
a déjà diffusée à l'instant t. Le temps que met la vorticité pour diffuser sur l'échelle de longueur L étant 
donné par 

t = L 2 fvf alors, L(t) :x y'Vjt, 
et cette force doit donc être de la forme 

Ainsi, nous retrom·ons bien une expression semblable au dernier terme de F1
. 

Forts de ces premières remarques, regardons maintenant ce qui se passe lorsque le mom·ement de la 
particule est arbitraire. Pour cela, imaginons alors le cas d'une particule qui admet un changement de 
Yitesse en escalier, c'est à dire avec un changement brusque à chaque interTalle de temps 6t, de sorte que 

11P (t) = 2:)û"- Ûk-r) H(t- k6t). 
k=l 

La force qui s'applique sur la particule est alors donnée par 

Le passage à la limite conduit alors, pour le second terme de l'expression précédente, à 

l. ~ (Û,.. - ûk-l) '( kA ) A -lot dVp '( ) d - dVp 1111 L...._; u t - ,L..:J.f D.t - -- u t - T T - --
L1t__,O 6t 0 dT dt 

k=l 

et pour le dernier terme, à 

TI - - t -

l
. ""'(Uk- Uk-l) 6t 1· d11p dT 
1111 L......,; = -----

L1t--->O 6t Vf - k6t 0 dT ~ ' 
k=l 

ce qui est bien entendu similaire à la force obtenue par Boussinesq et Basset (avec une vitesse supposée 
nulle pour t < 0). 

1.3.3 Généralisation pour iÎ/(X, t) quelconque 

Dans cette section, nous allons tout d'abord nous intéresser au cas particulier où une particule se 
déplace dans un écoulement non uniforme mais linéaire. Ensuite, nous verrons que lorsque l'écoulement 
non perturbé est quelconque et parce qu'il n'existe pas d'équivalent à la solution stationnaire de Lamb, 
l'expression de la force induite ne peut pas être obtenue de manière exacte. Toutefois, nous verrons qu'à 
l'aide du théorème de réciprocité (exprimé dans l'espace de Laplace), il est quand même possible, dans 
un cas très général, d'obtenir une expression approchée F 1 . 

Cas particulier des écoulements linéaires 

Lorsque l'écoulement non perturbé est donné par 
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où A est un tenseur du second ordre dont les composantes dépendent hentuellement du temps, alors sur 
la surface de la sphère (i.e. r =a), l'écoulement non perturbé peut s'écrire: 

Le premier terme n'est alors qu'une fonction du temps et par conséquent, seul le second terme est non 
uniforme 6 . Le problème étant linéaire, l'écoulement induit qui vérifie la condition limite (1.1.19) dans ce 
CaS là peut être décomposé en une SOmme de deux Yitesses W r et W r (associées respectiwment aux 
deux champs de pression Pla et P lb), dont l'une vérifie, sur la sphère, la condition limite: 

et l'autre (en négligeant la rotation propre de la particule): 

-lb =4 -w1 =. ·a er. 

Dans le cas où les composantes du tenseur A sont constantes dans le temps, v1r Yérifie partout des 
conditions limites stationnaires. Les équations de Stokes instationnaires se réduisent alors à un problème 
stationnaire et pour obtenir l'expression de la force induite par cette vitesse sur la particule, il est 
possible soit de calculer la solution exacte de ce problème (avec la solution de Lamb), ou plus simplement, 

d'appliquer le théorème de réciprocité (Yoir annexe A.2). Si maintenant les composantes de A dépendent 
explicitement du temps, il est également possible d'appliquer un théorème équiYalent au théorème de 
réciprocité mais instationnaire (voir annexe A.5). Dans tous les cas, il se trouve qu'en écoulement de 
Stokes, et à cause des symétries vérifiées par w r, par intégration sur toute la surface sphérique de 
l'in~usion, la contribution hydrodynamique de cet écoulement est nulle et cela, quelle que soit l'expression 

de A. 
En ce qui concerne wr, la condition limite sur la sphère n"est qu'une fonction explicite du temps et 

le problème est alors strictement équiYalent au problème considéré par Boussinesq (1885). Le calcul de 
la force qui s'applique sur la particule conduit donc à 

(1.3.4) 

Finalement, lorsque l'écoulement non perturbé est linéaire, en plus du gradient de pression de l'écoulement 
non perturbé s'ajoute une force identique à celle donnée par l'équation (1.3.2) et calculée à partir de la 
Yitesse de glissement de la particule. 

Dans le cadre des écoulements rampants instationnaires, ce résultat n'est donc pas une approximation 
mais un résultat exact. 

Cas d'un écoulement quelconque 

Comparativement aux équations de Stokes stationnaires, dans le cadre des écoulements rampants 
instationnaires, la présence du terme oui] ;at dans les équations implique qu'il n'est plus possible de 
déterminer une forme générale du champ de vitesse solution de cette équation. Par conséquent, il n'existe 
pas d'approche permettant de déterminer avec exactitude la contrainte qui s'exerce sur la particule lorsque 
l'écoulement est quelconque. Néanmoins, par application du théorème de réciprocité (ou du moins sa forme 
équiYalente dans l'espace de Laplace, voir annexe A.5) il est possible d'obtenir l'expression de la force 
induite prenant en compte les effets au premier ordre de la non uniformité de l'écoulement. Celle-ci a été 
obtenue par ~1axey et Riley (1983), ainsi que par Gatignol (1983), et est donnée par 

(1.3.5) 

6. il est non uniforme puisque que er = er(8, cp) 
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I\otons que cette expression constitue en fait une généralisation aux cas des écoulements instationnaires 
de la force obtenue par Faxèn (1922) et donnée par l'équation (1.2.11). 

Dans le cadre des écoulements rampants instationnaires, l'équation de mouvement impliquant la force 
F 1 donnée par l'équation (1.3.5) est souvent rencontrée dans la littérature sous l'appellation: "équation 
de mouvement de Maxey et Riley (1983) 11

• C'est cette équation qui est le plus souvent utilisée pour obtenir 
la trajectoire d'une sphère solide dans un cas complètement général. Aussi et toujours dans le cadre des 
hypothèses de Stokes, nous pouvons remarquer que le coefficient de masse ajoutée reste de 1/2, y compris 
pour un écoulement non uniforme. Enfin, notons que l'expression de la force (1.3.5) n'est valable a priori 
que lorsque les nombres de Reynolds Re et 7) tendent tous les deux vers O. En toute rigueur, ces deux 
nombres ne sont pas nuls et à cause de cela, 1 'expression de la dérivée temporelle de l'écoulement non 
perturbé intervenant dans la force de masse ajoutée est parfois remise en question dans la littérature. 
Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe 1.5.1 (page 30) consacré aux effets d'inertie. 

1.3.4 Insuffisance de la théorie des écoulement rampants 

Pour terminer cette partie consacrée aux écoulements rampants, plusieurs points doivent être sou­
lignés. Tout d'abord, il est bien connu que l'hypothèse qui consiste à négliger l'ensemble des termes 
convectifs impliqués dans l'équation de mouvement de l'écoulement induit, est forte et en particulier, elle 
mène parfois à des paradoxes. Par exemple, la solution de Stokes autour d'un cylindre n'existe pas, ou 
encore la valeur de l'énergie cinétique du fluide calculée à partir du profil de vitesse de la solution des 
équations de Stokes stationnaires dans un domaine fluide infini est elle-même infinie! Dans la pratique, 
les hypothèses faites dans le cadre des écoulements rampants sont parfois trop réductrices pour donner 
des résultats satisfaisants. 

Prenons par exemple, le cas d'une particule qui est relâchée dans un écoulement cisaillé pur (i.e. un 
écoulement de Couette) avec une vitesse initiale parallèle aux lignes de courants. L'expérience montre 
(voir par exemple Segré et Silberberg, 1962) que la particule finit par traverser les lignes de courants, 
ce qui témoigne ainsi de l'existence d'une force transversale à l'écoulement, dite de portance (ou encore 
"lift" en anglais). Aussi, Bretherton (1962) a-t'il établi que cette migration ne pouvait être expliquée dans 
le cadre des écoulements rampants. En effet, dans cette situation, le gradient de pression de l'écoulement 
non perturbé est nul, et aucune force issue de l'équation de mouvement (1.3.4) ne peut expliquer ce 
phénomène. Intuitivement, un obserYateur avisé pense alors que puisque la vitesse "vue'' par la particule 
est plus rapide d'un côté de la sphère, que de l'autre, le champ de vitesse de l'écoulement induit ne 
doit plus être parfaitement symétrique, et que cela entraîne notamment une redistribution du champ de 
pression et du champ de vorticité, d'où la migration transversale observée ... En réalité, en imaginant 
cela, l'observateur est déjà en train de prendre en compte le transport convectif de la vitesse induite par 
l'écoulement non perturbé, or justement, ces termes sont complètement négligés dans les hypothèses de 
Stokes. 

Également, d'autres constatations expérimentales ne sont pas en très bon accord avec la solution de 
l'équation de BBO. Par exemple, lorsqu'une particule est relâchée dans un fluide au repos, le temps qu'elle 
met pour atteindre sa vitesse terminale est plus court que celui prédit par la théorie des écoulements de 
Stokes, et cela même lorsque le nombre de Reynolds est très petit devant l'unité. l'lous verrons dans la 
suite que c'est aussi un effet des termes convectifs et que ces derniers accélèrent le processus de relaxation 
de la force d'histoire. 

Forts de ces constats, nous savons que dans certaines situations physiques, les effets émanant du 
transport convectif de la vitesse loin de la particule doivent être pris en compte pour décrire correctement 
les trajectoires observées. Or, nous avons déjà vu combien le fait de rajouter un terme dans les équations 
de Stokes stationnaires compliquait la tâche pour obtenir l'expression de la force subie par la particule. 
Il va sans dire que pour prendre en compte les effets d'inertie, il n'existe pas de solution générale, mais 
seulement des solutions obtenues au cas par cas. 

1.4 Effets des termes convectifs (pro blêmes stationnaires) 

Dans toute cette partie, il sera supposé que la particule est suffisamment petite pour que l'écoule­
ment non perturbé puisse être assimilé à la superposition d'un écoulement uniforme stationnaire et d'un 
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écoulement linéaire. Autrement dit, nous considérerons que 

Sachant, par définition, que X = .XP +x, nous pouvons écrire, dans le référentiel Rp lié à la particule: 

(1.4.1) 

Reprenons ensuite l'équation du champ de vitesse de l'écoulement induit (1.1.17), en supposant que le 
problème est stationnaire, mais en ne négligeant plus les termes convectifs. Celle-ci s'écrit alors 

et en négligeant la rotation propre de la particule, les conditions limites s'écriwnt 

-> 0 lorsque lxi -> oo, 

- - 0 -VP- V1 (Xp +x) lorsque lxi =a. 

(1.4.2) 

(1.4.3) 

(1.4.4) 

~otons que bien que ce problème soit stationnaire, il est en règle générale encore trop complexe pour 
pouyoir être résolu analytiquement. Aussi, pour mémoire, nous avons toujours, au voisinage de la sphère, 
c'est à dire lorsque r c::: O(a), 

1 P.f ( u!_f_· ~)7IJ} 1 c::: 1 P.f ( w} _· ~)w} 1 = 0 ( ~q a) = 0 (Re) ' 
p,16w} f1J6w} VJ 

et 

1 

P.d u'.rl~· V)w_,o 1 = 0 ( a2 1'_ro) ( a21A 1) ( ) ~ soit ici 0 -v
1

.'1 = 0 17 , 
f1J6u1} VJ L 

où IAiJ 1 est l'ordre de grandeur des composantes du tenseur A et par hypothèse, ces deux nombres sont 
petits deYant l'unité. De ce fait, et malgré la prise en compte des termes conyectifs, nous voyons que la 
solution des équations de Stokes doit rester une bonne approximation de la solution exacte de l'équation 
(1.4.2). Ainsi, en utilisant par exemple le résultat donné par l'équation (1.2.13), il est possible d'écrire 
qu'à une distance r de la sphère, nous avons: 

I7IJ}I c::: oC'~ a) 
ce qui implique d'une part que 

et d'autre part que 
- _ 1 (V9 a) 

l6wf 1 c::: 0 ~ . 

A présent, notons qu'en utilisant l'équation (1.4.1) pour exprimer l'écoulement non perturbé wj, l'équa­
tion (1.4.2) s'écrit 

(1.4.5) 

et à une certaine distance d de la particule, le rapport des termes visqueux par rapport au premier terme 
convectif du membre c\e gau~he de l'équation (1.4.5) est alors donné par 

1 

(V9 . ~)w} 1 = o(dV9 ). 

v1 6w} VJ 

Ainsi, il apparaît que ces deux termes deviennent du même ordre de grandeur à une distance donnée par 

d = _!!__ 
Re' 
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et de ce fait, à cette distance de la particule ces termes convectifs ne peuvent plus, en toute rigueur, être 
négligés devant les termes visqueux: c'est le fameux problème soulevé par Oseen (1910). Dans la suite, 
nous appellerons dRe cette distance, et nous garderons en mémoire que 

dRe » 1 • 
a 

En ce qui concerne les autres termes conwctifs de l'équation (1.4.5) et toujours pour lxi :::::: O(d), nous 
avons 

Ces deux termes convectifs deviennent donc du même ordre de grandeur que les termes visqueux à une 
certaine distance de la particule que nous appellerons d,, et qui est donnée cette fois par 

d = ...!:._ . et de même 
Tl .;ri ' 

Enfin, en ce qui concerne les termes convectifs quadratiques, il apparaît que quelle que soit la distance à 
la particule, 

1 

(w} ·'!)w} 1 = o(Vg a) = o( Re)« 1. 
Vj l::,w} Vj ' 

et par conséquent, les termes visqueux seront toujours supposés grands devant les termes convectifs 
quadratiques. Ces termes ne seront jamais pris en compte, et l'équation qui régit l'écoulement induit sera 
donc linéaire. 

En résumé, dans le domaine fluide, trois zones peuvent être distinguées : 

• la zone proche de la particule, r E [a, min(dRe, d,1)], où les termes convectifs sont négligeables, 

• la zone intermédiaire, r E [min(dRe, d,), max(dRe, d,1)], où les termes convectifs deviennent du 
même ordre de grandeur que les termes visqueux, 

• puis la zone lointaine r » max(dRe, d,). 
Étant donné que dans le voisinage de la particule, les termes convectifs sont petits devant les termes 
visqueux, le calcul des effets d'inertie peut se faire à l'aide de la méthode des développements asympto­
tiques raccordés. Dans la zone située au voisinage de la particule, la vitesse est alors écrite sous la forme 
de la solution obtenue dans le cadre des écoulements rampants plus une perturbation, et dans la zone 
lointaine, il est supposé que l'écoulement perçoit la particule comme une force ponctuelle (voir le système 
d'équations (81'), page 10). Cette méthode est détaillée en annexe A.6. Initiée par Proudman et Pearson 
(1957), elle a été considérablement développée par Childress (1964) et Saffman (1968). Notons aussi que 
dans cette méthode des développements asymptotiques raccordés, le rapport 

( ddRe) , ou parfois 
Tl 

apparaît explicitement et différentes simplifications peuvent alors être faites en fonction de sa valeur. En 
effet, lorsque 

( dRe) 
2 

» 1 c'est à dire, dRe » d, , 
d,l 

cela qui signifie que les effets d'inertie basés sur le cisaillement de l'écoulement se manifestent beaucoup 
plus près de la particule que les effets d'inertie basés sur le nombre de Reynolds, et de ce fait, ils se­
ront prépondérants. Dans une telle situation, nous parlerons alors d'effets d'inertie de cisaillement pur. 
Inversement, lorsque 

( d;e ) 2 
« 1 , alors dRe « d, , 

Tl 

et nous parlerons d'effets d'inertie de type Oseen. 
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1.4.1 Écoulement uniforme 

Étude d'Oseen (1910) 

Lorsque la particule se déplace dans un fluide au repos, cela revient, dans la méthode des développe­
ments asymptotiques raccordés décrite en annexe A.6, à poser 

L'équation qui régit alors l'écoulement induit, et qui est construite awc le seul terme conwctif non 
négligeable dans ce cas là est donnée par 

et porte le nom d'équation d'Oseen (1910). Dans ce cas particulier, cette équation admet une solution 
analytique (Yoir par exemple Rappel et Brenner, 1983) et la comparaison avec la solution des équations 
de Stokes stationnaires (1.2.3) et (1.2.4) montre que le terme (- f7P ·V) w J pris en compte dans l'équation 
d'Oseen est responsable de l'apparition d'un sillage en amont de la particule. L'existence de ce sillage 
implique d'ailleurs une perte de la symétrie par rapport au plan contenant le centre de la particule et qui 
est perpendiculaire à sa Yitesse. De ce fait, la force de traînée subie par la particule est plus grande que 
celle obtenue en écoulement de Stokes et est alors donnée par 

l\otons que le terme qui vient s'ajouter à la traînée de Stokes est appelé correction d'Oseen. 7 

Aussi, la Yalidité de ce résultat a été Yérifiée expérimentalement par l\iaxworthy (1965a) qui, à l'aide 
d'un dispositif expérimental fin, a montré que la correction d'Oseen donne de très bons résultats jusqu'à 
des valeurs de Re de l'ordre de 0.4. l\'otons aussi que ce résultat se généralise facilement au cas d'une 
particule qui se déplace dans un écoulement uniforme. 

Pour affiner le résultat Oseen (1910), Proudman et Pearson (1957) sont panenus à calculer les termes 
correctifs d'ordres supérieurs en exprimant la vitesse de perturbation de la solution de Stokes en une série 
de termes en puissance de Re. Ils ont obtenu alors 

Toujours selon les résultats de Max\vorthy (1965a), cette relation est applicable pour des nombres de 
Reynolds de l'ordre de 0.65, mais paradoxalement, elle est moins précise que la correction d'Oseen simple 
lorsque le nombre de Reynolds est inférieur à 0.45, ce qui réduit notablement la plage d'utilisation de 
cette expression. 

Enfin, signalons que pour estimer la traînée stationnaire subie par une particule pour des plus grands 
nombres de Reynolds, il devient nécessaire d'utiliser des corrélations empiriques du type par exemple de 
celle de Clift et Gam·in (1970) (voir dans Clift et al. 1978, ou encore dans la thèse de l\1. Abbad 2003). 

1.4.2 Écoulement simplement cisaillé 

Étude de Saffman (1965) 

1\'ous nous intéressons maintenant à la célèbre étude de Saffman (1965) (plus le corrigendum 1968). 
Pour tenter d'expliquer pourquoi une particule plongée dans un écoulement de Poiseuille a tendance à 
migrer vers le centre de la conduite, Saffman a réalisé une étude permettant de mettre en évidence le rôle 
des effets d'inertie. Aussi, pour simplifier le problème, il a considéré que la particule était plongée dans 
un écoulement simplement cisaillé et dans son cas, la vitesse de l'écoulement non perturbé et la vitesse 
de la particule sont données (voir figure 1.4) par: 

7. Le nombre de Reynolds qui apparaît dans cette force est basé sur le rayon de la particule et non sur le diamètre! il 
arrive parfois, dans la littérature, qu'il y ait confusion. 
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~a ~ -
V1 = A13 Z e1 et VP = VP ê1 , 

où Z est la coordonnée suiYant ê3 dans le référen­
tiel R 0 , et A 13 est le coefficient de cisaillement 
de l'écoulement non perturbé. Ainsi, dans cette 
étude, 

avec 

Par ailleurs, Saffman (1965) a également consi­
déré que 
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FIG. 1.4- Configuration de l'ét'u.de de Saffman. 

de sorte que les effets d'inertie obtenus sont donc (conformément aux définitions posées en début de 
section) des effets de cisaillement pur. Dans une telle configuration, nous avons déjà YU que si aucun 
terme convectif n'est pris en compte, la particule ne subit qu'une force colinéaire à l'écoulement non 
perturbé. Ici, et parce que les termes convectifs modifient l'écoulement induit lointain, ces derniers sont 
responsables du fait que la force transversale subie par la particule n'est pas nulle, et elle est donnée par 

-1 ~ (a2Al3)1/2 
F · e3 = 6.46 JiJa ---;;;- V9 • 

Étude de Harper et Chang (1968) et Miyazaki et al. (1995b) 

Par la suite, l'étude de Saffman a été généralisée au cas d'une particule qui admet un mouvement 
quelconque, dans les trois directions de l'espace (en supposant toujours que dry « dRe)· Tout d'abord, 
par Harper et Chang (1968), mais dont les résultats ont été remis en cause quelques années plus tard 
par Miyazaki et al. (1995b). Ces derniers ont obtenu les Yaleurs des composantes du tenseur de mo-

bilité 111 dans le cadre des écoulements cisaillés, et en reprenant la configuration d'écoulement décrite 
précédemment, la force qui s'exerce sur la particule est donnée par 

où 1 est le tenseur identité et 

= ( 0.0743 
M= 0 

0.343 

0 
-0.577 

0 

0.944 ) 
0 . 

0.327 

1\'otons que conformément au résultat de Saffman (1968), il apparaît bien que 61r x 0.343 '::::' 6.46. 

A présent, nous pouvons faire une petite remarque à propos de ce résultat. En effet, si la vitesse de la 
particule suiyant è3 est non nulle, alors Zp Yarie au cours du temps et par conséquent V9 devient également 

une fonction du temps. Ainsi, et même si dans cette étude, les termes convectifs (V9 · V)w} ne sont pas 
pris en compte, l'écoulement induit vérifie une condition limite instationnaire sur la particule. Il n'est 
donc pas, en toute rigueur, légitime de supprimer le terme owj fat dans les équations de Navier-Stokes 
linéarisées. En fait, l'étude de Saffman ne peut être généralisée rigoureusement que dans le cas d'un 
mouvement permanent, entièrement contenu dans le plan perpendiculaire au gradient de l'écoulement 
cisaillé, ici ( o, ê1, ê2). 

Étude de McLaughlin (1991) 

Toujours dans le cadre des écoulements cisaillés, McLaughlin (1991) a généralisé l'étude de Saffman 

aux situations où les termes (V9 · V)wj ne sont plus négligeables dans l'équation (1.4.5). Dans un tel cas, 
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la méthode des déYeloppements asymptotiques raccordés fait donc intervenir explicitement le rapport 
entre dRe et d,7, à savoir ici E = (A 13 v1 )112 jV9 et I\1cLaughlin trouve alors que la force transversale qui 
s'exerce sur la particule est donnée par 

où J(c) est une fonction calculée numériquement (voir le tableau 1.1). Bien entendu lorsque le rapport 
E = dRe/dTJ tends vers l'infini, alors J(c) ê::' 2.255, ce qui implique que 9 J(t:)/r.---* 6.46, ce qui est alors 
conforme au résultat de Saffman (1968). 

J(c) Il E J(c) 1 

0.025 -0.0000133 0.7 1.2554 
0.05 -0.0002845 0.8 1.436 
0.1 -0.004658 0.9 1.576 
0.15 -0.01458 1.0 1.979 
0.2 -0.01247 1.5 1.979 
0.25 0.02782 2.0 2.094 
0.3 0.1179 5.0 2.227 
0.4 0.4076 10.0 2.247 
0.5 0.7350 20.0 2.252 
0.6 1.0236 00 2.255 

TAB. 1.1- Différentes valeurs de J(t:) - McLaughlin (1991) 

1.4.3 Écoulement en rotation solide 

Étude de Childress (1964) 

La méthode des développements asymptotiques raccordés peut également être appliquée pour prévoir 
l'effet des termes convectifs sur le mom·ement permanent d'une sphère dans un écoulement en rotation 
solide. Ainsi, Childress (1964) a étudié l'effet de la rotation sur la traînée qui s'exerce sur une sphère qui se 
déplace à ,·itesse constante, le long de l'axe de la rotation (voir figure 1.5). En coordonnées cartésiennes, 
la rotation solide autour de l'axe (o, ë3 ) s'écrit: 

Dans ce cas, le tenseur A est en fait antisymé­
trique, et il est donné par 

Dans son étude, Childress a pris en compte tous 
les termes convectifs (sauf bien sûr, les termes 
quadratiques) et le nombre de Reynolds basé sur 
le cisaillement a été défini par ce dernier comme 
un nombre de Taylor. Ainsi, en posant 

Re= a VP 
1/j 

et de même que dans l'étude de McLaughlin, la 
méthode des développements asymptotiques rac­
cordés fait intervenir un paramètre qui contient 
le rapport entre dRe et dry, à savoir : 

t'' p 

. 
' x 

~l ~ 
e2 

0 

FIG. 1.5- Étude de Childress (1964). 
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0: = 2T~ = 2WVj = 2 (dRe)
2 

Re VP2 d,1 

Dans ce document, nous aurons l'occasion de revenir longuement sur la résolution de ce problème et donc, 
notons simplement ici que celle-ci conduit à une expression de la force induite donnée par 

F1 
· e3 = -61rp1a( 1 + ReB(o:)) VP, 

et où 
3 ;·1 B(o:) = 4 

0 
((t2

- 4iat) 112 + (t2 +4io:t) 112)(3t2 -1)dt. 

Pour o: compris entre 0 et 1, différentes valeurs de B(o:) sont reprises dans le tableau 1.2 

1 o: B(o) Il o: B(o) 1 

0 3/8 0.40 0.379 
0.05 0.367 0.45 0.386 
0.10 0.359 0.50 0.395 
0.15 0.356 0.60 0.411 
0.20 0.356 0.70 0.429 
0.25 0.360 0.80 0.445 
0.30 0.365 1.00 0.479 
0.35 0.371 -- --

TAB. 1.2- Différentes valeurs de B(o) pour 0 < o: < 1 

Précisons également que pour a:> 1/4, Childress a montré que B(a) pouvait être exprimée sous la forme 
d'un développement en puissance de o: donné par, 

B . _ 2~ ( _7_ 15 _ 49 ) 
(a:)- 7 1 + 40o: + 1408o:2 39936o:3 + 0 0 0 

' 

et que nous utiliserons par la suite. Aussi, au vu de ce résultat, nous voyons que la fonction B( o:) ----+ 

(4/7)Ta112 /Re pour des valeurs de o: grandes devant 1 (en fait, dès que o: est de l'ordre de quelques 
unités) et en résumé, il apparaît que 

3 

8 
si a: ----+ 0 (Effets d'Oseen) 

{ 

B(o:) 

B(o:) 
4 Ta1 / 2 

---
7 Re 

si o: ----+ oo (Effets de cisaillement pur) . 

Notons pour finir que les résultats de Childress (1964) ont été vérifiés expérimentalement par Maxworthy 
(1965b) et par nous mêmes dans la suite de ce document. 

Étude de Gotoh (1990) 

Dans le cadre de l'hypothèse d71 « dRe, c'est à dire lorsque les termes (V9 • "V}wj peuvent être 
négligés dans les équations stationnaires de Navier-Stokes (1.4.5) qui rappelons le, ont été écrites dans 
le référentiel de Koenig, Gotoh (1990) a généralisé le résultat de Childress au cas d'une particule qui se 
déplace arbitrairement dans un écoulement en rotation solide (voir également Miyazaki et al., 1995b). 
Dans cette situation, la force qui s'exerce sur la particule est alors donnée par: 

avec dans ce cas là : 

( 

(3J2/280)(19 + 9V3) 
Mc = (3J2/280)(19- 9V}) 

0 

-(3J2/280)(19- 9V3) 
(3J2/280)(19 + 9V3) 

0 

0 ) 0 0 

4/7 
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1\'otons que la composante .!118 de ce tenseur de mobilité est alors bien conforme au résultat de Childress 
lorsque a » 1. Aussi, insistons sur le fait que ce résultat n'est valable que si la particule admet une 
vitesse de glissement qui ne dépend pas du temps. En effet, si cette condition n'est pas satisfaite, nous 
pouvons faire la même remarque que celle qui a été faite précédemment, à savoir, qu'il n'est pas alors 
légitime de négliger le terme 8w}/8t dans les équations de Navier-Stokes linéarisées. Cette remarque est 
importante et nous reYiendrons sur ce point dans le chapitre 5. 

Enfin, pour terminer cette partie consacrée à l'étude de Gotoh (1990), faisons une petite remarque. 
Conceptuellement, il est \Tai que si la particule est suffisamment petite, on est tenté de dire que l'écou­
lement non perturbé vu par la sphère dans le cas de la rotation solide est semblable à l'écoulement vu 
par la particule dans un écoulement cisaillé ... Mais ce n'est pas le cas car les effets d'inertie dépendent de 
l'expression de l'écoulement loin de la particule, et c'est d'ailleurs ce qui apparaît lorsque la méthode des 
développements asymptotiques raccordés est appliquée. Or en iiwoquant l'écoulement loin de la particule, 
les différences entre un écoulement cisaillé et un écoulement en rotation solide sont conséquentes et de ce 
fait, les forces induites par les termes convectifs sont elles aussi très différentes. Par exemple, imaginons 
le cas d'une particule maintenue fixe (i.e. VP = 0) premièrement dans un écoulement en rotation solide 
et deuxièmement dans un écoulement cisaillé, mais de sorte que l1l9 1 soit identique dans les deux cas. 
Supposons ensuite que le taux de cisaillement que nous avons écrit A13 soit égal au taux de rotation w 

et comparons la force de portance subie par la particule dans les deux cas: 

Force transversale de Saffman 
Force transversale de Gotoh 

0.343 ::: 6.63 . 
(3v'2/280)(19- 9V;3) ' 

Ainsi, nous voyons que la force de portance subie par la particule dans un écoulement cisaillé sera plus de 
6 fois supérieure à celle obtenue dans le cas de la rotation solide ! La différence entre les deux situations 
est donc significative, et par ailleurs, rappelons que dans le cas de la rotation solide, la particule subit un 
gradient de pression de l'écoulement non perturbé, alors qu'il n'en est rien dans le cas d'un écoulement 
cisaillé ... 

Étude d'Herron et al. (1975) 

Herran et al. (19ï5) se sont également intéressés au problème qui correspond au mouvement quasi­
stationnaire d'une particule solide qui se déplace dans un écoulement en rotation solide, et toujours 
lorsque a» 1. Mais à la différence de ce qui a été fait dans l'étude de Gotoh (1990), où les équations de 
l'écoulement induit ont été écrites dans le référentiel de Koenig, Herran et al. (19ï5) ont choisi de mener 
leur étude dans un référentiel en rotation par rapport à R 0 et dont la vitesse angulaire est égale à celle 
de l'écoulement. Dans le chapitre 5, nous détaillerons les équations de l'écoulement induit qu'ils ont ainsi 
considérées, mais ici, écrivons simplement que dans cette situation, Herran et al. (19ï5) ont obtenu le 
tenseur de mobilité suivant : 

-H - ( 5/7 
M = 3~5 

Cette différence avec le résultat de Gotoh (1990) peut sembler déconcertante au premier abord, mais 
celle-ci prm·ient du fait qu'il n'est pas possible de supposer que l'écoulement induit soit décrit par des 
équations stationnaires dans les deux référentiels à la fois : les situations physiques analysées par Gotoh 
(1990) et par Herran et al. (19ï5) sont donc différentes. Ce point est intéressant et il a motivé une étude 
approfondie qui sera détaillée dans le chapitre 5 de cette thèse. 

1.5 Effets des termes convectifs (problèmes instationnaires) 

1.5.1 Effets d'inertie sur l'expression de la force de masse ajoutée 

Avant de continuer à décrire les effets des termes convectifs sur l'écoulement induit lointain, revenons 
un instant sur l'expression de la force de masse ajoutée qui est obtenue dans le cadre des écoulements 
rampants instationnaires. Par exemple, lorsque l'écoulement non perturbé est linéaire, nous avons vu que 
la force de masse ajoutée est donnée par 
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comme le montre l'équation (1.3.4) (page 22). Or, cette expression, qui a été obtenue dans la limite ou Re 
et 17 tendent vers 0, est parfois remise en question du fait des effets d'inertie. En effet, en s'intéressant aux 
forces exercées par un écoulement de fluide parfait irrotationnel mais non uniforme autour d'une sphère 
(Re» 1), Auton (1987) a établi que la force de masse ajoutée exercée par le fluide sur la particule était 
donnée par 

1 (dvp mi,O l ) 
-2mf dt- Dt .x,, · 

Aussi, ce résultat a été confirmé par l'étude numérique de Magnaudet et al. (1995) y compris dans le 
cadre des écoulements Yisqueux à faibles nombres de Reynolds. En pratique, la différence entre ces deux 
dérivées peut devenir significative lorsque le nombre de Reynolds devient grand. Mais, signalons que 
dans le cadre des écoulements rampants, cette différence est bien entendu minime et conduit à une force 
de masse ajoutée quasiment identique. Pour s'en convaincre, reprenons l'exemple correspondant à un 
écoulement non uniforme linéaire, 

et supposons, dans un souci de simplicité, que les composantes de A sont constantes dans le temps. 
La différence entre les deux types de dérivées impliquées dans la force de masse ajoutée d'Au ton et de 
l'équation (1.3.4) est alors donnée par 

En considérant que IA;il est l'ordre de grandeur des composantes de A et en comparant l'expression de la 
différence entre ces accélérations par rapport à la traînée de Stokes, i.e. 67rfJ.Ja(V/(Xp)- Vp), il apparaît 
que celle ci est en O(a2 IA;il/v1) or ce terme correspond au nombre de Reynolds de cisaillement: par 
hypothèse, il très petit devant 1. 

1.5.2 Effets d'inertie instationnaires dans les écoulements uniformes 

A présent, et dans la continuité de ce qui a été fait dans la partie 1.4, nous allons discuter des 
conséquences qui résultent du fait que les termes convectifs ne soient plus négligeables à une certaine 
distance de la particule, mais cette fois lorsque le problème est instationnaire. Pour cela, rappelons nous 
que dans le cadre des écoulements rampants, lorsque le mouvement de la particule est instationnaire, 
la particule subit une force dite d'histoire. En outre, nous avons aussi vu que cette force instationnaire 
relaxe en 1/ Vi et que cela est la conséquence du processus de diffusion de la vorticité dans le domaine 
fluide qui entoure la particule. Nous comprenons donc que lorsque cette vorticité aura diffusé jusqu'à 
une région de l'espace où les termes convectifs ne sont plus négligeables devant les termes Yisqueux, alors 
la diffusion visqueuse ne sera plus le seul mode de transport de la vorticité. Ce phénomène aura pollr 
conséquence de modifier le temps de relaxation de cette force instationnaire. En d'autres termes, cela 
aura des conséquences sur l'expression du noyau de la force d'histoire qui, pour prendre en compte les 
effets d'inertie, ne pourra plus être exprimée simplement en 1/Vt. Dans cette section, nous allons donc 
nous intéresser aux principaux résultats obtenus dans une configuration instationnaire et avec prise en 
compte des termes convectifs, tout d'abord dans le cadre des écoulements uniformes, puis dans le cadre 
des écoulements cisaillés. 

Mouvement impulsionnel de la sphère 

Initialement, l'étude de Bentwich et Miloh (1978) que nous avons déjà détaillée (voir annexe A.4) avait 
pour objectif de capturer les effets d'inertie sur la décroissance aux temps longs de la force d'histoire, à 
l'aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés. Ils cherchaient donc une solution sous 
la forme 

où le premier terme de ce développement correspond à la solution des équations de Stokes instationnaires ... 
Cependant, le second terme qu'ils ont obtenu présentait quelques inconsistances physiques. C'est donc 
Sano (1981), qui en complétant leur étude, a pu obtenir l'expression de la force qui s'exerce sur une 
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particule dont le mouvement est impulsionnel, avec prise en compte des effets d'inertie. l\'Iais avant de 
détailler ce résultat, faisons quelques commentaires. 

Dans cet exemple, il est supposé qu'à l'instant t = 0+, la particule se met brutalement en mouvement. 
Ainsi, tant que la vorticité générée à cet instant reste confinée au voisinage de la particule et n'a pas 
diffusé jusqu'à une certaine distance où le transport convectif de la vitesse devient significatif, alors la 
force instationnaire qui s'exerce sur la particule relaxe en 1/ ,fi comme le prédit la solution obtenue en 
écoulement de Stokes et donnée par l'équation (1.3.2). Or dans le cadre des écoulements uniformes, la 
distance à laquelle les termes convectifs deviennent du même ordre de grandeur que les termes visqueux 
est donnée par dRe = a/ Re. Le temps que met la vorticité pour diffuser jusqu'à cette distance à la 
particule est alors donné par 

En terme de temps sans dimension, 

Tex d~e = _1_ (a2
) 

Vf Re2 Vf · 

t' = V.f t 
a2 

il apparaît donc que dans cette étude, la force qui s'exerce sur la particule doit être correctement décrite 
par l'équation (1.3.2) tant que 

Re2 t'< 1. 

Précisons maintenant que pendant ce laps de temps, la particule a parcouru une certaine distance (donnée 
par VP T) et par conséquent, la vorticité générée au démarrage de la particule se trouw ensuite confinée 
son sillage amont. A ce stade, les termes cmwectifs commencent a jouer un rôle sur le processus de 
relaxation de la force subie par la particule. Aussi, le lecteur intéressé trom·era davantage de détails 
concernant cette étude phénoménologique dans une annexe de l'article de Lm·alenti et Brady (1993a), 
réalisée par E.J. Hinch. 

En ayant bien à l'esprit ce qui vient d'être écrit, intéressons nous maintenant à l'expression de la force 
instationnaire obtenue par Sano (1981). Celle-ci est donnée par 

F 1 = 67rJ..ttaVP {H(t') + ~o(t') + ~+~Re[ (1 + ~. 2 )erf(Rev'ti/2) 
9 v 1rt' 8 Re2 t' 

~--------~-------J 

Solution de Stokes (i) 

+ ~ (1- R
2
2 ) exp(-Re

2
t'/4)- ~ J + ~Re2 lnRe) . 

v 1r t'Re e t' 3v 1r t'Re 40 

(ii) 

(1.5.1) 

Ce résultat est bien en accord avec le fait qu'aux temps courts, i.e. t'= 0(1), nous av~ns donc Re2 t'« 1 
et les termes (i) + (ii) tendent bien vers 0 conformément au fait que la force exercée par l'écoulement 
induit est correctement décrite par l'équation (1.3.2). Puis, aux temps longs, i.e. t'» 1/Re2 , il apparaît à 
cause du terme (i) et parce que la fonction erf(Rev'ti /2) tend vers 1, que la force décroît temporellement 
en 1/t'

2
. Ce résultat est très important car il montre que la force d'histoire classique de Boussinesq­

Basset n'est plus valable aux temps longs. Cette décroissance en 1/t'2 au lieu de 1/Vf explique d'ailleurs 
pourquoi, lorsqu'une particule est relâchée dans un fluide au repos, elle atteint sa vitesse terminale après 
un laps de temps plus court que celui obtenu par résolution de l'équation de mouvement de la particule 
impliquant la force donnée par (1.3.2). 

Remarquons cependant que ce résultat n'est a priori valable que pour une particule dont le mouvement 
est issu d'une accélération impulsionnelle. Dans un tel cas, le mouvement de la particule n'est instation­
naire qu'à t = 0+. Si maintenant, la particule a un mouvement propre plus complexe que celui considéré 
par Sano (1981), alors contrairement au cas précédent, la particule va continuer à générer de la vorticité 
au cours du temps. Ainsi, tant que cette "nouvelle vorticité" (imaginons par exemple qu'elle a été générée 
à l'instant T < t) n'aura pas diffusé jusqu'à la région d'Oseen, sa contribution hydrodynamique relaxera 
en 1/~. Pour tenter de décrire correctement la force d'histoire qui s'exerce sur une particule dont le 
mouvement est arbitraire, il faut alors que son noyau se comporte comme celui de Boussinesq-Basset aux 
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temps courts, et qu'il admette une décroissance temporelle plus rapide aux temps longs. C'est dans cet 
esprit que l'dei et al. (1992) ont élaboré, à partir de l'étude numérique d'un mouvement oscillant d'une 
particule solide, un noyau empirique donné par : 

. [[7il/.f ]1/4 [1iVJ( ReD(T) )3 2]1/2]-2 
R(t-T)= -(t-T) +- (t-T) 

a2 16a4 0.75+0.105ReD(T) 

En effet, ce noyau tend bien vers l'expression de Boussinesq-Basset aux temps courts et admet une 
décroissance en 1/(t- T) 2 aux temps longs. Précisons également que le noyau empirique de 1\iei et al. 
(1992) a été établi pour un nombre de Reynolds construit m·ec le diamètre de la particule et non le rayon, 

c'est à dire ReD= 2 ai"V9 (t)l/v.r. 
Toujours dans le cadre des écoulements uniformes et à petits nombres de Reynolds, Lovalenti et Brady 

(1993a) ont pu, par application du théorème de réciprocité généralisé, calculer de manière très générale 
la force qui s'exerce sur une particule dont le mouvement est arbitraire, tout en prenant compte les effets 
des termes convectifs. Compte tenu de la complexité de l'expression de la force ainsi obtenue, celle-ci est 
reportée en annexe A.7, mais notons qu'à la différence du noyau de Mei et al. (1992), leur solution est 
analytique. A l'aide de cette expression, Lovalenti et Brady (1993a) ont obtenu deux résultats forts: 

• Premièrement, ils ont montré que le comportement aux temps longs de la force d'histoire dépend de 
la nature du mouvement de la particule, mais dans tous les cas, la décroissance de la force d'histoire 
aux temps longs est plus rapide que celle prédite par la théorie des écoulements de Stokes. 

• Deuxièmement, ils ont montré que l'expression de la force qui s'exerce sur la particule lorsque son 
mouvement est instationnaire ne correspond aucunement à la somme de l'équation BBO (1.3.2) et 
de la correction stationnaire d'Oseen. 

1.5.3 Effets d'inertie basés sur le nombre de Reynolds de cisaillement 

Nous nous intéressons maintenant aux effets instationnaires des termes convectifs basés sur le nombre 
de Reynolds de cisaillement. Précisons qu'à l'heure actuelle, la recherche concernant ces effets instation­
naires est moins avancée que celle qui concerne les effets d'inertie lorsque l'écoulement est uniforme. Par 
exemple, il n'y pas d'équivalent aux travaux de Lovalenti et Brady (1993a) où de Mei et al. (1992). Toute­
fois et pour les mêmes raisons que celles exposées précédemment, lorsque le mouvement de la particule est 
instationnaire, le passé proche de la force d'histoire doit être en accord avec l'expression obtenue en écou­
lement de Stokes instationnaire. Aussi, il est clair que les termes convectifs basés sur la non uniformité de 
l'écoulement n'adoptent pas leurs formes stationnaires immédiatement et que de ce fait, si le mouvement 
de la particule est quelconque, l'expression de la force instationnaire qui s'exerce sur la particule ne doit 
pas être la somme des effets d'inertie obtenus en régime stationnaire plus la force d'histoire. 

Par exemple, dans le cadre des écoulements cisaillés, et dans le cas où les effets d'inertie de cisaillement 
dominent les effets d'inertie du type Oseen, i.e. fo » Re, Miyazaki et al. (1995b), puis par la suite 
Asmolov et McLaughlin (1999) ont chacun considéré le mouvement oscillant (donc instationnaire) d'une 
particule et ont obtenu une expression de la force de portance en fonction de la fréquence d'oscillation. 
De manière générale, les résultats qu'ils ont obtenus montrent que lorsque le mouvement de la particule 
est instationnaire, la force de portance est différente de celle obtenue en écoulement stationnaire. Dans 
le chapitre 6 et en thème de recherche complémentaire, nous aborderons ce point qui sort du cadre des 
écoulements en rotation solide et nous proposerons une expression approchée de la force de portance 
instationnaire calculée à partir des résultats d'Asmolov et McLaughlin (1999). 

1.6 Effets de paroi en écoulement de Stokes 

Dans la suite de ce travail, nous serons également confrontés à des effets de paroi sur la vitesse de 
sédimentation de nos particules. Pour cette raison, il est également important que nous nous intéres­
sions aussi aux différentes approches analytiques permettant de calculer les corrections de traînées qui 
proviennent de ces effets. 

Dans cette partie et afin de simplifier le problème, l'écoulement induit sera supposé régi par les 
équations de Stokes stationnaires (1.2.2). Dans ce cadre, nous avons vu que quel que soit l'écoulement 
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non perturbé, le champ de vitesse de l'écoulement induit, qui peut être entièrement déterminé à l'aide 
de la solution générale de Lamb, va décroître (à l'ordre dominant en afr) si le milieu est infini. Cette 
décroissance du champ de vitesse est donc lente et la forme stationnaire de l'écoulement de perturbation 
s'étend donc dans un domaine fluide assez important, comparativement à la taille de la particule. Ainsi, il 
faut que le domaine fluide soit suffisamment grand pour que la condition limite (1.1.18) soit vérifiée. Bien 
souvent, ce n'est pas le cas, et en particulier lorsque le domaine est confiné entre des parois matérielles 
où le fluide doit vérifier sur ces surfaces une condition d'adhérence. 

Soit x8 un vecteur définissant un point de la surface considérée par rapport au centre de la particule 
et posons 

l'ensemble des vecteurs x8 décrivant le lieu de la paroi par rapport à la particule. Dans ce contexte, la 
condition limite (1.1.18) devient alors 

lorsque lxi ---> oo ou bien wj = 6 si xE C(xs) , (1.6.1) 

et bien entendu, c'est cette seconde partie de (1.6.1) qui sera responsable d'une modification de l'écoule­
ment induit et par conséquent, de l'expression de la force qui s'applique sur la particule. 

Pour parvenir à obtenir l'expression de F 1 dans ce cas là, il existe la méthode des 11 réflexions 11
, qui 

est décrite en annexe A.8. Le principe de base de cette approche consiste à rechercher la solution du 
problème sous la forme d'une série 

~1 ~ ~ ~ 

W f = Wo + 'W1 + '11'2 + ... 
où u10 est la solution de Lamb en milieu infini. Comme ce premier terme ne vérifie pas la bonne condition 
limite sur la paroi, il faut imposer au second terme de compenser w0 à la paroi. Pour simplifier la 
détermination de ce nom·eau terme, il est commode d'essayer de l'obtenir en faisant comme si la particule 
n'était pas là. A ce moment là. w1 compense u10 à la paroi, mais il ne vérifie pas la bonne condition limite 
sur la particule et il faut imposer à u12 de compenser w1 sur la particule et ainsi de suite. En procédant 
de cette manière, à chaque étape, la solution obtenue, si elle converge, com·erge vers la solution exacte du 
problème. Dans la pratique, seuls les premiers termes sont significatifs et permettent d'obtenir les effets 
de la paroi sur l'expression de la force qui s'applique sur la particule. 

Dans la suite, nous allons détailler les résultats obtenus en conduite cylindrique puisque ces derniers 
nous seront utiles ultérieurement, mais le lecteur intéressé par les effets de paroi trouvera plusieurs autres 
exemples dans Rappel et Brenner (1983). 

1.6.1 Effets de paroi en conduite cylindrique 

En appliquant cette méthode de réflexion au cas d'une particule qui se déplace à vitesse constante, 
parallèlement aux parois dans une conduite cylindrique de rayon Ret de longueur infinie, Brenner (1964) 
a pu établir que la force exercée par le fluide sur la particule est donnée par 

où Rp est la distance de la particule à l'axe de la conduite. Lorsque la particule est près de l'axe de la 
conduite, i.e. lorsque Rp « R, alors la fonction f(Rp/ R) peut être approchée par 

sinon, le tableau 1.3 reprend les valeurs de f(Rp/ R) pour différentes positions de la particule. Enfin, 
précisons que lorsque Rp/ R---> 1, celles-ci sont données par 

. ( ) 9 hm R R = 
Rr! R_,1 f p/ 16(1 - Rpj R) 

Il est intéressant de remarquer que les effets de paroi sont quasiment constants dans toute la section. Ce 
point sera d'ailleurs vérifié expérimentalement dans la suite de ce travail. 
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0.0 2.10444 0.40 2.04401 
0.01 2.10436 0.41 2.04407 
0.03 2.10381 0.43 2.04530 
0.05 2.10270 0.45 2.04825 
0.10 2.09763 0.50 2.06566 
0.20 2.07942 0.60 2.16965 
0.30 2.05691 0.70 2.45963 
0.35 2.04805 0.80 3.2316 
0.37 2.04567 0.90 5.905 
0.39 2.04426 -- --

TAB. 1.3- Différentes valeurs de f(Rvf R) pour 0 < rvf R < 1 -HappeZ et Brenner (1983} 

Mais pour terminer cette partie, il conyient de noter que les effets de paroi décrits dans cette section 
ont été obtenus dans le cadre de la théorie des écoulements rampants stationnaires. Or nous aYons YU 
que lorsque la particule se déplace dans un fluide au repos, à la distance 

a 
dRe=­

Re 

les termes conyectifs de l'équation de mouvement de la Yitesse induite deviennent du même ordre de 
grandeurs que les termes Yisqueux (voir section 1.4). En toute rigueur donc, cette approche n'est rigou­
reusement Yalable que si 

a 
soit en fait R- Rv « Re . 

Aussi, le résultat obtenu par Brenner en conduite cylindrique repose sur l'hypothèse que ce problème est 
stationnaire. Pour cela, il faut donc que 

min( C(xs)) 

soit bien indépendant du temps. Si maintenant, la particule évolue de telle sorte que sa distance à la paroi 
est fonction du temps, alors, en toute rigueur, il fadrait employer une approche similaire mais cette fois ci, 
dans le cadre de la théorie des écoulements rampants instationnaires, ce qui complique considérablement 
la tâche. 
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Etude et analyse bibliographique. 
Partie 2: i11clusio11 fluide 

1. 7 Introduction et position du problème 

Dans cette seconde partie du chapitre 1, nous nous intéressons maintenant aux inclusions fluides (voir 
figure 1.6). Compte tenu du nombre important de résultats obtenus pour ce types d'inclusions, cette 
partie pourrait être au moins de taille équivalente à celle consacrée aux particules solides. Cependant 
nous allons nous appuyer sur le fait qu'il existe une certaine analogie entre les résultats obtenus pour les 
inclusions fluides et les particules solides, ne serait-ce qu'à cause des méthodes analytiques employées. 

Fluide extérieur (p J, f1 J) 

Fluide intérieur (pj, J.Lj) 

0 

FIG. 1.6- Schéma du problème 

Pour pouvoir déterminer la trajectoire d'une inclusion fluide dans un écoulement, il sera toujours 
nécessaire de déterminer la force exercée par le fluide sur l'inclusion, c'est à dire, 

où le tenseur des contraintes 'I; reste donné par 

fi étant la normale unitaire sortante de l'inclusion. Pour une inclusion fluide, le champ de vitesse Vt 
de l'écoulement externe est lié, du fait des conditions limites à l'interface de l'inclusion, à l'écoulement 
du fluide à l'intérieur de l'inclusion. Dans un premier temps, nous serons donc amenés à détailler les 
conditions limites qui sont généralement adoptées entre deux phases fluides non miscibles. Ensuite, et de 
même que nous l'avons fait pour les particules solides, nous introduirons, dans les équations qui régissent 
l'écoulement, la décomposition de la vitesse en terme d'écoulement non perturbé et d'écoulement induit, 
en vue de faire certaines simplifications. 



38 Étude et analyse bibliographique. Partie 2 : inclusion fluide 

Dans la suite, les grandeurs primées, à savoir Vj, P', JJj, p:f correspondent respectiYement à la vitesse, 
la pression, la viscosité dynamique et la densité du fluide qui compose l'inclusion. Ce fluide sera par ailleurs 
supposé homogène, newtonien, incompressible et non miscible awc le fluide extérieur. Enfin, nous écrirons, 
dans un premier temps et pour être le plus général possible, que l'interface de l'inclusion se déplace ayec 
une certaine Yitesse i~nt.erface dans le référentiel galiléen R 0 • A présent, nous allons nous intéresser aux 
équations qui régissent l'écoulement externe et l'écoulement interne à l'inclusion. 

1. 7.1 Equations générales 

Du fait de lïncompressibilité des deux fluides en présence, nous ayons bien entendu, 

(1.7.1) 

et par hypothèse, Vj et v; satisfont, respectivement dans leurs domaines, les équations de ::'\avier-Stokes. 

De même que nous l'ayons fait pour une particule solide, nous allons supposer que loin de la particule, 
!"écoulement retrouve la forme qu'il aurait en cas d'absence de l'inclusion, c'est à dire: 

1?f--> V/CX, t) lorsque IX- Xvi--> oo, (1.7.2) 

où, rappelons le, V/ est l'écoulement non perturbé et Xp correspond au centre de masse de l'inclusion 8 . 

Ensuite, l'interface entre les deux fluides sera considérée comme n'ayant aucune épaisseur. Sachant que 
par hypothèse les deux fluides sont non miscibles, et en supposant qu'il n'y ait aucun transfert de masse, 
alors nous avons 

(tif - ~nt.erface) . i'i = 0 ainsi que (fÎj - 1~nt.erface) . n = 0 . (1. 7.3) 

De plus, nous allons supposer que sur le lieu de l'interface, il y a continuité des vitesses tangentielles, 

(1.7.4) 

Précisons que les deux conditions limites (1. 7.3) et (1. 7.4) sont des conditions cinématiques. A celles-ci 
s'ajoutent des conditions dynamiques obtenues en faisant un bilan de quantité de mouvement sur le lieu 
de l'interface. Pour réaliser ce bilan, il convient de noter qu'en plus des contraintes que chacun des fluides 
exerce l'un sur l'autre, un terme supplémentaire rentre en compte, et qui traduit la force de 11 cohésion 11 

interne entre les molécules qui composent chacun des deux fluides. L'intensité de cette force est donnée 
par un coefficient, que nous écrirons CJ (appelé coefficient de tension superficielle) dont la valeur dépend 
des relations physico-chimiques qui existent entre les deux fluides impliqués. Puisque cette force est une 
force de cohésion, elle tend donc à minimiser la surface de l'interface et de ce fait, elle induit un saut de 
quantité de mouvement. Ainsi, le bilan des forces qui s'exercent sur le lieu de l'interface s'écrit 

= =, (- ) -I; . fi - I; . n = (J \7 . fi n + \7 sCJ ' (1.7.5) 

où V 8 est un gradient 11 surfacique 11 construit à partir de deux coordonnées curvilignes qui décrivent 
la surface de l'interface, et des deux yecteurs tangents à cette surface qui en résultent. Pour l'instant 
donc, nous venons d'écrire des conditions limites très générales, mais dans la suite nous ferons certaines 
simplifications. 

Tout d'abord, précisons que la valeur de la tension superficielle n'est susceptible de varier localement 
qu'à cause d'une différence locale de température ou en présence de surfactant dans le fluide. (Notons 
d'ailleurs que la Yariation spatiale de CJ peut même être à l'origine d'un écoulement surfacique et on parle 
alors de l'effet 11 l\1arangoni 11

.) Toutefois, dans le reste de ce document, nous poserons (sauf précisions 
contraire dans le chapitre 4 de cette thèse): 

Par conséquent, en calculant le produit vectoriel de l'équation (1.7.5) avec n, il apparaît que 

(1. 7.6) 

8. Dans un cas général, la vitesse donnée par dXpjdt peut être différente de 11nt.erface si par exemple l'inclusion se 
déforme 
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ce qui implique que si le gradient surfacique de tension superficielle est négligé, il y a continuité des 
contraintes tangentielles. Pour être complets en ce qui concerne les conditions limites, il faut maintenant 
que nous nous intéressions à la composante normale de l'équation (1.7.5). Mais avant cela, nous allons 
introduire dans nos équations, la décomposition de la vitesse en termes d'écoulement non perturbé et 
d'écoulement induit. 

Décomposition de la vitesse 

Étant donné que dans la suite, nous allons nous intéresser aux forces qui s'exercent sur l'inclusion 
lorsque celle-ci se déplace dans un écoulement non uniforme, il est commode d'introduire dans nos équa­
tions la même décomposition de la vitesse que nous avions introduite pour les particules solides. Toutefois, 
et uniquement dans un souci de simplicité, nous ne considérerons ici que les écoulements non uniformes 
linéaires, c'est à dire 

où les composantes de A ne dépendent pas du temps. Aussi, nous pouvons dès à présent faire deux 
remarques concernant l'écoulement décrit par V/, à savoir: 

• Premièrement, que la force f 0 exercée par cet écoulement non perturbé sur l'inclusion fluide sera 
la même que celle qui s'exerce sur une particule solide et celle-ci est donnée par l'équation (1.1.15), 
page 8. 

• Deuxièmement, si le champ de vitesse VJ est, par hypothèse, solution des équations de l\aYier­
Stokes à l'extérieur de la particule, il n'est pas, en revanche, solution des équations de Navier-Stokes 
à l'intérieur de l'inclusion et cela aura donc des conséquences dans la suite. 

Dans le référentiel en translation Rp lié au centre de masse p de la particule, la décomposition de la 
vitesse s'écrit 

pour l'écoulement externe, et nous écrirons 

pour l'écoulement interne. En ce qui concerne l'écoulement externe, les simplifications qui résultent du fait 
que l'écoulement non perturbé soit solution des équations de Navier-Stokes, sont bien entendu, identiques 
à celles faites pour une particule solide (voir section 1.1.3). En revanche, en ce qui concerne l'écoulement 
interne et puisque nous ne considérons ici que les écoulements linéaires, nous avons : 

"'-o ( - ) uw f _ 0 - _ 
0 

_ d VP 1 -
0 -· + (wi · \l)u:i- g-- = --\lP , at dt Pi 

ce qui implique que nous aurons, après introduction de la décomposition de la vitesse interne dans les 
équations de Navier-Stokes : 

Dans la suite et pour alléger les écritures, nous écrirons 

1 

p '1 = P' _ Pt po 
Pi 

et le système d'équations impliquées dans la résolution d'un problème qui traite d'une inclusion fluide 
sera donné par (S2) (voir page 40). Dans (S2), l'équation (1.7.14) correspond à la continuité (sur le lieu de 
l'interface) des contraintes tangentielles et l'équation (1.7.15) correspond alors à la composante normale 
de l'équation (1.7.5) qu'il nous restait à détailler. Notons que cette dernière équation est parfois appelée 
"équation de saut des contraintes normales". 
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- -1 - -'1 \7 · w 1 = 0 et \7 · w 1 = 0 . (1. ï.8) 

• A l'extérieur de l'inclusion: 

a -1 
wf -o - -1 -1 - -1 -1 - -o - 1 - -1 PJ8t+PJ(u•1 ·'V)w1 +PJ(w1 ·'V)·w1 +PJ(w1 ·'V)w1 =-'VP +J1JLw1 (l.ï.9) 

(S2) 

et 
w J -----> 0 lorsque 1 il -----> oo . 

• A l'intérieur de l'inclusion: 

• Sur le lieu de l'interface (en supposant que V 8 O" = 0) : 

-1 - (If. 1-;o) - -'1 -'W f . n = interface - f . n = 'Wf • n 

( 
- -) , 1 1 o ( P'r ) 

O" \7 · n = P - P - P 1 - p~ 

+ /-1 d (A + A T + \7 w J + ( \7 w J f) . 1l] . fi 
- 1-lt [(A+ Ar+ vw? + ('Vw?f). fi]. fi 

(l.ï.10) 

(1. ï.12) 

(l.ï.13) 

(1. ï.15) 

Pour terminer cette section consacrée à l'établissement des équations qui régissent l'écoulement induit, 
notons que pour une particule solide, nous avions également décrit un système d'équations (S1 ') (page 
10) où la particule était considérée comme étant ponctuelle. Dans un tel cas, la nature de l'inclusion 
n'intervient pas et par conséquent, le système d'équations (S1') est aussi valable pour une inclusion 
fluide. 

1. 7.2 Hypothèses simplificatrices 

Le système d'équations (S2) est en fait très général, mais il est très complexe et comme pour les parti­
cules solides, il doit être simplifié pour admettre des solutions analytiques. Nous allons donc maintenant 
décrire les simplifications qu'il est d'usage de faire dans le cadre des écoulement à petits nombres de 
Reynolds. 

A propos de l'écoulement non perturbé 

En ce qui concerne l'écoulement non perturbé, précisons simplement que les simplifications qui sont 
faites sont semblables à celles qu'il est possible de faire lorsque la particule est solide (voir section 1.1.3). 
Par ailleurs, notons que même si l'inclusion fluide n'est pas sphérique, le résultat 

reste toujours nai, si l'écoulement non perturbé est linéaire, puisque Xp correspond par définition au 
centre de masse de l'inclusion. 
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A propos de l'écoulement induit 

En ce qui concerne l'écoulement externe, les ordres de grandeur des différents termes convectifs de 
l'équation (1.7.9) sont identiques à ceux obtenus pour une particule solide (voir section 1.1.3). De ce fait, 
au voisinage de la particule, i.e. \:f\ ~ O(a.), le rapport de chacun des termes convectifs de l'équation 
(1. 7.9) avec le terme visqueux fait apparaître les deux nombres sans dimension: 

Re= a!Vg\ 
Vf 

et 

que nous avons déjà définis dans la partie précédente (voir section 1.1.3). Rappelons que par hypothèse, 
ces deux nombres sont très petits devant l'unité et cela implique que les termes convectifs quadratiques 
pourront toujours être négligés. 

En ce qui concerne l'écoulement qui prend place à l'intérieur de l'inclusion, nous avons 

= '1 (11) jvu:r1 1 = o ~q 

Ainsi, le rapport entre les termes convectifs et le terme visqueux de l'équation (1. 7.11) fait apparaître 
deux nombres identiques à ceux obtenus pour l'écoulement externe, mais construits cette fois avec les 
propriétés physiques du fluide qui compose l'inclusion, à savoir 

Re'= a\Vg\ 
v' f 

et 

Dans la suite, nous supposerons aussi que ces deux nombres sont petits devant l'unité. De ce fait, nous 
considérerons donc qu'au voisinage de la particule et à l'intérieur de l'inclusion les écoulements fluides 
sont correctement décrits par les équations de fluide rampant, c'est à dire que l'équation (1.7.9) s'écrira 

8-1 
wf - 1 - -1 Pr-8t = -vP +p1 Lw1 , (1.7.16) 

et l'équation (1.7.11) 

(1.7.17) 

Enfin, notons en ce qui concerne l'écoulement externe, que comme pour les particules solides, loin de 
l'inclusion, hormis les termes quadratiques, les termes convectifs de l'équation (1. 7.9) sont susceptibles 
de devenir du même ordre de grandeur que les termes visqueux. Ce point sera bien sûr abordé dans la 
suite de ce chapitre. 

Hypothèse de sphéricité de l'inclusion fluide et implication 

Lorsqu'une inclusion fluide est relâchée dans un autre fluide, celle-ci adopte une certaine forme. Sachant 
que pour un volume donné, la sphère correspond à la surface minimale, nous comprenons que la tension 
superficielle (qui rappelons le, tend à minimiser la surface de l'interface) va donc avoir tendance à faire 
adopter à l'inclusion fluide une forme sphérique. Si une particule est sphérique (disons de rayon a.), alors 
dans la base sphérique décrite figure 1.2, nous avons 1Î = er et de ce fait, le membre de gauche de 
l'équation (1.7.15) s'écrit 

(~ -) _ 2a _ 
a v·n n=-;;n. 

Or, puisque la valeur de a est constante, il faut, pour qu'il y ait compatibilité, que les contraintes normales 
qui s'appliquent de part et d'autre de l'interface et qui sont données par le membre de droite de l'équation 
(1. 7.5) soient, elles aussi, uniformes. En règle générale, cette condition n'est pas vérifiée et l'hypothèse de 
sphéricité de l'inclusion n'est qu'une approximation. 

A titre d'exemple, intéressons nous à la seule répartition du terme P 0 de l'équation (1.7.5). Dans le 
cadre de nos hypothèses, le terme P 0 correspond à la pression qui règne dans un écoulement non perturbé 
linéaire, et il est possible de montrer que sa forme générale est donnée par 

(1.7.18) 
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où "tr[ ]" signifie la trace du tenseur, et Pa est une constante. 
Ainsi, nous voyons que dans un cas général, la répartition de ce terme n'est pas uniforme sur l'interface. 

Au contraire, en calculant le gradient de Pa et sachant que sur l'interface, X = Xp +a e,., nous voyons 
apparaître trois ordres de grandeur de cette variation de pression de l'écoulement non perturbé, que nous 
écrirons f::!.P;a (i=1,2,3) autour de la particule, et qui sont donnés par 

Ainsi, le rapport de chacun des termes de variation de pression b:.P; a avec le terme de tension superficielle 
(membre de gauche de l'équation 1.7.5) fait apparaître un nombre sans dimension. Le premier de ces 
nombres, 

Eol = IP.r - P:rlga2 
a 

est appelé généralement nombre d'E6tv6s 9 (parfois appelé Bond). Par analogie, le second et le troisième 
nombre seront donc des pseudo nombres d'E6tv6s que nous écrirons 

Eo2 = IP.r- P:r1A7J a3 et 
a 

Ils traduisent respectivement le rapport entre les effets de variation de pression hydrostatique, du fait 
de la gravité et du fait de l'existence d'un gradient de pression, avec les effets capillaires. Notons qu'en 
général, dans les problèmes hydrostatiques faisant intervenir une inclusion fluide, par exemple une goutte 
de mercure posée sur un plan, il est admis que l'inclusion reste approximativement sphérique jusqu'à des 
nombres Eo critiques de l'ordre de l'unité (voir par exemple Guyon, Hulin et Petit, 2001). 

En revanche, nous voyons bien que lorsque la particule est libre de tout mouvement au sein d'un 
fluide visqueux, le fait que ces trois nombres ne soient pas nuls implique alors, du fait de l'existence d'une 
variation de la pression autour de l'inclusion, que cette dernière se mette en mouvement. Or, la vitesse que 
va adopter la particule, aura également une influence sur la répartition des efforts normaux à l'interface 
de l'inclusion au travers des autres termes que Pa dans le membre de droite de l'équation (1.7.5). Parfois 
même, ces effets pourront compenser la répa.rtition non uniforme de la pression Pa. Par exemple, nous 
verrons dans la suite au travers de l'étude réalisée par Hadamard (1911) et R.ybczynski (1911), pourquoi 
à la seule condition que le nombre de Reynolds soit petit devant 1, le nombre Eo peut prendre n'importe 
quelle valeur sans pour autant que cela n'altère la sphéricité de l'interface de l'inclusion. 

Dans un cas plus général donc, pour que la particule puisse être considérée comme étant sphérique, il 
faut que les effets capillaires (de tension de surface) soient grands devant tous les termes non constants du 
membre de droite de l'équation (1.7.15). En règle générale, cette condition est supposée vérifiée lorsque 
le nombre capillaire défini par 

Ca= Jl.rlf'ra- VPI . 
a , 

est petit devant l'unité. Dans ce cas là, l'inclusion fluide est supposée quasi-sphérique et nous aurons (si 
r est le rayon de l'inclusion) une déformation donnée par 

r(B, <b) ê::: 1 + O(Ca). 
a 

1.8 Écoulements rampants stationnaires 

Dans cette section, qui est l'analogue de la section 1.2, nous allons nous intéresser aux différents résul­
tats obtenus pour une inclusion sphérique fluide dans le cadre des écoulements rampants stationnaires. 

9, Selon Clift et, al, Eotvos, qui est un nom hongrois se prononce (à l'anglaise) "Ertversh" 
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1.8.1 Mouvement permanent d'une inclusion fluide sphérique dans un fluide 
au repos 

En exploitant l'axisymétrie du problème correspondant à la sédimentation d'une inclusion fluide dans 
un autre fluide au repos, Hadamard (1911) a généralisé la solution du second problème de Stokes aux cas 
des inclusions fluides (voir aussi Rybczynski, 1911). Pour cela, ce dernier a introduit deux fonctions de 
courant, l'une pour décrire l'écoulement externe et l'autre pour l'écoulement interne. Les deux champs 
de vitesses obtenus et exprimés dans la base sphérique (ër, ë0 , ë1) sont donnés par 

(1.8.1) 

w 0 =-V:(..!!___ 3 + 2 À + ~-1-) sine. 
P 4 r 1 + À 4 r 3 1 + À · 

(1.8.2) 

pour le champ de vitesse externe, et par 

,1-! ( 2+3À - i!__À_). 
'Wr-1P 2(1+À) 2a21+À cose, (1.8.3) 

1 ( 2 + 3À r
2 

À ) . 
wo = - VP 2(1 +À) - a2 1 +À sme' (1.8.4) 

pour le champ de vitesse interne. Dans ces expressions À est le rapport des viscosités dynamiques: 

\ = Jlf 
/\ 1 . 

f-L.r 
(1.8.5) 

Notons que dans l'annexe A.1, nous montrons comment retrouver simplement ce résultat à l'aide de la 
solution générale de Lamb (voir aussi Lamb, 1945). 

Connaissant le champ de vitesse externe, il est maintenant possible de calculer la contrainte exercée 
par l'écoulement induit sur l'inclusion fluide. A l'aide des équations (1.8.1) et (1.8.2), il est possible de 
montrer que la contribution de la pression, dans ce cas là, est la suivante: 

où nous avons posé, pour en simplifier l'écriture, 

(1.8.6) 

En ce qui concerne ensuite la détermination de la force visqueuse exercée par le fluide sur la particule, 
il est instructif de détailler le calcul, de la même manière que le font par exemple Clift et al. (1978). En 
effet, puisqu'ici nous avons ii= ër, alors 

= _ [ O'Uir _ ( 0 ( 'U'IJ ) 1 O'Wr) _ ] T · n = J-1. f 2 --er+ r- - + --- eo . or or r r oe 
'-v-' 

(i) (ii) 

A l'aide de cette relation, il est possible de montrer après intégration sur la surface de la particule que 
la contribution hydrodynamique de la composante normale de la contrainte visqueuse, i.e. (i), est donnée 
par 

f{ = -~1r11.ra (
1 
~À) vp, 

et la contribution de la composante tangentielle (ii) est donnée par 
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Ainsi, nous voyons que la nature de la force visqueuse exercée par le fluide sur la particule diffère suivant 
que l'inclusion traitée est une particule solide ou une inclusion gazeuse. En effet, pour une p~rticule solide 
(À--> 0), la contrainte visqueuse provient exclusiwment de la composante tangentielle de T ·ii alors que 
pour une particule gazeuse (À --> x) elle provient exclusivement de la composante normale. En revanche, 
nous pouvons aussi constater que quel que soit le rapport des viscosités dynamiques entre le fluide qui 
constitue l'inclusion et le fluide extérieur, la contribution de la pression sera, quant-à elle, toujours égale 
à 1/3 de la force totale exercée par l'écoulement induit, puisqu'en regroupant les forces visqueuses et la 
force de pression, il apparaît que la force de traînée totale exercée par le fluide sur l'inclusion est donnée 
par 

(1.8. ï) 

En écrivant que dans le cas particulier où l'inclusion fluide n'est soumise qu'à l'effet de la pesanteur, cette 
force doit compenser la flottabilité, nous retrouvons le résultat classique concernant vitesse terminale 
d'une inclusion fluide (voir par exemple Clift et al., 1978) et qui est donnée par 

(1.8.8) 

~otons que l'équation (1.8.8) est alors la généralisation de l'équation (1.2.5), page 14. 

Diagramme de Grace et al (1978) 

Un des points importants, en ce qui concerne l'étude d'Hadamard (1911), est que pour obtenir l'expres­
sion du champ de vitesse interne et externe d'une inclusion fluide qui se déplace à une certaine vitesse dans 
un fluide au repos, seule l'utilisation des conditions limites données par les équations (1.7.10), (1.7.12), 
(1.7.13) et (1.7.14) est nécessaire. Sachant que la détermination des champs de vitesses a été effectuée 
en supposant que l'inclusion était sphérique, alors les résultats obtenus doivent être, en toute rigueur, 
compatibles avec l'équation (1.7.15) (équation qui n'a pas encore été utilisée) et qui traduit la condition 
de saut à l'interface des contraintes normales. 

Sachant que dans le cadre de cette étude, les pressions P 1 et P ' 1 sont liées aux vitesses w J, u!; 1 

par le biais des équations (1.7.16) et (1.7.17) (sans les termes instationnaires) alors, celles-ci peuvent être 
déterminées analytiquement après intégration des gradients de pression. Dans le cadre de cette étude et 
sur le lieu de l'interface, le calcul conduit à 

P 0 = PJY· (Xp+aiq +Po, 

- p 1 2 OWr 1 = - 3 v; fl.f cos e 1 + 2À P. 1 
+flJ"' 2 1+'+o, uT r=a a /\ 

et 
_ 'l , ow~ 1 _ 3 VP fl:r cos B À ,1 

P + 2 f1 .f "' - , + P0 , 
uT r=a a 1 +"' 

où P0 , P0
1 et P; 1 sont des constantes d'intégrations spatiales (ces termes peuvent donc éventuellement 

dépendre du temps). Pour que ces résultats soient compatibles avec l'hypothèse de sphéricité de l'inclusion 
et comme le montre l'équation (1.7.15), il faut alors que 

3 vp 11 .r cos e 1 + 2À 2a 

2a 1 +À a 

ce qui implique que la valeur en tout point de l'interface de la contrainte normale à l'inclusion doit être 
égale à une constante (constante qui dépend éventuellement du temps). Dans cette dernière expression, 
les seuls termes susceptibles de ne pas être uniformes sont 

et dans un cas général, ils ne le sont pas. Cependant, dans le cas particulier où VP correspond à la vitesse 
terminale donnée par (1.8.8), cette expression s'annule. Ainsi, si une particule est relâchée dans un fluide 
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1 10 
EOTVOS HUMBER, Eo 

FIG. 1. 7 - Carte des formes adoptées par une inclusion fluide relâchée dans un fluide visqueux au repos 
et qui se déplace sous la seule action de la force de flottabilité (Grace fj al 1978). 

au repos et à condition que le nombre de Reynolds soit suffisamment petit pour que les écoulements 
interne et externe puissent être supposés régis par les équations de Stokes stationnaires, alors la particule 
se meut à une Yitesse telle que les contraintes normales issues de l'écoulement compensent la répartition 
non uniforme de la pression hydrostatique. Ainsi, dans cette situation, non seulement le mouvement de 
la particule n'altère pas sa sphéricité, mais au contraire, il y contribue (voir par exemple la discussion 
proposée dans Batchelor, 1967). De ce fait, quel que soit le nombre d'Eéitvéis, si le nombre de Reynolds 
est tel que Re « 1 et que l'écoulement non perturbé est uniforme, alors la particule adopte une forme 
sphérique, comme le montre d'ailleurs le diagramme de formes obtenu expérimentalement par Grace et 
al (1978). 

A propos de ce diagramme, précisons que ce dernier a été réalisé à partir d'une série d'expériences 
impliquant 3 nombres sans dimension dont deux sont construits à partir du diamètre de l'inclusion et 
non à partir du rayon. Ces 3 nombres sont respectivement le nombre de Reynolds, le nombre d'Eéitvéis et 
le nombre de Morton : 

IP.t- P'rlg(2a)2 
EoD = ----~~----

Notons aussi que comme l'inclusion fluide est soumise à la force de flottabilité, dans ce diagramme, ces 
trois nombres ne sont pas indépendants les uns des autres. 

Pour terminer cette partie, nous pouvons à présent faire plusieurs remarques : 
• Tout d'abord, même si cela semble évident, notons que du fait de la condition de glissement à 

l'interface, une inclusion fluide perturbe moins l'écoulement qu'une particule solide de même taille. 
Cela implique aussi que la force de traînée subie par une inclusion fluide est toujours inférieure ou 
égale à celle d'une sphère solide de même taille. 

• Le résultat obtenu pour une particule qui se déplace dans un fluide au repos se généralise immé­
diatement au cas d'une particule qui se déplace avec une vitesse permanente dans un écoulement 
uniforme stationnaire. 
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• Enfin, et c'est certainement la remarque la plus importante des trois, précisons que loin de l'inclusion 
fluide, c'est à dire, lorsque les termes en a3 jr3 de la solution d'Hadamard - équations (1.8.1) et 
(1.8.2) - deYiennent négligeables deyant les termes en ajr, nous retrouvons la solution singulière 
(1.2.13) (page 17) calculée avec une force ponctuelle F1 o(i) qui est de même intensité, mais de sens 
opposée à la force de traînée (1.8.7) obtenue pour une inclusion fluide. En fait, nous pouvons donc 
voir que quelle que soit la nature de l'inclusion, en écoulement de Stokes, toute particule est perçue 
par l'écoulement lointain comme une force ponctuelle d'intensité égale et de sens opposé à la force 
de traînée exercée par le fluide sur la particule. Ce résultat sera exploité par la suite 

1.8.2 Généralisation pour V/(X) quelconque 

Dans le cas particulier où la particule se déplace dans un écoulement non uniforme, mais de telle 
manière que ni sa propre vitesse, ni la vitesse de l'écoulement non perturbé vu par la particule ne change 
au cours du temps, alors l'écoulement interne et l'écoulement externe sont à nouveaux régis par les 
équations de Stokes stationnaires. Mais dans un cas général, le problème ne présente plus l'axisymétrie 
qui permet d'utiliser les fonctions de courants introduites par Hadamard (1911). Malgré cela, et puisque 
l'écoulement à l'extérieur de l'inclusion et l'écoulement à l'intérieur de l'inclusion sont tous deux solutions 
des équations de Stokes, ils peuvent donc s'écrire, indépendamment l'un de l'autre, à l'aide de la solution 
générale de Lamb. En annexe A.1 nous proposons donc de généraliser la méthode de projection de 
Brenner, initialement écrite pour les particules solides, aux cas des inclusions fluides. (l\otons que dans 
son ouYrage, Lamb (1945) traite aussi les inclusions fluides, cependant ici, nous nous appuyons sur le fait 
que la Yitesse de l'écoulement a aussi été décomposée à l'intérieur de la goutte.) 

L'approche que nous proposons marche a priori pour n'importe quel type d'écoulement non perturbé 
linéaire, à condition que ce dernier puisse s'exprimer sur le lieu de l'interface sous la forme d'une série 
d"harmoniques sphériques. En effet, pour appliquer la méthode de projection de Brenner, il nous suffit 
de rajouter une condition supplémentaire à la condition limite (1.7.13) et qui est que le champ de Yitesse 
solution du problème concernant l'inclusion fluide doit être compatible avec celui que nous aurions si la 
particule était solide et dont la rotation propre est telle qu'elle annule éventuellement le couple qu'elle 
subit à cause de l'écoulement. Autrement dit, la solution correspondant à une inclusion fluide doit être 
telle que 

lim w} 1\ fi= lim v.ï? 1\ fi= (-fi/+ fTp(t) + (ip 1\ a er) 1\ fi lorsque Iii= a. 
À-->0 À-->0 

Aussi, dans cette méthode, la résolution s'effectue indépendamment de l'équation de saut de la contrainte 
normale et c'est pourquoi en plus des hypothèses concernant les faibles valeurs des nombres de Reynolds, 
il est alors indispensable de supposer que le nombre capillaire Ca est petit devant l'unité afin de pouvoir 
justifier de la sphéricité de l'inclusion, car dans un cas général, si l'écoulement non perturbé est non 
uniforme, l'inclusion fluide n'est pas sphérique. 

Sous réserve donc que l'approche proposée ici soit Yalable, et en écrivant, comme nous l'avons fait 
pour une particule solide, que sur l'interface l'écoulement non perturbé peut s'écrire 

alors, à l'aide de la solution de Lamb, il est possible de montrer que la propriété fondamentale mise en 
évidence, page 18, pour une particule solide, reste valable pour une inclusion fluide. C'est à dire que quelle 
que soit la forme de l'écoulement non perturbé, lorsque r tend vers l'infini, l'écoulement induit tend vers 
la solution Stokeslet calculée avec une force ponctuelle correspondant à l'opposée de la force de traînée 
exercée par le fluide sur l'inclusion. 

1. 9 Écoulements rampants instationnaires 

Dans cette section, qui est l'analogue de la section 1.3, nous allons maintenant nous intéresser à 
l'expression de la force qui s'exerce sur une inclusion fluide lorsque son mouvement, ou lorsque l'écoulement 
non perturbé vu par la particule est instationnaire. Nous allons donc détailler une étude équivalente à 
celle de Boussinesq (1885) mais qui concerne maintenant le mouvement arbitraire d'une inclusion fluide 
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dans un autre fluide au repos. Nous généraliserons ensuite ce résultat au cas d'une inclusion qui se déplace 
dans un fluide dont l'écoulement est non uniforme mais linéaire. 

1.9.1 Mouvement instationnaire d'une inclusion fluide sphérique dans un 
fluide au repos 

A notre connaissance Gorodtsov (1975) a été le premier a réaliser une étude complète concernant 
l'expression de la force instationnaire qui s'exerce sur une inclusion fluide dont le mouvement est arbitraire. 
Par la suite, d'autres auteurs tels que Yang et Leal (1991) ou encore Galindo et Gerbeth (1993) ont 
également trm·aillé sur ce problème et dans la littérature, l'expression de la force d'histoire obtenue pour 
une inclusion fluide leur est souvent attribuée. Quoi qu'il en soit donc, pour obtenir l'expression de la 
force instationnaire qui s'exerce sur une inclusion fluide, Gorodtsov (1975) a procédé de la même manière 
que l'ont fait dans lPur omTage Landau et Lifchitz (1989) pour obtenir l'expression de la force qui s'exerce 
sur une inclusion solide (voir section 1.3). Ainsi, Gorodtsov (voir aussi Galindo et Gerbeth, 1993), a pu 
obtenir l'expression de la force élémentaire F qui s'exerce sur une inclusion fluide (supposée sphérique) 
qui se déplace dans un fluide au repos avec une certaine vitesse donnée par 

vp = tX exp(-iwt), 

et celle-ci est donnée par 

où 

-- (A2
a

2 
b2 )-F = Fw exp( -i.wt) = -2TLJ.1J a -

3
-- (1 +A a)-;- exp( -A a) Uw exp( -iwt), 

A = (1 - i) rt!EI!_, v 2J.it 

(1.9.1) 

et où le coefficient b2 est un terme constant qui dépend des propriétés physiques des fluides externe et 
interne à l'inclusion. 

Cette force correspond alors à une composante de la transformée de Fourier de la force qui s'exercerait 
sur inclusion fluide qui se déplace à une certaine vitesse arbitraire. Par intégration de la force élémentaire 
ainsi obtenue, et après quelques arrangements simples, Gorodtsov a donc été en mesure d'obtenir l'ex­
pression de la force instationnaire qui s'applique sur l'inclusion lorsque sa vitesse est quelconque. Cette 
force est alors donnée par 

(1.9.2) 

où 
P r f ( [ 1 + A a] b2 1 ) I\(t) = - 2 TL.J.lf JW& A2R

11 
-;-exp( -Aa) + A2 exp( -i w t) dw, 

et avec 

A = (1 - 1.) -·- . . fi!fW 
2J.it 

Rappelons aussi que R 111 est donné par la relation (1.8.6). 
Dans un cas général, et à cause du terme (b2 ja) exp( -Aa), il n'est pas possible d'obtenir l'expression 

temporelle du noyau de la force d'histoire qui s'exerce sur une inclusion fluide. Cependant, dans les 
situations qui correspondent à des rapports de viscosité extrêmes, ce terme se simplifie. Par exemple 
lorsque le rapport des viscosités est tel que À = J.1 tf J.lj ___... 0 (particule solide), il apparaît que 

lim b2 exp(- Aa) ___... -3 
.x_,o a 

et puisque dans ce cas là, R 11 ___... 3, la force d'histoire obtenue par Boussinesq (1885) et Basset (1888) 
pour une inclusion solide est bien retrouvée (voir équation 1.3.2). De même, pour une inclusion fluide 
telle que À ___... oo, il apparaît que 

b2 6 
lim -exp( -Aa) = ----, 

_x_,x a 3+Aa 
(1.9.3) 
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et à l'aide de cette expression, sachant que dans cette situation RJL --> 2, le noyau temporel de la force 
d'histoire de l'équation (1.9.2) peut être calculé. Ce dernier est alors donné par 

. (9vr t) ( (9;;-;t) li ( t) = 2 exp ----;}2 erfc y ---:/2 . 

(l\'otons juste qu'habituellement dans la littérature, le coefficient qui apparaît devant ce noyau temporel 
exp(s)erfc(y's) est 4, mais ici, nous avons choisi de faire figurer le facteur RJL devant le terme d'histoire.) 

Pour terminer cette partie, précisons que le premier et le second terme de l'équation (1.9.2) corres­
pondent respectivement à la traînée visqueuse (qui a la même forme que celle obtenue en écoulement 
stationnaire par Hadamard, 1911) et à la force de masse ajoutée. Par ailleurs, nous remarquons au pas­
sage que le coefficient de masse ajoutée pour une inclusion fluide est encore de 1/2, ce qui n'est pas 
totalement surprenant puisque ce coefficient est lié à la géométrie de l'inclusion et que l'inclusion fluide 
est supposée parfaitement sphérique. 

1.9.2 Généralisation pour les écoulements f'/(X, t) linéaires 

Dans le cas où l'écoulement non perturbé peut être écrit sous la forme d'un écoulement uniforme U(t) 
superposé à un écoulement linéaire, alors dans le référentiel lié à la particule, nous avons déjà vu que 
l'écoulement pouvait toujours s'écrire 

0 ~ = w.f = V9 ( t) + A · x 
avec 

1Î9 (t) = V/CXp)- vp(t) = O(t) +A. Xp(t)- Vv(t). 

En écoulement de Stokes et du fait de la linéarité des équations, il est toujours possible de rechercher la 
solution de (S2) dans un tel cas, sous la forme 

à l'extérieur et à l'intérieur de l'inclusion, et en procédant de même pour les pressions. En effet, en 
imposant respectivement à chacun de ces écoulements de vérifier les équations de Stokes, et de vérifier à 
l'interface, c'est à dire lorsque lXI = a, les conditions 

~la ~ lT (t) ~ ~'la ~ 'IL'.f ·n=-v9 ·n=w.r ·n, 

11.r [v-wr + (vwrf) · n] 1\ n = 11! [v-w?a + (vw?af). iï] 1\ r1, 

pour l'écoulement (a), et 
~lb ~ (=A ~) ~ ~'lb ~ 1L'.f ·n=- ·x ·n=w.r ·n, 

~lb ~ ~'lb ~ 
w.f 1\n=w.r 1\n, 

!l.f [(il+ AT+ vwr + (vwrf) . n] 1\ r1 = flJ [(il+ AT+ \i'·w?b + ('Vzu?bf) . n] 1\ n' 

pour l'écoulement (b), alors en sommant respectivement les écoulements externe et interne à l'inclusion, 
nous retrouvons bien une solution de (S2). Notons, en ce qui concerne le fait que la solution que nous 
recherchons pour une inclusion fluide doit être compatible avec celle que nous aurions si la particule était 
solide, qu'il n'y a pas d'ambiguïté car seule la partie non uniforme de l'écoulement complet est susceptible 
d'exercer un couple sur une particule solide. De ce fait, la condition de compatibilité qui dans ce cas là 
est donnée par 
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pourra s'écrire, 

1. -la - l' -'la - TT (t) -1111=11'1 11 n= 1111w1 11 n=-v9 11 n, 
À--->0 À--->0 

et 

1. -lb - 1. -'lb - ( =A ( - ) r; - ) 1111 w f 11 n = 1111 w f 11 n = - · a er + Hp 11 a er 
À--->0 À--->0 

Bien entendu, la force exercée par l'écoulement induit sera la somme des forces exercées sur l'inclusion 
par chacun des écoulements (a) et (b), c'est à dire 

p 1 = pla + p lb . 

Pour une particule solide et à l'aide d'une approche similaire, nous avons vu par exemple à l'aide du 
théorème de réciprocité, que la force !!._lb était nulle. Pour une inclusion fluide, nous pouvons toujours 

dire que si les composantes du tenseur A ne varient pas dans le temps, alors le problème lié à l'écoulement 
(b) se réduit à un problème stationnaire et sa solution peut être obtenue à l'aide de la solution générale 
de Lamb (voir annexe A.1). Toutefois, nous pom·ons déjà prévoir, et cela sans faire aucun calcul que 
la contribution hydrodynamique de cet écoulement sur l'inclusion sera nulle. En effet parce que nous 
sommes en écoulement de Stokes, les symétries se conservent. Ainsi, et tenant compte de l'expression des 

conditions limites vérifiées par w Jh et u! ?b sur la sphère, et sachant que A. (-x) = -A. x, alors nous 
pouvons en déduire que la contrainte exercée par l'écoulement uïjh en un point de la goutte (disons x) 
sera donc l'opposée de la contrainte exercée par le même écoulement au point diamétralement opposé 

-x. Ainsi, nous pouvons dire que par intégration sur toute la surface et quelle que soit la valeur de A, 
nous aurons 

f'lb = 0. 

En ce qui concerne l'écoulement (a), le problème correspond alors exactement à celui de Gorodtsov 
(1975) détaillé dans la section précédente et par conséquent la force exercée sur l'inclusion sera donnée 
par l'équation (1.9.2) où la vitesse -Vp(t) doit être simplement remplacée par V9 (t). En conclusion donc, 
dans le cadre des écoulements de Stokes, et en négligeant les déformations de l'interface de l'inclusion, 
l'expression de la force induite exercée un écoulement non uniforme mais linéaire sera donnée par 

Précisons tout de même que conformément à ce qui a été vu dans la section précédente, l'expression du 
noyau K(t) du terme intégrodifférentiel n'est déterminé, dans l'espace temporel, que lorsque le rapport 
des viscosités À tend vers 0, ou vers l'infini, ce qui correspond, en règle générale, à des inclusions solides 
ou gazeuses. 

1.10 Effets des termes convectifs 

Dans le cadre des écoulements à faibles nombres de Reynolds, l'écoulement à l'intérieur de l'inclusion 
fluide est, en règle générale, toujours supposé régi par les équations de Stokes. Aussi, en ce qui concerne 
l'écoulement externe, nous avons vu que quelle que soit la forme de l'écoulement non perturbé, loin de 
l'inclusion, l'écoulement induit tend vers une solution Stokeslet calculée avec une force ponctuelle qui 
correspond à une force d'intensité égale mais de sens opposé à la traînée visqueuse. Étant donné que cette 
solution à la même forme que celle obtenue pour une inclusion solide, i.e. elle décroît en a fr alors, loin de 
la particule, il existe une zone où les termes convectifs basés sur les nombres de Reynolds de particule et 
de cisaillement vont devenir du même ordre de grandeur que les termes visqueux, et cela, à des distances 
dRe et d,1 semblables à celles estimées pour une particule solide (voir section 1.4). De même que pour 
une particule solide, les effets de ces termes convectifs sur la force exercée par l'écoulement induit sur la 
particule peuvent être obtenus à l'aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés décrite 
en annexe A.6. Mais au préalable, cette méthode doit être généralisée aux cas des inclusions fluides, et 
c'est ce qu'ont fait Legendre et Magnaudet (1998) (voir également Magnaudet, 2003). 
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1.10.1 Généralisation du calculs des effets d'inertie en écoulements station­
naires 

Afin de pouvoir calculer les effets des termes convectifs sur la force de traînée subie par une inclusion 
fluide, Legendre et l\Iagnaudet (1998) se sont appuyés sur les travaux de Saffman (1965) et (1968). En 
effet, ce dernier a montré que pour une particule solide, la force exercée par l'écoulement induit sur la 
particule pouvait s'écrire, en tenant compte des termes convectifs, sous la forme 

où le terme ]\[ est un certain tenseur de mobilité dont les composantes peuvent être calculées en consi­

dérant que la particule perçoit un écoulement uniforme à l'infini (qui est alors donné par c~f · 1Î9 ). Or il 
se trouve que dans la méthode des déYeloppements asymptotiques raccordés employée pour calculer les 
composantes de ce tenseur, la particule est traitée, dans le problème extérieur comme une force ponc­
tuelle (voir annexe A.6). En outre, le problème considéré est linéaire et par conséquent, l'intensité de 
l'écoulement qui est perçu par la particule comme un écoulement uniforme à l'infini est directement pro­
portionnelle à la valeur de la force ponctuelle exercée par l'inclusion sur le fluide. Pour une inclusion 
fluide, cette force ponctuelle est donnée par 

pour une particule solide. Par conséquent, l'écoulement perçu par l'inclusion fluide comme un écoulement 
uniforme à l'infini sera donné par 

R,, EM. v. 
3 9' 

et la contribution de cet écoulement à l'expression de la force f 1 sera ensuite donnée sous la forme d'une 
traînée d'Hadamard. Finalement, la force exercée par l'écoulement sur une inclusion fluide s'écrira: 

f 1 = 21rp,JaR11 (r + R; E.i\I) · 1Î9 • 

Cette approche est en fait très générale il s'ensuit que l'ensemble des résultats exposés pour une particule 
solide dans la partie 1.4 peut être généralisé de cette manière aux cas des inclusions fluides. 

1.11 Effets des parois sur une inclusion fluide 

Dans la suite de ce document, nous serons également confrontés aux effets de paroi agissant sur 
la vitesse terminale de nos inclusions fluides. En fait, il est possible de montrer que si les parois sont 
suffisamment éloignées de la sphère, alors ses effets sur la force de traînée subie par l'inclusion fluide 
peuvent être généralisés aux cas des inclusions fluides de la même manière que se généralisent les effets 
d'inertie. En effet, si dans la méthode des réflexions (décrite en annexe A.8) le premier terme de la 
série, que nous avons écrit v10 et qui correspond à la solution des équations de Stokes en milieu infini, 
peut être écrit comme une Stokeslet, alors pour une inclusion fluide, le second terme de la série w1 sera 
proportionnel à celui obtenu pour une particule solide mais avec un facteur R 11 j3. Par conséquent, il 
exercera en retour sur la particule une force donnée sous la forme d'une traînée d'Hadamard, d'où une 
généralisation identique à celle proposée par Legendre et Magnaudet (1997) et décrite dans le paragraphe 
précédent. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 4 de cette thèse. 

1.12 Conclusion 

Pour clore ce chapitre, précisons simplement que dans la suite de ce document, nous serons régulière­
ment amenés à utiliser les résultats que nous avons exposés ici. Notons également que dans l'annexe A, 
nous avons présenté diverses méthodes analytiques, souvent employées dans le cadre des écoulements à 
faibles nombres de Reynolds, telles que par exemple la solution de Lamb (1945), ou encore, la méthode 
des développements asymptotiques raccordés. 
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Chapitre 2 

Présentation du dispositif expérimental 

2.1 Introduction 

Au cours du premier chapitre, nous avons analysé différents résultats théoriques concernant la dé­
termination des contraintes hydrodynamiques exercées par un fluide en mouvement sur une particule 
solide ou fluide. En particulier, nous avons vu que lorsque l'écoulement induit par la particule est régi par 
des équations instationnaires, alors cette dernière subit, entre autre, une force dite "d'histoire" (voir les 
sections 1.3 et 1.9 du chapitre 1). Également, nous avons vu que lorsque l'écoulement induit est régi par 
des équations stationnaires, alors les termes convectifs des équations de Navier-Stokes (termes qui sont 
négligés en première approximation) sont responsables d'une modification de la forme de l'écoulement 
lointain et par conséquent, ils modifient l'expression de la force qui s'exerce sur la particule (voir sections 
1.4 et 1.10). 

Pour tenter de mettre en évidence expérimentalement ces différents effets, nous allons nous intéresser 
à un écoulement en particulier, à savoir, la rotation solide. Non seulement cet écoulement est simple à 
réaliser expérimentalement, mais en plus, il possède certaines propriétés fort intéressantes que nous allons 
exploiter pour mettre en évidence les différents résultats évoqués dans le chapitre 1 de cette thèse. A cet 
effet, nous avons conçu et réalisé un montage expérimental que nous allons maintenant décrire. 

2.2 Description générale et principe de mesure 

Afin de générer un écoulement de rotation solide, nous avons mis au point un dispositif expérimental 
constitué d'un cylindre qui peut être mis en rotation par le biais d'une courroie reliée à un moteur 
électrique. Le cylindre est composé de plexiglass, son rayon interne vaut R = 40 mm et il est d'épaisseur 
e = 8 mm (voir figures 2.1 et 2.2). Le moteur électrique utilisé (Multifix- type MC 1000 PEC) est capable 
de tourner jusqu'à 6500 tours par minute, ce qui est bien supérieur à nos besoins. (Notons que ce moteur 
est muni d'un réducteur de vitesse.) Dans le but d'assurer une rotation de qualité du cylindre autour de 
son axe, c'est à dire avec une vitesse de rotation constante et sans vibration, celui-ci est encastré entre 
deux plaques horizontales munies de roulements à billes. 

Le dispositif est ensuite rempli d'huile de silicone. Pour compenser la déformation optique générée par 
la courbure des surfaces interne et externe du cylindre, ce dernier est placé dans une cuve rectangulaire 
fixe et remplie de la même huile de silicone (voir annexe B.1). Aussi, le cylindre est fermé hermétiquement 
par le bas, de sorte qu'il n'y ait bien aucune interaction entre son écoulement interne et l'écoulement à 
l'intérieur de la cuve rectangulaire. En ce qui concerne le haut du cylindre, l'huile admet une surface libre, 
mais puisque la viscosité de l'air est très faible comparativement à celle de l'huile, cela n'a quasiment pas 
d'incidence sur l'écoulement. Le fluide à l'intérieur du cylindre atteint donc rapidement une vitesse de 
rotation solide peu de temps après la mise en marche du moteur (dans la pratique ce temps de transition 
est de l'ordre de la seconde). Dans le référentiel du laboratoire (o,ë1,ë2,e3) avec ë3 qui coïncide avec 
l'axe de la rotation, l'écoulement non perturbé s'écrit donc, en coordonnées cartésiennes: 
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Les particules solides ainsi que les gouttes, qui sont toutes deux plus lourdes que l'huile de silicone, sont 
relâchées à la main depuis le haut du cylindre, alors que les bulles sont produites depuis le bas du cylindre. 
Notons que les bulles sont générées par un dispositif spécialement conçu pour, et qui sera détaillé dans la 
suite. Ces dernières sont relâchées depuis le point h situé à 3 cm de l'axe de la rotation (voir figure 2.2) 

Au cours de leurs chutes , ou de leurs ascensions , les inclusions sont filmées à l'aide d'une caméra rapide 
(dite CCD). Dans toutes les expériences la caméra fait face au plan (X, Z) du dispositif expérimental 
(voir figures 2.2 et 2.3). De ce fait , et compte tenu du comportement hélicoïdal des trajectoires, l'instant 
où les particules traversent le plan Y = 0 (dans le cylindre) correspond , sur les images délivrées par la 
caméra, à l'instant où la distance de la particule à l'axe de la conduite est localement maximum (voir 
figure 2.3). Le plan Y = 0 est alors calibré dans l'espace à l'aide d'une petite plaque mince millimétrée, 
insérée dans la conduite à chaque changement de position de la caméra . Par la même occasion, cela nous 
permet de nous assurer que la mise au point de la la caméra est bien effectuée sur ce plan. En isolant 
ensuite au cours d'une expérience les images qui correspondent aux instants où la particule traverse le 
plan Y = 0, il est possible de mesurer sa position radiale Rp , ainsi que sa coordonnée axiale Zp, et donc, 
d'obtenir l'enveloppe de la trajectoire. 

Générateur de 

F IG. 2.1 - Vue d'ensemble du dispositif expérimental 

2.3 Description de la visualisation 

La caméra CCD utilisée dans cette expérience est une caméra de type J Al CV-M30 , dont la fréquence 
d 'acquisition peut atteindre 360 images par seconde. La caméra est reliée à un PC muni d'une carte 
d'acquisition de type IC-PCI-AM-FA de IMAGING TECHNOLOGY. 

La caméra possède plusieurs modes de fonctionnement , mais seuls deux d'entres eux sont utilisés dans 
ces expériences en fonction de nos besoins (voir tableau 2.1) . Dans chacun des cas, la caméra délivre 
des images dont la définition est de 640 x240 pixels, avec un rapport d'aspect 1: 2, c'est à dire qu'une 
unité de longueur clans le sens des 240 pixels correspond à deux unités de longueur dans le sens des 
640 pixels. Notons tout de suite qu 'à cause de ce rapport d 'aspect, une particule sphérique aura une 
forme ellipsoïdale, ce qui n 'est bien entendu qu'un artefact . Aussi, à chaque film, la caméra enregistre 800 



2.3 Description de la visualisation 

Manomètre 

Valve électronique 

Système électronique 
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Cylindre en rotation 

Cuve rectangulaire (fixe) 
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Frc. 2.2- Schéma du dispositif expérimental. L=25 cm, R=4 cm et l=15 cm. Les particules solides et 
les gouttes d'eau sont relâchées depuis le point h. Les bulles sont relâchées depuis le point ! 2 (situé à 
3 cm de l'axe de la rotation). 

images, ce qui implique que la durée d'un enregistrement (nombre d'images/fréquence) varie en fonction 
du mode de fonctionnement choisi. Enfin, nous disposons pour la caméra de deux objectifs différents, l'un 
dont la focale est réglable et l'autre, qui permet de faire des "macro", autrement dit, d'obtenir un fort 
grossissement d'une certaine région spatiale. 

Positionnement de la caméra 

Lorsque les expériences concernent les inclusions fluides (i.e. les bulles et les gouttes), le rayon de 
la particule varie d'une expérience à l'autre et doit donc être mesuré à l'aide de la caméra. De ce fait, 
cette dernière doit être positionnée suffisamment près du dispositif expérimental pour que l'erreur de 
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Plan Y= 0 
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traversant 

le plan Y= 0 

Présentation du dispositif expérimental 

Camera CCD 

Maximum local 
Axe du cylindre 

FIG. 2.3- Coupe du dispositif expérimental. L' =16 cm et e=B mm 

;\-Iode 1 2 
fréquence (Im/s) 60 120 
définition (Pixels) 640x240 640x240 
Rapport d'aspect 1:2 1:2 

Temps d'enregistrement (s) 13.33 6.66 

TAB. 2.1- Modes de fonctionnement de la caméra CCD 

détermination du rayon, erreur qui est commise à cause de la résolution spatiale de la caméra, soit 
acceptable. Cependant, la trajectoire de la particule se développe toujours dans un domaine spatial très 
grand comparativement à la taille de la particule. Nous sommes alors confrontés à un problème, à savoir, 
que si la résolution spatiale est augmentée, par conséquent, le domaine spatial couvert est, quant à lui, 
réduit et la trajectoire de la particule ne peut être obtenue globalement, ce qui n'est pas acceptable. 
Pour pallier ce problème, la caméra est positionnée sur un banc de déplacement (Dantec system) capable 
d'effectuer un mouvement de translation vertical avec une vitesse réglable et imposée avec précision. En 
réglant cette vitesse de sorte qu'elle coïncide (le plus possible!) avec la vitesse terminale de l'inclusion, 
alors, il est possible de la suivre sur de grandes distances, tout en la filmant d'assez près pour que 
la résolution spatiale de l'image soit suffisamment fine pour nous permettre de mesurer le rayon de la 
particule avec une incertitude raisonnable. Ainsi et suivant nos besoins, la caméra est placée suivant les 
différentes configurations décrites dans les paragraphes suivants. 

Configuration 1 : 

Dans la configuration 1 (voir figure 2.4), la caméra est munie de la lentille à focale réglable et posi­
tionnée suffisamment loin du dispositif expérimental pour avoir dans son champ, la totalité de la zone 
d'essai. La définition spatiale (i.e. la correspondance spatiale d'un pixel) est obtenue en filmant la plaque 
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millimétrée placée dans le plan Y = 0 (photographie du haut de la figure 2.4). Dans l'exemple donné 
ici, qui est bien sur très représentatif de l'ordre de grandeur de la résolution spatiale obtenue dans cette 
configuration, nous avons 

6.Z = 0.158mm/pixel, et 6.X = 0.33mm/pixel. 

Cette configuration est principalement utilisée pour obtenir les trajectoires des particules solides dont 
le rayon n'est pas à déterminer. L'erreur commise sur la détermination de Rp est alors donnée par 
6.X, et celle sur Zp par 6.Z. Aussi, dans cette configuration, nous pouvons vérifier que grâce à la cuve 
rectangulaire, la déformation optique due à la circularité du cylindre est bien négligeable dans la quasi 
totalité du domaine, conformément aux calculs théoriques (voir annexe B.l). C'est ce qui est représenté 
sur le graphe de la figure 2.4. 
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FIG. 2.4 - Configuration 1 

Configuration 2 : 

Dans la configuration 2 (voir figure 2.5), la caméra est toujours munie de la lentille à focale réglable, 
mais elle est cette fois placée plus près du cylindre. Sur l'exemple donné ici, la résolution spatiale obtenue 
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est alors 
D..Z = 0.1 mm/pixel, et D..X = 0.0.53 mm/pixel . 

l.Jn point important à noter est que dans cette configuration, la caméra est positionnée sur le banc de 
déplacement. Elle se déplace donc verticalement dans le repère fixe du laboratoire avec une vitesse de 
translation constante, et les coordonnées de la particule sont alors obtenues dans un repère relatif. Cela 
ne change rien en ce qui concerne la détermination de la coordonnée radiale de la particule, par contre, 
dans cette configuration, nous mesurons une coordonnée suivant e3 relative, z. Dans le repère fixe du 
laboratoire, nous aurons alors Zp = Vban(' t + z (où Vban(' est la vitesse imposée au banc de déplacement). 
Afin de s'assurer de la bonne corrélation entre la vitesse imposée au banc et la vitesse de déplacement 
effective (i.e. mesurée expérimentalement avec la caméra), différents tests ont été réalisés et dont les 
résultats figurent en annexe B.2. L'écart entre la vitesse imposée au banc et la vitesse réelle mesurée est 
très faible et de ce fait, il sera négligé. 

Notons que cette configuration est principalement utilisée lors des expériences réalisées avec les bulles. 
Sachant que le rayon de l'inclusion est mesuré avec une précision de l'ordre de 1 pixel (i.e. D..a c:::- D..X), 
l'erreur de mesure relative D..a/a est suffisamment faible pour que nos expériences soient concluantes. Par 
exemple, sur la photographie du bas (figure 2.5), le diamètre de la bulle est de 3 mm et l'erreur relative 
est alors de 4 %. 

2cm 

187 

Pixels 

Configuration 3 : 

Axe 

FIG. 2.5 - Configuration 2 

Dans la configuration 3 (voir figure 2.6), la caméra est munie de la lentille permettant de réaliser un 
fort grossissement spatial. Elle est donc disposée très près du cylindre et la résolution spatiale est très 
fine, 

D..Z = 0.036 mm/pixeL et D..X = 0.018 mm/pixel . 

Dans l'exemple donné ici et sur la photographie, le diamètre de la goutte est de 3 mm et son rayon, qui 
est encore mesuré avec une incertitude de l'ordre de 1 pixel, est alors obtenu avec une erreur relative de 
1.2 %. Toutefois, notons que cette configuration ne permet pas d'obtenir de trajectoire et cela malgré le 



2.4 Propriétés physiques des fluides et particules impliqués 57 

banc de déplacement tant le domaine spatial recouvert est réduit. Dans la pratique cette configuration 
n'est employée que lors des expériences faites avec les gouttes. En effet, il se trouve que compte tenu de 
leurs faibles différences de densité avec l'huile, les gouttes ont une vitesse de sédimentation suffisamment 
faible pour pouvoir être récupérées dès leurs sorties de la zone d'essai et cela plusieurs fois au cours d'une 
même expérience. Ainsi, la configuration 3 peut être utilisée au début de l'expérience (afin de mesurer 
le rayon de la goutte avec précision) avant de disposer ensuite la caméra en configuration 2 ou 3 pour 
obtenir la trajectoire. 

8mm 
z 

t .. 
222 Pixels x 

1 cm ------- 554 Pixels 

Fra. 2.6 - Configuration 3 

2.4 Propriétés physiques des fluides et particules impliqués 

2.4.1 Huile de silicone 

L'huile de silicone est un fluide newtonien, translucide et très visqueux, qui présente certains avantages 
comparativement à la glycérine. Principalement, il n'est pas hydrophile et de ce fait, les conditions de 
stockage de ce fluide sont aisées puisque ses propriétés physiques ne s'altèrent pas (ou très peu) au cours 
du temps. Sa densité a été mesurée avec précision à l'aide d'un densimètre et pour différentes températures 
susceptibles d'être rencontrées dans la salle d'expérience (à savoir de 18 à 28°C ... 28°C c'est beaucoup 
pour Nancy!). Celle-ci varie peu et vaut 

PJ = 972 kg/m
3 

. 

Habituellement, la variation de la viscosité en fonction de la température est décrite par une fonction 
exponentielle (loi d'Eyrine). Toutefois dans cette étude et compte tenu de la faible plage de température, 
la variation de la viscosité en fonction de la température peut être exprimée simplement à l'aide de 
l'interpolation linéaire suivante, 

(2.4.1) 

calculée à partir de mesures expérimentales représentées sur le graphe de la figure 2.7. 
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Equation (2.4.1) 
Expérience 

La viscosité cinématique de l'huile 
de silicone a été mesurée plu­
sieurs fois au cours de cette thèse, 
et toujours pour la même plage 
de température. Pour effectuer 
ces mesures, nous avons utilisé 
un viscosimètre à tube capillaire 
(Prolabo). Les résultats obtenus 
pour chacune de nos expérience 
sont d'une grande reproductibilité 
et sont représentés sur la figure 
2. 7. Dans cette expérience, l'er­
reur de détermination de la vis­
cosité est très faible (inférieure à 
1 %) , et quant à la température, 
celle-ci est déterminée à plus ou 
moins 1/4 de degré Celsius. C'est 
donc à l'aide de ces points expé­
rimentaux que nous avons calculé 
l'équation (2.4.1) 

FIG. 2. 7- Évolution de la viscosité en fonction de la température. 

2.4.2 Les particules solides 

Les particules solides sont des petites sphères blanches en polyacétal, de rayon a 
densité 

Pv = 1410 kg/m
3 

. 

Le rapport des densités entre une particule solide et l'huile de silicone vaut 

1 = Pv = 1.45. 
Pt 

1.5 mm, et de 

Ces petites sphères, initialement conçues pour les roulements à billes, sont usinées avec une erreur de 
sphéricité !::J.a de l'ordre de 10 {Lm, soit une erreur relative inférieure à 0.7 %. 

2.4.3 Les bulles 

Les bulles sont tout simplement constituées d'air. Le générateur de bulles est réglé pour que leurs tailles 
caractéristiques soient semblables à celles des particules solides, c'est à dire de l'ordre du millimètre. 
Les propriétés physiques de l'air, à 20 oc et à pression atmosphérique, sont: 

3 5 - 2 Pair~ 1.225 kg/rn , fLair~ 1.78910- Pa.s, Vair~ 1.4610-" rn /s, 

et en pratique, nous supposerons que 

/' = Pair « 1, 
pt 

/Lair 

/-lf 

v· 
et ~ « 1. 

Vf 

l\otons aussi que l'ordre de grandeur du coefficient de tension superficielle entre l'air et l'huile de silicone 
est 

3 
aair/huile ~ 20.10- ~jm. 

Enfin, rappelons que contrairement aux particules solides, le rayon de la bulle doit être déterminé à 
chaque expérience, et cela peut se faire avec une précision de l'ordre de 4%. 
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2.4.4 Les gouttes 

Les gouttes sont constituées d'eau purifiée. Leurs tailles caractéristiques sont également de l'ordre du 
millimètre. Les propriétés physiques de l'eau (à 20 °C) sont 

Peau '::::' 998.2 kg/m3
, /Leau '::::' 1.00 10-3 Pa.s, Veau '::::' 1.00 10-6 m2 /s, 

et ainsi, nous aurons: 

Î = Peau '::::' 1.027, 
P! 

/Leau 

tL! 

1/ et eau « 1 . 
Vj 

Notons que l'ordre de grandeur du coefficient de tension superficielle entre l'eau et l'huile de silicone peut 
être estimé à partir des valeurs des coefficients de tension superficielle entre l'eau et l'air et entre l'huile 
et l'air (voir par exemple Guyon, Hulin et Petit, 2001, page 54): 

CTeaujhuile '::::'CT air/eau+ CT air/huile- .Jcrair/huiJeCTair/eau '::::' 50.10-3 Njm. 

Aussi, et de même que pour les bulles, le rayon des gouttes doit être déterminé à chaque expérience. Cela 
se fait en positionnant la caméra dans la configuration 3 et avec une erreur relative de l'ordre de 1%. 

2.5 Le générateur de bulles 

Le générateur de bulles (voir figures 2.2 et 2.8) a été conçu et réalisé par B. Chenu. Il est solidaire 
du cylindre et tourne donc autour de son axe. (Notons que pour ne pas altérer la qualité de la rotation 
du cylindre, les masses ont été réparties de manière axisymétrique.) Il est constitué d'un petit réservoir 
cylindrique contenant de l'air, mis sous pression à l'aide d'une pompe manuelle. (La pression à l'intérieur 
de ce réservoir est contrôlée avec une précision de l'ordre de 0.01 bar.) Le réservoir est relié au bas du 
cylindre qui génère la rotation solide par un petit tube capillaire qui longe sa paroi extérieure. Afin de 
générer des bulles isolées, une électrovanne, commandée à distance, est placée sur le trajet de l'air. Celle-ci 
est reliée à un récepteur haute-fréquence et le tout est alimenté par 10 petites piles rechargeables (de 1.2 
volt chacune), disposées régulièrement autour de l'injecteur. 

Le déclenchement, ainsi que la durée d'ouverture de la vanne, sont pilotés à distance à l'aide d'un PC 
et réglés selon nos besoins. La carte électronique correspondante a été conçue et réalisée par A. Delconte. 
En jouant à la fois sur la pression dans le réservoir et sur la durée d'ouverture de la vanne, il est possible 
de générer des bulles dont la dispersion radiale autour de la valeur désirée est relativement faible. Cette 
faible dispersion implique que la vitesse terminale de la bulle peut être estimée, ce qui nous est fortement 
utile puisque la bulle est suivie au cours de son ascension par la caméra. 

2.6 Trajectoires typiques des particules et inclusions fluides 

Les deux photographies de la figure 2.9 montrent des trajectoires typiques obtenues par superposition 
des images délivrées par la caméra, pour une particule solide (a) et pour une bulle (b). Sur ces images, 
chaque position de la particule correspond à une image de la caméra et donc à un intervalle de temps 
constant. Il est ainsi possible, rien qu'à partir de ces deux photographies, de constater que le temps mit 
par la particule pour décrire un tour complet autour de l'axe du cylindre est constant (dans la pratique, 
nous trouvons que ce temps est quasiment confondu avec 27r/w). A partir de ce simple constat, il est 
également possible d'en déduire que la vitesse verticale de la particule, c'est à dire, 

est constante et nous la noterons Vr (T comme 11 terminale 11
) dans la suite. Par ailleurs, nous noterons 

aussi 
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----- : Trajet de l'air 

rvianomètre 

Électrovanne 

Piles 

~· 

FIG. 2.8 - Photographie du générateur de bulles 

la norme de la vitesse de glissement dans le plan horizontal. Précisons que contrairement à Vr , VH dépend 
du temps. Avec ces deux vitesses , nous pouvons construire deux nombres de Reynolds (basés sur le rayon 
de la particule et non sur le diamètre): 

Vra 
Rer=-­

VJ 

Compte tenu des effets de paroi , ainsi que des effets d 'inertie (qui seront examinés dans le chapitre 
suivant) , la vitesse terminale de la particule dans ces expériences sera toujours inférieure à la vitesse 
terminale prédite par la théorie de Stokes (respectivement Hadamard) en milieu infini , à savoir: 

où et À = f.LJ 
1 . 

f.LJ 

Dans le cadre de nos expériences, nous aurons donc toujours 

Aussi , et sachant que dans le cadre de cette étude, w ne dépassera pas 25 rad/ s, nous aurons, en ce qui 
concerne le nombre de Reynolds de cisaillement, une valeur toujours inférieure à 
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g 

(a) (b) 

FIG. 2.9 - Exemple de trajectoires dans le plan (X, Z) obtenues par superposition des images pour une 
sphère solide (a) et pour une bulle (b ). Pour la photographie (a) : a = 1.5 mm, w = 10 rad s-1 , Rer c:::: 
0.065, ReH c:::: 0.004 et S c:::: 0.012. Pour la photographie (b}: a c:::: 1.1 mm, w = 7 rad s-1 , Rer c:::: 0.1, 
ReH c:::: 0.004, Sc:::: 0.005. Dans les deux cas, ReH est instationnaire et la valeur donnée ici correspond à 
la valeur maximale de la vitesse de migration radiale de la particule. 

Notons que dans les chapitres suivants, nous serons également amenés à travailler avec un nombre sans 
dimension proportionnel à '17 que nous appellerons pseudo nombre de Stokes et qui sera défini par 

s - '2 - 9. 

L'ensemble des nombres sans dimension qui seront utilisés dans l'analyse théorique, ainsi que leurs valeurs, 
sont récapitulés dans le tableau 2.2. 

2. 7 Discussion sur les effets de paroi 

Dans la section 1.6.1 du chapitre 1, nous avons vu que la force de traînée qui s'exerce sur une particule 
qui sédimente parallèlement aux parois dans une conduite cylindrique est donnée, en hypothèse de Stokes, 
par 

F 1 = -6nJL1avp (1+ if(~)), 
où Rp est la distance de la particule à l'axe du cylindre et R le rayon du cylindre. Aussi, f(Rpj R) est 
une certaine fonction qui a été calculée par Brenner (1964) et qui est tabulée dans le premier chapitre 
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a(mm) 
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Rer = a Vr 
Vj 

aVH 
ReH = -­

VJ 
18S 

Œ = --
Re} 

Sphères solides: a= 1.5 0.006 < S < 0.029 0.066 < Rer < 0.082 0 < ReH < 0.09 20 < a < 113 

Inclusions gazeuses: 1.1 <a< 1.82 0.005 < S < 0.043 0.23 <Rer < 0.41 0 < ReH < 0.34 6 < Œ < 40 

Inclusions liquides: 1.32 <a< 1.72 0.005 < S < 0.041 0.005 <Rer < 0.008 0 < ReH < 0.01 1.4. 103 <a< 1.6. 104 

TAB. 2.2 - Ordre de grandeur des différents nombres sans dimension qui seront utilisés dans la partie 
théorique. (Précisons que la plus faible vitesse de rotation non nulle du cylindre est de 5 rad/s.) 

(tableau 1.3, page 35). Il se trouve que cette fonction est quasiment constante dans toute la section et 
vaut f(Rv/ R) ~ 2.1, sauf au proche voisinage de paroi où la traînée augmente brutalement. Dans notre 
étude, nous avons, pour une particule solide : a = 1.5 mm et R = 40 mm, de sorte que 

!Ji = 0.0375 , ce qui implique que ~ f ( ~) ~ 8% , 

ce qui n'est pas tout à fait négligeable. C'est d 'ailleurs la raison pour laquelle la viscosité de l'huile doit 
être mesurée avec un viscosimètre capillaire, plutôt qu'en mesurant la vitesse terminale d 'une de nos 
particules. 

0.9 - - - + - - - --1 - - - - 1 - - - - - - - - l 
1 1 1 

1 1 ------ ----------
1 1 

• Expériences - 1 - - - -
Théorie 1 

FIG. 2.10 - Vitesse terminale de la particule par 
rapport à la vitesse terminale obtenue au centre 
de la conduite. La courbe théorique est obtenue 
en écrivant que la vitesse est telle que la force 
F1 compense la flottabilité. 

• ~ Expêrien:~ 1- ~ . 
----r-- -- r- - --- r 

1 1 

t (ens) 

FIG. 2.11 - Evolution dans le temps de la dis­
tance l de la particule par rapport à une paroi 
plane. La pente de la droite montre que la vitesse 
de la particule est quasiment constante jusqu 'à 
une valeur assez proche de la paroi r~ 3a). 

Aussi, dans cette étude, le fait que les effets de paroi soient quasiment constants dans toute la section 
de la conduite est important car de ce fait, ces derniers ne modifient pas la vitesse terminale de la 
particule lorsque celle-ci se déplace radialement dans la conduite. Pour nous assurer donc que ces effets 
de paroi sont vraiment constants, nous en avons fait l'expérience en relâchant une même particule solide 
à différents endroits de la conduite (lorsque le cylindre ne tourne pas). Les résultats obtenus sont donnés 
sur le graphe de la figure 2.10, où Vj! est la vitesse terminale mesurée au centre de la conduite et Vr est 
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la vitesse terminale mesurée à une certaine distance Rp de l'axe du cylindre. L'accord entre la théorie de 
Happel et Brenner (1983) et nos expériences est vraiment très bon, et notamment lorsque la particule est 
très près de la paroi. 

Par la même occasion, nous nous sommes, en outre, intéressés à l'amortissement de la vitesse de la 
particule lorsque celle-ci tombe perpendiculairement à une paroi plane (voir figure 2.11). Sur ce graphe, 
la pente de la courbe nous donne donc la vitesse de la particule et nous voyons donc que celle-ci reste 
quasiment constante jusqu'à une distance d'à peu près 6 a de la paroi. En s'inspirant de ce résultat et 
bien que dans le cas de la migration radiale, la paroi vers laquelle se dirige la particule soit incurvée, 
il est légitime de penser que les effets de paroi seront également constants, excepté au proche voisinage 
de la paroi. Pour cette raison, au cours des expériences nous nous sommes attachés à ne pas prendre en 
compte les mesures faites pour Rp > 3 cm (i.e. à moins de 1 cm de la paroi). 

2.8 Conclusion 

Les trajectoires obtenues pour des particules solides et des inclusions fluides à l'aide de ce dispositif 
expérimental seront dans la suite comparées aux trajectoires théoriques que nous nous proposons de 
calculer dans les chapitres suivants. Notons que ces dernières sont d'une grande reproductibilité, ce qui 
tend à augmenter la fiabilité des résultats expérimentaux. 
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Chapitre 3 

Etude du Inouve1ne11t d'u11e particule 
solide da11s u11 fluide e11 rotatio11 solide 

Dans ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous nous proposons d'étudier l'écou­
lement de perturbation non pas dans un référentiel en rotation mais dans un 
référentiel dont les axes restent fixes par rapport au référentiel du laboratoire. 
Compte tenu de la forme de la trajectoire adoptée par la particule (voir pho­
tos 2.9, page 61) ce choix peut paraître paradoxal à bien des égards. En réalité, 
l'étude proposée dans les chapitres 3 et 4 de cette thèse a pour objectif de tester 
la validité de l'équation de mouvement de Boussinesq-Basset- faisant intervenir 
un terme d'histoire- et qui est très largement employée dans littérature, aussitôt 
que l'écoulement de perturbation est régi par des équations instationnaires et que 
les nombres de Reynolds sont faibles. Ainsi, nous verrons que l'utilisation d'une 
telle équation de mouvement implique de faire des simplifications qui ne sont pas 
toujours justifiées. Toutefois, le lecteur soucieux de connaître l'expression exacte 
de la force hydrodynamique qui s'exerce sur la particule peut se référer à l'ar­
ticle de Herron, Davis & Bretherton (1975) ou encore à l'article de Candelier, 
Angilella & Souhar (2005) rajouté en fin de document, ou passer directement au 
chapitre 5. 

3.1 Introduction et position du problème 

65 

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit un dispositif expérimental permettant de générer un 
écoulement de rotation solide. Dans ce chapitre, nous nous intéressons maintenant au mouvement d'une 
particule solide dans un tel écoulement, lorsque le nombre de Reynolds de particule et le nombre de 
Reynolds de cisaillement sont tous les deux petits deYant 1. Avant toute chose, précisons que dans cette 
étude, nous serons amenés à traYailler dans le référentiel du laboratoire R 0 , supposé galiléen, et dans le 
référentiel lié à la particule Rp que nous appelerons aussi, référentiel de Koenig. Par ailleurs, il nous sera 
parfois utile de traYailler dans des bases autres que la base cartésienne (\·oir le schéma de la figure 3.1) 
telles que la base cylindrique (eR, ee, e3) et la base sphérique (er, ee, eq,). 

l\'otons bien que dans cette étude nous allons nous intéresser au mouvement de la particule en sup­
posant que que celle-ci a déjà atteint sa vitesse terminale ascensionnelle (vitesse que nous m·ions écrite 
Vr) et que celle-ci ne dépend pas du temps. Enfin, précisons aussi que la vitesse de rotation imposée à 
l'écoulement fluide (w) est indépendante du temps. 

Le but de cette étude est donc de parvenir à calculer l'équation de mouvement de la particule solide, 
donnée par 

(3.1.1) 

où F 0 est la force exercée par l'écoulement non perturbé et F 1 la force exercée par l'écoulement induit 
sur la particule. Le calcul de F 0 est ici immédiat et puisque la rotation solide est un écoulement linéaire 
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• Position de la particule : 

ou 
Xp(t) = Rp(t) èRI' + Zp(t) è3. 

• Vitesse de la particule: 

ou 

• Vitesse du fluide (écoulement non perturbé): 

~ 0 ~ = ~ 

111 (X)= -w Y è1 + w X è2 =A· X 

p 

R 

avec A;1 = 0 sauf A12 = -A21 = -w. 

• l\' ous écrirons a us si V/ (X) = R w èe . Il~~ (a, è1, è2, è3) 
(p, è1, h e3) 

Référentiel du laboratoire. 
Référentiel de Koenig. 

FIG. 3.1- Schéma et notations de l'étude. Notons que è3 coïncide avec l'axe du cylindre 

(voir le paragraphe 1.1.3, page 10 du chapitre 1) nous avons alors exactement 

~0 

~ o D1'r 1 = 2 ~ 2 ( ) F =mt-D . .., -mt!J=mtA ·X-mt!J=-mtw Xè1+Yè2 -mtff· 
t ,\,, 

Bien entendu, dans cette étude, la difficulté réside dans la détermination de f 1 . Dans un cas général, 
nous avons vu dans le chapitre 1, que l'écoulement induit est régi par le système d'équations (S1) (page 
8) qui, dans le référentiel Rp lié à la particule, s'écrit: 

~ ~1 
\7 · w1 = 0, (3.1.2) 

"'~ 1 uw f ~ 0 ~ ~ 1 ~ 1 ~ ~ 1 ~ 1 ~ ~ 0 ~ 1 ~ ~ 1 
Pr75t +Pt (wf · \i)u'f +Pi (wf · \i')wf +Pi (w1 · \7)w1 = -\i'P + J1J6 w1 , (3.1.3) 

(S 1) et les conditions limites et initiales vérifiées par w} sont : 

---7 0 lorsque 1 xl ---7 ()() ' 

~ ~ ~0 

rlv 1\ x+ 11v(t)- 111 lorsque lxi= a, 

donnée à t = 0 . 

(3.1.4) 

(3.1.5) 

(3.1.6) 

l\'ous pouvons dès à présent noter que parce que le nombre de Reynolds Re que nous avons défini 
comme étant 

ai~/(Xv)- vvl 
Re = ---'--------'-

l!f 

est supposé petit devant l'unité, alors les termes quadratiques (wj · '\l)wj de l'équation (3.1.3) pourront 
être négligés dans toute cette étude (voir le paragraphe 1.4, page 23 du chapitre 1). 

Il Par conséquent, dans la suite, nous considérerons que les équations qui régissent 
l'écoulement induit sont linéaires. 

Ce point est important car la linéarité des équations qui régissent l'écoulement induit sera exploitée 
dans la suite. 
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Pour pouvoir estimer l'ordre de grandeur des autres termes de l'équation (3.1.3), nous allons à présent 
les exprimer dans le cas particulier de la rotation solide. Ainsi, sachant que 

et puisque par définition, 

nous avons alors 

Ensuite, et afin de tirer parti du fait que nous avons supposé que la vitesse de la particule possède 
une composante stationnaire suivant e3 , nous allons introduire l'opérateur de projection dans le plan 
horizontal (o,e1 ,e2 ), défini par 

A l'aide de cet opérateur, nous pouvons écrire la vitesse de la particule de la manière suivante: 

et sachant que l'écoulement non perturbé n'a pas de composante verticale, nous aurons également 

En introduisant dans nos équation la vitesse de glissement définie par 

l'écoulement non perturbé pourra aussi s'écrire 

/Î\ 
rnrm 

Insistons sur le fait qu'ici, la vitesse de glissement a été définie comme la diffé­
rence entre la vitesse du fluide et celle de la particule et non l'inverse, comme 
c'est très souvent le cas dans la littérature. 

Finalement, dans cette étude, les équations (3.1.3) et (3.1.5) de (Sl) peuvent être réécrites de la manière 
suivante: 

et 

Vr ë3 +np 1\ x- A. x- PH. Vg(t) lorsque lxi =a. 
"----v--' 

(a) (b) 

(3.1.7) 

(3.1.8) 

Sous cette forme, la condition limite (3.1.8) fait à présent intervenir deux groupements (a) et (b), dont 
l'un, à savoir (a), est purement stationnaire et l'autre, dépend explicitement du temps. 
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Proposition de décomposition de la vitesse u'} 

Maintenant, imaginons deux champs de vitesses : 

u)fla et w lb f ) 

Mouven1ent d'une particule solide 

tous deux solutions de l'équation (3.1.7) mais dont le premier ne vérifie que la partie (a) de la condition 
limite (3.1.8) et le second, la partie (b). Parce que les équations de l'écoulement induit considérées ici sont 
linéaires, la solution générale de notre problème sera donc donnée par la somme de ces deux solutions: 

Par conséquent, la force exercée par l'écoulement induit sur la particule sera donnée par 

f 1 = fla + f lb , 

et chacune de ces deux composantes pourra être déterminée à partir de la résolution de 11 sous problèmes 11 

indépendants l'un de l'autre. En particulier, nous verrons dans la suite que le premier sous problème se 
réduira en fait à une étude stationnaire et le second, à une étude instationnaire. 

Mais avant cela, il convient de noter que dans un cas général la complexité de l'équation (3.1.7) 
est telle que même lorsque qu'elle n'est associée qu'à une seule partie de la condition limite (3.1.8), en 
l'occurrence soit la partie (a) soit la partie (b), il n'est pas possible d'obtenir de solution analytique. 
Ainsi, pour parvenir à estimer malgré tout la force induite par chacun des écoulements solutions des 
deux sous problèmes, il sera nécessaire de faire certaines hypothèses simplificatrices supplémentaires. Or 
pour pouvoir faire ces hypothèses, il nous faut connaître a priori les ordres de grandeur des différents 
termes qui sont impliqués dans l'équation (3.1.7). C'est la raison pour laquelle nous allons tout d'abord 
réaliser une pré-étude qui consistera à résoudre le problème dans le cadre de la théorie des écoulements 
rampants stationnaires. Bien qu'inexacte dans l'absolu, cette résolution nous fournira des renseignements 
utiles pour la suite. Par ailleurs, celle-ci aura également l'intérêt d'introduire dans un cadre relativement 
simple un formalisme qui sera par la suite largement développé au cours de ce chapitre. 

3.2 Mouvetnent de la particule dans le cadre de la théorie des 
écoulements rampants stationnaires 

Dans le cas traité ici, le nombre de Reynolds Re, ainsi que le nombre de Reynolds de cisaillement '1], 

qui dans le cadre de la rotation solide s'écrit 

a2 w 
1]=--, 

Vj 

sont tous deux supposés petits devant l'unité. De ce fait, nous pouvons affirmer qu'au voisinage de la 
particule, i.e. lorsque lxi '::::' O(a), tous les termes convectifs de l'équation (3.1.7) sont faibles comparati­
vement aux termes visqueux (voir la discussion de la section 1.4 du chapitre 1). Si maintenant, il est fait 
l'hypothèse que le temps carar.téristique de variation de la partie (b) de la condition limite (3.1.8), disons 
T, est très grand devant le temps caractéristique de la diffusion visqueuse au voisinage de la particule, 

a2 
T»-' 

Vj 

alors, le terme ow}jot peut, en première approximation, être également négligé de l'équation (3.1.7) et 
l'écoulement induit est alors régi par les équations de Stokes stationnaires. 

De plus, puisque dans le cas des écoulements en rotation solide A est antisymétrique, nous avons 

A · x = w ê3 1\ x , 

et cela implique que les termes 
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qui apparaissent dans la partie (a) de la condition limite pourront être traités comme si la particule 
possédait une vitesse de rotation propre autour de ê3 m·ec une vitesse angulaire supposée stationnaire et 
donnée par (np- w). Dans une telle situation, la solution analytique qui correspond à ce problème peut 
être obtenue par exemple à l'aide de la solution de Lamb (voir annexe A.1), mais cependant nous n'allons 
pas la détailler ici. Précisons simplement que dans le cadre de la théorie des écoulements rampants, la 
vitesse de rotation de la particule est sans effet sur la force exercée par l'écoulement induit sur la particule 
et par ailleurs, celle-ci est donnée par 

En introduisant cette force dans l'équation de mouvement (3.1.1) nous pouvons obtenir la trajectoire de 
la particule. Précisons tout de suite que F 1 , calculée ici dans le cadre la théorie des écoulements rampants 
stationnaires, ne permettra pas de prédire de manière fine le mouvement de la particule solide dans notre 
écoulement en rotation solide. l\éanmoins, dans le cadre des écoulements à faibles nombres de Reynolds, 
la traînée Yisqueuse est généralement la force de résistance qui contribue le plus à la dynamique de la 
particule. De ce fait, la résolution de l'équation de mom·ement de la particule qui implique cette force 
f 1 nous permettra d'estimer correctement les ordres de grandeur des vitesses verticale et horizontale de 
la particule. 

Dans la suite, les différents termes de l'équation (3.1.1) vont êtres normalisés. l\ous allons donc réduire 
les longueurs parR (le rayon du cylindre) et le temps par 1/w. Pour ne pas trop alourdir les notations, les 
grandeurs exprimées par la suite n'auront pas de notation particulière, bien qu'elles soient sans dimension 
et pour cela, nous garderons bien à l'esprit que 

t ........ w t 
Xp ......., Xp/R 
Yp ......., Yp/R. 

Dans cette pré-étude, le mouYement horizontal et le mom·ement vertical sont complètement découplés 
et la vitesse terminale de la particule correspond tout simplement à la Yitesse de sédimentation d'une 
particule dans en milieu infini, donnée alors par 

(3.2.1) 

En ce qui concerne maintenant le mouvement horizontal de la particule, nous obtenons, après projection 
suivant ê1 et ê2 de l'équation de mouvement (3.1.1): 

où 

x p 

X= dX. 
dt ' 

Xp 1 . 
----(X +Y.) 

Î' 2SÎ' P P 
(3.2.2) 

Yp 1 . 
----(X +Y:) 

Î' 2S"Y P P 
(3.2.3) 

et 

sachant que "Y et S sont respectivement le rapport des densités, et un groupement sans dimension que nous 
appellerons pseudo nombre de Stokes. (Ce nombre est d'ailleurs proportionnel au nombre de Reynolds 
de cisaillement.) 

La solution des équations (3.2.2) et (3.2.3) peut être obtenue facilement en calculant 

(3.2.2) + i (3.2.3) avec i 2 = -1 . 

L'équation de mouvement de la particule dans le plan (0, ê1 ,ê2 ) est alors donnée sous la forme d'une 
équation différentielle ordinaire, 

Z(t) + A0 Z(t) + B 0 Z(t) = 0, 
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où 

et avec les termes constants 
1 

Ao=--
2')' s et 

2S- i 
Bo = --

5
-. 

2l' 

La résolution de cette équation différentielle est triyiale et en supposant par exemple que la Yitesse de 
glissement de la particule est initialement nulle, c'est à dire, en posant que 

alors nous obtenons 

où 

]J= 

Z(O) = Zo et Z(O) = Zo = i Zo, 

( q - i) (p - i) 
Z(t) = Zo-- exp(pt) + Z0--exp(qt), 

q-]J p-q 

-Ao + VZS. 
2 

q= 
-Ao- /E 

2 
et ~ = A6- 4Bo. 

(3.2.4) 

La partie réelle de (3.2.4) correspond alors à la Yaleur de la coordonnée Xp(t) de la particule et sa partie 
imaginaire à Yp(t). Ainsi, connaissant Z(t), la détermination de la position dans le plan horizontal est 
univoque et nous aurons de plus fZ(t)f = Rp(t). 

Expression simplifiée de Z(t) 

Afin de pouvoir analyser le résultat que nous venons d'obtenir, nous allons rechercher une expression 
simplifiée de l'équation (3.2.4). Pour cela, nous allons nous appuyer sur le fait que puisque le nombre de 
Reynolds de cisaillement ( 17 = a2 w /v 1) est, par hypothèse, petit devant l'unité, cela est d'autant plus 
nai pour le nombre S puisque 

S=~«l. 
De ce fait, à partir de la solution (3.2.4) de cette pré-étude, il est possible, en faisant un développement 
limité des paramètres ]J et q en fonction de ce petit paramètre S, de montrer qu'après un laps de temps 
très court (t « 1), la solution tend vers 

Z(t) = Zo exp( À~ t) exp(i >-? t) 

où 
(3.2.5) 

et où 
(3.2.6) 

Sachant que Rp(t) = fZ(t)f = Zo exp( À~ t), nous voyons que 

ainsi que 

Par la suite, À~ sera appelé: "taux de migration radiale" et>-?: "taux de rotation". 

Avant d'analyser ces résultats, précisons que dans la littérature, il existe plusieurs études similaires à 
celle-ci, réalisées notamment par Annamalai et Cole (1986), ou encore par Raju et IVIeiburg (1997). 

Bien qu'élémentaire, cette pré-étude nous permet donc de voir que conformément aux constatations 
expérimentales (voir chapitre 2), la vitesse de rotation de la particule autour de l'axe du cylindre est 
quasiment confondue avec la vitesse de rotation du fluide. De ce fait, nous en déduisons que la vitesse de 
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glissement de la particule dans le plan horizontal est quasiment confondue avec la composante radiale de 
la vitesse de la particule : 

PH. V9(t) ~ -Rv(t) eR". 

De plus, nous voyons que la particule admet une vitesse de migration radiale qui évolue dans le temps 
suh·ant une fonction exponentielle, croissante si 'Y > 1 et décroissante dans le cas contraire. Par consé­
quent, nous en déduisons pour la suite que la vitesse de glissement de la particule dans le plan horizontal, 
réécrite sous une forme dimensionnelle, doit vérifier 

Enfin, nous pom·ons voir également que dans le cadre des écoulements rampants stationnaires, le rapport 
entre la vitesse de glissement de la particule dans le plan horizontal et la vitesse terminale est donnée 
par: 

l'PH. Vg(t)l ~ Rp(t) w2 

v,ftokes 9 

où nous m·ons introduit le pseudo nombre de Froude 

Rw2 

Fr=--
9 

:::; Fr (3.2.ï) 

Compte tenu des paramètres de notre étude expérimentale, nous verrons que ce nombre de Froude varie 
entre 0 et quelques unités (2 ou 3). 

Pour clore cette pré-étude, notons que les résultats obtenus ici seront utilisés 
dans la suite pour estimer l'ordre de grandeur des différents termes impliqués 
dans l'équation (3.1.7). 

3.3 Mouvement de la particule avec prise en con1pte de l'inertie 
et de l'instationnarité de l'écoulement induit 

3.3.1 Le premier sous problème (stationnaire) 

Avant de rentrer dans le cœur de ce premier problème, faisons dès à présent une remarque qui permettra 
de mieux cerner les objectifs de cette partie de la résolution du problème général. Au vu des photographies 
de la figure 2.9 (chapitre 2), nous voyons que le mouvement horizontal et le mom·ement vertical doivent 
être découplés puisqu'alors que la vitesse de la particule dans le plan horizontal change au cours du 
temps, sa vitesse terminale reste, quant-à elle, constante. Par ailleurs, ce découplage des vitesses apparaît 
explicitement dès que 

(
a2w)l/2 aV9 -- »--, 
Vj Vj 

dans les résultats d'Herron et al. (19ï5) ou encore de Gotoh (1990) présentés dans la section 1.4 du 
chapitre 1, et que nous reverrons ultérieurement. 

Le but de cette section est donc d'une part de comprendre pourquoi dans le cadre des écoulements en 
rotation solide et à faibles nombres de Reynolds, les vitesses verticale et horizontale de la particule sont 
découplées et d'autre part, de s'assurer que ce découplage entre les vitesses sera vérifié pour toutes les 
vitesses de rotation du cylindre impliquées dans nos expériences. 

Simplification des équations 

En regardant les différents termes de l'équation (3.1.ï) et sachant que dans ce sous problème, cette 
équation n'est associée qu'à la partie (a) de la condition limite (3.1.8) et que celle-ci ne dépend pas du 
temps, nous pouvons remarquer que le seul terme qui est susceptible de générer de l'instationnarité est 
le terme convectif 
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Si ce terme est négligeable alors, le terme instationnaire 8u1r / ot ne sera plus entretenu et pourra donc 
aussi être simplifié de notre équation. 1 Aussi, il s ·avère que ce terme convectif, qui est basé sur la vitesse 
de glissement de la particule dans le plan horizontal, est aussi le seul qui soit susceptible d'introduire un 
couplage entre les vitesses horizontale et verticale de la particule. 

Dans la suite, nous allons tenter de montrer que la contribution de ce terme dans les équations qui 
régissent l'écoulement induit est toujours négligeable devant celles des autres termes, y compris dans la 
région où les termes convectifs deviennent du même ordre de grandeur que les termes visqueux. Cela aura 
la double conséquence de montrer pourquoi la vitesse verticale de la particule est stationnaire et pourquoi 
celle-ci est découplée de la vitesse de glissement horizontale. 

Pour pan-enir à le montrer, il est utile dans ce problème de réduire les vitesses de l'équation (3.1.7) 
par Vr, les longueurs par a et le temps par a 2 /vi (temps visqueux). Ainsi nous aurons, sous une forme 
sans dimension (mais toujours sans notation particulière): 

où 

(i) 

aP la 
P*=-­

JiJ Vr 

((= -) -) -la = -la - * ï\ -la 7) • x · \7 w 1 + 11 · w 1 = -\7 P + L.:> w 1 
'--v--' ...___,.._.., 

(ii) (iii) (iv) 

a2w 
et 1712 = -1721 = --­

VJ 
et 7]u = 1722 = 0 . 

(3.3.1) 

Ce faisant, nous voyons apparaître dans (i) les deux nombres de Reynolds de particule que nous avons 
défini au chapitre 2, à savoir 

et 

et dans les termes (ii) et (iii), nous voyons apparaître le nombre de Reynolds de cisaillement 

a2 w 
1] = --. 

Vj 

Intéressons nous maintenant au terme (i) de l'équation (3.3.1). Compte tenu du résultat (3.2.7) obtenu 
dans la pré-étude (section 3.2, théorie des écoulements rampants stationnaires), nous pouvons voir que 
pour les faibles vitesses de rotation (par exemple, pour w < 2 ou 3 rad/s), la vitesse de glissement est 
très petite devant la vitesse terminale. En effet, sur la figure 3.2 nous avons représenté l'évolution du 
rapport entre la vitesse horizontale et la vitesse terminale de la particule en fonction de w, calculé dans la 
pré-étude et ce graphe nous confirme que pour des valeurs w de l'ordre de quelques unités, nous pourrons 
écrire 

(i) é::' -Rer (e3 · V)w}a. 
Cependant, toujours sur la figure 3.2, il apparaît que pour des vitesses de rotation du cylindre plus 
importantes, la vitesse de glissement de la particule dans le plan horizontal devient du même ordre de 
grandeur que la vitesse terminale. Par exemple, nous pouvons voir que lorsque la vitesse de rotation du 
cylindre est supérieur à 10 rad/s, nous avons 

O(ReH) é::' O(Rer) . 

Mais dans un deuxième temps, rappelons nous que le dernier paragraphe de la partie 1.4 du chapitre 1 
(page 25), nous avons vu que la compétition qui peut exister entre les effets d'inertie du type Oseen (à 
cause du Reynolds de particule) et les effets d'inertie dus au cisaillement de l'écoulement, se traduit par la 
,·aleur du rapport (dRe/d,7) 2 (voir aussi annexe A.6, page 162) où dRe et d,7 correspondent respectivement 
aux distances à la particule où les termes convectifs en Re et en 7] deviennent du même ordre de grandeur 
que les termes visqueux. Dans le cas de cette étude, ces distances sont données par 

1. Bien sûr, cela n'est vrai que dans le cadre des écoulements à faibles nombres de Reynolds, où il n'y a pas de création 
d'instationnarité à cause des phénomènes d'instabilité! 



3.3 Effets d'inertie et d'instationnarité sur le mouvement de la particule 73 

or ici 

(~)2 = 0 [(Rer)2] = 0 [(2a2('y -l)g)2] =Effets d'inertie du type Oseen. 
dRe .jTi 9vy2 Vw Effets d'inertie de cisaillement 

Ce rapport est également représenté sur la figure 3.2 et montre que lorsque la vitesse de rotation du 
cylindre augmente, les effets d'inertie dus au cisaillement de l'écoulement deviennent rapidement très 
grands devant les effets d'inertie du type Oseen. Ainsi, nous pouvons en conclure que lorsque la vitesse 
de rotation du cylindre augmente, même si la vitesse de glissement de la particule dans le plan horizontal 
n'est plus négligeable comparatiwment à la Yitesse terminale, celle-ci ne joue aucun rôle dans l'équation 
(3.3.1) car les termes convectifs prépondérant sont alors les termes (ii) et (iii). 

(d,l/dRe) 2 

!PH· 1~1 1/Fr 

/ 
/ 

/ 
(b) /. 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

10 20 
w (rad/s) 

/ 
1 

1 
1 

FIG. 3.2 ~ La région bleue correspond à la zone où d,1 » dRe (effet d' Oseen pur). La région jaune, la 

zone où d,1 « dRe (effet de cisaillement pur). Dans la zone (a), Vr »!PH· V91. 

En conclusion, nous pouvons dire que lorsque la vitesse de rotation du cylindre 
augmente, il se produit, en quelque sorte, un relai entre les effets d'inertie émanant 
des termes 

et les effets d'inertie émanant des termes 

de l'équation (3.1. 7), sans que jamais les termes instationnaires et responsables du 
couplage entre la vitesse terminale et la vitesse horizontale, i.e. 

ne jouent un rôle important dans la dynamique de l'écoulement solution de ce sous 
problème. De ce fait, nous pouvons en déduire que quelle que soit la vitesse de 
rotation du cylindre, ce sous problème peut donc se ramener à un problème sta­
tionnaire, qui pourra dès lors être résolu à l'aide de la méthode des développements 
asymptotiques raccordés décrite en annexe (A.6). 
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Enfin, pour achever cette partie concernant les simplifications, notons que conformément aux consta­
tations expérimentales, et conformément aux résultats obtenus dans la section 3.2 lors de la pré-étude, 
nous allons supposer que la particule tourne autour autour de l'axe du cylindre avec une vitesse angulaire 
èv très proche de celle du fluide. En effet, à l'aide de la pré-étude nous voyons que 

nv 11 x- A'. x = ( èv - w) e3 11 x= o ( s2) . 

Dans la suite, nous négligerons donc ce terme qui apparaît dans la condition limite (3.1.5), tout en notant 
que théoriquement, s'il était pris en compte, cela n'aurait pas de conséquence à l'ordre de grandeur où 
nous travaillons sur la détermination de la force exercée par le fluide sur la particule. 

Calcul de fla 

A l'aide des remarques précédentes, nous pouvons maintenant simplifier l'équation (3.1.7) qui devient 

V ( - ~) -la ((=4. -) n) -la =4. -la 1 np la ï\ -la 
- T e3 · v w1 + . ·x · v w1 + . · w1 =- P! v + VJL.:l u·1 , 

et qui est associée aux conditions limites 

w la ---+ Ô lorsque lxi ---+ oo , .f 

w r V y f3 lorsque Iii = a . 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

l\otons alors que cette équation qui régit l'écoulement induit est alors exactement identique à celle 
qui serait obtenue si la particule se déplaçait avec une vitesse ascensionnelle constante le long de l'axe 
de symétrie d'un écoulement de rotation (voir figure 3.3) et avec une vitesse angulaire de rotation propre 
autour de l'axe e3 identique à celle du fluide. 

. )O..__t:1 

( ct = w(t:1 - tl) .. / \ 

: ·.)ct 0 : 
: : ', : t2 ; 

\. ······o· 
/ tl 

FIG. 3.3- Equivalence de l'écoulement non perturbé vu par la particule dans R 0 {à gauche) et l'écoulement 
non pert·urbé à chaque instant dans le référentiel Rv qui coïncide avec le centre de la particule. 

Compte tenu de cette remarque, nous voyons alors que cette étude peut se ramener à une configuration 
semblable à celle de Childress (1964) qui, rappelons le, a étudié le mouvement d'une particule qui se 
déplace le long de l'axe d'un écoulement de rotation solide. En quelque sorte, dans notre étude, parce 
que les termes convectifs basés sur la vitesse de glissement horizontale de la particule sont négligés, tout 
se passe comme si l'écoulement se déplaçait avec la particule de sorte que celle-ci soit toujours située 
dans son axe de rotation. Compte tenu de la géométrie du problème, dans la base sphérique (er, e0 , e<t>), 
l'écoulement induit doit être indépendant de l'azimut cp. Autrement dit, nous devrions avoir 

-la la( B)- la( B)- la( B)-wf = wr r, er+ w0 r, eo + w<l> r, e<l>, 

où ret B sont les coordonnées sphériques (respectivement le rayon et la colatitude). Or sachant que 

= - (a a) a (A . x) . v = w x ay - y ax = w aq; , 
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et en utilisant le fait que les composantes wr1a, wla et wJa de w }a ne doivent pas dépendre de cp, nous 
avons 

Finalement, l'équation (3.3.2) est donc équivalente à 

1, ( ~ n) ~la ? =4. ~la 1 np la i\ ~la 
- 1T e3 · v w f + ~ ~ · w f = -- v + v fu w1 . 

. Pt 
(3.3.5) 

Cette équation est alors strictement équivalente à celle considérée par Childress (1964). l'\otons que dans 
son étude, Childress a considéré l'écoulement induit dans un référentiel tournant, alors que nous, nous 
travaillons dans le référentiel de Koenig. Cela peut donc a priori paraître paradoxal, mais en fait, il est 
simple de montrer que dans le cas de cette étude, l'écoulement induit n'est rien d'autre que l'écoulement 
relatif dans le référentiel tournant (écoulement considéré par Childress). En effet, en écrivant que 

où "0/ est l'écoulement relatif, et sachant que 

alors, nous avons 
~1 v~ r 
wf = f ' 

d'où le fait que nous retrouvions les mêmes équations. 

111-w~l f - f' 

Quoi qu'il en soit, nos résultats seront donc semblables aux siens et pour cette raison, le calcul de la 
force induite ne sera pas détaillé ici. Cette dernière est donnée par 

(3.3.6) 

où 

et m·ec 

B(o:) = ~ 11 

((t2
- 4iat) 112 + (t2 + 4io:t) 112)(3t2 -1)dt. (3.3.7) 

Rappelons que différentes valeurs de cette intégrale sont données dans le paragraphe 1.4.3 (page 28) du 
chapitre 1. 

3.3.2 Le second sous problème (instationnaire) 

Dans ce second sous problème, nous nous intéressons maintenant à la force exercée par l'écoulement 
solution de l'équation (3.1.7) associée à la partie instationnaire de la condition limite (3.1.8), à savoir la 
partie (b): 

~lb = ~ ( ) w1 = -PH· V9 t lorsque lxi= a. 

A la différence de ce qui a été fait dans la section précédente, ce problème ne saurait se réduire à une 
étude stationnaire car maintenant, cette partie de la conditïon limite dépend explicitement du temps. 
En effet, dans le plan horizontal, la vitesse de glissement de la particule est instationnaire et de plus, 
c'est là une des originalités de ce problème, cette instationnarité de la condition limite perdure pendant 
toute l'expérience car elle est entretenue à la fois par la rotation et la migration de la particule. Pour 
s'en convaincre, rappelons nous qu'au cours de la pré-étude (section 3.2), nous avons vu que la vitesse de 
glissement dans le plan horizontal était approximativement donnée par la vitesse radiale de la particule: 
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et de plus, nous avons également vu que la vitesse radiale de la particule pouvait s'écrire (sous sa forme 
dimensionnelle) 

Rp ~ IZoiRwÀ~ exp(À~wt), 

où À~, qui par contre est sans dimension, est donné par l'équation (3.2.5). Ainsi, nous nous apercevons 
que dans la base cartésienne (e1 , e2 , e3 ) du référentiel de Koenig Rp, nous sommes en présence de deux 
temps caractéristiques de variation de la condition limite: 

• Le premier temps caractéristique correspond à l'augmentation de la valeur de la vitesse radiale 
Rp(t) (appelons T1 ce temps caractéristique). 

• Le second vient du fait que le vecteur vitesse de glissement tourne autour de l'axe e3 , comme cela 
est illustré sur la figure 3.4 (appelons T2 ce temps). 

FIG. 3.4- Variation dans le temps de la condition limite vérifiée par l'écoulement induit sur la particule. 

A l'aide des résultats obtenus lors de la pré-étude, nous savons que sous leurs formes dimensionnelles, 

Il apparaît alors que le temps caractéristique de variation de la Yitesse radiale de la particule est 

alors que le temps caractéristique de rotation de la vitesse de glissement autour de l'axe e3 est 

T2 = w 0 

l\otons que c'est bien sûr ce que nous retrouvons en calculant la dérivée temporelle de la vitesse de 
glissement : 

d = - 0 0 .. 

dt (-PH· 119 ) ~ Rp8p ee
1
, + Rp eR

1
, 

sachant que dans Rp, les vecteurs eR!' et ee/, sont fonction du temps. Ainsi, dans notre étude, l'insta­
tionnarité de la condition limite vérifiée par l'écoulement induit sur la particule est principalement due 
au fait que la particule tourne autour de l'axe du cylindre, puisque nous avons 

Tl = À~ = O(S) « 1 0 

T2 

Aussi, et c'est un point important, dans le référentiel Rp, la condition instationnaire vérifiée par wr sur 
la particule peut s'écrire (en prenant soin de choisir convenablement l'origine des temps et en posant que 
èP = w): 

(3.3.8) 
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Nous voyons donc qu'il existe une réelle analogie entre l'écoulement induit cor­
respondant à notre problème et les écoulements quasi-harmoniques. 

Compte tenu de cela, dans l'équation (3.1.7) de l'écoulement induit, nous aurons donc 

fJu!{b ( . ) Dt =0 wRp . 

Pour être complets, il nous faut maintenant analyser l'ordre de grandeur des termes impliqués dans 
l'équation (3.1.7). Sachant qu'au voisinage de la sphère, nous avons 

il s'ensuit que 

et 

De même, 

= 0 ( a~;q) = O(ReH) et 

Dans ce qui suit, et puisque nous nous intéressons au mouvement horizontal de la particule, nous allons 
considérer que la vitesse de rotation du cylindre est suffisamment grande pour que les termes en O('fJ) 
soient grands devant les termes en ReH et Rey. (Dans la section précédente, nous avons \'U que cela est 
\Tai dès que w est de l'ordre de 2 ou 3 radjs). Dès lors, les termes convectifs basés sur ces nombres de 
Reynolds de particules pourront être négligés dans l'équation (3.1.7). 

Ainsi, nous voyons que dans cette étude, les termes convectifs basés sur le cisaille­
ment de l'écoulement sont du même ordre de grandeur que terme instationnaire. 

Malgré cela, et uniquement dans le but de tester l'équation de mouvement obtenue par 
Boussinesq-Basset et qui, rappelons-le, est très couramment utilisée dans la littérature, nous allons 
dans un premier temps, les négliger. Clairement, la force hydrodynamique qui en résultera ne sera donc 
qu'une approximation, sachant que si les termes convectifs sont conservés et que la dépendance temporelle 
de Rp(t) est négligée, alors nous retrouverions la force hydrodynamique obtenue par Herron et al. (1975) 
(voir page 30 du chapitre 1). 

Notons que dans le chapitre 5, nous reviendrons sur l'expression de la force 
hydrodynamique qui s'exerce sur la particule, sans négliger les termes convectifs, 
et en identifiant explicitement la part du terme instationnaire et la part des 
termes convectifs sur la valeur des composantes du tenseur de mobilité obtenue 
par Herron et al. (1975). 

Mais revenons maintenant à notre étude. Pour justifier l'hypothèse un peu forte qui consiste à négliger 
les termes convectifs, il est possible de s'appuyer sur la forme qu'adopte un écoulement solution des 
équations de Stokes instationnaires associées à une condition limite harmonique. En effet, dans une telle 
situation, il est bien connu (voir par exemple Landau et Lifchitz, 1989) que la longueur de pénétration o 
d'un tel écoulement est donnée par 
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Dans notre étude, et à cause de la condition limite (3.3.8), nous pouvons donc supposer que l'écoulement 
sera quasiment intégralement contenu dans une sphère centrée sur la particule et de rayon o. 

Dans un deuxième temps, notons que la distance à laquelle les effets d'inertie basés sur le nombre de 
Reynolds de cisaillement (17 = a2;.vjz;1) deviennent du même ordre de grandeur que les termes visqueux 
est donnée par 

a 
dry= J1ï' 

ce qui correspond précisément à l'ordre de grandeur de la longueur de pénétration o. En d'autres termes, 
cela implique que l'écoulement lointain qui doit être perturbé par les effets d'inertie est négligeable. De ce 
fait, il peut être légitime de supposer que les termes convectifs de l'équation (3.1.7) jouent un rôle moins 
important que le terme instationnaire. 

l\'otons, en guise de remarque, que clans l'annexe E.1 relative au chapitre 5, nous reviendrons sur la 
solution analytique des équations de Stokes instationnaires associée à une condition limite identique à 
celle donnée par l'équation (3.3.8) mais clans laquelle la dépendance temporelle de Rp sera été négligée. 

Dans la suite de cette étude, nous allons considérer que l'écoulement induit w r est régi simplement 
par les équations de Stokes instationnaires : 

ow 1b 1 ~ ~ 
__ !_ = --VP lb+ vr6 wflb. 

at PI · 

Compte tenu du fait que la condition limite donnée par la partie (b) de l'équation (3.1.8) est uniforme, il 
n'est pas nécessaire de déterminer explicitement la solution de l'écoulement induit pour calculer la force 
qu'il exerce sur la particule. En effet, celle-ci peut être déterminée par exemple à l'aide des transformées 
de Fourier (voir section 1.3 du chapitre 1) ce qui conduit à l'expression 

3.3.3 Equation de mouvement de la particule 

L'équation de mouvement de la particule dans notre écoulement sera donc donnée par 

(3.3.10) 

où Fla et f lb sont données respectivement par les équations (3.3.6) et (3.3.9). Cette équation de mou­
vement que nous nous proposons d'intégrer dans la suite est récapitulée dans le tableau 3.1. Pour obtenir 
la trajectoire de la particule, nous allons projeter cette équation de mouvement suivant ê1 , ê2 et ê3 et 
puisque le mouvement vertical et le mouvement horizontal de la particule sont complètement découplés, 
nous nous intéresserons donc séparément à la vitesse terminale de l'inclusion et à sa migration radiale. 

3.4 La vitesse terminale de la particule 

3.4.1 Calculs théoriques 

Dans cette section, nous allons calculer la valeur de la vitesse terminale de la particule. Pour cela, 
écrivons que les seules composantes de l'équation de mouvement (3.3.10) suivant ê3 , sont données par 
Fla et la force de flottabilité. Par ailleurs, la particule n'admet aucune accélération suivant ê3 et donc 
nous avons 

Fla· ê3 + (m.p- m.f) g · ê3 = 0 · 

A titre de remarque préliminaire, notons que dans la section précédente, nous avons calculé théoriquement 
la valeur de la force Fla exercée par l'écoulement induit sur la particule. Mais nous savons que la particule 
qui se déplace suivant ê3 admet une vitesse constante et par conséquent, elle est dans une situation 
d'équilibre dynamique (dans la direction ê3 ). Mais quelles que soient les conditions de l'expérience, la 
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sachant que 

et 

(mp- mt)§ 

Rer= aVr' 
llj 

A12 = -A21 = -w et 

4(a2w)l/2 RerB(o) ____,- -
7 llj 

( ) 
3 Rer 

RerB o ____, --
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si 

si (o: » 1) 

(o«1). 
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Gradient de pression 

Flottabilité 

Traînée de Childress 

Traînée horizontale 

Masse ajoutée 

Force d'histoire 

TAB. 3.1 - Récapitulatif des résultats analytiques obtenus pour une particule solide. 

valeur de la force exercée par l'écoulement induit ne change pas puisqu'elle compense la force de flottabilité 
qui est une constante 2 . En fait, la seule chose qui change en fonction des conditions d'expérimentations, 
c'est la valeur de la vitesse terminale de la particule qui correspond à cette situation d'équilibre dynamique. 

Dans un cadre générai donc, la valeur de la vitesse terminale de la particule est donnée par une 
équation du type 

Vitesse terminale 
théorique 

(3.4.1) 

où B(o:) est donnée part l'équation (3.3.7). Mais il faut noter que o est lui même fonction du nombre 
de Reynolds Rer et par conséquent, de la vitesse terminale de la particule. Dans la pratique, la vitesse 
peut être obtenue l'aide de méthodes itératives (en règle générale, très peu d'itérations suffisent pour 
converger vers la solution). Mais dans le cadre de nos expériences, nous n'aurons pas recours à ce genre 
de résolution. En effet, nous avons vu, dans la section 1.4 du chapitre 1 qu'à condition que o > 1/4, la 
fonction B(a:) peut être écrite sous la forme d'un développement en puissance de o 

2v'2ët ( 7 15 49 ) 
B(o:) = -7- 1 + 40o + 1408o:2 - 39936o3 + · · · · 

2. Dans son papier, Maxworthy (1965b) avait déjà fait cette remarque. 
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Or dans le cadre de nos expériences, nous aurons 

de sorte que 

7 
-«1. 
40 0: 

B(o:):::::: 2J2"êt:::::: _4_ (a2w) 1/2:::::: ~ sl/2. 
7 7Rer vf 7 Rer 

Pour s'en convaincre, rappelons nous que 

et en écrivant que 11r :S; Vjtokes nous aurons toujours 

> 2wvr 
0: rv (1fjtok~s )2 · 

Compte tenu de cela, nous voyons que 

et comme la plus faible vitesse de rotation non nulle employée dans nos expérience est w = 5 rad/s, nous 
aurons 

7 < 
- rv 0.01. 
40o: 0 

Ce point illustre d'ailleurs à nouveau le fait que dès que la \'itesse de rotation est de l'ordre de quelques 
unités, les effets d'inertie basés sur le cisaillement de l'écoulement (i.e. 17) dominent très rapidement les 
effets d'inertie basés sur le nombre de Reynolds de particule (Rer). Dans notre étude, nous écrirons donc, 
en ne commettant que peu d'erreurs, que la vitesse terminale des particules solides est données par 

Vitesse terminale 
théorique 
pour o: » 1 

3.4.2 Comparaison avec l'expérience 

(3.4.2) 

Afin de vérifier la validité de l'équation (3.4.2), nous avons effectué différentes expériences impliquant 
des vitesses de rotation du cylindre comprises entre 5 et 23 rad/s. Après avoir relâché une particule 
solide dans l'écoulement, nous nous intéressons à l'éYolution temporelle de sa coordonnée axiale: Zp(t). A 
titre d'exemple, nous représentons sur la figure 3.5, des résultats expérimentaux caractéristiques de nos 
expériences. Il apparaît clairement que quelle que soit la vitesse de rotation, nous obtenons une droite et 
par conséquent, la vitesse de la particule est bien indépendante du temps, conformément aux hypothèses 
faites dans la partie précédente. Au passage, notons qu'il apparaît aussi explicitement que la valeur de la 
pente est bien affectée par la ,·itesse de rotation de la particule. 

En mesurant les vitesses terminales de nos particules solides pour les différents nombres de Stokes 
impliqués dans nos expériences, et en calculant le rapport de ces dernières avec la ,·itesse terminale 
théorique de Stokes (en milieu infini), nous obtenons les valeurs (A) représentées sur la figure 3.6. Pour 
comparaison, la courbe théorique donnée par l'équation (3.4.2) est également représentée sur ce graphe 
(ligne continue-). En plus de nos résultats expérimentaux, et étant donné que notre étude est équivalente 
à l'étude du mom·ement d'une particule qui se déplace le long de l'axe de la rotation, il est légitime de 
comparer nos résultats expérimentaux à ceux de Maxworthy (1965b ). Ce dernier a en effet validé les 
résultats théoriques de Childress (1964) en mettant au point un dispositif expérimental dans lequel il s'est 
intéressé à l'ascension 3 de particules sphériques dans un écoulement en rotation solide qui se déplacent 
suivant l'axe de la rotation. A partir de ses résultats, et à l'aide d'une interpolation, nous obtenons les 
différentes valeurs de Vr /Vjtokes qui correspondent à ses expériences, mais calculées avec nos paramètres. 
Ce sont les points (•) sur la figure 3.6. 

3. les particules utilisées par Maxworthy sont donc plus légères que le fluide 
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t (s) 

FIG. 3.5 ~ Coordonnées Zp(t) de la particule en fonction du temps, pour différentes vitesses de rotation 
w (en rad/s) du cylindre. Les pentes des droites ainsi obtenues correspondent aux vitesses verticales de la 
particule qui restent constantes dans le temps et varient en fonction de la vitesse de rotation du cylindre. 
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FIG. 3.6 ~ Vr /Vjtokes correspondant à l'équation (3.4.2): -. Vr jVjtokes correspondant à nos résultats 
expérimentaux: Â. Vr jVjtokes correspondant à une interpolation des résultats expérimentaux de M axwor­
thy {1965b): •. 
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Analyse des résultats 

Tout d'abord, nous pouvons dire que nos points expérimentaux sont en bon accord avec ceux issus 
de l'interpolation des résultats de l\1axworthy (1965b) puisque l'écart maximal entre nos valeurs et les 
siennes est au maximum de 5%. Aussi, la tendance générale de nos résultats traduit bien l'évolution de la 
décroissance de la vitesse en 1/(1 + S112

) prédite par la théorie donnée par l'équation (3.4.2). Toutefois, 
nos résultats en sont tout de même assez éloignés. En effet, les différences maximales constatées entre 
nos points expérimentaux et la théorie sont de l'ordre de 10 %, ce qui n'est pas négligeable. Nous allons 
donc tenter d'expliquer cette différence. 

Discussion sur les effets de paroi 

Dans la section précédente, le problème que nous avons traité correspond au cas d'une particule 
qui évolue dans un milieu infini et nous n'avons pas du tout tenu compte de l'influence des parois. Or 
en écoulement de Stokes, nous avons vu dans la section 1.6, page 33 du chapitre 1, que ces dernières 
pouvaient modifier notablement la force exercée par le fluide sur la particule. Nous avons d'ailleurs 
détaillé les résultats de Brenner (voir Rappel et Brenner, 1983) concernant les effets de paroi sur le 
mouvement stationnaire d'une particule qui évolue parallèlement aux murs dans une conduite cylindrique 
(sans rotation). Ce dernier a montré que la force qui s'applique alors sur la particule est quasiment 
constante dans toute la section et celle-ci est donnée par 

t 1 = -61rf1Jaflp ( 1 + 1( i) GD) , 
avec f ( Rp/ R) ~ 2.1, presque partout dans la conduite sauf au proche voisinage de la paroi. Rappelons 

nous aussi que dans le cadre de notre expérience, nous avons 2.1(a/ R) ~ 8% ce qui n'est pas négligeable. 
Notons également que pour obtenir ce coefficient de 2.1, Brenner a supposé que l'écoulement induit 
était régi par les équations de Stokes. Bien que cette hypothèse puisse être remise en question à cause 
des éventuels effets d'inertie, nous retenons de nos expériences réalisées en cas d'absence de rotation du 
cylindre (voir figure 2.10, page 62 du chapitre 2) que conformément à la théorie de Brenner, la vitesse 
terminale est bien uniformément affectée par les effets de paroi dans une très grande partie de la section 
de la conduite. 

Dans les situations où le cylindre tourne, les résultats expérimentaux de la figure 3.5 et de la figure 
3. 7 montrent aussi que la vitesse terminale de la particule reste indépendante de la position radiale de la 
particule dans la section. En effet, dans nos expériences, la particule se déplace dans le plan horizontal et 
cela sans affecter la vitesse terminale de l'inclusion. De ce fait, nous en déduisons que les effets de paroi 
doivent être uniformes dans une grande partie de la section y compris lorsque le cylindre est en rotation. 

Aussi, étant donné que l'écart constaté entre nos points expérimentaux et la théorie semble être à 
peu près constant pour les différentes valeurs de S, nous pouvons légitimement penser que ces effets de 
paroi ne dépend pas, dans cette étude, de la vitesse de rotation w ... Si de plus, nous j~upposons que dans 
nos expériences, les effets n'apparaissent que via un facteur multiplicateur, alors nous deHions avoir, par 
simplification au numérateur et au dénominateur: 

Vr 
vo r 

1 +Rer B(O) 
1 +Rer B(o:) 

1 + (3/8) R4 
1 + (12/7)51

/
2 

' 
(3.4.3) 

où 11~ et Re~ correspondent respectivement à la vitesse terminale de l'inclusion mesurée en cas d'absence 
de rotation du cylindre, et au nombre de Reynolds construit avec cette valeur. 

Sur la figure 3.8, nous comparons l'équation (3.4.3) avec les différentes valeurs expérimentales de 
Vr /V~ (ces dernières sont représentées par les points o). Ces résultats sont maintenant en très bon 
accord avec la théorie et cela semble donc confirmer le fait que précédemment, la différence constatée 
entre les résultats expérimentaux et la théorie valable en milieu infini s'explique par la présence de la 
paroi. Aussi, les points o tendent à montrer que les effets de paroi ne dépendent pas (ou faiblement) de 
la vitesse de rotation du fluide. De ce fait, ils peuvent donc être a priori estimés correctement à l'aide de 
la relation de Brenner, c'est à dire que dans cette étude, nous denions avoir 

vst.okes 
V: ~ r 
r- (1+(12/7)S112)(1+2.1a/R). 
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Pour bien illustrer le fait que la vitesse ter­
minale ne dépend pas de la position de la 
particule dans le plan horizontal, et sans 
vouloir empiéter sur la section d'après où 
nous traiterons plus en détail la migration 
radiale de la particv.le, nous avons repré­
senté sur la figure 3. 7 et à titre d'exemple, 
l'évolution de la coordonnée radiale de la 
particule qui correspond à l'expérience w = 
23 {radjs) de la figure 3.5. Si les effets 
de paroi n'étaient pas constants dans toute 
la section en cas de rotation, nous ver­
rions alors apparaître une modification de 
la vitesse terminale de la particule lorsque 
celle-ci se rapproche de la paroi, or ce n'est 
pas le cas. Nous pouvons donc légitime­
ment supposer que les effets de paroi res­
tent constants presque partout dans toute 
la section et cela malgré le fait que l 'écou­
lement autour de la particule soit en rota­
tion. 
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FIG. 3. 7- Evolution de la migration radiale de la particv.le 
correspondant à l'expérience w = 23 rad/s de la figure 
3.5. La particule se déplace dans presque toute la section 
hormis la région de très proche paroi (pour mémoire, dans 
notre dispositif expérimental R = 40 mm). 
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FIG. 3.8- Théorie donnée par l'équation {3.4.3):- -. Vr/Vj! correspondant à nos expériences: o (Vj! 
est la vitesse de la particule mesurée en cas d'absence de rotation au centre de la conduite.) 

Quoi qu'il en soit, et pour terminer cette section, notons que pour prédire finement la vitesse terminale 
d'une particule dans un écoulement en rotation solide, la théorie des écoulements rampants qui ne prend 
pas en compte les effets d'inertie est insuffisante. Pour illustrer cela, remarquons que pour nos plus grandes 
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vitesses de rotation, i.e. pour S c:::: 0.03, nous constatons, en calculant le rapport 

Vr _ v:ftokes 

v stokes 
T 

un écart de presque 30 % ! 

3.5 Vitesse de la particule dans le plan horizontal 

3.5.1 Calculs théoriques 

Dans cette section, nous nous proposons de résoudre l'équation de mouvement de la particule (3.3.10) 
projetée dans le plan horizontal. Mais avant cela, nous allons apporter à une légère modification à cette 
équation. En effet, dans la section 1.5 du chapitre 1, nous avons mené une petite discussion concernant 
l'expression de la force de masse ajoutée. En particulier, nous avons vu que selon l'étude réalisée par 
Auton (198ï), l'expression de la force de masse ajoutée devrait être 

plutôt que 
- 2 -

m.r i_ (PH' V (t)) = m . .r (il. dXp - d Xp) . 
2 dt g 2 dt dt2 

Ce résultat ayant été vérifié numériquement par Magnaudet et al. (1995) y compris pour les faibles 
nombres de Reynolds, nous avons donc choisi de prendre l'expression de la masse ajoutée d'Autan (198i), 
mais notons bien que la méthode de résolution proposée reste valable, que l'on choisisse l'une ou l'autre 
expression de la masse ajoutée. De plus, et cela n'est pas surprenant pour les écoulements de Stokes, les 
résultats obtenus awc l'une ou l'autre expression seront quasiment similaires (nous reviendrons sur ce 
point dans le cadre de la discussion proposée en fin de chapitre). 

Aussi, nous nous devons de dire quelques mots à propos du choix de la condition initiale de l'équation 
de mouvement que nous allons résoudre. En effet, la force d'histoire est déterminée théoriquement pour 
T compris entre -oc et t. Afin de simplifier la résolution de notre problème, nous allons supposer que 
pour T ::; 0, la vitesse de glissement de la particule est nulle. Comme nous allons le voir, cette hypothèse 
p<:rmet de réduire les bornes de l'intégrale de la force d'histoire, et ainsi, d'utiliser les transformées de 
Laplace pour intégrer l'équation de mouvement de la particule. 

L'équation de mouvement (3.3.10) dans laquelle l'expression de la force de masse ajoutée a été modifiée 
est maintenant projetée suivant ë1 et ë2. De même que nous l'avons fait dans la pré-étude (section 3.2), 
l'équation de mouvement dans le plan horizontal est donnée sous une forme sans dimension, les longueurs 
ayant été réduites par R (le rayon du cylindre) et le temps par 1/w. Nous obtenons ainsi le système 
d'équations 

x p (3.5.1) 

(3.5.2) 

que nous allons résoudre. 
Pour cela, en calculant l'équation (3.5.1)+ (3.5.2), avec i 2 -1, nous obtenons une équation 

intégrodifférentielle donnée par 

z + AZ + BZ + c ft -Z(T) + iZ(T) dT= 0' 
la ~ 

où, rappelons le, 

et avec 
A= 1 

S(2-y+1) 
3S- i 

B=...,...,.----c-
S(2-y+1)' 

C=- 3 
,JS:;;(2Î· + 1) 

(3.5.3) 
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Il se trouve que l'équation (3.5.3) peut être résolue analytiquement à l'aide des transformées de Laplace, 
mais à condition de procéder au changement de variable suivant: 

U(t) = Z(t). 

Il s'ensuit que 

Z(t) = U(t), ainsi que Z(t) =lat U(T) dT+ Za, 

et donc, l'équation (3.5.3) devient: 

Dans la suite, nous adopterons pour exprimer les transformées de Laplace la notation suivante : 

et nous poserons que 
U(O) =Ua (sachant par hypothèse que Ua = i Za) . 

Ainsi, nous aurons 

et 

et la transformée de Laplace de l'équation (3.5.4) s'écrit donc: 

En posant, pour simplifier les écritures, X = ,jfi, il est possible de mettre U(p) sous la forme: 

- Ua(X2 - C-.fif X)- BZa 
U(p) = X4- C-.fif X3 + AX2 + iC.J?T X+ B ' 

(3.5.4) 

(3.5.5) 

faisant apparaître au dénominateur un polynôme d'ordre 4, admettant les racines X1 , ~2 , X3 et X4 . Ces 
4 racines se calculent analytiquement à l'aide de la méthode de Ferrari, de sorte que U(p) peut ensuite 
être décomposée en éléments simples et s'écrit alors formellement 

avec 

_ i=4 A 4 A 
U(p) = ~ ' = ~ ' 

~X-X; ~,jfi-X; 

Ua(X; 2 - C.J?TX;)- B Za 
A;= J=4 . 

II (X;- Xj) 
j=l 
j#i 

(3.5.6) 

(3.5.7) 

Avant de poursuivre les calculs, notons que parce que les X; sont les racines d'un polynôme, elles admettent 
certaines propriétés qui ici sont données par 

4 4 

Lxi= cv:rr, L X;XJ = A et II X; = B . 
i=l i<j i=l 
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A l'aide de ces relations, il est ensuite possible de montrer que 

i=4 

LA;=O, 
i=l 

i=4 A; 
Lx =Zo, 
i=l ' 

i=4 

LA;X; =Ua et 
i=l 

i=4 

LA;X;2 
= 0, 

i=l 

(3.5.8) 

sachant que nous utiliserons ces résultats par la suite. 

Maintenant que nous avons déterminé U(p), il nous faut reYenir dans l'espace temporel et puisque 

nous avons alors 

_ 1 ( A; ) ( 1 . 2 ~; ) L Vs_ X; =A; Vif+ X; exp(X; t)erfc( -X; v t) , 

i=4 4. 
U(t) = L ( ·;;+A; X; exp( Xl t)erfc( -X;Vt)) . 

i=l v nt 
(3.5.9) 

Précisons que dans cette expression, le terme A;/ Vit, qui d'ailleurs présente une singularité en t=O, 
disparaît du fait de la première des relations données par l'équation (3.5.8). Ainsi, nous obtenons 

i=4 

U(t) = L (A; X; exp( Xl t)erfc( -X;Vt)) . 
i=l 

(3.5.10) 

Afin d'obtenir ensuite la solution à notre problème exprimée en fonction de Z(t), nous deYons calculer 

ce qui nous donne 
i=4 A A 

Z(t) = L (x' exp( Xl t)erfc( -X;Vt)- x') + Zo' 
i=l 1 t 

et en utilisant la seconde relation de (3.5.8), l'expression de Z(t) se simplifie et cette dernière relation 
s'écrit 

Solution exacte 

i=4 A-
Z(t) =Lx' exp( Xl t)erfc( -X;Vt). 

i=l ' 

(3.5.11) 

Rappelons que cette solution permet de localiser à chaque instant et de manière uniYoque la position 
de la particule dans le plan horizontal. Dans la suite, nous verrons aussi qu'à l'aide de ce résultat, nous 
serons en mesure de pouvoir calculer analytiquement l'expression de chacune des forces qui contribuent 
à la dynamique de la particule dans le plan horizontal. 

3.5.2 Expressions analytiques des différentes forces dans le plan horizontal 

Afin de faciliter la résolution de l'équation de mouvement de la particule dans le plan horizontal, nous 
avons introduit la variable complexe Z(t) = Xp(t) + iYp(t). l\'ous allons voir que pour déterminer les 
expressions analytiques des différentes forces qui contribuent à la dynamique de la particule il est utile à 
nouveau d'utiliser cette Yariable complexe. Nous sommes donc amenés à définir une force complexe, sans 
dimension. 

Pour cela, écrivons que si F est une force, alors sa force complexe associée s'écrit: 

:F = f . e1 + i f . e2 . 
m 1Rw2 

Ainsi, en déterminant l'expression de la force complexe associée à F, il est possible de déterminer (à 
nouveau de manière univoque) l'expression de la force qui s'exerce sur la particule. 
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Pour la force d'histoire, nous avons 

et la force complexe associée s'écrit alors 

r __ 3_1t -Z(T) + i Z(T) d 
Fh- ~ T. 

2v 1r S a v't=T 

Pour calculer l'expression de Fh, introduisons à nouveau la variable U(t) = Z(t) et calculons la transfor­
mée de Laplace de cette intégrale. Nous obtenons alors l'expression 

- 3 [( i ) - Ua J 
Fh = 2/S VP- VP U(p) + VP ' 

qui peut alors se calculer à l'aide de la relation (3.5.6) et s'écrit 

j" = _3_ [ ~ ( i A; _ v'Ji A; ) + Ua ] 
2/S ~ Vfi(Vfi- X;) VP- X; VP . 

Ce terme peut maintenant être décomposé en éléments simples et s'écrit finalement 

J 3 [ ~ ( i A; iA; A ( X; ) ) Ua ] 
h = 2/S ~ X;(Vfi- X;)- X;Vfi- i 1 + VP- X; + VP . 

A l'aide des relations (3.5.8), cette expression se simplifie et il est possible de calculer sa transformée de 
Laplace inwrse. L'expression temporelle de la force d'histoire complexe ainsi obtenue est 

:F~t(t) = ~ t c:i -A; X;) X; exp(Xlt)erfc( -X;Vt). 
2v S i=l , 

Pour les autres forces, à savoir, le gradient de pression (que nous écrirons Fp), la force de masse ajoutée 
(Fnw) et la traînée (Fd), le calcul des forces complexes associées est simple et l'ensemble des résultats 
obtenus est donné dans le tableau 3.2. 

Force temporelle Force complexe associée 

~ DV,0 1 

Fp =mf l5f .Y, :Fp = -Z(t) 
a ~ 

~ 1 (DV1 1 dVP) 1 ( .. ) Fma=m.- -- -- Fma = -2 Z(t) + Z(t) f 2 Dt .Y ,(tl dt 

Fd = 67rVJPJa(PH · V9 (t)) :Fd = -?~'ï'(z(t) -iZ(t)) 

~ 2 1t d (= ~ ) dT 
4 

Fh = 6pja -Jï7i7r a dT PH 0 Vg(T) vt-T :Fh(t) = -5-s ~ (i- x?)A; exp(Xlt)erfc( -X;Vt) 
2 s i=l 

TAB. 3.2- Expressions des différentes forces et forces complexes associées qui s'exercent sur la particule. 
Dans la colonne de gauche, les forces sont dimensionnelles alors que dans celle de droite, elles sont 
normalisées. 

Diagramme des forces 

Afin d'illustrer les résultats précédents, regardons comment évoluent théoriquement ces différentes 
forces, par exemple lors d'une de nos expériences. Afin de bien comprendre quelles sont les influences 
respectives de chacune de ces forces sur le mouvement de la particule, et notamment leurs participations 
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au taux de migration et de rotation de la particule, il est intéressant d'exprimer ces forces dans la base 
cylindrique (eRp, e8 J. Pour cela, précisons que si :Fest une force complexe associée à une force temporelle 

F, alors sa composante radiale est donnée par 

et sa composante azimutale par 

Sur les figures 3.9 et 3.10, nous pouyons alors comparer, dans une situation représentatiYe de celles qui 
seront rencontrées dans la partie expérimentale, l'influence des différentes forces. 

0 ---------------------------------------------------· 
·-·-·-·-·:---- : : 4 : 

-0.05 ---"0-~----~~-~r~~----·--·i·-·-:-::-:.·_.,,_: 
1 -:--- : 3 : 

-0.1 -----------~------------~---------~-~~---------: 
1 : : --................. : 

: : ........ : 
' ' 

::2 ·0.2 -------- .. - .. 1.-- .. -- - ------ ~ - ---------- .J. --------

' ' ' 
' ' 

-0.3 --- Gradient de pression (1) ~---- ·-------: 
Traînée (2) : : 
Histoire (3) ~---------- _: 

--------- :VIasse ajoutée (4) ' 
·0.35 

·OA o_!:...i==:::.:::::2~5====5~o===::.,7,t,5-'--'--'--..,..!1 oo 

wl 

FIG. 3.9- Projection des forces suivant eRp! avec 
Zo = 0.1, Î, = 1.45, a = 0.0015 m, VJ = 0.0002 
m2 js et w = 15 rad/s, soit S = 0.01875, 

0.05 

' ~ 
0.04 ------- ·-··"- ·-- ----.-- -"- -- .. ---- .,. __ , 

' / 

1 ' :.,..,..,,.. : 

0.03 -----------:------ ------~ ---------;.-~--- "2" -------: 
: : ................... : : 

J 0.02 --------- --~-_:.:~ ~~:-:-(----------- -~---- ---------~ 
..._ --+ 1 

~ o.o1 r_--:-_-::-:-___ ~------------j ________ _ 
rl 0 --·-----. __ : ____________ ; ____________ "---
r~ ;-----------·:··-·---------~------------~------

-0.01 -~: :-_·_-::: :-_·::: i~-- ---. :.:::.:.: ~ ~.:... ~ ~------+---- -4-------: 

' ·-·- ' 1 

-0.02 ---------- -i--·--- ------j-- ------- --·-~:-:-:;""--:::.:::..:::! 
' ' 

·0·03 o!:-'--"--'--'--::21,-5 -'-.J........J'--'--::5'::-o -'-.;........J'--'--::71,-5--'--'---;..._;_-:-!.1 oo 

wl 

FIG. 3.10 - Projection des forces suivant eel', 
avec Z 0 = 0.1, Î' = 1.45, a = 0.0015 m, VJ = 
0.0002 m 2 /s et w = 15 rad/s, soit S = 0.01875. 

En tout premier lieu, nous allons nous intéresser au "moteur" du mouvement radial de la particule. En 
effet, sur les deux graphes 3.9 et 3.10, nous avons fait figurer à la fois le gradient de pression de l'écoulement 
non perturbé (F 0 ) et les forces de l'écoulement induit (F lb). L'origine physique de ces forces est pourtant 
différente car les forces induites, contrairement au gradient de pression, n'apparaissent que si la vitesse 
de glissement de la particule n'est pas nulle. Ces forces sont alors des forces de résistance et celles-ci 
s'opposent au mouvement de la particule. Pour bien comprendre quel est le moteur de la migration, nous 
devons noter que parce que la particule possède un mouvement de rotation autour de l'axe de la conduite, 
elle subit, si l'on se place dans le repère en rotation qui tourne autour de l'axe e3 avec la même vitesse 
angulaire que la particule, une force centrifuge donnée par 

Comme èP est très proche de w nous écrirons 

De par son expression, cette force centrifuge peut être regroupée avec le gradient de pression et nous 
avons 
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Il apparaît alors clairement que si la particule est plus lourde que le fluide, c'est à dire si Î' > 1, alors la 
particule est expulsée du centre de la rotation et inversement, si 'Y < 1, la particule est capturée par la 
rotation. Ce sont ces deux forces, et uniquement ces deux forces, qui déterminent le sens de la migration 
radiale de la particule. Ensuite et parce que la particule migre, elle possède alors une vitesse de glissement 
non nulle, d'où l'existence de forces de résistances données justement par F lb. 

Au vu des résultats représentés sur les figures 3.9 et 3.10, nous pouvons maintenant établir une 
hiérarchie quant à l'influence de ces forces sur le mouvement de la particule. La force de résistance la 
plus intense correspond à la traînée de Stokes, puis vient ensuite la force d'histoire, et enfin la force de 
masse ajoutée. Aussi, nous remarquons que pour une particule plus dense que le fluide, l'intensité de 
chacune de ces forces augmente dans le temps, ce qui se comprend aisément dans la mesure où plus la 
particule s'éloigne du centre de la rotation, plus la force responsable de sa migration augmente et par 
conséquent, plus sa vitesse de glissement augmente. Ce qui est intéressant dans cette étude, c'est que la 
force d'histoire ne disparaît jamais. La force d'histoire continue à jouer un rôle dans la dynamique de la 
particule et cela, y compris aux temps dit "longs'', c'est à dire, après plusieurs rotations du cylindre. 

En outre, il apparaît également que bien que toutes ces forces augmentent, leur rapport est constant. 
En effet, connaissant l'expression analytique de chacune des forces, il est possible de regarder, par exemple, 
comment évolue le rapport entre les composantes radiales de ces forces et le gradient de pression de 
l'écoulement non perturbé. Pour toutes les forces induites, nous obtenons alors des droites horizontales, 
droites qui témoignent du fait qu'au cours du temps, leurs influences relatives sur le mouvement de la 
particule ne changent pas et donc, après la traînée, la force d'histoire sera toujours la deuxième force 
dans la hiérarchie des forces de résistance. 

En ce qui concerne le mouvement azimutal de la particule, nous voyons également qu'après la traînée 
de Stokes, c'est la force d'histoire qui contribue le plus à la dynamique de la particule. Malgré cela, nous 
constatons que ces forces sont d'un ordre de grandeur inférieur aux forces qui s'opposent à la migration 
radiale de la particule, ce qui s'explique aussi aisément dans la mesure où la vitesse de glissement azimutale 
est Yraiment faible, comparativement à la vitesse de glissement radiale. 

Pour analyser plus en détailla contribution de chacune de ces forces, il est utile de parvenir à exprimer 
le mouvement de la particule sous la forme 

Z(t) ex: exp(Àr t) exp(i À; t). 

Mais pour pouvoir calculer une telle expression, et sachant que l'expression générale des racines Xi 
impliquées dans l'expression analytique de Z(t) est extrêmement complexe, nous serons amenés, dans un 
premier temps, à rechercher une solution approchée de l'équation de mouvement de la particule. Précisons 
bien que puisque nous disposons malgré tout de la solution exacte, cette recherche de la solution approchée 
peut se faire sereinement, car les résultats obtenus pourront à tout moment, être comparés aux résultats 
déliYrés par la solution exacte. 

3.5.3 Calcul analytique des taux de migration et de rotation de la particule 

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au comportement de la solution analytique Z(t). Dans 
la résolution de l'équation de mouvement de la particule, nous avons montré que la solution exacte de la 
particule (3.5.11) dépend des racines d'un certain polynôme de degré 4, donné par 

(3.5.12) 

où les coefficients A, B et C ne dépendent que de deux paramètres: 'Y et S. En particulier, la solution 
analytique exacte est donnée par une somme de fonctions de la forme exp( Xl t)erfc( -Xi\ft} Pour pouvoir 
faire une interprétation physique de la solution de l'équation de mouvement de la particule, nous devons 
donc nous intéresser à l'expression anal:ytique des racines X;. Or bien que celles-ci soient déterminées 
analytiquement à l'aide de la méthode de Ferrari, la complexité de leurs expressions est telle 4 que nous 
serons amenés dans cette section à en rechercher des expressions simplifiées. 

Par ailleurs, il est possible de montrer que le comportement des fonctions exp( X? t)erfc( -Xi\ft) dépend 
du lieux des racines X; dans le plan complexe, et nous nous servirons aussi de cela pour simplifier 

4. plusieurs pages de Maple pour chaque racine! 



90 Mouvement d'une particule solide 

l'expression de la solution exacte de l'équation de mouvement de la particule. l\1ais avant cela, il nous 
sera fortement utile d'analyser le comportement de la solution analytique correspondant à une particule 
de même densité que le fluide environnant, i.e. lorsque 1' = 1. 

Cas d'une particule neutre 

Le ras 1' = 1 est un cas particulier qui correspond à une particule qui a la même densité que le fluide 
environnant. Dans la discussion concernant le "moteur" du mouyement radial de la particule, nous avons 
vu qu'une particule plus dense que le fluide h > 1) était expulsée de la rotation et qu'inYersement, 
une particule moins dense que le fluide h < 1) était capturée par la rotation. 1\écessairement, pour 
une particule qui possède exactement la même densité que le fluide, nous ne devrions pas obseryer de 
migration radiale et c'est ce que nous allons vérifier ici. 1\otons en fait qu'une telle particule correspond 
à un traceur et dans ce cas précis, les coefficients A, B et C valent 

3S- i 
B=--

3S 
et 

1 
C=--­.JS;. 

Nous écrirons P2(X) le polynôme qui correspond à un traceur et qui est alors donné par 

0 41312 i i P (X) = X + -X + -X - -X+ 1 - - . 4 VS 3S VS 3S 

Il se trouye alors que ce dernier admet deux racines évidentes, que nous écrirons 

situées sur la première bissectrice du plan complexe (appelée également "ligne de Stokes"). En fait, cette 
ligne découpe le plan complexe en différentes zones où le comportement de la fonction erf(z), qui apparaît 
dans la solution de l'équation de mouvement de la particule, diffère (lorsque izl ---> oo). l\'ous reYiendrons 
sur ce point dans la suite. Pour l'instant, notons qu'à l'aide de ces deux premières racines, le polynôme 
P2 peut être réécrit sous la forme 

d'où il est possible d'extraire les deux autres racines 

xo _ -1±J-1/3-4iS 
3,4- 2VS . 

A l'aide de ces expressions analytiques simples pour les 4 racines, les coefficients A 1 , A 2 , A3 et A4 peuvent 
être déterminés facilement à l'aide de la relation (3.5.7) et nous avons finalement 

Zo 
2 

et 
A3 A4 
vO = vO = 0 · 
A-3 A-4 

La solution exacte dans ce cas là devient tout simplement 

Z(t) = ~0 
exp(i t) ( erfc( Ji t) + erfc( -Ji t)) 

or puisque erfc( z) = 1 - erf( z) et que la fonction erf( z) est impaire, nous avons finalement 

Z(t) = Z0 exp(i t). 

Ce résultat est bien entendu conforme à la trajectoire attendue pour un traceur, c'est à dire, sans aucune 
migration radiale ni différence de vitesse de rotation. Dans la suite, nous utiliserons ces résultats obtenus 
pour une particule de même densité que le fluide afin de déterminer une expression simplifiée de la solution 
de l'équation du mouvement de la particule lorsque celle-ci est de densité quelconque. 
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Cas d'une particule de densité quelconque 

Gardons bien à l'esprit que lorsque 1 = 1, le polynôme P4 admet 4 racines, que nous avons appelées 
X;0 , et ces dernières sont telles que 

IXfl ~ IX~I = 0(1)' 

et 

lVIaintenant, nous allons nous intéresser au comportement de ces racines lorsque le rapport des densités 1 
yarie, par exemple, entre 0 et 2. Étant donné que les racines de P4 peuvent être obtenues analytiquement, 
obsen·ons sur la figure 3.11 leurs déplacements dans le plan complexe. Il apparaît que lorsque 1 varie, 

~: 
\ ----~ 4 

_/ ~0 
Ligne de Stokes 

3{(X,) 

4 6 8 

-6 

/ -8 

FIG. 3.11- Lieux des racines de P4 dans le plan complexe pour une valeur deS= 0.01. {a) et {b) sont 
les agrandissement des régions encadrées où se sitv.ent les racines xl et x2 

les racines X3 et X4 se déplacent amplement dans le plan complexe mais leurs modules restent toujours 
du même ordre de grandeur, à savoir en 0(1/VS). En revanche, les racines X1 et X2 ne se déplacent 
que très peu autour de leurs valeurs respectives obtenues pour une particule neutre. Nous constatons 
également que la racine X1 donnée sur la figure 3.11-(a), traverse la ligne de Stokes de la gauche vers la 
droite lorsque 1 passe d'une valeur inférieure à 1 à une Yaleur supérieure à 1 et inversement, sur la figure 
3.11-(b), X2 traverse la ligne de Stokes de la droite vers la gauche. 

En annexe C.1, nous montrons que lorsque 1 =/= 1 les termes 

A3 2 A4 2 ;: 
X

3 
exp(X3 t)erfc( -X3 Vt) et X

4 
exp(X4 t)erfc( -X4 v t) 
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de la solution (3.5.11) sont négligeables comparativement aux deux autres, et que par conséquent, nous 
avons 

A1 2 t; ib 2 t; Z(t) ~ -> exp(X1 t)erfc( -X1 v t) + - exp(X2 t)erfc( -X2 v t) . 
A:1 x2 

Dans la publication Candelier, Angilella et Souhar (2004), nous m·ions montré qu'au temps long (t » 1) 
et à condition que Î > 1 le terme fonction de x2 finit par disparaître et de plus 

erfc(-X1 Vt)--+ 2 si (t » 1). 

Par ailleurs, nous m·ions constaté que ce résultat, Yalable a priori aux temps longs était en fait Yalable 
même pour des temps courts (t ~ 1). Dans la suite, nous allons montrer pourquoi le résultat de Candelier 
et al. (2004) est Yalable y compris aux temps courts et par la même occasion, nous Yen·ons que ce résultat 
est Yalable aussi pour une particule de densité quelconque par rapport à 1. 

Calculs approchés de X1 et X2 

Premièrement, nous allons nous sen-ir du fait que lorsque l' yarie, les racines X1 et X2 évoluent très 
peu dans le plan complexe, comme le montre la figure 3.11, de sorte que nous pourrons écrire 

X;= x?+ OX; ayec IJX;I « 1 et i = {1.2} . 

Maintenant, pour parvenir à obtenir une expression simplifiée de ces deux racines lorsque /' -1 1, intro­
duisons le polynôme 

Celui-ci admet bien entendu les mêmes racines que P4 (X) sauf qu'il est linéaire en/' ce qui est utile pour 
la suite. Également, nous appellerons Q~ ce polynôme qui correspond au cas /' = 1, qui admet alors X;0 

comme racine. 
Afin de calculer ces racines lorsque Î -1 1, posons 

mais à la différence de la publication Candelier et al. (2004), JÎ est d'ordre de grandeur quelconque 
(mais pas trop grand quand même, sinon nous risquerions de sortir du cadre des hypothèses de Stokes!). 
Puisque le polynôme Q4 est linéaire en/', il apparaît alors que 

et en utilisant le fait que les racines X; ( i = 1.2) Yarient peu autour de leurs Yaleurs X2, nous pourrons 
écrire que 

o4 o o JQ4(X) 1 ( 2) Q4(X;) = 2so1·xi + Q4(X;) + ax x
1
)ox; + o ox; . 

Par définition, Q4 (X;) et Q~(X2) sont nuls et finalement, 

A l'aide de cette relation, nous obtenons alors, tous calculs faits 

(3.5.13) 

(3.5.14) 

l\ous venons alors de terminer une première étape importante dans la recherche d'une solution approchée. 
Il nous reste maintenant à voir comment écrire les termes Ad X1 et A2 / X2 . 
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Calculs de AI/.1:'1 et A2/ X2 

A l'aide des relations (3.5.13) et (3.5.14), nous pouyons écrire que 

(3.5.15) 

En ajoutant cette relation à celles Yérifiées par les racines du polynôme, données par (3.5.8), il est possible 
de montrer que 

ainsi que 

~À..Yec ces deux relations, AI/ X1 et A2/ X2 peuvent être exprimés uniquement en fonction de X1 et X2. 
Tous calculs faits, nous obtenons que 

A1 Zo 3 J2 .) . rn ( ) . ) ( 3/2) - =- + --(1- 1 (Uo- zZo)v 5 + "f- 4 (Uo -1Zo S + 0 S x1 2 4 

et 
A2 Zo 3 J2 rn ( 3/2) -=---(1-i)(Uo-iZo)vS+b-4)(Uo-iZo)S+0 S . x2 2 4 

Or par hypothèse, la vitesse de glissement initiale est nulle et par conséquent, 

et 
A2 = Zo + o(s3/2). 
x2 2 

Enfin, pour terminer, notons qu'à l'aide de la relation (3.5.15), il est possible d'établir, en faisant un 
développement limité autour de X1 .Ji et en utilisant comme précédemment le fait que la fonction erf(z) 
est impaire, que 

exp(X{ t)erfc( -X1 Vt) + exp(Xi t)erfc( -X2Vt) = exp(X1
2 t) ( 2 + 0 ( S 312 t)) . 

Compte tenu de l'ensemble de ces résultats, nous avons finalement 

Solution approchée Z(t) = Zo exp(Xh). (3.5.18) 

Cette solution est donc valable pour '"Y inférieur ou supérieur à 1 mais aussi pour les temps courts 
(t ~ 1). Dans la pratique, la racine X1 peut être déterminée soit analytiquement, en ne calculant alors 
que la première racine de P4 , soit si la plage de temps utilisée le permet, c'est à dire tant que 

en utilisant la relation (3.5.13). Bien sûr, nous avons vérifié la validité de cette solution approchée en la 
comparant à la solution exacte (3.5.11) pour différentes valeurs de '"Y et pour différents nombres de Stokes 
S (avec S toujours petit devant 1) et l'accord entre ces deux solutions est quasiment parfait. 

Rappelons que le but de cette section était de parvenir à écrire la solution (3.5.11) sous la forme 

Z(t) = Zo exp(Àr t) exp(i Ài t), 
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c'est ce que nous aYons fait en calculant la solution (3.5.18) où par conséquent 

Finalement, nous obtenons 

Taux de migration 
et 

Taux de rotation 
À; 

Rp = 2 Sh- 1)- 3 h('Y- 1)S3/ 2 +0(S2
) 

Rv "'-v---' 
Traînée Effet d'histoire 

èv = 1- 3hs312 h -1) +O(S2
). 

Effet d'histoire 

(3.5.19) 

(3.5.20) 

Les premiers termes de Àr et À; sont donc conformes à ceux que nous ayons obtenus dans le cadre 
de la pré-étude au début de ce chapitre, à saYoir À~ et À?, donnés respectivement par les équations 
(3.2.5) et (3.2.6), et sont la contribution de la traînée de Stokes qui s'oppose au gradient de pression. 
Aussi, les termes en O(S312 ) sont-ils la contribution de la force d'histoire. De ce fait, nous retrouvons 
bien la hiérarchie des forces constatée sur les figures (3.9) et (3.10). (Notons que dans la littérature, un 
résultat semblable au notre a été obtenu par Druzhinin et Ostro\'Sky (1994), sauf que ces derniers se sont 
appuyés non pas sur l'équation exacte de mouvement de la sphère mais sur une équation de mouYement 
approchée.) 

Enfin, notons que l'erreur relatiYe (théorique) commise sur le taux de migration radiale si la force 
d'histoire est négligée peut être estimée en calculant, par exemple, 

Àr ;a À~ = - 3J2 sl/2 + O(S) . 
r 2 

Dans le cadre de cette étude, même si S est effectivement petit deYant 1, typiquement S = O(lo- 2 ), 

l'erreur relative peut être de plus de 20 % dans le cadre de nos expériences ce qui n'est Yraiment pas 
négligeable. En reYanche, en ce qui concerne le taux de rotation et parce que le terme dominant n'est pas 
en O(S) mais en 0(1), l'erreur relative 

À; ~o À? = -3J2s3/2 + O(S2) 

' 
est, quant-à elle, très petite devant 1 (moins de 1 %). 

Dans la suite, nous allons comparer les résultats théoriques (3.5.19) et (3.5.20) aux résultats expéri­
mentaux. 

3.5.4 Comparaison avec l'expérience. 

Afin de comparer les résultats théoriques et les résultats expérimentaux, nous avons à nouveau réalisé 
des expériences avec des vitesses de rotation yariant de 0 à 23 rad/s. A chaque fois, l'évolution de la 
position radiale est mesurée au cours du temps. Sur la figure 3. 7 de la section précédente, nous avons 
d'ailleurs déjà montré une évolution caractéristique de la coordonnée Rp(t) de la particule pendant une 
expérience. Bien que ce genre de résultat "brut" puisse être comparé directement à la théorie, puisque 
nous avons, sous forme dimensionnelle, 

Rp(t) = R IZ(t)l, où Rest le rayon de la conduite, 

il est toutefois plus intéressant de comparer les valeurs expérimentales obtenues pour le taux de migration. 
Ces informations sont en effets plus riches dans la mesure où par exemple, elles ne dépendent ni de la 
position initiale de la particule, ni du temps. 

Pour obtenir les valeurs expérimentales de ces taux de migrations, il nous faut alors représenter 
l'évolution de la coordonnée radiale de la particule dans un graphe 1/2 - logarithmique. En procédant 
de cette manière, nous obtenons donc, pour chaque expérience, une droite, ce qui témoigne ainsi de 
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l'évolution exponentielle de la position radiale de la particule dans le temps. La pente correspond alors 
à la valeur dimensionnelle de Àn que nous appellerons À~xp. (Dans le cadre de nos expériences, la pente 
de la droite est obtenue à l'aide d'une méthode des moindres carrés.) Notons que dans nos investigations 
théoriques Àr est une grandeur sans dimension et donc, pour comparer la valeur expérimentale du taux 
de migration mesurée à la valeur théorique, il faut donc diviser À~xp par w (la vitesse de rotation du 
cylindre). 
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Pour nous assurer que la valeur de À~xp ne dépend pas de la position initiale de la particule, nous 
avons donc effectué, pour différentes vitesses de rotations, plusieurs expériences en faisant varier la position 
initiale des particules. Les résultats obtenus sont d'une grande reproductibilité et pour ne pas alourdir 
les figures 3.12, 3.13, 3.14 et 3.15, seuls les résultats correspondant à 2 lâchés de particule par vitesse de 
rotation sont représentés. Il apparaît clairement que les droites obtenues sont parallèles et de ce fait, la 
position initiale de la particule ne modifie pas la valeur mesurée de À~xp. Par conséquent, en faisant une 
moyenne sur l'ensemble des expériences réalisées pour une vitesse de rotation, nous obtenons une seule 
valeur expérimentale du taux de migration de la particule. Aussi, nous considérerons que l'erreur commise 
sur la détermination de cette valeur, correspond à la valeur maximale de l'écart à la valeur moyenne. 

En procédant ainsi pour différentes vitesses de rotations du cylindre, nous obtenons ce qui constitue 
le résultat principal de la partie expérimentale concernant le mouvement radial de la particule, à savoir 
la figure 3.16. 

Nous pouvons alors constater que l'accord entre les résultats expérimentaux et la théorie avec force 
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FIG. 3.16- Comparaison des taux de migrations expérimentaux aux théories avec et sans force d'histoire. 
Chaque point expérimental correspond en fait à une série d'expériences réalisées avec une même vitesse 
de rotation du cylindre. 

d'histoire est vraiment très bon. Il est clair que le taux de migration n'est donc pas simplement propor­
tionnel à S (comme prédit par la théorie sans force d'histoire) mais qu'il est bien modifié par la présence 
d'un terme en 5 312 . 

A priori, ce très bon accord entre nos résultats théoriques et expérimentaux est presque étonnant, 
puisque la théorie exposée dans la section précédente a été établie en milieu infini. Aussi, dans la section 
consacrée au mouvement vertical de la particule, nous avons vu que les effets de paroi jouaient un rôle 
significatif et pouvait impliquer une différence entre la vitesse terminale théorique et la vitesse terminale 
mesurée de l'ordre de quelques 10 %. Mais, souvenons nous que pour obtenir l'expression de la force 
induite horizontale qui s'exerce sur la particule, nous avons supposé que l'écoulement fluide était régi par 
des équations instationnaires associées à une condition limite sur la particule de type harmonique. Dans 
une telle situation, l'écoulement est différent de celui obtenu à l'aide des équations de Stokes stationnaires 
et en particulier, la lente décroissance en ajr du profil des vitesses n'est plus vérifiée (nous analyserons 
en détail ce profil des vitesses dans le chapitre 5). Au contraire même, nous verrons que l'écoulement 
instationnaire est quasiment intégralement contenu dans une sphère de rayon J, avec 

~ = ( 2v.r) 1/2 

a a2 w 

où J est la longueur de pénétration de l'écoulement induit. Dans nos expériences, la plus faible vitesse de 
rotation non nulle est de 5 rad/s, il s'ensuit que 

J ~ 6a 

et donc, tant que la paroi est située à une distance de la particule grande devant J, il est normal que la 
force induite ne soit quasiment pas influencée par cette dernière. 

Enfin, pour terminer, nous devons tout de même préciser que dans ce chapitre, nous avons supposé 
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que l'écoulement induit horizontal était, dans cette expérience, régi par des équations de Stokes instation­
naires, or nous avons vu qu'en réalité, cela n'est pas le cas. Pourtant, les résultats théorique obtenus sont 
en bon accord m·ec l'expérience. Dans la suite, le chapitre 5 sera d'ailleurs principalement consa­
cré à l'étude de ces effets d'inertie, en repère fixe et en repère tournant et c'est pourquoi 
nous n'en dirons pas davantage ici. 

3.6 Discussion 

3.6.1 A propos de la différence des accélérations du fluide 

Intéressons nous à la différence qu'il peut y avoir, dans le cadre de cette étude, entre les deux types 
d'accélérations du fluide rencontrées dans l'équation de mouvement de la particule, à savoir, 

et 

Compte tenu de la bonne concordance entre la théorie et les résultats expérimentaux, nous pouvons 
utiliser les résultats théoriques pour estimer, en fonction du temps, cette différence. Ainsi, par exemple, 
il est possible de montrer que 

1 (= 2 ~ = dXp) . 3/2 
Rw2 A . Xp- A. dt . eR/'= IZ(t)l(8p- 1) = O(S ) 

ce qui implique que la composante radiale de la différence entre les deux accélérations est bien négligeable. 
l\'ous comprenons alors bien pourquoi les résultats obtenus avec l'une au l'autre expression de la force de 
masse ajoutée sont quasiment similaires, mais comme déjà dit, ce résultat n'est pas surprenant dans le 
cadre des écoulements de Stokes. 

D'un autre côté, il se trouve que la dérivée de la vitesse de l'écoulement non perturbé apparaît 
également dans l'expression de la force d'histoire. Nous pouvons alors nous demander si le fait de prendre 
l'une ou l'autre expression de l'accélération de l'écoulement modifie ou non les résultats? Toutefois, 
précisons tout de suite que si effectivement, en ce qui concerne l'expression de la force de masse ajoutée, 
la question du choix de l'accélération de la vitesse du fluide se pose au vu des résultats d'Auton (1987), il 
n'y a pas, en revanche, d'ambiguïté en ce qui concerne la force d'histoire. En effet, en nous inspirant d'une 
étude réalisée par Magnaudet et al. (1995), mais appliquée à la rotation solide, nous pouvons montrer ici 
que l'utilisation 11 naïve 11 de l'accélération 

au lieu de 

dans l'expression de la force d'histoire peut conduire à des paradoxes. Par exemple, imaginons que la 
particule soit fixée arbitrairement quelque part dans l'écoulement, avec une position décentrée par rapport 
à l'axe de la rotation, de sorte que la coordonnée radiale Rp de la particule soit constante et non nulle. 
Nous avons alors 

D\fO ~ 

Dt
f l_, =-Rpw2

eR
1
,-:jc0 

)\/' 

et en calculant la force d'histoire avec cette expression nous obtenons un terme non nul, ce qui bien 
entendu n'a aucun sens physique. C'est une preuve suffisante pour se persuader que l'expression de 
l'accélération de l'écoulement non perturbé ne peut en aucun cas être la même que celle impliquée dans 
la force de masse ajoutée d'Auton. Malgré cela, regardons aussi ce qui se passe si à nouveau nous utilisons 
cette accélération pour obtenir l'équation de mouvement de la particule. Dans l'équation (3.5.3), seule 
l'expression du terme intégrodifférentiel change et devient 

1t - Z ( T) - Z ( T) d 

0 ~ 
T=Ü au lieu de i ·t -Z(r) + iZ(r)d 

0 ~ 
T =O. 

L'équation peut être intégrée analytiquement de la même manière que précédemment sauf que cette fois, 
le polynôme qui apparaît au dénominateur de la transformée de Laplace de U- voir équation (3.5.5) -est 
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maintenant de degré 5. Cela est a priori un peu gênant dans la mesure où dans ce cas là, il n'existe aucune 
méthode qui permet de calculer analytiquement ses racines. Dans la pratique, il faut alors les obtenir 
numériquement mais néanmoins, il se trouve que dans ce cas aussi, le développement réalisé autour des 
racines éYidentes obtenues lorsque 'Y = 1 est Yalable. Il est donc possible de montrer que dans ce cas là, 
nous ayons à nouveau 

IZI ~ Zo exp(Àr t) 

mais avec cette fois 

En conclusion, l'utilisation de la "mauYaise" accélération du fluide a un effet conséquent sur la yaJeur 
de la force d'histoire et notamment, son effet sur le taux de migration radiale de la particule est doublé. 
Autrement dit, même si la différence "instantanée" entre les deux types d'accélérations de la particule 
est négligeable, cette différence, qui est intégrée dans la force d'histoire, peut avoir des conséquences 
significatiYes sur la prédiction des trajectoires. 

3.6.2 A propos du noyau de la force d'histoire 
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Dans l"étude qui concerne le mouvement radial de la particule, nous avons supposé que tous les 
termes conYectifs de l'équation qui régit l'écoulement induit pouvaient être négligés. En fait, nous avons 
vu dans la section 1.5 du chapitre 1, que le fait que les termes convectifs ne soient plus négligeables, 
comparativement aux termes Yisqueux, à une certaine distance de la particule modifiait le comportement 
aux "temps longs'' de la force d'histoire. Pour tenter de capturer les effets des termes convectifs sur la 
décroissance aux temps longs de la force d'histoire, Mei et al. (1992) ont conçu un noyau empirique de 
la force d'histoire faisant intervenir le nombre de Reynolds de la particule. Par le biais d'une résolution 
numérique de l'équation de mouvement de la particule (la méthode numérique est décrite en annexe C.2), 
nous pouvons comparer les résultats théoriques obtenus avec le noyau classique de Boussinesq-Basset et 
ceux obtenus avec le noyau de Mei et al. (1992). 

Dans le cadre de cette étude, il s'avère que les différences entre les résultats théoriques et les résultats 
numériques impliquant le noyau "temps longs" de Mei et al. (1992) sont relativement faibles. Cela n'est 
par a priori surprenant dans la mesure où le nombre de Reynolds de particule est très faible dans nos 
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expériences (inférieur à 0.1 pour nos particules solides) et dans ce cas, l'expression analytique du noyau 
de Mei et al. (1992) tend vers celle du noyau classique de Boussinesq-Basset. 

Cependant dans notre étude, il est légitime de douter de la pertinence de l'utilisation d'un tel noyau. 
En effet, le noyau de Mei et al. (1992) a été conçu pour prendre en compte les effets d'inertie de type 
Oseen sur la décroissance de la force d'histoire. Dans notre étude, ces effets d'inertie sont négligeables 
comparativement aux effets d'inertie basés sur le nombre de Reynolds de cisaillement. Ce sont donc ces 
derniers qui éYentuellement modifieraient le comportement aux temps longs de la force d'histoire dans 
nos expériences, et non ceux qui sont basés sur le nombre de Reynolds de particule. l\ous reviendrons 
donc plus tard sur ce point. 

3. 7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons obtenu, moyennant différentes hypothèses, l'équation de mouvement 
d'une particule solide dans un fluide en rotation. Nous avons vu que la vitesse terminale de la particule 
était affectée par des effets d'inertie et que malgré la migration radiale de la particule, les résultats de 
Childress (1964) pouvaient être appliqués. Par ailleurs, nous avons également vu que la Yitesse terminale 
était affectée par des effets de paroi, et il semble que malgré la rotation du cylindre, ces effets peuvent 
être pris en compte à l'aide des résultats de Brenner (1964). 

En ce qui concerne le mouvement horizontal de la particule, nous avons mis en évidence le rôle non 
négligeable de la force d'histoire, tout d'abord en calculant la solution exacte de l'équation de mouvement 
de la sphère, puis en recherchant une solution approchée. L'accord entre les taux de migration prédits 
théoriquement et ceux que nous avons mesurés à l'aide de notre dispositif expérimental est très bon, bien 
que les hypothèses qui ont été faites dans cette étude soient fortes. 

Dans le chapitre qui suit, nous allons généraliser les résultats théoriques obtenus pour une particule 
solide aux cas des inclusions fluides. 
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Chapitre 4 

Mouven1e11t d'u11e i11clusion fluide da11s 
u11 fluide e11 rotatio11 solide 

4.1 Introduction et position du problème 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de généraliser aux cas des inclusions fluides les résultats obtenus 
pour une particule solide dans le chapitre précédent. l\ous utiliserons donc autant que possible les mêmes 
notations que celles utilisées précédemment. 

Aussi, nous écrirons que 

• Les grandeurs primées, i.e. pj et pj sont rela­
tives au fluide qui compose l'inclusion. 

• Nous poserons 

À= /lj 
1 ' 

flt 

le rapport des viscosités dynamiques et afin d'al­
léger les écritures, nous utiliserons également le 
terme 

n _ 3 + 2À 
J.L- 1+À 0 

® g 

R 

FIG. 4.1- Schéma de l'ét'll.de 

Dans la partie 2 du chapitre 1, nous avons vu que pour obtenir l'équation de mouvement d'une 
inclusion fluide dans un écoulement non uniforme, il était utile à nouveau d'introduire dans les équations 
de Navier-Stokes la décomposition de la vitesse en terme d'écoulement non perturbé et d'écoulement 
induit. Nous avons aussi vu que l'équation de mouvement d'une inclusion fluide est donnée sous une 
forme similaire à celle d'une particule solide et par conséquent, dans ce chapitre, nous chercherons à 
nouveau une équation de mouvement de l'inclusion du type 

(4.1.1) 

où la force F 0 est encore donnée par 
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et cela, quelle que soit la nature de l'inclusion. 

En ce qui concerne la détermination de F 1 , il faut, en toute rigueur, résoudre le système d'équations 
(S2) (voir page 40 du chapitre 1) obtenu pour une inclusion fluide et qui régit l'écoulement induit interne 
et externe à la particule. 

(S2) 

'\7 · v-:} = 0 et - -'1 V'. 'IL'! = 0, 

• à l'extérieur de l'inclusion: 

et 
wj --;ô lorsque lxi --;oc. 

• A l'intérieur de l'inclusion : 

• Sur le lieu de l'interface (en supposant que Vs Œ = 0) 

-1 - (1Ï. 1fÜ) - -'1 -'Il'! . n = ·interface- f . n ='Il'! . n 

-1 - - '1 -w1 An= w1 An 

( 
- -) , 1 1 o ( P'r ) 

IJ V' · n = P - P - P 1 - p~ 

+ 11t[ (il+ Ar+ V'wj + (V'wff). ii]. iï 
- 11 ] [(il+ Ar+ vw? + (vw?)r). ii] . fi 

(4.1.2) 

(4.1.4) 

(4.1.6) 

(4.1.1) 

(4.1.9) 

Bien entendu, lorsque le système d'équations (S2) est écrit sous sa forme générale, il est bien trop 
complexe pour pouvoir être résolu analytiquement et il nous faudra donc à nouveau faire des hypothèses 
simplificatrices. Pour la plupart d'entre elles, celles-ci seront semblables à celles que nous avons faites 
pour les particules solides (chapitre 3). 

Mais avant cela, nous allons premièrement négliger les déformations de l'inclusion fluide. En ce qui 
concerne les déformations liées au mouvement vertical de l'inclusion, il nous suffira de dire qu'en première 
approximation, la vitesse terminale de l'inclusion est proche de la vitesse terminale d'Hadamard (1911) 
et Rybczynski (1911) et au quel cas, la sphéricité de l'inclusion ne dépend quasiment que du fait que le 
nombre de Reynolds de particule est, dans cette étude, petit devant l'unité (voir la discussion proposée 
page 44 du chapitre 1). En revanche, pour pouvoir négliger la déformation de l'interface liée au mouvement 
de l'inclusion dans le plan horizontal, il faut que dans nos expériences, le nombre capillaire 

Ca= fl.f Wql . 
IJ . 

soit petit devant 1. Nous reviendrons plus tard sur ce point mais pour l'instant, nous allons supposer 
que cette condition est bien satisfaite, et par conséquent l'équation (4.1.9) sera considérée dans la suite 
comme étant toujours vérifiée. Par ailleurs, le fait de supposer que l'inclusion est sphérique impliquera 
également que dans cette étude: n ~ êr, et dans l'équation (4.1.6), nous aurons 

~nterface = Vp(t) , 

et cela va nous permettre de simplifier l'écriture des conditions limites de (S2). En introduisant l'écriture 
tensorielle déjà utilisée lors du chapitre précédent, la vitesse de l'écoulement non perturbé s'écrit, sur le 
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lieu de l'interface (i.e. quand lxi = a): 

fi/ = A . x p ( t) + A . (a er) , 

et en remarquant que dans le cadre de la rotation solide, 

(A' . (a er)) . er = 0 ' 

alors l'équation ( 4.1.6) de (S2) devient ici 

1 ( = ~ ) '1 ·01 ·er= 11re3 -PH·V9 (t) ·er=w1 ·er· 

Ensuite, rappelons nous que dans le cadre de la rotation solide, le tenseur A est antisymétrique, et le fait 
que 

- =T 
A+A =0 

simplifie également la condition de continuité des contraintes tangentielles. 

A présent, nous nous intéressons aux simplifications qui seront faites sur les équations qui régissent 
les écoulements à l'intérieur et à l'extérieur de l'inclusion. Tout d'abord, et comme nous l'avons fait pour 
les particule solides, nous allons écrire que puisque le nombre de Reynolds de particule est petit dans 
cette étude, nous pouvons négliger dans l'équation ( 4.1.3) les termes quadratiques: ( w J · '\J)w J. Ensuite, 
nous allons négliger l'ensemble des termes com·ectifs présents à l'intérieur de l'inclusion, c'est à dire dans 
l'équation (4.1.5). En toute rigueur, pour pouYoir faire cette dernière hypothèse, il faut que les deux 
nombres 

, aV9 Re=­
v' f 

et 

soient tous les deux petits devant l'unité. Dans nos expériences, cette condition ne sera pas toujours 
satisfaite 1 , mais puisque l'intérieur de la goutte constitue un milieu confiné, nous supposerons malgré 
tout que cela n'a pas trop de conséquence sur les résultats que nous obtiendrons. 

Finalement donc, m·ec les hypothèses simplificatrices que nous venons de détailler, nous obtenons que 
dans le cadre de cette étude, le système d'équations (S2) est le suiYant: 

~ 1 ~ '1 
\7 · w 1 = 0 et \7 · w 1 = 0 , 

• à l'extérieur de l'inclusion 

et 
w J ---> 0 lorsque lxi ---> oo . 

• A l'intérieur de l'inclusion 

(S2) 

<=! ~'1 
u'Wr 1 ~ '1 , ~ ~ '1 
-- = --\i'P + v16 w1 . at Pj 

• Sur le lieu de l'interface (i.e lxi = a) 

[(n~1 (n~1)T) ~] ~ 1 [(n~'1 (n~'1)T) ~] ~ Ji.J vw1 + vw1 ·n 1\n=J-Lj vw1 + vw1 ·n 1\n 

Equation de saut de quantité de mouvement ( 4.1.9) supposée vérifiée. 

1. il arrivera parfois que Re' et ri' soient d'ordre 0(1) 

(4.1.10) 

(4.1.12) 

(4.1.13) 

(4.1.14) 

(4.1.15) 

(4.1.16) 
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Proposition de décomposition des vitesses w J et w? 
Afin d'obtenir l'équation de mouyement d'une inclusion fluide, nous allons à nouveau décomposer cette 

étude en deux sous problèmes, l'un stationnaire et l'autre instationnaire, ce qu'il est à nouveau possible 
de faire puisque les équations considérées ici ont été linéarisées. Ainsi, nous allons rechercher la force 
exercée par l'écoulement induit sur la particule en décomposant la vitesse et la pression de l'écoulement 
à l'extérieur de l'inclusion: 

mais aussi à l'intérieur de l'inclusion : 

Bien entendu, nous allons ensuite supposer que les champs de vitesses u' }a et 'li! r vérifient tous deux la 

condition limite ( 4.1.12). De même, nous supposerons que les champs de Yitesses 1v_?a et w ?b sont tous 
deux solutions de l'équation (4.1.13), et en ce qui concerne les conditions à l'interface de l'inclusion, il 
nous reste à poser: 

-la - 11 - - -'la -w 1 · e, = T e3 · e, = w 1 · e, 

Conditions limites (a) 

et 

-lb - (P 1--; ( )) - -'lb -w 1 · e, = - H · 9 t · e, = w 1 · e, 

Conditions limites (b) 

Ainsi, il apparaît que comme pour une particule solide, l'équation de mouvement d'une inclusion fluide 
pourra être obtenue après résolution de deux sous problèmes indépendants, l'un se rapportant à des 
conditions limites (a) purement stationnaires, et l'autre à des conditions limites (b) instationnaires. 

4.2 Mouvement de l'inclusion dans le cadre de la théorie des écou­
lements rampants stationnaires 

De même que nous l'avons fait pour une particule solide et dans le but de pouvoir estimer les ordres 
de grandeur des différents termes impliqués dans l'équation (4.1.11), il est intéressant de résoudre ce 
problème dans le cadre de la théorie des écoulements rampants stationnaires. Dans une telle situation, 
il est assez immédiat, de montrer que la force induite est donnée simplement par la traînée d'Hadamard 
(1911) et Rybczynski (1911), et nous aurons alors 

La résolution de l'équation de mouvement de la particule (4.1.1) qui implique cette force induite, est 
encore une fois triviale et peut se faire en employant exactement le même formalisme que celui de la 
section 3.2 du chapitre 3. Nous obtenons alors que dans le cadre des écoulements rampants stationnaires, 
la vitesse terminale de l'inclusion fluide peut s'écrire 



4.2 Mouvement de la particule en écoulements rampants stationnaires 105 

et en ce qui concerne le mouvement de l'inclusion dans le plan horizontal, nous avons : 

Z(t) ~ Zo exp( À~ t) exp(i À? t), 

avec 
0 6 3 

ÀT = R s h- 1) + O(S ) ' 
/h 

(4.2.1) 

et 

(4.2.2) 

En particulier, pour une inclusion gazeuse, nous aurons/'~ 0 et Rlh ~ 2, et par conséquent 

et 

De plus, au regard de l'équation ( 4.2.2), il apparaît que quelle que soit la nature de l'inclusion (fluide 
ou solide), la vitesse de rotation éP d'une particule immergée dans un écoulement en rotation solide 
est quasiment confondue avec la vitesse de rotation du cylindre. De ce fait, nous pourrons à nouveau 
écrire, dans la suite de cette étude, que la vitesse de glissement de l'inclusion dans le plan horizontal est 
quasiment confondue avec sa vitesse radiale, de sorte que 

A l'aide de ce résultat, nous pouvons voir que dans le cadre de nos expériences réalisées avec des bulles 
d'air, et puisque dans ce cas nous avons 

CTair/huile ~ 20.10-3N/m 

et 

Jlt ~ 2. 10-1 Pa.s 

alors dans les plus mauvais des cas, nous aurons: 

( ) (
Jlf IPH. V: 1) max Ca =max · 9 ;S 0.1. 

CT air/huile 

Compte tenu de cela, nous considérerons que les bulles impliquées dans nos expériences sont bien sphé­
riques. Notons simplement, en ce qui concerne nos inclusions liquides, que le rapport des densités /' est 
dans ce cas là tellement proche de 1 que les vitesses radiales qui sont observées sont très petites com­
parativement à celles d'une inclusion gazeuse. En estimant l'ordre de grandeur du coefficient de tension 
superficielle entre l'eau et l'huile (voir page 59 du chapitre 2) il apparaît que pour nos inclusions liquides, 
le nombre capillaire Ca est toujours très petit devant l'unité. 

Enfin, en calculant le rapport entre la vitesse horizontale et la vitesse terminale d'une inclusion fluide, 
nous retrouvons alors exactement le même résultat que celui que nous avons obtenu pour une particule 
solide, à savoir que 

= ~ 2 
!PH· V9(t)i ~ Rp(t) w <Fr 
vpadamard - g rv ' 

et cela quelle que soit la valeur de Rw En fait ce résultat n'est pas \Taiment surprenant puisque Rp(t) w 2 

et g sont respectivement les "moteurs" du mouvement radial et du mouvement vertical de l'inclusion. 
Aussi, nous voyons que l'ensemble des conclusions qui ont été faites lors de la pré-étude et qui concernaient 
une particule solide restent valables pour une inclusion fluide. 
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Discussion sur le mouvement du fluide à l'intérieur de l'inclusion 

Pour une particule solide, nous avons écrit que l'écoulement lié à la rotation propre de la sphère 
pouYait être traité séparément du problème lié son mouvement de translation. Par ailleurs, nous avons 
aussi écrit que la rotation, si elle avait été prise en compte, aurait été sans conséquence sur l'expression 
de la force induite, du moins dans le cadre des écoulements rampants. l\ous allons à présent, et juste pour 
information, nous intéresser à ce qu'il en est de la rotation lorsque la particule impliquée est une inclusion 
fluide. En fait, plus précisément, cela revient à nous intéresser à la partie de la solution des équations de 
Stokes stationnaires de ce problème qui vérifie la condition 

lim U:} 1\ e,. = lim w;1 1\ e,. =(-A'. (ae-;.) + flpe31\ ae,.) 1\ e,.' 
À-->0 À-->0 

où flp correspond alors à la vitesse de rotation propre qu'adopterait une particule solide dans cet écou­
lement afin d'annuler le couple qu'elle subit. 

Appelons wjP (respectivement w/1') cette partie de l'écoulement externe (respectiwment interne). 
Pour pouvoir calculer cet écoulement, nous allons tout d'abord remarquer que dans la base sphérique, 
nous avons 

-A . (a e-;.) 1\ e,. = -a w sine e1 

et que par conséquent, la partie de la solution que l'on recherche doit vérifier, sur la particule, 

1. - lp - 1" - 'lp - ( n ) . e -1111 w1 1\ e,. = nn w1 1\ e,. =-a w- Hp sn1 erP . 
.x_.o .x~o 

En appliquant la méthode de projection de Brenner généralisée aux cas des inclusions fluides (la méthode 
est décrite en annexe A.1) nous sommes donc amenés à écrire que l'écoulement induit généré par une 
inclusion fluide dont le rapport des viscosités À est quelconque, doit être de la forme 

-lp A · e­w1 = sm e1 , 

où la constante A, qui dépend éventuellement de À, doit maintenant être déterminée. Dans ce cas là, il 
immédiat de montrer que seules les harmoniques surfaciques non nulles sont: 

'{" 

X1 = - A cos e et 
a 

a2 
X-2 = 2 A cose 

'{" 

et par conséquent, les écoulements externes et internes qui en résultent sont : 

2 
-Iv- a 4 

et 

wf - r2 " sine erP : 

-'lp rA· e­w1 = - sm e<P • 
a 

Or avec cette solution, il est alors possible de montrer que la seule valeur de A qui satisfasse la continuité 
des contraintes tangentielles est 

A=O, 

ce qui signifie que dans notre étude, la condition de continuité des contraintes tangentielles à l'interface de 
l'inclusion fluide n'est vérifiée que si le fluide qui compose l'inclusion possède un mouvement de rotation 
solide propre tel que dans le référentiel de Koenig, nous avons : 

Enfin, notons simplement pour conclure que si nous avions traité le problème entier dans le cadre des 
écoulements rampants stationnaires, les conditions limites liées à l'écoulement uniforme 

nous auraient conduit simplement à des cellules de recirculation à l'intérieur de l'inclusion (voir la solution 
d'Hadamard (1911) et Rybczynski (1911) donnée page 43 du chapitre 1) mais nous ne les détaillerons 
pas davantage ici. 
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4.3 Mouvement de l'inclusion avec prise en compte de l'inertie et 
de l'instationnarité de l'écouletnent induit 

Mis à part le fait que les conditions limites soient différentes pour une inclusion fluide et pour une 
inclusion solide, la démarche adoptée dans cette partie pour obtenir l'équation de mouvement d'une 
inclusion fluide dans un fluide en rotation solide est identique à celle d'une particule solide. Afin de ne 
pas alourdir inutilement cette section, nous ne reprendrons donc pas les calculs, mais de manière générale, 
nous nous référerons à ce qui a été fait dans le chapitre 3. 

4.3.1 Premier sous problème (stationnaire) 

A présent, nous nous intéressons à l'expression de la force exercée par la partie de l'écoulement externe 
qui yérifie les conditions limites stationnaires (a) de (82) exposées page 104. Dans ce sous problème, les 
simplifications qui peuvent être apportées aux équations qui régissent l'écoulement externe sont identiques 
à celles que nous avons faites dans la section 3.3.1 (chapitre 3). De ce fait, en négligeant les termes 

owla 
_.f_ 

at et 

dans l'équation (4.1.11), cette étude pourra à nouveau se réduire à un problème qui sera considéré 
stationnaire. 

Dans ce contexte, le calcul réalisé par Childress (1964) pour prendre en compte les effets d'inertie sur 
la force de traînée verticale exercée par le fluide sur une particule solide, peut se généraliser aux cas des 
inclusions fluides selon la remarque de Legendre et Magnaudet (1997) (voir également la partie 1.10, page 
49 du chapitre 1). La force subie par l'inclusion fluide s'écrira alors: 

(4.3.1) 

où la fonction B(o) est donnée par l'équation (3.3.7) du chapitre 3 (voir aussi page 28 du chapitre 1 pour 
plus de détails). 

4.3.2 Second sous problème (instationnaire) 

Regardons maintenant les équations qui régissent l'écoulement à l'extérieur de l'inclusion, et qui 
vérifient les conditions limites instationnaires (b) de (82) exposées page 104. Dans la pré-étude (section 
4.2), nous avons vu que quelle que soit la nature de l'inclusion, la vitesse de glissement de la particule 
dans le plan horizontal est quasiment confondue avec sa vitesse radiale. En s'appuyant sur ce point, il est 
donc possible de montrer que la condition limite vérifiée par l'écoulement induit correspond à nouveau à 
une condition limite instationnaire de type harmonique dans le référentiel Rp dont les axes sont fixes par 
rapport à R 0 . Par la même raison que celle exposée dans le chapitre 3, c'est à dire, pour tester la validité 
de l'équation de mouvement de type BBO (Boussinesq-Basset-Oseen) nous allons négliger la contribution 
des termes convectifs. En d'autres termes, nous allons négliger les termes 

dans l'équation (4.1.11). Dans le cadre de cette étude, l'expression de la force induite qui s'exerce sur la 
particule sera donc donnée (voir section 1.9, page 46 du chapitre 1) par: 

= ~ t = ~ 

~lb = ~ 1 dPH · V9(t) J dPH · V9(T) 
F = 2-rrf.L.raR11 PH· V9 (t) + -m.r d + 2-rrp.raR11 K(t- T) d dT. 

2 t -x T 

Rappelons que dans F lb, l'expression temporelle du noyau K(t) impliqué dans le terme intégrodifféren­
tiel n'est déterminée que lorsque le rapport des viscosités dynamiques des fluides externe et interne à 
l'inclusion (i.e . .-\) tend soit vers 0 (particule solide), soit vers l'infini (inclusion gazeuse ou liquide mais 
avec une très faible viscosité comparativement à celle du fluide externe). 
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Dans la suite, afin de mettre en éYidence le rôle de ce terme intégrodifférentiel dans la dynamique de 
la particule, et aussi dans le but d'introduire une écriture unique pour traiter simultanément le cas d'une 
particule solide et d'une inclusion faiblement visqueuse, nous écrirons ce noyau sous la forme 

Ainsi, l'expression de la force qui s'applique sur la particule sera réécrite de la manière suiYante: 

Pour une particule solide, nous poserons 

3 J( ( 9QIJ,j2 t ) C, =- et 
y7i 

a 
V9Vft, 

et pour une inclusion fluide (telle que À-) oc): 

Dans la suite, nous considérerons (Yoir section 2.4 du chapitre 2) que la condition À -) oc est vérifiée 
pour nos inclusions gazeuses ainsi que pour nos inclusions liquides. 

4.3.3 Equation de mouvement généralisée 

Dans le cadre de nos hypothèses, l'équation de mouyement, généralisée aux inclusions fluides, dans 
un écoulement en rotation solide sera donnée par 

(4.3.3) 

où les forces Fla et F lb sont données respectivement par les équations et ( 4.3.1) et ( 4.3.2). L'équation 
de mouvement obtenue est récapitulée dans le tableau 4.1. 

4.4 Vitesse terminale d'une inclusion fluide 

Dans cette section, nous nous intéressons maintenant à la vitesse terminale de nos inclusions fluides. En 
projetant l'équation de mouvement de la particule ( 4.3.3) suiYant e3 , et sachant que dans cette direction, 
la particule n'admet aucune accélération, nous avons alors 

F~ la ~ ( ) ~ ~ 0 
· e3 + mp - mf g · e3 = . 

A nouveau, dans nos expériences, nous serons toujours dans une situation où le paramètre a, s'il n'est 
pas nul, est suffisamment grand pour que nous puissions écrire que 

12 s 112 

B(a) ~ --. 
7 Rer 

Ainsi, la vitesse terminale théorique de notre inclusion fluide est donnée par 

Vitesse terminale 
théorique 
pour a» 1 

(4.4.1) 

sachant que cette relation n'est valable a priori que pour une particule évoluant dans un milieu infini. 
Nous allons maintenant confronter ce résultat théorique à nos expériences. 
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avec 

Notons que 

et 

+ 

+ 

+ 

+ 

• 

=2 -
m 1 A ·X 

-TI c lt d pH . Vg ( T) V" ( 9 V.f ( t - T) ) 
2Ir f11a '"Il h d '"' 2 dT 

-x T a 

Inclusion solide: Ch = ~ et 
1 

K(t) = Vt 

• Inclusion fluide: Ch = 2 et K(t) = exp(t)erfc( Vt) 

Rer= a Vr' 
Vj 

A12 = -A21 = -w et 

4 (a2 w) 1/2 
RerB(o:)--> - -

7 Vj 
si (a:» 1) 

3Rer 
RerB(o:) --> -- si (a:« 1). 

8 
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Gradient de pression 

Flottabilité 

Traînée de Childress 

généralisée 

Traînée horizontale 

Masse ajoutée 

Force d'histoire 

si À--> oo 

TAB. 4.1- Récapitulatif des résultats analytiques obtenus pour pour une inclusion fluide 

Résultats obtenus pour une inclusion gazeuse 

Dans les expériences réalisées avec des inclusions gazeuses, il est important de préciser que contrai­
rement aux particules solides, chaque expérience n'implique qu'une seule bulle. En effet, cette dernière 
est perdue lorsqu'elle sort de la zone de mesure. Aussi, et malgré le fait que nos bulles soient produites 
avec une faible dispersion radiale ~a, la sensibilité de la vitesse terminale à cette Yariation de rayon est 
telle qu'il nous est impossible d'établir un graphe semblable à celui de la figure 3.5 (page 81 du chapitre 
3). En outre, pour les particules solides, nous nous étions intéressés à la grandeur Fr/Fltokes, mais éga­
lement à la grandeur Fr /Vr0 où Fr0 correspond à la vitesse terminale de la particule mesurée au centre 
de la conduite lorsque le cylindre ne tourne pas. Pour les bulles, et à cause de ce que nous avons écrit 
au début de ce paragraphe, seuls les points expérimentaux qui correspondent à Fr /Vladamard peuvent 
être comparés à la théorie (4.4.1). (Précisons que pour une bulle, et dans l'équation (4.4.1), il faut poser 
niL= 2.) 

Pour s'assurer du découplage entre la vitesse verticale de la bulle et sa vitesse radiale, les figures 4.2 et 
4.3 montrent l'évolution temporelle des coordonnées axiale et radiale d'une bulle au cours d'une expérience 
représentative de l'ensemble de nos investigations expérimentales. Malgré la migration radiale de la bulle, 



110 

100 

90 

80 

70 

60 

E 
50 

40 ; 

N~ 30 • ; 

20 

10 

t (s) 

FIG. 4.2 - Evolution de la coordonnée axiale 
d'une bulle au cours d'une expérience caracté­
ristique (a= 1.4 mm et w = 22 rad/s). 
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FIG. 4.3 - Evolution de la coordonnée radiale 
de la bulle au cours de la même expérience 
(a = 1.4 mm et w = 22 rad/s). 

il apparaît bien que sa vitesse terminale ne change pas puisque nous obtenons, pour l'éYolution de Zp(t) 
une droite. Ainsi, l'hypothèse qui a été faite à propos de la vitesse terminale au début de ce chapitre 
(à savoir que celle-ci était stationnaire) est bien vérifiée expérimentalement. (Rappelons au passage que 
c'est d'ailleurs en calculant la pente des droites ainsi obtenues pour Zp(t) que nous mesurons la vitesse 
terminale de nos bulles.) 

0.9 
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Théorie (4.4.1) 

II 1 

~lr--:-
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1 1 

1 1 
-------------------

1 1 

---~--- 1 ________ j_ 
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FIG. 4.4- Évolution de la vitesse terminale d'une bulle en fonction du nombre S. Dans l'équation (4.4.1), 
nous avons posé R 11 = 2. 
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Sur la figure 4.4 nous nous intéressons maintenant à l'évolution de la vitesse terminale lorsque le 
nombre de Stokes S yarie. En analysant ces résultats, nous pouvons faire le même constat que celui que 
nous avons fait pour les particules solides, à savoir tout d'abord, que la tendance générale de l'é,·olution 
de la vitesse terminale mesurée pour nos inclusions gazeuses lorsque S augmente correspond bien à la 
théorie puisque nous retrouvons bien une décroissance en 1/(1 + S 112), mais nous constatons à nouveau 
que nos points expérimentaux sont en dessous de la courbe théorique. 

Discussion sur les effets de paroi 

La différence entre nos points expérimentaux et la courbe théorique est certainement un effet de paroi 
semblable à celui que nous avons constaté pour les particules solides. Toutefois, l'écart maximal constaté 
entre nos points expérimentaux et la théorie pour une inclusion gazeuse n'est que de 5 %, contre 10% pour 
nos particules solides. Cela semble donc montrer que les effets de paroi sont légèrement plus faible pour 
une inclusion gazeuse que pour une particule solide. En fait, cette assertion peut même être démontrée, 
en cas d'absence de rotation et en dans le cadres des écoulements rampants stationnaires, en reprenant 
les calculs de Happel et Brenner (1983) et en les généralisant aux cas des inclusions fluides. Pour cela, il 
faut remarquer que pour pouvoir calculer l'influence des parois sur la vitesse terminale d'une particule 
solide qui sédimente dans une conduite cylindrique, Brenner a employé la méthode des 11 réflexions 11 (la 
méthode est détaillée en annexe A.8). Dans cette approche, il faut, à un moment, calculer la vitesse w1 
qui annule à la paroi du cylindre, l'écoulement de Stokes w0 produit par la sphère solide. Étant donné que 
l'écoulement produit par une inclusion fluide est proportionnel en intensité à celui d'une particule solide 
(avec un facteur R 11 /3) aussitôt que les termes en a3 jr3 de la solution de Stokes peuvent être négligés 
devant les termes en ajr, alors, le calcul de l'écoulement qui annule à la paroi l'écoulement produit par 
une inclusion fluide sera proportionnel à celui correspondant à une particule solide et avec le même facteur 
R 11 /3 (le problème est linéaire). Tous calculs faits, nous voyons que la force qui s'exerce alors sur une 
particule fluide qui sédimente parallèlement aux parois dans une conduite cylindrique est alors donnée 
par 

- 1 ( R 11 (a) (RP)) F = 27ïf1JaRJ.L Vr 1 + 3 R f R , 

où R est le rayon de la conduite, Rp la distance de la particule à l'axe du cylindre, et j(Rp/ R) la 
fonction calculée par Brenner (1964), qui vaut f(Rp/ R) ~ 2.1 dans pratiquement toute la section, sauf 
au proche voisinage des parois (pour plus de détails, voir la section 1.6.1, page 34 du chapitre 1). Ainsi, 
nous pouvons voir que parce que la méthode des réflexions employée par Brenner implique l'écoulement 
de Stokes lointain, le calcul des effets de paroi se généralise de la même manière aux inclusions fluides 
que se généralise le calcul des effets d'inertie (voir Legendre et Magnaudet, 1997). Après avoir fait cette 
remarque, et étant donné que la taille caractéristique de nos bulles est de l'ordre de a ~ 1.5 mm, nous 
avons, dans nos expériences, 

ce qui suggère à nouveau que les effets de paroi sur la vitesse terminale de la bulle sont indépendants de 
la vitesse de rotation (nous avons déjà fait une telle remarque pour les particules solides). 

Résultats obtenus pour une goutte d'eau 

Afin de vérifier la validité de la théorie ( 4.4.1), nous avons également réalisé différentes expériences 
avec des inclusions composées d'eau. Précisons tout de suite que les résultats obtenus ne sont pas en 
très bonne adéquation avec la théorie, en tout cas en posant R 11 = 2. En fait, cela n'est pas tout à fait 
surprenant et en réalité, il très probable que malgré toutes les précautions qui ont été prises, notre eau 
ait été contaminée. En règle générale, lorsque les gouttes ne sont pas 11 propres 11

, leurs comportements 
changent, et il est même très courant dans la littérature de voir traiter des inclusions d'eau comme des 
particules solides (ou partiellement solides) (voir par exemple Harper 1973 ou encore Sadhal et Johnson 
1983). Mais nos résultats expérimentaux ne sont pas non plus en parfaite adéquation avec la théorie solide, 
c'est à dire en posant RJ.L = 3 dans l'équation (4.4.1) et il est donc très vraisemblable qu'à l'intérieur 
des inclusions, un écoulement prend tout de même place, malgré le fait que la condition de glissement à 
l'interface soit altérée. Dès lors, notre particule ne se comporte ni tout à fait comme une particule solide, ni 
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FIG. 4.5 - Illustration du fait que nos gouttes d'eau ne se comportent ni tout à fait comme des gouttes 
propres, ni tout à fait comme des inclusions solides 

tout à fait comme une goutte propre. Pour tenter de mettre ce phénomène en éYidence, nous avons choisi 
de ne représenter que les points expérimentaux qui correspondent à 11r /V~ (11~ est la vitesse terminale 
de la goutte mesurée en cas d'absence de rotation). En effet, en procédant ainsi et suite aux remarques 
que nous avons faites dans la section 3.4 (voir par exemple l'équation (3.4.3) du chapitre 3, sachant 
que pour une goutte Rer est négligeable), nous devrions nous affranchir des effets de paroi. (Rappelons 
également que contrairement aux bulles, la vitesse de sédimentation d'une goutte est suffisamment lente 
pour que celle-ci puisse être récupérée après être sortie de d'où le fait que nous ayons accès à la grandeur 
11r /11~.) Notons que sur la figure 4.5 les résultats représentés ne concernent qu'une seule inclusion fluide. 
Clairement, il apparaît que nos points expérimentaux sont situés exactement entre les deux théories. 
Notons que nous reviendrons plus tard sur ces expériences réalisées avec une goutte d'eau. 

Enfin pour terminer remarquons simplement que malgré l'apparente contamination de nos gouttes, 
nous observons une fois encore que lorsque S augmente, la décroissance de la vitesse terminale prédite 
par la théorie ( 4.4.1) est bien qualitativement retrouvée. 

4.5 Vitesse de l'inclusion dans le plan horizontal 

4.5.1 Calculs théoriques 

Dans cette section, nous nous proposons de résoudre l'équation de mouvement horizontal généralisée 
d'une particule dans un écoulement en rotation solide. Celle-ci est obtenue en projetant l'équation de 
mouvement (4.3.3) (voir aussi le tableau 4.1), dans le plan horizontal. En appliquant le même formalisme 
que celui employé dans la section 3.5 du chapitre 3, c'est à dire en introduisant la variable normalisée: 
Z(t) = Rp(t) exp(i éP t), nous arrivons donc à l'équation 

( 4.5.1) 
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où dans ce cas là, 

B = 3- RI, i/(35) 
2')' + 1 
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C -R11 c" et = , 
35(2'")' + 1) 

(4.5.2) 

et le coefficient Ch ainsi que l'expression de JC(t) sont donnés dans le tableau 4.1. (Dans les calculs qui 
sont présentés ici, nous avons pris l'expression de la masse ajoutée d'Auton, 1987.) 

Notons aussi que compte tenu de la borne inférieure du terme intégrodifférentiel, nous avons à nouYeau 
supposé que la particule m·ait une Yitesse de glissement initialement nulle: Z(O) = i Z 0 . Pour résoudre 
l'équation (4.5.1), nous allons à nom·eau poser U = Z et celle-ci devient: 

(4.5.3) 

Cette équation peut être résolue à l'aide des transformées de Laplace et en utilisant les mêmes notations 
que dans la section 3.5 (chapitre 3) nous obtenons: 

- U0 X 2 (1- C K(X))- BZo 
U= . 

X 4 +A X2 + B- CJC(X)X2(X2 - i) 

pl(X) p2(X) 

Dans cette expression, P 1 (X) correspond alors au polynôme qui serait obtenu en cas d'absence de la force 
d'histoire et par conséquent, P 2 (X) correspond à la partie du polynôme induit par cette fore~. 

Pour obtenir la solution analytique de cette équation de mouvement de la particule, U doit être 
décomposée en éléments simples il est donc nécessaire de calculer les racines du polynôme 

Les calculs concernant une particules solides ayant été présentés en détails dans le chapitre précédent, 
nous allons à présent calculer la solution exacte de l'équation de mouvement lorsque le noyau de la force 
d'histoire correspond à celui d'une bulle ou d'une inclusion fluide telle que À _, oo. Compte tenu de 
l'expression temporelle du noyau de la force d'histoire impliqué dans l'équation de mouvement dans ce 
cas là (voir le tableau 4.1), nous avons 

L(IC(tfS)) ~ ( ..jS ) 
x XVS+I 

et après quelques arrangements, nous obtenons 

- U0 VS X 3 +Ua X2 - (GUo+ B Zo)X VS- B Zo 
U= ----------------~~----~~~-------

(X4 +A X2 + B)(XVS + 1)- CVSX(X2 - i) 

Cette expression peut donc se décomposer en éléments simples, 

avec dans ce cas là, 

_ i=n A· i=n A· 
u-""' ' -""' ' ~X-X ~ mp-X 

i=l ' i=l VY ' 

(ua VS X; 3 +Ua X?:- (GUo+ B Zo)X; VS- B Zo )!VS 
A;= J=5 

II (X;- Xj) 
j = 1 
j # i 

où les X; sont les racines du polynôme de degré 5: 
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Notons qu'il est possible d'établir, à nouveau à l'aide des propriétés Yérifiées par les racines du polynôme, 
que dans cette étude nous avons encore une fois 

i=5 i=5 i=5 i=5 

LA;=O, LA; = Zo, LA;X;=Uo et LA;X;2 = 0' ( 4.5.4) x 
i=l i=l 2 i=l i=l 

et nous voyons donc que nous pourrons faire les mêmes simplifications que celles qui ont été faites pour 
une particule solide. Finalement l'expression temporelle de U est donnée par 

i=5 

U(t) = L A;X; exp( X? t)erfc( -Xi\lt), 
i=l 

ce qui implique que 

Solution exacte 

i=5 A 
Z(t) = L x' exp( Xl t)erfc( -X;Vt). 

i=l " 

(4.5.5) 

Il apparaît que l'expression de la solution exacte de l'équation de mouvement d'une inclusion fluide 
dans le plan horizontal a une forme similaire à celle que nous avons obtenue pour une particule solide. 
Toutefois, il conYient alors de noter que pour une inclusion fluide, le polynôme P(X) est de degré 5, 
et dans la pratique il n'est pas possible de calculer analytiquement les racines d'un polynôme de degré 
supérieur à 4. Cependant, nous verrons dans la suite que comme pour une particule solide, seules deux 
racines contiennent la quasi totalité des informations nécessaires au calcul de la trajectoire de l'inclusion 
fluide et nous allons à nouyeau être en mesure de les déterminer, de manière approchée, à l'aide d'une 
méthode similaire à celle que nous avons utilisée pour une particule solide. 

4.5.2 Calcul analytique des taux de migrations et de rotations généralisés 
pour les particules solides et pour les inclusions fluides telles que À ---+ oo 

Que ce soit pour une particule solide ou pour une inclusion fluide, nous avons vu que la solution de 
l'équation de mouvement de l'inclusion dépendait des racines du polynôme suivant 

P(X) = X 4 + AX2 + B- CK(X)X2(X2 - i) 

pl(X) p2(X) 

où la partie P 1 (X) correspond au polynôme qui serait obtenu si la force d'histoire n'était pas prise en 
compte. Or il est triYial de montrer que lorsque Î' = 1, alors les coefficients A et B sont tels que P 1 (X) 
admet deux racines éYidentes, à savoir 

xl.2 =±Ji. 
Compte tenu aussi de l'expression de P 2 (X), nous pouvons en déduire que: 

Quelle que soit la nature de la particule, et donc, quelle que soit l'expression du noyau de la force 
d'histoire, le polynôme P(X) admet les deux racines évidentes X1.2 =±Ji lorsque 'Y= 1. 

A l'aide de ce résultat, il est ensuite possible de montrer, en procédant de la même manière que dans la 
section 3.5.3 (chapitre 3), que lorsque Î' Yarie, non seulement ces deux racines contiennent la quasi-totalité 
des informations nécessaires au calcul des trajectoires dans le plan horizontal, mais aussi que ces deux 
racines vont à nouveau se déplacer faiblement dans le plan complexe. En d'autres termes, quelle que soit 
la nature de l'inclusion, nous aurons 

IJxl T. «1 
" 

pour i = {1, 2} . 

En annexe D.1, nous proposons une méthode semblable à celle que nous avons employée pour une particule 
solide permettant d'obtenir une expression analytique approchée de ces deux racines. Tous calculs faits, 
nous trouvons à nouveau une solution approchée semblable à celle que nous avons obtenue pour une 
particule solide, c'est à dire 



4.5 Vitesse de l'inclusion dans le plan horizontal 

Solution approchée 

avec maintenant, 

Taux de migration 
et Taux de rotation 
généralisés aux cas 
R 1,={2,3} À; 

Z(t) = Zo exp(Xf t) = Zo exp(Àr t) exp(iÀ; t), 

Rp = 6 Sb- 1) _ 3 hh _ 1)5 3;2 +O(S2) 
Rp R 11 

'"-v---' Effet d'histoire 
Traînée 

èp = 1-3hs312 h-1)+0(S2
). 

Effet d'histoire 
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(4.5.6) 

(4.5.7) 

(4.5.8) 

Faisons à présent quelques commentaires. Tout d'abord, il apparaît que le terme en 0(5) du taux de 
migration dépend explicitement de la nature de l'inclusion, puisque pour une particule solide, nous avons 

Àr = 2 5(/'- 1h + 0(5312
), 

alors que pour une inclusion fluide, nous avons 

Àr = 35h- 1h + 0(53
/

2
). 

En fait, cela n'est pas surprenant puisque ce terme provient de la force de traînée et que celle-ci dépend 
de la nature de l'inclusion. (Par ailleurs, ces deux termes correspondent bien à ceux que nous avons 
obtenus dans le cadre de la théorie des écoulements rampants stationnaires.) En revanche, nous voyons 
que pour ce qui est du terme suivant, terme qui est en 0(8312) et qui provient de la force d'histoire, 
celui-ci a exactement la même valeur pour une particule solide et pour une particule fluide. Même si 
comparativement au premier terme, son effet relatif est alors plus faible pour une inclusion fluide que 
pour une particule solide, nous pouvons nous attendre à ce que la force d'histoire modifie de manière 
non négligeable la migration de nos inclusions fluides. C'est ce que nous nous proposons de vérifier 
expérimentalement dans la suite. 

4.5.3 Comparaison avec l'expérience 

Afin de nous assurer du comportement exponentiel de la migration des inclusions fluides (et principa­
lement, de nos bulles) dans nos expériences, reprenons le graphe de la figure 4.3, mais traçons maintenant 
cette évolution radiale dans un graphe 1/2- logarithmique: 

Nous obtenons ainsi le graphe 
de la figure 4.6. Dans cet 
exemple qui, précisons le, est 
caractéristique de l'ensemble de 
nos expériences réalisées avec 
des bulles, nous obtenons bien 
une droite, dont la pente cor­
respond alors à la valeur expéri­
mentale de notre taux de migra­
tion. (Rappelons que dans les 
calculs théoriques, Àr: qui est 
donné par l'équation (4.5. 7), est 
sans dimension, et il faut donc 
diviser la valeur expérimentale 
ainsi obtenue par w avant de 
faire la comparaison entre nos 
résultats expérimentaux et la 
théorie.) 

10
1 

... ..... 
...... -... 

10° 

..... ..... 
' .... 

t (s) 

..... ...... .... ..... 
' • 

FIG. 4.6 - Evolution de Rp(t) qui correspond à la figure 4.3, 
mais représentée dans un graphe 1/2-logarithmique {a = 1.4 
mm et w = 22 rad/s). 
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FIG. 4.7- Comparaison des taux de migration expérimentaux aux théories avec et sans force d'histoire 
pour les bulles. 

Résultats obtenus pour les bulles 

En faisant varier à la fois la vitesse de rotation du cylindre et le rayon de nos bulles, nous obtenons 
les taux de migration représentés sur la figure 4. 7. Avant d'analyser ces résultats, notons tout d'abord 
que contrairement aux particules solides, le rayon de nos bulles doit être déterminé à chaque expérience. 
Or nous avons vu (section 2.3, page 52 du chapitre 2) que ce rayon est déterminé avec une erreur relative 
de l'ordre de 4 %. Étant donné que le rayon de la particule apparaît au carré dans le nombre S, celui-ci 
est donc déterminé avec une précision de l'ordre de 8 %, ce qui explique la taille relativement importante 
de nos barres d'erreurs. 

Pour pallier ce problème, nous avons donc réalisé des expériences avec des valeurs de S suffisamment 
importantes pour que malgré cette grande incertitude de mesure, nous puissions tout de même haluer 
sans ambiguïté l'influence de la force d'histoire. Pour nos bulles, et comme c'était le cas pour nos particules 
solides, il apparaît clairement que la migration radiale de l'inclusion est affectée par un terme en 0(5312 ). 

A nouveau, nous obtenons de très bons résultats en prenant en compte la force d'histoire et en négligeant 
les termes convectifs dans les équations qui régissent l'écoulement externe à la particule. 

Aussi, au cours des expériences faites avec des bulles, nous avons pu mettre en éYidence un phénomène 
intéressant. En effet, en regardant le résultat ( 4.5.8), il apparaît que si la densité de l'inclusion est inférieure 
à celle du fluide (i.e. si "1 < 1) alors la celle-ci doit avoir une vitesse de rotation légèrement supérieure à 
celle du fluide. 

Pour une inclusion gazeuse où nous avons "1 ::: 0, nous avons pu vérifier, du moins 
qualitativement, que ce résultat est avéré. 

En effet, en comparant après plusieurs tours du cylindre, la position d'une bulle par rapport à un même 
point du cylindre nous avons pu constater que la vitesse angulaire èP (exprimée sous sa forme dimension­
nelle) était très légèrement supérieure à la vitesse de rotation du cylindre. Toutefois, précisons que dans 
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nos expériences, cette différence est infime puisque le terme en O(S312 ) de l'équation ( 4.5.8) est vraiment 
très inférieur à 1. 

0.0025 ..---------------,..._ 
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0.0005 

• 
Théorie (4.5.7) avec 1?.1, = 2 
Théorie (4.5.7) avec R.1, = :1 
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s 

FIG. 4.8- Comparaison des taux de migration expérimentaux aux théories (avec force d'histoire) solide 
et fluide pour une goutte d'eau. 

Résultats obtenus pour une goutte d'eau 

En ce qui concerne les résultats expérimentaux obtenus pour les gouttes d'eau, notons que l'incertitude 
de mesure du rayon des gouttes est nettement inférieure à celle d'une bulle d'air. (Dans la section 2.3 
du chapitre 2 nous avons vu que 6.a est de l'ordre de 1.2 %, ce qui implique que la Yaleur de S est 
déterminée avec une incertitude inférieure à 3 %). Précisons aussi que les résultats présentés sur la figure 
4.8 ne concernent qu'une seule goutte et en particulier, nous avons choisi de représenter ici les résultats 
qui correspondent à la même goutte que celle utilisée pour obtenir le graphe de la figure 4.5. Il apparaît 
à nouveau que les gouttes d'eau que nous avons utilisées ne se comportent ni tout à fait comme des 
gouttes propres (R11 = 2), ni comme des particules solides (R11 = 3), ce qui était alors attendu, au vu 
des résultats présentés sur la figure 4.5. 

Notons que si les conditions limites, vérifiées par les écoulements internes et externes, à l'interface de 
la goutte ne correspondent pas à celle d'une inclusion fluide 11 propre 11

, alors le noyau de la force d'histoire 
que nous avons utilisé dans cette section pour calculer le taux de migration Àr ne doit plus être valable, et 
cela malgré le fait que pour une goutte d'eau plongée dans de l'huile de silicone, le rapport des viscosités 
À est très grand deYant 1. Aussi, cela doit être la raison pour laquelle les résultats expérimentaux ne sont 
pas en bon accord avec les prédictions théoriques. 

De plus, l'approche que nous avons utilisée pour calculer les taux de migration et de rotation de 
la particule, et qui consiste à résoudre l'équation de mouvement 11 exacte 11 de la particule obtenue dans 
le cadre des écoulements rampants instationnaires, présente donc des limites puisqu'elle ne permet pas 
de traiter des inclusions fluides de viscosité quelconque, ni bien sûr des gouttes contaminées ... Dans 
la suite, nous allons donc voir une approche qui moyennant une simple hypothèse, permet de calculer 
analytiquement le taux de migration d'une goutte mais cette fois ci, de viscosité quelconque. 
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4.6 Calcul analytique du taux de migration et de rotation d'une 
goutte quelconque ou contaminée. 

Afin de déterminer les taux de migration et de rotation d'une goutte de Yiscosité quelconque ou 
éventuellement contaminée, nous allons au préalable faire quelques commentaires concernant les résultats 
obtenus dans la section précédente. Tout d'abord, dans le chapitre 3 (section 3.5), nous avons vu que dans 
le problème qui nous intéresse, la vitesse de glissement de la particule pom·ait être écrite, à condition de 
poser que èJJ = 1, sous la forme 

(4.6.1) 

Par ailleurs, nous avons également YU que le temps caractéristique de variation de Rp(t), à savoir 1/(w Àr) 

est très grand devant 1/w (puisque Àr = 0(5)). Ainsi, il semble donc légitime de pouyoir négliger la 
dépendance temporelle de Rp(t) devant celles des composantes harmoniques de cette vitesse de glissement. 
Or si la dépendance temporelle de Rp(t) est négligée dans ce problème, la force qui Ya s'exercer sur 
l'inclusion, et qui traduit l'existence du terme instationnaire dans les équations de l'écoulement induit, 
ne sera plus donnée sous la forme d'un terme intégrodifférentiel puisque nous aurons fait apparaître dans 
la Yi tesse de glissement ( 4.6.1) qu'une combinaison linéaire de termes harmoniques n'impliquant qu'une 
seule fréquence d'oscillation. Ainsi, pour calculer l'expression de la force qui s'exerce sur une inclusion de 
viscosité quelconque, il est possible de s'appuyer sur la solution analytique du problème qui concerne une 
particule dont la vitesse de glissement est donnée par 

-V9 (t) = (Îw exp(-iwt), (4.6.2) 

et qui est alors bien connue (voir par exemple Landau et Lifchitz (1989), ou l'annexe A.3 pour une 
particule solide, et voir Gorodtsov (1975) ou Galindo et Gerbeth (1993) pour les inclusions fluides). 
Ainsi, en notant Fw exp( -iw t) la force qui s'exerce sur une particule qui admet une vitesse de glissement 
donnée par (4.6.2), la force qui s'exerce sur une particule admet une vitesse de glissement donnée par 
(4.6.1) sera la suiyante: 

Tous calculs faits, et en nous appuyant d'une part sur l'équation (1.3.1) (page 19) du chapitre 1 et sur 
les trayaux de Galindo et Gerbeth (1993), et d'autre part sur le fait que dans ce problème 

nous pouvons montrer que l'expression de la force qui s'exerce sur une inclusion sphérique, solide ou 
fluide, qui admet la vitesse de glissement donnée par l'équation (4.6.1) peut s'écrire sous la forme unique: 

(4.6.3) 

où 

v'2 
Mn = !1112 = 2 et R 11 E [2, 3] . 

Curieusement, nous nous apercevons alors que les termes en 0(171l 2 ) de cette force et qui sont des effets 
d'instationnarité, peuvent s'écrire sous une forme semblable à celle proposée par Legendre et l\iagnaudet 
(1997) pour généraliser le calcul des effets d'inertie ... L'objectif de la section suiYante, sera donc de 
montrer que cela n'est pas une simple coïncidence! En effet, comme nous allons le voir, dans le cadre de 
notre étude le terme de correction de traînée qui s'exerce sur notre inclusion peut être obtenu à l'aide de 
la méthode des développements asymptotiques raccordés. C'est d'ailleurs à l'aide de ce résultat que nous 
pourrons calculer les taux de migration et de rotation d'une inclusion fluide contaminée. 
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!\fais aYant cela, précisons que si la force hydrodynamique (4.6.3) est introduite dans l'équation de 
mouvement de la particule (4.1.1) alors nous obtenons, en terme de Z, l'équation: 

·· Z RI, ( . 1/2) . · n; , ( . ·) Z = --+- 1 + R 11 MnS (1Z- Z)- - 112 M12 Z + 1Z 
l' 6Sl' 6S l' 

( 4.6.4) 

et cette dernière se résoud aisément. Après simplification de la solution, il apparaît que 

Rp 6 3/2 ( 2) - = Àr =-Sb -1)- 6Mn S b -1) + 0 M12 S 
Rp R 11 

(4.6.5) 

et 
(4.6.6) 

Compte tenu de la Yaleur de M11 et 1'.112 les équations ( 4.5.7) et ( 4.5.8) sont bien retrouvées et cela 
nous confirme que la dépendance temporelle de Rp(t) peut bien être négligée pour calculer les taux de 
migration et de rotation d'une particule dans un écoulement de rotation solide, à l'ordre de grandeur qui 
nous intéresse. 

Aussi, nous voyons maintenant que les taux de migration et de rotation (4.6.5) 
et ( 4.6.6) sont valables quel que soit le rapport entre les viscosité du fluide à 
l'intérieur et à l'extérieur de l'inclusion. 

L'objectif de la section suiYante est de généraliser ce résultat aux cas des inclusions contaminées. 

4.6.1 Calcul des effets d'instationnarité à l'aide de la méthode des dévelop­
pements asymptotiques raccordés. 

Pour parvenir à calculer la force hydrodynamique qui s'exerce sur une goutte contaminée qui admet une 
Yitesse de glissement donnée par (4.6.1), nous allons, comme précédemment, commencer par considérer 
une inclusion qui admet la Yi tesse de glissement donnée par l'équation ( 4.6.2). 

Puisque l'inclusion est supposée contaminée, il est donc impossible a priori de résoudre le problème 
exactement dans la mesure où les conditions limites vérifiées par l'écoulement induit ne sont pas déter­
minées. Toutefois, nous allons résoudre ce problème à l'aide de la méthode des développements asymp­
totiques raccordés. Mais ayant cela, et parce que nous aurons besoin de cette hypothèse dans la suite, 
précisons que nous allons supposer que malgré la contamination de l'inclusion, son tenseur de mobilité 
reste sphérique. 

Dans cette partie, nous supposons que l'écoulement induit est régi par les équations de Stokes insta-
tionnaires : 

(4.6.7) 

Compte tenu de la condition limite imposée ici, nous avons au voisinage de la particule (i.e. lxi ~ O(a)): 

1 

Pr8w{ jot 1 (a2 w) . -· = 0 - = 0(7)) « 1' 
J1J6 wj v1 

Cela suggère donc que près de l'inclusion, l'instationnarité liée à la condition limite harmonique est 
suffisamment faible pour qu'à chaque instant, l'écoulement induit s'adapte à la variation dans le temps 
de la condition limite, et soit alors donné, à l'ordre dominant, par la solution des équations de Stokes 
stationnaires. 

En revanche, intéressons nous maintenant à l'instationnarité de l'écoulement induit, en un point situé 
à une distance d de l'inclusion. Puisque le temps T que met la vorticité générée par l'inclusion, pour 
diffuser jusqu'à la distance d de la particule est donné par 



120 Mouvement d'une inclusion fluide 

alors si T est grand deYant le temps caractéristique de Yariation de la condition limite, il ne sera plus 
possible de supposer qu'en ce point, l'écoulement est quasi-stationnaire. Or il apparaît queT est de l'ordre 
de 1/w si 

d = (~f12 

= O(b). 

Par conséquent, dans la région où lxi = O(b), l'écoulement induit est instationnaire. Aussi, nous savons 
qu'à cette distance, l'écoulement perçoit l'inclusion comme une force ponctuelle, qui a l'ordre dominant 
est d'intensité égale et de sens opposé à la traînée de Stokes que le fluide exerce sur la particule. Ainsi, 
dans la région lointaine, l'écoulement induit peut être considéré comme la solution de l'équation: 

En nous inspirant des traYaux de Asmolov et McLaughlin (1999), nous allons poser que: 

~ 1 ~ ( . t) w1 = Ww exp -1.w. , P = P..u exp(-iwt), et F = F"' exp(-iwt). 

Il s'ensuit que l'équation (4.6.8) devient alors 

1 ~ ~ f. 
-ir .• .: wo) = --\1 P...;+ VJ6 u)w + __::. b(r). 

PJ PI 

Puis, en introduisant ensuite dans cette équation les transformées de Fourier spatiales suiYantes: 

et 

:F( ~ ) :;:! 1 1 ~ ( . ï ~) d3 ~ 'll'w = Ww = ~ Ww exp -2 1\. • X X , 
i) 7r JR3 

:F(P..v) = Pw = ~ r Pw exp( -i k. x) d 3x, 
8 7r JJR3 

l'équation (4.6.9) deYient alors, en termes de -0w et de P"', 

• :;:! i k - 2 :;:! Fw 
-2WWw = --Pw- k VJWw + --3- · 

PJ 8n PI 

(4.6.8) 

(4.6.9) 

( 4.6.10) 

Dans un souci de simplicité, supposons maintenant que Fw soit colinéaire par exemple à el (i.e. Fw = Fw el). 
En utilisant le fait que k · -0w = 0 (à cause de l'équation de continuité), Fw peut être calculée et l'équation 
( 4.6.10) deYient: 

:;:! ~ Fw ( kf- k
2 

) 
W.;. el=- 8n3 PJ k2(vJk2- iw) . (4.6.11) 

Écrivons ensuite que parce que l'inclusion est susceptible d'être contaminée, celle-ci exerce sur le fluide 
une force ponctuelle qui au premier ordre est donnée par 

F = 2 7rJl aR equiv U 
W 'f fJ Wl 

où 
R=quiv = RfJ si l'inclusion n'est pas contaminée, 

et 
nzquiv E [2 ; 3] dans le cas contraire. 

En menant un raisonnement similaire à celui de Legendre et Magnaudet (1997) (raisonnement qui s'appuie 
sur les traYaux de Saffman, 1965) nous en déduisons que si l'inclusion exerce sur le fluide une force 
d'intensité Fw = 2 7rJ1 JaR~quiv Uw, elle subit de la part de l'écoulement lointain, une force qui sera donnée 
par 
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où w8 
• e1 est alors simplement donnée par l'équation (4.6.11) en posant w =O. Posons 

En annexe D.2 nous calculons cette intégrale et nous obtenons 

nzquiv (a2 w) 1/2 J2 . 
f=-- -- -(1-2)Uw. 

3 Vf 2 
( 4.6.12) 

Ce calcul, qui a été réalisé en supposant que fw était dirigée suiYant el' peut bien sûr se généraliser 
dans les trois directions de l'espace, et nous obtenons alors que la force qui s'exerce sur une inclusion 
quelconque admettant la vitesse de glissement (4.6.2) est donnée par: 

R equiv 2 1/2 17)2 
~ · ( (a w) v,:, ) ~ Fw exp( -i.wt) = -27rJ1JOR=qun· 1 + T -;;; 2 (1- i) Uw exp( -iwt). (4.6.13) 

Pour une particule solide, nzquiv = 3 et en comparant alors l'équation (4.6.13) à l'équation (1.3.1), page 
19, qui proYient de la solution exacte du problème pour une particule solide, nous nous apercevons qu'il 
nous manque le terme en O(a2 wfvt)· Ce n'est d'ailleurs pas surprenant puisque le développement que 
nous avons fait ici ne prend en compte que des corrections de traînée en 0(171/ 2 ). Notons par ailleurs 
que le terme en O(a2 wjv1) de l'équation (1.3.1) est celui qui donne, lorsque l'on calcule la transformée 
de Fourier inyerse de l'équation (1.3.1), la force de masse ajoutée, et dans notre problème celle-ci a une 
contribution négligeable. 

Comme précédemment, et à condition que le tenseur de mobilité de l'inclusion soit sphérique, la 
solution (4.6.13) peut maintenant être utilisée pour calculer la force hydrodynamique qui s'exerce sur une 
goutte contaminée dans le cadre de la rotation solide, et celle-ci s'écrit: 

m·ec 

( 4.6.14) 

Cette force hydrodynamique est alors générale et permet de prendre en compte 
les effets du terme instationnaire dans les équations de l'écoulement induit sur 
le mouvement de tous types d'inclusions fluides, de viscosité quelconque, voire 
contaminées (à condition toutefois de supposer que son tenseur de mobilité reste 
sphérique). 

Avec l'expression (4.6.14), les taux de migration et de rotation sont obtenus simplement: 

Taux de migration 
et taux de rotation 
généralisés 

Ài 

6Sb -1) 
R equiv 

J1 
'--v-' Effet instationnaire 

Traînée 

èp = 1- 611112 s312b- 1) +O(S2
). 

Effet instationnaire 

( 4.6.15) 

(4.6.16) 

Afin de vérifier la validité de ce résultat, nous allons supposer que le tenseur de mobilité de notre 
goutte contaminée est sphérique, et nous allons rechercher la valeur du coefficient R 11 qui minimise la 
différence entre les points expérimentaux Vr/Vi! présentés sur la figure 4.5 et la théorie (4.4.1). Nous 
obtenons (voir la figure 4.9): 

R equiv ~ 2 4 
J1 - •• 
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Si maintenant, cette valeur est injectée dans l'équation (4.6.15) nous obtenons alors la figure 4.10. Les 
résultats expérimentaux sont maintenant en parfaite adéquation avec la théorie. Également, nous pouvons 
en déduire que même si nos inclusions sont contaminées, leurs taux de migration radiale peuvent être 
estimés correctement. Aussi, il apparaît dans nos résultats que la valeur nette du terme en 0(5312 ) de 
Àr vaut toujours 3J2, et cela quelle que soit la nature de l'inclusion. -;'\ous aurons l'occasion de revenir 
plus longuement sur ce point dans le chapitre 5. 

1 1 
0.9 - ~ - - - - 1 - - - - - 1- - - - - 1 

1 

1 1 1 
- - - - - - - - - -1- - - - -~- - - - - . 

0.6 
0 Expériences 

Théorie (4.4.1) avec R.1, = 2.4 

0·5 o!-----,o-=.o..,.1 -----,o'"'.o""2----:-o-:-.o3:---....L.'"'o,-~.o·4 

s 

FIG. 4.9 - Calage de n,~quiv avec la vitesse ter­
minale de la goutte. 

4. 7 Conclusions 

0.0025,-------------------, 
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_____ 1 _________ _ 
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FIG. 4.10 - Taux de migration radiale après ca­
lage. 

Dans ce chapitre, nous avons généralisé les résultats obtenus pour une particule solide aux cas des 
inclusions fluides. Tout d'abord, pour calculer la vitesse terminale d'une inclusion fluide, nous avons 
généralisé les résultats de Childress (1964) selon la remarque faite par Legendre et l\1agnaudet (1997). Il 
apparaît que la vitesse terminale de l'inclusion fluide est à nouveau assez bien décrite par la théorie, mais 
comme pour une particule, elle est affectée de manière non négligeable par des effets de paroi. Nous avons 
aussi vu que pour une inclusion fluide, ces effets de paroi pouvaient être estimés en généralisant l'approche 
de Brenner (1964). Après corrections, les résultats expérimentaux sont en accord avec la théorie. 

En ce qui concerne la vitesse horizontale de l'inclusion, et pour les mêmes raisons que celles qui ont 
été exposées dans la partie 3.3.2 (page 75) du chapitre 3, nous avons négligé la contribution des termes 
convectifs dans les équations qui régissent l'écoulement induit externe à la particule. 

• Dans un premier temps, nous avons résolu l'équation de mouvement exacte d'une inclusion fluide 
dont la viscosité est telle que À_, oo. A l'aide de ce résultat, nous avons obtenu les taux de migration 
et de rotation d'une bulle et d'une goutte d'eau non contaminée dans un écoulement en rotation 
solide. 

• Dans un second temps, nous avons négligé la dépendance temporelle de Rp(t) devant celle des 
termes harmoniques présents dans la condition limite vérifiée par l'écoulement induit dans cette 
étude. Cette hypothèse nous a permis d'une part de généraliser le calcul des taux de migration et 
de rotation aux cas d'une inclusion de viscosité quelconque, mais plus généralement, aux cas des 
inclusions contaminées, à condition que leurs tenseurs de mobilité restent sphériques. 

L'accord entre les taux de migrations prédits par la théorie et l'expérience est très bon. 

Dans le chapitre suivant nous allons maintenant mesurer la contribution des termes convectifs, qui 
jusque là ont été négligés, sur le mouvement dans le plan horizontal de la particule. 
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Chapitre 5 

Discussio11 sur la correspo11dai1Ce e11tre 
les effets d'i11station11arité et les effets 
de l'accélératio11 de Coriolis. 

5.1 Introduction 

Dans les chapitres précédents, nous avons calculé les taux de migration et de rotation d'une particule 
solide et d'une inclusion fluide, en supposant que l'écoulement induit par le mouvement horizontal de la 
sphère était principalement régi par des équations de Stokes instationnaires. Dans la littérature, il existe 
une approche différente de celle que nous que nous avons présentée précédemment et qui consiste à calculer 
l'expression de la force qui s'exerce sur la particule lorsque les équations de l'écoulement induit sont écrites 
dans un référentiel en rotation. Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier la correspondance qu'il 
peut y avoir entre les deux approches. Notons qu'ici, il ne sera question que du mouvement horizontal de 
la particule et par ailleurs, nous nous placerons dans une situation physique telle que la condition 

soit vérifiée. 

(
a2w)l/2 aV: -- » __ 9 

VJ VJ 
(5.1.1) 

Dans un premier temps, et au risque de nous répéter un petit peu, prenons tout de même le temps de 
faire un récapitulatif des hypothèses que nous avons faites dans les chapitres précédents et des résultats 
que nous avons obtenus, car ceux-ci nous seront utiles pour pouvoir mener à bien la comparaison entre 
les deux approches. Tout d'abord donc, et parce que la vitesse angulaire de la particule (i.e. É>p) est 
quasiment confondue avec celle du cylindre en rotation, nous avons vu que la vitesse de glissement d'une 
particule solide ou d'une inclusion fluide dans un écoulement en rotation solide correspond quasiment à 
sa vitesse radiale puisque quelle soit la nature de l'inclusion nous m·ons 

où, rappelons le, 

Aussi, précisons bien que dans le référentiel de Koenig Rp, le vecteur èR/'(t) dépend du temps, car nous 
avons: 

è Ri' ~ cos w t è1 + sin w t è2 . 

Enfin, notons que dans le cadre des hypothèses décrites par l'équation (5.1.1), l'écoulement externe est 
régi à l'ordre dominant par l'équation: 

(5.1.2) 

où tous les termes du membre de gauche sont du même ordre de grandeur, à savoir en O(rJ) compara­
tivement aux termes visqueux. Toutefois, jusqu'à présent, nous avons décidé de ne tenir compte dans 
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l'équation (5.1.2) que du terme instationnaire. Ce faisant, nous avons été en mesure de calculer les taux 
de migration et de rotation d'une particule solide, mais aussi d'une particule fluide faiblement visqueuse. 
Dans un premier temps, ces taux de migration et de rotation ont été obtenus en résolvant l'équation de 
mouvement "exacte" de l'inclusion. Dans un deuxième temps, nous avons également montré, à la fin du 
chapitre 4, que parce que le temps caractéristique de variation du terme ëR)t) (à savoir 1/w) est petit 
devant le temps caractéristique de variation du terme Rp(t) (à savoir 1/(Sw)), la dépendance tempo­
relle de ce dernier terme peut légitimement être négligée dans notre étude. Cette dernière hypothèse est 
importante car c'est elle qui nous a permis de calculer les taux de migration et de rotation généralisés 
(4.6.15) et (4.6.16) du chapitre 4, et elle sera faite à nouveau par la suite. 

5.2 Analyse de l'étude de Herran et al. (1975) 

Contrairement à ce que nous avons toujours fait jusqu'à présent dans les chapitres 3 et 4 où nous 
m·ons écrit les équations de l'écoulement induit dans un référentiel dont les axes sont fixes par rapport à 
Ro, nous allons à présent écrire les équations de l\avier-Stokes dans un référentiel que nous appelerons 
n;; (p. ë[' eJ' e3)' toujours centré en p, mais qui admet également un mouwment de rotation autour de 
l'axe e3 (avec la vitesse angulaire w). Dans ce référentiel, nous avons donc les relations de passage: 

e[ = cos w t el + sin w t e2 

et 
e{ = - sin w t el + cos w t e2 . 

Dans un tel référentiel, et dans un cas général, les équations de 1\' avier-Stokes s'écrivent 

Or en introduisant dans cette équation la décomposition de la vitesse 

wi = wr + u'P 
où wr est l'écoulement non perturbé relatif et sachant que par définition il est solution de cette équation, 
l'écoulement induit relatif est alors régi, après simplifications, par 

éJ ~ rl 

~ + (w[0 . ~)wp + (wp. ~)wr + (wp. ~)u!p = _2.~ P 1 + v1li wp- 2w e3 1\ u!p. 
éJt · Pt 

Dans le cas particulier maintenant où l'écoulement non perturbé est un écoulement de rotation solide 
dont la vitesse angulaire coïncide avec la Yitesse de rotation du référentiel tournant, il apparaît alors que 

et finalement, l'équation du mouvement induit s'écrit simplement 

(5.2.1) 

De plus, dans l'étude qui correspond au mouvement libre d'une particule dans un écoulement en rotation 
solide, nous pouvons noter que la condition limite vérifiée par l'écoulement induit est donnée, par exemple 
pour une particule solide, par 

lorsque lxi= a, 

sachant que dans le référentiel en rotation, le vecteur eRp est quasiment constant 
dans le temps puisque la vitesse angulaire de la particule est presque confondue 
avec la vitesse de rotation du cylindre. 
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Ainsi, il apparaît que la seule source d'instationnarité du problème lié au mouvement libre de la 
particule dans l'écoulement est donnée par Rp(t). Celle-ci est donc différente de celle que nous aYions 
dans le référentiel dont les axes étaient fixes. En effet, si maintenant, nous réalisons une étude d'ordre de 
grandeur des différents termes du membre de gauche de l'équation (5.2.1) alors, nous obtenons, pour les 
termes convectifs : 

1 

(1/P ·~)wp 1 ~ 1 (wp ~V)wp 1 ~ 0 (av9r) , 
Vj6wp Vj6wp Vj 

pour l'accélération de Coriolis sur le fluide: 

et enfin, pour le terme instationnaire : 

1 

(}u-:p jot 1 ~ (a2 wÀr) 
~ _o -- =0(17S), 

Vf6wp Vj 
puisque Àr = O(S). 

En ne conservant donc que les termes qui sont en 0(17) dans l'équation (5.2.1), nous voyons que l'écoule­
ment induit relatif est régi par l'équation 

(5.2.2) 

Pour parvenir à cette équation, seuls les termes en O(Re) et en 0(17S) ont été 
négligés et par conséquent, les hypothèses qui sont faites ici sont plus faibles que 
celles qui ont été faites dans les chapitres précédents. 

Dans ce contexte, la force induite qui s'exerce alors sur la particule a été obtenue par Herron et al. 
(1975) à l'aide de la méthode des développements asymptotiques raccordés. Bien que ces derniers n'aient 
considéré que le cas d'une particule solide, la force qu'ils ont obtenue peut être généralisée au cas d'une 
inclusion sphérique quelconque, toujours selon la remarque faite par Legendre et Magnaudet (1997), et 
celle-ci s'écrit dans le référentiel n;: 

avec 
H 5 

Mu= 7 et 

111/{ 
111/.f. 

H 3 
Ml2 = 5 

-M/{ )] 
M/{ 

(5.2.3) 

Notons qu'à l'aide de cette force, la trajectoire peut être calculée par exemple, en intégrant directement 
l'équation de mouvement de la particule dans le référentiel en rotation centré en o, et qui dans ce cas là 
est donnée par 

f "+F centrifuge Coriolis 

ou, et c'est ce que nous allons faire, en réécrivant l'expression de la_iorce f lr obtenue par Herron et 

al. (1975) dans le référentiel fixe du laboratoire. Pour cela, notons P la matrice de passage entre les 

référentiels R 0 et R:;. Étant donné que le tenseur 111 H est antisymétrique, il est simple de montrer (voir 
par exemple Miyazaki, 1995a) que dans ce cas, 

PMHPT=MH, 

et l'équation de mouvement écrite dans le référentiel Ra mais calculée à partir des résultats d'Herran et 
al. (1975) est donnée simplement par 

( 5.2.4) 
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Le tenseur de mobilité .U H calculé dans le référentiel tournant en prenant en compte l'effet de l'accélé­
ration de Coriolis sur l'écoulement lointain peut donc être comparé directement au tenseur de mobilité 

.M obtenu en résolYant le problème instationnaire dans le référentiel non tournant, c'est à dire celui de 
l'équation ( 4.6.3) (page 118, chapitre 4) . Compte tenu du fait que les simplifications qui ont été faites ne 
sont pas strictement identiques dans les deux référentiels, il est normal que les composantes des tenseur 

de mobilité .U H et .U ne soient pas exactement les mêmes. Toutefois, l'écart entre .~1 H et Al est faible, 
principalement en ce qui concerne les composantes diagonales puisque nous avons 

1\11~1 = 5/7 ~ 0.714 et Mn= v'2/2 ~ 0.707, soit 1 %d'écart. 

En ce qui concerne les composantes non diagonales, l'écart est par contre un petit peu plus important 
puisque nous m·ons alors 

M/{ = 3/5 ~ 0.6 et M 12 = -/2/2 ~ 0.707 soit 18 % d'écart. 

Bien entendu, si la force induite qui implique le tenseur de mobilité M H est injectée dans l"équation 
de mouYement de la particule, le calcul des taux de migration et de rotation de la particule est identique 
à celui exposé dans la section 4.6, page 118 du chapitre 4: il faut alors résoudre l'équation de mouYement 
(4.6.4) en prenant soin de remplacer Mn et M 12 par M/f et M/{. Comme le montre l'équation (4.6.5), 
nous voyons que seules les composantes diagonales du tenseur de mobilité interviennent en 0(5312) dans 
le calcul du taux de migration Àr et seules les composantes non diagonales interviennent dans le calcul 
de èP à l'ordre 0(5312). 

& 
17Tl777 

Compte tenu d'une part de l'infime différence qui existe entre les composantes 

diagonales des tenseurs de mobilité 111 H et M, et puisque d'autre part les termes 
en 0(5312 ) sont de toute manière négligeables devant 1 dans l'expression de èP, 

il nous est alors impossible de faire une distinction expérimentale entre les tra­
jectoires prédites par la théorie Herron et al. (1975) et les trajectoires prédites 
par la théorie instationnaire. 

Par exemple, sur les figures 5.1 et 5.2, les taux de migration radiale calculés à l'aide des deux ten­
seurs de mobilité sont représentés (notons qu'ils sont tous deux donnés par l'équation (4.6.5) en posant 
respectivement Mn = v'2/2 et M/f = 5/7.) 
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FIG. 5.1 - Comparaison des taux de migration 
obtenus pour une particule solide (RJ.L = 3). 
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FIG. 5.2 - Comparaison des taux de migration 
obtenus pour une bulle (RJ.L = 2). 
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Ainsi, il semble donc, a priori, que dans notre étude, il y ait une réelle correspon­
dance entre les effets de l'accélération de Coriolis sur l'écoulement induit dans le 
référentiel tournant n; et l'effet du terme instationnaire sur l'écoulement induit 
lorsque les équations sont écrites dans le référentiel Rp. 

Pour mettre en évidence la différence entre les deux approches, il est intéressant de réécrire la force 
induite F 1 donnée par l'équation ( 4.6.3) de la manière suivante 

afin de faire apparaître explicitement le fait que la contribution des termes non diagonaux du tenseur de 

mobilité Jo.1 correspond à une force transversale à la vitesse de glissement. En comparant cette force à 
celle qui serait obtenue avec le tenseur de mobilité d'Herron et al. (1915), il semble donc que les termes 
convectifs qui ont été négligés dans le référentiel fixe n'apportent qu'une contribution sur cette force 
transversale puisque les valeurs de ~Mn et de 111/f sont très proches. Pour tenter d'éclaircir ce point, nous 
effectuons donc le calcul de l'expression de la force hydrodynamique à partir de l'équation de mouvement 
de l'écoulement de perturbation (5.1.2) mais cette fois-ci, sans négliger les termes convectifs (voir annexe 
E.2). De plus, et dans le but de mettre explicitement en évidence la contribution des termes 
instationnaires ct convectifs, nous allons arbitrairement placer un coefficient a: devant le 
terme instationnaire et (3 devant les termes convectifs. Ces coefficients (qui valent 1 en 
toute rigueur) font alors office de "traceurs" et tous calculs faits, nous obtenons: 

(5.2.5) 

et 

(5.2.6) 

Bien entendu, nous pouvons alors vérifier que nous retrouvons les principaux résultats de la littérature 
(voir le tableau 5.1). 

Herron et al. : BBO: Gotoh: 
a:=1 0:=1 a:=O 
8=1 8=0 8=1 

Mn (a:, /3) 5/7 V'i/2 3,;2(19 + 9VS)/28o 
M12(a:,/3) 3/5 V'i/2 3,;2(19- 9J3)/28o 

TAB. 5.1- Comparaison de la solution obten·u.e avec les principaux résultats de la littérature correspondant 
à l'étude de Herran et al (1975), de Gotoh (1990) et l'étude du chapitre 4. 

Clairement, ces résultats montrent que les effets instationnaires se mélangent de manière très complexe 
avec les effets d'inertie ... Pour autant, la prise en compte des termes convectifs ne semble pas modifier 
de manière importante la valeur du coefficient 111n (voir la figure E.2, page 185). Ce résultat mérite de 
faire l'objet d'une analyse plus approfondie, et cela constitue une perspective à ce travail. 

Dans la section suivante, nous nous proposons maintenant d'aborder une étude dans laquelle les 
résultats obtenus par Gotoh (1990) sont valides. 
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5.3 Analyse de l'étude de Gotoh (1990) 

Pour illustrer l'étude réalisée par Gotoh (1990), reprenons l'équation de l'écoulement induit (5.1.2) 
qui rappelons-le, a été écrite dans un référentiel dont les axes sont fixes par rapport au référentiel du 
laboratoire. Dans les chapitres précédents, nous avons choisi de ne tenir compte dans cette équation, que 
du terme instationnaire et par conséquent, nous avons totalement négligé les termes convectifs. Pourtant, 
nous avons vu que ces termes convectifs sont du même ordre de grandeur que le terme instationnaire. Dans 
son étude, Gotoh (1990) a fait en quelque sorte, l'hypothèse inverse, c'est à dire qu'il a choisi de négliger 
le terme instationnaire de l'équation (5.1.2), mais de consen·er les termes convectifs. En employant la 
méthode des développements asymptotiques raccordés, Gotoh est parwnu à calculer l'expression de la 

force qui s'exerce sur la particule dans ce cas là. Le tenseur de mobilité qu'il a obtenu, appelons le !II 0 

peut être généralisé aux inclusions fluides et finalement, la force qui s'exerce sur une inclusion quelconque 
sera donnée sous une forme identique à celle de l'équation ( 4.6.3) (chapitre 4) en remplaçant Nin et M12 

respectiwment par : 

M 0 = 3
J2(19+9J3) 11 280 

et (5.3.1) 

De la même manière, en remplaçant M11 et M12 par MS et M8 dans les équations (4.6.5) et (4.6.6), 
nous obtenons les taux de migration radiale et de rotation qui correspondent à la théorie de Gotoh. Dès 
lors, nous pouvons faire plusieurs remarques. En fait, si le terme en 0(5312 ) de l'équation (4.6.5) obtenu 
avec la théorie de Gotoh est comparé au terme en 0(5312 ) obtenu avec la théorie d'Herron et al. (1975), 
alors nous obtenons 

3 J2(19 + 9 V3)/280 ~ 0 ~3 
5/7 - .( ( 27% d'écart) 

ce qui implique qu'il y a une différence significative entre ces deux valeurs. D'autre part, sur la figure 
5.3, nous voyons que le taux de migration calculé à l'aide de la théorie de Gotoh n'est pas en accord 
avec les expériences que nous avons réalisées, et en particulier, l'écart entre la théorie de Gotoh (1990) 
et l'expérience est supérieur à la taille des barres qui correspondent à nos incertitudes de mesure. 

0.03.------------------,-

'1 M -
---Théorie (4.6.5) avec .U1 ~; = '2~{; (l!J + !h':l) 

+ Expériences 0.025 

0.02 - - - - - - 1_ - - - - - - 1_ - - - - - -
1 

~0.015 

0.01 

--~------~------1 

1 1 

1 

0.01 0.02 0.03 
5 

FIG. 5.3- Comparaison du taux de migration radiale prédit par la théorie de Gotoh {1990) avec l'expé­
rience, pour une particule solide (RJ.L = 3). 

A us si, en ce qui concerne la valeur de la composante 1118, non seulement 1 'écart entre la théorie 
d'Herron et al. (1975) et la théorie de Gotoh (1990) est important, puisque 

3 
J2(l

9 ;1~ V3)/
280 

:::: 0.08 (92 % d'écart). 
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lVIais quand bien même la théorie de Gotoh (1990) n'est pas en bon accord avec nos expériences, 
le tenseur de mobilité qu'il a obtenu n'en est pas faux pour autant. Simplement, lorsqu'une particule 
est libre de tout mouvement dans un écoulement en rotation solide, il n'est pas possible de négliger 
le terme instationnaire dans les équations qui régissent l'écoulement induit. Notons que la différence 
entre les tenseurs de mobilité calculés respectivement par Herran et al. (1975) et Gotoh (1990) a été 
analysée en détail par Miyazaki (1995a). Ce dernier a montré que chacun des deux tenseurs de mobilité 
est correct à condition que les équations qui régissent l'écoulement induit soient bien quasi-stationnaires 
dans le référentiel où ils ont été calculés. Le fait que ces deux tenseurs de mobilité ne soient pas identiques 
implique donc simplement qu'il n'existe pas de situation physique où l'écoulement induit par le mouvement 
horizontal de la particule est décrit simultanément par des équations quasi-stationnaires dans les deux 
repères à la fois. Aussi notre expérience en est-elle une parfaite illustration. 

En réalité, la seule situation qui puisse être décrite par des équations stationnaires dans les deux 
référentiels à la fois correspond au problème de Childress (1964), c'est à dire, lorsque la particule se 
déplace à vitesse constante le long de l'axe de la rotation. Si dans cette section nous avions également 
considéré le mom·ement vertical de la particule, nous aurions vu que les composantes .~13~ et 111/{ des 
tenseurs obtenus par Herron et al. (1975) et Gotoh (1990) coïncident (voir section 1.4.3, page 29 du 
chapitre 1). 

Dans la section suivante, nous nous proposons de montrer une situation dans laquelle le tenseur de 
mobilité de Gotoh (1990) s'applique. 

5.4 Illustration aux travers de l'exemple de la centrifugeuse ho­
rizontale 

Cette étude concerne le mouvement d'une petite inclusion fluide dans un écoulement en rotation 
solide horizontal. Ainsi, contrairement à ce qui a été fait jusqu'à présent, l'axe de rotation est maintenant 
perpendiculaire à l'accélération de la pesanteur, comme le montre le schéma de la figure 5.4. De plus, et 
conformément aux hypothèses faites par Gotoh (1990), nous allons supposer que 

(
a

2 w) 112 
aV9 - »-. 

1/j 1/j 

' 
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' ' 
,' 
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' _____________ ........ 

Inclusion fluide 

' ' 

FIG. 5.4- Schéma d'illustration de l'étude. 

Dans une telle situation, la première constatation qu'il est possible de faire est que le mouvement de 
l'inclusion est complètement contenu dans le plan ( o, ê1 , ê2). Par ailleurs, à condition que la particule soit 
plus légère que le fluide environnant, il existe une position d'équilibre décentrée à laquelle nous allons 
maintenant nous intéresser. 
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5.4.1 Discussion sur la position d'équilibre de l'inclusion 

Sans même résoudre l'équation de mouvement de la particule, la position d'équilibre de l'inclusion peut 
être obtenue en recherchant le lieu où la somme des forces qui s'exercent sur l'inclusion et qui possèdent 
une composante 11 stationnaire 11 s'annule. En passant, nous pouvons remarquer que si nous adoptons dans 
l'équation de mouwment de l'inclusion, l'expression de la force de masse ajoutée d'Autan (1987), alors 
cette dernière a une composante stationnaire non nulle (voir par exemple la discussion proposée page 97 
du chapitre 3), alors que si nous choisissons l'expression obtenue par exemple dans l'équation BBO, alors 
elle n'en a pas! En fait, précisons tout de suite que compte tenu des hypothèses que nous avons faites ici, 
cela n'a aucune conséquence car de toute façon, la contribution de la force de masse ajoutée sur la position 
d'équilibre de l'inclusion sera en 0(52

) et de ce fait, elle est négligeable. Il en va de même pour le gradient 
de pression de l'écoulement non perturbé et finalement cette position d'équilibre pourra être obtenue en 
écrivant simplement que la force de traînée qui s'exerce sur l'inclusion compense la force de flottabilité. 
Or justement, c'est là qu'intervient le tenseur de mobilité de Gotoh. En effet, si l'inclusion a atteint 
une position d'équilibre, alors les équations qui régissent l'écoulement induit dégénèrent et deviennent 
stationnaires, dans le référentiel du laboratoire. Dans cette situation, les hypothèses faites par Gotoh sont 
vérifiées et les résultats qu'il a obtenus s'appliquent. Ainsi, nous pouvons écrire que lorsque la particule 
atteint cette position, nous avons d'une part \lv = 0 et d'autre part 

(5.4.1) 

où les composantes ldS et M8 sont données par l'équation (5.3.1). 
Pour garder des notations homogènes par rapport aux chapitres précédents, nous allons normaliser, 

dans l'équation (5.4.1), les longueurs qui correspondent aux coordonnées de Xv par une certaine longueur 
arbitraire R, et les vitesses par Rw. Ainsi, nous ferons apparaître les nombres sans dimension 

Rw 
et Fr=-. 

g 

que nous m·ions déjà défini. :\otons que dans cette étude nous avons posé g = -gê2 (voir figure 5.4) et 
la vitesse normalisée est donnée par 

Compte tenu de cela, l'équation (5.4.1) peut être réécrite de la manière suivante: 

-M8 )]·( -Yv )=65(1-1) _ 
]11 c v n F ez · 

, 12 ·'\,v ''-11 r 
( 5.4.2) 

Pour résoudre cette équation, il est pratique d'introduire à nouveau la variable complexe Z = Xv+ i }~, 
dans l'équation (5.4.2) et finalement, celle-ci devient 

Posons 

Zeq = Xeq + i Y.,q , 

la solution de cette équation, qui dans ce cas s'obtient simplement: 

Position d' 
équilibre de 
l'inclusion 

65(1 -1) ( 1 - n 51j2Mc) + 0(5 2) 
R~"Fr ~ ' 

Effets d'inertie 

(5.4.3) 
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A présent, nous pouvons analyser les effets d'inertie induits par les termes convectifs sur la position 
d'équilibre de l'inclusion. Tout d'abord, nous pouvons voir que si nous développons les expressions de Xeq 
et de Y;,q, la contribution "nette" des effets d'inertie ne dépend pas de la nature de l'inclusion puisque les 
termes RJ.L se simplifient. Nous avions déjà fait une remarque similaire en ce qui concernait la contribution 
nette des effets du terme instationnaire sur les taux de migration et de rotation d'une inclusion fluide. 

Ensuite, nous pouvons voir, en ce qui concerne l'abscisse de la position d'équilibre (i.e. Xeq), que les 
effets d'inertie ont tendance a rapprocher l'inclusion du centre de la rotation, puisque .~18 > O. Cela se 
comprend bien, puisque les effets d'inertie augmentent la traînée exercée par le fluide sur l'inclusion, et 
comme la force de flottabilité est quant à elle, constante alors l'équilibre est atteint pour une valeur de 
Xeq inférieure à celle qui serait obtenue sans prendre en compte les termes convectifs. 

En ce qui concerne maintenant l'ordonnée de la position d'équilibre et puisque .~18 > 0, nous voyons 
que 1~q > O. Cela s'explique donc du fait de l'existence d'une force transversale à la vitesse de glissement 
de l'inclusion. Aussi, l'inclusion est située au dessus du plan médian perpendiculaire à l'accélération de la 
pesanteur et passant par le centre de la rotation. Notons que ce résultat est alors contraire à celui obtenu 
par Coimbra et Kobayashi (2002) puisque ces derniers ont introduit dans leur équation de mouvement 
de la particule, la force de portance de Saffman qui est de signe opposé à la force de portance obtenue 
par Gotoh (1990). En outre, la force de portance qu'ils ont utilisée est près de 6 fois plus importante que 
celle prédite par Gotoh ... 

Pour terminer cette partie consacrée à la position d'équilibre, nous pouvons faire diverses remarques. 
La première est que la position d'équilibre est stable pour tout î' < 1, et instable si Î > 1, ce qui est 
évident puisque la particule est alors expulsée du centre de la rotation. Une autre remarque est que pour 

que le tenseur de mobilité de Gotoh s'applique, il faut par hypothèse que (a2 wjv1)
112 » aV9 jv1 . Or 

lorsque la particule a atteint sa position d'équilibre, le nombre de Reynolds Re est donné à l'ordre de 
grandeur dominant par 

Re= (Rw Xeq) a 
Vj 

ce qui nous conduit à écrire que la position d'équilibre qui est obtenue ici est correctement estimée à 
condition que la relation 

(
a 2 w) 112 

2a3 (1-1)g -- » 2 
VJ 3RJ.Lvf 

soit vérifiée. Enfin notons que même à grand nombre de Reynolds, il existe une position d'équilibre (voir 
par exemple la thèse de Naciri, 1992). 

5.4.2 Discussion sur le mouvement de la particule avant d'atteindre sa posi­
tion d'équilibre 

Dans la section précédente, nous nous sommes intéressés à la position d'équilibre de l'inclusion dans 
l'écoulement horizontal. Nous allons maintenant dire quelques mots sur la manière dont la particule se 
rapproche de cette position et nous allons voir que ce problème est en fait assez complexe. En effet, 
lorsque la particule atteint sa position d'équilibre, il n'y aucune ambiguïté quant au fait que les équations 
qui régissent l'écoulement induit deviennent stationnaires, et donc sur le fait que le tenseur de mobilité 
de Gotoh (1990) s'applique. Au passage, et bien que cela soit évident, notons que lorsque la particule a 
atteint sa position d'équilibre dans le référentiel fixe du laboratoire, alors dans le référentiel qui tourne 
à la même vitesse que le fluide, la condition limite vérifié par l'écoulement induit est bien instationnaire 
et le tenseur de mobilité obtenu par Herron et al. (1975) ne s'applique donc pas. Par contre, lorsqu'une 
inclusion est relâchée depuis un point situé à une certaine distance de sa position d'équilibre, alors le temps 
que met la particule pour rejoindre sa position d'équilibre est très grand, et pendant ce laps de temps, son 
mouvement est alors instationnaire dans les deux référentiels à la fois. En toute rigueur, la trajectoire de 
la particule pourrait être calculée numériquement à partir des résultats de Miyazaki (1995a), ou encore 
être estimée en calculant la solution exacte de l'équation de mouvement de la particule dans le cadre 
des écoulements rampants instationnaires ... Précisons que la résolution de l'équation de mouvement de 
la particule avec force d'histoire peut se faire à l'aide des transformées de Laplace de la même manière 
que ce qui a été fait dans les chapitres précédents, mais nous ne le ferons pas ici. 



132 Effets d'instationnarité et effets de l'accélération de Coriolis 

Revenons plutôt sur l'étude réalisée par Coimbra et Kobayashi (2002) (écoulement en rotation solide 
horizontal mais avec une particule solide légère). Comme nous l'm·ons déjà fait remarquer, pour tenter 
de prendre en compte les effets d'inertie sur le mom·ement de la particule, ces derniers ont introduit 
dans l'équation de mouvement de la sphère, une force de portance semblable à celle de Saffman (1965). 
Toutefois, parce que le problème est aussi instationnaire, ils ont également pris en compte un terme 
d'histoire de la force de portance ... Ainsi, ils proposent donc une équation de mouvement de la particule, 
qui se veut très générale - à condition que la vorticité de l'écoulement non perturbé soit constante - et 
qui consiste à introduire, en plus de toutes les forces habituelles 1 , l'expression suivante: 

où C8 = 6.46 est la constante de Saffman (voir section 1.4.2, page 26 du chapitre 1) et où 

~ ~ ~ 0 
( = \7 1\ vf ( vorticité constante) . 

A la fin de la partie 5.4.1, nous avons déjà noté que la force de portance de Saffman (1965), qui a été 
calculée clans le cadre des écoulements cisaillés, surestime assez nettement la force transversale qui s'exerce 
sur la particule si celle-ci est employée telle quelle dans le cadre de la rotation solide. l\1ais de plus, même 
clans le cadre des écoulements cisaillés, l'expression qui est proposée par Coimbra et Kobayashi (2002) 
présente certaines inconsistances physiques. En effet, imaginons par exemple une particule qui se meut 
parallèlement aux lignes de courant dans un écoulement de Couette et dont la vitesse de glissement est 
telle que !V9 (t)l ex: H(t) où H(t) est la fonction d'Heaviside. Alors, la force de portance proposée par 
Coimbra et Kobayashi (2002) à t = 0 est initialement infinie, et relaxe ensuite vers la force stationnaire 
de Saffman (1965), tout en restant toujours supérieure à sa valeur. Cela est en contradiction par exemple 
avec les résultats numériques de Legendre et Magnaudet (1998) et de toute manière, physiquement, nous 
voyons bien que tant que la perturbation générée par la particule n'a pas diffusé dans tout le domaine 
fluide, la force de portance subie par la particule doit être inférieure à celle prédite par Saffman, et celle-ci 
doit mettre un certain temps avant d'atteindre sa valeur stationnaire. Ce dernier point a motivé une étude 
plus approfondie qui est présentée clans le chapitre 6 et qui est complémentaire à ce tranil de thèse. 

5.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons comparé les résultats obtenus par Herron et al. (19ï5) à ceux que 
nous avions obtenus précédemment, dans les chapitre 3 et 4, pour prédire la migration de la particule. 
Nous avons noté que l'approche cl'Herron et al. pouvait être généralisée aux cas des inclusions fluides 
et permettait de calculer, avec plus de précision, la valeur de la force qui s'exerce sur la particule. 
La comparaison montre que les résultats obtenus indépendamment clans les deux référentiels sont très 
proches. 

Dans un deuxième temps, nous avons discuté des résultats de Gotoh (1990) et nous avons montré que 
ces derniers ne pouvaient pas être appliqués pour prédire correctement la migration de la particule clans 
un écoulement en rotation solide, et cela à cause de l'instationnarité elu problème (en quelque sorte, notre 
expérience est une illustration de l'étude de Mi?azaki, 1995a). 

Enfin, nous avons ensuite présenté une étude où les résultats de Gotoh (1990) pom·aient être appli­
qués et qui concerne la détermination de la position d'équilibre dans un écoulement en rotation solide 
horizontal. 

1. gradient de pression de l'écoulement non perturbé, flottabilité, traînée, masse ajoutée et histoire 



Chapitre 6 

Tl1èn1e de recl1ercl1e co1npléine11taire · 
Expressio11 te1nporelle de la force de 
porta11ce de Saff1na11 (1965) 

6.1 Introduction 

133 

Dans cette étude, nous nous proposons d'obtenir une expression temporelle de la. force de portance 
de Saffman (1965) à partir de l'expression fréquentielle de la. force proposée par Asmolov et McLaughlin 
dans leur étude intitulée "The inertiallift on an oscillating sphere in a linear shear flow" et publiée dans 
Int. journal of multiphase fiow {1999). En effet, puisque le problème qu'ils ont traité est linéaire, les 
résultats qu'ils ont obtenus peuyent a priori être utilisés pour obtenir l'expression de la. force de portance 
lorsque la particule se déplace avec une Yitesse arbitraire. Mais compte tenu de la complexité analytique 
de l'expression fréquentielle de la. force qu'ils ont obtenue, celle-ci ne permet pas d'obtenir une expression 
temporelle explicite. On peut cependant y parvenir moyennant quelques simplifications. C'est ce que nous 
proposons de faire dans ce chapitre. Dans un premier temps, nous sommes donc amenés à décrire l'étude 
qu'ils ont réalisée. 

6.2 Analyse de l'étude réalisée par Asmolov et McLaughlin 

f}/ = GXe3 

'--------;/ 

~---.,7 ft 

FIG. 6.1- Configuration de l'étude de Asmolov et McLav.ghlin {1999) 

Dans l'objectif de généraliser l'étude de Sa.ffman (1965) au cas d'une sphère solide qui se déplace avec 
une vitesse qui dépend du temps, Asmolov et McLaughlin ont considéré un écoulement cisaillé qui est 
représenté sur le schéma de la. figure 6.1. Cet écoulement, lorsqu'il n'est pas perturbé, s'écrit, dans le 
référentiel du laboratoire Ra et avec les mêmes notations que celles employées dans le chapitre 1 : 
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où G est alors le taux de cisaillement de l'écoulement. La particule est bien entendu supposée sphérique 
(de rayon a), et elle est localisée dans 1?0 à l'aide du Yecteur 

Précisons que dans toute cette étude, la particule n'est susceptible de se déplacer que suiYant l'axe e3 ce 
qui implique que Xp est une constante, et comme hypothèses supplémentaires, Asmolov et l\icLaughlin 
ont posé que 

(
a

2 G) 112 
aV 1 » -- » __f!_ 0 

Vj Vj 
(6.2.1) 

De ce fait, nous pom·ons dores et déjà noter que si la Yitesse de la particule est stationnaire dans 1?0 , 

c'est à dire si 
dXv(t) = dZv(t) e = 0. 

dt dt 3 
' 

alors cette étude deYient strictement identique à celle considérée par Saffman (1965) (voir page 27 du 
chapitre 1). Dans l'étude d'Asmolov et 1\icLaughlin, la particule se déplace ayec une vitesse telle que 

En reprenant le formalisme que nous avons utilisé tout au long de la thèse, c'est à dire en posant 

l'équation de mouvement de l'écoulement induit, exprimé dans le référentiel de Koenig Rp lié à la particule 
dans ce problème s'écrit alors 

(6.2.2) 

et elle est alors associée à la condition limite 

wj =A· x+ Uw exp( -iw t) e3 lorsque lxi= a. 

Dans leur étude, les auteurs ont choisi de s'intéresser uniquement à la composante suiYant el de la force 
exercée par l'écoulement sur la particule, et ils ont posé: 

f>I · e1 = Fw exp(-iwt). 

Ainsi, après avoir introduit, dans leurs équations, la pulsation normalisée 

les auteurs ont calculé l'expression de Fw à l'aide de la méthode des dé\'eloppements asymptotiques 
raccordées. De ce fait, et d'ailleurs comme le souligne les auteurs eux-mêmes, il convient de faire la 
remarque suivante : 

ffi 
17Tlf!7 

Compte tenu des hypothèses qu'il est nécessaire de faire pour pouvoir appliquer 
la méthode des développements asymptotiques raccordés, le calcul de Fw n'est 
rigoureusement valable que si 

Tous calculs faits, les auteurs ont obtenu (équation (24) de leur papier, en posant J(D) = 2J(D)): 

(6.2.3) 
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où la fonction J(D) est une fonction complexe telle que 

J(D) ---> 2.254 + 3.894D i lorsque D « 1 , (6.2.4) 

et 

J(D) ---> 
7

7T

2 

(
1 + i) lorsque D » 1 (sachant que · D « a~.f0 ) . 

60 v'2TI 
(6.2.5) 

l\otons que la Yaleur de J(D) lorsque D ---> 0 et qui est alors donnée par l'équation (6.2.4) est conforme 
au résultat de Saffman (1965). Hormis ces deux comportements asymptotiques établis analytiquement 
pour J(D), Asmolov et l\1cLaughlin ont aussi calculé numériquement différentes Yaleurs de J(D) pour des 
nleurs intermédiaires de D. Ils ont alors exprimé J(D) sous la forme de deux fonctions d'interpolations 

(6.2.6) 

et 

(6.2.7) 

faisant intervenir en tout 18 coefficients (9 pour la partie réelle de J(D), et 8 pour sa partie imaginaire). 
Les Yaleurs de ces coefficients sont repris dans le tableau 6.1. 

3t (J(D)) 

ao = 2.254 
a1 = 4.528 

az = -2.378 
03 = -0.648 

a4 = 2.079 
as = 2.009 
a6 = 4.048 

a7 = -3.545 
as= 2.554 

'S (J(D)) 

ba= 0 
bl = 3.378 
bz = 1.391 

b3 = -0.575 
b4 = 1.139 
bs = 0.523 
b6 = 5.199 

b7 = -1.396 
bs = 1.399 

TAB. 6.1 - Valeurs des coefficients intervenant dans les deux fonctions d'interpolations de J(D) (voir 
dans Asmolov f3 McLaughlin 1999) 

A présent, définissons les transformées et transformées inverses de Fourier suiyantes 

Fw = { F(t)exp(iwt)dt et F(t) = -
1 

{ Fwexp(-iwt)dw. 
J~ 21T}~ 

Puisque le problème considéré par Asmolov et McLaughlin est linéaire, si Fw correspond à la force de 
portance qui s'exerce sur la particule lorsque cette dernière vérifie une condition limite harmonique, alors 
l'expression de la force de portance qui s'exerce sur la particule lorsque son mouvement est arbitraire sera 
donnée (voir par exemple Landau et Lifchitz, 1989) par 

F=~ { Fwexp(-iwt)dw=:F- 1 (Fw), 
27T J~ 

(6.2.8) 

et en particulier dans ce problème Fw est donnée par l'équation (6.2.3). Toutefois, pour pouvoir calculer 
l'expression de l'équation (6.2.8) il se présente deux problèmes, que nous allons maintenant détailler. 

Le premier problème est que pour pouvoir calculer l'expression de la fonction J(D), et à cause de 
la méthode employée, les auteurs ont posé que D « VJ/(a2 G). Dans ce problème, et comme le montre 
l'équation (6.2.1), il se trouve que : 
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ce qui implique que la pulsation normalisée D peut être très grande devant l'unité, mais elle est, en 
toute rigueur, bornée. Aussi, lorsque D » 1, les auteurs ont montré que J(D) était donnée par l'équation 
(6.2.5). Pour pouvoir calculer l'expression (6.2.8), nous sommes donc amenés à supposer que l'expression 
(6.2.5) reste valable pour tout D » 1 et cela sans restriction. Ainsi, nous poserons 

J(") ' 7 r.
2

(1 + i) " ~ lorsque n » 1 et cela, quelle que soit !1. 
60 V2TI 

(6.2.9) 

Notons que cette hypothèse ne sera pas sans conséquence par la suite. En effet, 
ne connaissant pas l'expression exacte de Fu) pour les très grandes fréquences 
d'oscillation, l'expression temporelle de la force de portance que nous obtien­
drons lorsque la particule se déplace avec une vitesse arbitraire ne sera pas, en 
toute rigueur valable pour des temps de l'ordre de ( a2 / J/ i). Dans la suite, lorsque 
nous parlerons de temps courts, nous parlerons de temps petits devant 1/G, mais 
tout de même grands devant (a2 /vi). 

Le second problème que nous rencontrons pour pouvoir calculer la transformée de Fourier inverse 
de Fv.) est que compte tenu de leurs expressions analytiques, les fonctions d'interpolations (6.2) et (6.3) 
n'admettent pas, à notre connaissance, de transformée de Fourier inverse. Dans la suite, nous serons 
donc amenés à réécrire ces fonctions d'interpolations, mais sous une forme différente de sorte que celles-ci 
admettent non seulement une transformée de Fourier inverse analytique, mais aussi, réelle. 

6.2.1 La force de portance au premier ordre 

Comportement temporel attendu de la force de portance 

En nous appuyant sur les hypothèses qui ont été décrites dans la section précédente, nous allons à 
présent tenter de mettre en évidence le comportement temporel asymptotique de la force de portance, 
c'est à dire aux temps courts et aux temps longs. Tout d'abord, en écrivant que l'expression temporelle 
de la force de portance aux temps courts doit correspondre à la transformée de Fourier inverse de Fw 
quand D » 1, et en utilisant la relation (6.2.9), alors nous avons 

1 1 (1+i) F)(t) "'"Al:;:- (Uw) * :;:- VW pour t--) 0, 

où le symbole* correspond au produit de convolution (dans l'espace temporel) et où 

A 21r.(V.f)l/2 2G 
1 = -- - Pia · 

20 2 

(l\otons que le coefficient A1 a été introduit uniquement dans le but d'alléger les écritures.) Sachant que 

et que 

:;:-1 ( 1 + i) = V2 . 
y'W v;t. 

(voir par exemple Landau et Lifchitz (1989) ou l'annexe A.3), nous avons finalement, 

(6.2.10) 

Ce résultat suggère donc que si l'expression de la force de portance instationnaire est de la forme 
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alors, nous denions aYoir 
1 

Kt ( t) ---> 
17 

pour t ---> 0 . 
yt 

l\otons que nous avons supposé que pour les instants t < 0 la Yitesse de glissement était nulle (d'où la 
borne inférieure de l'intégrale temporelle). 

Afin maintenant de mettre en évidence le comportement aux temps longs de la force de portance, 
supposons maintenant que la vitesse de glissement 119 deYienne constante. La force de portance doit donc 
tendre Yers sa valeur stationnaire, \'aleur qui n'est rien d'autre que la force de portance de Saffman (1965) 
(plus le Corrigendum 1968) c'est à dire que nous de\Tions avoir, 

. J211q 1t , ( ) 9 2 1/2 lnn A 1 r-;;. l\t t-T dT= -pia (G VJ) 2.254119 . 
t~x y7f 0 Ti 

A nouveau, introduisons pour simplifier les écritures le coefficient 

A2 = ~pfa2 (Gv1 ) 1 1 2 2.254, 
Ti 

et en résumé, l'expression du noyau temporel qui est recherché doit satisfaire les deux conditions suivantes: 

Kt ( t) = ~ lorsque t ---> 0 (6.2.11) 

et 

l x r ( ) A2fo 
At T dT=~= constante. 

o A1v2 
(6.2.12) 

Il existe plusieurs expressions analytiques pour K 1(t) qui satisfont ces deux conditions et notamment 
les fonctions du type 

(6.2.13) 

à condition que f(O) = 1, et que j(T) décroisse plus rapidement que 1/JT. En particulier, les fonctions 

exp( -a:n T") 
Kz(T) = JT avec nE JR+ / {0} 

et où 0'11 est une constante, peuvent satisfaire les deux conditions (6.2.11) et (6.2.12). Compte tenu de 
(6.2.12), nous avons alors pour un n donné, 

(6.2.14) 

Pour des raisons de simplicité, nous allons maintenant nous intéresser naïvement, au cas n = 1, à savoir 

Il est trivial de voir que cette expression satisfait bien la condition temps courts (6.2.11). De plus sachant 
que f(l/2) = fo, il apparaît alors, compte tenu de la valeur de A 1 et A2 , que 

a: 1 = 2 ( ~:) 
2 

;::::: ~ (en toute rigueur a: 1 ;::::: 0.26096 G) . 

En première approximation, nous avons donc l'expression de la force de portance suivante: 

La force de portance 
au premier ordre 
en posant n = 1 

_ A2 (G) l/21t e-G(t-T)/4 
Ft(t)-- - ~ Fg(T) dT. 

2 Ti 0 t-T 
(6.2.15) 



138 Expression temporelle de la force de portance de Saffman (1965) 

Afin de tester la Yalidité de cette expression, calculons maintenant sa transformée de Fourier. l\'ous 
obtenons alors, tous calculs faits, 

:F (F (t)) = ~ a2(G v )1/2 U 2.254 1 1/1 f "'y'l- 4H1 

Posons maintenant 
2.254 

Jo(D) = --c==~ 
y'1- 4H1 

et comparons sur les figures 6.2 et 6.3 cette expression aux résultats obtenus par AsmoloY et :'dcLaughlin 
pour J(D), qui ici sont donnés par les équations (6.2.6) et (6.2.7). 
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FIG. 6.3 - Comparaison entre 8' (J(D)) et 
8' (Jo(D)) en fonction de D 

Il apparaît clairement qu'avec cette seule expression de Jo(D), nous retrouvons une très grande partie 
de la fonction J(D). Précisons de plus que l'expression de J0 (D) est très simple, et pour l'obtenir, nous 
n'avons eu à caler qu'un seul coefficient (à savoir o:1). 

6.2.2 Calcul de la force de portance à l'ordre suivant 

Dans la partie précédente, nous avons obtenu une expression simple pour la force de portance, et qui 
plus est, cette expression satisfait bien les comportements requis pour cette force aux temps courts et 
aux temps longs. Aussi, l'expression J 0 (D) est déjà assez proche des résultats obtenus par Asmolov et 
McLaughlin. Dans cette section, nous allons tenter de calculer une expression plus fine de la force de 
portance et pour cela, nous allons donc nous intéresser à l'expression 

J(D) - Jo(D) . 

Notons que l'évolution de ~(J(D)- Jo(D)) en fonction de D est représentée sur la figure 6.4, et celle de 
8'(J(D)- Jo(D)), sur la figure 6.6. 

Au vu de ces résultats, il apparaît alors que pour obtenir une expression approchée de la fonction 
J(D) - Jo(D), il est possible d'utiliser des fonctions Gaussiennes de type 

qui admettent, non seulement une transformée de Fourier inverse analytique, mais une transformée inverse 
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réelle. :'\ous proposons donc d'approcher la fonction J(!1) - J0 (!1) à l'aide d'une fonction du type 

k=m 

Jl(D) = L 
k=O 

Partie réelle pure Partie imaginaire pure 

sachant que 

F-
1 

[ -C2k+1 ( ~:) Uw exp ( -C2k+2 ( ~:))] 
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et que 

F-
1 

[ -Dn·H i; Uw exp ( -D2k+Z ( ~:))] = 
2 

;
2
;;

2

1
k+Z di;?) Hxp (- 4 ~~:J . 

Ainsi, nous pourrons alors obtenir l'expression temporelle de la force de portance corrigée à un ordre 
supérieur, et celle-ci sera donnée par: 

A2. { j·t 2.2.54 (G) l/2 
exp(-G(t-T)/4 ) 

Fz(t) =
2 2 ~ 4 -

2
- - -j'f=1- V9(T)dT+ 

.o 0 n -T 

(6.2.16) 

A titre d'illustration, nous avons posé m = 1 dans l'équation (6.2.16), c'est à dire k = {0; 1} et nous 
avons calculé les coefficients C2k+l, C2k+ 2 , D2~;+ 1 et D2~;+ 2 à l'aide d'une méthode de minimisation de la 
somme des différences. Les Yaleurs des coefficients ainsi obtenues sont reportées dans le tableau 6.2. Les 
figures 6.4 et 6.6 permettent de voir que l'approche qui consiste à décomposer J 1 (D) en une somme de 
fonctions gaussiennes n'est pas trop mauyaise. En effet, nous Yoyons qu'à l'aide de cette approximation, 
en traçant J0 (D) + h(D), J(D) est quasiment reconstituée dans son intégralité, comme le montre les 
figures 6.5 et 6.7. Dès lors, nous allons nous satisfaire de ces simples corrections d'ordre 1, sans aller 
chercher d'autres termes correctifs. Nous considérerons donc que la force de portance instationnaire sera 
bien décrite par l'équation (6.2.16) en posant m = 1. 

~(J(D)) 

c1 = -3.6256 
c2 = 6.8644 
c3 = -0.3130 
c4 = 1.4345 

'S (J(D)) 

D1 = l.Oï13 
D2 = 14.145 
D3 = -0.1102 
D4 = 0.2256 

TAB. 6.2- Valeurs des coefficients intervenant dans l'équation {6.2.16) et obtenus numériquement. 

6.3 Test de la force de portance instationnaire 

Dans cette section, nous allons maintenant tester l'expression obtenue pour la force de portance 
instationnaire. Pour cela, nous allons imposer à la Yitesse de glissement de vérifier 

V9 = V9 H(t), 

où H(t) est la fonction d'Heaviside. A l'aide de l'équation (6.2.16) nous obtenons 

erf( ~) 
C1 G t ( G

2 
t

2
) C3 G t ( G

2 
t

2
) 

2.254 c2 4 ,fifC2 exp - 4 c2 - 2.254 c4 4 ~ exp - 4 c4 (6.3.1) 

+ Dl exp (- G2 t2) + D3 exp (- G2 t2) . 
2vn Dz 2.254 4 D2 2vn D4 2.254 4 D4 

Pour mémoire, A2 V9 correspond à la valeur de la force de portance stationnaire de Saffman. Sur la figure 
6.8, nous voyons donc comment évolue dans le temps la force de portance. Nous voyons que l'échelle de 
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FIG. 6.8 - Evolution temporelle de la force de portance (normalisée par la valeur de la force de Saffman) 
correspondant à une accélération impulsionnelle de la particule. 

temps caractéristique pour que la force de portance adopte sa forme stationnaire est proportionnelle à 
1/G, ce qui correspond au temps qu'il faut pour que la vorticité générée par la particule diffuse jusqu'à la 
région où les termes convectifs deviennent, dans les équations qui régissent l'écoulement induit, du même 
ordre de grandeur que les termes visqueux. 

6.4 Recherche d'une expression plus compacte pour le noyau 

Dans cette dernière partie, rappelons qu'à la fin de la partie 6.2.1, nous avons vu que tous les noyaux 
temporels donnés par l'équation (6.2.13) impliquant la constante O:n (6.2.14) pouvaient satisfaire les 
conditions imposées, aux temps courts et aux temps longs, à la force instationnaire de portance. Dans ce 
qui a été fait précédemment, et dans un souci de simplicité, nous avons posé n = 1, et nous avons constaté 
que les résultats obtenus étaient déjà assez proches de ceux de Asmolov et McLaughlin (1999). Toutefois, 
nous aurions pu choisir de prendre n'importe quelle autre valeur pour n. L'inconvénient est que dans ce cas 
là, bien que la transformée de Fourier du noyau K1(t) avec n quelconque existe, son expression analytique 
est très compliquée 1 et même avec un logiciel de calcul formel (par exemple Mapple ou Mathematica) il 
est alors bien difficile de comparer le spectre ainsi obtenu à J(rl) pour tout rl, comme nous l'avons fait 
dans le cas n = 1. Dans la suite, nous nous proposons de tester tout de même ces autres noyaux mais 
cette fois-ci, dans l'espace temporel et à l'aide du résultat donné par l'équation (6.3.1). 

Ainsi, reprenons l'expression 

(6.4.1) 

et plaçons nous à nouveau dans la même situation que dans le problème précédent (i.e. V9 (t) = V9 H(t)) 
de sorte que 

_!j_ = A1 J2 t exp( -O:n (t- T)n) dT. 
A2 V9 A2 fi Jo ~ (6.4.2) 

En faisant varier net en comparant l'équation (6.4.2) à l'équation (6.3.1), il se trouve que c'est pour 
n = 3/2, que nous obtenons les meilleurs résultats (voir la figure 6.9). 

Une des perspectives de ce travail sera donc de faire une étude phénoménologique pour tenter de 
mettre en évidence les raisons physiques de cette relaxation en exp( -t312

) du noyau de la force de 

1. elle est donnée sous la forme d'une somme infinie impliquant la fonction r() d'Euler, 
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FIG. 6.9- Comparaison de l'évolution temporelle de la force de portance calculée. 

portance instationnaire, et pour cela, nous disposons de quelques pistes. En effet, sachant que a:3; 2 a 

la même dimension physique que G312 , puisque le groupement o 3; 2 t312 est, lui, sans dimension, nous 
pom·ons toujours écrire que 

3/2 Gt ylvj1 
a:3/2 t ex ~' 

v VJ/ G 

ce qui fait apparaître explicitement le rapport entre deux longueurs. l\ous sommes familiers avec la 
longueur traduite par le dénominateur, puisqu'il s'agit de d,P c'est à dire la distance à laquelle les effets 
de cisaillement deviennent du même ordre de grandeur que les termes Yisqueux dans les équations qui 
régissent l'écoulement induit. En ce qui concerne la longueur traduite par le numérateur, il s'agit justement 
d'une longueur caractéristique de diffusion d'une perturbation - d'où la partie en foi1 - advecté par 
un écoulement cisaillé (voir Rhines et Young, 1983). Il semble donc assez naturel que le processus de 
relaxation de la force de portance instationnaire dépende du rapport de ces deux longueurs. 

6.5 Conclusion 

Au cours de cette étude, nous avons tenté d'obtenir une expression temporelle de la force de portance 
de Saffman qui s'exerce sur une particule solide qui évolue dans un écoulement cisaillé. Moyennant 
certaines hypothèses, nous sommes parvenus à calculer cette expression qui est alors donnée par l'équation 
(6.2.16) et dont le spectre (dans l'espace fréquentiel de Fourier) correspond à celui calculé par Asmolov 
et l\1cLaughlin ( 1999). 

Dans un deuxième temps, nous avons analysé l'évolution de la force de portance qui correspond à une 
accélération impulsionnelle de la sphère. Celle-ci est donnée par l'équation (6.3.1) et nous avons utilisé 
ce résultat afin de déterminer une expression approchée mais plus compacte du noyau Kt(t) de la force. 
Celui-ci est donné par l'équation (6.2.13) en posant n = 3/2 et où la constante a:3; 2 donnée par l'équation 
(6.2.14). 
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Cot1clusion gé11érale 

Récapitulatif des résultats obtenus 

chapitre 1 

Dans ce premier chapitre, nous avons passé en revue les principaux résultats de littératures concernant 
la force qui s'exerce sur une particule solide et une inclusion fluide qui se déplace dans un écoulement 
à faibles nombres de Reynolds. Aussi nous avons choisi de présenter ces résultats après avoir introduit, 
dans les équations de l'lavier-Stokes, la décomposition de la vitesse en terme d'écoulement non perturbé 
et d'écoulement induit. Pour les particules solides (partie 1) et ainsi que pour les inclusions fluides (partie 
2), nous nous sommes tout d'abord intéressés aux solutions des équations de Stokes stationnaires, avant 
d'aborder les situations physiques plus complexes où nous avons montré quelle pouvait être la contribution 
de l'instationnarité, des effets d'inertie et des effets de paroi sur la dynamique de la particule. Notons 
que la partie 1 et la partie 2 du chapitre 1 ont été volontairement rédigées en respectant une certaine 
symétrie afin de mettre en éYidence l'analogie qui existe entre les résultats obtenus pour une particule 
solide et une inclusion fluide. 

chapitre 2 

Dans le second chapitre, nous avons présenté le dispositif expérimental conçu pour générer un écou­
lement de rotation solide. Au cours de nos expériences les particules solides, les inclusions gazeuses (air) 
et les inclusions fluides (eau) sont filmées avec une caméra rapide. Nous avons présenté la procédure 
expérimentale employée pour mesurer, à partir des images déliwées par la caméra, l'enveloppe des trajec­
toires adoptées par nos particules. Par ailleurs, les expériences que nous avons réalisées sont d'une grande 
reproductibilité que ce soit pour les particules solides ou les inclusions fluides. A la fin du chapitre, nous 
avons fait un récapitulatif, dans le tableau 2.2, page 62, des nombres sans dimension impliqués dans les 
chapitres suivants. 

chapitre 3 

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au mouvement d'une particule solide dans un écou­
lement en rotation solide. Après avoir linéarisé les équations qui régissent l'écoulement induit dans le 
référentiel de Koenig, nous avons mis en éYidence le fait que le mouvement horizontal et le mouvement 
vertical de la particule pouvait être traités séparément. 

A propos de la vitesse terminale de la particule solide : 

Nous avons montré que la force hydrodynamique qui s'exerce sur la particule est affectée notablement 
par les effets d'inertie. Aussi, nous avons vu que malgré la migration dans le plan horizontal de la particule 
les résultats de Childress (1964) concernant la force qui s'exerce sur la particule peuvent être appliqués. 

La comparaison entre les vitesses terminales théoriques des sphères et l'expérience confirme le fait 
que la force verticale subie par la particule est affectée par des effets d'inertie puisqu'elle est fonction 
de la vitesse de rotation du cylindre. Cependant, nous avons constaté qu'elle est également affectée par 
les effets de paroi. Ces effets de paroi ont pu être estimés à l'aide des résultats de Brenner (1964) et 
d'ailleurs, nos résultats expérimentaux suggèrent que ces effets sont indépendant de la vitesse de rotation 
du cylindre. 
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A propos de la vitesse horizontale de la particule solide : 

Parce que la condition limite vérifiée par l'écoulement induit sur la particule est instationnaire, et 
dans le but de tester la validité de l'équation de mouvement de Boussinesq-Basset, nous m·ons, dans un 
premier temps, négligé la contribution des termes convectifs sur l'expression de la force hydrodynamique 
horizontale qui s'exerce sur la particule. L'équation de mouvement retenue pour une particule solide est 
récapitulée dans le tableau 3.1 de la page 79. 

l\'ous nous sommes ensuite attachés à calculer analytiquement la solution de cette équation de mouve­
ment. Pour cela, nous avons fait usage des transformées de Laplace et la solution que nous avons obtenue 
est donnée par l'équation (3.5.11) de la page 86. De plus, à l'aide de ce même formalisme, nous m·ons 
été en mesure de calculer analytiquement l'éYolution théorique au cours du temps de chacune des forces 
s'exerçant sur la particule lors de sa migration dans le plan horizontal. En particulier, cela nous a permis 
de mettre en éYidence le rôle non négligeable de la force d'histoire sur la migration radiale de la particule. 

Afin de pouvoir approfondir l'interprétation physique de l'étude du mouvement horizontal de la par­
ticule, nous avons ensuite calculé une expression approchée de la solution exacte de l'équation de mouve­
ment de la particule. Pour obtenir cette solution approchée, nous avons réalisé une étude du déplacement 
dans le plan complexe des racines du polynôme P4 (X) (voir page 89), racines qui sont impliquées dans 
la solution exacte de notre étude. La solution approchée est donnée par l'équation (3.5.18), page 93, et 
présente de nombreux avantages comparativement à la solution exacte (notamment, elle est indépendante 
des conditions initiales). En particulier elle nous permet d'accéder facilement aux taux de migration et de 
rotation de la particule solide, et ces derniers sont d'ailleurs donnés par les équations (3.5.19) et (3.5.20) 
de la page 94. Notons que dans ces deux dernières équations figure explicitement la contribution de la 
force d'histoire. 

Malgré la hardiesse des hypothèses faites dans ce chapitre, nous constatons que les taux de migration 
prédits par notre étude m·ec force d'histoire sont en très bonne adéquation avec les résultats expérimen­
taux. 

chapitre 4 

Dans ce chapitre, nous nous sommes attachés à généraliser les résultats obtenus pour les particules 
solides, aux cas des inclusions fluides. L'équation de mouvement généralisée est récapitulée dans le tableau 
4.1 de la page 109. 

A propos de la vitesse terminale de l'inclusion fluide: 

Pour obtenir la vitesse terminale d'une inclusion fluide, nous avons généralisé le calcul de Childress 
(1964) à l'aide des résultats obtenus par Legendre et Magnaudet (1997). Les résultats expérimentaux 
sont en bon accord m·ec la théorie mais nous avons pu remarquer à nom·eau que la vitesse terminale de 
l'inclusion était affectée par la présence des parois. l\ous avons remarqué que ces effets de paroi sont plus 
faibles pour une particule fluide que pour une particule solide, et parce que le calcul des effets de paroi 
réalisé pour une particule solide invoque l'écoulement induit lointain, nous avons vu que celui-ci pouvait 
être généralisé aux cas des inclusions fluides de la même manière que se généralise le calcul des effets 
d'inertie. 

A propos de la vitesse horizontale d'une inclusion fluide (>.--->oc): 

Pour une inclusion fluide, nous avons aussi déterminé la solution exacte de l'équation de mouvement 
horizontal avec force d'histoire et celle-ci est donnée par l'équation (4.5.5) de la page 114. Notons toutefois 
que parce que le noyau du terme intégrodifférentiel n'est déterminé explicitement, dans l'espace temporel, 
que si le rapport des viscosités À est soit très grand, soit très petit devant l'unité, cette approche ne peut 
être employée que pour calculer les trajectoires d'une particule telle que R 11 = 2 ou Rfl = 3 (strictement). 
A partir de la solution exacte de l'équation de mouvement, nous avons également calculé une solution 
approchée - donnée par l'équation ( 4.5.6) - et qui nous a permis d'obtenir les taux de migration et de 
rotation (4.5.7) et (4.5.8) (voir page 115) d'une particule dont le noyau de la force d'histoire est connu 
explicitement. 

Pour les bulles, nous avons pu voir que les taux de migration prédits par la théorie étaient en très 
bon accord avec l'expérience. En revanche, nous avons également vu que les résultats expérimentaux 
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qui concernaient les gouttes d'eau étaient plutôt éloignés de la théorie et nous en avons déduit que ces 
dernières avaient probablement été contaminées. 

A propos de la vitesse horizontale d'une inclusion fluide (.>. quelconque): 

Pour pouvoir calculer malgré tout, le taux de migration d'une inclusion fluide de viscosité quelconque, 
nous avons été amenés à faire une hypothèse supplémentaire et qui consiste à négliger la dépendance 
temporelle de l'évolution de la Yitesse radiale de la particule. Cette hypothèse nous a alors permis de 
simplifier la nature de la source d'instationnarité dans cette étude, et de transformer ainsi la condition 
limite vérifiée par l'écoulement induit en une combinaison linéaire de termes simplement harmoniques. 
Compte tenu de la linéarité des équations de Stokes instationnaires, la force hydrodynamique qui s'exerce 
sur la pa.rticule dans ce cas là peut être déterminée à l'aide des résultats classiques obtenus par exemple 
par Boussinesq (1885) et Gorodtsov (1975) (voir aussi Galindo et Gerbeth, 1993). Cette hypothèse sup­
plémentaire nous a donc permis dans un premier temps de généraliser le calcul des taux de migration et 
de rotation aux cas des gouttes de viscosité quelconque. 

Pour calculer les taux de migration et de rotation d'une goutte contaminée, nous avons remarqué 
que dans le cadre de cette étude, l'effet du terme instationnaire sur la force hydrodynamique exercée 
par l'écoulement induit sur la particule pouvait être calculé à l'aide de la méthode des développements 
asymptotiques raccordés. De ce fait, nous avons été en mesure de déterminer les taux de migration et 
de rotation de n'importe quel type d'inclusion sphérique à condition d'une part, de supposer que son 
tenseur de mobilité est sphérique et d'autre part, d'avoir une information par exemple sur sa vitesse 
terminale en cas d'absence de rotation. Les taux de migration et de rotation généralisés sont donnés par 
les équations (4.6.15) et (4.6.16) de la page 121. Au passage, nous avons aussi pu voir que les équations 
de Stokes instationnaires constituent un cas test intéressant pour vérifier la généralisation de la méthode 
des développements asymptotiques raccordés proposée par Legendre et Magnaudet (1997) car dans cette 
situation, celle-ci peut être comparée à des résultats analytiques. 

chapitre 5 

Dans ce chapitre, nous avons comparé les résultats obtenus dans les chapitres 3 et 4 dans un référen­
tiel dont les axes sont fixes par rapport au référentiel du laboratoire, à ceux obtenus par Herron et al. 
(1975) dans un référentiel en rotation. Dans les chapitres 3 et 4, où nous nous étions attachés à montrer 
l'importance du terme instationnaire dans les équations qui régissent l'écoulement induit, nous avons 
malgré tout fait certaines hypothèses relativement fortes, puisque nous avons complètement négligé la 
contribution des termes convectifs. Or il se trouve que dans le référentiel en rotation, les équations de 
l'écoulement induit relatif, d'une part, sont quasi-stationnaires et d'autre part, font apparaître l'accélé­
ration de Coriolis comme le seul terme susceptible d'affecter l'écoulement lointain et par conséquent, de 
modifier l'expression de la force qui s'exerce sur l'inclusion. Bien que les résultats d'Herran et al. (1975) 
aient été établis pour une particule solide, nous avons vu que ces derniers pouvaient être généralisés aux 
cas des inclusions fluides à l'aide de la remarque faite pa.r Legendre et Magnaudet (1997). 

Nous avons constaté que les résultats obtenus indépendamment dans les deux référentiels, selon l'ap­
proche d'Herran et al. (1975} et selon l'approche instationnaire, sont proches et de plus, nous avons mis 
en évidence le fait qu'il nous était impossible de parvenir à faire la différence expérimentalement. 

Dans le but d'éclaircir ce point, nous avons calculé l'expression de la force hydrodynamique qui 
s'exerce sur la particule, en considérant les équations de l'écoulement de perturbation dans un référentiel 
non tournant, mais en ne négligeant plus cette fois, les termes convectifs. Malgré la très forte non linéarité 
des contributions respectives du terme instationnaire et des termes convectifs, nous avons pu voir que 
lorsque les termes convectifs sont pris en compte, l'expression de la force transversale qui s'applique sur 
la particule est alors nettement plus affectée que la force qui traduit l'augmentation de traînée. 

En toute fin du chapitre 5, nous avons analysé l'étude réalisée par Gotoh (1990) et nous avons montré 
qu'à cause de l'instationnarité du problème, ses résultats ne pouvaient pas être utilisés pour prévoir 
correctement la migration d'une particule libre de tout mouvement dans un écoulement en rotation solide. 
En revanche, nous avons également décrit une situation physique où les hypothèses faites par Gotoh (1990) 
étaient bien vérifiées et qui concerne la position d'équilibre d'une particule dans un écoulement en rotation 
solide horizontal. 
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chapitre 6 

Dans ce dernier chapitre, nous avons choisi d'aborder un thème de recherche complémentaire et qui 
concerne l'expression temporelle de la force de portance qui s'exerce sur une particule qui évolue dans 
un écoulement cisaillé et dans le cadre des hypothèses de Saffman (1965). Pour réaliser cette étude, nous 
nous sommes fortement appuyés sur le tranil réalisé par Asmolov et McLaughlin (1999). Ainsi, nous 
sommes parvenus à calculer une expression temporelle de la force de portance dont la transformée de 
Fourier correspond au spectre calculé par Asmolov et l\1cLaughlin (1999). 

Après avoir analysé l'évolution de la force de portance qui correspond à une accélération impulsionnelle 
de la sphère, nous nous sommes servis de ce résultat pour déterminer une expression plus compacte du 
noyau de la force de portance. Ce noyau est donné par l'équation (6.2.13) de la page 13ï, en posant 
n = 3/2 et où la constante o·3; 2 est donnée par l'équation (6.2.14). 

Perspectives 

Les perspectives de ce travail sont multiples et nous nous proposons, sans toutefois être exhaustif, 
d'en présenter quelques unes qui restent dans le cadre des écoulements à faibles nombres de Reynolds. 

Influence de la force d'histoire sur la trajectoire d'une sphère au voisinage d'un point 
d'arrêt: 

Le travail que nous avons réalisé dans le chapitre 3 de cette thèse, et qui consiste à résoudre l'équation 
de mouvement de la particule avec force d'histoire est assez généraL En effet, le formalisme employé pour 
calculer la solution exacte de l'équation de mouvement d'une particule peut être utilisé dans plusieurs 
autres types d'écoulements linéaires et notamment, au voisinage d'un point d'arrêt, par exemple entre 
4 cellules de recirculation d'un fluide (voir par exemple \Vang et al., 1992). Dans une telle situation, si 
l'équation de mouvement de la particule est établie dans le cadre de la théorie des écoulements rampants 
stationnaires, i.e. si la force qui s'exerce sur la particule n'est qu'une traînée visqueuse, alors \Vang et 
al. (1992) ont montré que la particule ne peut pas traverser de séparatrice, et donc passer d'une cellule 
à une autre ... En revanche, ils ont montré que si la force de masse ajoutée est prise en compte, alors 
cette fois, elle peut passer d'une cellule à une autre. Cependant, dans leur étude, Vlang et al. (1992) 
n'ont pas tenu compte de la force d'histoire. Or il est possible de montrer (voir Angilella 2005, rapport 
interne au LEMTA) que non seulement la force d'histoire est aussi responsable du fait que la particule 
traverse la séparatrice, mais qui plus est, son influence sur la trajectoire est supérieure à celle de la force 
de masse ajoutée (à condition que les nombres de Reynolds soient petits). Ce point motive donc une 
étude approfondie qui constitue donc une première perspective naturelle à ce travail de thèse. 

Tentative de généralisation de la méthode des développements asymptotiques raccordés 
pour une particule non sphérique : 

Au cours de ce travail de thèse, nous avons eu plusieurs fois recours à la méthode des développements 
asymptotiques raccordés. Nous avons également vu que cette méthode pouvait être généralisée aux cas 
des inclusions fluides. A priori, puisque le problème est linéaire, il semble que la méthode puisse être 
généralisée à n'importe quelle type d'inclusion, qu'elle soit sphérique ou non, dans la mesure où pour 
calculer les effets d'inertie sur la force qui s'exerce sur un corps, ce dernier est supposé ponctuel (lorsque 
l'on s'intéresse à l'écoulement lointain). Imaginons un corps de dimension caractéristique aeq ("eq" comme 
équivalent) et qui, dans le cadre des écoulements rampants stationnaires, subit une force donnée par 

s'il est immergé dans un fluide. Si la méthode des développements asymptotiques raccordés est appliquée 
pour calculer les effets d'inertie (voire aussi d'instationnarité) dans le cadre d'un écoulement linéaire, il 
faut supposer que le corps exerce sur le fluide une force ponctuelle donnée par 
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De ce fait, l'écoulement lointain qui est perçu par l'objet comme un écoulement uniforme à l'infini sera 
donné par: 

aeq E M A · 11 . 
6na 9 · 

"~1 étant le tenseur de mobilité du aux effets d'inertie obtenu pour une sphère solide, et E = Re ou J'ii, 
en fonction du problème traité (voir annexe A.6). Par conséquent, la force qui s'exercera sur le corps sera 
donnée par 

Par exemple, pour une inclusion fluide sphérique: 

aeq = a et A = 2nR11 Ï, 

et le résultat de Legendre et Magnaudet (1997) et bien retrouvé. Une des perspectives est donc de tenter 
de voir si cette approche est avérée et si c'est le cas, de la tester sur des corps dont la forme est simple, 
comme par exemple un parallélépipède, ce qui se prête facilement à une étude numérique. 

A propos de la force de portance instationnaire 

Comme nous l'avons dit à la fin du chapitre 6, une des perspectives concernant l'expression de la force 
de portance instationnaire est de mener à bien une étude de la structure de l'écoulement afin d'expliquer 
la relaxation en exp( -t312 ) du noyau de la force que nous avons obtenue. Aussi, il serait intéressant de 
tester cette force dans des situations où l'instationnarité de l'étude est suffisamment importante pour 
que nous puissions voir des différences significatives entre les trajectoires prédites par cette force et celles 
prédites en utilisant la force stationnaire de Saffman (1965). 
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An11exe A (relative au chapitre 1) 

A.l Solution de Lamb 

Avant de décrire la solution de Lamb, précisons qu'habituellement la solution la plus générale qui soit 
de l'équation 

Lw(x) = o, 
peut s'écrire sous la forme d'une somme infinie d'harmoniques sphériques donnée par 

l=x l 
W= L L Czrn(Atr1+Btr-(l+l)) P{(cosB)exp(im<j;). (A.l.l) 

1=0 rn=-1 

où C1rn, A1 et Bt sont des constantes pures, P1rn (cos 8) étant les fonctions associées de Legendre définies, 
pour les m entiers, par 

P{(x) = (-l)m(l- x2 )m/2 :xn~,Pt(x), 
et où les polynômes Pt (dit polynômes de Legendre) sont donnés par la relation 

1 d' 2 1 
Pt(x) =~l' -d 1 (x - 1) . 2 . x 

En développant (A.l.l), nous avons alors 

l=x m=l l=x m=l 
\li= L L Czm At r1 P{(cosB) exp(imc/J) + L L Ctm Bzr-(l+I) P{(cosB) exp(imc/J), 

1=0 m=-1 1=0 rn=-l 

et si maintenant nous procédons à un changement de variable qui consiste à poser, dans le premier 
gro~pement: l = n, et dans le second: l = -(n + 1), alors il est possible de réécrire (A.l.l) sous la forme 

n=+x 
W= L T

71 Hn(B,cfJ) 
n=-x 

où Hn est alors une harmonique surfacique donnée par 

m=n 

Hn = L AnCnmP;:'(cosB)exp(imcjJ) si n ~ 0 
m.=-11 

m=n+l 
Hn = L B-(n+l)C-(n+l)mP:_\n+l)(cosB)exp(imc/J) si n < 0. 

m=-(n+l) 

L'intérêt est que maintenant, chaque harmonique de rang n ne fait intervenir qu'une seule puissance de 
r et par conséquent, chaque harmonique de rang n admet la propriété 

8\ll n _ ::\li 
or- r n, 
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ce qui bien entendu s'avérera utile par la suite. 

Revenons maintenant à la solution de Lamb. En écoulement de Stokes, il est bien connu que la pression 
satisfait l'équation de Laplace 

6P=0, 

et cela suggère donc que celle-ci peut s'écrire sous la forme d'une série d'harmoniques sphériques 

n=x 

11=-X 

Part ailleurs, notons que toute solution du problème homogène: 

li wH = 0 et V · WH = 0 , 

sera aussi solution des équations de Stokes. Lamb (1945) a montré que la solution générale de ce problème 
homogène peut s'écrire sous la forme de deux autres séries d'harmoniques sphériques, Xn et <Pn de sorte 
que finalement, toute solution des équations de Stokes stationnaires, peut s'écrire sous la forme générale 

~ ~ '~ [~ ~ ~ n+3 2 ~ 
'WJ(x) = 11~x \71\ (x X11) + \l<Pn + 2pj(n + 1)(2n + 3) r \7 P, 

(A.1.2) 

- J1J(n + 1~(2n + 3) i Pn] · 
Dans le cadre du formalisme que nous avons adopté dans cette thèse, c'est à dire lorsque la vitesse est 
exprimée en terme d'écoulement non perturbé et d'écoulement induit, alors en hypothèse de Stokes, 
l'écoulement induit u!J peut s'écrire de manière générale sous la forme de l'équation (A.l.2) awc, pour 
une particule solide, les conditions limites : 

w j --> 0 lorsque Iii --> oo , 

w} 1lp - fi/ + np 1\ i lorsque Iii = a . 

(A.l.3) 

(A.l.4) 

Ainsi, à l'aide de l'équation (A.l.4), la répartition de la Yitesse sur la sphère de rayon a est complètement 
déterminée et c'est précisément grâce à cela qu'il sera possible de déterminer les composantes P11 , Xn et 
<P, de la solution générale de Lamb. A cette fin, nous allons maintenant détailler la méthode de projection 
proposée par Brenner (voir Happe! et Brenner, 1983) pour déterminer ces harmoniques. 

Afin de simplifier les calculs ultérieurs, nous allons écrire que 

~ 11 ~ 
'Wf r=a = V(B, cP)' 

et nous allons également utiliser les propriétés suivantes: 

11 ~ ~ 'Wr r=a =er· V(B, 9), 

CJw11 ~ ~ 
r-.-r = -r\7· V(B,cjJ), 

or r=a 
et 

~ 1 ~ ~ 

ri!,-· \71\ W lr=a = rêr · \71\ V(B,rj>), 

qui se démontrent facilement. (Précisons simplement que pour obtenir la deuxième relation, il faut s'ap­
puyer sur l'équation de continuité.) Ensuite en remarquant que lorsque r =a, une harmonique sphérique 
\]/ 11 de rang n vérifie trivialement la relation 

\]1111 = (~)" \]in' 
r=a r 

il est alors possible de montrer que 

(A.1.5) 
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-r '\7. V(e, <P) = 'f [ n(n + 1) a (::)" Pn + n(n- 1) (::)n <I>,] 
_ 2J11(2n+3) r a r 

n--x 

(A.1.6) 

et 

-r'\7 · V(B,<jJ) = "f n(n+ 1) (~)" Xn. (A.1.7) 
n=-x 

Notons bien que pour l'instant et telles qu'elles sont écrites ici, ces trois relations sont très générales. 
Dans la suite, il avérera utile de définir deux régions de l'espace, une première qui correspond à l'intérieur 
de la sphère (r:::; a) et l'autre à l'extérieur (r ~a). 

A l'intérieur de la sphère r :::; a 

Puisque la Yitesse doit être finie lorsque r = 0, cela implique que seules les harmoniques P,, Xn et <I>, 
de rang n > 0 doivent être non nulles. Le calcul des trois relations (A.l.5), (A.1.6) et (A.l. 7) dans ce cas 
là nous conduit à écrire que 

n=x 

er 0 V(B,<jJ) = L X,(B,<jJ)' (A.L8) 
n=1 

n=x 

-rV·V(B,<!J)= LY,(B,9), (A.l.9) 
n=1 

et 
n=x 

-r'\7. V(B,<jJ) = L Z,(B,rj;), (A.l.lO) 
n=1 

où chaque harmonique surfacique X,, Y,, et Zn de rang n est fonction des polynômes P;;:' et peut alors 
être déterminée par identification. Tous calculs faits, il apparaît alors que 

Pn = JJ.r(2n + 3) (!._)"[Y,,- (n -1)X,]' 
na a 

a (r)" <I>, =- - [(n + 1)Xn- Y,] 
2n a 

et 

X 
_ 1 (!._)nz 

71
- n(n + 1) a 71 

• 

Autrement dit, à partir de ces relations, les composantes de la solution de Lamb à l'intérieur de la sphère 
sont complètement déterminées. Nous verrons par la suite que le calcul de l'écoulement à l'intérieur d'une 
sphère s'm·ère nécessaire lorsque cette dernière est une inclusion fluide. 

à l'extérieur de la sphère r ~a 

Dans la région située à l'extérieur de la sphère, la condition d'amortissement à l'infini de la vitesse 
impose de ne considérer dans l'équation (A.1.2) que les harmoniques négatives (n:::; 0). Dans ce contexte, 
pour des raisons de simplicité de calcul, il est possible d'écrire la vitesse, en remplaçant n par -(n + 1), 
sous la forme 

1 n~ [ ~ ~ ~ (n- 2) 2 ~ 
w1 ;S \711 (rer X-(n+l)) + \7<P_(n+1)- f1J 2n(2n _ 1) r \7 P -(,+1) 

(n+1) ~ J 
+ (2 -1)xP-(,+l)' flin n 

(A.l.ll) 

l'intérêt étant qu'avec ce changement d'indice, les 3 relations (A.l.8), (A.1.9) et (A.l.10) restent iden­
tiques. A l'aide donc de ces 3 relations, il est ensuite possible de montrer que 

J1J(2n- 1) (a)"+ 1 
7 

P-(n+l) = (n+ 1)a -:;: [(n+2)Xn+1,], 
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a. (a.)n+l <I>-{n+l) = 2(n + 1) -:;: [nX, +Y,,] 

et 
1 (a.)n+l 

X-(n+I) = n(n + 1) -:;: Z,' 

sachant à nom·eau que les harmoniques surfaciques X,, 1~, et Z, sont des fonctions des polynômes P~' 
et pem·ent être déterminées par identification . 

Calcul de la contrainte 

Connaissant !"expression générale du champ de vitesse extérieur à l'inclusion, il est possible de déter­
miner l'expression de la force exercée par l'écoulement induit sur l'inclusion par intégration du champ 
de contrainte sur la surface de la particule. En exploitant la propriété d'orthogonalité des polynômes de 
Legendre, Brenner a finalement montré que seule l'harmonique P _2 intervient dans le calcul de la force 
qui s'exerce sur la particule et cela sous une forme très simple: 

~ 1 - 3 F = -47rV(r P-2). 

A.l.l Exemple d'application de la solution de Lamb 

Imaginons une particule qui se déplace à la vitesse 1ÎP = Vr ê3 dans un fluide en rotation solide et qui 
se situe à la distance Rp de l'axe, comme indiqué sur la figure A.l. 

La rotation solide, dans le référentiel R 0 s'écrit 

Sur la sphère, la vitesse induite doit vérifier la 
condition limite, 

et autrement dit : 

w}lr=a = (vrcosB- Rpwsinc/JsinB) êr 

- (Fr sin e + Rpw sin cp cos e) êe 

-w (a. sine + Rp cos 9) êq, . 

Connaissant la répartition de w} sur la sphère, 
il est maintenant possible de calculer les valeurs 
des coefficients X;, 1'i et Z;. Pour cela, il faut 
alors calculer 

êr · ul} 1 r=a = Vr cos e - Rp w sin cp sine , 

au:; 1 r-a =0, 
r r=a 

et 
r êr . v 1\ w1

1 = - 2a.w cos e . 
r=a 

~Le} 
,, i· ~p.~~ 
0~- 1 

e2 

vue de face 

vue de dessus 

FIG. A.1 - Schéma de l'étude 
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Par identification, il apparaît que 

Yi= 0, 

et 

Ainsi, il est maintenant possible de calculer les harmoniques : 

et 

3JLfa( .. ) P-2 = ~ Vycose- Rpwsmr/Jsme , 

<I>-2= 
4
a:2 (Vycos8-Rpwsinr/Jsine), 

wa3 

X-2 = --2- cose. 
r 

La force subie par la particule est alors obtenue par application de la relation 

soit ici, 
f1 = -67TJ11a(VTe3 + Rp w e2). 

Quant à l'expression du champ de Yitesse, nous avons alors: 

~ ~ 0 ~ 1 ( a
3
w sine ( 3a a

3 
) ) ~ 'lL'f ='IL'! + wr = rwsine- 2 + 1--- - 3 Rpwcos(rj;) eq, 

. r ~ ~ 

( 
3a a

3 
) ( 3a a

3 
) + ---. Vycoseer- - +- Vysin8eo 

2r 2r3 4r 4r3 

( 
3a a

3 
) ( 3a a

3 
) + 1-- + -

3 
Rpwsinr/Jsin8er + 1--- -

3 
Rpwsinrf;cos8eo. 

2r 2r 4r 4r 
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(A.1.12) 

A.1.2 Proposition d'une généralisation simple du calcul de la solution de 
Lamb pour une goutte 

Dans la section précédente, nous avons vu comment, à partir de la connaissance de la répartition 
de Yitesse sur une sphère de rayon a, il était possible de déterminer le champ de Yitesse solution des 
équations de Stokes à l'intérieur ou à l'extérieur de la sphère. Pour une particule solide, la connaissance de 
la répartition de vitesse de l'écoulement induit sur la sphère est immédiate puisque celle-ci est entièrement 
déterminée par la condition limite d'adhérence du fluide sur la surface. En reYanche, pour une goutte, 
cela n'est plus le cas. En effet, dans le cas d'une inclusion sphérique fluide (voir le système d'équations 
82, page 40), seule la composante radiale de la vitesse induite est entièrement déterminée par la condition 
d'imperméabilité de l'interface, les autres composantes devant être déterminées à l'aide des conditions de 
continuité des contraintes tangentielles et du saut des contraintes normales. 

Quoi qu'il en soit, nous allons maintenant voir une méthode qui permet d'obtenir assez simplement 
l'expression du champ de vitesse à l'extérieur et intérieur de l'inclusion et qui satisfait les conditions 
limites requises pour une inclusion fluide. Tout d'abord, notons que compte tenu des conditions limites 
à l'interface de l'inclusion, nous avons égalité des vitesses des écoulements induits interne et externe de 
l'inclusion, autrement dit 

wf = w1 lorsque lxi =a. 

De plus, nous savons que 
~1 ~ ~,1 ~ ~o ~ 

w f · er = w f · er = -w f · er , 

de sorte que dans la méthode de projection proposée par Brenner, la détermination des harmoniques 
surfaciques Xi est immédiate, à la seule condition que l'on puisse écrire la composante radiale de l'écou­
lement non perturbé dans la base des harmoniques sphériques. Pour déterminer les autres harmoniques 
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surfaciques, à savoir 1'i et Z;, nous faisons la proposition suivante: étant donné que la solution recherchée 
pour une inclusion fluide doit être valable quel que soit le rapport des viscosités (À= JJ.i/Jlj) entre les 
fluides externe et interne à l'inclusion, elle doit tendre vers la solution qui serait obtenue pour une parti­
cule solide libre de tout mouvement lorsque À ----+ O. Autrement dit, sur l'interface, nous devons toujours 
avoir 

1. -1 - -'1 - ( -o r> ( - )) -nnw1 l\n=w1 1\n= -w1 +Hp/\ aer 1\n, 
>-~o 

où Dp(t) correspond alors à la vitesse de rotation qu'adopterait une particule solide pour annuler le couple 
qu'elle subie, du fait de la non uniformité de l'écoulement. 

Ainsi, nous allons donc supposer que le nombre d'harmoniques surfaciques nécessaires pour écrire les 
deux composantes tangentielles de la vitesse induite pour une particule solide: 

et 

n=x rn=7l 

'll1}- êe = L L AnmP~' exp(i m<jl), 
n=l m=-n 

n=x 111=n 

- 1 - """' """' 'll'J. eq, = ~ ~ 
n=l m.=-n 

BnmP~' exp(i m<jJ), 

reste le même pour une inclusion fluide. (Insistons sur le fait que pour une particule solide, les harmoniques 
impliquées par les composantes tangentielles de l'écoulement induit sont parfaitement déterminées à l'aide 
de l'équation (A.1.4)). Pour une inclusion fluide donc, nous supposerons que la vitesse s'écrit dans la même 
base d'harmoniques surfaciques, sauf que les coefficients A~m et B~m ne sont pas connus et dépendent a 
priori du rapport des viscosités À: 

et 

avec de plus 

n=x rn=n 

- 1 - """' """' wf ·ee = ~ ~ 
n=l m.=-n 

n=x m=n 

- 1 - """' """' w1 ·eq,= ~ ~ 
n=1 m=-n 

A;, 711 (À)P: exp(i m<jl) 

B~m(>-)P;~ exp(im<jJ), 

lim A~m (,\) = Anm et lim B~1111 (>.) = Bnm . 
>-~o >-~o 

En se donnant donc la forme du champ de vitesse solution des équations de Stokes lorsque r = a, c'est 
à dire en se donnant la forme de V(8, </!), alors les écoulements interne et externe à l'inclusion peuvent 
être obtenus (en fonction des inconnues) en appliquant la méthode de projection Brenner. La dernière 
étape sera ensuite de déterminer ces coefficients à l'aide des deux conditions de continuité des contraintes 
tangentielles et si besoin est, en utilisant la propriété d'orthogonalité des polynômes de Legendre (et ses 
fonctions associées). 

Exemple simple d'application: la solution d'Hadamard (1911) 

Pour illustrer la méthode décrite dans la section précédente, nous allons montrer comment calculer 
simplement la solution d'Hadamard (1911) obtenue pour une inclusion fluide qui se déplace avec une 
certaine vitesse que nous écrirons 1lp ê3 dans un fluide visqueux au repos. 

En terme d'écoulement non perturbé, nous avons donc 

et si la sphère était solide, nous aurions, du fait de l'adhérence, 

w J = 111' cos e êr - 1lp sine êr lorsque lxi = a . 

Pour une particule fluide, nous allons donc écrire que 

w j = w '~ = 1lp cos 8 êr +A(>-) VP sin 8 êr lorsque lxi = a, 
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où A(.>-) reste à déterminer. A l'aide de cette répartition de vitesse sur la sphère, il est simple de montrer 
que 

Yi= -2Vv (1 +A(>.)) cose, 

et 

A partir de cette expression, nous obtenons, pour l'écoulement intérieur: 

5 J-llr r 
P1 = --2-YI, 

a 

et pour l'écoulement extérieur: 

Les écoulements externe et interne à l'inclusion peuvent être écrits en fonction de cette inconnue A(>.) et 
nous obtenons alors, pour l'écoulement externe: 

~l.~ -(1-2A(À)9:_ 1+2A(À)a3 ),r. e 
w f er -

2 
r + 

2 
r 3 v p cos , 

et 

~l ~ (1-2A(À)a 1+2A(À)a3 ),r. e w1 · eo = - - - - v o sn1 
4 r 4 r3 P ' 

et pour l'écoulement interne: 

et 

La continuité de la contrainte tangentielle s'écrit ici 

À(~ ow/ + owl - wl) = (~ ow; 1 + ow~l - '11'~1) 
r oe or r r oe or r ' 

et la résolution de cette équation nous donne alors 

A(>-)=-~>-+2_ 
2À+1 

Bien entendu, en remplaçant A(>.) par cette valeur dans les différentes composantes de la vitesse de 
l'écoulement à l'intérieur et à l'extérieur de la particule, nous retrouvons la solution d'Hadarmard (1911) 
(voir équations (1.8.1), (1.8.2), (1.8.3) et (1.8.4), page 43). 
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A.2 La correction de Faxèn 

Nous avons vu dans l'annexe précédente que quel que soit l'écoulement non perturbé, il est possible, 
à l'aide de la solution générale de Lamb, de calculer la force qui s'exerce sur la particule, dans le cadre 
des hypothèses de Stokes stationnaires. Mais le développement dans la base des harmoniques sphériques 
peut parfois s'avérer fastidieux. Bien souvent, il est suffisant de déterminer une forme approchée de la 
contrainte exercée par l'écoulement induit sur la particule et pour cela, il existe une méthode qui permet 
d'obtenir très facilement une expression approchée- avec une précision de l'ordre de O(a3 / L3)- de F 1 . 

Cette méthode est fondée sur le théorème de réciprocité qui se formule de la manière suivante: 
Soit uîa un champ de vitesse, solution du problème perturbé, c'est à dire, vérifiant une certaine 

condition limite sur la particule et une condition de nullité à l'infini, et soit "I:a le tenseur des contraintes 

associé à ce champ de vitesse. Soit uîb, (avec "I:b) une autre solution du problème perturbé, satisfaisant 
aussi à la condition de nullité à l'infini. Alors, il est possible de montrer que 

où SP est la surface de la particule. C'est le théorème de réciprocité. 

Imposons maintenant à u-:0 de satisfaire w0 = ê1 sur la surface de la particule. Évidement, ce problème 
admet la solution donnée par les équations (1.2.3) et (1.2.4), page 14, et correspond à une particule qui 
se déplace avec une vitesse VP = ê1 dans un fluide au repos. 

Ensuite, en posant que a « L, il est possible d'écrire la vitesse de l'écoulement non perturbé sous 
la forme d'un développement de Taylor au voisinage de Xp· Sous forme indicielle, et en adoptant la 
convention de sommation des indices répétés d'Einstein, ce développement s'écrit 

En imposant à uîb de vérifier 

et sachant que sur la surface de la particule, 

x= acos(tj;)sin(O), y= asin(tj;)sin(O) et ;; = acosO 

il apparaît, tous calculs faits que 

En procédant de la même manière, mais avec Wa = ê2 , puis ê3 alors, finalement, la contrainte subie par 
une particule qui se déplace dans un écoulement non uniforme est donnée par : 

A.3 La solution de Boussinesq BBO 

Dans cette annexe, nous détaillons la solution de Landau et Lifchitz (1989) du problème correspondant 
à une particule qui se déplace dans un fluide au repos avec une vitesse donnée par 

1lp = Ûu: exp(-iwt). 

L'équation de continuité permet d'écrire que le champ de vitesse solution de ce problème dérive d'un 
potentiel vecteur 

-1 - -
Wf=\71\A, (A.3.1) 
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dont seule la composante A.p est non nulle (pour les mêmes raisons que celles exposées dans la section 
1.2.1, page 13). Pour obtenir la solution de ce problème, il convient de noter qu'en plus de sa dépendance 
en r, A.p doit également dépendre de la condition limite imposée sur la sphère, c'est à dire, de VP. Puisque 
le gradient d'une fonction qui ne dépend que de r n'a de composante que suh·ant ër, et que ër 1\ 1fp n'a 
bien de composante que suh·ant ë.p, il est donc e1wisageable de rechercher la solution de ce problème sous 
la forme: 

A= Vf(r) 1\ 1ip. 

l\otons que puisque VP est uniforme, il est possible de montrer que: 

En injectant la relation (A.3.1) dans les équations de Stokes instationnaires (1.1.28), page 12, puis en 
calculant le rotationnel de cette équation, il en ressort que 

et puisque Uw est uniforme, nous aurons 

iw 2 -6f(r) + 6 f(r) =cl' 
Vj 

où C1 est une constante pure. Puisque la vitesse du fluide, doit tendre vers 0 lorsque r --> oc, il en va de 
même pour le gradient de f(r), puis pour ses dérivées d'ordre supérieur, ce qui implique que cl doit être 
nulle, et une première intégration nous conduit alors à 

6f(r) = c2 exp(ikr) ' 
r 

avec 

k = 
1;i et 6= ~ 

(k ayant été choisi de sorte que la solution ne soit pas divergente). Après une deuxième intégration, il 
apparaît que 

df = c3 exp(ikr) (r- ~) + c4 . 
dr r 2 ik r 2 

Dans la mesure où l'expression de la vitesse ne fait intervenir que les dérivées première et seconde de 
f(r), il n'est pas nécessaire de calculer explicitement la fonction f(r) elle même. A l'aide des conditions 
limites en r = a et en r --> oo, les coefficients c3 et c4 peuvent être déterminés et s'écrivent 

Connaissant df(r)/dr, le potentiel vecteur A peut être calculé et donc l'écoulement induit aussi. Il est 
alors possible de déterminer la force Fw donnée par l'équation (1.3.1), page 19, qui s'applique sur la 
sphère. Pour pouvoir ensuite calculer la force qui s'exerce sur la particule, dans le cas d'un mouvement 
quelconque il faut calculer l'intégrale 

1 jx - 1 jx ( - (61/f 2iw 3J2Vf )) - Fwexp(-iwt)dw =- 7rpfa3Uwexp(-iwt) -:;; -- + --(1- i)Vw dw. 
27r -x 27r -x a 3 a 

Or 
1 jx - 1 (- ) -- Uw exp( -iwt)dw = ;:- Uw = Vp(t), 

27r -x 

et 

1 jx - ( ( d iÎ. ) ) d iÎ. 
27r -x (-iw)Uw exp(-iwt)dw = ;:-l :F d/ = dt. 
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Pour le troisième terme, nous aYons 

1 jx - ( (d1Î:)(1+i)) d1Î. (1+i) 
27f -x (1- 1:)vw U"' exp( -iwt) dw = :F -l :F dt Vw = dt * :F -l Vw . 

où le symbole * est le produit de conYolution. Sachant que pour les w < 0, nous m·ons 

1- i 

M 
et exp( -i0-•t) = cos(lwlt) + i sin(lwlt), 

alors 

_.!._ jx (1 + i) exp( -·iwt) dw = ..!:. rx cos(wt) + sin(wt) dw = v'2 . 
27f -x Vw 7f Jo ,J:j ,j7rt 

Finalement donc, il en ressort que 

1 jx . -; . v'2 ft d1fp(T) 1 
- (1- 1.)/W Ü..u exp( -z.wt) dw = ;;;;. d ~dT. 
27r -x V 7r -x T V t - T 

En utilisant ces résultats, la force exercée sur une particule lorsque celle-ci se déplace arbitrairement est 
donnée par l'équation (1.3.2), page 19. 

A.4 Solution de Bentwich et Miloh (1978) 

Pour obtenir la solution analytique correspondant à l'écoulement généré par le mouvement soudain 
de la particule, Bentwich et I\1iloh (19ï8) ont résolu, au préalable un problème réciproque, c'est à dire, 
correspondant à un écoulement qui à l'instant t = 0 se met brutalement et uniformément en mouvement, 
autour d'une sphère maintenue immobile. Ainsi, ils ont donc premièrement posé que 

'O -111 = -U H(t) où { 
H(t) = 1 si t > 0 t 
H(t) = 0 sinon e 

En s'appuyant sur l'axisymétrie de cette étude et à l'aide des transformées de Laplace, ils ont obtenu 
la fonction de courant instationnaire qui permet de décrire l'écoulement induit dans ce problème. Après 
avoir normalisé r par le rayon de la sphère a, les vitesses par lUI et le temps par a.2 fvf, cette fonction de 
courant est donnée par 

(A.4.1) 

et où 
r-1 

?]= 2Vt. 
Celle-ci permet donc d'obtenir le champ de vitesse de l'écoulement induit. A l'aide de cette solution, il 
est ensuite possible de déterminer le champ de vitesse du problème qui correspond à une accélération 
impulsionnelle d'une sphère dans un fluide au repos, c'est à dire, 

V/= 0 et Vp(t) = U H(t) soit 

où b(t) est la distribution de Dirac. En fait, conceptuellement, ces deux situations sont proches l'une 
de l'autre, toutefois, il faut cependant faire attention au fait que dans la mesure où il s'agit d'un pro­
blème instationnaire, dans le premier cas (fluide en mouvement et particule au repos), la force issue de 
l'écoulement non perturbé n'est pas nulle et sera donnée par m1Ub(t). Quoi qu'il en soit, la solution de 
ce problème peut être obtenue simplement à partir de la solution du problème précédent et s'écrit alors 
(sous forme réduite) 

1 1 aw 
wr = c:osBH(t) + ~e ae r sm 
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et 

1 0 1 éJ\[1 
w 8 = -smeH(t)- -.--. 

r sm e or 
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A l'aide de ce champ de vitesse, il est possible de calculer l'expression de la force qui s'exerce sur la 
particule et celle-ci est donnée, sous sa forme dimensionnelle, par l'équation (1.3.3), page 19. 

A.5 Précisions à propos de la solution de Maxey et Riley (1983) 

Lorsque l'écoulement est régi par les équations de Stokes stationnaires, il est possible d'utiliser le 
théorème de réciprocité. Lorsque le problème considéré est instationnaire, alors il existe un théorème 
équiYalent faisant interYenir la transformée de Laplace : 

Celui-ci s'écrit: Soit Wa (x, t) un champ de Yi tesse, solution du problème perturbé instationnaire vérifiant 

une certaine condition limite sur la particule et une condition de nullité à l'infini, et soit ~a le tenseur 

des contraintes associé à ce champ de vitesse. Soit u!b(i, t), (avec ~b) une autre solution du problème 
perturbé, satisfaisant aussi la condition de nullité à l'infini. Alors, il est possible de montrer que 

En imposant à u!a(i,t) de vérifier sur la sphère 

où o(t+) est la distribution de Dirac, autrement dit, 

le problème qui se pose admet une solution analytique, obtenue par Burger. Notons que la référence 
proposée par Maxey et Riley quant à cette solution est difficile à obtenir, et le lecteur intéressé trouvera 
des éléments de cette solution dans Rappel et Brenner (1983), page 84 (chapitre 3). En imposant ensuite 
à 'lih, de vérifier 

avec 

.Maxey et Riley (1983) parYiennent à obtenir l'expression analytique du terme €1 ·1 .c(~b · n)dsP. En 
Sp 

procédant ensuite de la même façon, avec wa = o(t+) €2, puis avec wa = o(t+) €3, ils obtiennent alors 
l'expression de 

et en calculant la transformée de Laplace inverse de ce terme, ils obtiennent l'équation (1.3.5), page 22. 
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A.6 Méthode des développements asymptotiques raccordés 

Panicule 

1: r << 1/Re 
Rer<< 1 

r >> 1 2: r >> 1 

FIG. A.2- Schéma d'illustration du problème. 

La méthode des déYeloppements asymptotiques raccordés présentée ici ne s'applique que pour les 
écoulements qui peuYent s'écrire sous la forme de la superposition d'un écoulement non uniforme linéaire 
et d'un terme uniforme. Aussi, dans un souci de simplicité, nous supposerons le problème stationnaire, bien 
que la méthode puisse être appliquée dans des situations instationnaires (Yoir par exemple le chapitre 4). 
Ainsi, l'équation de mouvement de la Yitesse induite est donnée par l'équation (1.4.5) qui sera linéarisée 
(i.e. les termes convectifs quadratiques ( '111/· V)'111} sont négligés). Il est alors utile de reformuler l'équation 

(1.4.5) en réduisant la Yi tesse induite par 1 ~~et les longueurs par a, de sorte que l'équation de l'écoulement 
induit soit donnée par 

(A.6.1) 

où 
_ (a2)= 
'i'j = VJ A et 

et ayec 

-01 
'f --> ô lorsque Iii __, oo (A.6.2) 

~ ~0 

wl vp- vr 
lorsque Iii= 1. f !Vgl 

(A.6.3) 

Notons bien que dans (A.6.1), les grandeurs '111_}, i, V et li, sont maintenant sans dimension, mais pour 
ne pas alourdir les écritures, ces termes sont écrits sans notations particulières. Également, le nombre de 
Reynolds, ainsi que les composantes du tenseur 1] sont, par définition, supposés petits devant un. 

Pour mener à bien la méthode des développements asymptotiques raccordés, il faut distinguer diffé­
rentes zones, (voir figure A.2). Nous avons donc une zone proche de la particule r = 0(1), appelée zone 
1, une zone lointaine (i.e. r » 1), appelée zone 2 et enfin, la zone de raccordement que nous appellerons 
zone 3. 
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Dans la zone 1 privée de la zone 3 (i.e. 1/ {3}) 

Les termes convectifs sont petits deYant les termes de diffusion Yisqueuse. Dès lors, la solution du 
problème est supposée très proche de la solution des équations de Stokes, 

assoCiees aux conditions limites (A.6.2 et A.6.3) et dont la solution peut être obtenue quel que soit 
l'écoulement non perturbé à l'aide de la solution de Lamb (voir annexe A.l). Nous appellerons w0 cette 
solution. 

Ainsi, dans cette région, la solution sera écrite sous la forme de la solution des équations de Stokes, 
plus une perturbation, 

wJI{ 3
} = 'UJo + E W1, OÙ E « 1. 

l\otons que le choix de E sera explicité ultérieurement. Aussi, rappelons que c'est précisément l'action de 
ce champ de vitesse de perturbation '121 sur la particule qu'il faut déterminer. 

Dans la zone 2 privée de la zone 3 (i.e. 2/ {3}) 

Loin de la particule, les termes conYectifs du membre de gauche de l'équation (A.6.1) ne sont plus 
négligeables deYant les termes visqueux. Aussi, l'écoulement lointain est bien entendu perturbé par la 
présence de la particule. Or loin de la particule, l'écoulement induit perçoit la particule comme une 
force ponctuelle. Dans le cadre des écoulements à faibles nombres de Reynolds, l'intensité de cette force 
ponctuelle est, au premier ordre, d'intensité égale à la traînée de Stokes mais de sens opposé: 

Ainsi, loin de la particule, l'écoulement induit w J correspond à la solution de l'équation singulière: 

(A.6.4) 

Nous écrirons Wext la solution de l'équation (A.6.4) et nous écrirons 

-2/{3} -
wf = 'Uiext. 

Dans la zone de raccordement 

Dans la région 3, il faut raccorder les deux solutions précédentes, à savoir w 11 {3} et "U1 21 {3}, et à cette 
fin, il faut tout d'abord "dilater" l'échelle spatiale du problème lointain parE. Pour cela, il faut procéder, 
dans l'équation (A.6.4), au changement de variable suiYant: 

.:r. = Ex, V = E \7 , li = E
2 L. et P' = P* . 

E 

Dans la suite, les grandeurs soulignées correspondent à des vecteurs exprimés en fonction de variables 
"dilatées". Avec ces changements de variables, l'équation du problème lointain est maintenant donnée 
par: 

où 

Re ( V9 ) _ 1 (c= ) ) _1 = _ 1 , _ 1 67!' vq ( ) 
~ !Vg 1 . \7 w f + a . ,r. . \7 w f + a . w f = -V P + L. w f - 1 frg 1. b .:r. ' 

- 1j 
et= 2' 

E 

(A.6.5) 

Dans cette situation, plusieurs cas de figure se présentent. En effet, nous voyons maintenant apparaître 
deux groupements, à savoir : 

Re 
et 

E 
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sachant que 1]ij = O(a2 A;jjv1 ). De ce fait, pour que l'un de ces deux groupements soit d'ordre 0(1), il 
faut distinguer les deux cas : 

(
a2A_)1/2 (a2A .)1/2 

• si ~ » Re, alors il convient de poser E = ~ 

(
a2 A;i)1/2 . 

• si ~ « Re, alors il connent de poser E = Re . 

Dans ces conditions, l'équation (A.6.5) se simplifie en conséquence. Dans le dernier cas où les deux 
nombres de Reynolds sont du même ordre de grandeur, on peut choisir l'un où l'autre de ces nombres 
pour E: en règle générale, la plupart des auteurs qui sont confrontés à ce genre de problème choisissent 
de dilater l'échelle spatiale awc le nombre Re, comme par exemple dans Childress (1964). 

C'est donc à ce stade qu'inteniennent explicitement les rapports (ddRe) ou 
1) 

fonction du choix de E) 

(
ciRe) 2 ( - en 
d,) 

A présent, pour pouvoir raccorder les deux solutions entres elles, c'est à dire, la solution du problème 
proche et la solution du problème lointain, il faut traduire le fait que ce qui se passe à l'infini pour la 
solution exprimée dans la zone 1 est perçue comme étant ce qui ce passe au voisinage de 0 pour la solution 
de la zone 3 (après le changement de variable). En terme d'équation, cela s'écrit 

]im (wo(x) + Ew1(x)) = E lim 'll'ext(;r.). 
lxl-->x l.;rl-->0 

Or nous avons vu au cours du chapitre 1 (propriété fondamentale, page 18) que quel que soit l'écoulement 
non perturbé, à l'infini w0 tend vers une Stokeslet, solution du problème 

~ ~1 1fg ~ -v P* + L 'U-; 1 - 67ï---:::;- o (x) = o , 
11fgl 

à savoir 

où 
3(0ij X;Xj) 

G;j = 4 lxi + lxl 3 · 

l\otons que compte tenu de son expression, nous avons 

G(x) = E G(;r.) . 

Cette partie du champ de vitesse doit donc forcément se raccorder avec une partie de Wext(;r:). Par 
conséquent, la perturbation de la solution du problème intérieur doit donc se raccorder à ce qui reste, 
c'est à dire, après simplification des E, 

Pour terminer, Saffman (1965) a montré analytiquement que le membre de droite de cette égalité est 
donné à l'ordre dominant, par une constante (cette constante est fonction du rapport de ( detaj dRe) et 
qui peut être écrite 

lim tli1 (x) ':::"' M · V9 . 
lxl__,x 

Sachant que par définition, la composante de 'U11 doit être nulle sur la surface de la particule et qu'elle 
vérifie (à l'ordre dominant) une condition d'écoulement uniforme à l'infini, alors l'expression de la force 
issue de la vitesse E w1 pourra s'écrire sous la forme d'une traînée de Stokes. Finalement, la force qui 
s'exercera sur la particule pourra être donnée, en revenant à une expression dimensionnelle, sous la forme 
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faisant apparaître un tenseur de mobilité que nous avons écrit ici 111. Bien entendu, la difficulté majeure 
dans cette méthode de raccordement est la résolution du problème extérieur. En règle générale, il faut 
avoir recours aux transformées de Fourier. Aussi, il est important de noter que pour panenir à calculer 
la force qui s'exerce sur la particule, il n'est pas nécessaire de connaître en tous points la solution du 
problème extérieur (heureusement!), mais seulement sa limite quand l;rl tend vers 0, ce qui simplifie un 
peu le problème. 

A.7 Force induite obtenue par Lovalenti et Brady (1993) 

l\'otons tout d'abord que l'expression de la force induite obtenue par Lm·alenti et Brady (1993a) n'est 
Yalable a priori que pour les écoulements uniformes, mais en revanche, le mouvement de la particule 
peut, lui, être quelconque. Dans l'expression que nous allons voir, les grandeurs sont sans dimension, les 
Yitesses ayant été réduites par une certaine vitesse Uc (caractéristique de la vitesse de glissement), le 
temps par Tc, les longueurs par a et la force induite par p1 aUc. La force exercée par l'écoulement induit 
sur la particule est donnée par 

-1 ( - - ) 2 7T d ( - - ) F = -6 1r VP- 111 - 3 ReSl dt VP- V! 

avec 

et où 

+- - -F (t)- --- ---erf(IAI)- exp( -lAI ) F (s) 3(ReSl)
1

/
2 [;·t (2 - 11 { 1 (ft - -2 )} -Il 

8 7T -oc 3 s IAI2 2IAI s 

2 _, { -" 1 ( ft - -" ) } -_]_ ) 2 ds ] +-F8-(t)- exp(-IAI~)- -- --erf(IAI)- exp(-IAI~) F8 (s) ( )3/" 
3 2IAI2 2IAI t- s ~ 

aUe 
Re=-­

VJ 

a 
et Sl= -U 

c Tc 

.4 =Re (t- s)l/2 (Ys(t)- Ç:,(s)) 
2 ReSl t- s 

Également, nous avons 
_Fjl (s) = P(s) 0 P(s) · F8 (s) 

et 

avec pour une inclusion sphérique 

F8 (s) = -61r(vP- f'/) 
et où P(s) est le vecteur unitaire défini par 

P(s) = ~s(t)- ~s(s) 
IYs(t)- Ys(s)l 

(A.7.1) 

Notons pour terminer qu'il existe un résultat équiYalent pour les inclusions fluides, dans LoYalenti et 
Brady (1993b) 

A.8 Description de la méthode des réflexions 

La méthode des réflexions est une méthode originale qui encore une fois ne peut s'appliquer que 
parce que les équations de Stokes sont linéaires. Afin d'obtenir un écoulement qui vérifie bien la condition 
d'adhérence sur la paroi, c'est à dire la condition limite (1.6.1) de la page 34, rien n'empêche de rechercher 
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la solution exacte de ce problème sous la forme de la solution de Lamb (que nous écrirons w0 ), c'est à 
dire la solution si la plaque n'était pas là, plus une ,·itesse de perturbation. Ainsi, en posant 

~1 ~ ~ 

'W f = Wo + 'IL' a , 

il apparaît alors que cette vitesse Wa doit être solution des équations de Stokes et admettre, pour étre 
conforme au problème initial, les conditions limites 

Wa = 0 lorsque lxi = a 

et 
wa(x) = -wo(x) lorsque xE c(xs). 

A nom·eau, cette vitesse Wa peut être écrite sous la forme d'un terme qui Yérifie la bonne condition limite 
sur la paroi, mais qui est calculé comme si la particule n'était pas là, plus une autre perturbation, c'est 
à dire 

ûï1 (x) = -w0 (x) lorsque xs E C ( Xs) . 

Par conséquent, w1 ne vérifie pas la bonne condition limite sur la surface de la particule, ce qui implique 
que Wb doit vérifier 

et 
wb(x) = 0 lorsque xE c(xs). 

Encore une fois, cette Yitesse peut être recherchée sous la forme d'un terme w2 qui vérifie la bonne 
condition sur la particule, mais calculée comme si la paroi n'était pas là, plus une perturbation, c'est à 
dire 

et 
w2 = -w1 lorsque lxi =a. 

Le terme Wc doit donc être tel que 
Wc = 0 lorsque lxi = a 

et 
wc(x) = -w2 (x) lorsque xE ( xs) 

A ce stade, la solution exacte du problème initial s'écrira 

~1 ~ ~ ~ ~ 

W f = Wo + W1 + W2 + 'IL'c , 

et en procédant de la même manière pour déterminer Wc et indéfiniment, il apparaîtra que la solution du 
problème initial peut s'écrire sous la forme d'une somme infinie de termes. Toutefois, sans aller jusque 
là, remarquons qu'en omettant le terme Wc, la solution vérifie la bonne condition limite sur la particule 
et bien qu'elle ne vérifie pas la bonne condition limite sur la paroi, l'écoulement obtenu sera déjà plus 
proche de la solution exacte que celle donnée par la solution de Lamb. En réalité, l'ordre de grandeur 
de la force induite par les termes successifs '!ih + uï2 est proportionnel au rapport entre la taille de la 

particule et sa distance à la paroi, i.e. en o( a/lmin(xs)i). Poursuivre le développement en introduisant 

des termes supplémentaires, w3 + w4 + ... permet alors de capturer des effets en 0 ( a2 /lmin(x8 )12), etc: ... 

Dans la pratique, la particule étant généralement supposée petite par rapport à sa distance à la paroi, il 
est souvent amplement suffisant de ne capturer que les corrections du premier ordre. 



Annexe B (relative au chapitre 2) 

B.l Calculs des déformations optiques et illustration 

0 

A 

x 

n; : indice intérieur 

n, : indice plexiglass 

n,. : indice extérieur 

R,-R,=e 

R; 

FIG. B.l- Schéma d'un trajet optique de la bulle 
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Le but de cette annexe est d'établir le lien entre x (i.e. la distance \Taie de la particule à l'axe de la 
conduite) et X la distance mesurée sur l'écran ayec la caméra. Les calculs présentés ici ont été effectués 
par le Pr. Souhar (rapport interne au Lemta 2001). Tout d'abord, nous ayons, sur le schéma B.1, 

x 
sinBo = R. 

e 

Par application de la loi de Snell-Descartes, il est possible d'écrire que 

ne sin Bo = np sine~ =? 
• 1 rle X 

sm80 = --. 
np Re 

Dans le triangle OM0M~, il est également possible d'établir que 

sin Bb sin( 1r - B~) 

Ri Re 

ce qui implique, à l'aide de (B.l.2), que 
• 11 ne X 

sm80 = --R . 
np i 

A nom·eau, l'application de la loi de Descartes s'écrit 

sine~ 

Re 

np sin e~ = n; sine~' 

et aYec (B.l.3), 
. e"' rle x 

Slll 0 = --R . 
n; ; 

Au relations précédentes, peuvent être rajoutées les relations angulaires 

lii;Oi\1~ = e" - e~ ainsi que XoiJ~ = Bo + e~ - e~ ' 

(B.l.1) 

(B.l.2) 

(B.l.3) 

(B.l.4) 

de sorte qu'avec les relations (B.l.1), (B.l.2) et (B.l.3), il est finalement possible de montrer que 

------ ( X ) (ne X ) (ne X ) ADM~ = arcsin - + arcsin - R· - arcsin --R . 
Re np , np e 

Enfin, notons que 

cp= 1r/2- ;4oMü + e~', 
d'où 

( ne X ) (ne X ) . (ne X ) ( X ) cp = 7f /2 + arcsin -- - arcsin ----:- + arcsm --:----:- - arcsin -R . 
np Re np R, n, R, e 

En posant X* =X/ R; et e* = ej Ri alors cp peut s'écrire 

cp= 7f /2 + arcsin(ne ( X**)) - arcsin (ne){*) + arcsin (ne X*) - arcsin( X**) . 
np 1 + e np n, 1 + e 

(B.l.5) 

Reste maintenant à obtenir l'équation de la droite D, sachant que celle-ci est donnée par 

y= tan cp x+ b, 

et qu'au point .~1~, nous ayons 

------x= R; sinAOM0, 
alors 

y= R; cos(;4oM0) +tan cp( x- R; sin(;4oM0)) . 
En conclusion, un point objet se situant à une distance X de l'axe de la conduite sur l'image de la caméra 
se situe quelque part sur la droite D. Dans notre expérience, une plaque millimétrée est placée dans le 
plan Y = 0, de sorte que ------x c:os(AOM0) . A------O ,

1
, 

- = - + Slll 11' o . 
Ri tancp 

et la déformation optique à l'écran de la caméra est négligeable dans une très grande partie de la conduite, 
comme cela est illustré dans l'exemple qui suit. 
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Illustration 

Dans notre expérience, nous n'avons pas la valeur exacte de l'indice optique de l'huile de silicone. 
Néanmoins, afin d'illustrer l'intérêt de placer le cylindre dans une cuve rectangulaire fixe, plaçons nous 
dans le plan Y = 0, et remplaçons l'huile de silicone par de l'eau. Dans notre expérience, nous avons R; 
= 40 mm ete= 8 mm, ce qui implique que e* = 0.2. A présent, imaginons deux cas, le premier sans cuve 
et le second avec, de sorte que 

• dans le 1er cas, n; = 1.33 (eau), np= 1.51 (plexiglass) et ne= 1.00 (air), 

• et dans le 2nd cas, n; = 1.33 (eau), np= 1.51 (plexiglass) et ne= n; = 1.33 (eau). 

~ -....._ 
~ 

1 ---------;- -- ----------------- -----.•-;------

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

. ' .. : 
' . ' ' . ' 

' ' • 1 

1 ' '. 1 ' -------- ~-- ------ -~---------.~'+-- ------ ---------: 
1 ' • ' ' 
1 1 • ' ' 

: : •• • : 1 

' 1 • ' 
L 1 • 1 

--------~----------~-~- ---------1----------· 

: .... 
' .. : .. : 
' . ' 
1 • ' 1 
~----..... --- ------ - --: ------- --·-----
: .. : :.• ' .,• .. ------.•-. ' . ' 

• 1er cas 
• 2nd cas . : -- x/R; = X/R, 

0.2 0.4 0.6 0.8 

xjR; 

FIG. B.2- Mise en évidence de l'intérêt de la cuve rectangulaire 

Il apparaît alors clairement, sur la figure B.2 que dans le cas où l'indice de réfraction du milieu 
extérieur est égal à l'indice de réfraction du milieu intérieur, la déformation optique est négligeable dans 
une très grande partie de la conduite cylindrique. 

Mise en évidence de l'intérêt de la cuve rectangulaire 

En admettant que ne = n;, et en posant ne- np= ,6,n, nous allons premièrement écrire que 

,6,n 
ne = np(l + -) et supposer que 

np 

Sachant ensuite que e* « 1, cela implique que 

,6,n 
1-1«1. 

np 

X* X* 
arcsin(--) = arcsin(X*)- e + O(e* 2

), 
l+e* Vl-X*2 

et il est alors possible de montrer que 

Autrement dit, lorsque ne = n;, le premier terme du développement de cp autour de 1r /2 est un terme 
d'ordre 2. Par conséquent, ce terme est négligeable sauf lorsque X* devient très proche de 1. Expéri­
mentalement, un résultat vraiment similaire est obtenu avec l'huile de silicone (voir figure 2.4), page 
55. 
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B.2 Calibration du banc de déplace1nent 

La calibration du banc de déplace­
ment s'effectue en positionnant la ca­
méra dans la configuration 2 (voir 
section 2.3, page 52). Pour mesu­
rer la vitesse de déplacement, il est 
nécessaire de placer à l'intérieur du 
cylindre la plaque millimétrée et de 
sui\Te un point de la plaque. La vi­
tesse de défilement du point se fait 
en mesurant la pente de la droite 
ainsi obtenue. Différentes vitesses de 
consigne sont imposées au banc de 
déplacement (en mm/s) et les Yi­
tesses obtenues avec la caméra sont 
en parfaite adéquation avec les vi­
tesses imposées (dans le cas le plus 
défavorable, nous observons un écart 
de 0.53 %) comme le montre le ta­
bleau B.l. 

Vitesse imposée 
en mm/s 

15 
20 
25 
30 
40 

100 

2 3 

t( en s) 

FIG. B.3 ~ Calibration du banc de déplacement 

Vitesse mesurée Écart (%) 
en mm/s 

14.93 0.47 
19.92 0.40 
24.90 0.40 
29.84 0.53 
39.81 0.47 

TAB. B.1 ~ Correspondance entre la vitesse imposée au banc de déplacement (en mmjs) et la vitesse 
mesurée expérimentalement avec la caméra 
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An11exe C (relative au chapitre 3) 

C.1 SÎlnplification de la solution (3.5.11) 

Compte tenu de leurs positions dans le plan complexe, il est possible, voir par exemple Abramowitz 
et Stegun (1965), de montrer que pour des valeurs de 

grandes devant 1, les termes 

exp( X} t)erfc( -X3 vt) et exp( X] t)erfc( -X4 vt) 

tendent respectivement vers 

Or nous savons que 

ce qui est rapidement grand devant 1 (typiquement pour yt de l'ordre de l'unité). Ainsi, nous aurons 

et donc 

1 exp( X} t)erfc( -X3 Vt)l ~ 1 exp( X] t)erfc( -X4 Vt)l ~ 0(51
/

2 /Vt). 

De plus, nous avons vu que dans le cas l' = 1, les termes 

sont identiquement nuls. Sur la figure C.l, regardons l'évolution de ces deux termes dans le plan complexe 
lorsque l'varie de 0 à 2 (dans cet exemple, pour un nombreS fixé à 0.01). 

Il apparaît alors que même pour des valeurs de l'différentes de 1, les valeurs de IA3 /X3 1 et IA4 /X41 
sont toujours très petites devant 1. En conclusion, non seulement les fonctions exp( X} t)erfc( -X3 Vt) 
et exp( X] t)erfc( -X3 vt) décroissent très vite dans le temps mais en plus elles sont multipliées, dans 
la solution (3.5.11), respectivement par les termes A3/X3 et A4/X4 qui sont très petits devant 1. Ces 
résultats nous amènent à dire que la contribution des termes 

A3 exp( X/ t)erfc( -X3 Vt) et 
X3 

est bien négligeable dans la solution (3.5.11). 
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FIG. C.1- Evolutions de A 3 /X3 et A 4 /X4 dans le plan complexe lorsque Î varie de 0 à 2 (S=O.Ol.) 

C.2 Description de la méthode numérique 

Afin de pouvoir comparer les résultats théoriques obtenus avec le noyau de Boussinesq-Basset à 
d'autres approches et notamment, avec le noyau de l'vlei et al. (1992), il nous est nécessaire de résoudre 
numériquement l'équation de mouvement de la particule. A cause du terme intégrodifférentiel, il nous 
a également semblé préférable d'employer la méthode d'Adams-Bashforth plutôt que l'algorithme de 
Runge-Kutta. 

Soit le système différentiel suivant: 

X(t) = j(t,X(t)) 

alors la méthode d'Adams-Bashforth nous conduit à écrire: 

X(t + 3.6.t) ~ X(t + 2.6.t) + ~; ( 5j(t,X(t))- 16f(t + .6.t,X(t + .6.t)) + 23j(t + 2.6.t,X(t + 2.6.t))) . 

Rappelons que le système différentiel que nous souhaitons calculer est le suivant 

soit 

3 1 . 3 l·t . .. 
---XP- S( (Xp+Yp)+ ..;s:ff (-Yp-Xp)K(t-r)dr 

2!+1 2!+1) S7ï(2Î'+1) o 

3 1 . 3 1t . .. 
--- Yp- S ( ) (Yp- Xp) + ~ (Xp- Yp)K(t- r) dr, 

2Î'+1 2!+1 S7ï(2Î'+1) o 

X(t) = 

x 1 (t) = Xp(t) 

X2(t) = Xp(t) 

X3(t) = Yp(t) 

X4(t) = Yp(t) 
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Il apparaît que 

X(t) = 

X4(t) 

- 2 .. i~H x3(t)- S(2~+ 1 J (x4(t)- x1(t)) + VST.(~î·+l)Fhy(t) 

où les termes Fhx(t) et Fhy(t) sont détaillés par la suite. La méthode d'Adams-Bashforth nous impose 
initialement de connaître, 

X(O), X(~t) et X(2~t), 

ces valeurs sont donc calculées à l'aide d'une méthode d'Euler simple. Revenons en maintenant aux termes 
Fhx(t) et Fhy(t). Ces derniers sont calculés en utilisant un schéma en O(~t3 ) pour estimer les termes 
qui sont dérivés par rapport au temps, 

. 1( 1 1 1 ) U(t) = - - -U(t + 2~t) + U(t + ~t)- -U(t)- -U(t- ~t) 
~t 6 2 3 ' 

ainsi, nous avons, pour chaque pas de temps et en adoptant la notation: xj = x(j~t), 

i-1 . 1 XH2 . J.'j Xj-1 
Fh .(t) :::="""' (- x1 -- [- -

2- + xJ+
1

- .....1.- - 2-J)Ki-j ~t 
x L., 4 ~t 6 2 2 3 

j=O 
i-1 j+2 j ,j-1 

Fh (t) :::="""' (xj- __!_ [- ::..±_ + xH1 - x4 - ::..±_J)Ki-j ~t 
y L., 2 ~t 6 4 2 3 

j=O 

(C.2.1) 

(C.2.2) 

Bien entendu, avant d'utiliser le noyau de Mei et al. (1992), nous avons réalisé une étude numérique 
impliquant le noyau de Basset-Boussinesq (dont la solution analytique est déterminée) afin de nous assurer 
de la bonne convergence des résultats. Après avoir réalisé une étude de sensibilité au pas de temps, il 
apparaît que les résultats numériques convergent vers la valeur théorique et deviennent indépendants de 
la valeur du pas de temps pour: ~t = 5. 10-4 . Cela implique que les temps de calculs sont assez longs, 
surtout à cause des termes intégrodifférentiels. 
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À1111exe D (relative au chapitre 4) 

D .1 Généralisation de la n1éthode de calcul des racines X1 et X2 

Afin de généraliser l'approche permettant d'obtenir les racines X1 et X2 , nous allons utiliser le fait 
que dans les deux cas, la transformée de Laplace du noyau de la force d'histoire est algébrique (en terme 
de Yariable de Laplace p) et que de ce fait, dans les deux cas, il sera possible d'écrire que 

K(X)X2 = f(X. 5) . 
g(X, 5) 

Par exemple, pour une particule solide nous aYons 

-V& ~ 
K = ---x- et donc f(X, 5) =v 81r X et g(X, 5) = 1, 

et pour une inclusion gazeuse, 

- v's rn K= etdonc f(X,5)=v5X et g(X,5)=XVS+l. 
X 2 VS+ X 

Ensuite, nous allons remarquer qu'en multipliant le polynôme P(X) par g(X, 5) 5(2Î'+ 1), nous obtenons 
un nom·eau polynôme : 

Q(X) = g(X, 5) 5(2Î' + l)P(X) 

qui maintenant présente l'intérêt d'être linéaire en T 

De même que ce qui a été fait dans le chapitre 3, écrivons Q 0 (X) le polynôme Q(X) qui correspond 
au cas Î' = 1 et X; 0 ses racines dans ce cas là. En posant à nouveau 

nous obtenons alors 
Q(X) = 25 OÎ' g(X, 5) X 4 + Q 0 (X), 

sachant que par définition, Q 0 (X) n'a aucune dépendance en T 

En utilisant le fait que 

loxl x' << 1 pour 
' 

i = {1,2} 

alors nous avons 

) ( 0 ) o4 o o 8Q(X) 1 ( 2) Q(X; = 2807 g X; ,5 X; + Q (X;)+ ----ax- x/X;+ 0 oX . 

Par définition, Q(X;) et Q 0 (X;0 ) sont nuls et finalement 

oX =- 25 OÎ' g(Xp, 5)X;o4 o(' v2) 
' 8Q(X) + UA. • 

----ax-1 x;' 
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A l'aide de cette relation, nous obtenons, pour une particule solide, et tous calculs faits, 

x = v'i + - 3
- 3 o-v- 3ft ch 3312 o'"'· + v'2(3 + 3i) (2 R c 2 IT- 36)32 o"' + o (3512 ) 

1 R r: 1 R 1 4R2 J1 h 1 

J1 v~ Jl '" 

(D.L1) 

et 

ce qui bien sûr est identique aux résultats (3.5.13) et (3.5.14) du chapitre 3. 

Pour une bulle, nous obtenons 

et 

x2 = - li- - 3
- 3 o'"'·- 3 c, 3 312 o'"'·- v'2(3 + 3i) (2 R c,2 + 2 R c, - 36)32 o'"'· + o (3512) . (D 1 4) v~ R r: 1 R 1 4 R2 J1 ' J1 ' 1 •• 

J.Lv~ J1 JI 

Quelque soit la nature de l'inclusion, nous voyons donc que les deux racines xl et x2 sont quasiment 
opposées puisque nous avons alors 

En utilisant cette propriété, il est alors possible de montrer que notre solution exacte peut être approchée 
par 

Z(t) = Zo exp( Xi t). 

Pour une particule solide, et en posant Àr = W (Xl) et Ài = 'S (Xl), nous obtenons 

et 

et pour une bulle, 

et 

A ce stade, il est intéressant de remarquer que pour une particule solide, nous avons 

et de même, pour une bulle, nous avons 

c" n-=1, 
JI 
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D.2 Calcul de l'intégrale I 

Dans cette annexe, nous calculons l'intégrale I donnée par 

et où 1bw. el est donnée par (4.6.11), et ~s. el est donnée également par (4.6.11) mais en posant w =o. 
Ainsi, nous avons 

En introduisant la longueur 

nous pom·ons écrire que 

En coordonnées sphériques, i.e. en posant k1 = k sine cos cp et dk1 dk2 dk3 = k2 sine dBdcpdk, et après 
intégration suiYant 8 E [0; 1r] et cp E [0; 27r], nous obtenons: 

Cette dernière intégrale se calcule par exemple à l'aide d'une décomposition en éléments simples de 
l'intégrande, et il apparaît que 

Enfin, puisque nous avons posé 
Fw = 21fJ.LJanzquiv Uw 

nous retrouvons l'équation (4.6.12) de la page 121. 
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An11exe E (relative au chapitre 5) 

E.l Calcul du cha1np de vitesse correspondant à notre étude 

Dans cette annexe, nous nous proposons de calculer l'expression analytique des équations de Stokes 
instationnaires donnée par l'équation (1.1.28) de la page 12, et qui vérifie sur la particule, la condition 
limite 

w} = Rp ( cos(w t) ê1 + sin(w t) ê2) lorsque lxi = a, 

et où le terme Rp est supposé constant. Dans un souci de simplicité, la solution qui sera obtenue sera 
représentée uniquement dans le plan (o, ê1 , ê2 ), comme le montre la figure E.l. 

Er 1 êr2 
êo, -êe2 
~1 -~2 êo, erl' €r2 
e1 + e2 n/2 

FIG. E.1 ~Schéma d'illustration de l'étude 

Pour obtenir la solution du problème considéré ici, nous allons nous appuyer sur la solution des 
équations de Stokes instationnaires correspondant au mouvement d'une particule solide qui vérifie la 
condition limite 

WJ = tt exp( -iw t) lorsque lxi = a. 

Celle-ci a été obtenue par Landau et Lifchitz (1989) (voir aussi l'annexe A.3) et peut s'écrire sous la forme 

où dans une base sphérique ( ê3 coïncide avec U w) nous avons : 

En posant 

- _ d.f ( r) _ - . 
A= Aq, eq, =--er 1\ Uw exp(-twt). 

dr 

k = 
1 

; i avec o = C ~.f) 112 
, 
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alors Landau et Lifchitz (1989) ont obtenu 

df(r) = C:; exp(i kr) (r _ ~) + C4 . 
dr r2 i k r 2 ' 

3a a
3 

( 3 3 ) c3 = -2"k, exp(-ika) et c4- -- 1-----' , - 2 ika k 2a2 · 

Connaissant df(r)/dr, il est possible d'en déduire l'expression analytique de A, et par conséquent, celle 
du champ de Yitesse solution de ce problème. Étant donné que dans notre étude, nous avons deux termes 
harmoniques dans l'expression de la condition limite, il nous suffit de calculer les champs de vitesses w r 
et w r) en posant que if r est la solution du problème associé à la condition limite 

-la R. - ( . t) w f = P e1 exp -1-w , lorsque li'l =a 

et que 'UJ r est la solution du problème associé à la condition limite 

wjh = Rp ê2 exp( -i wt) lorsque lxi =a. 

Dès lors, la solution de notre étude sera donc simplement 

Après normalisation de la vitesse de l'écoulement induit par Rp et après introduction, dans le but d'alléger 
les écritures, des fonctions complexes 

et 

() = _ (C3exp(ikr)(r+ijk)+C4) Fr 2 
3 r 

G(r) = _ (i kr2
- r- i/k) ; 3 exp(ikr) - C4 

T' 

qui ne dépendent que de r, il est possible de montrer que dans la base (êr,, ê8, ), la solution de notre 
problème s'écrit 

et 
we, (r, 81) = -~( G(r) exp( -iw t)) sin (h- cs( G(r) exp( -iw t)) cos e1 . 

Pour visualiser ce champ de vitesse, et parce que ce dernier est instationnaire, il est pratique de 
l'exprimer dans le référentiel n; qui tourne autour de l'axe ê3 avec la vitesse angulaire w. En effet, dans 

ce référentiel et compte tenu du fait que nous supposons que le terme Rp est stationnaire, l'écoulement 
induit que nous venons de calculer est stationnaire. 

Notons que pour exprimer la vitesse wt dans ce référentiel en rotation, il nous suffit d'exprimer cette 
vitesse en un point qui à r constant, se déplace lui-même à la vitesse r w êe,, c'est à dire que nous allons 
écrire: 

wt(r, el)= U:j(r, el+ w t). 

Dans le référentiel tournant, les termes instationnaires se simplifient et après quelques calculs simples, 
nous pouvons montrer que 

et 
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Également, il est possible de montrer que 

( ) 3a 6 (a - r) [ ( 6) ( r - a) ( r - a)] R F(r) = 
2

r 2 exp - 6- 1 +-;: sin - 6- -cos - 6-

~ ( F ( r)) = - ~~~ exp (a ~ r) [ ( 1 + ~) cos c ~ a) + sin ( r ~ a) ] + 
3
2a:3 

6 
+ ~: , 

et de même 

( ) 3a6 (a-r) ~ G(r) = 2r2 exp -6- [ ( i + ~) cos c ~ a) _ C6r + ~) sin ( r ~ a)] 

( ) 3a 6 (a - r) [ ( 6 1 ) ( r - a) ( r 1) ( r -a)] ~ G(r) = 2r2 exp -6- 2r + 2 cos -6- + J + 2 sin -6-

a2 (36 + 2a) 
4r3 

a2 (36 + 2a) 
4r3 
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A l'aide de cette solution, nous pouvons maintenant obtenir les champs de vitesses ainsi que les lignes de 
courant qui sont représentés sur les figures dans la section suivante. 

E.l.l Visualisation de l'écoulement induit solution des équation de Stokes 
instationnaires 

Sur les figures E.2 (et jusqu'à la figure E.ll) nous représentons les lignes de courant observées dans 
le plan (o, ê], ê2), avec en arrière plan les valeurs normalisées par Rp des composantes suivant ê] et ê{ 
de la vitesse induite relative, i.e. wl = w r . ê] et W2 = w r . ê{. Notons de plus que sur ces figures, les 
longueurs ont été normalisées par le rayon de la particule. 

• Tout d'abord, nous pouvons remarquer que lorsque le cylindre ne tourne pas, l'écoulement induit 
vérifie dans le référentiel du laboratoire, une condition limite stationnaire et la solution obtenue 
correspond naturellement à la solution des équations de Stokes stationnaires. Ainsi, nous recon­
naissons la forme classique des lignes de courant qui correspondent à une particule qui se déplace 
à vitesse constante dans un fluide en repos (voir par exemple Clift et al., 1978). Notons aussi que 
dans notre étude, si w = 0, alors, en toute rigueur il n'y a pas de migration de la particule et 
par conséquent Rv = O. Mais ici, nous avons supposé que Rv n'était pas nul. Ce cas w = 0 nous 
permet donc simplement de vérifier que l'expression analytique du champ de vitesse que nous avons 
obtenue en annexe E.1 est bien correcte. Par la même occasion, nous voyons que le champ de vitesse 
a bien une répartition symétrique autour de la particule, conformément à ce que prédit la solution 
des équations de Stokes stationnaires calculée pour une particule qui se déplace dans un fluide au 
repos. 

• Lorsque le cylindre est en rotation, même à très faible vitesse, c'est à dire lorsque w = 0.5 ou w = 1 
radjs, (figures E.4, E.5, E.6 et E.7), nous pouvons remarquer que l'écoulement lointain est déjà très 
affecté par la rotation. Notons que sur les figures E.4 et jusqu'à la figure E.ll, nous avons tracé le 
cercle de rayon 6 = (2vtfw) 112 (longueur de pénétration de l'écoulement). Aussi, si l'écoulement 
lointain est fortement perturbé par la rotation du cylindre, nous voyons, en revanche, que près de 
la particule l'écoulement induit correspond bien à l'écoulement prédit par la solution des équations 
de Stokes stationnaires. Par ailleurs, nous commençons à observer une légère perte de la symétrie 
des composantes w1 et w2, ce qui implique l'augmentation de traînée ainsi que la force transversale 
que nous avons calculées analytiquement dans les chapitres 3 et 4. 

• Lorsque le cylindre admet une vitesse de rotation un petit peu plus importante, c'est à dire par 
exemple lorsque w = 5 ou w = 10 rad/s (figures E.8, E.9, E.10 et E.ll) alors nous pouvons voir que 
l'écoulement lointain est maintenant complètement modifié par la rotation du cylindre. Par ailleurs, 
il apparaît que 6 est maintenant très proche de la particule, mais malgré cela, nous reconnaissons 
quand même dans la zone proche de la particule, la forme d'un écoulement rampant stationnaire. En 
fait, la transition entre l'écoulement proche et l'écoulement lointain est dans ce cas là assez brutale. 
Aussi, la perte de symétrie de l'écoulement induit s'est accrue. Dans une telle configuration, les 
lignes de courant sont presque circulaires autour de la particule. (Toutefois, notons que dans la 
région lointaine, l'écoulement induit est très faible) Aussi, la forme des lignes de courant n'évolue 
plus beaucoup lorsque la vitesse de rotation du cylindre augmente, c'est pourquoi nous avons choisi 
de ne pas représenter l'écoulement induit pour des vitesses de rotation plus importante, malgré le 
fait que dans nos expériences nous sommes montés jusqu'à des valeurs de w de l'ordre de 20 rad/s. 
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FIG. E.2- Arrière plan : w1 (w = 0 rad/ s). FIG. E.3- Arrière plan: w 2 (w = 0 rad / s). 
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FIG. EA- Arrière plan: w1 (w = 0.5 rad / s). FIG. E.5- Arrière plan: w2 (w = 0.5 rad/ s). 
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FIG. E.6 - Arrière plan : w 1 (w = 1 rad/ s). FIG. E.7- Arrière plan: w2 (w = 1 rad/ s). 



E.1 Calcul du champ de vitesse correspondant à notre étude 181 

30 

20 

10 

>- 0 

-10 

-20 

-20 -10 0 10 20 30 
x 

FIG. E.8- Arrière plan : w1 (w = 5 rad/ s). FIG . E.9- Arrière plan: w2 (w = 5 rad/ s). 
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FIG. E.10- Arrière plan : w1 (w = 10 rad/ s). FIG. E.ll- Arrière plan: w2 (w = 10 rad/ s). 
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E.2 Calculs des composantes i'vfn et 11112 dans le référentiel non 
tournant sans négliger les termes convectifs 

Compte tenu des hypothèses que nous avons faites dans ce chapitre 5, à savoir que èP = w et que la 
dépendance temporelle de Rp(t) est négligeable, alors les équations vérifiées par l'écoulement induit dans 
le référentiel non tournant mais lié à la particule sont, d'une part l'équation de continuité: 

(E.2.1) 

et d'autre part, les équations classiques linéarisées: 

(E.2.2) 

associées aux conditions limites : 

w} = Rp ( coswt ê1 + sinwt ê2) lorsque lxi= a (E.2.3) 

et 
tv} ~ 0 lorsque lxi ~ oo. (E.2.4) 

E.2.1 Le problème extérieur 

Après réduction des longueurs par d,7 = a/Ta112 , des vitesses par Rp(t), du temps par 1/w et de la 
pression par Pt(wvf ) 112 Rp, l'équation du problème lointain s'écrit: 

(E.2.5) 

où 

1) = ( ~ ~1 ~ ) 
0 0 0 

Notons que dorénavant, les grandeurs sont sans dimension, mais aucune notation particulière n'a été 
introduite afin d'alléger les écritures. 

Dans le but de mettre explicitement en évidence la contribution des termes 
instationnaires et convectifs, nous allons arbitrairement placer un coefficient o 
devant le terme instationnaire et f3 devant les termes convectifs. Ces coefficients 
(qui valent 1 en toute rigueur) feront alors office de "traceurs". 

Ainsi, nous allons considérer l'équation 

et nous allons maintenant introduire les transformées de Fourier spatiales suivantes: 

et 

:F(P) = F = -
1
- ( P exp(-i k ·x) d3x. 

8 7f3 }Jl!i.3 

En calculant la transformée de Fourier de l'équation (E.2.6) et en faisant usage du fait que 

(aw) -
:F éJ:r; = ik;ù' et que ( aw) a~ 

:F Xj OX; = -k; éJkj ' 

(E.2.6) 
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nous obtenons : 

(E.2.7) 

l\' otons que si 1Z( a, (3, k;) est solution de cette équation, alors pour obtenir la solution Stokeslet cor­
respondant à ce problème, et que nous écrirons ;J;s, il suffira donc simplement de calculer 1Z dans le cas 
particulier où a = 0 et /3 =O. 

En nous inspirant du même changement de variable que celui proposé par Gotoh (1990), nous posons 

kl = -X· sill7] et k2 = x~ cos 1]' 

et cela implique que 
a a a 

k1 ak2 - k2 ak1 = a17 
de sorte que l'équation (E.2.7) peut être réécrite de la manière suiYante: 

a-IZ ( a-IZ - -) - - 2 - 3 ( ) a at + (3 a
17 

+ fj · w = -i kP - k 'Û) + 
4

7r 2 cos t ê1 + sint ê2 . (E.2.8) 

Sachant que la solution de l'équation (E.2.8) doit être périodique en temps, nous pouvons donc l'écrire 
sous la forme 

1Z =tf+ exp(i t) + ;I;_ exp( -i t) 

et 
P=P+ exp(it)+P_ exp(-it). 

Aussi, en utilisant les relations d'Euler pour écrire les fonctions cos t et sin t, et en identifiant les compo­
santes suiYant exp(i t) et respectivement, suivant exp( -i t), nous obtenons alors deux équations. Dans la 
suite, nous ne nous intéressons qu'à la première de ces équations, sachant que la solution de la seconde 
équation correspondra simplement au vecteur conjuguée de la première. Ainsi, nous nous intéressons 
maintenant à la solution de l'équation: 

(E.2.9) 

Or la solution de cette équation est également périodique en 17 et de ce fait, la solution peut être écrite 
sous la forme d'une série de Fourier, dont les seules harmoniques non nulles sont: 

-IZ+ = 1Zo + 1Zl+ exp(i17) + 1Z1 _ exp(-i77) + 1Z2+ exp(2i17) + ;z2- exp(-2i17), 

et 
P+ =Po+ Pl+ exp(i 17) + P1_ exp( -i 77) + P2+ exp(2 i 17) + P2- exp( -2 i 17). 

En introduisant ces deux séries dans l'équation (E.2.9) et en exploitant l'orthogonalité des fonctions 
exp(n i 77), la solution de cette dernière équation peut être obtenue analytiquement après résolution d'un 
système algébrique de 28 équations pour 20 inconnues. Dans la pratique, et sachant que dans le calcul de 
la force subie par la particule, nous serons amenés à réaliser une première intégration pour 17 variant de 
0 à 2 n, nous ne nous intéresserons donc qu'aux deux inconnues 

ûo et iio, 

sachant que nous avons écrit au préalable 

En posant 

I = jx {x t" (ûo- üg) k d17 dk dk3 
-x Jo Jo 
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et 

j =;·X {X t" (Vo- V~) k d7) dh~ d/.·3, 
-x Jo Jo 

alors la force additionnelle que nous recherchons sera donc donnée par 

6nTa112 [(2~(1) cost- 2<;5(1) sint) ê1 + (2~(J) cost- 2<:S(J) sint) ë2] 

où ~( ) et <s() correspondent respectivement à la partie réelle et à la partie imaginaire. Dans la pratique, 
pour mener à bien le calcul des intégrales I et J, nous procédons à un nouveau changement de variable 
en posant 

k3 = k' sin cp et h~ = k' cos cp 

cp E [-n/2; n/2] et k' E [0; oc]. 

Tous calculs faits (en nous aidant de l\1aple 7) nous obtenons que la force hydrodynamique qui s'exerce 
sur la particule est donnée par 

F 1 = -6np a [! + Ta 112 ( Mn (o:, (3) 1 Ah2(a, (3) 
-J\h2(o:,(3) )] . ( Î!-P coswt) 
Mn(a,(3) Rp sinwt 

, . _ V2 ((3f3-ai)J3f3-nl+(n+(3)312 (n2 -12nf3+5782)) 
Mn (a, (3) - 280 (33 (E.2.10) 

et 

(E.2.11) 

Bien entendu, nous pouvons alors vérifier que nous retrouvons les principaux résultats de la littérature 
récapitulé dans le tableau E.l. 

Herron et al. : BBO: Gotoh: 
o:=l o:=l 0:=0 
/J=l .!3 = 0 (3=1 

Mn(o:,(3) 5/7 v'2/2 3v'2(19 + 9v'3)/280 
Ml2(o:, (3) 3/5 V2/2 3v'2(19- 9v'3)/280 

TAB. E.l - Comparaison de la solution obtenue avec les principaux résultats de la littérature correspondant 
à l'étude de Herran et al (1915), de Gotoh {1990) et l'étude BBO 
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The motion of a spherical inclusion released in a vertical solid-body rotation flow is in­
vestigated theoretically and experimentally. Solid spheres and bubbles are c:onsidered. 
The partic:le Reynolds number, the Taylor number, the \h/eber number and the capillary 
number are smaller than unity. The motion equations of the inclusion are obtained by 
revisiting the hydrodynamic: equations. The axial (vertical) motion and the horizontal 
motion are unc:oupled, even though they are sensitive to the rotation rate of the flow. 
Analytic:al solutions of the particle motion equation are c:ompared to experimental re­
sults obtained by releasing a partic:le in a rotating tank filled-up with silicone oil. For 
solid spheres and bubbles, both the terminal velo city and the partic:le ejection rate (or 
trapping rate) predicted by the them·y agree with experiments, without any empiric:al 
adjustment. In particular, the experimental deviee enables to check the validity of varions 
theories involving solid or gaseous inclusions with or without inertia or history effects. 
It is observed that the mobility tensor of Herron et al. (1975), obtained by writing the 
fluid motion equations in the rotating frame, accurately predicts the horizontal parti­
de trajectory, like the Boussinesq-Basset equation obtained by writing the fluid motion 
equations in the non-rotating frame and neglecting the horizontal contribution of inertia 
effects. 

1. Introduction 
The determination of the force experienced by a spherical inclusion moving in a New­

tonian fluid at low Reynolds number has been a challenging topic for several decades. 
This problem shows many fundamental aspects, but has obvions applications in many 
fields of physics or biology, as well as in engineering science. Indeed, many natural or 
industrial flows are loaded with solid or fluid inclusions the scale of which can range from 
a few microns to several meters. The prediction of their trajectories requires a detailed 
understanding of their dynamics, i.e. of the force acting on them. In the present paper 
the motion of a solid or gaseous inclusion in a vertical solid-body vortex is considered. 
This problem is of major importance for both elementary fluid dynamics and realistic 
situations. Indeed, this flow, though apparently simple, enables to investigate very rich 
dynamical behaviours. 

The motion equation of the particle in the laboratory reference frame is generally written 
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as: 

d2 Xp o ' 
mp dt2 = mp g + P + P , (1.1) 

where mP and Xp(t) denote the particle mass and position respectively, P 0 is the integral 
of the stress of the unperturbed veloc:ity field V~ at the particle surface, and P' is the 
integral of the stress of the perturbation wloc:ity field. Because the unperturbed veloc:ity 
field satisfies the Navier-Stokes equations, the force P 0 can be readily obtained and is 
often called the ·'pressure gradient force of the unperturbed flow". In particular it includes 
the Archimedes force. 

In contrast, it is generally difficult to find an analytical expression for P' in tenns of 
V~. Nevertheless, wh en convective inertia effects ( denoted "inertia effects" hereinafter) 
can be neglected, and for an isolated solid sphere immersed in a uniform flow, P' is 
provided by the well-known Basset-Boussinesq-Oseen (BBO) equation (Basset 1888; 
Boussinesq 1885). The varions tenns appearing in this equation are the drag, the added­
mass force and the history force. An equivalent equation for fluid inclusions immersed 
in an unsteady unifonn flow (in the absence of inertia effects) has been obtained by 
Gorodtsov (1975) (see also Yang & Leal1991: Galindo & Gerbeth 1993). The resulting 
force has the same form as the one of Boussinesq (1885) and Basset (1888) except 
that the drag coefficient and the kernel in the history integral differ, since the boundary 
condition at the interface of the inclusion is different. Note that, for fluid inclusions, the 
expression of the kernel is known only in the Fourier space, and no general compact 
expression of the force in the time-domain is available except when the viscosity ratio is 
either very small or very large. 

Clearly, bath the BBO equation and the Gorodtsov equation efficiently predict the 
dynamics of solid or fluid inclusions provided inertia effects can be neglected. However, 
this "creeping-flow" assumption is no longer valid in many cases. For example, when an 
inclusion is released into a quiescent fluid, the unsteadiness of the velocity perturbation 
eventually vanishes while convective tenns are no longer negligible far from the inclusion 
(Oseen's problem). The determination of the particle-induced flow therefore requires to 
solve a steady equation, but involving inertia tenns : the resulting force experienced by 
the particle is therefore different from the one of BBO or Gorocltsov. In particular, the 
history tenn vanishes and the drag coefficient increases (see Prouclman & Pearson (1957) 
for solid particles). Note that Sano (1981), Mei et al. (1992) and Lovalenti & Brady 
(1993) have also im·estigated this problem for a particle moving unsteadily in a uniform 
flow. 

If, in addition the unperturbed flow is a shear flow, a lift force can appear clue to these 
inertia effects (Saffman 1965, 1968; McLaughlin 1991), as well as a shear-induced drag 
correction (see Harper & Chang 1968; IV!iyazaki, Bedeaux & Bonet Avalos 1995). Also, 
for particles immersecl in a solid-body rotation flow, inertia effects can emerge and induce 
lift effects as well as drag corrections in both the axial and the radial directions ( Childress 
1964, Henon al. 1975, Gotoh 1990). These inertial effects have been recently revisited by 
Magnaudet (2003), and generalized to fluid inclusions, in the case of inclusions moving 
in a time-dependent linear flow in the vic:inity of a wall (see also Legendre & Magnaudet 
1997). 

Several numerical investigations have been clone in the last decade (see for example 
I\'Iagnaudet et al. (1995) for history effects, and Legendre & l\'Iagnaudet (1998) for inertia 
effects). In contrast, very few experimental verifications of these various approaches, 
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especially when inertial effects are present, have been done so far (see for example Odar 
& Hamilton (1964), Abbad & Souhar (2004a), Abbad and Souhar (2004b), Coimbra 
et aL (2004), for history effect.s, and l\1axworthy (1965), Karanfilian & Kotas (1981) 
for the drag corrections due to inertia effects). 

The purpose of the present paper is to investigate experimentally the history force and 
inertia effects experienc:ed b~' a spherical solid or gaseous inclusion falling or rising in a 
vertical solid-body rotation flow. In addition, the radial motion of these inclusions will be 
Ü1\'estigated in details. The question of the validity of the c:reeping flow assumption (i.e. 
no inertial effects) is of major importance in this flow. Indeed, the partic:le is expected to 
reac:h its terminal veloc:ity after a short transient, so that inertial effects should be taken 
into account at the expense of history effects to predict the vertical motion. Nevertheless, 
as the particle rises (or falls) it converges towards the axis of the vortex (oris ejec:ted 
towards its periphery). Under the combined effect of this radial motion and of the C::\•linder 
rotation, the fluid veloc:ity as seen by the inclusion, in the laboratory reference frame, 
is unsteady. Therefore, the flow induc:ed by the inclusion is likely to be unsteady too : 
history effec:ts could therefore be non-negligible. Also, in the rotating frame, the effect 
of the Coriolis force on the perturbed veloc:ity is known to induce drag corrections (see 
Herron et al. 1975). 

In order to analyse these effec:ts, we have investigated the problem in two steps. First, 
we have revisited the flow equations around the inclusion in orcier to derive the particle 
motion equation for both solid and gaseous inclusions. For gaseous inclusions we used the 
approach proposed by Legendre & Magnaudet (1997), as will be shown below. Then, we 
have solved analytically the particle motion equations obtained by these various theories 
and relevant parameters, such as the particle ejection or trapping rate and the terminal 
velocity, c:ould be obtained. Sec:ondly, an experimental deviee has been built, in orcier to 
check the theoretical predictions. 

Note that by writing the perturbed fluid equations in both the laboratory and the ro­
tating frame, we are led to apparently different expressions for the hydrodynamic: force 
experienced by the particle. This problem, investigated in details by Miyazaki (1995), 
will be discussed in the conclusion of the present paper. 

The effect of the Boussinesq-Basset force on the radial migration of a solid Stokes 
particle falling in a vertical vortex has already been investigated in details by Candelier, 
Angilella and Souhar (2004), for Stokes numbers lying between 0 and 0.01. The aim of 
the present paper is to generalize these results to the case of gaseous inclusions and lm·ger 
Stokes numbers, and to analyse the effec:t of rotation on the terminal vertical velocity 
also. 

Section 2 c:oncerns the experimental apparatus. Section 3 deals with the flow equations 
and the derivation of the force experienc:ed by the inclusion. The particle motion equation 
is then integrated and compared to experimental resnlts in sections 4 and 5. A discussion 
is proposed in section 6. 

2. Experimental apparatus 

2.1. General description 

The main fac:ility of our experimental deviee is a c:ylindric:al vertical tank made of plex­
iglass. Its radius is R = 4 cm and its height is L = 25 cm. The tank rotates around its 
symmetry axis (figure 1). The rotation frequenc:y can be varied from 0 to 25 rad s- 1

, it 
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1\lanometer Air tank 

Electronic deviee 
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Dantec 1110\'ing 

g systen1 

FIGURE 1. Sketch of the experimental apparatus. Solid particles are released from h and 
bubbles are injected at h. 

is kept constant during the runs, and is measured with a negligible uncertainty (about 
0.1 %). 

The cylindrical tank is filled-up with silicone oil and immersed in a fixed rectangular 
tank also filled with the very same oil (in order to account for the optical deformation 
through the fiuids and the walls). Note that the cylindrical tank is totally hennetic so 
that there is no interaction between the oillocated within the cylinder and the oillocated 
in the rectangular tank. Bence, the velocity field of the oil inside the cylinder has a solid­
body rotation structure a few seconds after the cylinder starts rotating. The structure 
of the unperturbed flow has been checked by using tracers. No differentiai rotation has 
been observed. 

The kinematic viscosity of the silicone oil used for this experiment has been de­
tennined accurately by making use of a capillary viscosimeter for temperatures ly­
ing between 18 and 30 °C, and follows, with a negligible uncertainty, the linear law 

Vf = (2.743- 0.036 T( 0 C)) 10-4 m 2s-1 . It.s clensit.y has also been measured with an 

accurate densitymeter and we have Pt= 972kgm-3 at 20 °C. This value remains almost 
constant for the range of temperatures consiclered here. 

Partic:les he:wier than the fiuid are released into the cylindrical tank through the upper 
lid. Bubbles are injected by means of an elaborated deviee clescribed below. Because 
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silicone oil is translucide, the inclusions are always visible. As they fall or rise, their motion 
is filmed by means of a CCD camera JAl CV-M30 recording 60 or 120 images/second, 
according to our needs. The camera can either follow the particles along their vertical 
motion (by means of Dantec 's moving system), or remain fixed in the laboratory reference 
frame. The height of the test area recorded by the camerais l = 15 cm (figure 1). The 
resolution of the camera is about 0.3 mm/pixel. By making use of the Optimas image 
processing software we can measure both the vertical and the radial coordinates of the 
inclusion, as weil as its diameter. 

2.2. Physical properties of the inclusions 

Two kinds of inclusions are used in the experiment : solid particles and bubbles. In the 
following the index f denotes the continuons phase, whereas the index p denotes the 
particle, either solid or fiuid. The solid particles are white polyacetal spheres, the radius 
of which is provided with a negligible uncertainty : a::::::: 1.5 mm. Their density is 

Pp = 1410 kg m-3 , so that the density ratio 'Y = Pp/ p f is equal to 1.45 for solid spheres 
throughout this paper. 

The gaseous inclusions used in this experiments are air bubbles, which are such that 

1/p and /Lp and Pp « 1, 
VJ /Lf P! 

and these properties will be used for the theoretical calculations below. Both the hubble 
radius and position are measured simultaneously during the motion. This can be achieved 
accurately by using a mobile camera moving in the vertical direction at the terminal speed 
of the inclusion. For example, the photograph of figure 2 shows such a hubble, together 
with the calibrated plane which enables to determine both the hubble radius and position. 
(Note that the drop is spherical, and that the 1:2 elliptical shape is an artefact due to 
the camera). The absolute error about the hubble radius is one pixel, that is 0.06 mm, 
so that the relative error is about 4 %. As for the radial position, the absolute error is 
about 1 pixel, so that the relative error for the hubble of figure 2 is 0.6 %. 

2.3. The bubble injector 

Bubbles have to be injected at the bottom of the rotating cylinder, and this increases 
significantly the complexity of the experimental deviee. Gaseous inclusions are generated 
by a hubble injector which is fixed on the top of the rotating tank and produces bubbles 
at the bottom of the tank. This additional deviee is shown in figure 1. It is composed 
of a small cylindrical tank filled with air under pressure. This pressure is measured by a 
manometer placed above, and can be set between 0.01 and 1.5 bar. Also, an electronic 
valve enables to open the air tank during a time interval T which can be controlled 
accurately by using an electronic deviee (5ms:::; T < oo). This electronic valve is supplied 
by batteries which were cautiously distributed in an axisymmetric manner around the air 
tank, and triggered by a remote control apparatus. A tiny plastic tube joins the outlet 
of the electronic valve and the point h at the bottom of the rotating oil tank (see figure 
1). Bubbles are therefore created at point J2 , the radial position of which is r = 3 cm. 

By controlling both the pressure in the air tank and the opening procedure of the 
electronic valve, one can generate isolated bubbles with a small radius distribution, so 
that the experiment bas a satisfactory reproducibility. 

2.4. Measurement of the particle coordinates 

In the rotating case, the uncertainty about the position of the inclusion must be taken 
into account. 
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FIGURE 2. Upper view of the rotating cylinder and of the calibrated plane. 

The experimental deviee enables to measure the radial and vertical coordinates (r,z) 
of the inclusion. This can be done accurately when the particle crosses the plane y = 0 
(see figure 2), since this position corresponds to a local maximum of the x-coordinate on 
the frame of the camera. The absolute error l::!..r due to the fact that the particle is not 
exactly in this plane at the time of the snapshot can be readily calculated, and satisfies 
l::!..r = (r /8)(D/ !) 2 , where fis the camera sampling frequency, which is chosen according 
to the angular velocity of the rotating tank. The typical value of l::!..r is about 0.04 mm, 
so that the corresponding relative error is about 0.4 %. Therefore, the sum of the relative 
err ors due to the pixelization (0.6 % as shown ab ove) and to the crossing of the calibrated 
plane is about 1 %. 

Finally, for all kinds of inclusion the angular velocity of the particle iJ is measured as 
follows. The time te elapsed between every two intersection points between the particle 
trajectory and the plane y = 0 (see figure 2) is measured accurately. In all runs, we 
observed that te is constant and very close to 21r /D. Therefore we concluded that the 
angular velocity of the particle is constant, and very close to n. This result will be 
confirmed by theoretical calculations below. Furthennore, by mm·king particles with spots 
of ink, we could observe that the proper angular velocity of the particle, nP, is very close 
ton. As will be shown below, this pointis in agreement with Childress ' theory (Childress 
1964). 
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(a) (b) 

FIGURE 3. Typical trajectories in the (x,z) plane obtained par superimposing a large num­
ber of images recorded during a run. Left photograph : solid sphere of radius a = 1.5 mm , 
n = lOrads-1, Rer :::= 0.065, ReH :::= 0.004, S :::= 0.012. Right photograph : bubble of radius 
a:::= 1.1 mm, [2 = 7 rad s-1, Rer :::= 0.1, ReH :::= 0.004, S :::= 0.005. (Note that the horizontal 
Reynolds numbers ReH are unsteady. The values given here correspond to the largest speed of 
the inclusion during the radial migration.) 

2.5. Typical tmjectories and estimation of the non-dimensional pammeters 

Figure 3 shows typical trajectories of solid and gaseous inclusions obtained by super­
imposing the images of the movies. Some orders of magnitude of the relevant non­
dimensional numbers can be estimated from these photographs. 

First of all, since the azimuthal slip velocity is negligible, a look at the vertical distance 
between every two maxima of the trajectory of figure 3 clearly shows that : 

dXP dt· e3 = constant = llr , 

i.e. the inclusions have reached a terminal vertical velocity. This velocity is denoted by 
llr in the following. '\Te have observed that this terminal velocity is reached within a few 
seconds. 

This observation is confirmed on figure 4 where the experimental axial coordinate of 
a solid sphere is plotted versus time. Clearly, the vertical velocity llr is constant, and 
this constant depends on the angular velocity of the tank, as observed by Maxworthy 
(1965) in the absence of radial migration. (Indeed, in the experiments of Maxworthy, 
pm·ticles are lighter than the fluid and are injected near the axis of the tank : henceforth 
they rise along the axis of the cylindrical tank, and experience no horizontal migration.) 
Maxworthy 's experimental results outline the dependence of the terminal velocity on the 
cylinder rotation rate D, and are in quantitative agreement with Childress' theoretical 
predictions (Childress 1964). In the following the effect of D on the terminal velocity 
and the radial migration of the inclusion will be analyzed for both solid and gaseous 
inclusions. 

The vertical speed of bubbles is also constant, as shown on figure 5. lt is also sensitive 
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FIGURE 4. Plot of the measured vertical coordinate of a solid sphere of radius a = 1.5 mm 
versus t, for various angular velocities of the rota ting cylinder (in units of rads -l). For the sake 
of simplicity, the time t = 0 on figures 4, 5, 6 and 7 corresponds to the time when the particle 
reaches the test area. 

to 0, as will be shown below. (Because the hubble radius slightly changes for each run, 
figure 5 does not show z(t) for various 0, since the hubble radius cannot be held fixed 
during the series of runs.) 

The radial coordinate r(t) of the hubble of figure 5, and the radial coordinate r(t) 
of the solid sphere corresponding to the run 0 = 23 rad s- 1 of figure 4 are shown re­
spectively on figure 6(b) and 6(a). The hubble (resp. solid particle) rises (resp. falls) 
with a constant speed even though it experiences a radial migration. This experimental 
observation suggests that the radial and the vertical motion are uncoupled. Therefore, 
Chidress' theor·y is expected to be valid here, in spite of the radial motion. Moreover, 
these experiments show that r(t) grows (respectively decays) exponentially, as observed 
on figures 7(a) and 7(b). The leading order of this exponentialmigration can be readily 
estimated, for solid partic:les, by solving equation (1.1) with F' = -67rf.LJa(Vp- V~) 
(Stokes drag). We are led to 

r( t) ex exp (À 0 nt) where À 0 = 2a 2 n h - 1) = 2 s h - 1) ' 
9VJ 

where S will be introduced below. The typical time scale 1/(À0 0) of this exponential 
will be used below to simplify the fiuid motion equations. (Note that this result can be 
readily generalized to bubbles.) 
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FIGURE 5. Vertical coordinate z(t) of a bubble of radius a= 1.4 mm. The angular velocity of 
the tank is n = 23 rad s- 1
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FIGURE 6. Graph (a): Experimental coordinate r(t) of the solid particle of figure 4 (corresponding 
to the run !1 = 23 rads- 1

). Graph (b): Experimental radial coordinate r(t) corresponding to 
the bubble of figure 5. 

The photographs of figure 3 also give valuable informations about the relevant non­
dimensionalnumbers of the particle dynamics. Indeed, if 6T (resp. (jz) is the radial (resp. 
vertical) distance between every two local maxima of the trajectory, these photographs 
suggest that : 

bz = O(a) and br= O(a), 

3 
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FIGURE 7. Graphs (a) and (b) are lin-log plots of figures 6(a) and 6(b), illustrating the expo­
nential radial migration of solid particles (a) and bubbles (b). The dashed line and the solid line 
are !east-square linear fittings the slope of which gives the experimental migration rate. 

where a is the radius of the inclusion. If VH is a typical horizontal (radial) slip velocity, 
Vy VH 1 

then or= FH(27ï/f2) and r5::. = Fr(27ï/f2), and we conclude that----;::) ""----;::)::::- = 0(1). 
a~t a~t 27ï 

By multiplying these numbers by a2 fljv1 (which is much smaller than unity here), we 
conc:lude : a Vr /1.1 f « 1 and a V H /v f « 1. Let us de fine the following non-dimensional 
numbers: 

a Vr 
Rer=-­

VJ 
and and (2.1) 

S is the pseudo-Stokes nmnber, and Ta is the Taylor number used by several authors 
(Childress 1964; :t\'laxworthy 1965: Gotoh 1990). Accordingly, we will write 

Rer« 1 and ReH « 1 and S « 1. (2.2) 

In partic:ular, >.0 = O(S) « 1 . These assumptions will be used in the following to 
simplify the ftuid motion equations. Note that the conclusions which have been drawn in 
this section are actually \'alid for all the runs perfonned in the present work. 

In addition, the orders-of-magnit.ude of the \\-eber number (p f 112 a/ CJ) and of the 
capillary number (Jl.J 11/CJ) are less than 0.001 and 0.1 respec:tively (CJ ~ 20.10-3 N/m is 
the surface tension coefficient and Vis an arder-of-magnitude of either VH or Fr). 

The relevant non-dimensional numbers considered in this paper are summarized in 
Table 1. 

3. Derivation of the motion equation of the inclusion 
As not.ed in the introduction, the prediction of the vertical motion of the inclusion 

requires to take convective inertia effects into account, whereas the horizontal motion 
is unsteady and could be sensitive to history effects. In order to c:larify this point the 
ftuid motion equations around the inclusion are revisited in the following sections, and 
the results of Childress ( 1964) are generalized to the case of partiel es undergoing radial 
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a(mm) S=a2 0./(9vj) Rer= a Vr/vj ReH =a VH/lJj 
18S ct=--. 
Re} 

Solid : 1.5 0.006 < s < 0.029 O.OGG < Rer < 0.082 0 < ReH < 0.09 20 <ct< 113 
Gaseous : 1.1 < a < 1.82 0.005 < s < 0.043 0.23 < Rer < 0.41 0 < ReH < 0.34 G <ct< 40 

TABLE 1. Numerical Yalues of the pm·ticle radius and of the non-dimensional numbers considered 
in this paper. The smallest non-zero Yalue of the angular velocity of the tank is !2 = 5 rad/s 
and its largest Yalue is !2 = 23 rad/s. 

migration. The motion equation of bubbles is then derived by using the approach of 
Legendre & Magnaudet (1997). 

3.1. M oi'ion equation of solid partiel es 

As suggested by the typical trajectories discussed abow, we assume that the inclusion 
has reached a terminal vertical velocity Vr e 3 . As noticed in the introduction, the capital 
letters Xv, Vp and V~ denote the particle position, the velocity and the fluid undisturbed 
velocity respectiwly, in the laboratory reference frame. It is convenient to write the fluid 
motion equations in the reference frame rotating with the tank : 

(3.1) 

(3.2) 

where x= (x, y, z) is the position vector and Vt is the fluid velocity in the rotating frame, 

and P is the modified pressure, that is 

p = p- ~PtD2(x2 + y2) +Pt g z. 

The corresponding boundary conditions are 

Vt ___, Ü, lx - Xpl ___, 00 

Vt = Vp(t) + Wp(t) X (x- Xp), lx- Xpl =a 

(3.3) 

(3.4) 

where Xp, Vp and Wp denote the particle position, velocity and angular velocity respec­
tively in the rotating reference frame. Following lVIaxey & Riley (1983) we use the change 
of variables : 

z=x-xP, wt(z,t)=vt(x,t)-vp(t) and t=t 

so that the motion equations read 

Pt ( O~.f + (wr V)wt + 2 n e3 x Wt + 2 n e3 x Vp) 

~ 2 dvP 
= -VP + J.L/V Wt- P.fdt 

where 

Wt ___, -vp(t), lzl ___, oo 
Wt = Wp x z, lzl =a. 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 
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One can notice that in the case of a particle rising steadily along the axis of the tank we 
have vv(t) = Vye 3 , and (3.5)-(3.6)-(3.7)-(3.8), reduce to the steady problem investigated 
b:v Childress (1964). In contrast, in the present paper we have vp(t) = P Hvp(t) + Vy e3 , 

where PH denotes the horizontal projection opera tor, so that the horizontal motion of 
the parti de affects the surrouncling velo city field through the bounclary condition (3. 7). 
In orc!Pr to take aclvantage of Chilclress' solution we introcluce the new ansatz : 

w f = wc + wo + wl, 

p = pc + pO + pl, 
(3.9) 

(3.10) 

where w 0 and P0 are the un perturbee! horizontal velocity and pressure fields respectiwly, 
which are given by 

w 0 = -PH vp(t), 

VP0 = 0, 

(3.11) 

(3.12) 

and wc, pc are assumee! to satisfy the following steacly problem, consideree! b~r Chilclress 
(1964), 

'V'·wc = 0 

Pt((wc·V)wc+20e3xwc) = -VPc+JJtV2 wc, 

wc __, - Vy e3, lzl __, oc, 

wc = wp x z, lzl = a. 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

This problem corresponds to the motion of a solicl sphere mm·ing steaclily along the 
vertical axis of a rotating tank. By generalizing the matchecl asymptotic expansion ap­
proach of Kaplun & Lagerstrom (1957) and Prouclman & Pearson (1957), and by taking 
into account inertia effec:ts to leacling orcier, Chilclress (1964) coule! derive an analytic:al 
expression for the drag, which will be usee! bel mY. 

Injec:ting the ausatz (3.9) into the motion equations, we are led to the following equations 
for the veloc:ity field w 1 : 

and 

w 1 
--> O. lzl --> oc, 

w 1 = PHvp(t). lzl =a. 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

Note that in (3.18) we macle use of the fact that ~ P HVp = ~ Vp and e 3 x P HVp = e 3 x Vp . 
cl t dt 

In orcier to obtain a simplifiee! motion equation, we now focus on the various tenns of 
(3.18). In the vic:inity of the partic:le, the typical length scale of the perturbee! veloc:ity 
is the partic:le radius a. IVIoreover, the no-slip boundary conditions enable to write 
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Therefore, the comparison between the inertia terms and the Yiscous terms of (3.18) leads 
to 

and 

1

2 P.rO e3 x w
1 

1 2 . 
Jl/\Pwl = O(a 0/1/f) = O(Ta). 

where ReH, Rer and Ta = 9 S are the non-dimensional numbers introduced in section 
2. Also, the time scale of the the unsteady t.erm 8w 1 jfJt is 1/(.-\0 0), and we are led to 

1 

p f fJw 1 1 fJt 1 = 0 ( a 2 0 À 0 ) = 0 (52) . 
tL/V2wl VJ 

In the framework of our experiments, all these non-dimensionalnumbers are smaller thau 
unity (see (2.2)). The fiuid motion equation nearby the particle is therefore the steady 
Stokes equation. 

In contrast, at large distances from the sphere, these tenns may balance the Yiscous 
term. These distances scale respectively like afReH, a/Rer, a/fla (Ekman length) and 
aj S. ProYided 

Ta» Re~ , Ta» Re'ii and Ta» S2 
, 

the convective Coriolis term can be taken into account at the expense of the tluee other 
terms. In our experiments, these tluee conditions are satisfied (see table 1). Ac:cordingly, 
the far-off velocity field satisfies approximately 

(3.21) 

Then we recover the problem considered by Henon et al. (1975) (see also Miyazaki 
1995), which can be solved by using classical matched asymptotic: expansions. 

Finally, the hydrodynamic force experienced by the particle can be obtained from the 
three contributions of the ansatz (3.9) : 

P = 1s :E0n dS + 1s :Ecn dS + 1s :E 1 n dS = P 0 + pc + P 1 

where P 0
, pc and P 1 correspond to :E0

, :Ec and :E 1 which are the stress tensors corre­
sponding t.o w 0 , wc and w 1 , respectively. n is the outward unit normal to the partic:le's 
surface. The contribution of the unperturbed velocity field ( w 0 ) is readily obtained, 

(The veloc:ity V~ is the fiuid velocity in the laboratory reference frame.) The contribution 
of the second integral is obtained by making use of the results of Childress (1964). Since 
in our experiments Ta» Re~, this force reads 

c ( (a20) 112 4) P = -61r Jl.f a 1 + --;;; ? Vr e3 . (3.22) 
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The contribution of w 1 leads to (Henon ct a.l.) : 

(3.23) 

where the mobility tensor a reads 

a= 

with L:l 11 = 5/7 and .6. 21 = 3/5. The diagonal components of this mobility tensor cor­
respond to a drag inc:rease due to the effect of the Coriolis foree on the far-off per­
turbee! veloeity. The antisymmetric part of a corresponds to a lift force proportional to 
n x (Vp- V~). Note that Herron et a.l. (1975) also obtained the component L:l 33 = 4/ï, 
in agreement ·with Childress'result. Nevertheless, the general form of Childress'result also 
enables to cope with :,mailer rotation rates (Ta:::--: Re}). 

The hydrodynamic forces Fe and F 1 have been obtained by writing the fluid motion 
equation in the rotating frame. This choice is very convenient sinee the problem is quasi­
steady there. Nevertheless, in the laboratory reference frame, the fluid motion equations 
are unsteady, and an history tenn coule! appear in the resulting hydroclynamic force. 
Indeed, the equation of the perturbee! velocity field W 1 in the non-rotating reference 
frame translating with the particle reacls (see 1\faxey & Riley 1983) : 

a1-v 1 
1 o o 1 1 1 1 1 

Pr--at +Pt (lV · V)W + P.r (W · V)W +pt(W ·V)W = -VP +pt.6.W . 

(i) (ii) 

(3.24) 
where W 0 is the unperturbed velocity. Sinc:e the angular velocity of the particle is very 
close to n, one can check that the bounclary condition satisfiecl by W 1 at the particle 
surface reads 

(3.25) 

The time scale of i· is about 1/(À0 D) and is very large comparee! to 1/D. Therefore, the 
time scale of oW 1 jot is 1/D : the unsteady term in the fluid motion equation can not 
be neglected in this reference frame. Incleecl, nearby the inclusion, we haw 

1 
P.rDW 1 j~t 1 ""1 Pt (W 1. V)IW o 1 "'1 P.r (W o. V\W 1 1 = O(Ta), 

fl.f .6. w fl.f .6. w f1 t .6. w 
and the last tenn of the LHS of (3.24) scales like the particle Re)ïlolcls number and 
can be neglected in the framework of our experiments. Since W 1 satisfies an oscillating 
boundary condition with time scale 1/D, the penetration depth of the perturbee! velocity 
is of the orcier of ( JVj/['i), like the Ekman distance (a./VTa) where (ii) is expected to 
balance the viscous term. In the following, we conjecture that (3.24) is mainly unsteacly, 
since the perturbee! flow is almost entirely containecl within an inner zone affectee! by 
the partic:le oscillations. Note that, as shown by Coimbra & Kobayashi (2002), the 
convective term (ii) induces a lift force in the particle motion equation. Nevertheless, 
this lift force has very little effect on the radial migration of the particle in a vertical 
centrifuge for the values of angular rotation und er stuc! y ( see Candelier et a.l. 2004). 
Accordingly, we approximate (3.24) by the unsteady Stokes equation, and the resulting 
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horizontal hydrodynamic force is given by the well-known BBO equation, 

where mf = mp/Î· 
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(3.26) 

\\'e therefore observe that by writing the fluid motion equation in the non-rotating ref­
erence frame we are led to (3.26), whereas by writing the fluid motion equation in the 
rotating frame and neglecting (ii) we are led to (3.23). These apparently contradictory 
results manifest the fact that the effect of the unsteadiness of the perturbed flow observed 
in the former reference frame mainly corresponds to Coriolis effects on the perturbed flow 
in the latter. This point will be discussed below. 

In the next section the motion equation (1.1) of the particle is solved. Both the force 
(3.26) and the force (3.23) will be used and compared to experiments. Before that, the 
results of the present subsection are generalized to fluid inclusions. 

3.2. Motion equation of fiuid inclusions 

In order to derive the motion equations of fluid inclusions we come back to the rotating 
frame and apply the same method as abow. The ansatz (3.9) is replaced by 

(3.27) 

outside the inclusion, and : 

- -o -c -1 
WJ=W +w +w, (3.28) 

inside the inclusion. The same kind of ansatz is used for the pressure field. The tenns w 0 

and w0 correspond to the horizontal unperturbed flow and are equal to -P HVp(t). The 
tenns wc and wc are the counterpart of the tenn wc of the solid particle case, and satisfy 
the motion equation of a fluid inclusion moving steadily along a vertical axis in a rota ting 
flow. This problem has not been solved so far, but the hydrodynamic foree corresponding 
to this velocity field can be obtained by generalizing Childress' approach, as suggested 
by Legendre & I\1agnaudet (1997) and Magnaudet (2003). Indeed, Childress has shown 
that one can take rotation-induced inertia effects into account by matching the inner 
Stokes ;olution to a uniform outer velocity field depending on the angular velocity n. 
In the external problem of this matched asymptotic approach, the inclusion is treated 
as a point force source tenn of the form f o(x) (ois Dirac's delta function) added into 
the Navier-Stokes equations. To leading order, f is the opposite of the drag obtained in 
the creeping flow approximation by Hadamard-Ribczynski (Clift, Grace & Weber 1978), 
f = 27f R 11 O.fJJ Vr e3, where 

R = 
3 + 2" and "= 111 

. 
J1 1 + K, ' Jip 

Sin ce the external velo city field obtained by Childress is a linear function of f, the outer 
velocity field in the case of fluid inclusions can be obtained by multiplying Childress' 
solution by R11 /3. Therefore, the Stokes flow around the inclusion is set to match the 

modified outer flow, that is - Vr (1 + R; ~ (a2 fljv1 )
112

) e3 . The corresponding hydro-
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dynamic force acting on the inclusion is therefore 

c ( R 11 4 (a2[2)1/2) 
F = -27i R1, OJl.t Vr 1 + 3 7 ----;;;- e3, (3.29) 

and generalizes (3.22) to the case of fluid inc} usions. Note that when R 11 ---> 3 (solid 
particles) we recover (3.22) as expected. 

Note that when a = 18 S/ Re} ---> 0 (non-rotating cylinder) the generalization of 
Childress'results leads to 

c ( RI, ) F = -2n R 11 OJl.f Vr 1 + S Rer e3. (3.30) 

If, in addition R 11 ---> 3, we recover the well-known Oseen correction for solid spheres. 
Therefore equation (3.30) generalizes Oseen's correction to fluid inclusions of arbitrary 
viscosity ratios. 

The motion equations of fluid inclusions in the horizontal plane can be obtained by 
injecting the ansatz (3.27)-(3.28) into the two-fluid mass and momentum equations of 
w .f and w f, together with the appropriate boundar)' conditions at the fluid-fluid interface 
and at infinity. For the same reasons as in the solid sphere case, the unsteady tenn can be 
neglected. and we are led to the steady Stokes equation, with a Coriolis source term, for 
w 1 and w1

. The matched asymptotic procedure used by Herran et al. can be generalized 
to fluicl inclusions as clescribecl above, and we are led to 

(3.31) 

Also, like for solid spheres, one can note that by writing the fluid motion equations 
in the laboratory reference frame rather than the rotating frame, and assuming the 
horizontal contribution of inertia effects can be neglectecl, one woulcl have obtainecl (see 
Gorodtsov (1975): Yang&: Leal 1991: Galindo & Gerbeth 1993) : 

F 1 
(t) = -~m.f :t (PH ( Yp(t) -V~)) - 27iOJ1.tR11 (PH ( Vv(t)- V~)) 

-27iaJl.f ltx I<(t- T) cl~ (PH ( Vp(T)- V~)) dT (3.32) 

where the kernel of the history force has a very complicated expression in the general 
case. For bubbles we have f-Lv!Jl.t « 1. so that one can show that the kernel is (Gorodtsov 
1975) : J\"(t) = 4 exp(9v.rt/a2 )erfc( J9v.rtfa 2 ). 

To conc:lucle this whole section, the motion equation of solid or gaseous inclusions reacls 

cl2 Xp o c 1 
mp~ =mvg+F +F +F, (3.33) 

'':here F 0
, Fe and F 1 are given by the varions expressions obtained in this section. In 

the following, equation (3.33), together with the initial conditions 

) c!Xv ) o ( Xp(O =Xpo and dt(O =Vre3+V.rXvo), 

is solved analytically and the resulting trajectories are compared to experiments. Since 
the vertical speed is constant and totally uncouplecl from the horizontal motion, the 
vertical projection of (3.33) can be solved separately to obtain the terminal velocity Vr. 
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The radial motion is investigated in section 5. Note that one can argue that the initial 
horizontal slip velocity is non zero when the particle is released in our experiments, and 
this is in contradiction with the initial conditions above. Nevertheless, we define the time 
t = 0 as the time when the particle has reached its terminal vertical velocity, that is a 
few seconds after the particle release. At that time, the radial slip velocity is still very 
small, so that the initial conditions statecl above are approximately valicl. 

For the sake of simplicity, the time t = 0 shown on the experimental curves below 
corresponds to the time when the partic:le reaches the test area (see figure 1). 

Note also that the hyclrodynamic forces obtained in this section are valicl in a fiuicl of 
infinite extent. Therefore, the c:omparison between experiments and theories will have to 
be clone with c:are (see below). 

4. Terminal vertical velocity 
\Ve now confine attention to the prediction of the terminal velocity Vy. By writing 

that the vertical drag (3.29) balances the buoyancy we are led to : 

Vr 1 
Fftokes :=:: 1 + t R/1 VS' (4.1) 

where Vjtokes denotes the terminal velocity of either solid or fiuicl inclusions, obtainecl 
when all inertia effects are neglected, namely : 

vjtokes = ~ 0 2
(1- l')g. 

3 R/1 Vj ' 

and l' is the density ratio. In our solid particle experiments, the smallest non-zero 0' is 
about 20, so that (4.1) is valid. Also, the typical value of a fm the bubbles consiclered 
in our experiments is about 6 (see table 1), and this is sufficient for the approximation 
( 4.1) to be valid ( see Childress 1964). 

4.1. Comparison with exper·iments 

As noted in section 2, the vertical velocity of the inclusions is constant for the time range 
considered in our experiments. Figures 8 and 9 show this terminal veloc:ity versus S fm 
the two kinds of inclusions. 

Figure 8 shows the experimental and theoretical values of Vr /Vjtokes versus the Stokes 
number, for solid particles. Also, an interpolation of Maxworthy's experimental data 
(Maxworthy 1965) with the same ratio a/ R, is plotted on the same graph for comparison. 
These two curves agree rather well, but bath are below the theoretic:al curve ( 4.1). This 
might be due to a wall effect. Indeed, for viscous fiows the spatial decay of the perturbed 
velocity profile is rather slow, so that walls must be taken into account for efficient 
predictions. As shawn by Rappel & Brenner (1983) in the non-rotating case, walls affect 
the terminal velocity via a multiplicative factm of the fonn 1 +ca/ R, where c :::::; 2.1 is 
almost constant on a wide part of the cross-section. Therefore, the terminal velocity, say 
11~, of a partic:le clropped in our tank at rest should be independent of its radial location, 
provided it is not too close to the wall, i.e R - r larger than a few particle radii. (\Ve 
have checked this carefully and observed a good agreement between Rappel & Brenner's 
theory and our measurements.) \Ve believe that in the rotating case the terminal velocity 
Vr should be compared to V~ instead of Vjtokes since Vjtokes corresponds to a wall-free 
theory. 

Indeed, in the rotating case, the particle migrates in the radial direction and this 
radial motion does not affect the terminal vertical velocity (as we noticed, for example, 
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FIGURE 8. Plot of the terminal velocity \Ir of a solid sphere YS. the Stokes number. Solid 
line : equation (4.1); triangles (A): 11r/Vft0 kes (our experiments): squares (•): V7)\l,ftokes 
(experimental data interpolated from l'\'Iaxworthy 1965). The ·white diamonds (O) show Vr/Vl, 
where '!J! is the experimental terminal velo city of the sphere wh en S1 = O. The terminal Reynolds 
number Rer ranges from 0.1 (when S = 0) to O.OG (when S = 0.03). The horizontal Reynolds 
number ReH ranges from 0 (when S = 0) to 0.03 (when S = 0.03). 

in figures 4 and 6(a)). This suggests that wall effects in the rotating case are also constant 
on a wide part of the cross section. Assuming that these wall effects are manifested by a 
multiplicative factor independent of D, the ratio Vr /V~ should be equal to the theoretical 
(wall-free) ratio Vr/Vftokes given by (4.1) (since wall effects would cancel-out in Vr/V~). 
The diamond curve of figure 8 tends to confirm this conjecture, since it is rather close to 
the theoretical wall-free ratio Vr/Vjtokes (solid line). 

Figure 9 shows the experimental and theoretical values of Vr ;v.[tokes for bubbles. Like 
for solid spheres the experimental Vr /Vftokes is smaller than the theoretical prediction, 
because of wall effects. In contrast with solid spheres the velocity of the bubble in the 
absence of rotation V~ is unknown, sinc:e eac:h bubble is lost once it reaches the top of the 
c:ylinder (and one cannat produc:e two bubbles with exactly the same radius). Renee, one 
cannat c:hec:k whether Vr/11.}! agrees with (4.1). Nevertheless, we observe that wall effects 
are slightly less significant for bubbles. This might be due to the fact that the length­
scale of the flow induc:ed by the inclusion is smaller for bubbles than for solid spheres. 
Indeed, the reflec:tions method used by Rappel & Brenner (1983) for solid spheres c:an be 
generalized to fluid inclusions (in the same way as inertia effec:ts). By using this approac:h, 
one can show that the terminal veloc:ity of fluid inclusions in a still cylindrical tank is 
vjtokes /(1 + (R1j3) c: a/ R), where c is the same as for solid inclusions (i.e. c ;:::; 2.1). 
This should explain why our measurements are slightly doser to the wall-free theory for 
bubbles (R11 = 2) than for solid particles (R11 = 3). 
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FIGURE 9. Plot of the terminal velocity of bubbles vs. the Stokes number. Solid line : equation 
(4.1): triangles("') 11r/11.ftokes (our experiments). The terminal Reynolds number Rer ranges 
from 0.1 to 0.3. The horizontal Reynolds number ReH ranges from 0 to 0.08. 

Finally, the experimental results discussed in this section show that the terminal ve­
locity of either solid or gaseous inclusions is affected by the rotation of the fluid Yia 
an inertial effect due to the Coriolis force. By neglecting this inertial effect, one would 
overestimate the terminal velocity of more than 20 % as soon as the Stokes number is 
lm·ger than 0.03. 

5. Radial migration of the inclusion 
5. 1. Theoretical trajectories 

The motion equation of the inclusion in the horizontal plane (e 1 , e 2 ) is obtained from 
the horizontal projection of (3.33) : 

d2 Xp _ DVj 1 
mp dt2 - mfl)'t + F ' 

where F 1 is given by (3.31) or by (3.32) according to whether the fluid motion equations 
have been written in the rotating or non-rotating reference frame. As discussed above, 
these two expressions should lead to similar partic:le trajec:tories. The goal of this section 
is to confirm this point theoretically and experimentally. The motion equation is solved 
by introducing the complex position 
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in ten11s of which the particle motion equation reads 

·· Z R 11 ( 1; 2 ) · R~ ( ·) Z = --+- 1 + R 11 .0. 11 S (iZ- Z)- -.-- .6.12 Z + iZ 
1· 65') 6S1/ 21· 

(5.1) 

by using (3.31), or 

z + AZ + BZ +clot (- Z(T) + i Z(T))JC((t- T)/S)dT = 0' (5.2) 

by using (3.32). In t.hese equations, lengths and times haYe been non11alized by the 
cylincler radius R and by 1/0. The constants A, B and C only depend on S and ')' and 
are giwn in appendix A. Equation (5.1) is readily solwcl, and equation (5.2) is solYed 
by making use of Laplace transfonns (see appendix A and Candelier et al. 2004). Both 
equations predict an exponential eYolution for Z ( t), of the fonn 

Z(t) ~ Z(O) exp(Àr t) exp(i À; t) + O(S). (5.3) 

The migration rate Àr reads, after some algebra, 

r 6 3/2 2 - = Àr = - S (! - 1) - 6 .6.11 S (/' - 1) + 0 ( 612 S ) 
r RJ1 

(5.4) 

if one solYes (5.1) and 

. 6 
!:. = Àr = -S(/'- 1)- 3.J2 S 312(1- 1) + O(S2

) 
r R11 

(5.5) 

if one solYes ( 5.2). These t.wo expressions are Yery close sin ce 3J2 :::::- 4.24 and 6 .0. 11 :::::- 4.28, 
in agreement with the fact that the two approaches discussed above (i.e. fiuid motion 
equation written in the rotating frame and fiuid motion equation written in the non­
rotating frame) describe the same physical phenomenon. 

These results are valid for both solid spheres (RJ1 = 3) and bubbles (R 11 = 2). For solid 
spheres (5.5) has already been deriYed by Candelier et al. (2004), and coïncide with the 
ones of Druzhinin & OstroYsky (1994) obtained with a different asymptotic approach, 
and for a purely two-dimensional motion. The rotation rate reads 

(5.6) 

if one solves (5.1) and 

(5.Î) 

if one solves (5.2). There is a sensitiYe difference between the O(S312 ) terms appearing 
in the two À;, since 3J2 :::::- 4.24 and 6 .0. 12 = 3.60. This might be due to the fact that 
the term (ii) has been neglected in (3.24), so that a possible additional lift force is 
missing in the partic:le motion equation (5.2). Candelier et al. (2004) haYe shown that 

by adding a lift force of the form C OEG x V9 into the BBO equation, one modifies the 
O(S312

) term of (5.7). In particular we haYe checked this way that Saffman's lift force 
leads to an overestimated azimuthal slip Yelocity. This confirms that Saffman's lift is 
not appropriate here. Note however t.hat the contribution of this 5 312 tenn cannot be 
verified experimentall:r since it is much smaller than the leading order tenn À; = 1. Note 
also that RJ1 does not appear in the rotation rate Ài : it is only sensitive to the density 
ratio')'. 

All the S312 contributions appearing in these formulae manifest Coriolis or history 
eflec:ts. Note that even though the kernel is very different for solid and fiuid inclusions, 
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FIGL'RE 10. Non-dimensional ejection rate of a solid particle versus the Stokes number. 
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the absolute contribution to the migration and rotation rate is the same for these two 
kinds of inclusions, since R 11 does not appear in the O(S312 ) tenn. Nevertheless, solid 
particles are more sensitive to these effects than fluid inclusions, since the ratio of the 
O(S312 ) tenn to the O(S) tennis larger for solid inclusions. In the following, positive Àr 

are denoted "ejection rates" and correspond to solid pm·ticles with Î > 1, and negative 
Àr are denoted "trapping rates" (l· < 1). 

5.2. Comparison with experiments 

Figures 10 and 11 show the experimental and theoretical values of the ejection or trapping 
rate Àr for solid spheres and bubbles, obtained from the slope of the curve ln r(t) versus 
t (see for example figure 7). For solid spheres the experiments are reproduc:ible as we 
used the very same inclusion for our measurements. Therefore, for eac:h Stokes number, 
the experimental ejection rate is averaged over several runs, and is characterized by very 
small fluctuations around its mean value. In contrast, in spite of the elaborated bubble 
injection deviee, one can not use the very same bubble twice. Therefore, the trapping 
rate of bubbles shown in figure 11 is not an averaged value. Nevertheless, the unc:ertainty 
about the trapping rate remains small compared to the uncertainty about the radius, 
and c:onsequently about the Stokes number. This is the reason why the horizontal error 
bars remain rather large in figure 11. However, the experiment remains conclusive for 
the two kinds of inclusions. 

For solid spheres we recover the results of Candelier et al. (2004). For fluid inclusions 
(5.5) and (5.7) generalize their results and we observe that the theoretic:al trapping rate 
(5.5) agrees with our measurements. ïvloreover, as noted above, the results (5.4) and (5.5) 
are undistinguishable, for either solid or gaseous inclusions. 

In contrast, the S312 tenn of the rotation rate cannot be measured experimentally 
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FIGURE 11. Non-dimensional trapping rate of a bubble versus the Stokes number. 

because its contribution is too weak compared to unity. Nevertheless, one cannotiee that 
both (5.6) and (5.7) predict that inclusions lighter than the fluid will rotate faster than the 
tank (since Î·-1 < 0 there). ·yve have indeed observed this effect for bubbles, even though 
we could not measure it accurately (the 5 312 term is smaller than our experimental 
uncertainty about À;). Like for the terminal velocity, the physical interpretation of these 
results will be discussed below. 

6. Discussion and conclusion 

6.1. General considerations 

The experiments presented in this paper suggest that the trajectories of either gaseous or 
solid inclusions within the vortex are sensitive to both inertia effects and history effects. 
Assmning that the vertical velocity of the inclusion is constant after a short transient (as 
suggested by experiments), the fluid motion equations around the inclusion show that 
inertia effects must be taken into account to predict the vertical terminal velocity. For 
solid particles we are led to Childress' equation to predict the terminal velocity, even 
if the particle experiences a radial migration. For fluid inclusions, we have generalized 
Childress' equation as suggested by Legendre & Magnaudet (1997) and Magnaudet. 
(2003). 

The horizontal motion of the particle has also been investigated. By writing the fluid 
motion equations in the rotating frame, we are led to a quasi steady equation for the 
perturbed velocity where the Coriolis force has to be taken into account. This induces 
drag corrections as well as a lift force in the particle motion equation (Henon et al. 1975). 
In particular, these drag corrections significantly redu ce the migration rate of the particle. 
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By \\Titing the fiuid motion equations in the laboratory reference frame, we are led to an 
unsteady equation for the perturbation velocity and, if one removes the convective tenns 
in this unst.eady equation, to a Basset-like history force in the particle motion equation. 
Even though both approaches lead to different expressions for the hydrodynamic force 
experienced by the inclusion, they lead to almost undistinguishable partic:le trajectories. 

An experimental de\'ice has been built. to check these theories. It consists in a rotating 
c:losed cylinder filled-up with silicone oil, in which inclusions (either fiuid or solid) are 
injected and followed with a mobile camera. For bubbles, an elaborated injector deviee 
has been designed. \Ve have chosen to confine attention to both the terminal velocity Vy 
and the radial migration and rotation rates (Àr,À;) since these quantities can be carried 
out analytically and experimentally, and contain rich dynamical informations. 

Our experimental results concerning the vertical speed of solid spheres agree with 
Childress' theoretic:al predictions (Childress 1964), and corroborate the experimental 
analyses of Maxworthy (1965). In particular, rotation-induced inertia effects (manifested 
by the Coriolis term in the fiuid motion equation) decrease the terminal wlocity clown 
to 20 %, for the Stokes numbers considered here. As for fiuid inclusions, a similar effect 
is obsen·ed. The agreement between experiments and the generalized Childress them·y is 
rather satisfactory. 

As far as the radial migration is concerned, the theoretical migration rates Àr given by 
either (5.4) and (5.5) have been confirmed experimentally. Even if the two expressions for 
F 1

, namely (3.23) and (3.26), are different, one can show that they are nearly equivalent 
in this problem. Indeed, if one neglects the time dependence of i'(t) in the boundary 
condition (3.25), the unsteady Stokes problem reduces to the superposition of two single­
frequency oscillations (along e 1 and e 2 ), and the history integral in the particle motion 
equation, say Fh, can be solved (see for example Landau & Lifchitz 1989 or Coimbra & 
Range! 2001), and reads 

The diagonal of this mobility tensor is very close to the one of Henon et al. since, once 
again, v0./2 ::::::' 0.707 and 5/7 ::::::' 0.714. As noted above, this manifests the fact that the 
effect of the unsteadiness of the perturbed flow observed in the non-rotating reference 
frame might correspond to Coriolis effects on the perturbed flow in the rotating reference 
frame. Note also that some discrepancies appear in the non-diagonal components and this 
might be due to the fact that the term (ii) in the fiuid motion equation in the non-rotating 
frame, responsible for a lift effect (see Coimbra & Kobayashi 2002), has been neglected. 

Because of the unsteadiness of boundary condition (3.25), one can not neglect the un­
steady tenn 8W1 jot in equation (3.24) and keep the O(Ta) convective tenns. Therefore, 
the mobility tensor of Gotoh (1990) is not expected to give satisfactory results here. 
Nevertheless, since this tensor is rather close to the one of Herron et al. (1975), we 
have solved the particle motion equation predicted with Gotoh's mobilit.y tensor, and 
obtained an analytical expression for the migration rate Àr (simply replace .0. 11 = 5/7 
by .0. 11 = (3 v0./280)(19 + 9V3) in equation (5.4)). Figure 12 shows the migration rate 
predicted by Gotoh's them·y, together with experimental points. As expected, the agree­
ment is not as good as the one obtained with the Boussinesq-Basset force (white dots of 
figure 10). 

Even if the mobility tensor of Gotoh and that of Herran et al. lead to different results 
in our problem, there is no contradiction here, since the problem is unsteady in the 
laboratory reference frame and quasi-steady in the rotating frame. (This point has been 
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0.03 .------------------------,-

0.025 • 
Equation (5.4) with Gotoh's tensor 
Experiments 

----1--------

0.02 0.03 
s 

Frc URE 12. N on-dimensional ejection rate of a solid parti cie versus the Stokes number 
predicted by using Got.oh's mobility tensor. 

discussed in details by !\liyazaki 1995.) In the present problem, both our theoretical and 
experimental analyses show that the theory of Herran et al. 1975 (obtained by writing the 
fluid motion equation in the rotating frame) agrees with the BBO equation (obtained by 
writing the fluid motion equation in the non-rotating frame and neglecting the horizonal 
contribution of inertia t.enns) rather than with Got.oh's result.. In contrast, the mobility 
tensor of Got.oh (1990) should be used for example when the par·ticle is held fixed in the 
laboratory reference frame. 
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Appendix A. Solution of the horizontal motion equations 
In order to solw the generalized horizontal motion equation (3.32) it is cmwenient to 

re-write it in the form : 

d
2 
Xp DV~ 1 ( d DV~) 

mp dt2 = rnfJ)t- 2mf PH dt Vp(t)- J5t 

(A 1) 

where the added-mass term has been changed according to Auton (1987) (see also 
I\'lagnaudet et al. 1995) 0 The tenus k' ch and }( haYe been introduced for the sake of 
clarity and read 

k = 6 and ch= 3/y'ii and JC(s) = 1/ Vs 
for solid particles, and 

k = 4 and Ch= 2 and JC(s) = erfc( Vs) exp(s) 

for fluid inclusions with /lp/ fi! « 1. Note that we made use of the fact that, for the 
flow considered here, pH v~= v~. In the following, (A 1) is nonnalized by the cylinder 
radius R (for lengths) and 1/0 (for times). Also, by writing : 

Z(t) = Xp(t)· e 1 + i Xp(t)· e2 , (i2 = -1), 

we are led to (5.2) where Z denotes d Z(t)/dt and 

B = 3- ik/(6S) 
2Î· + 1 

-kCh 
and C = 6S(2l' + 1) (A 2) 

The initial no slip condition, in terms of the complex Yariable Z, reads Z(O) = i Z(O). 
Let U = Z, so that (5.2) now becomes 

(;+Au+ B [lat U(T)dT + Z(O)] +clat (- U(T) + i U(T))JC((t- T)/S)dT = 0' (A3) 

and can be solved by using the classical Laplace transform : 

iJ (p2 + Ap + B- Cp(p- i)K) = U(O) p (1- C K)- BZ(O) 

where U(p) and K(p) denote respectiYely the Laplace transfonn of U(t) and JC(t/S). For 
the sake of simplicity, let X = JP, so that 

iJ = u(o) x 2 (1- c i<~x))- BZ(o) . 

X 4 + AX 2 + B- CI<(X)X 2 (X 2
- i) 

pO()() pl (X) 

In this last expression, P 0 (X) characterizes the case without history force and P 1(X) 
manifests the fact tha~ the history force is present. In order to get the solution of 
the motion equation, U must be written using a partial decomposition of the form 

11 

iJ = LAd(X- X;) where the roots X; of the polynomial P11 (X) = P 0 (X) + P 1 (X) 
i=l 

have to be found. 
In the solid particle case, the constants A; read 
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U(O) (X[- C v'S1fX;) - BZ(O) 
A; = ----'--------'-----

j=4 

II 
j = 1 
j i- ; 

and the polynomial is 

P4(X) = X 4 +A X 2 + B- c.J;,5X(X2
- i). 

In the case of bubbles, we have 

and 

4 
_ U(O) X; 3 + U(O) X[ /VS- (CU(O) + BZ(O))X;- BZ(O)/VS 

• 1- j=5 

II (X;- Xj) 
j = 1 
j i-; 

P5 (X) = (X4 +A X 2 + B)(X + 1/VS)- C X(X2
- i). 

Ilwerting the Laplace transfonn, we finally obtain 

i=n 4 . 
Z(t) = :L "x' exp(Xf t)erfc( -X;Vt). 

i=1 ' 

(A4) 

When 1 = 1, ±Ji are roots of both P4 (X) and P5 (X) so that these polynomials 
cau be solved and we get Z(t) = Z(O) exp(it), in agreement with the fact that there is 
neither radial migration nor azimuthal slip in these cases. \Yhen l' of- 1, an approximate 
expression is derived in the next appendix. 

Appendix B. Approximate expression for the roots Xi. 
First of aiL it is eonvenient to seek the roots of the polynomial Qn(X, 1) = P,(X)S (2l+ 

1) instead of P, (X) sin ce this new polynomial depends linearly on l' : 

Q,(X) = II~(X) +Sb -1)IT;,(X) 

in whieh II~ (X) and II~, (X) are n-th order polynomials independent of l', and sueh that 
II?,(Xp) = II~(Xg) = o, where xp =Ji and xg =-Ji. Let us now write 

X;= Xf + 6X; 

with 

As Xi is a root of Q, we have : 

0 = Q,(X;) =: lx:• 6X; + S(! -1)II;,(xf) + S(! -1) ~~'lx:• 6X; + 0(6Xf). 

Renee, 

6
x ~ _ s(!- 1)m,(xf) 
'- cmo 8II1 

"1 + S( 1) "1 8X x:• l' - 8X x:• 

(B 1) 
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By making use of the fact that S « 1, one can check that only the roots X 1 and 
X 2 (located in the vicinity of ±Ji) bring significant contributions into Z(t) and that 
X 2 = -X1 + O(S). By using the classical relations between the roots of a polynomial, 
we obtain 

t ;" = Z(O). 
i=l ' 

(B 2) 

These results lead us to an approximate expression 

Z(t) ~ Z(O) exp(X~ t) + O(S). 

The motion is therefore characterized by an exponential time dependence with radial 
migration rate Àr = Re(Xf) and rotation rate Ài = Im(XÎ), where Re and lm denote 
the real and imaginary part respectiYely. The root X 1 is obtained from (B 1) in ter ms of 
S and 'Y and by taking the S(!Uare of X 1 we obtain the complex growth rate À, the real 
part of which is given by (5.5) and the imaginary part by (5.7). 
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Titre: 11 Étude du mouvement libre d'une particule dans un fluide en rotation solide à faibles nombres 
de Reynolds: Mise en évidence des forces d'histoire et d 'inertie'' 

Résumé 
Ce travail est consacré à une étude théorique et expérimentale du mouvement d 'une particule sphé­

rique solide, fluide ou gazeuse relâchée dans un fluide en rotation solide verticale et à faibles nombres de 
Reynolds et de Taylor. A cet effet, nous avons conçu un dispositif expérimental constitué d'un cylindre 
tournant, rempli d 'huile de silicone et dans lequel sont relâchées nos particules. Au cours de nos expé­
riences ces dernières sont filmées avec une caméra rapide, ce qui nous permet de mesurer avec précision 
l'évolution temporelle de leurs coordonnées spatiales. L'analyse théorique, qui s'inscrit dans une théma­
tique de recherche relativement ancienne, corrobore l'étude de Herron, Davis et Bretherton (1975) en ce 
qui concerne les particules solides, et généralise leurs résultats au cas des inclusions fluide et gazeuse: 
bien que les vitesses de sédimentation des particules et les vitesses de migration dans le plan horizontal 
soient découplées , celles-ci sont affectées par la vitesse de rotation imposée au cylindre. Par ailleurs, et 
conformément à l'analyse théorique de Miyazaki (1995) , nous observons que le mouvement horizontal de 
nos particules est eorrectement décrit par l'équation de mouvement de Boussinesq-Basset obtenue après 
analyse de l'écoulement de perturbation dans un référentiel non tournant et après avoir négligé, bien que 
cela ne soit pas tout à fait légitime, la contribution horizontal des effets d 'inertie. 

Mots clés: Fluide en rotation solide, faibl~s nombres de Reynolds, particules solides, bulles, gouttes, 
développements asymptotiques raccordés, force d'histoire. 

Title: 11 Ün the free motion of a particle in a rotating fluid , at small Reynolds numbers. Analysis of 
inertia and history forces 11 

Abstract 
The motion of a spherical inclusion released in a vertical solid-body rotation flow is investigated 

theoretically and experimentally. Solid spheres, bubbles and drop are considered. The particle Reynolds 
riumber and the Taylor number number are smaller than unity. The motion equations of the inclusion 
are obtained by revisiting the hydrodynamic equations. The axial (vertical) motion and the horiz<'mtal 
motion are uncoupled , even though they are sensitive to the rotation rate of the flow. Analytical solutions 
of the particle motion equation are compared to experimental results obtained by releasing a particle in 
a rotating tank filled-up with silicone oil. For solid spheres and bubbles, both the terminal velocity and 
the particle ejection rate (or trapping rate) predicted by the theory agree with experiments, without 
any empirical adjustment. In particular, the experimental deviee enables to check the validity of various 
theories involving solid or fluid inclusions with or without inertia or history effects. In agreement with 
Miyazaki's theory (1995) , the mobility tensor of Herron, Davis and Bretherton (1975) , obtained by writing 
the fluid motion equations in the rotating frame, accurately predicts the horizontal particle trajectory, 
lilce the Boussinesq-Basset equation obtained by writing the fluid motion equations in the non-rota.ting 
frame and neglecting the horizontal contribution of inertia effects·. 

Keywords: Solid-body rotation, small Reynolds numbers, solid particles, bubbles, drops, matched 
asymptotic expansions, history force. 




