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Résumé

Systématiser : tel est le leitmotiv des résultats de cette these portant sur trois domaines
d’étude en vision et en géométrie algorithmique. Dans le premier, nous étendons toute la machi-
nerie du modele sténopé des appareils photos classiques a un ensemble d’appareils photo (deux
fentes, a balayage, oblique, une fente) jusqu’a présent étudiés séparément suivant différentes ap-
proches. Dans le deuxieéme, nous généralisons avec peu d’efforts aux convexes de R? 1’étude des
épinglages de droites ou de boules, menée différemment selon la nature des objets considérés.
Dans le troisieme, nous tentons de dégager une approche systématique pour élaborer des
stratégies d’évaluation polynomiale de prédicats géométriques, les méthodes actuelles étant
bien souvent spécifiques a chaque prédicat étudié.

De tels objectifs ne peuvent étre atteints sans un certain investissement mathématique dans
I’étude des congruences linéaires de droites, des propriétés différentielles des ensembles de tan-
gentes a des convexes et de la théorie des invariants algébriques, respectivement. Ces outils
ou leurs utilisations reposent sur la géométrie des droites de P3(R), construite dans la seconde
moitié du XIX€ siecle mais pas completement assimilée en géométrie algorithmique et dont nous
proposons une synthese adaptée aux besoins de la communauté.

Mots clés: géométrie des droites, modele d’appareil photo, théorie des transversales
géométriques, théorie des invariants, prédicat géométrique

Abstract

Systematize is the leitmotiv of the results in this thesis. Three problems are studied in the field
of computer vision and computational geometry. In the first one, we extend all the machinery
of the pinhole model for classical cameras to a whole set of cameras (two-slit, pushbroom,
oblique, pencil), which were separately studied with different approaches. In the second one, we
generalize to convex bodies in R? the work on pinning lines by lines or balls, which had so far
been tackled by techniques intimately linked to the geometry of the objects. In the third one,
we attempt to work out a systematic approach in place of problem-specific methods in order to
build polynomial evaluation trees for geometric predicates.

Such goals could not be reached without a mathematical investigation in the study of linear
line congruences, differential properties of sets of tangent lines to a convex and classical invariant
theory respectively. These tools or their uses are mostly based on line geometry in P3(R). This
geometry was designed in the second half of the 19*" century but its full power has not yet
been used by the computational geometry community. This thesis therefore also serves as an
extended tutorial.

Keywords: line geometry, camera model, geometric transversal theory, invariant theory,
geometric predicates
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Notations

Algebre linéaire.

Quelques prérequis d’algebre linéaire de premier cycle universitaire sont

nécessaires pour la lecture de ce manuscrit. Seules seront utiles les notions dont nous présentons
les notations ci-dessous.

(- )

Ker M, Im M
Mz, M(z)
E(M)

B

Tty Ly Ty

espace vectoriel ou affine réel de dimension n canonique
vecteur de R"

vecteur de R3

point de R3

vecteur de R? formé par les points A et B

coordonnées d'un vecteur de R”

coordonnées d'un vecteur de R"*!

concaténation en ligne des coordonnées des vecteurs x et y
produit scalaire canonique de deux vecteurs x et y de R"
produit vectoriel de deux vecteurs z et y de R3
sous-espace vectoriel de R™ (sous-espace en abrégé)
somme des sous-espaces E et F

dimension du sous-espace E

sous-espace engendré par le sous-ensemble X C R”

matrice carrée de taille n, identifiée a ’endomorphisme de R™ canonique-
ment associé

matrice identité de taille n

concaténation en ligne de matrices ou vecteurs colonnes possédant le méme
nombre de lignes, notation similaire pour la concaténation en colonne

noyau et image de ’endomorphisme M
image du vecteur x par I’endomorphisme M
union des sous-espaces propres de M

base de R"

vecteur colonne représentant x dans la base terrestre, rétinale, normalisée
respectivement

matrice de '’endomorphisme M représenté dans la base normalisée
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Notations

Géométrie projective. Nous supposons le lecteur familier avec la géométrie projective. Tou-
tefois, quelques rappels parsement le premier chapitre, des que nous avons besoin d'un outil.
Nous pouvons conseiller la lecture d’ouvrages traitant du sujet: Tauvel [94], Samuel [85] ou
Berger [7].

P espace projectif réel de dimension n
(P™)¢ espace projectif complexe de dimension n
Xc injection d’un objet de P dans P¢
] point projectif de P associé au vecteur z € R*™\{0}
[X] sous-ensemble de P" associé au sous-ensemble homogene X C R™ avec

[{0}] = @ par convention

X homogénéisé d'un sous-ensemble X C P, cest-a-dire X = [X]
M] transformation projective de P" associée a I'endomorphisme M de R™*?
[zg :xy -+ :x,] coordonnées homogenes d'un point de P” relativement a la base canonique
de R™*!
[z :y] notation abrégée pour [(x : y)]
E, F, H,. .. sous-espaces projectifs de P™ (sous-espaces en abrégé)

E+F somme des sous-espaces E et F, c’est-a-dire [E + ﬁ]

Proj X sous-espace engendré par le sous-ensemble X C P
W union disjointe

Algebre extérieure. L’annexe [C] présente 'essentiel sur les algeébres extérieures. Nul besoin
de la lire comme un prérequis, les outils servant dans nos travaux sont introduits au fur et a
mesure au cours du premier chapitre.

(AR™, vV, A, x)  algebre de Hodge sur R™

AFR™ k¢ puissance extérieure de R"
* opérateur de Hodge
AFM matrice des mineurs de taille £ de M

Ensembles de droites de P2. Nous présentons ici des conventions de notations dans ce ma-
nuscrit, plus que des notations a part entiere. Nous sommes attachés a la notation G pour
'ensemble des droites droites de P? afin de rendre & Hermann Grassmann un hommage qui lui
est di.

q forme quadratique sur R® définie par ¢(z) = zox3 + 7124 + T2

G ensemble des droites de P3, identifié & la quadrique de P° définie par ¢
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.
v

dual de Hodge de ¢ de coordonnées homogenes |

point de P° de coordonnées homogenes |
7]
droite de P? vue comme un point de G

droite affine de R® passant par les points A et B (distincts)
droite de P? passant par les points [z] et [y] (distincts)
ensemble de droites de P? vu comme un sous-ensemble de G
union des supports dans P? des droites de £

hyperboloide de P3

un regulus d’un hyperboloide H, c’est-a-dire R* = H
regulus dual de R

orthogonal d’'un sous-ensemble X C P° relativement a ¢

ensemble des droites de P? dont les supports sont inclus dans un sous-
ensemble X C P3

ensemble des droites de P? engendrées par une application linéaire M de
R*, c’est-a-dire de la forme [z V Ax] avec x € R'\E(M)

X1
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Introduction

Dans cette these d’informatique théorique, nous nous intéressons a divers problémes sur
les droites intervenant en géométrie algorithmique et en vision. Objets fondamentaux de la
géométrie euclidienne du plan et de I'espace, les droites sont souvent utilisées comme un outil
en tant que tel pour établir des propriétés géométriques (théoreme de Thales, géométrie du
triangle, ...), pour représenter des ensembles mathématiques (via 'algebre linéaire) ou pour
modéliser des phénomenes physiques (mouvement rectiligne, rayon lumineux, . ..). Concernant
les problemes étudiés dans cette these, les droites ou leurs ensembles constituent un objet d’étude
en soi. Etonnamment, les travaux actuels en géométrie algorithmique ou en vision ne tiennent
pas pleinement compte de cet aspect, usant de moyens détournés ou spécifiques a des situations
particulieres pour aboutir a des résultats. Partant de ce constat, le principe général guidant
cette these consiste a introduire des outils géométriques adéquats pour les droites afin de mieux
systématiser les approches en vue d’aborder les problemes sur les droites.

Plan de la these. Un géometre-algorithmicien recherchant des ressources qui lui seraient utiles
en géométrie des droites se retrouve généralement tiraillé entre deux situations. D'un coté, il
trouve une littérature abondante sur ’étude générale des variétés grassmanniennes (représentant
les sous-espaces vectoriels de dimension fixée dans R™), présentée sous le formalisme peu digeste
de la géométrie algébrique moderne. D’un autre coté, il dispose de nombreux tutoriels sur les
coordonnées de Pliicker (paramétrant I'espace des droites de R3), trés limités, calculatoires et
plutot orientés pour l'infographie. La géométrie classique des droites a été largement étudiée
entre le milieu du XIX® et le début du XX° siecle, avec des contributions dispersées et difficile-
ment accessibles de nos jours. C’est pourquoi il a paru nécessaire de la remettre a plat dans la
partie |l| a travers une présentation géométrique a destination des géometres-algorithmiciens.

Le « matériel » de la géométrie des droites apporte une nouvelle facon d’aborder plusieurs
problemes géométriques étudiés en vision ou en géométrie algorithmique. Dans tous les cas,
cette approche conduit a retrouver, unifier voire généraliser des résultats existants et fournit
des pistes intéressantes pour poursuivre I’étude de ces problemes, développés dans la partie [}

Le premier probleme (chapitre [3) concerne la modélisation mathématique d’une classe d’ap-
pareils photographiques qui ont intéressé la recherche en vision depuis la fin des années 90.
Bien souvent, I’étude classique de ces appareils (formules de projection, stéréo-vision, ...) était
menée par type d’appareil, avec des techniques a premiere vue distinctes. Plusieurs solutions ont
été proposées pour unifier les modeles. Toutefois, notre modele, dit linéaire, permet d’obtenir
des formules a la fois closes et compactes, paramétrées par le type de I'appareil photo, ce qui
permet entre autres d’établir des formules de stéréo-vision entre appareils de types possiblement
distincts.

Le deuxieme probleme (chapitred]) aborde I’étude de 1’épinglage d’une droite par des convexes
de R3 (c.-a-d. la droite est isolée dans I’ensemble des droites transversales aux convexes), initiée
au début des années 2000 en géométrie algorithmique, essentiellement pour des boules disjointes
puis récemment pour des droites. Les techniques et points de vue adoptés ouvrent peu de pers-
pectives de généralisation a des classes plus larges de convexes. Grace a une étude différentielle
locale des ensembles de droites tangentes a un convexe, nous élargissons le champ d’étude des
épinglages aux convexes ronds (de classe €2 et de courbure de Gauss strictement positive en
tout point du bord) et aux cylindres convexes.

Le troisieme et dernier probleme (chapitre o)) s’intéresse & deux prédicats géométriques, I'un
portant sur le nombre de droites transversales a k droites données de P3(R), Pautre sur la vacuité
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de l'intersection de deux quadriques de P?(R). Des solutions algorithmiques spécifiques ont déja
été proposées pour ces problemes. Ici, nous explorons la théorie des invariants afin d’obtenir de
facon plus systématique des polynomes « d’origine géométrique » dont les valeurs en les entrées
du prédicat permettent de décider la sortie retournée par celui-ci.

Contributions générales. Celles-ci s’articulent autour de trois grands axes, communs a tous
les problemes abordés, les contributions spécifiques étant présentées au début des chapitres
correspondants.

1.

POSER LES OUTILS‘ Un gros travail de défrichage en amont des problemes a été néces-

saire pour repérer les outils mathématiques pertinents a destination du géometre algo-
rithmicien. Ainsi, nous avons regroupé sous un méme chapeau un ensemble le plus com-
plet possible de résultats sur la géométrie des droites de P3, indépendamment de toute
théorie mathématique de haut niveau afin que le tout soit accessible a la communauté
de géométrie algorithmique. Dans cette méme perspective, nous avons identifié un pa-
nel de techniques effectives de calcul d’invariants, dont on illustre la pertinence sur des
exemples de prédicats. Enfin, nous avons établi des propriétés différentielles de base sur
les ensembles de droites tangentes et transversales & des convexes de R?® (régularité, ap-
proximation au premier ordre, condition d’intersection transverse) pour pouvoir aborder
sous un nouvel angle les questions de géométrie des transversales.

. UNIFIER LES MODELES| Cette contribution est centrale dans nos travaux sur les ap-

pareils photo linéaires. Apres avoir remarqué que les ensembles de droites sous-jacents a
différents appareils appartiennent a la classe des congruences linéaires et apres avoir établi
I’équivalence de plusieurs représentations de ces congruences, nous introduisons le modele
d’appareil photo linéaire qui unifie de nombreux modeles existants [69, 27, 110} 44, 80].
En particulier, nous considérons deux invariants euclidiens communs a tous les types de
congruence ce qui permet d’obtenir des formules unifiées de projection et de stéréo-vision
et de concevoir une implémentation commune de ces appareils sous PBRT [70] (logiciel de
rendu d’images de synthese). Avec un impact moins important, des résultats unificateurs
apparaissent également dans nos travaux sur les tangentes a des convexes ou 1’on peut
considérer en méme temps des convexes ronds, des cylindres et des polyedres. En outre,
nous établissons 1’équivalence entre deux notions d’épinglages, différentes a premiere vue
(stabilité [16] et 1°" ordre [I]).

. GENERALISER LES APPROCHES‘ C’est la contribution centrale des travaux de cette

these, résultant tout naturellement des deux contributions précédentes. Dans le premier
probleme, nous étendons toute la machinerie du modele sténopé des appareils photos clas-
siques (bases normalisées, projections, matrices fondamentale et essentielle) aux appareils
photo linéaires. Cette contribution participe au travail de synthese sur les modeles d’ap-
pareils photo mené dans I’état de l'art de Sturm et al. [92]. Dans le deuxieme probleme,
nous généralisons aux convexes de R? I’étude des épinglages de droites ou de boules, en
systématisant sans effort les techniques combinatoires de U'article Lines pinning lines [1].
Dans le troisieme probleme, nous tentons de dégager une approche systématique pour
élaborer des stratégies d’évaluation polynomiale de prédicats géométriques, dans la conti-
nuité des travaux de Petitjean [76].
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Guide de lecture. Les sections, paragraphes ou démonstrations pouvant étre sautés en
premiere lecture sont marqués par une étoile dans la marge comme ici. Les notations mathé-
matiques, introduites les premieres fois ou elles sont utilisées, sont rappelées en début de ma-
nuscrit. Enfin, le lecteur plutot intéressé par I’étude des épinglages de droites par des convexes
(chapitre ou des prédicats géométriques (chapitre |5|) peut s’épargner la lecture des chapitres
et Bl Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous proposons un petit avant-propos historique sur
la géométrie des droites.






Premiere partie

Préliminaires sur la géométrie des droites
de P3(R)






Avant-propos historique

Cet avant-propos retrace un petit historique sur la géométrie des droites, de I’Antiquité
jusqu’a nos jours, en se focalisant notamment sur les domaines nous concernant, a savoir la
vision par ordinateur et la géométrie algorithmique. Il ne se veut en aucun cas exhaustif, cela
nécessiterait un travail de recherche a part entiere. Seulement, cet historique semble peu abordéﬂ,
car d’abord peu populaire aupres de la communauté scientifique. C’est pourquoi, il a semblé
opportun de regrouper dans un petit préambule les informations glanées ici ou léEL pour le plus
grand plaisir de 'auteur!

La ligne droite. Que ce soit pour calculer des surfaces ou pour réaliser des constructions
architecturales, les Egyptiens, Indiens, Chinois ou Grecs ont manipulé lignes droites et arcs
de cercle afin d’établir les premiers résultats de la géométrie [I§]. Dans ses Eléments, Euclide
(325-265 av. JC) formalise la notion de ligne droite (dans le plan et I’espace) : c’est « une ligne
également placée entre ses points » (définition 4) ot une ligne est définie comme « une longueur
sans largeur » (définition 2). Le premier axiome de la géométrie d’Euclide postule que par deux
points distincts passe une unique ligne droite. Malgré la grande intuition qu’on peut avoir d’une
ligne droite, il n’est pas possible d’en donner une définition ex nihilo a partir de la donnée
de deux points distincts. D’ailleurs, les différentes définitions intrinseques proposées jusqu’au
XVIII siecle restent tout aussi imprécises que celle d'Euclide (quelques citations amusantes sont
répertoriées sur la page web [I11]), comme en témoigne D’Alembert dans son Encyclopédie :

« Une courbe est, dit-on, une ligne dont les différents points sont dans différentes
directions, ou sont différemment situés les uns par rapport aux autres. [...] Courbe,
ajoute-t-on, pris en ce sens, est opposé a ligne droite dont les points sont tous
situés de la méme maniere les uns par rapport aux autres. On trouvera peut-étre
chacune de ces définitions peu précise ; et on n’aura pas tort. »
L’essor de la géométrie analytique a partir du XVII® siecle a déja permis de définir une droite
a 'aide d’équations relativement a un systeme de coordonnées. Pour s’abstraire de ces coor-
données, il faut attendre le développement de ’algebre vectorielle, initiée par Hermann Grass-
mann [39] (1809-1877) et popularisée par Guiseppe Peano [71] (1858-1932), a l'origine des
définitions couramment introduites en 1 cycle universitaire. De fagon plus radicale, David
Hilbert (1862-1943) évite de définir les droites en les incorporant (en tant qu’éléments de la
Géométrie plane ou de l’espace) dans une axiomatisation de la géométrie [48]. Les axiomes
d’association postulent alors que:
e deux points distincts déterminent une droite ;
e deux points distincts quelconques d'une droite déterminent cette droite;
e sur toute droite, il y a au moins deux points.
Pour en savoir davantage sur les différentes définitions d'une ligne droite au cours de I’Histoire,
on peut consulter la synthese [9] de Rudolf Bkouche.

1Signalons par exemple I'article de 3 pages dédié & Julius Pliicker dans I'ouvrage de Collette [I8] ot il n’est
fait mention de ses travaux sur les droites que dans un petit paragraphe!
2Mentionnons The MacTutor History of Mathematics archive, http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk.
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Avant-propos historique

Le temps des pionniers (1810-1930). Le début du XIX® siecle marque des grandes avancées
en géométrie projective plane, notamment en ce qui concerne le principe de dualité point /droite.
C’est ainsi la premiere fois qu’est systématisée la notion d’ensembles de droites, placés au méme
plan que les ensembles de points. Une polémique a entouré la paternité de ces découvertes
entre Joseph Gergonne (1771-1859) et Jean-Victor Poncelet (1788-1867). Le premier a intro-
duit progressivement les concepts de polaire d’un point dans divers articles de ses Annales de
Mathématiques, notamment dans une solution au probléme d’Apollonius en 1816 [33]. Le second
a publié un traité complet de géométrie projective en 1822 [81], mettant a plat la notion de
dualité. Julius Pliicker (1801-1868) quant a lui fut le premier en 1828 a considérer le dual d’une
courbe du plan [78] comme '’ensemble de ses droites tangentes.

Dans l'espace projectif a trois dimensions, Pliicker poursuit des travaux sur les droites en
annoncant explicitement vouloir les considérer comme des éléments de base, au méme titre
que les points: Neue Geometrie des Raumes gegrindet auf die Betrachtung der geraden Linie
als Raumelement est publié en 1868 dans un premier volume [79]. Pliicker y introduit six
coordonnées pour décrire une droite de l'espace, appelées aujourd’hui coordonnées de Plicker.
Dans le second volume, édité par son éleve Félix Klein (1849-1925), il considere des ensembles
de droites en tant que tels, définis a I'aide de contraintes sur leur coordonnées. Lorsqu’il y en a
deux indépendantes, on parle de congruences de droites pour ces ensembles.

Klein a poursuivi les travaux sur les droites, dans l'esprit de son programme d’Erlangen
d’algébrisation de la géométrie. Ses contributions rien que dans ce domaine sont si nombreuses
au point que tout un recueil leur est entierement dédié [31]. En 1872, dans Uber Liniengeometrie
und metrische Geometrie [31), p.106], Klein identifie pour la premiere fois I’ensemble des droites
projectives comme une quadrique d’un espace projectif a 5 dimensions sur laquelle agissent
des transformations projectives induites par celles de I'espace de départ de dimension 3: il a
introduit une géométrie des droites.

Die Liniengeometrie ist wie die Geometrie auf einer M\" des K.

Diese Aussage findet in dem folgenden Verhalten der Linienkoordi-

naten p,, ihre eigentliche Begrindung., Fiir die Koordinaten p,, hat man:
P PraPa+ PiaPis + Py Pay = 0.
Damit sich nun zwei Gerade, p und ', schueiden, mull sein:
TP,
2 g Pa= 1.

Infolgedessen kann man den folgenden Satz aufstellen, den ich bereits ge-
legentlich mitteilte )

Setzt man statt der Linienkoordinaten p,. beliebige lineare Punk-
tionen derselben, die nur der einen Bedingung gendigen sollen, die

Mannigfaltigkeit M{*
P=1)

in sich dberzufihren, so hat man eine kollineare oder eine dualistische
(reziproke) Umformung des Linienraumes. Andererseits erhdll man auf
diesem Weg alle solchen kollinearen und reziproken Umformungen.

Klein a également poursuivi I’étude des congruences algébriques de droites, qu’on peut distin-
guer par leur ordre (nombre de droites passant par un point générique) et leur classe (nombre de
droites contenues dans un plan générique). L’étude de telles congruences, notamment leur clas-
sification, a fait I'objet d’écrits encyclopédiques en allemand [93, [109]. Signalons toutefois ’exis-
tence de quelques publications en anglais datant du début du XX¢ siecle et présentant de fagcon
plus synthétique et plus moderne les résultats essentiels sur la géométrie des droites [54] [101].
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Avant-propos historique

Terminons enfin avec la contribution majeure de Hermann Grassmann (1809-1877) qui, des
1844, a posé les prémices d’algebre linéaire et de l'algebre extérieure [39] en introduisant des
opérations d’addition sur les sous-espaces vectoriels. Ses travaux beaucoup plus généraux que
ceux de Pliicker sur les droites n’ont trouvé que peu d’écho a I’époque, a tel point que Klein
réintroduisit indépendamment ces outils algébriques pres d’un demi-siecle plus tard! Actuelle-
ment, les espaces de sous-espaces vectoriels sont appelés variétés grassmanniennes, en hommage
aux travaux de Grassmann.

La fuite en avant algébriste. Nous ne nous étendrons pas sur le sujet, a défaut de pouvoir
comprendre les ressorts de la géométrie algébrique. Le fait est que ’algébrisation de la géométrie
dans la seconde moitié du XX¢ siecle a conduit a un mouvement de généralisation globale des
mathématiques dans lequel la géométrie des droites s’est retrouvée noyée, et donc délaissée.
Signalons par exemple que la référence courante sur la géométrie des droites utilisée par les
géometres algébristes date de 1953 [50, Chap. XIV].

L’école viennoise. Parallelement au déploiement tentaculaire de la géométrie algébrique dans
les mathématiques contemporaines, certains ont continué a investiguer des problemes sous
I’angle de la géométrie classique, réelle et différentielle, assurant ainsi une transmission des
savoirs géométriques dans la communauté mathématique. En ce qui concerne la géométrie des
droites, on distingue plus particulierement une « école de recherche » a I'Université Technique
de Vienne (Autriche), dont les acteurs principaux figurent dans l’arbreﬂ ci-dessous

W. Wunderlich (1934)

|
| |

H. Brauner (1952) H. Pottmann (1983)

|
| |

G. Weif} (1973) H. Havlicek (1980) J. Wallner (1997)

Brauner a rédigé de nombreux articles sur la géométrie des droites, inspiré des travaux de Wun-
derlich sur la théorie des vissages, et des monographies en géométrie projective, différentielle,
constructive et architecturale (ou interviennent surfaces réglées et développables). Il étudie en
particulier les transformations projectives de l’espace qui engendrent des congruences ellip-
tiques (dont nous généralisons I’étude a ’ensemble des congruences dans le chapitre . Weif3
a complété le panorama en publiant une série de trois articlef] sur l'aspect euclidien de la
géométrie des droites. Havlicek s’est intéressé aux applications « linéaires » envoyant 1’espace
des droites sur un espace projectif et aux aspects affines et axiomatiques de la géométrie des
droites. L’ensemble de ces travaux ont été rédigés quasi-exclusivement en allemand, ce qui a
légerement limité leur diffusion aupres de la communauté non-germanophone. C’est pourquoi la
référence bibliographique du moment est attribuée a Pottmann et Wallner dans la monographie
Computational Line Geometry [82], s’appuyant sur les travaux de 1’école viennoise et faisant
une large place aux applications.

3Ces données proviennent du Mathematics Genealogy Project. http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu
Les dates indiquent les années de soutenance de these.

4auxquels je n’ai pas réussi a avoir acces.
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Avant-propos historique

De nouvelles applications. Au-dela des aspects théoriques entourant la géométrie des droites,
celle-ci est rapidement devenue un outil en tant que tel pour de nombreuses applications en
informatique.

Des la fin du XIXE€ siecle, les points en-dehors de la quadrique de Klein, modele des droites de
I'espace, s’interprétent comme des vissaged| et sont utilisés en cinématique pour représenter des
mouvements ou des moments de systemes de forces [13]. En robotique, la théorie sous-jacente de
I’algebre extérieure facilite énormément la caractérisation des positions appelées critiqgues d'un
robot série-parallele [104], positions correspondant physiquement a des situations de blocage,
de perte de controle, de changement du nombre de degrés de liberté. .. Par exemple, un robot
parallele a six bras est en position critique lorsque les coordonnées de Pliicker des droites
supports des bras sont linéairement dépendantes. Cette approche permet également d’étudier
plus particulierement les systemes rigides.

En infographie, 'utilisation de coordonnées de Pliicker semble avoir été initiée au début
des années 90. Teller [95] les introduit pour calculer les zones de pénombre dans une scene
constituée de portailsﬂ (objets polygonaux possédant un trou). Ces travaux sont motivés par la
modélisation des sceénes de jeux vidéo d’aventure, en plein essor a cette époque. Pellegrini [72]
apporte une solution algorithmique, via les coordonnées de Pliicker, au probleme du lancer de
rayon dans une scene de triangles, a savoir déterminer efficacement le premier triangle ren-
contré par un rayon. Ces résultats permettent d’accélérer les techniques de rendu par images
de synthese. Grace a ces avancées, la communauté d’infographie a rapidement adopté les co-
ordonnées de Pliicker, comme en témoigne la multitude de tutoriels sur cet outil, bien souvent
réduits a une simple trousse de secours: définition, orientation relative de deux droites et inter-
section d’une droite et d’un triangle. L'ouvrage de Stolfi [90] fournit un catalogue complet des
formules liant les coordonnées de points, de droites et de plans.

Parallelement, la géométrie des droites a également fait son apparition dans les travaux en
géométrie algorithmique. Le point de vue est alors beaucoup plus algorithmique, ou l'idée
consiste a représenter les objets géométriques manipulés dans des structures de données qui
permettent d’effectuer de nombreuses requétes sur ces objets avec le moins possible de calculs.
Stolfi [90] fournit un catalogue complet de primitives géométriques faisant intervenir les coor-
données de points, de droites et de plans. Pellegrini [72] et Chazelle et al. [I5] sont les premiers
de la communauté a utiliser la géométrie de I’espace des droites pour plusieurs problemes concer-
nant les positions relatives de droites orientées (configurations isotopes, descriptions combina-
toires,. ..). L’état de l'art de Pellegrini [73] regroupe 'ensemble des résultats dans ce domaine.

Conclusion. Quoique plus ancienne, la géométrie des droites a souffert de l'explosion de
I’algebre linéaire et de la géométrie algébrique, pour lesquelles il existe une littérature tres
vaste. A moins d’appartenir a une lignée de géometres initiés, cette géométrie s’avere souvent
étre un outil providentiel pour résoudre ses propres problemes plutot qu’'un outil allant de soi,
comme peuvent 1’étre aujourd’hui les espaces vectoriels par exemple. Le peu de monographies
modernes et la prépondérance de la langue allemande dans les publications sur le sujet font
que la géométrie des droites est largement inconnue du grand public. C’est pourquoi il nous est
apparu opportun de prendre le temps de présenter en deux chapitres, sous un angle nouveau,
les différents outils de la géométrie des droites qui seront utilisés par la suite.

Schraube, screw
SEn anglais, portals
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Chapitre 1
Espace des droites de P3(R)

Ce chapitre préliminaire constitue un tour d’horizon sur I'espace G des droites de P3(R) (P? en
abrégé) qui s’articule en trois temps. Dans la section , nous introduisons de maniere classique
les coordonnées de Pliicker d’une droite projective et différents modeles de G (ou d’un sous-
ensemble affine) qui en découlent. Dans la section , nous étudions la géométrie de G a travers
la théorie des formes quadratiques. L’originalité de cette section réside dans sa présentation
algébrique conduisant a des démonstrations intuitives et élégantes (car sans calculs), tout en
restant accessible a un étudiant de licence. Dans la section [I.3] nous introduisons la notion de
dépendance linéaire entre droites et donnons une classification projective des ensembles linéaires
de droites. Contrairement & ’approche du haut vers le bas suivie par Pottmann et Wallner [82]
chap. 3], nous proposons une étude plus unifiée de ces ensembles linéaires.

1.1 Représentation

En géométrie, on peut vouloir introduire des coordonnées pour représenter des objets afin
de mieux les manipuler, via des calculs sur ordinateur par exemple. L’objet principal de cette
section consiste a décrire des systemes de coordonnées sur les droites. La section introduit
les coordonnées de Pliicker. Elles fournissent un modele algébrique lisse de I’ensemble des droites
de P? & travers la quadrique de Klein de P°, modele qui est utilisé tout au long du manuscrit.
La section donne une interprétation géométrique des coordonnées de Pliicker de droites
affines, grace a laquelle on démontre simplement les principales propriétés sur ces coordonnées.
Au cours de ce chapitre, cette interprétation simplificatrice permet de s’abstraire, si besoin est,
de quelques résultats techniques concernant ’algebre de Grassmann-Cayley (annexe . Enfin,
la section [1.1.3]s’intéresse aux paramétrisations linéaires par R* de 'ensemble des droites affines
non paralleles a un plan donné.

Notations. Nous invitons le lecteur a se référer a la liste de notations en début de manuscrit
si besoin. Rappelons la principale d’entre elles: étant donné un vecteur z de R"™\{0}, on
note [z] le point projectif de P™ associé, c’est-a-dire I'image de z par la projection canonique
R"\{0} — P". Les coordonnées homogenes de [z] sont notées [zg : @1 : -+ - : 7).

1.1.1 Droites projectives

La droite comme élément. Une droite projective de P (droite de P3 ou droite en abrégé) est
un sous-espace projectif de dimension 1. On note G I’ensemble des droites de P2. Dans tout le
manuscrit, une distinction de notation est faite entre la droite £ € G vue comme un élément
de I'ensemble G des droites et son support £ C P? vu comme un ensemble de points de P3.
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Chapitre 1 Espace des droites de P?(R)

Dans le texte, on omet parfois de préciser « le support » lorsqu’aucune ambiguité n’est possible:
par exemple, on dit que deux droites se coupent (sont sécantes), qu'une droite coupe (passe
par) un ensemble de P?, etc. Par extension, on définit le support £¢ C P3 d’un ensemble de
droites £ C G comme 'union des supports des droites de £. Remarquons qu’une droite ¢ est
entierement déterminée par son support £°¢, ce qui n’est pas forcément le cas pour des ensembles
de droites: un hyperbolo'ideﬂ est le support de deux familles possibles de droites (cf. annexe .

Coordonnées de Pliicker. La donnée de deux points distincts [a] et [b] de P (avec
a,b € R*\{0}) définit entierement une droite £([a], [b]) par

(([a], (b])* = {[Aa+pb] | [\: u] € P} = Proj{[a]; [b]}.

[
Dans ce paragraphe, on définit des coordonnées pour une droite ¢([a], [b]) en fonction de [a]
et [b] qui ne dépendent pas du couple de points distincts choisis sur ¢([a], [0])°.
Considérons une base (e, €1, €2, e3) de RY. Pour deux vecteurs a et b de R? non colinéaires
de coordonnées respectives (ao, ..., a3) et (b, ..., b3), on définit le produit extérieur E| de a et b,
noté a V b, par

Co = apb1 — aiby (3 = agbsz — asby
a Vb= (,C,C,C, 0 C) avec C1 = agby — agzby C1 = asby — arbs
C2 = apbs — asby C5 = a1by — asxby

Ces coordonnées correspondent aux déterminants 2 X 2 de la matrice formée des deux vecteurs
colonnes a et b. Ainsi, a V b est nul si et seulement si a et b sont colinéaires, c’est-a-dire [a] = [b].
En outre, a V b est homogene en a et b. Par conséquent, la fonction

{ (P%)* — PP
([a], (o) — [a V0]

est bien définie pour tout couple de points distincts de P3. Enfin, considérons la paire
([ar @+ 51 0], [ag a + B2 b]) définissant la droite £([al, [b]), avec le déterminant oy Sy — 81 non
nul pour que les points soient distincts. Puisque V est bilinéaire et antisymétrique,
|:(Oél a—+ 51 b) \ (CYQ a—+ 62 b)] = |:CY10(2 aV (I+B1ﬁ2 bV b+ (Oélﬁg — @261) aV b} = [a V b]
=0 =0 1
#0

Finalement, la fonction

¢ s [aV b avec £ = (([a], [b])

est bien définie et est appelée application de Pliicker. On définit les coordonnées de Plicker
d’une droite ¢ € G relativement a la base (e;)o<ics comme (les coordonnées homogenes de)
I'image de ¢ par I'application de Pliicker. Insistons sur le fait que les coordonnées de Pliicker
dépendent d’une base homogene de P3. La section détaillera l'effet d’'un changement de
base de P? sur ces coordonnées. Terminons par le lemme qui suit justifiant 'emploi du terme
« coordonnées ».

G — P°
’)/I

'La distinction entre hyperboloide & une ou deux nappes est d’ordre affine : projectivement, un hyperboloide &
une nappe est un hyperboloide tandis qu'un hyperboloide & deux nappes est une sphere. Dans toute la suite,
on appelle hyperboloide un hyperboloide projectif ou un hyperboloide affine & une nappe.

2Le produit extérieur est, en fait, un opérateur beaucoup plus général défini dans le cadre de I’algebre extérieure
(cf. annexe |C)).
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1.1 Représentation

Lemme 1.1.
‘ L’application de Plicker v est injective.

La démonstration résulte des propriétés du produit extérieur général présentées dans I"annexe[C]
(notamment la relation (C.4])). Nous présentons en annexe (lemme I’analogue pédestre de
cette démonstration. Comme nous le verrons dans la section suivante, ce résultat est
immédiat lorsqu’on se restreint a ’ensemble des droites affines.

Quadrique de Klein. D’aprées le lemme [I.1] on peut identifier I’ensemble des droites G a son
image par l'application de Pliicker qui est un sous-ensemble de P°. Le lemme suivant assure
qu’il s’agit d'une quadrique, appelée quadrique de Klein :

Proposition 1.2.

L image de l'application de Plicker v est une quadrique définie par

0Q)=0G+GGU+ GG =0.

Démonstration. Soit £([a],[b]) une droite de G avec a,b € R* non colinéaires. Considérons la
matrice M = (a b a b) de rang 2 et calculons son déterminant (qui est nul) par blocs suivant
les deux premieres colonnes a 1’aide de la formule . Les mineurs de taille 2 qui interviennent
sont exactement les coordonnées de Pliicker [(y : - -+ : (] de [a V b] et satisfont exactement la
relation

det(M) =2 (¢ ¢+ G+ G ¢s) =0.

Ainsi, 7(G) est inclus dans la quadrique de Klein.
Réciproquement, soit [¢] un point de P° appartenant & la quadrique de Klein, de coordonnées

[Co : -+ : (5. Considérons les quatre vecteurs suivants:
0 Co G ©
_ | < _| 0 _| G | G
“la M= 6 “2=1 o N e
©) Ca —G3 0
Au moins deux de ces vecteurs ne sont pas colinéaires car ((p,...,(5) # 0 (par exemple, ag et
ay si p # 0), notons-les x et y. On vérifie par le calcul que [z V y] = [(]. Par exemple, si (5 # 0,
G0 o
Co 0 GoCt G
01y %f = CoC2 e G2
—Gs G =2 — C1a €
@ ©) CoCa @
Cos G
Ainsi, tout point de la quadrique de Klein représente les coordonnées de Pliicker d’une droite
de G. O

En corollaire de cette proposition, on peut considérer les identifications suivantes :

Dans toute la suite du manuscrit, on identifie une droite ¢ € G définie
par deux points distincts [z] et [y] et ses coordonnées de Pliicker [z V y].
Par extension, on identifie G & la quadrique de Klein de P°.
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Chapitre 1 Espace des droites de P?(R)

Structure de G. La quadrique de Klein est définie par une forme quadratique ¢ non dégénérée
donc G est une hypersurface lisse de P° de classe €| Ainsi, il existe un hyperplan tangent
G en tout point ¢, noté T,G. La regle de dédoublement des variables pour la forme quadratique
q fournit une équation de I'hyperplan tangent T,G :

Gro+ G+ Cre+ a3+ G ag+ a5 =0 (1.1)

oul = [y : -+ : (5]. La topologie de G est alors définie comme la topologie la moins fine
engendrée par les intersections avec G des ouverts de P°. Comment ces ouverts s’interprétent-ils
géométriquement dans P?, c’est-a-dire en termes de supports des droites ? L’objet de I'annexe
est de répondre a cette question, en particulier de démontrer la proposition suivante :

Proposition 1.3.

La topologie de G est engendrée par les ouverts définis par les ensembles de droites dont
les supports passent par deux ouverts de P3.

1.1.2 Droites affines

Une droite affine de R? est un sous-espace affine de dimension 1. Elle est entierement déter-
minée par la donnée de deux points distincts A et B, son support £°¢ étant I’ensemble des

barycentres de ces points:
tc={tA+(1—-t)B|teR}

Elle est également caractérisée par un point A et un vecteur directeur 0 (non nul) :
ts={A+td |teR).

Liens avec le cadre projectif. L’espace affine R? se plonge naturellement dans 1'espace pro-
jectif P3 grace & l'identification suivante: a un point A de R?® de coordonnées (ai, as,as) est
associé le point [a] de P? de coordonnées homogenes [1 : a; : ay : ag]. L’ensemble des points de
P? de coordonnées homogenes [0 : x1 : x5 : x3] forme un plan appelé‘g)lcm a 'infini, modélisé
par les directions des vecteurs de R?. Autrement dit, & un vecteur « de R® de coordonnées
(u1,us,us) est associé le point projectif [u] de coordonnées homogenes [0 : uy : us : ug]. On
constate alors que les deux définitions d’'une droite affine ne sont que des spécialisations de la
définition d’une droite projective.

Interprétation géométrique des coordonnées de Pliicker. Considérons une droite ¢ ca-
ractérisée par un point A de R? et un vecteur W de R3. A partir de I'identification précédente,
[a V u] sont les coordonnées de Pliicker de /. Par définition du produit extérieur, on obtient

H
laVu] = W OAx W

oll X désigne le produit vectoriel dans R?. Ainsi, les coordonnées de Pliicker
de ¢ ont une interprétation géométrique simple: c’est la concaténation des
coordonnées

e d’un vecteur directeur de la droite £¢;

e et du moment de ce vecteur par rapport a l'origine.

3 Autrement dit, ’homogénéisé G (privé de 0) est une hypersurface différentielle de RS. Un sous-espace projectif
[H] est tangent & G en [z] si et seulement si H est tangent & G en x.
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1.1 Représentation

Conséquences immédiates. Redémontrons sous forme de petits lemmes quelques propriétés
des coordonnées de Pliicker de droites dans le cadre affine grace aux propriétés du produit
vectoriel X.

Lemme 1.4.
Les coordonnées de Plicker d’une droite affine ne dépendent ni du vecteur la dirigeant,
nt du point y appartenant.

Démonstration. Soit £ une droite donnée par le point A et le vecteur . Ses coordonnées de
Pliicker [a V u] sont homogenes en . De plus, pour tout point M sur £°,

— — — —
OM x U = OA x W + AM x ¥ = OA x U
=0
donc le vecteur moment ne dépend pas du point M choisi sur £°. O

Lemme 1.5.
‘ La restriction aux droites affines de l'application de Pliicker v est injective.

Démonstration. Soient ¢; et {5 deux droites affines définies comme précédemment par (A, u_>1)
et (Ag, '17;) respectivement. Si y(¢1) = y(¢s), alors il existe A € R* tel que

u = A
{O—A>1><u_>1:)\(7&2><172> '
La premiere égalité implique que ¢;° et /5° sont paralleles. La seconde égalité se réécrit
O_A>1><El>:O—A>2><)\E§:&>2xu_1> d’ou mxzﬁ:ﬁ.

o
Ainsi, A1Ay est colinéaire a u_>1 Comme A; appartient a ¢1°, Ay aussi ce qui implique que les
droites paralleles ¢1° et £5° sont sécantes donc elles sont égales, c.-a-d. {1 = {s. O

Lemme 1.6.
L’ensemble des droites affines de R® est en bijection avec la quadrique de Klein privée
du sous-espace projectif de dimension 2 d’équation (o = (1 = (3 = 0.

—
Démonstration. Par propriété du produit vectoriel, o - (OA X 7) = 0 donc les coordonnées de

Pliicker d'une droite affine vérifient la relation de Pliicker de la proposition [I.2] Réciproquement,
soit [¢] un point de la quadrique de Klein de coordonnées [(p : - - - : (5] avec ((o, C1,C2) # (0,0,0).
Montrons que [(] représente une droite affine. Notons « et o les vecteurs de coordonnées

(Co, €1, Ca) et (Cs, (4, C5) respectivement. Considérons le point A défini par

- =
u X v

]|
Les coordonnées de Pliicker de la droite définie par A et W sont données par

l[aVu] = [70—A>xﬂ>}

—
OA =

D’apres la formule du double produit vectoriel,

— WU o o W —
OAxu:—zv—(u-v) 5 = U
el L)
car [C] appartient a la quadrique de Klein. Ainsi, [a V u] = [(] représente une droite. O
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Chapitre 1 Espace des droites de P?(R)

1.1.3 Paramétrisations par R*

Dans cette section, nous présentons une paramétrisation classique par R* de I’ensemble des
droites affines qui ne sont pas paralleles a un plan donné. Puis, nous en donnons une définition
intrinseque en remarquant qu’il s’agit simplement d’une projection stéréographique de G sur
un hyperplan de P°. Les éléments de cette section seront utiles au cours du chapitre .

Paramétrisation classique par deux plans. Supposons que R?

est muni d'un repere affine (O;z,y, z) et notons H; (i € {0,1}) s 1 ;
le plan d’équation z = i et G, I'ensemble des droites affines qui Ay Ay il
ne sont pas paralleles a Hy. Toute droite £ € G/ coupe chaque /T\‘ U1

H; en un unique point A; respectivement. En notant (z;,y;,1) les 7 H,
coordonnées de A;, le point (xg, %o, z1,y1) de R* représente ¢ et Hop

toute droite £ € G/ possede un unique représentant dans R*, d’ot1 la bijection

G ) R* L
VE avec Nl = |y
¢ — (20, Y0, 71, Y1) i
Projection stéréographique de G. Une projection stéréo- centre —} plan H
graphique d'une quadrique lisse Q de P" sur un hyperplan H de P D
la restriction a Q d’une projection centrale sur H dont le centre
(disjoint de H) est un point de la quadrique Q. La projection \\\_411/1adriqueQ

stéréographique est notée ¢ et la projection centrale sous-jacente ).

Considérons ici la quadrique G de P° et /., un point de G. Toute droite L de P° passant par
U et qui n’est pas tangente a G en /., coupe la quadrique G en un unique autre point, qui se
projette sur H par 1. En notant T,_G I'hyperplan de P® tangent & G en /,, on en déduit que
1 réalise une bijection entre G, = G\T,_ et H\T, G, ce dernier ensemble étant isomorphe a
R*. On note alors Rj = 1(Gy,, ). En résumé,

VG, — RE PP et g PO\{l} — P

Remarquons que la projection stéréographique v est un % *°-difféomorphisme car c’est la res-
triction bijective d’une transformation projective.

Le lemme de la section suivante assure que G N T, G est 'ensemble des droites trans-
versales & /.. Lorsqu’on considére des droites affines de R3, on choisit traditionnellement une
droite a l'infini pour /. Ainsi, G, est ’ensemble des droites affines qui coupent deux plans
paralleles distincts de R3 contenant la droite /o, & linfini. A un changement de coordonnées
pres, on retrouve 'application ¢, du paragraphe précédent.

Terminons par le lemme technique suivant, conséquence directe des propriétés sur les projec-
tions centrales, qui sera utile au chapitre |4 pour identifier des sous-espaces affines de R?oo.

Lemme 1.7.
Soit H un sous-espace projectif de P> de dimension k qui n’est pas inclus dans T,_G.
Alors p(H) NR}_ est un sous-espace affine de Ry avec

- ko sile, ¢ H
4 . [e.9]
dim <¢(H) n sz) = {k —1 sinon '

Réciproquement, si H est un sous-espace affine de Rz}w de dimension k, alors ¢ ~*(H) est
Uintersection de Gy avec un sous-espace projectif de P® de dimension k + 1. ]
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1.2 Géométrie

Le fait que l’espace des droites G soit modélisé par une quadrique de P° induit une géométrie
« riche » sur G issue de la géométrie des espaces quadratiques. Les chapitres V et VIII de
Perrin [74] en sont une excellente introduction, mais ne sont absolument pas nécessaires pour
comprendre cette section. En effet, on y introduit des outils comme I’orthogonalité (section
et les isométries (section qui généralisent les objets correspondants en géométrie eucli-
dienne classique, avec de nombreux points communs. En outre, ces outils ont une interprétation
géométrique directe dans IP?: I'orthogonalité traduit la transversalité d’ensembles de droites
dans P? et les isométries (positives) de P° relativement & G sont induites par des transforma-
tions projectives de P3. Dans cette section, nous tentons de décrire la géométrie de G de facon
la plus large possible, en s’attachant & interpréter géométriquement dans P? les objets issus de
la théorie des formes quadratiques. On note ¢ la forme quadratique définissant la quadrique de
Klein dans P?:

9(¢) =C G+ GG+

1.2.1 Orthogonalité induite par G

A la forme quadratique ¢ définissant la quadrique de Klein G est associée la forme bilinéaire
symétrique E] ® donnée par

COC=0CG+0G+GeG+0G+ G0+ GG

Comme @ est bilinéaire, la nullité de [a] ® [b] est bien définie pour deux points [a] et [b] dans P,
en particulier pour deux droites ¢ et ¢ de G. Dans ce dernier cas, cela correspond exactement
a l'intersection des supports des droites dans P3:

Lemme 1.8.
(OO0 =0 <= (‘N0 #D

Démonstration. Choisissons deux points sur chacune des droites £¢ et ' et écrivons leur coor-
données homogenes sous forme d’une matrice M de taille 4 x 4. Les droites £¢ et £'° se coupent
si et seulement si det M = 0 (les quatres points sont linéairement dépendants). En utilisant la
formule du déterminant par blocs 2 x 2, on obtient exactement la quantité ¢ ® ¢'. O

La forme bilinéaire symétrique ® définit naturellement une notion d’orthogonalité :
A°={veP’|VaeA aGv=0}.

D’aprés le lemme([1.8] {¢}°NG est exactement 'ensemble des droites transversales a £. L’orthogo-
nalité relativement a ©® satisfait de nombreuses propriétés identiques a celles de I'orthogonalité
dans les espaces euclidiens :

Proposition 1.9.

(i) A — A° est décroissante pour l'inclusion.
(ii) Si A est un sous-espace projectif de P5 de dimension k, alors A° est un sous-espace
projectif de P° de dimension 4 — k.

4appelée side operator en anglais
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Chapitre 1 Espace des droites de P?(R)

iii) Si A et B sont deux sous-espaces projectifs de P° et X un sous-ensemble de P°, alors
]

(A°°=A (A+BF=A°NB°> (ANB)°=A°+B°  X°=(Proj X)°

Démonstration. C’est une conséquence directe de la théorie des formes quadratiques (non
dégénérées), voir 'ouvrage de Perrin [74, V.3] par exemple. [
Ces propriétés seront utiles lors de I'étude des ensembles linéaires de droites a la section [I.3]
Signalons enfin une différence fondamentale avec I'orthogonalité définie par un produit scalaire :
A et A° ne sont pas nécessairement en somme directe. Par exemple, {¢} C {/}° puisque toute
droite se coupe a elle-méme. Il s’agit en fait d’une situation dégénérée:

Lemme 1.10.
L’ensemble des droites transversales a une droite ¢ de P est obtenu comme la section de
la quadrique de Klein G avec son hyperplan tangent en £. Autrement dit,

((y={weP [{ov=0}=TG.

Démonstration. 1’équation de ’hyperplan tangent T,G a la quadrique G en ¢ est obtenue par
la formule de duplication des variables dans la forme quadratique ¢ définissant G, c’est-a-dire
{® ¢ =0 avec [¢] € P°: on obtient alors que T,G = {¢}°. D’apres le lemme [L.8] on conclut que
T,G NG est 'ensemble des droites transversales a /. O

1.2.2 Sous-espaces inclus dans G

Nous décrivons dans cette section les sous-espaces projectifs de P° inclus dans la quadrique
de Klein G. De tels ensemblesﬂ jouent un role central dans I’étude de la géométrie de G (cf.
démonstration du théoreme et représentent des ensembles élémentaires de droites. Com-
mencons par observer la propriété suivante :

Lemme 1.11.
Un sous-espace projectif H inclus dans G vérifie la propriété (P) suivante :

(P) : « Toute paire de droites de H C G se coupent. »

Démonstration. Le sous-espace projectif H est tangent a G en chacun de ses pointsﬁ donc il
vérifie la propriété (P) d’apres le lemme m O
A présent, caractérisons géométriquement les ensembles mazimauzr de droites vérifiant la
propriété (P). Commencgons avec un ensemble Ej de trois droites vérifiant (P) et notons E un
ensemble maximal de droites vérifiant (P) et contenant Es. Il existe trois configurations possibles
pour Es:
e Les trois droites sont coplanaires non concourantes. Notons 7 le plan
support des droites. Alors toute droite de E doit étre incluse dans le
plan 7. Réciproquement, ’ensemble des droites incluses dans 7 vérifie
(P). Ainsi, E est égal a ce dernier ensemble, appelé chamﬂ de droites
de support .

5Ce sont des objets classiques de la géométrie des formes quadratiques, appelés sous-espaces totalement iso-
tropes.

6Les droites tangentes aux chemins lisses inclus dans ’homogénéisé H de H sont contenues dans H.

“line field en anglais et Strahlenfeld en allemand
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e Les trois droites sont concourantes non coplanaires. Notons z le
point d’intersection. Alors toute droite de E doit passer par =x. M
Réciproquement, ’ensemble des droites passant par = vérifie (P).
Ainsi, E est égal a ce dernier ensemble, appelé bouqueﬁ de droites / / '\
de centre x.

e Les trois droites sont concourantes et coplanaires. En ajoutant une droite contenue dans
7 ou passant par x, on se ramene a l'une des situations précédentes, méme si des droites
passant par x et incluses dans 7 ont été préalablement ajoutées.

Enfin, en partant d’'un ensemble d’une ou de deux droites, on obtient ces mémes ensembles
maximaux (bouquets et champs de droites). Le lemme suivant les caractérise dans G.

Lemme 1.12.
Soit H un sous-ensemble de G. Alors, H est un sous-ensemble maximal de G vérifiant
la propriété (P) si et seulement si H est un plan projectif inclus dans G. Dans ce cas, H
représente soit un bouquet de droites, soit un champ de droites.

Démonstration. D’abord, H C G vérifie (P) si et seulement si H C H°. Dans ce cas, comme H°
est un sous-espace projectif, H C Proj H C H°. Ainsi, si H est maximal, c¢’est un sous-espace
projectif, de dimension au moins 2 d’apres I’étude géométrique précédente. Or H C H® implique
que dim H < 2 d’apres la proposition (77). On conclut que H est un plan.

Réciproquement, si H est un sous-espace inclus dans G, alors 4|y €t ©)y sont identiquement
nuls donc H C H°, c.-a-d. H vérifie (P). Comme dim H = 2, H = H° (proposition (1)) donc
H est maximal pour la propriété (P).

Enfin, la seconde partie du lemme découle de 1'étude géométrique précédant 1’énoncé du
lemme. O]

Revenons a la caractérisation des sous-espaces projectifs inclus dans G. D’apres les lemmes
et [L.I2] tout sous-espace projectif inclus dans G est de dimension au plus 2. D’apres le
lemme|1.12] il ne reste plus qu’a caractériser les ensembles de droites formant une droite L incluse
dans G. D’apres le lemme [1.11] elle vérifie la propriété (P) donc contient deux droites distinctes
{1 et {5 qui sont concourantes. En particulier, L = Proj {¢; 5}. Notons x le point d’intersection
de ces deux droites et 7 le plan de P? les contenant. Les deux droites ¢; et /5
appartiennent au bouquet de droites P; centré en x et au champ de droites
P5 de plan support 7. Or l'intersection de P; et Py représente I’ensemble des
droites concourantes en x et contenues dans 7, appelé faz’sceazﬂ de droites de
centre x et de support w. Nécessairement, P; N Py = L pour des raisons de
dimension.

Proposition 1.13.

Les sous-espaces projectifs inclus dans G sont de dimension au plus 2: les plans
représentent des bouquets ou des champs de droites, les droites représentent des fais-
ceaux de droites. O

8line bundle en anglais et Strahlenbiindel en allemand
9line pencil en anglais et Strahlenbiischel en allemand; & ne pas confondre avec les faisceaux en géométrie
algébrique (sheaf en anglais)
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Chapitre 1 Espace des droites de P?(R)

1.2.3 Transformations préservant G

L’ensemble PGL, des transformations projectives de P? agit sur I'ensembles des points de
P3. Cette action définit la « géométrie projective » de P3. Comme une transformation projective
préserve les alignements, cette géométrie induit une géométrie des droites ou PGL, agit sur I'en-
semble G des droites de P2. Cette action a la propriété d’induire une transformation projective
dans P° (cf. relations . Plus généralement, nous considérons dans cette section la géométrie
de G via laction du groupe des transformations projectives de P® préservant globalement G.
Nous la caractérisons en termes de transformations de P? (théoréme puis en termes de
similitudes relativement & la forme quadratique ¢ définissant G (théoreme [1.15)).

Transformations de G induites par PGL,. Une transformation projective [M] € PGL,4 envoie
toute droite sur une droite et préserve les incidences donc elle induit une bijection sur G. Plus
précisément (cf. annexe |C), [M] induit la transformation projective [A?M] de P qui préserve
globalement G. Elle satisfait la relation

Va,y e R? (A2M)(z Vy) = (Mz) V (My) (1.2)

La matrice de A%2 M est formée des mineurs 2 x 2 de la matrice M. Donnons-en une expression
plus pratique, en écrivant la matrice M sous la forme

t=7
a U
— 7 3
M = 7 p avec «a€R, v, t € R®et P e M3(R).
. - _ gy .
Pour une transformation affine par exemple, « = 1 et v = 0. Considérons deux points
[a] = [ag : 7] et [b] = [bo : b] distincts de P2, En reprenant les formules du produit extérieur,

on obtient

— — —
V' = (aao+ W - d )(bot—l—P(b)> ab0+(7~b)) <a0t+P(7))
— —
— aP(7) - (T - —>)t+P((7 D — (T b)?)
—>! — — — - — - - —
et 7 =(at +Pd)x(bpt +Pb)=1t xP(u)+Pd xPb.

D’apres les formules (C.9)) et (C.10]) sur les produits vectoriels, on obtient I'expression suivante
de A2M:

(1.3)

ou Com P désigne la comatrice de P (matrice des mineurs de taille n — 1 pour une matrice
carrée de taille n).
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Transformation induite par la dualité de P3. Rappelons que la dualité de P3| notée -*, envoie
un point [a] de coordonnées [ag : - - - : as] sur hyperplan [a]* d’équation agzg +- - -+ azzs = 0.
Les propriétés de cette dualité impliquent que le dual ¢* d’une droite ¢ engendrée par deux
points distincts [a] et [b] est supportée par l'intersection des deux hyperplans distincts [a]*
et [b]*. D’apres le lemme et la formule (C.12)), la dualité -* induit sur les coordonnées de
Pliicker 'opérateur d’échange * : [7 : 7] = [ 7], c.-a-d. si [(] sont les coordonnées de
Pliicker de ¢, alors [x(] sont celles de ¢*. Cette propriété peut étre prouvée de fagon élémentaire
pour les droites affines de R? (cf. lemme. Remarquons que cette dualité envoie des bouquets
de droites sur des champs de droites, ce qui manquait aux transformations projectives de P3
pour caractériser la géométrie de G :

Théoreme 1.14.
Les transformations projectives de P° préservant globalement G sont exactement celles
induites par les transformations projectives de P3 ou leurs composées avec la dualité de P3.

Démonstration. D’apres 1'étude de cette section, les transformations projectives [M] de P? ou
leurs composées avec la dualité de P? induisent des transformations projectives de P° de la forme
*° o [A2M] (avec € € {0;1}) qui préservent globalement G.

Réciproquement, soit f une transformation projective préservant globalement G. Supposons
que f préserve globalement les familles de plans N et N* contenus dans G, représentant les
bouquets et les champs de droites respectivement.

1. Construisons I'application g de P? (bien) définie par f(m,) = 7y, out m, désigne le plan
de N représentant le bouquet de droites centré en z.

2. Montrons que g est projective. Trois points x, y et z sont alignés dans P2 si et seulement
si les plans m,, 7, et 7, de P° sont concourants en un point. Comme f préserve les
incidences, g préserve les alignements ce qui prouve que g est projective d’apres le théoreme
fondamental de la géométrie projective.

3. Enfin, ¢ induit f: si g envoie la droite £ passant par x et y sur la droite (¢')°¢ passant par
x’ et y, alors f envoie {¢} = m, N, sur {¢'} = 7,y N7, par définition de g.

Pour finir, si f échange les familles de plans N et N*, alors x o f les préserve globalement.
D’aprés ce qui vient d’étre montré, « o f est induite par une transformation projective g de P3.
Puisque x? vaut 'identité, f est induite par la composée de g avec la dualité de P3. O

Groupe des similitudes pour ¢g. Rappelons que la quadrique de Klein G est définie par la *
forme quadratique ¢ ou

¢X)="XQX=0 avec Q—(I I3>.
3

Une transformation M € GLg est une similitude pour ¢ sl existe (M) € R*, appelé multiplica-
teur de M, tel que "M QM = 1(M) Q. L’ensemble des similitudes pour ¢ forme un sous-groupe
de GLg noté GOg(q). Par définition, toute similitude de GOg(q) préserve globalement G et
conserve l'orthogonalité pour ©. Réciproquement, toute transformation de GLg qui préserve
globalement G ou qui conserve I'orthogonalité pour ® est une similitude pour ¢ (cf. [74, V.7]).
Par conséquent, PGOg(q) est le groupe des transformations projectives de P° préservant globa-
lement G.
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L’ensemble des similitudes de multiplicateur 1 forme un sous-groupe Og(q) de GOg(q) appelé
groupe des isométries de q. Puisque p : M +— (M) est un morphisme de groupes, on obtient la
suite exacte courte

1 — Og(q) =  GOg(q) My R 1

Als F
I

ou ¢ est un morphisme vérifiant u(p(A)) = A. Par conséquent, GOg(q) a une structure de
produit semi-direct :

GOs(q) = Os(q) ¥p R* = { Mp(A) | A € R* et M € O(q) }
de loi de groupe (M, A) - (M, X) = ( MpA)M@(A™H) , AN ).

Pour une isométrie M, "M QM = Q d’ott det M = * 1. L’ensemble des isométries de déterminant
1 forme un sous-groupe SOg(q) de Og(q) appelé groupe des rotations de q. Puisque det est un
morphisme de groupes, on obtient la suite exacte courte

1 — SO4(q) —= Os(q) S ey |

< I3>6 O
I |

La proposition suivante identifie les transformations de P? induisant ces sous-groupes:

Théoreme 1.15.
L’opérateur A% induit les isomorphismes de groupes suivants :

SL4 ~ SOG(Q) GL4 >~ SO6<q) N(p R* ]PGL4 ~ ]PSO(;(Q) N[cp] {JL 1}

Démonstration. Notons tout d’abord que A% : GL; — GLg est un morphisme de groupes:
d’apres la relation pour tous M, N € GL, les transformations linéaires (A*M) o (A%N) et
A?(MN) coincident sur G donc elles sont égales. En outre, A? est injectif car I'identité est la
seule transformation de P? qui préserve globalement chacune des droites de P3.
Soit S € GOg(q). D’apres le théoreme [1.14] il existe M € GLy et ¢ € {0;1} tels que
S =+ 0 A’M.
e La matrice de 'opérateur * est égale a (13 Is ), de déterminant —1 et de multiplicateur 1.

e D’apres le théoreme de Sylvester-Franke (voir [98] pour une démonstration élémentaire),
det A2M = (det M)3. En outre, & I'aide d’un calcul de déterminant sur ‘P QP = u(P)Q,
on obtient u(A?M) = +det M. En faitfl%, u(A2M) = + det M.

Par conséquent, det S = (—1)%(det M)? et u(S) = det M donc S est une isométrie positive pour
q si et seulement si € = 0 et det M = 1. Autrement dit, SOg(¢) = A*SLy. L’injectivité de A?
permet de déduire le premier isomorphisme du théoreme.

Le deuxieme isomorphisme résulte de la décomposition en produit semi-direct de GLy, :

GLy =SLyxy R*={ M¢/(A) [ NeR* et M€ SLy } avec gp’()\):()\ I )
3

et de la multiplicativité de A? et de 1'égalité A%p'(A\) = ¢()). Enfin, le troisitme isomorphisme
découle du passage au quotient dans le deuxieme. [

107] s’agit d’un résultat de géométrie projective orientée dans P3: le signe de ® encode la position relative de
deux droites orientées, préservée en appliquant une transformation positive (cf. 'ouvrage de Stolfi [90]).
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1.3 Linéarité

L’ensemble des droites G étant plongé dans l'espace projectif P5, une notion naturelle de
dépendance linéaire entre les droites résulte de celle entre les points de P?. Dans cette section,
nous étudions les ensembles linéaires de droites (c.-a-d. stables par combinaisons linéaires) a
I’aide des outils présentés dans la section précédente. Apres avoir introduit les premiers exemples
fondamentaux de tels ensembles (section [L.3.1)), nous tirons profit du théoréme de Witt sur les
formes quadratiques pour obtenir une classification projective des ensembles linéaires de droites

(section [1.3.2]).

1.3.1 Ensembles linéaires de droites

Apres avoir introduit les ensembles linéaires de droites et les définitions associées, nous don-
nons des premiers exemples de tels ensembles et utilisons ces objets pour décrire les ensembles de
droites transversales & des droites de P3, en guise d’illustration et de prologue & la section m

Définitions. Un ensemble linéaire de droites L est obtenu comme l'intersection de la Grass-
mannienne G avec un sous-espace projectif de P°. On dit que £ est engendré par un sous-
ensemble £’ C L si L = GNProj £'. Le cardinal minimal d’une famille £’ qui engendre L est
appelé rang de L et noté rg L. Remarquons que

rg L =1+ dim(Proj £).

L’ensemble vide de droites est de rang 0. L’ensemble G de toutes les droites est de rang 6
puisque G est inclus dans P? et non contenu dans un sous-espace strict. Un ensemble de droites
est dit linéairement indépendant lorsque son cardinal est égal au rang de I’ensemble de droites
qu’il engendre.

Ensembles de rang < 2. Considérons les ensembles linéaires de droites £ obtenus par inter-
section de G avec une droite H de P°. Comme G est une quadrique, on obtient les quatres types
suivants :

e H est disjoint de G: L est vide (sur R) et de rang 0;

e H coupe G en deux points distincts: £ représente deux droites non concourantes et est
de rang 2;

e H est tangente a G: L est réduit a une droite et est de rang 1;

e H est inclus dans G: L représente un faisceau de droites et est de rang 2.

Remarquons qu’il n’y a pas d’égalité automatique entre la dimension de H et le rang de L.
De méme, ces quantités ne permettent pas de déduire la dimension de £ (vu comme un sous-

ensemble de G).

Transversales a & droites. D’apres le lemme [[.10] l'ensemble £ des droites transversales a
k droites {f1,...,0;} de P? est linéaire car c’est l'intersection avec G des k espaces tangents
Ty, G pour 1 < i < k. Décrivons un peu plus en détail ces ensembles £ de droites dans P3. On
suppose que les k droites {1, ..., l;} sont linéairement indépendantes. D’apres le lemme et
la proposition , L=GnNH avec H={{4,...,¢}° de dimension 5 — k. (ED

"UDans la section a été étudié la situation ot H est completement inclus dans G et de dimension maximale,
ce qui correspond a un cas particulier o k£ = 3.
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k =1 L est I’ensemble des droites transversales a une droite donnée. Cet ensemble est appelé
complexe singulier de droites.

k = 2 On obtient un ensemble £ de droites appelé congruence hyperbolique si les deux droites
{1 et {5 ne sont pas concourantes, congruence dégénérée sinon.

k = 3 Si les trois droites sont coplanaires, respectivement concourantes, alors £ est un champ
de droites, respectivement un bouquet de droites, donc rg £ = 3. Sinon, on obtient exac-
tement la définition d’un regulus pour L (cf. annexe .

k = 4 Soit R le regulus défini par {fy, ls, ¢5}. S’il n’est pas dégénéré, alors la quatrieme droite
ly ¢ R coupe son support R (hyperboloide) en 2, 1 ou 0 points. Comme par tout point
de R° passe une unique droite de R (lemme [B.2)), £ représente un ensemble de 2, 1 ou 0
droites.

Si R est dégénéré, alors une situation supplémentaire apparait lorsque ¢4 passe par un
(seul) centre des deux faisceaux de R: L représente alors ce faisceau de droite. Ainsi, on
obtient tous les ensembles linéaires de rang au plus 2 obtenus précédemment.

k =5 En observant les configurations de quatre droites E = {/1,...,{;} précédentes, on en
déduit que 'ajout d’une cinquieme droite /5 linéairement indépendante a E coupe 0 ou 1
droite transversale aux droites de E. Ainsi, £ est soit vide, soit réduit a une droite.

k=6 1Ic, L = GN@ = @: 'ensemble des droites transversales a 6 droites linéairement
indépendantes est vide.

1.3.2 Classification projective

L’objectif de cette section est de donner une classification des ensembles linéaires de droites
modulo I’équivalence suivante : deux ensembles linéaires de droites £ et Lo sont projectivement
équivalents s'il existe une transformation projective de P? qui induit une bijection entre £;
et Lo. Cette classification s’établit en deux étapes: on donne d’abord un critéere d’équivalence
projective, via le théoreme de Witt, qui permet ensuite d’énumérer les différents ensembles
linéaires de droites possibles (voir table . Dans cette section, g désigne la forme quadratique
de Klein définie par

q(x) = o3 + T124 + ToT6.

Critéere d’équivalence projective. D’apres le théoreme , les transformations de P? in-
duisent exactement le groupe de transformations G = PSOg(g) x|, {1} dans P®, sous-groupe
du groupe des similitudes de P relativement & ¢. Par définition, deux ensembles linéaires de
droites £ et Ly sont projectivement équivalents si et seulement s’il existe une similitude de G
qui envoie £y sur Lo, ce qui est équivalent a dire qu’il existe une similitude de G qui envoie
Proj £, sur Proj £y (car £y et Ly sont des sections de G par des sous-espaces projectifs). Ceci
est un probleme classique de géométrie des espaces quadratiques, en particulier pour le sous-
groupe des isométries. Le théoreme de Witt [8, 13.7.1 et 13.7.9] fournit une caractérisation des
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1.3 Linéarité

sous-espaces isométriques pour une forme quadratique en termes de signaturdﬂ. Rappelons que
la signature d’une forme quadratique ¢’ sur R est la donnée d’un couple (n,,n_) défini par

ny =max {dimH | Vo € H\{0} ¢(z) > 0}

et n_ =max {dimH | Vo € H\{0} ¢(z) <0}

ou H désigne un sous-espace vectoriel de R". Cette définition s’étend dans un espace projectif,
avec ¢ homogene de degré 2, en considérant son homogénéisé. Pour la forme quadratique de
Klein, le théoreme de Witt se reformule comme suit :

Théoréme 1.16 (Théoreme de Witt dans G).

Soient H et H' deur sous-espaces projectifs de P° de méme dimension k. Il existe
u € POg(q) tel que u(H) = H' si et seulement si les formes quadratiques restreintes
qQy €t qy ont méme signature. Excepté le cas ou H et H' sont des plans projectifs in-
clus dcms G (c.-a-d. représentant un bouquet ou un champ de droites), on peut choisir

u e ]PSOG( )

Ainsi, le théoreme de Witt fournit une caractérisation de I’équivalence des ensembles linéaires
de droites pour les transformations projectives de PSL, ~ PSOg¢(q). Remarquons que le cas
exceptionnel de ce théoréme correspond au fait qu’aucune transformation projective de P? ne
peut envoyer un champ de droites sur un bouquet de droites. Lorsqu’on considere ’ensemble
des transformations projectives de P3, I'invariant sur les ensembles linéaires de droites n’est plus
la signature (ny,n_) mais la signature non signée {n ;n_}:

Corollaire 1.17.
Deux ensembles linéaires de droites £y et Lo de méme rang, qui ne sont ni des bouquets
ni des champs de droites, sont projectivement équivalents si et seulement si 9 pro; £, et

ont méme signature non signée.
q‘ Proj L2 9 9

Considérons par exemple les deux reguli ci-contre. Ils sont clairement pro-
jectivement équivalents via une symétrie hyperplane. Par contre, il n’existe
aucune transformation positive qui envoie l'un sur l'autre (les signatures
signées associées sont inversées, cf. paragraphe suivant).

Démonstration. D’apres le théoreme|1.15, PGLy ~ PSOg(q) 3, {* 1} differe de PSLy ~ PSOg(q
de similitudes (positives) de multiplicateur négatif —p (avec g > 0). Par deﬁn1t1on
"MQM = —u Q. Par conséquent, si q|y est de signature (ny,n_), alors q‘M - est de signa-

ture (n_,n,) par définition de la signature. Réciproquement, si q)y; €t q|y, sont de signatures
respectivement (ny,n_) et (n_,ny), on construit H” image de H' par une similitude de multi-
plicateur négatif. Puis il existe une isométrie positive qui envoie H” sur H d’apres le théoreme
de Witt (sauf dans le cas exceptionnel). Ainsi, il existe une transformation de P induite par
une transformation projective de P? envoyant H' sur H. O

Enumération des ensembles linéaires. Il s’agit & présent de décrire les différents types d’inter-
section possibles entre un sous-espace projectif H de P° et la quadrique de Klein G, c’est-a-dire
les signatures non signées des quadriques obtenues. On obtient alors toutes les classes projec-
tives des ensembles linéaires de droites d’apres le corollaire [I.17} La classification est présentée

2Dans un espace euclidien, 1’action du groupe des isométries sur les k-sous-espaces est transitive.
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Chapitre 1 Espace des droites de P?(R)

dans la table . Dans toute la suite, on dit que H est de type (a,b) pour signifier que gy

est de signature (a,b). A équivalence projective pres, les types (a,b) et (b,a) sont les mémes

(corollaire [1.17)).

Avant de déterminer les types possibles pour chaque dimension de H, exposons trois propriétés
qui découlent directement de la théorie des formes quadratiques.

(P1)

(P2)

(P3)

Si deux sous-espaces ont méme type, il en est de méme pour leurs orthogonaux.

Démonstration. En effet, une similitude f commute avec I'orthogonalité (f(H®) = f(H)°)
et on conclut avec le théoreme de Witt. En particulier, il y a autant de types d’intersection
pour dimH = k et dim H = 4 — k (cf. la symétrie de la table par rapport a la ligne de
rang 3). O

Tout sous-espace est de type (a,b) avec a,b < 3.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de la définition de la signature: ¢ est de
signature (3,3) et n, et n_ décroissent par restriction. ]

Si H est de dimension k et de type (a,b), alors H® est de dimension &' = 4 — k et de type
(a',b") avec k' —(a'+V') = k—(a+D). Si cette quantité vaut —1, alors (a’, V') = (3—a,3—0).

Démonstration. La quantité k — (a + b) représente la dimension maximale d’un sous-
espace F de H sur lequel g est identiquement nulle, autrement dit ¥ = H N H® d’ou
K —(a'+b)=k—(a+Db). Si cette quantité vaut —1, alors H et H° sont supplémentaires
dans P°. Dans une base adaptée a H @ H°, la matrice de g s’écrit :

( Mat g, ‘ )
| Mat g,

Ainsi, (a+a’,b+b") = (3,3) par définition de la signature. O

Déterminons a présent les types de H suivant sa dimension.

dim 0 et 1 Ce cas a déja été discuté & la section[L.3.1] (ensemble de rang < 2). I correspond aux

deux premieres lignes de la table [L.1]

dim 4 D’apres la propriété (P1), le type de H est caractérisé par celui de H® (réduit & un point).

e H° est un point de P°\G donc de type (1,0). Alors H est de type (3,2) (propriété
(P3)). L’ensemble de droites £ = G N H est appelé compleze régulier. Sa géométrie
n’est pas étudiée dans cette théseﬁ.

e H° est un point {¢} de G donc de type (0,0). Alors H est de type (3,1) ou (2,2)
(propriété (P3)). D’apres le lemme [1.10} H est 'espace tangent & G en £ et £ = HNG
est I’ensemble des droites transversales a ¢, appelé complexe singulier. Cet ensemble
de droites contient des bouquets de droites, représentés par des plans projectifs de
P°. Nécessaire, H est de type (2,2) (une quadrique de P* de signature (3, 1) est un
cone de sommet réduit a un point s’appuyant sur une sphere donc elle ne contient
pas de plans projectifs).

BDans un espace euclidien, un complexe régulier est formé des droites orthogonales aux trajectoires d’un
vissage [82], section 3.1.2]
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Chapitre 1 Espace des droites de P?(R)

dim 3 D’apres la propriété (P1), le type de H est caractérisé par celui de la droite H° de P,
autrement dit par la position relative de H® par rapport a G:

e H° coupe G en exactement deux points donc est de type (1,1). Alors H est de type
(2,2) (propriété (P3)). D’apres 'étude de transversalité a la section [1.3.1, HN G
représente une congruence hyperbolique.

e H° est disjointe de G donc est de type (2,0). Alors H est de type (3,1) (propriété
(P3)). L’ensemble linéaire de droites obtenu est appelé congruence elliptique. Sa
nature géométrique est décrite au chapitre suivant.

e H° est tangente a G en un seul point ¢ donc est de type (1,0). Alors H est de type
(3,0) ou (2, 1) (propriété (P3)). Supposons que H est de type (3, 0), alors H+H® est de
dimension 4 et de type (3,b) d’apres la propriété (P2). D’apres ’étude en dimension
4, H 4+ H® est nécessairement de type (3,2) donc Qe €St mOD dégénérée ce qui
est absurde puisque ¢ appartient a H N H°. Ainsi, H est de type (2,1). L’ensemble
L = HN G obtenu est appelé congruence parabolique. Sa nature géométrique est
décrite au chapitre suivant.

e H° est une droite incluse dans G. D’apres 1'étude de transversalité a la section [1.3.1]
HN G représente une congruence dégénérée donc deux plans dans H. Ainsi, H est de

type (1,1).

La nature des quadriques H N G permet alors de conclure que

Lemme 1.18.
‘ Lorsque dimH = 3, on a Proj (HN G) = H. O

dim 2 Ici, H° est lui-méme de dimension 2. Contrairement aux cas précédents, on ne connait
pas a priori le nombre de types existants. Les signatures possibles sont (2,1), (1, 1), (2,0),
(1,0) et (0,0).

e Les cas inintéressants: (2,0) et (1,0). Ils représentent des ensembles de droites de
rang < 3 (une droite et un faisceau de droites respectivement). Ces cas existent bien :
dans I'espace H' de dimension 3 engendré par une congruence parabolique, considérer
un plan H passant par le sommet du cone H' NG, d’intersection avec le cone réduite
a un point ou a une droite respectivement.

e Le cas exclu du théoreme de Witt: (0,0). Il s’agit des bouquets et des champs de
droites, qui ne sont clairement pas projectivement équivalents. En revanche, deux
bouquets de droites ou deux champs de droites sont projectivement équivalents.

e Les reguli: (2,1) et (1,1). Dans ce cas, HNG est respectivement un cercle ou deux
droites et représente un regulus d’apres le lemme suivant. Rappelons qu'un regulus
est défini comme ’ensemble des droites transversales a 3 droites non concourantes
et non coplanaires, qu’'un regulus dégénéré est constitué de deux faisceaux de droites
non coplanaires et qu'un regulus régulier est formé de droites deux a deux disjointes
et de support un hyperboloide.

Lemme 1.19.
Un ensemble de droites R forme un requlus si et seulement sl existe un plan projectif
H de P° de type (2,1) ou (1,1) tel que R = HNG. En particulier, R est dégénéré si et
seulement si H est de type (1,1).
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1.3 Linéarité

Démonstration. Soit R un regulus. Par définition, c’est ’ensemble des droites transversales a
un ensemble L de trois droites non concourantes et non coplanaires donc R = G N L° avec
dim L° = 2. Puisqu’un regulus n’est ni réduit a une droite (type (2,0)), ni un faisceau de droites
(type (1,0)), ni un bouquet ou un champ de droites (type (0,0)), L° est nécessairement de type
(2,1) ou (1,1).

Réciproquement, soit H un plan projectif de P°. Si H est de type (1,1), alors HN G est
I'union de deux faisceaux non coplanaires ayant une droite en commun : on reconnait un regulus
dégénéré. Si H est de type (2, 1), alors H® est de type (2,1) d’apres la propriété (P3). On peut
alors choisir un ensemble L de trois droites tel que Proj L = H°. Ainsi, H = L° donc HNWG =R
est un regulus. Comme H N G est un cercle, il ne contient aucune droite de P° donc aucun
faisceau de droites de P?: R est régulier. [

Ceci conclut I'énumération des classes projectives d’ensembles linéaires de droites, résumée
dans la table [L.1l
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Chapitre 2
Congruences linéaires de droites

L’objectif de ce chapitre consiste a étudier la géométrie des congruences linéaires de droites,
ol une congruence de droites désigne un sous-ensemble de G de dimension 2 et ou la linéarité
se réfere a la notion correspondante développée dans le chapitre [I} Cette étude traite a la fois
les cadres projectif et euclidien.

La section concerne les congruences linéaires projectives. Elle rassemble deux points de
vue sur ces ensembles de droites, souvent séparés mais équivalents: I'un algébrique dans le
modele présenté au chapitre [I, 'autre purement géométrique via la construction de faisceauz
et requli. Nous nous appuyons sur cette double approche pour établir aisément des propriétés
géométriques connues sur les congruences linéaires.

La section introduit un nouvel outil appelé flot linéaire pour représenter une congruence
linéaire. Il s’agit d'une application projective de P? préservant globalement chacune des droites
de la congruence. Cet outil était partiellement connu, pour un certain type de congruence
linéaire. Nous le présentons ici pour la premiere fois dans un cadre completement unifié.

La section concerne les congruences linéaires euclidiennes. Nous mettons en évidence
deux invariants euclidiens, présentés ici comme les extrema d’une fonction de pas définie sur
I'orthogonal d’une congruence linéaire. Nous les employons comme un nouvel outil pour décrire
la géométrie euclidienne des congruences linéaires et pour traiter de fagon systématique l’en-
semble des types de congruences linéaires, ce dont nous avons besoin pour obtenir les résultats
unifiés du chapitre |3| sur les appareils photo linéaires.

2.1 Congruences linéaires projectives

Cette section relativement longue se fixe 'objectif de familiariser le lecteur avec les congru-
ences linéaires, objet d’étude de ce chapitre et outil géométrique du chapitre suivant. Pour ce
faire, nous présentons un procédé de construction purement géométrique d’ensembles de droites
appelé construction par faisceaux et reguli (section2.1.1)) et connu au début du XX siecle [101].
Nous décrivons la construction de ces ensembles de droites a partir de quatre droites données
(section [2.1.2)), ensembles qui s’averent étre exactement les congruences linéaires (section[2.1.3).
Outre l'intuition qu’il apporte, ce point de vue géométrique permet également d’établir aisément
plusieurs propriétés sur les congruences linéaires (section . Enfin, cette section se termine
par l'introduction de bases projectives normalisées dans lesquelles les coordonnées de Pliicker
d’une base de droites pour une congruence linéaire s’expriment simplement (section .
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2.1.1 Construction par faisceaux et reguli

Définition. Une droite ¢ de P? est dite engendrée par faisceau et requlus (ou engendrée en
abrégé) a partir d’une famille (¢y, ..., ;) de droites de P? §’il existe une famille (g1, ..., lryp)
de droites de P? avec £ = (., telle que, pour tout i € [1; p], la droite ¢;; appartient

{l1;...;lgyi1}, cest-a-dire a 'ensemble des droites concourantes avec

e soit au faisceau engendré par deux droites concourantes de
ces deux droites et contenues dans le plan défini par ces deux droites. ’ ; :

e soit au regulus engendré par trois droites de {¢1; .. .; {x1;_1} non concou-
rantes et non coplanaires, c¢’est-a-dire a ’ensemble des droites transver- g
sales aux droites transversales a ces trois droites (cf. annexe [B]).

Un ensemble de droites tel qu’aucune droite n’est engendrée a partir des autres est dit
indépendant. Un sous-ensemble £’ d'un ensemble £ de droites engendre L si toutes les droites
de £ sont FR-engendrées a partir de £'. Le rang de £ (lorsqu’il est défini) est le nombre mi-
nimum de droites qui engendrent £. En fait, ces notions coincident avec celles définies pour
les congruences linéaires (section [1.3.1)). Plus particulitrement, nous montrerons dans la sec-
tion que les congruences linéaires de rang 4 sont exactement les ensembles de droites de
rang 4 engendrés par faisceaux et reguli. Avant de les décrire géométriquement (section [2.1.2)),
il est utile de déterminer celles de rang au plus 3.

Rang < 2. I’ensemble vide est I'unique ensemble de rang 0 (k = 0 dans la définition) et les
ensembles réduits a une seule droite sont les ensembles de rang 1. Soit £ un ensemble engendré
par deux droites indépendantes, donc distinctes. Si celles-ci ne sont pas concourantes, alors on
ne peut définir de faisceau a partir de ces deux droites donc L est réduit a ces deux droites. Si
elles se coupent, alors toute droite du faisceau qu’elles définissent appartient a £. Comme les
droites de tout triplet du faisceau sont concourantes, on ne peut pas définir de regulus. Dans ce
cas, L est un faisceau. Ainsi, les ensembles de droites de rang 2 sont les faisceaux et les paires
de droites non concourantes.

i
Rang 3. Soit £ un ensemble de rang 3 engendré par trois droites \ 2

indépendantes (1, {5, /3, donc n’appartenant pas a un méme faisceau. '
2

e Si les droites {{1; f; {3} sont deux a deux non concourantes, alors elles AN
engendrent un regulus non dégénéré R et tout triplet de droites de R 0
engendre R. Comme les droites de R sont deux a deux non concou- B
rantes, £ = R. / \

e Dans les autres cas, on construit par faisceaux des reguli dégénérés, des 0

bouquets et des champs de droites comme l'illustre la figure ci-contre
(¢4 appartient au faisceau de ¢; et fy et £ a celui de ¢4 et (3).

2.1.2 Géométrie des ensembles de droites de rang 4

Dans cette section, nous décrivons la géométrie des ensembles de droites engendrés par
faisceaux et reguli de rang 4, qui s’avéreront étre les congruences linéaires de rang 4. Il en
existe quatre types, appelés dégénéré, hyperbolique, elliptique et parabolique (proposition .
Nous redémontrons essentiellement les résultats de 1910 de Veblen et Young [101], chap. XI] en
réorganisant et détaillant les démonstrations, ceci dans un souci de complétude.
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Soit £ un ensemble de rang 4 engendré par quatre droites indépendantes. Autrement dit, £
est engendré par la premiere droite, notée ¢, et 'ensemble R de rang 3 engendré par les trois
dernieres droites. Comme L est de rang 4, ¢ n’appartient pas a R. Supposons dans un premier
temps que R est un champ ou un bouquet de droites. Des constructions identiques a celles
apparaissant pour le rang 3 permettent de déduire les résultats suivants. Si R est un bouquet
de droites de centre x, alors £ est I'union de R et du champ de droites de support engendré
par x et £. Si R est un champ de droites de support coupant ¢ en x, alors £ est l'union de R
et du bouquet de droites de centre x. Réciproquement,

Lemme 2.1 (Type dégénéré).
L’union d’un bouquet et d’un champ de droites tel que le centre du premier ;!ég

appartient au plan support du second est engendré par faisceaux et requli
et est de rang 4. Il est dit de type dégénéré. /N

Supposons dans un second temps que R est un regulus (régulier ou dégénéré). Notons R’
son regulus dual, ¢’est-a-dire I’ensemble des droites transversales a toutes les droites de R (cf.
annexe . Soit la droite ¢ est une droite de R’, soit £ coupe exactement k droites de R’ avec
k < 2, soit £ coupe une infinité de droites de R lorsque R est dégénéré (cf. lemme . Les
trois lemmes suivants décrivent la géométrie de £ pour k égal a 2, 0 et 1 respectivement. Le cas
¢ € R’ est traité ensuite.

Lemme 2.2 (Type hyperbolique).

Si 0 coupe deux droites () et 0y de R', alors L est l'ensemble des droites \
transversales a U} et 0. Réciproquement, l’ensemble des transversales a
deux droites non concourantes données est engendré par faisceaux et requli

et est de rang 4. Il est dit de type hyperbolique.

Démonstration. Commencons avec les deux observations suivantes avec ¢’ une droite transver-
sale a 0 et /0.

1. Soit d l'unique droite de R passant par ¢’ N ¢. Comme ¢’ et d coupent ¢, toutes les
droites du faisceau défini par d et ¢ coupent /.

2. Soit R le regulus engendré par ¢ et deux droites de R (telles que ces droites et ¢ ne
solent pas coplanaires): ¢; et ¢, coupent ces trois droites. D’apres le lemme elles
coupent toutes les droites de R;.

Ainsi, on montre par récurrence sur le nombre d’étapes de construction par faisceau et regulus
)
que toute droite engendrée par £ et R est transversale a ¢ et £,.

Réciproquement, soit ¢” une droite transversale a ¢}
et ¢,. La figure ci-contre illustre la construction: dy = ¢,
d; est 'unique droite de R passant par {z} = ¢ N},
dy est I'unique droite de R passant par {y} = ¢ N 4.
D’apres 'observation 1 précédente, ds = (xy) appar-
tient au faisceau de dj et dy, puis dy = " appartient au
faisceau de dy et ds.

Finalement, ’ensemble des droites transversales a ¢} et £, est exactement ’ensemble engendré
par £ et R donc c’est L, ce qui prouve la premiere partie du lemme.
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Remarquons que £} et ¢, sont nécessairement non concourantes, que R soit régulier ou pas.
Ainsi, la construction précédente permet de conclure que tout ensemble de droites £ de type
hyperbolique est engendré par faisceaux et reguli a partir de n’importe quel quadruplet de
droites de £ indépendantes. [

Lemme 2.3 (Type elliptique).

Si € ne coupe aucune droite de R', alors L est l’ensemble des droites
réelles transversales a deux droites complexes conjuguées disjointes.
Réciproquement, tout ensemble de ce type, dite elliptique, est engendré
par faisceaux et requli et est de rang 4.

Démonstration. En se plagant dans le cadre complexe, {¢ coupe exactement deux droites com-
plexes conjuguées (¢})c et (¢5)c de R Remarquons qu’étre engendré par faisceaux et reguli
dans le cadre réel est équivalent a étre engendré par faisceaux et reguli dans le cadre complexe
en utilisant uniquement des droites complexes stables par conjugaison. Il suffit alors d’appliquer
au cadre complexe les constructions de la démonstration du lemme précédent en remarquant
qu’on manipule uniquement des droites transversales aux droites conjuguées (¢)c et (£5)c, donc
stables par conjugaison. O]

Lemme 2.4 (Type parabolique).

Si ¢ coupe une seule droite U} de R', alors L est l’ensemble des droites
tangentes a ’hyperboloide support de R le long de {|. Réciproquement,
l’ensemble L des droites tangentes a un hyperboloide le long d’une droite,
appelée axe de L, est engendré par faisceauz et requli et est de rang 4. Il
est dit de type parabolique.

De facon plus visuelle, un ensemble £ de droites de type parabolique est constitué de faisceaux
de droites contenant ’axe de L. Le « mode de rotation » de ces faisceau autour de cet axe est
déterminé par une corrélation qui a un point de ’axe associe le plan support de 'unique faisceau

de L centré en ce point (cf. lemme [B.§]).

Démonstration. Dans un premier temps, considérons le cas ou R est
régulier et notons H son hyperboloide support. Alors ¢ est tangente a H
en un point z € ¢7, donc ¢} appartient au faisceau défini par ¢ et 'unique
droite de R passant par x. Ce faisceau est contenu dans L et représente
I'ensemble des droites tangentes a H en x. En utilisant le méme raisonne-
ment en tout point z de ¢} € L, on obtient que 'ensemble £ des droites
tangentes a H le long de ¢} (¢} inclus) est contenu dans L.

Réciproquement, montrons que L est stable par faisceau et regulus. C’est immédiat pour
les faisceaux et pour les reguli dégénérés (deux droites de £ qui se coupent appartiennent a un
faisceau centré en un point de £;). Considérons trois droites {d; }1<;<3 deux & deux disjointes de £,
de point d’intersection {z; }1<;<3 avec ¢ respectivement, et I’hyperboloide H; support du regulus
R1 engendré par les droites {d; }. Puisque ¢; coupe les {d;}, ¢ appartient au dual de R, (d’apres
le lemme et toutes les droites de Ry sont tangentes a H; le long de ¢} (car incluses dans
H1). Ces droites permettent de définir de fagon unique la corrélation de #H; le long de ¢ (cf.
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lemme [B.§). Cette corrélation coincide sur les trois points {xz;} avec celle de H le long de 1,
donc coincide sur ¢ tout entier. Ainsi, I'ensemble des droites tangentes a H; le long de ¢} est
exactement E en particulier Ry C E donc £ est stable par regulus, ce qui conclut que £ = L.

Dans le cas ou R est dégénéré, ¢ est la droite commune des deux faisceaux constituant R.
On se ramene a la situation précédente en considérant le regulus engendré par ¢ et deux droites
disjointes de chacun des faisceaux de R, ce qui conclut la premiere partie du lemme. Pour la
réciproque, un ensemble de droites £ de type parabolique est défini a partir d’'un hyperboloide
‘H et d’une droite ¢ incluse dans H. D’apres la construction précédente, £ est engendrée par
faisceaux et reguli a partir de £ et du regulus de support H ne contenant pas /. n

Le corollaire suivant caractérise ’ensemble des hyperboloides définissant un méme ensemble
de droites de type parabolique:

Corollaire 2.5.
Soit L un ensemble de droites de type parabolique, d’axe (1. L est ’ensemble des droites
tangentes a un hyperboloide H le long de {1 si et seulement si ‘H est le support d’un
requlus régulier contenu dans L.

Démonstration. SiH est le support d'un régulus régulier R contenu dans L, alors ¢; appartient
au dual de R. D’une part, {1 € L et R C L. D’autre part, ¢ est indépendant de R. D’apres
le lemme [2.4] £ est engendré par faisceaux et regulus a partir de R et ¢;. Réciproquement, si
L est 'ensemble des droites tangentes a H le long de ¢, notons R le regulus de support H ne
contenant pas ¢1. Toutes les droites de R sont tangentes a H le long de ¢; donc R C L. m

Terminons par traiter les derniers cas. Si ¢ appartient au dual de R avec R régulier, la
premiere partie de la démonstration du corollaire montre que I’ensemble £ engendré par R
et ¢ est de type parabolique. Si ¢ coupe une infinité de droites de R avec R dégénéré (¢ € R’
en est un cas particulier), alors ¢ engendre un champ ou un bouquet de droites avec toutes les
droites de R que coupe ¢ puis on engendre un bouquet ou un champ de droites avec les droites
restantes de R pour obtenir une congruence de type dégénérée. Finalement,

Proposition 2.6.

Les ensembles de droites de rang 4 engendrés par faisceauz et requli sont exactement les
ensembles de droites de type dégénéré, hyperbolique, elliptique et parabolique. O

2.1.3 Equivalence entre congruences linéaires et congruences engendrées
par faisceaux et reguli

A ce stade, nous avons construit par faisceaux et reguli des ensembles de droites de rang 4
et de dimension 2. Il s’agit en fait des congruences linéaires de rang 4 comme ['atteste plus
généralement le théoreme suivant, dont la démonstration est ’objet de cette section.

Théoreme 2.7.
Tout congruence de droites engendrée par faisceau et requli est une congruence linéaire
et réciproqguement. Les congruences linéaires sont exactement les bouquets de droites, les
champs de droites, les ensembles de droites de type dégénéré, hyperbolique, elliptique et
parabolique.
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Démonstration. Rappelons qu’'un ensemble linéaire de droites est appelé congruence lorsqu’il
est de dimension 2. D’apres la table[L.] les congruences linéaires sont exactement les bouquets
de droites, les champs de droites et les ensembles linéaires de droites £ de rang 4. Remarquons
déja que les bouquets et champs de droites sont engendrés par faisceaux et reguli (section.
Montrons qu’il en est de méme pour une congruence linéaire £ de rang 4, définie par L = HNG
avec H un sous-espace projectif de P° de dimension 3. L’orthogonal H° est une droite de P> dont
la position relative vis-a-vis de la quadrique G est d’un des types suivants:

e H° est inclus dans G donc correspond a un faisceau de droites dans P3. Ainsi, HN G
représente I'ensemble des droites transversales & ce faisceau dans P, ¢’est-a-dire 1'union
du bouquet de droites de méme centre que celui du faisceau et d’un champ de droites
de méme support que celui du faisceau. D’apres le lemme [2.1], on retrouve I’ensemble de
droites de type dégénéré.

e H° coupe G en deux points (réels) ¢; et ¢5. Ainsi, HN G représente 'ensemble des droites
transversales & £ ¢ et £5° dans P3. D’apres le lemme , on retrouve ’ensemble de droites
de type hyperbolique.

e H° est disjoint de G donc (Hc)® coupe G¢ en deux points complexes (¢ et Z‘Ci conjugués.
Ainsi, H N G représente I'ensemble des droites réelles transversales a (¢ et ¢ dans P2.
D’apres le lemme [2.3] on retrouve 1’ensemble de droites de type elliptique.

e H° coupe la quadrique G en un seul point ¢ donc y est tangent. La proposition 2.8 en fin
de section permet de conclure avec le lemme que HN G est un ensemble de droites de
type parabolique.

Par conséquent, toute congruence linéaire est engendrée par faisceaux et reguli.

Puisque les faisceaux et les reguli sont des ensembles linéaires de droites (cf. section et
que l'opérateur Proj est associatif, on en déduit que tout ensemble de droites engendré par
faisceaux et reguli est linéaire. Ainsi, toute congruence engendrée par faisceaux et reguli est une
congruence linéaire ce qui conclut la démonstration de 1’équivalence du théoreme. Enfin, notons
que tous les bouquets de droites, tous les champs de droites et tous les ensembles de droites
engendrés par faisceaux et reguli de rang 4 sont de dimension 2, donc ce sont exactement les
congruences linéaires. O]

Terminons cette section avec la derniere proposition a démontrer :

ik Proposition 2.8.

Soient L une droite de P° tangente ¢ G en £ (non incluse dans G ),
H = L° son orthogonal et R un requlus non dégénéré contenant
(. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

R°NG
(i) HN G représente l'ensemble des droites tangentes a [’hy-
perboloide R* le long de (5.
(ii) La droite L est tangente a R en { (dans P°).
(7ii) Le requlus dual de R est inclus dans HN G.

Remarquons que I’équivalence entre (i) et (7ii) traduit celle du corollaire . Rappelons quelques
propriétés sur les reguli (cf. annexe B|) :

e un regulus non dégénéré R est une conique lisse inclus dans un plan de P5 (lemme |1.19)),
ce plan est Proj R ;
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e le regulus dual R’ d'un regulus R est l’ensemble des transversales aux droites de R,
autrement dit R’ = R° NG (lemme B.4) ;

e un hyperboloide H est a la fois le support d’un regulus R et de son dual R’, autrement
dit H =R*=R'* (proposition [B.6).

Commencons par énoncer un lemme qui caractérise dans P5 la condition pour une droite de P3
d’étre tangente a un hyperboloide.

Lemme 2.9.

Awvec les notations de la proposition notons {' une droite distincte de { coupant .
La droite '* est tangente a [’hyperboloide RS en un point de (< si et seulement si {0'}°
contient la tangente de R en { (dans P°).

Démonstration. Supposons que ¢ appartient au regulus dual R’ = R°NG.

1. Le support £'° de ¢ est inclus dans R’® = R°* donc est tangent & R en un point de £°.

2. D’apres la proposition [1.9] Proj R = (R°)° C {¢'}°. En particulier, {¢'}° contient la
tangente de R en /.

Finalement, les deux assertions de 1’équivalence du lemme sont vérifiées dans ce cas.

Supposons que ¢/ ¢ R°. La droite ¢'° est tangente & R° en
un point de £¢ si et seulement si ¢ coupe une unique droite de
R (& savoir £), ce qui est équivalent a {¢'}° "R = {{}. Puisque
R C Proj R,

{}°NR=Proj R)N{I'}I’ NR=LNR
avec L = (Proj R) N {¢'}°. Clest une droite d’apres la formule
des dimensions (en effet, ¢ ¢ R° implique Proj R € {¢'}°) et elle
contient £. Puisque R est une conique lisse, la droite L est tangente

a R en / si et seulement si L coupe R en I'unique point £, ce qui est équivalent & {¢'}°NR = {¢}.
L’équivalence du lemme est prouvée. [

Démonstration de la proposition[2.8. On démontre les deux équivalences suivantes.

(i) <= (ii). D’apres le lemme 2.9 H N G représente 'ensemble des droites tangentes & R* le
long de ¢¢ si et seulement si (HNG)° contient la tangente de R en ¢. Comme Proj ( HNG) = H
(lemme [1.18), (HN G)° = H° = L ce qui prouve ’équivalence.

(i1) <= (iii). Par définition, L coupe G en un seul point ¢ € R. Ainsi, L est tangente a R en ¢
si et seulement si

LCProjR <= H=L°D(ProjR)° <= HNGD (Proj R°NG=R°NG=TR

avec R’ le regulus dual de R (on utilise que le fait que Proj (HNG) = H et Proj R’ = (Proj R)°
pour la derniere équivalence). O

2.1.4 Propriétés

Ayant a disposition deux outils pour caractériser les congruences linéaires (construction par
faisceaux et reguli et linéarité dans IP%), nous pouvons profiter de ce choix pour établir & moindre
cotit quelques propriétés projectives des congruences linéaires.
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Droites focales. Une droite de P? est dite focale pour une congruence linéaire £ si elle est
transversale a toutes les droites de L. D’apres la géométrie des congruences linéaires ou en
raisonnant a l’aide de 'orthogonal £°, on obtient la description suivante des droites focales:

e Toutes les droites d’un bouquet ou d'un champ de droites sont focales.

e Une congruence dégénérée possede un faisceau de droites focales constitué des droites
contenues a la fois dans le bouquet et le champ de droites de la congruence (cf. lemme|2.2)).

e Une congruence hyperbolique possede exactement deux droites focales qui la caractérisent
entierement (lemme [2.2)).

e Une congruence elliptique ne possede aucune droite focale réelle mais en possede deux
complexes conjuguées qui la caractérisent entierement (lemme [2.3)).

e Une congruence parabolique £ possede une seule droite focale qui est I'unique droite

commune aux faisceaux constituant £ (c.-a-d. la droite de tangence d’un hyperboloide
définissant £, cf. lemme [2.4)). Cette droite est appelé aze de L.

Remarquons que la géométrie des droites focales d’une congruence caractérise le type projectif de
la congruence et que les droites focales d’une congruence parabolique ou dégénérée appartiennent
a la congruence.

Ordre et classe. [ Un ensemble £ de droites est d’ordre 1 si, pour presque tout point z de
IP3, il existe une unique droite de £ passant par . Un point ne vérifiant pas cette propriété
est dit ambigu. Un ensemble £ de droites est de classe 1 si, pour presque tout plan 7 de P3, il
existe une unique droite de £ contenue dans 7. Un plan ne vérifiant pas cette propriété est dit
ambigu.

Proposition 2.10.

Une congruence linéaire de rang 4 est d’ordre 1 et de classe 1. Les points ambigus
sont ceux appartenant a une droite focale. Les plans ambigus sont ceux contenant une
droite focale.

Démonstration. Le résultat est élémentaire pour une congruence hyperbolique et dégénérée.

Pour une congruence elliptique £, on se place dans le cadre complexe. Notons (¢1)c et (¢2)¢
les deux droites focales (disjointes) complexes conjuguées de £. Par tout point réel [z] de P3(C)
passe une unique droite ¢ de L¢ coupant chacune des droites (¢1)c et (f2)c en [a1] et [ag]
respectivement. A des coefficients multiplicatifs pres, on peut supposer que = a; + as. Or
x =T =a; +az avec a; € ({3)c et az € (¢1)c. Par unicité de la droite /¢, on obtient [a;] = [a3].
Ainsi, [z] = [a; + @] et [i(a; — @1)] sont deux points réels distincts de {¢, donc cette droite est
réelle, notée £. Finalement, ¢ est 'unique droite de £ passant par x.

Tout plan réel 7 de P2(C) coupe chacune des droites (¢1)c et (¢2)c en un unique point (sinon
7 doit contenir ces deux droites car stable par conjugaison). Ces deux points d’intersection sont
conjugués et définissent une unique droite de £ contenue dans 7.

Considérons enfin une congruence parabolique £ d’axe d définie a partir d’'un hyperboloide H.
Soit x un point hors de d. L’intersection de H avec le plan 7 engendré par z et d contient d

'Les notions d’ordre et classe sont définies de maniere générale pour des congruences algébriques de droites
complexes [93][6]. Par exemple, ’ensemble des droites transversales a la « cubique tordue » de paramétrisation
A:p) = A3 A2 Ap? ¢ 3] est une congruence d’ordre 1 et de classe 3 (une courbe de P2 de degré k coupe
génériquement un plan en k points).
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donc est composée de deux droites, d et d’. En notant y le point d’intersection de d et d’, 7 est
tangent a H uniquement au point y. Ainsi, (zy) est 'unique droite de £ passant par x.

Soit m un plan ne contenant pas I’axe d: notons y son point d’intersection avec d. Une droite
de £ contenue dans 7 passe nécessairement par y. Le plan tangent a H en y contient ’axe donc
est distinct de 7. Son intersection avec 7 est donc I'unique droite de £ contenue dans 7.

Dans tous les cas, on obtient que tous les points n’appartenant pas a une droite focale ne
sont pas ambigus et que tous les plans ne contenant pas une droite focale ne sont pas ambigus.
La géométrie des congruences donne directement la réciproque. O

Lemme 2.11.
Les ensembles linéaires d’ordre 1 sont exactement les congruences linéaires qui ne sont
pas des champs de droites.

Démonstration. Les ensembles linéaires de rang au plus 3 qui ne sont pas des bouquets de
droites ne sont clairement pas d’ordre 1 (cf. table . Les bouquets de droites sont d’ordre 1.
Il en est de méme pour les congruences linéaires de rang 4 d’apres la proposition 2.10} Soit £
un ensemble linéaire de droites de rang au moins 5. Alors £ = HN G avec H un sous-espace
projectif de dimension au moins 4. Pour tout plan P, la formule des dimensions donne

dimHNP =dimH+dimP —dim(HNP) >4+2-5=1

Ainsi, I'intersection de tout plan de P? avec H contient au moins une droite de P°. En considérant
des plans représentant des bouquets de droites, on en déduit que par tout point de P? passe au
moins un faisceau de droites de £ donc £ n’est pas d’ordre 1, ce qui conclut la démonstration
du lemme. O

Lemme 2.12.
Soient L une congruence FR-linéaire de rang 4 et d une droite de P* n’appartenant pas
a L et qui n’est pas une droite focale de L. L’ensemble des droites de L coupant d forme
un requlus. Il est dégénéré si et seulement si d coupe une droite focale.

Démonstration. Remarquons d’abord que d est incluse dans le plan support d'un faisceau de
droites contenu dans L si et seulement si d coupe une droite focale (en observant la géométrie
des congruences autres qu’elliptiques, ces derniéres n’ayant aucun point ambigu).

La droite d possede au plus un point ambigu par hypothese. En chacun de ses autres points
x passe une unique droite £, de £ d’apres la proposition (distincte de d car d ¢ L). Deux
situations se présentent :

e Deux droites ¢,, et ¢,, se coupent. Comme L est stable par faisceau, toutes les droites ¢,
appartiennent a un méme faisceau. Ainsi, d est incluse dans le plan support d’un faisceau
contenu dans L. D’apres la remarque préliminaire, d possede un point ambigu depuis
lequel passe un second faisceau de droites de L. Finalement, ’ensemble des droites de £
transversales a d forme un regulus dégénéré.

e Les d