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Introduction

L’un des objets de la construction d’une grammaire, d’un point de vue linguistique, est de
définir un ensemble de structures linguistiques bien formées. Ces structures peuvent posséder
plusieurs niveaux : phonologiques (chaines de caractére dans le cas de 1’écrit), morpholo-
giques, syntagmatiques, syntaxiques ou sémantiques, et la grammaire se doit également de
décrire les articulations entre ces différents niveaux. Du point de vue informatique, il s’agit
de fournir des modeles permettant la description des différents niveaux linguistiques et 1’ob-
tention d’une implémentation. Cela se traduit par une recherche de bonnes propriétés cal-
culatoires pour les grammaires et une représentation de haut niveau des propriétés qu’elles
décrivent.

Le présent travail s’attache aux relations qui existent entre la syntaxe et la sémantique,
en particulier lors de 1’analyse — qui consiste a retrouver un contenu sémantique a partir
d’un contenu syntaxique — et lors de la génération — qui consiste & retrouver un contenu
syntaxique a partir d’un contenu sémantique. Les propriétés qui caractérisent ces relations
dépendent du choix du modele grammatical et dans le cas présent, ce dernier s’inscrit dans
la famille des grammaires catégorielles [8, 108], plus particuliérement vue sous le c6té lo-
gique. Ainsi le calcul central de ce travail, le calcul de Lambek [89], admet-il une étude
duale : logique et grammaticale. Cela signifie que les réponses aux questions de linguistique
informatique s’obtiennent parfois grice a 1’éclairage de la théorie de la démonstration.

Le principe sous-jacent aux grammaires catégorielles réside dans la caractérisation des
propriétés de combinaison des mots les uns avec les autres et privilégie la description fonc-
tionnelle du langage. Ainsi, la similarité de construction des phrases suivantes :

Philippe dort
Philippe maugrée
Corinne dort
Corinne maugrée

laisse penser qu’un certain nombre d’expressions, comme Philippe ou Corinne, possédent
les mémes propriétés d’interaction et peuvent se regrouper sous la méme classe désignée par
le type np, par exemple. De méme pour les expressions dort et maugrée. Si 1’on souhaite de
plus exprimer pour ces derniéres qu’elles sont les foncteurs capables de prendre un argument
pour obtenir une phrase correcte caractérisée par un type S, leur type sera composé du type
de leur argument et du type du résultat. On I’écrit np\S indiquant par 1a que 1’argument est
attendu a gauche du foncteur.

Si I’on consideére d’autres phrases, comme Philippe contrarie Corinne, 1’expression in-
complete contrarie Corinne, qui peut se substituer a dort ou maugrée, regoit le méme type,
soit np\S. L’étape supplémentaire de décomposition de contrarie Corinne permet de consi-
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12 Introduction

dérer que contrarie se comporte comme un foncteur sur deux arguments de type np. Le
premier, qui doit se placer & droite, permet de lui attribuer finalement le type (np\S)/np.
La correction syntaxique d’une expression se calcule ensuite a partir des types associés a
chacune des expressions élémentaires et & partir des régles de réécriture de I’application :

XX\Y Y VY/XX-Y

La correction des expressions ci-dessus s’exprime simplement par le fait que les types des
sous-expressions qui les composent permettent une réécriture vers le type S :

npnp\S — S

et
np ((np\S)/npnp) — npnp\S — §

Cela nous amene & énoncer quelques principes de base des grammaires catégorielles :
premic¢rement, elles s’articulent autour de régles fixes, indépendantes en particulier de la
langue choisie, et d’un lexique associant des types aux mots de la langue. Le lexique porte
toute I’information syntaxique par I’intermédiaire des types. Deuxiemement, la définition du
lexique et des types utilisés restent des parametres de la modélisation soumis a un ajustement
complétement libre. En particulier, on peut utiliser les types de base np, S ou n, mais aussi
tout autre type de base jugé utile, et toute formule obtenue a partir des types de base et des
constructeurs / et \ ; et un mot peut se voir attribuer un ou plusieurs types.

Au-dela de la vision algébrique, ou bien axiomatique a la Hilbert, des régles de réduc-
tion ci-dessus correspondant aux grammaires AB [13], une étape importante intervient en
plongeant ces régles dans un systéme logique similaire a la déduction naturelle, ce que fait
le calcul de Lambek proprement dit. Les régles générales décrivant la combinaison des items
lexicaux appartiennent alors & un syst¢me déductif, et I’analyse d’expressions revient a la
construction de preuves dans ce syst¢me. Cependant, 12 ou la logique apporte un modéle
pour la grammaire, cette dernieére demande des propriétés inhabituelles pour la logique. En
effet, les propriétés requises s’expriment essentiellement en terme d’interactions, d’échanges
et de ressources. Le modele doit pouvoir exprimer la disponibilité de ces derniéres et compter
avec leur multiplicité, ce qui n’a guere de sens pour la notion habituelle de vérité qui accom-
pagne la logique. Précurseur, le calcul de Lambek rejoint une classe de logiques capables de
ces distinctions et que 1’on nomme sensibles aux ressources. L'une des plus complétes est la
logique linéaire [51], qui apporte des outils d’analyse fine, comme les réseaux de preuves, et
qui occupe une place centrale dans ce travail.

Les grammaires de types logiques synthétisent des fonctionnements mis en valeur dans
différents formalismes grammaticaux. Le premier tient a la coexistence d’un lexique et d’un
systeme de calcul trés général pour obtenir les représentations. Elles rejoignent en cela les
theses soutenues par Chomsky, outre celle de grammaire universelle, avec le programme
minimaliste [127]. La mise en avant dans ce programme de deux opérations de déplace-
ment (move) et de fusion (merge) lors du passage de la D-structure a la S-structure, a partir
des items lexicaux et en respectant des principes d’économie, conduit & des propositions de
formalisations comme celle de [149] qui décrit un systéme dans lequel le langage reconnu
correspond a la cldture d’un lexique fini sous des reégles de construction structurelle. Le lien
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avec les grammaires de types logiques intervient de deux maniéres : tout d’abord dans le c6té
dérivationnel de I’approche, mais également dans la construction de la dérivation. En effet,
les items lexicaux s’accompagnent de fraits de sélection faibles ou forts qui déclenchent les
opérations de mouvement et guident la construction de la dérivation. On retrouve en cela
les notions de ressources centrales dans les grammaires de types logiques. Le support théo-
rique des logiques de ressources agit comme intermédiaire entre le minimalisme, dont il peut
éclairer la compréhension formelle, fournir les outils de démonstration automatique pour un
support algorithmique de I’analyse, préciser les liens vers une sémantique formelle et les
grammaires de types logiques qui peuvent bénéficier des idées linguistiques nouvelles de ce
programme ou des problémes formels auquel il est confronté. Différents travaux poursuivent
cette voie [137, 96, 97].

La notion centrale de ressource des grammaires de types logiques se retrouve dans le
programme minimaliste, mais aussi dans des formalismes grammaticaux appartenant aux
grammaires d’unification, telles que la grammaire lexicalisée fonctionnelle LEG [77]. Cette
derniere adopte en effet un critére de bonne formation des analyses syntaxiques qui comporte
un principe d’unicité et un principe de complétude assurant I’exacte correspondance entre
les fonctions sous-catégorisées et celles requises par la fonction principale : des principes de
gestion de ressources radicalisés et centraux dans les grammaires de types logiques.

Le deuxieme fonctionnement mis en valeur repose sur la description lexicale. Celle-ci
donne pour chaque mot les moyens dont il dispose pour se combiner avec les autres mots.
Cette notion de dépendance [153] se traduit effectivement dans la représentation des preuves
de bonne formation, qui permet a son tour, sous forme de réseaux de preuve, de retrouver les
représentations issues des grammaires de dépendances [91, 92].

Les grammaires de types logiques permettent ainsi de prendre un point de vue radicale
sur les notions habituelles de dérivation et de ressource en linguistique en les plongeant dans
un cadre théorique ayant pour objet méme I’étude des dérivations, vues comme des preuves :
la théorie de 1a démonstration.

En considérant les deux régles des grammaires AB comme deux utilisations orientées du
modus ponens (de A et A = B on peut déduire B), [89] donne le premier éclairage logique
aux grammaires catégorielles, proche de la logique intuitionniste. L’analyse d’une expression
se décompose alors en deux phases : premieérement, le choix d’une des catégories attribuées
par le lexique aux mots de I’expression, deuxieémement la vérification que ces catégories
permettent bien de prouver le type S des phrases correctes, ¢’est-a-dire d’en construire une
preuve.

Ce systéme, motivé par des raisons linguistiques, est resté isolé du fait de sa sensibilité
aux ressources, des notions étrangeres a celle de vérité plus habituelle. La logique linéaire,
motivée par des raisons tout a fait différentes, a permis de voir le calcul de Lambek comme
élément d’une plus grande famille, un fragment multiplicatif non commutatif de la logique
linéaire intuitionniste. Elle a aussi apporté de nouveaux outils aux grammaires de types lo-
giques, en particulier les réseaux de preuve [51, 139, 87, 132]. La preuve joue un rdle déter-
minant dans 1’analyse syntaxique puisque son existence détermine la grammaticalité d’une
expression. Le nombre de preuves lui-méme joue un rdle, car il indique le nombre de déri-
vations possibles, ¢’est-a-dire I’ambiguité d’une expression. Il importe donc que le systéme
n’ajoute pas au nombre des preuves possibles. La syntaxe particuliére des réseaux de preuve,
en représentant de maniére unique des preuves essentiellement semblables, le permet. Nous
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utilisons la présentation basée sur les R&B-graphes de [136] que nous augmentons pour
pouvoir tenir compte dans le méme formalisme des connecteurs exponentiels.

Pour toute classe de grammaires, une question importante se pose : quel langage exac-
tement peut-elle reconnaitre ? Pour les grammaires de Lambek, I’approche logique a permis
a [117] de résoudre ce probleme difficile grace a un résultat d’interpolation. Il a montré que la
famille des langages engendrés était la méme que celle des langages engendrés par les gram-
maires hors-contexte. Ce résultat n’établit 1’équivalence que pour le langage, et pas pour les
dérivations. Ces dernicres, étapes vers la représentation sémantique, restent trés différentes,
maintenant 1’intérét des grammaires de Lambek.

Une autre raison de considérer I’approche logique tient également a 1’expressivité des
grammaires. Si elles rendent compte efficacement de certains phénomeénes linguistiques
comme les dépendances non bornées, la conjonction de non-constituants ou la portée de
quantificateur, les grammaires de Lambek restent fortement contraintes par I’emploi de la
seule opération de concaténation sur les chaines. La modélisation des constituants discon-
tinus pose probleme, de méme que celle des ordres de mots moins stricts. Pour augmen-
ter 1’acuité de ces grammaires, I’étude du modele logique conduit a diverses solutions. On
trouve par exemple des calculs directement issus de la logique linéaire, comme le calcul or-
donné [131] ou la logique non commutative [31, 140]. Ceux-ci permettent de faire cohabiter
a la fois des connecteurs commutatifs et des connecteurs non commutatifs, et des travaux
comme [93, 94] en tirent parti. Nous montrons qu’ils permettent d’obtenir au moins la méme
couverture que les grammaires d’arbres adjoints. Un autre courant trés important étudie les
logiques sous-structurelles. A partir de [90] qui présente un calcul non commutatif et non
associatif, différents degrés peuvent étre atteints [112], en particulier avec les logiques mul-
timodales [107] introduisant des opérateurs unaires permettant une gestion fine des postulats
structuraux. Ces approches conservent la présentation des preuves avec les réseaux [111].

Le point de vue logique des grammaires catégorielles pour la représentation syntaxique
se révele également fructueux dans 1’articulation avec la représentation sémantique. Il établit
un lien de choix avec une représentation a la Montague [105, 38]. Cette derniére se rap-
proche des buts de la sémantique linguistique considérés par Frege ou Russell et concerne
les conditions sous lesquelles un énoncé se vérifie. Elle utilise pour cela le A-calcul typé et
des modeles. L’ approche fonctionnelle permet en outre d’exprimer fidélement le principe de
composition indiquant que le sens d’une expression s’obtient par combinaison du sens de
ses sous-expressions. Si cette vision utilisant également opérateurs booléens et formules du
calcul des prédicats reste controversée, elle permet d’expliquer un certain nombre de phéno-
menes concernant entre autres la quantification ou les coréférences [20].

Comme I’indique [157], le calcul de la forme sémantique d’une expression, exprimée par
un A-terme, peut s’obtenir directement depuis 1’analyse syntaxique de cette expression par
I’isomorphisme de Curry-Howard [64, 57] puisque cette analyse n’est rien d’autre qu’une
preuve intuitionniste. Ainsi obtient-on trés directement une articulation entre la syntaxe et
la sémantique. Notons que nous utilisons ici la représentation sémantique comme une repré-
sentation indépendante de la langue plutot que dans sa dimension vériconditionnelle.

L’éclairage théorique sur la syntaxe, la sémantique et leur articulation permet de faire
bénéficier les uns et les autres des outils mis en ceuvre. Un élément central de notre travail
consiste, selon la proposition de [34], & transposer la représentation sémantique des A-termes
en réseaux de preuve, toujours via I’isomorphisme de Curry-Howard. Cela nous permet de
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donner un éclairage nouveau a la génération et de proposer des solutions algorithmiques aux
problemes posés, et en particulier de répondre favorablement a la question de la réversibilité
des grammaires de types logiques.

Le cadre fixé pour notre étude du probléme de la génération établit un certain nombre
d’hypotheses. La premiére consiste a ne considérer que des énoncés sous forme d’expres-
sions indépendantes, ¢’est-a-dire qu’on ne tient pas compte du discours environnant et, par
exemple, du traitement des coréférences, malgré son importance sur la qualité linguistique
des énoncés engendrés. La deuxiéme hypothese porte sur la maniére de définir le sens que
doivent transmettre les expressions engendrées. Traditionnellement, le processus de géné-
ration se divise en deux sous-tAches : la premiere, conceptuelle, s’attache a donner une
représentation sémantique du message que 1’on veut exprimer. La seconde, grammaticale,
cherche a en construire une expression dans un langage donné. Seule la seconde partie nous
intéresse. Nous considérons donc le probleme, étant donné une représentation sémantique,
de formuler une expression ayant cette représentation.

Dans leur objectif abstrait de mettre en relation représentation syntaxique et représenta-
tion sémantique, les grammaires ne privilégient a priori pas un sens de I’un vers 1’autre, et
I’exploitation d’une grammaire doit pouvoir se faire aussi bien en analyse qu’en génération.
Cette propriété de réversibilité traduit différentes considérations : au point de vue méthodo-
logique, pour I’écriture des grammaires, cela évite la spécialisation et les constructions ad
hoc pour 'un ou I’autre des algorithmes. Au point de vue pratique, cela permet de s’assurer,
notamment pour un systéme en interaction avec un utilisateur, de la cohérence entre le lan-
gage engendré et le langage reconnu. Ainsi, par mimétisme, offre-t-on un moyen de repérer
les limites du systéme.

Cependant, cette propriété de réversibilité est plus qu’un simple probleme d’implémen-
tation utilisant le méme programme pour 1’analyse et la génération. En effet, pour une gram-
maire donnée, les capacités d’analyse et de génération ne sont pas en général liées : admet-
tons une grammaire G' dont le vocabulaire est 1’ensemble des nombres premiers et dont les
expressions sont des suites de nombres premiers auxquelles elle attache comme représenta-
tion sémantique le produit de ces nombres. L’analyse consiste simplement a effectuer une
ou plusieurs multiplications. La génération par contre consiste a décomposer un nombre en
ses facteurs premiers, une opération qui peut étre trés ardue. Construisant des grammaires
dont 1’analyse se révele décidable alors que la génération se révele indécidable, ou bien le
contraire, [40] introduit la notion de réversibilité intrinséque qui caractérise les propriétés
calculatoires d’analyse et de génération d’une grammaire donnée.

L’étude de ces propriétés sur divers formalismes, notamment sur les grammaires d’unifi-
cation, a apporté des résultats contrastés sur cette propriété de réversibilité intrinséque. Des
contraintes sur la sémantique [142, 162] ou sur la forme des regles [160, 50] permettent
d’assurer la décidabilité de la génération. Pour les grammaires de types logiques, si de nom-
breux travaux se consacrent a 1’analyse, trés peu en revanche se consacrent a la génération,
en particulier en exploitant le lien fort entre syntaxe et sémantique tel qu’il y est exprimé. La
raison tient sans doute a la difficulté évoquée par [9, 160] consistant a inverser le processus
de S-réduction. Cette réticence se trouve d’ailleurs confortée par la méthode de réalisation
syntaxique proposée par [103] qui se base sur I’unification des A-termes, indécidable dés
le deuxieéme ordre [59, 36]. Pourtant, des considérations de recherche de preuve semblent
montrer que le probleme devrait rester décidable.
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Nous montrons comment 1’utilisation des réseaux de preuve permet de formuler le pro-
bléme sans utiliser le A-calcul, et de proposer un algorithme restant au plus pres de la com-
plexité du probléme. Cet algorithme se base sur un procédé de démonstration automatique
original fondé sur I’interprétation algébrique de la logique linéaire [53], qui s’aide d’un ré-
seau cible en forme normale. Il aboutit a la résolution d’une équation matricielle et permet
de montrer que le probleme de la génération pour les grammaires de types logiques, dont les
formes sémantiques des items lexicaux sont linéaires et pourvues d’au moins une constante,
est décidable. En outre, nous caractérisons les items lexicaux qui permettent une réalisation
syntaxique en temps quadratique. Ainsi nous obtenons un cadre uniforme pour 1’analyse et
la génération, en tant que recherche de preuve sur des réseaux. Nous avons réalisé un proto-
type d’analyse et de génération, basé sur un démonstrateur automatique de la logique linéaire
avec les réseaux de preuve comme des R&B-graphes, qui illustre la propriété de la décida-
bilité intrinséque établie théoriquement. Les bonnes performances de la partie de réalisation
syntaxique dans le cas linéaire suggerent également qu’un éclairage par les réseaux sur des
problemes de filtrage ou d’unification de A-termes permettrait peut-tre d’y apporter une
efficacité algorithmique.

Compte tenu de I’importance de la logique dans cette approche de la linguistique infor-
matique, la premiere partie présente les éléments de logique et de théorie de 1a démonstration
employés dans le traitement grammatical. La deuxieme partie s’ attache a la modélisation des
phénomenes linguistiques telle qu’elle apparait dans les grammaires de types logiques. Le
chapitre 1 donne les outils utilisés tout au long de cette thése. Consacré tout d’abord a la
notation du calcul des séquents pour la logique classique, il met en évidence, en décrivant
ses principes, les propriétés requises par la logique pour une utilisation de modélisation de la
langue. Un regard sur ces propriétés montre 1’influence des regles structurelles et les consé-
quences de leur abandon, ou du moins de leur contrble précis. La présentation de la logique
linéaire [51] qui suit synthétise les caractéristiques et les intuitions liées au nouveau systéme.
Les propriétés fondamentales des systémes logiques telles que 1’élimination des coupures,
qui se retrouve tout au long de cette theése, sont développées dans la version du calcul des
séquents, de mé&me que leurs conséquences sur la recherche automatique de preuve qui fonde
notre approche informatique de la linguistique.

Le deuxie¢me outil transversal a notre travail et & nos résultats, aussi bien sur le plan de
la théorie de la preuve pure que sur son intérét pour I’étude des propriétés de réversibili-
tés des grammaires de types logiques apparait au chapitre 2 : les réseaux de preuve. Apres
I’évocation des principes relatifs a cette syntaxe des preuves, nous définissons la représen-
tation choisie des R&B-graphes et nous donnons les résultats principaux qui justifient cette
syntaxe : a partir de chaque R&B-graphe vérifiant une certaine condition, on peut construire
une preuve du calcul des séquents, et réciproquement [136]. Cette propriété fondamentale a
le nom de théoréme de séquentialisation. Elle permet de ne plus avoir a revenir au calcul des
séquents et de ne considérer que les réseaux, d’autant plus que ceux-ci bénéficient également
de la propriété d’élimination des coupures qui prend la forme d’une réécriture de graphe. Il
s’agit 1a encore d’un point crucial dans notre approche.

La logique linéaire permet une gestion fine des ressources, mais également de les consi-
dérer comme infiniment disponibles, c’est-a-dire retrouvant leur statut de pérennité de la
logique classique. Cela se fait grice a des connecteurs unaires : les exponentiels. Pour ces
connecteurs existe également une présentation sous forme de réseaux, mais cette derniére
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ne s’adapte pas directement a la présentation comme R&B-graphe. Nous définissons en sec-
tion 2.4 une nouvelle présentation de ces connecteurs qui reste dans les R&B-graphes, avec
un critere de correction purement graphique. Enfin, la section 2.5 présente les liens entre
I’élimination des coupures et le calcul matriciel via la géométrie de I’interaction [53].

Apres I’évocation des différents points de vue sur la logique linéaire, le chapitre 3 décrit
ses liens avec le A-calcul. La définition de ce dernier, dans sa version typée, et les modéles
telles que les considere la sémantique de Montague permet d’introduire 1’isomorphisme de
Curry-Howard pour la déduction naturelle, le calcul des séquents intuitionnistes et les ré-
seaux de preuve. Des lors, nous disposons des outils formels aussi bien pour la syntaxe que
la sémantique des grammaires de types logiques.

Toutefois, avant d’en tirer pleinement parti, le chapitre 4 définit les grammaires AB,
donne quelques exemples de modélisation et finit par évoquer leur pouvoir génératif. Nous
reprenons alors des résultats importants, dus notamment a [75], concernant 1’apprentissage
sous forme d’acquisition du lexique. Il s’agit dans un premier temps d’un apprentissage & par-
tir d’expressions munies de leur dérivation. Cela a conduit [151] a proposer un apprentissage
a partir d’expressions munies cette fois de leur représentation sémantique. Nous montrons a
cette occasion les liens que les problémes de génération entretiennent avec cette approche,
indiquant une possibilité d’extension de nos travaux dans cette direction.

L’aspect logique des grammaires catégorielles constitue le ceeur du chapitre 5, en dé-
crivant précisément comment fonctionne 1’analyse syntaxique et sémantique dans ce cadre.
En particulier, nous voyons précisément comment I’élimination des coupures rentre en jeu
lorsque les réseaux de preuve servent & modéliser aussi bien Ia partie syntaxique que la par-
tie sémantique des entrées lexicales. La modélisation de quelques phénomenes linguistiques
montre 1’application de ces techniques, mais également les limites de cette modélisation et
justifie les propositions d’extensions. Nous évoquons principalement les systémes multimo-
daux [107] et ceux basés sur le calcul ordonné [93]. Cela nous permet de prouver qu’un
certain fragment du calcul ordonné est équivalent aux grammaires d’arbres adjoints.

Enfin, le chapitre 6 définit précisément le probléme de la génération et celui de la réver-
sibilité intrinseque. En se référant a différents travaux sur les grammaires d’unification [142,
40, 160, 162], il montre I’intérét de ce probléme et les questions qu’il pose. Concernant
les grammaires de types logiques, la difficulté¢ d’inverser le processus de B-réduction sur
les A-termes donne les limites de 1’approche de [112]. Tous les outils définis dans les.cha-
pitres précédents nous permettent de formuler alors une nouvelle proposition, en donnant
une méthode de recherche originale guidée par un réseau en forme normale. Cette méthode
fait le lien entre 1’élimination des coupures et son expression sous forme de relation ma-
tricielle. Elle nous permet d’énoncer des conditions suffisantes a la réversibilité intrinseque
des grammaires de types logiques. Toutes les étapes définies théoriquement dans ce chapitre
apparaissent dans le prototype implémenté et dont I’annexe B donne des exemples d’utilisa-
tions.
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Chapitre 1

La logique linéaire

1.1 Généralités

1.1.1 Calcul des séquents

Dans un premier temps, nous présentons la logique linéaire uniquement d’un point de vue
syntaxique, sans évoquer les aspects sémantiques (phases, espaces cohérents) pour lesquels
nous renvoyons le lecteur a [51]. L’ aspect sémantique n’intervient que par 1’intermédiaire de
la géométrie de ’interaction, a la section 2.5.

Cette présentation de la syntaxe permettra de mettre en avant les différences qui existent
avec la logique dite classique, la plus familieére. Nous pourrons ainsi donner des intuitions du
fonctionnement de la logique linéaire et de sa pertinence, en particulier pour le cas qui nous
préoccupe : la modélisation du fonctionnement grammatical des langues.

Pour la description des systemes logiques, la logique classique comme la logique lin€aire,
nous utiliserons la présentation due & Gerhard Gentzen (1935). Elle propose un systeme de
regles, basées purement sur la syntaxe, pour étudier les lois de la logique. On utilise des
séquents, qui sont des expressions I' = A ol I" et A sont des suites finies de formules (par
exemple A, ..., A, et By,...,By) et qui, en premire approximation, se lisent : « les hy-
potheses A et .. .et A, impliquent B; ou ...ou By, ». Les « et», « ou» et « impliquent » ont
un sens a définir précisément car ils peuvent varier avec les différents systemes considérés.
Chaque régle prend la forme

Prémisse; --- Prémisse,

Conclusion

et permet de construire de nouveaux théorémes (Conclusion) dans le systeme a partir d’autres
théorémes (Prémisses;).

Les formules se construisent a partir de P I’ensemble des variables propositionnelles
suivant la grammaire suivante? :

fLK = Pl_'fLKlfLK A fLKIfLK \% ‘7:LK|-7:LK = fLK

2Nous ne considérerons que des systdémes propositionnels.
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Dans le calcul des séquents, les regles sont réparties en trois catégories : les identités,
les regles structurelles et les régles logiques. Pour la logique classique LK, ce sont celles
décrites au tableau 1.1.

Identités : Id D AA T AR A Cut
(axiome et coupure) Ay A DI by A, A u
Regles structurelles : IA,B, T i A LX Tk A A, B A
(échange) T, B, ATy A by A, B, A, A
(affaiblissement) —— W e
CLARKA 'k A A
A AL A DA A A
(contraction) ——1C _—
CLAF A 'k A A
VA, B A A A T B, A
Régles logiques : LA
CLLAABEKA DTV EcAANB, AN
ARG A I",B}—LKA’L '+« A,B,A
\%
T AV By A A 'k AV B,A
I'x A A ARG A
F, —‘A ‘—LK A F, I—LK _‘A, A
FFx AA T/ BEy A VARG B, A

L=
I, A= B A A '« A= B,A

TAB. 1.1 — Reégles de la logique classique

La regle axiome (ld), la seule sans prémisse, permet d’initier toute démonstration. La
regle de coupure permet d’utiliser, pour démontrer un théoréme, un résultat intermédiaire
(un lemme) A.

Les regles logiques indiquent les manieres autorisées d’introduire dans les formules les
connecteurs de conjonction, disjonction, négation et implication. Ceci aussi bien pour les
formules a gauche que les formules a droite du séquent.

Les régles structurelles® indiquent la maniére de manipuler les contextes. Comme nous le
verrons par la suite, elles précisent le sens des « et», « ou» et « implique ». [54] considére :
« It is not too excessive to say that a logic is essentially a set of structural rules ! ».

3En anglais, eXchange, Contraction et Weakening. Dans toutes les régles, le L et le R indiquent que la régle
s’applique & gauche ou a droite.
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Pour montrer cette influence des régles structurelles, étudions la régle suivante :

TFiAA THeBA
TH«AAB,A

RA’

Par rapport & la régle RA, elle demande que les contextes des formules A et B soient exacte-
ment les mémes. On peut alors se demander en quoi un systéme avec la régle RA’ différerait
de celui défini avec la régle RA : les deux systémes permettraient de prouver exactement
les mémes théorémes. En effet, chacune des régles permet de simuler I’autre*, comme le
montrent les figures 1.1(a) et 1.1(b).

'k A A Iy B, A 'k A,A T'Hx B, A
—_— W Lw RA
DIVEx A A DIV b B, A/ ILTHAAB,AA

RW wW LC
DT R A A A Ty B,AA I'F«AANB,AA
RA RC
DY ANANB,AA '«AAB,A
(a) Simulation de RA (b) Simulation de RA’

FIG. 1.1 — Regles équivalentes

Autrement dit, grace aux régles structurelles de contraction et d’affaiblissement, pour dé-
montrer la conjonction de deux formules, peu importe que les contextes établissant chacune
de ces formules différent. En particulier, le remplacement des regles logiques décrites dans le
tableau 1.1 par les régles du tableau 1.2 permet de prouver exactement les mémes théorémes.

F,A I_LK’ A F, B }_LK' A ]._‘ '_LK' A, A F I_LK/ B, A
LA LA2 RA’
T,AAB A T AABFu A T'lw AAB,A
P,A'_LKIA F,B ,_LK'A F|_|_Kl A,A FI—LK’ B,A
Lv/ Rv; ,
F,AVBI_LKIA FFLKIAVB,A ].—‘}_LKIAVB,A

F|—LK’ A,A F,B,_LKI AL F,A }—LK’ B,A
=
F,A:>B'—LKIA FI—LK/A:?B,A

TAB. 1.2 — Régles alternatives d’introduction des connecteurs

Nous allons montrer dans la suite quels rdles jouent ces régles structurelles dans la mo-
délisation des grammaires et pourquoi il semble naturel de les amender, voire de les aban-
donner, ce qui nous amenera a utiliser le systeme de la logique linéaire.

Notons qu’un fragment intéressant du calcul des séquents est celui dit intuitionniste.
Il n’autorise qu’une seule formule du c6té droit du signe . On s’apercoit que les regles

4 Avec des régles structurelles.
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structurelles droites disparaissent, de méme que la négation. C’est un moyen détourné de ne
plus utiliser ces régles. Alors, si le séquent intuitionniste k- A est prouvable (sans coupure),
alors la derniére régle est une régle logique droite. En particulier, si A est la disjonction
A; V Aj, celasignifie que Fx Ay ou b As est prouvable. Ceci n’est bien slir pas vrai de LK
puisque le tiers exclus A V —A est prouvable méme pour A variable propositionnelle.

1.1.2 Principe des grammaires de types logiques

Les grammaires de types logiques ont leurs racines dans les grammaires catégorielles.
Ces derniéres furent tout d’abord développées par [8] pour donner une structure syntaxique
précise aux formules de la logique. Son application aux langues naturelles apparut avec les
travaux [12] puis [89].

Un des intéréts majeurs des grammaires de ce genre réside dans ses possibilités de traiter
parallelement les phénomenes syntaxiques et sémantiques, comme nous le montrerons au
chapitre 5. Nous allons pour I’instant nous contenter de donner quelques principes suffisant
a I'illustration par de simples exemples des propriétés requises par les logiques sous-jacentes.

Une propriété caractéristique de ces grammaires est d’étre lexicalisées, c’est-a-dire que
le lexique porte 1’essentiel des connaissances syntaxiques et sémantiques de la langue. L’uti-
lisation de ces connaissances intervient par 1’intermédiaire des régles d’inférences, indépen-
damment donc de la langue. Dans le cas présent, le lexique associe & chaque mot une ou
plusieurs formules de la logique (on appelle ces formules type, ou type syntaxique). De plus,
une variable propositionnelle (en général le type S) permet de reconnaitre les phrases syn-
taxiquement correctes. Le tableau 1.3 propose un exemple de lexique.

L’analyse d’une phrase, qui revient a se demander si la phrase considérée est syntaxique-
ment correcte, consiste & vérifier que le type S se dérive a partir des types associés a chacun
des mots de la phrase. Plus formellement, étant donné un lexique fini qui, pour tout ¢ € [1, n],
associe au mot m; les types (T2, . .. ,Tlgi)), la phrase mg, Mg, - - - Mg, €st correcte si pour
tout s € [1,p] il existe j; € [1,1,,] tel que

TS T2, ..., T;;” Fi S

J17r7g2 0"

Le langage reconnu est 1’ensemble des phrases correctes.

Remarque 1. Dés que I’on parlera de phrase syntaxiquement correcte, on pensera « preuve ».
Etablir la correction d’une phrase reviendra a établir ’existence d’une preuve d’un séquent
et construire une phrase correcte reviendra a construire une preuve de ce séquent. D’ou I’im-
portance accordée par la suite aux traitements antomatiques de preuve.

Les grammaires logiques [2] mettent en ceuvre ce principe de représentation de 1’analyse
par un procédé déductif a I’aide de grammaires décrivant faits et regles d’inférences en pro-
grammation logique (essentiellement avec Prolog). Demander si une phrase appartient bien
au langage revient a laisser Prolog prouver cette hypothese.

Toutefois, 1I’approche des grammaires logiques se distingue de celle des grammaires de
types logiques, car si elles partagent la notion de prouvabilité, le moteur de Prolog n’utilise
qu’une seule regle : celle de coupure (ou résolution, étendue au premier ordre) [25, 15]. De
plus, la résolution permet I’implémentation des régles des grammaires logiques, qui ne sont
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pas nécessairement des regles logiques. Par exemple, on peut dans ces grammaires décrire
des phrases par la régle suivante [2] :

statement — name, verb(L), comps(L)

L indique la liste attendue des compléments du verbe. Les régles suivantes complétent cette
grammaire :

name — [Ann].
name — [Tom).
name — [Paris].

comps([]) — ]
comps([arg(P)|L]) — comps(L), preposition(P), name.
preposition(direct) — [].
preposition(in) — [in].

verb([]) — [laughs].
verb([arg(in)]) — [lives].

Au contraire, les régles des grammaires de types logiques sont les régles logiques, ap-
pliquées a des formules (les types), ce qui justifient leur nom de « de types logiques » car
les preuves se construisent avec les reégles logiques et les formules qui typent les entrées
lexicales. On est plus proche du principe parsing as deduction de [119].

[Mot |  Type |
Pierre np
mange | np = (np = S)
une n = np
pomme n

TAB. 1.3 — Exemple de lexique

Ainsi on peut essayer de vérifier si la phrase Pierre mange une pomme est correcte, étant
donné le lexique du tableau 1.3.
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La preuve

npbynp SkxS Lo

np, np =) |_LK S LX

nkyn np=8S,npkiS
L=
n,np:>S,n=>nthSLX

np:$>S,n,n=>npl—LKSLx

np i np np=Sn=npnkyS

L=
np, np= (np=S), n= np, n Fu S
Pierre mange une  pomme

nous assure la correction syntaxique’. Le lexique que nous proposons, avec le calcul de la
logique classique, semble donc avoir une certaine capacité de modélisation. Pour aller plus
loin, nous voudrions aussi nous assurer qu’une phrase reconnue incorrecte en frangais ne soit
pas capable de dériver le type S.

Malheureusement, on s’apercoit tres vite que des phrases comme *Pierre mange une
pomme pomme® apparaissent correctes dans ce systéme :

np,np = (np = S),n = np,n Fuc S

LW
np, np=(np=3S), n=np, n, n Fu S
Pierre mange une  pomme pomme

montre que np,np = (np = S),n = np,np i S est un théoréme car on a précédemment
montré que np, np = (np = S),n = np,np F S en est un. De méme, une utilisation judi-
cieuse de LX nous permettrait de montrer que la phrase *Pierre une mange pomme apparait
correcte.

Les reégles structurelles se montrent les fautrices principales de ce laxisme syntaxique, et
il devient naturel de considérer un calcul soumettant leur utilisation & plus de contrdle. La
logique linéaire nous fournit ce cadre formel.

1.2 Lalogique linéaire

Quelles conséquences ont la suppression des regles d’affaiblissement et de contraction ?
Nous allons les décrire d’abord en terme d’intuition du sens donné aux formules, puis plus
formellement, avec les propriétés importantes du systéme qui en découle.

1.2.1 Action et situation

En logique classique, si A est vraie et A = B ’est aussi, alors B est vraie et A reste
vraie. Le fait d’avoir utilisé la formule A n’a rien changé a sa disponibilité pour d’autres

Dans la suite il nous arrivera souvent d’omettre les régles d’échange dans les preuves.
8Comme d’habitude, une phrase précédée du signe * est une phrase considérée incorrecte en frangais.
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démonstrations. En particulier, le séquent A, A = B I A A B est prouvable :

~—d — |d

—d =
AI—LKA A,A:>B|_LKBR
A
A,A,A:;>BI—LKA/\BLC
AJA=BF AAB

La suppression des regles d’affaiblissement et de contraction empéche de telles déri-
vations, et la notion habituelle de vérité, notion pérenne, ne convient plus comme séman-
tique informelle (intuitive) du nouveau systéme : la logique linéaire. Par contre, la notion
de consommation (dans la preuve de B, A et A = B ont ét¢ consommées. Il est donc
normal que A ne soit plus disponible alors que B 1’est), et donc de ressources, donne une
représentation intuitive des formules de la logique linéaire.

Cette notion de consommation et de ressources pourrait paraitre artificielle, pourtant
il traduit la notion d’échange trés présente dans le monde matériel. Ainsi (pour reprendre
I’exemple classique de [55]), le caractere causal de I’implication empéche (dans le monde
réel) sa réitération, puisque les prémisses sont modifiées. Par exemple, si A exprime une
dépense de 20F, et B exprime 1’obtention d’un paquet de cigarettes, dans I’action d’obtenir
un paquet de cigarettes en dépensant 20F, on perd effectivement 20F qui ne peuvent pas &tre
réutilisés.

La section 1.2.3 illustre cette notion, apres que les connecteurs de la logique linéaire ont
été introduits.

1.2.2 Calcul des séquents

Nous allons maintenant donner, comme nous 1’avions fait pour la logique classique, les
régles du calcul des séquents linéaires.

Puisque la simulation de RA par RA' nécessite les régles LC et LW, leur suppression an-
nule cette équivalence. C’est pourquoi apparaissent deux connecteurs pour la coordination :
I’un qui demande deux contextes différents (noté ®, le tenseur), et I’autre qui demande le
méme contexte (noté &, avec). De méme pour les disjonctions (respectivement notées ’g, le
par et ®, plus).

Les connecteurs demandant le méme contexte sont dits additifs, les autres sont dits mul-
tiplicatifs. Les autres connecteurs sont :

— lanégation A* ;

— Pimplication linéaire (multiplicative) —o qui peut &étre définie comme A — B =

ALeB ;

— les connecteurs exponentiels (notés !, bien sir et 7, pourquoi pas), duaux.
Ils ont les propriétés suivantes :

— Lanégation est involutive (4 = A*Y) ;

— les connecteurs duaux (% et ®, @ et &, ! et ?) vérifient les lois de De Morgan ;

- ®, 79, ® et & sont commutatifs ;

— Q@ se distribue sur @ (et ' sur &).
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A partir de I’ensemble des variables propositionnelles désigné par P, I’ensemble F,; des
formules se construit selon la grammaire :

Fuoo= P'fLJL_IFLL by ]:LLIFLL?FLLlfLL —° FLLlfLL&j:LLIFLL S FLL“FLLI?fLL

Les régles sont présentées dans le tableau 1.47. Par rapport aux séquents classiques (bi-
lateres), le calcul des séquents linéaires se présente habituellement sous forme unilatere.
Cela offre une présentation plus condensée, sachant que 1’on peut toujours convertir un sé-

quent bilatére en un séquent unilatere grace a la négation : de A,... ,A, + By,...,B, a
F AL, ... AL By, ..., B,, et téciproquement.
Hdenité FT,A I—AL,ACt
entités : T u
-4,4 FT,A
FT,A B, A

Régles structurelles : —
FT,B,A A
FIbA FAB FA BT

Regles logiques : ® S
FIZLAJA® B - AeB,T

FT,A +T,B AT - B,T
& (B e By
- T, A’B -A®B,T -A®B,T

T, A AT FT F?4,74,T
! d? w? T 6o
F0,IA F?A T F?A4,T F?4,T

TAB. 1.4 — Regles de la logique linéaire

Signalons tout d’abord que la virgule du séquent (le « ou») que 1’on considére est la
disjonction multiplicative. Dans le cas de séquents bilateres, la virgule du c6té gauche est
la conjonction multiplicative. Ensuite, les régles d’affaiblissement et de contraction ne ré-
apparaissent que controlées par les modalités ! et 7. Ces connecteurs unaires permettent en
quelque sorte de redonner & une formule le statut qu’elle avait en logique classique, c’est-a-
dire d’€tre vraie, ou plutdt d’étre une ressource dont la disponibilité est infinie. Ainsi toute
formule F' de la logique intuitionniste peut-elle étre modélisée par F™ [51] :

— si ' = A et A atomique, alors F* =!A (pour qu’une formule de la logique linéaire

retrouve son statut classique, il faut Iui donner une disponibilité infinie) ;

— si F = =Aalors F* =?(4*)* = (14%)*

— siF'= AA Balors F* = A*&B* ;

—~ si FF'= AV B alors F* =lA*®!B* ;

~ si = A = Balors F* = (14*) — B* =7(A")1eB*.

[28] détaille différentes modélisations de la logique classique et de la logique intuitionniste.

70n notera 7T une suite de formules ?Ay, ... , ?A,.
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Notation. Nous noterons - [A]I', ot " et A sont comme d’habitude une suite de formules,
la conclusion d’une preuve de - I" contenant des Cut sur les formules de A. La preuve sera
notée 7 (- [A]D).

Suivant les régles logiques considérées, on peut définir différents fragments. On parlera
du fragment multiplicatif lorsqu’on ne considére que le % et le ® (MLL, pour multiplicative
linear logic). Ce fragment peut étre étendu avec le fragment additif lorsqu’on considere en
plus le & et le @ (MALL, pour multiplicative additive linear logic), ou étendu avec le frag-
ment exponentiel lorsqu’on considére en plus ! et ? (MELL, pour multiplicative exponential
linear logic).

Enfin notons que nous avons conservé une régle structurelle : la régle d’échange. Pour-
tant, I’exemple de Pierre une mange pomme indique que cette régle aussi pose probleéme.
Néanmoins nous traiterons les problémes de commutativité et de non-commutativité a part :
différentes solutions peuvent &tre envisagées ([164, 3, 131, 140] pour les problémes théo-
riques de commutativité dans la logique linéraire, ou bien [107, 93] pour les aspects de
non-commutativité dans la modélisation linguistique).

1.2.3 Interprétation informelle des connecteurs

Deux familles de connecteurs, multiplicatifs et additifs, apparaissent 1a ol en logique
classique une seule était présente. Quel sens donner alors a cette conjonction et cette dis-
jonction multiplicatives, & cette conjonction et cette disjonction additives ?

Les deux conjonctions ® et & correspondent a deux usages différents. Dans le cas de
B®C, les deux actions sont possibles et peuvent étre faites (les contextes différents montrent
que ’on a suffisamment de ressources pour effectuer 1’un et 1’autre). Dans le cas de B&C),
les deux actions également sont possibles dans le contexte, mais une seule peut étre effecti-
vement réalisée grice aux ressources présentes (le contexte permet de réaliser chacune des
deux actions, mais pas simultanément). En reprenant I’exemple des paquets de cigarettes, si
Pona:

— A : dépenser 20F ;

— B : obtenir un paquet de Gauloises ;

— (' : obtenir un paquet de Gitanes,
on peut exprimer qu’une action de type A — B permet d’obtenir un paquet de Gauloises
en dépensant 20F. Supposons donc que I’on ait A — B et A —o C (actions possibles chez
un marchand de tabac par exemple), si, avec 20F, les deux actions d’obtenir un paquet de
Gauloises et un paquet de Gitanes sont possibles, elles ne le sont pas simultanément : on ne
peut pas former A — B ® C (avec 20F, on n’obtient pas a la fois un paquet de Gitanes et
un paquet de Gauloises. Cependant, il peut y avoir I’action A ® A + B ® C signifiant que
si I’on double les ressources, les deux actions B et C deviennent possibles simultanément).
Par contre, I’action A —o B&C est possible, indiquant que la ressource A nous permet de
réaliser I’action B et de réaliser I’action C', mais pas simultanément.

La négation peut se comprendre également en terme de ressource : A est une offre de
ressource, tandis que A est une demande de la méme ressource.

Dans notre cas, si I’on exprime que les verbes transitifs attendent deux syntagmes nomi-
naux pour étre transformés en phrases (mange : np —o (np —o §)), chacune des expressions
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Pierre (np) et une pomme (np) apportant exactement une ressource, elles vont pouvoir étre
utilisées une et une seule fois dans la formation d’une phrase (Pierre mange une pomme). Et
des expressions comme *Pierre mange une pomme pomme sont rejetées.

La vision de ressources et de nécessité de les gérer se retrouve dans d’autres formalismes
grammaticaux, par exemple avec les principes d’unicité et de complétude en LFG (Lexi-
calized Functionnal Grammar [77, 1]). Ici, le formalisme utilisé pour la modélisation est
lui-mé&me sensible aux ressources. Notons que cet aspect est utilisé dans d’autres modélisa-
tions en informatique telles que les réseaux de Petri [100], les calculs de processus [11] ou
I’ordonnancement [101].

1.2.4 L’élimination des coupures

Dans ce paragraphe, nous allons évoquer des propriétés de la logique linéaire qui se
révelent a la fois importantes sur le plan méme de la théorie et sur les applications que nous
voulons en faire a la linguistique.

La premiere de ces propriétés est I’élimination des coupures. Du point de vue de la re-
cherche de preuve (c’est-a-dire chercher un arbre dont les nceuds sont les régles du calcul
considéré, dont les feuilles sont des régles Id et dont la racine est le séquent a prouver), on
utilise les régles du bas vers le haut. On s’apergoit alors que pour chaque régle (c’est vrai
pour la logique linéaire comme pour la logique classique), & I’exception de la régle Cut, toute
formule des prémisses est présente comme formule ou sous-formule dans la conclusion, ce
qui permet de savoir exactement quelles régles au plus permettent de prouver le séquent dont
on cherche a établir la correction.

Une preuve sans régle Cut vérifie la propriété de la sous-formule : elle ne fait apparaitre
que des sous-formules des formules de la conclusion.

Cette propriété permet d’établir, en 1’absence de Cut, la décidabilité du calcul proposi-
tionnel classique. Ce résultat est faux pour la logique linéaire avec modalités [99], mais est
vrai pour une variante (dite affine) ou la régle d’affaiblissement n’est plus contr6lée par une
modalité [84] et vrai aussi pour le fragment multiplicatif. D’oll son importance dans le cadre
de la recherche automatique de preuve.

Pour la logique classique LK, la démonstration utilise un systéme équivalent. Définissons
le systéme LK” de la maniére suivante : un séquent I" est désormais un ensemble de formules,
etI’ = {A4i,...,A4,}, quon écrira toujours A, ..., A,. (Ceci va nous permettre de ne plus
exprimer explicitement les régles structurelles.) Ses reégles d’inférences sont celles exprimées
dans le tableau 1.5.

Théoréme 1. Un séquent I' b« A est prouvable sans coupure dans LK si et seulement si
[ A est prouvable dans LK.

A partir de ce théoréme, puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de sous-formules pour une
formule, et qu’un séquent de LK” posséde un nombre fini de formules, il n’y a qu’un nombre
fini de séquents de sous-formules pour un séquent donné de LK"”. Les arbres de preuve (sans
coupure) non redondants (tels que si un méme séquent apparait deux fois dans la méme
branche, la partie qu’il y a entre les deux est supprimée) sont alors en nombre fini et il suffit
de regarder si I’'un d’entre eux est une preuve pour décider si un séquent est prouvable dans
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- AX/I
F, A }—LK” A, A
F, B, A |_LK” A I‘, A, B I_LK” A ]__‘ I—LK" A, A F l_LK” B, A
LAY LAg RA"
1 2
F,A/\B I—LK"A F,A/\B |_LK”A P’_LK” A/\B,A
P, A |_LK” A F, B |_LK” A F }_LK" A, B, A P I_LK" B, A, A
Lv" RV/ RVY
F,AVB !_LK”A PI—LKH AVB,A F}_LKNAVB,A

TAB. 1.5 — Régles de LK”

LK” [52]. Et donc, il est également décidable de dire si I' - A est un théoréme de LK sans
coupure.

La regle Cut présente donc un sérieux désavantage, qui demande 1’invention ex nihilo
d’une formule A. Mais que devient le systéme sans cette régle ? Peut-on produire plus ou
moins de théoremes ?

La réponse a cette question consiste en une des propriétés essentielles d’une logique :
Uélimination des coupures. Dans un calcul pourvu de cette propriété, toute preuve d’un sé-
quent utilisant la regle Cut peut se réécrire en une preuve sans régle Cut (cut-free).

Théoréme 2 (Gentzen, 1935). La regle Cut est redondante dans le calcul des séquents
classiques.

Différentes preuves existent. On peut en trouver par exemple dans [48, 57, 69] pour des
approches variées.

D’apres ce théoreéme, s’il existe une preuve d’un séquent I' - ¢ A, il en existe une preuve
sans coupure. Or il est décidable de dire s’il existe une preuve sans coupure, donc LK est
décidable.

Théoréme 3 (Girard). Il y a un algorithme transformant toute preuve d’un séquent - T de
la logique linéaire en une preuve sans Cut du méme séquent.

On trouvera une preuve de ce théoréme par exemple dans [55].

Outre son importance pour la recherche automatique de preuve, on verra par la suite
(section 3.2) que dans I’isomorphisme de Curry-Howard [65] entre preuve et A-calcul, 1’éli-
mination des coupures joue le rdle important de contrepartie a la S-réduction.

Néanmoins nous ne développerons pas les preuves d’élimination des coupures pour le
calcul des séquents, préférant les développer dans le cas d’une syntaxe de la logique linéaire
non plus sous forme de séquents, mais sous forme de réseaux. Cette syntaxe, que nous pré-
sentons maintenant, est celle que nous utiliserons pour nos travaux de modélisation.

1.3 Recherche de preuve et complexité

Lorsque I’on parle de recherche de preuve, il faut bien distinguer la vérification de la
recherche de preuve. Dans le premier cas, cela peut étre tres rapide (il suffit de vérifier que
I’arbre de démonstration a bien des régles valides, ou bien dans le cas des réseaux de vérifier
un critére de correction. Dans ce dernier cas, cela peut étre quadratique, voire linéaire [60]).
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La recherche proprement dite, elle, requiert en plus la construction de 1’arbre (ou du ré-
seau) et est donc en général plus difficile. Dans le cas multiplicatif, par exemple, le probleme
est NP-complet. Le tableau 1.6 (tiré de [99]) résume la complexité pour différents fragments.

connecteurs du fragment | complexité du fragment
e &b 7 indécidable [99]
@ &b PSpace-complet [99]
Q' 1? inconnu

046 NP-complet [76]

TAB. 1.6 — Complexités des fragments de la logique linéaire

A noter que pour les fragments intuitionnistes implicatifs cycliques [164] respectivement
associatifs et non associatifs de la logique linéaire, qui correspondent au calcul de Lambek
associatif et non associatif, la complexité est respectivement inconnue et PTime [32].
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Les réseaux de preuve de la logique
linéaire

Le rdle important de la preuve et de la recherche de preuve dans I’utilisation des gram-
maires de types logiques nous ameéne a considérer ce qui peut différencier deux preuves. En
effet, comme le montre la section 3.2, il existe une maniére de calculer la sémantique8 d’une
phrase a partir de la preuve de sa correction. Du nombre de preuves dépend donc le nombre
de sens possibles de la phrase, c’est-a-dire son ambiguité.

Le calcul de la sémantique se base sur la structure de la preuve, mais deux différences
structurelles, si elles sont inessentielles, peuvent conduire 2 une seule et méme sémantique.
Ainsi du séquent - (A ® B) ® C) ® D, AbeC+, BL2 D+ peut-on avoir les preuves sui-
vantes :

FA A FB,Bt
FA® B, Al Bt ® FC,ct
F(A® B)® C,A*+,C+, Bt ® + D, D*
F ((A® B) ® C) ® D, AL, Cc+, B+, D*
F((A® B)® C)® D, AsC+, B+ Dt ®
F((A® B)® C) ® D, AteCt, Bte D+ ¥

® (2.1)

FA A +B,Bt
FAQB,A+, Bt ® FC, ot
F(A® B) ® C, A+, C+, B* ® - D, D+
F((A® B)® C)® D, AL, ct, B+ D+
F(A®B)®C)® D, AL, Cc+ BLeD+ ¥
F((A® B)® C) ® D, A»9C+, BbeD*+ ®

® (2.2)

80n différencie bien entendu la sémantique (le modele) associée au calcul de la sémantique d’une phrase
de la langue naturelle. Nous parlons ici de cette derniére.

33
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-A,At FB,B*
- A® B, A+, B+ ® FC,ct
-(A® B)®C, AL, Ct, Bt
F(A® B)® C, At9C+, Bt N + D, D+
F((A® B) ® C) ® D, AbeCt, B+, D+
F((A® B)® C) ® D, AteCt, BLe D+ ¥

(2.3)

On remarque que ces trois preuves ne different que par 1’ordre d’introduction des connec-
teurs et que seule la linéarité de la syntaxe choisie contraint ce dernier. Si les preuves repré-
sentent, comme on I’a vu au chapitre précédent, des analyses d’expressions, cela signifie
qu’une expression admet plusieurs analyses. Cela peut étre justifié, notamment dans le cas
ou I’expression est ambigué. Si les différences entre les preuves sont inessentielles, elles
donnent naissance a des ambiguités dites fallacieuses (ou spurious ambiguities). En outre ces
ambiguités augmentent énormément et inutilement la complexité du probléme de recherche
de preuve.

Par contre, un méme séquent - AL ® B, B® Bt, (B+ ® B)®(B%B) peut avoir deux
preuves :

FA At By, Bt
®
A, At ® By, Bf: - By, By
1 L L ® L
A, A~ ® By, B ® By, B; + Bs, Bs
- A, A* ® B, Bi- ® By, By ® B3, By
- At ® By, Bi* ® By, By ® B3, B9 A
L 1 1 L £
F At ® By, B ® By, (By ® B3)9(B39A)

(2.4)

- By,Bf: F By, By
1 1 ® 4
I_B]_,Bl ®BQ,B2 I_A,A
1 1 4 ® L
- A, At ® By, Bf ® B,, B; + Bs, B;
- A, A* ® By, B} ® By, By ® Bs, By
- At ® By, By ® Bs, Bff ® By, B9 A
e
- AL ® By, By ® Bs, (Bi ® By)9(By2A)

(2.5)

qui different de maniére plus essentielle : dans 1’une des preuves, Bs et B; appartiennent a
des sous-formules d’une méme formule, mais pas dans 1’autre preuve. La deuxiéme preuve
déconnecte ces deux conclusions de 1’axiome.

Pour obvier & ce probleme, [51] propose une autre syntaxe pour la logique linéaire.
Cette syntaxe, née de la volonté d’avoir une « déduction naturelle » pour la logique linéaire,
conserve toutefois d’importantes propriétés de symétrie — contrairement a la déduction na-
turelle (voir section 3.2.1) qui n’autorise qu’une seule formule a droite du séquent.
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Deux éléments guident cette syntaxe : le premier est de marquer les atomes duaux, reliés
entre eux par un lien axiome. Le deuxiéme est d’isoler, pour chaque régle utilisée dans une
preuve, la nouvelle formule. Les trois premiéres preuves du méme séquent

F((A® B)® C) ® D, A9C+, BeD*

montrent que s’il est nécessaire d’avoir déja construit la formule (A® B) ® C pour construire
((A® B)®C)® D ou AL2C*, ces deux formules peuvent étre construites indépendamment
I’'une de I’autre, parallelement. On extrait en quelque sorte des preuves séquentielles un
graphe de dépendance entre les formules (qui revient finalement a 1’arbre syntaxique de la
formule méme), auquel on ajoute les liens axiomes.

Ainsi, les trois premiéres preuves permettent de construire le graphe de la figure 2.1,
alors que les deux suivantes ameénent a la construction des deux réseaux de la figure 2.2.

1!1 B |
A®B C l
(A®B)®C D At ct B+ Dt
(A®B)®C)® D Atwct BlpDt

FIG. 2.1 — Un réseau pour trois preuves de - ((A ® B) ® C) ® D, AbeC+L, BLe Dt

— By B Bs- Jl
2 3 3
At B Bt B; Bt ®B BlwgA
At®B B-®B (B ® Byg(B*pA)
| |
|
Bi-+ B By A
At B B B; Bt ®B BlwA
A*®B Bt®B (B+ ® By®(B12A)

FIG. 2.2 — Deux réseaux pour deux preuves de - A+ ® B, B® B, (B! ® B)9(B+%B)

2.1 La syntaxe

Différentes syntaxes ont évolué a partir de la premiere, définie par [S1]. On notera en
particulier celles de [29, 131, 133, 60]. Parce qu’elle permet de traiter plus facilement les
cas non commutatifs, en particulier celui correspondant au calcul de Lambek (voir [6]) ou
s’étend a pomset logic [131, 135], nous avons choisi la présentation de [133, 136]. Méme si
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des réseaux ont été proposés pour les connecteurs additifs [51], nous nous limiterons dans la
suite aux connecteurs multiplicatifs et nous travaillerons dans le fragment multiplicatif de la
logique linéaire (MLL), quelquefois augmenté des exponentiels.

Toutes ces syntaxes ont en commun d’étre graphiques. C’est-a-dire que chaque preuve ne
se représente plus comme dans le calcul des séquents par un arbre mais par une autre forme
graphique (appelée généralement structure de preuve ou préréseau). Comme pour les arbres
de preuve dont seuls quelques-uns, parmi tous les arbres possibles dont les noeuds sont des
régles, correspondent a des preuves, parmi toutes les structures de preuve possibles, seules
quelques-unes correspondent a des preuves : les réseaux de preuve. Elles se caractérisent par
une propriété particuliére (dépendante de la représentation choisie) appelée critére de cor-
rection. Cette propriété permet de traiter des réseaux de maniére intrinséque, sans revenir au
calcul des séquents. Néanmoins, pour s’assurer que 1’on continue a parler de la méme chose,
chaque représentation possible doit établir deux propriétés particulierement importantes : la
premiére, facile en général, est de montrer que chaque preuve dans le calcul des séquents
peut se traduire sous forme de réseau de preuve, c’est-a-dire de structure de preuve vérifiant
le critére de correction. La seconde, appelée séquentialisation montre a I’inverse qu’a tout
réseau de preuve correspond une preuve du calcul des séquents.

Nous allons donc, apres avoir défini notre choix pour la représentation graphique et le
critére de correction, montrer chacune de ces propriétés. En particulier, nous commengons
par présenter le formalisme de représentation des réseaux : les R&B-graphes.

2.1.1 Graphes

Nous suivons la définition de [136] des réseaux comme R&B-graphes, en I’adaptant tou-
tefois pour tenir compte des exponentiels. Une conséquence est que les propriétés montrées
sur les R&B-graphes et les réseaux pour le fragment multiplicatif sont reprises de [136] et
légerement modifiées. Par contre, & partir du moment ou I’on considére les axiomes propres,
I’utilisation des boites dans les R&B-graphes ou les exponentiels sans boites, les démonstra-
tions sont ndtres. Nous considérons le calcul sans mix, c’est-a-dire que nous ne considérons
que des graphes connexes. Donnons maintenant la terminologie précise.

Définition 1. Un graphe G = (V, E) est défini par :

— V un ensemble fini de sommets ;

— F C V x V un multi-ensemble d’arétes. Une aréte se note zy, avec un indice s’il y a
plusieurs arétes y, et les paires ne sont pas ordonnées (V(z,y) € V2, zy = yz). G est
simple si F est un ensemble.

Si xy € F on dit que ’aréte zy joint les sommets z et y et qu’elle est incidente a ces
sommets. Ceux-ci sont dits adjacents. De méme, deux arétes partageant un méme sommet
sont dites adjacentes, et indépendantes dans le cas contraire.

Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes qui lui sont incidentes. On dit qu’un som-
met est pendant si son degré est 1.

Soient G et H deux graphes et f : ¢ — H une application bijective sur H. f est
un isomorphisme si elle conserve le nombre d’arétes entre chaque paire de sommets. Deux
graphes sont dits isomorphes s’il existe une telle bijection.
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Remarque. Cette définition autorise les arétes réflexives zz € V x V, contrairement aux
définitions classiques pour les graphes series-paralleles [104].

Notation. Pour un ensemble fini F, | E| est le nombre de ses éléments. L'union disjointe de
deux ensembles F; et F» se note F W Ey, I’union de multi-ensembles se note F; @ Fo.
De plus, pour un graphe G = (V, E) et V' C V, G|y = (V', EN (V' x V')).

Définition 2. Un chemin c de longueur n est une suite ¢ = x1%s - - * Tpy1 de sommets (les
;) et d’arétes (les z;x;11) telles que Vi € [1,n], ;241 € E. On note :

— ¢ le chemin vide ;

- e=Ur" i}

—Cly=T1 T ;

— g =1Ti  Tny1

e =g cm s

— © la concaténation de chemins : sic; = X1+ %, € 2 = Tp - Tpiy sont deux

chemins, alors ¢c; ©® ¢ = &1+ * * TpTpt1 * * * Tptan €5t UN chemin.
Un sous-chemin ¢’ de ¢ est un chemin tel qu’il existe ¢; et ¢; chemins avecc=c¢; ® ¢ ® ¢y
(c; et ¢y sont aussi des sous-chemins).

Si les sommets sont deux a deux distincts, le chemin est élémentaire. 11 est simple s’il
n’existe pas i7#j tels que z; = z; et ;41 = x;11. Par contre, on peut avoir z; = x4 et
Ti+1 = Tj.

Un cycle est un chemin dont la longueur est au moins 2 et dont le premier et le dernier
sommet sont les mémes. Si tous les sommets sont deux & deux distincts, exceptés le premier
et le dernier, le cycle est élémentaire.

Définition 3. Soit G = (V, E) et H = (V', E') deux graphes. H est un sous-graphe de G si
VICVetE CE.

Si H est un sous-graphe de G tel que V(z,y) € V%, 2y € E = zy € E' alors H est un
sous-graphe induit de G.

S’il existe un chemin entre toute paire de sommets, le graphe est connexe. Les sous-
graphes connexes maximaux induits de G sont appelés ses composantes connexes. Une aréte
xy est un isthme si G' = (V, E\{zy}) a plus de composantes connexes que G. Un ensemble

d’arétes A = {ay,...,a,} est un ensemble scindant si G' = (V, E\ A) a plus de compo-

santes connexes que G.

Exemple. - @ @ est sous-graphe de @——@ mais n’est pas sous-graphe in-
duit.

- @—@ est sous-graphe induit de @——@ @

Définition 4. Soit G = (V, F) un graphe et B C E tel que les arétes de B ne soient pas
deux a deux adjacentes. B est appelé couplage. 1l est parfait si tout sommet de G est incident
a une aréte de B.

Dans un graphe G = (V, E) et un couplage B, un chemin p est alternant si les arétes de
p sont alternativement dans B et dans £\ B.

On note :

— &-chemin un chemin alternant élémentaire |

— &-boucle un cycle alternant élémentaire de longueur impaire (la premiere aréte et la

derniére sont toutes les deux dans E'\ B puisque B est un couplage) ;
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— &-cycle un cycle alternant élémentaire de longueur paire (la premicre et la derniere
aréte n’appartiennent pas toutes les deux a £\ B).
Aucun de ces chemins ou cycles ne peut emprunter une aréte réflexive car ils sont élémen-
taires.

Exemple 1. Dans ces exemples, en anticipant sur ce qui suit, les arétes de B sont dessinées
en bleu ou en trait épais, les arétes de I en rouge ou en trait fin, et les arétes rouges et bleues
R U B représentent toutes les arétes F des graphes.

(a) B est un couplage, mais (b) B est un couplage par- (c) B n’est pas est un cou-
il n’est pas parfait fait plage ‘

F1G. 2.3 — Exemples de graphes et de couplages

2.1.2 R&B-graphes -

Définition 5. Un R&B-graphe G = (V; B, R) se définit par la donnée de deux graphes
simples Gg = (V,R) et Gg = (V, B) tels que B est un couplage parfait du graphe sous-
jacent G = (V, B @ R) et R ne contient aucune aréte réflexive. Il est simple ou connexe si G
I’est. On parle de R et de B comme des couleurs (rouge et bleu) du graphe.

Définition 6 (Jonction). Soient Gy = (Vi; By, Ry) et Go = (Va; B, Ry) deux R&B-graphes
disjoints, z; et zo deux nouveaux sommets, V) un sous-ensemble non vide de V; et V4 un
sous-ensemble non vide de V, (sauf si Gy = Gy). L’ opération de jonction entre G et G
permet d’obtenir un nouveau R&B-graphe G défini par :

G = (ViU{.’L‘l}UVQU{LL’Q};BlLJBQU{.’IJlZEz},R1U{’U1IE1|'U1 & V{}URQU{'UQLL‘Q’UQ € ‘/2,})

G1 G

T1 &

vi e v

Définition 7. 1’ensemble R&B*est le plus petit ensemble de R&B-graphes qui contient le
graphe vide Gy = (0;0,0) et tous les R&B-graphes a une aréte (G = ({=,y}; zy, D)) clos
sous I’opération de jonction.



2.2. Structures de preuve et réseaux 39

L’intérét des R&B-graphes de cette classe est de pouvoir étre partagés en deux en coupant
une aréte bleue, un isthme pour ces graphes. Cette propriété est utilisée dans les preuves de
séquentialisation pour réduire la taille des graphes considérés et procéder par récurrence.

Définition 8. Soient G = (V; B, R) un R&B-graphe simple et [ une @&-boucle d’origine
T = xg = Top+1. Contracter laboucle | = zxy25 - - - 22,2, c’est identifier tous ses sommets
& z et supprimer les éventuels arcs zz pour obtenir le graphe G’ = (V'; B', R') tel que :

- V' =V\U {=:} ;

— B' = B\ U} {z9;—1%2} ;

— R' = R|y» U {zy|y#z and 3 € [1,2n] z;y € R}.

Lemme 4 ([136]). Soit G' = (V'; B, R') obtenu a partir du R&B-graphe G = (V; B, R)
en contractant une a@-boucle sur x. Alors :

1. G' est un R&B-graphe (et B' est un couplage parfait) ;
2. si G' n’est pas simple alors G admet un ge-cycle passant par x ;

3. s’il existe un ae-chemin entre deux sommets de G' alors il en existe un dans G avec
des arétes de mémes couleurs aux extrémités ;

4. si G ne contient pas de ae-cycle, G' non plus ;
5. siune aréte vivy de B est un isthme de G', alors viv, est un isthme de G.

Théoréme 5. Soient G = (V; B, R) un R&B-graphe simple et x € V. Il existe un ae-chemin
de x a un 8e-cycle, a un isthme dans B ou a une aréte réflexive de B.

Démonstration. La démonstration s’adapte directement de [136] en ajoutant comme condi-
tion d’arrét & la construction du chemin le fait d’utiliser une aréte réflexive. |

Corollaire 6. Si G n’a ni &-cycle ni B-aréte réflexive, alors il existe un isthme dans B.

Théoréme 7 ([136]). Pour un R&B-graphe G = (V; B, R) simple sans B-aréte réflexive,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. G € R&B" ;
2. iln’yapasd ’ae—cyéle dans G ;
3. B est l’'unique couplage parfait du graphe sous-jacent G.

2.2 Structures de preuve et réseaux

Maintenant que nous avons défini les R&B-graphes, nous pouvons les utiliser dans la
définition des structures de preuve. La grammaire des formules, a partir des variables propo-
sitionnelles de P, est :

Fres 1= pllefRés)?FRés'FRés ® Fres

Définition 9. Nous appelons liens les graphes (aux sommets étiquetés) définis dans le ta-
bleau 2.1.

Définition 10. Le R&B-arbre T'(C) d’une formule C, ou d’une coupure entre les formules
C et C*, se définit inductivement comme indiqué dans le tableau 2.2.
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Lien axiome par tenseur | cut ou coupure
Prémisses Aucune AetB | AetB Aet A+
A Bl A B
Graphes AL lat Ao oAt
A9B A®B
Conclusions | Aet AL (AeP)| A9B | A®B Aucune

TAB. 2.1 — Les liens

Formule C pePUPE A®B coupure entre A et A

R&B-arbreT'(C') @ o

A®B

Hauteur h(7'(C) 0 max(h(T(A)), (T(B))) + 1 | max(h(T(A)), h(T(B))) +1 hT(A)) + 1

TAB. 2.2 — R&B-arbres

Définition 11. Une structure de preuve, ou préréseau, est un R&B-graphe tel qu’il existe
une partition des arétes dont chacune des parties (avec ses sommets incidents) est isomorphe
aun lien du tableau 2.1, les étiquettes des sommets s’unifiant.

Les sommets de degré 1 sont les conclusions du préréseau.

On peut définir de maniére équivalente les préréseaux comme des R&B-arbres de for-
mules C; a C,, avec des arétes de B entre chaque couple d’atomes duaux.

Définition 12. Les réseaux de preuve sont les préréseaux qui ne contiennent pas d’a-cycle
et pour lesquels, pour tout couple de sommets, il existe un ee-cheémin entre ces sommets.

La figure 2.4 donne deux exemples de préréseaux dont seul le second est un réseau. En
effet, la premigre figure posséde un a&e-cycle A, AL, B+, B, A.

A L A +
BB B B
A®B At @ Bt A9B At ® Bt
(a) Prérésean qui n’est pas (b) Préréseau qui est un ré-
un réseau seau

FI1G. 2.4 — Exemples de préréseaux
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2.2.1 Des séquents aux réseaux

Soit une preuve (- [A]T") du séquent I' de MLL. On construit inductivement le préré-
seau I de la mani€re suivante :

Sim(k[J4,AY) =TT AX alors p(r) =TT =A & B4+
. m (- [A]T, A, B, T)
Siw(F [A]L, AeB,IV) = g alors
- [A]L, A B, T
opm)
p(m) =1 = A B
ASB
mi(F [AD, A)  mo(F [As]B, T
Si7(F [Ar, AT, A® B,T") = A0 A) e [AdB T
F A1, AT, A® B, T
L opm) i pm)
plm)y =M = A B
A®B
- [AT, A F[Ag]AL, T
Si (- [Al,AQ,A]n,PQ):M( A]T1,4) malt [Ad 2)®a10rs
[ [ADAQ;A]Fl)FZ
om—t= LT Am)
A AL

Proposition 8 ([136]). Pour toute preuve =, le préréseau p(m) construit inductivement est
un réseau.

Nous constatons que la preuve

Ax
F A, AL + B, Bt
+A At@ BL,B
L J_?
- A9B,A*®B

permet la construction du réseau de la figure 2.4(b), par contre, aucune preuve ne correspond
au préréseau de la figure 2.4(a) : d’une part d’apres la propriété 8 il ne contiendrait pas d’ae-
cycle, d’autre part - A ® B, At ® Bt n’est effectivement pas prouvable dans le calcul des
séquents.

2.2.2 Des réseaux aux séquents

Nous avons montré comment passer des séquents aux réseaux. La question se pose alors
de savoir si tout travail sur les réseaux correspond a un travail sur les preuves. En d’autres
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termes, tous les réseaux correspondent-ils A des preuves ou bien y en a-t-il qui n’ont pas de
sens dans le calcul des séquents. Le théoreme 9 apporte la réponse.

Théoreéme 9 (Séquentialisation [136]). Soit I1 un réseau de preuve avec la conclusion T et
des coupures sur les formules de A. Alors il existe une preuve p*(I1) = n(- [A]T') dans le
calcul des séquents de MLL.

Ainsi, & partir d’un préréseau, le critére de correction nous permet (suivant s’il est vérifié
ou non) d’affirmer de maniére intrinséque que 1’on manipule des conclusions prouvables ou
non dans le calcul des séquents, sans avoir besoin de se référer encore a ce calcul.

2.3 L’élimination des coupures

Puisque nous avons désormais un moyen de manipuler des preuves sans se préoccuper de
leur représentation sous forme de séquent, il faut s’assurer que cette représentation posseéde
toujours, et de maniere intrinseque, la propriété d’élimination des coupures.

En effet, en se placant dans 1’optique de recherche de preuve (qui devient une construc-
tion de réseau), le lien cut reste un probleme : comment identifier les formules auxquelles
I’appliquer ? Nous allons voir que les réseaux posseédent également la propriété d’élimina-
tion des coupures et que celle-ci se présente comme une simple réécriture de graphe, qui plus
est, locale. On distingue deux cas : la coupure se fait entre deux liens axiomes ou entre un
tenseur et un par. Les réécritures sont illustrées dans le tableau 2.3.

Redex Réduit

Avec un axiome (wii (B I n
(AX/?) A A A A: (B™)

Entre par et tenseur
(Par/Tenseur)

TAB. 2.3 - Elimination des coupures

Proposition 10. Chacune des étapes élémentaires AX/ ? et Pat/TS conserve I’absence d’ ae-
cycle.

Définition 13 (Confluence et forte normalisation). Une opération de réduction, dans notre
cas I’élimination des coupures, est dite confluente si chaque fois qu’un élément, ici un réseau,
IT se réduit en deux éléments 11 et Il (par exemple s’il y a plusieurs coupures dans II), il
existe un élément I1' tel que I1; et I, se réduisent en IT'.

Une opération de réduction est dite fortement normalisable si toute suite de réduction a
partir d’un élément est finie.
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Théoreme 11 ([131]). L’élimination des coupures sur les réseaux est confluente et forte-
ment normalisable.

2.4 Les modalités

Nous n’avons pour I’instant évoqué les réseaux de preuve que pour un type de connec-
teurs, les multiplicatifs. Outre ceux-13, nous utilisons dans notre modélisation les exponen-
tiels (afin de retrouver la puissance non seulement du A-calcul linéaire mais aussi tout le
A-calcul typé, voir chapitre 3.2). Conserver les outils des réseaux et leurs propriétés néces-
site alors de les étendre a ces connecteurs ; cela fait I’objet de cette partie.

Avant de montrer comment ajouter ces connecteurs a la syntaxe des réseaux, rappelons
leurs regles d’introduction dans le calcul des séquents :

FIT,A AT FT F?A,7AT
! d? w?
F0,IA F?A,T F?A, T F?A, T

On remarque que, parmi ces régles, deux donnent un rle particulier au contexte : la regle!,
qui demande que chaque formule du contexte commence par 7, et la régle d’affaiblissement,
qui lie I’introduction de la formule A au contexte I'.

La difficulté apparait dans la maniere d’exprimer cette dépendance entre formule et
contexte dans une syntaxe — les réseaux — qui jusqu’alors n’exprimait que des dépen-
dances locales. Nous allons voir différents moyens de lever cette difficulté. En particulier,
nous proposons ici une extension originale de la syntaxe choisie, les R&B-graphes, pour
qu’elle tienne désormais compte des exponentiels en gardant un critére local de correction.

2.4.1 Les axiomes propres dans les R&B-graphes

Pour I’instant, nous n’avons considéré que les axiomes de la forme A AL AX En fait,
. . . )
les résultats indiqués jusqu’a présent restent vrais si 1’on autorise des axiomes propres de la
forme AX,
FA,... A,

Avant d’examiner les propriétés sur les réseaux, il nous faut donner une syntaxe pour les
liens axiomes propres et vérifier que le critére de correction a toujours un sens.

Nous rajoutons donc les liens du tableau 2.4. On remarque que 1’axiome habituel peut
aussi se définir ainsi : avec deux arétes bleues et une aréte rouge. Du point de vue des ae-
cycles, rien ne change. Par contre, seule la configuration avec deux conclusions permet de
remplacer chaque chemin rouge-bleu-rouge par une aréte bleue tout en gardant B couplage
parfait.

Les définitions des préréseaux et des réseaux ne changent pas. De plus, on a les propriétés
suivantes :

Proposition 12. Pour toute preuve © du calcul des séquents, le préréseau p(m) construit
inductivement est un réseau.

Démonstration. Par rapport a la proposition 8, on ajoute a la définition de construction in-
ductive :
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Lien axiome propre (n = 1) | axiome propre (n > 2)
Prémisses Aucune Aucune
Graphe O g@i
Al Al A2 A3 An
Conclusions Ay A, .. A,

TAB. 2.4 — Liens pour les axiomes propres

AX_alors p() :Q

- sim(- J4) = "

—sin( A An) = PX alors p(nr) = 8 i i """"" 5.

. . , l—Ali','"A" Ay A Az | Ay
Par induction, p(7) est bien un préréseau et aucune des constructions n’introduit d’ee-cycle
dans le nouveau préréseau. De plus, entre deux sommets, il existe toujours un &&-chemin. [

Lemme 13. Dans un réseau, I’une au moins des deux composantes connexes d’arétes de R,
situées a chacun des sommets d’un B-isthme xy qui n’est pas pendant est un lien tenseur ou
un lien cut. De plus, si l'isthme est un lien axiome, il est prémisse de deux liens qui ne sont
pas des par.

Démonstration. Soit II le réseau. Aucune des deux composantes connexes rouges n’est vide
(sinon I’isthme serait pendant). Supposons alors que les deux soient des liens par. Alors
I’isthme est prémisse d’au moins un des liens. On appelle alors zy ce sommet (sans res-
treindre la généralité, on suppose que z = xy), 2 celui correspondant a I’autre prémisse, ¢
le sommet tel que zoz; € R et 24 celui de la conclusion (donc x5 € B). Par hypothese
(définition d’un réseau), il existe un @&-chemin p de x4 & z. Il passe nécessairement par x,
et zo puisque zy est un isthme et zox12 est un chemin de z a z. S’il en existait un passant
par y, cela contredirait le fait que zy est un isthme. Et p = (zoz1) © (2122 - - - 2,2). Alors
Ty TpR%1 est un &-cycle, ce qui contredit que II est un réseaun. Par ’absurde, I’un des
deux liens n’est pas un par.

Si I’isthme est un lien axiome, ses deux sommets sont prémisses et le raisonnement ci-

dessus s’applique pour chacune des composantes connexes. O

Lemme 14. Soit II = (V; B, R) un réseau de preuve etII' = (V'; B, R) o si S = {z €
V' =V\S

Vl]zz € B}, ona : B' = B\{zz|z € S} (I est I1 & qui I’on a supprimé tous

R = R\{zy|z € S etzy € R}
les sommets incidents a une aréte réflexive). Alors tout B-isthme de 1!, R&B-graphe, est
également B-isthme de 11,

Démonstration. Soient zpz; € B isthme de I1' et z € S. Pour montrer que 22, est aussi un
isthme de I, il suffit de montrer qu’il n’existe pas de chemin élémentaire de z, a 2; passant
par z dans II (et donc utilisant deux arétes rouges adjacentes en ) .
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Par définition des réseaux, zz € B est un axiome propre a une conclusion, et ne peut
qu’étre prémisse d’un lien par, tenseur ou cut :
— si c’est un lien cut ou un lien par, alors il existe un unique y € V tel que zy € R, et
donc il n’existe pas de chemin élémentaire de 2, & z; passant par  dans II ;
— si c’est un lien tenseur, alors il existe y et ¢/, y#y' et zy,xy’ € R.Oryy' € Rety,y’ €
V. Supposons donc qu’il existe un chemin élémentaire ¢ de 2z a z; passant par z.
Puisque les seules arétes de R incidentes & x sont zy et 2y, alors ¢ = apO(yzy' ) Oay 2
(ou bien avec y et 3y’ dans I’autre sens). Alors iy ® (yy') @ o) est également un chemin
élémentaire de zq 2 21, ce qui contredit que zg2; est un isthme de II'.
Donc il n’existe pas de chemin élémentaire de 2 & z; passant par z et 292 également isthme
de II. Ceci est vrai pour tout isthme de IT'. ]

Bien entendu, la propriété importante 1a encore est celle énoncée par le théoréme sui-
vant :

Théoréeme 15 (Séquentialisation). Soit I un réseau de preuve avec la conclusion I et des
coupures sur les formules de A. Alors il existe une preuve p*(I1) = 7(- [A]L') dans le calcul
des séquents de MLL enrichi des axiomes propres.

Démonstration. On montre ce théoréme par récurrence sur le nombre d’arétes de B. S’iln’y

en a qu'une, c’est un lien axiome et p*(I1) = EA AL AX, ou bien, dans le cas d’un axiome
b

propre, p*(I1) = T AX
Supposons maintenant un nombre quelconque d’arétes de B. Si ’'une des conclusions
est un lien A’9 B, en supprimant ce lien, on obtient un réseau I’ avec moins d’arétes bleues

que II. On peut donc appliquer 1’hypothése de récurrence a I1' pour trouver p(I1') et alors
P ppig p

. ‘ p"(II'(F [A]T, A, B))
p'(II(- [AIF, A% ) =
F[A]L, AB

Supposons maintenant qu’aucune des conclusions ne soit un lien ’¢. On construit II~ a
partir de II en supprimant tous les sommets auxquels des arétes pendantes (nécessairement
de B) sont incidentes. II~ est connexe.

Si II~ est vide, comme toute conclusion d’axiome propre (avec n > 2) qui n’est pas
pendante n’est pas supprimée et que puisque II est connexe, une B-aréte réflexive n’est
jamais pendante, cela signifie que I’on a : un seul axiome propre, sans autre lien, ou des
axiomes logiques dont une conclusion est pendante. Dans ce dernier cas, tout R&B-arbre
doit &tre de hauteur maximale 1 pour que chacun de ses sommets soit supprimé. Donc II,
connexe, est constitué de deux liens axiomes logiques reliés par un lien tenseur ou un lien
coupure.

I—A,ALAX + B,Bt Ax

@ » avec éven-
T

Si ¢’est un lien tenseur alors p*(II(F [|I')) =

tuellement A = B.

— Ax _—
Si c’est un lien coupure alors p*(TI(- [A]4, A1) = - A A HA A
- [A]A, AL
Si II™ n’est pas vide, il n’a plus d’arétes de B pendantes mais il n’a toujours pas d’ee-
cycle. On définit II™~ en supprimant tous les sommets z tels que xx € B. Si I~ est vide, il

Cut
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n’y avait que des axiomes propres a une conclusion et la séquentialisation est claire. Si II7~
n’est pas vide, le corollaire 6 du théoreme 5 s’applique toujours et il existe une aréte de B
isthme de I1™~, et donc isthme de I1~ (d’apres le lemme 14), et donc isthme de II.

On a alors plusieurs cas :

1. cette aréte est celle d’un lien axiome A, A*. Ce lien ne peut pas étre pendant (toutes les
arétes pendantes ont été supprimées) et la premiere reégle qui lui est appliquée ne peut
pas étre un ’g d’apres le lemme 13. Soient alors V; et V5, contenant respectivement A et
A, les ensembles des sommets des deux graphes obtenus en supprimant 1’isthme de I1
etll; = (VlU{A(_)LL B]VlU{A, A(_)L}) R|V1) etlly = (VQU{AO}; Bleu{A_L, AO}’ RIV2)-
Ce sont bien deux réseaux de preuve de conclusions respectives - [A;]T, Af et
[Ag]Ta, Ay (voir les figures 2.5). Or chacun a strictement moins d’arétes de B que
I1. En appliquant I’hypothese de récurrence, on obtient deux preuves m = p*(Il;) et
7y = p*(Il). En particulier, 7o est de la forme :

./ ! 1 AX
- [AQ]F2 F Ap, A
(o]
- [AITY, Ao '

F [Ag]Ts, Ag

avec, sio; = ®, Ay = A etT) = Ay,... , Ay, B Al avec T, = A;,... , A, B. Si
op =Cut, Al = AL Aetl) = Ay,..., A, avec [y, = Ay, ..., A,, A. En remplacant
F Ap, AL dans cette preuve par w1 (- [A1]T1, A7) (le AF prend la place de A+ et
[A]T'; celle de Ap), on obtient :

+ [Alz]rlz 7T1(" [Al]Fla Aé)
|_ [Ala AIZI]Fg) Fl

01

09

= [Ah AQ]F2a Pl

qui est bien une preuve de - [A]I" correspondant a IT(F [A]T).

2. cette aréte est celle d’un axiome propre A;,...A, (et n > 1). Soient alors V; et
Va, contenant respectivement Ay, ... , A,_1, A etAy, les ensembles des sommets des
deux graphes obtenus en supprimant ’isthme de IT (avec A} I'unique sommet inci-
dent a A, grice a une aréte bleue), en rajoutant I’axiome propre A}, ..., AL _,, A, et

H1 = (‘/1 U {AO}, BIV1 U {A:, Ag}, RIVI) et ].__[2 = (‘/2 U {All, e 7A;L—1’ An, }, BIV2 U
{AT A1 < i <n—1YU{A'} A}, Ry, U{A'FA'TI1 < 4,j < n}). Ce sont bien deux
réseaux de preuve de conclusions respectives - [A]T'y, Ag et b [Aq]le, A7, ... Al
(voir les figures 2.6). Or chacun a strictement moins d’arétes de B que 1. En appli-

quant I’hypothése de récurrence, on obtient deux preuves m; = p*(II;) et my = p*(Il2).
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En particulier, 7, est de 1a forme :

FAT, AL A A
[ 2] 2 Lyesr s fin-1 420

F[AZITS, A A

01

n—1

Og

I— [AQ]PQ, A{l’ I v, Afn,—l

avec,sio] = ®, Ay, = Ajetl'y =C,...,Cp,B® Ay avec Iy, = Cy,...,Cp, B.
Siop = Cut, Ay = Ay, A, ety = Cy,...,Cpavec Ty = Cy,...,Cy, AL, En
remplagant - Al, ..., Al _,, A, dans cette preuve par (- [A1]['y, Ag) (le Ap prend

la place de A,, et [A;]T'; celle des A}), on obtient :

F AT, mi(k [Ad]ly, Ao)
- [Al, A'ZI]Fg, Iy

01

Og
= [Al) A2]F2, I

qui est bien une preuve de - [A]T" correspondant a IT(F [A]T).

3. cette aréte est celle d’un lien par. D’apres le lemme 13, elle est prémisse d’un lien qui
ne peut étre que tenseur ou cut (toujours a cause de 1’existence d’un &e-chemin) et on
applique ce qui suit.

4. cette aréte est celle d’un lien tenseur ou cut dont un sommet est étiqueté par la formule
A (soit z 4 I’autre sommet de 1’aréte). On définit de méme que tout a I’heure V; et Vs
les ensembles des sommets des deux graphes obtenus en supprimant I’isthme de 1I
(avec cette fois-ci A dans V3) puis les réseaux II; (F [Aq]Ty, Ao) = (ViU{Ao}, Blw, U
{zado}, RIV1) et (- [A]T2, A7) = (Vi U {4}, Blw, U {445}, R|V2) (voir les
figures 2.7). De méme que précédemment, on obtient deux preuves m; = p*(II;) et
7y = p*(Ily) et dans 7, une feuille - Ag, A. On remplace alors cette feuille par 7;
pour obtenir 7 = p*(II). 7 est de la forme :

5, / —- AX
- [A2]F2 FA, A0 .
AN AE

09

F [Ag)Ty, Af

En remplagant - A, AL dans cette preuve par 71 (- [A1]T'1, Ag) (et le Ag prend la place
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du A), on obtient :

F AT, m(F [A4]Ty, Ag)
F Ay, ASTY, Ty

01

09

F [Al, AQ]FQ, Pl

la preuve 7.

(a) Le réseau 11 (b) Le réseau II; (c) Le réseau 11,

FIG. 2.5 — Séquentialisation si I’isthme est un lien axiome

(a) Le réseau II (b) Le réseau II; (c) Le réseau I

FiG. 2.6 — Séquentialisation si I’isthme est un lien axiome propre

Ce théoréme va nous permettre d’introduire les exponentiels dans la syntaxe des réseaux,
que ce soit a la maniére de [51] avec les boites dans la prochaine section ou sans les boites
dans la section suivante.
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(a) Le réseau II

- — -

(b) Le réseau IT;
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(c) Le réseau I,

F1G. 2.7 — Séquentialisation si I’isthme est une aréte d’un lien tenseur ou coupure

2.4.2 Les boites

Nous présentons ici, aménagé de [51] pour tenir compte des R&B-graphes, 1’utilisation
de boites pour le calcul des réseaux. Le nom de boite [51] vient de I’idée de boites noires
utilisées dans le calcul. Celles-ci n’interagissent avec 1’extérieur que grace a leur interface,
et le contenu reste imperméable & I’environnement.

Nous ajoutons donc a la syntaxe les liens du tableau 2.5.

Lien déréliction | contraction affaiblissement promotion
Prémisses A ?Aet?A Aucune Aucune

A Mg STA|| 1 | & :
Graphe | | ! !
“\SY_____ __/ NY oo . __Y-

? J, {-renog {-ron i

) Ay Ay 7TA; 74, A

) SN 4. A TAr ... TA, 1A

Conclusions 7A 7A Ay, AL TA 7A1,...,74A,,14

TAB. 2.5 — Liens pour les exponentiels

Définition 14. On définit par récurrence sur le nombre d’emboitement les préréseaux :
— chaque boite contient un préréseau ;
— en remplacant chaque boite par un axiome propre de mémes conclusions on a un pré-

réseau.

Définition 15. On définit de mé&me par récurrence les réseaux :
— chaque boite contient un réseau ;

— en remplagant chaque boite par un axiome propre de mémes conclusions on a un réseau
de plus que de boites (c’est-a-dire des préréseaux ne contenant pas d’ae-cycle et pour
lesquels, entre deux sommets quelconques, il existe toujours un &e-chemin).
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Proposition 16. Pour toute preuve 7 du calcul des séquents de MELL, le préréseau p(r)
construit inductivement est un réseau.

Démonstration. C’est la méme que pour la proposition 8, en ajoutant a la définition de
construction inductive :
m (F [A]TT, A)

— siw(F [A]PT,1A) = N !, alors

o o o——
TAp ... TA, 14
: m (- [A]L, A)
- siw( [Al,?A) = ———— d?, alors
[A]l, 74 R
op(m) !
p(r) = A
7
. m (- [A]T)
— sin(+ [A]l,?74) = ———— w7, alors
[AT,7A
: p(m1) i
pr) = \i‘.‘.:.‘.:.i“'
Az A,
O Cr O—
A n A
m(F [A]T, 74, 7A)
- sin(-[A]l,74,74) = !, alors
[AlL,?A
oem)
p(m) = ? 74
7A

O

Théoreme 17 (Séquentialisation). Soit I1 un réseau de preuve avec la conclusion I et des
coupures sur les formules de A. Alors il existe une preuve p*(I1) = n(+ [A]T) dans le calcul
des séquents de MELL.

Démonstration. La preuve de ce théoréme s’obtient aisément a 1’aide des théoremes 9 et 15.
a
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2.4.3 Exponentiels sans boite dans les R&B-graphes

La définition méme des réseaux avec les boites facilite la démonstration du théoréme 17.
Elle fait intervenir, a la différence du cas purement multiplicatif, ’induction, et en fait inter-
nalise la séquentialisation. En effet, la définition méme indique comment chaque réseau est
construit a partir de réseaux plus petits, et donc comment se partage la preuve sous forme de
séquents, et on peut alors considérer que les réseaux n’ont plus une définition intrinseque.
C’est pourquoi différents travaux proposent de supprimer ces boites (tout au moins de les
coder avec un critére de correction ne requérant plus d’induction), tel [88].

Néanmoins, ces derniers se placent dans le cas intuitionniste, avec une représentation des
réseaux tres différente de celle que nous avons adoptée. Aussi proposons-nous dans cette sec-
tion une version des réseaux qui étend celle basée sur les R&B-graphes a la logique linéaire
multiplicative avec les exponentiels sans recours aux boites. Nous définissons une notion de
parenthésage correspondant a celle d’emboitement des liens promotion et affaiblissement.

Les liens

Par rapport aux liens du tableau 2.1 (cas purement multiplicatif), on ajoute les liens du
tableau 2.6. Ceux-ci font apparaitre des arétes en pointillé. L.’ ensemble de ces arétes est noté
O (pour orange), et O C R.

Lien déréliction | contraction | affaiblissement (n > 1) | promotion (n > 0)
Prémisses A 7Aet?A Ay, A, ?A1,...,74,,A
A ? 74| Aipod: o4
Graphe AY NSt
|I\i o NN i§ ,.\\
? ?A Al A2 ceaa n ?A
Conclusions 7A 7A A, AL TA

TAB. 2.6 — Liens pour les exponentiels

Définition 16. Pour un réseau Il = (V; B, R), onappelle P = {zy € R|(3z € Vzz € O)A
(Bz € V(zz € O)A(yz € O))} I’ensemble des parenthéses de I1. (Ce sont les liens rouges
ou orange qui relient prémisses et conclusions des liens affaiblissement ou promotion.)
Pour un lien L et sa composante connexe C}, d’arétes rouges, P, = CNP est ’ensemble
des parentheses de L.
Sur un chemin ¢ = ¢; © (zy) © ¢y, Ty € P estune parenthése ouvrante si y est prémisse
du lien et parenthése fermante si x est prémisse du lien.

Remarque. La définition d’une parenthese est propre au réseau. Sa qualification d’ouvrante
et fermante est relative a la donnée d’un chemin qui I'utilise et au sens dans lequel elle est
utilisée.
Définition 17. Un chemin c est bien parenthésé si :

— cest le chemin vide ;

- ¢ = (zy) © ¢ avec zy € B U (R\P) et ¢ est bien parenthésé ;
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—c¢=(zy) O O (2w) © " etil existe un lien L tel que zy, zw € Py, et xy et zw de sens
opposés (ouvrante-fermante ou fermante-ouvrante), et ¢’ et ¢’ sont bien parenthésés.
Si de plus zy parenthése ouvrante et zw parenthése fermante, c est trés bien parenthésé.

Définition 18. Un chemin ¢ = ...z, simplement bouclé en z; est un chemin simple
alternant tel qu’il existe i < j < k <1 € [1,n]* avec :

- 1y + -+ x; est un &-chemin (éventuellement vide) ;

- I ...Z, est un &-chemin (éventuellement vide) ;

— x; -+ - T est une &e-boucle en z; = xy, ;

— T+ T; = 3+ - - Ty, (nécessairement non vide).
Dans un R&B- graphe on a nécessairement j +3 < k

Un chemin ¢ = ¢; ® - - - ® ¢, est bouclé si chacun des c; est simplement bouclé et pour
tout 4, §, c; et ¢; n’ont aucun sommet commun, sauf si j = ¢+ 1 auquel cas ils ont de commun
le dernier sommet de ¢; et le premier sommet de c; 1. On dit que ¢ a n boucles.

Définition 19 (Chemin simple alternant (semi)-maximal). Soit ¢ = z; - - - 2, un chemin
simple alternant. Si z; et x,, sont pendants, alors ¢ est un chemin simple alternant maximal
(sam-chemin). Si z; = z, (méme non pendants), alors ¢ est un chemin simple alternant
semi-maximal. Un chemin peut &tre & la fois maximal et semi-maximal si ; = z, est
pendant.

Définition 20. Une structure de preuve, ou préréseau, est un R&B-graphe tel qu’il existe
une partition des arétes dont chacune des parties (avec ses sommets incidents) est isomorphe
a un lien des tableaux 2.1 et 2.6, les labels des sommets s’unifiant.

Définition 21. Les réseaux de preuve sont les préréseaux qui ne contiennent pas d’ge-cycle
et pour lesquels, pour tout couple de sommets, il existe un &-chemin entre ces sommets et
dont les chemins simples alternants semi-maximaux sont bien parenthésés et les chemins
simples alternants maximaux sont trés bien parenthésés.

Proposition 18. Dans un réseau, sur un a8-chemin c qui utilise au moins deux arétes de
‘P, deux telles arétes apparaissant consécutivement dans c sont respectivement ouvrante et
Jfermante.

Démonstration. Dans chacun des autres cas (parenth¢éses ouvrante puis ouvrante, paren-
theses fermante puis fermante, ou parenthéses fermante puis ouvrante), on peut construire
un a&e-cycle. 0

Corollaire 19. Dans un réseau, étant donné un lien L, un a8-chemin emprunte au plus deux
arétes de Pr. De plus, elles sont dans I’ordre ouvrante et fermante.

Lemme 20 (La croisée des chemins). Soit ¢ = z1---z, (n > 3) un &-chemin dans un
préréseau tel que r,z1 € BU R. Alors b = x1 -+ x,%1 est soit un a-cycle soit une ae-
boucle en x;.

Démonstration. Procédons par exhaustion des cas : tout d’abord, (z1%9, Tn—1%1)¢B X B
sinon B n’est pas un couplage.

1. z129 € Ret z,21 € R (voir figure 2.8(a)). Alors on a une @&-boucle en z; ;
2. T1x9 € Retz,z, € B (voir figure 2.8(b)). Alors on a un &e-cycle ;
3. 2129 € Betxz,r; € R. Idem.
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(a) Deux arétes rouges adjacentes (b) Une aréte rouge et une aréte bleue
adjacentes '

FIG. 2.8 — Recroquevillage d’un ge-chemin

d

Corollaire 21. Dans un réseau, puisqu’il n’y a pas d’ae-cycle, tout ae-chemin qui se pro-
longe pour ne plus étre élémentaire donne naissance a une a-boucle bien parenthésée.

Définition 22. Soit ¢ = z; - - - z,,, un @&@-chemin. On apelle extension maximale de c le a-
chemin
x]. .. xmxm_"_l ERr mn

tel que I’on ait I’un ou 1’autre des cas :
- z, est pendant ;
— ilexiste i € [1,n — 1] tel que T,_17, € B et T,x; € R. z; est le sommet de confluence
de cette extension.
Une extension maximale existe toujours, mais n’est en général pas unique.

Lemme 22. Dans un réseau, soit ¢ = x1 -+ - T, un 8-chemin tel que x,s0it pendant et x,,
conclusion d’un lien affaiblissement ou promotion L. Alors c n’emprunte aucune ou exac-
tement deux arétes de Pr. Dans ce dernier cas, on peut en extraire un &-chemin qui n’em-
prunte aucune aréte de Pr..

Démonstration. On appelle z,,.; I’unique sommet tel que z,z,+1 € B. ¢ emprunte au plus
deux arétes de Py, en vertu du corollaire 19. De plus, il existe alors z; tel que z1 - - - ;T 412,
soit un @-chemin n’empruntant aucune aréte de Py, (en prenant z; le premier sommet de la
premiére aréte de Py, qui est ouvrante).

Supposons qu’il n’en emprunte qu’une, z;x;+1. Si elle est ouvrante, alors

L1 TP 1 TiTimt * * * T

est un chemin simple alternant maximal mal parenthésé (une seule parenthése). Si elle est
fermante, cela signifie que x;41%,41 € Retalors z;1; -+ - 2,ZTp417i41 €5t UD 8-cycle. d

Lemme 23. Soit un lien L affaiblissement ou promotion d’un réseau. Il n’existe pas de che-
min élémentaire ¢ = x1 - - - T, et i €]1,n| tels que :

21 Soit prémisse et x,, conclusionde L ;

aucune aréte x;x;41 de c ne soit une parenthése (ouvrante ou fermante) de L ;

- X1 T; et x; - - - X, SOlent des a-chemins ;

- 2;_1%; € R, TiTit1 € R mais xi_1$i+1€R.
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Démonstration. Supposons 1’existence d’un tel chemin. On peut alors supposer sans res-
treindre la généralité que z,, est la seule conclusion de L dans c. Soit alors x,1 I"unique
sommet tel que z,z,41 € B et alors 2,121 € Pr. Donc z;z;11 -« Tp121 + + » T; €St Un

chemin semi-maximal mal parenthésé (voir figure 2.9). (|
Ti—1 Ti4l
ee-chemin.,"'
: " @e-chemin

Tn

FIG.29-m=1letr=0

Lemme 24. Soit un lien L affaiblissement ou promotion d’un réseau. Il n’existe pas de che-
min simple ¢ = z1 - - - T, et 1 €|1,n[ tels que :

X1 Soit prémisse et x,, conclusionde L ;

aucune aréte x;% ;41 de c ne soit une parenthése (ouvrante ou fermante) de L ;

— 1+ x; Soit un chemin bouclé et x; - - - x,, soit un ae-chemin ;

Zi—1%; € R, ;%41 € Rmais ;12,1 ¢R.

pour tout (k,1) € [1,1 — 1] X [i + 1, n], zx#z;.

Démonstration. La preuve est la méme que pour le lemme 23. (I

Ti—1 Ti+1

chemin bouclé -

e

. e-chemin

Tn

F16.2.10-m=1etr >0
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Définition 23. Soit un lien L affaiblissement ou promotion d’un réseau. Pour tout M, R €
N2, on définit la propriété Prop; (M, R) par : pour tout (m,r) € [0, M] x [0, 7], il n’existe
pas de chemin ¢ = x; - - - @, et (i;) €]1, n[l™ tels que :
— x4 soit prémisse et x,, conclusion de L ;
— aucune aréte z;7;4; de c ne soit une parenthése (ouvrante ou fermante) de L ;
~ €p = T1---Z; soit un @&-chemin (r = 0) ou un chemin bouclé (a r boucles), ¢, =
T;, ** Ty SOit un &-chemin, et pour tout 5 € [1,m — 1], Cj = Ty est un
2e-chemin ;
~ pourtout j € [1, m — 1], Ti;—1%4; € R, Ti; Tij41 € R mais xij_lxi].+1§{R ;
— pour tout (k,1) € [1,4; — 1] x [i1 + 1,n], zxx;.
On notera souvent, en ’absence d’ambiguité, Prop au lieu de Prop;.

Lijia

Lemme 25. Soit un lien L affaiblissement ou promotion d’un réseau. Pour tout M, R € N?,
la propriété Prop(M, R) est vraie.

Avant de démontrer ce lemme, nous allons établir quelques propriétés intermédiaires. En
premier lieu, Prop(0, ) est vraie par définition du réseau.

Lemme 26. Pour tout r, Prop(1,r) est vraie.
Démonstration. C’est exactement ce que disent les lemmes 23 et 24. U
Lemme 27. A m fixé, si pour tout v Prop(m — 1,7) est vraie, alors Prop(m, 0) est vraie.

Démonstration. Supposons I’existence d’un tel chemin avec z;,, . .. , ;. On peut alors sup-
poser sans restreindre la généralité que z,, est la seule conclusion de L dans c. Soit alors 41
I’unique sommet tel que z,z,.1 € B etalors 2,12, € Py.

Il existe un unique yo tel que x;,¥2 € B. Soit alors ¢ = y19s .. .Y, une extension
maximale de z;, y». Il n’existe pas j (que I’on choisirait alors minimum®) tel que y; = xj, et
k < iy, sinon :

— 8’il existe y;/y;4+1 € Pr avec 77 > j (5 minimum) ou si un tel j' n’existe pas :

co est un @-chemin donc ¢y = @1+« TgYj—1 " Y1Ti+1 - * Ti, €St un &-chemin et

€y C2, - - - 5 Cy, coOntrediraient la propriété Prop(m — 1, 0) (voir figure 2.11(a)) ;
— §’il existe y;y41 € Pr avec j' < j et 7' minimum, alors si yj41 prémisse alors
yj/.'L'l € PL et

x]_ .. .leyz .. .y‘?’wl

est un chemin simple alternant semi-maximal mal parenthésé, et si y;; prémisse, en
prenant

/
Co = YjrYj'—1" " Y1Tiy 41" Ty

et les ¢, pour p > 2, on contredit la propriété Prop(m — 1, 0).
De la méme manicre, il n’existe pas 7 (que I’on choisirait alors minimum) et k£ > 1, tels
que y; = Ty, sinon :
- s’il existe y;y;.41 € Py, avec j' > j (j' minimum) ou si un tel 5’ n’existe pas :
— sizgTra1 € B, alors
— sik > iy, onaunee-cycle i Ty Y2 - YjTre1 Tnp1Te s

?Cela permet de s’assurer que y;j_1y; € R. En effet, dans le cas contraire, puisqu’il rejoint un chemin
alternant, cela signifierait que ©x-1 = yj_1 OU Tp41 = y¥;j—1, contredisant la minimalité de j. Nous utiliserons
fréquemment cette propriété.
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—8if < k < g, alo8 ¢y = Ty Ty Yo YLkttt “ Ty, €t les ¢, pour | +
1 < p < m contredisent les hypotheses de la propriété Prop(m — 1,0) (voir
figure 2.11(b)) ;

— k = 14, est impossible (car z;, %541 € R) ;

— Si TpTp41 € R, alors d’une part k > i (sinon xg_1 -+ x5, - - Y;jTx—1 €St un ae-
cycle). D’autre part, si y;_17x+1 € R, on a les mémes cas que précédemment en
remplagant y; par Tg4q. Si Yj_1Tx1€R
— Sik > im, cyp = T1- T4y €t ¢ = Ty - - - T, contredisent les hypothéses de la

propriété Prop(1,0) ;

—sid < k < dqq,alors ¢y = oy TyYo oYy, € = Ty e Ty, €t les ¢, pour
[ +1 < p < m contredisent les hypothéses de la propriété Prop(m — [+ 1, 0) (et
m—Il+1<mcark > i, = [ > 2), voir figure 2.11(c) ;

-sik=40>2):

— ¢’il existe y;_1%;,+1 € R, alors avec ¢y = @1+ Ty Yo+ Yj—1Tip1 " " Ty, €t
les ¢, pour p > [ + 1, cela contredit les hypotheses de la propriété Prop(m —
1,0) ;
— §’il n’existe pas y,_1%;4+1 € R, alors avec ¢y = &1 -+ - %, Y2 - - + Y; €t les ¢, pour
| < p < m, cela contredit les hypotheses de la propriété Prop(m — [ + 1,0)
m—-Il+1<m);
— s’il existe y;/y;4+1 € Py, avec j' < j (' minimum) ou si un tel j' n’existe pas, on arrive

a une contradiction comme dans le cas ot I’on a supposé k < 4;.

Finalement, on a montré que ¢’ et Uj*c; n’ont que z;, = ¥;, comme sommet commun.
Montrons maintenant que ¢’ n’emprunte aucune aréte de Pr,.

En effet, s’il en empruntait une /1,41, on pourrait appliquer le méme raisonnement que
ci-dessus pour j' < 7, donc il n’existe pas de tel j’ et ¢’ n’emprunte aucune aréte de Pr,.

Soit 2129 - - - 2, une extension maximale de z27;. On a 2023 € Py, (et donc aucune autre
aréte z42441 n’est dans Py, d’apres le corollaire 19) et donC Y, - - - y1 %4, -1+ - - Ty €t 20+ - - 2p
n’ont que z; en commun (sinon cela contredit le lemme 23 ou bien on a un &-cycle). Si y,,
~ est une conclusion, et si de plus z, est une conclusion, on a de y,, a 2, un chemin simple
alternant maximal mal parenthésé. Si y,, est une conclusion et si z, n’est pas une conclu-
sion, on a également un chemin simple alternant maximal bien parenthésé mais pas trés bien
parenthésé avec une boucle (voir figure 2.11(d)).

Si ym n’est pas une conclusion, il existe y; sommet de confluence et avec

/
Co=T1* TiyYo *  YmYiYj—1Y1Tis 1" " Tiy

et les ¢, pour p > 2, on contredit la propriété Prop(m — 1, 1).
Par I’absurde, on a montré qu’un tel chemin ¢ n’existe pas et donc Prop(m, 0) est vraie.
O

Lemme 28. A m et r fixés, si Prop(m — 1,q) est vraie pour tout q et que Prop(m,r) est
vraie alors Prop(m,r + 1) est vraie.

Démonstration. Supposons alors I’existence d’un tel chemin ¢ avec x;,,...,z;,, etr + 1
boucles. On peut alors supposer sans restreindre la généralité que x,, est la seule conclusion
de L dans c. Soit alors z,,41 ’'unique sommet tel que x,z,+1 € B et alors z,4121 € Pr.
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Il existe un unique yo tel que z;,y2 € B. Soit alors ¢ = 3195 ...y, une extension
maximale de z;, y». Il n’existe pas j (que 1’on choisirait alors minimum) tel que y; = =, et
k < 11, sinon :

— s’il existe y;y;,41 € Pr, avec §' > j (5 minimum) ou si un tel 7' n’existe pas : co
est bouclé (et sa derniére boucle est en z, = z,), alors, en prenant k maximum (sur
certaines parties du chemin, en effet, il y a deux valeurs possibles pour k) k&[p+1,qg—
1]. En effet, dans le cas contraire, soit TxZg41 € B et TxTgy1 - Tiy Y2Uj—1Zk st un
ae-cycle, soit zx_1x; € B (et alors k#p + 1) et

(%%-1 e 'fvp) © (wq$q+1$i1y2 o 'yj—lﬂﬁk)

est un a&-cycle. Si k = p, on construit de méme un ae-cycle ;

Soit alors 1 < p’ < p tel que p’ soit le plus petit entier tel qu’il existe ¢ > ¢ avec

Ty = Ty . Alors :

—sig+1<k<{,alors zpzp41 € Retilexiste k' € [p/,p — 1] avec 2 = zy, et
co = Z1 -+ - T est un chemin bouclé,avec r boucles,

/
C1 = YiYi—1" " Y1Ti 41" " Tiy
est un &-chemin, alors ¢, ¢}, ¢s, . . . , ¢, contrediraient la propriété Prop(m, ) ;
—sik < p —1,alors si k1 € R, € = @1 Tpo1TkYj—1*  Y1Tig41 * - Tip ©F
Cs, - - - ¢y, contredisent la propriété Prop(m —1,7') ; et si xx2k1 € B, k > 1 (sinon
Yj—1Y; € Pr) et alors z_12, € R et avec

cole...xk

!
C1 = Yi¥Yi—1 - N&ig 417 Ty
et les ¢g,...,Cn, cela contredit la propriété Prop(m,r’) avec v/ < r (voir fi-

gure 2.12(a)) ;
- sik=¢ etxy_1y;_1¢R, avec ¢ = 77 - - - 2 (chemin avec r boucles) et

!
G =Yj " YNTir4+1° " Yip
etlescy, ... , ¢y on contredit Prop(m, r) ; sizy_1yj—1 € R, avec
/
CO =" xp’—lyj—l [N ylxil-l—l . 'y’iz

etlescy, ... ,cnm, on contredit Prop(m — 1,7) ;
—sik > ¢ alors xxxp1 € Retavec ¢y = 1+ TpYjo1°*  Y1%i41* * Yip €t lEs

€2y - .. yCm, o0 contredit Prop(m — 1,7 + 1) (voir figure 2.12(b)) ;

— §’il existe y;y;41 € Pr avec j' < j et j/ minimum, alors si y; 41 prémisse alors
Y1 € Pr et
Ty Ty YooYy
est un chemin simple alternant semi-maximal mal parenthésé, et si yy prémisse, en
prenant
co = YjrYs—1 - YrZgy 41 -0 Ty

et les ¢, pour p > 2, on contredit la propriété Prop(m — 1,0).
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De la méme maniere, il n’existe pas j (que 1’on choisirait alors minimum) et k£ > ; tels
que y; = x, sinon :

- s’il existe yyy;41 € Pr, avec j' > 7 (j' minimum) ou si un tel 5’ n’existe pas :

— sizpzr41 € B, alors :

—8ik > iy, T1 TiyVYe .. YjTh+1T+121 €St un chemin simple alternant semi-
maximal mal parenthésé ;

—sig <k <iy,alorscy =21+ Ty Yp - YjTran -0 Ty €tles g pour [+ 1 <
p < m contredisent la propriété Prop(m — 1, + 1) (voir figure 2.12(c)) ;

— k = 14, est impossible (car z;,x;,4+1 € R) ; ‘

— SizpTp41 € R, alors d’une part £ > 49 (sinon oy -« - T1 - - - Y;Tp—1 €St un &-cycle).
D’autre part, si y;_17x4+1 € R, on ales mémes cas que précédemment en remplagant
Y; par Tpy1. Si Y 1741 ER : ‘

—~ 81k > im, g = X1+ - 24,y; €t €] = T - - - T, contredisent les hypotheses de la
propriété Prop(1,7 + 1) ;

—sif <k < iggg,alorscy = Ty Ty Yy € = Tg ot Ty, et les ¢, pour
[4+1 < p < m contredisent les hypothéses de la propriété Prop(m — I+ 1,7+ 1)
(orm—1l+1<mcark > i, = [ > 2), voir figure 2.12(d) ;

-sik=4(0>2):

— s’il existe y;_1%;,+1 € R, alors avec ¢y = @1+ T;, Yo+ * ‘yj_]_mil_k]_.' Ty, et
les ¢, pour p > [ + 1, cela contredit les hypothéses de la propriété Prop(m —
Lr+1);

— s’il n’existe pas y;_1%;,+1 € R, alors avec ¢y =z« - - T4, y2 - - - y; et les ¢, pour
I < p < m, cela contredit les hypotheéses de la propriété Prop(m —{+1,r+1)
etm—Il+1<m;

— s’il existe y;/yj+1 € Pr avec j' < j (§' minimum) ou siun tel j' n’existe pas, on arrive

a une contradiction comme dans le cas ol I’on a supposé k < 1.

Finalement, on a montré que ¢’ et Uf'c; n’ont que z;, = y;, comme sommet commun.
Montrons maintenant que ¢’ n’emprunte aucune aréte de Py,.

En effet, s’il en empruntait une y;:y; 41, on pourrait appliquer le méme raisonnement que
ci-dessus pour j' < 7, donc il n’existe pas de tel j'.

Soit 2125 - - - 2, une extension maximale de z,z1. On a 2323 € Py, (et donc aucune autre
aréte zy2,41 n’est dans Py, d’apres le corollaire 19) et donc vy, « - - Y1 %4, -1 - Tr et 22+ - - 2p
n’ont que z; en commun (sinon cela contredit la propriété Prop(1, + 1) ou bien on a un
chemin semi-maximal mal parenthés€). Si ¥, est une conclusion, et si de plus z, est une
conclusion, on a de ¥, & 2, un chemin simple alternant maximal mal parenthésé. Si y,,, est
une conclusion, soit ¢” un g-chemin (qui existe bien puisque ’on a un réseau) vers z,.
D’aprés le lemme 22, on peut trouver ¢” n’empruntant pas d’aréte de Pr,. Puisque v, est
une conclusion et ¢ un g-chemin, il existe un sommet wy de ¢’ qui est le premier qui soit
conclusion de L (éventuellement z,,) et wy un sommetde d = Yy, -+ Y124, -1 -+ * T1 qui est Ie
dernier sommet de ¢” avant wy commun 2 d et ¢’ (éventuellement w,).

Alors d |, est un chemin bouclé (v < r 4 1 boucles). Avec ¢” 1,,, ils contredisent
Prop(1,r +1).

Si ¥, n’est pas une conclusion, il existe y; sommet de confluence et avec

/
Co = T1 Ty Y2 YmlYsYj—1Y1Ts, 41+ Ty
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et les ¢, pour p > 2, on contredit la propriété Prop(m — 1,7 + 2).
Par I’absurde, on a montré qu’un tel chemin n’existe pas et donc Prop(m,r + 1) est
vraie. s

Preuve du lemme 25. Par récurrence sur m et r, en utilisant judicieusement tous les lemmes
intermédiaires, la propriété est prouvée. O

Corollaire 29. Entre une prémisse (1) et une conclusion (z3) d’un lien affaiblissement ou
promotion, il n’existe pas de chemin élémentaire c = x; « - - T, avec 1%9 € B qui ait au plus
deux arétes rouges consécutives, et tel que pour tout xT;_1,T; et Ty, avec T; 1%;, ;%1 € R,
Ti—1ZT1€B U R et qui n’utilise aucune parenthése du lien.

Démonstration. D’apres le lemme 25. (]

Théoreme 30. Dans un réseau, étant donné un lien affaiblissement ou promotion L, Py, est
un ensemble d’arétes scindantes.

Démonstration. Ce théoréme découle directement du lemme précédent. En effet, si 1’on ap-
pelle IT = (V; B, R) le réseau, soit L un lien du réseau, [ le nombre de prémisses et n le
nombre de conclusions. [ = n pour un lien promotion, et [ = n — 1 pour un lien affaiblisse-
ment. Les prémisses sont les sommets y; pour 1 < 4 < [ et les conclusions sont les sommets
y! pour i < 4 < n de telle fagon que ces prémisses et conclusions correspondent. Dans le cas
d’un lien affaiblissement, on définit de plus y/, I’'unique sommet joint & ¢/ par un lien bleu.

' = (V; B, R\ U y;3!) le R&B-graphe aprés qu’on a supprimé les arétes de P du lien
considéré.

Raisonnons par 1’absurde et supposons que ces liens ne soient pas un ensemble scindant.
Alors il existe ¢ = zg - - - Z,, chemin élémentaire dans [T~ de y; vers y}, (zo = y1 et T, = Yp).
Le chemin n’est pas alternant sinon on a un a-cycle, donc il existe 5 € [1, m] tel que z;_yz;
etz;z; 11 € R.

L’argument important est que 1’on peut toujours se ramener & ce que z;_1 ;1 R et qu’au
plus deux arétes rouges se suivent. En effet, si z;_12;11 € R, on peut considérer que le che-
minesten faitzg - - - ;111 - - - Ty €t recommencer jusqu’a ce que sur le chemin considéré,
aucune suite de deux arétes rouges ne puisse &tre court-circuitée par une autre aréte rouge.
L’examen des différents liens nous montre qu’alors une telle configuration impose que z;_;
et z;,1 soient des prémisses et alors z;_1z;11¢R. C’est dii a ce que les liens affaiblisse-
ment et promotion sont des graphes séries-paralleles ((®;y:) ® (®;;)) et que I’absence de
configuration P, (un chemin sans corde entre quatre sommets distincts) [104, théoréme 2.6]
caractérise cette classe de graphes.

Or, cela contredit le lemme 25. Un tel chemin n’existe donc pas et les parentheses de L
constituent bien un ensemble d’arétes scindantes. C’est vrai pour tout lien. a

Définition 24. Pour un lien affaiblissement ou promotion d’un réseau, on appelle intérieur
du lien les sommets de la composante connexe du graphe sous-jacent, obtenue en supprimant
les parenthéses du lien, et & laquelle les prémisses appartiennent.

Les sommets extérieurs sont ceux qui ne sont pas intérieurs. Tout chemin entre un som-
met intérieur et un sommet extérieur a2 L emprunte une aréte de Py,.

Proposition 31. Dans un réseau, un chemin c simple alternant n’emprunte pas successive-
ment deux arétes fermantes (ou ouvrantes) d’un méme lien affaiblissement ou promotion.
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Démonstration. Sinon, on construit sans peine un chemin semi-maximal mal parenthésé
entre I’extrémité finale de la premiére aréte et I’extrémité initiale de la deuxieéme (si deux pa-
renthéses ouvrantes se suivent). Si ce sont deux parenthéses fermantes, on considére c™1. [

Corollaire 32. Dans un réseau, si x est intérieur a un lien affaiblissement ou promotion L,
et y extérieur a ce lien, pour tout chemin simple alternant c entre x et y, si ¢ emprunte une
aréte ouvrante de L alors ¢ emprunte nécessairement encore au moins une aréte de L et la
suivante est fermante.

Démonstration. Si la derniére parenthése de L empruntée par c est ouvrante et que z est sa
prémisse, z est intérieur a L et y extérieur et ¢ T, n’emprunte aucune parenthése de L, cela
contredit que P, est un ensemble d’arétes scindantes.

Et la parenthese suivante est fermante d’apres la proposition 31. [l

Corollaire 33. Dans un réseau, si ¢, et cy sont deux chemins simples alternants de mémes
extrémités x et y, alors :
— S0it ¢y et ¢y sont bien parenthésés ;
— Soit c1 arrive en y avec une parenthese ouverte (alors x extérieur et y intérieur) et de
méme pour cy ;
— Soit ¢y arrive en y avec une parenthése fermée (alors x intérieur et y extérieur) et de
méme pour cs.

Proposition 34. Dans un réseau, si une conclusion x d’un lien affaiblissement ou promotion
L est intérieur a un lien Lo, toutes les conclusions de Ly sont intérieures a Ly. De méme
pour les prémisses.

Démonstration. Supposons qu’il y ait une conclusion y de L, extérieure a L. Par définition
de L, il existe un a-chemin de z a y (bleu-rouge-bleu) qui n’utilise aucune parenthese
d’aucun lien. Ce chemin n’est donc pas modifié par la suppression des arétes de Py, ce qui
contredit que y est extérieur.

C’est vrai également pour les prémisses puisque relativement a un lien Ly une conclusion
et une prémisse de L; appartiennent simultanément a I’intérieur ou a I’extérieur de L,. O

Corollaire 35. Dans un réseau, pour deux liens affaiblissement ou promotion Ly et Lo, soit
Uintérieur de I'un est inclus dans lintérieur de I’ autre, soit les deux intérieurs sont disjoints.

Proposition 36. Pour toute preuve w du calcul des séquents de MELL, le préréseau construit
inductivement en ajoutant les définitions du tableau 2.7 est un réseau.

Démonstration. On procéde toujours par induction. Premierement, aucun des liens (y com-
pris affaiblissement et contraction) ne crée d’@-cycle. Deuxieémement, entre deux sommets,
il existe toujours un &-chemin. Ces deux propriétés se vérifient aisément. Il reste 2 montrer
que tous les chemins simples alternants maximaux et semi-maximaux sont bien parenthésés.

Soit ¢ un chemin (semi-)maximal. Montrons qu’il est bien parenthésé. S’il n’utilise au-
cune aréte du nouveau lien, par hypotheése d’induction il est bien parenthésé. Pour les liens
par, déréliction, contraction, affaiblissement et promotion, s’il utilise une aréte du nouveau
lien, c’est qu’il passe par au plus deux prémisses de ce lien. Par hypothése d’induction, la
partie en dehors du nouveau lien est trés bien parenthésée, et alors ¢ est également trés bien
parenthésé.

Pour les liens coupures et tenseur, c’est vrai aussi :
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— 8’il passe par la conclusion (ou par I’unique sommet adjacent a la conclusion), alors il
utilise un ou deux chemins maximaux (dans ce dernier cas, ils sont mis bout a bout et
restent donc trés bien parenthésés) ;

— s’il ne passe pas par la conclusion, alors il fait une boucle dans I’une des prémisses, qui
est donc tres bien parenthésée par hypothese d’induction. Dans I’autre, il est venu par
un chemin simple c; et repart par un chemin simple c; tel que ¢ = cjacy, et ¢ et ¢ !
sont de mémes extrémités (1’origine de c et la deuxieéme prémisse du lien tenseur ou
coupure). Donc, d’aprés le corollaire 33, c; et c; ' ont méme parenthésage et c est bien
parenthésé. D’apres le lemme 22, si 1’origine de ¢ est pendante, il est extérieur a tout
lien affaiblissement et promotion, donc ¢; (et ¢, et donc c) est tres bien parenthésé.

[l

Proposition 37. Dans un réseau, 'intérieur d’un lien affaiblissement ou promotion est un
réseau.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que les chemins simples alternants maximaux c de I’in-
térieur du lien sont trés bien parenthésés. Ils sont bien parenthésés : il suffit dans le réseau
complet de considérer le chemin semi-maximal obtenu en rajoutant deux arétes adjacentes
de Py, et dont 1’autre sommet est une des extrémité de c.

De plus, le corollaire 35 assure que si ¢ traverse un lien affaiblissement ou promotion L/,
c’est toujours dans le sens entrée-sortie, soit avec des parenthéses ouvrantes puis fermantes.
Donc c est trés bien parenthésé. : t

Théoreme 38 (Séquentialisation). Soit I1 un réseau de preuve avec la conclusion T et des

coupures sur les formules de A. Alors il existe une preuve p*(I1) = n(F [A]L) dans le calcul
des séquents de MELL.

Démonstration. La preuve de ce théoréme s’obtient aisément comme le théoréme 17 gréce
a la proposition 37. U

2.5 Géométrie de I’interaction et interprétation graphique
de I’élimination des coupures

La géométrie de 1’interaction cherche a donner une sémantique du calcul [53, 55], c’est-a-
dire a modéliser des algorithmes et leur exécution dans le modele choisi. Dans ce processus,
la logique linéaire intervient comme lien entre un calcul, le systeme [F [57] duquel elle est
traduite, et son interprétation en terme d’algébre. Nous n’utilisons dans le cadre de la gé-
nération (voir section 6.4) qu’une infime partie de ce programme qui se situe au niveau de
Pinterprétation des preuves de la logique linéaire.

Dans cette approche, 1’élimination des coupures est cruciale. En effet, dans le paradigme
de preuve comme programme (proofs-as-programs) que le chapitre 3 développe, la coupure
traduit I’utilisation de résultats intermédiaires, comme des lemmes, dans un programme plus
grand par la simple donnée de leur spécification. L’ utilisation effective d’un résultat intermé-
diaire, c’est-a-dire son calcul au sein du programme plus grand, se traduit par I’élimination
de la coupure. Cette dynamique de la preuve traduit la dynamique du calcul, et 1a géométrie
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op(m) !
I\ -
m(F [A]T, 7A) zl(_H.__)d? "
F AL, 7A
?
: p(m1) :
m(F [A]T, 74, 7A) NP
n(- [AL,74,74) = ! 24 74
AL 7A
7A

_Wl(l_ [A]Ala aAn)
T F[AlAL,. .., An, 7A

7T(|_ [A]Ala oo 7A'n,a ?A) w?

m(F [A]?4y, ..., ?Ap, A)

w(- [A]7A4s, ..., 74,,14) = !
F[A]?74;,. .., 74,14

TAB. 2.7 — Construction d’un réseau a partir d’un séquent
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de I’interaction permet d’établir la relation entre la preuve avec coupure et la preuve sans
coupure comme une relation entre deux opérateurs.

Ainsi, en associant un opérateur U a une preuve, avec une isométrie partielle o qui décrit
la partie dynamique, les coupures (pour reprendre la description de [53], si ¢ = 0, U est une
donnée, c’est-a-dire un algorithme sans dynamique), I’exécution consiste a transformer U et
la partie dynamique o en une donnée. Elle s’exprime par :

Res(U,0) = (1 — a®)U(1 — oU)7'(1 — 0?)

olt Res(U, o) correspond donc & une preuve sans coupures. Autrement dit, et c’est ce dont
nous tirons parti pour la génération, cette formule exprime le processus d’élimination des
coupures. '

Nous n’allons pas détailler cette formule dans le cadre général de [57, 54], mais la relier
au processus d’élimination des coupures pour les réseaux de preuve. Pour la génération,
il suffit de considérer des réseaux de preuve dont les seuls liens sont des liens axiomes et
des liens coupures. A partir d’un tel réseau II, nous considérons le sous-graphe des liens
axiomes et le sous-graphe des liens coupures, ils correspondent respectivement aux sous-
graphes bleus et rouges.

Observons uniquement du point de vue des graphes I’élimination d’une coupure entre
deux axiomes, comme 2 la figure 2.131°. Dans le nouveau graphe, il y a une aréte bleue e;es
si et seulement si il existe dans 1I’ancien graphe e, et e3 (tous les sommets sont distincts) tels
que ejes € B, eses € R et esey € B, c’est-a-dire s’il existe un chemin bleu-rouge-bleu de
e; vers ey. Il est classique d’exprimer les graphes par des matrices [44]. Dans le cas présent,
prenons U matrice d’incidence correspondant & B et o la matrice d’incidence correspondant
a R. Ces matrices sont symétriques puisque les graphes sont non orientés. S’il y a plusieurs
coupures dans le réseau II, faire une premiére étape d’élimination revient & chercher tous
les e; et e, comme précédemment. Or la matrice mettant en relation tous les éléments qui
sont extrémités d’un chemin bleu-rouge-bleu s’exprime simplement comme le produit UcU..
Cette matrice comprend tous les liens axiomes issus de 1’élimination des coupures de niveau
1, mais elle peut également comprendre d’autre relations si le réseau initial comporte des
coupures de niveau 2, ainsi que le montre la figure 2.14(b).

561 Mes 564 661 062 063 564

(a) Coupure de niveau 1 (b) Elimination de cette
coupure

FIG. 2.13 — Réécriture de graphe pour I’élimination des coupures

Pour ne garder que les liens issus d’une élimination de coupure de niveau 1, il suffit de
ne prendre parmi toutes les relations exprimées par UoU celles dont les sommets incidents

0Soient et y deux sommets pendants, donc qui ne sont pas prémisses d’un lien coupure, joints par un
ge-chemin. On appelle niveau de chacun des liens coupure du chemin le nombre d’arétes rouges du chemin.
Sur cette figure, le niveau de la coupure est 1.



66 Chapitre 2. Les réseaux de preuve de la logique'linéaire

56'1 !e’ Oe;

!
2 1 Oe
€1 €2 €3 €4 57@1 062 063 664
! !
e Qe geb Qe Ged O Sef O Yef O %k Oc
(a) Coupures de niveaux 0, 1 et 2 (b) Elimination des coupures de niveau 1
O ell o] 6’2
O¢, Oc, Ocq O¢,
53111 Oglf Ol Ol Ogll &eg

(c) Elimination des coupures de niveau 2

FIG. 2.14 — Tous les chemins bleu-rouge-bleu-. . .-bleu du graphe

ne sont pas prémisses d’un lien coupure et qui n’ont pas d’arétes de o incidentes. Et donc,
ce sont les sommets entre lesquels il n’y a pas de chemin rouge-rouge-bleu-rouge-bleu (les
deux premicres arétes rouge-rouge font qu’un tel chemin ne peut commencer que sur un
sommet prémisse d’un lien coupure : c’est un aller-retour sur un lien coupure car il n’y a
pas deux liens rouges adjacents) ou bleu-rouge-bleu-rouge-rouge. Il faut donc supprimer les
relations exprimées par coUcoU et par UoUoo. Attention, si un chemin bleu-rouge-bleu est
entre des sommets tous les deux prémisses de liens coupure (caractérisé par coUoUo ), ce
chemin aura été supprimé deux fois. Autrement dit les liens axiomes issus de 1’élimination
des coupures de niveau 1 sont ceux décrits par la matrice

UoU — o*UoU — UoUo? + 0*UcUc? = (1 — 6®)UcU(1 — ¢?)

I1 faut maintenant tenir compte des coupures de niveau deux. La encore, on ne va conser-
ver que les liens entre sommets reliés par un chemin bleu-rouge-bleu-rouge-bleu (¢’est-a-dire
une relation décrite dans UoUoU) et qui ne sont pas prémisses d’un lien coupure. Au final :
(1 —0*)UcUaU(1 — ¢2). De méme pour les coupures de niveau 3, 4, etc. L’absence d’ae-
cycle assure que pour n suffisament grand, U(cU)™ = 0 (oU est nilpotente), ¢’est-a-dire
qu’il n’y a pas d’&e-chemin de longueur infinie.

Pour calculer le graphe issu de I’élimination de toutes les coupures, il suffit de calculer la
matrice somme de chacune des matrices d’élimination des coupures de niveau n, sans oublier
le niveau O pour les liens axiomes dont aucune conclusion n’est prémisse d’un lien coupure.
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Donc le graphe résultant de I’élimination des coupures o sur U est donné par la matrice :
Res(U,0) = (1 — a®)U(1 — 0?)
+ (1 = 6®)UoU(1 — ¢?)
+ (1 = e)UcUcU(1 — 0?) + ...
:(1—02)(U+UUU+U0U0U+ (1 - 0?)

(1—0?) 1+ZUU )1 - o?)

La dernicre étape est valide car oU est nilpotente.
Or si (oU) est nilpotente

Mg

(1 —-GU)(l +i(oU)k) = (OU) —olU — Z GU k1

k=1 k 1
=1+» (oU)f—oU - Z oU)¥

k=1 k=2
=1+ Z —Z(O’U F

ax
il
—

k=1
=1
()

=1+ _(eU)")(1 - 0l)

k=1

D’on la formule exprimant le graphe résultat de 1’élimination des coupures a partir des
matrices codant les liens axiomes et les liens coupures :

Res(U,0) = (1 — o®)U(1 — oU) 7} (1 — 0?)

Cette formule nous sert au chapitre 6 pour exprimer le probleme de la génération comme
une relation entre une preuve avec coupures et une preuve sans coupure.






Chapitre 3

Déduction naturelle, \-calcul typé et
modeles

Ce chapitre permet de définir comment les grammaires de types logiques articulent la
syntaxe et la sémantique. Cette derniére, comme le montre la section 3.1.3, s’exprime dans
le langage du A-calcul typé que définit la premiére section. L’essence du lien entre la syntaxe
et la sémantique reléve, vu les choix de modélisation, de la correspondance existant entre
la logique (syntaxe) et le A-calcul (sémantique). Elle s’exprime a travers 1’isomorphisme de
Curry-Howard. Nous la présentons d’une part pour le calcul des séquents et d’autre part pour
les réseaux a la dernicre section.

3.1 A-calcul typé

Le A-calcul fut introduit par Alonzo Church, pour fournir un langage de description de
fonctions et de combinaison de fonctions. La nécessité de définir deux fonctions f de z et g
de y différentes :

f:oz—z—y  giy—z-y
sans avoir besoin de spécifier le nom de la fonction a amené a utiliser un symbole pour
« lier» les variables (comme les quantificateurs existentiels et universels en logique du pre-
mier ordre) : le A.
On écrit ainsi, respectivement au lieu de f et g :

AT — Y Ay.x—y
Et les valeurs f(0) et f(1) se notent :
(Az.z —y)0=0—y (Azzx—y)l=1-y

Mais cette notation permet surtout de manipuler facilement des fonctions d’ordre supérieur
(des fonctions de fonctions).

Cette section présente le fragment typé du A-calcul. Il s’agit d’ajouter a chaque A-terme
une formule, son type, construite selon certaines regles et exprimant une propriété du A-
terme. On obtient ainsi une classe restreinte de A-termes possédant certaines propriétés in-
téressantes telles la normalisation forte. [85] donne une présentation détaillée, aussi bien du

69
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A-calcul en général que de la partie typée et des modeles. Bien que nous en inspirant, nous
donnons tout de suite une vision certes restreinte du A-calcul, mais plus pres de 1’utilisation
qui en est faite en linguistique pour la représentation sémantique.

En particulier, traditionnellement on représente le sens d’une phrase Pierre aime Marie
comme une formule oll un prédicat aime est appliqué a deux variables p et m : aime(p, m).
Pour un verbe intransitif, comme dans la phrase Jean court, un prédicat unaire représente le
sens : court(j). La représentation d’une expression comme aime Marie, un verbe transitif
avec son complément, par aime(z, m) fait apparaitre une variable libre. Or son type np\S
est le méme que celui d’un verbe intransitif. La relation qui existe au niveau syntaxique (tous
deux np\S) entre un verbe intransitif et un verbe transitif avec son complément disparait au
niveau sémantique puisqu’un prédicat unaire représente 1’un tandis qu’un prédicat binaire
représente 1’autre. Le A-calcul permet d’unifier fonctionnellement ces deux expressions.

3.1.1 Langage : types et termes

Définition 25 (Types). Les types sont définis a partir de I’ensemble fini des types de base 7
selon la grammaire suivante :

T =TT =>T|TxT

Si T est un type qui ne fait pas intervenir le produit x, on définit 1’ordre de T par :
— o(T) = 1si T est atomique ;
- o(Ty — T3) = max{l + o(T1),0(T2) }.
Définition 26 (Termes). Les termes sont construits de la maniére suivante : pour chaque
type 7 € T, soit V,; un ensemble dénombrable de variables de type 7 et C, un ensemble fini
de constantes de type 7 (V = U, V, et C = U,C;).
On a alors :
— les éléments de V; et de C, sont des termes de type 7 ;
— si u et v sont des termes de types respectifs U et V, alors (u, v) est un terme de type
UxV;
— si o est un terme de type U x V/, alors w'a et w2a sont des termes de types respectifs
UetV ;
— si v est un terme de type V et 3V est une variable de type U alors AzY.v est un terme
detypeU =V ;
~ si a et u sont deux termes de types respectifs U — V et U, alors (), u est un terme
de type V.

Un terme de la forme ¢ u est une application (de ¢ & u), et un terme de la forme Az.c est
une abstraction fonctionnelle, ou A-abstraction. Ainsi, si m et p sont de type e, et aime de
type e — e — ¢, (aimem)p est un terme de type ¢ : I’application de aime a m et p.

Définition 27 (Occurrences libres de variable). Pour un terme « et une variable z, les oc-
currences libres de x dans « se définissent par :
— §i ¢ est une variable z, I’occurrence de z dans « est libre ;
~ si a = (u)v, les occurrences libres de z dans « sont celles de  dans u et v ;
— si @ = Ay.u, les occurrences libres de x dans « sont celles de « dans u sauf si x = y.
Dans ce cas,  n’a pas d’occurrences libres dans c.



3.1. A-calcul typé 71

Une variable libre de o est une variable ayant au moins une occurrence libre dans a. Un
terme sans variable libre est appelé un terme clos.
Une variable liée de o est une variable apparaissant dans « derriére le symbole A.

Définition 28 (Substitution simple). Soient o, 1,... ,f; des termes et z1,... , z) des va-
riables distinctes. On définit le terme o(t1/z1, . .. , tx/xx) comme le résultat de la substitu-
tion de t; a chaque occurence libre de z; dans ¢, obtenu par induction :

—sia= Ty a(tl/xl, . ,tk/l‘k> = ti ;

— si a est une variable différente de chaque z;, a(t1/x1, ... ,te/Tk) = @ ;

- sia= (W, alty/x1,. .., tx/zk) = (Wt /21, ..., tk/TK))V{t1/T1, . .. k)T ;
- sia = (w,v), alty/z1,... ,t6/Tk) = (W{t1/Z1, ... tk/Tk), v{t1/21, ..., te/ZK)) ;
— si @ = Az;.v alors

alti/T1,. .. te/Th) = Az v{t/T1, ... tis /T, i [Tigs - -+ B/ T)
st @ = A\y.v avec y#zy, . .. , o alors alty /x1, ... ,tx/Tk) = Ay.v(t1/21,. .., te/Zk).
Définition 29 (a-equivalence). On définit la relation binaire v =, v’ par :
si u est une variable, u =, ¢’ si et seulement si u = v’ ;
siu = (w)v, u =, v sietseulement siu' = (w')v' avecv =, v' etw =, W' ;
siu = (w,v), u =4 v sietseulementsi v’ = (w',v') avecv =, v' etw =, v’ ;
siu = Az.v, u =, u' si et seulement si v’ = Ay.v" avec v(z/z) =, v'(z/y) pour toute
variable z sauf un nombre fini.
Cette relation est une relation d’équivalence sur I’ensemble des termes.

Deux termes u =, u' ont méme structure et mémes variables libres. Par la suite, on iden-
tifie les termes a-équivalents (qui différent juste a cause des occurences liées) en considérant
I’ensemble des termes quotienté par la relation =,.

Définition 30 ([85]). On définit pour un terme u le terme uft1 /21, . .. , tx/xx] le résultat de
la substitution de t; aux occurences libres de z; dans u commme étant v’ (¢, /x1, . .. , tx/Zk)
pour un terme v’ tel que :

—u=,u;

— aucune variable liée de v’ ne soit libre dans 1’un des ;.
Il existe bien un tel terme v/, et la classe d’équivalence de v'{t1/z1,. .. , /) ne dépend

pas du choix de u'.

Cette nouvelle substitution, différente de la substitution simple, permet d’éviter de trans-
former la structure des termes. Ainsi, pour u = Az.y :

— uw(z/y) = Az.z, c’est-d-dire I’identité ;

~ ulz/y] = v/ (z/y) avec ' = Az.y par exemple, soit u[z/y] = Az.z, qui n’est pas

I’identité.

Ainsi, lors de la substitution, si 1’on introduit une variable qui se trouve €étre liée dans le
terme par un A, on procede tout d’abord 4 un changement de nom de la variable liée, afin de
ne pas modifier le comportement opérationnel du terme.

Définition 31. Un terme est normal si aucun de ses sous-termes n’est de la forme :
7w, v) ou 7(u, v) ou (Az¥.v)u

On définit la relation binaire o —4 o (« se convertit en o) par :
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— si o est une variable, & — o est faux pour tout ¢/ ;
= sia = 7'(u,v) alors @ —g ¢ si et seulement si o/ = u ;
si a = w%(u,v) alors @ —g o si et seulement si o/ = v ;
— sia = Az.u alors @ =4 o siet seulement si o' = Az.u’ avec u —g v’ ;
— si o = (v)u alors alors @ —4 o si et seulement si :
— oubient' = (v)u' avec u =g v’ ;
— oubient’ = (v)u avecv =g v’ ;
— oubienv = (Az.w) et o/ = wlu/z].
o est appelé redex et o/ son contracté.
On définit la relation binaire o —7% o (cr se réduit ou se S-réduit en un terme o) comme
la fermeture reflexive et transitive de — .

Exemple 2. Voici quelques réductions :
- (Az.(z) y) (\2.2) —% (z)y[(Az.2)/z] = (N\z.2)y —5Y;
- soit @ = An.Af.Az.((n) f)(f)z. On a ensuite :
v = ()Af ) z.fz
= (AnAf Az ((n) f)(f)z)(AfAz.(f)z)

Puis

v —=p AfAn (A Az (f)z) f)(f)w
=5 A2z (M. (f)x)(f)z
—5 Az (f)(f)z

— soit alors (@) (@) A f.Az.(f)z. Ce terme se réduit en :
(@) (Af.2e.(F)(f)z) = Af-Az.(Af 2. (F)(F)z) F)(F)z = 7
Puis 5, —5 AfAa. (. () (D) (F)z =5 M () (D).

Remarquons que dans le dernier exemple, nous avons réduit en premier le terme

7= ()AfAz.(f)z

Or, pour réduire (o) v = (M. Af.Az((n)f)(f)z)7, on aurait pu commencer par réduire le
terme le plus extérieur, soit (o) ¥ =% Af.Az((v)f)(f)z puis seulement () f. On s’apercoit
que dans tous les cas, la réduction finit et converge vers le méme terme. Mais est-ce vrai pour
tous les A-termes ? La réponse est donnée par les théoremes 39 et 40.

Théoreme 39. —} est confluente (si u se réduit en uy et uy, il existe un terme v tel que u,
se réduit en v et uy se réduit en v). Et donc un terme « a au plus une forme normale.

Définition 32. Un terme « est fortement normalisable s’il n’admet aucune suite infinie de
réduction.

Théoreme 40. Tous les termes du \-calcul simplement typé sont fortement normalisables.

Pour les différentes preuves, nous renvoyons a [57].
Ce théoréeme montre que les termes de 1I’exemple se réduisent bien car ils sont bien typés.
Par contre, dans le A-calcul non typé, on peut trouver des termes admettant des réductions
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infinies (tels w = (Az.z ) A\z.x x qui n’est pas normalisable, et donc (A\z.y)w qui n’est pas
fortement normalisable). La section 3.1.3 montre comment cette propriété permet d’assurer
systématiquement le calcul du sens pour une phrase syntaxiquement correcte.

Enfin, notons I"importante propriété que les relations — 5 et —7 préservent les types.

Définition 33. Une équation est une paire de termes «, 5. Un probléme d’unification est un
exemble fini d’équations. Une solution, ou un unificateur d’un tel probléme est une substitu-
tion 6 telle que pour toute paire ¢, S du probléme, les termes «[6] et 5[6] ont la méme forme
normale. Si § est un terme sans variable libre, on parle d’un probléme de filtrage (matching).

Une substitution 0, est plus générale que 0, s’il existe une substitution 7 telle que 6, =
no 91 .

Une autre transformation comparable peut-&tre ajoutée, celle de v = Az.(uzx) en u quand
x n’apparait pas dans u. On I’appelle n-conversion et permet d’identifier les termes v et w.
Le passage de u a v s’appelle n-expansion. Les théorémes de confluence et normalisation
sont encore vérifiés grice au typage.

Maintenant que nous avons défini les termes, nous allons définir les modeles du A-calcul
et en particulier ceux dans lesquels exprimer la vérité de certaines phrases du langage. Pour
le A-calcul simplement typé, il existe bien d’autres modeles encore.

3.1.2 Modéele

Définition 34. Soit une famille (D,),c7, d’ensembles. On définit ensuite la structure S =
Ure7D; telle que :

- 81T =7 X T2, D; = D, x D,, (produit cartésien) ;

—-8iT=7 > T, D, = Dn”fl (ensemble des fonctions de D, dans D).

Un modele est une paire M = (S, [-]) o S est une structure et -] € S€ une fonction
d’interprétation respectant le typage telle que o] € D, sia € C,.

Une valuation est une fonction § : V — S telle que 6(z) € D, siz € V;.

La dénotation [a]%, d’un terme « suivant le modéle M = (S, [-]) et la valuation 6 est
définie par :

~ [z]%, = 0(z) siz € V;

— [eloy =[c]siceC;

- [efl% = [0 ([B15) 5

- [Mz.a]% = f € S5 telle que pour tout @ € S, f(a) = [a]4, ov §'(z) = a et pour tout

y#z, 0'(y) = 0(y) ;

= [ )% = ([l 18150) 5

~ [**a]b, = usi[o]fy, = (v,v) ;

~ [72a]b, = vsi[a]%y = (u,).
Théoréme 41. Si « est un terme de type T, alors [a]%, € D, pour tous modéles M et
valuations 0.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur les termes. C’est vrai pour les variables
et les constantes. Si a3 est de type V, alors par définition il existe U € T tel que « soit de
type U — V et B soit de type U. Par hypothése d’induction, [a]%, € Dy_v = DyPV et

done [a8]% = [e]3([8]4) € Dv.
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Si le terme est Az.c: de type U — V, o de type V, et pour tout a € Dy, f(a) = [a]%, et
par hypothése d’induction, [[oz]]%I € Dy dou [Az.a]f = f € DyvP? = Dyy.

De méme si le terme est (o, 8) de type U x V, par définition [{c, 8)]% = ([]% [81%)
et ([e]%:; [8141) € Dv x Dy par hypothese d’induction, ¢’est-a-dire aussi Dyxy .

Enfin, si le terme est 7' de type U, « est de type U x V et [a]% = (u,v) € Dyxv par

hypothese d’induction. D’ou [r'a]4, = u € Dy. De méme pour 72. O

3.1.3 Sémantique de Montague

L’approche de Montague [105, 38, 112] pour la modélisation de la sémantique de la
langue s’appuie sur deux éléments principaux. Le premier consiste en une architecture basée
sur une association régle (syntaxique) a reégle (sémantique) qui reprend les notions de com-
positionalité de Frege. Le second consiste en 1’utilisation, comme langage de description
sémantique, du A-calcul typé.

La logique intensionnelle définie par Montague utilise la référence a différents mondes
possibles, ainsi qu’au temps, et utilise pour cela un type de base particulier. Nous nous li-
mitons dans la suite 2 un seul monde et un seul temps, car outre une simplification des
notations et des modeles, notre utilisation de la sémantique n’a pas pour objet de vérifier si
une phrase exprime un fait vrai ou faux, mais plutdt celui d’étre une représentation abstraite
d’une phrase. Cette indépendance vis-a-vis de la langue permet d’utiliser cette représentation
comme interlangue pour passer d’expressions d’une langue a une autre langue.

La sémantique utilisée par Montague se base sur un modele particulier de ceux définis a
la section précédente. On a, étant donné un ensemble non vide A d’entités :

- %:{eyt};
"Dt:{oal};
- D, = A.

Si A = {Othello, Desdémone}, le modele M = (S, [-]) ou :
— [o] = Othello ;
— [d] = Desdémone ;
— [meurt] = g telle que
Othello —1
Desdémone — 1

— [[aime] = f telle que

Othello s J Othello =0

[ Desdémone — 1
| Desdémone — Othello 1
Desdémone — 0

permet de donner une interprétation aux A-termes. On remarque par exemple que meurt
peut s’interpréter comme un prédicat unaire. C’est pourquoi on parle de cette catégorie de
termes comme exprimant une propriété des entités. On peut interpréter aussi par exemple les
A-termes (aime d)o et (aime o)d.

Parmi les constantes typées utilisées fréquemment, notons :

-Vi(e—=t)—t;
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-Jd:ile—=t)>t;
— =it (o)
~ Attt

avec leur interprétation respective intuitive :
— [V] = A telle que pour tout P € {0,1}4, h(P) = 1 si et seulement si pour tout z € A,

P(z)=1;
~ [3] = K telle que pour tout P € {0, 1}4, h(P) = 1 si et seulement s’il existe z € A
avec P(z) =1;
- [=] =k telle que
0 — 0 —1
1 —1
k:
1 0 =0
1 =1

Si a et § sont deux termes de type ¢, (= «) est de type ¢. Mais on s’autorise & utiliser
également la notation infixée o = 3 ;
— [A] = ¥ telle que
0 =0
K 1 =0
1 - { 0 —0
1 =1

Si « et 3 sont deux termes de type ¢, (A ) S est de type ¢. Mais on s’autorise 2 utiliser
également la notation infixée a: A 8.
On utilisera de méme les symboles habituels =, <.

Reprenons les deux termes : (aimed)o et (aime o)d. Si I’on sait comment relier les
phrases Othello aime Desdémone et Desdémone aime Othello a ces deux termes, on pourra
dire si dans le modele choisi, ces deux énoncés sont vrais ou faux. On voudrait d’ailleurs
que les phrases Othello loves Desdemona et Desdemona loves Othello aient les méme inter-
prétations que leur traduction en frangais. On voit alors que pour traduire d’une langue vers
une autre ou bien pour engendrer dans plusieurs langues des phrases ayant le méme sens, le
A-terme suffit et ne demande pas nécessairement un modele explicite. Aussi pouvons-nous
laisser aux critiques littéraires et aux psychanalystes le soin de débattre sur le fait qu’Othello
aime ou non Desdémone (c’est-a-dire savoir si dans M, [(aime d)o] vaut 0 ou 1) pour nous
consacrer a 1’association des regles de composition syntaxique et sémantique.

Pour cela, apres avoir donné le langage formel permettant la description de la sémantique,
définissons tres rapidement celui qui permet 2 Montague de décrire la syntaxe. Elle se base
sur des principes similaires & ceux des grammaires catégorielles (voir chapitre 4, ou encore
ceux sommairement décrits dans la section 1.1.2) : aux mots sont associées des catégories
syntaxiques telles que les expressions de catégorie A/ B et les expressions de catégorie B se
combinent pour donner des expressions de catégorie A.

Sans entrer dans la totalité des définitions (que 1’on peut retrouver dans [38]), le ta-
bleau 3.1 résume les principales catéories syntaxiques retenues par Montague.

Puis, a partir des ensembles d’expressions simples (non composées) des différentes ca-
tégories (B4 est I’ensemble des expressions simples de catégorie A) et des ensembles Py
des expressions composées de catégorie A, on donne les régles de formations syntaxiques.

0 —
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Nom de la catégorie | Définition de la catégorie | Traduction de la caté-
gorie en logique inten-
sionnelle

e e

t t t

v t/e e—t

TV (t/e)/e e— (e —>t)

T t/1V (e—t)—t

CN t/e e—t

etc. etc. etc.

TAB. 3.1 — Définition des catégories syntaxiques de base

La encore, nous ne donnons ici que quelques-unes de ces régles (suivant la numérotation
de Montague, les régles concernant la formation syntaxique sont numérotées S,,. Les régles
concernant la formation sémantique sont notées 7},).

Regle (57). B4 C P4 pour toute catégorie A.

Reégle (Sy). Sia € Pretb € Pyy, alors Fy(a,b) = ab' € P, ol b résulte du remplacement
du premier verbe dans b par sa forme a la premicre personne du singulier au présent de
I’indicatif.

Fy est une opération syntaxique (de maniere générale, les [, sont des opérations syn-
taxiques) qui décrit comment les éléments de base sont modifés et concaténés. Une opéra-
tion est définie la premiere fois qu’elle est utilisée dans une régle, mais peut-€tre utilisée
dans plusieurs régles. Ainsi, I’opération Fy pourrait tres bien étre utilisée dans une reégle Sis
pour en décrire le résultat.

Par exemple, si ’'on a Othello € By et mourir € By, puisqu’alors Othello ¢ Pr
et mourir € Ppy grice a la regle Sy, la régle Sy nous permet de construire I’expression
Fy(Othello, mourir) = Othello meurt € P;.

Le principe de compositionalité amene a définir la régle de formation sémantique 7}
correspondant & Sy :

Regle (1}). Sia € Pretb € Pjy se traduisent en logique intensionnelle respectivement
par « et 3, alors Fy(a,b) se traduit par o §.

En reprenant I’exemple précédent, et en supposant que le lexique associe respectivement
a Othello et mourir les constantes (bien typées sémantiquement relativement a leur type
syntaxique) Az® .z 0 (on définit I’individu Othello en intension comme I’ensemble des
propriétés que vérifie Othello) et meurt, I’expression Othello meurt = Fy(Othello, mourir)
se traduit par le terme (A\z.z 0)meurt, équivalent 2 meurto.

Donnons encore un exemple de régle, celle des constructions déterminant-nom. Elle nous
permettra d’illustrer a la fois la pertinence de cette représentation sémantique pour le traite-
ment des quantificateurs, ainsi que I’ambiguité de la langue naturelle.

Régle (S2). Sia € Pr,cp etb € Pryy, alors Fy(a,b) =d'b € Pyrouad est:
— lasi a est le et b est féminin ;
— une si a est un et b est féminin ;
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— toute si a est fout et b est féminin.
Cette regle permet la formation d’expressions comme un homme et une femme.

Regle (13). Sia € Pr /CN et b € Py se traduisent respectivement en « et 3, alors F(a,b)
se traduit en a 5.

Si I’on utilise comme traductions des termes de base :

— tout : \PAQNY(Az.(Pz = Q1)) ;

— le : APAQINy.(V(Mz.(Pz & (z=9)) A Q) ;

— un : APXQ.3(\z.(Pz) A (Qx)),
on peut former tout homme meurt = Fy(Fy(tout, homme), mourir) dont le sens est donné
par :

(APAQY(A\z.(Pz = Qz)))homme)meurt =% (A\Q.V(\z.(homme z = @ z)))meurt

—% Y(Az.(hommez = meurtz))
(3.1)

Le théoréme 40 nous assure que cette forme normale est toujours calculable.

Nous verrons par la suite d’autres exemples qui illustrent les capacités de cette forma-
lisation, notamment en ce qui concerne les quantificateurs. En particulier nous donnerons
quelques exemples d’ambiguités dues au choix de la portée des quantificateurs. Nous verrons
aussi comment on peut obtenir des paraphrases en choisissant judicieusement les traductions
sémantiques des expressions, de fagon a les définir non pas avec de nouvelles constantes
typées mais avec des constantes apparaissant déja pour d’autres expressions.

En regardant les régles définies, du point de vue sémantique une opération apparait : I’ap-
plication d’un terme a un autre. De méme, aux modifications morpho-syntaxiques pres (pour
tenir compte du genre et des variations qu’il entraine), I’opération de base de la combinaison
syntaxique est la concaténation des éléments syntaxiques, a condition qu’ils correspondent
a un certain typage, ce dernier se traduisant directement pour les A-termes exprimant la sé-
mantique.

Comme le montre le chapitre 5, en s’appuyant sur la section suivante, oter la prise en
compte des variations morphologiques des opérations de combinaisons syntaxiques permet
d’unifier les reégles de combinaison et surtout de correspondance entre la formation syn-
taxique et la formation sémantique. Nous allons maintenant décrire comment cette liaison
syntaxe-sémantique s’exprime de fagon trés naturelle entre les types considérés comme des
formules logiques et les A-termes.

3.2 Isomorphisme de Curry-Howard

Comme I’indique le chapitre 1, la logique classique s’interprete habituellement en terme
de vérité. Ainsi le principe du tiers exclu (p V —p est toujours vrai) exprime-t-il qu’une
proposition doit &tre vraie ou fausse. Cela conduit a des démonstrations non constructives,
permettant de démontrer des propositions comme :

Il existe deux nombres irrationnels x et y tels que z¥ soit un nombre rationnel.
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. 2 . ,
(Preuve : si \/5\[ est un nombre rationnel, alors on prend z = y = \/5, sinon on prend

T = \/5\/§ ety = \/§.) Par contre, la démonstration ne nous donne pas d’algorithme de
calcul de z et de y.

Ces considérations ont donné naissance a la logique intuitionniste. Pour celle-ci, ’inter-
prétation des connecteurs permet I’interprétation d’une preuve comme un algorithme. Ainsi,
une preuve de A A B c’est la donnée d’une preuve de A et d’une preuve de B. Une preuve de
AV B c’est un nombre ¢ € {1,2} avec une preuve de A sii = 1 et une preuve de B sii = 2.
Une preuve de A — B est une méthode qui transforme toute preuve de A en une preuve de
B, etc.

Ce principe s’illustre bien dans le systeéme de la déduction naturelle. L intérét ne réside
plus dans la valeur de vérité mais dans 1’objet preuve lui-méme, et les opérateurs logiques
s’interpretent alors comme des constructeurs de preuves, et apportent une notion procédurale
a la prouvabilité.

Cette propriété se traduit syntaxiquement dans 1’isomorphisme de Curry-Howard, qui
établit le lien entre la notion de preuve et celle de calculabilité, exprimée par le A-calcul.
Cette section présente cet isomorphisme sous trois formes : la premiere, avec la déduction
naturelle, donne un nouveau systéme logique. A la fois, ce systéme permet le mieux d’illus-
trer le principe sous-jacent de I’isomorphisme, et, dans le chapitre 5, il permet de donner
de fagon plus naturelle les analyses syntaxiques vues comme des déductions. Le deuxiéme
n’est qu'un fragment de la logique classique, équivalent a celui de la déduction naturelle.
Mais il offre de faire facilement le lien avec la troisieme présentation : celle avec les réseaux
de preuve.

3.2.1 Déduction naturelle

Les régles d’inférence (tableau 3.2) de la déduction naturelle traduisent directement les
propriétés constructivistes attendues. Une déduction est la dérivation d’une proposition a
partir d’'un nombre fini d’hypotheses en utilisant ces régles d’inférence. Durant 1a déduction,
différentes hypotheses peuvent étre utilisées, et une déduction dont toutes les hypotheses ont
été utilisées est une preuve.

La présentation de ces régles utilise la notation des séquents. On peut lire I' 5y A comme
« sous les hypotheses de I, on déduit A ». Nous reprenons la notation de [46], dans laquelle
I" est un ensemble fini de propositions étiquetées tel que z; : Ay, ...z, : A, ol les z; sont
deux a deux distincts, mais pas forcément les A;. Et alors, la notation I',z : A n’est bien
définie que lorsque z#x; pour tout i € [1,n].

Remarque 2. 1l existe d’autres présentations, notamment celle de Prawitz, utilisée dans [57].
Quelle que soit la présentation, c’est un systeme différent de celui du calcul des séquents
intuitionnistes présenté & la section suivante, mais qui permet de prouver les mémes théo-
remes. Ses propriétés sont donc différentes, notamment en ce qui concerne la normalisation
(puisqu’il n’y a pas de reégle de coupure).

Exemple 3. Voici deux preuves dans ce systéme ;
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— Axiome
Dx: Ak A

kv A T'Ew B I'FonAANB 'kowAAB
/\. _— —————
'FowAAB Tk A I'ton B

F,x:Al—DNB Pl_DNA F|_DNA2>B
'ronA=B oy B

=e

TAB. 3.2 — Regle de la déduction naturelle

1. Sil'=2: A= B,y: A= C,z: A, onalapreuve

Ax —— Ax Ax — AX
'Foy A 'twA= B Tl A FFepy A= C
:>6r :>€
I.—‘I_DNB FFDNC
2:A=B,y:A=C,z: Aoy BAC
z:A=>B,y: A= Cltyw A= (BAC)
y:A=>Chtynw(A=B)= (A= (BAC)

Fon (A= C)= (A= B)= (A= (BAQ))

)

i

1

2. Sil'=z: A= B,y: A= C,2,: A 25 : A, onalapreuve

Ax —— AX AXx ——— AX
| R | I'on A= B Ty A Py A=C
e =e

1—‘|_DNB F}—DNO
2:A=By:A=C,z1: Az : Aoy BAC
z:A=>B,y:A=>C,z: Aoy A= (BAC)
y:A=Cyz: Aton (A= B)= (A= (BAC)
20: Abpn (A= C)= (A= B)= (A= (BAC(C))
Fown A= (A= C)= ((A= B)= (A= (BAQ()))

i

=

i

i

i

On voit 1a comment les étiquettes permettent de contrdler le nombre de décharges d’hypo-
theses. C’est en quelque sorte le pendant des regles structurelles dans le calcul des séquents.

La symétrie des régles n’apparait plus dans I’introduction a gauche et a droite du signe
Fon, mais dans les régles d’introduction et d’élimination des connecteurs. Ainsi la régle =,
signifie que si, en faisant I’hypotheése A on déduit B, alors sans faire I’hypothese de A, on
peut déduire A = B.

Réciproquement, si 1’on a réussi a déduire A sous les hypotheses I', et que I’on a une
preuve de A = B, alors on peut construire directement une preuve de B. La régle =, est
celle du modus ponens.
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Remarqgue 3. Sil’on a une déduction Dy de T', z : A Fpy B et une déduction Dy de T Fpy A,
alors on peut construire la déduction :

- Dy
X z: A B
Dy 7 BTN
| | F'owA= B
e
't B

i

Mais n’est-il pas possible d’obtenir directement B en « utilisant» Dy dans D; ? Toutes les
feuilles de D; (les axiomes) sont de la forme I',z; : Aq,...2, : An,z 0 A Foy A; et
[,z1: Ay, .o, 2, 0 Ap,z 0 A bpy A (pour tout 4, z; 7).

Maintenant, rajoutons a chacun des séquents de la dérivation Dy les hypothéses z; : A,

. Tp, ¢ Ay (en renommant éventuellement les variables de D, afin qu’aucune ne soit égale

a un x;). On a alors une dérivation D;, de ', z; @ A;,...,z, : Ap Fon A que I'on peut
substituer a chacune des feuilles I'; 21 : Ay, ...z, : Ay, z . A boy A de Dy et dans le reste
de la dérivation, z : A n’est pas utilisé (car z : A apparait en conclusion de D;), on peut
donc supprimer z : A de tous les séquents pour avoir une preuve de B sans avoir eu besoin
de I’hypothese A. On le note D;[Dy/x].

Ce processus est appelé étape de réduction ou de normalisation. De méme, sil’on a :

- Dy - Dy
Thoy AAB 1’
Ty A °

peut-on obtenir directement une preuve de A avec D;. Et similairement de

- Dy - Dy
ThopwA  Thpy B
N
Fow ANB
Fown B °

peut-on obtenir directement une preuve de A avec D.

Intuwitivement, on observe :

~ une occurrence d’hypoth&se A est représentée par z, variable élément de A ;

— si une déduction se finit par A; a partir de deux autres déductions représentées par v et
v, alors elle se représente par (u, v) ; ,

— si une déduction se finit par Al a partir de la déduction représentée par t, alors elle se
représente par 7't. De méme, si une déduction se finit par A2 2 partir de la déduction
représentée par ¢, alors elle se représente par w2t ;

— si une déduction se finit par =; a partir d’'une déduction représentée par u et ayant
utilisé une hypotheése A étiquetée par z, u dépend de x et la déduction est représentée
par A\z.u ;
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— si une déduction se finit par =, a partir des déductions A = B et A représentées
par u et v, u est une fonction de A dans B et v est un élément de A, la déduction se
représente par u v.

Le tableau 3.3 donne la correspondance exacte. Du point de vue de la formation des termes
(on retrouve les régles de formations des termes du A-calcul typé de la section 3.1.1), la
conclusion d’un séquent prouve le bon typage du terme. Cette correspondance s’appelle
I’isomorphisme de Curry-Howard.

Proposition 42 (Isomorphisme de Curry-Howard). On a les propositions suivantes :
1 Sizi: Ay,...2 Ay bow t: Balorszy : Ay, ... 2p: Ay by B

2. sixy: A, ...z 0 A, boy B alors il existe un \-terme t tel que x1 : Aq,...Tp :
An l_DN' t: B.

La preuve se fait par induction sur les dérivations (voir par exemple [148]).

Axiome

Hx:Abpyz: A

F,SU:A"DN/tZB F}_DNlt:A_>B FFDNIu:A
]._‘l_DNI)\x .t:A_)B F}_DNltu:B
PI—DN/t:A FI_DN’U:B FFDNIt:AAB 1 PI—DN/t:A/\B

e

1 Ne 2
oy (t,u): ANB Doy mit: A ' oy 7t : B

TAB. 3.3 — Isomorphisme de Curry-Howard

Mais le point essentiel est que la normalisation des preuves correspond exactement a la
normalisation des A-termes.

3.2.2 Logique intuitionniste

Le chapitre 1 mentionne déja la logique intuitionniste comme un fragment du calcul des
séquents n’admettant qu’une seule formule a droite du signe -« (comme conclusion). En fait
ce systéme permet de démontrer exactement les mémes formules que la déduction naturelle.

Autrement dit, si 1’on considére le calcul des séquents classique, modifié de fagon a tenir
compte de la contrainte de n’avoir qu’une seule formule conclusion, on obtient un fragment
de la logique classique, dit logique intuitionniste et :

Proposition 43. Un séquent T' \-, A est démontrable en logique intuitionniste si et seule-
ment si il est racine d’une déduction T -y A.

La preuve se fait par induction sur les dérivations (voir [148]). Naturellement, I’isomor-
phisme de Curry-Howard peut donc s’exprimer en étiquetant ces reégles également. On ob-
tient celles du tableau 3.4

Bien entendu, se pose alors naturellement la question de savoir ce que devient cette cor-
respondance dans le cas de la logique linéaire ot 1a aussi, on peut contraindre les séquents
a n’avoir qu’une seule formule conclusion. C’est I’objet de la section suivante.
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Axiome P t:A TMz: A u:B

L A Cut
z:AbLz: A I, IV b ult/z]): B
I‘,z:A,y:B,I"I—.Lt:CE I‘,x:A,x:AI—,Lt:CC '+.t:B
X
y:B,z: AT t:C Tz: A t:C z: AR, t: B
. ) O . / .
Cx:Ay: Bk t:C LAl 'H.t: A FI—]Lu.BR

A
Cu: ANB &, t[wlu/x,ﬂzu/y] :C 0, (u,b): ANB

Phet:A Ty:Bhiu:C Mz:AF,t: B

—L— R—
I, z: A— Blufzt/y]: C 'k Azt: A= B

TAB. 3.4 — Isomorphisme de Curry-Howard et logique intuitionniste

3.2.3 Réseaux de preuve intuitionnistes

La premiere étape, comme au chapitre 1, consiste a supprimer les régles de contrac-
tion et d’affaiblissement. Une dérivation ne peut plus alors identifier deux termes par une
contraction, en particulier deux variables. Dans toute démonstration, chaque régle Axiome
différencie donc les variables introduites (autre nom, index, etc.). Les A-termes obtenus ap-
partiennent a une classe particuliére des A-termes. Si ’on ne prend que le fragment impli-
catif, ce sont les \-termes linéaires (A]), c’est-a-dire que chaque abstraction lie une et une
seule variable. Pour le fragment avec I’implication et la conjonction, tout A-terme ¢ (de Azr)
obtenu par 1’isomorphisme est tel que pour tout sous-terme s de ¢, s compte pour un dans t
(par définition, un sous-terme s de ¢ compte pour un dans ¢ si s est clos, s’il n’y a qu’une
seule occurrence de s dans ¢, ou s’il y a un sous-terme u de ¢ tel que s compte pour un dans
u et wlu et w2y comptent chacun pour un dans t). Cela permet d’accepter des termes comme
(mlz)(m%z). Cette définition, ainsi qu’une preuve de la correspondance entre preuves de la
logique linéaire intuitionniste (réseaux) et classe de A-termes apparait dans [139].

Avant de pouvoir exprimer la correspondance, puisque nous avons adopté une présenta-
tion unilatere du calcul des séquents linéaires (adaptée aux réseaux), donnons le moyen de
reconnaitre les séquents intuitionnistes (qui ne peuvent plus €tre définis comme ayant une
seule formule a droite).

Polarités

Lorsque le calcul est exprimé sous forme unilatére, ou avec les réseaux, un autre artifice
doit permettre de reconnaitre I’unique conclusion qui caractérise les séquents intuitionnistes
de 1a logique linéaire (ILL). Cet artifice apparait sous la forme des polarités dans différents
travaux [139, 130, 88, 132].

Le principe est le suivant : le réseau doit rendre compte de la forme A,,... , A, = Adu
séquent. Pour ceci, on polarise les formules du séquent.

Moyennant les lois de De Morgan et la décomposition de A —o B en A19 B, le fragment
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intuitionniste dans la représentation unilatere (et par la suite dans les réseaux) s’obtient en
ajoutant les contraintes de polarisation :
- si o € P, a est polarisée positivement et o' est polarisée négativement ;
— F = G'9H est polarisée suivant la tableau 3.5 en fonction de la polarisation de G et
de H (la polarisation n’est pas définie pour les cases vides) ;
— F = G ® H est polarisée suivant la tableau 3.5 en fonction de la polarisation de G et
de H (la polarisation n’est pas définie pour les cases vides).
Pour une conclusion positive, on parle d’entrée (input) et de sortie (output) pour une
conclusion négative.

e [+ ]— ®[+][-

_+_ — | —

TAB. 3.5 — Définition des polarisations des formules

Définition 35. Une preuve du calcul des séquents est intuitionniste si les formules sont bien
polarisées et qu’il a une et une seule conclusion positive.

Un préréseau est intuitionniste si ses formules sont bien polarisées et qu’il a une et une
seule conclusion positive.

Un réseau intuitionniste est un réseau qui est un préréseau intuitionniste.

La correspondance entre preuve du calcul des séquents linéaires et A-termes est donnée
au tableau 3.6. Outre la caractérisation donnée par [139], nous remarquons que pour tout
A-terme ¢ tel qu’il existe s sous-terme de ¢ et 7's (resp 2 s) sous-terme de , alors 72s (resp.
mls) est également sous-terme de ¢ (en effet, en I’absence de la régle d’affaiblissement, dans
la régle ’, x et y ont bien chacun une occurrence dans t).

Notation. Lorsque 1’on souhaitera préciser la polarité d’une formule, on ajoutera en exposant
+ ou —.

Fo Tt A Fo Az A u: Bt

Axiome

. AL Cut

Fus:de: 4 Fu T, A, ult/z] : BY
FoT,t: AT o Au:BY Fo D,z A™,y: B ,t:C*T
®1 T 5 kel
Fo T, A, (u,b): AQ B Fu Tyu s A9B tr u/x, 7u/y] . C

FoD,t: AT I—.LLA,y:B_,u:C’+® FoD,z: A", t: BT
oD, A,z A® B,ulzt/y]: Ot Fu T, Azt : AgB

TAB. 3.6 — Isomorphisme de Curry-Howard et logique intuitionniste
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Encodage des \-termes

Maintenant que I’on a exactement les réseaux correspondant a des preuves de la logique
linéaire intuitionniste, donnons la correspondance entre réseaux et A-termes. La définition
que nous donnons ici ne demande pas d’unification, et étend la présentation de [34] au pro-
duit. Attention, maintenant les formules sont données dans le fragment implicatif et conjonc-
tif. C’est-a-dire que les formules sont toutes de la forme A — B ou A @ B (en plus des
variables propositionnelles). Pour retrouver la formule équivalente dans Fi,, il suffit, pour
les formules négatives, de passer a la négation.

Tout A-terme de type A avec les variables libres z; de types respectifs A; correspond a
un réseau dont I'unique conclusion positive est de type A et dont les conclusions négatives
de types A; sont étiquetées par les variables z;. De plus, si ¢ ne s’écrit pas Az.u ou (u, v),
1’'unique conclusion positive est la conclusion d’un lien axiome. Soit ¢ € A;". Voici comment
construire le réseau 7 (¢) correspondant a ¢.

Si ¢t a comme sous-terme 7's (respectivement 7%5) Il a aussi comme sous-terme 72s (res-
pectivement 7's). Soit alors ¢’ tel que ¢ = t'[w's/z, 2s/y] (z et y variable libres de

t .
(B® A)~

(B A)*

— si s#(u, v), alors my(s) =

z1: AT 22: Ay ot Ap

et alors 7y (t'[rls/z, w25 /y]) =

z1:A] 21 Ay zn: AL

- si s = (u,v), alors m)(s) =
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et 71')\(#) =

et alors

m(t'[r's/z, m?s/y]) =

Sit =2z alors my(t) = ! 1

i AT AT
(B — A)F

Sit = at’ avec a£Az.a' alors my(a) =

z1: Al x2: Ay zp: AL

et alors 7y (at’) =

Sit= Azt avecm(t') =

alors my(Az.t') =, .
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Sit= (Azx.a)t' avec my(A\z.a) =

et my (t,) =
v1:B; y2:By y.:B; BT
alors
m(a)
ma((Az.a)t’) =

alors 7y ((u, v)) =

(Ao B)*t

Exemple 4. Codons le M-terme Az.(v(n!(uz))(7?(uz)). Onat = ¢'[rls/y, 72s/2] obt s =
uz et t’ = Az.(vy)z. D’ol le codage de la figure 3.1.

Lecture des réseaux

La lecture d’un réseau, pour obtenir le A-terme qu’il code, se fait en étiquetant (comme
dans [139]) chaque lien d’un réseau par des A-termes comme dans le tableau 3.7, et en
unifiant les termes étiquetant les conclusions d’un méme lien axiome ou les prémisses d’un
méme lien cut (et comme les prémisses positives sont toujours étiquetées par une variable,
on a en fait des valuations). [139] montre que dans le cas d’un réseau, 1’unification réussit,
et le A-terme associé au réseau est celui étiquetant 1’'unique conclusion positive apres uni-
fication. La figure 3.2, reprenant le réseau de la figure 3.1 illustre cette approche (modulo
I’a-conversion des variables libres).
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mo= 074 D= o (B —C)*

y: e
mz)= & l u:(A— (B®C))”
z:0”  z:0%
ma(z) = wg: A lAJr mA(vy) = ) ]é_ v 6(C — D)t
mw) = 14— (Boo)* v: (B~ (C — D))~

u:(A—o(B®C))™

m@= I LB <@yt
v: (B —o (C —o D)) m((vy)z) = N

v: (B — (C —o D))~

m ((o(rt (uz))) (r2 (uz))) = m (e (o(n (uz)))(n* (uz))) =

Dt

v: (B — (C — D))~ v:(B— (C— D))~

‘ZL':A_

u:(A— (B®C))” Dt

w:(A— (BC))~

(A— D)t

FIG. 3.1 — Codage de Az.(v(7! (uz)))(r?(uz))
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Apres I’étiquetage des sommets, on a le probleme défini par :

On a donc :

)\ul.vl

V= U4
ug = T2 (tug)
uz = 7 (tuy)
Uy = Uy
vy = (taus)uy

= A\uy.14

= )\ul.(tQ'LL3)U4

= Auy.(ta(' (up))) (n° (tuz))
= uy.(ta(n (tuq))) (n% (tuy))

ce qui est bien le résultat attendu au renommage des variables pres.

Prémisses At et Bt Atet B~ A" et B A etB~
u: At v: Bt tu: B u: At v:A- wu:Bt alt: B- w2t A-
Graphes Y
(u,v): (A® B)*t t:(A— B)~ duw: (A — B)t t:(A® B)~
Nouvelles variables yetuv U uetv

TAB. 3.7 — Les liens étiquetés par des A-termes

(tous)us : D™
ug : CT vg: D™
us B+
tous : (C —p D)~

w2 (tug) : G~
tuz : (B C)~

t:(A—(BRQC))~

ty: (B —o (C — D))~

~O U1t D+

)\’u,l.’l)1 : (A —0 D)+

F1G. 3.2 — Exemple d’étiquetage d’un réseau par des A-termes
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3.3 Non-linéarité

On peut également considérer le fragment multiplicatif intuitionniste de la logique li-
néaire avec les exponentiels. Au niveau des régles du calcul des séquents, cela aujoute celles
du tableau 3.8, que 1’on peut utiliser pour les réseaux, comme 1’a montré la section 2.4.

l_ILL (!Al)—, ceey (!An)_—, A+ ' f_]LL F, A_, B+ 7
o (1A)7,. .., (1A, (1A) Fo T, (1A)~, Bt
Fo T, C " Fu T, (14)~, (14)~, ct c
Fo T, (1A)~, CF o T, (14)~,CF

TAB. 3.8 — Regles exponentielles intuitionnistes

Comme le montre le chapitre 6, la méthode adoptée pour la génération ne repose que sur
des réseaux de preuve, et pas des A-termes, lorsque la sémantique en particulier n’est pas
exprimée par des A-termes mais des réseaux. Il montre en particulier comment elle s’adapte
pour tenir partiellement'! compte des exponentiels. Sans chercher 4 donner une correspon-
dance de Curry-Howard pour le fragment MEILL que nous ne connaissons pas, précisons
toutefois que le fragment implicatif (juste avec —o, 7 et !) permet lui aussi de coder les A-
termes (sans produit).

Ce codage correspond en fait a celui de la logique intuitionniste dans la logique linéaire
intuitionniste, ou A — B est traduit par ! A* — B* (ol Ax est la traduction dans le fragment
implicatif de la logique linéaire intuitionniste avec exponentiels de la formule A de la logique
intuitionniste). En particulier, si on ne s’autorise pas 1’affaiblissement, [130] a montré que
les liens peuvent s’étiqueter comme 1’indique le tableau 3.9.

Prémisses PAT, .. 1A A 7A-,7A° A~
'F __________ \| x &
: I ! (14)< (AT 46 @
Graphes ' i _____ ‘i“ - i’l Y
(M)~ (14n) At (14)- % (1476 =
2l Tn Y |
(A~ ... (1A, 1A+
T1 Tn Yy

TAB. 3.9 — Etiquetage des liens exponentiels

Ainsi le réseau de la figure 3.3 code-t-il le A-terme AP.AQ.Y(Az.(Pz) = (Qz)), c’est-
a-dire la forme sémantique habituellement associée a tout. Remarquons les types pour les
constantes :

-~V :(le) —ot)—ot

- = :t—o(t—ot)

11Si celle-ci n’apparaissent pas dans I’'unique conclusion positive.
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L’introduction de !e est rendue nécessaire par 1’utilisation, par deux fois dans le terme, de la
variable z dont il est le type, afin de pouvoir contracter (le)~, (le)~ en (le)~ (voir figure 3.3).
Sinon, le terme n’est pas codable en logique linéaire multiplicative.

V(Az.(Pz) = (Qz))

(e —t) —&)*

((le —1) — 1)~ t—(t—t)”  (le—ot)—(le—ot)—t)*
v = APAQY(Az.(Pz) = (Qx))

FIG. 3.3 — Codage de AP.AQ.V(Az.(Pz) = (Qz))

3.4 Conclusion

L’isomorphisme de Curry-Howard permet de faire le lien entre formule logique et A-
calcul. Son expression sous forme de déduction naturelle montre que 1’association A, A — B
correspond a I’application de A-termes. Or, comme nous 1’avons vu, si I’association est la
concaténation des mots typés par A et A — B, on retrouve I’expression de la correspondance
regle a régle telle que la définit Montague.

En fait, il suffit de donner une transformation H entre les types syntaxiques et les types
sémantiques qui conserve la preuve et 1’association. Ainsi, d’une preuve sur les types syn-
taxiques A, A — B, etc. et de sa transformée (par un homomorphisme # qui conserve la
forme des termes) en une preuve sur les types sémantiques e, e — t, etc. on peut extraire, en
appliquant a cette derniere 1’isomorphisme de Curry-Howard, le A-terme qui traduit naturel-
lement I’association A, A — B, etc.

Le chapitre 5 exploite cette expression de la compositionalité comme interface entre la
syntaxe et la sémantique lorsque la syntaxe se base sur les grammaires de types logiques et
la sémantique sur celle de Montague.
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Chapitre 4

Grammaires catégorielles

En décrivant une certaine technique de modélisation de la langue, cette partie justifie les
préliminaires théoriques sur la logique, la théorie de la démonstration et la sémantique que
nous avons développés jusqu’a présent. Ils ont pu parfois paraitre arides ou stériles, mais
outre leur intérét du simple point de vue du calcul (en tant que modele), nous pensons que
la familiarité acquise avec leur syntaxe et les modes de raisonnement associés permet de
dégager plus facilement les éléments essentiels de 1la modélisation.

Nous donnons donc tout d’abord les aspects historiques (en se référant largement a [13,
21]), pour montrer a quelles nécessités ont répondu les divers modeles. Puis nous présentons
le calcul de Lambek proprement dit, avec son pouvoir génératif et ses limitations. Naturel-
lement, nous le considérons comme fragment de la logique linéaire, car cette derniere offre
alors un cadre possible pour diverses extensions.

4.1 Catégories sémantiques

Jusqu’a présent, nous faisions référence aux catégories en évoquant la correction syn-
taxique (voir section 1.1.2). Pourtant, d’un point de vue historique, I’introduction des caté-
gories se justifie sémantiquement. Selon [150], repris par [89], les principes de base de la
théorie des catégories sémantiques reviennent a E. Husserl. Pour étudier la maniere dont les
expressions linguistiques de longueur et de complexité arbitraires se combinent, il considere
qu’elles s’articulent autour d’éléments, tels que les phrases, les groupes nominaux, les pré-
dicats, etc. ayant une signification propre (éléments catégorématiques), et autour d’éléments
qui n’ont pas de signification propre (éléments syncatégorématiques) mais qui jouent toute-
fois un r6le important pour déterminer le sens global de I’expression, tels que les mots e,
ou, est, etc. Les éléments syncatégorématiques se révelent incomplets linguistiquement et
doivent intégrer d’autres éléments du discours pour donner un tout signifiant. Par exemple la
forme cet N est P peut s’instancier de différentes manieres (cet eillet est rose, cet éléphant
est rose, cet entier est rose), a condition que N et P soient respectivement des éléments ca-
tégorématiques nominaux et adjectivaux. Sans cela, les catégories ne répondent pas a celles
demandées par est et 1’unité de sens est perdue.

Le principe peut s’énoncer ainsi :

— toute expression linguistique doit appartenir a une catégorie sémantique ;
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— toute expression signifiante résulte de I’intégration de ses parties et le mode d’intégra-

tion dépend des catégories syntaxiques auxquelles chaque partie appartient ;

— remplacer une partie d’expression signifiante par une partie appartenant a une catégorie

sémantique différente enléve toujours tout sens a cette expression.

Ainsi I’exemple précédent, méme si I’on a un contresens (c’est-a-dire dans ce cas 1’ab-
sence d’un entier rose), il se distingue d’un non-sens (c’est-a-dire une expression composée
d’éléments de catégories différentes de celles requises. Par exemple : cet ou est éléphant).
Husserl considere cette grammaire purement logique comme un ensemble de régles analy-
tiques communes a toutes les langues.

D’autre part, 1’étude des paradoxes logiques tels celui de B. Russell (en considérant I’en-
semble de tous les ensembles qui ne sont pas éléments d’eux-mémes) a conduit a consi-
dérer des systémes hiérarchisés de types. Dans le méme esprit, S. Le$niewski a développé
un systéme de catégories hiérarchisées (appelé grammaire des catégories sémantiques), dans
lequel on trouve des catégories fonctionnelles, de degré croissant, construites sur des catégo-
ries élémentaires. Les catégories fonctionnelles, comme les catégories syncatégorématiques
de Husserl supposent la saturation par d’autres catégories. Par exemple, pour une catégorie
élémentaire ¢, on peut former la catégorie fonctionnelle ¢ — ¢ — ¢ la catégorie des expres-
sions qui peuvent transformer deux expressions de type ¢ en une expression de type . Ainsi,
dans le cas du calcul propositionnel, si 1’on attribue aux propositions la catégorie ¢, on peut
aussi attribuer aux connecteurs A et V la catégorie t — ¢t — ¢ qui transforme bien deux
propositions en une nouvelle proposition.

[8] donne une notation algébrique pour la hiérarchie des catégories, se présentant sous
forme de fraction. Cette écriture permet de vérifier trés simplement si une expression appar-
tient bien a une catégorie donnée. Elle se présente de la manicre suivante :

— il y a des catégories élémentaires (par exemple ¢, s, n, etc.) ;

— les catégories fonctionnelles sont construites par 01f?0n ol ¢g est la catégorie obtenue

si I’expression se compose en plus des types (élémentaires ou pas) cy, . . . , Cy.

Pour le calcul propositionnel, on peut par exemple attribuer & A la catégorie f—t Etsipet
q sont deux variables propositionnelles, et donc de catégorie £, 1’expression Apq est aussi de
catégorie ¢ car % tt se simplifie en ¢.

Dans I’approche originale, pour passer de la notation infixée a la notation postfixée, cette
derniere permettant la vérification de la bonne formation, Ajdukiewicz donne une condition
supplémentaire sur les expressions qui doivent étre « syntaxiquement connexes». Nous ne
décrirons pas cette condition, car [12] étend ce travail et donne des conditions plus simples
et désormais connues dans la littérature sous le nom de grammaires AB (AB grammars),
grammaires catégorielles classiques (classical categorial grammars), ou encore grammaires
catégorielles élémentaires (basic categorial grammars).

4.2 Grammaires AB

4.2.1 Définition

Alors que [8] se préoccupait essentiellement des langages formels, en particulier 1a lo-
gique, [12] se consacre plus spécifiquement aux langues naturelles. Pour ceci, et pour tenir
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compte de 1’ordre des mots qui devient une part trés importante, il introduit désormais deux
types de barres de fractions sensibles & 1’ordre. Les catégories, ou types se définissent comme
suit :

T = P|T\T|T/T

ou P est I’ensemble des types élémentaires (contenant d’une part S mais d’autres types
arbitraires, par exemple S, np, etc.).

Définition 36. Soit un vocabulaire V. Une grammaire AB G se définit & I’aide d’un lexique,
c’est-a-dire une fonction Lex qui associe un ensemble fini de types aux mots. (On a besoin
d’un ensemble fini de types car un méme mot peut avoir des régles de combinaisons, et donc
des catégories, tres différentes. Par exemple é#¢ qui peut étre le participe passé du verbe étre
ou le nom commun désignant la saison.)

Une expression est une suite de mots m; . . . my,. Son type est w si pour tout 3 € [1, n, il
existe t; € Lex(m;) telque ;... ¢, — u ({1 ... t, se réduit en u) avec les régles de réduction
suivantes :

wwer  VOW w (\)
(w/w)w—v (/o)

Si pour tout a € V, |Lex(a)| < k, on dit que G est k-valuée. Si k = 1, on.dit qu’elle est
rigide.

Ces regles se lisent intuitivement ainsi : une expression e de type A\B attend une ex-
pression a de type A sur sa gauche pour donner une expression ae de type B. De méme une
expression ¢’ de type A/ B attend une expression b de type B sur sa droite pour donner une
expression e'b de type A2,

Le langage engendré par la grammaire est I’ensemble des expressions de type S.

On voit qu’il y a eu glissement des catégories sémantiques vers les catégories syn-
taxiques. Néanmoins, comme nous le montre la section 3.1.3, les catégories sémantiques
se redéfinissent en reprenant d’une part I’idée de fonction et d’argument pour saturer ces
fonctions, et d’autre part en gardant un lien étroit avec leur catégorie syntaxique.

4.2.2 Quelques exemples de grammaire AB

Comme indiqué précédemment, il nous faut tout d’abord définir un lexique.
Soit le lexique LeX; défini par le tableau 4.1.

Lex1

a | (S/B)/S
b B
S

TAB. 4.1 — Définition de Lex;

2Pour savoir de quel coté I’expression doit étre complétée, on peut utiliser le moyen mnémotechnique
" suivant : orienter la fldche systématiquement vers le bas, comme ceci : A \, B et B .,/ A et lire « A donne
B», ou « A implique B». Comme on le verra par la suite, d’un point de vue logique, on a effectivement une
implication.
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Le langage L(Lex;) engendré par Lex, est a™eb”. En effet, on a bien € € L(Lex;) et
pourn > 1, si a™eb™ € L(Lex,), alors le type de a™eb™ est S et avec ’arbre :

a a™eb"
(S/B)/S §
S/B

le b
B

S fe

a™tleb"t! est une expression de type S. Réciproquement, une expression e de L£(Lex;) soit
est € soit commence nécessairement par a (dont seule la catégorie produit un S) et donc s’écrit
e = aejey, avec e; de type S et ey de type B. Or seul b peut fournir un B. Donc e = ae b et
ey de type S. Par récurrence sur la longueur de ’expression, £(Lex;) = {a"eb"|n > 0}.

Ce petit exemple permet de montrer que les langages engendrés par les grammaires ca-
tégorielles peuvent se comparer aux classes habituelles de langage (dans la hiérarchie de
Chomsky) et de vérifier qu’ils sont non réguliers. La section 4.3 présente des résultats précis
a ce sujet. a

Donnons maintenant un exemple plus proche des langues naturelles, et utilisons LeX,,
défini dans le tableau 4.2.

Lex,
Marie np
livre n
le np/n
lit | (np\S)/np

TAB. 4.2 — Définition de LeXs

L’expression Marie lit le livre appartient-elle au langage ? Oui, car on peut construire
1’arbre de dérivation suivant :

np/n n
(np\S)/np np
/e
np np\S \
S e

montrant que I’expression np (np\S)/np np/nn se réduit bien a S.

Par rapport a ’exemple donné a la section 1.1.2, les régles tiennent cette fois bien compte
de la non-commutativité, et il n’est pas possible de dériver § a partir de ’expression *Marie
le lit livre.

4.2.3 Limitations et extensions des grammaires catégorielles

Cherchons maintenant a étendre Lex, pour pouvoir analyser des expressions comme le
livre que Marie lit (non pas comme une phrase, bien siir, mais comme une expression de type

np).
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Quel type peut-on associer a que ? C’est un mot qui attend a sa droite une expression a
qui il manque & droite un np pour étre de type S, soit S/np, et a sa gauche une expression de
type n pour redonner une expression de type n. Donc on peut typer que par (n\n)/(S/np) et
considérer le lexique du tableau 4.3. (Bien entendu, la solution n’est pas en général unique
et seule I’analyse de nombreux exemples permet de définir judicieusement le type d’une
expression. C’est la technique d’apprentissage dont la section 4.4 parle plus longuement.)

Lex;
Marie np
livre n
le np/n
lit | (np\S)/np
que | (n\n)/(S/np)

TAB. 4.3 — Définition de LeXs

Cependant, ’expression Marie lit ne se réduit pas au type S/np. 11 lui manque pourtant
bien un #p & droite pour se réduire au type S. On voudrait donc avoir

np (np\S)/np — S/np
Cela peut s’obtenir au moyen de deux regles de plus dans le systeme :

A/BB/C — A/C 4.1
A — B/(A\B) 4.2)

La regle (4.1) se comprend de la maniere suivante : la combinaison es = ejeq de deux
expressions e; de type A/B et ey de type B/C se comporte comme une expression de type
A/C. En effet, supposons que I’on ajoute ¢ de type C a es3, ejesc peut se réduire au type
A. Donc ezc peut se réduire au type A et e3 au type A/C. On donne généralement a cette
régle le nom de composition (on compose effectivement une fonction de C dans B avec une
fonction de B dans A pour obtenir une fonction de C dans A).

La regle (4.2) dit qu’une expression e; = ejeq de type B avec e; de type A permet de
considérer que e, attend une expression de type A & sa gauche pour donner un B (A\B),
et donc que e; peut aussi étre considérée comme ayant un type permettant. a partir d’une
expression de type A\ B a sa droite, de donner le type B, soit B/(A\B). On appelle généra-
lement cette régle élévation de type.

Ces deux regles ont leur pendant avec les concaténations dans I’autre sens :

A\BB\C — A\C 4.3)
A - (B/A\B (4.4)
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On a alors :
Marie
np
—(4.2) lit
Sw\S) oo\,
que S/np .
(n\n)/(S/np)
livre [e
" n\n
le \e
np/n " /,
np

Pour pouvoir modéliser des phénomenes linguistiques un peu plus complexes, on s’aper-
coit donc que les deux regles de base des grammaires catégorielles ne suffisent pas. Un
certain nombre de propositions (telles les régles de composition, de division — reégles de
Geach — ou d’élévation de type [47]) peut étre ajouté. Nous ne développons pas plus ces
regles car les systémes logiques que nous considérons (voir chapitre 5) permettent de les
obtenir directement.

4.3 Pouvoir génératif et grammaires hors-contexte

Considérant les grammaires catégorielles élémentaires, la question de la classe de lan-
gage qu’elles engendrent se pose naturellement. Cette section rappelle différentes équiva-
lences avec les grammaires hors-contexte. ‘

Nous prenons le temps de décrire plus précisément les grammaires hors contexte (en se
basant essentiellement sur [63]) et leurs liens avec les grammaires catégorielles car, outre
les résultats d’équivalence existant entre ces deux systeémes, les linguistes aussi bien que les
informaticiens connaissent en général bien (et beaucoup mieux que les grammaires catégo-
rielles) les grammaires hors-contexte. '

Définition 37. Une grammaire hors-contexte G = (V, T, P, S) est définie par :
- deux ensembles disjoints V' et T' de variables et de terminaux ;
— P un ensemble fini de régles de production de la forme A — a ot A € Veta €
(VuT)*,
— un symbole spécial S, le symbole de départ.
Définition 38. Soit la relation — définie sur (V U T)** avec Ay — B si et seulement si
A »— B (on dit que oAy se réécrit en af7). On appelle — sa cloture réflexive et transitive.
Un arbre est un arbre de dérivation de A si :
— tout sommet est étiqueté par un symbole de V.U T U {¢} ;
— laracine est étiquetée A ;
— si un sommet est intérieur, étiqueté par B, alors B € V'
— siun sommet s est étiqueté par B et que les sommets s, . . . , s, sont ses fils, ordonnés
de gauche a droite, de labels respectifs X; - - - X, alors B »— X3,... , X, € P ;
— si un sommet est étiqueté ¢, alors c’est une feuille et c’est ’unique fils de son pére.
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Définition 39. Soit G une grammaire hors-contexte. Le langage (hors-contexte) engendré
par G est L(G) = {w € T*|S —» w}.

Deux grammaires qui engendrent le méme langage sont faiblement équivalentes. Si de
plus les arbres de dérivations sont isomorphes, alors elles sont fortement équivalentes.

Exemple 5. La grammaire G = (V, T, P, S) ol :

- T ={a,b};
S » aSh
- P= S — ¢

engendre le langage L(G) = {a™b"|n > 0}.
En effet, S — aSb — aaSbb — aaaSbbb — -+ - — a™eb™. Avec I’arbre de dérivation

Théoreme 44 (Forme normale de Chomsky). Tout langage hors-contexte L sans € (e¢L)
est engendré par une grammaire dont les régles de production sont de la forme A — BC
ou A s> aavec (A,B,C,a) € V3 x T.

Théoréme 45 (Forme normale forte de Greibach). Tout langage hors-contexte L sans €
est engendré par une grammaire dont les régles de production sont de la forme A — aa ou
A aavec (A,a,a) €V x T x (V?).

[13] établit les résultats suivants a propos des équivalences entre grammaires AB et gram-
maires hors-contextes :

Théoreme 46. Toute grammaire hors-contexte sans € (le langage engendré est sans €) sous
forme normale de Greibach est fortement équivalente a une grammaire AB.

Démonstration. Soit G = (V, T, P, S) une telle grammaire hors contexte. On définit G’ une
grammaire catégorielle griace au lexique LeX tel que Va € T

Lex(a) = {((- .. ((X/Xn)/Xn-1) ... )/ X2)/X1|X = aXy - Xp € P}

11 suffit alors de constater que pour tout sous-arbre de réécriture

a/leX \\X

e e n
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sous-arbre de 1’arbre d’une réécriture dans G,

(- (XX X))/ X)X K
(X/Xn)/ Xn1---) /X © X

((X/Xn)/ X1+ )/ Xs

(X/Xn)/Xn—l Xn—l
X/ X, X

est une réécriture correcte pour G'. | O

Théoreme 47. Toute grammaire hors-contexte sans € est faiblement équivalente & une gram-
maire AB contenant uniguement des types de la forme X, XY ou (X/Y)/Z.

Démonstration. Conséquence directe des théorémes 45 et 46. La démonstration de ce dernier
donne les bons types si les régles sont en forme normale de Greibach. 1

Théoréme 48. Toute grammaire AB G est fortement équivalente a4 une grammaire hors-
contexte en forme normale de Chomsky.

Démonstration. Définissons G' = (V, T, P, S) telle que :
— T est I’ensemble des mots de G ; _
— V est I’ensemble des sous-types des types du lexique (par exemple, si (np\S)/np) est
un type du lexique, (np\S)/np), np\S, np et S appartiennent a V.
{X — a|X € Lex(a)}
U
-P=X {X—(X/2)Z|X,Z,(X/Z) eV}
U
[X = Z(2\X)|X, Z,(2\X) € V}
Les arbres de réécriture dans G’ se déduisent alors directement des dérivations dans G. [

4.4 Apprentissage

Comme nous I’avons constaté, la modélisation a I’aide d’une grammaire catégorielle re-
pose essentiellement sur la construction du lexique. La question se pose alors naturellement
des moyens pour acquérir ce lexique. Au-dela des résultats généraux sur I’apprentissage
de [58], plus récemment certains travaux [16, 18, 75] ont apporté des perspectives nouvelles
sur I’apprentissage des grammaires catégorielles, notamment en termes de complexité. No-
tons également I’approche trés originale de [7] qui veut considérer les classes de langages
non plus traditionellement (dans la hiérarchie de Chomsky), mais suivant leur complexité
(au sens de la théorie de 1’information).

La présentation rapide des techniques les (désormais) plus classiques d’apprentissage
faite dans cette section permettra a la fois :
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— de donner un apercu de ce qui nous semble un travail indispensable a 1’utilisation des
grammaires catégorielles en vraie grandeur ;

— de justifier Iaffectation des types dans les exemples tout au long des chapitres ;

— surtout, de montrer que certains des problémes auxquels nous sommes confrontés pour
la génération se retrouvent en apprentissage quand celui-ci se base également sur la
sémantique [151]. L’approche algorithmique que nous développons pour la génération
devrait donc pouvoir se transposer pour apprentissage.

Bien que ces techniques fonctionnent pour des grammaires k-valuées, nous limitons cepen-
dant nos exemples au cas des grammaires rigides.

Le probleme de I’apprentissage (apprentissage a la limite défini par [58]) consiste & dé-
finir une fonction Apprends qui associe a un ensemble fini £ d’exemples positifs (c’est-a-
dire qui sont des expressions correctes du langage) une grammaire G telle que :

— G engendre tous les exemples de F ;

— pour une grammaire donnée Gy et une suite (e;) d’expressions engendrées par Gy, si

Ion définit B; = {ex|k < i}, alors il existe ny tel que pour tout n > ng

Apprends(E,,) = Apprends(E,,) = G et L(Go) = L(Go)

Une classe de langage peut s’apprendre dans ce modele s’il existe une fonction Apprends
qui permet d’apprendre une grammaire G & partir d’une suite infinie d’exemples de tout
langage L de cette classe. Dans ce cadre, les premiers résultats, négatifs, indiquent qu’aucune
des classes de langage de la hiérarchie de Chomsky ne peut s’apprendre [58]. Toutefois, des
classes de langages non triviales peutvent étre apprises [10], en particulier les grammaires
contextuelles dont le nombre de régles est borné [147] et, dans le cas qui nous intéresse, les
grammaires catégorielles k-valuées [74]. .

4.4.1 Exemples structurés

Par rapport aux grammaires contextuelles ou hors-contexte dont il faut inférer les regles,
dans le cas des grammaires catégorielles, ce sont en fait les lexiques qu’il faut découvrir,
puisque les regles sont fixées. D’autre part, pour des raisons d’efficacité, les expressions
ne sont pas une simple suite de mots mais des expressions structurées, c’est-a-dire pour-
vues de leur arbre de dérivation. Pour les grammaires rigides par exemple, 1’algorithme dé-
crit ci-dessous calcule I’affectation des types dans un temps linéaire en fonction du nombre
d’exemples, si ceux-ci sont structurés. S’ils ne sont pas structurés, la recherche de structure
introduit un élément exponentiel : si n; est le nombre de mots de I’exemple i, il y a 22(%—1)
structures possibles [115].

La figure 4.1 donne les deux exemples positifs sur lesquels nos decrlvons ’algorithme
RG [18, 75] dont le principe réside dans le typage qu’il propose des mots de 1’expression (et
qui définit donc le lexique). On suppose que les deux phrases sont correctes, donc de type S.
Puis on type avec des variables, depuis la racine jusqu’aux feuilles, les nceuds des arbres.

Lorsque le résultat d’une régle \. (respectivement /,) est y, cela signifie que le type
du fils gauche doit &tre z (respectivement y/x) alors que celui du fils droit doit étre z\y
(respectivement z). Cela permet de typer chacun des arbres, pour obtenir ceux des figures 4.2.
Autrement dit, le lexique doit vérifier le typage suivant :
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le 961/3/1,352/?/2
chat 1y,
sourit  :x;\S, 2z
malicieusement : 23\ 2y

D’autre part, on veut un type unique pour chaque mot. Celui-ci doit vérifier chacun des
types issus des arbres typés. Cela se réalise en considérant le typage comme un probléme
d’unification de variables. Ainsi, on cherche o substitution vérifiant :

-o(8)=S;

— o(A\B) = o(4)\o(B) ;

- 0(A/B) = a(A)/o(B)

Une telle substitution, appliquée au lexique, ne change pas le langage engendré. On dit
qu’elle unifie un ensemble T de types si VX, Y € T, o(X) = o(Y).

L’algorithme RG, & partir des types induits par les arbres typés des exemples._positifs,
cherche donc a unifier tous les types associés a un item lexical (dans le cas des grammaires
rigides, I'unificateur le plus général existe toujours). En particulier ici, on recherche o telle
que o(z1/y1) = (32/y2), o(11) = 0 () et o(z1\S) = 0 (22).

On obtient

o(z1) =o(z) =X o(y)=0(p) =Y o(z)=X\S
soit le lexique de la table 4.413,

Cet algorithme converge, d’apres [75]. Pour une discussion et une implémentation effi-
cace de ’algorithme, voir [115].

Lex,
le X/Y
chat Y
sourit X\S
malicieusement | (X\S)\(X\S)

TAB. 4.4 — Définition de LeX;

/\e\ . /\e\
/e~ Sourit /e \e
N PLAAN / \ .
le chat le chat Sourit malicieusement

(@) (b)

FIG. 4.1 — Exemples positifs pour I’apprentissage

13Rien ne nous empéche de remplacer X par np, Y et n pour retrouver le typage habituel.
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\e \e
» S . S
/e g xl\S /e / \ \e

, T sourit , Ty . T2\S
331/y1 W $2/y2 Yo ) 22\532
le chat le chat sourit malicieusement

(@ (®)
FIG. 4.2 — Arbres typés

4.4.2 Exemples syntaxiques et sémantiques

Nous avons vu dans la section précédente que les exemples fournissaient, en plus de la
suite de mots, I’arbre de dérivation. Pour éviter de devoir fournir les arbres de dérivations,
[151] propose que les exemples soient constitués de simples suites de mots, mais avec leur
représentation sémantique. On ne fournit donc plus un ensemble d’expressions bien formées,
mais un ensemble de paires constituées d’une expression et de sa représentation sémantique.

Ainsi, prenons comme ensemble d’exemples E = {(ey, s1), (€2, s2)} ol

(e1,81) = (Arséne rit, rit @) et (eq, s3) = (Arséne pleure, pleure a)

Bien que la méthode proposée par [152, 151] ne requiere que la compositionalité sémantique,
nous utilisons ici la sémantique de Montague en considérant les expressions sémantiques
comme des A-termes.

Dans une premiere étape, 1’algorithme fait plusieurs hypothéses sur les structures pos-
sibles des exemples. On a ici les quatre possibilités de la figure 4.3.

Si I’on ne précise pas les structures correctes, 1’algorithme RG donne les quatre lexiques
possibles :

Arséne | X Arséne | S/X Arsene | S/X Arséne | S/X
pleure | X\S pleure X pleure | (S/X)\S pleure | X
rit | X\S rit (S/XH\S rit X rit X

Comment donc utiliser la forme sémantique pour les discriminer ? Tout d’abord, les deux
possibilités pour Arsene rit des figures 4.3(a) et 4.3(b) permettent les deux hypotheses sui-
vantes :

Arsene | X a ou Arséne | S/X rit
it | X\S rit it | X a

c’est-a-dire que 1’on cherche « et § qui vérifient fo = rita ou af = rita. Le pro-
bleme d’unification des catégories syntaxiques s’augmente d’un probléme d’unification de
A-termes.

Supposons que P'on ait (Arséne : S/ X, rit). Cet élément lexical doit aussi permettre
de calculer dans au moins I’un des deux autres exemples yrit = pleure a ou rity =
pleure a. Or ceci n’est pas possible car rit est une constante qui doit apparaitre dans les
deux termes. On voit donc comment la sémantique permet de discriminer les possibilités, et
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Lexs
Arséne | X a
rit X\S rit
pleure | X\S pleure

TAB. 4.5 — Lexique appris a I’aide de la sémantique

on sait qu’alors on doit avoir (Arséne : X, a), et donc aussi (rit : X\S, rit). Et de méme
que précédemment, les conditions sur le deuxieéme exemple donnent ya = pleure a comme
seule solution possible. Donc le lexique finalement construit est celui du tableau 4.5.

\e e

Arsénerit : S, Ba = rita Arsénerit: S,aff =rita

Arséne : x, o rit 1 z\S, B Arséne : S/y,a rit:y, B
(@) (b)

\e /e

Arséne pleure : S,ya = pleure a Arsénerit : S, ary = pleure a
Arsene . x, o rit : £\S,y Arséne : S/y, « rit : y\S, v
(c) @

F1G. 4.3 — Hypotheses construites a partir des exemples

Cette méthode présente un certain nombre d’avantages. D’une part les exemples ne né-
cessitent plus de structure mais ils doivent s’accompagner de leur sémantique, d’autre part,
pas plus qu’il n’est nécessaire d’indiquer des types syntaxiques de base aux entrées lexicales,
il n’est nécessaire d’indiquer des valeurs sémantiques de base. Seule la commodité nous a
amenés a donner des noms comme pleure ou rit aux constantes sémantiques.

[151] ajoute que d’un point de vue cognitif, la pertinence de cette conception de I’appren-
tissage rejoint des opinons psycholinguistiques, en évoquant [120] : « Knowing a language
is knowing how to translate mentalese into strings of words and vice-versa», mais également
la nécessité de la répétition syntaxico-sémantique dans 1’apprentissage [128, 120]. Ainsi, si
I’on commente la course de quelqu’un par John runs, I’auditeur ne peut pas deviner quel
est le prédicat, et quel est I’argument. Cette inférence ne devient possible que si un nouvel
exemple est fourni a I’auditeur, tel que Mary runs, ou bien John sleeps. Ce que 1’on retrouve
dans I’exemple traité ci-dessus.

Par contre cette approche est encore treés incompléte. [151] releve la complexité de 1’al-
gorithme envisagé, au moins exponentielle, en soulignant toutefois que la mesure de com-
plexité intéressante correspond a celle relative au nombre de mots nouveaux dans chaque
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nouvel exemple. On retrouve 1a une préoccupation de [7].

Egalement, la procédure d’unification de A-termes améne des difficultés, car elle devient
tres rapidement indécidable [67] (dés le deuxie¢me ordre). Néanmoins, cette approche nous
semble intéressante et envisage sous d’autres angles des problémes que nous avons eu a trai-
ter dans le cas de la génération. En particulier, nous verrons que méme si nous faisons de
Punification de A-termes, nous pouvons montrer que les problémes posés (moins généraux
que ’unification) restent décidables d’une part, et d’autre part qu’une approche par les ré-
seaux de preuve amene une certaine efficacité. La question se pose alors de savoir dans quelle
mesure ces résultats se transposent a ce schéma d’apprentissage.






Chapitre 5
Calcul de Lambek

Le chapitre précédent a présenté les grammaires catégorielles avec ses deux régles de

réécriture \c et /, :

v(\w) = w (\)

(v/w)w—v (/)
En prenant désormais un point de vue plus logique qu’arithmétique, et en considérant le / et
le \ comme des implications (gauche et droite), une signification autre de ces régles apparait.
En effet, supposons que d’une expression I' on puisse dire qu’elle est de type v (I' - v), et
qu’une autre expression A soit de type v\w (A F v\w). La régle \, nous assure qu’alors
I’expression I', A est de type w (I', A F w).

Ceci évoque tres précisément la régle d’élimination de 1’implication en déduction natu-

relle décrite au chapitre 3 :

'rewA AFpwA—B
VAR B
c’est-a-dire la régle du Modus Ponens.

Mais la déduction naturelle propose la contrepartie de cette régle : larégle d’introduction
de I’'implication :

e

INAbo B

—_—
I'topwA— B
Or cette régle manque aux grammaires AB. Cela signifie, pour reprendre un exemple du
chapitre 4, Marie lit, qu’on ne peut pas déduire de la correction de la phrase Marie lit un livre
que Marie lit est de type S/np (en considérant que un livre est de type np), ce qui conduit
a introduire des régles supplémentaires telles que @ — b/(a\b). Qu’en est-il dans un cadre
comme celui de la déduction naturelle out I’on peut faire des hypotheses (présence d’un np
apres Marie lit qui permet d’obtenir une phrase correcte — on obtient une preuve de S) ?
Ce chapitre répond en présentant tout d’abord les régles /. et \. plongées dans un sys-
téme logique similaire a celui de la déduction naturelle, avec les propriétés de décidabilité et
d’élimination des coupures qui en découlent. Puis il montre par divers exemples comment ce
nouveau calcul étend celui des grammaires AB, résoud élégamment certains problémes et se
combine naturellement a la sémantique de Montague. Cela nous permettra d’évoquer pour la
premicre fois les problémes de génération avec ce type de grammaire. Enfin, nous montre-
rons des limitations de ce calcul pour la modélisation et des tentatives pour les dépasser.

i
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5.1 Regles d’inférences et interprétation

5.1.1 Déduction naturelle et calcul des séquents

Les regles que nous présentons sont celles de [89], avec le tableau 5.1 pour une présen-
tation en déduction naturelle sous forme de séquents, et le tableau 5.2 pour une présentation
en calcul des séquents.

Suivant les propriétés que nous voulons démontrer, ou les transformations dans d’autres
systémes, nous utiliserons I’une ou 1’autre de ces représentations.

Les types sont définis par

T o=P|T\T|T/T\T T

Par rapport aux grammaires catégorielles, il y a en plus une conjonction non commutative e.

Tk, A Ak, A\B ATk, B
I,Ab,, B ¢ Th,, A\B "
Tk B/A Ak, A T,Ab,, B
I',Ak,, B ° Tk, B/A"
T't,, AeB A,A BN hDNG. Tk, A AI—LDNB..
AT, A+, C * TI,At, AeB

TAB. 5.1 — Regles du calcul de Lambek sous forme de déduction naturelle

En fait, de ce systeme présenté par [89], plusieurs autres peuvent découler. Parmi les
plus courants, citons la version sans le produit e (que I’on pourra parfois considérer dans la
suite). Les autres se différencient sur les régles structurelles. On a vu que ce systéme est non
commutatif, mais la virgule « ,» est associative. On peut également considérer un syste¢me
non associatif et non commutatif comme [90]. '

Une propriété importante du calcul de Lambek associatif (structural completeness [17])
indique que s’il existe une dérivation d’un type de base a partir d’une suite de types dont les
sous-suites sont munies d’un parenthésage (par exemple (Marie (lit (le livre)))), tout autre
parenthésage permet une dérivation du méme type (par exemple ((Marie lit)(le livre))) :

np/nt, np/n nbn
(np\S)/np Fion (np\S)/np (np/n,n) FLoy 1P / )
np o 1p ((np\S) /np, (np/n,n)) -, np\S ¢ (5.1

(o, ((\S)/np, (p/n, 1)) FuwS
(Marie (lit (le  livre)))




e

5.1. Reégles d’inférences et interprétation 109

PHA ANAANEC

Axiom Cut
FA AT,A'F C
LBI'HC AkA LARB
T,B/AATHC T B/A
AR A DBI'HC ATHB
IAABTHC TH A\B
LABIRC THd4 ARB
T,AeB,I'H C Al AeB

TAB. 5.2 — Regles du calcul de Lambek sous forme de séquents

(np\S)/np iy (np\S)/np  np i mp

/e

np b mp (np\S) /np, np i, n0\S
np, (np\S)/np,np ., S . ) np/nby, np/n nk n
(np, (np\S) /np) Fioy S/np " (np/n,n) Fioy np ¢
((wp,  (0\S)/mp), (npfn,  m))  Fipy S e
((Marie lit) (le livre))

(5.2)

La notion usuelle de constituant se trouve changée, car désormais toute décomposition est
possible. Cela permet de traiter par exemple la coordination entre non-constituants, comme
le montre la section 5.4.2. De méme, la dérivation de chacun de ses regroupements peut se
justifier : (5.1) dans le cas syntaxique, et (5.2) dans le cas prosodique, car les notions de
constituants ne coincident pas forcément dans les deux cas [86].

L’examen de la dérivation (5.2) montre un usage implicite de 1’associativité pour utili-
ser la régle /; : on passe en fait de np, ((np\S)/np,np) & (np, (np\S)/np), np. Considérer
un calcul non associatif [90] permet de retrouver la notion habituelle de constituant. Pour
permettre de retrouver certains phénomenes, comme celui des constituants prosodiques, on
peut assouplir localement la non-associativité, et donner des postulats structurels [107]. Plus
généralement, cette approche et les phénomenes linguistiques qu’elle permet de prendre en
compte, est présentée a la section 5.5.1.

Nous rappelons que les deux systeémes (calcul des séquents et déduction naturelle), s’ils
utilisent les méme symboles pour leur syntaxe ont des propriétés différentes, comme indi-
qué au chapitre 3. En particulier la procédure de normalisation est différente dans les deux
systemes. Pour pouvoir utiliser ’un ou I’autre des deux systemes, il faut montrer qu’ils sont
équivalents. Mais 1’équivalence dont on parle ici est celle de la prouvabilité. Cela signifie
que I’on veut montrer le théoréme suivant :

Théoréme 49. Un séquent I" -, A est prouvable si et seulement si il est racine d’une déduc-



110 Chapitre 5. Calcul de Lambek

tionI' ., A
Ce théoréme n’est qu’une variante de la correspondance entre calcul des séquents et
déduction naturelle telle que nous 1’avons décrite au chapitre 3.

5.1.2 Le séquent vide

Nous avons pour I’instant considéré les reégles des tableaux 5.1 et 5.2 sans restriction, et
nous avons vu que cela permettait d’étendre le langage engendré (pour un méme lexique,
bien siir) par rapport aux grammaires catégorielles. Par contre, puisqu’il s’agit maintenant
d’une logique, quel sens donner a une tautologie ? Supposons qu’une formule A soit une
tautologie. On a donc k., A. Cela signifie que la chaine vide € est de type syntaxique A
pour toute tautologie A. Elt— alors € peut étre utilisé pour fournir un A dés qu’il y en a besoin.

ton

Par exemple, on a : /i. Or n/n est justement le type des adjectifs (qui attendent

Fioy 72/1
un nom commun pour donner un nom commun). De plus, un adverbe comme frés modifie les
adjectifs, et a comme type (n/n)/(n/n). Dés lors le lexique de la table 5.3 permet de dériver
le type np aussi bien depuis 1’expression le trés gros gdteau que depuis 1’expression *le tres

gdteau. En effet, on a bien une preuve de np/n, (n/n)/(n/n),n -, np avec :

nhy B

(n/n)/(nfn) Froy (/1) /(nfn)  Fioy n/n ;

(n/n)/(n/n) }—LDN n/n n I_LDN n /
np/n i np/n (n/m)/(n/n),n oy 1 :
np[n, (n/n)/(n/n), n  Fyynp -

le trés gdteau

Cela explique que la définition des regles d’inférences du calcul de Lambek s’accom-
pagne d’une restriction : la suite de formules a gauche du signe - ne doit pas étre vide (dans
'+ A, T'£0D). Cela permet de définir les calculs I—LBN et .« a partir de b, et .

Lexs
tres | (N/N)/(N/N)
gateau n
le np/n
gros N/N

TAB. 5.3 — Définition de LeXg

5.1.3 Relations avec la logique linéaire

Laregle X de 1a logique linéaire (voir le tableau 1.4) peut se décomposer en deux régles :
FI,A FT,A B
X tX

AT -T,B, A
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Le nouveau systeme ¢-MLL, construit & partir des régles de MLL, a I’exception de la régle
X remplacée par cX, est celui défini par [164], celui de la logique linéaire cyclique (seule
la permutation circulaire est autorisée) pour laquelle on considere également le fragment
intuitionniste ICLL.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 50. A;,..., A, &, B si et seulement si b, AL, . A+ B.

[132] en donne une preuve.
Donc :
— le calcul de Lambek est équivalent a la logique linéaire (multiplicative) intuitionniste
cyclique ; .
— le calcul de Lambek, avec la reégle de permutation, est équivalent a la logique linéaire
(multiplicative).
C’est vrai également pour chacun de ces calculs considérés sans la séquence vide, c’est-a-
dire pour L* et IcLL".

5.2 Réseaux de preuve pour le calcul de Lambek

Puisque le calcul de Lambek se révele étre un fragment non commutatif de la logique
linéaire multiplicative intuitionniste, sa présentation sous forme de réseaux apparait naturel-
lement.

La section 3.2.3 présente les réseaux de preuve pour la logique linéaire multiplicative
intuitionniste a I’aide des polarités. Ces réseaux peuvent s’utiliser tels quels si 1’on ajoute le
moyen de contrdler la non-commutativité. Celle-ci peut s’exprimer également comme une
propriété a ajouter au critere de correction.

La présentation des réseaux sous forme de R&B- graphes permet de la formuler de deux
manieres :

Réseaux sans coupures Un réseau de preuve de MLL est un réseau de preuve pour cMLL
si et seulement si les liens axiomes ne se croisent pas [139, 132]. On dit également que
la suite s des formules reliées par des liens axiomes est bien parenthésée (c’est-a-dire
s est vide ou bien s = As;Als, avec s; et s, bien parenthésées). C’est ce critére
que nous retiendrons car la partie syntaxique des grammaires de types logiques se fera
sans coupure. Bien entendu, I’ordre des conclusions des axiomes dépend de 1’ordre
des conclusions du réseau.

Réseaux avec coupure Pour exprimer la cyclicité avec des coupures (ce que ne permet pas
le bon parenthésage des axiomes), [6] propose un critére basé sur 1’orientation des

liens.
On a donc d’apres la proposition 50 : A, ..., A, k.« B si et seulement s’il existe un
réseau de conclusions ordonnées A;L, ..., A{, B dont les liens axiomes ne se coupent pas.

Proposition 51. Soit II un réseau du calcul de Lambek. Les énoncés suivant sont équiva-
lents :
— tout sous-préréseau'* de I1 a au moins deux conclusions ;

14Un sous-préréseau (resp. sous-réseau) est un sous-graphe qui est aussi un préréseau (resp. un réseau).
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— tout sous-réseau de 11 a au moins deux conclusions ;
— toute séquentialisation de 11 ne contient que des séquents ayant au moins deux conclu-
sions.

[132] donne la preuve de cette proposition. Elle permet de caractériser les réseaux cor-
respondant au calcul de Lambek sans séquence vide.

Exemple 6. Prenons le lexique suivant :

Othello np

Desdémone np
aime (np\S) /np
Pour prouver que I’expression Othello aime Desdémone est bien une phrase, il suffit de

trouver un réseau de conclusions npt, ((np\S)/np)*,np*,S dont les liens axiomes ne se
coupent pas. La figure 5.1 montre que c’est possible.

Remarque. Bien que I’ordre des mots sur la figure soit Desdémone aime Othello, c’est bien
I’expression Othello aime Desdémone qui a été analysée. En effet, le passage par négation
de la gauche a la droite du séquent (pour obtenir un séquent unilateére) change 1’ordre des
formules, ce qui se traduit sur les réseaux par une lecture de droite a gauche de I’expression
analysée.

np* ((np\S) /np)* npt

. =np® (S @ np)
Desdémone aime Othello

=S
Yo

FIG. 5.1 — Analyse de Othello aime Desdémone

Exemple 7. Avec le méme lexique que précédemment, 1’analyse de Othello Desdémone
aime échoue car tous les réseaux possibles de conclusions ((np\S)/np)L, np*, np* et S ont
les liens axiomes qui se croisent (voir figures 5.2).

Cependant, nous obtenons 1a des analyses pour le calcul de Lambek avec la séquence
vide. [132] caractérise les réseaux correspondant au calcul de Lambek sans la séquence vide :
ce sont les réseaux 7 tels que tout sous-préréseau (c’est-a-dire tout sous-graphe qui est un
préréseau) de 7 contient au moins deux conclusions.

En reprenant 1I’exemple de la section 5.1.2 et le lexique du tableau 5.3, on voit que le seul
réseau qui permettrait d’analyser le trés gdteau comme un np est celui de la figure 5.3. Or
celui-ci contient le sous-réseau de conclusion unique wgn=. Il ne correspond donc pas 2 une
preuve du calcul de Lambek sans séquence vide et doit étre rejeté.
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i
np
np
o) L o)
((np\ngzgzLJ-® ) an- an— S
= np np .
qime Des'demone Othello
1
np
np
((np\S) [np)* np* np* S

=np® (S* ® np)

dime Desdémone Othello

FIG. 5.2 — Les deux réseaux possibles pour Othello Desdémone aime ont des liens axiomes
qui se croisent

n n
n np
nt (/)= nomt
gateau = (went)® (n@n~) le

trés

FIG. 5.3 — Analyse de le tres gateau
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5.3 Pouvoir génératif

5.3.1 Calcul de Lambek et grammaires AB

Puisque nous disposons désormais de la charge et de la décharge d’hypothéses, voyons-
en les conséquences sur I’exemple le livre que Marie lit. Le probléme était que la dérivation
de cette expression dans les grammaires AB avec le lexique de la table 5.4 rendait nécessaire
Pintroduction d’une nouvelle regle (d’élévation de type). Est-ce toujours nécessaire ?

Lex;
Marie np
livre n
le np/n
it | (w\S)/mp
que | (n\n)/(S/np)

TAB. 5.4 — Définition de LeX;

Avec D, la preuve :

(np\S)/np g, (np\S)/np  np s mp

np i, v (np\S) /np, np - np\S fe
np, (np\S) /np,np by S ’
np, (np\S) /np Fs,, S/np "
la preuve :
: Dy
(n\n)/(S/np) Fs, (W\n)/(S/np)  np, (np\S)/np b, S//np
nbg,n )/ (S/rp), i, (wp\S) [ b, e i
np/n b np/n n, (n\n)/(S/np),np, (np\S) /np bz, n /
np/n, n, (I\n)/(S/mp), mp, (wp\S)[mp b mp
le livre que Marie lit

montre que cette expression est dérivable (comme np) sans les régles (4.1), (4.3), (4.2) et
(4.4) supplémentaires.

A/BB/C — A/C 4.1)
A\B B\C — A\C (4.3)
A - B/(A\B) (4.2)

A — (B/A\B 4.4)
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En fait, ces régles sont maintenant des théorémes :

B/Cty, B/C Chy, C
A/BF; A/B B/C,C kB
A/B,B/C,C k. A
A/B,B/C + AjC"

/e A l_LBN A A\B |_LBN A\B
/e A, A\B }-—LBN B
Al B/(A\B)

\e

/i

Abe A A\Bly A\B
A A\BFy B ° B\Chy, B\C
A, A\B,B\C k-, C
A\B,B\C kg, A\C "

B/Abys B/A Aby A
\e B/A, At B
Ak, (B/A)\B

/e

\i

Tout se passe comme si la preuve s’effectuait en supposant un z : np comme objet pour
lit : (np\S)/np pour dériver litx : np\S, puis Marie litx : S. Cette expression de type
S ayant été obtenue en supposant 1’existence d’un znp a droite, ’expression Marie lit doit
dériver S si on lui fournit un np 2 droite, c’est-a-dire que son type est S/np. On trouvera &
la figure B.19 de ’annexe B un autre exemple d’élévation de type directement obtenu par la
preuve.

Bien d’autres regles proposées pour augmenter le pouvoir génératif des grammaires ca-
tégorielles deviennent ainsi des théorémes de ce calcul et sont naturellement intégrées. On
peut les retrouver par exemple dans [108].

L’exemple ci-dessus montre comment, grace au raisonnement avec hypothese, le calcul
de Lambek permet de rendre compte des constructions avec dépendances non bornées. L’ an-
nexe B montre par exemple les analyses (voir figures B.15(a), B.15(b) et B.15(c)) de phrases
telles que :

Jean déteste le livre que le professeur conseille a Marie de lire
Jean déteste le livre dont le professeur conseille a Marie de lire la préface
Jean parle du livre dont le professeur conseille a Marie de lire la preface

Toutefois, étant donné la nature totalement ordonnée du séquent, on ne peut faire que des
extractions périphériques. Ici, la régle qui sert est :

F, A }_LBN B
P I—LI’SN B/A
permettant de typer Marie lit avec S/np. Par contre, en 1’absence de régle du genre :

I,A,Chy B
I,Chy, B/A"

le simple fait de rajouter a I’extrémité avidement (de type S\SS), empéche d’obtenir une ana-
lyse de que Marie lit avidement. La section 5.5.1 montre comment étendre le calcul de Lam-
bek pour obtenir ces dérivations.
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5.3.2 Calcul de Lambek et grammaires hors contexte

Dans cette section qui décrit les relations entre grammaires hors-contexte et calcul de
Lambek, nous n’allons pas donner les preuves des résultats. En effet, si 'un des sens de
I’équivalence est assez aisé (les grammaires hors-contexte sont faiblement équivalentes aux
grammaires de Lambek), le second par contre est beaucoup plus ardu. Connu comme la
conjecture de Chomsky [24], il n’a été démontré que récemment par Pentus {117].

Théoreme 52. Pour toute grammaire hors-contexte sans le ¢, il existe une grammaire de
Lambek telle que les langages engendrés par chacune de ces grammaires coincident.

Théoreme 53. Pour toute grammaire de Lambek, il existe une grammaire hors-contexte telle
que les langages engendrés par chacune des grammaires coincident.

5.4 Analyse sémantique

Bien que constitué d’une mise en commun de résultats déja décrits (en particulier dans
les sections 3.2.1, 3.2 et 3.1.3), ce paragraphe constitue un élément crucial des grammaires
de types logiques et de leur articulation entre syntaxe et sémantique, remarqué notamment
par [157]. Et finalement il définit la pierre angulaire de notre travail autour de la génération
en donnant le moyen de passer de la syntaxe a la sémantique et réciproquement.

Nous avons montré comment passer d’une preuve de la logique linéaire intuitionniste a
un A-terme grice a I’isomorphisme de Curry-Howard. Il s’étend naturellement au cas non
commutatif (celui du calcul de Lambek), en associant les mémes A-termes pour 1’introduc-
tion et I’élimination de / et \ : ceux associés a —o.

Le deuxi¢me point traduit tout simplement 1’utilisation de la sémantique de Montague 2
travers la correspondance de Curry-Howard, telle que la décrit le chapitre 3.

Déslors,sil’on a :

— une expression e; de type syntaxique A, de type sémantique H.(A) et de forme séman-
tique s;

— une expression e, de type syntaxique A\ B, de type sémantique H(A) — H(B) et de
forme sémantique so,

la preuve A, A\B ks B de ce que ’expression e; e, est de type B se transforme en une
preuve de sy : H(A),s5 1 H(A) — H(B) by 5281 : H(B) et la forme sémantique de
I’expression e; e; est donc s987.

Pour appliquer cela a I’analyse syntaxique, il faut donc :

— un lexique dont chaque entrée lexicale associe un mot m; a un ou plusieurs types
syntaxique Tj(i) et a un ou plusieurs A-termes typés s? ) (sa forme sémantique, dans le
cadre de la sémantique de Montague) ;

— un isomorphisme H entre les types syntaxiques et sémantiques. On utilisera, sauf pré-
cision du contraire, H tel que :

H(np)=e¢ H(S)=t H@n)=e—t
H(A\B) = H(A) - H(B) H(A/B)=H(B) = H(A)

11 faut bien stir le compléter si d’autres types syntaxiques s’ajoutent.
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Si I’expression me (1) - - - m,(n) est une expression de type T', il existe une preuve 7 de

lea(l))’ ' T(”(n)) |_'-5N T

ceendg,

dont on obtient, en remplacant les types syntaxiques par leur transformés suivant # (les
regles d’inférence ne changeant pas), une preuve 7’ de

o HTETD), Lz HTE™) by u s H(T)

La forme sémantique de m, (1) - - - mq(n) est alors donnée par u[s,(1)/21, - - . ; Se(n)/Zn)-
Notation. Puisque les régles sont inchangées entre la preuve de la correction syntaxique et
celle du typage sémantique, on peut directement étiqueter les premieres par les A-termes des
secondes. Puis, au lieu de ne faire qu’a la fin la substitution des z; par les s,(;), on peut tout
de suite les utiliser dans le séquent a démontrer.

Tllustrons ce fonctionnement sur un premier exemple simple pris dans la section 3.1.3
consacrée a la sémantique de Montague et définissons le lexique Lex; du tablean 5.5.

Lex;
Entrée Type syntaxique | Type sémantique | Forme sémantique
Othello np e o
Desdémone np e d
‘meurt np\S e—t Az.meurtz
aime (np\S)/np e—>e—>t Az.Ay.(aimex)y

TAB. 5.5 — Définition de Lex;
Cherchons a calculer le sens s de Othello meurt. On cherche une preuve de
0 : np, A\z.meurtzs : np\s: St S

Axiome Axiome
O:nphtys O:np Az.(meurtz) : np\S ki Az.(meurtz) : np\S

o : np, \z.(meurtz) : np\S »  (Az.(meurtz))o : § )
On a donc s = (Az.(meurtz))o —} meurt o.
Nous verrons par la suite des exemples plus frappants de la pertinence de 1’approche de
Montague, notamment dans le contr6le des portées des quantificateurs.

5.4.1 Analyse sémantique et réseaux

Ce processus d’analyse sémantique, décrit pour le calcul des séquents, est bien entendu
tout a fait valable avec les réseaux de preuve, en partant de la preuve syntaxique non pas sous
forme de séquents mais sous forme de réseau. On a alors deux méthodes.

La premiére, calquée sur celle des séquents, permet de calculer le sens de I’expression
analysée en étiquetant le réseau comme indiqué a la section 3.2.3.0. La figure 5.4 I’illustre
sur le méme exemple que précédemment (en partant des conclusions négatives auxquelles on
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(Az.meurtz)o: S~

0: np+
Az.meurtz : (np\S)~ o:mp~  (Az.meurtz)o: St
meurt Othello

FIG. 5.4 — Analyse sémantique de Othello meurt par les réseaux

attribue la forme sémantique définie dans le lexique, puis en écrivant directement les résultats
de P'unification). On obtient de méme s = (A\z.meurtz)o —% meurt o.

La deuxieme méthode, proposée par [34], consiste a se passer des A-termes en leur pré-
férant le réseau qui les encode. On procéde de la manidre suivante :

1. dans le lexique, les A-termes sont remplacés par les réseaux (dits sémantiques) qui les
codent ;

2. aprés I’analyse syntaxique, on obtient un réseau de preuve 7’ sur les types syntaxiques
(figure 5.5(a)) qui se transforme en réseau de preuve 7 sur les types sémantiques par
H (figure 5.5(b)), que I’on note par abus de langage H(7'). Attention, dans cette trans-
formation, on peut rajouter des sommets et des liens : si I'image H(A) d’un type
syntaxique de base A est d’ordre supérieur ou égal a 2 (par exemple H(n) = e —o 1),
on développe le lien axiome par n-expansion dans le réseau sémantique ;

3. au lieu de faire la substitution des A-termes du lexique dans le A-terme qu’on aurait
obtenu en lisant le réseau de 1’étape précédente, on relie directement par un lien Cut
chaque conclusion négative de 7, correspondant a une entrée lexicale, au réseau sé-
mantique de cette entrée lexicale (voir figure 5.5(c)) ;

4. on élimine les coupures (figure 5.5(d)).

On a alors un nouveau réseau sémantique qui donne le sens de I’expression analysée. Bien
entendu, la lecture de ce réseau en A-terme donne le méme résultat qu’avec la premiére
méthode puisque le processus agit sur des représentations isomorphes. La figure 5.5 illustre,
toujours sur le méme exemple, cette méthode, avec le lexique du tableau 5.6.

Remarque 4. Les opérations sémantiques se passent dans le fragment intuitionniste com-
mutatif, a la différence des opérations syntaxiques. Le probléme des liens axiomes qui se
croisent, pour les réseaux, ne se pose donc plus.

Remarque 5. Nous avons vu a la section 3.3 comment, en ajoutant les exponentiels aux
connecteurs multiplicatif, il était possible de coder des A-termes non linéaires & 1’aide des
réseaux de preuve.

Par exemple, tenir compte de la non linéarité de la forme sémantique de fout :

APAQ.Y(Pz) = (Qz)

demande que z soit typé le (en fait, on retrouve la la décomposition de 1’implication intui-
tionniste A — B en !A —o B avec les connecteurs de la logique linéaire).
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Lex8
Entrée | Type syntaxique | Type sémantique | Forme sémantique
Othello np e o I det
O:e
meurt np\S e—>t
meurt: (e o t)”
TAB. 5.6 — Définition de Lexg
P
np"'
(np\S)~ np~ L8t
meurt Othello meurt Othello

(a) Réseau syntaxique

(b) Réseau sémantique

meurt

Othello

(c) Réseau sémantique et lien Cut avec les réseaux sémantiques du lexique

meurt : (e —o )~

(d) Réseau sémantique, aprés réduction

FIG. 5.5 — Analyse sémantique, uniquement avec les réseaux, de Othello meurt
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Cela se traduit par I’adoption d’un isomorphime A qui tienne compte du fait que le type
syntaxique est linéaire, mais que le type sémantique puisse ne pas I’€tre. En 1’occurrence,
puisque I’on demande désormais a ce que le type des entités soit le, il convient de ce que H,
envoie les éléments syntaxiques de type np vers le. On utilisera donc comme définition de H
sur les types de base :

H(np) =le
H(S) =t
H(n) =le —t

5.4.2 Capacité de modélisation

Dans cette section, nous illustrons sur des exemples un peu plus complexes comment
certains phénomenes linguistiques peuvent &tre modélisés. Nous évoquons les aspects syn-
taxiques, avec la coordination de non-constituants, les aspects sémantiques, avec 1’ambiguité,
et nous présentons également une mesure de complexité syntaxique basée sur les réseaux.
Cette hypothese, d’apres [113] & 1a suite des travaux [68], permet entre autres d’expliquer la
préférence d’une interprétation dans le cas d’une ambiguité.

Coordination

Le traitement de la coordination se révele comme un des apports importants du calcul de
Lambek [37, 106, 112]. De maniere générale, la coordination entre constituants (syntagmes
nominaux, verbaux, etc.) peut s’exprimer grace au schéma de type (X'\X)/X. Par exemple,
le typage (S\S)/S permet d’exprimer Jean aime le livre et Marie déteste le livre. Par contre,
dans Jean aime et Marie déteste le livre, 1a conjonction n’a plus lieu sur des constituants
complets, mais sur des constituants auxquels il manque un np a droite pour &tre complets,
soit de type S]np.

De la méme maniére que précédemment, on peut typer les expressions Jean aime et
Marie déteste par S/np. La coordination entre ces deux expressions peut alors s’effectuer
avec

et = ((S/np)\(S/np))/(S/np)

pour donner le type (S/np) que le livre : np compléte en dérivant S (on trouvera 1’analyse
avec les réseaux a la figure B.16).

Soit, avec :
(np\S)/np b, (np\S)/np - np 1y mp /
np b np (np\S) /np,np 1z np\S ‘
D, = np, (np\S) /np,np F S ‘

/s
np, (np\S)/np ‘s S/np
Jean aime
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(np\S)/np b, (np\S)/np  mp by mp
np by np (np\S)/np,np =z np\S \
Dy = np, (np\S) /np,np iz S / °

np,  (np\S)/np s, S/np
Marie  déteste

/e

on obtient :
((S/np)\(S/np))/(S/np) t-i, ((S/np)\(S/np))/(S/np) D )
Dy ((S/np)\(S/np))/(S/np),np, (np\S)/mp s, (S/mp)\(S/np) "

np,  (np\S)/np, ((S/mp)\(S/np))/(S/np), np, (np\S)/mp ‘s, S/np
Jean aime et Marie  déteste

\e

Notons que nous avons introduit un type polymorphe pour la coordination. Le lexique
n’est alors plus véritablement fini. La question de savoir si 1’analyse reste décidable se pose
alors.

Théoreme 54 ([20]). L’appartenance au langage défini par un lexique fini étendu avec l’in-
finité d’instances des coordinations polymorphiques des entrées lexicales est décidable.

~ Du point de vue sémantique, comme le montre [20], le phénoméne de coordination suit
’analyse syntaxique par I’isomorphisem de Curry-Howard. Avec le connecteur habituel A :
t — t — t, on peut définir pour I’exemple précédent :

et : ((S/mp)\(S/np))/(S/np) APE9.AQE7D.Az%.(Pz) A (Qx)
Avec la sémantique calculée pour les expressions :
Jean aime : \y.(aime y)j
Marie déteste : \y.(déteste y)m

on obtient pour Jean aime et Marie déteste :

(AP AQE) Mz (Px) A (Qz))(\y.(déteste y)m))(\y.(aime y)j)
—p Az.((Ay.(déteste y)m)z) A ((Ay.(aime y)j)z)
—rp Az.((déteste z)m) A ((aime z)j)

Néanmoins, comme le releve [112, 20], ce schéma de typage peut s’avérer trop général
et nécessiter plus de contrdle structurel pour isoler les éléments de coordinations et les struc-
tures avec lesquelles elles peuvent agir. Dans le cas contraire, des phrases comme *[Jean
pense que et le frére de] Marie dort appartiennent au langage. L.’annexe B donne un exemple
ou John believes Mary or Bill walks est analysé avec le typage

((S/(mp\S)\(S/(np\S))) /(S/ (np\S))

comme John believes (Mary walks or Bill walks), mais également comme (John believes
Mary walks) or (John believes Bill walks).



122 Chapitre 5. Calcul de Lambek

Portée des quantificateurs
L’approche de Montague se révele également efficace pour exprimer les ambiguités dues
a la portée des quantificateurs. Ainsi la phrase :
Toute peine mérite un salaire
a-t-elle deux sens :
1. ily a un salaire commun (et unique) que mérite toute peine’> ;
2. pour chaque peine, il y a un salaire que cette peine mérite.

L’ambiguité ici nait de ce que chacune des quantifications (celle du sujet : quantification
universelle, et celle de I’objet : quantification existentielle) peut s’appliquer a la phrase toute
entiére. Ainsi, dans une phrase comme :

Lantier mérite un salaire

la quantification qui provient de 1’objet s’applique-t-elle a toute la phrase :
Jy(salaire y) A ((mérite y)I)

De méme, le sujet peut lui aussi prendre toute la phrase dans son champ :
Toute peine fatigue

s’interpréte comme : Vz(peine z = fatigue ).
Voyons donc si I’on peut rendre compte des deux interprétations :

1. Jyvz(peine z = (salaire y) A ((mérite y)z))
2. VzIy(peine z = (salaire y) A ((mérite y)z))

Pour cela, utilisons le lexique du tableau 5.7, avec les formes sémantiques définies a la sec-
tion 3.1.3. Notons que nous faisons usage de la non-linéarité, ce qui conduit a adopter le
typage et la définition de # définis a la section 3.3 et a la remarque 5.

Nous optons ici pour une présentation de 1’analyse syntaxique sous forme de réseau
pour deux raisons : la premiére est que ce qui engendre I’ambiguité dans le principe des
grammaires de types logiques, & savoir la multiplicité des preuves pour un méme séquent,
nous semble plus frappant avec les réseaux. D’autre part, cela permet d’introduire la section
suivante qui présente une justification, d’apres [113], de la préférence pour I’une ou 1’autre
des interprétations.

Comme le montrent les figures 5.6(a) et 5.7(a), il existe deux preuves différentes de

(S/(np\S)) /1, np, (np\S) /np, ((S/np)\S) /np, np Far S

(dans le cas commutatif, il existe huit preuves de ce séquent. On ne retient bien entendu ici,
pour la syntaxe, que celles dont les liens axiomes ne se croisent pas). L’étiquetage de chacune
de ces preuves (figures 5.6(b) et 5.7(b)) montre que 1’on a affaire a une véritable ambiguité
(et non une ambiguité fallacieuse) en donnant les termes suivants : :

15Ce sens peut surprendre. Le négliger pourrait conduire, dans des négociations salariales, 2 la méme dé-
ception que celle des ouvriers de la premiére heure, traités comme ceux de la onzieme heure : « Ces derniers
venus n’ont fait qu’une heure, et tu les as trait€s comme nous, qui avons porté le fardeau de la journée (...)»
(Mt 20:12).
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Entrée lexicale | Type syntaxique Type sémantique Forme sémantique
peine np le peine
salaire np le salaire
mérite (np\S) /np le —ole —o t Az.\y.(mérite z)y
toute (S/(np\S))/n | (le = t) —o (le —o t) —o t | AP.AQ.V(\z.(Pz = Qx))
un (le o t) — (le — t) —o t | AP.AQ.I(A\z.(Pz) A (Qz))

— (yz)(Aa.(wv)(Ab.(za)(b)

((S/np)\S)/n

)

TAB. 5.7 — Lexique Lexg

— et (wv)(Aa.((yz)(Ab.(2b)a))).

On a alors :

(yz) (Aa.(wv)(Ab.(2a) (b))

(y2) (Aa. (wo) (2a)) APAQV (A1 (Pur = Qui))/w]
—% (y2)(Aa.(AQ.¥Y (M. (vuy = Qu1)))(2a))
—5 (yz)(Aa.Y(Auy.(vuy = (za)uy)))

— ((y7)(Aa.(wv)(2a)))

(y) MayY (. (vuy = (20)w))) APAQ. s (Puz) A (Quz))/y]
—% Iz (zuz) A (Ma Y. (vuy = (2a)uy)))uz))
_>;§ A(Aug.(zug) A (V(Auy.(vur = (zus)u1))))

A Aug.(Tug) A (V(Aug.(vuy = (zug)ur))))[Aue. Aus.(mérite us)us/z]

El()\’u,z(x’llq) A (V()\ul.(vul = (mérite ’U/Q)

et

(wv)(Aa.((yz)(Ab.(20)a))) [NP.AQ.F(Aug.(Pug) A (Qua))/v]

—_>2 I(Aug. (zuz) A (V(Aug.(vur = (mérite ug)u;))))

))))[salaire/z, peine/v]

= 3(\uy.(salaire u,) A (V(\u;.(peine u; = (mérite us)u;))))

_>z (wv) (/\a.fl()\uz.(:L'UQ) A ((zu2)a)))

(wo)(Aa.3(Auz.(zuz) A ((22)a)))[APAQ.Y(Auy.(Puy = Qua))/w]
=5 V(Aur.(vuy = ((Aa.3(Aug.(zuz) A ((2u2)a)))ur)))
~.>’['; V(,\fu,l,('{)’u,l = (EI(/\’U,Q(ZEU,Q) A ((zu2)ul)))))
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V(Aug.(vuy = (FAuz(zug) A ((2ug)ur)))))[Aus. Aus.(mérite ug)us /2]
—p V(Au.(vug = (F(Auz(zug) A ((mérite uz)u,)))))

V(A (vu; = (H(Auz(xuz) A ((mérite uz)u,)))))[salaire/z, peine/v)
= V(\uy.(peine u; = (I(\uy(salaire uy) A (mérite uy)uy)))))

Ce sont (a une a-conversion prés) bien les deux A-termes attendus, et dont 1’existence
correspond a I’ambiguité de la phrase.

Une mesure de complexité

[113] tente d’expliquer pourquoi certaines constructions syntaxiques restent acceptables
alors que d’autres perdent cette acceptabilité rapidement lorsque leur taille croit. Ainsi, les
phrases :

— la poule qui fit I’ceuf caqueta

— la poule qui fit I’ceuf qui fit la poule caqueta

— la poule qui fit I’ceuf qui fit la poule qui fit I’ceuf caqueta
restent plus acceptables que!® :

— la maison que le petit cochon habitait s’effondra

— a maison que le petit cochon que le loup menagait habitait s’effondra

— 7a maison que le petit cochon que le loup que I’appétit tenaillait menagait habitait

s’effondra
(On trouvera en annexe B des analyses de ces phrases en les figures B.17 et B.18 qui corres-
pondent bien aux résultats attendus apres le critére de complexité énoncé ci-apres.)

De méme, il cherche & justifier que, pour I’ambiguité de quantification, la préférence est
donnée aux interprétations dans lesquelles le quantificateur qui prend le champ le plus grand
est celui porté par le premier déterminant. Pour cela, il énonce le principe d’acceptabilité :

L’ acceptabilité est inversement proportionnelle a la somme au cours du temps
des valences non résolues.

Le temps se référe au traitement incrémental effectué aprés chaque mot.

Ce principe permet de classer :

— les sens préférés par ordre croissant de complexité, en présence d’ambiguité, lorsque

la prosodie reste constante ;

— les expressions préférées par ordre croissant de complexité, en présence de synonymie,

a sens constant.

L’analyse syntaxique sous forme de réseau permet un calcul trés simple de ces valences
non résolues. En effet, celui-ci correspond au nombre d’atomes qui n’ont pas encore été liés a
leur dual, apreés chaque mot. Pour le déterminer, il suffit de regarder sur le réseau combien de
liens axiomes passent entre chaque mot. Pour les deux exemples des figures 5.6(a) et 5.7(a),
cela donne le tableau 5.8 (rappelons qu’il faut lire le réseau de droite a gauche). Au-dessus
de chaque mot, nous indiquons pour chacun des sens le nombre de valences non résolues
apres ce mot.

167¢ o1 ¢ est une expression indique que I’on n’est pas str de la correction de I’expression. ??e indique une
slireté encore moindre.
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($/(np\S))~
(($/np)\S)~

|

n” (((S/np)\S)/m)~ ((np\S)/np)~ n™ ((S/(mp\S)/m)~  §*

salaire un mérite peine  toute

(a) Réseau syntaxique

(yz)(Aa-(wo)(Ab.(2a) (b))

le—ot) —o (le o t) —0 )™ le —o &~
e —o gille —o ) — (e =) (te)—o (le — 1))~ t((!e —ot) —o (le —ot) —t)~
x Y % v w

(b) Réseau sémantique

FIG. 5.6 — Une premiére analyse de Toute peine mérite un salaire
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($/(np\S))~

o}
n” ((($/mp)\S)/m)™ ((p\S)/mp)~  n= (S/(p\S))/m)~ 8T

salaire un mérite peine toute

(a) Réseau syntaxique

((le —t) — 1)

- ((le —ot) —o(le ot) —ot)~ le —ot~ +©
et (Lot me o) (et)—o (!e—ot))_e i(!e—ot) —o (le —o t) _tot)-
T Y z v w

(b) Réseau sémantique

F1G. 5.7 — Une deuxie¢me analyse de Toute peine mérite un salaire
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Cette mesure permet d’expliquer pourquoi le deuxieéme sens est celui généralement pré-
féré. Remarquons que si dans ce cas la mesure instantanée suffit (le nombre de liens axiomes
apres chaque mot) car comme le montre le tableau 5.8, a chaque instant le nombre de liens
pour a est supérieur au nombre de liens pour b, cela ne semble pas vrai en général; alors que
la mesure cumulée (le total) répond mieux aux prévisions.

5 a

4 a

3 b ba

2 b

1| ba ba

0 ba

S toute peine mérite un salaire

a : lecture avec IV Total : 14
b : lecture avec V4 Total : 10

TAB. 5.8 — Mesure de la complexité de chacune des lectures

5.5 Extensions

Si la modélisation a I’aide du calcul de Lambek et de la sémantique de Montague per-
met de couvrir un certain nombre de phénomenes linguistiques, d’autres, par contre, lui
échappent.

En particulier I’interprétation prosodique dans un semi-groupe avec une loi associative
et non commutative se traduit par une modélisation dans laquelle I’ordre des mots est trés
contraint. Or, s’il est vrai que 1’ordre des mots n’est en général pas totalement libre, il n’est
pas en général complétement figé.

Ainsi, I’ordre des mots dans certaines phrases n’est-il que partiel : J'écoute pousser mes
cheveux ou J’écoute mes cheveux pousser. Cet ordre peut étre plus ou moins libre suivant les
langues. D’autre part, 1’interprétation par la concaténation impose également la continuité
des composants. Cela empéche de rendre compte en francais de la négation (n’allez pas
noyer le souffleur) ou des particules verbales en anglais (she very soon finished it off ou
bien she very soon finished off the cake).

Pour étendre le calcul de Lambek, diverses approches se présentent. Nous évoquerons
plus particuli¢rement I’approche multi-modale [108, 112] et I’approche avec un calcul par-
tiellement ordonné [93, 94]. On a vu combien la structure (la sensibilité aux ressources, la
commutativité ou la non-commutativité) importait a la fois pour les systemes logiques et la
capacité de modélisation.

5.5.1 Systemes multi-modaux

Les systémes multi-modaux s’appuient sur un systeme minimal en ce sens : simultané-
ment sensible aux ressources, non commutatif et non associatif. Cela signifie en particulier
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que dans les régles logiques, un séquent I' n’est plus considéré comme une suite de formules
Ay, ..., A, mais comme un arbre (binaire) ; ’opération (-,---) n’est plus associative, et
les régles tiennent compte de ce contexte. On le note alors I'[] ol - est un nceud de 1’arbre
identifié par pattern matching. Par exemple, on notera I'[( Ay, (A2, A3))] pour indiquer que
la régle s’applique & tout nceud dont le fils droit n’est pas une feuille. Les reégles sont décrites
dans le tableau 5.9.

I'Fww A/B Al B (T, B) by A
(T, A) by A ‘ Tt A/B
T by AAB Al B (B,T) by A
(T, A) by B ) by B\A
Abtw (AeB) T[AB)]|+wmC ThwAdA AbwB
L o,
F[A] }_MM C F, A I_MM AeB

TAB. 5.9 — Régles d’inférence pour les opérateurs binaires

D’autre part, on ne dispose plus seulement des seuls connecteurs \, / et ®, mais de fa-
milles de connecteurs \;, /; et ®;. Chacune de ces familles suit les mémes régles. Mais, pour
qu’elles puissent interragir, on dispose de postulats d’inclusion, qui sont autant de régles sup-
plémentaires, de méme que de regles spécifiant les propriétés structurelles des connecteurs
d’une méme famille. Ces regles, & définir suivant la nécessité de la modélisation au méme
titre que le nom et le nombre de catégories et que le lexique, peuvent prendre les aspects
suivants (en supposant que 1’on a une famille c commutative et une famille a associative) :

T[(A,B)]twn B TI(A, (B,C))] buw F T4, B)] by F
T[(B,A)Fwm F  T[((4,B)C) Fuu F  T[(A B)] Fuu F

Les deux premieres régles indiquent que c et ¢ se comportent respectivement comme des fa-
milles de connecteurs commutatifs et associatifs, la derniere régle permettant de transformer
tout contexte commutatif en un contexte associatif.

Notons enfin que ce systeme s’augmente également de familles d’opérateurs unaires qui
permettent de préciser finement comment tel mot va autoriser certaines modifications struc-
turelles des autres opérateurs. Le tableau 5.10 décrit les régles pour ces opérateurs unaires.
Comme I'[(A, B)] décrit la structure du séquent, avec la virgule pour opérateur binaire, il y
a un opérateur unaire sur la structure : (T').

Cela permet de rendre compte de phénomenes aussi variés que 1’extraction de branche
droite (comme dans les relatives en anglais ou en frangais), de 1’extraction de branche gauche
(comme dans les relatives en néerlandais ou en allemand) [109], ou les negative polarity
items [14]. Cette approche fait I’objet d’une implémentation [110].

Par exemple pour obtenir une dérivation de le livre que Marie lit avidement, on veut
pouvoir dériver le type S de Marie (lit X) pour obtenir (Marie (lit X)) avidement. Puis,
on veut pouvoir modifier la structure de I’expression, afin de rendre X extractible, et donc
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A by OA T[(A)] Fuu B T by A

T[A] Fun B © D) e 0A
T by OA o (T) Fw A
Ty b A Thy 04

TAB. 5.10 — Régles d’inférence pour les opérateurs unaires

de le placer a I’extrémité. C’est-a-dire obtenir ((Marie lit) X) avidement puis ((Marie lit)
avidement) X . Ceci bien entendu ne doit &tre possible qu’en présence du relatif que. C’est
pourquoi ce dernier sera typé : rel = (n\n)/(S/00np). Ce typage indique :
- qu’il permet I’ancien typage, et donc les anciennes dérivations (car Q[JA F, A et
A by O0A) ; _
— il spécifie qu’il demande un np structuré, sachant que cette structure justement autorise
la modification structurelle dans la relative.
Ainsi, on accompagne le typage du relatif par les deux postulats suivants :
LI(A, (B, (O Fwn D, T1(4 (B)), O] Fn D
1 2

[((4, B), (C))] Fum D T[((4,C),(B)] Fw D

Cela permet la dérivation suivante :

Onp by Onp -
(np\S)/np Fun (np\S)/mp  (Onp) Fuunp
np Fyw 1p (np\S) /np, (Onp) by np\S ¢
np, ((np\S) /np, (Onp)) Fum S
(np, (np\S) /np), (Onp) Fune S~ S\S b S\S |
((np, (np\S)/np), (Onp)), S\S) Fum S
((mp, (np\S) /np), S\S), (Unp) Fum S

e

Dy

fl

e

Puis, en utilisant D, :
OOnp by O0np D,

((np, (np\S)/np), S\S), OUnp Fwu S
(n\n)/(S/00np) Fuu (n\n)/(S/00np)  (np, (np\S)/np), S\S Fum S/O0np /Z

(m\n)/(S/00np),  ((np,  (p\S)/mp),  S\S)  hwun\n )
que ((Marie lir) avidement)

e

Le choix dans cette approche est d’avoir une logique de base non associative et non com-
mutative, puis d’autoriser des modifications structurelles au cas par cas, en faisant porter
par les items lexicaux les caractéristiques qui autorisent ces modifications structurelles défi-
nies par des postulats. [111] présente également des réseaux de preuve pour les grammaires
catégorielles.
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5.5.2 Calcul ordonné et mots comme modules

Cette autre approche destinée a étendre le calcul de Lambek repose sur les propriétés de
la logique linéaire. En effet, celle-ci permet de mélanger 1’utilisation de connecteurs com-
mutatifs et non commutatifs, en particulier pour la logique non commutative [31, 140] et
le calcul ordonné (pomset calculus) [135]. Seul ce dernier a pour I’instant fait 1’objet de
développement pour la linguistique informatique.

Réseaux ordonnés

Ce calcul est basé sur ’utilisation des réseaux. Il utilise un connecteur, le précede (<),
auto-dual (A < B)t = A1 < B™1). Les liens sont définis dans le tableau 5.11. La défi-
nition des préréseaux est inchangée (en fait, dans le cas général, on peut ajouter un ordre
sur les conclusions et les coupures, mais nous n’utilisons pas cette possibilité et pour nous,
I’ordre est vide). Les ae-chemins sont désormais orientés, et la définition des réseaux n’est
pas modifiée :

Définition 40. Un réseau ordonné est un préréseau qui ne contient pas d’&-cycle.

Lien axiome par tenseur | précéde cut
Prémisses Aucune AetB | AetB | AetB | AetAl
A Bl A g oB| A 4. B
Graphes A Tat Ao oAt
AvB A®B A<B
Conclusions | Aet At (AeP)| A9B | A B | A<B | Aucune

TAB. 5.11 — Les liens

A la différence des réseaux multiplicatifs, il n’y a pas pour les réseaux de théoréme de
séquentialisation. En effet, a ce jour, il n’y a pas de calcul des séquents correspondant, et
probablement pas pour cette forme exacte de réseaux. En effet, nous avons montré qu’il
n’existait pas d’interpolant pour la preuve de

(5 < z6) ® 21, (25 < 24)923) < (05 ® 12),
T10 < 21, (27929) < T3, (T7792157918) ® 73, (T37927 ) @ Tf

utilisant les liens axiomes 1, 2, 3 et 4. Néanmoins, ce calcul des réseaux vérifie I’élimination
des coupures telles qu’elles sont définies dans le tableau 5.12 :

Proposition 55 ([131]). Les liens coupures peuvent étre éliminés. Plus précisément, si Il est
un réseau ordonné dont les conclusions sont Cy, ... ,Cy, e1,... , e, (oit les C; sont des for-
mules et les o; des coupures), il est possible de réécrire 11 en I1' de conclusions C1, . .. , Cy,
sans coupure. De plus, cette réécriture est fortement normalisable et confluente.

Pour étendre le calcul de Lambek, le principe [93] est d’associer dans le lexique les
mots non plus a des formules, mais & des modules, c’est-a-dire des structures auxquelles il
ne manque que des liens axiomes pour étre des préréseaux ou des réseaux. Deux modules
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Redex Réduit

Avec un axiome

Entre par et tenseur

Entre précéde et précede

TAB. 5.12 — Elimination des coupufes

se connectent entre eux soit par les liens axiomes manquants, soit par coupure sur deux de
leurs conclusions. Les liens précéde permettent d’ordonner les axiomes. Dans les modules,
ceux-ci sont étiquetés par les mots et permettent donc de calculer un ordre sur ces mots.

Par exemple, avec le lexique du tableau 5.13, on peut construire le réseau de la fi-
gure 5.8(c). L’ordre partiel sur les mots indique que :

Jacques < écoute
ses < cheveux
écoute < (ses cheveux)

écoute < pousser

et rend possible aussi bien Jacques écoute pousser ses cheveux et Jacques écoute ses cheveux
pousser.

Cette approche permet de modéliser également des phénomenes plus courants tels que le
head wrapping [93]. Cette fois, il s’agit de faire porter par chacune des conclusions d’un lien
axiome d’une seule entrée lexicale un élément prosodique propre. De cette fagon, les deux
éléments prosodiques vont pouvoir « entourer » d’autres éléments venus d’entrées lexicales
différentes. Illustrons cette possibilité par un exemple avec la négation en frangais.

Cette fois, la connexion entre modules qui permet d’entourer des éléments est la cou-
pure. La négation est portée par un module trés simple (voir le lexique au tableau 5.14). On
remarque que le ne et le pas sont portés par chacune des conclusions de 1’axiome, et que la
conclusion du module est neg'gneg.

Pour pouvoir accepter ce module, qui n’a pas de prémisse libre, il faut que le module cor-
respondant au verbe puisse 1’accepter, c’est-a-dire qu’il ait une conclusion neg ® neg*. De
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np e Vi,,f

écoute

ses
cheveux Jacques
S I S W
(a) Formation de ses cheveux (b) Formation de Jacques écoute
ses
cheveux

det

pousser

écoute

Jacques

o

(c) Formation de Jacques écoute ses cheveux pousser

F1G. 5.8 — Preuve pour Jacques écoute pousser ses cheveux et Jacques écoute ses cheveux
pousser
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Jacques pousser

Jacques [ 1wt pousser

np np vir & Lk

np

Vinf
écoute

ses

écoute ses det

np

dett

cheveux

n 5 an‘

cheveux

TAB. 5.13 — Lexique avec les réseaux ordonnés

plus, les prémisses de cette conclusion doivent envelopper correctement le module verbal.
Ainsi le lexique doit tenir compte de la possibilité pour chaque verbe d’avoir une forme plus
générale, capable de tenir compte de la négation, comme I’indique le lexique du tableau 5.14.
Remarquons tout de suite, par rapport a I’exemple précédent, que si aucun module de néga-
tion n’est connecté au module verbal, les éléments prosodiques sont vides et n’ont aucune
influence sur le calcul de I’ordre des ensembles. On retrouve ainsi la forme positive.

Le processus de construction de 1’analyse reste le méme que précédemment, avec la
possibilité supplémentaire de connecter les modules par des coupures. On obtient la négation
comme le montre la figure 5.9.

Ces exemples montrent comment tirer parti des ordres partiels pour étendre le calcul de
Lambek. [95] montre également la maniere de modéliser des pronoms clitiques en frangais,
ol I’objet par exemple prend place devant le verbe :

Pierre le voit

Cette approche permet d’aller au-dela des langages définis par d’autres formalismes, tels
que les LTAGs [73, 1] (Lexicalized Tree Adjoining Grammars, ou grammaires lexicalisées
d’arbres adjoints).

En effet, ces grammaires sont des grammaires d’arbres, munies de deux opérations : 1’ad-
jonction et la substitution, qui sont des grammaires 1égeérement contextuelles (mildly context
sensitive grammars) et permettent d’engendrer des langages tels que a™b"c"d".

Et nous avons montré [121] qu’un petit fragment du calcul ordonné était équivalent aux
LTAGS. Cela montre en particulier que les modules sont au-dela du calcul de Lambek et des
langages qu’il engendre. Pour cela nous considérons des modules dont les conclusions sont
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Vinf

neg

écoute

ne

neg

neg ® negL

(a) Connexion des modules par coupure

Vinf
pas

neg

écoute

ne

neg

(b) Elimination de la coupure et propagation des léments
prosodiques

FI1G. 5.9 — La négation en francgais avec le calcul ordonné
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écoute (ne,pas)

Vinf

neg

écoute

ne
pas

neg neg neg

neg @ neg*

negl wneg

TAB. 5.14 — Lexique tenant compte de la négation

des formules de C ol C est défini & partir des atomes A par :
B = A'L|AJ"’931 By = AIBz <A
C = AAHA® AL ARAL B9 (B, ® AL)

On présente une correspondance entre arbres lexicalisés et modules intuitionnistes simple-
ment lexicalisés (SLIPN) qui permet, a partir d’un lexiques d’arbres, de construire un lexique
de modules.

De méme, les opérations de substitution et d’adjonction sont simulées par des opérations
correspondantes (2 partir de coupures) sur les modules.

On a alors le théoreme suivant :

Théoréeme 56 ([121]). Tout arbre dérivé T correspond a un SLIPN, ce dernier s’obtenant &
partir des connexions correspondantes aux opérations d’adjonction et de substitution entre
les arbres du lexiques qui permettent la dérivation de T.

La preuve de ce théoréme, ainsi que la définition des correspondances entre arbres et
modules, et entre opérations sur les arbres et opérations sur les modules sont données en
annexe C.

Outre une étude précise des phénomenes linguistiques dont cette approche permettrait
de rendre compte, et de la classe des langages qu’elle engendre, il reste encore a définir
comment la description syntaxique permettrait de retrouver une analyse sémantique. En effet,
il n’y a pas de correspondance évidente a la Curry-Howard. Néanmoins, cette extension
conservatrice du calcul de Lambek permet de traiter un plus grand nombre de phénoménes
que ce dernier.
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Enfin, ce principe de considérer des preuves incomplétes ou des modules associés aux
mots se retrouve dans 1’approche des arbres de preuve partiels (partial proof trees) [72, T1].
Cette fois, ce sont des arbres de preuve en déduction naturelle qui sont associés aux mots. La
aussi des opérations permettent de les combiner pour obtenir des preuves complétes.

5.5.3 Traits morphologiques

Les différents lexiques utilisés jusqu’a présent ne tenaient pas compte des traits mor-
phologiques tels que le genre ou le nombre. La correction syntaxique n’en tenait donc pas
compte davantage. Cette section montre comment intégrer ces parametres.

Une premigre idée consiste a ajouter des traits du premier ordre (c’est-a-dire des traits
atomiques) aux items lexicaux, et de vérifier que lors de la dérivation, ces traits s’unifient.
Le lexique s’augmenterait ainsi :

le np/n gen=Masc, nbre=Sg

train n gen=Masc, nbre=Sg
maison n gen=Fém, nbre=Sg

et permettrait la dérivation de le train comme np, mais pas de *le maison comme np, dériva-
tions toutes deux autorisées sans les traits.

Ce principe rejoint celui des grammaires d’unification telles que LFG, GPSG ou HPSG.
Malheureusement, la grammaire devient dans ce cas un systéme hybride utilisant déduc-
tion et unification. En fait, [158, 112] montrent comment ce principe d’unification pour les
grammaires de types logiques (et en fait également pour les grammaires d’unification) peut
s’exprimer dans un syst¢me déductif enrichi : celui des types dépendants.

Dans ce cadre, les formules atomiques se composent des catégories propositionnelles et
de catégories prédicatives sur des termes composés de fraits constants, variables et fonc-
tionnels. Ainsi, la catégorie d’un syntagme nominal comme la maison deviendra np(f), ou
méme N P(3(f)) si I’on veut indiquer que le nombre peut étre raffiné par le genre.

Puisque dans nos travaux, et en particulier dans le prototype, nous n’avons pas du tout
fait usage de cette possibilité de traitement des genres et des nombres, nous ne voulons pas
décrire ici précisément le systeme des types dépendants, mais juste en donner un apercu.
Si ’on a un type Gen (avec m et f des variables de ce type par exemple), dire que np(m)
et np(f) sont bien des types, cela signifie qu’on a un type, noté Ilg%"np(g) qui permet
de construire a partir de tout élément g de type Gen un nouveau type np(g). On voit que les
déclarations des types mélangent types et termes dans les formules. Les régles d’introduction
et d’élimination du type Ila T"(c) sont donc les suivantes :

OFt:Tzt T PI—t’:TH T,x:TkHt:T
Tkt T'[t/x] C O TF et T T
Le lexique :
bon n(m)/n(m)
une np(f)/n(m)
un np(m)/n(m)

aprés-midi  T1g%" n(g)
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permet la construction des dérivations suivantes :

o : g% n(g) F o : TIg% n(g) m:Genk m: Gen 0

B : np(m)/n(m) o : g% n(g) F am : n(m) °
B :mp(m)/n(m), «:1g%" n(g) F B(am): np(m)
un apres-midi

o: g% n(g) F o : g% n(g) f:Gent f: Gen

B : np(f)/n(f) a: g% n(g) bk af : n(f) ’
B:np(f)/n(f), a:Tgoe pég) - Blaf) : np(f)
une apres—mz 1

a: g% n(g) - a: g% n(g) m:Gentm: Gen

v : n(m)/n(m) o : g% n(g) - am : n(m)
B :np(m)/n(m) v :np(m)/n(m), o : Mg*"n(g) - Bam) : n(m)

B :np(m)/n(m) v :n(m)/n(m) o:Ig% n(g) + B(y(am)): np(m)
un bon apres-midi

mais évidemment pas *une bon aprés-midi.

Il conviendrait d’€tre plus précis sur les régles de formation des types et des A-termes,
mais cette section donne ainsi un apergu de la maniere dont les traits morphologiques peuvent
&tre pris en compte d’un point de vue de la syntaxe et de la sémantique, tout en restant dans
des systémes logiques (en particulier avec la correspondance de Curry-Howard). Contraire-
ment aux grammaires d’unification, I’unification n’est pas un critére de grammaticalité, mais
tout simplement (éventuellement) le moyen de mettre en ceuvre la recherche de preuve avec
des types dépendants. Pour un traitement plus exhaustif des possibilités de cette approche,
nous renvoyons le lecteur a [112] ou [129].






Chapitre 6
Génération

Lors de I'utilisation des grammaires de types logiques pour modéliser le comportement
des langues naturelles, 1’essentiel de la réflexion s’est porté sur la vérification de la gramma-
ticalité des phrases, et leur analyse sémantique, comme 1’ attestent les trés nombreux travaux
cités. Le présent chapitre cherche a déterminer les propriétés de réversibilité de ces gram-
maires et les moyens, a partir d’énoncés sémantiques, d’engendrer des expressions, dans une
ou plusieurs langues (suivant le choix du lexique), qui respectent cet énoncé.

Globalement, on recherche les mots a utiliser (sélection des items lexicaux) et la ma-
nicre de les combiner (réalisation syntaxique). Reformulé avec les principes des grammaires
de types logiques, ce dernier objectif s’énonce : «a partir du type syntaxique d’élements
lexicaux donnés, trouver une preuve de S». Cela suggere de partager le traitement en deux :

— d’une part en choisissant les items lexicaux susceptibles d’apparaitre dans la phrase ;

— d’autre part en cherchant un arrangement de ces items lexicaux qui forme une phrase

syntaxiquement correcte (donc trouver une preuve) dont le sens est bien celui attendu.
Bien entendu, chacun de ces traitements peut (voire doit) faire intervenir au plus tot la notion
de preuve et la notion de sens calculé. Ce chapitre évoque plus précisément ce point dans la
section 6.4.5, et I’on voit que 1’on va &tre guidé par les constantes typées présentes dans les
items lexicaux et dans le sens final.

Néanmoins, ce chapitre se concentre essentiellement sur le deuxiéme traitement, appelé
réalisation syntaxique, qui suppose choisis les items lexicaux.

Peu de travaux reflétent cette problématique globale pour les grammaires de types lo-
giques, alors que différents travaux la présentent pour les grammaires d’unification en gé-
néral et les grammaires catégorielles d’unification en particulier. Apreés une description for-
melle des problemes de génération et de réversibilité des grammaires a la section 6.1 qui se
base sur [40, 41], nous donnerons quelques-unes des réponses apportées pour d’autres types
de grammuaires. Plus précisément, la section 6.2.1 souligne les points communs et les diffé-
rences entre ces approches et celle que nous proposons. La section 6.2.2 présente le principal
des travaux dévolus a la réalisation syntaxique pour les grammaires de types logiques, a par-
tir d’une représentation sémantique a la Montague et la correspondance de Curry-Howard, et
en discute les avantages et les inconvénients. Puis la section 6.3 reformule le probléme grace
aux réseaux sémantiques de la section 5.4.1. Cette reformulation nous permet de proposer
une solution se basant sur une recherche de preuve originale, a I’aide de la géométrie de
I’interaction présentée a la section 2.5. En particulier, nous pouvons caractériser les lexiques
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permettant une réalisation syntaxique en temps polynomial.

6.1 Grammaires réversibles et génération

Habituellement, Les approches de la génération en langues naturelles distinguent deux
phases : la premiere, dite stratégique [102] ou conceptuelle [160], définit le message a com-
muniquer et en fournit une représentation. La deuxieme, dite tactique ou grammaticale s’ at-
tache a construire une expression (une suite de mots lorsque la communication est écrite) a
partir de la représentation qui lui est fournie.

Seule la partie tactique nous intéresse ici. Nous supposons construite la représentation,
sous forme de A-terme ou de réseau, qui sert de base a la génération d’expressions. En parti-
culier, elle peut résulter de I’analyse sémantique d’une autre expression dans la méme langue
ou dans une autre.

6.1.1 Motivations

Pour traiter précisément de la réversibilité et des problémes formels qui en découlent,
la section suivante donnera les définitions des différentes notions de réversibilité et des pro-
blémes calculatoires qui s’y rattachent. Néanmoins, dans un premier temps, nous considé-
rons que la propriété de réversibilité d’une grammaire exprime sa capacité a étre utilisée
aussi bien en analyse qu’en génération.

Suivant [160], les raisons pour obtenir une telle grammaire sont linguistiques, psycho-
logiques et techniques. D’un point de vue linguistique, la caractérisation d’un langage que
permet une grammaire ne privilégie ni la compréhension d’expressions ni la production d’ex-
pressions. De plus, le but d’une grammaire étant de définir les relations entre des expressions
et des sens, une théorie devrait permettre de prévoir le sens qu’une grammaire associe a une
expression, et réciproquement de prévoir quelles expressions elle associe & un sens donné.

Le fait qu’un locuteur peut parfaitement comprendre des phrases que jamais lui-méme
ne produirait semble infirmer d’un point de vue psychologique la pertinence des grammaires
réversibles. Cependant, diverses raisons semblent indiquer que ce comportement ne reléve
pas tant du niveau linguistique que d’autres niveaux cognitifs. Par exemple, si le contexte est
assez précis, un lecteur peut parfaitement comprendre une phrase contenant un mot qui lui
est inconnu. La capacité d’apprentissage dépasse la simple compréhension du langage. De
méme (pour reprendre un exemple de [160]), comprendre la théorie de la relativité telle que
décrite par Einstein n’implique certainement pas avoir été capable de la formuler a sa place.

D’un point de vue technique enfin, le développement de grammaires réversibles offre des
avantages. Méthodologiquement d’une part, et c’est un argument qu’on retrouve dans [40],
I’écriture de la grammaire nécessite une analyse plus abstraite des phénomenes linguistiques
qui doit pouvoir se retrouver aussi bien dans 1’algorithme d’analyse que celui de génération.
On échappe ainsi au risque d’écrire une grammaire trop proche des propriétés de 1”algorithme
d’analyse ou de génération.

D’autre part, les grammaires pour analyseurs sont généralement surgénératrices, c’est-
a-dire qu’elles associent des formes logiques a des expressions en fait agrammaticales (voir
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la discussion sur la coordination a la section 5.4.2) ce qui peut conduire a des fausses ambi-
guités. La réversibilité permet d’éviter ce risque, sur les générateurs également — sauf qu’il
s’agit généralement de sous-génération.

Cela permet encore d’assurer la cohérence entre le langage reconnu et celui produit. Dans
le cas d’une interface homme/machine par exemple, une grammaire réversible reconnaissant
le méme langage que celui qu’elle produit permet a un utilisateur de prévoir les phrases que
le systéme pourra analyser, et qui sont donc a privilégier, en s’inspirant des phrases que le
systeme produit.

6.1.2 Différentes notions de réversibilité et problemes de génération

Si la réversibilité semble a priori une propriété souhaitable, il reste & la définir précisé-
ment. Une premiere idée, guidée par I’implémentation, pourrait étre que la réversibilité se
définit comme la propriété d’un unique programme d’étre utilisé aussi bien en analyse qu’en
génération. Certainement, un candidat idéal pour ce type d’approche, serait un programme
a clauses définies, dont 1’analyse de I’expression X pourrait &tre donnée par y vérifiant la
clause r(X,y), et la génération d’une expression x de sens Y vérifiant la clause r(z,Y").

Cependant, que se passe-t-il si a cette requéte le programme ne finit pas, ne donne pas de
réponse, ou en donne une infinité ? Quelle part de ce comportement attribuer au programme
lui-méme et & la grammaire qu’il implémente ?

Pour étudier les propriétés algorithmiques intrinséques de la grammaire, [40, 41] in-
troduit divers concepts, initialement liés a la programmation logique, mais dont la validité
s’étend naturellement. Pour une grammaire G, on considére la relation rg(z,y) telle que
ra(z,y) si et seulement si I’expression z admet comme représentation sémantique y. On
considere alors les problemes suivants [40] :

— le probléme de p-énumération, ou probléme d’analyse, est le probléme consistant a
énumérer, pour toute valeur de z fixée, les y tels que rg(x,y). Le probléme de p-
acceptation ou probleéme de décision pour I’analyse est le probleme consistant a véri-
fier & z fixé qu’il existe y tel que r¢(z,y).

La p-énumération est finiment énumérable si & z fixé, il existe un programme qui
énumere tous les y tels que r¢(z, y) et qui termine.

S’il existe un programme soit capable de dire en temps fini qu’a z donné il n’existe
pas de y tel que rg(z,y), soit capable d’énumérer les y tels que r¢(x, y) sans néces-
sairement finir — par exemple s’il y a un nombre infini de solutions — on dit que le
probléme de p-énumération est découvrable ;

— le probleme de g-énumération, ou probléme de génération, est le probléme consistant
a énumérer, pour toute valeur de y fixée, les z tels que rg(z, y). Le probléme de g-
acceptation ou probléme de décision pour la génération est le probléme consistant &
vérifier a y fixé qu’il existe z tel que r¢(z,y).

La g-énumération est finiment énumérable si a y fixé, il existe un programme qui finit
et qui énumere tous les z tels que r¢(z, ¥).

S’il existe un programme soit capable de dire en temps fini qu’a y donné il n’existe
pas de z tel que r¢(x,y), soit capable d’énumérer les z tels que rg(z, y) sans néces-
sairement finir — par exemple s’il y a un nombre infini de solutions — on dit que le
probléme de g-énumération est découvrable.
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Dans ces définitions, on a pris soin de ne rien dire des programmes P, et P, qui peuvent
instencier ces propriétés sur les différents problémes pour une grammaire donnée. Plus que
la notion d’uniformité d’implémentation, c’est-a-dire savoir si I’on peut trouver P, = P,
on va s’intéresser a la capacité pour les grammaires de types logiques d’induire de bonnes
propriétés des problemes de génération et d’analyse. Selon la terminologie de [40], on va
s’intéresser a la réversibilité intrinséque de ces grammaires.

Définition 41. Une grammaire G est (intrinseéquement) finiment réversible si et seulement
si:

1. I’analyse est finiment énumérable ;

2. la génération est finiment énumérable.

Une grammaire G est donc finiment réversible s’il existe un programme P, et un pro-
gramme F,, pas nécessairement les mémes, tels que :

1. az fixé, P, renvoie la liste finie des y tels que r,(z, y) et s’arréte ;
2. ay fixé, P, renvoie la liste finie des x tels que r,(z, y) et s’arréte.

En particulier, I’existence de P, et celle de P, sont indépendantes en général.

Ainsi on trouvera dans [39, 40] :

— une grammaire pour laquelle 1’analyse est finiment énumérable et la g-acceptation
n’est pas décidable (construite a partir du théoréme de Matiyasevich [27] qui apporte
une réponse négative au dixiéme probléme de Hilbert : « Existe-t-il un algorithme
capable de résoudre les équations diophantiennes 7») ;

— une grammaire dont la génération est finiment énumérable et la p-acceptation n’est pas
décidable (construite a partir du théoréme de Church [26] prouvant I’indécidabilité du
calcul des prédicats).

Les propriétés de réversibilité d’une grammaire ne peuvent donc s’obtenir qu’a la condi-
tion que cette grammaire vérifie un certain nombre de contraintes. Les sections suivantes
indiquent pour différentes classes de grammaires les résultats de réversibilité les concernant.
Malgré la différence entre les grammaires d’unification et les grammaires de types logiques,
la rareté du traitement de la génération pour ces derniéres nous incite a relever quelques
approches de la génération pour les premieres, en soulignant certaines similarités.

6.2 Génération et types de grammaires

Une des raisons de la rareté des approches de la génération a partir d’une représentation
sémantique sous forme de A-terme tient & la difficulté d’inverser le processus de réduction
des A-termes, comme I’indique [159] : «It is simpler and more efficient to use the feature
system and unification to do explicitly what lambda expressions and lambda reduction do
implicitly, that is, assign a value to a variable embedded in a logical form expression. »

De méme, [9] justifie I'utilisation de grammaires d’unification par : « If the semantic
rules had been more in the style of traditional Montague semantics, generation from struc-
tures that had undergone lambda reductions would have presented search difficulties because
the reductions would have to be applied in reverse during the generation process. »

La section 6.4 infirme une partie de ces arguments en proposant un moyen efficace d’in-
verser le processus, sans recours a l'unification de A-termes. Néanmoins cela justifie que
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nous consacrions la section 6.2.1 aux grammaires d’unification avant d’aborder la proposi-
tion de [103] & la section 6.2.2 pour le calcul de Lambek avec une représentation sémantique
a la Montague.

6.2.1 Grammaires d’unification

Parmi les grammaires d’unification, notre intérét s’est porté naturellement sur les gram-
maires catégorielles d’unification (UCG) [154, 155, 78]. Cependant, les techniques mises en
ceuvre pour la génération dans ce cadre s’inspirent d’autres travaux sur la génération dans le
cadre plus général des grammaires d’unification, en particulier [142] et les grammaires d’uni-
fication a base de régles hors-contexte (LFG, PATR). Elles s’appuyent sur des techniques
d’analyse de ces grammaires, en particulier 1’algorithme de chart-parsing de Earley [43].
C’est pourquoi dans cette section, nous présentons tout d’abord cette approche, puis d’autres
qu’elle a inspirées et les problémes propres aux grammaires catégorielles d’unification. Nous
conclurons en nous intéressant également aux résultats de décidabilité pour LFG.

Une méme architecture pour I’analyse et la génération

Nous avons déja remarqué que les grammaires logiques offrent un intérét pour les pro-
blemes de réversibilité, du fait entre autre de I’implémentation commune des algorithmes
d’analyse et de génération. S’appuyant sur [119, 144], qui montrent comment 1’analyse peut
étre vue comme une déduction logique prouvant la grammaticalité d’une expression (on
parle alors de déduction de Earley pour la stratégie déductive qui procéde de maniere ana-
logue a I’algorithme de Earley), [142] suggere que la génération soit vue comme la preuve
de I’existence d’une expression vérifiant un certain critére.

Ainsi, sous le contrdle des régles de grammaire, il s’agit de prouver qu’ « une expression
« est une phrase de sens S » soit avec o donnée (analyse), soit S donné (génération). [142]
montre que les deux régles d’inférence de la déduction de Earley, prédiction et complétion,
peuvent étre utilisées de la méme manicre pour I’analyse comme la génération, et méme
comment différentes stratégies de déduction peuvent étre implantées, en particulier celle
de [119] qui permet de simuler 1’algorithme de Earley.

A partir des axiomes que constituent les régles de la grammaire, 1’objectif de [142] est
de raffiner la recherche de la preuve d’un théoréme particulier parmi tous ceux de la cloture
de la grammaire et des prémisses sous les régles de déduction. Le premier point consiste a
conserver les lemmes déja prouvés, selon les principes de la programmation dynamique, et
éviter ainsi les dérivations redondantes. Le deuxieme point consiste a éviter 1’ indéterminisme
du processus de recherche de preuve en donnant une priorité a chaque lemme qui doit étre
prouvé. Le troisieme point consiste & avoir un ensemble d’axiomes correspondant a la tche
attendue — analyse ou génération — ainsi qu’un critére de réalisation de cette tdche. En
génération par exemple, le critére de réalisation est que le sens recherché subsume le sens de
P’expression engendrée.

En génération comme en analyse, cette approche fortement influencée par 1’analyse et
I’algorithme de Earley, repose sur une définition des items basée sur la position de la fin d’une
sous-expression dans une expression. Si en analyse la concaténation des divers éléments
valide cette stratégie, elle pose des problémes en génération. Ainsi, dans un premier temps,
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[142] envisage-t-il d’avoir comme axiomes initiaux 1’ensemble des €léments lexicaux (tous
les mots de la grammaires) & chaque position possible dans 1’expression finale. Ce probleme
se résout en ne tenant pas compte, pour la génération, de la position des sous-expressions
dans la phrase. En contrepartie, I’avantage de la méthode est perdu et la génération n’est plus
orientée. Le calcul de la priorité prend alors toute son importance, pour éviter les éléments
dont le sens ne puisse pas étre finalement subsumé par le sens recherché. La condition de
monotonie sémantique alors imposée est que le sens de chaque sous-expression subsume une
partie du sens recherché

Cette condition est trés importante et impose une contrainte pour la grammaire. En effet,
par exemple dans le cas des particules verbales en anglais, on peut attribuer [146] a up la
représentation Up, mais UpP ne contribue pas a la représentation de call up, qui a un sens
propre call-up ou phone (voir note 17). Le méme probléme se pose avec les expressions
idiomatiques, comme casser sa pipe qui a un sens qui lui est propre : le sens figuré mou-
rir. Dans ce cas, la condition de priorité interdira la génération de telles expressions, et le
programme pourra analyser des expressions qu’il ne saura pas engendrer.

Seules les grammaires ayant la propriété de monotonie sémantique assurent la réversibi-
lit€ avec cette approche. Ce sont les grammaires dont pour toute expression grammaticale, la
représentation sémantique de chacune des sous-expressions immédiates subsume une partie
de I’expression complete. Remarquons que, dans le cas d’une représentation sous forme de
A-termes linéaires, cette hypothese est vérifiée.

Néanmoins, cette approche de bas en haut permet d’éviter la récursion gauche d’une
approche de haut en bas naive. Par exemple celle qui existe dans une régle, dont la syntaxe
s’inspire de celle de Prolog, comme

vp (Subcat) — S — Comp, vp ( [Comp | Subcat]) — S 6.1)

Cette regle correspond aux relatives en allemand ou en néerlandais ot le verbe suit les com-
pléments qu’il sous-catégorise. Chaque expression syn — sem sépare la partie syntaxique
syn de la partie sémantique sem.

En ajoutant les regles :

np — j — [Johann)] (6.2)
np — 1 — [Ingrid] (6.3)
vp([np — Obj,np — Subjl]) — 1(Subj,0bj) — [liebt] (6.4)

on peut calculer la relation vp([]) — 1 (3, i) a partir de I’expression
[Johann], [Ingrid], [liebt]
en commengant par prouver
np — j,np — i, vp([np — 0bj,np — Subj]) — 1(Subj, 0bj)
puis la régle (6.1) permet d’instancier Obj avec i, et amene a prouver

np — J,vp([np — Subj]) — 1(Subj, i)
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qui donne gréce a la régle (6.1) I’instanciation de Subj par j et le résultat vp([]) — 1(3, 1).

Réciproquement, une approche de haut en bas de la générationd’unvp 1 (J, i), acause
de laregle (6.1), n’aboutirait pas car cette régle force la liste de sous-catégorisation a s’aug-
menter tant qu’une entrée lexicale ne la limite pas. Or cette derni€re ne peut &tre trouvée du
fait de la récursion. Notons que d’autres travaux que nous ne détaillerons pas plus se sont
penchés sur le probleme [42, 161, 40], avec des approches telles que la spécialisation, a par-
tir d’'une seule grammaire, en une grammaire équivalente pour I’analyse et une grammaire
équivalente pour la génération.

La réponse aux deux problemes de la récursion gauche et de la monotonie sémantique
s’opere par une vision plus éloignée des procédures d’analyse sémantique (droite-gauche)
et privilégie les informations données par la forme sémantique. Au lieu d’utiliser la téte
syntaxique d’un constituant, c’est la téte sémantique qui va guider la génération. La section
suivante donne quelques-unes des approches selon ce point de vue.

Utilisation de la téte sémantique et UCG

L approche que présente cette partie est commune a de nombreux travaux. Elle rejoint les
préoccupations de génération aussi bien pour les grammaires d’unification a squelette hors-
contexte que les grammaires catégorielles d’unification. En effet, dans les deux cas, I’accent
va &tre mis sur la représentation foncteur/argument.

L’idée principale de cette approche repose sur la volonté de guider au maximum la géné-
ration par I’information sémantique. Ainsi que 1’a montré la régle (6.1), un simple procédé
unidirectionnel ne suffit pas car la téte sémantique, c’est-a-dire 1’élément de la partie droite
de la régle qui partage sa sémantique avec I’élément de la partie gauche, n’est pas nécessai+
rement tout & gauche ou tout a droite. Or, il est I’élément le plus approprié a compléter, car
il est celui qui apporte I’information sémantique pour ses arguments.

Dans la proposition de [146], les regles de la grammaire se séparent en deux catégories :
les chain rules, dont la forme sémantique d’un des élements de la partie droite de la régle est
identique a celle de la partie gauche, comme la régle (6.1), et les non-chain rules. Cela permet
d’identifier le neeud pivot qui se définit comme étant le plus bas dans ’arbre de dérivation,
éventuellement a construire, de méme sémantique que tous les nceuds qui lui sont supérieurs
et ainsi jusqu’a la racine. Ce nceu ne peut pas avoir été produit par une chain rule, sinon cela
contredirait sa définition, et peut étre utilis€ comme téte sémantique.

Ce nceud partage 1*arbre, et donc I’algorithme, en deux parties : une partie de bas en
haut qui construit I’arbre avec les chain rules, et une partie de haut en bas avec les non-
chain rules. En effet, il se décompose de la maniére suivante : a partir de la représentation
sémantique pour laquelle il faut engendrer une expression, la racine, on cherche une régle
dont la partie gauche s’unifie avec la racine et qui soit une non-chain rule, pour définir le
pivot. L’algorithme est répété récursivement sur chacun des éléments de la partie droite de la
reégle. On procéde donc de haut en bas. La partie de bas en haut cherche a relier le pivot a la
racine en utilisant des chain rules dont le pivot est téte sémantique. La encore, apres le choix
de la téte sémantique, les éléments restants de la partie droite sont engendrés récursivement.

Ainsi, en reprenant ’exemple de la section précédente, pour engendrer une expression
vp([]1) desens 1(j, i), unique non-chain rule est la régle (6.4). Puisque la partie droite
n’a pas de non-terminaux, 1’algorithme ne repart pas sur la partie droite. Le pivot est donc



146 Chapitre 6. Génération

vp([np - 1, np - Jjl) - 1(j,1i) (voir figure 6.1(a)) qu’il faut rattacher par des
chain rules a 1a racine. Pour cela, on utilise une premiere fois la régle 6.1 qui permet d’ obtenir
(voir figure 6.1(b)) :

— un nouveau noeud a relier a la racine : vp ( [np-3J1] ;

— un nouveau non-terminal a engendrer : Comp, instancié parnp - 1i.

L’étape suivante (voir figure 6.1(c)) utilise encore la régle 6.1 pour enfin relier v ( [np-71]
a la racine tout en produisant un nouveau non-terminal np - j. Les deux instanciations
restantes sont lexicales et permettent d’obtenir 1’arbre de dérivation de la figure 6.1(d), soit
I’expression Johann Ingrid liebt.

Cette nouvelle approche répond 2 la fois au probléme de la monotonie sémantique!’ et
de la récursion gauche évoquée précédemment. Cependant, comme [146] le souligne, un
autre cas de récursion peut apparaitre, car la sélection de la téte sémantique ne se fait que
sur la base du partage de la représentation sémantique avec la partie gauche. Si deux non-
terminaux de la partie droite partagent cette représentation sémantique, lequel choisir ? Le
mauvais choix pouvant induire, dans le processus de bas en haut, la non-terminaison de
1’algorithme. Prenons la chain rule

nbar/N — nbar/N, sbar/N (6.5)

Si sbar/N est choisi comme pivot, I’algorithme est relancé sur nbaxr /N et peut de nou-
veau choisir la régle (6.5). Les bonnes propriétés provenant de I’'imitation de 1’algorithme de
Earley sont perdues. o

Pour pallier ce probleme, [49] propose un algorithme combinant 1’approche de [142]

_basée sur I’algorithme de Earley mais également guidé par la téte sémantique, que nous ne
développerons pas ici. Une approche encore plus uniforme que nous ne détaillons pas non
plus, avec la méme grammaire et le méme programme pour 1’analyse et la génération se
trouve dans [114].

Les algorithmes de génération pour les grammaires catégorielles d’unification utilisent la
méme approche [S0, 19], en parlant plutdt de foncteur que de téte sémantique. La justification
vient évidemment de la correspondance entre les régles de réduction syntaxique et les régles
d’application fonctionnelle du c6té sémantique. Comme dans les autres cas, 1’algorithme
combine une approche de bas en haut dans la recherche de 1’élément lexical dont le prédicat
correspond a celui de la racine, et une approche de haut en bas qui recompose les différentes
étapes de réductions possibles [19].

La encore, la difficulté survient lorsqu’un élément lexical ou qu’une régle de réduction,
dans le cas des grammaires catégorielles augmentées, modifie la représentation sémantique
sans laisser de trace. On rejoint 12 les probleémes de vestigial semantics [142] qui requéraient
la monotonie sémantique, et plus précisément les problémes de sémantique de 1’identité
(identity semantics) [19] pour les grammaires catégorielles d’unification.

Du point de vue lexical, cela apparait par exemple avec les conjonctions introduisant des
subordonnées complétives (complementiser) comme que en francais, ou that, whether en

17[146] donne un exemple de génération de 1’expression John calls friends up, qui contient un verbe
partticule. Pour cela, I’entrée lexicale correspondant a call up sous-catégorise up en gardant calls comme réali-
sation syntaxique. Le sens up n’apparait pas sémantiquement, mais la régle nécessite la réalisation syntaxique
deup :vp([np - Obj, p - up, np - Subjl) - call_up(Subj, Obj) — [calls],avec
p - up — [upl.
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vp([1) - 1(j,1)
vp(lnp - i, np - 31) - 1(3,1)

[liebt]
(a) Choix du pivot

vp([1) - 1(3,4)
vp([np - j1) - 1(3,1i)
np - i vp(lnp - i, np - 31) - 1(3,4i)

[liebt]

(b) Premiere étape du pivot vers la racine
vp([l) - 1(j,1)
np - j vp([np.— jl - 1(3.1))
np - i vp(lnp - i, np - jI) - 1(j,i)

[liebt]

(c) Deuxigme étape du pivot vers la racine

vp([1) - 1(3,1)

N

np - J vrfjffi;; 3] j\iii;jj)
[Johann] np - i vp(lnp - i, np - jl1) - 1(3j,1i)
[Ingrid] [liebt]

(d) Instanciation par les items lexicaux

F1G. 6.1 —Les différentes étapes de la génération guidée par la téte sémantique pour 1 (j, i)
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anglais, et dont la représentation sémantique habituelle est Az.x [112]. On peut évoquer éga-
lement les pronoms réfléchis comme se : AP.\z.(Px)z. Notre proposition, décrite 4 la sec-
tion 6.4, rencontre les mémes difficultés dans son étape de sélection des items lexicaux. Par
contre, I’utilisation du calcul de Lambek plut6t que des reégles d’extension des grammaires
catégorielles permet d’éviter la sémantique de 1’identité associée aux regles de réécriture
unaire.

Par exemple, la régle d’élévation de type

X = Y/(X\Y)

s’accompagne de la transformation de la sémantique « associée 2 X en AP.Pa. Des lors,
la correspondance entre foncteur syntaxique et foncteur sémantique n’est plus assurée : on
ne peut pas affirmer qu’un élément de type syntaxique X\Y de sémantique S provient
de I’application de (X\Y)/Z ou Z\(X\Y) de sémantique Az.Sz & un élément de type
syntaxique Z et de sémantique c. En effet, il peut trés bien provenir de I’application de
(X\Y)/Y de sémantique A\P.Po: 2 Y de sémantique (. Autrement dit, pour engendrer une
expression de sémantique Se, il peut falloir commencer par engendrer celle de représentation
o, I’argument, puis lui appliquer une reégle de réduction, pour I’appliquer a I’expression de
représentation 3. Dans notre proposition, 1’utilisation du calcul de Lambek transforme ces
regles en simples théorémes. La procédure de recherche de preuve mise en ceuvre en tient
compte alors naturellement et de maniére indifférenciée dans son déroulement.

Pour tenir compte de ces limitations, [19] ajoute a sa procédure un essai systématique
de ces regles de réduction et de ces items lexicaux. Dés lors la terminaison de 1’algorithme
requiert une condition sur la grammaire, celle de offline parsability'®.

Ces différentes approches partagent une volonté de guider la génération a I’aide des re-
présentations sémantiques. S’il s’exprime de mani¢res diverses (monotonie sémantique, ré-
cursion gauche lorsque tous les éléments de la partie droite partagent leur sémantique avec la
partie gauche, régles unaires), le méme probléme de la trace sémantique laissée par chaque
mot d’une expression lors de la composition se manifeste pour chacune des solutions, et nous
en retrouvons une forme dans notre proposition de la section 6.4.

La maniere dont la contrainte de monotonie sémantique a pu étre levée, dans [146] par la
sous-catégorisation des parties discontinues (le up de call up), ou dans une grammaire per-
mettant des opérations syntaxiques plus complexes que la simple concaténation [160, p. 100],
semble indiquer un lien fort entre la modélisation des phénomenes syntaxiques et les proprié-
tés de réversibilité intrinséque des grammaires. Notons toutefois que si certaines grammaires
rendent compte des constituants discontinus en perdant la monotonie sémantique [146], ce
n’est pas le cas pour d’autres, telles les grammaires de types logiques étendues pour traiter

8Dans une grammaire d’unification G dont les régles ont la forme ¢y — 1 ...%, ol tg est un terme de la
logique du premier ordre et les ¢; sont des termes ou des symboles terminaux, les ¢; qui sont des termes sont
appelés termes supérieurs (top-level terms) de la régle. Si aucun d’entre eux n’est une variable, la suppression
de leurs arguments donne une 1&gle ¢y —+ ¢, . . . ¢, Ol chaque ¢; est soit un symbole de relation soit un symbole
terminal. En appliquant cela a toutes les régles de la grammaire, on obtient une grammaire hors-contexte. Si
cette derniére est finiment ambigug, alors G est offline parsable [77, 119]. Par exemple, si G contient la régle
p(M) — p(s(M)) ot M est une variable, s un symbole de fonction et p un symbole de relation, le squelette
hors-contexte contient la régle p — p permettant une ambiguité infinie (un nombre infini de dérivations de p).
Et G n’est pas offlineparsable [61].
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ces phénomenes. Dans [112, p. 113] par exemple, les deux chaines rang et up restent, pour
le verbe ring up, dans la méme unité lexicale, avec une forme sémantique phone qui permet
a la grammaire de garder sa monotonie sémantique.

Problémes en LFG

Les travaux en génération pour LFG montrent combien les propriétés de réversibilité in-
trinséque dépendent des hypotheéses de départ. En utilisant comme représentation sémantique
une structure de traits'®, contenant un trait sémantique défini par une formule logique, la dis-
tance que 1’on autorise entre cette structure initiale et celle de 1’expression engendrée influe
sur les résultats. Plus que les méthodes de génération pour LFG, trés inspirées de ce que dé-
crit la section précédente et qui demanderaient une plus grande description du formalisme,
cette section présente quelques résultats de décidabilité du probléme de génération.

Dans une grammaire LFG G, et pour une chaine s, la relation de dérivation Ag se ca-
ractérise ainsi : Ag(s, ¢, @, f) si et seulement si G assigne a s la c-structure ¢ a laquelle ¢
associe la f-structure f.

La c-structure représente 1’arbre de dérivation de s grice aux régles hors-contexte de
G. Celles-ci sont augmentées d’équations dans un langage de description de traits qui per-
mettent, lors de leur utilisation, de définir ¢ et f.

Par exemple, si pour une régle hors contexte Y — Y7 ... Y, on associe les f-structures zg
aY et z; aY; (autrement dit, ¢(Y) = o, ¢(Y;) = 1), on peut avoir les régles :

det — a
S — np vp Zo.SPEC = INDEF
29.SUBJ =21 Xp = X2 Zo.NUM = SING
21.CASE = NOMI n - student
np — det n Zo.PRED = *STUDENT’
To = I1 To =1 Zo.NUM = SING
vyp — v v = fell
To = I1 ' Zo.PRED = "FALL{(SUBJ))’

Zo. TENSE = PAST

Elles permettent de construire la c-structure et la f-structure de la figure 6.2. Le probléme de
I’analyse est ici de trouver, étant donné s, une c-structure ¢, une f-structure f et ¢ tels que
Ag(s,c, @, f). Pour la génération, ’idée est de partir d’une f-structure f, pour engendrer une
expression s. Dans [161], cette f-structure doit étre égale a celle que construirait 1’analyse
de ’expression. Dans [83], si f est 1a f-structure associée a s, on peut avoir également que f
subsume fj ou bien que les deux s’unifient.

[163] a montré que le probleme de prouver 1’existence d’une expression s et d’une f-
structure f que G lui associe, étant donné f; avec la condition que fy subsume f est indéci-
dable. Par contre, si1’on considére des descriptions de traits®® déductivement équivalentes?!,

Comme en LFG, PATR [145] ou en HPSG [126].

200n peut considérer les équations associées aux régles comme la conjonction de formules F', avec des
fonctions unaires (SUBJ(xg) pour zo.SUBJ par exemple), des symboles de relation (=, etc.), et exprimer la
f-structure comme un modele satisfaisant la structure de trait 3zo ...z A F.

Tout modele de 1’une est modele de 1’autre et réciproquement.
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le probléme de savoir si, étant donné une description de trait, il existe une expression s avec
une structure de traits déductivemen(}) équivalente satisfaisable est décidable [162].

[ PRED ’STUDENT’
NUM  SING
SUBJ
SPEC INDEF
CASE NOMI
| | PRED ’FALL{(SUB)))’
a  student  fell | TENSE PAST |

FIG. 6.2 — Correspondance entre c-structure et f-structure

6.2.2 Grammaires de types logiques : une premiere approche avec les
systemes déductifs étiquetés

Aussi bien en analyse qu’en génération, il s’agit de construire une preuve a partir des
types syntaxiques des items lexicaux considérés. [103] propose un cadre uniforme pour
I’analyse et la génération en utilisant les systemes déductifs étiquetés (labelled deductive
systems [45]).

Sans vouloir décrire compleétement un nouveau systéme, donnons bri¢vement le principe
(appliqué au calcul de Lambek). Si L est un semi-groupe dans lequel sont interprétés les
types syntaxiques et T'(A) I’interprétation du type A (voir la section 3.1.2), on peut construire
interprétation D(A) de chaque type A comme un sous ensemble de L x T'(A) a partir des
interprétations des types de base et des relations suivantes (seul le fragment implicatif est
considéré) : :

D(A\B) = {(s,m)|V(s',m') € D(A), (s' + s,m(m’)) € D(B)}
D(B/A) = {(s,m)|V(s',m) € D(A), (s + ¢',m(m’)) € D(B)}

Chaque formule A est alors étiquetée avec une paire (s,m) € D(A). De méme, on peut
étiqueter chaque lien d’un préréseau.

Remarque. On retrouve exactement, pour les A-termes, I’étiquetage proposé par [139] et
présenté a la section 3.2.3. Comme nous le verrons, le critére de correction reste sensiblement
le méme.

[103] énonce alors la condition pour obtenir un réseau comme la réussite de 1’unification
des étiquettes prosodiques ou sémantiques, 1’'une impliquant 1’autre. Mais I’intérét de consi-
dérer un systéme déductif étiqueté provient surtout de pouvoir guider la recherche de preuve
grice aux étiquettes, et ainsi réduire I’espace de recherche. La propagation des contraintes
d’unification, au cours de la recherche de preuve, permet d’élaguer 1’arbre de recherche dés
que ’unification échoue.

Ainsi, en phase d’analyse, la prosodie de la phrase est connue et va permettre de guider
la recherche de preuve. Puis le A-terme associé s’en déduira facilement. Pour la génération,
le A-terme décrivant le sens de la phrase est connu et va permettre de guider la recherche de
preuve, et la prosodie de ’expression s’en déduira facilement.
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Analyse et génération : exemple

IMustrons ce processus sur un exemple, en analyse et en génération. La figure 6.3 montre
la recherche de preuve pour I’analyse de Viadimir attend Godot, avec le lexique du ta-
bleau 6.1. Dans un premier temps, on construit chacun des arbres syntaxiques. La recherche
de preuve consiste alors a apparier judicieusement les feuilles avec des formules duales. On
a initialement les variables prosodiques a et b, et les variables sémantiques vy, « et 5. La
forme prosodique de I’expression est connue : c’est celle qui étiquette 1’'unique conclusion
positive. Si I’on essaye de relier cet atome S+ avec chacun des autres, outre que dans le cas
présent il n’y a qu’un seul atome dual, seul celui-ci permet d’unifier b + attend + a avec
Viadimir attend Godot. On a donc : '

a = Godot
b = Viadimir
v = (attend o)

On propage la contrainte le long de I’arbre syntaxique avant d’arriver a la deuxieme figure.
Les contraintes d’unification prosodique sont telles que parmi les deux possibilités d’asso-
ciation des np* et des np~, une seule est permise.

Tous les liens étant désormais présents, on peut procéder au calcul de la sémantique. On
a alors :

a=49g
=V
v = (attend «)f
= (attend g)v
Vladimir np v
Godot np g

attend (np\S)/np (attend g)v

TAB. 6.1 — Lexique

Considérons maintenant le processus inverse, illustré par les figures 6.4. Cette fois, les
variables prosodiques sont a, b et ¢, tandis qu’il n’y a plus que deux variables sémantiques
a et 5. De la méme maniere que précédemment, on part de la sémantique de 1’expres-
sion, (attend g)v, qui étiquette I’'unique conclusion positive, et on cherche une unifica-
tion possible. Dans ce premier cas, cela ne pose pas de probleme et on obtient 1’équation
(attend o) = (attend g)v sur les formes sémantiques. La section suivante évoque les
problemes 1iés a ['unification des termes prosodiques mais surtout des A-termes. Ici, on ob-
tient :

a=4d
B=v
c:.b—I— attend + a
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De nouveau, la propagation des résultats de 1’unification permet d’obtenir la deuxiéme fi-
gure et parmi les deux possibilités restantes pour 1’association des np duaux, les contraintes
d’unification sur les A-termes imposent les liens et les unifications prosodiques :

a = Godot
b = Viadimir
c=0b+ attend + a
= Vladimir attend Godot

Remarque. 1 utilisation des étiquettes prosodiques permet aussi de se passer du critere de
bon parenthésage des liens axiomes : I’ordre des mots est calculé de maniére interne et non
plus suivant I’ordre des conclusions.

L’utilisation des systemes déductifs étiquetés permet donc :

— d’uniformiser les procédures d’analyse et de génération ;

— de guider la recherche et d’élaguer au plus tdt les branches ne conduisant pas a une
solution.

Discussion

Dans ce processus, 1'unification constitue I’élément moteur pour guider la recherche,
aussi bien dans le cas de 1’analyse que de la génération. Dans le cas des termes prosodiques,
il s’agit d’unification au premier ordre, c’est-a-dire que 1’on consideére 1’égalité entre les
termes, avec une opération + associative. Elle est décidable, quoiqu’infinitaire®?.

Le probleme se pose de facon plus aigué a propos de la génération. En effet, I’unifica-
tion de A-termes n’est en géneral pas décidable [66, 36]. Elle n’est méme pas décidable au
deuxiéme ordre [59, 36]. Il s’agit donc de préciser quels sont les problemes d’unification que
cette méthode rencontre.

Pour ceci, [103] restreint les A-termes utilisés soient a la fois :

— des A-termes linéaires (nous ferons de méme dans un premier temps) ;

— des A-termes dont les variables libres n’ont au plus que deux occurrences ;

— des A-termes d’ordre inférieur a deux. _

En effet, dans ce cas, le probleme est décidable [98] et on peut appliquer I’algorithme.

Notons toutefois que ce sont des probléemes de filtrage plutdt que des problemes généraux
d’unification qui se posent. Cependant, 1a encore, si le troisi€¢me ordre est décidable [35], le
probleme est ouvert pour les ordres supérieurs en général. Pour les termes linéaires d’ordre
supérieur, ce n’est que trés récemment que [33] a montré que le probleme du filtrage était
décidable, mais NP-complet.

Ajoutons enfin que méme en cas de décidabilité, il n’existe pas en général d’unificateur
plus général. Ainsi le probleme {zf = f(f a) } admet-il comme solution les deux substitutions
incomparables Az.z(f @) /z et Az.f(za)/z.

Pourtant, la réalisation syntaxique, a partir d’items lexicaux donnés, n’est qu’une re-
cherche de preuve dans le calcul de Lambek, dont on sait qu’il est décidable. Et si I’informa-

22Cela signifie que certains problémes d’unification admettent un nombre infini de solutions. Par exemple,
I’équation z + @ = a + z admet comme solutions z — a, £ = a + a, z = a + (a + a), etc.
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S -
b + attend -+ a - (attend o)

(np\S)~
attend + a - attend o

O [0 (o]
np~ ((np\S)/np)~ np” S+
Godot - 9 attend - attend Viadimir - v Vladimir attend Godot - 7y

(a) Départ pour la construction de la preuve pour I’analyse syntaxique

a = Godot
b = Viadimir
b+ attend + a - (attend o) Viadimir - 8
Godot - o
(np\S)~
attend + a - attend «
_ o O
np ((np\S)/np) np S+
Godot - g attend - attend Viadimir - v Vladimir attend Godot - 7y

(b) Premier lien

a = Godot

b = viadimir
~ = (attend g)v

b+ attend + a - (attend o) 8

npt
Vladimir - 8

Godot - o

a=g B=v
(2\5)"
attend + a - attend o
). -~ o
np ((np\S)/np) np S+
Godot - g attend - attend Viadimir - v Vladimir attend Godot -

(¢) Unification pour obtenir la forme sémantique

F1G. 6.3 — Analyse sémantique de Viadimir attend Godot
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S~ -+

(np\S)™
attend + a - attend o

o o o
np~ ((np\S)[np)™ np~ S+
Godot - 9 attend - attend Viadimir - v c - (attend g)v

(a) Départ pour la construction de la preuve pour la génération

(np\S)~
attend + a - attend g

[¢] [~]
np~ ((np\S) [np)~ np” S+
Godot - 9 attend - attend Viadimir - v Viadimir attend Godot -

(b) Premier lien

¢ = Viadimir attend Godd

b + attend + o - (attend g)v

a = Godot
b = Viadimir
(np\S)~
attend + a - attend g
) - o
np ((np\S)[np) np S+
Godot - ¢ attend - attend Viadimir - v Viadimir attend Godot - ~y

(c) Unification pour obtenir la forme prosodique

FIG. 6.4 — Génération de (attend g)v
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tion donnée par la forme sémantique & obtenir peut en guider la recherche, elle ne doit pas la
rendre plus difficile.

Les sections suivantes présentent 1’approche que nous proposons. Pour la réalisation syn-
taxique, seule la contrainte de linéarité subsiste. En effet, 1’ordre des termes considérés, ansi
que leur typage qui peut désormais comprendre la conjonction, n’intervient plus. En outre,
dans certains cas définis par le lexique, la réalisation syntaxique se fait en temps polynomial.
Pour cela, nous utilisons la représentation des formes sémantiques par les réseaux, telle que
la définit la section 5.4.1

6.3 Reformulation avec les réseaux sémantiques

Concentrons-nous sur la réalisation syntaxique et résumons le probléme. Dans sa forme
classique, étant donnés les items lexicaux m;, de catégories syntaxiques c;, de formes séman-
tiques s; et une forme sémantique Sy (et une catégorie syntaxique Cp) on cherche un réseau
syntaxique II tel que :

— les conclusions de IT sont ¢y, .- . C; cf

— sit est le A-terme associé a 11 via I’isomorphisme de Curry-Howard, alors

t[s1/%1,. .. Su/T0] = So

En reprenant la méme démarche que celle de la section 5.4.1 qui montre comment utili-
ser les réseaux a la place des A-termes dans I’analyse sémantique d’une phrase, le probleme
revient &, étant donnés les items lexicaux m;, de catégories syntaxiques c;, de formes séman-
tiques 7; (en réseaux) et une forme sémantique Ily (en réseau, et une catégorie syntaxique
Cp) chercher II (le méme que ci-dessus) tel que :

— les conclusions de II sont Co1)r " * * Cofn)? Ct;

— le calcul du réseau sémantique & partir de #(II) et des 7; par coupure et élimination

des coupures donne I1j.

Or, dés que les conclusions de II sont connues, II ne dépend que de 1’association des
atomes duaux. Il suffit donc déterminer I’appariement Ay des atomes duaux de II.

Remarque. Le passage de II a H(II) peut changer le graphe sous-jacent par n-expansion
(voir figure 6.5(b)). Soient deux réseaux II; et IT, tels que H(I1;) privé de ses liens axiomes
soit égal a I1, privé ses liens axiomes. On dit que Ay, est compatible avec Ay, si et seulement
si H(II;) = II5. Si’on a IT; comme a la figure 6.5(a), I’appariement de la figure 6.5(b) est
compatible, celui de la figure 6.5(c) ne I’est pas (en définissant, pour cet exemple, H(n) =
t—oe).

Finalement, le probléme peut se traduire comme sur la figure 6.6 ol la seule inconnue est
An (et donc Ayymy), et les T; sont les arbres des catégories syntaxiques de chacun des items
lexicaux, et les 7 (7;) leur image sémantique. Outre cette contrainte, il faut bien entendu que
Aq n’ait pas de liens axiomes qui se croisent.

Notation. Lorsque dans la section 6.4.1 nous ferons référence a ce probleme de réalisation
syntaxique, nous appellerons en général F la forét U, {H(T;) }U{To}, F* le réseau constitué
de F et de Ay, U le réseau constitué de F* et des 7; reliés par des liens coupures, et o
ces liens coupures.



156 Chapitre 6. Génération

np np n n
(n\np)~ ((t—e) —e)”
(a) Réseau syntaxique (II;) (b) Appariement compatible (Il = H(II;))
et e

((t—e)—e)”

(c) Appariement incompatible (TI57#H (11 ))

FIG. 6.5 — Exemples d’appariements compatibles et incompatibles



6.3. Reformulation avec les réseaux sémantiques

(a) Réseau syntaxique

Ay

™2

Tn

Elimination des coupures

IIo

(b) Réseau sémantique

FIG. 6.6 — Contraintes vérifiées par Ag

157
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Pour résoudre ce probléme, nous allons faire une recherche de preuve (commutative) sur
la partie sémantique et trouver un appariement A, puis vérifier qu’il existe un appariement
A’ pour le réseau syntaxique tel que A soit compatible avec A’.

11 suffira alors de vérifier qu’il existe un ordre des conclusions (et donc des mots) tel
qu’avec les mots dans cet ordre, A’ n’a pas de liens axiomes qui se croisent.

6.4 Proposition

S’appuyant sur les conclusions précédents, nous décrivons notre proposition en deux

parties :

— d’une part la réalisation syntaxique, qui reléve de la recherche de preuve et qui sup-
pose connus les items lexicaux. Ce probleme se ramene a la résolution d’une équation
matricielle ;

— d’autre part le choix des items lexicaux, qui reléve de propriétés d’invariances des
réseaux lors de 1’élimination des coupures.

6.4.1 Recherche de preuve et formule d’exécution

La technique utilisée pour la recherche de preuve n’est pas propre aux types sémantiques
e et t mais est plus générale. Son originalité vient d’une part de ce que pour la guider, elle
utilise le résultat (connu) de la réduction du réseau recherché, et d’autre part qu’elle utilise
la formule d’exécution de la géométrie de 1’interaction (voir section 2.5). Dans un premier
temps cependant, nous ne considérons que des réseaux de la logique linéaire multiplicative.

Par contre, si la technique est générale, pour permettre une expression simple de la so-
lution dans le cas qui nous intéresse, nous allons tirer parti de toutes les caractéristiques du
probléme de génération.

Rappelons que la formule d’exécution :

oo

Res(U,0) = (1—o®)U(L+ Y _(cU)¥)(1 - 0?)

1

exprime comment calculer I’interprétation matricielle d’un réseau (Res(U, o)) résultant de
I’élimination des coupures (interprétées par o) du réseau (interprété par U) a partir de ces
mémes interprétations.

Comme nous 1’avons vu, I’élimination des coupures pour le fragment multiplicatif dis-
tingue 1’élimination des coupures entre liens par et tenseur et entre les axiomes. Ce processus
étant parfaitement déterministe, tout appariement correct pour le réseau avant I’élimination
des coupures est correct pour le réseau obtenu en propageant 1’élimination des coupures
jusqu’a ce qu’il n’y ait plus que des coupures entre axiomes.

Donc, si nous trouvons un appariement pour le réseau réduit a ’exception des liens
axiomes, il suffit de vérifier qu’avec les arbres des formules il forme bien un réseau. C’est
un critére de vérification dont on a vu qu’il était quadratique avec les réseaux comme R&B-
graphes. La vérification ultérieure est nécessaire car si un réseau se réduit bien en un réseau,
un préréseau qui n’est pas un réseau peut se réduire en réseau, comme le montre la figure 6.7.

Dans cette section qui vise a reformuler la formule d’exécution, nous considérons :
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—

(a) Préréseau avant réduction (b) Réseau apres réduction

F1G. 6.7 — L’élimination des coupures sur un préréseau qui n’est pas un réseau peut produire
un réseau

— U un réseau de preuve avec des liens coupures uniquement sur des liens axiomes ;
U Yinterprétation matricielle des liens axiomes ;
o I'interprétation matricielle des liens coupures :
TI, 1a forme normale de U, interprétée par Il ;

— pour un réseau quelconque I, A; est I’appariemerit des atomes duaux de I1, et pour

un atome a, Ag(a) est ’'unique atome dual de a relié a celui-ci par un lien axiome.

U, o et Il sont tous dans M,(bool), I’ensemble des matrices carrées de dimension s a
coefficients booléens. Comme dans la section 2.5, la base est (e;);e[1,s), chaque e; correspon-
dant 2 la conclusion d’un lien axiome. Par abus de langage, on parlera également de e; pour
désigner le sommet auquel il correspond.

Supposons qu’il existe p € [1, s] tel que pour tout ¢ € [1,p], e; et Az (e;) ne soient pas
prémisses d’un lien coupure. On a alors (avec Uy € M,(bool)) :

Uy O 100
U‘[on o “"E<J
Alors Res(U, 0) = [ 0 Res(,?l al)] Cela signifie qu’un lien axiome dont aucune conclusion
n’est prémisse d’un lien coupure est inchangé par élimination des coupures. On peut donc

considérer sans perte de généralité que tous les liens axiomes ont au moins une conclusion
prémisse d’un lien coupure.

Remarque. Ci-dessous, comme dans la plupart des démonstrations qui vont suivre, on consi-
dére des matrices blocs. De plus, si nécessaire, lorsque X € M, ,(bool), on note X (®),
Les (e;) se répartissent en trois catégories dans U :
- Vi € [1,p], e; n’est pas prémisse d’un lien Cut (et donc, d’apres I’hypothése énoncée
ci-dessus, Ag(e;) est prémisse d’un lien Cut) ;
~ Vi € [p+ 1, 2p], e; est prémisse d’un lien coupure mais pas Az (e;) ;
— Vi € [2p+1,2p + n}, e; et Ag(e;) sont prémisses d’un lien Cut.
On obtient alors (s = 2p +n) :

0 Ul(p’p) 0 0 0 0 ng:P) 0 0
U= tUl(p,p) 0 0 o= 10 0§p,p) Uép,n) T, = 0 0 0
0 o i 0 oM g{mm) 0 00

Rappelons que :
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- UltUlz tUlUlz]. ;

—sigy=0alorsn <p;

— comme il y a exactement un et un seul 1 par ligne et par colonne, si o4 = 0, chaque
colonne de o3 aun 1 et le rang de o est n.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme crucial de cette partie :

Théoreme 57. Soit U un réseau de preuve correct, dont les prémisses de tous les liens cou-
pures sont conclusions de liens axiomes. Soit 11y le réseau résultant de 1’élimination des
coupures de U. Si Uon interpréte les liens axiomes de U par U, les liens axiomes de I1 par
Iy et les coupures de U par o, en reprenant les définitions ci-dessus de Uy, Us, o1, 09, 03,04
etlly et A = (U1 Iy — 01 UL)Uy et X = (Us — 04)7, alors X est bien définie et les trois
relations suivantes sont équivalentes :

Res(U,0) = (1 — e2)U(L — oU)"(1 - 0?) (6.6)

(7]1111 — 01 tljl)Ul = 0'2U3(1 + Z(O’4U3)k) t0'2 (67)
k>1

A=0XT0etUs =X +0y (6.8)

Démonstration. Ce théoréme est démontré en annexe A, car avec le corollaire 62, o4U; est
inversible et comme UsUs = 1, Us — 04 = (1 — 04Us)U; 1, d’ott X = Us(1 — o4Us)~1. O

Replagons-nous maintenant dans I’optique de la recherche de preuve que nous évoquions
pour la génération. Le réseau recherché vérifie les hypotheses du théoreme précédent. De
plus, chacun des liens axiomes de 1’appariement, & 1’exception de ceux qui sont prémisses
de I'unique conclusion positive, sont prémisses d’un lien coupure. En conséquence, les liens
axiomes recherchés sont décrits par Us alors que Uy, I1; et oy, donc A, sont connus.

La recherche de la preuve, c’est-a-dire la réalisation syntaxique, s’effectue donc a I’aide
de la relation (6.8) du théoréme en résolvant I’équation en X . Du nombre de solution a cette
équation dépend le nombre de réalisations syntaxiques possibles, c’est pourquoi nous discu-
tons maintenant de la résolution de cette équation. Elle fait apparaitre deux cas, selon que
o4 est nulle ou pas, dans lesquels il esiste une solution unique ou bien un ensemble de solu-
tions. Par contre o4 est déterminée par la donnée forme des sémantiques des items lexicaux
donnés. Autrement dit, dés le choix des items lexicaux, le comportement de 1’algorithme de
réalisation syntaxique (solution unique ou plusieurs solutions) est connu.

Remarque. Lorsqu’on dit que U; est connu, ce n’est pas tout a fait exact. En particulier,
les liens vers I’unique conclusion positive (en général S, mais cela peut &tre une formule
complexe) ne sont pas connus a priori. Cependant, il est facile de les calculer si o4 = 0, et
comme nous le verrons, c¢’est suffisant.

Pour ce faire, il suffit de regarder a quels atomes de Il les atomes de la sortie positive
sont reliés. Ceux-ci sont reliés par un lien axiome puis par un lien coupure & un atome de
H(P1i). Ce sont ces derniers que I’on relie aux atomes de la conclusion positive de U (qui est
la méme que celle de I1p).
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6.4.2 Résolution de I’équation :sioy, =0
Dans I’équation :
A=0,X"0, (6.9)
ol A est connu, de méme que oy, on cherche X inversible qui, grice a la relation
Us=X"1404 (6.10)

doit permettre de trouver le réseau recherché. La difficulté provient de ce qu’en général la
matrice 0y € M, ,(bool) n’est pas une matrice carrée ni inversible.

Néanmoins, si » < min(p,n) est le rang de o3 (c’est le nombre de 1 qu’il y a dans
o), alors il existe p € M,(bool) et Q € M,(bool) telles que 0, = PI.Q (avec I, €
M, .(bool) telle que pour tout 4,5 € [1,7]%, (I.);; = L sii = jet (I,);; = 0sii#j). Alors,
siB=P AP et Y = QX 'Q, résoudre (6.9) est équivalent & résoudre

B=ILY1, (6.11)
Y;r 0
= { 5 0] (6.12)

avec B connu (et ¥,, = (¥j;)1<ij<r). Alors, avec Y € M,(bool), symétrique (car X
symétrique), on a X = Q~lY tQ_l (@ est également connu). Cependant, si 7 < n, Y n’est
pas totalement déterminée par B. Or, si p < n, la configuration de ¢ (un seul 1 par ligne et
par colonne) montre que 047#0. On a donc les cas :

—r=n,doncp>neto, =0;

- r < n, alors g4%# 0.
De plus, si 04 = 0, on a nécessairement n < p et alors 7 = n. Comme B détermine
complétement Y si et seulement sin = r et p > n, B détermine complétement Y si et
seulement si o4 = 0. Dans ce cas, de plus, d’aprés (6.10), Us = X!, Or U2 = 1 et donc
Us = X.

On voit que si 04 = 0, le probléme de recherche de preuve se résoud tres simplement
(polynomialement) par un simple produit de matrices.
Remarque. Essayons de donner un sens pour le probléme de génération a o4 = 0. 04 indique
les liens coupures qui existent entre des conclusions de liens axiomes dont I’autre conclusion
est aussi prémisse d’un lien coupure. Toutes les coupures sont entre des axiomes recherchés
et des axiomes des ; (en particulier, il n’y a aucune coupure entre deux liens axiomes de
Asym). Donc si 0470, cela signifie que du c6té d’un m;, il y a un lien axiome dont I’autre
conclusion est prémisse d’une coupure.

Autrement dit, la connaissance des items lexicaux permet a priori de savoir que le calcul
de la solution (et la preuve de son existence) se fait en temps polynomial. Le temps de calcul
est caractérisé par la forme des réseaux sémantiques des entrées lexicales.

6.4.3 Résolution de I’équation : si 0470

Avant de proposer une solution pour le cas 0470, regardons pourquoi cela améne une
indétermination et donc, a priori, plusieurs solutions. La figure 6.9(a) montre une solution
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au probléme de la figure 6.8 (les liens axiomes proposés sont en pointillé. Les éléments
donnés par 1’énoncé sont en trait plein, en particulier les liens axiomes aux extrémités. Ils
correspondent a des liens appartenant a des réseaux sémantiques d’items lexicaux). Les deux
liens coupures sont dans oy.

On s’apercoit que leurs extrémités libres (ai et a;-, et a; et ag) jouent tout 2 fait le méme
rOle, et suggerent une autre solution évidente : celle de la figure 6.9(b) obtenue a partir de
celle de la figure 6.9(a).

(a) Données initiales

o o l (o} (e} o (o] l o )

(b) Réseau a obtenir aprés élimination des coupures

FIG. 6.8 — Enoncé du probléme

(a) Premiére solution

0 O  sem -

(b) Deuxiéme solution

F1G. 6.9 — Les deux solutions

En fait, on peut méme aller plus loin. Résolvons le probléme sans tenir compte de ce
« détour» (indiquons-le en pointillé et faisons comme si o4 = 0). Nous obtenons le résultat
de la figure 6.10. Il suffit alors de couper en deux le lien axiome obtenu, puis de le brancher
des deux maniéres possibles sur les deux sommets extrémités d’un des détours (a; et a;- par
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exemple). On a alors deux liens axiomes qui peuvent chacun étre coupés pour &tre branchés
sur le deuxiéme détour (ay et ay ).

Ty

O34~
[
Or v s
o
'_o—_

s v O -
l—o_.----
Omn ==
[
O11:n
[
Ov v 5 1

(c) La méme s’apprétant a tenir compte du deuxieme détour,
en coupant un axiome

(d) La mé&me s’apprétant a tenir compte du deuxié¢me détour,
en coupant I’autre axiome

F1G. 6.10 — Génération de solutions commutatives

Cette dernicre remarque nous suggere la mani¢re de résoudre le probléme lorsque o45#0.
En effet, soit un appariement A solution du probléme P. A’ obtenu & partir de A en éliminant
toutes les coupures qui provoquent des détours est solution du probléme P’ obtenu en suppri-
mant tous les sommets qui sont sur un détour. Or P’ est soluble de la maniére indiquée dans
la section précédente car, pour lui, o4 = 0 désormais (puisqu’on a supprimé les détours).
Remarquons que ce probleme est directement calculable depuis le probléme P.

Réciproquement, en partant d’une solution A’ de P’, il suffit, pour chaque détour entre
deux sommets de formule @ et a* de casser un lien axiome de A’ entre deux sommets a et
a’ et de connecter chacune des moitiés aux extrémités du détour. Cela donne A” et on itére
le processus jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de détour d’extrémités a et a™.

Autrement dit, si o470 :
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— on vérifie I’existence et on calcule une éventuelle solution de base en temps polyno-
mial ;

— étant donné un type atomique pour lequel la solution de base donne [ liens axiomes, et
pour lequel il y a dans le probléme initial d > 1 détours, on sait engendrer & partir du
type de base les [ # (I + 1) * - - - * (I + (d — 1)) appariements pour ce type de base qui
constituent une solution ;

— si k est le nombre de types utilisés dans le réseau (typiquement deux : e et ) et [, le
nombre de liens Bour la catégorie k et dj, le nombre de détours pour la catégorie k, il y
adr (l’“+(d’° 1 solutions.

La vérification de P ex1stence d’une preuve est rapide, mais 1’espace des solutions peut &tre
trés grand.

Remarque. Puisqu’un détour correspond a un axiome dont les deux conclusions sont pré-
misses de I'unique conclusion positive d’un réseau sémantique 7;, et que celle-ci est reliée a
un arbre correspondant & une entrée lexicale, les deux extrémités d’un détour font partie de
la méme entrée lexicale.

Nous avons montré que le probleme de réalisation syntaxique conduit & une recherche
de preuve. Conduite dans le fragment commutatif, cette recherche admet la vérification de
I’existence d’une solution en temps polynomial (relativement au nombre total d’atomes du
réseau avant élimination des coupures). Le calcul effectif d’une solution commutative (parmi
toutes celles possibles) est également polynomial.

Par contre, le nombre de solutions dépend de la structure des réseaux sémantiques as-
sociés aux items lexicaux utilisés, ce nombre pouvant étre trés grand. Cependant, seules les
solutions correctes d’un point de vue non commutatif nous intéressent. Aussi la construction
(dans le cas 047#0) des solutions doit-elle tenir compte des contraintes de bon parenthésage
des liens axiomes.

6.4.4 Appariement syntaxique et ordre des mots

La recherche de preuve décrite dans les sections précédentes reléve du fragment com-
mutatif de la logique linéaire. Toutefois, puisque les solutions doivent s’appliquer au réseau
syntaxique, outre les problémes de compatibilité des appariements, les solutions retenues ne
doivent pas avoir de liens axiomes qui se croisent.

Pour I’instant, aucune contrainte sur I’ordre des mots, et donc des arbres syntaxiques Y;,
puis des 7 (T;), n’a été exprimée. De fait, ce sont les liens axiomes définis par les solutions de
la recherche de preuve commutative qui vont induire I’ordre des mots. Plutot que de vérifier
le bon parenthésage des liens axiomes, il s’agit de placer les mots de fagon & ce que ce bon
parenthésage soit vérifié. Pour cela, nous procédons en deux temps : le premier pour vérifier
qu’al’intérieur d’un mot, le parenthésage des liens est correct, le second pour placer les mots
relativement les uns aux autres.

Correction a Pintérieur d’un mot

Dans ce prétraitement, pour chaque mot (et donc chaque #/(T;)), on ne considere que les
axiomes dont les deux conclusions sont prémisses de #(7;). La différence principale avec le
placement des mots les uns par rapport aux autres, c’est qu’a I’intérieur d’un mot, I’ordre est
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parfaitement défini. Il ne s’agit que d’une vérification d’un bon parenthésage. Si cela ne se
fait pas en temps linéaire (par rapport a la vérification d’un bon parenthésage habituel), c’est
tout simplement qu’il faut s’assurer que lorsqu’on rencontre la conclusion d’un lien axiome,
I’ autre conclusion fait bien partie du méme arbre.

Notation. Lues de gauche a droite, les feuilles de chaque arbre 7(T;), qui sont des atomes,
forment un mot d’atomes.

Définition 42. Par analogie avec les groupes libres, on dit que m est réductible si :
- m = aAym(a) ;
— m = am' Ay (a) et m’ est réductible ;
— m = mymsg et my et my sont réductibles.

Pour un mot d’atomes m, la propriété de bon parenthésage implique : m = m;...m,

avec pour tout k € [1,p], my, = agk) . -agf)mﬁc ®)...a{ (avec la convention que si i = 0

a
T
g]:) ca etsijg=i+1, mp = alP 'a,(-,]:)mk) et pour tout (k,l) €

[1,p] x ([1, %) U [Jk, 1)), Az (0™ n’est pas dans m et m), est réductible.

Alors ay - -+ ag)agll)aﬁ) e ag.z ). agf;) est la forme réduite de m, celle qui va réellement

jouer un réle dans 1’ordonnancement des items lexicaux. Par extension, on dit également que
m est réductible.

Le prétraitement consiste donc a vérifier que chaque mot d’atome est réductibe et a cal-
culer sa forme réduite. Si [ est le nombre d’entrées lexicales, et p le plus grand nombre de
feuilles d’une entrée lexicale, retrouver la deuxi€éme conclusion d’un lien axiome peut se
faire en (log Ip). Puis I’application d’un algorithme habituel de vérification de bon parenthé-
sage étant linéaire, le prétraitement s’effectue sur tous les mots en Ip(log Ip).

Si cette premiére partie n’échoue pas, on applique la suite de 1’algorithme sur les mots
d’atomes réduits, c’est-a-dire qu’il n’y a plus que des liens entre différentes entrées lexicales.

alors my, = mja

Correction et ordonnancement des mots

Dans cette section, tous les mots d’atomes sont considérés comme réduits. Pour ordonner
les items lexicaux, nous utilisons la propriété suivante :

Proposition 58. Soit un réseau (non commutatif) correct, avec <, l’ordre total sur les mots
(celui correspondant a l'unique conclusion positive étant le plus grand), et <C= un ordre
partiel sur des mots d’atomes. Soit my un mot d’atomes et m = a1 - - - Qn, M = Mg, UN MOt
d’atomes tel que a; est relié par un lien axiome d un atome de mg. Appelons my, le mot dont
un des atomes est relié a ai(voir figure 6.11). Soit alors ’ordre X' défini par :

— my, =’ my, si et seulement si :
(/{}1,]{}2) € [1,’1, — 1] X [1,'1, — 1] etkys <k
ou (kl,kz) € [1,’1, — 1] X {’L})
ou (kl, kg) € [Z, ’I’L]z et kl S ]{}2
ou (ki, ko) € [1,n] x {0})

- mg = My
Alors la clbture transitive de < U </ est un ordre total inclus dans <.

Démonstration. C’est une conséquence directe du bon parenthésage et de sa définition. [
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I’ algorithme d’ordonnancement des mots s’inspire de cette propriété appliquée récursi-
vement a partir de 1’ordre vide et du mot correspondant a I’unique conclusion positive, puis
on remplace < par < U =<' et my par m; et pour tout k, m; par my. Puisque le réseau est
connexe, on arrive a ordonner tous les mots les uns par rapport aux autres.

mi—1 mi1 a1 ...qQ;...0n Mn mi+1 mo
FIG. 6.11 — Ordre induit sur les mots par les axiomes

L’algorithme 1 vérifie qu’un ordre existe qui rend le réseau correct pour le fragment non
commutatif et le construit. Il débute par

Ordre(m,, longueur(m,), Gauche, G, null, {mot = my; indice = longueur(mg)})

oll my est le mot correspondant a la conclusion positive et G est I’ensemble des mots moins
myp. L’ordre est obtenu en un temps en [plog(lp). De plus, mot(z) est une fonction qui
renvoie le mot auquel 1’atome A (i) (z) appartient et place(z) calcule la position de I’atome
Agymy () dans mot(z).

6.4.5 Le choix lexical

Jusqu’a présent, nous n’avons considéré que la réalisation syntaxique car sur elle portait
essentiellement les difficultés relevées dans [103]. La procédure que nous proposons reste
tout a fait standard, construisant un arbre de possibilités qu’il s’agit ensuite de tester. Par
essence, le procédé s’avere donc exponentiel.

Dans I’analyse sémantique d’une expression, on constate que les constantes typées qui
étiquettent les conclusions négatives réapparaissent toutes dans le réseau final. En effet, ces
conclusions ne font jamais partie des coupures donc restent présentes au cours de 1’analyse
sémantique. C’est une conséquence directe de 1’élimination des coupures puisqu’on a la
preuve sous forme d’un réseau du séquent - [A]I" que ’on réduit pour obtenir la preuve de
F I" sans coupure. Il s’ensuit que toute constante typée présente dans la forme sémantique
(avec éventuellement sa multiplicité) a réaliser est présente (avec sa multiplicité) dans les
formes sémantiques des items lexicaux utilisés??

Théoreme 59. Soit un lexique dont la forme sémantique de chaque entrée lexicale :

— est linéaire

— comprend au moins une constante typée.
Alors le processus complet de génération d’une expression (étant donnée une forme séman-
tique trouver les expressions syntaxiquement correctes qui la réalise) est décidable.

2Cela correspond a I'utilisation de A-termes linéaires. Sans linéarité, pour conserver cette propriété de re-
trouver les constantes des réseaux sémantiques lexicaux dans le réseau final, il ne faut pas que du matériel
sémantique puisse disparaitre, par exemple avec des A-termes comme Az.Ay.z. De tels termes ne peuvent pas
exister si I’on interdit I’utilisation de la régle d’affaiblissement, comme le propose [118].
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Algorithme 1 Ordre(LastWord, 1, orientation, S, LeftBound, RightBound)

L'+ [[; L" « []; NewWord = word(LastWord[i)); j = place(LastWord][])
if NewWord¢ S then {Si le mot est déja ordonné}
if orientation = Left then
if LeftBound .mot = NewWord et j#£LeftBound.indice then
FALSE
else if LeftBound .mot = NewWord et i > 0 then
Ordre(LastWord, ¢ — 1, orientation, S, LeftBound, {mot = LastWord; indice = ©})
else if LeftBound.mot = NewWord et j¢longueur(LeftBound.mot) — 1 then
Ordre(LeftBound, j + 1,Right, S, {mot = LeftBound.mot; indice = 5}, {mot = LastWord; indice = i})
else
FALSE
end if
else if RightBound.mot = NewWord et j + 17#RightBound.indice then {!’orientation est Right}
FALSE
else if LeftBound.mot = NewWord et ¢ < longueur(LastWord) — 1 then
Ordre(LastWord, i + 1, orientation, S, {mot = LastWord; indice = ¢}, RightBound)
else if LeftBound.mot = NewWord et j > 0 then
Ordre(RightBound, j — 1,Left, S, {mot = LastWord; indice = 1}, {mot = RightBound.mot; indice = j})
else
FALSE
end if

else if orientation=Right then { NewWord n’a pas encore été ordonné}
if 5 > 0 then
L' + Ordre(NewWord, j — 1,Left, S\NewWord, {mot = LastWord;indice = 1}, {mot = NewWord; indice = j})
end if
if § < longueur(NewWord) — 1 then
L" < Ordre(NewWord, j + 1, Right, S\NewWord, {mot = NewWord; indice = j}, RightBound)

end if
else { NewWord n’a pas encore été ordonné et I’orientation est Left}
if 5 > 0 then
L' + Ordre(NewWord, j — 1, Left, S\NewWord, LeftBound, {mot = NewWord; indice = j})
end if

if j < longueur(NewWord) — 1 then
L" + Ordre(NewWord, j + 1, Right, S\NewWord, {mot = NewWord; indice = 3}, {mot = LastWord; indice = i})
end if

end if

Return L/ + [NewWord] + L'
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Démonstration. D’aprés ce qui précede, il existe un multi-ensemble fini d’items lexicaux
pouvant &étre utilisés, ce qui donne un espace de recherche fini. Comme la réalisation syn-
taxique est décidable, le processus complet est décidable. a

Dans le cas général (il existe des items n’ayant pas de constante typée dans leur forme sé-
mantique), nous n’avons aucune certitude. Dans la suite néanmoins, nous ferons I’hypothése
que toutes les formes sémantiques posse¢dent au moins une constante typée. Notons toutefois
que pour un item lexical n’ayant aucune constante, toutes les conclusions des liens axiomes
sont prémisses de la conclusion (positive). Leur contribution s’apparente donc a celle des
« détours ». Autrement dit, si la sélection des items lexicaux avec constante ne permet pas la
résolution de I’équation pour o4 = 0, aucune expression, méme en tenant compte des items
lexicaux sans constantes, ne peut &tre engendrée par la grammaire.

En méme temps que la sélection des items lexicaux se fait la numérotation des atomes
qui permet, lors de la recherche de preuve, de faire correspondre les atomes avant et apres la
réduction (en fait, il s’agit de s’assurer que les colonnes des matrices correspondent bien au
méme atome dans U et dans Res(U, o), comme I’illustre la section 6.5). A chaque atome,
on associe un triplet (dit de références) (label, adresse, num). Le label correspond a celui de
la conclusion si celle-ci est négative, il est vide sinon (¢). L’adresse correspond a I’adresse
de ’atome dans 1’arbre syntaxique de la formule. Le numéro est instancié au cours du traite-
ment.

Si I’on a un ordre total (dont (e, €, num) est le maximum) sur les références (ne tenant
pas compte de num), chaque axiome peut s’exprimer par un couple (refy, refy) (avec ref; plus
petit que ref,). On peut alors exprimer 1’appariement de tout réseau 7 par un multi-ensemble
A(m) d’axiomes ainsi décrits.

On dit que deux références r; et 7o s’unifient si elles ont méme label et méme adresse.
Un axiome (r1,73) s’unifie avec (r1, r5) sil’on a I’un des cas suivants

— ryetr] etry et rh s'unifient ;

— 7y et v} s’unifient et 7 a pour label e.

Supposons que I’on veuille engendrer une expression de forme sémantique 11y, la pre-
miere étape consiste a numéroter chacun de ses atomes (comme on le souhaite). On définit
ensuite Ay = A(Ilp). Soit alors 7 un réseau sémantique du lexique. Ay est modifié de la
maniere suivante :

— pour tout (ry,79) € A(w), on essaye d’unifier (r1,72) avec un élément (r{,75) (ou

(rh, 1)) de Ag :

— si 7y et 7] et ro et 75 s’unifient, on donne & r; et ro les numéros de ] et rh et
Ag = Ao\{(r},75)}. Cette étape permet de s’assurer que tous les axiomes de 7 dont
les conclusions sont prémisses d’une conclusion négative (donc étiquetée par une
constante typée) se retrouvent dans Ily, ce qui est nécessaire car ces conclusions,
comme on 1’a vu, ne sont pas modifiées lors de I’analyse sémantique ;

— si 7y et v} s’unifient et 7o a pour label €, Ag = Ao\ {(r],75)} et on donne a 7 le
numéro de 7} et si le label de 5 n’est pas €, Ay = Ag W {(74, (¢, €, 0)) }. Cette étape
permet de dire que si un axiome de 7 dont une conclusion est premisse d’une conclu-
sion négative étiquetée mais dont 1’autre conclusion est prémisse de la conclusion
positive de 7, il faudra par la suite trouver un autre axiome du méme genre (dans un
réseau sémantique du lexique) dont la premiére référence s’unifiera a r ;



6.4. Proposition 169

— siun élément de A(7) n’a pas réussi & s’unifier, alors 7 ne correspond pas.

Si ’on applique cette procédure au réseau sémantique de chaque item lexical (éventuelle-
ment plusieurs fois car un méme item lexical peut étre utilisé plusieurs fois, y compris avec
le méme réseau sémantique), soit on échoue systématiquement et le probléme n’a pas de
solution, soit Ag = () et on a un ensemble d’items lexicaux et leur forme sémantique 7; dont
les atomes (qui ne sont pas dans la conclusion positive) sont numérotés pour correspondre
avec ceux de 7.

Evidemment, cela n’assure pas que chaque ensemble de 7; donne une solution au pro-
bléme de la génération pour I1y. II faut encore essayer les étapes de réalisation syntaxique et
d’ordonnancement des mots. Par contre toute solution est présente sous forme d’un ensemble
de ;. En particulier, si le lexique le permet, on obtiendra des paraphrases.

6.4.6 Toutes les étapes

Cette section résume la proposition pour la génération dans sa totalité. C’est celle mise
en ceuvre dans I’implémentation. La plupart des étapes a été décrite dans les sections précé-
dentes.

On suppose donné un lexique dont les réseaux sémantiques :

— posseédent au moins une constante typée ;

— font partie du fragment intuitionniste ;
et un réseau sémantique (intuitionniste) Iy dont on veut donner une expression syntaxique.

Pour ceci :

1. on choisit les items lexicaux de la maniere décrite ci-dessus. Cela conduit & un en-
semble de multi-ensembles d’items lexicaux avec leur réseau sémantique dont les
atomes sont numérotés pour correspondre a celle de Il ;

2. pour chaque ensemble de réseaux sémantiques, on numérote les autres atomes (de
facon & respecter les contraintes sur les (e;)), et on forme U et ¢ comme dans la
section 6.4.1 (en particulier en éliminant toutes les coupures entre liens par et liens
tenseur). On vérifie et on calcule, par des opérations matricielles, la ou les solutions
commutatives ;

3. on vérifie que ces solutions en sont bien lorsqu’on revient au réseau complet (avec
les arbres syntaxiques) puisque la résolution s’est faite avec des coupures apparais-
sant uniquement sur des liens axiomes. On peut ajouter la vérification que ce sont des
réseaux du calcul de Lambek sans séquence vide (voir section 5.2) ;

4. pour chaque solution restante, il convient encore pour passer au cas non commutatif
de vérifier qu’il existe un ordre correct des mots dans I’expression, et de le calculer le
cas échéant ;

5. ace stade, si I’on n’a pas de solution, c’est qu’il n’en existait pas. Il peut y en avoir
plusieurs, des paraphrases. Pour leur donner un ordre de préférence, on peut les classer
par ordre croissant de complexité suivant la mesure de [113] décrite a la section 5.4.2.
Cependant, si I’expression ainsi choisie est ambigué, cela ne garantit pas II, est son
interprétation préférée. Une procédure plus rigoureuse, mais plus couteuse car deman-
dant de calculer toutes les interprétations de toutes les expressions engendrées, serait
de choisir I’expression pour laquelle I’interprétation par Il est la moins complexe.
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Ainsi, nous avons :

— une opération de choix des items lexicaux qui dépend des constantes présentes dans le

réseau sémantique cible ;

— une opération de réalisation syntaxique, matricielle, dont la complexité est déterminée

par les items lexicaux choisis qui fixe la valeur de oy.

A premigre vue, deux étapes introduisent essentiellement de la complexité : celle du
choix lexical, et celle des éléments lexicaux pour lesquels 047#0. Jusqu’a présent, seuls de
petits lexiques, plutdt propres a tester le fonctionnement du prototype, ont permis des ex-
périmentations. Si I’étape du choix lexical ne semble, pour des raisons de complétude, que
pouvoir bénéficier d’heuristiques (par exemple, on pourrait ordonner les ensembles poten-
tiels de solutions par nombre décroissant d’items lexicaux utilisés, séparer les candidats pour
lesquels o4 = 0 et les autres, etc.), il conviendrait d’établir la multiplicité maximum d’une
constante typée dans un lexique pour connaitre réellement la conséquence de ce choix sur la
performance. ,

Il en est en partie de méme pour le nombre d’items lexicaux pour lesquelles 0470, et
leur fréquence dans le lexique pour savoir si cela rend le probléme intraitable en pratique.
Néanmoins, pour cette étape, la complexité gagnerait sans doute & intégrer plus t6t dans
le processus I’étape d’ordonnancement. En effet, ne serait-ce qu’a partir de 1’ordre partiel
donné par les liens qui ne font pas de détours, la construction des solutions en intégrant
chaque détour doit respecter cet ordre partiel. Comme les deux extrémités d’'un méme détour
appartiennent au méme mot, on peut ainsi avoir des indications sur les liens qui doivent étre
cassés par un détour, ou bien ceux qui ne le peuvent pas du tout. Une réflexion autour de cette
considération permettrait peut-&tre, si cela s’avere nécessaire, d’améliorer la complexité de
la partie réalisation syntaxique du processus de génération.

Par rapport a la méthode qui, étant donné un ensemble d’entrées lexicales avec leur mul-
tiplicité, construirait toutes les phrases correctes constituées de ces mots et comparerait leur
représentation sémantique a la formule initiale, I’étape 2 est cruciale. En effet, elle permet
de ne construire que les assemblages de mots (ce ne sont pas encore des phrases, il reste
a vérifier s’il est possible d’ordonner correctement ces mots) dont I’analyse sémantique est
bien celle souhaitée. Dans le cas ou les items lexicaux sont tels que o4 = 0, il y a donc
au plus une solution calculée en temps quadratique, relativement au nombre d’atomes. Bien
qu’elle soit inconnue, la complexité du calcul de Lambek est probablement supérieure. Cette
inconnue empéche une comparaison précise dans le cas ol 0470, car il faut alors filtrer un
nombre exponentiel de solutions commutatives. Notons toutefoisque méme avec la methode
construction et vérification, la recherche de preuve dans le calcul de Lambek ne doit pas
se faire sur un ordre connu des mots mais €galement trouver les ordonnancement des mots
corrects et les preuves qui vont avec.

6.5 Exemple

Pour cet exemple, nous utilisons le lexique du tableau 6.2%4, Supposons que nous voulions
engendrer une expression de sens (1 j)(w g), soit le réseau II; de la figure 6.12(a) (pour

24Goubi est un personnage de roman, inspiré toutefois d’une personne réelle, et Jaligny-sur-Besbre est un
village de I’ Allier.
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lequel la premiére étape a consisté a numéroter les atomes). Sans décrire I’étape de sélection
et de numérotation, on obtient les items lexicaux avec la numérotation de la figure 6.12(b).

type syntaxique forme sémantique réseau sémantique
Goubi np g:e T et
g9

§ Jaligny np j:e L Lot
@ i
|
|
marche np\S AWz :e—ot

dans (S\S)/np Az Ay (lx)y :e—t —ot
i !

TAB. 6.2 — Lexique Lexyq

Pour la numérotation, rappelons que 1’on décompose les matrices de la maniére suivante :

0 Ul(PJ)) 0 0 0 0 ng,l’) 0 0
U — tUl(p,p) 0 O o = O O.:Epap) a.épﬂz) H() — O O 0
0 oy 0 om®) glmm) 0 00
avecici :
-p= 8
-n==6

Il faut maintenant lier la conclusion positive numérotée 5. Dans II; (figure 6.12(a)), on
voit que I’atome 5 est relié a 1’atome 4. Pour savoir a quel atome le relier dans U, on cherche
dans le réseau ol I’on a réduit toutes les coupures entre liens par et tenseurs (figure 6.12(c))
quel est I’atome relié a 4 apres la coupure. C’est I’atome 13. U; est maintenant connue, qui
indique les liens entre les atomes compris entre 1 et 8 (qui ne sont pas prémisses d’un lien
coupure) et ceux compris entre 9 et 16 (prémisses d’un lien coupure) :

let9 2etl0 3etll 4etl2
S5etl3 6etld Tetl5S 8etl6
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4|t ¢F
3
6
(t—o )" et - et
2 7
1
(e —o (t —t))” e~ dttle (e —t)”
I j 9 w

dans Goubi marche Jaligny SRR

(b) Coupure et marquage des atomes avant de calculer Uy

(c) Calcul de Uy

FIG. 6.12 — Les données du probleme
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Bien entendu, IT; et o sont également connues. On a finalement® :

OO OoODDHOO
OO OO0 0O
e R e B e B e R e R e R e
" O OO OO0
Tt o000 o0 Q00o
nO oo oo OoO O
N e N e Nl e i e S e B e B e
SO O OO0 0O O
— N < n O I~

Il

—

=
Coococoocoococo —~
i eNeoNoeNoeNeNol =
Toocoococo—~0O
oo oo OO
YSooo OO0 OOC
TCOoOOoOHOODOoOOO
So—Hocoocoocoo
A= O OO0 00O O
— N N T v O~

I

)

17 18 19 20 21 22

10 11 12 13 14 15 16

9

cooco -0 oo

coocococooco~' Ceo oo o
oo oo oo coococ o —~0o o
co oo oo o coocococ oo~
co oo o oo Co0 oo O MO
oo oo oo co~HocOoOo oo
_10000000.@01000000
9munwmww.ol.,._10000000

I I I

S
coococoocococo
ccoococooco
cocoococooo
coo oo oo
CcCoo oMo OO
coocoococooo
coococcooo
cCoocococooo

e e T R = B

100000
010000
001000

0001O00

0000O0O0T1

000010

*Iﬁ*

Z30n a indiqué 2 cdté et au-dessus des matrices, quand nécessaire, les numéros des atomes auxquels les

lignes et les colonnes correspondent.
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Et donc
A= (tU1H1 — 01 tUl)Ul B = P_lAtP_l
0 1 0 0 0 0 0 O] (0 1 000 0 0 O]
1 00 00O0O0O0 1 00 00O0O00O0
0000O0O0CTITO 0 00O0O0OO0O0O® O
_100000O00O0O0 |00 010000
10000 00O0O 100100100
00006O0OO0CO0T1 0 00010O00O0
0010O0O0CO00 0 000O0O0OD0DO©D
0 000010 0 0 000000 0
Soit, finalement
X:Q—lth—l
=Us
17 18 19 20 21 22
701 0 0 0 0]
811 0 0 0 0O
=19 (0 0 01 00
20(0 01 0 00
2100 0 0 0 0 1
22_000010_

N’oublions pas que Uj indique les liens entre les atomes numérotés de 17 a 22, soit les liens
entre les atomes :

17et18 19et20 21et22

La figure 6.13(a) montre les arbres syntaxiques des items lexicaux, avec la numérotation
calculée & partir de la numérotation sémantique. La figure 6.13(b) pose les liens définis par
Us. 11 ne reste plus qu’a vérifier qu’il existe un ordre des conclusions pour lequel ce réseau
est un réseau non commutatif, et le calculer. Cela se fait aisément pour obtenir le réseau de
la figure 6.13(c).

On trouvera en annexe B des exemples de générations qui mettent en avant la génération
de paraphrases et la génération en anglais d’expressions dont la représentation sémantique a
¢té calculée a partir d’une expression en frangais. Et également, a la figure B.20, le traitement
automatique de cet exemple.

6.6 Commentaires et perspectives

Nous avons montré que les grammaires de types logiques qui vérifient certaines proprié-
tés — la linéarité des A-termes des formes sémantiques lexicales et la présence pour chacun
d’eux d’au moins une constante — sont intrinseéquement réversibles. Nous donnons en outre
pour ces grammaires un algorithme original de recherche de preuve guidée par un réseau. Ce
réseau cible permet de réaliser la recherche d’une preuve en temps polynomial, alors que la
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13 19

s~ st
18 20 21
NPt S~ np*

(S\8)~
22 17 5
O O _ _ o o
((S\S)/np) np~ (np\S) np S
dans Goubi marche Jaligny

(a) La forét syntaxique numérotée

22 17 5
_ o7 _ o o)
((5\S)/np) np~  (np\S) np §
dans Goubi  marche Jaligny

(b) Us appliqué a la forét syntaxique

17
o)
np~  ((S\S)/np)~ (np\S)~ np~
Jaligny dans marche Goubi

(c) Calcul de I’ ordre des mots

FIG. 6.13 — Report des liens calculés sur I’arbre syntaxique
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recherche de preuve au sens habituel en logique linéaire multiplicative est un probléme NP-
complet. Toutefois, d’autres parties de 1’algorithme, telles que le choix des items lexicaux,
restent exponentielles. Tout en apportant des solutions a certains problémes de génération
avec les grammaires de types logiques, notre approche met en évidence de nouvelles ques-
tions.

Avec un nouvel éclairage sur 1’utilisation de A-termes, nous esquivons le probleme de
’inversion de la B-réduction grice a une approche uniformisée de la syntaxe et de la géné-
ration par les réseaux. Quelle est la robustesse de ce résultat ? Nous avons vu, notamment
avec [146]% et [160]%, I'importance de la capacité de modélisation des phénomenes syn-
taxiques par la grammaire sur les propriétés de réversibilité de cette grammaire. Or, méme
s’il ne porte que sur le calcul de Lambek, ce résultat a pour intérét de s’appuyer sur des
propriétés logiques des réseaux de preuve. En ce sens, puisque différentes approches pour
étendre la couverture du calcul de Lambek s’appuyent sur la logique linéaire, comme le
montre la section 5.5, elles devraient pouvoir profiter de la réponse apportée ici au probleme
de génération. Réciproquement, 1a capacité plus fine d’analyse syntaxique de ces grammaires
devrait avoir une influence sur les propriétés nécessaires a la réversibilité (voir note 17) en
offrant une analyse de phénomenes linguistiques (comme les constituants discontinus) qui
préserve des propriétés sémantiques de la grammaire utiles a la génération (comme la mono-
tonicité dans le cas illustré par I’exemple de call up de représentation sémantique monotone
phone chez [112], mais pas chez [146]).

Parallélement a cette extension de la couverture syntaxique, les propriétés requises sur
les réseaux sémantiques ne limitent pas 1’usage de ceux-ci aux seuls réseaux intuitionnistes.
S’ils suivent un minimum de propriétés (essentiellement savoir quelle conclusion du réseau
sémantique et quelle conclusion syntaxique relier par une coupure), il n’est pas nécessaire
qu’ils restent intuitionnistes et correspondent a des A-termes. Cela montre la généralité de
cette méthode de recherche de preuve d’une part, et d’autre part qu'une éventuelle propo-
sition de représentation sémantique avec des réseaux de preuve en général, s’il en existe de
pertinente, permettrait de garder les propriétés propices a la génération.

La section 3.3 montre que les réseaux de preuve peuvent aussi exprimer la non-linéarité,
grice aux connecteurs exponentiels, et coder des A-termes non linéaires. La question de la
prise en compte de ces cas pour la génération se pose donc naturellement. La géométrie de
I’interaction apporte une réponse théorique a cette question : la formule d’exécution y est
toujours valable. Par contre, I’interprétation des preuves fait qu’on est amené a y résoudre
des équations sur des opérateurs linéaires. Une solution consisterait peut-€tre a donner un
modele dans lequel les équations seraient plus facilement résolubles. Du point de vue de
I’'uniformité de la représentation, nous avons parcouru une premiere étape en étendant la
syntaxe des R&B-graphes aux réseaux de MELL.

Toujours dans cette optique, mentionnons également que le fait d’exprimer la sémantique
d’un pronom réfléchi comme se (himself) par un réseau plutdt que par AP.\z.(Pzx)z permet
de faire apparaitre un lien contraction. A 1’analyse, cela permet clairement de distinguer les
phrases Jean se rase de Jean rase Jean (ou il y a deux entités Jean). Réciproquement, 2
la génération, la présence du lien contraction permet de détecter la présence d’un pronom

26 Avec la non-monotonie sémantique de call up.
%7 Avec des régles de combinaison des mots plus complexes que la seule concaténation.
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réfléchi.

On rejoint le probléme, éludé jusqu’a présent, de 1I’équivalence logique [160, 143]. Ce
probléme consiste a obtenir un générateur capable de produire des expressions non seulement
a partir d’une représentation sémantique canonique, mais encore a partir de toute forme lo-
gique qui lui est équivalente. Sans vouloir entrer dans les détails, reprenons deux aspects
de ce probléme exposés dans [143]. Le premier est celui du calcul méme de 1’équivalence
logique, qui n’est simplement pas toujours possible au premier ordre. Le second tient plus
a la pertinence de ]’utilisation de la logique du premier ordre, et de sa définition de 1’équi-
valence, comme représentation. En particulier, si p est la représentation d’une expression s,
elle est logiquement équivalente & p A (¢ V —¢) (I’interprétation par exemple de I’expression
s' 1 s qu’il pleuve ou qu’il ne pleuve pas). Pourtant, il est peu probable que I’on veuille ex-
primer indifféremment s ou s'. Notre approche ne traite pas ces problémes. Par contre, sa
robustesse (dans le sens ol elle n’est pas réservée aux seuls réseaux intuitionnistes et aux
seules constantes de la logique des prédicats) devrait permettre d’envisager des extensions
qui puissent y répondre en partie.

Vis-a-vis des solutions du probleme de génération pour les grammaires d’unification,
nous ne tenons compte que de la partie sémantique pour la sélection des items lexicaux.
Elle débute le processus, lequel se poursuit par le calcul simultané de tous les liens entre les
constantes, c’est-a-dire de toutes les dépendances foncteur-argument. La forme sémantique
guide plus globalement la recherche par le réseau cible que la téte sémantique obtenue a
chaque étape. Cela, avec le fait de considérer I’aspect logique des grammaires catégorielles,
permet par rapport aux grammaires catégorielles d’unification, d’éviter les probleémes liés
aux regles supplémentaires, telles que 1’élévation de type. On présente donc une résolution
partielle des problémes liés a la vacuité sémantique. Par contre, lors du choix lexical, le pro-
bleéme 1ié a I’absence de constantes dans la forme sémantique reste entier. Notons que ce
probléme est évoqué dans [82] sans proposition pour le résoudre. Une solution serait de tenir
compte également de la partie syntaxique apportée par les items lexicaux. Par exemple, si gue
est de catégorie syntaxique Comp/S pour une représentation sémantique Az.z, si un verbe
dire de type syntaxique (np\S)/Comp a été sélectionné grace a la constante dit, lorsque
toutes les sélections lexicales ont eu lieu, on peut s’apercevoir qu’aucun élément n’apporte
le type syntaxique Comp, et que ce dernier doit étre introduit par un élément lexical dont la
représentation sémantique ne comporte aucune constante. Mais seule I’expérimentation per-
mettrait de vérifier si cette particularisation syntaxique des éléments lexicaux sans constante
sémantique suffit. (Le lexique proposé par [112] vérifie cette propriété — to, that — sauf
pour les pronoms réfléchis. Mais ces derniers peuvent €tre repérés dans les réseaux par 1’uti-
lisation du lien contraction, ce que ne permettent pas les A-termes.)

Nous voulons également souligner des perspectives qui s’éloignent du probléme pur de la
réversibilité. La premicre, suivant les remarques de la section 4.4, concerne I’apprentissage
a partir de données syntaxiques et sémantiques. La procédure de génération que nous avons
proposée permet d’inférer une preuve, c’est-a-dire un A-terme qui, appliqué & chacune des
entrées lexicales, conduit a la représentation sémantique attendue sous forme normale. Nous
pensons que cette procédure peut s’étendre au probleme d’apprentissage décrit par [151]
pour lequel on cherche également & inférer un A-terme, malgré la présence dans ce cas d’une
plus grande indétermination.

La seconde prespective sort du champ linguistique et insiste sur la relation entre réseaux
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et A-termes. De la méme maniere que les réseaux ont apporté une solution efficace a un
probléme jusque la posé en terme d’unification de A-termes (la réalisation syntaxique), on
peut se demander si d’autres problemes tels que le filtrage gagneraient algorithmiquement
a cet éclairage. Dans la suite de [33], c’est un probléme qui commence a €tre étudié. 11
exprime 'une des données récurrentes de notre travail : I’influence qu’exercent 1’une sur
’autre I’étude des grammaires de types logiques et celle de la théorie de 1a démonstration.
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Dans cette annexe, qui contient la démonstration du théoréme 57, nous reprenons les
hypothéses et les notations du chapitre 6 : U est un réseau correct, dont les coupures ont lieu
entre liens axiomes, et dont la réduction donne II,. De plus :

— U interpréte les liens axiomes de U ;

— o interprete les liens axiomes de U

— TI, interpréte la forme réduite de U.

Les (e;) se répartissent en trois catégories dans U :

— Vi € [1,p], e; n’est pas prémisse d’un lien Cut (et donc, d’apres I’hypotheése énoncée

ci-dessus, Ag(e;) est prémisse d’un lien Cut) ;

- Vi € [p+ 1, 2p), e; est prémisse d’un lien coupure mais pas Az (e;) ;

- Vi€ [2p+1,2p+ nl, e; et Ag(e;) sont prémisses d’un lien Cut.

On obtient alors :

0 Ul(PuP) 0 0 0 0 ng,I’) 0 0

U=, 0 0 o= [0 o®P P =] 0 o0 0

o o oy 0 o™ g 0 00
Rappelons que :

- UltU1: tU1U1:1;

~siog=0alorsn <p;

— comme il y a exactement un et un seul 1 par ligne et par colonne, si g4 = 0, chaque
colonne de o3 aun 1 et le rang de o3 est n.

Lemme 60. Soit X € M,(bool). Si X est nilpotente (Ing, X™ = 0) alors (1 — X) est
inversible et (1 — X)™' =143, X*

Démonstration. Y, 5, X* =3 p%) X* est bien défini et
I-X)(1+> XM =14+X+> Xr-X-X> X*
k>1 k>2 k>1
=1

Ll
olep) @lem) glein)

Lemme 61. Soit X € M,(bool) telle que X = [a((mm)) 0<(m»m)> c((mm; |, alors pour tout k > 2
p(mp) glnym) gln,n

o) olpm) olpm)
Xk — | cgk—2pmp) (lm.m) Cdk'—l(m’n)
dk-1p(np)  ln,m) dk (n,n)

Démonstration. Par récurrence sur k :
oler) lem)  (lem) oler) glem)  (len)
X2 = |glmp) mm)  omn) ] o | glmp) lmm)  o(mn)
plnp)  glnm)  4(nn) pnp)  glnm)  g(nin)
olep)  plem)  plen)
— | eptmp) glmm)  oq(m.n)
db(n,p) O(n,m) d2(n,n)
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ofpsp) olesm)  glpin)
Supposons que X* = [ cge-2ymp) glmm) cdb-10mm | alors
dk—1p(np) olmym)  gn(n,n)

[olep)  lem)  len) 0(p:p) olpm) olen)
Xk;_l—l = a(m’p) O(m’m) c(m’n) * cdk—2b(m7p) O(mvm) cdk—l (m’n)
i pinp)  glnm)  g(n.n) dk-1pmp)  nsm) dF (n,n)

owe)  oem) )
= cdk_lb(mJ)) O(m,m) cdk(m,n)
dkb(n,p) O(n,m) dk+1(n,n)

O

. . olp:p) glp.m) oloim) L.
Corollaire 62. Soit X € M (bool) telle que X = [a((mm; o) c((m:”;] soit nilpotente. X
p(rsp) lnom) glnn

est nilpotente (et donc 1 — X inversible) si et seulement si d est nilpotente (et 1 —d inversible).
Dans ce cas :

1(p:p) olpsm) olp:n)

1-X)"t= |a+c(l—d)-tpmn 10mm) g1 — gy-1mm
(1 — d)—lb(n,p) o(nim) (1 _ d)_l(n,n)

Démonstration. Avec le lemme 61, c’est une équivalence triviale. O
Lemme 63. Avec ces définitions de U, o et 11y, nous avons :

Res(U,0) = (1 — o?)U(1 — oU)7}(1 — 0?)
<~
(U1l — 01 U1)Uy = 02Us(1 + Zk21(04U3)k) o))

Démonstration. Notons pour simplifier :

a=o,U;
b= Y1,
¢ = oyUs
d = o4Us

Ensuite, par définition de Res(U, o), de U etde o : Res(U, 0) = (1-02)U(1—oU) "1 (1—0?)
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si et seulement si ((oU) est nilpotente et)

1ep)  glesm)  (lesm)
H — O(m’p) O(m’m) O(m,n)
()(n,p) O(n,m) O(n,n)
[ olee) g em) glen)
* tUl(m’p) O(m,m) O(m’n)
| 0("',20) O(n,m) U3(n,n)
[ 1) o@m) )
x |a+c(1 —d)~tplme) 10mm) (1 — d)—l(m’”)
(]_ — d)—lb(n,p) O(n,m) (]_ _ d)—l(n,n)
[1ep)  glem)  glen)
x| OUme) - glmm) - glmn) d’apres le corollaire 62
olnp)  lmm)  (lnn)

(;(17,19) U,em - glem)
— |pmp) glmm) (emn)
omp)  gm)  (nm)
1(p-p) olem) o)
¥ |a+ C(l — d)_lb(p’p) O(mvm) O(m:n)
(1—d)~lpme)  gem) g
Uy(a+c(1 — d)~tp)er) om)  olein)
_ 0(m.p) omm)  gm.m)
O(n,p) O(n,m) O(n,n)

Ce qui est équivalent & TT; = Uy (0, Uy + 09Us(1 + 345, (04U3)*) oo V).
Enfin, puisque U; U; = 1 = TU;U; nous avons B

(tUll—Il — 01 tUl)Ul = 02U3(1 + Z(O’4U3)k) tO'Q

k>1
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Parallelement aux résultats, théoriques et nécessaires, prouvant entre autres la possibi-
lité¢ d’utiliser les grammaires de types logiques pour des tiches de génération, nous avons
développé un prototype permettant I’expérimentation autour des grammaires basées sur la
logique linéaire. Cette annexe décrit le prototype, essentiellement par ses fonctionnalités et
des exemples d’utilisation. Ces derniers illustrent aussi des exemples linguistiques traités
dans la partie principale de la these.

La premiere section reprend les différentes fonctionnalités du prototype, au niveau du
prouveur automatique et au niveau de I’analyseur et générateur. Elle décrit également les
formats des entrées. La seconde section présente une vue tres générale de 1I’implémentation,
fidele aux principes qui sous-tendent les grammaires de types logiques. La derniere partie
traite des exemple linguistiques en analyse et en génération, se partageant entre des exemples
repris des différentes parties de la theése et de nouveaux exemples.

B.1 Description

L’ objectif de ce prototype est multiple. D’une part, il donne une plateforme d’expérimen-
tation de grammaire autour d’un prouveur automatique en particulier en montrant les réseaux
obtenus, et d’autre part il permet de concrétiser les résultats théoriques obtenus autour de la
génération. Nous présentons donc les différentes parties relatives a la logique pure, a I’ana-
lyse et a la génération. La présentation des réseaux seraient inutile dans le but d’une simple
analyse de textes plus conséquents, qui nécessiterait la mise au point d’une grammaire plus
réaliste, mais ce n’était pas 1’objectif recherché.

B.1.1 Prouveur automatique

Le prouveur automatique se base sur la représentation des réseaux par des R&B-graphes.
Cela nous permet d’avoir a la fois un prouveur pour MLL (avec les connecteurs '@ et ®) et
pour le calcul ordonné (avec les connecteurs g, ® et <) car ces prouveurs utilisent le méme
critére de correction. La partie interfacée graphiquement se limite & ces fragments, mais pour
les utilisations linguisitques, elle est étendue au cas non-commutatif.

L’interface se présente comme a la figure B.1. La partie utile pour le prouveur automa-
tique contient un champ Formula pour donner la formule a prouver. Le bouton All permet
de chercher toutes les preuves de cette formule et le bouton Creep permet de s’ arréter a cha-
cune des étapes (correcte ou incorrecte). Le bouton Cut permet d’éliminer les coupures d’un
réseau, et enfin le bouton Postscript permet d’engendrer un fichier postscript avec le réseau
courant.

Les conventions syntaxiques suivantes ont été utilisées :

— lanégation A est remplacée par ~A ;

— le symbole *@ est remplacé par @ ;

— le symbole ® est remplacé par * ;

— on garde le symbole < ;

— pour spécifier que dans un méme préréseau deux atomes duaux A et AL sont reliés par

un lien axiome, on les indice avec la méme valeur (ex : A; et ~A;) ;
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FiG. B.1 — Interface

— les conclusions d’un méme préréseau sont séparées par des virgules (ex : aq, (~a1) *

by, ~b;, voir figure B.2(a)) ;

~ les conclusions de deux préréseaux sont séparés par des points-virgules (ex : a1, (~ay)*

b1, ~b1; a1, (~ay) * by, ~b @, foir figure B.2(b)) ;

— pour indiquer une coupure entre deux formules F' et G, on utilise F'!G comme une

conclusion du préréseau, et le lien coupure a la méme forme que le lien tenseur.

Si tous les liens axiomes ont été précisés, la recherche de preuve se limite a la vérification
que le préréseau est correct. Pour faire une recherche de preuve plus générale, il suffit de
ne pas indiquer les liens entre atomes duaux et le prouveur cherchera les associations qui
donnent un réseau correct. Lorsqu’un réseau est incorrect, le &-cycle est mis en avant par
un petit disque (vert) sur les sommets du cycle, comme le montre le figure B.3. La figure B.4
montre que I’opérateur < est auto-dual, et 1a figure B.5 montre I’utilisation d’une coupure et
son élimination. '

B.1.2 Analyseur

Si I’analyseur se base sur le prouveur automatique, seuls trois critéres ont pour I’ins-
tant été définis pour les systemes déductifs que 1’on peut associer a un lexique : le calcul
ordonné, MLL et le calcul de Lambek. De méme une seule stratégie d’analyse a été implan-
tée : celle qui consiste a rechercher les liens axiomes entre atomes duaux. 11 serait tout a fait
envisageable d’en implanter une (par exemple pour les modules, voir section 5.5) avec des
connexions par des coupures. Par ailleurs nous n’avons pas pris en compte le traitement des
traits morphologiques, ce que la suggestion de la section 5.5.3 nous aurait permis de faire
grace aux types dépendants.

La premiere étape (voir figure B.6) consiste a sélectionner un lexique. Il est alors possible
d’utiliser le bouton Parse pour vérifier si I’expression entrée dans la zone Sentence to parse
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(b) Formule : a3, (~a1) * by, ~b1;a1, (~a1) * by, ~b1

F1G. B.2 — Exemple d’utilisation des formules

T)* (T @ (-E)) {-E)@ (T @ (-E)

DT -ENU-BeT E*(-T} E‘((-T)"E) (-E)@(T@(~EN"(E* (-

F1G. B.3 — Exemple de préréseau incorrect
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(a) Preuve de a < b,at < bt (b) Préréseau incorrect a < b, b+ < at

Fi1G. B.4 — < est un opérateur auto-dual

ol ool

(a) Preuve de - [a ® bla ® b,at, bt (b) Elimination de la coupure et
preuvede F a ® b,a’t, bt

FIG. B.5 — Elimination d’une coupure
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est bien du type indiqué dans la zone of type.

FIG. B.6 — Sélection d’un lexique

Le lexique est construit de la maniére suivante :

la premicre ligne contient la déclaration LEXICON puis le systeéme déductif (mll ou
ncmll pour la version non commutative) ;

chaque ligne correspond a une ou plusieurs entrées lexicales ;

les caractéres situés sur un ligne apres le caractére % ne sont pas pris en compte ;
chaque ligne & la forme suivante : mq,... ,my, : t1].. . |t, signifiant que tous les mots
m,; ont les types t,, avecn,p > 1 ;

les formules pour les types utilisent les mémes principes que les formules du prouveur
ainsi que les connecteurs \ et / ;

La figure B.7 donne le contenu du lexique francais utilisé dans les exemples. Notons que
I’analyse de la phrase entrée pour séparer les items lexicaux et les retrouver dans le lexique
est trés rudimentaire, simplement basée sur le caractére blanc comme séparateur et une re-
cherce de chaque mot dans le lexique. A priori, I’analyseur proprement dit pourrait recevoir
des données de la part d’un autre module de tokenization et d’analyse morphologique basés
par exemple sur des techniques a états finis [81, 79, 80, 23]. Différents exemples d’analyses,
correspondant a des exemples traités dans le développement de la thése, apparaissent en
derniére section de cette annexe.
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LEXICON : ncmll
Jean, Marie, Othello, Desdemone: np
achete, deteste, voit, trouve, lit, aime,
habite, merite : (np\s)/np
tenaillait, menacait, habitait, fit : (np\s)/np
marche, parle, vit, jure : (np\s)/pp | np\s
s’effondra, caqueta, eclosit: (np\s)/pp | np\s
lire : (np\s)/np
le, la, 1 :np/n .
professeur, preface, maison, cochon, apetit, loup,
‘poule, oeuf, homme, femme, livre, faim, charretier :n
qui :(n\n)/(s/np) | (n\n)/(np\s)
cherche : (np\s)/ ({ (np\s) /np) \(np\s))
tout, toute:(s/(np\s))/n | ((s/np)\s)/n
un, une: ((s/np)\s)/n | (s/(np\s))/n
se: ((np\s) /np)\ (np\s)
et, ou:(s\s)/s | ((np\s)\(np\s))/(np\s) | (np\np)/np
| (n\n)/n | (((np\s)/np)\((np\s)/ap))/((np\s) /np)
| ((s/mp)\(s/np))/(s/np) | ((s/(np\s))\(s/(np\s)))/(s/(np\s))
grand, rouge, petit, blanc, sourd : n/n
que :(n\n)/(np\s) | (n\n)/(s/np)
dans : ({(np\s)\{(np\s))/np
a : (np\s)/(np\s) | pp/np
tres : (n/n)/{(n/n)
de : pp/np | vp/(np\s)
du : pp/n | (n\n)/n
dont : (n\n)/(s/pp) | (n\n)/s
dit : (np\s)/pp
conseille: ((np\s)/vp)/pp
avidement: s\s

F1G. B.7 — Exemple de lexique pour du frangais



190 Annexe B. Implémentation

B.1.3 Génération

Le générateur utilise les mémes principes que 1’analyseur. Le lexique est un peu différent
puisqu’il comporte également une entrée pour le réseau sémantique des items lexicaux.
Le format d’une entrée lexicale (illustré par le lexique de la figure B.8) est le suivant :

My, .. , Myt &) >c§1),... ,cl(11)|...|tk<§m“;c >cgk),... ,cl(f)

ou les m; sont des mots, les ¢; leurs types syntaxiques et pour chaque ¢; un réseau sémantique
r; dont les conclusions sont étiquetés par les constantes cg-’), dans I’ordre indiqué pour chaque
réseau. La figure B.9 présente un lexique équivalent pour de 1’anglais et qui permet de passer
d’une langue a I’autre.

LEXICON-SEM : ncmll

Goubil : np & (~e_1),e_ 1l > g
Paris : np & (~e_1l),e_1 > p
Jaligny : np & (~e_1l),e_1 > j

homme : n & (~t_1)*e_1, (~e_l1l)@t_1 > H
femme : n & (~t_1)*e_1, (~e_1)@t_1 > F
aime : (np\s)/np & ((~t_1)*e_1)*e_2,

s

(~e_2)@((~e_l)@t_1) > A

a, dans : (s\s)/np & ((~t_1)*t_2)*e_1,
(~e_l)@((~t_2)@t_1) > I

marche : np\s & (~t_1l)*e_ 1, (~e_l)@t_1 > w

vit : np\s & (~t_1l)*e_ 1, (~e_l)e@t_1 > 1

habite : (np\s)/np & ((~t_1)*t_2)*e_ 1, .
(~t_2)*e_2,e_1\(e_2\t_1) > I, 1

tout, toute : (s/(np\s))/n & (((~e_l)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),

t_3%(t_4*(~t_1)), (e_2*(~t_3))@((e_1*(~t_4))@t_2)
> forall, implies
| ((s/np)\s)/n & (((~e_l)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),

E_3*(t_4*(~t_1)), (e_2*(~t_3))@((e_l*(~t_4))et_2)
> forall, implies
un,une : ((s/np)\s)/n & (((~e_1l)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),

((~t_1)*t_4)*t_3, (e_2*(~t_3))@((e_1l*(~t_4))et_2)
> exists, and »
| (s/(np\s))/n & (((~e_l)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),
t_ 3% (t_4*(~t_1)), (e_2*(~t_3))@((e_l*(~t_4))et_2)

> exists, and

F1G. B.8 — Exemple de lexique, avec la sémantique, pour du frangais

Apres une analyse syntaxique avec un lexique qui comporte une partie sémantique, dif-
férents boutons deviennent accessibles. Le bouton Show semantic analysis (voir figure B.10)
permet de montrer le réseau correspondant a 1’analyse sémantique (voir figure B.11) puis
de revenir a 1’analyse syntaxique (les mots utilisés du lexique sont en italique, tandis que
les constantes sémantiques qui étiquettent les conclusions sont normales). Le bouton Lexi-
cal Item Choice permet, lorsqu’on a obtenu une analyse sémantique, de rechercher dans le
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LEXICON-SEM : ncmll
Goubi: np & (~e_1),e_1 > g
Paris: np & (~e_1),e_1 > p
Jaligny: np & (~e_1),e_1 > 5
man : n & (~t_1l)*e_1,(~e_1l)€@t_1 > H
woman : n & (~t_1)*e_1, (~e_1)@t_1 > F
loves : (np\s)/np & ((~t_1)*e_1)*e_2,
(~e_2)@((~e_1l1)@t_1) > A
in : (s\s)/np & ((~t_1)*t_2)*e_1,
(~e_l)@((~t_2)@t_1) > T
walks: np\s & (~t_1)*e_1, (~e_1)@t_1 > w
lives: np\s & (~t_1l)*e_1,(~e_l)@t_1 > 1.
inhabits : (np\s)/np & ((~t_1)*t_2)*e_1,
(~t_2)*e_2,e_1\(e_2\t_1) > I, 1
every : (s/(np\s))/n & (((~e_1)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),
t_3*(t_4*(~t_1)), (e_2*(~t_3))@((e_1*(~t_4))@t_2)
> forall, implies .
| ((s/mp)\s)/n & (((~e_l)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),
t_3*(t_4*(~t_1)), (e_2*(~t_3))@((e_1*(~t_4))e@t_2)
> forall, implies oo
a : ((s/mp)\s)/n & (((~e_l1)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),
((~t_1)*t_4)*t_3, (e_2*(~t_3))@((e_1*(~t_4))@t_2)
> exists, and
| (s/(np\s))/n & (((~e_l)@(~e_2))@t_1)*(~t_2),
E_3*(t_4*(~t_1)), (e _2*(~t_3))@((e_l*(~t_4))@t_2)
> exists, and

F1G. B.9 — Exemple de lexique, avec la sémantique, pour de I’anglais
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lexique toutes les expressions qui, sans tenir compte de ’ordre des mots, auraient la méme
sémantique. Le bouton Reorder conclusions permet de filtrer parmi toutes ces expressions
celles qui, en plus, permettent d’engendrer une expressions sans que les liens axiomes se
croisent. Par exemple, I’expression obtenue apres une action sur Lexical Item Choice, & par-
tir de la sémantique de la figure B.11, et indiquée a la figure B.12 ne passe pas le filtre de
I’ordonnancement des mots : les types syntaxiques utilisés pour fout ne vont pas (celui qui
correspond & un np objet est aussi utilisé pour le np sujet).

S’il y a plusieurs solutions, par exemple plusieurs analyse syntaxiques dans le cas de
I’analyse de fout homme aime une femme, on peut passer de 1’une a 1’autre grace aux boutons
« et ». Ainsi, la figure B.13 présente-t-elle la deuxiéme analyse pour fout homme aime une
Jemme.

ap * {{s) * np) K~np) @ s) * {~s))
aitne homme fout

FIG. B.10 — Une premiere analyse syntaxique de tout homme aime une femme

B.2 Aﬂrchitecture

Cette section décrit d’un point de vue tres général 1’architecture du programme, qui reste
trés proche des principes théoriques de fonctionnement des grammaires de types logiques.
Le choix du langage s’est porté sur Objective Caml [22], un langage fonctionnel fortement
typé qui intégre un puissant systeme de modules et des objets. Il nous a permis de manipuler
aussi bien des structures comme les graphes que de faire les calculs matriciels nécessaires a la
génération. Il dispose d’un interpréteur et de deux compilateurs : en byte-code (code-octet)
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[ )@ te)@t

re)@ el @1t

4 ks

tyte (rel@teN @9 0 tdte)te g e te}@ e @2y T t
F exists A H . - forall implies

prs)topl 4 nAie) 2 s @ foph)
aime tout

F1G. B.12 — Une expression qui, sans tenir compte de la non-commutativité, exprime le
méme sens que tout homme aime une femme
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e les)* (s @ o) p * {(~s) * np) -n}ih* ((~np) @ 5) * {~5)) s

femme une aime homme tout

F1G. B.13 — Une deuxiéme analyse de tout homme aime une femme

ou en natif avec des performances des exécutables similaires aux meilleurs compilateurs
disponibles.

La figure B.14 décrit cette architecture. Les boites en pointillé schématisent les res-
sources. Les boites arrondies, en gras, schématisent les différents fonctionnalités qui s’ar-
ticulent entre-elles. Les autres boites correspondent aux éléments de base qui permettent par
combinaison de remplir ces fonctionnalités. Le tout représente environ 5000 lignes de code,
dont 1000 pour I’interface graphique réalisée grice au module LabelTk d’interface entre
OCaml et Tk. o

B.3 Plus d’exemples

Cette section permet de voir les résultats de I’approche des grammaires de types logiques
par les réseaux de preuve et du prototype sur des exemples un peu plus complexes. On
y retrouve des exemples évoqués dans le développement de la thése ou bien de nouveaux
exemples.

B.3.1 Analyse

Les exemples de la figure B.15 montrent un exemple évoqué a la section 5.3 de la ma-
niere dont les grammaires de types logiques rendent compte des dépendances non bornées.
I’exemple de la figure B.16 illustre de plus la conjonction de non-consituants.

Les exemples suivants, aux figures B.17 et B.18 illustrent quant & elles la notion de
complexité d’analyse d’une expression telle qu’elle a été définie par [113] et décrite a la
section 5.4.2. Ainsi on peut justifier qu’un certain type de constructions grammaticales em-
boitées reste compréhensible lorsque le nombre de mots augmente, tandis que pour d’autres
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élections des items Matrices Ordonnancement des mots
m—————
Génération : Lexiques ,'
1 [}
1 [}
1 1
l 1
définition des espaces " N 00 TTTTC -
de recherche et parcours
Gestion des tructures de preuv:
R&B-graphes I Phrases o N
( Phrases ou 1 Gestion du lexique
I_formules ,
Prouveur,
graphes abstraits
recherche d’ae-cycles Interface

conversion
syntaxe abstraite/syntaxe concrete

Analyse

FiG. B.14 — Architecture du prototype

constructions, cela devient rapidement intraitable.

Le dernier exemple montre que 1’élévation de type se fait naturellement dans la preuve.
Dans 1a figure B.19, pour pouvoir coordoner tout charretier et Jean, le type np de ce dernier
doit &tre élevé & S/ (np\S) (c’est-a-dire $'2(S* @ np)), le méme type que tout charretier issu
de la combinaison des types (S/(np\S))/n de tout et n de charretier.

B.3.2 Génération

Le premier des exemples reprend celui qui expose la méthode de la section 6.5. Tout
d’abord, a partir du lexique anglais (pour ne pas tricher), nous calculons la représentation sé-
mantique de 1’expression que nous voulons engendrer (voir figure B.20(a)). Puis, apres avoir
sélectionné le lexique frangais, on demande un choix lexical qui offre deux possibilités étant
donné le lexique de la figure B.8 : a et dans (figures B.20(b) et B.20(c)). L’ ordonnancement
des mots montre que les deux solutions sont acceptables?® (figures B.20(d) et B.20(e)).

En utilisant le méme principe que précédemment, nous pouvons obtenir I’analyse syn-
taxique et 1’analyse sémantique de Goubi habite Jaligny, a figure B.21 a partir du lexique
en francais. Cette analyse sémantique nous permet a son tour, en sélectionnant cette fois
le lexique anglais, d’engendrer deux expressions aprés ordonnancement des items lexicaux
choisis : Goubi lives in Jaligny et Goubi inhabits Jaligny (figure B.22), c’est-a-dire deux
paraphrases, et dans une langue différente.

28Rappelons que sur les réseaux syntaxiques, 1’expression se lit de droite 2 gauche.
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(a) Analyse de Jean déteste le livre que le professeur conseille a Marie de lire

(on)
petsce

(c) Analyse de Jean parle du livre dont le professeur conseille a Marie de lire la préface

FIG. B.15 — Exemple de dépendances non bornées (section 5.3)
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| FIG. B.16 — Analyse de Jean déteste et Marie aime le livre que le professeur lit, exemple de
; conjonction (section 5.4.2)
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(a) Analyse de la poule qui fit I’ceuf caqueta
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(b) Analyse de la poule qui fit I’ceuf qui fit la poule qui fit I'ceuf caqueta

FIG. B.17 — Complexité constante (voir section 5.4.2)
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(s 0 [ - .t [

(~s)*np (] ne-n ne{-np} (58 (-np) " {(-n)" n) -n} n*{-rp} s
Sefiondra habiait cochon pelit [ que matson A

(a) Analyse de la maison que le petit cochon habitait s’ effondra

(b) Une analyse dela maison que le petit cochon que le loup menagait habitait s’effondra

(c) Une analyse dela maison que le petit cochon que le loup que la faim tenaillait menagait
habitait s’effondra

F1G. B.18 — Complexité croissante (voir section 5.4.2)
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1 I w 9 marche Jakgny a Goubi
(a) Réseau sémantique cible Il (b) Premier choix d’items lexicaux
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marche Jakgny dans Goubd
(c) Deuxiéme choix d’items lexicaux (d) Premiére expression
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gy dans marcha Goubi

(e) Deuxiéme expression

F1G. B.20 — Génération de I’exemple de la section 6.5
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i (~np}
Jalgny habite Goub

N (-6} (ERRY -ne (o) t
i i 1

(a) Analyse syntaxique (b) Analyse sémantique

FI1G. B.21 — Analyse de Goubi habite Jaligny

{~rp) " {(-5)"s) (~np) s o)k rp*((-s)*np) {-mp) s
Jaligny in lives Goubi Jafigny Inhabits Gowl
(a) Premiére traduction (b) Deuxieéme traduction

FIG. B.22 — Les deux expressions équivalentes en anglais
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Introduction

First introduced by [131], pomset linear logic can deal with linguistic aspects by inducing
a partial order on words. [93] uses this property : it defines modules (or partial proof-nets)
which consist in entries for words, describing both the category of the word and its behavior
when interacting with other words. Then the natural question of comparing the generative
power of such grammars with Tree Adjoining Grammars [73], as [70] pointed some links
out, arises.

To answer this question, we propose a logical formalization of TAGs in the framework of
linear logic proof-nets. We aim to model trees and operations on these trees with a restricted
part of proof-nets (included in the intuitionistic ones), and we show how this kind of proof-
nets expresses equivalently TAG-trees.

The first section presents all the definitions. Then, in the second section, we propose a
fragment of proof-nets allowing the tree encoding and the third section defines the way we
model operations on proof-nets. As replying to the second section, the fourth one allows
us to come back from proof-nets to trees. Finally, section C.5 shows examples of how the
definitions and properties work.

C.1 Definitions
C.11 TAG

First, extending the original definition of TAG [73] with the substitution operation as in
141, 5], we get :
Definition 1. A TAG is a 5-uple (Vy, V7, S, I, A) where :
1. Vy is a finite set of non-terminal symbols,
Vr is a finite set of terminal symbols,
S is a distinguished non-terminal symbol, the start symbol,

I is a set of initial trees,

U

A is a set of auxiliary trees.

Initial trees represent basic sentential structures or basic categories. They have non-
terminal nodes to be substituted for and serve as arguments to themselves or to auxiliary
trees. A leaf (marked with a x) with the same label as the root node characterizes the auxi-
liary trees. An elementary tree is either an initial tree or an auxiliary tree. :

The TAGs we are considering here will always be such that every elementary tree has at
least a (terminal) node labeled by a terminal symbol, so that the TAGs are lexicalized.

Second, for refering trees and nodes in these trees, we use the notations [73] defined for
trees on the finite aphabet V (V = Vy U V) :

Definition 2. -y is a tree over V iff it is a function from D,, into V' where the domain D,, is
a finite subset of J* such that :

1. ifge Dy,p<gq, thenp e D,;
2. ifp-jeD,jeJ thenp-1,p-2,... ,p-(j —1) € D,
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where J* is the free monoid generated by J the set of all natural numbers, - is the binary
operation, 0 is the identity and for ¢ € J*,p < q iff thereisar € J* such that g = p - r, and
p < q iff b < q and p#q.

We call elements in D., adresses of . If (p, X) € 7, then we say that X is the label of
the node at the adress p in y. We write it y(p) = X.
Third, we require another property :

Proposition 64 (w). A tree vy satisfies the w property iff Vp € D, such that y(p) € Vr then
p=gq-landq-2¢D,.

It means that for a tree, if a node is terminal, labeled by a terminal symbol, then it is
the unique daughter of its mother-node. Performing the two operations (substitution and
adjunction) preserves this property.

But considering TAGs whose elementary trees have the w property does not restrict
the generated language. Indeed, if G is a TAG whose elementary trees do not have the w
property, T(G) is the set of all the trees that the two operations produce in the TAG G,
L(Q) is the language that G generates (the set of strings as sequences of terminal symbol-
labeled leaves of trees in T(G)) and if Gy is the TAG made from G in order to get the
elementary trees have the w property, then we have no special relation between T(G) and
T(G1). Nevertheless, we have L(G) C L(G).

Fourth, another restriction, similar to the restriction from [5], is to avoid the use of trees
v such that :

dp € Dy,v(p) =~(p-1) and p - 2¢D,

It means there is no tree that have an X -labeled node whose unique leaf is also an X -labeled
node.

C.1.2 Lexicalized Proof-Nets

Proof-nets in linear logic have become familiar [51, 131, 4]. In this paper, we refer to
[133]’s notations of proof-nets, extended to the ordered calculus [135]. It defines proof-nets
as bicolored (Red and Blue, or Regular and Bold) graphs with the five links corresponding
to the axiom, the tensor (®), the before (<), the par (*®) and the cut (Cut). This calculus
enjoys cut-elimination [131], a crucial property for our modeling.

Let us remind the main definitions :

Definition 3 (RB-graphs). A RB-gfaph is a graph with couloured edges (blue and red, or
bold and regular). B-edges are undirected. The R-edges may be undirected or directed, in
which case we call them R-arcs.

Definition 4 (Links). There are five sorts of links, defined as RB-graphs (see table C.1).

Definition 5 (Proof-structure). A proof structure is a RB-graph such that any B-edge is the
conclusion of exactly one link and the premise of at most one link (the B-edges which are
not a premise of any link are called conclusions of the proof-structure, they contain all the
cuts), provided with a set of R-arcs between conclusions which defines a strict partial order.
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TAB. C.1 — Definitions of the links

Name axiom Q ® Cut <
Premises none Aand B | Aand B A and A+ Aand B
A B4 Bl 4 ALl A B
A At
R&B-graph N , I
AwB A®B A<B
Conclusions | A and AT A9B A® B none A< B

TAB. C.2 — Rewriting rules on proof-nets for cut-elimination

Ae AL (A< B)e (Al < BY) (A9B) e (Al ® BY)
A B A+~ Bt A B AL Bt

4 AJ_ A B A+ B+ A B AJ_ BJ_

Definition 6 (Proof-net). An ordered proof-net is a proof-structure which contains no alter-
nate elementary circuit®.

We speak about correctness criterion, or correctness checking to speak about the absence
of any alternate elementary circuit in a proof-structure, so that we know wether a proof-
structure is a proof-net or not. ‘

Proposition 65 (Cut-elimination). Cuts can be eliminated. More precisely : let 11 be a
proof-net whose conclusions are Fy, Fy, ... , Fy, e, ... e, ordered by R (where I, ... , F},
are formulas and all the e; are cuts) it is possible to rewrite I1 as TI' with conclusions
Fi, ..., Fy ordered by the restriction of R to these formulas. Moreover, this rewriting en-
Jjoys strong normalisation and confluence [131].

Table C.2 shows the rewriting rules on proof-nets.
We do not consider all proof-nets, but only those taking their formulas in the C language
defined as follows : A is an alphabet of atomic formulas (we shall take 4 = V) and

By = AN AMeB,  Byu=AlB < A

C = AlATA® AT ARAT B9 (B, @ A')

23 path of even length, starting and ending on the same vertex, using only once every other vertex and with
alternating blue and red edges.
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Moreover, we always set the R partial order relation to ().

In addition to logical formulas, we also decorate proof-nets with labels from a finite set
of terminal symbols. Then, as a restriction of the lexicalized intuitionistic labeled proof-nets
defined in [94], we define :

Definition 7. 1. Output : An output is either a B-edge that is labeled by a positive atom
or the conclusion of a par-link between two atoms dual one from another (we call such
a conclusion a par-gate).

2. Intuitionistic proof-net : An intuitionistic proof-net (IPN) is a proof-net with one and
only one output.

3. Simply lexicalized proof-net : A simply lexicalized (SLIPN) is a lexicalized IPN the
conclusions of which are of the form :

(a) atoms or dual of atoms,
(b) output, _
©) A9 RAL®((AL < -+ < Ap) @ YH) with j; € [1,m] (ji < jy iff ¢ < k)

J1
and every Aj; is labeled by a string wy, (4; € Vv and w; € Vr),

(d) X ® X with X atomic (we call such a conclusion a tensor-gate).

Note that neither the lexicalization nor the intuitionnistic property contribute to the proof-
structure correctness checking. The correctness criterion does not change (since it’s (almost)
the only one to handle the before-link, we would rather keep it). On the other hand, the
intuitionistic feature allow the use of (a variant of) intuitionnistic paths [88]. It is stable
under the operations we are considering and paths enable the decoding from proof nets to
trees (see section C.4.2).

C.2 From Trees to Proof-Nets

This section defines for each elementary tree of a TAG a corresponding SLIPN with an
induction on the height of the trees. The set of atoms for logical formulas comes from Vy,
and labels come from V7.

C.2.1 [Initial Trees

We first give the general idea of this encoding on the tree 75 of table C.5. Forgetting
the lexicalized part, we can read this tree as a terminal node (V) preceding another terminal
node (V') to produce their mother-node (P). We can express this idea with a formula of
pomset logic : (N < V) —o P. But do not forget that this is a brick from which we want
to derive S. Moreover, proof-nets correspond to one-sided sequent, so that, actually, we are
more intersted in the dual of such formula, namely : (N < V) ® PL. Thus, we shall have a
SLIPN with this latter sub-formula, other connectives dealing with the lexicalization.

Table C.3 sums up the translation. Note that for 4 = 1, the two latter cases do not
belong to the considered TAG. Nevertheless, we require the definition of their corresponding
SLIPNs for the next steps of the induction. The case h = 2 only presents the case where
lexicalized subtrees’ height (at least one exists) is 1 and other subtrees’ height is 0, for we
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TAB. C.3 — Initial trees maping

Trees Proof-nets
X .
.'1|7 X’ * XLl g
X vt
3|’ Xwﬂ y
h=1 X
X1 Xs
v XW_I X5
/ I \ .
X .......... X ........... X XP

T X (see figure C.1(a))

general

(3

(see figure C.1(b))
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deal with the cases where other subtrees’ height can be 1 in the next general case. For this
latter, we possibly have {i1,...,4,} = 0 and in figure C.1(b) the II;,... I, are the
inductivily built SLIPNs corresponding to the subtrees of v at Xj,,... , Xj,..

Xt K fxx W@
3

Xt

(a) SLIPNs corresponding to trees of (b) SLIPNSs corresponding to trees in the
height 2 general cases

F1G. C.1 — SLIPNs for higher trees

Definition 8. For every initial tree T', we call corresponding initial SLIPN, or T' transforma-
tion, the SLIPN defined as in table C.3 and figure C.1.

Remarque 6. 1. The unique output of every SLIPN corresponds to the root node of the
tree, and every terminal node, labeled by a non-terminal symbol, of a tree corresponds
to a conclusion of the corresponding SLIPN.

2. There is a one-to-one maping between the non-terminal symbol labeled nodes of a tree
and the axiom links of the corresponding SLIPN.

C.2.2  Auxiliary Trees

Let v be an auxiliary tree and let us define 41 as the same tree as y except for its X*
node replaced with an X node. We call r the adress of N* in v so that y(r) = X* and
vt (r) = X. Then, following the definition in the previous section, we can define II* the
SLIPN corresponding to y*. And, as 7 is an auxiliary tree, y*(r) = v7(0) and IT* has a
conclusion X (corresponding to y*(0)) and a conclusion X+ (corresponding to ™+ (r)).

Thus we define IT the corresponding SLPIN to - as the proof-net built from IT* in binding
with a *9-link its X and its X conclusions (see figure C.2). II is a (correct) SLIPN.
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X 1 xL X Xt

I+ xt _— =

LT

XX+

F1G. C.2 — Auxiliary trees

Definition 9. For every auxiliary tree y, we call auxiliary corresponding SLIPN, or vy trans-
formation, the SLIPN defined as above. Then, for every elementary tree, we call correspon-
ding SLIPN the initial or auxiliary SLIPN corresponding to that tree.

C.3 Elementary Operations

This section deals with a particular case of the next section but focuses on the core ope-
rations which we can refer to during the generalisation.

C.3.1 The Substitution Operation

Let v, and -y, be two trees such that we can substitute 7y, to a terminal node X (whose
adress is r) of y;, and let II; and I, be their corresponding SLIPNs. Then «;(r) = ~,(0),
and (cf. remark 6) IT; has a conclusion X, and the output of IT; is X.

Thus we can bind these conclusions with a cut-link and yield a new SLIPN from which
we eliminate the cut and obtain a new SLIPN II.

Definition 10. For every tree -y resulting from the substitution of v, to a node of 7,, we
define its corresponding SLIPN II as above.

C.3.2 The Adjunction Operation
Preparing the Target Tree.

In order to allow the adjunction of an auxiliary tree on a target tree, we need to modify a
little bit this latter.

Let «y be the tree on which we want to perform an adjunction, r the adress of the node
where to perform the adjunction, and II the corresponding SLIPN. As noted in remark 6, [T
contains an axiom link y(r) T 1+(r)* corresponding to the node (). So we can split this
link into two axiom-links linked with a tensor-link and we obtain (with X = v(r)) a new
SLIPN IT' as shown in figure C.3.

Proposition 66. Adding a tensor-gate preserves the correctness of the proof-net.

Actually, such a conclusion is an instance of cuts (as a cut is equivalent to a conclusion
(3X)(X ® X)). Then if this tensor-gate remains unused, cut-elimination amounts to delete
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F1G. C.3 — Adding a tensor-gate

this tensor-gate and come back to a simple axiom-link. The second example of section C.5
uses this feature at the very end of the derivation.

Performing the Operation.

In this section, we define the SLIPN corresponding to the result of adjoining the tree 7,
to ;. In this preliminary case, both v, and -y, are elementary trees (-, is an auxiliary tree
and , is the target tree). And IT; and Il correspond to them.

We assume II; already has a tensor-gare added on the axiom corresponding to the node
where we want to adjoin -y,. So that if X labels the stared-node of +y,, then X also labels the
node of ; receiving the adjunction and we have a tensor-gate conclusion X ® X+ for I
and a par-gate X’9 X (the output) for I, (merely by construction).

Thus, we can bind I1; and II, with a cut-link and eliminate this cut to obtain a new SLIPN
(because there is no modification on the lexicalized parts, still no alternate elementary circuit
and still only one output : y;’s one).

Definition 11. For every tree <y resulting from the adjunction of the auxiliary tree 7y, on 7y,
we call the corresponding SLIPN the SLIPN built as above.

C.3.3 Operations on Derived Trees

Up to now, we defined a way of modeling elementary trees in the framework of SLIPNs,
and a way of combining these SLIPNs to model the adjunction and substitution operations
on elementary trees. We now are about to extend this modeling on derived trees, so that a
SLIPN will correspond to every tree (elementary or derived) of a TAG.

Definition 12. For a tree v and an elementary tree Fy, we call derivation of -y the pair

< EO) ((017 El)f)/l)) cer s (O’M En,’Yn)) >

such that y, = v and for every ¢ € [1,n], 7, results from the operation ¢; (adjunction or
substitution) between ;—; and the elementary tree L;.
n is the length of the derivation.

Remargue 7. For a derived tree, the derivation is not necessarily unique.

Definition 13. Let -y be a derived tree from the derivation d. Then we can define the d-SLIPN
corresponding to +y, built only with cut and cut-elimination (between unlabeled conclusions)
from the SLIPNs corresponding to the elementary trees of the derivation.

Actually, proving the existence of this SLIPN interests us more than the simple definition,
as it also gives its construction’s steps.
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Démonstration. We prove the existence of II¥ by induction. We also prove the property
that if -y has a terminal node (except for the stared node of an auxiliary tree), labeled by a
non terminal symbol X, then II¥) has a pendant conclusion X * (corresponding to this node,
hence not labeled neither).

1. if [ = 0 : 7 is an elementary tree, and we already defined its transformation I1(®), And
its construction also proves the property of the pendant conclusion.

2. ifl > 0:Letdi_; =< 70, ((¢1, B, 1), .- , (ol = 1, Ei_1, 1)) > and II(%~Y be the
SLIPN corresponding to y;—; in the d-derivation.

(a) If o; is the substitution of a leaf X of +y;,_; by E; (whose transformation is 7;) then
I1(%-1) has an axiom-link X ™1.X " in which X' is a pendant conclusion (in-
duction hypothesis), and 7; has an axiom-link X M 1.X~ in which X is a pendant
conclusion (E;(0) = X). Then we can link these two pendant conclusions with a
cut-link, and eliminate it. This yields a new SLIPN. It also proves the property of
pendant conclusion, as every terminal node of the new tree, labeled with a non-
terminal symbol, already was terminal in one or another of the two trees so that
(by induction hypothesis) they already had the property.

(b) if ¢; is the adjunction on the leave X of «;_; of the auxiliary tree F; (whose
transformation is 7;) then ;_; has an axiom-link F'T1F! we can replace (with
respect to the SLIPNSs class belonging) with two axiom-links linked together with
a tensor-link (i.e. we add a tensor gate X ® X as for adjunctions on elementary
trees). m; has a par-gate X’9 X" so that we can bind the two gates with a cut-
link, and then eliminate this latter. We obtain a new SLIPN, and as above, the
induction proves the property of the pendant conclusion.

0 a

Remarque 8. This shows that cuts are only between atomic formulas or tensor and par-gate.
Actually, the grammar given for the conclusions of SLIPNs indicates that no other cut can
ocCCur.

During this section, we made the assumption of allowing adjunctions at every time on
every node. Of course, sometimes we do not want such possibilities. Allowing the tensor-gate
addition only in the lexicon, and not during the derivation, brings a solution to this option.

Section C.5 shows examples for both cases. In particular, the mildly-context sensitivity
of TAGs, generating {a™b"c"d"}, illustrates the second case.

C.4 From SLIPNs to Trees

So far, we explained how, given a TAG and a derived tree in this TAG, we could obtain
a SLIPN that we qualify as corresponding. But we now have to see how this SLIPN actually
corresponds so that we shall henceforth be able to handle only proof-nets and translate the
results on trees.
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TAB. C.4 — Polarities of the conclusions

C.4.1 Polarities

Let us define a positive polarity (°) and a negative one (*). Every formula is inductiveley
polarized as follows : if « is an atom then «° and ar*. Then, for each link we define the
polarity of the conclusion from premises’ ones as in table C.4.

We call input the negative conclusions, and output the positive one (which is coherent
with the previous definition of the output).

The grammar on SLIPNs’ conclusions shows that SLIPNs are polarized.

C.4.2 Reading of SLIPNs

We give an algorithm for the reading of any cut-free SLIPN, based on formulas’ polari-
ties. It uses a very simple principle : following from a starting point (namely the output) the
positive polarities, we define a path across the proof-net. And every time the path crosses an
axiom-link, we add a node to the tree under construction. Actually, we build both the func-
tion v and D,,. Of course, the path can not cross twice the same axiom-link (such a possibility
would occur only with par-gate).

As we shall see later, the path never cross a par-link (except par-gates, from the positive
conclusion), always enter a tensor-link through a negative premise and always enter a before-
link throuh the positive conclusion. So, because of the before-link, the path is not linear (both
premises, positive ones, are likely to be the next on the path), and we define the first branch
as the path from the positive premise of the before-link at the beginning of the arrow, and the
second branch as the path from the other premise. ”

Then, when adding a new node on the tree, its mother-node is the the last node met on
the same branch of the path (in a before-link, both premises are on the same branch as the
conclusion, but they are themselves on different branchs ; other connectives do not create
branchs). So that if its mother-node’s adress is p, then the new node’s adress is p - 7 with
j € N-andforallisuchthat0 <i < j,p-i€ D,

Then, we state the algorithm as follows :

1. Enter the net through the only output (so, if X is the output, 0 € D,, and (0, X) € 7).

2. Follow the path defined by the positive polarities until reaching an atom (when a
before-link is crossed, first choose the premise at the beginning of the red arc) and
cross it. If its conclusions are X and X, we define its adress p as precised above (wrt
the branchs) and p € D, and (p, X) € .

3. (a) if the input is lexicalized, then lexicalize the last written node of the tree under
construction (if the lexicalization is z, we thenadd p-1 € D, and (p- 1, z) € ).
Either there is no more link after, or this input is premise of a par-link whose



214 Annexe C. Réseaux de preuves intuitionnistes simplement lexicalisés et TAGs

other polarities are negative. In both cases, come back to the last before-link the
path did not go through the two branchs and make as in 2.
(b) else juste follow as in 2
4. Stop when the path joined all the atoms.
The next section will show that every SLIPN built from elementary SLIPNs can be read
such a way and that the path cross every axiom-link.

Remarque 9. 1. This reading provides a unique correspondance between any axiom link
of the SLIPN and a node (labeled by a non terminal symbol). Moreover, if the negative
conclusion of an axiom-link is pendant and not lexicalized, then it corresponds to a
terminal node of the tree.

2. Two different SLIPNs can have the same reading. It underlines the importance of ma-
king precise a base of elementary SLIPNs (corresponding to the elementary trees of a
given TAG).

C.4.3 From SLPINs, Back to Trees

We now have both a maping from trees to SLIPNs, and a maping from SLIPNS to trees.
It remains us to see if the composition of these mapings gives the identity.
This consists in three steps :

1. check that the reading of a SLIPN corresponding to an elementary tree is the same as
the elementary tree ;

2. check that the reading of a SLIPN corresponding to the substitution between two trees
is the resulting tree ;

3. check that the reading of a SLIPN corresponding to the adjunction between two trees
is the resulting tree.

Moreover, given a TAG, the basic bricks we consider are SLIPNs corresponding to elemen-
tary trees of this TAG. Then the only way to build new SLIPNs is binding them with cut
between unlabeled conclusions.

Let us remind the definition of subtrees and supertrees as in [73]

Definition 14. Let v be a tree and p € D,,. Then
v/p={(a,X)l(p-¢,X) €v,q€ J}
e = {(g, X)|(¢, X) € v,p£q}
«y/p is called the subtree of v at p and y\p is called the supertree of -y at p. Further, forp € J*
p-y={ ¢, X)g,X) €}

Proposition 67. v = ~y\pU p - (y/p) for every tree v and p € D.,.

Remarque 10. If the reading of a SLIPN II gives -, and if we make the path begin at any
positive conclusion of an axiom link that corresponds to the node at adress p in -y, then the
reading algorithm returns «/p. And of course, the reading of II, with a pruning at the same
axiom link returns \p.
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F1G. C.4 — Substitution

___________________________

Elementary Reading.

Let v be an elementary tree. To prove the reading of the SLIPN corresponding to vy
being -y itself, we simply proceed by induction, with the same steps as for the building of
elementary SLIPNs.

Substitution.

Let us consider two SLIPNs II; and II,, whose readings are respectively v, and 2. We
assume II; was built (with cuts) from elementary SLIPNs and II; is an elementary SLIPN
itself.

Proposition 68. If a negative (not labeled) atomic conclusion of 11, and a positive atomic
conclusion of Iy support a cut-linking, then the corresponding terminal node of 'y, accepts
a substitution by the root of .. And the reading of the new SLIPN, after cut-elimination,
corresponds exactly to the resulting tree.

Démonstration. Let p be the adress of X in the reading y; of Il;, where X corresponds to
the axiom link of figure C.4 (on the left). The adress of X in the reading -y, of 11, is O (the
root node) and the reading of -y, starts at this X axiom-link. On the other hand, the reading
of 7y, stops at X for its branch. After the cut and the cut-elimination, the reading of the new
SLIPN (on the right of figure C.4) starts at the output, which also was the output of II;, and
continues like for +; until the new X axiom-link is reached. Its adress in the new tree «y is
also p. There, the reading of ~y, takes place. So that, as defined in the algorithm, if «y is the
reading of the new SLIPN,

Vg € Dy, (0 q) = 12(q)

and nothing changes for the remaining reading : it is the same as for y; (because y; = y\p).
Then the reading -y of I1 is such that

Y=7Up- -7

which corresponds to the definition of the substitution of the ; (p) node withy,. O O

Adjunction,

As above, let us consider two SLIPNs II; and I, whose readings are respectively y; and
9. We assume [I; was built (with cuts) from elementary SLIPNs and Il is an elementary
SLIPN itself.



216 Annexe C. Réseaux de preuves intuitionnistes simplement lexicalisés et TAGs

N e e o

F1G. C.5 — Adjunction

Proposition 69. If a tensor-gate of 11, and the unique positive conclusion of 11y support a
cut-linking, then the node corresponding to the tensor-gate on vy, accepts an adjunction of .
And the reading of the new SLIPN, after cut-elimination, corresponds exactly to the resulting
tree.

Démonstration. In the following, when dealing with v;, we speak about the reading of II;
without the tensor-gate.

Let us consider II on figure C.5 (the SLIPN on the right). The input of II is the same as
I1;. As the positive conclusion of an axiom-link always occurs before the negative conclusion
in the path, then new tree y from II, after reaching X in II; cross the axiom-link to I1,, so
that v/p#~y1/p but y\p = 7 \p (see remark 10). Yet, The X on II, is the other conclusion
of the starting axiom-link for 5. So that at the p adress, for v, we read v,. Then for every
q € Doy, ¥(p- 9) = 72(a)- -

Moreover, reaching the X of II,, the path does not stop but continue with the remaining
part of y;, namely ; /p. So that at the new adress of X of I, in v we add «y; /p. And the new
adress of X in -y is p - r (with r the adress of X* in y,).

Then

Y=m\pUp-nUp -7 -7/p
which is the definition of the adjunction of -y, on y; at X. U O
Eventually, we can state the next propositions :

Proposition 70. Every derived tree (from an elementary tree lexicon) corresponds to the
reading of a SLIPN, the latter resulting from Cut operations between SLIPNs corresponding
to the elementary trees of the lexicon.

Reciprocally, with a lexicon of elementary SLIPNs corresponding to trees, with the res-
triction of Cut operations on formulas that are not lexicalized, the reading of the resulting
SLIPNSs are the derived trees.

Démonstration. This is immediate after the previous propositions. X 0l

C.5 Examples

C.5.1 Substitution and Adjunction

First let us define from the lexicon of the TAG the corresponding elementary SLIPNS.
We assume the lexicon of table C.5. This lexicon can yields the trees of figure C.6 (for the
first tree : substituting N in T5 with 77, then adjoining 73 on the result. For the second tree :



C.5. Examples

TAB. C.5 — Lexicon

Jean(Th) Dort(T3)
N /P
Trees | \
Jean N YI/
dort
SLIPNs NITINYL : Jean
Beaucoup(75) Pense que(Ty)
g 7
Trees / \ / \

v Aiiv Ny 1|/ /D\

beaucoup pense ([' P

SLIPNs

CL:que
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N/P \ v //P \
N PN
Jean | Tzv pense T /P\

dort beaucoup que I

(a) Derived tree Jean V f

dort beaucoup

(b) Derived tree

F1G. C.6 — Resulting trees

continue with the adjunction of T}). But we can also make this derivation on the SLIPNs as
shown in the figures C.7 and C.8.

Let us see how to read the SLIPN of figure C.7(e), and obtain the derived tree of fi-
gure C.6(a) : first the path enters the net through the atom P (the unique output) and marks P
as a node. Then it follows the positive polarities and reaches a before-link with two branches.
It first chooses the positive formula at the beginning of the red (regular) arc and crosses an
axiom-link. There is a negative lexicalized atom. So on the tree we add a lexicalized (Jean)
node N. Then doing the same with the other premise of the before-link we get a new atom
V' and the negative conclusion of the axiom-link is not lexicalized. So we have a junction
which will produce new branches under the V' node. They are two simple branches : one is a
(lexicalized by dort) V, and the other is a (lexicalized by beaucoup) Adv.

To have a deeper adjunction, let us continue with the adjunction of 7}. Figure C.8 shows
the different steps of the operation. But we leave the reader check that polarizing the resulting
SLIPN of figure C.8(c) and reading it leads to the tree of figure C.6(b).

C.5.2 A Formal Language

As in the previous section, we first define the lexicon of table C.6. Note that in this
lexicon, the tensor gate belongs to the lexical item, so that we shall never use a tensor-gate
addition during a derivation.

We only initiate the use of this lexicon with an adjunction of 15 on another instance of 75
(figure C.9(a)), then an adjunction on 7}, resulting in the SLPIN of figure C.9(c). At every
adjunction on 75, a new tensor-gate appear (provided by T5), as the former (on the derived
SLIPN) disappears with the adjunction operation (the cut between the par-gate and the tensor
gate of T5). As the reader can check, the reading actually corresponds to our expectations and
generates the word aabbcedd.

Thus, without splitting any axiom-link and adding any tensor-gate during the derivation,
we can generate the language {a™b"c"d"}.
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Nt :Jean N N
V4 :dort
(a) Substitution of the N node of (b) Substitution (conti- (c) Addition of a tensor-
dort by Jean nued) : cut-elimination gate on Jean dort

Advt : beaucouy

(e) Adjunction (continued) : cut-elimination and pola-
rization

F1G. C.7 — Operating on SLIPNs
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pLp

VJ_

(a) Addition of a tensor-gate

VL : penser

(c) Adjunction (continued) : cut-elimination

F1G. C.8 — Operating on SLIPNs (continued)
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(c) Adjunction onTj and cut-elimination

FIG. C.9 — Generating aabbccdd
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TAB. C.6 — Lexicon
Empty (17) Main tree (15)

o —n

i
_~
Trees a T° 5 77

SLIPNs

Conclusion

Using a restricted fragment of pomset intuitionistic proof-nets, we showed how to ge-
nerate the same language as a TAG. This indicates how a more generic formalization (na-
mely [95]’s one) allows both keeping generative power and dealing with some linguistic
phenomena not by lexical rewriting rules on trees, but by lexical definitions. For instance,
we can compare the modeling of clitics in [1] or in [95].

We also want to underline that we do not really use the partial order capabilities of pom-
set proof-nets : the before-links arrange totally the atoms in order. Of course, this results
straightforwardly from the fact that the order in the trees is total, so that the same occurs in
the SLIPNs with respect to the before-links.

Moreover, we use both commutative and non-commutative connectors, and the building
of the path defines the order of the lexical items. The path performs the splitting of the
sequent required in the rules (especially the adjunction rule) of [5].

Finally, to know how to express the semantics, at least two possibilities arise : to see
it as for intuitionistic proof-nets [34], or as having an alternative expression like with the
derivation trees (trees that track the operations performed during a derivation).
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Proofnets and Generation for Type Logical Grammars

Abstract

The study of the connection between syntax and semantics that type logical grammars set has
given priority to parsing—from syntax to semantics. This thesis underlines how generation—
from semantics to syntax—can also benefit from this close connection.

It relies on the logical study of these grammatical models and points out the use of linear
logic and its proofnets. Around Lambek calculus, an intuitionistic non-commutative frag-
ment of linear logic, we study the behavior of the extensions of this calculus as syntactic
models, in particular with pomset calculus. For instance, we show that a fragment of this
latter generates the same language class as tree adjoining grammars.

On the other hand, the appropriateness of syntax, with the notion of proof, to Mon-
tague’s semantics, with lambda-terms, appears in the Curry-Howard correspondence. Using
proofnets enables us to show that for Lambek calculus and linear semantic representations,
with at least one constant, the generation problem is decidable and that these grammars are
intrinsically reversible. We characterize the semantic forms that enable polynomial syntactic
realization, so that we can propose a full generation method in this framework.

These results, and their implementation as well, use the underlying proof theory, in par-
ticular the graph presentation of proofnets. Thus, we get a uniform framework for parsing
and generation. For the objective of taking non-linear semantic terms into account thanks to
exponential connectives of linear logic, we give a new syntax and a new correctness criterion
for proofnets with exponentials as graphs.

Keywords: Categorial grammars, generation, linear logic, proofnets.
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Résumé

L’étude de la relation entre syntaxe et sémantique qu’établissent les grammaires de types
logiques a essentiellement privilégié le sens de 1’analyse — syntaxe vers sémantique. Cette
thése souligne le profit que la génération — sémantique vers syntaxe — tire de I’étroitesse
de cette relation. ' '

Elle s’appuie sur 1’étude logique des ces modeéles grammaticaux et met en avant 1"utili-
sation de la logique linéaire et de ses réseaux de preuve. Autour du calcul de Lambek, un
fragment intuitionniste de la logique linéaire non commutative, nous étudions le comporte-
ment des extensions de ce calcul en tant que modeles syntaxiques, notamment avec le calcul
ordonné. Nous montrons par exemple qu’un fragment de ce dernier permet d’engendrer la
méme classe de langage que les grammaires d’arbres adjoints.

D’autre part, I’adéquation de la syntaxe, portée par la notion de preuve, 4 la sémantique
de Montague, portée par la notion de lambda-terme, s’illustre dans la correspondance de
Curry-Howard. L'utilisation des réseaux de preuve nous permet de montrer que, pour le
calcul de Lambek et pour des représentations sémantiques linéaires avec une constante au
moins, le probléme de génération est décidable et que ces grammaires sont intrinséquement
réversibles. Nous caractérisons les formes sémantiques permettant une réalisation syntaxique
polynomiale. Aussi pouvons-nous proposer une méthode complete de génération dans ce
cadre.

Ces résultats, de méme que 1’implémentation dont ils ont fait I’objet, exploitent la théo-
rie de la démonstration sous-jacente et en particulier les réseaux de preuve sous forme de
graphes. Nous obtenons ainsi un cadre uniforme pour ’analyse et la génération. Pour le
conserver, dans I’optique d’une prise en compte sémantique de termes non linéaires grace
aux connecteurs exponentiels de la logique linéaire, nous donnons une nouvelle syntaxe et
un nouveau critére de correction pour les réseaux avec exponentiels sous forme de graphes.

Mots-clés : Grammaires catégorielles, génération, logique linéaire, réseaux de preuve.
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