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Introduction générale

Présentation des schémas boîte

Schémas boîte en dimension 1

La notion de schémas boîte est introduite par Keller dans [31]. Il s'agit à l'origine d'une

méthode numérique pour I'approximation de l'équation de convection-diffusion 1d. Cette

méthode est à I'interface des méthodes de différences finies et des méthodes de volumes finis.

Elle s'apparente à la méthode de différences finies au sens où les inconnues discrètes sont

situées au niveau des næuds du maillage. Elle s'apparente aussi à la méthode de volumes finis

au sens où la discrétisation s'opère en moyennant les équations sur les cellules du maillage.

Dans le cas des schémas boîte, le maillage est utilisé à la fois pour localiser les inconnues

au niveau des næuds du maillage et pour localiser les volumes de contrôles, sur lesquels

on moyenne les équations. L'inconvénient majeur est que le nombre de næuds est différent

du nombre de volumes en général : a prioti, oD n'4, pa's le bon décompte, entre nombre

d'inconnues et nombre d'équations. Ceci n'est le cas ni pour la méthode de différences

finies, où la discrétisation se fait au niveau des næuds, ni pour la méthode de volumes

finis, où les inconnues sont situees au niveau des volumes de contrôle. Cependant pour des

opérateurs elliptiques, H.B. Keller a remarqué qu'en ajoutant au système d'équations une

variable auxiliaire p égale au flux, ainsi que les conditions limites de Dirichlet pour l'inconnue

primale, on obtient le bon décomPte :

nombres d'équations : nombres d'inconnues'

C,est-à-dire 2 x (N-l) boîtes +2 C.L. :2N inconnues. A la suite de Keller, I'effort principal

a porté sur les lois de conservation hyperboliques (convection pure, équations d'Euler...),

courbet [12, 13], Chattot [8, 9J, Wornom, Hafez 146, A7l. cependant ces travaux sont restés

peu diffuses et peu étudiés en raison du succès de la méthode des volumes finis classique

(MUSCL), qui utilise des flux numériques d'interface.

Schémas boîte en dimension 2

En dimension Z et 3, la difficulté principale des schémas boîte réside dans I'adéquation

entre nombre d'équations et nombre d'inconnues. Une étude préliminaire menée par B.

Courbet dans [14] a cependant proposé une idée originale pour un problème elliptique sur

-6 -



Intrcductioa générale

maillages triangulaires. Si on localise u et p . u - # au milieu des arêtes du maillage,
alors, on obtient un bon décompte. L'interprétation de cette observation en terme d'espaces
d'éléments finis mixtes a été effectuée ensuite par B. Courbet et J-P. Croisille dans [15J.
La méthode boîte peut donc se voir comme une méthode de type Petrov-Galerkin, où les
espaces d'approximation sont des espaces d'éléments finis et les espaces de test sont de type
Galerkin discontinus.

Principes généraux des schémas boîte

Schémas boîte elliptiques et éléments finis mixtes

Peut-on dégager un cadre général pour le design de tels schémas pour les problèmes
elliptiques ? C'est-à-dire existe-t-il d'une part des espaces d'éléments finis M\n et X1,6 et
d'autre part des espaces de type Galerkin discontinus M2,h et Xz,n tels que le problème
discret : chercher (u1, pn) e M\n x X\n solution de

l+ I.(divp,,+/)

lEI.@u-vua)

a6 d,x - 0 , Yun €. Mz,n

.gndn :0 ,  Vgae  Xz ,h
(0.1)

(0.2)

admette une unique solution qui converge vers la solution exacte du proÉ1ème mixte de
Poisson ? Le problème discret (0.1) est alors appelé Schéma boîte. Le choix des espaces
M\h, XL,h, Mz,n et X2p n'est pas simple et doit satisfaire la condition nécessaire mais non
suffisante

dim M\n * dimXr,a : dim Mz,n * dim Xz,n.

On s'est attaché au ca.s particulier des maillages en triangles et en rectangles. On mêle
de façon harmonieuse des espaces d'éléments finis pour les espaces d'approximation à des
espaces de type Galerkin discontinus pour les fonctions tests. Les schémas boîte ainsi
construits sont équivalents à des méthodes d'éléments finis mixtes usuelles. La solution
(un,pn) € M\n X Xr,a du schéma boîte (0.1) est en fait, la solution d'une formulation va-
riationnelle pour l'inconnue scalaire u1 et une réécriture locale du gradient p1, en fonction
de u6. D'autre pilt, dans certains cas, on peut reconstruire la solution de problèmes mixtes
classiques (Raviart-Thomas) à partir de la solution (un,pu) € Mt,n X Xrû du schéma boîte
(0.1) .

Extension des schémas boîte à des équations de convection-diffusion

Le point de départ est l'article de B. Courbet [t2], où un design de schémas boîte en ld
pour l'équation de convectiorr u2 * cur: 0 est proposé. Le principe consiste à prendre la

ta
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moyenne de l'équation de convection sur les mailles ld :

*''-' ' '(t) + "W:o
et de choisir ensuite une formule de quadrature pour approcher la moyenne ùi- rtz(t) de la

boîte j -l/2 en fonction des inconnues nodales ui(t) et ui-r(t). il s'agit donc d'un problème

de quadrature numérique et non pas de flux numérique. Quelle est la nature de cette moyenne

numérique ? Afin de refléter une approximation locale dans la boîte Ki-r/h on choisit une

formule du type

û'i-rp(tl:W + D*(t') (pi$) - ui-{t))

où D"(t) est un coefficient de décentrement par boîte àpréciser. Pour l'équation de convection-

diffusion ld, u1 * cu, - € rtros - 0, on suit le même principe en étudiant la forme mixte de

l'équation de convection-diffusion. C'est-à-dire l'équation de convection-diffusion dans la-

quelle on introduit le flux de diffusion p : -€'ttrs. On obtient alors deux moyennes de

mailles, û,i-r1z(t) une moyenne sur u et Fi-tp(t) une moyenne sur le flux p, pour lesquelles

on introduit deux décentrements de maille Du et Do.
Les questions qui se posent sont naturellement de savoir si on définit efiectivement un schéma

de la sorte, si le schéma converge et comment choisir les paramètres de décentrement Du et

Dp.
En vue des applications pratiques, nous nous limitons à une généralisation en deux dimen-

sions du schéma boîte ld proposé pour l'équation de convection-diffusion ld pal une méthode

de type ADI. Ce choix d'une méthode de splitting, au détriment d'une généralisation sur

maillage triangulaire ou quadrangulaire du schéma boîte, a été motivé par une mise en

æuvre rapide. Néanmoins, I'objectif à plus long terme est la construction d'un schéma boîte

pour l'équation de convection-diffusion 2d. Les domaines d'applications possibles sont les

problèmes d'écoulement en milieux poreux, en particulier le cas test Couplex proposé par

I'ANDRA.

Plan, Présentation des résultats obtenus

Chapitre I : Le schéma de Keller pour ltéquation de la chaleur Dans ce cha-

pitre, nous rappellons le schéma de Keller pour l'équation de la chaleur en dimension 1.

On s'intéresse au problème des oscillations mentionné par Keller. On propose alors une

formulation différente du schéma avec I'introduction d'un paramètrc û de discrétisation

temporelle. Ce paramètre est en fait le coefficient du t9-schéma qui corrige dans certains cas

les oscillations temporelles. Dans le cas particulier t9 - L/2, pour une condition initiale de

type front, apparaît un mode oscillant au niveau du front. Dans ce cas, on introduit un se-

cond paramètre, qui supprime sous certaines conditions les oscillations. Quelques exemples

numériques illustrent les différents cas présentés.

-8 -



Introduction générale

Chapitre 2 : Quelques schémas boîte sur maillages en triangles Le second chapitre
présente une généralisation en 2d de la construction du schéma boîte ld pour le problème
de Poisson sur maillages triangulaires.
On commence par rappeler le schéma boîte de plus bas degré, introduit par B. Courbet et
J.-P. Croisille [15J. On propose ensuite sur le même principe deux schémas boîte d'ordre plus
élevé qui utilisent I'espace quadratique, P2 non-conforme décrit par M. Fortin et M. Soulie
[zSJ. Le premier schéma boîte est inspiré des résultats obtenus par M. Fortin et M. Fahrloul,
[29]. L'espace d'approximation de u est donc I'espace P2 non-conforme et I'espace d'approxi-
mation du flux est I'espace de Brezzi-Douglas-Marini de degré 1, [5J, enrichi par le rotation-
nel de la bulle quadratique non-conforme. Le second schéma boîte est une généralisation
à I'ordre 2 du schéma boîte de B. Courbet et J.-P. Croisille. L'espace d'approximation du
flux est l'espace de Raviart-Thomas d'ordre 1, enrichi par la bulle quadratique. Les deux
schémas boîte admettent une unique solution stable. De plus les estimations d'erreur a priori
sont comparables à celles obtenues par la méthode des éléments finis. Finalement, quelques
résultats numériques pour chacun des schémas boîte proposés concluent ce chapitre.

Chapitre 3 : Quelques schémas boîte sur maillages en rectangles On introduit 3
nouveaux schémas boîte sur Ie modèle précédent en dimension 2 sur des maillages en rec-
tangles :
o Le schéma 1 utilise comme espace d'approximation les espaces Ql non-conforme et l'espa,ce
de Raviart-Thoma*s sur rectangles, enrichi par une bulle. Les espaces test sont des espaces
de type Galerkin discontinus constants par maille, également enrichis.
o Le schéma 2 est inspiré du schéma algébrique proposé par B. Courbet [l2J pour les
équations de Navier-Stokes. De plus, otr prouve que la solution du schéma 2 s'écrit en
fonction de la solution du schéma 1.
r Le schéma 3 utilise comme espace d'approximation les espaces Qlo, de R. Rannacher et S.
T\rrek et I'espace de Raviart-Thomas sur rectangles. Les espaces de test sont des espaces de
type Galerkin discontinus constants par maille, enrichis. Ce schéma boîte peut être considéré
comme une généralisation naturelle du schéma boîte de B. Courbet et J-P. Croisille [15J,
dans le cas de maillages en rectangles. En effet, ses inconnues sont situées au niveau des
arêtes et proviennent directement de la moyenne des équations du problème elliptique. Noter
que d'autres auteurs ont également étudié le schéma 3, [11].
Pour ces trois schémas boîte, nous prouvons I'existence et I'unicité de la solution ainsi que
quelques estimations d'erreur a priori.

Chapitre 4 : Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions dtes-
pace Afin de mettre en æuvre rapidement une version de schémas boîte en dimension 2
on s'est intéressé dans le Chapitre 4 au problème de convection-diffusion instationnaire. Ce
problème nécessite l'introduction de paramètres de décentrement pour stabiliser le problème.
On explicite le schéma boîte et le choix des coefficients de décentrement sous des contraintes

-9 -



lntrcduction générale

d'existence, d'unicité, de stabilité... en dimension 1. Comme au Chapitre 1, on étudie les

modes oscillants liés au schéma (indépendants de la stabilité du schéma), 9ui apparaissent

pour des conditions initiales de type front. On utilise ensuite une méthode de splitting (en

fait ADI), pour généraliser rapidement ce schéma boîte ld en dimension 2.

Notations générales

Nous définissons ici les notations principales utilisées dans la suite. Soit O g pz un

ouvert borné, de frontière | :0Q. Nous notons (',.) le produit scalaire tr2(O)

et la norme associée

(r, r)o,o : 
Inu@) 

a(r) da

llrllo,n : (a,,)'rl,â'

(0.3)

(0.4)

(0.5)

(0.6)

Pour tout entier m ) 0, I'espace de Sobolev d'ordre nz, est défini par :

H*(O) : {o,lo e L2(O), ffu € r '(O), lol < m}

Il est muni de la norme

llull*,n : ( I lla"ril3,n)'''
lalsm

Nous utiliserons la semi-norme associée

lul*,n : ( t lla"rll3,n)'''

llrllo,",n : (lrl3,o + ldiv ul\,n)''' .

lal=m

oùadésignelemult i- indice ie,:  (ar,az),od ) 0. 1"1 estlemoduledeaéSalàl" l  -  ol*az.

ff - 
h& représente la dérivée partielle de u d'ordre o par rapport à h et n2.

Nous util isons les espaces de Hilbert (flol(O), l ' lt,n) et (116"(0)' l l ' l lot',n), définis par:

Hô(O):  {a 
e Ht  (O),  up:0}  et  IJa i , (Q):  {u e (L ' (O)) ' ,  d iv  a e Lt(O)} ,  (0.8)

muni de la norme

(0.7)

(0.e)

Soit K une partie du domaine O. On note Po(K) les polynômes de degré total & sur K et

ek (K) les polynômes de degré È en chaque variable d'espace de l'élément K.

Dans la suite, C désigne une constante générieu€, positive, ne dépendant que du domaine

Cl, indépendante de h. Elle peut prendre différentes valeurs dans chaque inéquation.

-  10-



CHIPTTRE 1

Le schéma de Keller pour l'équation
de la chaleur

1.1 fntroduction

Ce chapitre est consacré d'une part à un rappel sur le schéma boîte de Keller, introduit
dans I'article [3U' d'autre part à quelques expériences numériques réalisées avec ce schéma.
Nous proposons ensuite, dans les Paragraphes 1.4 et 1.6 une amélioration du schéma de
Keller : d'une part un schéma boîte avec un décentrement temporel d, (Section 1.4), d'autre
part un schéma boîte avec une meilleure approximation pour I'inconnue u appelé p-schéma
(Section 1.6).Nous faisons également le lien avec la méthode des éléments finis à la Section
1.5.

L.2

I

Le schéma de Keller pour l'équation de la chaleur

L.z.L Principe du schéma

Dans cette section, nous rappellons le schéma de Keller introduit dans [3U, dans le cas
particulier de l'équation de la chaleur.
Soit le domaine espace-temps R{ff): [0, 1] x [0, T), T > 0. On considère la forme mixte de
I'équation de la chaleur dans Rg). Soit plavariable auxilliaire de flux p(s,t): eur(x,t),
donnée à tout instant t, où e > 0 est le coefficient de diffusion. En particulier, on a à I'instant
initial P(x,0) : t#uo (r). L'équation de la chaleur s'écrit alors,

(  u1  -p , : f  ,  @, t )€^R( " )
I  p -€ r t rs t  ( s , t )  €n ( " )

{ u(s,O) = uo (x) ,  r  € [0, 1]

I  p( r ,o) :po(n) :e#uo(t ) ,  ce [0,  1]
t u (0, t) : go(t), u(L,t) : g{t) , t €J0,fJ

(1 .1 )

où les fonctions f ,uo, gr, gz sont données. Pour u,o € C2([0, l]), f € Cr(Rg)),
90,9r € Cr([0,"]), le problème possède une unique solution dans Ct([0,T];C,(10, 1J)). Soir
RnQ) un maillage espace-temps du domaine Rg) de næuds (xi,t"), où

-  11  -



Le schéma de Keller pout I'équation de la chaleur

f io :0 < .
Soit Kî::l:: [rr.-, ,ril x [f"-t,t"] une cellule du maillage RnV), encore appelée "boîte"

(Figure 1.1).Dans une boît" Ki::l: du maillage, le pa^s d'espace est h1'-r lz: ni-ni-t, pour

tout IS j S J et le pasde temps est k'-112:tn -tn-r, pourtout L1n S N. Les indices

j, j +Ll2 indexeront les boîtes spatiales, tandis que les exposants n, n+Llz indexeront le

temps.

p-t/2

tn-l-
" fii-r

hi_rlz

Ftc. l..L - Cellul" Kî::l: du maillase

On reprend les notations de Keller : on définit les points milie vx fri+rlz 
"1 

p+rlz et les

moyenn es ôî+rt, ut ôi*t/' d.r fonctions définies aux næuds

si+rlz: f,@i * ri+r) ;

Ô'i*rtr: ï@'; + Ôi*r) ;

Les fonctions de mailles Drfi-rp et DrÔi-'12 sont définies par

Ki::l:

1n+r l2: l ( t "  +t"+1)

ôi+ttz : +@i + ôi+\ ,

fii

(1.2)

D,ûi-rrr: 
#@î 

-ôî-r) ;

poury h@,t) définie sur R(n, on défi nit ($, rlrî*rlr,respectivement ,l,T*tl' ,comme les valeurs

de la fonction û au point æi à I'instant-tn, âu'point milieu fiiar/z du segment [ri,ria1] à

l,instant tn,respectivement au point xj à I'instant intermédiaire 1n+r/2 '

,hî = rl,(ni,tn) , ,,)l*rp: Û(æi+rp,t") , Ù'/|+Uz -' {(ri,1n+rlz1

En utilisant une approximation de type différences finies centrées du problème (1.1), otr

obtient le schéma donné en fonction de u'l et Pl' Rour tout | < i I J :

n,"i:ili - D,r]-l',i : rî:il:, n ) L
Pi- t1z:  € i - r /zDrul -1p,  n)  0 '

Les données initiales sont discrétisées par :

D,ôî-'t '--/;,,;@',; -ôi-\. (1.3)

ul :uo@ù, osjsJ
pt i :po(n) ,  oSiSJ

(1.4)

(1.5)

(1.6)

-L2-



Le schéma de KeIIer pour I'éguation de la chaleur

Les conditions aux limites sont discrétisées par :

u3:gt ,  u3:g l ,  n lL

On considère le produit scalaire (sous la condition que I'une des conditions limite soit nulle)
introduit par Keller :

J

(ô",r|,\n : f ûî_rprltîqphi_r/z er llô"ll:h : (ô", ô\n .
j= l

La définition du produit scalaire (., .)6 donne les identités suivantes :

(1.e)

(1 .10)

(1.7)

(1.8)

(1 .11)

Lemme 1.2.1 Ce schéma admet une unique solution (ui,nfl g IR,J+I * pJ+l à fuut instant
tn ,01n1N.

Prouvons I'existence et l'unicité de la solution du système ((1.b)-(t.O)-(l .T)).
Preuve du Lemme 1.2.1 z
Nous prouvons I'existence et I'unicité de Ia solution en tout instant n 2 L On suppose que
n ) L. Soit (ui-',pi-t) I'unique solution à I'instant n - 1, prouvons l'existence et l'unicité
de (ui,ei) à I'instant n.La solution (ui,ni), si elle existe est solution du système :

t n,"i:ili - D,ej_il; : rî:il:, I ( i s r
1 Pf - rp :€ i - t /zDsuf -1pt  L< i  <  J

t  u8:gl  ,  u3-gT

Le nombre d'inconnues et Ie nombre d'équations sont égaux à2(J+1). On doit donc prouver
I'existence et I'unicité d'un système linéaire avec autant d'équations que d'inconnues. Il
suffit donc de prouver I'unicité de la solution, c'est-à-dire que .f : 0, u[ : uj : 0 et
'ttrn-r = 'pn-r : 0 impliquent que ut - pn - 0.
Calculon s (e D, un-r/2, D, sn-r/')n ,

(, D, un-r /2, D, un-U') n : f O, -, 1z e i -t 1z D, q -ïl; D, q-:li
i= l

D'après l'équ_ation (l.tt)r, par bilinéarité de (ô,ô-r) '+ 6n-r/2, on a
ei-r/2D'"i:ili = 

û-:l;. En remplaçant cette expression dans (1.12) et en utilisanr I'iden-
tité (1.9), on obtient puisque uo = ut :0

(t D, un-L/2, D, un-r/')u = (p"-'/', D, un-Ut)u = -(D, On-r/2, un-rlz1u (1.1g)

On utilise l'équation (1.11h qui donne DrOn-Uz - Dtun-r/Z

(e Drun-rl2, Dru'-U')o - -(Drun-r/Z,un-r/zyo

(1.12)

(1.14)

-13-



Le schéma de Kellet pour I'équation de la cùaleur

Grâce à l'identité (1.10) ot obtient

2pn-uz llrfr D,un-u'll'o+ (llrr"lli - ll,r"-tllî) : o

par unicité de la solution à I'instant Tù - L, 'tln-r : 0 et pn-r - 0, donc

ll,Æ D,un-u'llî. #llr"lll: o

Ce qui implique que rrn :0 et Drs!-rÆ - 0. En reportant dans les équation (1.11), on

déduit que p' : Q. Ce qui prouve I'existence et l'unicité de la solution à tout instant rz. I

L.2.2 Estimations dterreur

Dans la suite on suppose que le terme source / est nul. Soit (tJ(r,t)rP(x,t)) la solution

du problème continu (r.t). On suppose que U et P sont de classeC*([0' 1] x [0,"])'Soient e

et d,les erreurË aux noeuds du maillage spatio-temporel ?',nQ) définies pour tout 0 S i < J

e t0 lnSNpar :
e' i  :u@i, t " ) -u! ,  d i :P(n i , t " ) - f ;  '  (1 '17)

Alors, e et d satisfont le système aux différences :

(1.18)

où les termes de troncatures pi-r1z ,t 
"i-ili 

sont donnés par :

t D,q_ili - D,q:il_3: "î-:l:_, ::i s r
| i l ;-i,r- ei-r1zD,4-rtz: -PI-rptl S i < J

{  e9:0,  o<j<J
l4:0, o<i<J
l .  e3:0,  e3:0

(  1 .15)

(1.16)

(1.1e)

Lemme 1.2.2 Nous auorls les estimations d'erteur pour u et p :

llr" llo s KrËÎ (tto' -rtzlln + llo'-'r' llo)

lla"llo 3 Kzr,H (llo" -r/zlln + llo'-'ltlln)

Kr et K2 sont des constantes qui dépendent de e '

(1.20)

(1.21)

-74 -



Le æhéma de Keller pour I'équation de Ia chaleur

Preuve :
Pour prouver ces estimations d'erreur, otr calcule (t D, 

"n-t12, 
D, sn-r/')o. Le calcul est

analogue à celui de la preuve du Lemme 1.2.1.

(e D, 
"n-r/2 

, D, ên-rlr)o : (#-rtz * pn-r/z , D, ên-'/')u
-- -(D, f-Uz , 

"n-r/z],u 
* (p"-'l', D, 

"n-r/z1n

:_#j;ï;|:;:"#:{:ïl;*ï 
,i,L,"*'.

*(p"-t/' , D, 
"n-t/21o

En sommant cette expression pour t 1 u < nl on obtient

n n

lz 1ru-r/2 ;,rÆ D, e"-rtz11zn - _ D(tr,llro _ llr"-t lll)
v=l ,;,

+ t 2 pu-r/z ({o,-r,, , e,-L/z)n + (p"-r/, , D, 
",-rl\n)

v=l

: _tlte"ilï _ ll:li)
=0

1 .

+ 12 k"-, t, ((o"-r /2, e, -t tz) n + ({ -L t2, fi , ", 
-, t I o)

v=l I

Donc en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwa^rz et de Poincaré, on obtient la majoration

i t L

lzk'-rrrll:t.€D,e,-ttz117+ ll""lli s c 
ïl 

(llo'-'t"llu+ll/-'t"llo) Dzk'-'r'llD,e"-t/2110
v=l - v=l

A I'aide d'une majoration du type pq S # * uQ2, on prouve qu'il e:riste une constante

Kr dépendante de e, telle que

lle"lh s Kr""P(lllunlh + llo"-rlr;;o)

On déduit l'estimation de l'erreur en fe l'équation (1.18) donnée par

lld llî s lle D,e" llln + llf llln
et dæ relations précédentes. I
Noter que ll .lll n'est une norme uniquement que dans le cas où une dæ conditions limite
eet nulle : en effet

lld"lh = ll{"lh <=+ il existe a € R tel que dj = rli + a(-l)i

Pour que ll . 116 déûnisse une nonne, une des deux conditions aux limites doit être nulle;
on n'a pas en général lld"llr. = 0 + Ô = 0. La solution discrète (ui,$)i contient un mode

-15 -



Le echéma de KeIIer pour I'équation de la c.baleur

oscillant. Pour éliminer l'effet de cette oscillation, Keller propose de considérer les moyennes

de mailles suivantes :

rti-t1z=;@i +ui-r), ou fr-rp:r@| +pî-r), Pour 1 s i s J (r'22)

Dans ce cas, lla"llu : llu'lln .t llp"llr, : llp"tlr, et ll 'lln est une norme pour les fonctions de
grille constantes par morceau définies sur (K; -r/r)rsist.

1.3 Comportement numérique du schérna boîte pour

une condition initiale de type créneau

Dans cette section, nous mettons en évidence numériquement deux types d'oscillations

pour l'équation de la chaleur de condition initiale de type créneau. Nous présentons deux

exemples de comportement transitoires sur u1- uot = 0 et sur u1- àur, 
- 0, pour un même

maillage et à pas de temps k frxé.
Nous étudions la solution u du schéma de Keller (1.5)-(1.6)-(1.7) associée au problème

continu suivant :
rr1 - €\has - 0, r el0, 21, t > 0
u(n,0):  uo(*) ,  n e [0 '2J
u(0, t )  :  L,  u(Z,t)  = 0, t  > 0.

(1.23)

où e : 1 ou f /8 et la condition initiale est de type créneau :

, .  \  (  t  s iocs<0.5
uo ln) : t  os io .b  <s<2

(1.24)

Nous considérons un maillage du segment [0,2] en 101 points équidistants. Le pas de temps

est /c : h2. Nous étudions deux cas selon la valeur du coefficient de diffusion 6, Pil I'in-

termédiaire du nombre sans dimension p: # :  P:1, puis p:L18.

Les Figures 1 .2 et 1.4 représentent pour p, - L la solution u du schéma de Keller (1.5) en

trait continu et la solution exacte du problème ((1.23)-(1.24)) en trait pointillé au bout de

b et b0 itérations (c'est-à-dire T - 2.L0-3, puis ! - 2.L0-2). La solution exacte n'étant pas

connue explicitement, nous la calculons numériquement à I'aide du schéma boîte.

Nous constatons I'apparition d'oscillations situées au niveau du front de la condition initiale

d'abscisse fi:0.5. Les Figures 1.3 et 1.5 zooment ce mode oscillant aux instants respectifs

T_2 .10-s ,T_2 .L0-2 .
Si p : Ll8, nous constatons également l'apparition d'oscillations dans la solution calculée

(trait continu), situées cette fois de part et d'autre du front initial. Les Figures 1.6 et 1.7

représentent la solution exacte et la solution calculée par le schéma de Keller à l'instant

T - 2.10-3 et les Figures 1..8 et 1.9, les solutions exactes et calculée à I'instant T :2.L0-2.

-  16 -



Le æhéma de Keller pour l'ftuation de Ia câaleur

o Evolution des oscillations pour F : L :

- uEl

0 û 2 t { t t o t t t 2

Ftc. L.2 Schéma
P :  Lr T :2.10-3 -

0 0 , 2 0 4 0 t 0 t 1 1 2

Ftc. L.4 Schéma
l - t : l r T :2 .10 -2 .

t.a

de

t l l t 2

Keller

r l l t 2

Keller

(1.5),

(1 .5) ,

1.4

de

Flc. 1.3 Schérna de Keller (1.5),

F : L, T - 2.L0-3. Zoom sru [0.4,0.8].

Ftc. 1.5 Schéma de Keller (1.5),

l.t : L, T - 2.10-2. Zoom sur [0.4,0.8].

læl
l - u d l

-
\.

.\
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Le schéma de Keller pow I'équation de la chaleur

r Evolution des oscillations pour F: L/8 :

0 0 2 0 4 0 t 0 r 1 1 2 1 . 4 i t 1 r 2

Ftc. 1.6 Schéma de Keller (1.5),
p : l l 8 ,T -2 .10 -3 .

FIc. L.7 Schéma de Keller (1.5),
p:  L/8,  T :2. !0-3.  Zoom sur [0.4,0.8] .

- u d

0 0 2 0 4 0 t 0 1 1 1 1 1 . 1 1 1 t r 2

FIc. 1.8 Schéma de Keller (1.5),
p :L l ï , T -2J0 -2 -

Ftc. 1.9 Schéma de Keller (1.5),
p - I18, T - 2.!0-2. Zoom sur [0.4,0.8].

A noter que ce phénomène d'oscillations n'est pas dû à un problème de stabilité du schéma et
n'est pas non plus lié à de la dispersion. Nous en donnerons une interprétation au Paragraphe
L.4.4. Ce phénomène n'apparaît pas pour une condition initialerégulière de type Gaussienne.
En effet : considérons la solution exacte de l'équation de la chaleur (1.23) i

(1.25)

de condition initiale u0, donnée par la solution exacte à l'instant f :0. Les conditions li-

mites sont de type Dirichlet données par la solution exacte sur la frontière. Le coefficient de

u(n,t) : exP(-2t) cos(;Gfr=l

-18 -



Le æhéma de KeIIer pour l'équation de Ia cl,aletur

diffusion est €: L0-2. Le segment [0,2] est maillé par SL points équidistants, le pas d'espace
est h : 0.04 et le pas de temps est /c : h2. On calcule la solution du schéma boîte de Keller
enT - 8.10-3 (au bout de 5 itérations), puis eîT - $.10-1 (au bout de 500 itérations).
La solution exacte est représentée en trait continu et la solution calculée par le schéma
boîte de Keller est représentée par des cercles, aux instants T - 8.10-3 (Figure 1.10) et
T - 8.10-1 (Figure 1.11). Aucun mode oscillant ne vient perturber la solution, puisque le
condition initiale est a.ssez régulière.

- u d

À -- c

6h

1 c

:

V À' v

ê
c -ç ,

t ' g

, à 8 ,

o

c r o . l t s

0 0, 0.t 0.t 0J 1 l2 li tt 1t 2

FIc. 1.10 - Solutions exacte et calculée
en T-0.008.

0 2 0 . { 0 t 0 r t t 2 t ] | t r l l 2

FIc. 1.11 - Solutions exacte et calculee
en T-0.8.

L.4 LJne première généralisation du schéma de Keller

L,4.t La construction du schéma boîte décentré en temps

Dans cette partie, nous étudions une généralisation du schéma de Keller en introduisant
un décentrement temporel tl lors de la discrétisation en temps de l'équation de la chaleur.
On conserve le design du schéma de Keller rappelé au Paragraphe 1.2. On considère toujours
la forme mixte de l'équation de la chaleur sur le segment [0, 1] :

ut*pr : f ,  r€ ]0 ,  1 [ , r>0
P: -€ l t r r t  0€10 ,  1 [ , t>0
u (n,0) : ,o (") , t € [0, 1]
P (r,0) : -t 

#uo(") , t € [0, 1]
u (0 , t ) :u (L , t ) :0 ,  t>0

(1.26)

On définit un maillage non équidistant du segment [0, 1] en J intervalles (Figure 1.12).
Les coordonnées des noeuds sont 0 - fis
Ki-t/z - fni-t,nilla cellule spatiale du maillage encore appelée boîte de longueur hi-t1z
pour L S j < J.

-19-



Le er},éna de KeIlæ pow l'fiuation de Ia chalew

Ki-tlz K j * t l ,

f i i-t fii+t fit : L

hi-tlz hj*r/,

FIc. 1.L2 - Maillage du segment [0, 1].

En intégrant sur chaque boîte Ki-t/z (1 S j

(1,.26)2, on obtient le système suivant, pour t > 0 :

hi;/2ft(n0u!))y,,1r+ @(ri,t) - p(rit, t)): hi-t lz(no /(t)) i-t1z,L < i S J
hi-tlz (no p)i- uz (t) 

- -Q [u (*i , t) - u (ri-r, t)],
u ( r i ,O) :uo( *ù ,  0< i<J
p( r i ,0 ) :po ( * ) ,  0< i<J
u(no ,  t ) :  u ( r t ,  t )  :0 ,  t  >  0

(1.27)

Sur chaque boîte Ki-t/2, on approche les moyennes spatiales des fonctions u, P et I données

par floui -L/2t flopi-t/2 et fIl f i-1l2 respectivement par les fonctions ui-r/2t Fi-tlz et fi-t/2.
Pour 0 < j 1 J, on définit les approximations ("i(t))i et (pi(t))i à chaque instant f, de la

solution exacte (u(*,t),p(n,t)) au point d'abscisse ti. On obtient ainsi le système approché

suivant pour tout t €]0, 
"l 

et tout L S i 1 J :

f t i l , i - t1z( t )  + W 
-  f i - , ,p( t ) ,  L<i  <J

Fi- t tz( t )  -  -Yt%#, 1<isJ
ui (O) :u,o(*) ,  0Sr <J
pi(O) -po(n) ,  0 < i  < J
uo( t )  -u , r ( t ) -0 ,  t>0

Il reste à fermer le système (1.2S) en exprimant ui-t/z(t) et Fi-t/z(t), en fonction de ui(t)

et pi(t). Pour les moyennes ti-r/z de u et Fit/z de p, sur chaque boîte Ki-tlz, otr choisit

une approximation de type trapèze :

ui-t/z(r) - 
Tr,(r)+ ui-t(t)),

Fi- t tz(t)  -  
Tf,( t )+ Pi- t( t )) .

En remplaçant ui-t/z(t) et Fi-r/z(t) par les formules (1.29) et (1.30) dans (1.28), on obtient

L<J<J

(1.28)

( 1.2e)

(1.30)

-20-



Le schéma de Keller pour I'@uatîon de la ditaleur

le schéma semi-discretisé en espace, continu en temps défini pour tout t €J0,4,

iB"i(t) + #u,-, (t))+'W : f i-rp(t), t < i < J
l@i( t )  + p i - t  ( t ) ) :  - f r@i(ù-u j - r ( t ) )  ,  L< j  <J
ui (0)  :uo(x i ) ,  0<i<J
p i$ ) :po(sù ,  0< j<J
uo(t) - u,r ( t)  -  0, t  > 0

(1.31)

On s'intéresse maintenant à la discrétisation en temps du système (1.31). On considère une
discrétisation de I'intervalle de temps [0, 

"J 
en N + 1 points notés

f :0
k : tn - tn-r est constant. On approche les inconnues semi-discrètes ui$) et pi$) par les
inconnues nodales uf ef pi aux instants fn, pour 0

incrémentale en temps ô" définie par 6noj: "i*t-;"î. L'intégration de l'équation (1.81)1 par
un d-schéma, donne l'équation en 6"u valable pour tout 0 S rz < N - I et L < j 1 J :

1 .__  ,  ûk  1
,(6"ui * 6"ui-r) + t *w$pi 

- Fpi-,,) * 
ù@i 

- pi-r) : r9 f-i$/r+ (t - û fi-r1z F.sz)

On approche l'équation (1.31), en temps par

1 c

i t l  +pi-t) * 
#@i 

-ul-r) : 0, I < i s J, L 1 n< N (r.ss)
I

Les conditions initiales sont approchees par

(1.34)

Les conditions limites deviennent

u3:u3:0 ,  l1n</V (1.35)

Remarque l
Noter que nous n'avons pa^s d'équation d'évolution sur p, mais simplement la relation
P(s,t) : -eur(r,t) à tout instant. En particulier, à I'instant initial , p(n,0) : -eftuo(r),
discrétisé par (1.34)2. Ainsi, le système linéaire (1.32-1.3&1.341-1.35) admet autant d'équations
que d'inconnues, gui est une condition nécessaire pour être bien posé. Dans la suite, nous
remplaçons l'équation (1.33) par le système d'équations équivalent 1 < j S J,

I l@"pi I 6"Pi-t) + ffi(6"ui 
- 6nui-r) : 0, 0 ( n ( N - I

(1.36)
I r@i + pi.J + ffi(ui - ui-r): o, L 1 ns N - 1.

Nous obtenons donc le schéma boîte suivant :

ul :uo(x) ,  o< j<J
pJ:po(xù,  0Si<J
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Déffnition I .4.!. (Schéma

On défi,nit, le schéma boîte
(ui ,nf l ,oS iSJ etosn

Nous procédons à l,élimination du fluxpf dans l'équation (f 37-(ù): on considère le système

((1.37-(t)-(1 .37-(rùr)) : pour tout t < i < J et tout 0 S n S N - 1

(i) â (6"ri * 6"u5-') + #(6]ni 
- 6"pi-ù

:,efil, + (1 - ,\fi ttz t
(i i), f,(6ni + f.pi-t) + ffi(lnui 

- 6nui-r
(ii)z i@i + nii + #,@i 

- ui-r) == o ,
( i i i )uo i :uo ( rù ,  0S i<J
( to )p6 i :po (x ) ,  0< i<J
( r ) "8 -u3 :0 ,  11n<N

( !(6"ui + 6"ui-) + #L-!"3j 
- 6"pi-,1,*,- #@i 

- pi-)
( : refi lp+(1 -re)f i- 'r,

t  l@"pi+6"pi-ù + f f i (6"ui-6"ui-ù:  o

boîte pour l'équation de la chaleur)

suiaant associé à l'équation de lo chaleur (1.26) : chercher

< N tels que

n1N-1

n lN -1

n1N-1  (1 .37 )

(1.3s)

+#*u,@i -ei-)
LSjSJ,0<

)=0,1(  jSJ ,0S

L<jsJ ,  1<

On élimine la variable 1'pj dans l'équation (1.38h et la variable f,pi-r dans l'équation

(1.g8)2, on obtient le système équivalent pour tout 1 < i S J et tout 0 ( rz < N - 1

6oui(â - 
ffi) * r'ui-1(i + ffi) 

- z#!"ni-, + #@i 
- pi-r)

:,eîiI;;+ (1 -'Dfi-rp
6nuieï'#);;",; -'Jrl'! ffi) +z#6npi + #@i - pi-t) (1'3e)

- 19fijr'tr+ (1 - rDfi-rt,

l(6"ui * 6nui-,) - |npyt(rffi) -ffi(6"ui - 6nui-r) + #@i 
- fi-r)

: r r f î j l t r+(1 - ,9) f ï - ' ,  t< i  SJ,0.Sn<N-1

!(6"u1 i tiit-,) + r#*pi * ffi(6"ui 
- 6nui-') + #@i 

- pi-)
- r9f î j l te+(1 - r l ) l î - rp,  t< iSJ,0(n<N-1

,@i +n7- 'r l+ff i@i -"î- ,) :0, LSi S J, L1n < N- I

Donc le schéma boîre (1.87) est encore équivalent au système ((1.39)-(l-37(ii)ù-(l.37(iit)

-(r.37 (iv))-(1.32 ("))) donné par

(i)

(ii)

(iii)

(io)
(r)
(oi)

1 t ro i :uo ( rù ,  0< iSJ
po i - :po (nù ,  0S iSJ
ut :u3:0,  I1n<N

Les relations (1.40)- (i) et (1.40)-(ii) sont vraies sur chaque segment Ki-1l2r pour

On identifie les valeurs de 6"pi données par (1.40)-(t sur la boîte Ki*rl, et par

sur la boîte Ki-rlz (condensation statique). On obtient le schéma uniquement en

(1.40)
t < j < J.
(r.40)-(ii)
6nui pour
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|  <  j  <  J  -  1  e t  01n  <  N  -  1  :

(# - ffi) 0",,*, . (ry . ffi . ry . ffi) o*u,
. (ry - ffi) o u,-, + @i+, - pi-,)

= hi+r/z0er-ilr'p+ (1 - ùfî*rp) + hi-rfz@fiFn+ (1 - rDfi-rp) .
En utilisant la relation (1.40 (iiù dans Ki-r/z et Kis/2, le terme pî*, - pî_,
uniquement en fonction des uf Rar

Pi*r- pi-, =Ze(-P+ 1J- + I 
)u? -'"i=l-t

\ ni+rlz 'trj+r/z 
hi_r/z' ' hi_t1z/

(1 .41)

s'exprime

(r.42)

ce qui donne 

î;,:''"tï: 

dans (1'41)

\-fr - ffi) o"u,*, * (ry + m * ry + ffi) *u,
*(ry - ffi)o"ui-,: #u*- (*+ #)u,* #u,-,

*hi+rlrkgrilr'p+ (l - rDrî*rp) + hi-rp(tsr-îI/r+ (r - ùrLrp)
En remplaçant 6nu par sa valeur, on obtient le schéma compact à trois points :

arffi + o,oul+t + a_ruill : huî+r + bsui * b_pi_, (1.4g)
+nln,*rp('effi12 + (1 - ùf i*rù + hi-rpkef-ill1z + (t - rDfi-r1ùf ,

où les coefficients a1 , aot a4 et br, bo, b-1 sont définis.par

at: hi*rtz(+ - 2tg pi+rp)

@o : hi*r/r(â . 2re pi+t/r)!ot-r,r(i + zû ui-rn)
a-r : o'-t/?(+ - 2t9 p,i;p)

(r.44)

bs - hi*r/rç- z0 - re) pi+rrr)!0,_r,r(i z(t- d) ui_rn)
ô-r : hi-rlz

On en déduit le lemme suivant qui permet de calculer I'inconnue scalaire u indépendamment
du flux de diffusion p, puis de reconstruire p a posteriofi en fonction de la solution u.
Lemme 1.4.1 Le schémaboîte (1.37) associé àl'équation dela choleur (1.96) est é,quiualent
au problème découplé :
(1) 

" 
est solution du système tridiagonal suivont

br : hj*r/r(+ * 2(r - ,9) pi+rp)

bs - hi*r/r(+ - z(r - r9) pi+rp)-

ô-r : hi-r/z(; * 2(r - o) pi-rir)

(t') aruill * asuf+r + a-1uf$ : bfil+r * bsui * b-pl-1
+khi+ur\,ef;lir+ 0 - ûfhrp)
+k hi-rp(û|fi12 + (t - rDfîr,/r),

I < j < J - 1 , 7 a. n < N - I
( t t )u I :uo(n i ) ,  0< j<J
(iii) uî : uj :0, | <. n S .nf

-23-
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Le æ,héma de KeIIer pour I'équation de Ja chaleur

(2) le flw de diffusion p est donné Par

(i) -z#pi*,

( i )bis (r*)6po

(ii) t(pi + pi-)
(l,l,l,) eJ

gr (0 ) :1*  (cos0-L )

-z#pî + 6nui(â + zp#) * 6nui-'(â - zp#)
+#@i-Pi) ,  L<i  < J,  o(rz(N-1

(i - ffi ,",, * (â . ffi)d'uo + #ki - p8)
-ûfiÈ''+ (1 -,e)fip

ff i@i-ui-r) :0, t<i  < J, 1 (  n1N-1
po@ù, osjsr,r .nu,

+

L.4.2 Etude du schéma boîte décentré en temps

Dans cette section, on se limite au cas où le pas d'espace est constant et noté h. On

présente donc une étude de type différence finies.

proposition 1.4.! Le schérna boîte (1.57) admet une unique solution (ui , ni),
pour0<  j<J  e t0S??SN.

Rappel : Lemme de Gershgorin, [27] :

Les valeurs propres d'une matrice.4 sont telles que ̂ 9p(A) C Ur., D(ori,4) où D(orr,q) est

le disque fermé de centre aii et de rayon ri : Di+rrir,la;11 et I est I'ensemble des indices

matriciels.
Preuve de la proposition : ,,
L,inconnue ?,, est solution du système linéai re Au - B, où .,{ est la matrice tridiagonale de

composantes e-rta6 et cl1 et B le second membre de composantes les conditions initiales

et le second membre de l'équation (1.45-(r)).O" prouve que cette matrice est inversible,

puisque ses valeurs propres sont toutes non nulles. En effet : on vérifie facilement la condi-

tion de Gershgorin dans le cas de maillages équidistants' latl+ lo-tl < lool.

Le flux p est donné de façon unique par la formule de reconstruction (1.46). I

proposition !.4.2 Le schéma boîte (1.37) est stable au serus de Von Neumonn si et seule-

ment si t9 > I.

Preuve :
Etudions le facteur d'amplificati on g(0) du schéma. on a

s(q: ffi o: €h e [o,zr]

où gt efr gz sont définis respectivement par

(r.47)

( ; .  z t '$- t ))
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Ce qui donne

Donc

gz(0 ) :1*  (cos0-L )

s(0) :  1  *
2p(cos

(* - 'r,)

0-1)
(1.48)

ls@)l s t <+

(cos0 - 1) (â - zflp)

2p(coe 0-r)

ffiso

1+

{

(1.4e)>0

Or, p(cos d - t) S 0, donc

ts(ql s r <+ t li [:î i:T](!à;(i !)È,,]t,,
<+ 1*(cose-D (*+(1 -  z te)p)>0

(puisque 2 ri p

lg@)l S t pour tout 0 e [0, n]. L'étude des variations de la fonction

L :  0 r+  1  +  (cos  0  -  L )  ( : . ( t  -  zo)p)
\ z  /

fait ressortir deux cas : L(0) ) 0 si et seulement si

( l  * (r - zre)pà 0 er d t à) "" (â + (1 -zre)ps o).

C'est-à-dire si d ) â. Cr qui achève la preuve.

(1.50)

et seulement si

(1.51)

Lemme 1.4.2 Le schémaboîte (1.97) est consistont aaecle problème continu (1.1) àl'ordre
2 en espace, et 1 en temps si û t' t* Z en ternps si û : l.

Preuve :
Le facteur d'amplification est

(1.52)

On suppose que les pas de temps et d'espa,ce k et h tendent vem 0 et que le coefficient p est
borné Par /rr, 0 ( F < th quand k, h -l 0. On étudie I'ordre en rt et en h du terme, llZl:

ieq(€)_g(/,()) (1.53)

où g est le symbole de I'opérateur spatial €uan donné par q({) - -€{2.Un développement
limité de eÈq(f) d'ordre 2 en fr est

ekq(il : I - k e €2 * 
lrr€n 

+ o(kt)

-25-
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Ce qui donne

Un développement limité de g à I'ordre 4 en 0: e h au voisinage de 0 donne

s(0)- 1 - p'02 + prn(-â *t P)+o(e6)

En combinant les deux relations (1.5a) et (1.55) on obtient

eftq(€) - e(h€) : er€n *r(r- d) + nrnff+ c2(k3) + o(h6)

|(rr,r, 
- s(h€))= r,€n oÈ d) + h'+ + o&\ + o@4)

( u1- €rtrst - 0, c e]0, 21, t > 0

{ u(s,0) = uo(s), n € [0,2J
t  u(O, t )  :  ! ,  u(Z, t )  =  0 ,  t  >  0 .

où la condition initiale est de type créneau :

,  \  (  l  s iocs<0.5
uo ln) : t  0s i0 .b  <n<2

(1.55)

(1.56)

(1.57)

Le schéma boîte (1.g2) est donc consistant avec le problème continu (1.1) d'ordre 2en espace

et I en temps si d # â .t 2 en temps sinon. t

D,autre pafr, si l'on choisit tc: Oih'), ,. qui est classique pour une équation de diffusion,

alors on obtient un schéma d'ordre 2 en h-

L.4.3 Etude numérique

Naturellement, on se demande ce que donne le schéma boîte (1.37) sur le cas test (1.2&

L.Z4)de la Section 1.8, pour des valeurs de rl supérieures à 112. On reprend les tests réalisés

au Paragraphe 1.3, pour le Problème

(1.58)

(1.5e)

Le pas de temps est k - h2:4.10-4,€:1ou 1/8 et t l  augmente à la valeur $ - 0.505.

On représente les solutions calculées au temps final ! - 2.L0-2 (50 itérations en temps) sur

la Figure l.1B pour e : L et sur la Figure 1.14 pour e : L/8. Les oscillations au niveau du

front initial fr:0.b n'apparaissent plus ou s'amortissent plus ou moins rapidement.

Les oscillations ont presque complètement disparu. Donc, utr léger décentrement en temps

de la variable tg permet d'éliminer les oscillations présentes pour le schéma de Keller (1.5-

1.6-l.Z) à rg - |. 
pour expliquer ce phénomène nous étudions plus précisément le facteur

d'amplification du schéma boîte (1.37).
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- UCFT
- u d

Ftc. 1.13 Schéma de boîte (1.37),
augmentation de Û _ 0.505. p : L,
T -- 2.L0-2.

Ftc. L.L4 Schéma
augmentation de d _
T - 2.L0-2.

de boîte (1.37),
0 .505 .  P_  L l 8 ,

L.4.4 Interprétation des oscillations lorsque d - +
Interprétons les oscillations de l'équation de chaleur à l'aide du facteur d'amplification.

Nous avons vu (t.ae) q,tr le facteur d'amplification du schéma boîte (1.37) est donné par la

formule

s(0) :

où gt et gz sont définis respectivement par

g t (o ) :  1 *  ( cosd  -  1 )  ( ; .  z  p (L -  t ) )

(1.60)s{0)
gz@)

et  sz(e) -  1*  (cosd -  1)  ( ;  -  , r r )

On représente sur la Figure 1.15 le facteur d'amplification g : 0 € 10,27r[+ g(0) pour
différentes valeurs de û € l+,1], quand p - 1.
On s'aperçoit que pour la valeur t9 : l, g@)- -L. Vérifions cette observation par l'étude
deg :

s(0) - -1 <+ L - zp,(L - 2r9) * cos 0 (L + zp(L- 2rl)) - s
<+ L(0) - s

où.0 est Ia fonction définie par (1.5L). Sous la condition nécessaire et suffisante de stabilité
û > +, on prouve que L(0): 0 si et seulement si (g : n et,t : à). C'est-à-dire g(0) - -1

si et seulement si (0 : r et f - l).

On constate que le schéma boîte (1.37) conserve les modes oscillants éventuellement présents
dans la solution initiale, puisqu'il multiplie par 1 ou -1 le mode oscillant de fréquence € : i.
Le mode (-1), est présent dans la décomposition en série de Fourier du créneau initial us
(L.24), avec un coefficient non nul. Ce mode parasite est donc entretenu par le schéma quand

(1 .61)
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Ftc. 1.15 - Représentation du facteur d'amplification g(d) en fonction de 0 pour F: L, selon les
naleurs prises pa,r le paramètre r9.

19 - L. t'" mode oscillant observé au Paragraphe 1.3 correspond clairement à cette oscil-
lation haute fréquence, qui est stable mais qui ne s'amortit pas. En effet, la discrétisation
en temps de type Crank-Nicholson est A-stable mais non fortement A-stable. Ceci a pour

conséquences de conseryer les modes oscillants du type (-1), qui peuvent appara,ître dans
la solution du schéma boîte.

1.5 Interprétation du schéma à l'aide des éléments fi-
nis

Le schéma boîte pour l'équation de la chaleur ne nécessite aucun décentrement. Soient

P: l'espace d'éléments finis Pl-Lagrange en dimension l- et P"ls, sa restriction aux fonctions

s'annulant aux points frontières. Le schéma boîte pour l'équation de la chaleur s'écrit sous

forme semi-discrète : chercher (u6(.,t),(pn(.,t)) Ç Pl,x P: tel que

t  ( fr"o(., t)  + pn,ai uo) -- (1(., t)  ;  un)^, Y u6 e P0

t  @:o( . , f )  +€u t rh , r ,q r , )  :0 ,  Vq lePo

Vérifions que le schéma boîte (1.62) est équivalent à

t#rn'un(., t) ;  oo) * (eun,,(. , t)  ;  ah,t)- ((no/)(. , t)  ;  on), Yun € Pt,o

pn(. , t )w,-rr"  -  -€un,nlKi- t1z+ (( I Io / )  ( . ,  t )61-r1,  -  
*(r I0 

un)r ,  - r , r )(x -  r i - tp)

(1 .63)

(1.62)
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En effet : l'équation (L.62)t implique que

( I1o/ )  lK i - r lz  :  * I I0  
ur , ( . ,  t )g ; - r1,  *  pn,a1x.-112

Soit un e Pl,o. Choisissons {6 : ?)h,æ€ P0 dans l'équation (1 .62)r,on obtient

(eu6 , r ( . , t )  ;  ah , t ) -  - (pu ;  uh , t )

En intégrant par partie cette expression, puiseu€ u6("0) - un(xt) - 0, on obtient

(1.64)

(eu6,r(.,t) ; ah,t) : (pn,, ; an)= - t#n' un(.,t) -( i l /) ; ou) (1.66)

d'après I'identité (1.64). Ce qui donne l'équation (1.63h. D'autre part, p1, s'écrit localement
PhlKi-t1z - (Il0p,i)6i-r1r* Pn,olxr-r,r(* - ni-r/2), comme élément de P"1. D'après I'équation
(L.62)2, (Ilop)tr, -rtr: (-euo,r)l*,-rr, € P0 Et ph,, est donné en fonction de u6 et de / pat
la relation (1.64). D'où on déduit l'écriture de p6.

Soit l 'énergie En(t) - lf lo un(.,t)l|,r.On a

t

ir;(t) + (eun,,(.,t) ; uh,,(.,t)) : ((IIo/)(., t) ;,rr,(., t)) .

En particulier, dans le cas homogène, on a

ï rt(t) = -elur,,(., i) 13,,

(1.65)

L'inégalité de Poincaré discrète sur Pj,e donne l'existence d'une constante C telle que pour
tout u e P],0, on a

l l Iorlo,r ( lr lo,r <Clurlo,,

En combinant les relations (1.68) et (1.69), on obtient l'inégalité

(1.6e)

ELU)S - fiV'"n|3;

(1.67)

(1.6s)

(1.70)

En posant B : &, (t 70) s'écrit ft81,(t) S -n En(t), qui donne en intégrant sur (0,t)

En( t )SEn(O)r - " t ,  B=4.-  
c2 '

On obtient donc en utilisant (1.69)

lIIo.ru(., t)10,, ( luo,r,lo Je-&' .

1 ^
lro(., t)lo,r S ;luo,alo,r, "-Çet

(1.71)

D'où I'unicité de la solution. Mais I'estimation de la stabilité de la solution en norme L2 æt

non uniforme en à.
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L.G Une deuxième généralisation du schéma de Keller

1.6.1 Design du P-schéma

Les oscillations de la solution du schéma boîte ne sont constatées que dans le cas O : L.
Pour des raisons de consistance et de convergence du schéma, on ne peut pas négliger la

valeur g - 
â, pour laquelle, on a constaté I'apparition de modes oscillants. Pour cette valeur

O : L* on p"ropose un nouveau schéma boîte. On utilise la formule d'Euler-Mac Laurin plus

précise que la formule des trapèzes, pour approcher la moyenne de ?, sur chaque boîte dans

l'équation (1.29). Dans tout le paragraphe, on se place dans le cas de maillages équidistants

de pas d'espace h. Reprenons la méthode boîte. La forme mixte de l'équation de la chaleur

homogène est

(r.73)

Contrairement à la formulation boîte (1.43), on approche û;-t/z sur la boîte Ki-r/2, par une

formule plus précise que (1.29) :

(  u t *Pr :0 ,  re ]0 ,  1 [ ,  t>o
I  p : -€?t ro ,  n  €Jo,  1 [ '  t>o
{  u(s ,O) :uo@),  û€[0 ' lJ

I  p(* ,0) :  -81t r0 ,s ,  î€ [0 '1 ]
l  ? r (0 , t ) :u (1 , t ) :0 ,  t>0

tr;-t tz : I(u, + u;-t) - fr@, 
- p;-r)

où p est un certain réel à déterminer.
t ,

Remarque s
Si p - 0, on retrouve le schéma boîte (1.43).Si P : -1, ot retrouve laformule de quadrature

de Euler-Mac Laurin qui s'écrit (avec h: fii - ri-r)

1  f s i  l .  h  \  t - -  \ \  ,  , r . . f  t 4 \

E l,:_,ud,s 
--;@@ù * u(x;-')) - 

u{",{*') 
- u,(r;-ù) + o(n{) (1.75)

On conserve la formule de quadrature (1.30) pouî p i

(r.74)

Fi-t/z(t) : 
Ift(t) + pi+U))

On obtient le système semi-discrétisé en espace, continu en temps : pour tout L < i S J,

t>0

( ï(#" i( t)+#ui-,( ' ))-#Gpi(t)- f ,pi- ,( t))+,w:0,I<j<J

I i f l t t i l  + pil-,(t)): -ff i(ui$)-i,-,(t)) , 
r - '- 

L<i<r
{ ; l :u lo(r i ) ,  o<isJ (L '77)

I  p '(*,0) :eftuo(æ), oSrSJ
f ,  uo( t ) :u , r ( t ) -0,  t>o

En discrétisant en temps l'équation (1 .77) par un d-schéma, on obtient le p-schéma boîte

de paramètres fl en espace' et d en temps défini par

(1.76)
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Définition 1.6.1 Le P-schéma boîte (1.77) associé à l'équation de la chaleur (1.75) est :

(i) â (6"ui * 6nui,,) + (T - #)6"pi
-(# - H6"Pi-r+ Lo@i - Û-r)- o, 1

(ii), l$"pi + 6"pi-t) + ffi(6"ui 
- 6nri-t) : 0, 1

( i i)zi@i +pi-J + ff i fui 
- ui):0, 1

( i i i )u ] -uo(s i ) ,  0< j<J
( io )p I :po( rù ,  0< j<J
@)" i -u j=0,  l1n<N

sjsJ,
sjsJ,
sjsJ,

0(nSN-1
0(n<N-1
L S n < N - 1 (1.78)

(1.7e)

Puis en éliminant l'inconnte 6npi, en suivant les étapes de construction du schéma boîte
(1.37), on obtient la formulation équivalente du p-schéma boîte

Lemme 1.6.1 Le fr-schémaboîte (1.75) associé àI'équation dela choleur (1.73) est équiaalent
à :

(i) la tormulation en u

"îii(l * + - w p) *zu!+' (l - ff + w p) +uill(l * + - zû p)
: uî*,(+ * ff +2(1 - 'D p)+Zui(+ - + - 2(r -,0 p)

+ui-r( l*  f f+2(1 - ,e)p) ,1(  isJ-1. ,0(n<N-1
u ' i :uo@ù,  o< j<J
uT=u3= 0 ,  LSn<N

(ii) la reconstntction du flrn p localement en fonction de u

26nî*,(+ - tf): -iW - pî_)
*(r; H - H-l)or, * (-rl,(M,, - +)-I)rui-,, I S r s r- 1, 0 1 ns n - 1

26pg+,G++iÉ):-t|g,r-û)
*(r; FM,,*+)-â) 6nur* (-rn?H++)-â) 6nuo

i@i +pi-J+#t"(" i  -u i - r )  ==0, l  Sr SJ, t  Sn < N- 1
pI :po(s) ,  0< i<J

(1.80)

Définissons les coefficients A1 , Ao, A-1 et Br, Bo, B-1 en fonction des coefficients er, (h, &-t
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et b1 , bo, b-t de la formulation en u (1.a5) du schéma boîte (1.37)

Ar: (;. +-2ûp)=1.+
As : ,(t-"+2ût):i-+
A-r: (;. +-ztou)=T*+
B1 : (;. +*20-,Dp):l*+
Bo: ,(;-+-20-d)p): î-+
B-r : (;. +.2$-,Dp):+*+

L'équation en u du p-schéma s'écrit alors

Ar"iI|, * Aoul*t * A-r"i!Ï : Brul+r* Boui + B-1ui-, (1.81)

Lemme !.6.2 Le schéma (1.78) admet une uniqae solution ("i,pi) à chaque pas de ternps

donnée en fonction de Ia condition initiale u,o, sous Ia condition pe < l2r9 pt.

Preuve : On démontre ce résultat à I'aide du théorème de Gershgorin. C'est-à-dire on

vérifie que lâ11+ l.,a-tl < l.Aol.Ot, At: A-r, donc on distingue les cas (r{t > 0, /o > 0),

(A ,  <0 ,  Ao  >  0 ) ,  (A ,  )  0 ,  Ao  a  0 )  e t  (A t  <  0 ,  /o  <  0 ) '
o le cas (/ t  > 0, âo > 0) est équivalent àL2Û pt-g < Pe <!2t p* 3 et

l ,  t l+ lA-r l  < l . , {o l  <+ Fe<t2ûP,

o le cas (4, < 0, Ao > 0) est équivalent à72t9 pr-g> P€, onvérifie que 1.411+lA-rl < l;{ol
est toujours vrai.
I le cas (A, > 0, Ao < 0) est impossible par définition de Ar et Cs.

o lecas  (Ar>  0 ,  /o  >  0 )es téqu iva len t  àFe>L2ûp,+S.Mais la re la t ion l .4 l l+ lâ - t l  <  l /o l
n'est jamais vérifiée.
Donc lep-schéma(1 .78)admetuneun iqueso lu t ionSous lacond i t i onpe<
donne l'existence de la variable u qui est unique, puisque le système en u est carré. De plus

le flux de diffusion p est donné de façon unique en fonction de u par les équations (1.a6). Ce

qui prouve I'existence et l'unicité de la solution (uf,P!-') sous la condition Êe <L2Û P. Si P
est nul, on retrouve le résultat d'existence de la solution ?, du schéma boîte (1.43). I

L'action du coefficient P est analogue à un décentrement de la variable û. En posant

ô : r9- #, les coefficients A; et B;, i- l, 2, 3 sont égaux à /r : l-2l& p, Ao : Z(ï+16 U),
Ar:  r :Tô p,  B,  -  Lr+2 (1 -  ô)  p,  Bs -  2( i -2!r -ô l  ù et  B1- â+ 2(L-ô)  p.  Puisque

nous utilisons un coefficienr P S 0, le coefficient t9 correspond à un décentrement de r9 par

Ê.Enaugmentant lÉ1, on augmente la valeur de û; quand tg = LlZ, d > L/z,les oscillations

disparaissent.
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1.6.2 Etude du facteur doamplification du B-schéma

Avant d'étudier la stabilité du schéma (1.78), on cherche sous quelles conditions sur le
coefficient Ê,le schéma est non-oscillant (au sens du facteur d'amplification). Le facteur
d'amplification de ce nouveau schéma (1.78) est donné par la formule :

t t  r f  + 2(L-,9)p) cos0+(â -  +-2(\- , i l r ' )ge@) :

Existe t-il des valeurs de F telles qve gp(O) + -1 pour tout 0 e[0,r[?

(1.82)

se?)--r  <=+ (1 +f f+2(L-2r9)p) cosd+(1 -+-2(L-2,9)F):0 (1.8s)
Soit lp la fonction définie par

Ie(0)- (1 . ++ 2(t - zre)p) cos 0 + (1 - + 
- 2$ - 2,e) p).

L'étude de la fonction lp permet de prouver que

ge(O) + -1 si et seulement si pe < -6(1 - 2r9)p

Enpar t i cu l ie r , s id :L /2 i l fau tcho is i rP<0poureuegÉ(0)+- l ,pour tou t0e l0 , r l .
D'autre part, si p - 0, le schéma conserve les modes oscillants éventuels. De plus, d'après
le Lemme 1.6.2 sous la condition 

,

Êe < -6(1 -2r9)p (1.84)

le B-schéma admet une unique solution. Prouvons la stabilité du schéma sous la condition
(1.84).

Lemme 1.6.3 (Stabilité)
Le sché,mo (1.78) est stable au serw de Von Neumann sous la condition fre < -6(1 -2t9)p.

Preuve :
On étudie le facteur d'amplification du schéma. Le facteur d'amplification (1.82) est encore
égal à

, ^ \  r  .  Zp (cos î - I )

\*+ +-2ûp) coso+(â -++2ûp)

On note D- (â + + -2ûp) cos0+ (à - + +2ûp) le dénominateur de gp. A-t-on
lgep)l S I sous la condition (1.84) de non oscillation au sens du facteur d'amplification,
0e< -6(1 -2û)p?

- 1  <1 - r -2P (cq l ' - t ) a t

( osry#r

(1.85)

D>0

gp(0) < | <==+
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En utilisant la condition 0e < -6(1 -2r9)p, on prouve facilement les deux inégalités D > 0

dry>0.LeB-schéma(1 .78hest incond i t ionne l lements tab lesous lacond i t ion
(1.84). r

En particulier, si tl : â, l. schérna est stable si p < 0.

Lemme 1.6.4 (Consistance)
Le schéma boîte (1.75) est consistant à l'ordrv 2 en espoce et en temps si Û : à "t 

à l'ordre

2 en espoce et 1 en temps si t9 t' l. Donc, Ie schérna boîte est d'ordre 2 si k - O(hz).

Preuve :
Lapreuve est analogue à lapreuve du LemmeL.4.2de laconsistance du sctréma boîte (1.37).

On suppose que les pas de temps et d'espace lc et â tendent vers 0 et que le coefficient pt est

borné paf, 1rr, 0 ( p a h quand k, h + 0. On cherche I'ordre en k et en h du terme lazl :

i(*q(€) 
- g(r,O)

,  \  (  l  s io<r<0.5
uo\ r ) : t  0s i0 .b  <r<Z

(1.87)

q(€) : -e€2. Ett développant ekq(€) et g respectivement en k et en h, on obtient

ekq(€) - e(h€) - ,r€n *r(t- d) + hzk(# . #)+o&\ + o@\ (r.88)

Ce qui donne le résultat.

I-.6.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous reprenons les tests réalisés sur le créneau dans le cas du premier

schéma boîte (l.g7), pour B-schéma boîte (1.78), à savoir la résolution du problème (1.2&

I.24) donné par :
(  u1  -€ua t -0 ,  re l0 ,2 l , t>0

{  u (n ,0 )  :uo( r ) ,  n€ [0 ,2 ]  (1 .89)

f .  u(0,  t )  :  L ,  u(2, t )  = 0,  t  > 0.

où e : 1 ou 1/8 et la condition initiale est de type créneau :

(1.e0)

Comme précédemment, la solution exacte est calculée numériquement par le schéma. Le

paramètre p du p-schéma (1.78) est choisi P: -0.5 et satisfait les conditions d'existence,

d,unicité et de stabilité de la solution du p-schéma (condition (1.84)). Nous voulons vérifier

que le p-schéma boîte (1.78) atténue les modes oscillants présents dans la solution du schéma

boîte (l.BZ) pour O : I (voir les tests du Paragraphe 1.3).Nous observons lasolution donnée

par le p-schéma boîte (1.78) au temps ? = 2.10-3, puis !:2.10-2, avec un zoom sur la

partie oscillante.
. p:1 : Les données sont ,l '-: LlZ et p - 1, le pas d'espace est h -- 0.02,1e pas de temps est
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lc: hz - 4.10-4. Les Figures 1.16 et L.L7 représentent simultanément la solution exacte du
problème (1.23-1 .24) en trait pointillé et la solution calculée par le p-schéma (1.78) en trait
continu au temps ? - 2.10-3 (5 itérations en temps). Les Figures 1.18 et 1.19 représentent
également les solutions exacte et calculée au temps T - 2.70-2 (50 itérations en temps).
Afin, de comparer la solution du schéma boîte (1.37) et du p-schéma boîte (1.78), nous
représentons simultanément sur la Figure L.20 un zoom sur le segment [0.3,0.8] de ces deux
solutions boîte et de la solution exacte au temps ! - 2.10-3 et sur la Figure 1.21 au temps
T - 2.L0-2. Sur ces deux figures, la solution exacte est toujours représentée en pointillé, la
solution du schéma boîte (1.37) en trait continu et la la solution du p-schéma boîte (1.7S),
par des petits cercles.

. p: L/8: De façon analogU€, nous présentons les résultats obtenus pour p - 1/8. Les
données restent  inchangés:  d -L lZ,h:0.02 et  k-4.10-4.  On conserve Ê:-0.5.
La solution exacte et la solution du p-schéma sont représentées respectivement en trait poin-
tillé et en trait continu sur les Figures L.22 et 1.23 au temps ? - 2.10-3 et sur les Figures 1.24
et 1.25 au temps T - 2.L0-2. Les deux Figures 1.26 et L.27 offrent une comparaison visuelle
entre la solution exacte (trait pointillé),lu solution du schéma boîte (1.37) (trait continu) et
la solution du p-schéma boîte (petits cercles) aux temps respectifs T - 2.10-3 etT - 2.L0-2.

Pour ces deux valeurs d" lt, on constate que les oscillations sont immédiatement réduites,
sans perte de précision. Ici le coefficierLt P prend la valeur Ê : -0.5 pour les deux valeurs
d" lt, 1 et 1/8. Néanmoins, on pourrait choisir lpl proportionnel à la valeur de e. De plus,
rappelons, que le décentrement en P n'est nécessaire que pour 0 : L.

-35-



Le rrcJnéma de Keller pow l'fiuatioa de Ia chaleur

r Evolution des oscillations pour e - 1 :

- o É
- ulah

-ii 
o,G ot o.G 05 o.ct ot o.G 0.7 0.75 o,

Ftc. L.L7 p-schéma (1.78), p _ L,
T - 2.!0-3, F: -0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

0 0 2 0 4 0 t u t 1 2  1 . 4  1 . 6  l t 2

FIc. 1.16 p-schéma (1.78), p - 1,
T -  2.L0-3, f l :  -0.5.

-u*4.
-  u t l

--o 
ou oa ot û, 1 l2 lJa la 1t 2

FIc. 1.18 p-schéma (L.78), p'
T -2 .L0 -2 ,Ê : -0 .5 .

- r d

: 1.,

-i.s 
0.6 ora otg o.s o5E or 016 o.? 0.75 o.o

F tc .  1 .19  B -schéma  (1 .78 ) ,  p :1 ,
T -2.10-2, Ê: -0.5.  Zoomsur [0.3,0.8] .
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- u n
o û!.h
_ U Ë

/,

0.$ ora 0.€ 05 055 0.t 0lg 01 OJS 0l

- u r
o ûb.h

Ftc. L.20 - compaxaison schéma boîte
(1.37) et B-schéma boîte (1.78) p - L,
T:2.L0-3, p:  -0.5.  Zoomsur [0.3,0.8] .

r Evolution des oscillations pour e - Llï :

FIc. L.22 - p-schéma (1.78), p : Ll8.,
T -  2.L0-s ,  B: -0.5.

-fu 
o'l ort oË oi oio o.c 0.6 o.t t75 o,

Ftc. l.2l - compaxaison schéma boîte
(1.37) et B-schéma boîte (1.78) p _ 1,
T - 2.L0-', F: -0.5. Zoomsur [0.3,0.8].

\_

i 016 0t 0.c 0.t 0.t5 0l

Ftc. L.23 - p-schéma (1.78), p - Il8,
T - 2.10-3, F: -0.5. Zoom sur [0.3,0.8].
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Frc. L.24 - p-schéma
T -  2.L0-2,  Ê:  -0.5.

(1.78), p - Ll9,

t 055 0.t 0.6 01 075 0t

Ftc. I.25 - B-schéma (1.78), p - Ll9,
T -2. !0-2,  Ê: -0.5.  Zoomsur [0.3,0.S].

-i.r 
0.6 0r 0.G 05 oitt 0r 0.6 0.7 0.t5 0t

Ftc. I.27 - comparaison schéma boîte
(1.37) et B-schéma boîte (1.78) p : Ll8,
T -  2. !0-2,  0:  -0.5.  Zoom sur [0.3,0.8] .

o ,

@
I

I
{5

ar3 0,s 0t 0.{5 05 055 0r 06 0.7 0.?5 0l

Ftc. L.26 compa^raison schéma boîte
(1.37) et B-schéma boîte (1.78) , F : Ll8,
T -2.L0-3, Ê - -0.5. Zoomsur [0.3,0.8].

- | | D
o rbh
- 0 d
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CHnPTTRE 2

Quelques schémas boîte sur maillages
en triangles

2.L fntroduction

Les schéma.s boîte ont été introduits par H.B. Keller en 1971, pour des problèmes parabo-
liques [31J.Aprés l'étude au Chapitre 1, de schémas boîte associés à l'équation de la chaleur
en dimension L, nous souhaitons généraliser cette étude en dimension 2 pour un domaine
muni d'un maillage en triangles. Sur le principe de discrétisation introduit par B. Courbet
dans [1a] pour le problème de la chaleur sur des maillages en triangles, B. Courbet et J.-P.
Croisille ont introduit un schéma boîte de type volumes finis pour I'équation -Au : / sur
un domaine O maillé par des triangles [15], , ' ,
Dans ce chapitre, nous rappelons la construction et le principe du schéma boîte Courbet-
Croisille et son lien avec la méthode des éléments finis mixte. Puis nous introduisons des
schémas boîte d'ordre plus élevé bases sur les mêmes principes, pour lesquels nous prouvons
des estimations d'erreurs par rapport à la solution exacte du problème de Poisson. La partie
analyse numérique de ce travail a été publiée dans [19J. Quelques applications numériques
illustrent les résultats théoriques obtenus. Par ailleurs, signalons que la généralisation au
problème de Poisson avec tenseur de [15] a été établie par Chou et Co., [10J.

2.2 Rappels sur les méthodes mixtes

2.2.L Formes mixtes du problème de Poisson

Nous considérons un domaine polygonal O E R2. Le problème de Poisson défini sur CI
est : trouver u e Hl,(O) tel que :

! -Au=f  dansO
l .  u:0 sur l (2.1)

Si / € L'(A) et O g pz est un domaine convexe, le problème (2.1) admet une unique
solution u e H[,(O)nH'(O) telle que llull z,n < Clllo,n. Nous utilisons dans la suite les deux
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formes mixtes suivantes du problème de Poisson
(i) Laformulation mixte primale : trouver (u,p) e HË(A) x llai.,(Q) tel que

| (div p+ l,u)o,n :0 , Vu € 1,'(O)

t  @ vu,g)o,o=o,vsetr ' thl i '  
(2'2)

(ii) Laformulation mixte duale : trouver (u, g) e Lz(O) * (r'(O))2 tel que

| -(Vu,{)o,n : -(f ,u)o,n , Vu € I/ô(O)

t ù,ùo,n+ (div P,a)o,n: 0 , Yp eËo'"io) 
(2'3)

Rappelons également les deux formes mixtes usuelles
(iii)Laformulation mixte : trouver (u,p) e Hi(O) x (L'(AD'tel que

t 
-(p,Vu)o,g : -(.f,u)o,o'.Yl e rj(O) 

e.4)
1 @ - Yu,{)o,n - o, vq € ("(0))t

équiyalente à la forme variationnelle usuelle : (Vu, Vu)o,n - ("f, u)o,n avec P : Yu.

(iv) Laformulation mixte variationnelle : trouver (u,p) e Lz(n) x Hdi"(O) tel que

t 
(div P* Î,u)o,n : o , Vu € L'(A) (2.b)

t (P,q)o,n * (udivg)s,ç :0 , Yq e lra;"(a)

La solution (u,p) € I2(O) X IIai,,(O) de la formulation (2.5) est caractérisée comme étant

I'unique point selle sur V : L2(O) * I/ai"(O) de la fonctionnelle J

1
J(r ,q) :  i le l f i ,n+(divq+ f ,u)o,n-  (2.6)

La forme bilinéaire B définie sur I/ x V par 
I

B((u,p);(a,q)) : (P, g)o,n -F (u, divg)s,ç + (div p,a)o,n Q.7)

est symétrique, continue, V-elliptique ([16]), donc le problème (2.5) admet une solution

unique (u,p) eV qui est la solution de

B((",p); (a,q)) = (.f, u)o,o . (2.S)

Ces quatre problèmes mixtes ont pour unique solution (u,Yu), où u e Hà(A) n //2(O) est

l'unique solution de (2.1).
pour la preuve, on peut utiliser le théorème de Babu5ka-Brezzi, que nous rappelons.

2.2.2 Le théorème de Babu5ka-Brezzi

Le lemme de Babu5ka

Soient (Hr, (.,.) ,), (Hz, (.,.)r) deux espaces de Hilbert et B(',') une forme bilinéaire

continue sur Ifi x Hz.Soient J : H1 -> Hi et J' : Hz + Hl les deux opérateurs linéaires

continus associés à la forme B Par

B(ura) :  (  J ura )nL,nr= 1 J* uru' )117,g, (2'9)

Ona
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Théorème 2.2.t (Lemme de Babu5ka, [2J)
L'opérateur J : H1 + HI est un isomorphisme si et seulernent si les deun conditions (i) et

(ii) sont satisfoites
(i) il eniste une constante C > 0 telle que

sup B(u,u) > Cll"llt , Vu € Hr

(ii) si u € Hz est tettle orr";.;]ï: 0 pour tout u € H1, ators, : 0.
De plus, la constante de continuité de J est LlC.

Cas particulier où H1 - Mr x X1 et Hz - M2 x X2

Dans le cas particulier d'espaces de Hilbert produit,Brezzi [3], Nicolaides [35], Bernardi
et al. [7] ont prouvé le Théorème 2.2.2 que I'on peut déduire du Lemme de Babu5ka. Soient
(Mr, (.,.)r,), (Xr, (., .)x,), (Mr, (.,.)rr), (Xr, (.,.)r") quatre espaces de Hilbert. Définissons
les espaces produits I/r - M1 x Xr , et H2 - M2 x Xz, munis des normes :

l l(p,r)llr, : (lhll*, + llrll,,,,)' ' ', vk),u) e H1

ll(q,r)11", : (lloll", + llrll^a,)' ' ', v(s, u) e H2.

Soit B la forme bilinéaire définie sur .E[ x H2 par

B((p,u);(q,u))  :  a(p,q) *  ôr k ' ,u) + bz@,u)

(2.10)

(2.11)

où
o o est une forme bilinéaire continue définie sur X1 x Xz,
o h et b2 sont des formes bilinéaires continues définies respectivement sur M1 x X2 et
M2 x X1.
Définissons les espaces noyarDc Vr, Vz

V1 ={peXr lbz(p , tù :  0 , Yp e MzI ,
VÀe MrI . (2.12)Vz - {q e Xzl br(q, À)

Soient lz, trtr2t des formes linéaires continues définies respectivement sur X2 et M2. On
considère le problème : chercher (p, u) e Xr x Mr solution de

I a(p,q) * ôr (q,u) = ( lz, I ) ,Yq €, X2

I h(p,u) : ( rTL2, u ) ,Vu €, M2
(2.13)

Théorème 2.2.2 Le problème (2.13) odrnet une unique solution (yt,u) qui dépend continûment
des données (lz, mz) e XL x Mt si et seulernent si les conditions suiaontes sont aérifiées :
(i) il æiste une constante a > 0 telle que Yq € Vz ,

sup a(p,q) 2 ollqllx,,
p€Vr,llpllx, <1
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(ii) pour tout p € Vr,

Yq€ .V2 ,  a (p ,q ) :0  +  p :0 ,

(iii) iI eoiste une corwtante 0, > 0 te|Ie que

o'"'ltlllt",s'ôt 
(q'u) > fl'll"llt' ' vu € Mr'

(i") it esiste une constante P2 > 0 telle que

o.x,TrlP" ,srh(p'o) 
2 Êzll'llu" vu € Mz'

Les deux formes mixtes (2.2), (2.3) entrent dans ce cadre :
(1) Soient les espaces de Hilbert X1 : I/ai"(O), Mt : Hot(O) , Xz : @'(q)' et
Mz: L'(A). Le problème (2.13) associé à la forme mixte (2.2) est : chercher (p,u) € X1xM1
solution de

(2.r4)

équivalent à

(2.15)

pour les formes bilinéaires continues a(p, q) : ' (p, g)g,n, br(q, u) : - (Vt , Ç)o,o et
b2@,u): (div p,a)o,n. Les hypothèses du Théorème 2.2.2 sont vérifiées, [16J, en effet :
Les espaces Yl et Vz définis par

V1 - {p e IIai"(O) | (divp, u)o,o - 
'0 

, Ya e Lz(O)}
Vz-  {qe ( I ' (O) ) ' l  - (V" ,q)o ,n :0 ,  Vu€Hô(O)}

satisfont V - Vz - V. Donc pour tout Q € V, on a l'égalité

(2.16)

o.,r,l|1fl, nsrob'q) 
- llqllo'n

Ainsi, les hypothèses (i) et (iù du Théorème 2.2.2 sont vérifiées. D'autre part les hy-
pothèses (iii) et (iv) du Théorèm e 2.2.2 sont les conditions "inf-sup" associées aux problèmes
mixtes standards (2.a) et (2.5) pour las couples d'espaces (M,X): (I/or(O), (f'(O))t) *t
(M, X) : (I/ai.,(O), f'(O)).
(2) Soient les espaces de Hilbert X1 : (f'(O))' , Mr : L'@) , Xz : I/ai'(O) et
Mz: flJ(O). Le problème (2.13) a^ssocié à laforme mixte (2.3) est : chercher (p,r) € Xr xMr

solution de

équivalent à

(2.17)

(2.r8)

pour les formes bilinéaires continues a(p, q) : (P, Q)g,n, br(q, u) = (div q, u)o,n et
bz@,u) : -(Vu,p)0,o. On montre de facçon analogue que les formes rz, b et bz ainsi définies
vérifient les hypothèses du Théorème 2.2.2.

I  (P ,Q)o,n- (Vr ,g)o ,n :  o  ,Yqex2
t (divp, u)o,n : -U,u)o,o ,Vu €, M2

I a@,q) * ôr (q,u) - 0 ,Yq e X2
t ht(p,u) : -(f ,u)o,n ,Vu E M2

I (P,q)o,n + (div Q,u)o,n - 0 ,Vq €' X2

t -(vr,P)o,n : -(/ 'u)o,n ,vu € M2

I  a(p,q) * ôr (q,u) :  0 ,Vq € X2

t br(p,o) : -U,?,)o,n ,Vu € M2
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2.2.3 Notations géométriques

Dans toute la suite, on suppose que le domaine O est connexe et convexe K désigne un
triangle quelconque, d'aire notée l^ffl. La Figure 2.1 représente les données d'un triangle K.
Soient :
o hx : diamètre du cercle circonscrit à K.
. px : diamètre du cercle inscrit dans K.
1 oK : M ) I : mesure de la non dégénérescence de K.

^9g

Ftc. 2.1 - Données géométriques d'un triangle If

Soit Tn un maillage en triangles du domaine O de paramètre de discrétisation

h - m?thx.

Tn estdéfini tel que O - U K. Nous supposons que le maillage est uniformément régulier

c'est-à-dire: 
KÊTn

c h :  maxhn - r  0
K€Tn

r il existe deux constantes a ) 0 et r ) 0 indépendantes de h, telles que

rhshx lopx.
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Ftc . 2.2 - Vecteur normal à l'a,rête o

Le vecteur normal unitaire à une arête a de K orienté vers I'extérieur est noté'vorle vecteur

tangent est noté ro (Figure 2.2), tels que (uo, ro) forment une base orthonormée directe'

Soient K1 et Kz deux triangles d'arête commune a,. Le saut d'une fonction u à travers

l,arête a est [r] - ,t)Kz,o-uKtar où uci,aest la valeur de u le long de I'arête a dans le triangle

Ki, i - 1, 2. Le gradient d'une fonction I e H'(O) est V/ : (ïrf ,ilof ), son rotationnel

est rot f - @nf ,- arf ). Lr rotationnel scalaire d'une fonction vectorielle (/r, /2) est noté

de façon identique, défini par rot( fr, h) : ùsh - ùrfz'

L,ensemble des arêtes du maillage noté A - y{o U,,4i est constitué des arêtes frontières '40 et

des arêtes internes,4+. Nous notons NAr le nombre total d'arêtes, NAt le nombre d'arêtes

frontières et NAile nombre d'arêtes interns, NP, le nombre total de noeuds du maillage,

N n le nombre de noeuds internes du maillage. N E désigne le nombre de mailles de la

triangulation Tn. Les relations d'Euler pour le maillage sont :

NE -  NA* NP: 1 et  ïNE :  NA + NAi . (2.1e)

2.2.4 Quelques Lemmes et Définitions

Les espaces de polynômes de degré total k sur K sont notés Pk (K). Pour a e L2 (K),

flku désigne la projection orthogonale de u sur Pe(K) tel que

vs € Po(K).
l*@ro-u)qds-0,

Lemme 2.2.! (Interpolation' [23]' [30])
Il esiste une constante C > 0 indépendante du triangle K telle que

( i ) s iueHk+t (K) ,

lu -I lkal*,x <CofthlT'-^lol**r,r,  0 1m < k+ 1

( i i )  s ia e HI+t(K),  1 (  I  <k

lu -IIeu l^,x < C ofr h'I'-*lolr*r,*, 0 1 m S I + f

(2.20)
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o

Flc. 2.3 - Maillage du domaine O

Soit Po(") la restriction à l'arête e des polynômes de degré k. Il.-désigne la projection de
L'(") sur Pe(e). Rappelons le lemme suivant

Lemme2.2.2(Interpolat iond'arêtedeCrouzeix-Raviart |22|)
Soit e e N, Ym € N tef que,01mSlr, i l eri,ste une constanteC > 0 indépendante de K
telle que pour tout ô e H'(K), a e H^+'(K),

t I oo - nlùd,ol s co* hfr*'lôlr,xlrl**,,*.
J e

Rappelons le patch-test au sens de Irons etRazzaque [22], [32J, [43J. Il s'agit d'une condition
de recollement des espaces de polynômes totalement discontinus au niveau des arêtes du
maillage.

Lemme 2.2.3 (Patch-test d'rrons et Razzaque, l2zl, [92J, [49])
Un espace d'éléments frnis Vn, sous espoæ, aectoriel local de Ph sotisfait le potch-test au

serw de lrons et Razzaque si : pour tout an e V6, ofl a

(i) Va e Ai, 
I,rUpd,o- 

o, Vp e pk-r(a)

(i i) Va € Aa, 
I"ropdo= 

0, Vp eP*-t(o).
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Rappelons le théorème suivant, eu€ I'on retrouve par exemple dans [16J' [34]' qui est la

version discrète du Théorème 2.2.2 de Babu5ka-Brezzi. On définit les espaces de Hilbert

discrets Ki,n : X;,n x M;,n et H;51 : H; * Ki,h, où I/d est I'espace de Hilbert produit

Hi - X; x M;. L'approximation du problème (2'13) est :

chercher (pn,un) € Xr,n x M\n solution de

! an(pn,qo) + h,n(qn,un) - ( lz,n, qn), Vgn e Xz,n 
Q.zz)

I b2sr(Pnran) : ( rrùz,h, an ), V an € Mz,h

où
o ahtb1,1 et fo,6 sont des approximations des formes bilinéaires a, bt erb2 de la Section 2.2.2-

o lz,h et m2,6 des approximations des formes linéaites 12, my

Soit B6la forme bilinéaire discrète définie sur H\n x H2,6 prt

Bn((pn,un);(q,,, rr,)) : an(Pn, gr,) * br,n(qn,ra) * bz,n(pn,an)' (2'23)

Résoudre le problème (2.22) est équivalent à trouver (pn,uù € X\nx M\h tel que

Bn0pnrun); (qn,ro)) :1 lz,h,gn ) + I rrtrz,h,uh ), V (qn,on) € Xz,n x Mz,n' Q'24)

Soient les espaces noyaux discrets de dimension finie :

Vr,h: {pu e X\ni bz,n(on,Pa) = 0, V an € Mz,n}- ,
Vz,,n:tqi. xr'i;u;;i"^,'qii=0, v;;eur.iî 2'25)

Théorèrrre 2.2.3 (Babu5ka-Brezzi discret - Condition '6inf -suptt)

Le problème (e.gg) admet une unique solution Qt6,u6) continûment dépendante des données

(Ir,urmz,n) € XL,o x Mi,n si et seulement si les conditions suiaantes sont aérifiées :

(ù it æi,ste une constante o > 0 indépendante de h telle QU%

o^.r,,rÏË1,*,,^ .rou(Pn' 
qn) à "llq"ll"''o

(ii) dim M\n* dimXr,r, : dim Mz,n * dim Xz,n

(iiù iI esiste une constante fu > 0 telle que

qoexr,^:jl;|16r'(1 
b''n(qn''n) >- Ê'llu;lt''u ' Yun € Mt'n

(iu) il æiste une constonte flz > 0 telle que

sup h,n(pn,oo) ) grllrnllrr,^, Yan € Mz,n
pr,€xr,a,l lPt l lxr,u ( I
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2.3 Principe des schémas boîte

2.3.L Introduction

Dans le cadre de l'équation de la chaleur, B. Courbet introduit un schéma boîte sur
maillage triangulaire [14]. L'idée principale consiste à évaluer la moyenne par maille de la
quantité conservée p en fonction de ses valeurs à I'interface de la maille. On obtient ainsi
une formulation compacte du schéma : la moyenne ne dépend que des valeurs de u et p
prises sur la boîte. La discrétisation des équations ne se fait que sur une maille, ce qui est
particulièrement intéressant pour imposer les conditions limites sur la frontière. Sur cette
idée, B. Courbet et J.-P. Croisille ont introduit le schéma boîte [15J. Ce schéma fait le lien
entre le schéma boîte algébrique de B. Courbet [1a] et les schémas de type éléments finis.
Dans un premier temps, nous définissons les espaces d'éléments finis dont nous aurons besoin.
Nous rappelons ensuite le schéma boîte de B. Courbet et J.-P. Croisille [15J.Nous décrivons
enfin quelques principes généraux de constmction de schémas boîte

2.3.2 Ltespace Pr non-conforme de Crouzeix-Raviart

L'espace Pl non-conforme de Crouzeix-Raviaft, [22], est I'espace des fonctions affines
par morceaux, continues aux milieux des arêtes internes et nulles aux milieux des arêtes
frontières. Il est noté :

Pl" ,o:  
{ro e Lz(o),  aux e Pr(K),v K €Tn, looudo 

- 0,  v a€ 4,

l " lou ldo-0 ,  VaeAb] r  ,

Lemme 2.3.1 (Fonctions de base de ltespace Pr|",')
(i) Les degré,s de liberté de l'espace P1",, sont les fortnes linë,airvs {Io}oç4, où lo est défini

par :

V ur € PL,o,

où Mo est le milieu de l'arête a.
(ii) Lo base globale de I'espace P)r,o est Qto)oç,pn où po - 1 - 2Às,
coordonnées barycentriques du point (*rù por rapport au sotnmet S
(Figul 2.il.
(iii) En particulier, I'espace P)",0 est de dimension N A;.

Par définition I'espace Pk,o satisfait le lemme suivant :

Lemme 2.3.2 (Patch test pour Pr,l",o)
L'espoce P]",0 satisfait le potch-test d'Irons et Rozzoque : pour tout an € Pl",o, on a les

relotions

(i) Va e,h,

(ii) va € Aa,

1 1
I"(an): 

iA J"rodar 
- un(M),

(2.26)

(2.27)

Às(s, U) designe les
opposé à I'arête a

l ,rUptu- 
o, p e Pt(a) ,

I "oopdo- 
0,  p e Pt(a)  .
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51

Sz

Ftc. 2.4 -Degrés de liberté de P;r"

Soit la semi-norme | . lo définie sur Hd(O) + P|,0 par

lul?,n: t lvùl?,*
{eTn

où l. lr,r est la semi-norme I sur un triangle K. ,, '

Lemme 2.3.3 (Inégalité de Poincaré discrète pout Hi(Q) + PL,o, [30])
II eciste une constante C qui ne dépend que de Q telle que

lrlo,u < Clulr,h, Yn, e Ht(O) + P)",0.

Preuve :
Soit u e H[,(O) + P],",0. Alors,

lr lo,n: sup l(u,g)o'nl

s€Lz(O) lgl0,O

(2,28)

(2.2e)

Soit g e Lz(O), Jp e Ht (O)'tel que divp - g et l lpl l t ,n < Clglo,o.En remplaçantg par
sa valeur, puis en intégrant par parties, on obtient

( r ,g )o ,n  : (ud ivp)s ,e : - I  I  O" .pdx+t  t  p 'uud,o  (2 .30)
? J* ? lax-

I t I*o"'pdrl S l,rl,,u lplo,n .

T
(i) L'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d'estimer l(/)l :

UI)
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(r/ Puisque p e Ht (O)'fl I/ain(O), sa composante normale le long d'une arête interne a est
continue, (/I) devient donc :

( I I)  :+ 
Ir.p' t ,ud,o: à I"r. t /ortrd,o 

- 
àl,p-uaruldo 

(2.81)

Soit m - 
ùLP'uofu € Po(o) la moyenne de p. ua le long de I'arête a. L'espace

Hot(Q) * P,,r",o 
'sàtisfait 

le patch-test (Lemme 2.g.2), donc

I rmudo :  0 ,  Vae ,Aa
T:mï" ldo:0,  Vae.Ai .  Q'32)

L'égalité (2.31) devient :

T |r.p' 
u u d,o : 

à l"W' 
vo - m) u do- 

à l"u 
- uo - f. u) lrJdo

: t I fw.ue-wùudo
K  e e ï K { e

Le Lemme 2.2.2 donne I'estimation
I

| | (p . ve - Tu") u dol < C hx luh,x lplr,*
J e

l ( / / ) l  :  lD, I  p.uudolSsChlulr ,nlpl , ,n
K JAK

Quelgues æhémas boîte eur maill4ges en trianglæ

Ainsi,

Finalement,

l(r,g)o,nl S (c hlplr,n+ lplo,n)lrlr,u < Clulr,r, llpllr,n
Ot, llpff r,o ( C(O)lglo,n, d'où le résultat annoncé.

En particulier, nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.3.4 La semi'norrne d'energie l.lr,r, est une norrne sur l'espoceHj(O) * pl",o.

2.3.3 Ltespace R7û de Raviart-Thomas

L'espace W est I'espace de Raviart-Thomas [39] de plus bas degré. II est défini par

Hro: {nu€r/ai"(o),vK eTn,qux€ (p'(K))r+ po(K) ( :  )  t  (2.ss)' \v /  t
La composante normale d'un élément q de æ est constante par arête. De plus
HIû E I/ar"(O), oD a en particulier la continuité le long d'une arête interne de la com-
posante normale d'un élément de W. C'est-à-dire, si a = ïKrfi|Kz est une arête interne
du maillage, des triangles Kr et K2

Ph,Kr(c)' uo * Ph,K2(") . ua : 0, Vx e, a .

t

On en déduit
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Lemme 2.3.5 (Fonctions de base)

(i) Hp est un espace aectoriet de dirnension N A, dont les degrés de libetté sont les formes

linéaires {Lo}oee, où Lo est défini p&r :

L,(qn)= 
à I"ou'uodo, 

vsr, e HIû.

(ii) Lo base globale de I'espace Rf est (P)o€At où Po est défini par :

Po@, Y) : PYr,o(fi , Y)il x, - Pxr,o(fi ' a)il x"

et sur chaque triangle K, Px,o est dé'fini par

Px ,o (s ,y ) := }  (  : - i t  \
Ml \ s-y' ) '

où s désigne touiours Ie sommet opposé ù I',orête a (Figure 2.5)-

(  d ivp* . , f  :0 ,  surO

{  p-Yu:0 ,surO

t  u :0 ,  sur  l .

Ftc . 2.5 - Degrés de tiberté de nfo(.Pf)

2.3.4 Le schéma boîte de courbet et croisille

Illustrons la méthode boîte, dans le cas du schéma boîte de Courbet et Croisille' [15J'

Après introduction d,une variable auxilliaire p : YU, le problème de Poisson homogène

(2.1) devient

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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On intègre les équations (2.38) sur chaque cellule K du maillage. On obtient Ie système
(2.39), dont la solution continue (u,p) de (2.38) est solution

(2.3e)

Approchons les inconnues du problème continu u et p respectivement par les inconnues
discrètes ua e Mt,n et pn € Xr,à, où M1,6 et X1,t. sont des espaces d'éléments finis appro-
chant les espaces continus Hgl(A) et I/6;r,(O). Considérons le problème approché: chercher
(un,pn) ê M\n X Xr,;, tel que

VK eTn

YK eTn (2.40)

En appliquant la formule de Green sur un triangle K, l'équation (2.40) devient :

à |"oo' 
u"do+ llrltto.f : o, VK e Tn

l / ( l ( t lop n)x -à 
U""^*) 'r-  

o ,  vK ÇTn

urF - 0.

Cette réécriture du problème fait apparaître un choix naturel de degrés de liberté pour ?,16
et pn donnés par les moyennes d'arêtes :

undo, Ye €, A

,. u"d,o, Ye e *4
(2.42)

Pour que le problème discret soit bien posé, il est nécessaire de choisir des espaces d'inconnues
Mr,n et Xyl, tels que le nombre global d'inconnues soit éSal au nombre d'équations du
système (2.41). C'est-à-dire 3NE * NA6 équations, ou encore 2NA équations (en utilisant
la deuxième relation d'Euler). Le choix de ZNA inconnues suggéré par (2.42) satisfait donc
la relation

nombre d'équations discrètes : nombre d'inconnues discrètes.

D'autre part, les degrés de liberté donnés par (2.a2), correspondent aux degrés de liberté des
espaces Pl",o de Crouzeix-Raviart défini au paragraphe 2.3.2 et ft 7m, l'espace de Raviart-
Thomas de plus bas degré défini au paragraphe 2.3.3. Choisissons don c Mr1 : P]",0 et

r f

I  Jr(divP+ f)dn :0, vK eTn

I J.t'- v") d'x : o ' YK e Tn
l  ? / ; r :0 .

t  [{aruro+ild, :  o,
) 'f

I  l*@u-Yu)dr 
: o'

(uF  :0 .

(2.41)
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X\n : RTo. Revenons à la formulation (2.40). Elle est encore équivalente à chercher

(un,pn) € P,l",o x ffi tel que

t  D| .d ivp6+/)  and'n-o '  u7 '€ Po
I T'r

I + I"@n 
-vur') 'Qndx=' o ' 8n € (Po)''

Notons ' 
*r,h: {on ,(r'(o))' ; 8n1* €. (po(K))' , v K e ro}

(2.43)

(2.47)

(2.44)

le sous-espace vectoriel de R2, des polynômes constants par triangle, totalement discontinus,

de dimension dim Xz,n : 2N E et

Mz,n : {oo€ 
I2(o) i untx e Po(K), v K e fn} (2.45)

l'espace des polynômes constants par triangle totalement discontinus, de dimension

dim Mz,n: NE. On note aussi ces espaces (Po)' et P0. Le problème (2.43) se réécrit :

chercher (un,pn) € M\n x X\n tel que

( I / (airn Pn* iland,n:g , an € Mz,h
lz -
{ 7'f (2.4G)
I I I @u- Vur) . Qndr == 0 , 8n €, Xz,n.
l t  

L .JK" "  
"

Définition 2.3.1 (Le schéma boîte de Courbet et Croisille)

On définit le schéma boîte suiaont associé au problème de Poisson (2.1) comme étant le

problèrne discrvt : chercher (u6,po) e PL,o x ffi tel que

(  t  [@i rou+i lu1,d ' r= '0 ,  YuT,ePo
J TIx

I + l.@o 
- euo) 'sndx: o ' vqn e (Po)' '

C'est une formulation mixte de type "Petrov-Galerkin", c'est-à-dire que les espaces d'aP

proximation M1,h : Pl",o et X1,1 : HTo sont des espaces d'éléments finis, distincts des

esprrces test M2,7r: P0 et Xz,n: (Po)'. L'espace discret Xr,;, est un espace d'éléments

finis de type conforme (Xr,a ç llai.,(Q)) mais l'espace M\n est de type non-conforme

(Mr,o ç HË(O)).

Lemme 2.9.6 Les espaces d'inconnues et les espaces de fonctions test satisfont la relation

d'égalité des dimensions :

dim P)n,o* dim R7û : dim Po + dim(Po)2
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Par la suite pour définir des schémas d'ordre plus élevé, nous veillerons à choisir des espaces
Mr,h, X\h, Mz,n et X2,Tl satisfaisant la relation d'égalité des dimensions des espaces

dim M\h * dim X\h: dim Mz,n * dim Xz,n (2.4e)

Lemme 2.3.7 Le schéma boîte (2.47) o une unique solution (un, pn) € P,l",o x ffi.

Preuve :
Rappelons brièvement lapreuve, [15].Le problème (2.47) est linéaire avec autant d'équations
que d'inconnues, il suffit donc de prouver que I :- 0 impliqu€ u; : Q et pn : Q. D,après
la définition de .R?t, f :,0 dans l'équation (2.47)r entraîne que divp611ç - 0, sur chaque
triangle K, donc localement, p611ç € (Po(K))z. Le choix Qn - p6 dans l'équation (2.47)2
donne D;ç lpol'1,* - 0, c'est-à-dire p1- Q. D'autre pafr, yunlx e (po(K))2, donc le choix
8n - Yun dans l'équation (2.AT)2 donne Vun - 0. Donc ?16 est constante par triangle, oD
conclut Que u2 : 0 en utilisant la continuité de u1, au milieu des arêtes internes et la nullité
de u1 au milieu des arêtes frontières.

Proposition 2.3.1 Le problème (2.17) est équiaolent à chercher (u6,pn) e PL,o x æ tet
que :
(i) un € Pl",o est solution du problème :

I(V*, Vur)o,K : ltnt/r x,un)o,x , Yun E Pi.,o
K K I

(ii) pn est donné localement par

pux(x):YuHx(")- ryt

! {nol  ,an)o,x.  
à |"ou'  

t /o 'uhdo -,à 
|"ou'uo[uf ldo

(2.50)

(2.51)

où Gx(nx,yx) est le centre de graaité du triangle K.

Preuve :
(i) Soit un € P)",0, en prenant q6 - Yun € (Po)'dans l'équation (2. \2, puis en intégrant
par parties, on obtient

D(v"r, vun)o,r : I(Fu, Yun)o,x' K  
K

:  -  
f  ta iv pn,an)o,x-. F f Â. t
*,(otu 

ph,ah)o,x * 
+ l r.pn 

. u un do

Puisque p1 € RTo(K), sa divergence est constante par triangle. Donc l'équation (2.47)r
implique que div p61y : -(no/)|r . D'autre part, p1, vérifre la relation (2.34) de continuité
de la composante normale de pn, donc (2.52) est équivalente à

(2.52)

f (v" n,Yun)o,x :
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Or,pn.uoÇPo(o) etu6€.P]" ,s ,enpart icu l ier  Ïoph. t to1)hf lsr :0s iaestunearêtefront ière
et flopn. uolulrldo: 0 si a est une arête interne. Donc

I(v"n, vur)o,r : ftuol,un)o,x
K K

(ii) Le flux discrct p^ e HTv(K), est donné localement par

pnlx: (Ilopr,)r* + ry G -îi )
Nous avons vu précédemment que divp616 : -(no/)fr. L'équation (2.47)2 implique que

(Ilopn)',, ' - (IIoVuo)W:Yuux, puisqueYu6ly €.P0(K). D'où on déduit le résultat. I

Proposition 2.3.2 (Stabilité)
La solution (u1r,pn) e P,l",o x ffi du schéma (2.47) uérifie

lf rrollt,r, + llpollot*,,n < clllo,n

Preuve :
D'après la formulation équivalente de la Proposition 2.3.L,Ie choix uh : u6 dans l'équation

(2.50) donne

lrult,o < c l/ lo,n.

En utilisant le Lemme de Poincarê 2.3.3, on déduit que

;lurllr,a S c Vlo,n.

(2.53)

(2.54)

De plus l'écriture locale dt pn (2.51) donne lpr,lo,n S lrult,u + C h l/lo,n. Ce qui donne en

combinant avec (2.53)

lpolo,n < c l/lo,n.

De plus, div pnlx: -(IIo/)t*' on en déduit donc que

llpullot",n < c l/lo,o.

D'où le résultat.

Cette combinaison des espaces P,nl",s et HIo dans le schéma boîte (2.47) donne une bonne

approximation à la fois de I'inconnue scalaire u et de I'inconnue de gradient Vu. En effet :

Proposition 2.3.3 (Estimations dterreur a priori)

Soit (u,p) € /4(O) x I/ai"(O) la solution du problème continu (2.2).Soit

(un,pn) € PL,o x ffi, la solution du schéma boîte (2.47). Si u € I/2(O) 
"t 

f e H'(O)'

alors on o les estimations d"etreur suiaantes :

( i )1"-u11lr , r ,  (  Chl f l r ,n ;  Ui) lu-unlo,o <Ch' l l lo ,n
(ii i) lp-polo,n S Chlllo,n ; Ua)lp-polat",o <C hl/lt,o
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Preuve :
Rappelons la démonstration de [15]. Nous supposons que u e Hz(o).
(i) Notors tlt la forme bilinéaire définie sur I'espace r/or(o) + P,l",o par

an(u,u) : f(V", Vu)0,r, Vu, a e Htt(O) + P).,0.
K

Pour tout an € Pl",o,on a

lu - unft,n S lu - anlt,n * lru - anft,n

Or, par définition de a1,

luu - onl?,n : an(un - uht un - an)
: an(un - Lt ru6 - ru) * ou(u - uhtun - an)

Donc

luu - unlr,n
uL€Pj",q luu - unlt,n

(2.56)

(2.57)

(2.58)

ce qui donne :

lu - unlr,n s ,,^L?1 
.,olu 

- wnlr,n * sup
wn€P],

lan(un - u, wn)l
l*nlr,n

(D
acrO

(I I)

o Estimons I'erreur de consistance (//). Soit wn € Pl",o,

an(un-u,wn) -  
+l"V(ru 

-u).Yw6dn

: I  I  oun.yuthdÆ-|] .  I  ou.yw1,d,r
7r* ?l*

Soit encore, puisque u6 est solution de la formulation variationnelle (2.50)

an(un - r.t,ru) : f tnol ,wn),,x. 
? I*o"wnd*- F |u*(ou 

. v) w1,do (2.be)

Or, -Au: f dans L'(n), donc

an(un-u,wn) r  I  mor- i lwndr-3 
Iu*Fu.u)w1,do 

(2.60)
+r J K\"

Notons Lrla forme linéaire définie sur l'espace I/j(O) + P)",0 par:

L,(wn): f fu*Fr. 
u) w1,do , Vu € r4(o) n H2(o)

K
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Estimons le term E Lu(rn) pour u e H[(O) n A2(O) :

Soit Po(o) la restriction à I'arête o des polynômes constants. On définit la moyenne de u sur

I'arête a par A : I [ou d,o e P0 (a). Or, P]",osatisfait le patch-test (Lemme 2.3.2), wn € P]",0

et@, e Po(a), ce qui donne

I"or. 
uolwniflpr - 

1"F". 
t/@ -W" u) lroldr, a € .4i

et  

Io r . t l a tDh f l , , r :  [ (o r ' t l o -W, ) rudo ,  
aeJ* .

Jo Jo

Ainsi, l'équation (2.61) est équvalente à :

L,(wn) - -F*|"(o"'r,e Wuïlw*ld,o

-à I"F"'vo-w'n)wndo (2.62)

: t t l ' (o".,e-W)wndo
Ke eeflK u e

En appliquant le Lemme2.2.2 (k: 0, ffi:0), on obtient I'estimation ''

I f.tv"-ue 
-W7A wntul < c ox hxlur6lr,rlvrl,,*

L"(wn) est donc majoré par :

lL,(rr)l S Cr hl*nlr,nlulz,n (2.63)

Estimons maintenant le terme F I Uo t - ilwnd,r.
?Jx '  

'  r ' ' -

Par définition de II0, opérateur de projection sur les polynômes constants,

I I rno r - il w1,d,x- - t I t (rn - rrow1,) dæ -
? J " r - ' J  

r t w f t w w  
? J * '

Ainsi, nous obtenons en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'estimation (2.20) :

lt l*W't 
- flw.,dnl s I l/lo, xlwn- Ilo'ulo,*

K

S CzHf b,nlrolt,o (2.64)

L,(wn): E Iuu*Fu. 
u) wnd,o :- 

à I"ou'uolwnld,o 
*à 

I"o"' 
vottl,do (2.61) 

iK
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Donc en remplaçant (2.63) et (2.64) dans (2.60), on a I'estimation de ay,(uh - utwh) : pour
tout wn € Pln,o

lon(uu - r.t,ru) f

Donc ( I I )SCâl l lo ,n .
o D'autre part, en notant IIi l'opérateur de projecti on P2-Lagrange des fonctions de L2 (A)
sur I'espace Prl,o et par inclusion de Pj,o dans Prl",o, on obtient I'estimation de I'erreur d'ap
proximation (/), donnée par le Lemm e 2.2.!,

(/) : 
_^l?1",, lu - wnlr,n < fu - nlrlt n S Cshlulr,n S CsHfb,n

Ceci nous permet de conclure en regroupant les termes (/) et (Ifidans (2.58) que

lu -un l t ,n<Ch l l l o ,n

Nous avons ainsi démontré I'assertion (i).
(ii) Ce résultat se démontre par un argument de type Aubin-Nitsche. Nous ne démontrons
pas ce résultat dans I'immédiat. Cette démonstration est analogue à celle réalisée dans la
preuve de la Proposition 2.5.2, que nous détaillerons au Paragraphe 2.5.
(irr) En utilisant l'écriture locale (2.51) d" pu et la définition de p, ot obtient I'inégalité

lp - pol\,n
K K a l

En utilisant (r), ott déduit l'assertion (iii).
(iu) lp - pr,l3ir,o : Dr I divp - div pnlzo,x.Or, nous savons que Ie flux du problème continu
vérifie divp : -f , d'autre part, nous avons vu précedemment que divplrly: -(flo/)lr. On
obtient donc lp-pnl!,",n: Ir lT - tlo/lfi,r.Le Lemme2.2.L (i) permet de conclure. f

De plus, la solution du schéma boîte (2.47) est donnée en fonction de la solution du problème
classique de Raviart-Thomas : chercher (û6, Fù e P0 x ffi tel que

I (divPl, + f,ùa)o,n - o, vûp, € Po
t (Fn,[n)o,n - (tr, v' Qa)o,n - o, vqn e W (2.65)

Proposition 2.3.4 (Lien avec le problème mixte classique de Raviart-Thomas)
Soit (rtn,Fn) la solution du problème rniste clossique de Raaiaft-Thornus (2.65), alors Ia

solution (un,pn) du schéma boîte (2.17) est telle que :

pn: Fn et ûh:Ilora * * f (no/)* R*f,*
. K

où Ry est le rayon de giration da trùangle K, c'est-à dire Rzy: ÉT I*lld *ril'dr , G1ç
étont le centre du triangle K.
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La preuve de ce résultat est donnée dans [16J.

Dans le cas plus général du problème de Poisson avec tenseur de diffusion, Chou et al.

[10] ont généralisé le schéma boîte (2.47) pour le problème

f -div(KVrr) : f , sur O

t ,, lôt,- ,u, r 
t .É (2'66)

Ils proposent le schéma suivant : cherch et (u1, pn) e Pl",o x Rf solution de

I f ,*(div pn* f ,an)o,x:0 ,  Yun e Po

t D*@u - KYun,sn)o,x= o , v; â (Po)' Q'67)

qui admet une unique solution. telle que

Itrcv u1r,Yu7,)0,K : f tno/r x,un)o,x , Yan € Pl",o
K K

pntx(x): llorcrr Yu4v(x) - 
ryt

Grâce à cette formulation, ils obtiennent des estimations d'erreur similaires à celles obtenues

dans la Proposition 2.9.3, mais dépendantes de llrcll*.

2.9.6 Principe général des schémas boîte

Soient M\n et Xr,r des espaces d'éléments finis pour les espaces de fonctions inconnues

u6 et pn, approximations de la variable primale u et du flux p du problèmé (2.2). Dans la

suite, les espaces M1,1, et X1,1, d'approximation des espaces IIol(O) et I/ai"(O) seront de type

non-conforme, puisque X\n L Hain(O) ou M\n g Ht(O).

Soient les espaces f$(O)+Ml,h et I/ai.,(O)+X1,h, rnunis respectivement des normes dépendantes

du maillage :

l r lrr: (I lv ul1,*) ' ' '  , l lr l l , ,o: ( lrtf i ,o* lul?,o)' ' '  ,  vu€rlo'(o) *Mt,n. (2.68)
K

lplai",n: (t ldiv nllo,*)'/ ' ,l lpllo,",r,: (hl8,n+hl3*,0) 
' ' ' 

, voe f/ar(o)*xr,n. (2.69)
K

Les espaces de fonctions test, notés Mz,n el X2,7, sont des espaces de polynômes totalement

discontinus par triangle.

Définitïon 2.3.2 Le schéma boîte associé à la formulation miste de type Petroa-Galerkin

(2.2) s'écri,t : chercher (u6pù e M\n x X\n tel que

( t /-to iupo+ /) und,r: o , vun € Mz,n

{ : 
'f (2'70)

I t l-.W^- vun) 'Qndr = o, vsr, e xz,n
I,. T JK
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Pour que le problème (2.70) soit bien posé, les espaces M46, Xr,h, Mz,h, Xz,n doivent satis-
faire la condition nécessaire (2.49) donnée par :

dim M\h * dim X\n: dim Mz,h * dim Xz,n

Une des difficultés réside dans le choix des espaces My71, Xr,h, Mz,n et X2,ll satisfaisant cette
relation. Les espaces produit s M\n X Xr,a et M2,1, x Xz,n doivent vérifier les conditions de
compatibilité du Théorème 2.2.3 de Babu5ka-Brezzi discret qui assure I'existence et I'unicité
de la solution ainsi que sa stabilité. Dans Ia suite, nous allons construire plusieurs schéma^s
boîte satisfaisant à ces principes.

2.4 Schémas boîte quadratiques

Nous cherchons maintenant à construire des schémas boîte d'ordre plus élevé sur le
principe du schéma de Courbet et Croisille. De façon naturelle nous considérons I'espa,ce Pz
non-conforme des polynômes quadratiques, [2S].Nous utilisons dans la suite Mr,n: Pl",o
pour approcher u. Avant d'aborder la description de quelques schémas boîte du type (2.70)
aux Paragraphes 2.5 et 2.6, nous rappelons dans cette section les propriétés des espa€es
d'approximation pour u et son gradient.

2.4.L Ltespace dtéléments finis P],o , ,,

L'espace d'éléments finis Pr2 est l'espace des polynômes quadratiques sur chaque triangle
(P'(K)), continus sur le domaine O. C'est I'espace P2-Lagrange [30], [40], défini par

P: : 
{* . co(O) i untx e Pz(K), vK e 7n}.

La restriction de I'espace P! aux fonctions nulles sur la frontière est noté Pto.

Pt,o : {'u . P!; 'utr: o}'

En particulier, les espac es P"2 et P!,0 sont des espaces conformes dans Ht (O) et H[,(O).

Lemme 2.4.1 (Fonctions de base de P!)
(i) Les degrés de liberté de l'espace P! sont les fonctioræ

(2.71)

(2.72)

oùp; -À i  e tp ; i :4À iÀr .

Les espaces P! et P!,osont respectivement de dimension NA+NP et NA;+NPi.Les degrés
de liberté sont situées aux noeuds et au milieu des arêtes du maillage (Figure 2.6).

{tr}ts i<Np U tl i i}ts i j  SNA.

oùI ; ( r ) :  u(Sd)  e t l ; i ( r ) :  ThI  udo.
(ii) La base globale de l'espoce P! est

{a}ts d <NP u {Pii}t <ii lNAt
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Ftc. 2.6 - Degrés de liberté de I'espace P.2

2.4.2 L'espace d'éléments finis Pk

La formule de quadrature de Gauss à deux points permet d'intégrer exactement les

polynômes de degré B sur un segment. Soit / un polynôme de degré 3 sur le segment [0, lJ.

On note gr et gz les abscisses des deux points de Gauss du segment [0' 1l définies par

er:|tt* fl et ez:1l(r - fl
Alors, la formule d'intégration exacte aux deux points de Gauss est

(2.7s)

Fortin et Soulie [28J ont défini I'espace d'éléments finis P2 non-conforme, noté Pk, des

polynômes quadratiques sur chaque triangle continus aux deux points de Gauss des arêtes

internes du maillage :

p2
' n c

L'espace Pkest non-conforme dans I/t(O), puisqu'il n'y a pas existence de la trace d'une

fonction de Pf;" au niveau des arêtes internes du maillage.

Soient gr, gz, ga, g$ gs et 96 les six points de Gaussdes trois arêtes du triangleK, représentés

sur la Figure 2.7. La définition de I'espace Pj" suggère de choisir comme degrés de liberté

les valeurs des fonctions u6 € Pf;" aux six points de Gauss par triangle. Mais ces valeulE ne

forment pas un ensemble unisolvant puisque, sur chaque triangle K, il existe une relation

linéaire (2.74) qui lie ces six points [28] :

u(gr) - u(gz)+ u(gs) - a(sù + u(sa)- u(go) : 0, Vu € P'(K)-

l,' tal dr - |trtn,l + tb2)) .

{rn . .r'(o) ;vK €Tn,ailx e Pz(n,vo € &, I"rUao:0I 
.

-60-

(2.74)



Quelguee sclrémæ boîte eur maillagæ en trïanglæ

Ftc. 2.7 - Points de Gauss d'un triangle .fi(

Lemme 2.4,2 (Bulle non-conforme de P2)
Soit p, l'appliæ,tion linéaire définie par

tt : Pz(K) -r Po

a (r(g,))rs,su

où gi désigne le icpoint de Gauss du triangte K (Figiire 2.7). Alors, Ie noyou de p,, Ker p,,
est de dimension I et est engendré, par Ia bulle non-conforrne quodratique notée b7a, où

bx :2 -  3(Àr '  + Àr '+ Às2),

ori À1, À2, Às désignent les coordonnées barycentriques ossociées aw sommets respectifs d,u
tri,angle K.

Preuve :
La bulle non-conforme ô6 est définie comme I'unique fonction quadratique (à une constante
multiplicative près) s'annulant aux six points de Gauss du triangle K. Elle est donnée ex-
plicitement sur le triangle de référenc e k . La conservation des coordonnées barycentriques
par l'application affine pr gui'transforme le triangle de référence K eo triangle physique K
donne donc la formule de ôr.

La Figure 2.8 représente la bulle non-conforme associée au triangle de référence. La bulle
s'annule aux points de Gauss des arêtes et prend la valeur -1 aux sommet s et I /2 aux milieux
des arêtes. Rappelons quelques propriétés de la fonction "bulle non-conforme" bK, [28J.
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Lemme 2.4.g (Propriétés de la bulle ô1ç)
pour tout K eTn et tout a e Pz(K), la bulle non-conforrnebs satisfait :

r
( i )  I  ro tbpVuds:0

J K

t'
(nn) 

Ju*(rot 
ô6 ' v) a do : 0.

Preuve :
(i) En utilisant une intégration par partie,

f  I  -  ' -  \ r  I

I rotb6 'Vu d,n : l -.U*(V, 
'r)do - 

l-ô6 rot(Vu)du
- t i i l -1r{

Le terme rot(Vu) : 0 pour toute fonction u, donc (II):0. D'autre part, bv(Yu 'r) est un

polynôme de degré B qui s'annule en chacun des deux points de Gauss des arêtes du triangle

K. Donc (/) est nul.
(ii) Par la formule de Green, on a

t  rotô6 .unf lpr :  /  a i r r l rotb6)  uda+ [ - - rotb6 
'Yads

ln,,  JY

Quelquæ rrJnémæ boîte aur maillryæ ea ti'rianglæ

(2.75)

(r) (rr)

Le terme div(rot ôr) est nul, donc l'intégrale (/) est nulle. Et (I/) est nulle ij." (i). D'où le

résultat I

Définition 2.4.1 (Espace tl des bulles non-conformes)

Soit V l,espace uectoriel engendré par la bulte non-conforrne b11 lur chaque triongle K '

\P :  { r :  Io*U Kt  e tK  €  R} .  (2 '76)

K

Alors dim{r : NB et {t Ç Pk,o

Lemme 2.4.4 (Propriétés de I'espace V)

Ona
iû n co(f,) : vecr(I u") Q.77)

K

En particulier, puisque sur chaque triàngle K, bx e P'(K), on a aussi

P! n\P - vect (I ,") et Pl,onv : {o} ' @.78)
K
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0 O

FIC. 2.8 - Bulle quadratique non-conforme bx sur le triangle de réfrren.. Ê.

Preuve :

Soit 1, - D,. arcbx un élément de V, continu par triangle. La continuité de ,1, le long de
chaque arête interne implique que eK : a, VK. C'est-à-dire tlt: aD*b*. I

La restriction de I'espace P:" aux fonctions s'annulant aux points de Gauss des arêtes
frontières est notée P3,".0, définie par :

Pl,",o _ 
{rn . Pl";Ya € Au, 

I"rnao 
: o} .

Fortin et Soulie [28] ont prouvé que I'esp ace P1",, est la somme directe de I'espace d'éléments
finis P!,0 et de I'espace vectoriel V engendré par la bulle non-conforme bs. Ce résultat est
rappelé dans le lemme suivant :

Lemme 2.4.6 (Caractérisation de ltespace P3",0)

(i) P3*: P! + v
(i.i,) ik,o -"P"',oo u/ Q'79)

Preuve :
(i) Par définition des espaces, nous déduisons I'inclusion P: + {/ -C Pl". Prouvons l'égalité
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des dimensions dimP]" - dim(P"2 + V).

Soit  M - P: +V. Alors,  dim M - dimP! *dim![-dim(P:nV).  Or,  par le Lemme 2.4.4,

dim(P"z n ù) - 1, Ia dimension de M est donc (en utilisant NP - NA+ Il'E : I)

dim M 
: *lÏ;;'. ;'; !r* 

dim iI' - dim(P"2 n v)

: 2NA

L'inclusion M ç P:" donne I'inégalité

2NASdimP|" .

Considérons maintenant I'application linéaire

J ,P : "+NNA

u F--)  (u(g))r<nszruo

où (gr) t<i<2NAreprésente I'ensemble des points de Gauss des arêtes du maillage. Par définition

de la bulle non-conforme bx et de I'espace V, le noyau de l'application J est I'espace V.

Donc, dimKer J - NE. D'autre part, par la relation (2.74), I ' image de I 'application J est

telle que :

(2 80)

ImJ  C
(2 .81)

des autres,et donc, puisque les relations (2.74) sont indépendantes les u

dim Im J < 2N A - N E. D'après le théorème du rang

dim Pl" - N E * dim Im J. (2.82)

De I'inégalité (2.80) et de l'égalité (2.82), on déduit l'égalité des dimensions dim P3," : 2N A,

d'où I'identité des espaces
P3 +v: Pl" .

(ii) Or, nous avons vu que p3 nil/ - Vect (f 
" 

bK) Donc un élément de P3 aV nul sur la

frontière est identiquement nul. Ceci conclut Ie lemme. I

Le Lemme2.4.5 nous permet,C'obtenir une base de l 'espace vectoriel Pl",o, vu comme somme

directe des espaces vectoriels P!,0 et !Ir. La base de Pj,o est explicitée par le Lemme 2.4.I.

La base de I'espace V est donnée par sa définition 2.4.L.

Lemme 2.4.6 (Base de I'esp ace Pl",o)

L'espace P3,",0 est de dimens'ion ZNAz f 1 , de base globale

{pr}rs i<N pi  u {poi} t<nis"o o u {bx} xern (2 '83)

où {po}rS,Sra U{pti}rsor<ro n est la base globale de P},o (Lemme 2./r.1) etby est la fonction

bulle non-conforme par trzangle K .

{ { r (oo))rso.rwl ,  
u e P3, . ,

u(h*)  -  u( t r* )  + r (gt*)  -

te ls que YK €Tn,

u(9+*) + r(9r*)  -  u(eo*) - o)

nes
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Tout comme I'espace de Crouzeix-Raviart Prrl",o, I'espace non-conforme d'ordre 2, Pf;.,, sa-
tisfait le patch-test au sens de Irons et Razzaque 1221, [32J, [ 3J :

Lemme 2.4.7 (Patch test pour ltespace Pk,o)
Pour toute fonction un € Pkp

(i) Vo e,Al,

(ii) va e At,

Preuve :
Soit an e Pk,o. Sur une arête a, lanlp est un polynôme de degré 3 qui s'annule aux deux
points de Gauss de l'arête a (par continuité de u1 âux deux points de Gauss de I'arête a).
Puisque les polynômes de degré 3 sont intégrés de façon exacte par la formule de Gauss
aux deux points de Gauss d'une arête, on'en déduit (i). De même, anp est un polynôme
de degré 3 qui s'annule aux deux points de Gauss d'une'arête frontière. D'où on déduit (ii). f

'

Lemme 2.4.8 (Inégalité de Poincaré discrète pour I4(O) + PL,o)
Il eriste une constante C > 0 qui ne dépend que de Q telle que

lrlo,u < Clulr,h, Yu, € l/ot (O) + PL,o . (2.84)

Preuve :
La démonstration est analogue à celle du lemme de Poincaré discret sur I/j (O) + Pl",o.Soit
ueHt(O)+ Pl",o. Alors

I"rUpdo:0, 
vp e P'(o)

l"rupdo 
- 0, Yp e P'(o) .

Soi tg  €  r ' (O) ,1p e HL(O) ' te lquedivp = !  e t  l lp l l t ,n  < Clg lo ,n .En in tégranrpar
parties, on obtient

(u ,g)o ,n : (ud ivp)6 ,e  :  -D 
I  Yu.pd r  f  .uudo

vlK 
ta*+Jr.P'uudo (2 '86)

(2.85)

(i) Majorons (f) en valeur absolue :

F 1

lL J*o"'pdr I S lult,n lplo,n

(ii) Evaluons (I I) :
p e Ht (O)'n I/air(O) implique que sa composante normale le long de chaque arête interne
est continue et (I I) se réecrit

lrfo,n : sup l(' ' g)o'nl
' 'v'!r 

ser.,i@) lrlo,o

+ Ir.p'vudo: à I,o'uortdo 
-.à 

I,o'voluldo 
'

(I I)
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Soit m: Ë I"p. uofu la moyenne de p. ud le long de I'arête a. Puisque u e Ht, * Pln,o
et que I'espace f/ot * Pk' satisfait le patch-test, on a :

l rmudo-0,  va€-4a et  Ï "ml" l fu-0,  va€.4.  (2.88)

L'égalité (2.87) devient :

+ Ir.p'uudo 
: 

"à 
l lo't ' |o-m)udo-à l"W'to-m)\u\tu

: t t IU.uc-{.u)udo
K EEOKJC

Le Lemme 2.2.2 donne I'estimation

I IW. r,te -m) udol < C hxlulr,x lplr,* .
J e

Ainsi,

l(//)l : l, I p. u utul < 3C hlulr,flplr,n
n JïK

Finalement, on obtient

l(r,g)o,nl S (C hlplr,n+ lplo,n)lrlt,u a Cluh,n l4l.g
5c(o)lglo,n

d'où le résultat annoncé. I
On en déduit " ,

Lemme 2.4.9 La semi-norrne | . lt,u définit une norrne sur I'espace HJ + Pk,o.

2.4.3 Les espaces pour le flux Vu

Avant d'aborder les schémas boîte construits à I'aide de I'espane Pf;oo pour I'inconnue
scalaire u, nous rappelons les espaces d'éléments finis utilisés pour approcher le flu* p.

Ltespace BDMI

Soit I'espace de Brezzi-Douglas-Marini [5] d'ordre 1, noté BDMy

BDM. : {pn€ I/ai*, (O) ; pn € @, (K))t, V K e Tn} (2.8e)

Lemme 2.4.tO L'espaæ BDMy est de dimension2NA, ses degres de liberté sont situés
au niae.au des arêtes (Figure 2.9) et donnés par les forrnes li,néaires Lo,1, Lo,z, pour toute
arê tea€A,par

f
Lot (p ) :  I  p .uodo,  Vp e  BDMr

J o

Lo,z(p) : I o. uos d,o(s) , Vp e BDM:
J o
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FIc. 2.9 - Représentation des degrés de liberté de I'espace BDIuIt

Ltespace HTr

RTr désigne I'espace de Raviart-Thomas d'ordre 1, [gg], défini par

HTr : 
{oo€ 

IIoi,,(O) ; pntx e ETr (K), V K e -ih}

avec pour tout triangle K e n, RTt (I() : p, (K)r+ ^Pl (IO I I I' LA  
J

Lemme 2.4.1t L'espace de Rauiart-Thomas HTr eû de dimension2NE+2NA. Il possèd,e
dew degré,s de liberté par arête et dew par maiftes (Figure 2.10). Ses degrés de liberté sont
donnés par les torynes linéaires Lo et LK défrnies par

(2.e0)

(2.e1)
L"(p) :  ù î "vp-  uodo,  Vp e ETr,Vg€ Pr
Lx@):È f ixpdn,  VpeHTr.

HTr est un espace d,e dimensiondim HTr : ZN A + ZN E.

Ltespace des rotationnels de bulle

Définissons O, I'espace des rotationnels de la bulle quadratique non-conforme, engendré
par rot ô6 sur chaque triangle K

O =  ro tÛ  :  {pW -  e ,Kro tby ,  eK  €  R ,V  K  e  Tn} (2.e2)

où itr est I'espace vectoriel donné par la Définiti on 2.4.L Voici quelques propriétés liant les
espaces vectoriels O, BDM1 et RTr :
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FtC. 2.10 - Rcprésentation des degrés de liberté de l'espace ftTr

Lemme 2.4.12
O f't .Elai"(O) : Vect( | rot b1ç) (2.93)

R€Tn

En particulier, puisque rotblç € (Pt (K))', RTt (f(), nous avons les égalités suivantes

Q n BDMI - Vect( f rot bx) ,
K€Tn

o n .R?r : Vect( t rot ô6) .
K€Tn

Preuve :
Soit ô € O n Hain(O), alors ,/ -- I* o,yrctby. Or, Ô € I/ai"(O) si et seulement si la

composante normale de ô est continue le long de chaque arête interne. C'est-à-dire

Ô@)' ua,Kr + Ô@)' t/o,Kz: 0, Va € A;, a : ïKt î ïKz, Yr €' a (2'94)

qui est équivalent à

'  gj.rrotblç, ' t /o,Kr j a3zrotblç, ' t /o,Kz - 0 , Va €' Ai, a= ïKtîïKz (2'95)

D'autre pafr, la bulle ô1ç satisfait rot bK, ' uo,K, * rot bxr' uo,Kr: 0' Donc dKr : QKz, ce qui

impose que d doit s'écrire ô : aD* rot b6, o € R Ce qui prouve le lemme. I

Nous concluons les rappels sur les espaces d'approximation. Nous proposons maintenant,

deux nouveaux schéma.s boîte pour le problème de Poisson, où I'inconnue scalaire ?, est

approchée par u6 choisie dans I'espace Pk,o et le gradient p est approché par pp, dans les
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espaces d'éléments finis de Brezzi-Douglas-Marini ou de Raviart-Thomas enrichis tous deux
par I'espace O des rotationnels de la bulle quadratique non-conforme.

2.5 Schéma (un,ph) € Pk,o x (BDML+ O)

2.5.L Présentation du schéma

Dans cette partie, nous construisons un schéma boîte de type (2.70),d'ordre plus élevé
pour les inconnues up et p6. Liespace d'approximation de l'inconnue u est l'espace quadra-
tique non-conforme de Fortin et Soulie M\n : Pl",o.Pour approcher le flux, nous utilisons
Xr,h,l'espace introduit par Fahrloul et Fortin [29] :

Xr,n: BDMv + O

où BDMrdésigne l'espace deBrezzi-Douglas-Marini défini au Paragraphe 2.4.3et O l'espace
défini par (2.92) :

O :  {p l * -  a ,Kro tô6 ,eK € lR  VK eTn} : ro t r l r (2.e6)

L'espace X\h: BDMy + O coî'ncide avec l'espace des fonctions affines satisfaisant les condi-
tions suivantes, [29], de div-conformité d'arête et div-conformité ponctuelle :

( (i) Ï"(powr' t/e,Kr * Pnlxr' u",Kz) d,o : 0, Ye : ùKru aKz "'

{ (ii) Pour tout sommet interne M, D* ïu*@u - v)ûu: 0, où thu
f, est la fonction Pl-Lagrange correspondante à M .

(2.e7)

En appliquant le Lemme 2.4.12 et en utilisant les dimensions des espaces BDMI et O, on
constate que la dimension de X1p êst

d im X\h  =  d im BDMv*  d im0-d im(BDMr î  iD) :zNA+NE-  1

Les espaces de fonctions test associés aux espaces d'approximation M\n : Pk,o et
X\h: BDMy + O sont :

Mz ,n : {oo€ tz (o ) iun tx€Po(K) ,  vKeTn} ,  (2 .98)

I'espace des polynômes constants par triangle totalement discontinus, de dimension
dim Mz,n: N.E et

Xz,n: {ou€ 
(r2(o))' ; Qn1* € (P'(K))' , v K eTn} , (2.ee)

le sous-espace vectoriel de R2, des polynômes affines par triangle, totalement discontinus,
de dimension dim Xz,n:6N8. Par simplicité, on notera aussi ces espace,s Mz,n: P0 et
Xz,n:  (Pl )2.
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Définition 2.5.1 Soit le schéma boîte : chercher (u1r, pn) € Pk,ox (BDMy+ O) tel que

( I  (ai"  Pn * f ,an)o,x- 0,  Yul e Po

I fL^-Yun,8n)o,x= o, vsr, e (P')' (2'1oo)

t i"^
Lemme 2.5.1 Ce chois d'espaces d'inconnues Mt,n et X1,11 et d'espaces de test Mz,n et X2,11
satisfait I'égalité des dimensions (2.J9) :

dim Mr,h * dimXr,n :|NE: dim Mz,n * dim Xz,n

Preuve :
En utilisant la première relation d'Euler, nous pouvons écrire :

(2.101)

dim M\n*dim Xt,n:  (zNAi + 1) + (zNA+ NE - 1) :7NE
: dim Mz,n * dim Xz,n

(2.r02)

I
Maintenant, prouvons I'existence et I'unicité de la solution discrète du problèm e (2.100).

Proposition 2.6.1 Le problème (2.100) odmet une unique solution (u6, pn) € Mt,nX Xr,r,,
définie par
(i) un € Pk,o est solution du prcblèrne aoriationnel :

f(vun, V wn)o,x: f{no f ,ru)o,K, Vwnê P3",0
K K

(ii) pn e (BDMy + O) est donné sur chaque triangle K du mailloge par

Pn lx -Vun lx . (2.r04)

Notons que la formulation variationnelle (2.103) est la formulation non-conforme pour l'es-
pace Pk, introduite par Fortin et Soulie [28], dans le cas d'un terme source constant par
triangle
Preuve :
Nous prouvons que (un,pn) € M\n X Xr,â est solution de (2.100) si et seulement si il est
solution de (2.103 - 2.104). Soit (un,pn) € PL,o x (BDM1+ O) une solution de (2.100).
Commençons pa^r prouver (ii).
(ii) En prenant 96 : pn - Y un € (Pt)' dans l'équation (2.100)2, nous avons clairement

Pn :Yun .
(i) Soit ur6 € Pk,o.En prenant q6 - Ywn dans l'équation (2.100)2, la formule de Green
donne

(2.103)

?,o 
uh, v wn)o,x : -+ 

I. div p7,w6d*. 
? Iu*ro.u) w1,d,o
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r L'équation (2.100h implique que divp111ç : -[I0i6. Donc

+ I.div p,, w1,d,n: - 
+ I"IIo/r* w1,d,n

. Pn € Xr,h, donc il s'écrit Pn: pt,n * pz,n avec pt,n e BDIlrh et pz,n: DreT,dKrotôr.
En utilisant I'inclusion BDMI Ç Har"(O), I'intégrale de bord du terme (2.105) se réécrit

Ç |r.@u' 
u) w6d,o : 

+ Ir. 
pt,h' u rnnd,o *Ç". 

Ir.rot 
ô1ç ' I/ lD6do

: 
à I "or ,n.  

t /a lnhdo -à 
f "or ,o 

.  volw; , ldo (2.106)

+T o* Iu*#wndoK

D'après le Lemme 2.4.3, le terme E* o* Iu* W*udo s'annule. De plus, puisque [*o)
(respectivement u.r1,) s'annule aux points de Gauss de chaque arête interne (respectivement
frontière), que wn G Pz et gu€pr,a .uo € P'(o), I'intégrrl. JI pr,h.uolwnldo (respectivement

Io pr,u. t/orrhda) est nulle. On obtient donc la formulation variationnelle (2.103).
Ainsi, toute solution de (2.100) est solution de (2.103-2.104), gui admet une unique solution.
Ceci prouve I'unicité de la solution du schéma (2.100). L'existence de la solution de (2.100)
provient de la linéarité du problème (2.100) et de l'égalité (2.101). , I

Remarque : Existence et unicité par le lemme de Babu5ka-Brezzi discret
Il est intéressant de voir comment se prouve directement I'existence et I'unicité de la solu-
tion du schéma boîte (2.100) en appliquant directement le théorème de Babu5ka-Brezzi. Les
formes bilinéaires associées sont définies pour pn € Xr,n : BDMy * O, un € M\n : Pl",r,
gn € Xz,n et u1 €, M2,1s :

(2.107)

Soit l2,1r l'application nulle et m2,7r la forme linéaire continue définie sur M2; par

an(pn, qn) : (pn, qn)o,o : 
+ I.pn 

- qndæ

br,n(un,qn) =- 
? I*ouu- sndr

h,n(a6,pn):D I divpl,  undn
T JK

( TTtrz,h, un ):E 
l.f 

anda

-7L-



Quelgueo slcJr,émæ boîte eur marTlagee en trîenglæ

Vérifions les hypothèses du Théorème 2.2.3 de Babu5ka-Brezzi discret .

(r) Montrons eue Vrû - V2,1 où

V,h: {poe Xt,ni[  [  divplralrd,r:0, Vuri € Mz,n],

? xz,ni 

-i * 

[ ouu. sndr'- 0, vua € Mun] 
(2'10s)

K  J x

L'égalité) (2.L01) des dimensions entre espaces d'inconnues et espaces de test donne :

dimVr,h: dim X\n - dim Mz,n: dim Xz,n- dim M\n: dimVz,n'

Il reste à prouver I'inclusion z Vr,h Ç Vz,n.
Soit pn EVr,n. Puisque BDMy Ç Xz,n et rotbx ê Xz,h, alors Pn € Xz,n. Vérifions donc que

br,n(unrPn) :0, Pour tout un € M\*

Pn € Vr,n implique que divp1r17 : 0,VK (puisque Pn € X\h : BDM, * O, donc

divp616 € Po(r()). Soit un € M\n.En utilisant la formule de Green,

bt,n(un,pn) :- I  I  ouo.pndx: t  [--uo$fqr. d,r -,  f  unFn'v d,o (2.109)
?1" /J* Y Çlax

D'autre part, pr s'écrit localem entp4y: Pr,n1x*axrotbyroùpr,a est la composante selon

BDM. Ç llai"(O) et @1ç unê constante de lR. L'équation (2.109) est équivalente à:

br,n(un,pn) : r, I unPn' udÆ
V: JaK

t t rrhpr,h' u do+ t [^- "n(olç 
rot bx) 'u do

" 
tt: K raK

:  t  luopr,h.uotu-t  fW;pn,n-uotu (2.110)
FerJo  oeAi ro

*Io* [. ,offa,
T Jax

Par le Lemme 2.4.3, Iaxunffao 
- 0, puisque un € P2.D'autre PaÉ, Pr,n e (Pr(If))2 et

un, Iunl € Pk,o. Donc I'intégration de uhpr,n.zo (respectivement [u6] Pr,h'uo) le long d'une
arête 0, e A est exacte aux deux points de Gauss de a. Les fonctions %n et [ulrJ s'annulent
en ces deux points de Gauss. Donc,

I  fpolpr,h. vodo : 0 et t I uupr,h' uotu - 0.
.?rnrJo' 

"r '  " 'r TurJo

Finalement, tous les termes de l'équation (2.110) sont nuls, donc br,n(un,pn) :0. Ce qui

prouve l'égalité V1 : Vz,h - V6. On a donc,

sup all(pn, qn) : sup an(Pn'gr,) = llqollo,o ' (2-111)
prÉvr,n,llpr,llai.,,r(1 pnÊvn,llpillo,r,Sr
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puisque les normes ll . llo,o et ll . flotu,o sont équivalentes .
Ceci valide la condition (i).

(ii) cette égalité est automatiquement vérifiée par tout choix des espaces Mr,h, Xr,h, Mz,n
Et X2p qui satisfont l'égalité (2.101)

(irr) Nous allons prouver qu'il existe une constante Ê, > 0 telle que

*.t lfl^lo,r(r 
br'n(un' qh) > Êtlunl''n ' vul € M\n

soit un € Mr,h. soit gntx: iT#, alors en e xz,h - (p,)t et lgnfr,a : l. Donc,

bt,n(un,qn):_+f*ouu.Qndx-++I-ffio,:|un|t,n(2.|12)

Donc Fr :1 convient dans (iii).

(iv) Nous ctrerchons une constante Fz > 0 telle que

rrex1,Lffirai,,rsl 
h'n(an'pn) > Ê'lanlo'n' vul € Mz,n

Soit an Ç Mz,n- Po,d'après [39], il existe gn ê H7û'ft1 que

t div qli -- nh

t llqulË*,n { clur,lo,n I (2'113)

Posons dn - ffi, alors 4n e HTo C X\n et llâr,llo,,,,u : t. Ainsi,

h',n(un, dn) : 
D l.div Q7,u1, d'x - 

E I "ffi 
dn - 

+ I.ffi d,s -ffi;
(2.114)

Donc h,n(an,,îr,) à *lrulo,o, c'est-à-dire Êz: I convient pour satisfaire la condition (i").

Les hypothèses du théorème de Babu5ka-Brezzi discret sont vérifiées, ce qui assure I'exis-
tence, I'unicité et la stabilité de la solution du schéma boîte (2.100)

ll"ulh,rr * llpollo'",u S clllo,n

t
La stabilité du schéma boîte (2.100) se démontre également de façon directe, en utilisant les
résultats de la Proposition 2.5.L :

Lemme 2.5.2 (Stabilité)
il esiste une constante C indépendante de h telle que la solution

(un,pn) € Pk,o x (BDM1+ o) du schéma boîte (2.100), satisfoit

ll"ulh,,, * llpullot",u < clllo,n (2.ub)
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Preuve :
On déduit de la Proposition 2.5.t,les relations suivantes :

luulr,u S Crl/lo,n

lpnlo,n : lrrlt,r,

On déduit du Lemme de Poincaré discret 2,4.8 que

ll.rullt,u

De plus, div pn : -10 / par l'équation (2.100)1, donc ceci nous permet de conclure que

llpo lla,",,,

Puisque lrnlt,u S Q l.f lo,o, on déduit que

llpullo,",u s G lllo,n

On conclut la stabilité du schéma, en combinant cette inégalité avec (2.116). I

De plus, la solution du schéma (2.100) satisfait les estimations d'erreur a priori suivantes.

Proposition 2.5.2 (Estimations dterreur a priori)
Soit (r,p) € ^t/d(O) x fIai,(O) Ia solution du prcblème rn'ùxte de type Petroa-Golerkin (2.2).

Soit (un,pn) € Pk,ox (BDM1+O) la solution du schémaboîte (2.100). On'suppose de plus
que u € I/3(O), on o alors :

(i) lu - unlr,n < C h' (lulr,n + l/[,n)
(ii) lu - unlo,n < C h'(lrlr,n + l/lt,o) (, 117\
( i i i )  lp -pn la iu ,n<Câl f l t ,o  

\ - ' ' ^ ' / /

(io) lp-pnlo,n < Ch'(lult,n + l/lt,n)

Preuve :
Dans la suite, otr suppose que ?,, € Ht(O) . (i) Notons a1 la forme bilinéaire définie sur
I'espace Hot (O) * Pjr,6 par

an(u,u) :I(V", Vr)0,r, Yu, a e Ht(O) + P?n,o.
K

On utilise un argument classique. Pour tout un € PI",,o, on a

lu - u6lr,n

Or, par définition de 41,

tuo - ant?'n 
: ::i:: -î,'::-:;'* 

",, 
(u - nh,1trh - u) 

(2 118)
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Donc

ce qui donne :

luu-anlr,n S sup
an€P;2,,o

loo(un-r.t,,un-un)l+ lu - un|,n (2.11e)
luu - anlt,n

lu - unlr,n s , .^l!Ï*.o l, 
- wnh,n * lan(un - u,wn)l

(2.120)
lrulr,n

sup
whEPL,s

-
(r) ( I I )

o Estimons I'erreur de consistance (//). Soit wn € PL,o,

an(un-u,wn)  :  
Ç l "V(rn 

-u) .yw6dn

-  f  I  ouu.ywnd,r  - t  /  Vn .yw1,d,x
? J * - ' f t  ? 1 "  

w w  Y w n w s

Soit encore, puisque u11 est solution du problème équivalent (2.103)

an(un-u,wn) :  f tnol  ,un)o,x+t I  o"w6d,x-I  f  (vu.v)w1,tu.
K 7J*  ÇJax

Or, -Au: T dans L'@), donc ,, ,

an(un-u,wn) r  f  rnor- / )wnd,s-P 
Iu*Fu.v)w1,do.L J *t"

Notons Lu laforme linéaire définie sur I'esp ane Hl(O) + Pk,opar :

L,(rn) :D [ (Vr, . u) wndo , Vu € HJ(O) n H2(O) .
V! J ox'

Estimons le terme Lu(w1) pour u e H](O) n Hz(O) :

Lu(wn): 
D Iu*Fu. 

u) wnd,o --  
t  [^or.  uolwnlao + D, [  , r .  u6tD1tu (z.r2l)

Ir oe.ÏrJ " A,J "

Soit P'(o) Ia restriction à l'arête a des polynômes de degré 1.IIl désigne la projection de
L'(o) sur Pr (o). Pl*,s satisfait le patch-test (Lemme 2.4.7), wn € PL'et n|(V y.vo) € Pr (o),
donc

1"o". 
uolwnlflrr - 

1"F". 
va -n|(vu . uo)) [rn]do, a e -+

I "or .  
r /a t i lhdo -  

l ,Fr .  
L ,a  - . I I ] (vu .  vo))  w6d,o,  a  e  .4b.

De même,
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Ainsi, l'équation (2.121) devient :

L,(wn) : -,à 
I,F"'va 

-II|(vu ' 'o)) lw1,ld'o

. 
à I":"'L'|o 

-rl|(vu ' uo)) w7'd'o

:  t  t  IF".,,e-n](vu 
'r")) ut6d,o

Ke eelK r e

En appliquant le Lemme2.z.2 (k: L, ffi:1), on obtient I'estimation

I I F"'ve -II](Vu ' ,")) w11d,ol S C o* h'xl'r,lr,* lYulr,*
J e

L,,(wn) est donc majoré Pax :

lL,(rn)l S C, h'lrolu, luls,n.

Estimons maintenant le terme | [ f,|,'t - il w1,dt'
l-/ J K'

par définition ile flo, opérateur de projection sur les polynômes constants,

f f

| | (ilo/ - /) wntu: t /_-tnol 
- f) (*o - T\0w1) d,n '

TJ*  TJK

Ainsi, nous obtenons en utilisant I'inégalité de Cauchy-schwarz et I'estimation (2.20) :

l t l*Wot-flwld,nl 
S f Inol -f lo,xlru-rlorulo'

s I(tr hdfln,x) (", hxlwnlr,r)
K

Ceci donne l'estimation de an(un- u,,*o): I*J;(fIo/ - f)wnd,r - Lu(w) :

lou(uo - r.t rro) l

On en déduit que (//) S C h' (lrlt,n + l/lt,n)'
r D,autre part, en notant IIfl t'operateur de projecti on Pz-Lagrange , n?h : Lz(O) -l Pj,s sur

pl,o,et par inclusion de rjf aans Pl",o, on obtient I'estimation de I'erreur d'approximation

,,nLS:",' lu - wnlr,n s lu - fLzl'ulr'n

En utilisant le Lemme 2.2.L,

(/) : 
,^t?1*, lu - w1,lt,n S Cs h'lulr,n

(2.122)

(2.123)
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Ceci nous permet de conclure d'après (2.L20) que :

lu - ullr,n < C h'(lrlr,n + l/lt,n)

Nous avons ainsi démontré I'assertion (i).
(ii) Utilisons un argument de type Aubin-Nitsche pour évaluer la norme 7z de I'erreur
(comme le suggère D. Braess [+J) t

lu -uaf o,n : sup 
(u -'Y"n' g)o'n

geLz(çr) lgl0'o

Soit g une fonction de ̂ L2(O). Définissons de (respectivement ôn) la solution du problème
continu (2.2) (respectivement discret (2.100)) de terme source g e L2(Q) :

ôn € Hot(O) n H2(O) solution de

(Y ôo,Vr)o,n : ( ,g,u)0,n, a € Hâ(O) . (2.r24)

ôn e Pk,o solution de

f tv,Or,, Vur,)o),K :f {noa ,an)o,x , 1)h E Pl",o. ( 2.L25)
K K

Alors (u - un, g)o,n s'écrit : ,

(u- un,g)o,n - oo(u -'ttrhtÔe- Ôn) - (o^(u -'ttrhtÔù - fu- un,g))
-(oo(u,ôn - ôù - U,ôù + (rlo/, ôù)

Ainsi,

l(" - un,g)o,nl S loo(,, - rtrh,Qg - ôn)1.*.1a1(u -'ttrhtôù - (u - uh,g)l

g I I )

r Evaluons le terme (/) : lon(u - uht ôg - ôn)1. Par définition de la forme bilinéair ê aht
l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

loo(u - 'tlht ôs - ôùl S lu - unlr,nlôn - ônlr,n

Par le résultat précédent :

lu - unlr,n < Chz (lrlr,n + l/[,n)

En procédant de la même façon qu'au (i), on prouve l'estimation

lL6,(wù | S C h lw6lr,n lôolz,n.

* la6(u, ôg - ôn) - (f , ô) + (no/, dâ)
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En appliquant le Lemme 2.2.2 pour rn:0, fr - L, le terme

lç  / (nol - / )  w1,d,n l : l I  I f  ( roru - rn)dr lSChl l lqn lua[ , r ,  (2 .127),? l*  nwur-r? l*

ce qui donne en regroupant,

lôo - ônh,n. Ôhlôolr,n. Q.128)

Puisque lôolr,n < Clglo,or oD obtient

l(4 | : lal(u - uht ôg - dr)l 1 Cths (lrlr,n * l/lt,o) lglo,n (2.129)

o Posons ulr : ut, - u,1, Qtr intégrant par parties, on obtient

lou(r-Lthtô) - (u-un,9)l  :  lou(ro,Ôù - (*u,g)o,nl

- l t |u*r ro' u r,htul : lLo,(ra)l

Grâce à I'estimation (2.126) et l'inégalité lÔolr,n < Clglo,or oD â,

loo(u-rtrh,ôù-@-un,9) l  S Chlglo,nlu-unlr ,n (2.130)

Finalement, en utilisant l'estimation (i), ontrouve ,

l(/41 : loo (u - un,ôù - @ - un,g)l S Czhs lglo,n (l.rlr,n * l/lt,n) t2.131)

o Estimons le terme (III). Posons u)h: ës - Ôn 
' ':'

lou(u,ôg- ôù - U,ô)+ (II0/, ôt)l : lou(u,ru) - U,rn) - U,Ôn)+ (IIo/, Ôùl
: lL,(*n) - (f - no/, dh) |

5 Chzlrrlt,,,(luls,n + l/lt,o)
+lr - flo/lo,nl Ôn - Ilodr,lo,n

Ot, ldu - Ilodrlo,n S C hlônltn S C hlglo,n. Donc,

l(IIDI: la1,(u,ôe - ôn) - U,ôù + (II0/, dr,)l s c hslglo,n(lrls,n + l/lt,o)
+C hzll l t ,nlglo,n

Finalement, en regroupant les termes, nous obtenons une estimation de lu- unlo,n :

1 r

lu - ualo,n s 
,jrlo*, lffi Lttot(lulqn + l/lt,n)lglo,n + c2h3(lrlr,n + l/h,n)lglo,n

*Cs n2 (nlulr,n + (1 + h)lfl,,n) lolo,n]

S Chz(l/ l t ,o * lulg,n)
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On ne peut obtenir une meilleure estimation de I'erreur lu-urlo,o en raison de I'estimation
du terme l/ - [Io.f lo,n.
(iii) Nous avons vu que divp616 - -fl0i1ç, donc

lp-pnl3,u,u: I lp-pnl2ain,x: I ldivp- divp6l3,r: I U- no/13,* e.rg2)
K K K

on prouve (iii) grâce au Lemme 2.2.L.
(iv) L'estimation d'erreur en p se déduit de l'écritur e (2.L0a) :

lp - pnl3,n : f p - pnl8,r : f lv" - vur lï,x :I l" - ull].,x : lu - unl?,n (2.rBB)
K K K

On conclut en utilisant l'estimation (i).

Remarque : Tenseur de diffusion :
Sous la condition d'existence de deux constantes c1, c2 telles que

cz€t€ S €rK,(s)€ S cr{t{,  V s€ O, V{ e lRz,

on prouve (comme dans la Proposition 2.5.7 pour le schéma boîte (2.100)),9u€ le schéma
boîte associé au problème de Poisson avec tenseur (2.00) : chercher
(un, pn) e Pl",o x (BDM1+ O) solution de l

( I (ai" Pn* f,un): o, vu|, e Po
I KETn

I f  @u-KYu1,,1n):o,  vsr,e (P') '
( KET;

admet une unique solution donnée par
(i) un € Pl",o solution du problème variationnel :

Dtrcv u6, Yu6)0,* : f (no f , an)g,x, V an €. pl",o
K K

(ii) pn e (BDMr + O) est donné sur chaque triangle K :

Pnlx: fll(rcV unlx)

L'étude de ce schéma boîte pour le problème de Poisson avec tenseur de diffusion n'a pas
été plus approfondie.

2,5.2 Comparaison avec la méthode mixte de Farhloul et Fortin
Dans [29J, Farhloul et Fortin ont introduit la forme mixte suirante :

chercher (u'n,du) ê Mz,n X Xr,a tel que

(  f  (a inpth+f ,an)o ,x-0 ,  VroeMz,n
) K€Tn'l 

! tfp;, Qn)o,x+ (div qn, u|)o,r) = 0, vqn e x\h
( K€Tn

1 (2.134)

(2.135)

(2.136)
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Ce problème a une unique solution (uT, plh) C Mz,n X Xr,n qui satisfait

llr'ollt,o + lldnllat",u S Clllo,o'

La forme hybridée de (2.L37) est : chercher (un,pr,, Àr) € Mz,n x Xz,nx Âr tel que pour

(ou , qh , ph) € Mz,n x Xz,n x Â4, on ait

-Z*{tt^ ,tn)o,x * 
l.div s,, und'n - 

Ir.8n'vÀa 
ao}: o

KÉTn

I /- at" pnandn +(/, ,n)o,K : o
Xrf^ t K

E^lu*'u'u 
ttndo : o

(2.138)

(2.13e)

(2.140)

(2.141)

L'espace Ar, des multiplicateurs de Lagrange est défini par Àn : Âr,a (E Âz,n où

Âr ,â  : { rneLz(A) i  Fn1 .€P0 k ) ,Ve€  A l  , I rq , :0  Ye€ 'Ar \

I rz ,h:  { ru:Ùt ln;  4)  eCo(O) ,  r l r lx  e Pr(K),v K €Tn, t l r :0}

Le lien entre le schéma boîte (2.100) et la forme hylridée (2.138) de la méthode mixte (Pi)

est donné par

Proposition 2.5.9 (Lien avec la méthode mixte de Farhloul et Fortin)

Soit (uu, pn) e M\h x X\n Ia solution du schéma bôîte (2.100). Soit Àn € Âr - ^l @ ̂ Ê

défini par À6- Àà +Àï où Àf € ^l est défini poura:lS',S"le & par

(i) Àlp : Ilz"u("") - (uu(S') + rr (,S"))J, V a e *4i
(ii) Àï e tlPu est la fonction afine continue définie par les ualeurs de un outr sommets

dv mailloge. Alors,
(o) (flo ro , pn) est la solution du schéma rni,ste (2.137).

(à) (IIoru , ph, À6) est lo solution de (2.135).

Preuve :
(a) Soit (un, pn) € M\n X Xr,a la solution du schéma boîte (2.100). Puisque (2.100h et

(2.137h sont identiques, nous allons montrer que (pn, nout) est solution de l'équation

(2.137)2. Pour 91, dans Xr,h, nous avons

Ibu, gn)o,r : I tv un, Qn)o,x
K K€Tn

: t (uo, div gl)s," + I
K€Tn KCTI

Nous avons déjà vu qu'il résulte des propriétés des espaces Pk,o et BDM1 * O, que la

seconde somme dans l'équation (2.141) est nulle. Puisque div Qn € P0 nous concluons que

(pu, qn): -D*rr^(Ilorn,divqt)o,r(, eui est I ' identité (2.L37)2 pour dn: Pn et dh:floun.

f

I un(qn-u)do
JAK
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(b) Par unicité de la solution de (2.138), il est suffisant de prouver que
([ Iorr , ,pr , ,Àr , )  € MzJrxXz,n xÂr,  est  solut ionde (2.138),  avec À:  Àr*Àz € Âr69Âz
défini par la Proposition 2.5.3 (i), (ii). Pour Qn € Xz,n, nous avons encore (2.141). Nous
déduisons en utilisant la formule de quadrature de Simpson que pour tout e e AK,

l " f

J"kn 
' u)und,o : 

J"ku 
' u)À do

Ainsi, (Ilouo, pn,\n) € Mz,n x Xz,n x Âr, est solution de (2.138).

(2.142)

I

2.6 Schéma (un, pn) € Pk,o x (RT'+ O)

Pour ce dernier schéma, nous introduisons I'espace Xr,a : FlTr * O, où r?Il désigne
I'espace de Raviart-Thomas d'ordre 1, [39], et I'espace Q est I'espace engendré par les rota-
tionnels de la bulle quadratique non-conforme, définis tous deux au paragraphe 2.4.3. Les
degrés de liberté de l'espace X\h sont donc situés au niveau des mailles et des arêtes du
maillage. L'espace X\n est de dimension :

dim x\n = i:i#;iiî i,; iî%,??,r, -, (2.143)

Nous gardons M\n : PL,o pour I'inconnue scalaire u6. Nous cherchons des espaces de
fonctions test de type discontinus satisfaisant la relati on (2.49) d'égalité des'dimensions

dim Xt,n * dim Mr,n: dim Xz,n * dim Mz,n. (2.r44)

Or, dim X\h*dim Mr,h:ïNE +z(NA+N.Ai):9N8, ce qui suggère de choisir comme
espaces de fonctions test, les espaces :

Xzr,: {on€ (r2(o))' ; 8n1* € (P'(K))', v K eTn},

Mz,n: {ru € ,2(o) i aux € Pr(K), v K eTnl ,

totalement discontinus, de dimensions respectives dim Xz,n : 6/V.E et dim Mz,h : 3NE.
On notera aussi ces espaces (Pl)2 et Pr. La relation (2.49) est donc vérifiée avec ce choix
d'espaces. Définissons maintenant le schéma boîte associé :

Définition 2.6.1 (Schéma boîte Pk,o x (^R?r + O))
Soit le schéma boîte : chercher (u6pn) e Pk,o x (^E?r + O) tel que

Vu1, e Pr

Yqn e (P')t

(2.145)

(2.146)

I+|.(div 
Pn*ilunds:0,

I + l.@o 
-vur) '^nd's: o '
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Proposition 2.6.1 Le schéma boîte (2.147) admet une unique solution
(un , pn) e Pk,o x (nT'+ O), ilonnée par
(i) un € Pln,o est solution de

I tvuh,Vu)n)o,x:  D(nt  f  ,wn)o,x,  Ywn€Pln,o (2.148)
KeTn KETn

(ii) pu est donné sur chaque triangle K par :

pux(s) -Yuu*(") - 
l{n't t- il'[n' tc.,,,l] (2.14e)

où G x est Ie cenhv de graaité du triangle K

Remarquons que lasolution u6 du schéma boîte (2.147) est lasolution du problème standard
non-conforme de Fortin-soulie dans le cas d'un terme source affine par morceau.

Preuve :
Le problème (2.147) est linéaire avec autant d'inconnues que d'équations. Donc prouver I'uni-

cité de la solution du problème (2.7aT) suffit à prouver I'existence et I'unicité de la solution
du problème (2.147). L'unicité du problème (2.147) est donnée par I'unicitéde (2.f4&2.149).

Soit (un, pu) e M\nx X\n solution du problème (2.L47). Montrons que (uu, prr) est solution
de (2.1a&2.r49).
(i) Soit wn ê ik,o, Y wn € Xz,n.Ainsi en appliquant la formule de Green 4,*t l'équation
(2.I47)z pour Qn = Ywn, on a

I tv uh, v w71)o,x- - 
I  (aiu ph, wh)o,K * D [^,-@o' v) wLdo (2.150)

K K n_JùK

La décomposition de pnlx € Xrû -- F(Tr + O est localement Pnlx : ûn1x * ax rot ô1ç. Donc,

+ Ir.@u'u)wnd'o:+ Ir.ûn'u wndo. 
T 

o* Iu*ff'ua' (2'151)

Le dernier terme du membre de droite de l'équation (2.151) s'annule en vertu du Lemme

2.4.3. La continuité de pt .ule long de chaque arête interne et les propriétés de l'espace Pk,o

impliquent que le terme
f

t  I  ûn'v w;,do :  o
Ç Jox

(intégration exacte aux deux points de Gauss de chaque arête d'un polynôme de degré

3). D'autre part, puisque Mz,n est un espace de polynômes de degré l par triangle, nous

déduisons de (2.147\ que divpl,|1ç : -fl'f x, pour tout triangle K. Ceci démontre la
première partie du résultat.
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(ii) Considérons mainten ant p1, € Xr,a. Dans un triangle K, il s'écrit pnlx : Fnlx*qx rot ô6.
L'expression locale de Érlr e RTt (K) est

pux@) :-P4x(ù + lA* ' t1ff i , (2.r52)

oùFr, € PrW)'et Ay est un vecteur constant de K. De plus, YK, divp1ly - -ntir par
(2.I47h. D'après (2.152), on a :

divP6:q.& +g(AK't l (2.153)
€Po

En identifiant les deux valeun de divp;, puis en prenant le gradient, ou obtient
Ax = -àV(IIr/).D'autre part, sur un triangle K, (lF!)x s'écrit encore

(I]'.f)* : (r]o.f)r + v (n, fl*.ù,

donc la composante quadratique de p61a est égale à :

te* . d *llû: -|ttn'r,* - no îtK)û1.
La partie linéaire de pt æt Fnlx = Fnlx * a1ç rot ô6, Elle se détermine par (2.747)2 |

(&n-yuniqn)= -|ttntf -iloy1ffi,qo1o,* , qne (pr)2 (2.154)

ce qui donne (2.149). I

Lemme 2.6.1 (Srabilité)
Il esiste une corutante C inilépenilante de h telle que la solution (ut ,pn) ê pf,'x (ÈT1+@)
du schéma boîte (2.117) satislait

llurlh,,. + llpnllar,,a S Clflo,n (2.1b5)

Preune :
on déduit de la Proposition 2.6.1 et de l'écriture tocale de divp6, les relatione suivantes :

lnr.[l S Cr l/lo,n
llpr'llau S lurh,ri +CzÏlon

On conclut, en combinant ces relations et en utilieant I'inégalité de Poincaré diecret (Lemme
2.4.8). r

Remarque:
L'o<istence et I'unicité de la eolution du schéma (2.142) peuvent aussi Be démontrer en
vérifiant les conditious inf-sup du théorème de Babu5ka-Brezzi diæret.
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Tout comme pour le schéma boîte Pk,ox (BDM1+ O) les formes bilinéaires sont définies

pour Pn € X\h, un e M\h, gn € Xz,n et un € Mz,n par :

t an(pn,qn) : (pn,qn)o,o : D I-Pn' ,ntu
I  r r

I  br,n(un,qn) :- t I  vuu'qndn (2.lbo)
I  

'  
TJX

I tn ('n,pn): D I.o*P6u6dt( A

Soit 12,7,l,application nulle et m2,6la forme linéaire continue définie sur M2,a Pax

Quelgues echémas boiæ sur maillagea ea ttidnglæ

1rT12,1,, u6 7:+ 
I.ilt/ 

undr

Nous donnons aussi la preuve de l'existence et de l'unicité de la solution du schéma boîte

(Z.LAT)par le théorème de Babu5ka-Brezzidiscret. Vérifions les hypothèses du théorème de

B abu5ka- Br ezzi discret.
(i). . Montrons que Vr,h: V2,v àYec i

Vr,h: {pn eXr,ni T, I divplralrd,t- 0, Vul € Mz,n],--r ' ,"  
? J*.

Vz,h : {qo e Xz,ni -+ 
J *r"o' 

qndr - 0, Yun e Mr,n}'
(2.157)

L,égalit é (Z.Ag)des dimensions entre espaces d'inconnues et espaces de test donne :

dimVrû : dim X\n_ dim Mz,n: dim Xz,n - dim M\n: dim Vz,n.

Il reste à prouver I'inclusion : Vr,h Ç Vz,n.Soit Pn € V,n, alorsn Pn^€ Xz,n (les éléments de

HTt, à divergence nulle sont dans (Pt)' et rctby € (Pt)'). Vérifions donc que

br,n(unrpn): 0, pour tout u6 € M\n. pn € X\n : HTr * O, donc divp1;;ç € Pt(K),

VK € Tn. Or pn e Vt,n.D'où on déduit que divp116 - 0. Soit un € Mt,h. En utilisant la

formule de Green,

br,n(un,pn) :- t I ouu'pndn: t I uu$I.pu,+ ,. I unPn' v do (2'158)'n '-  
?l* ?J* Y Çlax

D,autre part, p,, s'écrit localement pyx : ûn * axrotbr, où pll est la composante selon

HTt Ç lfai"(O) et 06 est une constante de lR" L'équation (2.158) est équivalente à :

br,n(un,pn) :  r , I  unPn'ud'o"' 
Ç Jax

: 
+ I'.un\n'u do *

:  t  [ "o4n.uodo-
oeAar  o

t t un (axrot b6) ' u d,o (2.159)
Ç Jox

t [^t  ̂lÊn'uod,o*Do* Iu*uoffu
iça.Jo K
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Par le Lemme 2.4.3, ïax un ffao 
- 0 , Vu6 e P2.

D'autre part, pIe (Pt(K))2 et ul € Pl",o. L'intégration aux deux points de Gauss de I'arête
a €, Ai de I'expression l"nJpl,. uo est exacte. Or ulr, est continue aux points de Gauss d'une
arête interne o, donc [z;,] est nul aux points de Gauss de o. On en déduit

De même, I'intégration sur une arête frontière a e A6 d" Ï"unpl . uo est exacte aux points
de Gauss de I'arête a. Ainsi :

l "unpî-uod,o:o.
Finalement, nous venons de prouver que chaque terme de l'équation (2.159) est nul, c'est-
à-dire br,n(un,pn) :0 , Vul € Mr,n. Alors V,h : Vz,h : Vh,

"^.rr,,tïl^ilai,,r. 

an(Pn'qn) : 
or.fffi| b,^on(pn'qn): 

llqhlfo'o ' (2'160)

puisque les normes ll . flo,r, et ll . llot",u sont équivalentes.
Ceci conclut la condition (i).
(ii) est vérifié par le choix des espacs M\h, X\h, Mz,n et X2,6 qui satisfont la relation (2.laa).
(iii) Prouvons qu'il existe une constante h > 0 telle que

*."r,lflrro,r(1 
bt'n(un'qt') 2 Êrluni'n' vun €' M\n 

",
soit u6 € M\h. soit Qnlx - #, alors g1, € xz,n : (P')' par définition de l'espace
Mr,h: Pl",o et lgtf r,1, : 1. Ainsi

br,n(un,qn) =- D I vru.Qndx: - , t lr-y,,,iil *: lun6,n (2.161)
* ' J *  ?J" lunh,n  

' .

Êr : L convient pour prouver (iii).
(iv) Nous cherch ons fu ) 0 constante telle que

pr,exr,rs,iliÏraiv,rJr 
h'n(an'pn) > p"lonlo'n' vur' € Mz'h

Soit an € Mz,n: Pr, d'après [39], il existe gn € Hlt tel que

r
oEAi

r
oÊ,45

I"r"OPln' 
uod,o : o.

f divgl - uh

1 llsnllo",n 3 clunlo,n (2.162)

Posons în- ilAffi, alors dn €, X\n rt llâoffor,,n: I .

h,n(un, Qn) : 
+ I.div Q6a1 dx - 

+ fiffi ns -- 
Ç fiffi d,a -ffi

(2.163)
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Donc bz,n(un, dn)
condition inf-sup du problème mixte standard de R^aviart-Thoma.s pour I'espace nTr.

Finalement, les hypothèses du théorème de BabuSka-Brezzi sont vérifiees, ce qui prouve

I'existence et I'unicité du du schéma boîte (2.147), ainsi que sa stabilité:

ll(ru, pn)llur,uxx,,,. : llutllrl + llpnllot",n < c l/lo,n

I

Nous déduisons de la formulation de la Proposition 2.6.1, les estimations d'erreur a priofi

de la solution du schéma boîte (2.147).

Proposition 2.6.2 (Estimation d'erreur a prioti)

Soient (r,p) € flô(O) * IIar"(O) Ia solution du prcblème m'iste de Petroa-Golerbin (2.2) et

(un,pn) € Pk,o x (^R?r + O) Ia solution du schéma boîte (2.147). Si de plus, u e H3(Q) et

f e H'(Q), alors

(i) lu - unlr,n < Ch'(lrlr,n + l/lr,o)
(ii) lu - urlo,a < Cht(lulr,n + l/lt,n + l/lz,n)
(iiù lp -pnlair,,r, < ch^lflr,n 

/ lr'* ' tr 'z'\tt (2'L64)

(i") lp - palo,n < Ch'(lrlr,n + l/[,o)

Preuve : ,,.
La preuve du (i) est identique à l'estimation d'erreur de lu - unlr,n du schéma (2.100)

(Proposition 2.5.2).
La preuve du (ii) est analogue au calcul réalisé dans la Proposition 2.5.2, en effet :

lu -unlo,n : sup 
(u - !"n' g)o'n

eet'zP1 l9lo,n

Soit g une fonction de ̂ L2(O).Oo définit rP, (respectivement dr,) la solution du problème

continu (2.2) (respectivement discret (2.147)) pour la fonction g de I2(A).

ôo e It; (O) solution de

(Yôo ,Vr )o ,n : (9 ,u )o ,o ,u€Hj (O)  (2 .165)

ôn e Pk,o solution de

f tV,Or,, Vur,)o ,K : f {nto ,an)o,x , un € Pkp (2.166)

Alors, de même on a la relation

(u -  u1r, ! )o,n :  a(u- uh'Ôs -  Ôn) -  ("("  -  LthtÔù - @-'o,g))
-(o(u,ôg - ôù - (f ,ô) + (rI ' / ,  ôù)
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Ainsi, on a

(r)

(r rr)

Les évaluations de (/) et (//) sont identiques à celles réalisées dans la preuve de la Propo-
sition 2.5.2 ((2.129) et (2.131)) '

(/) : lo(u - uht ôe - ôn)l S Chs (lrlr,n + l/[,n) fglo,n(ftl - là(" - i'o,orl --6-- LLh, ù i"ôr,''itir-Ë,n'i' jil,,o) lelo,o 
(2.167)

Pour (III), on pose roh: ôn - ôn ,

lo(u,ôs - ôn) - U,ôo)+ (t l t /, ôn)l = lo(u,ru) - U,wn) - (f ,ôn) +(rlt/, ôn)l
:  lL"(rn)_u_[t . f ,ën) l

Donc l(III)l S c/r3fglo,n(lrlr,n+l/lr,n). En regroupant avec (2.167), on dédtrit I'estimarion
lu - ur lo,o.
(iii) on a I'estimation d'erreur pour p en semi-norme l.lo,.,,nt

lp-pn13,., ,u: f  b-pul3', ,*:  I ldivp-div pol l ,*:  t l / -  nt/13,*

or, en appliquant le Lemme 2.2.1, 11 - fr'îlo,* < C h'*lllr,*. Ce qui donne le résultat.
(iv) En utilisant l'écriture locale de pn, on obtient

lp _ pulï,n : D t, _ pnllo,x

: 
i,o, 

- Yun. â{tn'lrd - 1rt(rr/)c;?r} Ë,*

K

Si.Rh = 
hÏ*lldxsil2dç ,il existe une constante C telle que RzK S ClKl. On obrienr

donc le résultat annoncé. I

Remarque l
On suppose que le tenseur K est une matrice symétrique définie positive I c'est-à-dire que K

-lo(u,ôs - ôn) - ff,ôo) + (IIt/, dr,)
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satisfait la condition de coercivité suivante : il existe deux constantes c1, c2 telles que pour

tout s € O et tout € € IR2,
cz€t€<€ ' rcg) {Scr ( t€ .

Le schéma boîte associé au problème de Poisson avec tenseur - div(KV,r) : /, est par

o<emple: cherctrer (u1, po) e Pk,o x (^RÎr +O) tel que

I + I.rdivP;i + ilundn= o' vun e Pl

I I I W^- KVun)' qn= o, Yqn e (Pt)'
l.. TJx

Ce problème admet une unique solution donnée par

(i) un ê M\n est solution de

Itrcv uh;v an)o,x = (ilt f , an) Yul € Mr,n
K

(ii) pn est donné sur chaque triangle K

pnlx(") : n'(Kvun("))r* - 
â{n' ft- 

nrtnlfc"?l}

Ce résultat se démontre comme dans la Proposition 2.6.L, où le tenseur de diffusion est

l'identité K : I.

2.7 Quelques applications numériques

2.7.L Introduction

Soit le domaine O -- [0, tJ', on considère le problème de Poisson de conditions à la

frontière de type Dirichlet :

f  -Au: , f ,  surO- [0 ,  l l '

t  u :g ,  sur l :âO
(2.17r)

Les conditions sur la frontière sont données par la solution exacte. Nous donnons quelques

resultats numériques obtenus pour les schémas boîte des sections 2.3.4, 2.5 et 2.6. Les pro-

grammes sont écrits en Matlab. La programmation est réalisée grâce à l'équivalence des

schémas boîte (2.47), (2.100) (respectivement (2.L47)) avec les problèmes découplés en un et

p6 donnés par les propositions 2.3.1,2.5.L (respectivement 2.6.1). Dans un premier temps,

on calcule I'inconnue scalaire u €, M1,2 solution du problème variationnel

(V"r,, Vun)o ,K : f tntl ,an)o,x , uh € M\ni : 0, 1.
K K

Le flux discret prr est donné par la formule de reconstruction locale en fonction de u6 et f .

Si Mr,n est I'espace Pl",'r on utilise la décomposition de Pf,.,s comme somme directe de P!,0

(2.168)

(2.16e)

(2.L70)
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et {/. Les conditions limites sont données par la solution exacte aux deux points de Gauss

de chaque arête frontière. Nous représentons les différents types de maillages du domaine Q

utilisés pour les tests.
r des maillages en triangles de type 1 composés de 100 ou 400 triangles (Figure 2.11).

r des maillages en triangles de type 2 composés de 50 ou 200 triangles (Figure 2.12).

Pour chaque test numérique proposé, nous calculons les taux de convergence de I'erreur

entre la solution exacte et les solutions calculées par le schéma boîte de Courbet-Croisille et

les deux schémas boîte quadratiques proposés dans ce chapitre. Nous représentons Ia solu-

tion (un,pn) € P3*, x (RTr + O), calculée par le schéma boîte (2.147).

Ftc. 2.I I  Mail lage
triangulaire de type 1

Frc. 2.I2 Mail lage
triangulaire de type 2

Nous proposons 4 tests, de conditions limites de type Dirichlet, données par la solution

exacte u sur la frontière. Pour rappel, nous donnons quelques résultats numériques pour Ie

schéma boîte Pi,".o x RT0 de B. Courbet et J-P. croisille rappelé au Paragraphe 2.3.4.

2.7.2 Test 1

Nous considérons la solution exacte du problème (2.171) :

u(r ,a) :  cos(2trr)  s in(2zry) ,  @,a) € [0,  1]2 ,

de terme source f @,U):8r'2 cos(2rr) sin(2zrg). La solution exacte donne les conditions de

Dirichlet sur Ia frontière. On calcule pour les trois schémas boîte de ce Chapitre la solution

un € Mt,n et le flux discrct p1 € Xt,n, pour des maillages de type 1, composés de 100 et 400

triangles. Les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3 présentent les résultats numériques obtenus pour cette

solution exacte pour les trois schémas boîte (2.47), (2.100) et (2.I47). On calcule l 'erreur en

norme L2 et en semi-norme | . lr,n de la solution scalaire u et I'erreur en norme L2 du flux

p. Les résultats de convergence obtenus correspondent aux taux de convergence annoncés

dans les Propositions 2.3.3, 2.5.2 et 2.6.2. Les Figures 2.tJ et 2.14 représentent la solution

un e P3,.0 calculée par le schéma boîte P3,,,0 x (RTr + O). Le flux discret pn € (RT' + O)

est représenté sur la Figure 2.15.
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FIc. 2.13 - Test I : Solution u6 e Pl.",o
culée par le schéma boîte P3",0 x (,R?1 +

cal-

o).

Frc. 2. I5 -  Test 1 :  FIux pn e (RT'+ O)
calculé par le schéma P|'p x (RTl + O).

-o 
0.1 0.2 0.3 0 4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Flc. 2.I4 Test 1 : Isolignes de la solution

un e P3".0 calculée par le schéma Pl,",ox (RTr + O).

90-



Queiques schémas boîte sur maiilages en triangles

nb mailles lu - unlo,n lu  -  un l r ,nlp - polo,n pas d'espace h
100 0.007 4 0.3387 0.2203 0.2
400 9.2712.10-* 0.0865 0.0557 0 .1

taux conv. 2.9967 r.9692 1.9837

Tae.2.I - Test 1 : Résultats du schéma boîte (un,pn) € Pl,.o x (RTt + O)

nb mailles lu - unlo,n lu  -  u l l r ,n lp - Pnlo,apas d'espace h
100 0.0346 0.4622 0.4622 0.2
400 0.0090 0.1  190 0.1  190 0 .1

taux conv. r.9428 1.9576 1.9576

Tne.2.2 - Test 1 : Résultats du schéma boîte (un,pn) e P3"., x (BDM\ + O)

nb mailles lu - unlo,a lu  -  un l t ,n lp - pnlr,n pas d'espace h
100 0.0013 0.0321 0.0276 0.2
400 3.3487.10-n 0.0162 0.0139 0 .1

taux conv. 1.9568 0.9866 0.9896

Tae. 2.3 - Test 1 : Résultats du schéma boîte (un,pn) € Pi".o x RTÙ

2.7.3 Test 2

La fonct ion u(r ,  A) :  rA 0 -  r)  (1 -  A),  (r ,A) e [0,  1] ' ,  est  solut ion du problème (2.171)

de terme source f  @,A)  -Z(y( I -A)  +e(1 - r ) )  e t  de condi t ionde Di r ich le t  g  -u laa.  On

calcule la solution discrète (un,pn) € Mt,n \ Xt,n des trois schémas boîte (2.47), (2.100)

et (2.I47) pour des maillages de type I et 2. On compare ensuite l'erreur entre la solution

exacte (u,p - Vu) et la solution discrète (un,po) pour différentes normes. Ces résultats sont

regroupés dans les tablea:ux2.4,2.5 et 2.6. Les taux de convergence de la solution (u1r,p;r) de

chaque schéma boîte par rapport à la solution exacte (u, p : Yu) correspondent aux taux

annoncés dans les théorèmes d'estimation d'erreur a priori (voir les Propositions 2.3.3, 2.5.2

ef 2.6.2). Sur les Figures 2.16 et 2.I7, nous représentons la solution discrète u6 € Pj",o du

schéma boîte (2.147). La Figure 2.18 représente le f lux discret py € (RT'+ O) du schéma

boîte (2.147) .

91



Quelgues schémæ boîte sur maillages en tûangles

0 0,1 02 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 I

Ftc. 2.L6 - Test 2 : Solution u7, € P3",0
culée pax le schéma P3,",0 x (RIL + O).

cal-

Ftc. 2.I8 - Test 2 : Flux pn Ç (RI' + O)
calculé par le schéma P3,",0 x (^R?1 + O).

FIc. z.LT Test 2: Isolignes de la solution
uh e Pl",ocalculee par le schéma P|",ox(RTL +O).
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nb mailles lu - ?ralo,o u - unlt.n lp - pnlo,n pas d'espace h
100 5.944L 10-" 0.0027 0.0026 0.2
400 7 .2L7910-o 6.6904 10-* 6.3209 10-4 0.1

taux conv. 3.0418 2.0L28 2.0403
50 1.24L510-4 0.006094 0.005017 0.2828
200 t.547310-b 0.001535 0.001258 0.r4L4

taux conv. 3.0043 1.9892 1.9957

T.q.e. 2.4 - Test 2 : Résultats du schéma boîte (un,po) € Pl,",o x (^871 + O)

nb mailles lu - unlo,o u - unlt.n lp - Pnlo,n pas d'espace h
100 3.5891 10-* 0.003078 0.0031 0.2
400 9.1182 10-o 7.673210-4 7.673210-* 0 .1

taux conv. 1.9768 2.0L44 2.0L44

50 7.27L2 L0-4 0.0070 0.0070 0.2828
200 I_.8300 10-* 0.0018 0.0018 0.r4L4

taux conv. 1.9903 1.9594 1.9594

Tne. 2.5 - Test 2 : Résultats du schéma boîte (un,pn) € Pl",ox (BDM1+ O)

nb mailles lu - un lo,o lu - unlt.n lp - Pn lo,o pa"s d'espace h
100 0.0728 1.8187 1.5945 0.2
400 0.0186 0.9252 0.8038 0.1

taux conv. 1.9686 0.9751 0.9882

Tee. 2.6 - Test 2 : Résultats du schéma boîte (uo,po) e Pl",o x RTo

2.7.4 Test 3

Nous considérons la solution exacte du problème (2.17I) :

u(t,a) :  na $ - t)  (1 - Y) exP(5r)

de terme source / :

f  @,a) :  exp(5 r )  ( s ( t  -ù (25x( l  -  o )  +  10(1  -2* )  -2 )  -2 r  (1  -  o ) )  .

Il s'agit d'un problème de type couche limite avec une forte variation du gradient le long

de l'axe n: no - W. On représente la solution (uo,po) E Pl",o x (.R?1 +O) du schéma

boîte (2.L47) pour un maillage de type 1 composé de 400 triangles. Les Figures 2.19 et 2.20

représentent la solution un Q Pl",o.Le flux discret pn € HTL * Q est représenté sur la Figure

2.2L. L'erreur entre la solution exacte u et la solution calculée u6 et représenté sur la Figure
2.22. Les calculs d'erreur pour les schéma,s boîte (2.47) (2.100) et (2.L47) sont regroupés,
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respectivement dans les tableaux 2.9,2.7 et 2.8. Les résultats obtenus sont de I'ordre de
cenx annoncés dans les différents théorèmes d'estimations d'erreur a priori correspondants.
Néanmoins, un maillage plus fin permettrait de mieux prendre en compte la forte variation

de gradient le long de n - ns.

nb mailles lu - un lo.o lu - unh.n lp - polr,, pa.s d'espace h
100 0.0116 0.8193 0.5962 0.2
400 0.0015 0.2226 0.1580 0.1

taux conv. 2.95Lr 1.8799 1.9159

50 0.0313 1.4859 1.1320 0.2828
200 0.0043 0.4LL2 0.3L22 0.r4L4

taux conv. 2.8638 1.8534 1.8583

Tne. 2.7 - Test 3 : Résultats du schéma boîte (un,pn) e Pl",o x (R?1 + O)

nb mailles lu - un lo.o lu - unlr,n lp - pnlo,npas d'espace ft,
100 0.0786 0.9638 0.9638 0.2
400 0.0205 0.262L 0.262L 0.1

taux conv. 1.9389 1.8786 1.8786

50 0.1 505 1.6983 1.6983 0.2828
200 0.0409 0.4760 0.4760 0.1414

taux conv. 1.8796 1.8351 1.8351

Tee. 2.8 - Test 3 : Résultats du schéma boîte (un,pn) € P|",ox (BDM1+ O)

nb mailles lu - un lo,n lu - unh.n lp - pnlo,npas d'espace h
100 0.1427 2.9234 2.4798 0.2
400 0.0388 L.5372 r.2519 0.1

taux conv. 1.8789 0.9273 0.9861
nb mailles lu - ur lo,o lu - uni.n lp - pr,lo,opa.s d'espace h

50 0.3062 4.5556 3.9266 0.2828
200 0.0903 2.4734 2.LL77 0.L4L4
800 0.0236 1.2659 r.0822 0.0707

taux conv. L.76L7 0.8811 0.8908

Tne. 2.9 - Test 3 : Résultats du schéma boîte (un,pn) e Pl",o x RT0
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,|

Ftc.  2. I9 -  Test 3
culée par le schéma

: Solutio ,r rn € P]r,o cal-

Pl . . ,ox (ËTr+o) .
FIc .  2.20 Test 3
un € P3.".0 calculée par

: Isolignes de la solution
le schém a P3,".0 x (E?1 + O).

0 9 :

0 8 -

ffi

I
o sl-

I
, t i
0  7 f

-tî^

0 90 80 70 60 50 40 30 20 1

Frc.  2.2I  -  F lux pn € (RT'+ O) ca lcu lé par

le schéma P|.p x (r?71 + O). FIc. 2.22 Différence entre la solution exacte

et la solution calculée un Ç Pl,r,o.
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2.7.5 Test 4

Il s'agit d'un cas

du problème (2.L7L)

proposé par Douglas et Co., [26]. On considère la solution exacte

u(r,a) :exp(-100 ((r  -  0.2q2 + @ - r  l3) ' ) )

de terme source / :

T@,a) :100 exp(-100( (r  -  0.2û2 + @ - r l3) ' ) )  (4 -  a00@ - 0.2û2 - 400 (y -  Ll3) ' )  .

Cette solution exacte est une gaussienne centrée au point (ro,Ao) - (1,à). t.t conditions

sur la frontière sont données par la solution exacte elle-même. La solution exacte présente un

fort gradient autour du pic de la gaussienne. Pour les trois schémas boîte présentés dans ce

Chapitre, on calcule la solutiorrull et Ie flux discret p6. Les taux de convergence de l'erreur

entre la solution exacte z et la solutiotruT calculée par chacun des trois schémas boîte, ainsi

que I'erreur entre le flux exact p:Yu et le flux discretpl sont regroupés dans les Tableaux

2.I0 pour le schéma boîte P|," ,ox (RTr + O) ,2.11 pour le schéma boîte P|," ,ox (BDMt + O)

et 2.12 pour le schéma boîte P]',0 x RTÛ. Les taux de convergence de I'erreur entre solution

exacte et solution discrète donnée par les schémas boîte sont proches des taux annoncés

pour les estimations d'erreur a priori.

Nous représentons la solution discrète u7, € P3.",0 du schéma boîte P3.",0 x (RTL + O) sur les

Figures 2.23 et 2.24. Le flux discret pn € (RT'+ O) du schéma boîte P3.",0 x (RTr f O) est

représenté par Ia Figure2.25. Nous constatons sur Ia Figure2.26 que I 'amplitude maximale

entre Ia solution exacte et la solution calculée par le schéma boîte est située au niveau du pic

de la gaussienne. En effet, le maillage condidéré n'est pas assez fin pour prendre en compte

la forte variation de gradient au niveau du pic de la gaussienne. Ceci explique également

que les taux de convergence obtenus soient un peu plus faibles que ceux attendus.

nb mailles lu - unlo,n lu  -  un l t ,n lp - pnlo,n pas d'espace h
100 0.0176 0.6984 0.5584 0.2
400 0.0019 0 .1888 0.1310 0 .1
taux conv. 3.2115 r.8872 2.0917
nb mailles lu - unlo,a lu  -  un l t ,n lp - pnlo,n pas d'espace h
50 0.0372 1.2986 r.1244 0.2828
200 0.0051 0.3526 0.2580 0.r4L4
taux conv. 2.8667 1.8809 2.1237

Tne. 2.10 - Test 4 : Résultats du schéma boîte (un,pn) € P3",0 x (1171 + O)

test
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o ,l-
I

0.8 E

I
o 7 h

I - 0.6

0.5

0.4

0.3

0 .2

0 .1

u.b

0.5

0,4

0.3

0.2

0.1

0

FIc. 2.23 - Test 4 : Solution z6 € Pl,",o
culée par Ie schéma Pl,".o x (RTr + O).

-0 
0,1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.E 0.9 1

Ftc. 2.24 Test 4 : Isolignes de la solution
un € Pl,",o calculée par le schéma P|,",ox (R?1+O).

FIc. 2.26 - Test 4: Différence entre la solu-
tion exacte u et la solution calculée u6 €. P3,",0

par le schéma Pl*.o x (R?1 + O).

cal-

0.tr|

0æ,

0,01

0

-0.01

-0.û2

-0.03
I

FIc.  2.25 -  Test 4:  Flux
calculé par le schéma Pl",o

pn€ (RTr+O)
x (RTL + O) .

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 5 0.6 0f 0I 0.9 1
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nb mailles lu - ?ralo,nlu - unlt,n lp - pnlr,n pas d'espace h

100 0.0309 0.8665 0.8665 0.2
400 0.0079 0.2672 0.2672 0.1
taux conv. L.9677 1.6973

nb mailles lu - unlo,nlu - unlt,n lp - pnlo,apas d'espace h

50 0.0628 t.57L4 r.57L4 0.2828
200 0.0148 0.4720 0.4720 0.r4L4
taux conv. 2.0852 r.7352 7.7352

T^te. 2.LL - Test 4 : Résultats du schéma boîte (rn,po) Ç Pl,",o x (BDMt + O)

nb mailles lu - ?ralo,olu - unlt,n lp - pnlo,n pas d'espace h

100 0.0487 r.2234 1.1076 0.2
400 0.0140 0.7197 0.6038 0 .1
taux conv. 1.7985 0.7654 0.8753

nb mailles lu - un lo,o lu - unlt,n lp - pnlr,n pas d'espace h

50 0.0768 L.7252 1.6654 0.2828
200 0.0268 0.9609 0.8343 0.L4r4
800 0.0074 0.5182 0.4389 0.0707
taux conv. 1.8566 0.8909 0.9267

Tne. 2.12 - Test 4: Résultats du schéma boîte (un,po) € Pl.ox RT\
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CHaPTTRE 3

Quelques schémas boîte sur maillages
en rectangles

3.1- fntroduction

Une question naturelle est de se demander si les résultats obtenus au chapitre précédent
dans le cas de maillages en triangles, se généralisent dans le cas de maillages en rectangles.
Nous allons prouver dans ce chapitre que I'on peut effectivement construire des schémas
boîte sur un domaine maillé par des rectangles et que ces schémas boîte conservent les
propriétés de leurs homologues sur maillages en triangles.
Soit O g W un rectangle de frontière I : ôQ. Soit I e L'@) donnée. Le problème de
Poisson

t  -Au-1,  r€dl
l .  u , :g ,  c€ l

admetuneun iqueso lu t ionu€ I /o1(o )nH, (qqu isa t i s fa i t | | , | | , , n<
considérons la formulation mixte de type Petrov-Galerkin du problème de Poisson, introduite

(3.1)

(3.2)

au Chapifte 2 : trouver (u,p) e Ht(O) * I/ai"(O) tel que

I (divp * f,u)o,n - 0, Vu € L'@)
t @ - Yu, q)o,n : o, Yq e (L'(o)) '

C'est un problème bien posé, équivalent au problème (3.1). Nous introduisons trois schémas
boîte pour le problème de Poisson sur des maillages du domaine O en rectangles. Nous
conseryons le design des schémas boîte tels qu'ils sont introduits dans le cas de maillages
triangulaires. D'une façon générale, utr sehéma boîte est une formulation mixte de type
Petrov-Galerkin qui consiste à trouver (un,pn) e M\n x X1,6 solution de

I (div pn *.f, ur,)o,n : o , Vuri € Mz,h
t @u - Yun,gr)o,n - 0, Vqr, e Xz,h, (3.3)

où les espaces discrets M\h et X1,1, sont des espaces d'éléments finis approchant les espaces
flJ(O) et IIair,(O).Deux des schéffiffi, que nous proposons sont de type non-conformes,
puisque les espaces discrets M1,6 et X1,p, satisfont X\n E Ha*(O) ou M\n g Ht(O). Les
espaces de test Mz,h et X2,7, sont des espaces de polynômes totalement discontinus par
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Quelquæ r}&nas boîte sur maillqges en rcctanglæ

rectangle. Pour que le problème discret (3.3) soit bien posé, les espaces discrets doivent
vérifier la condition nécessaire d'égalité des dimensions :

dim M\n* dim X\h: dim Mz,n * dim Xz,n. (3.4)

Nous introduisons les espaces.Elor(O) + Mry et If6p(O) + X\h, munis respectivement des
normes dépendantes du maillage :

l r l , , , , : ( f  lvul lo,*) ' ' ' ; l lu lh,r , :( lul8,n*lul?,o) ' / ' ,  vueHt(o)+Mr,h (a.b)
K

' | - ' |  'Dl  divnl l ,*) ' / ' ; l lp l la i" ,â:( lpl3,n+lpl3i" ,u) ' / '  ,  vp€.Elai , , (o)*xr,r ,lPlaiv,lr = 
[..

K 
(s.6)

Dans le Paragraphe 3.2, nous donnons les notations utilisées par la suite et les propriétés liées
au maillage. Nous définissons les espaces d'éléments finis pour les inconnues au Paragraphe
3.3. Enfin, dans les Paragraphes 3.4, 3.5 et 3.6, nous décrivons quelques schémas boîte
associrfu à la formulation mixte de type Petrov-Galerkin (3.2).

3.2 Notations

3.2.L Le changement de base , ,
Le carré de référence Ê est le carré unité [0, lJx[0, lJ de sommets -91 : (0,0),,S, : (1,0),

& : (1,1) et ,Sa : (0, 1). On se restreint ici au cas de maillages en rectangles du domaine
O. Soit K un rectangle de sommets ̂9r, Sz,,Ss, SE (Figure 3.1).
Soit gx l'application définie par :

9x:  K->K

@, ùH (" ,  a)  -  px(û,Û) :  b+ B ( i )
(3.7)

où ô et B sont respectivement le vecteur colonne 2 x I et la matrice 2 x 2 définis par

u : ( * ' )  e tB: (nz-n t  o  \
\u r /  

: \  
0  az-Ur)

pya est une application linéaire bijective affne. Comme dans le cas de maillages triangu-
laires, la matrice jacobienne d" g* est constante sur chaque maille K. C'est une propriété
particulière des maillages en parallèlogrammes. De plus, l'espace 8'W) est égal à

Q,W):  { , i  o  prc  ;q  €  Ot (ô} .
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,SgS+

Sz

&

51

Flc. 3.1 - Application affine px : k -t K

3.2.2 Notations géométriques

Dans la suite, K désigne un rectangle de sommets Si, 1 < i I 4, de coordonnées respec-
tives (xuui, (*r,Ut), (nz,yz), (xr,az).On note et et e, les arêtes horizontale et verticale
d'un rectangle K du maillage, d'aire l/fl (Figure 3.3). Soit T;letriangle contenu dans K de
sommets,Si-r,S;,Si+r, avec Ia notation,So - ^9a. Soient (Figure 8.2):
o hx : diamètre de K- diagonale de K.
o px : 2 

,qrrr_en 
pr où p; est le diamètre du cercle inscrit dans ?i. "

l oK :M>1.

Flc. 3.2 - Géométrie du rectangle

Dans la suite, ?i' désigne un maillage en rectangles du domaine O, de paramètre de discrétisation

o: p*,u*'
Le maillage Tn est tel que les rectangles K e Tn ont leurs côtés parallèles aux côtés du
domaine O. La triangulation Tn est définie de sorte que 0 : l)xer^ K et nous supposons

^9g

K

,SA

K

Sz
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(ov)

Uz

Ux
Gr
o

NE-N.4*NP:  1  e t  ANE :  NA+ NAi .

fiy fi2

FIG. 3.3 - Notations pour un rectangle K du domaine O

que le maillage est uniformément régulier, c'est-à-dire qu'il existe deux constantes a > 0

indépendantes de h, telles que

rh lhx lopx  e t  h - l  0 .

Un exemple de maillage est donné par la Figure 3.4.

Soient .S l'ensemble des noeuds du maillage, constitué des noeuds frontières .Sa et des noeuds

internes Si, et,/t I'ensemble des arêtes du maillage, constitué des arêtes frontières r4a et des

arêtes internes .4. On utilisera les notations suivantes :

N P : nombre de noeuds du maillage,

N n = nombre de noeuds internes du maillage,

N E = nombre de mailles de la discrétisationTi, ,

N A : nombre total d'arêtes,

N Aa : nombre d'arêtes frontières du maillage,

N A; :, nombre d'arêtes internes du maillage.

Les relations d'Euler sont :

f i1o (or)

(3.8)
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N

I

Ftc. 3.4 - Exemple de maillage du domaine O

ua

Flc. 3.5 - Base de vecteurs (zo,ro)

Soit K un rectangle du maillage Tn. Levecteur normal unitaire à une arête a de K orienté
vers I'extérieur est noté uo,le vecteur tangent est noté ro. Sur la Figure 3.5, uo représente
le vecteur normal à I'arête a dans le rectangle Kr. Soient Kl et K2 deux rectangles d'arête
commune a. Le saut d'une fonction u à travers I'arête a est [r] = r)Kz,o - uKr,o.
Le gradient d'une fonction f € I/t(O) est V/ : @rf ,0v1), son rotationnel est
rot/ = (ùnl ,- Arf ). Le rotationnel scalaire d'une fonction vectorielle (1r, fù est noté
de façon identique rot(fi , fr) : ïrf, - 0,f2.
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3.2.3 Quelques lemmes

Soit K un rectangle du maillage.Po(Jf) désigne les polynômes constants sur K. QrW)
désigne I'ensemble des polynômes de IRz de degré I en ctraque variable r et gr, c'est à-dire
de la forme g: a*br * cV * dæg où a,b,c et d sont des constantes réelles.

Pour chaque arête a e A, soit IIo : Lz(a) + Po(a), I'op,érateur de projection sur les po-
lynômes constants de a. Si a est une arête du rectangl ê K , on a la généralisation sur des
rectangles du Lemme 3 de Crouzeix-Raviart [22] sur des triangles (Lemme 2.2.2 Chapitre
3 ) '

Lemme 3.2.1 (Interpolation d'arête, [44J)
Il æiste une ærwtante C > 0 indépendante de K et de a, telle que pour toutes fonctiorts

ô e Ht(K) et u e Hr(K), on ait

t I oo- rl"u) dol s c ox hxlôh,xlrl,,r.
J e

Soit IIe la projection orthogonale de Lz(K) sur les polynômes de Qk(K) d'ordre rt en chaque
variable définie pour a e Lz(K) par

f

I (II*, - a) qdn- 0, Vq e QkW).
J K

Lemme 3.2.2 (Interpolation [30J,[40J) ,,
Nous aaons les estimation suiaontes .' sf a e Hk+t(K),

lu - ilhul^,x < C o?n-r hfu+r-mlrlt*r,r, 1 S m< k + I (3.9)

(3.10)lu - norlo,* < C o* h[**'lrl**r,*, ffi- 0 .

3.3 Espaces fonctionnels discrets

Avant d'aborder les différents schéma.s boîte, nous allons décrire les espaces d'éléments
finis utilisés pour approcher la vitesse u et le flux p du problème mixte de type Petrov-
Galerkin (3.2)

3.3.1 L'espace scalaire qt conforme

Nous notons Qf I'espace d'éléments finis Qr-Lagrange des fonctions polynômiales de
degré 1 en chaque variable. C'est un espace conforme dans f/ô(O).

Ql: {"0 . co(o) i un e Qt (r(), vK ern},
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où 8r (K) est I'espace des polynômes de degré I en chaque variable n et g. Sa restriction
aux fonctions s'annulant sur la frontière f de O est notée 8l,o telle que

Q'",0: {uo 
e Ql i unlo: o ,Vo € /t}'

Lemme 3.3.1 (Fonctions de base de 8l)
(i) La base de degrés de liberté, de l'espace Q! est donnée par {(pr)tsrsrr} :

pi(un) - uh(^9d), Van € Ql , VSt € S. (3.12)

(ii) Lo bose loæIe de l'espaceQl est {(Ài)tSiS e} : où (Ài)tSiS a sont définis dans le rc.ctangle K
par À1(r,ù: ÉT @r-*)(ur-ù, Àr(n, a) : fr("-" ù@r-a), Àg(s, y) : fi(*-"r)@-ur)
et Àa(*,u): dT (*, - x)(v - yù.
(iii) dim Q'": NP et dim Ql,o = NPi.

3.9.2 Ltespace scalaire Ql non-conforme

L'espace Ql" est I'espace d'éléments finis des polynômes de 8t (.fi() continus aux milieux
des arêtes du maillage. Contrairement à l'espace Ql,,l'espace Qtr"est un espace non-conforme
dans Ht(O). On note :

Qrn":{,ru e I ' (o) i  uneQt (I(),  VK e fo; f luuldo:0,Va € 4] .
J o

L'espace Qlr",o est la restriction de l'espace Qf" aux fonctions nulles au milieu des arêtes
frontières :

(3.11)

Q'n ,o: {ro e QL^", 
I"u1,do 

- o,Va € ,{t}

Il semble naturel de choisir les degrés de liberté globaux {p"}oe,l de I'espace d'éléments finis

Q|" comme les valeurs aux points milieux des arêtes. C'est-à-dire

po@n) : an(Mo), Vur, e Qlr",

où M" est le milieu de l'arête a. Si Mo' Mo, Mo, et Moo désignent (de façon ordonnee) les
points milieux des arêtes de K et Gx(xx,gr) Ie centre de K (Figure 3.6), toute fonction
u e 8t (K) vérifie l'égalité :

u(Mor) + u(*t,r) : u(Mor) + u(U".) : 2 u(G s). (3.13)

Donc, les valeurs au milieu des arêtes ne forment pas un ensemble unisolvant ([6J, [30J). En
effet, il existe une fonction non nulle s'annulant au milieu de toutes les arêtes du maillage :
il s'agit d'une bulle.

-105-



Quelguea æhémæ bolte eur maillqgee ea rectanglee

Mor û2

Flc. 3.6 - Rcctangle .fi(

Lemme 3.3.2 (Bulle non-conforme de 81(10)
Soit q ta fonction définie sur Qr (K) par :

q , Qr(K) É

p F-) {p(M")IoGoK

où Mo d,ésigne le rnilieu d,'une arête a de K. Le noycrlr de rl est de dimension 7, engendré
por ula bulle non-conformeo by.

Ker rt =vect( ô1ç ) , bx(n,y) = 
ftU 

- **)@ - ux),

où Gx(sx,yx) est Ie centre du rectangle K.

Preuve :
Sur chaque rectan gle K du maillage, il existe une fonction de 8t (K) qui s'annule au milieu
des arêtes du quadrangle, elle est unique à une constante multiplicative près. On note ô6
cette fonction (unitaire) définie par : bx : fr@ 

- **)(V - Ax), où (c6, yx) est le centre
du rectangle .I(. Cette fonction br est appelée bulle non-conforme associée au rectangle K. f

La Figurc 3.7 représente la bulle sur le carré de référence [0, 1J'. Citons quelques propriétés
de la fonction "bulle non-conforme" bx :

f i1
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-0.5

-1
1

Flc. 3.7 - Bulle non-conforme de Qt&)

Lemme 3.3.3 (Propriétés de la bulle non-conforme b6)

Pour tout rectangle K e Tn et toute fonctionu € 8r(K), la bulle non-conformeby satisfai,t :

I'

( , )  I  bydo-0,
J A K

r
(i i ,) / rot b7ç 'Yu dr - 0 ,

J x

(iii) t (rot b6 . u) u d,o - 0.
J A K

Preuve :

(i) La bulle non-conforme est affine le long des arêtes du maillage (en

aux milieux des arêtes de K, donc

t  byd,o- t  Iu.d,o- I  l" lbo(tv")-0.
J aK eeoK r e e€oK

(ii) Soit u € QL (K). En utilisant une intégration par partie, on a

rectangles) et nulle

(3.14)

f f f
I  rot b6 .Vu dr - |  b6(Vu 'r) do - 

|  b6 rot(Vu) dn
. l  r<  Jax  J*

(r)
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(/) : t [u.!a"
e e A K , r e  

v , e

Or, b6 ff est affine le long d'une arête e et s'annule en son milieu. Elle est donc de moyenne
nulle le long de toute arête e du maillage. Donc (/) : 0. D'autre part, rot(Vu) - 0, pour

toute fonction u, donc (//) - 0.
(iii) u e Q'6). Par la formule de Green, on a

I

f f f
I  ro tb6 .u r )do-  I  d i v ( ro tbx )udr *  I  ro tby 'Vudn .  (3 .15)

Jar< Jr<

(I) UI)

L' intégrale (/) est nul le (puisque div(rotbx):0) et (I I)  est nul le par ( i i ) .

Définition 3.3.1 (Espace des bulles non-conformes)

Soi,t V l'espace uectori,el "bulle" engendré par les fonct'ions bulles non-conforn'ùes locales :

V -  
{r [  e L '@) \ / r r  -  axbx, eK € R, YK eTn},

alors dim!I ,  -  NE etV ÇQ'," ,0.

En effet, pâr définition de la bulle non-conforme, b6 € 8'6), VK € Tn, et le long de

chaque arête a e 0K ' 

I u* d,o - b*(M")- Q.
J a

Donc, û - D* axbx e Qrn",o.C'est-à-dire, U, ç Q'n",,.

Définition 3.3.2 (Définition de B)

Soit B I'éIément d,e I'espace Qtn.,o d,éfi,ni au signe près par B - 
I tgn( K) b*, où sgn(K)

est le s'igne d,u rectangle K égat à 1 ou -1. It est d,onné par ,r"*Ofr, par Ie Tableau 3.8 par

rapport à un rectangle de référence.

t -

Ftc. 3.8 - Valeurs de sgn(K).

+ +

+ K +

-r +
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Proposition 3.3.1 (Caractérisation des espaces Ql non-conformes)
Les espaces QL , Q'n" et V aérifient :

(i) QlnV : Vect(B) ,
(ii) Q'^": O: + ù ,
(iii) Ql,,",o : QL",oo ù ,

d im(Qlnv)  :1 ,
d im Q 'n " :  NA ,

d im Qrn" ,o-  NA;+ l .

Preuve :
(i) Soit th : I* qxbx e Ql n û un élément de I'intersection ae 8l et de V. La conti-
nuité de ,lt à travers les mailles implique la continuité de û le long des arêtes internes. Si
a : ïKr f1 ôKz désigne une arête interne du maillage, alors la bulle non-conforme par rec-
tangle vérifie bxrlo : -bxrb. Donc la continuité de û entraîne que
a7ç : sgn(K) o, VK, a € IR. Alors û - aB, a € IR. C'est-à-dire 8: n V g Vect (B).
La réciproque est évidente.
(ii) Notons M I'espace M = }l+V. L'inclusion M çQ|. est évidente. Pour prouver l,iden-
titê M : Qlr", nous allons prouver l'égalité des dimensions de M et Qr^".
Soit f l'application linéaire

i : Qlr" -) lRrvA
u '-r (u( M"))oee (3.16)

En utilisant les définitions de I'espace V et de la bulle non-conforme bs,le noyau de I'ap
plication f est tel que :

Keri - 
{". Q',", u(M") - 0, Vo € "a} e V

et par la relation (3.13), I'image de I'application f est

Imi  :  
{ t " {a+))  eRrv,{  /ueQl," ;u(Mor,*)*  u(Mor,x) :u(Moz,x)*u(Moo,x) ,vK ern}

(où Mor,K, i - 1,..,4 sont les milieux des arêtes du rectangle K), ce qui implique que
dimQr^" - dim(Keri) + dim(Imf)
dimM : dimQI+ dim{, - dim(Q} n V) : NP + NE - t. La première relarion d'Eu-
ler implique dimM : NA. Or M E etn", donc dimM
dim Qlr" : N A. Ce qui conclut la preuve du (ii).
( i t t )Drp lus ,Q l ,on l t r : {0 } ;ene f fe t , s iû -aDxbxr_er " , r f lV ,a lo rsa :0 (pu isqve1 t , )
est nul sur la frontière de O). Donc les deux espaces Q'",0 et i[ sont en somme directe. I

Nous en déduisons la base globale de I'esp æe ern",o :

Lemme 3.3.4 (Base globale de Olr",o)
Les dqrés de liberté de l'espace Qlr",o sont situés ow sornmets et arn centrcs des rectangles

du maillage (Figure 3.9) et la base globale de Qrn",o est donnée par les fonctions {Ài}rsrs/vpi u
{bxl, xer^.
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K
o

Ftc. 3.9 - Degrés de liberté de I'espace Q|"

Lemme 3.3.5 (Propriétés de ltespace 81c,0)
Pour toute fonction u e Qr*",', ofl a le.s relations suiaontes

(f) Va € &, fApdo: o, VP ePo(@) ,
J o

( i i )Ya€Aa,  I rodo:0,  YPePo(o)  '
J o

Preuve :
Soit a e QL.o. Nous allons montrer les relations (i) et (ii) pour cet élément u.

(i) Soit o,e Ài, a:}Krî0K2, soit p € Po(a), pôr la Proposition 3.3.1, a -- û + Dr axbx

où û € Ql,o et o6 € R,. Donc,

Ip fu l f l p r - [e4 ld ,o* [e@ruKz-a rbx t )dar  , ,  (g .12)
J o -  J o  J o

Or, û est continu le long de a; c'est-à-dire [ûJt" = 0, donc I"elûldo est nulle. D'autre part,

la définition de la bulle non-conforme impliqu e |opbx do : 0 pour toute arête a. Ce qui

prouve (i).
(ii) Soit a, une arête frontièr I , & : 0K f)f et p e Po. En utilisant les arguments précédents,

on obtient
f f t '
I  oodo : I  prdo + |  o*Pbx do .

J o - J o  { - , -

(3.18)

û est nulle au bord, donc l"pû do -- 0. On obtient (ii). I

Nous allons rappeler brièvement les espaces d'éléments finis utilisés pour approcher le flux

P:Yu .

3.3.3 Espaces vectoriels Pour Vu

Ltespace de Raviart-Thomas sur rectangles

L'espac e RTo est I'espace d'éléments finis introduit par Raviart et Thomas, [39], de plus

bas degré sur maillage quadrangulaire. Dans le ca^s d'un maillage en rectangles dont les côtés
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sont parallèles aux axes du domaine O, on définit I'espace des vecteurs de polynômes

Hro(K):  (po(K)) ' *po (  ;  )+po 
(  ;  )

Dans chaque rectangl e K,8n Q R7'o./fi)si et seulement si gn(s,y): ( y 17rr \
\  \x* t iv  )  

'avec
rrx, Êx, ^lx et dr € IR. Remarquons que si Gx(rx,y6) est Ie centr. àu rectangiê'K,on a
encore les formulations équivalentes

Rf (K) -- (po(K)), + ̂ Po(rf) ( '- "" ) + po(K) ( _î;:i"))\u-Ux/  \ - (Y-Ux) /  (s .19)

ryI'6): (po(K)), + Po(K) d# + po(K) rorôr

L'espace de Raviart-Thomas est défini par

Quelgues æhénæ boite sur maîllryæ en mctaaglee

- -n  (  - -  , ^ \  - - r r  r  -  - .  -  I
HTo : tqo € I/ai.,(Q) tels eue 9a e nf (x), vK e fuI . (3.20)

Un vect€ur p6 de.B?0 est un élément de I'espace I/6p(O), donc, sa composante normale est
continue le long de chaque arête interne a du maillage :

(Po ' uo * Pn ' uL) : 0 sur I'arête a.

De plus, dans le cas de maillages en rectangles, la composante normale pn . ao est constante
par arête i p. uo e Po(o).

FIc. 3.10 - Degrés de liberté de l'espace #

Lemme 3.3.6 (Fonctions de base de Æ{)
(i) Les degrés de libefté globaw de Rf sont les formes linéoircs {Lo}aeA,:définies par :

Lo (qn) :  [ * .uodo .
Jo,
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(ii) La base canonique de W est donnée par (P")" t

Po(n, A) : Pyr,ofl xr(*, A) - Pçz,oil xr(r, !)

où a: ïKrnAKz et f,,y, est l'indiæ,trice sur le rectangle K;, i: t,2.

Les fonctions PK,o sont itéfinies par Py,o - fr ( 
t 

;"t ) 
si a est une arête aerticole et

xs désigne l'abscisse d,e I'arête opposée à a dons le rectangle K et Ps,o: ÉT ( , 
jr, 

) 
sd

a est une arête horizontale et ys dé,signe l'ordonnée de I'arête opposé,e à a dans Ie rætangle
K.
(iii) Lo dimension de l'espace RTo e$ égale au nombrc d'arêtes du moillage .' dim N :NA.

L'espace O des rotationnels de bulle

Lemme g.g.7 Soit l'espace aectori,el engen;dré par les rototionnels de la buile non-conforrne

e = rotrf -- {ô: I 
pr-rotby, Ér e IR}

K

alors, O n RTo : Vect (rot(B)) .

Preuve :
Sur tout rectangle K du maillage, rotby € Rf (K). Donc tout élément

ô : E* py rctby € Q appartient à Rfo si et seulement ô € floi"(O). C'est-à-dire si
pour toute arête interne a : ïKr n ïKz C 4, rp satisfait

(Ôlx, ' t /o,Kr I  Ôlxr '  l ' to,Kz)P : 0.

Or, (rot bxr4 . uo) : (rot b1çrgo . uo). Donc la continuité de la composante normale équivaut

à

flx, * Êx, : 0, Va : ïKt n AKz'

Ainsi, ô e Rf si et seulement si ô: ÊI*sgn(K) rotby pour un certainrêel B. I

3.4 Le schéma boîte L ? (un,pn) € Qrn",o x (RT0 + O)

S.4.L Introduction

Dans ce paragraphe, nous cherchons à généraliser sur des maillages en rectangles, le
schéma boîte de B. Courbet et J.-P. Croisille introduit sur triangles (Chapitre 2, Paragraphe
2.3.4). De façon naturelle, on cherche les inconnues u12 et p6 dans les espaces 81",0 et RTo
rectangles, qui correspondent dans le cas de maillages en rectangles aux espaces d'éléments
finis Pk,o et HTo triangles, utilisés par B. Courbet et J.-P. Croisille. Les degrés de liberté

de l'esp ace RTo rectangles sont situés au niveau des arêtes. Cependilt, les degrés de liberté
de I'espace Qtn",' re sont pas situés au niveau des arêtes (Lemme 3.3.4), comme c'était le
cas pour I'espace Pl",o.
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3.4.2 Définition du schéma 1

Introduisons le premier schéma boîte de type (3.3) associés au problème mixte (3.2).
Nous choisissons M1,6: Qrn,o comme espace d'approximation de IIol(O) et l'espace RTo
rectangles, enrichi par le rotationnel de la bulle non-conforme - c'est-à-dire X\n : W + O -
comme espace d'approximation de IIa;r,(O). Les espaces d'approximation sont non-conformes
puisque Qr,.,og Hl(O) et (Rf +O) I Hai"(O).Les espaces d'inconnues sont de dimension

dimQrn",o+dim(^82{+O) -  (NAi+1)+ ( I fC +NE -  t ) :  bN.E.

A ces espaces d'approximation M\n et X1,6, on associe les espaces de fonctions test de
polynômes totalement discontinus. Soit Mz,h,l'espace des polynômes constants totalement
discontinus par rectangle, encore noté P0

Mz,n: 
{rn e Lz(o) ; aux e Po(K), v K e rn} (3.21)

et X2,6,I'espace des polynômes constants de R2 totalement discontinus, enrichi sur chaque
rectangle pa,r le gradient et le rotationnel de la bulle non-conforme :

xz,n :  
{on€ 

( r2(o) ) ' ;  8n1*€(po( r r ) )  2+po ( r - \+p0 ( : , ,  )  ,\ ï  /  \ -a /
c'est-à-dire 

xz,n: (p)r+ p'(vbr) + f.(rot bx) .

En particulier, V(l/t,r,) Ç Xz,n.

Définition 3.4.1 (Schéma boîte t)
Considé,rons le schéma boîte I : trouaer (u6,p1) € Qto",ox (RTÛ + O) solution du problème

discr t

vK eru] (3.22)

(3.23)

( D (ai" Pn * l,un)o,x: o, Yan e Po
) KETt

I f Oo - vun,qn)o,x- o, vsr e xz,n.
( K€Tn

Lemme 3.4.1 (Egalité des dimensions)

dim (HTo + O) * dim Qrn",o: dim Xz,n* dim Po
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Preuve :
Nous vérifions l'égalité des dimensions entre les espaces, en utilisant les relations d'Euler
(3.8).

dim X\h* dim M\n : (N/ + NE - 1) + (NAd + l)

: NA;+ N.4 +NE
4NE

: 1NE = dim Xz,n * dim Mz,n.

I

Lemme 3.4.2 (Existence et unicité de la solution)
Le schéma boîte (3.23) odmet une unique solution (un,pn) € Qrn",o x (ffi + O).

Preuve 3
Par égalité des dimensions et linéarité du schéma boîte (3.23), il est suffisant de prouver que

f 
- 0 entraîîê, u11= pn - Q. Supposons que f = 0, alors l'équation (3.23)1 s'écrit

(divp1, ut)o,o : 0, V un € Po (3.24)

Un élémentp6de I'espace X\nest àdivergence constante parquadrangle: div pnlx e P(K).
Donc l'équation (3.24) implique que divp4sç - 0, dans chaque rectangle K. D'autre paÉ,

YQ'o",0 Ç Xz,n. En choisissant gn:Yun dans l'équation (3.23)2, rlous obtenons :

Ttv,n|!o,x:It(pn,Vun)o,,,:-3I-ryund,n-3I,-Ph.uundo(3.25)
K K K = 0

Puisque pn € X\h: HP * O, pn se décompose sous la forme pnt:Th+ E*'psrotby, a;yêc

Fn € Hai"(O) et Fx e IR" La relation (3.25) devient

I lv,, nllo,*: 
? Iu*^'u 

undn ++ Ir.pvrctbx 
'v undo (3.26)

K

Sur un rectangle K, unlx e Qt (I(), donc en utilisant le Lemme 3.3.3 (iii), on obtient

I  t  pyrctb l .uundo-0.
Ç Jox

D'autre part, si [rJ _ (a6z - alx);o désigne le saut d'une fonction u à travers I'arête a

commune à deux mailles Kr et K2,l'équation (3.26) se réécrit

(3.27)

Puisque , Fl . uo € Po(a) pour toute arête a du maillage et u6 est continue au milieu des

arêtes internes et nulle au milieu des arêtes frontières, le terme D* lYunl|,x: [. De plus

? 
lo, ull,* = 

E,l"^.t 
ortrhdo - 

E,l"Fi.uoluolao
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un € Q'n",,, d'où on déduit que un : 0.
Prouvons que p6 est nul. On a vu que div pn:0 donc la relation (3.1g) implique que
Pn e Po(K)'+ P0 rot blç C Xz,n. Choisissons maintenant Qn = pn €. Xz,n dans l,équation
(3.23)2, alors D* lpnl|,,x: 0 et donc pn = 0. t

Soit [I0/ la projection de / sur 113ç6 ruPo (K) et n9fir sô restriction à un élément I(. Nous
allons maintenant exprimer une formulation équivalente du schéma boîte (3.28) :

Proposition 3.4.1 La solution (un,pn) € Q',*,0 x (ffi + O) du schémo boîte (5.23) est
donné,e par :
(i) un € Qrn",o est solution du problème aarùati,onnel

I (v"r,, vur,)o ,K : D ((no f)w,an)o,x , vun € ern",o (8.2g)
K€Tn K€Tn

(ii) pn s'écrit localement dans chagu e rectangle K ;

Pntr:(vu6)r*- ffi(lz:',:,'6-îïl) (s2e)
où (xy,yx) æt Ie centre du rcctangle K.

Preuve :
(i) Soit un € Qrn",o. Choisissons {6 : Yun élément de X2,1, dans (3.23)2. En intégrant par
partie, on obtient

I

Ifv uh, v un)o,x = D@o,Y on)o,x (B.go)
K K

:  - I  I  ar"pnundc+I t  bn.v)u1,d,o
K Jx  ?Joxn

Puisque, divp;,;1ç € P0,on ad'après l'équation (3.23)r, div pnlx - -iloir.Or, pn €. Rz4+o
s'écrit localement p1 - Fn+ Ir pyrotblç, donc la relation (3.30) devient

Efv uh, v an)o,x : ltuol ,an)o,x-,- \- f (a.
K 

7un)o,x :  ) *  *+Ju*@n+pvrctbx) 'va6do

:  (no/ ,ur)o,n+I  I  o^ 'uundo+D.I  pyrctbx.uu6d,o
71 JaK Ç Jax

Le Lemme 3.3.3 (iii) donne .far rot ôr . u a6d,o - 0. Donc en utilisant la continuité de la
composante normale des éléments de ̂ Rfl c I/ai.,(O), on a

F,o 
uh, v an)o,x : f tnol ,un),,x. 

à l,un't/althdo 
-à 

I"uo'uolu6f 
do

Puisque un € Qtn",oet pn. ua€ Po(o), le Lemme B.B.b implique que

f1
I  Fu ' t /ov t rhd ,o  -0 ,  va  eAb e t  I  Fn .vo lun ldo-0 ,  vae"4 i  (g .g l )

J o  J o
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ce qui donne

Itv uh, v u6)o,K : f tno.f, ro)0, x , Yan € Ql",o .

Ceci prouve (i). En particulier, pout un - bx € QL,o (u6 vaut la bulle blç sur le rectangle

K et 0 ailleurs), on obtient

(V ru , V ôr)o,r : (IIo/, bx)o,x

Or, la bulle est à moyenne nulle sur chaque rectangle, donc (n0/, bx)o,x = 0. De plus, Y un

s'écrit localement (V uo)W = (IIoV uu)W * dxVbx, où dr est donné par ur,. On en déduit

que

Q : (V ,r, , V bx)o,x : ((fIoV uo)W * dx Ybx, V ôr)o,r

: ((IIIoV u1,)6, V br)0,r. *dxlYb*130,*

C,est-à-dire dx :0, puisque lVôsç18,* # 0. Donc la composante "bulle" de la solution u;i

est nulle et (V uu)W: (tIoV un)W-
(ii) Ecriture locale de pn
pn appartient a ̂ Rfl+O, il s'écrit donc localement sur un rectangle K, Pn -- Fn+l* Êx rotbx

avec B1, € I/ar(O). Or, nous avons vu que pour tout rectanglê K, divp611ç : -llofi x et

div(rot bx) :0, donc
divpl, : div Fn = -[o/. (3.32)

puisque pn et Yun sont des vecteurs polynomiaux de degré 1, l'équation (3.23)2 implique

que

( I lopo) t * :  ( I IoVu6) t * : (Vua) t r .

D'autre paÉ, p6 s'écrit encore sous la forme

où F,.' € lR" En remplaçant, (Ilopr)lr et div pnlx par leurs valeurs, on obtient

Ph,t Ph,z

Il s'agit maintenant d'évaluer le coeffic ieû Fx . Réutilisons l'équation (3.23)2 pour un élément

Qnlx: rot bx :
f

I (Pu,, * Pn,z - Vur,) ' rot bY d'n : o
J K

(3.33)

Or, par le Lemme 8.3.3 (ii), [*Yun.rot bx :0, et p6,1 €st complètement déterminé par

ph,r:(V.rr,) W-ry (:-:" )2 \y-sr  /
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donc l'équation (B.Bg) devient :

f f

| --nn,r. rot by d,r : I ph,t . rotby d,x
J K  J x _

-  nof t *  
t  ( r - î :  

) . ro t  byd,x_( , ,ovuh) tK.  [  ,o tbyd,x2 /r \  u - ux / 
L'ruv* r '& - \rr Y'untvt 

!  * ' - l_-t

:  W IA-**) '-(y-yx)2d,st l ^ l  J K

sur un rectangl e K d'arêtes horizontale e, et vertic ale es,

l.a 
- **)' :Eb,p et l.w - yx)2 =#bop.

D'autre pâft, par définition de pn,z,

l*rn,r'rot 
bs d,x : [- A. ( -î,:::--r) .*, by d,nJx  \  - (Y -yx )  

/

: 
ffi l.a -'*)'+ (v - vx)z dx
AR. -  t  r

#(1",1,*l"olr)
Nous obtenons donc : ,

F*:% P,t:-!".;,!:.2 1",1, * leolz'
Nous venons de prouver que (uo,pn) solution du problème (3.23) est également solution duproblème ((i)-(ii)) qui admet une unique solution. D'où le ràsdât *noncé. I

Cette proposition donne aussi I'existence et I'unicité du problème (g.2g). Noter que dans lecas particulier de maillages en carrés, le coefficieû Ex est nul sur chaque carré. C,est-à-direque la composante selon le rotationnel de bulle est nulle. Donc p1 s'écrit sur le carré K

P4x:(vu,I)r-+ (:-"* ).2 \  u-ux )  '

nous retrouvons la formulation équivalente du schéma boîte de Courbet-Croisille sur maillage
en triangles.

3.4.3 Analyse numérique du schéma
Lemme 3.4.9 (Lemme de poincaré discret, ([B0J))
II æiste une constante C > 0 qui ne dé,pend que de Q leile que pour tout u e err",o* Hi(o),

ona

(3.34)

lrlo,n < Clulr,n.

- t77_
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Preuve :
Soit u e QL*",' + I/ô(0). On a

lrlo,n : sup l(Ï' 
g)o'nl

e€Lz(o) lglo,n
(3.36)

(3.37)

so i t  g€Lz(O) ,  f  p  eHr(O)r re lqued ivp- !Je t  l lp l l r ,n<c lg ln .  Enremplaçanrgparsa

valeur dans (3.36) et en intégrant pax parties, on a

Majorons les deux termes du eecond membre :
o Egtimation de l(/)l :

l(r)l: l?1, Yu'pdrl< l ' l ,r lpl,n

o Soit [u] le saut de u à travers I'arête a, puisque p € (Itr(o))'zn II6i'(O), (rr) est égal à

(r4=t [^-.o.ru*=l [-o'r"ua" 
-l Io'" lulu, (3'38)

K r ot< oeç"o 7r*J"

Soit tt:za-: Èl !"p.r"do lrmoyenne de p. zo le long de I'a,rête c. Puisque u e IIol (O) +QLo'

par le Lemmà'3.3.5 on a les relations suiva'nteg

r f
["T6,uao 

-- 0 , va e h et 
t"a=al"lu 

:0 , Yo e 'Ai (3'39)

L'égalité (3.38) devient donc :

I  /  , .vutu = l .  IO.vo-î- 'v)utu-> [rr 'v"-f l ; f i ) lultu
?Ju*' 

- --- 
?nJJ 7*ro

: t t [,*.,.-o)"*
K ceOK t a

Le Lemme 3.2.1 et les propriétés du mailIage donnent I'estimation

| | 1o' 
r" - F-v) u dol < c h xluir lPi'r

Ainsi,

l(tl)l : lT. I p' vudol<aCâlu[rlp[,n
v JaK

Finalement, on obtient

l(',c)onl < Qch +1)l'l',r lpl',n S Gch+t)l"l'r ll4j!9
Sc(o)lglo'o

f l '

(r,g)o,n : (u, divp)s,e -- -D I Vu' pdn+ F I P' v ud'o
? J* Ç lax'

+
(r) (II)
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Nous en déduisons le résultat annoncé.

Lemme 3.4.4 La semi-norrne l.lt,u est une norrne sur l'espoceHot(O) *Qrn",o.

Ce résultat se déduit du Lemme de Poincaré discret. Nous avons le résultat de stabilité
suivant :

Proposition 9.4.2 (Stabitité)
Lo solution (u6pn) e Qtn",o x (W + O) du schéma boîte (3.23) satisfoit l,estimotion de

stabilité :

llrrollt,n + llpr,llaiv,â S clfb,n.

Preuve :
o Utilisons la formulation équivalente de la Proposition 8.4.1

luul?,n: !{Vu6,vu6)0,* : 
f(Ilt i x,un)o,x (8.40)

K K

Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, oD obtient luul?,n S f/lo,nlrnfo,n. Le Lemme de
Poincaré 3.4.3 donne

lunlr,u S Clflo,n. (8.41)
La définition de la norme ll . lf t,o et Ie Lemme de poiqgaté impliquent que

l luull l,à ( C(O)l/lo,o. (s.42)

r L'écriture locale de pt (Proposition g.4.1) donne :

lpnlo,* < lVrrr,l o,K *lrlo/10,. &' 
,,Ezç1e,1, + luul\rtr'

C'est-à-dire :

lpnlo,x < luuh ' hxlrro rb'x
,KT@

On déduit de (3.41), eu€

lprlo,o S Clflo,n (9.49)

où C ne dépend que de O.
o D'autre part, divpL - -r0/. Par I'inégalité (9.49), on obtient lfpullo,",o S efb,n. En
combinant avec (3.42), on conclut la preuve. f

I
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Proposition 3.4.3 (Estimations dterreur a priori)
Soit (u,p) € I/ô (A) x Har"(O) la solution du problèrne continu (3.2). Soit

(un,pn) € 81",0 x (H7û + O) la solution du schérna boîte (8.23). Si f € Ht(O), on a
Ies estimotions d'enzur a priori :

(i) lu - unft,n S chlllo,o
(ii) lu - urlo,n < Ch'(|/lo,n + l/lt,n)
(iii) lp - eulu,in] cnii[;" 

' 'l ""'t (3'44)
(ir) lp - pnlain,n < Chlflr,n

Preuve :
Les estimations d'erreur pour u se démontrent grâce à la formulation équivalente du schéma
boîte (3.23), selon le même principe que l'estimation d'erreur dans le cas d'un maillage
triangulaire.
(i) NotoDS 116 la forme bilinéaire définie sur I'espane H[,(O) + 81",0 par

an(u,a) : I(Vu,Ya)o,x
K

pour des éléments u et u de Hot(O) *Qlr",o. Pour tout an € Ql",o, on a en utilisant I'inégalité
triangulaire

lu - unlr,n

Or, par définition de a1,

luu-an l? ,n :  an(un-uhtun-un)  "  (3 .46)
: an(un - 7.t r rr11 - ,o) * ou(u - uht u11 - rn) .

Donc

luu - u;1lt,n

ce qui donne en combinant avec (3.45)

lu - unlr,ns t r^:â1, ",o1, 
- w71 f r,r, +,rlIT",o 

W
Estimation de lterreur de consistance 3
Soit wn € Qro",o, par définition de a6 on obtient grâce à la formule (3.28)

an(un - u,wn) - D, I V(ro - u) .Yw1,d,r
K ' J K

-  D Iyun.ywnd,x-D Iyu.yw1,dn
K'JK T J*

= f tuol ,wn),,x. 
F |*o"w1,d,n- 3 |u*(ou- 

u) w1,do
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Or, -Au = / dôns .L2(O), donc

on(un - u1w6) = 
D l.rn" 

- fl wnh -E 
lr*ro". v) w1,d,o.

Notons â la forme linéaire définie sur I'espace Itor(O) + glp par :

Lu(w6) =E 
lr.rr".v)w6ù, Vu € fior(o).

r Estimong le terme Lu(wn), u e IIf (O) n â2(O) :

Lo(w1,) = 
D Ir.r, " 

. v) w6 tu = - 
à 1","' r"t nl a, + 

f; I,y u. v" un b (a.48)

9" 
% 

:-É {. Yudo e F(a). D'aurre part, puisque ur e I/or(O) + elp or a d,apr& le
Lemme 3.3.5, les deux relations

f"vu. 
r.[w6]do = 

l1o* 
-Tu). v"lw6l ù, a e "4a

et Ivu.roroù:  I t r* -VI t ) .  vauhdo, de, ,4n
Ja Jo '  .  '

Ainsi, l'équation (3.a8) eet encore équivalente à

Lu(u6) = -D 
l . t r"-%).vo[w6lb+D [^t "_fr) .v)wabo€At 

"e4J 
o

= tt [rv"-w1.v2w1,tu. (s.4e)
KêTl ceOK Û c

Chaque intégrale d'arête e € âK e'estime d,après le Lemme 8.2.1 par

I
I J"(ùu-fr) 

.v"wl,dol < C hylw1,l1,slyul1,y

et donc par I'inégalité de Cauc.hy-schwarz

lL"(wùl < C hlu6l1s,lul262

ou encore, puisque llullz,n S C, lllo,n,

lL,(uùl I ctrlrr6hil/lse. (s.Eo)

o Eetimons maintenant le terme D* I*(frof - !)w6da:
rI0 étant I'oçÉrateur de projection sur ies polynômes constants et II0tl6 = ft1 ./* u4, on a

Ç I.r', 
- fl unù, =Ç 

l.rn', 
- fl@n - trow6) ds = -E 

I*, ,,^ - rrow6) dc
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Ainsi, nous obtenons en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

I I l*w't 
- flw1,d,nl s I l/lo, *lrn- rlo,ulo,*

K

S ch l/ lo,nltr;, lr,a.

Ceci donne l'estimation de an(un - 1!,?ru) ,

lon(un - Lt,rru)l

S C hlw6lr,r, l"f lo,n

Donc I'erreur de consistance est

lon(un - ,,yn)l 
S Ch l/lo,o (g.bl)

,,[TI,E\v'3
Estimation de lterreur dtapproximation :

D'autre patr, en notant III I'opérateur d'interpolation Ql-Lagrange , oD a par inclusion de

Qt",o dans Qrn",o, I'estimation de I'erreur d'approximation

inf lu - w6lr,n < lu - Illrlt,u .

En utlisant le Lemm" ,.rîrlÏ k : L, m: L

.rlât*.,, lu - wni'n s chlul2'e

or, puisque u est solution du problème (3.1), llullrp S cl.flo,o. ceci permet de conclure

que :
lt-tolt,u < C hlllo,a

Nous avons ainsi démontré I'assertion (i).

(ii) Utilisons un argument de type Aubin-Nitsche pour évaluer la norme tr2 de I'erreur [4] :

lu-ualo,n:rj)?n,W

Soit 9 une fonction de.L2(O). Soit ôo e I/ô(O), la solution du problème variationnel (3.2)

associé au problème de Poisson (-AÔg:9) de terme source g e L2(Q) :

(Vôg,Vr)o,n :  (g,u)0,n,  a eI4(O) . (3.52)

Soit dl € q7|.o lu solution du problème variationnel discret (3.28) associé au eôérna boîte

(3.23) de terme source I :

f tV,Or,, Vur,)o ,K : !{noO ,ulr)o,x , an € Qrn",o. (3'53)
K
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Alors, le terme (u- un,g)o,a s'évalue en fonction de g, ôgrën, par

(u - un, g)o,n : an(u -'uhtëe - ôn) - ïoo(u - uht ô) - @ - uh, g)l
-lou(u, ôg - ôn) - U, ôù + (no/, d,i)J

D'où la majoration

(3.54)

(r) (r r)
* la(u, ôg - ôù - (T, ëù + (no l, ôùl

(3.55)

(rrr)

r Evaluons (/). Par définition de a6 sur f/j(O) + Q|c,o,l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

lon(u - un, ôg - ôùl S lu - lr1lr,nlôg - ônlr,n

L'estimation (i) appliquée aux problèmes (3.1-3.28) et (3.52-3.53) implique

lu - unlr,n S Ch l/lo,n et lôo - ônlr,n < Ch lglo,n

D'où lon(u - rtrhtôg - ôn)l < Chz l/lo,o lglo,n.
o Posons ?ua : ?!, - un € I4 (O) * Qlr",o et évaluons (/I) :

lon(, - Ltht ôù - @ - un, s)l : lon(*u, ôù - @n, s)l
:  l t  [  , r r .uw6d.ol  

'

K . J A K
: lL6r@n)l

L'estimation de Lç, pour Ôo € Hd(O) est donnée par (3.50), encore valable pour des éléments
de .EIor (O) + Ql,.,o

lLo,(rù | S Chlslo,nlrulr,n

En appliquant (i), on obtient

lon(u - LLht ôù - (u - un,9)l S Chzlglo,nl/lo,n

o Estimons le terme (III). Posons u)h: ôn - ôn,

lon(u,ôg-ôn)-U,ôù+(no/, ôùl - loo(u,ru) -U,wn)- (/ ,  ôù+ (IIo/,  ôùl
: lL"(wn) - (f - IIo/, ôn)l
s lL"(wn)l + lu _ [0.f, ôùl

Or, par déûnition de TIo, I*U - ilo/) ôndr = ïxff - II0/) (ôn-IIoôn)ds. On a donc en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Lemme 3.2.2

Kr - rro.f, ôùl s c h, lf lr,nlônlr,n.
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Comme /1 est solution du problème variationnel (3.53), le Lemme de Poincaré discret donne

lônlt,n < C lglo,n. D'autre pad, d'après la relation (3.50), on a

lL"(*n)l S C hl*nlr,n l/lo,n .

Par définition, lrulr; : lëe - ôni,n Donc d'après (i), on a lwnlr,a ( C hl;,glo,e. Ainsi, oD
obtient I'estimation de (I I I)

l(I I il : la1,(u, ôo - ôn) - (f , ôo)+ (n0/, dr,)l

Finalement, en regroupant les termes (I), QI) et (//.[), nous obtenons une estimation de

lu - urlo,n :

lu -?ralo,n s 
,jrll", # 

("ro\llo,nlglo,n + c2hzlÎlo,nlelo,n

+cshz(l/lo,n + l/ l,,n) lolo,n)

(irr) D'"près l'écriture locale de pn (3.29) et la définition de p : Yu, on a

tp - pnto,n : tv u- p ({v,,n)r K -## (,,2,^18 _îïl) ),,,"
K

l l

+t3|"(ffi),{|,,|n("-**),*|e,|n(u-oà\],,,
T

or, ffiffi ( 1 et lr(l : l",ll"ol, donc

lp - pnlo,a

ce qui démontre (iii).
(i") lp-pnfa,r,o - ldivp-div pnlo,n. Or, div p: -f d'après (3.2) et div pn: -tlo/ d'après
(3.32), on en déduit le résultat annoncé.

3.5 Schéma boîte de B. Courbet : Schéma boîte 2

3.5.L Principe du schéma boîte

Dans [12J, B. Courbet s'intéresse à la forme mixte instationnaire des équations de Navier-
Stokes compressibles. Il choisit d'approcher ses inconnues par des rnoyennes d'arête.
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Rappelons le principe du schéma de B. Courbet pour le problème de la chaleur sur le domaine
o maillé par des rectangles. on considère le problème

(3.56)

En intégrant le système (3.56) sur un rectangle K du maillage, on obtient le système exact
pour la solution exacte du problème (8.b6) :

(  u t *d ivp* . f  :0 ,  surO

{  p :Yu,  surO
l  u :0 ,  sur  I

t  f r Ï .udx\Iaxp..udo* ï*f  d.n:o
1 JxPd'rD:  Jaxuudo
(  u :0 ,  su r  I

[ t K ,  
1  f  1  l '  F  1  f= 

m l*"* , Fx: È l*oo* et f*: W l"l dn

La conservation de la quantité scalaire u donne par Ia relation (B.bZ)1 :

fir.. Ë 
"tu* 

I"r'u"d,o * rx : o

I d*: ÉT (Ï,, u d,o - Ioo " 
d")

| f,k: tr(J:" udo - J:, "do)

(3.57)

A partir de ce bilan d'équations, on introduit les moyennes volumiques sur chaque rectangle

(3.58)

(3.5e)

On utilise les notations de Ia Figure 3.11 où les indices N, E, S, O désignent les arêtes nord,
est, sud ou ouest et (uy 116) est une base orthonormée sur le rectangle K.

all

aç AB

ag

Ftc. 3.11 - Notations sur le rectangle K

On note fx: Fx'uy et dh: Fx'rx les composantes de F respectivement selon les vecteurs
uv et rv . Par la conservation du flux (3.57)2, on obtient les relations suivantes exactes pour
p i

(3.60)

La discrétisation spatiale de ces relations exactes pour la solution exacte de (3.b0) consiste à
relier les moyennes de maillr- ilxtfx etfk pu les valeurs aux interfaces ï"udo et ï"p.u"do,
e étant une des arêtes ê = altastao et ary du rectangle K. On note les moyenno d'arête,

Ty

+
l->

u7ç
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pour une arêle e e AK, rtre: à ["udo et p": Ë Ï"p'uy d,o si u" et uy sont colinéaires et

pe : ù J: p . rx do sinon. On approche la valeur moyenne de u par deux valeurs différentes

en fonction d'une part des arêtes verticales et des arêtes horizontales par

trK : Lr{uo" * uoo) et ûx : 
Tru"r* 

uor* ) (3.61)

Cette double condition sur la moyenne û,x impose en particulier l'égalité

rto, * r,too : r,cos l uon Dans I'espace des polynômes Q'(K), cette égalité est naturelle-

ment vérifiée. D'autre part approche la moyenne de fk:.p'uy êt fk:P'rx Pe-r

r  L ,  .  \  1

fx : 
;@", 

* Poo) et fit : 
i@"'* Pon)

Les relations (3.59-3.60-3.61-3.62) donnent le schéma semi-discret :

chercher ((u*)*. T,, (uo)oe.q, (po)o.,1) t*t que pour tout K, on ait

*a* + fr(larl pos - loolpoo - lorlqo, * lorolqon)+fr : O
[ rK : f ,@"r *uoo)
ltx : I@o, * uoy) .
l@"r i  po)  :  # ( lo t luo,  -  loolu"o)

ï@"r*Pon):  f r ( lor luo* 
-  los l  Por)

uo :0 ,  a  €  f

(3.63)

Ce problème discret est un systéme différentiel algébrique avec autant d'éqqltions que d'in-

COnnUeS, pUiSqUe leS inCOnnUeS fl1ç, Uop, Uoo, Uos, utrox et Pae, Poo, Pas, Pon SOnt aU nOmbfe

de N.E +2NA inconnues, tandis que le nombre d'équations est 5N.E+N.4ô : NE + (/V.4+

lVAi) * NA6, qui est éSaJ au nombre d'inconnues (JVE + 2 N A) pt" les relations d'Euler.

Lemme 3.5.1
donné par

Le problèrne stationnai,re associé au problèrne discret instationnoirc (5.63)

ù(l"rlpo, 
- loolpoo - losl Pos * lo*lpon)+fx: Q

ûx: l@"r*uoo)
ûK : |fu", * uory) .
l@"'7 Po) : r}r (""luo' - loolu"o)

*@", * Pon) : fr (lo" luon - lo"l uo")
L t r o : 0 ,  A € f

(3.64)

est mal posé.

Preuve :
Dans le cas stationnaire, on ne peut pas prouver que le schéma admet une unique solution.

Il manque une information sur le flux p, puisque / et, u nuls n'impliquent pas gue p est nul.

En effet : soit F lafonction définie localement comme le rotationnel de la bulle non-conforme

(introduite dans le Lemme 3.3.2),

Fl* : rotby

(3.62)
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et FaB, Fo* Foo, Fo, la restriction de la fonction F1r aux arêtes aE, @s, Qo, aN. Alors si le

terme source / est nul, la fonction (0,0,0,0,0,Fo,r, Foo, Fo* Fon) est solution du système
(3.64) mais est non nulle. Ceci est en contradiction avec le fait que le schéma soit bien posé

à l'état stationnaire.

Dans le ca^s des rectangles, nous avons vu que le rotationnel de la bulle non-conforme a

pour propriété d'être à moyenne nulle. On a donc sur un rectangle K

qui peut aussi prendre la forme

où p est un réel quelconque. Lors de I'intégration du système d'équations (3.56) le terme

rot ô1ç aglt comme un mode parasite qui se superpose à la solution p.

Ce mode n'est pas éliminé par les équations (3.57). Le choix des espaces de test doit donc

être assez riche pour éliminer ce phénomène.

Définition 3.5.1 Soit Cs I'espace défini par ,,,

Co  _  { ( r r )o€ lRrv / ,  fu lqueua-0 ,  a€ . |  e t
ttot * ltroo : tto, *'ltar rur chaque rectangle\ (3'65)

: {(r")" € ]RryAi ,uoe l lrao = ltos a uou sur chaque rectangle}

En éliminant l'inconnue il6, qui est totalement déterminée par les équations (3.63)2 et

(3.63)s, on obtient la formulation équivalente du problème (3.63) chercher (u,p) E CoxRNâ

tel que

(3.66)

C'est encore équivalent à chercher (u,p) € (Mr,n n C0) X Xrû (où M,a et X\n sont des

espaces d'éléments finis dont les degrés de liberté sont donnés par les inconnues ua et pa)

tel que
sd ,  \

+;l(u,r)o,x 
+ (div P,a)o,x + (/, a)o,x - 0, Vu e P0

Ite -  Vu,Q)o,r = o, vq e(Po) ' .
K

(3.67)

Mais il faut rajouter au moins une contrainte au niveau de X1,1, concernant le rotationnel

de la bulle, qui peut se traduire par I'ajout de tests supplémentaires.

r f
I  Yuds:  I  pdr

J K  J K

f  I  o*Protbxd 'sJ*o"d*: J*

( I#fu", l lroo) + #(laal Pos - loolpoo - loslpo, + loivl pon)*fx :0

{ PoB * Poo : L(l"rlrtroo looluoo)

f, Pos * Pox : Êi(lo,u I 
uon - lot | ,"" )
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Du point de vue éléments finis, I'espace d'éléments finis utilisé par B. Courbet pour ap
procher'l'inconnue u pourrait être un espace de polynômes de It pour lequel les inconnues
seraient situées au niveau des arêtes et les degrés de liberté seraient donnés par les moyennes
de u par arête. A priori, on peut penser à I'espac e Qrn",o. Or, dans un rectangle, la relation
tton * uoo : tto, * uo,, est toujours vraie dans Q'W) (voir Lemme 3.3.2). En particulier,
dans le système (3.63), une des deux équations ûK : l@", l rroo) , ùx :.!(uor-1- rrox; esi
redondante.
On peut penser également à I'espace de Rannacher et T\rrek, pour lequel la relation
tto" * 7t'oo = ttos + 1,1'oN n'est pas vérifiée et dont les degrés de liberté sont donnés par
les moyennes de u par arête. C'est I'objet du schéma boîte 3 (u6, pn) e QL,o x (RP + O)
que nous proposons Section 3.6.

Lemme 3.5.2 (Dimension de Co)

d imCo:  NA-NE- (NAa-1)  -  Nn

Preuve :
On prouve par récurrence sur N E ,le nombre de rectangles du maillage, eu€ la dimension de
I'espace Co de B. Courbet est de dimension Nn. On note Co,xn l'espace Cs pour un maillage
Tn de N E rectangles. La Preuve est évidente pour un rectangle. On suppose maintenant
que le lemme est vrai pour NE rectangles et on prouve Ie résultat pour NE * I rectangles.
On est ramené à l'étude des trois cas suivants :
-L- on ajoute aucun point au maillâB€, ce qui correspond à l'ajout d'une seule,arête frontière
au maillage. Dans ce cffi, on vérifie que Cs,rv.E+l : Co,xp (} Vect(grr gz). Les valeurs
9r et 9z correspondent aux trois nouvelles valeurs d'arête interne liées par la relation
uo * ttrg : us * uiy. De plus, NPixe+r : NB xa * 2.
-2- on ajoute un point au maillage, ce qui correspond à I'ajout de deux arêtes frontières au
maillage. De même on vérifie que Co,nn+, = Co,xp (E Vect(cp). Or, dans ce cas
NPinp+r :N f i r yp*1 .
-3- on ajoute deux points au maillage, ce qui correspond à I'ajout de trois arêtes frontières
au maillage. Alors, Co,yp+r: C1,NE, puisque la valeur d'arête interne est nulle. D'autre
part, on a aussi N P;wn+r : /Vfirv.E.

Lemme 3.5.3 (Lien entre ltespace Qt",o et ltespace de B. Courbet Cs)
Si M" dé,signe Ie milieu d'une arête a, l'appliæ.tion linéaire

L  :  Q l ,o+Co
u t-> (u(M"))"e,r

est une bijection entre les espaces Qf,,s et Cs.

Preuve :
o Par définition, L est une application linéaire telle que Im L Ç Co

(3.68)
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o Le noJau de .L est

Ker L - {ro e Qf,,o;un(M") - 0, Va € A} : Ql,on tt, : {0}

puisque par définition, la fonction bulle non-conforme û : D* ax bx est la seule fonction
de Q'qui s'annule au milieu de toutes les arêtes du maillage. Donc KerZ : {0}, par la
Proposition 3.3.1
I D'autre part, Z est une application linéaire injective entre les espaces vectoriels ef,,o et
Cs, de même dimension NP1, donc ̂ L est un isomorphisme entre Qf,,o et Cs. t

Nous proposons donc une réécriture du schéma de B. Courbet pour le problème de poisson
à l'aide de I'espace d'éléments finis Mt1: Qf,,,. On utilise I'espace 8l.o pour approcher l,in-
connue scalaire u et I'espace de Raviart-Thomas Hr,o pour approcher Ie flux p. Les inconnues
sont au nombre de ïNE + 1.

3.5.2 Le schéma boîte (un,ph) e Qlp x Rf
Soit O I'espace vectoriel des rotationnels de bulle non-conforme par rectangle défini dans

le Lemme 3.3.7 par

Ér € R).

Dans cette partie, on propose un nouveau schéma boîte sur des maillages en rectangles,
inspiré du schéma proposé par B. Courbet rappelé précédemment. On cherche les incon-
nues un et pl, dans des espaces d'éléments finis M\h et Xy1r. D'après le Lemme B.b.B, il
est naturel de choisir les inconnues uli dans I'espace d'éléments finis M\h : Qt",o. D'autre
Pafr, on cherch" pu défini par N.4 inconnues d'arêtes. Or l'espace HTo de Raviart-Thoma^s
sur rectangle semble convenir pour ce choix. On choisit donc I'espace Xr,n : FlT}. Nous
avons vu précédemment qu'il faut éliminer un mode parasite issu du rotationnel de la
bulle non-conforme ; c'est-à-dire qu'on doit éliminer certaines fonctions vectorielles de l,es-
pace W. Or d'après le Lemme 3.3.7, Qn ÈT0 : Vect(rot(B)). n suffit de soustraire les
éléments de Vect(rot(B)) à l'espace d'inconnues m, ce qui est équivalent à ajouter un
test supplémentaire dans l'espace de test X2, n. La dimension des espaces d'inconnues est
dim Ql,o *dim ETo = Nn+ NA - 3NE+ 1 (par les relations d'Euler (3.8)). La construc-
tion du schéma de B. Courbet donne de façon naturelle des espaces de test de type polynômes
constants par maille : Mz,n - P0 et X2,6 - (Po)'. On enrichit I'espace Xz,n par I'espace
vectoriel Vect(rot(B)). On obtient ainsi le bon décompte entre les dimensions des espaces
d'inconnues et des espaces de test :

Lemme 3.5.4

dim Ql, * dim Efl : dim P0 + dim ((Po), * Vecr(rot(B))).

O-rorV: {ô : I  pyro tb la ,
K
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Preuve : En effet :

dim Mr,n * dim Xr,n : NPI + /VA

- NA+ (1 + NAi - NE) relation d'Euler (3.8),

: 4NE+ 1 - NE relation d'Euler (3.S),

: 1NE * 1 = dim ,Xz,n * dim Mz,h

Définition 3.5.2 (Schéma boîte 2)
Considérons le schéma boîte suiaant : chercher (u6p1) e Qf,,o x ffi solution de :

( I (aiu Pn * f ,un)o,x - o, VaL e Po
'  K c T n  

F  \  ^  r ,  -  z n o r g  .  ! ,  t  ( 3 . 7 0 )

I  f  CI  -Yuh,Qn)o,x:0,vgae (Po) '*vect(rot(B))
( RÉTn

Remarquons que I'espace V(8|0) I Xz,n, et que I'espace test X2,1, n'est pas de type discon-
tinu, contrairement aux schémas boîte étudies précédemment

Lemme 3.5.5 Le problème discret (5.70) admet une unique solution (u1r,p6) e Qf,,ox ffi.

Preuve 3
Par égalité des dimensions et linéarité du problème, il suffit de prouver que f 

- 0 entraîne

Que u6 :0 :  pn .
Soit f : 0 dans l'équation (3.70h. Sur chaque rectangle K du maillage, oD a alors
div p1r1y - 0. Or, par la relation (3.19),

Rro(K) : (Po(K))'+ Po& + Po(n rorô1ç,

donc div p1r11ç: 0 imPlique que sur un rectangle K, p6 s'écrit

pnlx: (Ilopr,)t* + lxrotbx € (Po(K))z + PolK) rotblç. (3.71)
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En choisissant Qnlx: (II0pr,)t* € (Po(K))2, dans l'équation (3.70)r, or obtient

I bo, Qn)o,x : D(v" n,Qn)o,x
K K

I trl(rlopor*)Z :
+ I"Yun' 

(IIop6) dr

+ I.vun'pndn- F I*ouo'(pn- (rlopu )w) a*

- 
P I"ryu1'd'n. P I *on' tt n'.'do

-Tfruo'@tu
Fr rotbx

( r r r )

Le terme (III) s'annule en vertu du Lemme 3.3.3 (ii).D'autre part, u1 est nul sur la
frontière de O, donc (/) : 0 et le saut [,ruJ est nul'.au niveau des arêtes' internes, donc
(II): 0. Ainsi (nopn)f" : 0 pour tout K rectangle du maillage. C'est-à-dire, d'après
l'écriture (3.71) , Fn € O. Or, pn € HTo. Le Lemme 3.3.7 implique que pn €, W. On note
donc pn: /D*sgn(K) rotb6. L'équation (3.70)2 pour en: B donne :

0  :  (po -Yun ,qn) :  
f  '

0D/ tts(K) rot b*)'d'r -+ 
I.ssn(n) 

rotôr .Yu1,d,x

Par le lemme 3.3.3 (ii) , [*rotbx -Yundn:0 ce qui prouve que Ê - 0 et par conséquent
prr est identiquement nul.
Montrons que Lth : 0. En prenant gnlx : (II0Vu6)lr dans l'équation (3.70)2, on obtient
IIo(Vu;lK) :0, VK €,Tn. Localement, uL devient un élément de P0+ Pobx. Les propriétés
de continuité et de nullité à la frontière des éléments de Q|o permettent de conclure que
un :0 .

Proposition 3.5.1 Lo solution (u1, pn) e QL,o x ffi du problème (3.70) est telle que :
(i) un € Qf,,o est solution du problème :

I (novu6,floVun)o,x: f ((no flw,an)0,x, vane Ol,o
K€Tn K€Tn

t I r^' t/o'trhda - D I o^ . vofuLld,o
oe/ tuo oeA;ua

(r)

-3 I.oun . (Êx rotby) dr
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(ii) pn s'écrit localement sur chaque rcctangle K :

p'x:(rrovuh)w-{s (:-: I) +w( g-'".  \z \u-Yx/ \-7u:iA)'vK€Tn' (3'73)
pour un certain "l* € R.

En particulier, la composante rotationnelle de pn est non locale.
Preuve 3
(i/ Soit (un,pn) € M\nX Xr;, solution du problème (3.70). Montrons que ?r1 est solution du
problème variationnel (3.72). Soit u1 urr élément quelconque de Mr,n: Qf,,,, alors
8n: II0(Vu;,) € Xr,n, donc I'équation (8.20)2 donne :

Ttv"6, 
flovul)o,r : f hu, [Iovu;i)s,lç ( g.T4)

Or, sur un rectangle f, ,Iu, savons que Vul ,.:[0Vu1;6 * 6xyb.6, pour un certain ô1ç
réel. En utilisant la formule de Green, on obtient

f (v"2, floVun)o,r : f(ru, Van - 6yyby)s,K
K K

:  - t  I  at"pnandn+l t  anpn.ud,o
7J*  ÇJax  

" ' ' r

- I  I  o*p1 .ybyd,x
? I 

"vr{ 

r'h - v vK t,." (B.Zb)

:  - I  I  ar"pnandn*, I  unpn.ud,o
7J*  ÇJox " r "  ' i

+I  Io*d ivpLbyd,r  r  f
TJ* 

) r  d ivPnbxdt-  
+Jr .Ph'u6xbxdo

Ot, pn e HIû, donc divp116 € P0, de plus la bulle ô6 est à moyenne nulle sur le rectangle
K, on en déduit que l*6* divpl bx d,x - 0. D'autre part, puisque pn e W,pn.ua e po(a),
et la bulle est à moyenne nulle sur chaque arête, donc le terme Ïa*pn. u6xbx do:0. Par
ailleurs, l'équation (3.70)1 donne

div p61v -- -f70lw , pour tout rectangl e K Ç, Tn. (g.26)

Donc l'égalité (3.75) se réécrit :

(Yun,Il0vu11)s,ç : 
T I"no fuod'r -à 

I"rn'vo[u1,]do 
(B.TT)

+ r Ioo'vou1,d,o -ç [  no
7ral" 

- 
+ l*n" f'x6x bx d's

Comme an € Qf,,o,le saut de u6 est nul Ie long d'une arête interne, c'est-à-dire, [u11]1o : 0,
Vo € 4, et u6 est nul le long d'une arête frontière, c'est-à-dire, utlo : 0, Va € ,,4,6. Et par
définition, Ixbx d,r - 0. Donc (g.TT) devient

f (v"1, Ilovur)o,r : f tnol ,an)o,x

-132-



Quelquæ æhémæ boîte sur maillryæ en rec.taaglæ

Ce qui prouve (i), car I* (Vun,II0Vu6)s,K: (II0Vu;,,fl0Vu6)0,n.
(ii) L'écriture loca"Ie d" pu :
D'après la relation (3.1g), pn s'écrit localement

pnlx : (rropa)r* + ry G _îï ) * .yx ( _î;: î.) )
D'après (3.70)2, (tr'pn)w - (fl'vun)w er d'après (3.26), div pnlx - -rl'fi,ç. Donc

pnlx: (rrov uu)w -ry 
G _î:,) *.yx ( _î;:;.) )

Il reste maintenant à déterminer Ie coefficient "yx. Choisissons Ç1 : D*rso(K) rotô1ç dans
l'équation (3.70)2 i puisque le produit scalaire entre Yun et rot ô1ç (i;*il SJ.S, (iy') est
nul sur chaque rectangle K, nous obtenons

o : I (pn, qn)o,K : D [--pr 
. ssn(r() rot bx ds. (g.zs)

K T  Jx

En remplaçant pn pat sa valeur, ceci est encore équivalent à

+ l"[{nov, u)w - ry G -îî, ) * .yx ( -T:i.l ) ] 
. ssn(K) ror ôsç ds : 0

(3.7e)
Or, / nt(O uo) 'rot ô1ç d,x -0 (puisque le rotationnel de la bulle rot ô6 est à,rnoyenne nulleJx
sur I() et

[1" -,*), :#k,f et l.u 
- ux)z -_#bol,. (8.80)

J K

L'équation (3.7g) devient :

Dr*ssn(n) (",1' *leyl') : Er*t nry-(",1' - l"rl,) (s.81)
K K

Pour déterminêr Jv sur chaque rectangle K, utilisons la propriét é Haiu des éléments de HIû.
Considérons d'abord le ca.s d'un maillage à quatre rectangles comme celui de la Figure B.l2
et C est le chemin représenté sur la Figur e 3.L2 :
On note aL:  ôKrf iôK2,  az:7Kzî7Ks,  aa:  ôKen0K4 et  aa: \Kr îùKe.

Lemme 3.5.6 La continuité de p' uo le long des arêtêl a1, &zt as intersectant le chemin C
implique la continuité de p . uo le long de l'arête aa.

Preuve :
soit @ une arête interne du maillage 711 commune aux rectangles Kl et K2, tels que
ïKr 11 0K2 - {o}. Soit vo le vecteur normal à I'arête o, orienté de K1 vers K2, a)orc p6
satisfait la relation :

Pn'uo *  pn 'vL:0 le long de l 'arête o.
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FIc. 3.13 - AÉte vsticsle

FIc. 3.14 - Ar€te horizontale

La condition de continuité de p; le long de l'a.rête verticale c donne (Figure 3.13) :

lKrl^l*,= -lKitx,I F(u6,!,a,KvK2) (3'82)

où la fonction F est déterminée pa.r :

F(u1,,f,a,K1,K2) = -2lal(flo(Vzr)tr,-n'1v*)r",)'(â) (3-sa)

+ÇnoI1*,+Snofu,
De même, la continuité de p1 le long dlune arête horizontale o donne de façon analogue

(Figure 3.14) :
lKrl't*"= -lKrlt*,*G(u6,!,a,KvK2) (3'84)

où la fonction G est déterminée Pa,r :

G(u6, !, a, K1, K2) = zlol ((novur)tr, - (roVur,)r*,)' ( Î ) 
- 

#*, *, - ffno û*"'
(3.85)

Suppocons que prr. zo soit continue te long des arêtes a qui intersectent le chemin C.

r [æ long de I'a,rête h = ôKr n ôK2 (Figure 3'12), on a pa'r la relation (3'82)'

lKrl t*":  - lKl lx,+ F(u1,,f  ,oyKyK2) (3.86)

K:

s

Kr

Ftc. 3.12 - Chemin C

uo

O'

KzK1

Kz

Kr

uo
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où F est définie par (8.88) :

F(ru,f ,a,Kt,Kz) - -zlal(n'çvur,)tr, -ro(vuu)6,) (; ).#n'rKr 
* Ynor,*,.

r La continuité le long de a2 : ïKz n AKs donne par la relation (3.ga) :

lKrltxr: - lKrltx, * G(u1,, f , az, Kz, Ks)

où G est déterminée par :

G(un, f ,az, Kz, Ke) - Zlazl({noV,, n)W,- (ffVrn);*r) ( Î )

L'équation (3.86) devient :

- lKsl t* , :  - lKr l lx,  + F(uu, f  ,ar,Kr,Kz) -  G(un, f  ,az,Kz,Ke) (g.g0)

o Par continuité le long de o3 : \Ks n AK4 et la relation (8.g2), l,équation (8.g0) devient :

-(- lKnllx, * F(u'r, f ,as,Ka,Ks)) : - lKrl"f*, * F(un, f ,ar,Kt,Kz) (g.gt)
G(uu, l, az, Kz, Ks)

c'est-à-dire

lKnW*r: - lKrfux, * F(q, r, as, Ke, Ks) * F(u6,'r, at, Kr, Kù - G(un, r, az, Kz, Ks)

En remplaçant F et G par leurs valeurs, (9.92) s'écrit :
(3.e2)

(3.87)

(3.88)

_ff"'n*, #1i;

lKnùx^: -lKrùx,-2lort 
[n'(Yun)60- rl'(vro)l*,] (l ) 

. VnoftKo*Wnorw,
-2lorl 

[n'(vua);r, 
-rro(vuu),*"f (l).gnol,Kr * Vnofi*,

-lrl",l [tnov" n)w,- (nov uùt*,f ( I ) 
- VnortKz -ryn,fi*,]

qui est équivalent à

lKn\x, = -lKr\x,

(3.e3)

(3.94)

-zflorl (nolvun)t*o - tlo(v,ru)r,) *la,l (n'(vua)rr, - rro(v*1,*,)] ( â )
-zlazl(1novu n)w,- (nov,n)r,) ( l) . #n'r,K,*#nor,*,
*#no rt*, * Vro rt*, * Yro rt*, * Vno rt*,
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encore équivalent à

lKn!*o : -lft l"f *,

-z 
[lorl (no1v" o)w,- ro(vru)r,)*lo, | (no1v"o)t*, - ro(v"u),*,)]'

-2lorl(tnov.ru)t*, - (ilov,ru),*) ( Î )

tT E 
'r,K -#.n'r,K,-{Jnor',

(3.e5

(t)

Utilisons la forme variationnelle (3.72) dont u6 est solution. Soit u6 la fonction de base de

Q'",0 associée au sommet S. Pour ce choix de u1,

rro(vu,,)r, : ,h ( i::i ) ; 
ro(v an)x,: -rh (

Ilo(vu6)r, = -r,fuT ( Hi ) ; 
il(v un)x,: -4h (

go (ru)* = I

La relation (3.72) s'écrit encore

lftj, )
tfi' )

I trtno(v,rn)* -rl'(vu')* : f trl(uo/)*uo(ru)*

En remplaçant dans (3.97) pour I(r U KzU KsU Ka, on obtient I , ,

â [n'1v,,n)*, . ( |]:l ) 
- no(v un)x": ( ]fij' ) 

- no(v,.,^)',' ( |;l )
-no(vu,,)rn ( tfî' ) ]: ç ffw' il*

Equivalent à l'égalité :

[lo,l(no1vrr,)r, 
- no(v uù*,)*lorl(no1v,, n)xo- no(vua)r,)f ( â )

+ [lorl(nt(v,,')r, 
- ro(vru)",) *lanl(no1v,rn)r, - rro(v uù*,)f ( Î )

:

K

En multipliant par 2la relation (3.99) et en substituant dans l'équation (3.95), on obtient

lKnlt*^: - lKrltx, * 2laal (nolVrn)r, - rlo(V uù*,) ( Î ) (3.100)
-#nolwn-Wnort*,

Il s'agit des relations (3.84)-(3.85) adaptées aux rectangles K1 et K* La condition (3.100)

est donc équivalente à la continuité d" po. t/ott où oa est l'arête frontière entre les rectangles

(3.e6)

(3.e7)

(3.e8)

(3.ee)
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K1 et K+. Ce qui prouve le lemme.

Ce lemme donné pour 4 mailles se généralise au cas d'un maillage Tn tel qu'il a été in-

troduit au début de ce chapitre. En effet, considérons le domaine O, muni du chemin C'

représenté en pointillés sur la Figure 3.15.

FtC. 3.15 - CheminC' parcourant le maillage Tn da domaine O.

On suppose que la continuité de pn . ua est vraie sur le chemin C' . En appliquant le Lemme

g.b.6 sur le chemin fléché I (Figure 3.15) on obtient lacontinuité de Ph't/ot De même, grâce

au Lemme 8.b.6 appliqué au chemin2, on obtient lacontinuité de Ph'uoz. En raisonnant par

récurrence, on obtient la continuité d" po.r/o sur toutes les arêtes internes o du maillage.

D'où I'on déduit le lemme suivant :

Lemme B.E.Z Soient u1, Ia solution du problème (3.72) et pn donné sur chaque rectangle K

par la relation (5.73), où "yx reste à définir. Soit C un chemin p&rcourant tous les rectangles

d,u domaine Q. La continuité dt pn . vo le long de chaque arête a qui intersecte le chemin

C (Figure 3.16) est équiualente à la continuité de pn. uo Ie long de chaque arête intemr,e au

domaine {1.

Ceci nous permet d'en déduire un système linéaire à N E équations, dont le vecteur

(yr, ",1r, tnn) est solution, donné par les (NE - 1) équations de continuité de Pn ' uo

le long de chaque arête a, intersectant le chemin C auxquelles, on adjoint l'équation (3.81).

I

r
i

I " r  " '
iz

. . < . .

1
I

i

I

i+ rg
I

I

I

I

I

i as
i
i az

. > . . . .

?
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Ftc. 3.16 - Chemin C parcourant le maillage Tn du domaine O.

Lemme 3.5.8 .f : (yt, .y2,. . . , 1y) solution du système A7 - b où

lr(rl lKrl o o o
o lKrl lKsl o o

0,:I
00
o o o lKr_r l  lK iv l

l",l' + leol2 - ( lr, l' + l"ol') sgn (Krv) ( 1", l' + l"ol'

et

I H(uo, r,brl, Kr, Kr)
I H(uo, f ,@21K2, Ks)
I
t :

b-  |  ,
I
I  H(uo, f  , lon-r l ,Kx-2,Kw-t)

\ l"ssn(K)+ (1",1' - l"ol')
(3.101)

où N - NE, Ia fonction H désigne F ou G (relations (3.59) et (3.55)) selon les cas et a;
est I'arête cornrnune aw rectangles K; et K;a1.

Preuve :
Ce système admet une unique solution, en efiet le déterminant de la matrice A est :

det A - lKzl . . . lKr-t | (1", l ' + l"ul2) (sgn(Kiv)lK| + (-l)rv+t ssn(Kl) lr,ul).

D'autre part, le signe du dernier rectangle vu par le chemin C est sgn( Kw) - (-1)N+1 et
ssn(Kr) - 1. Donc ldet Al:  lKrl . . . lK"-t l( l r , l '+ l"ol ' )( l l ( t l  + l /(r l)  . t  ldetAl est non
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nul.
Donc frf est déterminé de façon unique par la résolution du système A,l : b et p1rs,écritdans chaque rectangle en fonction d" 7* (qui dépend des rectangles voisins)

pnlx- vua( ïK,aK) -ry 
ft _îi,) *.,rxrotô,ç. (3.102)

Ici' nous n'avons pas d'écriture d" polocale à chaque rectangle K. ceci est probablement dûau choix de I'espace de fonctions test xz,h qui nbst pas totarement discontinu par maille.Nous savons par Ie Lemme 3.5.5 que le problème (e.zô) admet une unique solution (un,pn)de 8l,o x RT0 ' Nous venons de prouve, qu, cette solution est elle même solution du problèmecouplé (3'72-3'73) qui admet une unique solution. C'est donc la solution du problème (3.20).D'où l'équivalence des deux problèmes. 
-ç vv'sv' 

t

Lemme 3.b.9 (Une caractérisation de lrespace e|)soit uh tel que uux € Q'(K) pour tout rectangle K du maillage. Alors, u6 € AI si etseulement si u6 est continu au milieu des arê,tes intemes et yun . r est continu le long duchernin C. C'est-à-dirc

ai - {uu/uur* e er(K),vK eTn, ffuu)do -0, va e u4i,, J o

Vun.ro est continu Ie long du chemin C|
En par-ticulier, sa dimension est dim el:4NE _ NAr_ WE_ 1): Np. ,
Preuve :
Notons

Vuyro est continu le long du chem in Cj .

L'inclusion Q] ç Q est évidente. Montrons donc l'inclusi ong ç Ai. comme dans la preuvedu Lemme 3'5'6' on se limite au domaine simple composé de quatre rectangles (Figure B.l2).on suppose que u6 est continu au milieu des quatre arêtes att azt as et aa etque vz h . Toiest continu le long de I'arête eit pour i:1,2,3. On déduit algébriquement de ces relationsde continuités que Yun 'roo est continu le long de l'arête aa. D,autre part la continuité deu11 àrr milieu des arêtes internes et la continuité de vu6 . ro au niveau des arêtes internesimplique la continuité de uv, aux interfaces du maillage, c'est-à-dire, la continuité de u' surtout Ie domaine. on a donc e ç el. cu qui prouve re remme. r

Lemme 3'5'lo ([ien entre les schémas boîte r et 2 : ern",ox (^R?o+o) et el,ox HTo)La solution (u1,pn) e QL,9x (ffi+o) du schéma boîte I, (g.us) est donnée etplicitementen fonction de la solution (ùn,Fn) e gl,o x w du schéma boîte p, (3.70) par

1,trh:  ùn *Do* u* et
K

Q = {uo e e',;6), vK € Tn, 
f,[un]d,o 

- o, va e,Al,

Pn:Fn*DB*
K
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ou

^,-- SlKl 
* (Fn-ytrn,Vbr)o,raY= 4ff iu

flx : -ry 
ffi@o-Ytln,rotblç)s,K

Preuve :
Soit (An,Fn) e Qr.,o x HTo la solution du schéma boîte 2, (3'70)' On pose

r.th: trn *Do* U* et Pn: Fn *D p* rot ôr (3'104)
KK

On cherche (o6 , Êx)xrr^ tel que (rn,pn) e Qlr",o x (fft + O) est solution du schéma boîte

I (3.23)
. pnainsi défini est tel que div pn:divp6. Les équations (3.23h et (3.70)1 sont identiques'

Donc pp, vérifie l'équation (3.23)1, sans contrainte sur les coefficients ax, flx.

o A quelles conditions, (un,pn) satisfait l'équation (3.23)2 ? c'est-à-dire

DWo-Yun,en)o,x 
- 0, Vqr e (Po)'+ Po(Vbr) + Po(rot bà'

K€Tn

D,après l'équation (8.20), et puisque la moyenne du gradient et du rotationnel de la bulle

non-conforme ô6 sont nuls sur chaque recta.ngle K, on a

(po - Yun,qn)o,x : (Fn - Yûn,Vôr)o,r + @x rot b6, Vbr)o,r - @xYbx'Vbr)o'r '

par définition de byr le produit scalaire (rot by,Vby)s,r( est nul. Dorrg av s'exprime sur

chaque rectangle K en fonction de ûnlx et pqv prt

eK :3lrq +-r @n - Y ûn,vôr)o,r
4 l",l' +W@n 

- Yûn'Vôr)o'r

ce qui détermi1€ o6 de façon unique sur K, puisque la solution (d,1,, Frr) du schéma boîte

(3.70) est unique.
De même' en prenant gn: rotb6, on obtient

@u-yun,rotôK)s ,K = @n-Yûn,rotôr)o,K + (py rctô6,rot bx)o,x - (o*Vbx,rotbr)o,r

or, nous avons vu que (rotb6,vôr)0, y - 0. Donc on peut exprimer le coefficient Êx de

façon unique sur K en fonction de I'unique solution (nn,Fn) du schéma boîte (3'70) par

Fx:-3lrÇ4 l",l' +w(Fo 
- Yûn'rot ôr)o'r '

D @^ - Yun,qn)o,x: 0 , Vgr, e (Po)' '
KETr

En choisissant Qh : Vbr, on obtient
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ce qui prouve que (u6,pn) 
lQr^.,0 

x (Erû + o) est solution du schéma boîte (3.23), Quiadmet une unique solution. oon.'iu n)po) € QI'",0 x (.8r0 + o) est la solution du schémaboîte (3.23).
Remarquons que puisque (n1,nl e Ql,o x RTo est la solution du schéma boîte (3.70), lescoefficients pv satisfont la relation suivante

DP*ssn(K)f ror bxl' - o.
K 

\4  / l  ruûor  l -  :  u .  (8 .10b)

3.6 Schéma boîte g : (un, pn) € el* x RTo
3.6.1 L'espace e[,

Rappelons la défnition de l'espace gL introduit par R^annacher et Trrek [3g]. c,est unespace de type non-conforme, dont les éléments appartiennent localement à I'esiace vectoriel'ooté QI(K) engendré pat r,x,g,x2 - r,2. Défini;sons les fonctions de base Jo indicées parlee arête8 du maillage

,a \ah)  =6t^oo*.

Alors I'espace 8L ot défini à t'aide des fonctione lo par

ak= {rn e L2(Q);a61s e QkW),vK €T6, lo(u61y,) = lo(ua,), va= pKrn axr} .

Sa restriction aux éléments nule sur ta frontière I est 
(3'106)

QL,o= {r .qL'  L(ur)=o,  Vae..ao}.  (B. l0z)

*if" 3.6.1 (Foncriong de base de I'espace eL)(i) Qr,* est un espaæ, de dimercion NA;, iont à'iraré" de ribefté sont donnés par resfonctions (1.)"e*.
(ii) La base locale ile OL sur l,élément de ré!ércnce k est (pi)r.r.n :

ù(â,û) = 0.75+ r.5ô -2.5û - r.E(âz - û2)
ûz(î,û) = -0.25 -0.5â+1.5i+ 1.5(â2 - û2)
ûs(â,û) = -0.25+t.bô-0.5i -t. i(â2 _ Ezy
iq@,û) = 0.75 -2.6,û +t.5û +r.5@z _ û2)

Remarque:
Dans le cas d'un domaine rectanguraire mailré par des rectangree, Ia géométrie du mailraçest telle que le coefficient ax e (0,n) qui mesure I'angle mærimat entre les vecteur normauxde deux côtéo oppos& est ar - 0.
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K

FtC. 3.17 - Les degrés de liberté de Ah, dans le rectangle K

Lemme g.6.2 (Opérateur d'interpolation sur I'espace th)

Soit i7, l'opéruteur d,'interpolation globol introduit por Ronnocher et frnvk, ISïJ dont la

restriction is à chaque rectongte K est définie par les degrés de liberté lo. Dans le cas de

maillages en rectangle, it esiste une constante C indépendante de h telle que

la - ilulo,o + hla - i6alr,n < C ht ll'llr,n (3'108)

Lemme 3.6.3 (Propriété de ltespace Qf,,,')
par constraction, I'espace Qlot,o sotisfait les'identités suiaantes : pour tout an Q 8L,0,

(i) Va € .4, ["polpdo: 0, Vp e ri(a) , (8.109)
(41 Vo € Au, 

- ' [oanPdo 
:0, YP e Po(o) '

Lemme 3.6.4 (Lemme de Poincaré discret)

Il esiste une constante c > 0 qui ne dépend que de dl, telle que "'

lrlo,n S Cluh,n , Vu € r4(O) * Qlr,o. (3'110)

Preuve :
Le lemme se démontre de manière analogue au lemme de Poinca^ré discret pour l'espace

HË(o) * Qrn ,o (Lemme 3.4.3).

lrlo,n : sup l(ï' 
g)o'nl

e€r2(o) lrlo,n
(3.111)

Soit  9 € L2,1p e Ht (O) ' tel  que divp -  g et  l lp l l t ,n < Clglo '

Soit u e Hlt (O) + Qh,o, en remplaçant g par sa valeur et en intégrant par parties, on a

(r) gI)

Majorons les deux termes du second membre :

r L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

l ( / ) l  : l t  Io".pdrl  Slr l , ,alplo,n.
T  JK
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' p e (I/t(O)') n I/ot"(O), donc sa composante normale est continue par arête et don c (II)
est égal à

(14 = 
T lu*o'ulrdo 

:,.f 
I,o'uo,trd,o 

- 
E,l,p'uoluldo 

, (3.113)

où [u] est le saut de u à travers I'arête o. Soit m,: # ï"p. uofu la moyenne de p. uole
long de I'arête a. u € Hot(O) +Qlr,o et I'espace H[(O);'8h,0 satisfait la prop','été (8.10g)
donc l'égalité (3.tt3) devient

(ID:3 
|u*o'uud,o 

: f  Iw'r, ,o -fu)ud,o- 
à l , to.L,o 

-m)luld,o
o e h J  "

Le Lemme 3.2.1 et les propriétés du maillage donnent l'estimation de l,intégrale de bord :

I I U - ue - m) u d,ol < C hxlulr,x lplr,*
Je

Ainsi,

l(^r/) | :

Finalement, on obtient
t

l(r,e)o,n | < (4Ch+ t) lulr,olpl,,n S (ACh+ 1) lulr,u llpll,,n

Nous en déduisons le résultat annoncé. 

;Effi'"

Corollaire 3.6.1 La semi-norrne | . f t,n est une norrne sur I'espace H[,(O) + Ot ,o.

3.6.2 Schéma boîte B

Dans cette partie, nous proposons un troisième schéma boîte, associé au problème de
Poisson mixte (3.2)' pour lequel les inconnues sont toutes situees au niveau des arêtes. On
conserve I'espace de Raviart-Thomas HTo comme espace d'approximation pour le flux p.
On cherche un espace d'éléments finis dont les degrés de liberté sont localisés au niveau
des arêtes' pour approcher I'inconnue scalaire u. On choisit l'espace de Rannacher et Threk.
Le choix Mt,h: QL,,o et X1,1 : RT} correspond à NA;+N..4 : NE degres de liberté.
On choisit les espaces de test de façon à vérifier I'égalité (3.4) entre nombre d'inconnues et
nombre d'équations. L'espace de test Mz,n est l'espace des polynômes constants totalement
discontinus par rectangle, encore noté p0

Mz,n = 
{ru ç, Lz(o) ; aux e Po(K) ,

I 
T [u*o' 

u u dol s ac hlull,r, lph,n

vK erh]}
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et I'espace de test X2,rl est I'espace des polynômes constants de lR2 totalement discontinus'

enrichi sur chaque rectangle par le rotationnel de la bulle non-conforme.

Xz,n : {ou. 
(r ' (O)) '  ;  eq* €,(Po(f0)2 + Porotb6 , V X e:;n} (3'115)

: (Po(K)), + O

où O est I'espace défini dans le Lemme 3.3.7 engendré par le rotationnel de la bulle non-

conforme :
Q : {d \dfr : Q,Krot blç, ar € B VK € Tn} '

En particulier, l'espace de test X2,h, contient les gradients de u6 ; Y (Muu) Ç Xz,n'

Définition 3.6.1 (Schéma boîte 3)

Soit le schéma boîte suiaant : trouaer (un,pn) € QL,o x HTo solution de

( I (aiu Pn * f ,an)o,x - o, Yu1, e Po

I  H (po-Yun,qn)o,x:  0 ,  vsr,  e (Po) '+ o. 
(3 '116)

lH^
Lemme 3.6.5 (Egalité des dimensions)

D,oprès les relations d'Euler, t'égatité des dimensions entre les espaces d'inconnues et les

espaces de test est uérifi,ée :

dimQL,,o * dim H7û : dimP0 +'dim((Po)'+ O)'

Lemme g.6.6 Le problème discret (5.116) odmet une unique solution

(un,pn) € th,o x Rf .

Preuve :
puisque dim X\n*dim Mr,n: dim Xz,n*dim Mz,n et que (3.116) est un problème linéaire,

il suffit de prouver que / : 0 implique que uh : 0 et plr: 0. div p1 est constant par rectangle,

donc l'équation (3.116), implique que divp116 :0. D'autre Pilt, Pnlx e RTo(K)' donc p6

devient un élément de Xz,n. Prenons gn: pn € Xz,n dans l'équation (3.116)r; en appliquant

la formule de Green, on obtient

- t / a,u pn undr + I t @o' v) u6d,o
? J*Y Ç lax

= t Ir^ ')"uodo-L Io^'volul ldo
TehJ o oGA;r o

Puisque pn.voe Po(a) (pn e RTo) et que un € Qlot,o, par le Lemme 3.6.3, on a lpr,lfi,n 
- 0'

Donc pt est identiquement nul.
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Pour prouver eue u; est nul, prenons Qn:Vun € Xz,ndans l'équation (g.116)r. puisque p6
est nul, on obtient Ir lVrr,lâ,r:0. Donc u1 est constant par rectangle. Les propriétés de
I'espace QL,,o impliquent que ?r1 est identiquement nul. D'où I'existence et l,unicité de la
solution du problème (9.116). I

Proposition 3.6.1 Lo solution (u;r,p;r) € Qlot,o x RP du schérna boîte (s.II6) est telle
que :
(i) un € Qlot,o est solution du problème variationnel

(3.118)

où (æv,yv) est Ie centre du rectangle K et er, eo sont hes dimensjons de K.

La solution u6 € Qtr,o du schéma boîte (3.116) est la solution du problème non-conforme
standard de Rannacher-Threk pour un second membre constant par maille.

Preuve :
(i) Soit u6 € 8L,0, alors Yun € Xz,n.En intégrant'par parties, l'équation (8.116)2 pour
gn : Yun, on obtient

f fv un,Yan)o,x:  
Ttrr ,vur)0, K:-  f  t  div p6u1,d,x+ f  Iu**n.u) 

u6d,o
K

Puisque Pn € HTï, divp6 € Po, et donc l'équation (3.116), implique que pour tout rectangle
K

div p61y: -(Ilo/)lr (3.120)
Puisque la composante normale pn . t'to de pn est continue le long de I'arête a, et
div p1,|v (IIo/)1", l'identité (3.119) se réécrit

Dro uh,v an)o,x:  f {nor,ou), ,*+ f  Io^.t /ouhdo-T I  oo.uo[u1, ld,o. (8.121)
K K o?nrJa- f i rJo '

or,pne H:Iû, donc Pn'uae Po(o) etulr€ QL,o.Donc les deux derniers termes du membre
de droite sont nuls par le Lemme 3.6.3. Ce qui prouve le premier point.
(Ïi) pn appartient à ffi, donc d'après la relation (B.lg), il s'écrit localement

I (Yun,Yu6)s,v - 
f (no rw,un)o,K , vuh€ QL,o

K€Tn KcTn

(ii) pn s'écrit localement sur ùaque rcctaagle K

Pnlx:Yuilx - 
ffi (lZ:,,if, _îïl)

P4x : Pn(ux,ax) +, (î -îï) . t ( _î;:i.r)

(3.1 17)
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or, -flo.f : divp111ç : z^l d'aprés les équations (3.120) et (3.122). D'autre part, tt..*oT.l:1

sant Qn €(po), dans l'équation 1e.r16)r, on obtient (rlop;,)l* : (rlov un)w. Donc, I'identité j

(3.122) est équivalente à

pntx: (rr'v un)w -ry ft--î)* o ( -Tiî.t)
Localement, le gradient de u1 sur K est égal

Y unt.-:(rrov uo)w* n ( -T:îa)

pour un certain ? € IR. Donc, l'équation (8.123) se réécrit en fonction de V uâ ;1ç :

pnlx: v uhw -ry 
G -îï)+ (d - r) ( l, !î.t)

En Posant fr : 6 - Il, nous obtenons :

pnlx- v untx : -ry G -.;)* o ( -T:îa)

choisissonsft : ( ?-t"--,, ) €xz,ndansl'équation (8.116)r,onobtientenremplaçant-  
\  -@-axt  /

pn - Vut Par sa valeur

o = I tu-Yun,qn)o,x
K= D(-ryG--î)*o(K

';-f-ry4 [u-**),-@-
+\ 2 Jx' ,
K

D'après les relations (3.34), on a

I A-**), -@-ax)z :#(1",1'-leol') .t l-W-r*)'+(v 
-a*)' :EQ",l '+le',12)'

J  x '

ce qui donne 
= - rofi* luli- l"rli (B.r2z)N:Tffi

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)

-T:i.) )' (-.r:î") ))**
y*)' + fr I-(, 

- **)' + @ - aà')

D'où on déduit (ii).
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3.6.3 Etude de Ia stabilité du schéma boîte B
Proposition 9.6.2 (Stabilité)
La solution (un,pn) du problèrne (3.116) satisfait l'estimotion suiaante :

llrnllr,h * llpnllo,",o < clllo,o
Preuve 3
o Utilisons la formulation équivalente de la proposition g.6.1

luul?,u: f{vu6,Vu6)o,x : ftno/r x,un)o,x
K K

Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

| ltno fw, un)o,xl S l/lo,nlur,lo,n .
K

On en déduit I'estimation

lunl1.,n < l/lo,n lrn lo,n
L'inégalité de Poincaré (g.ll0) donne

lunlr,u < clllo,o
Par définition de la norme fl . ff r,n, nous obtenons I'inégalité

l l"ulh,a S C(o)l/lo,o ,
o D'autre part l'écriture locale d" pu (3.118) et I'estimation (8.129) donne :

lpulo,n < clllo,o
où C ne dépend que de O.
D'autre Pafr, divp616 : -(Ilo/)tr, (p* I'équation (3.116)r) par conséquent,

llpollo'",0 < clllo,n.
En utilisant les résultats (8.180) et (3.181), nous concluons que

lluullt,u + flpnllat",,, s c(o)l/lo,n

(3.128)

(3.12e)

(3.130)

(3.131)

I

Proposition 3.6.3 (Estimation dterreur a priori )
Soit(u,p) € fiô(O)x Hai"(n) ta solution duproblème continu (g.Z) et(uL,pn) eqlr,o xftTo

Ia solution du schémo boîte (9.116). Si de ptus I e H'(O), on o les estirnations d,,envur a
priori

(i) lu - unlt,n < Chlflo,n
(ii) lu - unlo,n < Chr(l/lo,n + l/1,,n)
(iii) lp - palai",o < CHf h,n
(iu) lp - pnlo,n < Chlflo,n
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Preuve :
La démonstration des estimations d'erreur a priori du schéma boîte 3, suit la démonstration

des estimations d'erreur du schéma boîte 1.

(i) soit al,raforme bilinéaire définie sur l'espace r/$(o)+Qht,' pil an(u,u) : D*(v', v')0,*

pour des éléments u et u de r/ô(o) * gh,o. Nous montrons comme dans la Preuve de la

Proposition 3.4.3 que

lu - unlt,n 12 iq{ lu -tualrû * :"^? 
lan(un - u'wn)l

ur,€Qlot,o ror€QLt,o l'r'lt,a

puisque la forme bilinéair e &nsatisfait la Proposition 3.6.1, on a pour tout riln € 8L,,0

an(un,*o) : D (v"a, vur)o,K = t_ (IIo/t*, wn)o,x '
XeTn K€Tn

D,autre part, l,espace eh,o satisfait le Lemme 3.6.3 qui est l'analogue du Lemme 3'3'5'

Donc on a l,estimation de i'uo.rr de consistance (qui se démontre de la même façon que

dans la Preuve de la Proposition 3'4'3) :

lan(rn - 
'ttrro) |sup 

Tua€Qlt,o I

L'erreur d'approximation est majorée par

inf lu - wnlrl S lu - inulr,n (3'133)

où ir, esr l,opérareur o,6*;iH sur l'espace th, défini au Lemme 3.6'2''on a donc par

le Lemme 3.6.2

inf lu - ur[,;i a chlul2,e
urr€QLt.o

Or, u satisfait llrllr,n S Clflo,n' On conclut donc' que

lu-unl r ,h<Chl l lo ,n

(ii) Ladémonstration de l,estimation d'erreur (ii) est identique à la démonstration de la

preuve de la proposition g.4.3. on utilise un argument de type Aubin-Nitsche et I'estimation

( i ) .  - . ^  ,  n
(iii)D,après l,écriture locale d" po (g.l1g) et la définition du flux p :Y1r, on a

rp -pnro,n : rv, - E (o,0,* # ('r?.'^1',"o -îïl) )',,"
K

s|V,,-Vun|o,n*t3I:(ffi),t|,,|n{*-**),+|",|o(y_n*)')]',,

s lu - unl,n+ |.ç +ffv,1'l"ur]'''L? lr,l, + I

C hYlo,a' (3.132)
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Or, ffiffi ( I et llrl : le,ll"ol, donc

lp - Pnlo,n

ce qui démontre (iii).
(i") lp-Pnfai.,,r, - f divp- divpr,lo,n. or, div p: -f d'après (8.2) et divpl : -rlo.f d,après
(3.120), d'où on déduit le résultat annoncé 

' "i -- r 
t

Remarque : Ce schéma boîte a été étudié en parallèle par d'autres auteurs : S.-H. Chou,
D.Y. Kwak et K.y. Kim, [1IJ.

3.6.4 Lien avec le schéma mixte de Raviart-Thomas
Nous allons établir le lien entre Ia solution (un, pn) € qlr,o x Hlo du schéma boîte

(3'116) et la solution (an,Fn) € 80 xr??4 de la méthode mixte standard de Raviart-Thomas
de plus ba.s degré sur rectangles [39J (l'espace Q0 est égal à I'espace p0 des constantes).
Rappelons la méthode mixte classique : cherch er (û,'r,Fù e p0 x Rf solution de

t (div fu + f,Da)o,o - 0, Vtn e po
t (Fn,Ûn)o,o * (d1, div g1)o,n : 0 , Vqn e ÈTo . (3.134)

Proposition 3.6.4 La solution (û,1r,Fn) e Po x nlfr du problème rniste d,e Raaiaft-Thrornas
(3'lsil est donnée en fonction de la solution (un,pi) € Qlot,o x Hfo d,u schémo boîte (5.116)
par

Fn:pn et ûntx: (II.u;)r*+ ryffid6. ,, (B.rgb)
Preuve :
Soit dn e nTo. Calculons (pr, dn)o,n :

(pn, Qn)o,n : (pu - Yundr,)o,n * (Yu1r,4a)o,n

(D

*+,n^ - Yun,ry G _îï))o,r + (yun,ri,)o,n
D'après Ia relation (3.19), les éléments de Rf s'écrivent localement

dux : rroou.ryG_îî)*r( _.r:îa)

(pn,Ln)o,n : D,*^-vun,ry G _îi))o,r * (vun,dn)o,n (B.lse)

(3.138)

Alors, dn-ry ( :, -:: ) € xz,n.Puisque (un,pn)est la soturion du schéma boîre (8.116),
le rerme (r) est )"T.;rI1,/

: Dtnu -Yun,dn - ry G _îî)r,,"
(3.136)

(3.137)
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D,autre part, l'écriture locale d" po donnée par (3.1'18) implique que

pn x _ y u*x : _ ffi( i::Ëg 
-_îïl)

Le term e (Pn,fia)o,n est égal à

(pn,Qn)o,n:Et-ffi(,,?,|,,(,_-îÏ]),ryG--îî))o,*(3.140)
*(Vu;,,4r,)o,o

on applique la formule de Green, qui donne en utilisant les propriété des espaces Qfr,s et

tr (nous avons vu dans les démonstrations antérieures, que les termes de bord s'annulent)

-(ro, div {6)s,e

Le calcul de (//) donne

(ID=(m#'divfr1)s'*

En injectant ce calcul dans (3'141), on obtient

(pr,qr,)o,n : -(ffi#'div dn)o,x - ('n'divfr1')s's

D,autre part, divfl, € Po,donc (u6,div dn)o,x 
- (IIo'r'div ftn)o,x' En regroupant tous les

termes dans le membre de gauche, on obtient

Soit irnlx: (ilou n+Vffi'r)1* ':o etFn:Pne Rf ' alors nous venons de prouver

que (û6 ,Fn) esr solutiorr' âil-iii5Ére*e (B.lBa) d. Raviarr-Thomas, qui admet une unique

solution. oorr. (in,Fn) ep, ; g7o est la solution de la méthode mixte standard (3'134) de

Raviart-Thomas 
I

(3.142)(pn,dn)o,o + (f go un* ffiWro.'divd') 
: o

-150-



CHaPTTRE 4

Equation de convection-diffusion en
une et deux dimensions d,espace

4.L fntroduction

L'étude des schémas boîte réalisée aux Chapitres 2 et 3 soulèvent de nouvelles inter-
rogations' Existet'il des schémas boîte dans Ie cas d'équatious plus complexes ? Comment
se comportent ces schéma.s ? Nous avons étudié au Chapitre L les modes oscillants liés à
l'équation de la chaleur' un phénomène analogue se produit-il pour l'équation de convection-
diffusion ? L'équation de convection-diffusion stationnaire en dimension 1 ayant déjà été
étudiée par J-P. Croisille,IlT, 18J, nous nous intéressons, dans ce chapitre, à l,équation
de convection-diffusion instationnaire. Bien que très'classiques, ces équations demeurent
le modèle de base, notamment pour les problèmes d'écoulements en milieu souterrain. par
exemple, la modélisation des déchets dans un milieu poreux constitué de couches géologiques,
couple la loi de Darcy pour le calcul de la vitesse de l'écoulement, à un système d,équations
de convection-diffusion pour le transport de polluant. Un exemple d,intérêt actuel est l,étude
de la diffusion en milieu souterrain de concentrations de produits radioactifs dans le milieu
externe à partir d'un ,,colis" de déchets.
1- La vitesse d @) de l'écoulement porteur est calculée dans un premier temps par une
équation elliptique (Darcy) :

( div(K(r) vr4 : o, s € o
{ d(") - K(r)vH
( Conditions limites

(4.1)

2- Les concentrations C;(s,f) des différents polluants sont solutions d,une équation de la
forme :

*ytff +]r Cù - div(D; F1i) * u, .grad C;: f;, € o x (0, z")
C;(s ,O) :0 ,  î  €  O
Conditions limites 

(4'2)

Dans les sections 4.2 et 4.8, nous rappelons
équations de convection-diffusion stationnaire et
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"t 

d"u'diffi d'op€rit

sont situées au niveau des noeuds du maillage. De plus, le schéma est paramétré par des

décentrements en temps et espace pour chacune des inconnues u et p. Nous effectuons ensuite

le lien entre le schéma boîte 1,d pour l' équation de convection-diffusion instationnaire et les

méthodes d,éléments finis à la Section 4.4 et de type différences finies à la Section 4'5' Nous

proposons ensuite une extension du schéma boîte pour le problème de convection-diffusion

en dimension 2 à l,aide d,une méthode de type splitting directionnel. Enfin, nous présentons

querques exemples numériques. ces résultats sont présentés par ailleurs dans [20J' [21J'

4.2 Lréquation de convection-diffusion stationnaire

. Nous rappelons briévement les deux schémas boîte introduits par J.-P. croisille [17] pour

h ;;;#;;; ";nvection-diffusion 
stationnaire -en 

dimension-.1. ce schéma ne contient

qu,un seul paramètre de décentrement Dpr pour la variable p. une condition suffisante de

non-oscillation du schéma est donnée sur Do par le choix :

Dp.i-rtz:rymax(o'r- 
I )

Pêyrlz'

Nous renvoyons à [17] et [18] pour plus d'informations'

(4.3)

(  cur*Pr=f ,  0<c<L

{  p+eut :0 ,  ocr<1

t  ?r (0) :u(1) :0

dimension 1 pour un

(4.5)

(4.6)
c(ui - ui..) + @i - pi-.') = hi-rtz([J' f)iqp

| ' t i ,  +;t-; i  -bit-,p6i - i i - ,)  + ff i(ui 
- ui-r) = 0

' l ,Lo : ul :0

4.2.L principe du schéma boîte pour ltéquation de convection-

diffusion stationnaire 1d

on considère le problème de convection-diffusion stationnaire en

coefficient de convection c € lR et un coefficient de diffusion e > 0

t  cus -€uxr : f  ,  0<r '<L

1u(0 ) :? r (1 ) -0

(4.4)

En introduisant la variable auxilliaire P: -eu't' oD obtient la forme mixte

On considère rs : 0

approche les valeurs aux noeuds u(ri ) er p(n) respectivement par les inconnues ui et Pi

situées arD( noeuds du maillage. La longueur de la boîte Ki-rlz : fii - ni-r est hi-r1z'

Rappelons les deux schémas boîte associées à ce problème [tZ]

Le schéma boîte d'ordre 2 :
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où le coefficient de décentrement est donné par la formule :
Dp,i-r/z: â tgo(c) ma"x(O; 1 - tr#). 

'

Le schéma boîte d'ordre 4 valabl'e Éôur pei-r/z S 1 :

t c(ui - ui-ù + @i - pi-L) :.hi-t/z(rrof)1tp
t  (L-  |  cni=t lz)pt+ (â+ #ry)pi - r+f f i (u i -u i -ù:  + h?-rp(rrof , ) i - r1zI  * r  12
l r.to: ut : o 

(4.7)
On peut hybrider ces deux schémas boîte sous la forme suivante pour Ia formule de moyenne
pour Fi-r1z :

Fi-tlz =;@i + pi-ù - Bi-rr, @i - pi-) - Ai-r/2 hi-r/2 (p,ti - tu,i-ù (4.8)

où .43'-r p et Bit/z sont deux coefficients par boîte.

ps: f -cus: f+ in

Donc

Fi-r/z= (; - Bi-rlz - 2 Ai-r/z Pei-rp)pi * 
G 

* Bi-t/z + z Ai-rp pei-rp)pi-, (4.10)

Ce qui motive le choix du coefficient Dn '

D6-r/z : ZAi-Vz Pei-rp *Bi-r1z

Le choix des coefficients Ai_r/z et Bi_r12 €st :
o Schéma d'ordre 2 :

{ Bi-r/z: s#max(0; 1- #)
t  Ai- tp:  o

o Schéma d'ordre 4 :

I  Bi - rp:  o
t Ai-rtz: # sgn(c1.-r7z)

(4.e)

(4.11)
t l

I

( 4.r2)

(4.13)

(4.14)

on obtient la formulation unique du schéma boîte

( 2\"i 
- ui-ù + @i - pi-ù: hit/z(tr0f)i-r1z

{ à(pi + pi-ù - Dp.i-r1r(ni - pi-L) + ffi(ui 
- ui-ù : Ai-r/2h}-rp(Tro f)i-r/z

(  1 1 0 :  l r t  : 0

qui est d'ordre 2 si Pei -rp ) 1 et d'ordre 4 si pei -rp 1 !.
Les coefficients Ai-rlz et Bi-r12 sont donnés de façon unique par

I Ai-r1z : #sgn(c;-r /z) ilp".-r1z1r

I Bi-rtz: â rstt( citp) *æ,ioi I - Eft) ilr.,_,7,>r (4.15)

Les coefficients ne sont pas continus en fonction de Pei-r1z.Nous renvoyons à [lg] pour des
resultats numériques.
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4.g L,équation de convection-diffusion 1d instationnair

4.S.L Introduction

Considérons le problème de convection-diffusion instationnaire en dimension 1 donné sur

le domaine I =10, 1[ pa" :

(4.16)

où c € lR est la vitesse et e ) 0 est le coefficient de diffusion. La solution exacte du problème

(4.16) est donnée par la formule de Duhamel

( w+ cLto - €rtrts = f (xrt) ,  r  €'  I , t  )  0

{ u(ï,0) :  ,o (s) ,  n € [0'  1]

f .  u (O, t )  :0 ,u ( l ' t )=0 ,  t>0

fi
u(., t) : T(t) ' uo + 

Jo 
r(t - s) ' /('' s) ds

où ?(t) . us : u(., t) est la solution du problème de convection-diffusion

/ :10, 1[. Un calcul en série de Fourier donne

a(s,t) : 
"* I q(uo) sin(ptr) 

"-e(p!'+\')t
&>r

où les coefficients ca(uo), À, P3 sont

:, 
Ir' 

us(r)eM sin(p4r)d'r, ^: 
*' P*: kr' k > L (4'19)

on en déduit que le problèure (4.16) est " bien posé, par exemple dans

co([g, Tol,Lr(]g, 1[)) n c*(Jo, 1[x]0,"0D de condition initiale u0 e L2(10'1[) et de terme

source f e Co([0, ?o[, r'(]0,t[)) et ?b > 0'

(4.17)

homogène sur

(4.18)

Notations :
considérons un maillage quelconque du segment

J > 2). Notons ss : 0 l nt

maillage, représentées sur la Figure 4.L. La boîte

gueur hi-rfz - fii - fii-r. ,

4.3.2 Le schéma boîte semi-discret

Considérons la forme mixte de l'équation de convection-diffusion dans laquelle on intro-

dui t le f luxdedi f fus ionP:-euocommeinconnueauxi l l ia i re:

[0, 1] en J intervalles (J est un entier,

fiJ : L les coordonnées des noeuds du

Ki-r/z est le segment lri-r,ri[ de lon-

u t *c . ræ*Pr :  I  @, t ) ,  f i  e  I , t  )  0

p : -€ r ;n ,  r€ ,  1 , t )0

u (s ,0 ) :uo( r )  ,  -  ne I

p ( r ,O)  :  - t *uo(x ) :Po( t ) ,  n€ I

u (0 , t )  :u ( l , t )  :0 ,  t>0
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Ki-t/z K i+t lz

0o :0 0 j-r fii+r

{€

hi*'l '

f i l : l

hi-r/z

FIc. 4.1 - Maillage du segment [0, 1]

Noter que nous n'avons pas d'éguation d'évolution sur p, mais simplement la relation
p(x,t) : -eur(n,t) à tout instant. En particulier, à I'instant initial , P(n,0) : -eftuo(x).

Soit II0 la projection orthogonale sur les fonctions constantes par maille, donnée pour toute
fonction g par :

(rog)i-,  /2: * [-  .s(r) 
dr.

oi-tlz J Ki_tlz

Enin tégran t leséqua t ions (4 .20he t (4 .20)2surchaquebo î teK i - tp , I<
obtenons les relations semi-discrètes en espace vérifiées par lasolution exacte (u,p) de ( .20):

hi-r/z *ÛIo"(t))i+p * clu (*i , t) - u-(ri-r , t)l
+ lp ( i i , t ) -p (n i - r ,  t ) l  :  h i - r l z ( I lo / ( t ) ) i - t t z ,  1S i  <  J ,  t  )  0

hi - r lz( r lop) i -  rp( t )  -  -e lu(r i ,  t )  -  u(x i - r ,  t )J ,  t  < i  < J,  t  )  0
u ( r i ,0 ) :uo (s ) ,  0S i<J
p(x i ,O) :po(s ) ,  0< iSJ
u(so ,  t )  :  u (s t ,  t )  :  0 ,  t  >  0

(4.2r)

On approche les inconnues u(ni,t), p(ri,t) par les fonctions semi-discrètes ui (t), pi (t).

Considérons les fonctions un (.,t) € Pt,o, pn(.,t) € P:, où PJ,o et P: sont les espaces

d'éléments finis Pr-Lagrange usuels monodimensionnels, définies par

fri

J

un (n,t) :D 
"t Q) vi @)

J

et pn (n,t) : D ,, U) pi @) (4.22)
j=0 j=0

où gi(r) est la fonction chapeau Pl-Lagrange associée au sommet i.Alors le problème

semi-discret (4.21) équivaut à: chercher (.rr,(., t),Pn(.,t)) € Pl,ox P: tel que

{ f i . Ï f , t* , ( . , t )J;rr , )*  (*n*(. , t ) ;  rn)* (po,, ;  , , , )  : ( / ( ' , t )  ;  an),  vaneF 
G.2g)

( f i tpu( . , t ) ;  q , , )  *e(u; . , , ( . , t )  ;  qn) :0 ,  YqnePo

Supposons que û,i-rlz soit une approximation de (fl0u)i-r12, Fi-r1z une approximation de

(Ilop)i-t lz et] i-rlrune approximation de la moyenne de /, (II0/) i-t/2._Alors, en remplaçant

(nou(t)) i-rlz par -ui-rp(t), (Ilop(t))i-rt, Par Fl-r lz et (IIo/)i- rlz par T i-rt, dans (4.21), on
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obtient le schéma semi-discrétisé en espace, continu en temps :

t  
L*û, i - r1z(t)  +csdf# +'W= f i - r tz( t ) ,1<i  < J, t>0

l î , - ' , ' i t l :  -""( i ' fJ i i2=r$) '  
* t -" '  ' ' '  

1<i  sJ,t>0
(4.24)

1 u(ri,o) : ro(*i), " - '-o 
< j < J

I  n@i,o) :po(sù,  o<iSJ
l . .  uo( t ) -u, r ( t ) -0,  t>0

Le design du schéma boîte semi-discret consiste donc à exprimer les moyennes ûi+/2(t) et
Fi-rp(t) en fonction des inconnues d'interface ui(t), ui-r(t) et pi(t), pi-t(t), de sorte que
(4.24) définisse effectivement une équation d'évolution en ui!) et que pi$) se déduise de
ui(t). Pour Fi-r/z(t), on adopte une formule du type :

Fi-t/z(t) : l tot(r) + pi-t$))-Doi-t lz(t) (pi(t) - pi-r$)) (4.25)

où Dg-rp(t) est un coefficient de décentrement, constant par maille, à préciser. Rappelons
que (4.25) est un coefficient de décentrement "stationnaire", indispensable pour assurer la
non-oscillation de la solution approchée de

(4.26)

Ce résultat est démontré dans [17, 18J et rappelé au Paragraphe 4.2. Un choix du coefficient
de décentrement Dp, qui a^ssure la monotonie de (ug); est

I cus -€ I t ræs=f@)
t u(0) : u(1) = 0

D6-t/z:ryman(o, 1-tr;) ,u (4.27)

où le nombre de Peclet par maille est Per.- rlz : W. Dans la suite on supposera que
Dpi-r1z est indépendant du temps, donné par (4.27). On introduit à present un second
paramètre de décentrement Duj-r/2(t), [tzJ, dans chaque boîte Ki-rlzr tel que

û,i-ttz(t) : 
|f"t(t) + ui-r(t))+n4-rp(t) (ui$) - ui-t(t)) . (4.28)

Noter qu'à l'état stationnaire, frû,i-r1z : 0, donc le coefficient Dtj-U2 ne joue plus de
rôle, la précision du schéma ne dépend plus alors que de Dpg-tlz. On s'attend à ce que le
décentrement en u soit colinéaire à la vitesse c du déplacement ; c'est-à-dire c Dog-1p ) 0
dans chaque boîte Ki-r/2. En remplaçant ûi+p(t) et Fi-rp(t) pt" leurs valeurs (4.28)
e t (4 .25)dans l 'équat ion(4 .24) ,oDobt ien t Iasemi -d isc ré t i sa t ionspat ia lepour t>
lS j1J :

*{(* Dui-,p1))uif t)  }**{ (+ - Dui-,pft))ui-r(t)}

+"W+'W:f i-rp(t) ,  L< j<J

(+-Dp;- t /z(ù)n i ( t )+( l *Dp5-t /2f t ) )p i - , ( t )+ 'W-0, |< j<J
u(r i ,O) :uo(rù,  0<i<J
p(n i ,O)  :po (n ) ,  0< j<J
,o ( t ) -u , r ( r )_0 ,  r>0  

(4 .2g)
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Dans toute la suite, les coefficients de décentrement Duj-yz et D6-r/z seront choisis
constants par maille et indépendants du temps.

Lemme 4.3.1 Le problème semi-discret (4.2g) adrnet une unique solution
(ui(t),pi(t)) e ct ([0,*[;pz(r+t)), sous les conditions suffisantes Du;_r/zDp,i_r/22 0 sur
chaque boîte Ki_t/2.

Preuve :
Pour démontrer ce résultat, on se limite au cas de maillages équidistants (h > 0 est fi*é),
où Dp,i-t1z - Dn et Dq-112 - Do sont constants sur le maillâge, Après élimination du
flux p1(t) dans Ia première équation de @.29) et de pi-r(t) dans ia deuxième équation de
(4'29), on obtient pi-r(t) en fonction de ui$), ui-t (tliour la première équation et pi(t) en
fonction de ui(t), ui-r(t) pour la deuxième équation. En considérant la maille Ki*rlrpour
la première équation, P; est donné en fonction de ui+r(t) et uj(t). On peut donc identifier
la valeur de pi(t) à I'interface des mailles Ki_r/z et Kia1p. On obtient alors le système
différentiel ordinaire linéaire en ("ieD uniquement :

Le problème semi-discret en u : (ui(t)) s'écrit donc
(4.30)

(4.31)Au(t ) -  Bu( t )+r( t ) .

Rappel : Lemme de Gershgorin, [2fl
Les valeurs propres d'une matrice / sont telles que ̂ gp(.,A) E Ur., D(orr,4) où D est le
disque fermé de centte a;i et de relon r; : Dr*rrrrla;il et I esi-t'ensemble des indices
matriciels.

Sous la condition Dui-r/2Dp;i-tlz ) 0, on vérifie à I'aide du théorème de Gershgorin que les
valeurs propres de la matrice .4 sont non nulles, c'est-à-dire que .4 est inversible. En effet,
si D4-tp Dot-r1z ) 0, alors I'inégalité

t ( ; -  D,)(; .  D,) l+t( ;  *r ,)( ;-  D,) tst( ;  .  zDeD,) l
est toujours vérifiée. Si Du- rp D6-r/2 :0, on prouve par le calcul du déterminant de la
matrice -4 que .4 est inversible. Il existe donc un unique u(t) solution de (a.81). On recons-
truit le flux p(t) en fonction de u(t) par I'intermédiaire des équations précédentes. t

(+; Dù(+ * D')#u,*,(r) + (i,* zDeD,)#u,(t) +.(+ * D,)(; - D,)f,ui-,$)
: 

l-(â 
-_":)Ë + #) u,*r(r) 

. zlfr,De + fr) ui(t) + ((à + D)fr + f") ui-r(t)
* (â-oo) f i * r r r ( t )+(â*or ) f i - rp( t ) ,  1< j  sJ- l
u (n i ,0 ) :uo( rù ,  0< j<J  ,
uo (t) - u,r (t) - 0 , t > 0
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4.3.3 Intégration en temps par un t!-schéma

Il reste à définir à présent le schéma en temps. On se limite dans la suite à un r,-schéma,

avec rg constant et des coefficients de décentrement Duj-Uz et Dg-r7z indépendants du

temps, constants par maille. En posant 6n oi : t-7-, la discrétisation de l'équation (4'29)r

est sous forme incrémentale 
. \

{ni-rrr(+ * Dui-try) }.o"'rj. { 
hi-rtz(t 

. 
Dui-uz) } 0""''.

+(1 - û) c(ui - ui-) i"o " ç,i;!' -"pll + (1 - b)Wî,- pî-,i +'s @';*' - pÏT)
- hi-r/, (tr - û)T î-rp+ o7ilip)

(4.32)

L,équation (4.2g)2 est valable pour tout t, elle est donc vérifiée à I'intant tn et à I'intant

1n*r. En particulier, la solution exacte p a\ point sy satisfait le système suivant en 6"pi et

ei
(i - Dp--rtz) nr,* (; * Dp.i,-rrr) d*p,-r *-6 ffi 

:'

(i Des-rlz) o';. (; * Dp.i-,p) ni-r * e 
ffi- 

0'
(4.33)

Les conditions initiates et les conditions limite sont discrétisées de façon naturelle par

(4.34)

Définition 4.8,1 (Schéma boîte pour ltéquation de convection-diffusion instation-

naire ld)
Soit Ie schéma boîte assoc,ié au problème de conaection-diffusion (1.20) : pour tout n ) 0,

chercher (un -- (ui),pn : (f;)) 6 p"r+r v pJ+l solution du systèrne pour tout0 S i 1 J,

(  uo; :uo(rù,  o<j<J
{  p! :po(rù,  o<i<J
t  u8:u3:0,  l1 .n '

(i) (l * Dû-uz)u",* (â - Dui-rp)6"ui-r*kÛc(6ui-6ui-r) +t @i -ui-)

+kû(6^pi -6npi - , )  + e, ;  -p i - ,=hi - r lz( t t -  r | )Tî - r t , * t ï î ! ip) ,  I  S i<J

( i i ) (+-Do, i - t |z)o"o,*(â+Doi- t ,?)6"o ' - , *€W-0,1s j<J

(ôi i )  I l -  D6-,1i)otr*( i  .  Dp.i- t tz)rf-r+ff i (" î-ui- t)-0, lSr sr,nlL

( i r )  u?:uo(*ù,  0Si<J
(r )  p | '=po(sù,  0SiSJ
i r t l 'û t - -u j ,  =0,  L1n 

(4.8b)
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Considérons le système d'équations (4.35 (i)-4.35(ii)).En éliminant 6npi dans l'équation
(4.35( i ) )  et6npi-1 dans (4.35( i i ) ) ,  onobt ient lesystème: pourtout  1S j  < J et  0 1n

(i) hi-rlz(l - Dp;1-t/z) (l l Duj-rn) 6"u,

*hi-ttz(l - Dp;i-t/z) (+ - Du;.-rp) 6"ui-,

+kû (6"ri - 6"!,-.) (rtâ - Dp;,-rp) - ffi)4 û 6npi-,

: (â - Dpi-t,r) (-"@i - ui-r) - @i - pî-r) + hi-rn (G- d) 7î-r,, + o7î!lrr) 
)

(ii) hi-.r/r(+ * Dps-rlz) (; I D,,j-,rp) 6"r,

*hi-r1z(â * Dp,i-rtz) 
t* 

- Duj-rp) 6nui-r

+kû (6"ui - 6y,-'l (riâ + D6-rp) + ffi)+kû 6npi
: (â * Dpt-'rr) (-" @i - uî-r) - (pî - 4-r) + hi-r1z(tt - ,e)Tî-rrr* ttt tC 

I,
Ces relations sont vraies pour tout 1 < j
boîtes Ki-r/z et Kiallz , on obtient le système tridiagonal en 6nui

lo,*,,r(â,- Dp,-+rtz) (L. Dû+u2)+m('ç- Dp,-+r/z) - 
ffi)].ô""r*'

*Lht*r,r(â - Dp,i+t/z) (â - Duj+rn)-kû("(â - Dp.i+rn) - ,u.r-,,)
+hi-r12.(+ * Dp.i-rtzX* 1D,,j-rp)+no,(rt+ + Dps-rp) + d-)] 6nri

!ln,-'r'(+ 1 Ds-t/z) (* - Dui-,p)-k1e(:(â + D6-rp)+ ffill-rnu't
: (à - Dpi+r/z) ( .' fuî*, - "î) 

- (pî*, - oil)
*(â * Dp.i-,n)(-"@i -uii - @i -nl.J)

*hi*r/r(+ - Dp.-+r/z) (tt - d) T i*r,, + oî îïlp)
*hi-r1z(+ * D6-r/z) (tt - d) îî-r,r+ olîl|p)

(4.37)
D'autre part, l'équation (4.35 (iii)) donne fi en fonction de ul :

(4.38)

C'est-à-dire

(i - Dp,+r,) t tr- - pil : -nl - 
:W

(; . Dei-rtz)w; - pi-) : pi * ræ
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Donc l'équation (4.37) devient :

AlPnuiar * Ao 6nui * A-r 6nui-r= (-t (à - Dpi+t/z) + Eft) +t

*(r(à - Dpi+uù - c(à + D6-r1z) - 
û, 

- *nu,) "tr
+ (, tà * Dpt-rp) + ffi) uT-, * hi*rtr(â - Dpi-';) (f= t) 

{ï.' 
p * oT îÏTp))

*hi-r1z(â + Dp;-r/z) (tr - d) 
-f 

î-rp+ oïîll,) )
(4.40)

où les coefficients A1 , Ao, A-r sont donnés par les formules suivantes :

Ar: hi*r/r(+ - Dp.i+r/2) (l * Du,+rp)*no ("(â - Ds+rtù - 4fo)
Ao : hi+rtz.(l - Dpl+rtz) (à - Dui+,f ) 

-kû ('(â - Dpi+rp) - 
tr) (4.4r)

*hi-r1z(+ * Dp,i-r/z) (l f 
D"-'p)+xt (t (1.+ D6-rtz) + ffi) \

A-1 : hi-u, (i * Dp.i-r,r) (i - D'i-rp)-kll (t (à * Dp;i-tp) + ffi)

On définit les coefficients .B1 , Bo, B-r Par

Br : At - o ("(à - Dpi+ttz) - 
Efo)

Bs- Ao*k ("(+ - Dp;1+r/z) - 
ffi):u("tâ * Dp,i-rn) + ffi)

B-r: A-t *O(" tL, + Dot-rp) * f f i )

(4.42)

En utilisant la définition de 6"ui, on obtient le schéma boîte découplé en ul 
,et 

en Pl, pour

tou tn )0 ,  
'  '

(i) n, "fi ,* Ao u';*' + -A;, "iI 
: Br uT*, * Bo 

"it 
B-1ul-r

+k hi+rp(t - Dpi+'n) (tt - rl) T î*rp + 0T i|Ïrr) )
+k hi-r,r(, + Dp,i-trr) (tr -'t)T 

î-r/, * oT î!lp) ),, | < i s r - 1

(i)bi,s kte 6nps: lor,r(i 
: Do,rp)(+ * D',rp) +k'û'("fl - !*/z) 

- 
#)lo"u,

*lo,n(+ - n,,i,,)(t- Du,,tz)-;'e ('(â - Dplp) - ù)] o""o
- (l -io,,,,) (; ùi - uû) - @T -pû) + n,p ($- d) T i;, + le1î1') )

(i,i) k 19 6"Pi =\--'l 
ln,-r,r'(t, + Do,-r,r) (i a Dui-rp)+nt (:(à + D6-r1z) + ffi)10"",

-ln,-,r(à * Dp,i-ttz) (à - Dui-rp)-kû ('.(à * Dp,i-'p) + #")l6"ui-r
*(à * Dp,i-',') (-". fui. - ui-,) - @î - p'H) 

\
*hi-r1z( l*  Dp. i-r /2) ( t t -d)T' i -rr  +07i! ] ,p),  I  <i  sJ

(iii) (; - Do.i-t/z) ri* (â * Dp.i-rp) ni-, + ffi ("î - uï) - 0, L < i s J, n ) |

( i r )  uo; :uo( rù ,  0< iSJ
( r )  po i - :po(*ù ,  0SiSJ
(u i )  u8:u3:0 ,  !1n 

@.4g)
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L'équation (i) en ?, est équivalente à

(B-kûC)un* r  - (B  + /ç ( t -d )  C) r "+kDf

où les opérateurc B, C et D sont définis par

B u : hi*r/r(; - Dp,+r/z) (; * Dû+rp) ,,*,

*fu,*r,, (; - Dp.i+r,r) (; - Dui+rp)*hi-t/z (;. Dp;i-r/z)

*hi-r1z(; . Dp;1-r/z) (; - Duj-,p) ai-r

cu = - ( ' f *  -Dpi+,p)-#r)a j+r

. [('r* 
- Dpj+rp) - 

#)- 
("r* * Dp.i-rp) + 

#)],,
/ 1

* ("(; * Dp,i-,p) + 
#) 

ai-r

D 1 : hi*r/r(; - Dp,+rp) (rt - d) Ti*rrr+o|iïïrr) @.47)

*hi-r1z(;. Dps-rfz) (ft - ?e) l i-,rr+oTiïlrr)

pour certains vecteurs u et f .

Lemme 4.3.2 Le schéma boîte (1.55) associé au problème de conuection-difrusion (1.16)
est équiaalent à
(1) La résolution d'un problèrne en u - (uî)osisr,0(n(/v

( ( i)  (B - k19c)un*r :  (B+/c(1 - d) c)u" + kD r
{  ( i i )  u l :uo(s) ,  os i<J
f. (i i i) ut : uj :0, L 1 n

(4.45)

(; .  Daj-t /z) l ' ,

(4.44)

(4.46)

(4.48)

(2) La reconstntction locale sur choque maille du flw de diffusion p, pour n 2 0

(i)k û 6npi :

-lo,-r,, 
lt 

* Dp,i-r,r) (i I Du,--,rr)+r û (c(t + Dp;-r/z) + ffi)10"r,-l'-r,, (â * Dp,i-r,r) (+ - Dû-rn)-kû (if+ * Dp.i-rp) + #)l6nui-r
+(i * Dp.iqn) \-c("i 

- uii - @i - pi.;)
*hi-r1z(+* D*1-t1z) ( t t  -û)Ti-r1r+oîî ! ip),  r  < jsJ

(i)ùis kû 6"ps : 
[o:,:(+ 

- nn;,() (È *.n,,rp) *io ('r] - !n,rtz) 
- 

û,)] 0",r,
+ln1n(+ - o,,,):)(l'-.o,,,p)'-i{ (,r+ -'Dp,r1z) - rfo)f o"uo

\orl. (â - Dlti-yrz) rf* (à * Dp.i-rp) ni-, + ff i @i - ui-): 0, r < i s r, n) l
( i i i )  p ] :po( r ) ,  0< jSt '
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La résolution du schéma boîte (4.8b) est équivalente à la résolution du problème découplé

((4.4g)-(4.4g)). En pratique, on résoud en premier lieu le système (4.48) qui donne la solu-

tion un*r au temps 1n*r en fonction de la donuée initial e uo, puis on reconstruit le flux on*r

à l,instant 1n*1 en fonction de la solution calculée un+L grâce aux équations (4'49)'

Remarque :

La matrice B étant inversible, soit A I'operateur spatial défini pax A : B-rC' Alors la

formulation (4.4g-(i)) en u! du schéma boîte (4.35) s'écrit aussi dans le cas homogène

( I -  lc lA)u"+t:  ( /+rç(1 - î)A)u" (4.50)

On utilisera par la suite cette formulation pour le splitting en dimension 2 du schéma boîte

(4.35) obtenu en dimension 1.

4.9.4 Schéma tridiagonal

On'suppose que le maillage est équidistant de pas d'espace h et que les coefficients de

décentrement sont égaux sur tout le maillage; c'est-à-dfte D6-r/2 : D, et Dui-u2 - Du

pour tout L S j < J. Soient ) : f r" nombre de courant par maille et p: #- Dans le

cas homogène, la formulation (a.a8-1r;)) est équivalente au schéma compact à trois points

suivant ' 
oruîIT+ a0 uî*' * a-r"';!i- br uitri bo ui +b-1u'j-r ,

où les coefficients ai et bi $: -1,0, 1) sont donnés par les formules suivantes :

t î:=[i : Btti l',:!Tt:,f)i. ,r(L-û)
I  oo:  à-+ 2û p iznr(D"+ r tÀ)
1 bo:  [ -z(1 - ,3)p-+2De(Dy- (1 - ,9)  À)

t î-i=-[f l',t[i : B:;.ril:,.f)i.,,(1 -,')

(4.51)

(4.52)

Noter que Ia forme (4.b1) correspond à la forme (z) de Rigal, [41], qui étudie des sctrémas

implicites à trois points. Le coefficient de décentrement Do (constant par maille) donné par

la formub @.27) vérifie
(4.53)(ot - b-t) (a-t - ô-r) 2 0

qui est la la condition suffisante de Rigal de monotonie de l'état stationnaire (Lemme 2 de

[41]).

Lemme 4.g.8 Le schéma boîte (4.1g-l.lg) admet une unique solution (ui,nfl € Rr x lRr

au temps n.

Preuve :
La formulation boîte en u (4.4S-(i)) s'écrit :

(B - kûC)un*r : (B + /c(1 - d) C)u" +k D I
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Il suffit donc de vérifier que la matrice B - kec (qui contient les conditions aux limites Diri-
chlet) est inversible. Le calcul du déterminant de B k^C donne
det(B - kflC) = 

#.", ("{ - r{), où 11 et 12 sont les deux racines distinctes de l'équation
caractéristique : r2 - aor - &t&-r - 0. Puisque \ # rz,

de t (B  -  kûC)  :  O <+ r {  - r {  :0
<==+ fl : -r2 si J est pair (4.55)
{+  4O:0

Or, P ) 0 et Dp, Du+dÀ sont du signe de c. Donc ao > 0. Ainsi det(B -kryC) est toujours
non nul. Ce qui prouve I'existence et I'unicité de la solution u. De plus, p est donné de façon
unique en fonction de u par les équations (4.49). Ce qui conclut la preuve. I

4.4 fnterprétation éIéments finis du schéma boîte
On définit les deux fonctions de décentrement constantes par boîte Ki-r/2. Elles sont

définies par :
J

do @) : f Dp;i-rlz hi-r12il x .-rn (r) décentrement stationnaire (4.b0)
j=2

J

d, (s): t Duj-tp hi-r1zilx.-rn (s) décentrement instationnaii'e (4.57:)
j=2

On note un(.,t) e P!,o, pn(.,t) e P"r les fonctions semi-discrètes de type éléments finis
J

un(n,t) :D 
"t $) pi @) et pn(n,t) : f, o, $) pi @) (4.5s)

i=0 i=0

où (pi)i sont les fonctions Pl-Lagrange associées au sommet ri.

Proposition 4.4.! (Interprétation SUpG du schéma boîte)
Le schéma-boîte (4.35) est équiualent au problème semi-d,iscret : chercher

(un(.,t),pn(.,t) € P"1o x P: tel que
(i) un(.,t) e P!,s est solution de la formulation S(IPG pour tout a71 €. p],s

i
(fr tno un(.,t) + d-un,,(.,t)J ; an * dpun,,) * (mn,r(., t) i an * dnou,r)

+ (eu1,r(. , t)  ;  ah,r):  ((I I ' /X., t)  i  un+ d?ah,s) 
(4'59)

(ii) La reconstruction loæle du pu(.,t) est

Pn(, , t )Wr-r t2 :  -€un,x(.r t )g;-r1z (4.60)

+[ I Io / ( . , t )_aIhp( . , t ) -#,n,un( . , t )+d,uun, , ( . , t ) )J [De5-t /z+f f i ]

où xi-r12 désigne le rnilieu de lo boîte Kitp.
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Preuve :
Le schéma boîte semi-discret (4.8b) peut se réécrire sous la forme de la méthode d'éléments

finis mixte (petrov-Galerkin) suivante : chercher (rrr(., t),pn(.,t)) e Pls x P"l tel que pour

tout (ûn,dn) € Po x F, on ait

I ( * f f ,our , ( . , t )  +d,*unp( . , t )hÛr , )+(cun, , ( ' , t ) ;ûn)*@n*;Ûn) : ( / ( ' ' t ) ;ûn) '  (4 .61)

t (fibpn(., t) - dppn,,(., t) ; 0r,) + e (un,,(', t) ; dn) : 0

(i) Soit an € pt,o, choisissons dr, :1)h,o € P0 dans (4.61)2. ceci donne

(IIopr,(. ,t),un,r) - (do(.) Pn,s(.,t), ur,,") * e (u6*(' ' t) ; uh"c) : 0 (4.62)

Or, (IIopr,(. ,t))6i-r1, : pn(.,t)1x;-r1, - Pn,æ(.,t)gi-rrrÇrfi, où. ni-r/2 est le milieu de

la cellul 
" 

xyrlio.'F,; remplaçant'l'Ëipression de II0 pn(.,t) dans (4.62), otr obtient après

intégration Par Parties

-(pr,"(., t), ur,) - t (pu*(,t)6i-r1rÇv;t,an,s) - (drPn,a(',t) 'un,')
Ki-rtz 

*e (u6o(., t) ; ur,,c) : o

Pu i squePn ,o ( . , t ) un , , €Po , l e te rmeD* , - , , , ( pn , , ( . , t ) g i - , 1 , f f i lUn ,g ) : 0 .D 'oùon
déduit que r \

- (pn,r( . ,  t ) ,  ur)  -  @"pn,x(. , t ) ,an,r)  *  e (u1r,"( . ,  t )  ;  uh,c) :  0 (4 '64)

L,équation (4.61)1 est vraie pour ûn: II0or € Po, donc par propriété de II0, on obtient

(4.63)

-  (no/ (  . , t ) ,an)
(4.65)

à
0 : (filno"r,(., t) * duun,s(.,t)h ,r,) + (c uh,s(',t),an) + @n,'('' t) ; 'u)

ce qui donne, en sommant les égatités (4.64) et (a.65) :

0 - tftry'r,(., t) + d,,1tn,s(.,t)J; rr,) + (c unp(.,t),'n) * e (u6,"(', t) i anp) (4.66)
i (uof ( . , t) ,ro) - (dnpn,,(. ,  t) ,  uh,t)

Nous prenons maintenant û1 - d,nlthn epo dans (4.61h, ce qui donne, à chaque instant t

(depn,r(. , t) ,ah,s) :  (r lo/(. ,  t) ,dnah,û) -#II0, 'o( ' ,  t)  + doun,r( ' ,  t) ] ,  dn'n*)

(4.67)- (" ru,r(., û) , dn un,r(.' t) )

En remplaçant cette expression dans l'équation (4.66) on obtient la formulation (4'59)'

(ii)Leflux pn est donné sur chaque maille Ki-r1z Par la formule affine

p n(., t) 6 i -, 1, : ( II0pr ( ., t ) ) t r, - r,, * P n,o(', t) 6 i -, 1 rÇwà (4.68)

où r1-r7z désigle le milieu de la boîte Ki-rlz. Puisque un € Pr et Pn € Pl localement, le

te.ml fi6 ro(.,i) -dpFn,a(.,t)+eun,n(.,t) est un polynôme constant, l'équation (4'61)2 donne

donc IIo po (., t) t

flo po(., t) lçi-n1z 
-- -€11h.'(., t)lri -r,, * Dp.i-rlzPn,s(''t)gi-r1,

-L64-
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De même, l'écriture de ph,x € P0 est déduite de l'équation (4.61h

pn,c(.t t)  :  t lo/(. ,  t)  -  cuh,s(.,r) -  
#rn, 

un(.,r) + d,uu1,,,( . , t)) (4.70)

I

4.5 Equation équivalente

Afin d'obtenir des conditions sur le coefficient de décentrement Dr,, nous étudions main-
tenant l'équation équivalente associée au schéma boîte en u donné par (4.a8). Nous étendons
I'analyse par l'équation équivalente dans le cas de l'équation de convection de [fZ], au cas de
l'équation de convection-diffusion. Si d est un opérateur différentiel linéaire spatial d'ordre
marcimal O(A) défini par

o(A)

Au:  I  a , , }ou,
o=l

l'équation équivalente du problème d'évolution suivant

oT-ou
Cfi

(4.7r)

est l'équation formelle

(4.72)

(4.73)
o,Zo(â)

obtenue par un développement limité de Taylor du schéma, en remplaçant les dérivées
partielles en temps par des dérivées partielles en espace, obtenues à partir de l'équation
équivalente elle-même [33, 20J.

Proposition 4.5.1 L'équation équiaalente du schémo (J.lB) est

ut*  c ' t t , -  -  € r t rss-  hEzutx*  h 'Er l t rxas+ h3 EasG) +  . . . (4.74)

où le cofficient de dissipation E2 et Ie cofficient de dispersion Es sont donnés respectiue-
ment par les fonnules

# 
: Au * I ho Eo+r oa+tu

Ez - cDu i Ee: c 
[#,t 

- À,) - D1]- i lo"*('-;) ^-r,] GT')

Ee-,1#(r-À,) - Di-# lu,*(r-;) ̂-",] ]

auec Du: Do * 09 - r/2)^.

Le terme Es s'écrit encore en fonction du nombre de Courant À et du nombre de Peclet Pe:

-165-

(4.76)



fuuation de convætion-diffusÏon en une et deux dimensions d'æpæe

L,équation équivalente donne quelques informations sur le coefficient de décentrement Dû.

Elle peut se réecrire :

ut * cttrs :(e + cn D) uçx * h2 Esltrtax + hs Ea$a) + . . . (4.77)

Le coefficient ch Du joue le rôle de diffusion artificielle du schéma. Si le nombre de Pe-

clet est assez petit, c'est-à-dire si le problème de convection-diffusion (4.16) est suffisam-

ment diffusif, il n'est pas nécessaire de rajouter de la diffusion artificielle. Le coefficient D"

doit donc être nul. En particulier, si c = 0, on choisit Do : 0. Sur la base d'expériences

numériques pour l'équation de convection pure, une valeur expérimentale de Du de l'ordre

de 0.1. donne des profils non oscillants dans la plupart des cas. Nous prendrons dans la suite

D,,,o:0.2: HS, où Pes :2.5 pourlaconvection pure. En nous basant surcette remarque

et sur l'écriture (+.221, nous pouvons choisir de façon analogue une valeur de D" telle que :

e + ch D' > chÛu,s (4.78)

Ot, Du - Du+ À(d - â) et Du,s : D,,,0 + À(d - il, la formule (4.78) est équivalente à

ssn(c) Do2th e

Wn
(4.7e)

(4.s0)
C'est-à-dire

D'autre part, nous cherchons un décentrement de la variable u colinéaire à lP convection c,

c'est-à-dire tel que sgn(") D, > 0. Une façon de choisir Du est de prendre

ssn(c) Du) *,"; - frt

Do-ryma:r(o,*; - frl (4.8r)

Dans la suite, nous utiliserons cette formule pour Dr,. En particulier, pour un nombre de

peclet pe ( 2.b, le coefficient Du est nul. Notons que D, intervient en rajoutant de la diffu-

sion artificielle à l'équation de convection-diffusion. Si la quantité de diffusion donnée par LL

est suffisante, il est inutile de rajouter de la diffusion artificielle. Dans ce cas, le coefficient

de décentrement Duest nul. Par contre, dans un régime plutôt convectif il est nécessaire

de rajouter de la diffusion artificielle pour éliminer les oscillations dispersives. En augmen-

tant la valeur du décentrement Do, on stabilise le schéma, puisqu'il devient plus diffusif.

En contrepartie, la solution calculée par le schéma boîte est moins précise. En effet, on le

constate dans l'équation équivalente (4.74), le schéma n'est précis qu'à I'ordre 1 en espace

si Ez est non nul.
Le régime de l'équation de convection-diffusion s'interprète par le biais du nombre de Peclet.

C'est donc aussi le nombre de Peclet qui intervient pour le calcul des valeurs de décentrement

Du et Dp, données par les formules (a.81) et @-27).

Remarques 3
L- L'expression (4.75) esr valable pour lÀl : o(1) et Pe :0(I).
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2- Si Pe
o > 3 dans l'équation équivalente. On retrouve dans ce caË l'équation équivalente de B.
Courbet pour l'équation de convection pure :

h'ur*, + Ofuï)

3- Le schéma boîte proposé présente I'inconvénient de n'avoir qu'un paramètre Do àopti-
miser, d et D, étant supposés fixés par des contraintes de stabilité. On doit donc choisir D,,
au mieux pour limiter les oscillations dispersives.
L La formule (4.81) est linéaire et donne uniquement un schéma d'ordre 1. quand
Pe ) Peo. Ceci pourrait être amélioré par un réglage non linéaire de Du analogue à ceux
des limiteurs de pente pour la méthode volumes finis.

4.6 Analyse numérique de type différences finies

Nous allons étudier quelques propriétés (stabilité, consistance) du schéma boîte ( .Bb)
associé au problème de convection-diffusion homogène défini sur un maillage régulier de type
différences finies. Plus particulièrement, nous nous intéressons aux propriétés de la formu-
lation en I'inconnue u du schéma boîte (4.35), donnée par (4.48), par rapport à l'équation
de convection-diffusion (4.16). En fait, nous comparons la solution exacte de l'équation de
convection-diffusion (4.16) et la solution approchée u du schéma boîte (4.35), donnée par
(4.48), le flux de diffusion p étant déduit de u par la'fsrmulation (4.49). '

4.6.L Stabilité

Nous allons étudier la stabilité du schéma (4.48) au sens de Von Neumann, sur un
maillage régulier de type différences finies. Le facteur d'amplification du schéma (4.48) est
donné par

s(0) : nr(,ï-^l : bo t jôr t ô-r) cos d= + 1(br - b-r)iF a= . e e [0, Ztr[.r \- r gz(0) @0 + (ot + o-t) cos0 * i(a1 - a-1) sind'
(4.82)

D'après [20], nous avons les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité du schéma en
u, (4.48) données par l'étude du facteur d'amplification :

Proposition 4.G.1 (StaUitité)
Soit Do : (U - à) À * D,,. Le schéma (1.15) est stoble au sens de Von Neutno,nn si et

seulernent si les conditions suiaantes sont uérifiées :

_f_ t -  1 \  I( i )  D,^+ p20 et ( i i )  lDoÀ+tiLi l"o,* (o -  
;)  4>0

En particulier, Ia condition û > i est une condition suffisante assurant Ia stobilité du schéma
G.4S) au sens de Von Neumonn.

ut* cr.t,: cDuhu*,* c 
[#,t 

- Àr) - D?"J
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Preuve :
Nous rappelons brièvement la preuve de [20], déduite du résultat général de Rigal [41].
A savoir la condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma sup b (A) | < L est

équivalente d'après Rigal, [41J à 
0ê]o'2tl

or * &-1 -fu-ô-r ( min[(o, - q-r)z - (b, -b-r)' ; (ar*a-t)z - (ôr +b-r)'J (4.83)

Or, nous avons les égalités suivantes :

a1  -& - r :Do* t ^ -De

ar * a-:- : t - zDo(D"+.tÀ) - ZÛp
\ - ô - r : @ 1 - @ - r - À

h*  b - r  =  a r *a - r *zDe^*2* t

Donc, la condition (4.83) est équivalente à

-(DoÀ + tù( min (r tp" - Dù ; -Z(DoÀ + tt) (i - ZDo Do - z(re - 
|full 

(4.85)

Ce qui donne les conditions (i) et (ii).

Le choix de Do donné par la formule (4.27) implique l'équivalence entre la condition (ii)

et la condition suivante 
/ I \

:  
DuDo*  ( t  

- ; )  pào

Nous choisissons D, et cde même signe. Nous obtenons la condition suffisante de stabilité

du schéma (4.48) : tl > È.En effet : si d > r,puique À et D,, sont du signe de c,-DuÀ > 0.

Or, Ir.est toujours strictement positif, la conâition (i) est donc vérifiée. De mêm e Do Do ) 0.

Ce qui prouve (ii).

Si le nombre de Peclet est inférieur à L, c'est-à-dire si l'équation de convection-diffusion

est suffisament diffusive, D, est nul d'après (4.27). Le schéma est donc stable si et seule-

ment si d ) t.On retrouve en particulier, le résultat de stabilité du schéma boîte pour

l'équation de ia chaleur (cf Chapitre 1). Dans la suite, le coefficient de décentrement en

temps t9 sera choisi tl
stabilité du schéma n'exclut pas les oscillations observées pour l'équation de la chaleur' au

Chapitre 1. En effet, nous verrons au Paragraphe 4.7.2 que de telles oscillations peuvent

apparaître. Nous en ferons I'interprétation au Paragraphe 4.7.3-

4.6.2 Consistance du schéma boîte

Considérons le problème de convection-diffusion homogène. Nous allons étudier la consis-

tance de la formulation en u $.A8), du schéma boîte (4.35) par rapport au problème de

(4.84)
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convection-diffusion (4.16) I c'est-à-dire l'équivalence du schéma discret et du problème
continu lorsque les pas de temps et d'espace tendent vers 0. Soit À - + le nombre de
Courant et p - 

i4. f" nombre de Peclet qui mesure le rapport de la cônvection sur la
diffusion est Pe : uH 

: W.

Proposition 4.6.2 (Consistance)
La formulation en u (4.45) du schéma boîte (1.55) est consistante o,aec Ie problèrne (J.16)

à l'ordre I en espoce et I'ordre 1 en temps si û t' I, a I'ordre 2 en temps sinon.

Preuve :
Nous étudions la consistance du schéma (a.48) par rapport à u(r,t) en évaluant, ([4Zl) pour
tout € e lR la différence

f ("**r, - e(r,€)) (4.86)

où g est le symbole de I'opérateur spatial continu -etla*eu*, donné par q(€) : -c i€,-e€2
et g(à€) est le facteur d'amplification du schéma boîte (a. S). On considère que h, k -) 0
indépendemment, avec I'hypothèsequeÀ et pvérifient À1 < fÀl ( Àz et l.rr<lttlI1,t2.Le
pas de temps /c est supposé donné en fonction du pas d'espace h par une fonction k: Â(âo),
pour un certain o. Dans le cas d'un régime plutôt convectif, on prend k : 0(h) et dans le
cas d'un régime de type diffusion dominante, k :0(h2).Lr facteur d'amplification g du
schéma boîte (4.48) est donné par (4.82), pour g =,h€ € [0, 2rl :

n(0\ - sr@) - ôo * (br * ô-r) cosd * f(ôr - ô-r) sinÉ
'7 \ - /  gz@)  @o*(o t+o- r )cosd* i (o1  -o - t )s in0  ,

Un développement limité en h de g(0),0: h{, f fixé à l'ordre 4 est

s(o) : 1 - i?((o' - o-r)- (à' - a-t))
*0'(i((o, + a-ù - (b, +a-,))*(o, - o-,)((a, - a-r) - (o, - r-,)))

+i03 (à(to' - o-') - (ô' - a-'))-(o, - o-,) (o, + o-,)

*(o, - a-ù2 ((ot - a-ù - (ô, - a-t))+(ôr -b-) G,#*) + (br aa-r)(o'-."-'))
* A e 0 a + 0 ( 0 5 ) '  

- - "  \ - r  - - L ' t ' \ - L  - - L r  2  ' ,  \ - r t - - L t  2  I

où .& est égal à 
(4'88)

Aa -- lfll::-3,, l:i":;'li,lJl ,lrrl 9:!,,î-')-(ôr+ -'))
-â(o, - o-r)(ô, - ô-r) + à(o, - o-r)' 

w-t) (4's9)

+(ô t  -ô - r ) (o r -a - ) (o t  +o- t ) *  (a t  -q - t )a  -  (ô t  -a - r ) (o t  -o - r ) t

Pour la commodité du calcul, on conserre les notations avec le paramètre 0 = € h, h -l 0.
De plus, û, À, p et Pe: fr sont fixés. D'autre part, nous avons les égalités suivantes :

a1  -a - r :D r *Û^ -De

ar * a-r : I - zoo(D, +,tÀ) - 2r9p
ô r - à - r : a 1  - 1 1 - r - À

ôr * ù-r : ar * a-r * zDp^* 2p

(4.87)
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En remplaçant ces valeurs dans l'équation (4.88), on obtient

s(0) :  t - i0^-sz(r*À(D"*_t^ l )  
. \  .  .  - , - , r  (4 .e1)

+irs(-+ + i 14" + d À)2 * p(D* + 219 À - no))+e,næ + oQ,)

D'autre part, on a

ekq(Ê) : | - k(ei{ + e{2) + $(cd€ + €€2)2 + c2(ft3)

On garde h et k distincts pour le moment. Le terme ekq(€) - g(h,€) est donné par :

ekq(il _ e ( ,* ) : r_; 
:,i:,^ïËil( fyi,;:i i ;f 

( k, )
ietht(-+ + À (D,, + dÀ)2 * p,(D, + 219 ^ - Dù)

-Ae€a h4 + . . .

En remplaçant les valeurs de À et p, l'équation (4.93) est encore égale à :

ekq(Ê)  -g( t€)  :  o , (€ 'ê( r9-  â l  + f4  Ç + i€scE(1 -  ,q) - i€sêtvz/cs + O(kt )

+kh(ç" Du - i€s (D, - q t)

+i€3 h2 k"(# - D',") - 2i,€3 ê DuÛhk2
-e4h4A4 * " '

(4.e2)

(4.e3)

' ( 4.94)

Le coefficient âa est donné par :

AnF: {o Aq,ha: r 
[rlr2 

k€4 +gk2t92eê Ên * eh2(-à + DoDo+ (D,- D)')€n

khûec(ZDu - Dr) Ên+ o(ll (ht,k)it, l 
r ' (4'e5)

où on définit O(ll (h,k)ll) : O(llhll) + o(llkll). Après simplification, *(tooto - g(rr€)) est
donné par

i (eeotel - atne)) : * [€' C, (,e- à) + i€3 ce (1 - zre)+ {4 e'(l d)]
.- pz (tg ê rez + s ê tt, €o) .

+h(cD,€z- i t t (D,- r .J t )

+hz(n€' , (# - D',) -e {n(- È + Do Du * (D, - DrY)) 
(4'eo)

-n il(ues t Duû + z ceû (4(2Du - Dr))
+c2(ll(h, k)ll')

C'est-à-dire

| (roo,r, - g(n€)) : (d - f,l oWl + o(kz) + oil (h, h fr)ll)
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Le schéma boîte (4.48) est donc d'ordre 1 en temps si ?t I |, d'ordre 2 en temps sinon
et toujours d'ordre l en espace. Si le nombre de Peclet est inferieur à 1, les coefficients de
décentrement Do et Do sont nuls dans l'équation (4.96). Dans ce ca"s, le schéma est consis-
tant à l'ordre 2 en espace. On retrouve également les résultats de consistance obtenus pour
l'équation de la chaleur (Chapitre L) si c : 0.

Par application du théorème de Lær-Richtmyer, [42], on obtient

Théorème 4.6.1 Le schérna boîte en u donné par (4.48) est e,onsistant ouec le problème

ft.16) et stable sous les conditions de la Proposition 4.6.1, il est donc conaergent sous ces
conditioræ. C'est-à-dire :

,2rË llt'(' ' t) 
- un(',t)llp'1n1 < cg) h '

Exemples numériques 3
Nous cherchons à illustrer l'effet des coefficients de décentrement Du et Do sur la solution
u du schéma boîte (4.35) grâce à quelques tests numériques. On suppose que les coefficients
de décentrement Do et Do sont donnés par les formules (4.81) et (4.27) :

r r  sgn(c \  1  1 \Iru: tmarc(0,tr" 
- p.)'

Dp.i-r1z: ryman(O, L-#)

On considère le problème de convection-diffusion

(4.e8)

de solution intiale de type créneau

(4.ee)

Le segment [0,2] est maillé par 101 points, le pas d'espace est â = 2.L0-2. On choisit un pas
de temps constant pour tous les tests k = 0.3 h : 6.10-3, le paramètre tl de I'intégration en
temps est tl = à.

Test I : action de Dp 3 On considère le cas où le coefficient de diffusion est e : 4.4.10-3,
ce qui donne ) : 0.3, F: 0.066 et un nombre de Peclet Pe = 2.2727. Les coefficients de
décentrement prennent les valeurs Dp : 0.28, Du - 0. La solution discrète u du schéma
boîte (4.48) est représentée sur la Figure 4.3. La Figure 4.2 rcprésente la solution discrète
du schéma boîte (a.a8) dans le cas où le coefficient de décentrement Do est choisi Dp : 0
sans utiliser la formub @.27). Quelques oscillations apparaissent alors, au niveau du front
initial. Elles n'apparaissaient pas pour un choix du décentrement D, donné par la formule

I

( ut* 'u,E - Eltrsa - 0, o el0, àlrt > 0

{  u (n ,0 ) :uo(s )  ,  t€ [0 '2J
f. u(0, t)  :  7, u(2,t) :  o

,  \  [  l  s io<s<o.buo\n) :  
t  o  s i  0 .b  1r  12.
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(4.27). Ceci prouve, que le décentrement D, est indispensable même en phase transitoire.

Test 2 : action de Du iOn considère la cas où le coefficient de diffusion est c : h2: 4.10-a,
ce qui donne À - 0.3, p, -- 6.10-3 et un nombre de Peclet Pe : 25. Les coefficients de
décentrement prennent les valeurs Dp:0.48, Du = 0.18. La solution discrète u du schéma
boîte (4.48) est représentée sur la Figure 4.5. La Figure 4.4 représente la solution discrète
du schéma boîte (a.a8) dans le cas où le coefficient de décentrement Do est gardé tel quel

et le coefficient de décentrement D,, est choisi Do - 0, sans utiliser la formule (4.81). Alors
d'importantes oscillations dispersives apparaissent au niveau du front, ce qui n'est pas le
cas si le coefficient de décentrement D" est non nul. Le coefficient de décentrement Du per-

met d'éliminer les oscillations dispersives du schéma. La solution obtenue est moins précise
(seulement d'ordre 1), mais ne présente plus d'oscillations.
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0 0 2 0 f 0 , c 0 3  1 l2 t.t r.ô l.t 2

Ftc. 4.2 - Test 1 : Aucun décentrement :
Dp :0

Ftc. 4.4 - Test 2 : Aucun décentrement :
Du :0. On observe des oscillations dis-
persives.

- uæl

-'o 
M o.{ 0.8 oi I t2 tJ l.ô 13 2

Flc. 4.3 - Test 1 : Décentrement Dp :

0.28 donné par (4.27)

- u*rb

0 0 2 0 J 0 . c 0 1 . |

Ftc. 4.5 - Test 2 : Décentrement Du :

0.18 donné pax (4.81). Le schéma est
d'ordre 1. On observe la diffusion artifi-
cielle.
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4.7 Comportement numérique du schéma sur le créneau

4.7.t lntroduction

Nous étudions la solution du schéma boîte selon les différents régimes de convection-
diftrsion du schéma. En premier lieu, nous étudions le ca.s où le nombre de Courant À est
À - 0(L) et ensuite À - O(h). Ceci a pour conséquence de fixer le pas de temps ,t en fonc-
tion du pa^s d'espace h. Nous distinguons plusieurs ca.s selon I'ordre du nombre de Peclet Pe
par rapport au pas d'espace h.

Nous considérons quelques ca"s représentatifs des différents régimes classiques de l'équation
(4.16), c'est-à-dire :
o convection dominante si Pe : O(i)
. convection-diffusion si Pe - O(L)
o diffusion dominante si Pe - O(h)
où Pe est le nombre de Peclet par maille. Il peut être choisi distinct par maille, puisque les
coefficients c et e sont donnés dans chaque maille. Pour simplifier, nous considérons le cas
où le coefficient de convection c est c - 1. Le choix du pas de temps ,t se fait en fonction
du pas d'espace h, selon les valeurs prises par le nombre de Courant À - *. Puisque nous
étudions l'équation de convection-diffusion instationnaire, nous nous intéressons à la partie
instationnaire du problème, c'est-à-dire à de petits pa.s de temps. Nous nous restreignons
donc dans cette étude à des nombres de Courant en 0(L) ou 0(h).

À Pe o(+ 0(L) 0(h)

o(L)
F-h
e ^ r h 2
k , . . r h

F-L
e r . - r h

k ' - '  h

p ' -  È
€ t , 1

k ,-', h

0(h)
F*hz
en  h2
k ,t, hz

F-h
e  ̂ - 'h
k*hz

F-L
e-1
k'.-,' h2

Tae. 4.I - Tableau récapitulatif des différents couplages possibles
entre le nombre de Courant et le nombre de Peclet.

4.7.2 Tests numériques

Nous calculons la solution du schéma boîte (4.35) associé à I'équation de convection
diffusion suivante

ut * Lh - €Lttt - 0, r e]0, zl,t > 0
u(r ,0)  :  uo(r) ,  n € [0,2]
u (O, t )  :  L ,  u (Z , t )  :  0 ,  f  >  0

(4.100)
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de solution initiale
,  \  (  t  s io<r<0.5

uo\n)  -  
t  os io .b  <r<2.

(4.101)

Le segment [0, 2] est maillé par 100 boîtes de même longueur h : 0.02. On observe la so-

lution calculée au bout du temps T - 1 selon les différents régimes du nombre de Courant À.

1. Tests pour À : O(1)

Nous nous plaçons dans le cas où le nombre de Courant À est d'ordre 1, c'est-à-dire que

le pas d'espace ,t est du même ordre que le pas d'espace h. Le coefficient t9 d'intégration

en temps est choisi égal à Il2 (Crank-Nicolson). Nous distinguons selon I'ordre du nombre

de Peclet Pe, l'allure de la solution discrète u du schéma boîte (4.35). Si des oscillations

apparaissent, on observe numériquement les conséquences que peuvent avoir I'augmentation

artificielle de la valeur de tÎ ou I'augmentation de décentrement D., sur la solution calculée.

o Cas 1.1 :  Pe :  O( i l ,  À :  0(L)  z

L'équation est à convection dominante. Puisque le nombre de Peclet est très grand, Ies coef-

ficients de décentrement Du et Do sont donnés par les formules (4.S1) ef (4.27) et sont donc

non nuls, .Lasolution calculée u est représentée sur la Figure 4.6 au bout du temps ?: 1

(c'est-à-dire 50 itérations), pour les paramètres k - h, t - 0.5, € : h2. On observe très

nettemment I'effet de D, sur la solution du schéma. Le schéma boîte obtenu est très diffusif,

la solution obtenue est peu précise. En effet : le créneau est amorti par la diffusion artifi-

cielle provenant de D., dans l'équation équivalente. Pour éviter les oscillations dispersives du

schéma, on augmente fortement la diffusion du schéma, mais on obtient une solution moins

précise. Il faudrait avoir recours ici à une variante de schéma boîte de plus haute précision,

utilisant en particulier un réglage non linéaire de la diffusion artificielle (coefficient Du),

dans le même esprit que celui des limiteurs de pente dans les méthodes de volumes finis.

Nous n'avons pas étudié une telle variante dans ce travail.

.  Cas L.2 z Pe - O(L), À : 0(I) t

On distingue trois cas selon les valeurs du nombre de Peclet, pour lesquels les coefficients

de décentrement sont soit simultanément nuls, soit Do est non nul et Du est nul, soit simul-

tanément non nuls. Le pas d'espace k est choisi égat au pas d'espace h pour ces trois sous-ca^s.

.o Cas t.z.L : Pe ( 1 :
Le nombre ce Peclet est inférieur à 1, les formules (4.27) et (4.81) impliquent que Du:0

et D, - 0. On conserve les données précédentes : t9 - 0.5, h - 0.02, k - h. On choisit

maintenant e - h. Donc le nombre de Peclet prend la valeur Pe : 0.5. La solution discrète

u du schéma boîte (4.35) est représentée sur la Figure 4.7. On constate l'apparition d'oscil-

lations au niveau du front de la solution initiale au point r - 0.5. Ces oscillations sont de

même nature que celles observées au Chapitre L pour le schéma boîte associé à l'équation

de la chaleur. L'interprétation de ces oscillations provient du mode oscillant qui sera mis
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- u*ar
- u Ë

0 02 0.t 03 0t I t2 t.1 t.0 tt 2

Ftc. 4.6 - Cas 1.1 : À : 1, Pe : 25,
T : LrDu : 0.18, t9 : 0.5.

en évidence au Lemme 4.7.L Les Figures 4.8 et 4.9 représentent la solution z du schéma
(4.35), dans lequel on augmente de façon artificielle la valeur de rl ou de D".On constate,
que I'augmentation (même faible) de 19 atténue les oscillations, alors qu'une augmentation
de Du ou de Do est sans conséquence sur les oscillations de la solution.

r:r\r

0 0, 0.4 û6 0t 1 l2 t.t t.6 t3 2

Ftc. 4.7 - Cas 1.2.1 : À - 1, Pe - 0.5,
T  -  L ,  Du :0 ,  d :0 .5 .

- u*i
- u d

0 0 2 0 . 1 0 3 0 3 1 1 2 1 I t 3 i J 2

Ftc .  4 .8  -  Cas 1 .2 .1  :  À :  L ,  Pe -  0 .5 ,
T : I, augmentation de tl : 0.505, Du :
0.

.o  Cas L .2 .2 :  1  <  Pe < Pes( -  2 .5)  :
Dans ce test, nous considérons les cas où le nombre de Peclet prend des valeurs comprises
entre L et 2.5, ce qui a pour conséquence de ne plus annuler le coefficient de décentrement
Do. Pour les données 19 - 0.5, /ù - 0.02, k - h et e : 0.006 : 0.3 h, le nombre de Peclet
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- u*4.

02 0{ 1.8

Ftc .  4 .10  -  Cas  L .2 .2 :  À :  1 ,  Pe  :513 ,
T : IDu :0 ,  t9 -0 .5

4 .9  -  Cas  1 .2 .1  :  À :  L ,  Pe :0 .5 ,
1, augmentation de Du: 0.1, t9 :

Ftc. 4.I I  -  Cas 1.2.2 : À : L, Pe : 513,
T - 1, augmentation de tl : 0.505, Du:
0

Frc.
T_
0.5'

est Pe :511, donc Dp:0.2 par la formub @.27) et Du reste nul. La solution u du schéma

boîte (4.9b) est représentée sur la Figure 4.10. Cette fois encore les oscillations apparaissent

au niveau du front de la solution initiale et sont convectées par l'équation. Une augmenta-

tion du coefficient r9 ou du coefficient de décentrement Du atté,nuent les oscillations (Figures

4.LL et 4.L2). Notons que pour des valeurs de À < 1, les oscillations apparaissent après le

front initial et sont convectées par l'équation. Dans ce ca.s, I'augmentation de Du élimine

instantanément les oscillations.

o 02 0.{ o.c 0.E I 12 t.a ll

i\
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- uc5aa
- u Ë

- u d

f 3 L E 2

Ftc. 4.L2 - Cas t.2.2 : À : 1, Pe - 513,
T - 1 ,  augmentation de Du:0.1, d:
0.5.

or Cas 1.2.3 : Pe ) 2.5 z

Flc. 4.L3 - Cas L.2.3 : À : L, Pe - 3,
T :  l ,  d :  0.5,  Du :0.033, Dp :0.333.

Nous considérons le cas où le nombre de Peclet est supérieur à 2.5. Alors, les coefficients
de décentrement D, et Du sont non nuls. Soient les données d : 0.5, e - kl6, k - h,
h - 0.02, le nombre de Peclet est Pe - 3. Les coefficients de décentrement prennent les
valeurs Dp : 0.3333, Du : 0.0333. La solution discrète du schéma est représentée sur la
Figure 4.13 au bout de 50 itérations. Quelques oscillations apparaissent au niveau du front
initial. Elles disparaissent a.ssez rapidement (totalement au bout de 40 iterations).

. Cas l.B : Pe : O(h), À : O(L)
Le nombre de Peclet est inférieur à 1. Le régime d'équation est plutôt diffusif du type d'une
équation de la chaleur. On observe les résultats donnés par le schéma boîte pour k : 0(h)
(À : O(L)) et non pas k :0(h2). L. pas de temps est sélectionné en fonction du nombre
de Courant À et non pa.s en fonction du paramètre /, qui semblerait plus approprié. Les co-
efficients de décentrement Do et D., sont donc nuls d'après les formules (4.27) et (a.81). On
considère les données 6 : 1, tg : 0.5, h - 0.02, lç: h. Le nombre de Peclet est Pe - 10-2.
La solution u du problème (4.35) est représentée sur la Figure 4.I4. Une forte oscillation
apparaÎt au niveau du front de la solution initiale au point d'abscisse r : 0.5 et n'est pas
amortie. C'est un phénomène qui semble typique des schémas boîte ; il entretient les oscil-
lations au démarrage. L'augmentation de t9 atténue ce phénomène (Figure 4.15), comme on
I'a déjà vu pour l'équation de la chaleur au Chapitre 1. L'augmentation de D, est sans effet
(Figure 4.16). On constate qu'une augmentation plus forte de D, à la valeur 1 n'améliore
pas le résultat. Noter cependant une augmentation simultanée de Du et Do élimine ces os-
cillations.
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- U Ë

I

:
I

- u
- u f f i

b or or oo o.! | 12 1.4 1.0 lt 2

Ftc. 4.L4 - Cas 1.3 : À : 1, Pe : L0-2,
T  -  t ,  Du :0 ,  r t  :  0 .5 .

b 0 2 0 1 o ô o t l 1 2 l . a 1 3 t r z

Flc. 4.I5 - Cas 1.3 : À : 1, Pe : L0-2,
! :1, augmentation de d : 0.505, Du :

0.

- u Ë

-'-o 
o2 o.r oi 0.8 I 12 l.{

F lc .  4 .16  -  Cas  1 .3  :  À :1 ,  Pe :10 -2 ,
T - 1, augmentation de Du : 0.1, tl :

0.5.
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2. Tests pour À: 0(h)

Nous nous intéressons maintenant au cas où À est d'ordre h. Le pas de temps /c est donc en
O(h') I c'est-à-dire caractéristique d'une éqaution de diftrsion. Comme précédemment, on
considère différentes valeurs du nombre de Peclet.

o Cas 2.! :, Pe : O(il, À : O(h) z
Nous sommes dans un régime d'équation de type convectif, pour lequel le pas de temps
est choisi en fonction de l'échelle de temps de la diffusion. Dans ce cas, les coefficients de
décentrement Do et D, sont non nuls. Pour e : h2, û - 0.5, h: 0.02, k - h2 - 4.10-a,
le nombre de Peclet est Pe : 25. D'après les formules (4.81) et (4.27) les paramètres de
décentrement sont non nuls: Du - 0.L8, Dp - 0.48. On représente la solution du problème
approché (4.35) au temps intermédiaire T - 0.L (250 itérations en temps) sur la Figure
A.LT et au temps final T - 1 (2500 itérations) sur la Figure 4.18. Les oscillations présentent
lors du choc s'atténuent rapidement. On obtient un profil comparable à celui obtenu pour
À:  0(L)  et  Pe -  O( i l  (Ca.s L.z) .

- u

0 02 0.{ 0.0 0.8 1 12 l.a 1.6 l.r 2

Flc. 4.LT - Cas 2.1 : À : h, pe - 25,
? :0 .1

- uc&/ha
- uEcl

0 02 0.1 0.0 0a 1 l2 1.1 1.8 t.8 2

Ftc. 4.18 - Cas 2.L : À : h, Pe - 2b,
T  -1 ,

o Cas 2.2 z Pe - O(L), À : 0(h) :
On reprend les tests effectués au Ca^s 1 .2.Lasolution discrète u du schéma est représentée sur
les Figures 4.L9,4.20 et 4.2L, pour des nombres de Peclet respectivement égaux à Pe - 0.5,
Pe - 513 et Pe - 3. Contrairement au Cas 1 .2,\e pas de temps est a"ssez petit pour prendre
en compte le front de la solution initiale. Les oscillations sont de plus faible amplitude que
dans les cas L.z.L et I.2.2.
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- uû4.

Ftc.  4.19 -  Cas 2.2.L
T  -  L ,  Du :0 ,  t 9 :
Dp :  o

:À :h ,Pe :0 .5 ,
0 .5 ,e :h :0 .02 '

'o 
o: 01 03 0J 1 12 l.l 13 ,|.6 2

Ftc .  4 .20  -  Ca^s  2 .2 .2 :  À :  h ,Pe :5 /3 ,
T - L, Du _ 0, d -- 0.5, e : 6.10-3,
Dp : o'2

0 o, 0.1 08 0"8 1 12 11 1.0 lt 2

Ftc. 4.2L - Cas 2.2.3 : À : h, Pe - 3,
T - L, Du : 0.0033,'9 :  0'5, e :  hl6,
DP :0'3333

o Cas 2.3 z Pe : 0(h)

Puisque le nombre de Peclet est de I'ordre du pas d'espace, nous sommes dans un régime de

type diffusif simulé avec un pas de temps convenable pour Ia diffusion (,t - 0(h2)). Donc, les

coefficients de décentrement sont nuls. Pour des valeurs du coefficient de diffusion e - 1 et

des paramètres tg : 0.5, h - 0.02, lç: h2 :4.L0-4,Ie nombre de Peclet est Pe - 10-2. On

représente la solution du schéma boîte (4.35) au temps intermédiaire T - 0.1 (sur la Figure

4.ZZ) qui correspond à 250 itérations en temps et au temps final T - 1 (sur la Figure 4.25),

- ucËlb
- u Ë
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pour 2500 itérations. Des oscillations apparaissent au niveau du front initial et s'atténuent
lentement. L'augmentation de la valeur de rg accélère ce phénomène (Figure 4.23). Dans le
premier ca.s les oscillations autour de r - 0.5 subsistent a.ssez longtemps. Elles s'atténuent
au bout de 250 itérations si d - 0.505 et au bout de 500 itérations si Dù - 0.L. En dimi-
nuant le pas de temps, la solution calculée u présente moins d'oscillations et converge vers la
solution exacte. Nous constatons que la diminution du pas de temps contribue à l'étalement
des oscillations. Ce phénomène s'explique probablement par l'augmentation du coefficient
Es de l'équation équivalente (4.74); c'est-à-dire de la dispersion du schéma.

- UfrI

Ftc. 4.22 - Cas 2.3 : ), : h, Pe : 10-2,
T -  0 .L ,  Du:  0 ,  d  :  0 .5

Ftc.  4.24-  Cas 2.3 :  ) ,  :  h , ; "  :  , ' .0- ,
T - 0.1, augmentation de Du - 0.L, 19 -
0.5

rl4 00 03 | t2 1,{ 1.8 t3 2

Ftc. 4.23 - Cas 2.3 : À : h, Pe : L0-2,
T : 0.1, augmentation de tg : 0.505,
Du :0

Ftc. 4.25 - Cas 2.3 : \ : h, Pe : 10-2,
T : I rDu :0 ,19 :0 .5

- uda.- ù Ë - ucùb
- s Ë
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On remarque donc que dans certains cas, un mode oscillant vient parasiter la solution du

schéma boîte. Toutefois, une augmentation de rl permet toujours de réduire le phénomène

d,oscillation jusqu'à l'éliminer complétement. A noter qu'une augmentation artificielle du

coefficient de décentrement D,, lorsqu'il est nul a une action similaire à celle de t9, si le co-

efficient de décentrement Do est non nul. Nous allons maintenant interpréter ce phénomène

par l'étude du facteur d'amplification g de la formulation en u du schéma boîte (4.35).

4.7.3 Interprétation

Dans cette partie, nous allons donner une expliquation des oscillations produites par le

schéma à I'aide d'une étude du facteur d'amplification du schéma boîte. Le facteur d'ampli-

fication est donné par la formule (a.82) :

ôo * (br + ô-r) cos0 + i(bL - b-r) sin0
, 0 € [0,27r[s(0) : sr(0) oo * (ot + o-t) cos0 * i(a1 - a-1) sin0

g{0)

sa valeur en zr est
(4.102)

Lemme 4.7.1

t -
g(n): -1 si et seulement si I Do Du :,0

\

Preuve du Lemme 4.7.1 z

e t  2û -1  :0  
)

(4.103)

Par définition de g et en utilisant les formules (4.52), on a

g(n): -1 <+ bo * as - (br + ô-r * .,r * @-r) : 0
<+ zDpDu- p,(I - 2d) = g

(4.104)

Or, Do et Dusont du signe de c, leur produit est donc positif. D'autre part, û e lr, lJ, donc

l-Zû < 0. Ainsi, ZDpbu ) 0 et -p,(I-2r9) Z 0, puisque p,> 0. Ceci prouve le résultat. I

En particulier si la solution u calculée par le schéma boîte présente à un instant donné

une oscillation, celle-ci est automatiquement amplifiée par un facteur *1 ou -1 à chaque

pas de temps suivant. Ce qui donne naissance à un mode oscillant qui parasite la solution.

Ce lemme explique en particulier certains phénomènes oscillatoires, tels que ceux mis en

évidence au Cas 1.2 (À: O(1), Pe - C2(1)). En effet:

. pour le Cas L.2.1, Pe < I donne Du = Dn: 0 et si d = |, "lots 
g(7r): -1. La Figure

4.? représente le mode oscillant lié au créneau initial. Seule une augmentation de d permet

d'avoir g(rr) + -| comme cela est constaté sur les Figures 4.8 et 4.9.

r de même pour le Cas L.2.2, 1
g(0): -1. On constate effectivement sur la Figure 4.L0, I'apparition d'un mode oscillant.

En augmentant t9 ou Do, onobtient g(n) + -l (voir les Figures 4.11 et 4.f2).
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o enfin pour le Cas 1.2.3, Pe > Pes donne Dpl0 et Duf 0, donc g(T) + -1. On constate
effectivement I'abscence d'oscillations dans ce cas (Figure 4.lB).
D'autre part, si le coefficient de décentrement D,, calculé par la formule (4.81), est non nul,
alors le décentrement Do est également non nul par Ia formub $.27). Dans ce cas, Do Do æt
non nul qui implique que g(n) * -t.On constate effectivement que pour les cas Pe ) Pes,
aucun mode oscillant n'appara.ît.
Dans tous les cas, pour une valeur du paramètre tg , l, on a g(7T) + -1, donc I'augmentation
de d permet d'éliminer certains phénomènes oscillatoires.

( ut * nÆ - @(x)u,)c : o 0 €Jo, U
{ u (s,0) = uo(s), t €J0, ll
f .  u (O, t ) :1 ,  u(L , t ) :0

10-6  0<r<0 .1b
1  0 .15  <n<0 .25

10-3 0.25 1s 10.35
l0 - r  0 .35<r<0 .45

0 .45<s<1 
,

4.7.4 Un cas test pour une équation de convection-diffusion à fort
contraste de coefficient de diffusion

Nous considèrons le problème, [20J,

(4.105)

où le coefficient de diffusion est donné par e(r) -

La solution initiale est ,o("' f I si c : 0
' : l  os inon

Le schéma calcule simultanément u et le flux p : - (e(r)ur) par la résolution du système
(4.48) et la reconstruction (4.49). Le pas de temps est choisi automatiquement pax

ffi-d 
: 0.5. On calcule la solution pour 100 cellules, rg : 0.5. Les paramètres Dttj-uz

et Do,i-rlz sont donnés dans chaque boîte par les formules (a.27), (4.81). Les Figures 4.26
à 4.31 représentent les fonctions u(s), p(r) : -€rtrc au temps ?1 : 0.084, T2 : Q.L75,
T3 :0.238, T4 = 0.35, T5 :0.525, T6 - 1.519. u est représentée par des cercles et le flux
p en trait continu. Le pas d'espace varie dans chaque boîte Ki-r/2. Le nombre CFL local
Àit/z est représenté sur la Figure 4.32. Le coefficient local Fi-rlzest représenté sur la Figure
4.33. On peut noter un bon comportement du schéma, qui passe dans tous les régimes du
nombre de Peclet. Le saut du coefficient de diffusion e(s) ne géne pas.
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ri"a{.aaa$ usoo Fr{alf,\:-

o

o

o

o

o
o

lrlFa.tteil Eæ F.ff\:-

Flc. 4.26 - 100 points, ft
I|!.-JGa u@ F5F\:-

FIc. 4.27 - 100 points, ?2

a.rp.ro.sÛtt Gm Fff+:-

Ftc. 4.28 - 100 points, ?g

l@a.&!at u@ È{tt+:-

FIc. 4.29 - 100 points, ?a

lr||F.tll$ s@ F-UfTl:-

Flc. 4.3f - 100 points, 16

4.8 Convection diffusion 2d

4.8.1 Introduction

Après avoir étudié une version "boîte" du problème de convection-diffusion instation-

naire en dimension L, nous proposons une méthode simple permettant de généraliser ce

02

FIc. 4.30 - 100 points, Îs
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Ftc. 4.32 - Représentation de À pour ce test FlC. 4.33 - Representation de p pour ce test

schéma en dimension 2, sur des maillages rectangulaires, notamment concernant le choix
des valeurs de décentrement pour les variables de vitesse u et de pression p introduites en
dimension l. Nous nous intéressons aux techniques de splitting, plus particulièrement à la
méthode ADI (Alternating Direction Implicit) introduite par Peaceman et Rachford en 1955

[37].En effet cette technique permet de passer de schémas ld à leurs généralisation en 2d
assez rapidement. En particulier, la méthode ADI présente l'avantage de pouvoir réaliser
des tests numériques ba"sés sur les réglages des paramètres de décentrement en dimension
1. Elle ne nécessite pas une étude approfondie de type analyse numérique du schéma boîte
2d pour le choix des décentrements bidimensionnels qui semble plus compliquée. Dans ce
paragraphe, nous rappelons la méthode ADI pour l'équation de la chaleur, t'elle qu'elle est
introduite dans l42l.Ensuite, nous adaptons cette méthode pour l'étude de l'équation de
convection-diffusion. Puis, nous réalisons I'analyse numérique du schéma boîte ADI ainsi
obtenu. Nous concluons ce Chapitre pax quelques tests numériques.
Considérons un domaine rectangulaire O de frontière | : 0Q : fa U |ry, régulière et le
problème de convection-diffusion :

(  u t *c .Yu-d iv (eVu) : f@,A, t ) ,  € )0 ,  ( * , y )  €O,  t>0

)  u (s,U,O) -  u,o (* ,y) ,  (n,y)  € O' l  
u l r :g ,  (n ,U)€ fa

l. Yu,. u : gN, (fi,a) € fiv

de forme mixte :

(  ut  *  c .Yu* d iv  p :  f@,U,t ) ,  ( r ,g)  € O, t  > 0

I  p :  -eVu,  (n,y)  € o,  e > 0
{  u(r ,9,0)  -  uo(* ,ù,  ( r ,y)  e Q
|  , t .  =9 ,  @,y )  € lp
f .  Vu.  u :  gn,  ( r ,y)  € f r

(4.106)

(4.107)

où z désigne le vecteur unitaire normal à la frontière du domaine orienté vers I'extérieur.
Nous supposons dans la suite la donnée au bord de type Dirichlet sur toute la frontière f.
Rappelons que
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Lemme 4.8.1 Ce problème admet une unique solution danscS(l0, Tl; L2(Q ) n C-(Ox]O, 
"Dpour f donné,e dans C8([0, Tl; t-,'(O)).

4.8.2 La méthode ADI pour l'équation de la chaleur

Dans cette partie, nous rappelons le principe de la méthode ADI décrit dans Strikwerda

[+Zl, dans le cas de l'équation de la chaleur. Considérons l'équation :

utrt: €ftrss * e2UUo , €tre2 ) 0

Soient A1 et.Az les opérateurs linéaires définis par

AtU: €tLtrsr
AZU: €ztlyg

(4.108)

(4.10e)

La méthode ADI permet de résoudre le problème

utrt:  Afl  * Azu (4'110)

à l'aide des deux problèmes monodimensionnels u1 : Aru et us : Azu. En discrétisant

l'équation (a.110) par la méthode de Crank-Nicholson, on obtient I'identité

u n * l - u , n  1 . .  - , r  .  1

T 
: 

){,+ru"ar t: 
Ap") + 5@zun*r 4 Azu") + o&2)

Ou encore, si / désigne I'opérateur identité

(r -f;,+r-f;,+r)rn*t -(r+ 
f;,+r**orlun +o(k')

En rajoutant de part et d'autre de l'égalité (4.112) le terme f ^e,r4u'*r, PUis en factorisant,

nous obtenons :

k -f ;oùu'* l  = (/+ *orr(/+ *,orru" +lnrn (un*'-un)+oft\  (4.11s)(/ - 
;Aù(I

D'autre pafr, un*r : rtrn + O(k), donc I'expression (4.113) se réécrit :

(/ - *o,r(r - Iorru"*' : (/ * Io,l(/ + f;or)u"+ o(k')

(4 .11  1)

I

(4.112)

(4.1r4)

La solution exacte u(.,t) du problème (a.108) vérifie l'équation (4.1la). On considère main-

tenant le problème approché :

(4.115)

que l'on discrétise en espace en approchant les opérateurs continus A1 et Az Pæ les opérateurs

discrets Ar,n et A2sr. On obtient le schéma :

(r -Iorr(/- f;nùu"u = (/+ LrerX/+ *orrr"

(/- Lror,Ug -Ior,ùrn*r - (/+ XAr,u)(/+ Ior,ùu"
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La discrétisation classique du laplacien donne, dans le cas de I'équation de la chaleur, des
matrices de tridiagonales Ar,n êt, A2Sl telles que :

At,1u; j  :  t ,

Az,nui j  : ' ,

L'algorithme de Thomas permet alors de résoudre le système tridiagonal rapidement. Pour
résoudre (4.716), Peaceman et Rachford proposent I'algorithme suivant [37,25,2a]:

I  Q-EAr,n)An+r/2 : ( /+EAr,n)u"
t (/ - EAz,n)u"+r : (/ + EAr,ùan+rt2

(4.117)

L'algorithme (4.117) est appelé la méthode ADI (Alternating Direction Implicit). On alterne
la résolution du problème entre une passe selon la direction (O*) et une passe selon la
direction (Où. Dans un premier temps, on calcule de façon implicit"irn+t/2 en fonction de
ut, ensuite on calcule un*r en fonction de la variable auxilliaire 6n+r12. Dans chaque passe,

on utilise uniquement le schéma Ld correspondant à I'opérateur spatial Ai, i : t,2.

Lemme 4.8.2 Cette méthode est incond,itionnellement stabXe au sens d,e Von Neumann.

Preuve 3
Ce résultat se démontre par le calcul du facteur d'amplification du schéma Ï42l.En rem-
plaçant ul,^par g* 

"itl "imÔ 
et û,i,!/' p* g g" eile eimo, on obtient ,

|  (1  +21t1  s in ' i l | - ( l  -2 t t rs inz f )

I  (1  +21t2s inz i ls - (1  -2prs inz$)E

(1 - 21,t4 sinz Êl tr - 2 prsinz $)s(0,ë):ffiffi

(4.118)

Ce qui donne

Puisque Fr, Fz ) 0, on a sruy b(4,,É)l < 1. Ce qui donne le résultat.

(4.1 1e)

I

4.8.3 La méthode ADI pour le problème de convection-diffusion

On généralise Ia méthode ADI pour le problème de convection-diffusion de terme source /
non nul. Soit l'équation de convection-diffusion linéaire de terme source f e Cl([0, 

"[; 
I2(O)) :

u t i - c 'Yu-e \u=  f (s ,U , t )

Soient A1 et.42 sont les opérateurs spatiaux définis par

(4.120)

Afl - -c1u, * €rrtrss t
AZU : -CTlto * €Zllyg t
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l'équation (4.120) se réécrit sous la forme

l rs -  A f l -  Azu:  f  ( r ,U , t ) (4.r22)

Discrétisons en temps l'équation (4.120) à I'aide d'un d-schéma pour des valeurs d variant

entre 0 et 1 . Si u est la solution exacte de (4. 1 20) dans

co([0,**[' , '(o)) n C*(Jo, æ[xo),

un*l - ?tn

T:t9[( / ru)"* '+(A2u)n*1a"f"* 'J+(1-?9)[ ( / 'u)"+(Azu)"+r"1+o&2)@.L23)

où ?rn+l : u(û,U,tn+r) et un : u(û,Urt") désignent les valeurs prises par la solution exacte

au point de coordonnées (*,ù dans le domaine O, aux instants respectilt 1n+1 ettn, & désigne

le pa.s de temps associé à la méthode défini par : l, - 1n+r - tn.

L'égalité (4.123) est équivalente à

un*r - kû(ALu)n+t - kû(Azu)*'

+tcûf"+r + f(r - rDf" + O&3)

A1 et.,42 sont des opérateurs spatiaux indépendants du temps. Donc, en notant / I'opérateur

identité, on obtient :

t / -  kû/q-kûAzlun+l  :  F+k( l  -  t )At+k( l  - t9)A2)u"

+k(r9 l"+t, + ( l  - , i l f")+ O(k3)

(4.r24)

Nous ajoutons et soustrayons dans les deux membres de l'égalité (4.L24) les termes

lc2û2ArA2un*r et Ic2(1 - û)zhA2u,n, oa obtient

(/ - kûArXI - kt9A2)u"*r : (/ + k(l -,t)At)(/ + e(l - Û)A2)u" (^ 1r^\
*kû1"+r + k(l - ,9)1" - k'(l - t)'ArAzun + k2ÛzArAzun*r + o(k3) \='L'.1',t

qui est équivalent à

( I  -kûAù(/ -  k t9A2)u"*1 :  ( /+k( l  -d)r { t ) ( /+f r ( l  -  Û)A2)u" (^rr^ \
+kkg f"+t + (1 -,g) 1") + lç21(2r9 - t)hAzun * û2 A1A2(un+r - u")J + O(fr3) \='r.,\'/

D'autre part, unlr -rtrn est d'ordre k, c'est à dire un*L -un : O(k). L'expression (a.126) se

réécrit donc :

(/ - kûAù(/ - kr9A2)u"*1 : (/ + k(l -,t)At)(/ + k(l - û)A2)u"
+k!lf"+1 + (1 - ,t)/") + k2(2rj - l)At Azun + o(ks)

(4.127)

Ainsi, le schéma est d'ordre (2û - l)k + O(k') en temps, en particulier d'ordre 2 si ,9 : ï,
d'ordre 1 sinon. Par la suite, nous considérons le problème semi-discrétisé en temps

(I-ktlA,)(/- kt9A2)un*1 - (/+k(1 -t)Arx/+fr(l -r9)A2)u"+kQïr"+t+(1-d)/") (4.128)

Remarque 3

-  189-



Equatîon de convætion-diffusion en une et deux dïmensiona d'æpæe

Si elle existe, la solution u du problème stationnaire associé au problème semi-discret
temps (4.128), vérifie

k(l - zrl)ALAzu + (h + Az)u* .f : 0

En particulier, si r9: |, l'équation (4.129) devient l'équation continue du problème stati
naire associé au problème instationnaire (4.128).

Avant de discrétiser en espace le problème (4.128), définissons un maillage du domai
rectangulaire O. On suppose que les côtés horizontaux de O sont divisés en J, * I poin
équidistants et que les côtés verticaux sont divisés en Jo* I points équidistants. On relie
points face à face de façon à obtenir un maillage du domaine O en J, Js boîtes équivalentes.
Les dimensions d'une boîte sont notées h, et h, (Figure 4.34).
Pour approcher les opérateurs spatiaux continus A1 et 42, nous utilisons les opérateurs boî

(ov)

ui-t

fri-t fii

Ftc. 4.34 - Maillage du domaine O

en dimension 1. Nous avons vu (4.48) qu. le schéma boîte pour le problème de convection-

diffusion ld homogène est

(B - kû C)u"*r : (B + k (1 - t9) C)u" (4.130)

où les opérateurs boîte B, C sont donnés par les formules (4.45-4.46).Puisque la matrice B
est inversible, la formulation en u se réécrit encore sous la forme :

(/ - kû A)u"*l : (/ + k (1 - û) A)u" (4.131)

où A = B-L C. Soient B* C, et Bs, Cv les opérateurs boîte ld dans chaque direction
(O*), (Où. On définit A, = B;'C, et Au: B;'Co. Soient les schémas boÎte ld selon les
directions (Or) et (Oy)

Ai

(i) (/ - k|A,)u"+r
(ii) (I - k2Ay)un*t

( /+k( l  - î )A , )u"
( /+k( l -?)An)u"
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associés respectivement aux problèmes de convection-diffusion ld selon les directions res-
pectives (O") et (Og) :

I t4  -  C t lh  *  e f  Uss :0

L f i - C z L t r c * e z U y g : 0
(4.133)

Nous obtenons le schéma discrétisé en temps et en espace associé au problème initial (4.106),

enapprochan t lesopéra teurscon t inusenespaces l -kûA;e t /+k ( l  -û )A t , i :L ,2 ,par

les opérateurs boîte I - krgA et .I +,t(1 - rt)A dans les directions (O") et (Oy), de la façon

suirnante :
o I - kû/,1- approché par I - kûA", opérateur boîte ld selon la direction (Ox) du domaine
o I - kûAz approché par I - kûAy, opérateur boîte ld selon la direction (Oy) du domaine
o I * k(l - '6Ai approché par / + Ic(l -'tA,)

r .[ * k(l - 0Az) approché par I + k(L - ûAr).

Définition 4,8.1 La formulation en u du schéma boîte-ADI 2d pour le probtème de conaection'

diffusion s'écrit alors :

(I - krl A,) (I - kri Au)un+r : (I + k (L - û) A, ) (/+ k ( L - û) Aùu" + k (r9 ln+r+ ( 1 -,t) /" ) (4. 1 34)

Sa résolution se fait à I'aide de l'algorithme de Peaceman-Rachford en deux étapes par la
proposition suivante.

Proposition 4,8.1 (Algorithme de Peaceman-Rachford)
Le seul quadruplet (a,p,.,t,d) e ff, tel que le problème discret (1.15il soit équiaolent au
problème préd,icteur-correcteur de Ia forme 

' 'l

(4.135)

est  a:  lcû(1 -  19) ,  P -  k tz ," t  -  k(1 -  ,9) ' ,6  - lc t j  ( l  -d) .

Preuve :
Multiplions la seconde équation du système (4.135) à gauche par (/ - krgAr), on obtient

(/ - k19 A,)V - kt9 An)u"+r

: (/ - kûA,) (/ + k(l - û)A,) ûL + (I - kûAà hf" * ô1"+t1

: ( I  +k( l  - r9 )A, ) [ ( /+k( l  -  t )Ao)un+(a l "+Pf " * ' ) ]  + ( r  -k t iA , )h f "  *d /æ+t ;

: (r.0,1; t)*r;:.rr,l 
.Ïîlr* 

+(/+k(l -û)A")(at" + Pr"+')

:  ( /+tc( l  - ,9)A,) ( /+k( l  -  û)Aùun + ( ( "a 'ùI+kA,( ( r - ,9)o - ,9ù f "
+((p+ ô)/ + k A,((1 - re)P - û6) 7"+r

En identifiant avec l'équation (4.134), on trouve la valeur des coefficients a, F,''', d donnée

paro -kû( l  - r9 ) ,P= lcûz , , ï : k ( l  - r9 ) ' ,6 : l cû ( l  -d ) .  Inversement ,onpeu t tou jours

factoriser le problème discret sous la forme (4.135) pour les valeurs des coefficients o, 9, "Y, 6

f (I - kûA,)it"+r/z - (I + k(l - û)Aùun * (al" + Pf"+')
1 (/ - kûA)u"*r : (/ + k(l - û)A,)il"+uz + hf" * ô/n+t;
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données précédemment. Remarquons que cette factorisation est toujours possible, il n'est
pas nécessaire que les opérateurs Ao et Av commutent. I

Théorème 4.8.1 :
Soit Jr*L, respe.ctiuement Js+L, le nombre de noeuds selonI'a,se (O*), respectiuement I'are
(Oy). Le problème discret (1.13il admet une unique solution u,: ("Ti 6 frJarv à chaque
pas de temps n.

Preuve :
Il suffit de prouver que les matrices .I - kûA, et I - kûAs sont inversibles. Nous avons vu
qu'en dimension 1, la matrice B - kûC est inversible (Preuve du Lemme 4.3.3). Ot, nous
savons que B est inversible. Ce qui prouve le résultat. t

Le problème de convection-diffusion (4.106) est approché par le schéma-boîte-ADl suivant :

Lemme 4.8.3 Soit p: (pt,n) Ie flux de diffusionl pl-- -€r1tra et pz: -€zrtrs. Soit le
schéma-boîte-ADl : chercher (u,p) tel que
(i) 

" 
est Ia solution de Ia fortnulation ADI :

(  ( I  -kr tA,) ( / -  kûAo)un*r  -  ( /+k( l  - ,9)A,) ( /+ k(L-û)A)u"

I +k(ûf"+r + (1 - ,Df")
I  ug.i :uo(nirui),  " 

'  - t ' t  '  (4'136)

l. u\l : g(xi,Ui,t") i

(ii) Le furc de diffusion p: (pr,pz) est donné selon chaque direction (Or) et (Or) par

(ii), pr : (pî,rà est solution du systètne :

(4.137)

o kû 6opr,;j :

-lo,,r-r,r(i * Dp,r,i-,rr) (à * Du,,,i-,/r) +k'l (:t ,l * Dp,x,,i-rp) + ffi)1r"",,
-P,,;-r,r(, + D,or,,r-r/r) (i - Du,,,i-L/z)-n, (tt (â + Dp,o,i-rtr) + 

ffi)Jo"u*r,
*(â * Dp,n,i-rp)(-" '  @h-ul-t ,)  -  (pî, ,3-pl, ;- t ;)

*hs,i-L/,  ( tr  -  d)T?-rp+re| l l , i r)  )  ,  L <i I  J,

o p1,;j(; - Dpp,i-rtr)*oT,r-,, (Ë * Dpp,i-rp)+ffi fui,i - ?1-r;) : 0
o pl,;,i - -€1 

*uo(*r,ui)
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i)z pz : (pi,;r) est solution du systèîne :

s,(0) :

so(il :

(I - ko A,) (e;te1
(I + k(I - û) Aù(et*o)

( / -  k0As) (e ;no1

t le û 6npz,;j :

-lorr-r,r,(T * Dp,si-r(),(l * Du,si-rrr) +r t 
lr(â 

+ Dp,si-tp) + ffi)fo"un,-P,-r,, (à + Dn,u,1-r/r) (à - Du,vi-rp)-kû (t, tà * Dp,yi-rp) + ffi)lo""tt-,
* (â * Dp,si-rn) l-", (ulri - ul.i-) - @i*.i - pl,i,-r)

*hs, i - r1, ( t r  - t t )Tî -u,+o| î ! l r r )  
) ,  I  S jSJs

o Pî-,;i(+ - Dnlui-t/r)+pî1r-t(* * Dp,vi-rp)+nrzv,@T,i- u1;-,) - 0
. p|,rj - -tr#uo(*r,ai)

(4.138)

4.8.4 Etude de la stabilité du schéma ADI

Dans cette partie, nous étudions la stabilité au sens de Von Neumann de la formulation
en u du schéma boîte-ADI pour le problème de convection-diffusion. Calculons le facteur
d'amplification g associé à (4.135).

Lemme 4.8.4 Le facteur d'arnpffication du schémo (4.135) est donné par

s(0,ô) : s,(0)sa(ù (4.18e)

où g, et gs désignent respectiaement les facteurs d'ampffications des schémas boîte (4.133)
selon lo direction (Ox) et (Oy). , ,
Preuve 3
Le problème discrétisé homogène s'écrit à I'aide de I'algorithme de Peaceman-Rachford sous
la forme :

(4.140)

(4.r41)

s(0 d) : 
(r 

) _k(r- =!)!"==l="'lt"|!Ô) (U :=nG. =û)Aù=eileeY)
" \* ' r" 

((l - kûA)eitls;mô) (tl - kûAr)eiles;mô)

L'opérateur.4r, respectivement As, est I'opérateur discret associé au schéma boîte (4.L32)(i)
selon la direction (Or), respectivement (4.132)(ii) selon la direction (Oy). On note g, et gu
leurs facteurs d'amplifications respectifs définis pax

( /+k( l -  r9)A, ) (e ; te1

I U - kûA")ïtn+r/2 - e + k(t - û)Ao)u"
t (/ - kûA)u"*r : (/ + k(l - û)A,)t1"+t/z

Faisons agir le schéma (4.L40) sur un mode simple du type u?,^: gnsit0ei^Q.
Nous obtenons alors,

I E(Q - kûA,)sit'simô): s"(0,ù((r + k(t - û)A)eileeinÔ)

t nn*r(0,il(tl - kûA)eit0"imû): g(V + e(l - t)A,)uile"rmû)

Le facteur d'amplification est donné par

(4.r42)

(4.143)
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L'opérateur A, agit selon la direction (Or), son intervention ne modifie que les valeurs eita

de mêm,e, As aglt sur la direction (Où, il n'intervient que sur les valeurs eitc. Donc,9",

ne dépendent respectivement que des valeurs 0 et Ô. On obtient donc

s(0,ù: 9,(0) so@)

C'est-ildire, g est le produit des facteurs d'amplifications des schémas boîte ld selon chaq

direction du domaine O.

Les conditions de stabilité du schéma (4.135) se déduisent donc des conditions de stabi

lité du schéma boîte ld données par la Proposition 4.6.1.

Proposition 4.8.2 (Stabilité)
Le schéma boîte-ADI en u (4.134) est stable au sens de Von Neurnann si et seulement si :

(i) DolÀr * pr ) 0 et bu,zÀz * Fz ) 0

(ii) IDp,r Àr * urlll', Dp,r+ (,t - à) r,] > o

et lDp,zÀz * uzlfn*,2 Dp,2+ (.t - *) url > 0

Dans la suite, nous supposons que les conditions' (i) et (ii) de la Proposition 4.8.2 sont

satisfaites.

4.8.5 Consistance du schéma ADI

Nous nous intéressons à la consistance du schéma ADI par rapport à la solution exacte

u(u,y,t). Nous supposons le maillage régulier en temps et en espace. Tout comme pour

la consistance du schéma boîte ld, nous faisons une analyse numérique du type de celle

effectuee par Strikwerda 1421.

Proposition 4.8.3 (Consistance du schéma ADI)

Le schéma ADI (4.1gil est consistont a,aecle problème continu (1.106) àl'ordrc, I en espoce

et 1 en temps si û I I "t 
à I'ordre 2 en temps sinon.

Preuve :
On considère que h' hs, k -l 0 indépendemment, avec I'hypothèse que Àr, Àz el ltr, p2 sort

bornés. Comme pour le schéma boîte (4.48) associé au problème de convection-diffusion ld,

on étudie I'ordre du terme

ï (*q({,',) - e(h, €, ho rù)

pour tout {, ? € IR g est le facteur d'amplification du schéma boîte (4.135) donné par le

Lemme 4.8.4 par

s(0,ô): s,(o) gs(Ô)
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fuuaJion de convection-diffusion en une et deux dimeneions d'æpæe

où gr, gu sont les facteurs d'amplification selon chaque direction (Or) et (Or,). Et g est le
symbole de I'opérateur spatial -c . Yu * er ur, * €2'tlsst donné par

q(€,rù -  -c1i€ -  cz iT -  er€2 -  ezez .

Le facteur d'amplification g du schéma ADI s'écrit encore

g(h, Ê, hu rù : 9,(h" €) go(ho rù
:  e, (h,€)+ es(hyrù-L+(g,(h,€)  -  1)  (su(ho?) -  1))

Le symbole q est donné en fonction des symboles Qx et 8y des opérateurs spatiaux
-cLlb * er u,Eæ) respectivement -czuy * ezusu par q(€,rù: q'(€) + qakù.Donc ehq(e"ù
est encore égal à

ekq(€ ,ù :ekq" ( f ) *kqv (z )  -  ekq ,G)  *ekq l th )  -  l+ (eeq" ( f ) - l )  (eear (? ) - l )  (4 .14g)

En combinant (4.L47) et (4.148), on obtient I'expression de ( .la )

f (rooo,,t) - e(h,€,hort)) : I?q"(r) 
- e,(h,e)) + ie*h) 

- sofuo,ù)

(4.146)

(4.r47)

(4.14e)

+

(r)

i (,r-q"(r) - 1) (ro q,'çt) - r) -

( I I I )

Les termes (/) et (//) sont donnés par la consistance du schéma boîte en u (4.4S) selon la
direction (O*) et la direction (Où (relation (4.97) selon (Or) et (Oy)) Oar, r

(/) : *(rq(r) 
- s(r,, €)) : (?r - 

f,l owl + o&\+ c2fll (h,,h,k)il) (4.150)

(//): *(roorer 
-e(r,€)) : (ît - lr lotol+o&2)+ c2(ll (h,t o,t)l l) (4.1b1)

en notant O(ll(tt ,hz)ll) : O(ll(hr)ll) + O(ll(hr)ll). Evaluons le terme (III). En utilisant les
développements limités 6s sho"(il, ekov(ù, gn et gy, comme cela est fait dans la preuve de la

Proposition 4.6.2, on obtient

k (I I D : (k c, i € + k et €') (k 
"ri 

rt * k errf) + O&3) (4.r52)
- (-r qi€ - k er€' - €2 h? Àr(Du,,+ dÀr) + i Asft hl * At€t hi)

(-t czirt - k ezTf - n' h?o Àz (Du,y+ dÀ2) + i Bsrf hl * Btrf hi)

où Aa, Bs et An, Ba sont respectivement les coefficients des termes d'ordre 3 et 4 des
développements limités de gs - I et gu - 1. En simplifiant I'expression (4.152), on obtient

k( I ID :  o (k t ) *  ( f r  q i t *ke1g ' )  ( -n 'o?^r (Du,u+dÀ2)  + iBsr f  h l *  Ber t 'h i )

*(o czir t  *  ke2n')  (-C'hl t r(Du,,+ dÀr) +,; /g€3 h2+ Ao€'hl)

- (-e' h', À, (Du,r+ dÀr) + , Ae€s ht, + An€' hl) (4.153)

(-r' hzy ^z(D,,o * tÀz) + i Berts nto + Borf hl)
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Or, par définition des expressions -As, Bs et AE, Ba, nous obtenons I'ordre de

h?,At : O(ll(t ', k)ll ')
hl a' : o(ll(ho,k)ll')
hIAn : o(ll(h', k)ll ')
hl nn : o(ll(ho, k)ll')

Et h?Àr : qkhæ et h?uÀz: c2khs, donc le terme (III) est d'ordre :

(4.154)grD : oïl(h,, k)llr)

Finalement, en combinant les relations (4.150)-(4.151) et (4.154) on obtient

ieq(r,z) 
- e(h, €, h, q)) : (?t - |l oWl + o&\ + o(l(h", hy, h, k, hvk) ll)

Ce qui conclut la démonstration. I

Théorème 4.8.2 Le schéma est stable et consistant sous les conditions (i) et (ii) de Ia
Proposition 1.8.2. Il est donc conaergent sous ces conditions.

4.9 Applications numériques

4.9.1 fntroduction

La programmation de la méthode boîte ADI se fait à l'aide de I'algorithme de Peaceman-
Rachford (4.135). Dans un premier temps on calcule irn+rlz en fontion de un par larésolution
de (4.135)1, puis on calcule un*t en fontion de itn+rlz pa^r la résolution de (4.135)2.
Nous avons défini B* C, et By, Cs comme les opérateurs du schéma boîte ld dans la
direction (Or), y étant fixé (respectivement dans la direction (Oy), s étant fi*é) donnés par
les relations (4.45-4.46). Les opérateurs A, - Br-'C, et Ay: B;' C, satisfont les relations
(4.L32). On s'intéresse à la résolution de I'algorithme de Peaceman-Rachford

I  g -kûA,) î .cn+r lz=g +k( l  -û)Ar)un*kû(û|"+t+(1 - r t ) / " )  ( , {  1EK\
t $ -kt9A)un*l -(/+k(l  -  û)A,)î^r"+t/z +/c(1 -d)(,91"+' +(1 -r[ f^) \ ' t ' ru?J/

En pratique on résoud le système

Bsa, : (Ba + k (1 - î9) Co) u"

qui nous permet de calculer u!: (/ + k(L - û) Aùu', puis pour calculer lrn*r/Z, on résoud
le système

B, (I - k ûAàitn+tlz - B, at * tcÛÙ, h9 f"*' + (1 - ,il f")

c'est-à-dire
(8, - kr9c,)irn*r/2 - B,at * Içû8, (,9/"*t + (1 - .9)/")
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On réitére ce processus pour calculer u2 solution du système

B,uz : (8,+ k (1 - û C,)) 1"+r/z

et ensuite la solution finale un+'r solution du système

(Bo- kûCy)unt t  -  Bvaz* k( l  -  û)Bu09f"* t  + (1 - rDf")

La programmation des conditions limites se fait de la façon suivante :
o Conditions de type DiriùIet
Pour les conditions frontière de type Dirichlet ulorio: g"(rio,Ujo), oD impose simplement la
valeur exacte ae u[]f - nn*r(*ro,yr'o) dans (a.135)z.Le problème est de choisir la valeur à
a^ffecter à l'état intermédiaire irn+r/2 sur la frontière. En soustrayant (4.135), de (4.135)1,

nous obtenons

t ( I -  kûA, )+( /+k( l  -19)A, ) lû  :  ( /+k( l  -  Û)A)u"+ '+  ( I  -kûA)u^

+ k(2r9 - 1) kïf"+'+ (1 - ,9)l\ (4.156)

Puisque les opérateurs A* Asn'agissent pas sur les points frontières, nous avons la relation
suivante pour les points du bord : û6 (on note â pour tout couple (ù, j) e f : âO)

ita : I*, + uâ*') + k(û - ille 1i*'+ (1 -,e) fi)

Cette valeur est appliquée à l'état intermédiaire.
I

o Conditions de typeNeumann
Pour avoir Bl"*' : gn*t aux points frontière dans le schém a @.l3a), nous utilisons la for-

mule de reconstruction de p : (pr,n) donnée par le Lemme 4.8.3 qui exprime le flux de

diffusion en fonction de I'inconnue u. Considérons par exemple, la donnée de type Neumann,

sur une arête frontière, horizontale du maillage définie par les points de coordonnées (r;o,yo)

et (r;01r, go), de normale exterieure v : -(1,0). Nous déduisons de (4.137) I'identité qui

lie uf+or,uffi,s aux valeurs du flux de diffusion sur la frontière pt,;o,o: -eg(fi;o,yo,tn),

pi,l1o : -€g(fiiotU0,1n4r), connues par la donnée de type Neumann sur fry.

(4.157)

[dpr,ro*, lz + (à - Dp,x,io+rù G-- tgÀr,io +r12 - Du,t,io+rùl"ilp'. -
-[t9pr,ro +rl2 - (â - Dp,n,io+rp)(â + dÀr,io+t/z * Du,r,do+r/z)]rï1i,0
=,tffiei,i,rp+ (1 -?t) 

f;pï,rol .
-t(r - t)pr,ro*r/z- (i - Dpp,io+t/z)(à + (1 - d)Àr,io* tlz - Du,s,io+tp)lu?o,o 

(4'158)

+[(l - û)pr,ro*t/2+ (Ë - Dp,x,io+r/z)(à - (l - d)Àt,io+rp* Du,s,io+rp)lufo*r,o
+k(l- Du,*,;+rn) ((1 - ù rir+rtr*t rirl\p)

Dans cette partie, nous résolvons le problème de convection-diffusion avec notre schéma

boîte ADI, comme nous I'avons expliquer précedemment. Nous proposons trois tests. Quand
cela est possible, nous comparons les résultats obtenus avec ceux existants. On choisit des

maillages de pas d'espace constant dans chaque direction. Le paramètre Û d'intégration en

temps est tl - à.
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Equation de conveetion-diJfusion en une et deux dïmensione d'æpæe

4.9.2 Le cas test de Noye et Tan

On considère le cas test proposé dans [36]. Il s'agit du déplacement d'une gaussien
centrée initialement au point (to, yo) : (0.5, 0.5). Elle se propage par l'équation de con
diffusion

W + c.Yu - (erurx * e2u*) : 0

le long de la diagonale y : r du domaine carré O - 10,21', pendant L.25 secondes.
coefficients de diffusion sont €!: €2:0.01 et la vitesse est d- (0.8,0.8) .Lasolution
de ce problème est :

Les conditions de Dirichlet sont données par la solution exacte sur la frontière. Nous com
parons nos résultats avec cerD( de hrner et Tbuscott [45J, obtenus par une méthode de type
volumes finis. On utilise l'erreur maillage'dépendante e7y introduite par Thrner et Tluscott,
définie par :

ên : !:rD!:,fu$, i) - g(r(i),v(i), to))'
(J, + 1) (J, + 1)

où J" * 1 et J, * 1 sont respectivement les nombres de points horizontaux et verticaux. La
solution est calculée sur trois maillages différents :
- un maillage grossier composé de 961 noeuds (31 points selon l'æce (O*) et I'a:ce (Où) noté
Maillage 1.
- un maillage medium composé de 4096 noeuds (64 points selon l'ane (O") et I'ane (Oy))
noté Maillage 2.
- un maillage fin composé de 1020L noeuds (101 points selon l'a:ce (O*) et I'axe (OA)) noté
Maillage 3.
Le maillage 1 est choisi afin d'obtenir un nombre de Peclet Pe à Pes : 2.5. Dans ce cas, le
coefficient de décentrement Do est non nul par maille d'après la formule (4.81). Ce n'est pas
le cas des maillages 2 et 3 utilisés par hrner et Thuscott, pour lesquels le nombre de Peclet
est Pe < 1.. Nous comparons la hauteur du pic et I'errert ê7y à I'instant final T - 1.25 pour
la méthode boîte-ADI, avec ceux obtenus par la méthode volumes finis "contrôle" utilisée
par TUrner et Thuscott pour les maillages 2 et 3. Nous rajoutons les résultats obtenus par la
méthode boîte-ADI pour le maillage 1, ainsi que I'erreur en norme.L2 pour les trois maillages.
Les indices Boset TT sont utilisés respectivement pour indiquer les résultats obtenus par la
méthode boîte-ADI et la méthode hrner et Tbuscott. Nous présentons les résultats obtenus
dans le Tableau 4.2. La hauteur de la gaussienne à l'instant initial est I et devient 1/6 au
tempsf ina lT-1 .25 .
La méthode boîte-ADI donne d'assez bons résultats, comparativement à la méthode utilisée
par Turner et Tbuscott. Nous obtenons des taux de convergence en norm e L2 environ égaux
à 2 entre les maillages 1 et 2 et à 3 pour les maillages 2 et 3. Nous représentons la vitesse
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u. Le flux p est donné par la reconstruction locale par le Lemme 4.8.3. Les Figures 4.35

et 4.36 représentent la solution exacte à I'instant initial T - 0. Les résultats obtenus pour

le Maillage 1, sont regroupés sur les Figures 4.37 èL 4.40, qui représentent respectivement

la solution calculée, son contour, la coupe des solutions exacte et calculée Ie long de la

première diagonale, ainsi que la différence entre la solution exacte et la solution calculée par

le schéma boîte ADI. Les phénomènes de dispersion et dissipation du schéma apparaissent

très nettement sur ces deux denières figures. En effet, pour le maillage 1, le coefficient de

décentrement Du est non nul, et nous avons déjà vu qu'il intervient dans la dissipation du

schéma (put l'intermédiaire du coefficient Ez de l'équation équivalente) et dans la dispersion

(pur l'intermédiaire de Es). La solution du schéma n'est donc pas très précise, mais stable,

pour un maillage très grossier.

La solution u calculée par le schéma boîte-ADI obtenue pour le Maillage 3 est représentée

sur les Figures 4.4I et 4.42. D'aprés les Figures 4.43 et 4.44, nous constatons que I'effet de

dissipation et de dispersion s'est beaucoup atténué en raffinant le maillage.

Maillages Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3

Nombre de Peclet 2.6667 1.2698 0.8
Box hauteur du pic 0.1452 0.1636 0.1660

TT hauteur du plc 0.1382 0 .1518

Box ey7 2.2727073.10-n1.0844153.10-b9.4819593.10-
TT ey7 4.975446.10-" r.424502.10-"
Box erreur Lz 0.0103 2.2239.10-3 4.9213.10-*
Taux de conv. I' 2 .0661 3.2644

Tne. 4.2 - Comparaison entre le schéma boîte-ADI et la méthode volumes finis de Turner-

Truscott

4.9.3 Second cas test

Le second test est donné par Balagueret co. [1]. On considère I 'équation

- D(u** * uro) - 0ut *  u(A) u" (4.160)

de conditions de Dirichlet données par la solution exacte :

u(r ,a , t ) :
4trDt(l + ^2t2 ltzltt '

(r - n - 0.5Àyt)2
 Dï(L + À2t2 l12)

a2 I
4Dt)

AM
*o 

[-
(4 .  161)

où la vitesse est u (ù - uo * Ày et D est une constante positive . LM est la source de masse

au point de coordonnées r - '.0, A : 0 et t - 0. r est défini par f - rs * ust'

Nous considérons le domaine 0 - 
[-20000; 20000] x [-2000; 2000], I'instant initial est tin,;

égal àtnt - 2400, LM -  nDtrnr(l + ^2t?,i l l2)r12. Le pic de concentration init ial est égal

à 1 et vaut 0.4991 au temps final ty,;nat - 4800.

-  199



Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d'espace

I
o.'t4

o l 2

0.1

0.08

0.06

0 0 1

0.02

t i

0 6

0.5

0 4

0.3

0.2

0 1

Ftc. 4.35 - Test

c. 4.37 - Test 1 : Solution calculée,
- 1.25, Maillage 1.

0 2  0 _ 4  0 6  0 8

FIc. 4.39 - Test 1 : Coupe selon la dia-
gonale U : r de la solution exacte et de Ia
solution calculée ADI, T - I.25, Maillage
1 .

Ftc. 4.36 - Test
tion initiale.

1 : Isolignes de la solu-

0  0 2  0 4  0 6  0 8

FIc. 4.38 - Test
tion calculée, ? :

' t  1 2  1 4  1 6  1 8  2

1 : Isolignes de la solu-
I.25, Maillage 1.

0 , 1 4

- 0 1

I

- 0 0 8

0 1 2

0 0 3

0 0 2

o -  |
0  0 2  0 4  0 6  0 8  1  1 2  1 4  1 6  1 8  2

FIc. 4.40 Test 1 : Isolignes de
différence entre la solution exacte et la
lution ADI, T - I.25, Mail lage 1.

la
so-

0
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- Test 1 : Solution calculée ADI,

Maillage 3.

- *o 
0.2 0,4 0.6 0.8 1 1.2 1.1 1 6 1.8 2

Flc. 4.43 - Test 1 : Coupe selon la diagonale

U : tr de Ia solution exacte et de la solution

calculée ADI, T - I.25, Maillage 3.

Ftc. 4.44 - Test 1 : Isolignes de Ia différence

entre Ia solution exacte et la solution ADI,

T - L 25, Maillage 3.
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I
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I
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1 : Isolignes de Ia solution
I.25, Maillage 3.
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Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d,espace

Les paramètres sorit : rs - 7200,, us - 0.5, À : b x 10-5, D - 10. Le pas d'espace est
h: h* - ha. Nous étudions trois maillages différents, pour lesquels le nombre CFL est 0.24,
le pas d'espace est respectivement h - 200, h - 100 et h - 50 pour les mail lages I,2 et 3.
A noter que la vitesse (rr, ,r) - (u(E), 0) est assymétrique, avec u(ù : u0* Àa. La gaussienne

Maillage Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3
h 200 100 50

Nx 201 40r 801
Ny 27 4I 81

Pas de temps dl 80 40 20
Hauteur du pic 0.3643 0.4793 0.4955
max(lu - uol) 0.0652 0.0403 0.0096

Erreur -Lz 59.5037 20.8254 4.6216
Taux de convergence 1.5146 2.L779

Tae.4.3 - Test 2 :Résultats obtenus par le schéma boîte ADI à I ' instant f inal T - 4800.

initiale est convectée selon la directron (Or). L. nombre de Peclet selon tr, Pe, - S est
non-constant. On a 4 I Pe* ( 6 dans le cas h - 200, et 2 ( Pe, ( 3 dans le cas h : 100,
c'est-à-dire que Du,* varie entre 0 etIl30 sur chaque arête horizontale. Dans le cas h:b0,
le coefficient de décentrement Du est nul. Les coefficients verticaux Pe, et Du,, s'annulent
dans les trois cas. Ces résultats sont regroupés dans le Tableau 4.3.
On calcule les taux de convergence en norme L2 entre les maillages I et 2, puis les maillages
2 et 3. On obtient des taux de convergence environ égaux à 1.5 et 2. Le deuxième taux
est meilleur. En effet, nous avons vu que le coefficient de décentrement D, est nul pour le
Maillage 3. La précision du schéma est donc meilleure dans ce dernier cas, puisqu'il n'y a
pas de dissipation liée au coefficient de décentrement Du. On peut noter que le schéma se
comporte trés bien, dans le cas d'un coefficient de convection variable, si le maillage est
assez raffiné. Au temps final T - tymat - 4800, on représente la solution u calculée par le
schéma boÎte ADI (4.134). Les Figures 4.45 et 4.49 représentent les isovaleurs de la solution
du schéma boîte ADI (4.134), respectivement pour les maillages 2 et L On compare ensuite
la solution exacte et la solution calculée ADI sur les Figures 4.46 et 4.50. Comme on peur
s'y attendre, I'erreur est surtout localisée au niveau de la gaussienne. Les Figures 4.47 et
4.57 représentent la coupe selon la droite r - 9600 de la solution exacte en trait continu et
la solution calculée par des cercles, pour les maillages 2, puis 1. De même Ies Figures 4.48
et 4.52 représentent la coupe selon I'axe des abscisses de la solution exacte (trait continu)
et la solution calculée (des cercles), pour les maillages 2, puis 1. L'effet d.es coefficients de
décentrement apparaît clairement sur ces figures. Lorsque nous comparons ces différents
profils de coupe selon une des directions r ou y pour le maillage 1 on remarque que la
dispersion du schéma n'apparaît que dans Ia directionOr. Ceci est l ié à Ia convection c, qui
n'agit que selon la direction Or. Par contre, pour le mail lage 2, plus fin, ce phénomène n'est
pas visible; la dispersion est plus faible. Comme précedemment, en raffinant le maillage, la
solution est beaucoup plus précise.
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L ]
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8000 8s00 9000 9500 10000 10500 11000 11500

FIc. 4.45 - Test 2 : Isolignes de la solution

calculée ADI, T - 4800, Maillage 2.

Ftc. 4.46 Test 2 : Différence entre Ia

solution exacte et Ia solution calculée ADI,

T : 4800, Maillage 2

FIc.  4 .48 -  Test  2 :  CouPe selon 9:0 des

solutions exacte et calculée ADI, T - 4800'

Maillage 2

I

-20@ -1500 -1æ0 -500

FIc. 4.47 - Test 2 :
des solutions exacte
4800, Maillage 2

C o u p e s e l o n r - 9 6 0 0
et calulée ADI, T :

ldulion cre-t3
: ldulin A0l
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FIc. 4.49 - Test 2 : Isolignes de la solution
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Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d'espace

4.9.4 Troisième cas test

On s'intéresse maintenant au problème de convection-diffusion de coefficient de diffusion

e(r,E) variable en fonction de r et A et de convection constante. On résoud l'équation

de convection-diffusion de coefficient de convection 
": 

(L, 1) et de coefficient de diffusion

e(n,a) -  K sin(fr)  s in(fu) :

ut l  c .Yu -  d iv (e( r , ,A)  Vr )  :  f  ( r ,A , t )

Les conditions limite sont de type Dirichlet données par la solution exacte. II s'agit de la

gaussienne du cas test de Noye et Tan, centrée au point (*r,yo) - (0.5,0.5) donnée par :

(r  -  ct t  -  ,o) '  (a -  , r t ) '

K(4t+1) K (+ts(r,y,t):  *f  .*o Ao
1)+ l

Le terme source est défini par

f  @,A , t )  :  9 t  - l  c .Y g  -  d iv (e(  n ,  a)  V g)

On étudie deux cas K - I0-2 et K - 10-1. Les coefficients de décentrement du schéma

boîte (4.184) sont calculés par les formules (4.27) et (4.81) varient dans chaque maille, le

pa ramèt red :  ,  Lagauss iennees tconvec tée  l e longde  lad iagona ley  -  r  à lav i t esse

c - (1, 1). Le pas de temps est toujours k :0.0125 et Ie temps final est 7 - 1, ce qui

correspond à 80 itérations en temps. On calcule Ia solution u du schéma boîte ADI pour

chacun des cas K - 10-2 et K - 10-1. Le coefficient de diffusion varie donc entre 0 et 0.01

ou entre 0 et 0.1. Les résultats sont réunis respectivement dans les Tableaux 4.4 et 4.5. On

représente la solution calculée pour le maillage le plus fin (Maillage 4) pour les deux cas

K - 10-2 et K - 10-1 sur les Figures 4.53 et 4.54, respectivement sur les Figures 4.57 et

4.b8. On représente ensuite la différence entre la solution exacte et la solution calculée sur

les Figures 4.bb et 4.59. Enfin, on compare la solution exacte et la solution calculée le long

de Ia diagonale A - r, toujours pour le Maillage 4 (Figures 4.56 et 4.60). On constate que

les solutions calculées dans chacun des deux cas sont proches de la solution exacte. Les taux

de convergence de I'ordre de 2 pour K - 10-2 et I'ordre de 1 pour K - 10-1 confirment

cette constation. Le taux de convergence du cas K - 10-1 est plus faible; en effet, pour ce

test, la variation de e est plus importante que dans le cas K - 10-2. II faudrait donc raffiner

d'avantage le maillage pour obtenir de meilleurs résultats.
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FIc .  4 .53  -  Tes t  3 :  K :0 .01 ,  So lu t ion  ca l -
culée ADI, T - I, Maillage 4.

FIc. 4.55 - Test 3 : K - 0.01, Différence
entre la solution exacte u et la solution cal-
culée ADI, T - I, Maillage 4.

F lc .  4 .54 -  Test  3 :  K:0 .01,  Iso l ignes de
la solution calculéê, T -- 1, Maillage 4.

FIc. 4.56 - Test 3 : K : 0.01, Diagonale de
la solution exacte et de la solution calculée
ADI, T - I, Maillage 4.

0  0 . 2  0 , 4  0 , 6  0 . 8  1  1 2  1 4  1 . ô  1 , 8  2

soMion ADI
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0 0

FIc.  4.57 -  Test 3 :  K -  0.1,
culée ADI, T - L, Maillage 4.

Solution cal-

"o o.2 0.4 06 o.a 1 1.2 1.4 16

Flc. 4.58 - Test 3 :  K: 0.1, Isol ignes de la

solution calculée ADI, T : I, Maillage 4.

FIc. 4.59- Test 3 : K : 0.1, Différence entre

la solution exacte u et la solution calculée

ADI, T - L, Maillage 4.

Frc .4 .60 -Tes t3 :K
la solution exacte et de
ADI, T : I, Maillage 4.

- 0.1, Diagonale de
Ia solution calculée
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Maillage Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3 Maillage 4
h r l f i r 130 r 145 r 160

Nx 31 61 91 T2I
Hauteur du pic 0.0969 0.1523 0.1790 0.1907
max(lu - unl) 0 .1 0.0492 0.0229 0.0102

Erreur Lz relative 0.398 1 0.1630 0.0702 0.0312
Erreur .L' absolue 0.0220 0.0091 0.0039 0.0017

Taux de convergence 1.2883 2.0776 2.8188

Tee. 4.4 - Test 3 : K : 0.01, Résultats obtenus par le schéma boîte ADI à l'instant final
T  - I .

Maillage Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3 Maillage 4
h 1 l r5 r 130 L 145 r 160

Nx 31 61 91 T2T
Hauteur du pic 0.1975 0.1996 0 .1998 0.2
max(lu - ,nl) 0.0043 0.0014 0.0010 8.5425.10-n

Erreur -Lz relative 0.0158 0.0069 0.0051 0.0041
Erreur .Lz absolue 0.0026 0.0011 8.3007.10-*6.6552.10-n

Taux de convergence 1.1953 0.7 455 0.7587

Tne. 4.5 - Test 3 : K - 0.1, Résultats obtenus par le schéma boîte ADI à I'instant final
T  -L .

4.LO Conclusion

En dimension 1, un p-schéma boîte associé à l'équation de convection-diffusion, construit
sur le principe du p-schéma boîte associé à l'équation de Ia chaleur pourrait éliminer les
modes oscillants quand le paramètre t9 prend la valeur Il2.Il s'écrit de la même façon que
le B-schéma associé à l'équation de la chaleur. Numériquement, nous avons pu constater
I'efficacité de ce schéma.
Dans le cadre du groupe de travail MoMas, pour le stockage souterrain des déchets nucléaires,
on essaie de résoudre Ie cas test Couplexl à I'aide des schémas boîte. On résoud l'équation
de Darcy à I'aide d'un schéma boîte étudié sur des maillages en triangles. La résolution de
l'écorrlement cles nr:cléides dans le sol est faite par !e schéma boîte ADL Ce tra..,ail en ccurs
est réalisé par J-M. Sac Epée qui réécrit en C++, les codes matlab des schémas boîte pour
la rapidité de I 'exécution.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons proposé un travail de prospection des schémas boîte dans
divers cadres. Ce travail présente une étude de deux types :

1- Design de différents nouveaux schémas boîte pour des problèmes elliptiques sur des
maillages en triangle et des maillages en rectangles. L'intérêt majeur réside dans la re-
construction du flux, donnée de façon explicite en fonction de I'inconnue u.

2- Design de schémas boîte pour l'équation de convection-diffusion. Le problème réside dans
la modélisation des formules de décentrements numériques. Il faut élargir la classe des for-
mules de quadrature numérique : trouver des formules de quadrature plus précises, utiliser
des méthodes de type limiteurs de pente.
Pour le moment, les formules de décentrement utilisées sont insuffisantes, car peu précises.
Le schéma boîte obtenu est d'ordre 1 si les paramètres de décentrement sont non nuls.
Les schémas boîte proposés pour les problèmes elliptiques et les équations 'de convection-
diffusion pourraient permettre de résoudre, dans le cadre du groupe de travail MoMas, le
cas test Couplexl pour le stockage souterrain des déchets nucléaires. Cette étude est actuel-
lement en cours, avec la collaboration de J-M. Sac Epee.

& Des difficultés subsistent dans les deux cas. Néanmoins, les schémas boîte sont encore
d'actualité. Ils sont étudiés par Linda El Alaoui (Thèse au Cermics) pour des problèmes

d'estimations a posteriori. A noter, que S-H. Chou , S. T*g, D. Y. Kwak, K. Y. Kim,
s'intéressent également à ce genre de schémas, [t0, ttJ.

Les perspectives sont à court terme le développement des schémas boîtes pour des équations
de convection-diffusion stationnaire en dimension 2, qui fait l'objet d'un travail en cours
avec Linda El Alaoui. D'autre part, la résolution du cas test Couplexl. semble en bonne voie
de résolution.
Parallélement, il sera intéressant de développer un schéma boîte plus précis, du type p-

schéma, pour éliminer certains phénomènes de type dispersif.
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Dans cette thèse, nous étudions les schémas boîte. Ils ont été introduits par H.B. Kel-
ler en 1971. Dans un premier temps, on s'est intéressé à des problèmes elliptiques de type
Poisson. Plusieurs schéma^s boîte pour des domaines de ff maillés par des triangles ou des
rectangles ont été introduits. Dans ce ca^s, la discrétisation s'effectue sur la forme mixte du
problème en prenant la moyenne des deux équations (conservation et flux) sur les cellules du
maillage. La méthode peut être qualifiée de "méthode volumes finis mixte de type Petrov-
Galerkin ". LJne des difficultés du design de cette famille de schéma^s réside dans le choix des
différents espaces de fonctions (approximation et test) qui doivent satisfaire des conditions
de compatibilité de type Babùska-Brezzi. En revanche, cette méthode de discrétisation ne
nécessite qu'un seul maillage (le maillage du domaine). De plus, on montre dans la plupart
des cas que le schéma obtenu est équivalent à un problème découplé : la résolution d'un
problème variationnel pour I'inconnue principale et une formule locale pour le gradient (le
flux). Des résultats de stabilité et les calculs d'erreurs reposant sur la théorie des éléments fi-
nis ont été établis. Une étude numérique valide ces résultats pour quelques cas tests. Dans le
cadre du Groupement de Recherche MoMaS pour le stockage des déchets nucléaires dans la
Meuse, j'ai ensuite étudié des problèmes de convection-diffusion instationnaires. Un schéma
boîte permettant d'approcher ces équations dans le cas monodimensionnel a été introduit.
Des coefficients de décentrement propres à chaque maille permettent de contrôler le schéma
(précision, stabilité). Afin de généraliser rapidement ce schéma au cas bidimensionnel, je me
suis concentrée sur une extension du schéma boîte monodimensionnel par la méthode ADI
(Alternating Direction Implicit).

The main object of this thesis is the theoretical and numerical analysis of box schemes.
This class of schemes, has been introduced by H.B. Keller in 1971 for parabolic problems.
In the ca"se of elliptic problems, the basic principle is to average the two continuous equa-
tions (conservation and flux) given by the mixed form of the problem, onto the boxes of the
mesh. Box schemes belong to the category of so-called mixed Petrov-Galerkin finite volume
methods. The selection of the different spaces functions (trial and test) is difficult, because
they have to satisfy the compatibility Bebùska-Brezzi condition. However, contrary to other
schemes, the method requires an unique mesh. In most of the ca.ses, the scheme is equivalent
to a variational formulation in the principal unknow (u) and a local reconstruction of the
flux (V"). Firstly, I studied the bidimensional mixed form of the Poisson problem with a
box scheme on triangular or quadrangular meshes. Stability results and error estimates are
given using the finite element theory. A numerical study on several test cases (Matlab code)
completes our theoretical results. As part of the research group MoMaS for deep ground
repositories of radioactive wastes, the potential interest of box schemes for unstationary
convection-difiusion problems has been tested. A box scheme ha^s been designed for the
LD equation. Two kinds of upwinding are introduced, each one being designed to cure the
two classical oscillations sources present in the approximation of convective-diffusion equa-
tions. The generalization to the bidimensional case is perfomed using an ADI-like method
(Alternating Direction Implicit).




