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Introduction générale

Présentation des schémas boite

Schémas boite en dimension 1

La notion de schémas boite est introduite par Keller dans [31]. Il s’agit & I'origine d’une
méthode numérique pour I’approximation de 1’équation de convection-diffusion 1d. Cette
méthode est & I'interface des méthodes de différences finies et des méthodes de volumes finis.
Elle s’apparente 3 la méthode de différences finies au sens ou les inconnues discrétes sont
situées au niveau des nceuds du maillage. Elle s’apparente aussi & la méthode de volumes finis
au sens ol la discrétisation s’opére en moyennant les équations sur les cellules du maillage.
Dans le cas des schémas boite, le maillage est utilisé & la fois pour localiser les inconnues
au niveau des nceuds du maillage et pour localiser les volumes de contréles, sur lesquels
on moyenne les équations. L’inconvénient majeur est que le nombre de nceuds est différent
du nombre de volumes en général : a priori, on n’'a.pas le bon décompte, entre nombre
d’inconnues et nombre d’équations. Ceci n’est le cas ni pour la méthode de différences
finies, ou la discrétisation se fait au niveau des nceuds, ni pour la méthode de volumes
finis, ol les inconnues sont situées au niveau des volumes de contrdle. Cependant pour des
opérateurs elliptiques, H.B. Keller a remarqué qu’en ajoutant au systéme d’équations une
variable auxiliaire p égale au flux, ainsi que les conditions limites de Dirichlet pour I’inconnue

primale, on obtient le bon décompte :

nombres d’équations = nombres d’inconnues.

C’est-a-dire 2 x (N —1) boites +2 C.L. = 2V inconnues. A la suite de Keller, I’effort principal
a porté sur les lois de conservation hyperboliques (convection pure, équations d’Euler...),
Courbet [12, 13], Chattot [8, 9], Wornom, Hafez [46, 47]. Cependant ces travaux sont restés
peu diffusés et peu étudiés en raison du succes de la méthode des volumes finis classique
(MUSCL), qui utilise des flux numériques d’interface.

Schémas boite en dimension 2

En dimension 2 et 3, la difficulté principale des schémas boite réside dans I'adéquation
entre nombre d’équations et nombre d’inconnues. Une étude préliminaire menée par B.
Courbet dans [14] a cependant proposé une idée originale pour un probleme elliptique sur
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Introduction générale

maillages triangulaires. Si on localise u et p - v = % au milieu des arétes du maillage,

alors, on obtient un bon décompte. L’interprétation de cette observation en terme d’espaces
~d’éléments finis mixtes a été effectuée ensuite par B. Courbet et J-P. Croisille dans [15].
La méthode boite peut donc se voir comme une méthode de type Petrov-Galerkin, ou les
espaces d’approximation sont des espaces d’éléments finis et les espaces de test sont de type

Galerkin discontinus.

Principes généraux des schémas boite

Schémas boite elliptiques et éléments finis mixtes

Peut-on dégager un cadre général pour le design de tels schémas pour les problémes
elliptiques ? C’est-a-dire existe-t-il d’une part des espaces d’éléments finis My et Xy et
d’autre part des espaces de type Galerkin discontinus M, et X, tels que le probléme
discret : chercher (uy,pn) € My x X), solution de

Z/K(divph+f)'vhdz=0, Y, € My,
K

- (0.1)
Z/(Ph—vuh)'%dw=0, Van € Xop
= Jx

admette une unique solution qui converge vers la solution exacte du proBléme mixte de
Poisson 7 Le probléme discret (0.1) est alors appelé Schéma boite. Le choix des espaces
Mip, X1py Moy et Xop n’est pas simple et doit satisfaire la condition nécessaire mais non

suffisante ‘
dim M, 5 + dim X, 5, = dim M, , + dim X5, . : (0.2)

On s’est attaché au cas particulier des maillages en triangles et en rectangles. On méle
de facon harmonieuse des espaces d’éléments finis pour les espaces d’approximation & des
espaces de type Galerkin discontinus pour les fonctions tests. Les schémas boite ainsi
construits sont équivalents & des méthodes d’éléments finis mixtes usuelles. La solution
(un,pr) € My x Xy du schéma boite (0.1) est en fait, la solution d’une formulation va-
riationnelle pour l'inconnue scalaire u;, et une réécriture locale du gradient p;, en fonction
de up. D’autre part, dans certains cas, on peut reconstruire la solution de problémes mixtes
classiques (Raviart-Thomas) & partir de la solution (u,ps) € My, X X1, du schéma boite

(0.1).

Extension des schémas boite 4 des équations de convection-diffusion

Le point de départ est I’article de B. Courbet [12], ol un design de schémas boite en 1d
pour I’équation de convection u; + cu; = 0 est proposé. Le principe consiste & prendre la
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moyenne de I’équation de convection sur les mailles 1d :

u(t) ~uia() _
hj-1/2

d

dtuj 1/2(t) +c
et de choisir ensuite une formule de quadrature pour approcher la moyenne @;_12(t) de la
boite j —1/2 en fonction des inconnues nodales u;(t) et u;_1(t). Il s’agit donc d’un probléme
de quadrature numérique et non pas de flux numérique. Quelle est la nature de cette moyenne
numérique ? Afin de refléter une approximation locale dans la boite Kj_/3, on choisit une

formule du type

ti-172) = LOEE1 4 b () uy(0) - wra(0)
ot D,(t) est un coefficient de décentrement par boite & préciser. Pour I’équation de convection-
diffusion 1d, u; + cuz — € uzz = 0, on suit le méme principe en étudiant la forme mixte de
1’équation de convection-diffusion. C’est-a-dire ’équation de convection-diffusion dans la-
quelle on introduit le flux de diffusion p = —cwu,. On obtient alors deux moyennes de
mailles, %;_;/2(t) une moyenne sur u et P;_1/2(t) une moyenne sur le flux p, pour lesquelles

on introduit deux décentrements de maille D, et D,.

Les questions qui se posent sont naturellement de savoir si on définit effectivement un schema

de la sorte, si le schéma converge et comment choisir les paramétres de décentrement D, et {
D,. ‘
En vue des applications pratiques, nous nous limitons & une généralisation en deux dimen- |
sions du schéma boite 1d proposé pour ’équation de convection-diffusion 1d par une méthode ¢
de type ADI. Ce choix d’'une méthode de splitting, au détriment d’une généralisation sur
maillage triangulaire ou quadrangulaire du schéma boite, a été motivé par une mise en
ceuvre rapide. Néanmoins, 'objectif & plus long terme est la construction d’un schéma boite
pour I’équation de convection-diffusion 2d. Les domaines d’applications possibles sont les
problémes d’écoulement en milieux poreux, en particulier le cas test Couplex proposé par

I’ANDRA.

Plan, Présentation des résultats obtenus

Chapitre 1 : Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur Dans ce cha-
pitre, nous rappellons le schéma de Keller pour 1’équation de la chaleur en dimension 1.
On s’intéresse au probléme des oscillations mentionné par Keller. On propose alors une
formulation différente du schéma avec l'introduction d’un parameétre ¥ de discrétisation
temporelle. Ce paramétre est en fait le coefficient du J-schéma qui corrige dans certains cas
les oscillations temporelles. Dans le cas particulier ¥ = 1/2, pour une condition initiale de
type front, apparait un mode oscillant au niveau du front. Dans ce cas, on introduit un se-
cond parameétre, qui supprime sous certaines conditions les oscillations. Quelques exemples

numériques illustrent les différents cas présentés.
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Chapitre 2 : Quelques schémas boite sur maillages en triangles Le second chapitre
présente une généralisation en 2d de la construction du schéma boite 1d pour le probléme
de Poisson sur maillages triangulaires.

On commence par rappeler le schéma boite de plus bas degré, introduit par B. Courbet et
J.-P. Croisille [15]. On propose ensuite sur le méme principe deux schémas boite d’ordre plus
élevé qui utilisent ’espace quadratique, P? non-conforme décrit par M. Fortin et M. Soulie
[28]. Le premier schéma boite est inspiré des résultats obtenus par M. Fortin et M. Fahrloul,
[29]. L’espace d’approximation de u est donc ’espace P? non-conforme et I’espace d’approxi-
mation du flux est ’espace de Brezzi-Douglas-Marini de degré 1, [5], enrichi par le rotation-
nel de la bulle quadratique non-conforme. Le second schéma boite est une généralisation
& l'ordre 2 du schéma boite de B. Courbet et J.-P. Croisille. L’espace d’approximation du
flux est I’espace de Raviart-Thomas d’ordre 1, enrichi par la bulle quadratique. Les deux
schémas boite admettent une unique solution stable. De plus les estimations d’erreur a priori
sont comparables a celles obtenues par la méthode des éléments finis. Finalement, quelques
résultats numériques pour chacun des schémas boite proposés concluent ce chapitre.

Chapitre 3 : Quelques schémas boite sur maillages en rectangles On introduit 3
nouveaux schémas boite sur le modele précédent en dimension 2 sur des maillages en rec-
tangles :

e Le schéma 1 utilise comme espace d’approximation les espaces Q! non-conforme et I’espace
de Raviart-Thomas sur rectangles, enrichi par une bulle. Les espaces test sont des espaces
de type Galerkin discontinus constants par maille, également enrichis.

e Le schéma 2 est inspiré du schéma algébrique proposé par B. Courbet [12] pour les
équations de Navier-Stokes. De plus, on prouve que la solution du schéma 2 s’écrit en
fonction de la solution du schéma 1. _

e Le schéma 3 utilise comme espace d’approximation les espaces Q. de R. Rannacher et S.
Turek et I'espace de Raviart-Thomas sur rectangles. Les espaces de test sont des espaces de
type Galerkin discontinus constants par maille, enrichis. Ce schéma boite peut étre considéré
comme une généralisation naturelle du schéma boite de B. Courbet et J-P. Croisille [15],
dans le cas de maillages en rectangles. En effet, ses inconnues sont situées au niveau des
arétes et proviennent directement de la moyenne des équations du probléme elliptique. Noter
que d’autres auteurs ont également étudié le schéma 3, [11].

Pour ces trois schémas boite, nous prouvons ’existence et 'unicité de la solution ainsi que

quelques estimations d’erreur a priori.

Chapitre 4 : Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d’es-
pace Afin de mettre en ceuvre rapidement une version de schémas boite en dimension 2
on s’est intéressé dans le Chapitre 4 au probléeme de convection-diffusion instationnaire. Ce
probleme nécessite I'introduction de parameétres de décentrement pour stabiliser le probléme.
On explicite le schéma boite et le choix des coefficients de décentrement sous des contraintes
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d’existence, d’unicité, de stabilité... en dimension 1. Comme au Chapitre 1, on étudie les

modes oscillants liés au schéma (indépendants de la stabilité du schéma), qui apparaissent

pour des conditions initiales de type front. On utilise ensuite une méthode de splitting (en
fait ADI), pour généraliser rapidement ce schéma boite 1d en dimension 2.

Notations générales

Nous définissons ici les notations principales utilisées dans la suite. Soit 2 C R? un
ouvert borné, de frontiére I' = Q. Nous notons (-, -) le produit scalaire L2(Q)

()0 = | u(a)v(e)ds (0.3)

et la norme associée
lvllon = (v,v)¢a- (0.4)

Pour tout entier m > 0, 'espace de Sobolev d’ordre m est défini par :

H™(Q) = {v,|ve L}(§), 8v € L*(Q), |o| < m} (0.5)
Il est muni de la norme 12
lollma = ( 3 llo®vlEa) - (0.6)
lej<m -

Nous utiliserons la semi-norme associée

plma= (T lo0la)” 07

|laj=m

ol a désigne le multi-indice: @ = (a1, a2), &; > 0. o] est le module de o égal & la| = a1 +a;.
0% = a—g—;% représente la dérivée partielle de u d’ordre a par rapport az, et To.

Nous utilisons les espaces de Hilbert (HZ(R), |- [1,0) et (Haiv(Q), || - llaiv,), définis par :
H;(Q) = {v € H'(Q), yr = O} et  Ha(Q) = {v € (L3(Q)), dive € L*(Q)}, (0.8)

muni de la norme 12

lollawe = (oBa+ divelia) - (0.9)

Soit K une partie du domaine . On note P*(K) les polynomes de degré total k sur K et
Q*(K) les polynomes de degré k en chaque variable d’espace de I’élément K.

Dans la suite, C désigne une constante générique, positive, ne dépendant que du domaine
Q, indépendante de h. Elle peut prendre différentes valeurs dans chaque inéquation.
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CHAPITRE 1

Le schéma de Keller pour I’équation
de la chaleur

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré d’une part & un rappel sur le schéma boite de Keller, introduit
dans Darticle [31], d’autre part & quelques expériences numériques réalisées avec ce schéma.
Nous proposons ensuite, dans les Paragraphes 1.4 et 1.6 une amélioration du schéma de
Keller : d’une part un schéma boite avec un décentrement temporel 9, (Section 1.4), d’autre
part un schéma boite avec une meilleure approximation pour I'inconnue u appelé B-schéma
(Section 1.6). Nous faisons également le lien avec la méthode des éléments finis & la Section

1.5, ,

1.2 Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur

1.2.1 Principe du schéma

Dans cette section, nous rappellons le schéma de Keller introduit dans [31], dans le cas
particulier de I’équation de la chaleur.
Soit le domaine espace-temps R(T) = [0,1] x [0, T], T > 0. On considére la forme mixte de
I’équation de la chaleur dans R(T'). Soit p la variable auxilliaire de flux p(z,t) = ¢ uz(z, t),
donnée a tout instant ¢, ol € > 0 est le coefficient de diffusion. En particulier, on a & V’instant
initial p (z,0) = e £u° (z). L'équation de la chaleur s’écrit alors,

ut"pz:fs (.’E,t)GR(T)
P =€ug, (z,t) € R(T)
u(z,0) =4 (z), z €[0,1] (1.1)

p(z,0)=p"(z) =e£u(z), =z€]0,1]]
u (0,t) = go(t), u(1,t) = q(t), t€j0,T)

ou les fonctions f,u% g1,9, sont données. Pour u® € C2([0,1]), f € C!'(R(T)),
90, 91 € C'([0, 7)), le probléme posséde une unique solution dans C'([0, T]; C%([0, 1])). Soit
Ru(T) un maillage espace-temps du domaine R(T) de neeuds (zj,t"), ou
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Le schéma de Keller pour 1’équation de Ila chaleur

T0=0<...<z;<...<zy=lett’=0<...<t"< L<tN=T.
Soit K iy 11//2 [zj- 1,:1:,] x [t"1,t"] une cellule du malllage Rx(T), encore appelée “boite”
n—1/2

,(Flgure 1.1). Dans une boite K/, du maillage, le pas d’espace est h;j_1/2 = Zj —Zj-1, pour

tout 1 < j < J et le pas de temps est k" 1/2 = ¢» — "1 pour tout 1 < n < N. Les indices
4, 7 +1/2 indexeront les boites spatiales, tandis que les exposants n, n + 1/2 indexeront le
temps.

tﬂ
-1/2 ' n-1/2
-1/ K\
n—1
"z Zj
 Rjoy

FIG. 1.1 - Cellule K~/ du maillage

On reprend les notations de Keller : on définit les points milieux zj41/2 et t"t1/2 et les
moyennes @7, €t (b;-""l/ 2 des fonctions définies aux nceuds

a:y+1/2 %(:v, + :c1+1) ; t"+l/1 ";2— 2@n + ) (1.2)
12 = (87 + ¢741) ; i 2(4’" + ¢"+1)
Les fonctions de mailles D, ¢? i_1/2 €t Dt¢" 172 gont définies par
Dodfap = g (07 =45 D = kn_l @ -4 (13)

Pour v(z, t) définie sur R(T), on définit ¢, ¥}, , 5, respectivement ¢"+1/ 2 comme les valeurs

de la fonction % au point z; & I'instant ", au point milieu Zj11/2 du segment [z, Zj41] &
Iinstant ", respectivement au point z; & I'instant intermédiaire tn+1/2

YF = P(x5,1") s Viyrje = V(@i t?) ¢n+l/2 P(zj, t*?) (1.4)

En utilisant une approximation de type différences finies centrées du probléme (1.1), on
obtient le schéma donné en fonction de u? et pj pour tout 1 < i<J:

—1/2 = -1/2 -1/2

Dt 'u," 1//2 D"-'E;—l//2 = _)":;1__1/2 , n>1 (15)
pj—1/2 = €j-1/2 Dati_y 5 n20.

Les données initiales sont discrétisées par :

uq=u°(:z:j) 0<] <J .
T == 1.6
p§=p°(zj), 0<j<J (1.6)
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Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur

Les conditions aux limites sont discrétisées par :
W=gp, wi=g, n>1 (1.7)

On considére le produit scalaire (sous la condition que I’une des conditions limite soit nulle)
introduit par Keller :

(8" 9" = Zdy _1/2¥i-1/2 h, -2 et [I87IE = (9", ™) (1.8)
j=1
La définition du produit scalaire (-, ), donne les identités suivantes :
(Dz¢s ’l)b)h = [¢J¢J - ¢0'¢0] - (¢1 Da:w)h (1.9)
(D267 = L1672~ Iom1R) (1.10)

Lemme 1.2.1 Ce schéma admet une unique solution (u?, p?) € R7+! x R/+1 a tout instant
", 0<n<N.

Prouvons 'existence et 1’unicité de la solution du systéme ((1.5)-(1.6)-(1.7)).
Preuve du Lemme 1.2.1 :
Nous prouvons I’existence et 'unicité de la solution en tout instant n > 1. On suppose que
n > 1. Soit (u;‘ 1 P} ~1) 'unique solution & linstant n — 1, prouvons ’existence et 1’unicité
de (u},p}) & l'instant n. La solution (u? u},p}), si elle existe est solution du systéme :
Duj5y; ~ D, j'f,’«f f"‘f/z2 1< <
pJ -1/2 = 5_7 1/2 Dz J 1/2 — .7 S J (1'11)
ug =49g, uj=g7

Le nombre d’inconnues et le nombre d’équations sont égaux a 2 (J+1). On doit donc prouver
Pexistence et I'unicité d’un systéme linéaire avec autant d’équations que d’inconnues. Il

suffit donc de prouver l'unicité de la solution, c’est-d-dire que f = 0, ul} = u? = 0 et
u"! = p"~! = 0 impliquent que u" = p" = 0.
Calculons (e D, un=12) Dy un-1/2), -
(e Dy u™2, D, u™1/2), Zh, 1/2€5-172 Do w13 Do (1.12)
Jj=1

D’aprés D’équation (1.11);, par bilinéarité de (¢",¢"1) +— ¢* 12 on a

€j—12 Dz u ;‘_11 //22 o o //3 En remplacant cette expression dans (1.12) et en utilisant 1’iden-

tité (1.9), on obtient puisque ug = uy; =0

(E D: un—l/2,D= un-1/2)h = (pn—1/2’Dz un—1/2)h - _(sz —1/2,un—1/2)h (113)

On utilise I’équation (1.11); qui donne D, p*~1/2 = D, un~1/2
(€ Do u™ /2, Dy u12), = —(Dyu™ Y2, um 1), (1.14)
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Le schéma de Keller pour Péquation de la chaleur

Grace A I'identité (1.10) on obtient
2" ||y/& Dy w2} + (w3 - lu""IIR) = 0 (1.15)

Par unicité de la solution & V’instant n — 1, u®! = 0 et p"~' = 0, donc

_ 1
lve Dz u™ 21} + 2—k;:1‘75||un||§ =0 (1.16)
Ce qui implique que u* = 0 et D u"1/2 = 0. En reportant dans les équation (1.11), on
déduit que p™ = 0. Ce qui prouve ’existence et Punicité de la solution & tout instant n. W

1.2.2 Estimations d’erreur

Dans la suite on suppose que le terme source f est nul. Soit (U(z, t), P(z,t)) la solution
du probléme continu (1.1). On suppose que U et P sont de classe C*°([0, 1] x [0, T]). Soient e
et d les erreurs aux noeuds du maillage spatio-temporel R (T) définies pour tout 0 < j < J

et0<n< N par:

C? = U(zjatn) - u_"ll ) d? = P(:Ej,t") - p:"il : (1'17)

Alors, e et d satisfont le systéme aux différences :

( Dl M2 - Dody =07y, 15

d’g‘_l/g - 5j—1/2Dze_’1?_1/2 = —p;'t.q/z 1535 < J '

=0, 0<j<J (1.18)
@=0, 0<j<J

| =0, €ej=0

hY _1 2 rd
oil les termes de troncatures pj_, 5 et cr_;.‘_1 //2 sont donnés par :

n

( = BU(z;_1/2:
p?_l/z = €j—1/2(DzU(x.‘i:t")— __(E%al:j}-—))
+(Plajoan ) = 3 (a3t + Plzs, )
{ n—1/2 OP(z;_1/2" V) 17 "1 P et (1.19)
ot = (et _ 4D, (Play,t7) + Pley, )
= n BU(zj_y 9,t"~1/2
\ +(3Du(U; t7) + Ulzj, ) -—%, )
Lemme 1.2.2 Nous avons les estimations d’erreur pour u et p :
el < Kasup (llo"~/2In + llo* (1) (1.20)
v<n
Il < Kasup (112"~ +l10*211) (1.21)
v<n

K, et K, sont des constantes qui dépendent de €.
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Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur

Preuve :
Pour prouver ces estimations d’erreur, on calcule (e D.e" 12 D e ‘1/2)h. Le calcul est
analogue a celui de la preuve du Lemme 1.2.1.

(€ Dy e V2, D, e V), = (V2 + p" 12, D, e 1/2),
= "'(Da: dn—1/2,en-—1/2)h + (o —1/2,Dz en_l/z)h
= —(De"? = 0"V, e 2y + (b7, Do e,

= (D) + (") (02, D, e,
1

=~z el — e lIR) + (0" 12, e 2),,

+ (pn-—l/z, D. en—llz)h

En sommant cette expression pour 1 < v < n, on obtient

n n
S 2k 2| e D e 2 = =D (lle”llR - lle IR
v=1

v=1

n
+ 22 kv-1/2 ((o,u-—l/2,eu—1/2)h + (0" V2, D, ev—1/2)h)

v=1
= —(lle*llz = [I€°lI7)

=0

n
+22ku-1/2 ((o.u‘-—l/Z, 12, + (pu—1/2, D, eu—1/2)h)

v=1

Donc en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré, on obtient la majoration

n n
S 28 2| VE D AR H flenE < C sup (lo* 2l + 12 ) D 2 k02| Dy e
v=1 vsn ‘

v=1

A l'aide d’une majoration du type PQ@ < 7’433 + w@?, on prouve qu’il existe une constante
K, dépendante de ¢, telle que

lelln < Ky sup ([l 2l + llo*~2]])
v<n

On déduit ’estimation de 1’erreur en p de I’équation (1.18) donnée par
1% < lle Dae™ |17 + Il I3

et des relations précédentes. [ |
Noter que || - ||» n’est une norme uniquement que dans le cas oil une des conditions limite

est nulle : en effet
6" = [¥"|ln <= il existe @ € R tel que ¢; = ¥; + a(—1)

Pour que || - || définisse une norme, une des deux conditions aux limites doit étre nulle;
on n'a pas en général ||¢"||» = 0 = ¢ = 0. La solution discréte (u},p}); contient un mode
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Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur

oscillant. Pour éliminer 1’effet de cette oscillation, Keller propose de considérer les moyennes

de mailles suivantes :
_ 1 1 )
12 = i(u}‘ +ul ), ou Piyp= 5@? +p7,1), pourl<j<J (1.22)

Dans ce cas, ||@"||x = ||u"|l» et ||7"]l» = llp"]l» €t || - ||» est une norme pour les fonctions de
grille constantes par morceau définies sur (Kj;_1/2)1<j<J-

1.3 Comportement numérique du schéma boite pour
une condition initiale de type créneau

Dans cette section, nous mettons en évidence numériquement deux types d’oscillations
pour ’équation de la chaleur de condition initiale de type créneau. Nous présentons deux
exemples de comportement transitoires sur u; —ug; = 0 et sur u; — %un = 0, pour un méme

maillage et & pas de temps k fixé.
Nous étudions la solution u du schéma de Keller (1.5)-(1.6)-(1.7) associée au probleme

continu suivant :
U — €Uz =0, z€J0,2[[t>0

u(z,0) = up(z), z€[0,2] (1.23)
w(0,8) =1, u(2,t) =0, t>0.
ol € = 1 ou 1/8 et la condition initiale est de type créneau : )

1si0<z<0.5 .
Uo(z) = { 0si05<z<2 (1.24)

Nous considérons un maillage du segment [0, 2] en 101 points équidistants. Le pas de temps
est k = h2. Nous étudions deux cas selon la valeur du coefficient de diffusion ¢, par I'in-
termédiaire du nombre sans dimension y = %’} :p=1, puis u=1/8.

Les Figures 1.2 et 1.4 représentent pour g = 1 la solution u du schéma de Keller (1.5) en
trait continu et la solution exacte du probléme ((1.23)-(1.24)) en trait pointillé au bout de
5 et 50 itérations (c’est-a-dire 7' = 2.1073, puis T = 2.1072). La solution exacte n’étant pas
connue explicitement, nous la calculons numériquement & 1’aide du schéma boite.

Nous constatons ’apparition d’oscillations situées au niveau du front de la condition initiale
d’abscisse £ = 0.5. Les Figures 1.3 et 1.5 zooment ce mode oscillant aux instants respectifs
T=210"3%T=210"2

Si p = 1/8, nous constatons également l’apparition d’oscillations dans la solution calculée
(trait continu), situées cette fois de part et d’autre du front initial. Les Figures 1.6 et 1.7
représentent la solution exacte et la solution calculée par le schéma de Keller & I'instant
T = 2.1073 et les Figures 1.8 et 1.9, les solutions exactes et calculée a I'instant T' = 2.1072,
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e Evolution des oscillations pour p=1:

—-—u
e )
—
7
!
'
05| M
y
)
o A
o5 v
o 02 04 08 08 1 12 14 18 18 2

Fi1G. 1.2 - Schéma de Keller (1.5),
p=1,T=210"%

Fig. 1.4 - Schéma de Keller (1.5),
p=1T=210"2

.17 -

Y o8 [

Fic. 1.3 — Schéma de Keller (1.5),
p=1,T = 21073 Zoom sur [0.4,0.8].

— ucakulse
- Uk

“oa 08 (Y3

Fic. 1.5 — Schéma de Keller (1.5),
p=1,T =210"2. Zoom sur [0.4,0.8].



Le schéma de Keller pour I’équation de la chaleur

e Evolution des oscillations pour p =1/8 :

= B=

1 1’/'\Q\\

[ \, 0 \\\/\7‘\/————
Fic. 1.6 — Schéma de Keller (1.5), Fic. 1.7 - Schéma de Keller (1.5),
p=1/8 T =210"3. p=1/8, T =2.1073. Zoom sur [0.4,0.8].
B= =

e )

\2

0 ‘:‘\'\"

B I R T L T Y o o8
Fi1G. 1.8 — Schéma de Keller (1.5), FiG. 1.9 - Schéma de Keller (1.5),
p=1/8, T =2.1072 p=1/8 T =2.10"2. Zoom sur [0.4,0.8].

A noter que ce phénomene d’oscillations n’est pas dii & un probléme de stabilité du schéma et
n’est pas non plus lié & de la dispersion. Nous en donnerons une interprétation au Paragraphe
1.4.4. Ce phénoméne n’apparait pas pour une condition initiale réguliére de type Gaussienne.
En effet : considérons la solution exacte de ’équation de la chaleur (1.23) :

u(z,t) = exp(—2t) cos( ) (1.25)

T
v5.10-3
de condition initiale u°, donnée par la solution exacte & I'instant ¢ = 0. Les conditions li-
mites sont de type Dirichlet données par la solution exacte sur la frontiére. Le coefficient de
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diffusion est ¢ = 10~2. Le segment [0, 2] est maillé par 51 points équidistants, le pas d’espace
est h = 0.04 et le pas de temps est k¥ = h2. On calcule la solution du schéma boite de Keller
en T = 8.10~2 (au bout de 5 itérations), puis en 7' = 8.10~! (au bout de 500 itérations).
La solution exacte est représentée en trait continu et la solution calculée par le schéma
boite de Keller est représentée par des cercles, aux instants 7 = 8.10~® (Figure 1.10) et
T = 8.107! (Figure 1.11). Aucun mode oscillant ne vient perturber la solution, puisque le
condition initiale est assez réguliére.

15

T ucaam] 7 T weae|
— uaade — unads
1 1
lc E‘\e I % @Q
N ¢ 0’
o, . 4 ¢ X 05
¢
e oy o
(3 5 . , :
05 . R B L " o5t
s T . ' .
CF ¢ .
g ¥ % & % o .
- %2 o4 08 o2 1 TR T B T T v T T A P Y PR PR
F1G. 1.10 — Solutions exacte et calculée F1G. 1.11 — Solutions exacte et calculée
en T=0.008. en T=0.8.

1.4 TUne premieére généralisation du schéma de Keller

1.4.1 La construction du schéma boite décentré en temps

Dans cette partie, nous étudions une généralisation du schéma de Keller en introduisant
un décentrement temporel ¥ lors de la discrétisation en temps de 1’équation de la chaleur.
On conserve le design du schéma de Keller rappelé au Paragraphe 1.2. On considére toujours
la forme mixte de I’équation de la chaleur sur le segment [0,1] :

u+p.=f, z€0,1,t>0
P = —€Ug, z €]0,1[,t>0
u(z,0) = v’ (z), z €[0,1] (1.26)
p(z,0) = —e £u’(z),z €[0,1]
u(0,t)=u(l,t)=0, t>0

On définit un maillage non équidistant du segment [0,1] en J intervalles (Figure 1.12).
Les coordonnées des noeuds sont 0 = 29 < z; < '+ < z; < -+ < 77 = 1. On note
K;_1/2 = [zj_1,z;] la cellule spatiale du maillage encore appelée boite de longueur h;_;/;
pour 1< ;5 < J.
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K;_1/2 K172

o = 0 Tj-1 T Zj+1 Ty= 1
hi_1/2 hjt1/2

F1G. 1.12 — Maillage du segment [0, 1].

En intégrant sur chaque boite K;_1/2 (1 < j < J) du maillage, les équations (1.26); et
(1.26)2, on obtient le systéme suivant, pour ¢t > 0 :

hj—1/2 dt(HO (t))g 12t (p (25, p(zi1, t))=hj12 (I1° f(8))j-1/2,1 S 5 < J
hj-1/2 (H p)j- -1/2 (t)=—€lu (:1:_, ) ) u (Tj-1, t)], 1<j<J
u(z;,0) =u’(z;), 0<j<J

p(z,0) =p°(z;), 0<j<J
u(zo,t) =u(zs,t)=0, t>0
(1.27)
Sur chaque boite K_1/2, on approche les moyennes spatiales des fonctions u, p et f données
par I1° Uj_1/2, I° Pj—1/2 et I f; 4 /2 respectivement par les fonctions @;_1/2, Pj—1/2 €t f] -1/2-
Pour 0 < j < J, on définit les approximations (u;(t)); et (p;(t)); & chaque instant ¢, de la
solution exacte (u(z,t), p(z,t)) au point d’abscisse z;. On obtient ainsi le systéme approché

suivant pour tout ¢ €]0,T] et tout 1 < j < J:

( %ﬂj—1/2(t)+M_f —12(), 1Z535<J

Dj-1/2 (t) =—5u(t):_“'—uf/%t— 1<j<J

) w(0) =u(z;), 0<j<J (1.28)
pj(0) =p"(z;), 0<j<J

( v (t) =us(t)=0, ¢>0

I reste & fermer le systéme (1.28) en exprimant @;_1/2 (t) et Pj_1/2 (t), en fonction de wu;(t)
et p;(t). Pour les moyennes @;_;/, de u et p;_1/2 de p, sur chaque boite K;_1/2, on choisit
une approximation de type trapéze :

j-a(0) = 5 (u5(8) + 4y (9) (1.29)

Dj-1/2 (t) = % (p; () + pj-1 (). (1.30)

En remplacant @;_1/(t) et j_12(t) par les formules (1.29) et (1.30) dans (1.28), on obtient
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le schéma semi-discretisé en espace, continu en temps défini pour tout ¢ €]0, T},

(S(aui )+ gy )+ E2O — F (1), 1<5<

2(ps @)+ 2 @)=~ (us (0) —wjma (1)),  1<j5<J
y u(0) =u'(z;), 0<j<J

pi(0) =p%(z;), 0<j<J

L ’Ll.o(t)=UJ(t)=0, t>0

(1.31)

On s’intéresse maintenant & la discrétisation en temps du systéme ( 1.31). On considére une
discrétisation de l'intervalle de temps [0,7] en N + 1 points notés
" =0<...<t < ... <tN = T. Par simplicité, on suppose que le pas de temps
k = t" — "' est constant. On approche les inconnues semi-discrétes u;(t) et p;(t) par les

inconnues nodales u} et p} aux instants ", pour 0 < n < N. On introduit la variable
1I+1 B
incrémentale en temps 6" définie par §"v; = -Lk—-’- L’intégration de P’équation (1.31); par

un J-schéma, donne I’équation en §™u valable pour tout 0 <n< N—-1let1<j<J:
6" u;+6" Ok (5mp;— 1 =9fMl +(1-9)f",,, (1.32
“( uj+0"u;1)+ hj—l/2( pj— p.’l—l)+h]_ /2(]’ —Pj1) = F e+ (1=9)filyy (1.32)

On approche ’équation (1.31); en temps par

_(pn+pJ 1)+ /(u;-‘—uy_l)=0, 1<j<J, 1<n<N (1.33)
J— 2

Les conditions initiales sont approchées par

w=u(z;), 0<j<J
B =pz;), 0<j<J (1.34)

Les conditions limites deviennent

ug=uj=0, 1<n<N (1.35)

Remarque :
Noter que nous n’avons pas d’équation d’évolution sur p, mais simplement la relation

p(z,t) = —€ug(z,t) & tout instant. En particulier, & I’instant initial, p (z,0) = —e240(z),
discrétisé par (1.34),. Ainsi, le systéme linéaire (1.32-1.33-1.34-1.35) admet autant d’équations
que d’inconnues, qui est une condition nécessaire pour étre bien posé. Dans la suite, nous
remplacons I’équation (1.33) par le systéme d’équations équivalent 1 < j < J,

3(8%p; +8"pj-1) + 12(eS"u,—és uj1)=0,0<n<N-1
3 (0} +P0-1) + 55 1,,(u'-‘ 71)=0,1<n<N-1.

(1.36)

Nous obtenons donc le schéma boite suivant :
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Définition 1.4.1 (Schéma boite pour ’équation de la chaleur)
On définit le schéma boite suivant associé & l’équation de la chaleur (1.26) : chercher

‘(uj,pj),OS_JSJet0_<_n$Ntelsque

((3) 5(8"u; + 0"uj) + h (‘San —"pi) + Y. 1,, i—(} — Pj_1)

=9f; 2+(1 ),_1,2, 1<j<J,0<n<N-1
(i), (8" + s 1) + o, (0 — & uJ_l)—o 1<j<J,0<n<N-1
q (i), 2(P"+p,_1)+,,j_m(u —ul ;) =0 1<j<J 1<n<N-1 (137)

(i)} = w(@;), 0<5<J
(i) p§ =p°(z;), 0<j<J
{ (W) ul =u%t=0, 1<n<N

Nous procédons & ’élimination du flux p} dans ’équation (1.37-(i)) : on considére le systeme
((1.37-(i))-(1.37-(ii);)) : pourtout 1 < j < Jettout 0<n <N -1

%(J"Uj + 5"“_1'_1) + (JnI:J — 0"p;- 1) + h; ,,2 (pJ "P_, 1)
S+ a-0f y (1.38)
3(6"p; + 0"pj—1) + h, ys (0"u; — 6"uj1) =

On élimine la variable §"p; dans I’équation (1.38); et la variable §"p;_; dans I’équation
(1.38)3, on obtient le systéme équivalent pour tout 1 < j<Jettout0<n<N-1

29¢ k 9k n n
5“u_,(2 20;1: ) + JnuJ 1(2 + h : ) h;- 1/26 1+ hj.}1/z (p;' _p.‘iTl)
= 19f“+ +(1-9)f"
/2 T2 1.39
5"”!1._.’(2 + h219£k ) + Jnu, 1( 219511: )+ > 1/2611 1/2 (pn. p;"—l) ( )

=49 f'“‘ll,2 + Q=9 1y

Donc le schéma boite (1.37) est encore équivalent au systéme ((1.39)-(1.37(ii)2)-(1.37(iii))
-(1.37(iv))-(1.37(v))) donné par

(6) L(6™uj+ 8™u;- 1)—6"pj_1(2hj‘i':/z) 2"‘152 APeE (§"u; — 0™u 1)+h m(P""P, 1)
_ﬁfn+12+(1 "9)f1121 1<j<J, O<n<N-—1
(Z’I.) %(J"UJ-I-(S"’U,] 1) 2 19lc (SnPJ 20€k (dﬂu - " uJ"l)+h m(p, —p,-l)

S _gfn1/2+( ﬂ)fa -2 1<J<J0<n<N~1
(i) 37 +p}) + 55, (uf —uia) =0, 1<j<J,1<n<N-1
(i) u? =u(z;), 0<j<J
(v) pj=p°(:vj), 0<j<J

| (vi) ug=uj=0, 1<n<N

(1.40)

Les relations (1.40)-(i) et (1.40)-(ii) sont vraies sur chaque segment K;_; /5, pour 1<j<J.
On identifie les valeurs de 6™p; données par (1.40)-(i) sur la boite K41/ et par (1.40)-(ii)
sur la boite K;_1/2 (condensation statique). On obtient le schéma uniquement en §"u; pour
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1<j<J-1let0<Nn<N-1:

hj+1/2 209¢ k hj+1/2 2196 k hj_1/2 209¢k
- S"u; + + + 6",
( 2 hj+1/2) I+ ( 2 hj+1/2 2 hj—1/2) 7
h i—1/2 29¢ k
(5%~ ) Tt B =)
= j+1/2(19JF,3‘$1/2 + (1 - 19)1?+1/2) + hj—'1/2(i9 _;-+11/2 + (1 - "9)-@—1/2) . (1-41)

En utilisant la relation (1.40 (iii)) dans K;_,, et K112, le terme p?,, — p?_; s’exprime
uniquement en fonction des uj par

uj. 1 1 (o
i L2 S + )u? — -—’—‘-) (1.42)
hivijz ~ “hivz  hjoyg hi-1/2

Piy1 — Pj-1 = 25(
ce qui donne en remplagant dans (1.41)

h; h; h;_
j+1/2 20k n,, . j+1/2 29¢k Bj-1/2 20¢k N, .
( 3 hj+1/2 6 ’UJ+1 + 2 + hj+1/2 + 2 + h’j-—l/2 6 UJ

Bicy2 _ 20ek \gn,, o — 2 . (_2 2 42
+( 2 ":’-m) 6 -1 his172 Li+1 (hm/z + h:'-:/z)uJ * i i1
+hjt1/2(d ;‘-:11/2 +(1-19) f+1/2) + hjo1/2(9 ;:‘-11/2 +(1- 19)1‘}‘—1/2)

En remplagant §™u par sa valeur, on obtient le schéma compact a trois points :
alu;‘ﬂ + aou;.'+1 + a_lu;‘;"ll = biujy + bou] + boyuj_, (1.43)
+k [hj+1/2(’9ff:11/2 + (1 =9)f2) + hio12(9 -;_+11/2 +(1-9)f; ﬂ—l/2)] ;

ol les coefficients a,, ag, a_, et by, by, b_; sont définis. par

( a1 = hjp12( 3 — 29 pjgye

a0 = hjsja( 3 + 29 piv2 ) +hioay (% +29 .U'j-—1/2)
by = hjri2( 3 +2(1 = 9) pjtaye

bo = hj1/2(5 — 2(1 = 9) pjpay2 ) +hioay2 (% =2(1-9) #j-1/2>

\ by = hj—1/2(% +2(1-19) #j-l/z)

On en déduit le lemme suivant qui permet de calculer I'inconnue scalaire u indépendamment
du flux de diffusion p, puis de reconstruire p a posteriori en fonction de la solution u.
Lemme 1.4.1 Le schéma boite (1.87) associé & I’équation de la chaleur (1.26) est équivalent

au probléme découplé :
(1) u est solution du systéme tridiagonal suivant

( () aufly +aouft +a1uf] = biuf, +boul+bogul,
thhisip (057 + (1 - 9) 77y )
J +k h.‘l'—l/?(lﬂ jn—+l/2 +(1- 19)‘6?—1/2) ) (145)

1<j<J-1,1<n<N-1
() uf = w'(z5), 0<j<J
{ (@) uf=u}=0,1<n<N
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(2) le fluz de diffusion p est donné par

[ (5) - - 1/2 Pt = -2 s ,,sz + 8%u; (2+2u —) + 8"u;- 13 2“’%-1/2)
1/2(pn—p,1—1)1 ISJSJ OSnSN—l
) Gobis (22) om0 = (% ek )5 + (3 + 32 ) w0 + £ 68 - 7D)
—OfiE + (1= 9)f),
@) 307 +p1y)  + g Wp-up) =0, 1<j<J,1<sn<N-1
| (id%) 7 = p'(z), 0<j<J

1.4.2 Etude du schéma boite décentré en temps

Dans cette section, on se limite au cas ou le pas d’espace est constant et noté h. On
présente donc une étude de type différence finies.

Proposition 1.4.1 Le schéma boite (1.87) admet une unigue solution (u}, p}),
pourOS_jSJ et0<n<N.

Rappel : Lemme de Gershgorin, [27) :

Les valeurs propres d'une matrice A sont telles que Sp(A) C U;er D(asi, r;) ou D(ay, ;) est
le disque fermé de centre a;; et de rayon r; = Z#. el |aij| et I est ’ensemble des indices
matriciels.

Preuve de la proposition : ,
L’inconnue u est solution du systéme linéaire Au = B, ol A est la matrice trldlagonale de

composantes a_i, ap et a; et B le second membre de composantes les conditions initiales
et le second membre de ’équation (1.45-(i)). On prouve que cette matrice est inversible,
puisque ses valeurs propres sont toutes non nulles. En effet : on vérifie facilement la condi-

tion de Gershgorin dans le cas de maillages équidistants : ja:| + |a-1| < |aol.

Le flux p est donné de fagon unique par la formule de reconstruction (1.46). ]

Proposition 1.4.2 Le schéma boite (1.37) est stable au sens de Von Neumann si et seule-

ment si ¥ > 3.

Preuve :
Etudions le facteur d’amplification g(#) du schéma. On a

9(8) = glgzg =¢he0,n) (1.47)

ol g; et g, sont définis respectivement par

g1(8) =1+ (cosf —1) ( +2u(1—19))
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92(0) =1+ (cosf —1) (% - 219p)

-~ Ce qui donne

2p(cosd — 1)
f)=1 1.48
9(6) +1+(c0s0—1) (3 - 29u) (1.48)
Donc
2u(cos 8—-1)
1+ (cos 8—1) (3 ~29p <

@) <1 = { Ty = | (1.49)

1+(coso—1)(l—219p) =

Or, p(cosé — 1) <0, donc
1+ (cosf—1) (3 —29u) >0
lbO)I<1 = {1+(cos0—1)(g +(1-29%p) >0
< 1+4+(cos0—1)(3+1-29)pu)>0

(puisque 29y > 0). Le schéma est stable au sens de Von Neumann si et seulement si
|9(6)| < 1 pour tout 8 € [0,n]. L’étude des variations de la fonction '

(1.50)

L: 0H1+(cos€—1)( +(1—219)) (1.51)

fait ressortir deux cas : L(f) > 0 si et seulement si
(3+0-20m20et9> 1) on (+@-20u<0).

Clest-a-dire si 9 > 1. Ce qui achéve la preuve. [ ]

Lemme 1.4.2 Le schéma boite (1.37) est consistant avec le probléme continu (1.1) a I’ordre
2 en espace, et 1 en temps si 9 # 1, 2 en temps si 9 = 1

Preuve :

Le facteur d’amplification est

_91(0) _ bo+ (by +b_y)cosb
€)= 9;(9) T ag+ (ai +a_11)c050 (1.52)

On suppose que les pas de temps et d’espace k et h tendent vers 0 et que le coefficient u est
borné par p1, 0 < p < p quand k, h — 0. On étudie I'ordre en k et en h du terme, [42] :

% (ekq(E) —g(h 5)) (1.53)

ou g est le symbole de I’opérateur spatial € u,;, donné par g(¢) = —¢ £2. Un développement
limité de €*9¢) d’ordre 2 en k est

2
et =1 ke + %e” &+ 0k (1.54)
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Un développement limité de g & P'ordre 4 en § = £ h au voisinage de 0 donne

1
g@) =1-pb*+ “04("6 + 9 p)+0(6°) (1.55)
En combinant les deux relations (1.54) et (1.55) on obtient
kq(€) _ 244,21 2, €€ 3 6
e —g(hf)—efk(§—0)+hk6 + O(k°) + O(h®) (1.56)
Ce qui donne
1/ ko) 244 .1 2668 | 2 4
-E(e" -g(hg))=eg k(5 —9) + W5+ O(K) + O(h¥) (1.57)

Le schéma boite (1.37) est donc consistant avec le probléme continu (1.1) d’ordre 2 en espace

et 1 en temps si J # % et 2 en temps sinon. [ |
D’autre part, si I’on choisit k£ = O(h?), ce qui est classique pour une équation de diffusion,

alors on obtient un schéma d’ordre 2 en h.

1.4.3 Etude numérique

Naturellement, on se demande ce que donne le schéma boite (1.37) sur le cas test (1.23-
1.24) de la Section 1.3, pour des valeurs de ¥ supérieures 4 1/2. On reprend les tests réalisés

au Paragraphe 1.3, pour le probleme

U — €Uz =0, 6]0,2[, t>0
u(z,0) = ug(z), z € [0,2] (1.58)
u(0,8) =1, u(2,£) =0, ¢>0.

ou la condition initiale est de type créneau :

1si0<z<05
Uo(z) = { 05i0.5<z <2 (1.59)

Le pas de temps est k = h? = 4.1074, £ = 1 ou 1/8 et ¥ augmente & la valeur ¥ = 0.505.
On représente les solutions calculées au temps final T = 2.10~2 (50 itérations en temps) sur
la Figure 1.13 pour € = 1 et sur la Figure 1.14 pour ¢ =1 /8. Les oscillations au niveau du
front initial z = 0.5 n’apparaissent plus ou s’amortissent plus ou moins rapidement.

Les oscillations ont presque complétement disparu. Donc, un léger décentrement en temps
de la variable 9 permet d’éliminer les oscillations présentes pour le schéma de Keller (1.5
1.6-1.7) a9 = % Pour expliquer ce phénoméne nous étudions plus précisément le facteur

d’amplification du schéma boite (1.37).
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— ucalies —u
- _uexade u exache
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F1G. 1.13 — Schéma de boite (1.37), Fic. 1.14 - Schéma de boite (1.37),
augmentation de 4 = 0.505. p = 1, augmentation de 4 = 0.505. p = 1/8,
T =2.10"2 T =2.10"2.

1.4.4 Interprétation des oscillations lorsque 9 = %

Interprétons les oscillations de I’équation de chaleur & I’aide du facteur d’amplification.
Nous avons vu (1.48) que le facteur d’amplification du schéma boite (1.37) est donné par la
formule

9(0) = (1.60)

ou g, et g, sont définis respectivement par

91(0) =1+ (cosf—1) (%+2u(1—19)) et g2(0) =1+ (cosf—1) (-;——21915)

On représente sur la Figure 1.15 le facteur d’amplification g : 6 € [0,27[— ¢(#) pour
différentes valeurs de ¥ € [%, 1], quand = 1.
On s’apercoit que pour la valeur ¥ = %, g(m) = —1. Vérifions cette observation par I’étude
de g :

g@)=-1 <= 1-—2u(1-29)+cosf(1+2u(l-29))=0

< L@#)=0

ol L est la fonction définie par (1.51). Sous la condition nécessaire et suffisante de stabilité
¥ > 1, on prouve que L(f) = 0 si et seulement si (§ = 7 et ¥ = 3). C’est-a-dire g(f) = —1
si et seulement si (6 = 7 et ¥ = ).

(1.61)

On constate que le schéma boite (1.37) conserve les modes oscillants éventuellement présents
dans la solution initiale, puisqu’il multiplie par 1 ou -1 le mode oscillant de fréquence £ = 7.
Le mode (—1)7 est présent dans la décomposition en série de Fourier du créneau initial ug
(1.24), avec un coefficient non nul. Ce mode parasite est donc entretenu par le schéma quand
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9(6)

1 1
25 3

o
o
@n
~n

Fi1G. 1.15 — Représentation du facteur d’amplification g(8) en fonction de @ pour u = 1, selon les
valeurs prises par le paramétre 9.

9= % Le mode oscillant observé au Paragraphe 1.3 correspond clairement a cette oscil-
lation haute fréquence, qui est stable mais qui ne s’amortit pas. En effet, la discrétisation
en temps de type Crank-Nicholson est A-stable mais non fortement A-stable. Ceci a pour
conséquences de conserver les modes oscillants du type (—1) qui peuvent apparaitre dans
la solution du schéma boite.

1.5 Interprétation du schéma a 1’aide des éléments fi-
nis

Le schéma boite pour 1’équation de la chaleur ne nécessite aucun décentrement. Soient

P I’ espace d’éléments finis P-Lagrange en dimension 1 et P, sa restriction aux fonctions

s’annulant aux points frontiéres. Le schéma boite pour I’équation de la chaleur s’écrit sous
forme semi-discréte : chercher (un(:,t), (pa(-,t)) € Py x P, tel que

(% Uh(.,t) + Ph,z; 'Uh) = (f(,t) ] 'Uh), Vo, € po (1 62)
(pn (1) + unz,qn) =0, Vg, € PO :

Vérifions que le schéma boite (1.62) est équivalent &

d
(a 0 uy(.,t); v) + (Eungs(rt) 5 vae) = (M°F)(,2) ; vn), Von € Pcl,0
d
Pn ("t)lKj—1/2 = —E€Uhz|K;_1/2 + ((HO f) ("t)lKj—1/2 T di (Ho uh)Kj_uz)(m - mj-l/z)

(1.63)
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En effet : ’équation (1.62), implique que

d
(Hof)lKj—1/2 = -d—t n° uh(-1 t)IK,-_l/z +ph,a:|KJ._l/2 (164)
Soit vy, € Pcl,o. Choisissons g, = v, € P® dans I’équation (1.62);, on obtient
(E'U«h,z(.,t) 3 vh,a:) = -(ph y vh,z) (165)

En intégrant par partie cette expression, puisque v,(Zo) = vn(zs) = 0, on obtient
d
(euh,z(-at) 3 'Uh,z) = (Ph,z 3 'Uh) =- '(E m° uh(-it) - (Hof) ) vh) (1-66)

d’apres ’identité (1.64). Ce qui donne I’équation (1.63);. D’autre part, p, s’écrit localement
Phik,_y s = (%) ik;_, . + Phaik,_, ), (z — zj—1/2), comme élément de P!. D’aprés ’équation
(1.62)2, (D) ik;_,,, = (—€Unz)K;_1/, € P° €t pp s est donné en fonction de uy et de f par
la relation (1.64). D’ou on déduit ’écriture de p,.

Soit ’énergie Ep(t) = [1°up(.,t)[3,. On a

%Eg(t) + (cuna(ot) 5 una(t) = (M) 2) ; un(st)). (1.67)

En particulier, dans le cas homogéne, on a
1 i
EEI';(t) = —€lupz(. 1) |3,I (1.68)

L’inégalité de Poincaré discréte sur Pcl,o donne 'existence d’une constante C telle que pour

tout u € P}y, on a
IMulo,r < [ulos < C luglos (1.69)

En combinant les relations (1.68) et (1.69), on obtient ’inégalité

2e

By (1) < — o w3, (1.70)
En posant B = %5, (1.70) s’écrit £ Ej,(t) < —B Ej(t), qui donne en intégrant sur (0, ¢)
- 2¢e
En(t) < Ex(0)e Bt, B = rorh
On obtient donc en utilisant (1.69)
M un(.,)]o,r < |uoalore™r". (1.71)

D’ot 'unicité de la solution. Mais l'estimation de la stabilité de la solution en norme L? est

1 -
lun (., 8)los < T luonlo,r, e € (1.72)

non uniforme en h.
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1.6 Une deuxiéme généralisation du schéma de Keller

1.6.1 Design du S-schéma

Les oscillations de la solution du schéma boite ne sont constatées que dans le cas ¥ = -;-
Pour des raisons de consistance et de convergence du schéma, on ne peut pas négliger la
valeur ¥ = %, pour laquelle, on a constaté ’apparition de modes oscillants. Pour cette valeur
d= %, on propose un nouveau schéma boite. On utilise la formule d’Euler-Mac Laurin plus
précise que la formule des trapézes, pour approcher la moyenne de u sur chaque boite dans
1’équation (1.29). Dans tout le paragraphe, on se place dans le cas de maillages équidistants
de pas d’espace h. Reprenons la méthode boite. La forme mixte de I’équation de la chaleur

homogeéne est
u+p; =0, z €)0,1, t >0

p= —€Uy, z €)0,1[, t >0
u(z,0)=u(z), z€[0,]] (1.73)
p(xs 0) = —€Uyz RS [0’ 1]
u(0,t) =u(1,t) =0, t>0

Contrairement a la formulation boite (1.43), on approche %;_1/2 sur la boite K;_y/2, par une
formule plus précise que (1.29) :

1 h
Ui—1/2 = E(Ui + ui1) — %(Pi — Pi-1) A (1.74)

ou B est un certain réel a déterminer.

Remarque :
Si 8 = 0, on retrouve le schéma boite (1.43). Si 8 = —%, on retrouve la formule de quadrature

de Euler-Mac Laurin qui s’écrit (avec h = z; — ;1) :

%/:-' udr = -;'(u(x.) + u(zio1)) — T’;-(um(xi) — ug(zio1)) + O(RY) (1.75)

On conserve la formule de quadrature (1.30) pour p :

-1

Bi () = 5 (3 (1) + i1 () (1.76)

On obtient le systéme semi-discrétisé en espace, continu en temps : pour tout 1 < 7 < J,
t>0

([ L(Lu;(8) + Suj (1) -5 (32; (1) — &pina (t))+g’ﬁr).fﬁlit‘) =0,1<5<J
L(ps (&) + P2 (1) = — 555 (us (&) — w1 (1)), 1<5<J
| w?=1u(z)), 0<j<J (1.77)
p(z,0)=¢£u’(z), 0<j<J
L UQ(t)=UJ(t)=O, t>0

En discrétisant en temps I’équation (1.77) par un ¥-schéma, on obtient le S-schéma boite
de parameétres S en espace, et ¥ en temps défini par

-30-

l




Le schéma de Keller pour 1’équation de la chaleur

Définition 1.6.1 Le B-schéma boite (1.77) associé & I’équation de la chaleur (1.78) est :

[ (3) 1(6"u; + 6™u 1)+(——%)6"p,
— (&8 - i)6"10 +ir-pl,) = 1<j<J 0<n<N-1
h 12 j-1 T 3 PJ1 = SJ17sJ4,V8ns

i), 3(6"p; + 0"p;_ 1)+h (6"u_,—6u, 1)—0,15j$J,05n5N—1
2)22(p1+p_, 1)+h 1/z(u1' uj_,) =0, 1<j<J,1<n<N-1 (178)

(
y (@
(447) u? U = u¥(z;), 0<j<J
&

w) p§ =p°(z;), 0<Lj<J
v)ug =u}=0, 1<n<N

Puis en éliminant I'inconnue §"p;, en suivant les étapes de construction du schéma boite
(1.37), on obtient la formulation équivalente du B-schéma boite

Lemme 1.6.1 Le S-schéma boite (1.78) associé a I’équation de la chaleur (1.78) est équivalent
a:

(i) la formulation en u

( 5'111( +& - 219u)+2U"“( — By 2t9p)+u"+l( - 219,,)
= ,-+1(— + 84201 - ﬂ)u)+2u-(-— — & —2(1-9) )

< +uj 1(2+p—+2(1-19)u) 1<j<J-1,0<n<N- (1.79)
U?=uo(x1), 0<j<J
| uf=uj=0, 1<n<N.

(ii) la reconstruction du fluz p localement en fonction de u

( 26 n+1( h L{‘g)=_‘l'(Pn‘P;'l—1)
+(2£ (2 - 25)-1)u;+ (<268 - 9)-1)us, 15<T-1,0<n<N -

(1.80)

Définissons les coefficients A;, Ag, A_; et By, By, B_; en fonction des coefficients a,, ag, a_;
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et by, bo, b_; de la formulation en u (1.45) du schéma boite (1.37)
Al = (l+"ﬂ—e—2‘0ﬂl)=ﬂ+‘ﬂ—8

2 6 h 6
Ay = 2(}-—-@5+219 )=%—%E-
1 fe _, \_aa Bt
As = (G+T-Wu)=F+3
1 € b €
B, = (§+@6—+2(1—19)y, =F1+EG_
1 € b €
By, = 2(-2-—9——2(1-19),5):%_%
€ €
B, = (2 I36+2(1 19)u) —h—l %
L’équation en u du S-schéma s’écrit alors
Al“}‘ﬂ"’AO“?H"'A—lU?ﬂ = Byujy +Bouj + B_juj_ (1.81)

Lemme 1.6.2 Le schéma (1.78) admet une unique solution (u},p}) d chaque pas de temps
donnée en fonction de la condition initiale u®, sous la condition fe < 129 p.

Preuve : On démontre ce résultat & I’aide du théoréme de Gershgorin. C’est-a-dire on
vérifie que |A;| + JA_;| < |Ao|- Or, A; = A_,, donc on distingue les cas (A4; > 0, 4o > 0),
(A1 <0, Ag>0), (A1 >0, Ag <0) et (A, <0, Ap <0).

e le cas (A; > 0, Ag > 0) est équivalent & 129u—-3 < fe<129pu+3 et

|A1] + |A-1] < |Ao| & Be<129p

e le cas (A; < 0, Ag > 0) est équivalent & 129 u—3 > B¢, on vérifie que [A;|+|A-1| < |Aof
est toujours vrai.

e le cas (A; > 0, Ag < 0) est impossible par définition de A, et Ag.

elecas (A; >0, Ag > 0) est équivalent & S& > 129 u+3. Mais la relation | 4;|+[A-1| < |Ao|
n’est jamais vérifiée.

Donc le B-schéma (1.78) admet une unique solution sous la condition S& < 129 p. Ceci
donne ’existence de la variable u qui est unique, puisque le systéme en u est carré. De plus
le flux de diffusion p est donné de fagon unique en fonction de u par les équations (1.46). Ce
qui prouve I’existence et 1'unicité de la solution (u},p}) sous la condition Be < 129 u. Si B
est nul, on retrouve le résultat d’existence de la solution u du schéma boite (1.43). n

L’ action du coefficient B est analogue & un décentrement de la variable 9. En posant
d=10- 121: , les coefficients A; et B;, i = 1,2, 3 sont égaux & A; = -—219;1, Ag= 2( +29 p),
Ay =3-29pu, B =3+2(1- 9) p, By = 2(3-2Q- B) 1) et B = 1 +2(1—9) p. Puisque
nous utilisons un coefficient 8 < 0, le coefficient 9 correspond a un decentrement de ¥ par
B. En augmentant |3|, on augmente la valeur de 9; quand 9 = 1/2, 9 > 1/2, les oscillations

disparaissent.
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1.6.2 Etude du facteur d’amplification du S-schéma

Avant d’étudier la stabilité du schéma (1.78), on cherche sous quelles conditions sur le
coefficient S, le schéma est non-oscillant (au sens du facteur d’amplification). Le facteur
d’amplification de ce nouveau schéma (1.78) est donné par la formule :

0s(6) = (A+8+2(1-9)p) cos@+ (3 — 25— 2(1 - 9) )
(%+%—219u) c050+(%-—‘%£+2i9ﬂ)

(1.82)

Existe t-il des valeurs de 3 telles que gs(6) # —1 pour tout 6 € [0, n[?

g0)=-1 <= (1+2+20-20)p)cosf+(1—-E-21-20)p)=0 (1.83)
Soit g la fonction définie par

15(6) = (1+ % +2(1 - 20) 1) cosO+ (1 — -’;—E —2(1 — 26) ).

L’étude de la fonction Iz permet de prouver que
gp(6) # —1 si et seulement si fe < —6(1 — 29)u

En particulier, si ¥ = 1/2 il faut choisir 8 < 0 pour que gg(6) # —1, pour tout 8 € [0, 7).
D’autre part, si 8 = 0, le schéma conserve les modes oscillants éventuels. De plus, d’apres
le Lemme 1.6.2 sous la condition

+

Be < —6(1—20)u (1.84)

le B-schéma admet une unique solution. Prouvons la stabilité du schéma sous la condition
(1.84).

Lemme 1.6.3 (Stabilité)
Le schéma (1.78) est stable au sens de Von Neumann sous la condition Be < —6(1 — 29) L.

Preuve :
On étudie le facteur d’amplification du schéma. Le facteur d’amplification (1.82) est encore
égal &
2 pu(cosf — 1)

1.85
(L + 8 —29p) cosf+ (3 — & + 29 p) (1)

98(6) =1+

On note D = (3 + %5 — 29 p) cosb + (3 — % + 29 p) le dénominateur de gg. A-t-on
|95(@)] < 1 sous la condition (1.84) de non oscillation au sens du facteur d’amplification,
Pe < —6(1 — 29)u?

g(0) <1 = —1<142leeil) o

D+u(c ?—12
= { 0= (1.86)

D>0
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En utilisant la condition fe < —6(1 — 29)u, on prouve facilement les deux inégalités D > 0
et M"‘%"'—lz > 0. Le B-schéma (1.78); est inconditionnellement stable sous la condition
(1.84). m
En particulier, si ¥ = 3, le schéma est stable si § < 0.

Lemme 1.6.4 (Consistance)
Le schéma boite (1.78) est consistant & l'ordre 2 en espace et en temps si 9 = 3 et & Uordre
2 en espace et 1 en temps si 9 # 5. Donc, le schéma boite est d’ordre 2 si k = O(h?).

Preuve :
La preuve est analogue & la preuve du Lemme 1.4.2 de la consistance du schéma boite (1.37).

On suppose que les pas de temps et d’espace k et h tendent vers 0 et que le coefficient u est
borné par p1, 0 < p < iy quand k,h — 0. On cherche l'ordre en k et en h du terme [42] :

1 ( ket
= (490 - g(h5)) | (1.87)
q(€) = —e €2. En développant e*9®) et g respectivement en k et en k, on obtient

k&) _ g(he) = £%¢* k2(% - 9)+ h“’k(‘f—ﬁ.‘f—‘1 + %)w(ks) +O(h°) (1.88)

Ce qui donne le résultat. |

1.6.3 Résultats numériques

Dans cette partie, nous reprenons les tests réalisés sur le créneau dans le cas du premier
schéma boite (1.37), pour B-schéma boite (1.78), & savoir la résolution du probléme (1.23-

1.24) donné par :

u(z,0) = up(z), z€[0,2] (1.89)
u(0,t) =1, u(2,t)=0, t>0.

olt € = 1 ou 1/8 et la condition initiale est de type créneau :

1si0<z <05 |
uo(z) = { 0si0.5<z<2 (1.90)

Comme précédemment, la solution exacte est calculée numériquement par le schéma. Le
paramétre 8 du S-schéma (1.78) est choisi B = —0.5 et satisfait les conditions d’existence,
d’unicité et de stabilité de la solution du B-schéma (condition (1.84)). Nous voulons vérifier
que le B-schéma boite (1.78) atténue les modes oscillants présents dans la solution du schéma
boite (1.37) pour ¥ = 3 (voir les tests du Paragraphe 1.3). Nous observons la solution donnée
par le B-schéma boite (1.78) au temps T' = 2.1073, puis T = 2.1072, avec un zoom sur la

partie oscillante.
e = 1: Les données sont ¥ = 1/2 et u = 1, le pas d’espace est h = 0.02, le pas de temps est
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k = h? = 4.107*. Les Figures 1.16 et 1.17 représentent simultanément la solution exacte du
probléme (1.23-1.24) en trait pointillé et la solution calculée par le S-schéma (1.78) en trait
continu au temps T' = 2.10~3 (5 itérations en temps). Les Figures 1.18 et 1.19 représentent
également les solutions exacte et calculée au temps T' = 2.10~2 (50 itérations en temps).
Afin, de comparer la solution du schéma boite (1.37) et du S-schéma boite (1.78), nous
représentons simultanément sur la Figure 1.20 un zoom sur le segment [0.3, 0.8] de ces deux
solutions boite et de la solution exacte au temps T' = 2.1073 et sur la Figure 1.21 au temps
T = 2.10~2. Sur ces deux figures, la solution exacte est toujours représentée en pointillé, la
solution du schéma boite (1.37) en trait continu et la la solution du B-schéma boite (1.78),
par des petits cercles.

e 4 = 1/8 : De fagon analogue, nous présentons les résultats obtenus pour y = 1/8. Les
données restent inchangés : 9 = 1/2, h = 0.02 et k = 4.10~%. On conserve 8 = —0.5.

La solution exacte et la solution du 3-schéma sont représentées respectivement en trait poin-
tillé et en trait continu sur les Figures 1.22 et 1.23 au temps 7' = 2.1073 et sur les Figures 1.24
et 1.25 au temps T = 2.10~2. Les deux Figures 1.26 et 1.27 offrent une comparaison visuelle
entre la solution exacte (trait pointillé), la solution du schéma boite (1.37) (trait continu) et
la solution du S-schéma boite (petits cercles) aux temps respectifs T = 2.1073 et T = 2.1072.

Pour ces deux valeurs de u, on constate que les oscillations sont immédiatement réduites,
sans perte de précision. Ici le coefficient S prend la valeur 8 = —0.5 pour les deux valeurs
de u, 1 et 1/8. Néanmoins, on pourrait choisir |3| proportionnel & la valeur de . De plus,
rappelons, que le décentrement en S n’est nécessaire que pour ¥ = %
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e Evolution des oscillations pour e =1 :

—Gcuce| — ubsta
- uexacke u exacls
T 1 «
A N
<
.
s
N
R
. R
05| \ 05| ~

05 " " s . 1 s " L n 0. L n L s . 2 s N L
[ 02 04 s [+ ] 1 12 14 16 18 2 03 035 04 045 05 055 08 0% 07 075 03

Fic. 1.16 — B-schéma (1.78), u = 1, Fic. 1.17 — B-schéma (1.78), p = 1,
T =2.10"3, 8 = -0.5. T =2.1073, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

FiG. 1.18 — B-schéma (1.78), p = 1, Fi1c. 1.19 - B-schéma (1.78), p = 1,
T =210"2 8= -0.5. T =2.10"2, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].
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o

F1Gc. 1.20 — comparaison schéma boite
(1.37) et B-schéma boite (1.78) p = 1,
T =2.10"3, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

e Evolution des oscillations pour ¢ =1/8 :

Fi1G. 1.22 — B-schéma (1.78), u = 1/8,
T =210"3, 8= —0.5.
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F1G. 1.21 - comparaison schéma boite
(1.37) et B-schéma boite (1.78) u = 1,
T =2.10"2, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].
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Fi1G. 1.23 — B-schéma (1.78), p = 1/8,
T = 2.10~3, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8).
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== ==

l———\‘

i N
Fi1Gc. 1.24 — B-schéma (1.78), p = 1/8, Fi1Gg. 1.25 — B-schéma (1.78), p = 1/8,
T =2.10"2, 8 = -0.5. T = 2.10~2, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].

ok W—o—o—o—- oF \N—W

i

Fi1G. 1.26 — comparaison schéma boite Fi1G. 1.27 - comparaison schéma boite
(1.37) et B-schéma boite (1.78), u = 1/8, (1.37) et B-schéma boite (1.78) p = 1/8,
T =2.10"3, B = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8]. T =2.10"2, 8 = —0.5. Zoom sur [0.3,0.8].
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CHAPITRE 2

Quelques schémas boite sur maillages
en triangles

2.1 Introduction

Les schémas boite ont été introduits par H.B. Keller en 1971, pour des problémes parabo-
liques [31]. Aprés I'étude au Chapitre 1, de schémas boite associés & ’équation de la chaleur
en dimension 1, nous soubaitons généraliser cette étude en dimension 2 pour un domaine
muni d’un maillage en triangles. Sur le principe de discrétisation introduit par B. Courbet
dans [14] pour le probléme de la chaleur sur des maillages en triangles, B. Courbet et J.-P.
Croisille ont introduit un schéma boite de type volumes finis pour 1’équation —Au = f sur

un domaine Q2 maillé par des triangles [15]. '

Dans ce chapitre, nous rappelons la construction et le principe du schéma b01te Courbet-
Croisille et son lien avec la méthode des éléments finis mixte. Puis nous introduisons des
schémas boite d’ordre plus élevé basés sur les mémes principes, pour lesquels nous prouvons
des estimations d’erreurs par rapport a la solution exacte du probléme de Poisson. La partie
analyse numérique de ce travail a été publiée dans [19]. Quelques applications numériques
illustrent les résultats théoriques obtenus. Par ailleurs, signalons que la généralisation au
probleme de Poisson avec tenseur de [15] a été établie par Chou et Co., [10].

2.2 Rappels sur les méthodes mixtes

2.2.1 Formes mixtes du probléme de Poisson

Nous considérons un domaine polygonal Q2 C R?. Le probléeme de Poisson défini sur
est : trouver u € H}(R) tel que :

—Au=f dans
{ u=0 surl (2.1)

Si f € L*f) et £ C R? est un domaine convexe, le probleme (2.1) admet une unique
solution u € H}(2) N H2(R) telle que [|ul2,0 < C|fo,n- Nous utilisons dans la suite les deux
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formes mixtes suivantes du probléme de Poisson
(i) La formulation mixte primale : trouver (u,p) € Hg(Q) x Hg;v () tel que

(divp+ f,v)o0 =0, Vv € L*(Q) ”s
(p — Vu,q)oa =0, Vg € (L}(Q))? (2:2)

(i) La formulation mixte duale : trouver (v,q) € L*(Q) x (Lz(Q))2 tel que

{ _(Vu1Q)0,ﬂ = —(f’ u)ﬂ,ﬂ , Vu € H('}(Q) ' (2 3)
(p, )00 + (divp,v)on =0, Vp € Haiv(Q) ’

Rappelons également les deux formes mixtes usuelles
(iii) La formulation mixte : trouver (u,p) € H}() x (L*(R))? tel que

—(p, Vv)oqa = —(f,v)on » Yv € Hy(Q) 04
(p — Vu,q)oa =0, Vg € (L3(Q))? - (29

équivalente & la forme variationnelle usuelle : (Vu, Vv)oa = (f,v)o,n avec p = Vu.
(iv) La formulation mixte variationnelle : trouver (u,p) € L?(Q) x Hgv(9) tel que

{ (divp+ f,v)on =0, Yv € L*(Q) s
(p,9)on + (u,divg)oe =0, Vg € Haiv(2) (2.5)

La solution (u,p) € L2(2) x Haiy(2) de la formulation (2.5) est caractérisée comme étant
I’unique point selle sur V = L?(2) x Haiy(Q) de la fonctionnelle J

1 .
J(v,q) = §|¢I|(2),n + (divg + f,v)oa- (2.6)
La forme bilinéaire B définie sur V x V' par ) '

B((u,p); ('U’ q)) = (p, Q)O,ﬂ + (u1 div Q)O,ﬂ + (dina 'U)O,ﬂ (2-7)

est symétrique, continue, V-elliptique ([16]), donc le probleme (2.5) admet une solution
unique (u,p) € V qui est la solution de

B((u,p); (v;9)) = (f,v)o- (2.8)

Ces quatre problémes mixtes ont pour unique solution (u, Vu), ol u € Hg(Q) N H 2(Q) est

’unique solution de (2.1).
Pour la preuve, on peut utiliser le théoréme de Babuska-Brezzi, que nous rappelons.

2.2.2 Le théoreme de Babuska-Brezzi

Le lemme de Babuska

Soient (Hi, (-,.)1), (Hz, (.,.)2) deux espaces de Hilbert et B(-,-) une forme bilinéaire
continue sur H; x Ho. Soient J : Hy — Hj et J* : Hy — Hj les deux opérateurs linéaires
continus associés a la forme B par

B(u,v) =< Ju,v >g 5, =< J" 0,8 >pi.m, (2.9)

On a
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Théoréme 2.2.1 (Lemme de Babugka, [2])

L’opérateur J : Hy — Hj est un isomorphisme si et seulement si les deuz conditions (i) et
(ii) sont satisfaites

(i) il existe une constante C > 0 telle que

sup B('U,, U) 2 C”“”l, Vu € Hl

vEH2,||v||2<1

(ii) Si v € H, est telle que B(u,v) = 0 pour tout u € H,, alors v =0.
De plus, la constante de continuité de J est 1/C.

Cas particulier ou Hi=M xX; et H2 =My x X,

Dans le cas particulier d’espaces de Hilbert produit, Brezzi [3], Nicolaides [35], Bernardi
et al. [7] ont prouvé le Théoréme 2.2.2 que I'on peut déduire du Lemme de Babuska. Soient
(My, (5 )m)s (X1, (5 )x0)s (M2, (1)), (Xa, (., -)x,) quatre espaces de Hilbert. Définissons
les espaces produits H; = M; x X;, et Hy = M, x X,, munis des normes :

1/2
el = (el + llulba) > Vo) € Hy

12 (2.10)
@, )l = (llallxs + llollae) > ¥(g,0) € Ha.
Soit B la forme bilinéaire définie sur H, x Hy par
B((p, u); (g,v)) = a(p, q) + b1(g, u) + ba(p, v) ! (2.11)

ol

e a est une forme bilinéaire continue définie sur X; x Xj,

e b; et by sont des formes bilinéaires continues définies respectivement sur M; x X, et
M2 x X 1.

Définissons les espaces noyaux Vi, V5 :

Vi ={p e X1|bap,p)
Va2 ={q€ X2| bi(g, )

0 Vﬂ€M2},

0, Vi€ M]}. (2.12)

Soient l, my, des formes linéaires continues définies respectivement sur X, et M,. On
consideére le probléeme : chercher (p,u) € X; x M, solution de

a(p1Q)+bl(q7u) =<l2)q> ’quX2 (2 13)
bao(p,v) =<my,v> ,Yv € M, ‘

Théoréme 2.2.2 Le probléme (2.18) admet une unique solution (p, u) qui dépend continiment
des données (la, mg) € X5 x My si et seulement si les conditions suivantes sont vérifides :

(i) il existe une constante a > 0 telle que Vq € V3,

sup  a(p,q) > aflg||x,,
PEVAlIpllx, <1
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(ii) pour tout p € W,

Vg€ V2, a(p,q)=0=p=0,
(iii) il eziste une constante f; > 0 telle que

sup  bi(g,u) > Billullm,, Yu € My,
qGXz,"q"Xg <1 '

(iv) il eziste une constante B2 > 0 telle que

sup  ba(p,v) > Bellvlmy, Vv € Mo

PEX) ,||P||X1 <1

Les deux formes mixtes (2.2), (2.3) entrent dans ce cadre :
(1) Soient les espaces de Hilbert X; = Hgv(Q), M1y = H}(Q) , X2 = (L*(R))? et
M, = L?(f2). Le probléme (2.13) associé & la forme mixte (2.2) est : chercher (p, u) € X; xM;

solution de .
(divp,v)oa = —(f,v)on ,YvE M, '

équivalent a

ba(p,v) = —(f,v)on Vv E M, '
pour les formes bilinéaires continues a(p,q) = (»,9)o, bi(g,u) = —(Vu,g)oga et

by(p, v) = (divp, v)on. Les hypothéses du Théoréme 2.2.2 sont vérifiées, [16], en effet :
Les espaces V; et V, définis par

= {p € Hdiv(Q) | (divp,'v)o,g =0 , Ve L2(Q)} (2 16)

V= {g € (L*())?] - (Vu,q)on = 0, Vue€ Hy(Q)} '
satisfont V; = V, = V. Donc pour tout ¢ € V, on a 'égalité
sup a(p,q) = llglloa
PeV,lipllo,a<1

Ainsi, les hypothéses (i) et (ii) du Théoréme 2.2.2 sont vérifiées. D’autre part les hy-
pothéses (iii) et (iv) du Théoréme 2.2.2 sont les conditions “inf-sup” associées aux problémes
mixtes standards (2.4) et (2.5) pour les couples d’espaces (M, X) = (H}(2), (L*(R))?) et
(M, X) = (Haw(), L*(9)).
(2) Soient les espaces de Hilbert X; = (L%())?, My = L* Q) , Xo = Hgw(Q) et
M, = H}(Q). Le probléme (2.13) associé & la forme mixte (2.3) est : chercher (p, u) € X; x M,
solution de

{ (p,9)o0 + (divg,u)en = 0 ,Vg€ X, (2.17)
—(V'U,p)o,n = _(f’ v)O,Q ,V‘U € M, )
équivalent a
{ a(p,g) +bi(g,u) = 0 Vg€ X, (2.18)
b2(p$v) = "'(fyv)O,Q ,V’U € M, )
pour les formes bilinéaires continues a(p,q) = (p,¢)ogn, bi(g,u) = (divg,u)on et
be(p,v) = —(Vv,p)o,0. On montre de facgon analogue que les formes a, b et b, ainsi définies

vérifient les hypotheses du Théoreme 2.2.2.
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2.2.3 Notations géométriques

Dans toute la suite, on suppose que le domaine 2 est connexe et convexe K désigne un
triangle quelconque, d’aire notée |K|. La Figure 2.1 représente les données d’un triangle K.
Soient :
® hy : diametre du cercle circonscrit & K.
® pi : diameétre du cercle inscrit dans K.

oo = -,’:in > 1 : mesure de la non dégénérescence de K.

F1G. 2.1 — Données géométriques d’un triangle K

Soit 75, un maillage en triangles du domaine §2 de parametre de discrétisation

h = max hg.
KeT,

T est défini tel que Q = U K. Nous supposons que le maillage est uniformément régulier

KeT,
c’est-a-dire :

e h= Irglea.%( hxg =0
h
e il existe deux constantes ¢ > 0 et 7 > 0 indépendantes de A, telles que

ThShKSO'pK.
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FiG. 2.2 — Vecteur normal a ’aréte a

Le vecteur normal unitaire & une aréte a de K orienté vers P’extérieur est noté v,, le vecteur
tangent est noté 7, (Figure 2.2), tels que (v, 7,) forment une base orthonormée directe.
Soient K, et K, deux triangles d’aréte commune a. Le saut d’une fonction v & travers
I’aréte a est [v] = Uk, e — Vky,a) OU UK, q €St la valeur de v le long de I’aréte a dans le triangle
K;, i = 1,2. Le gradient d’une fonction f € HY(Q) est Vf = (8:f, 8,f), son rotationnel
est rot f = (8,f , — 8.1 ). Le rotationnel scalaire d’une fonction vectorielle (f1, f2) est noté

de facon identique, défini par rot(f1, f2) = Oyfr — Ocfo.

L’ensemble des arétes du maillage noté A = AU A; est constitué des arétes frontiéres A, et
des arétes internes .A;. Nous notons N A, le nombre total d’arétes, N A, le nombre d’arétes
frontieres et N A; le nombre d’arétes internes, NP, le nombre total de noeuds du maillage,
NP; le nombre de noeuds internes du maillage. NE désigne le nombre de mailles de la

triangulation 7. Les relations d’Euler pour le maillage sont :

NE-NA+NP=1 e 3NE=NA+NA;. (2.19)

2.2.4 Quelques Lemmes et Définitions

Les espaces de polynémes de degré total k sur K sont notés P*(K). Pour v € L*(K),
IT*v désigne la projection orthogonale de v sur P¥(K) tel que -

f(l'["v—v)qdz =0, Vg€ P*K).
K

Lemme 2.2.1 (Interpolation, [23], [30])
[l existe une constante C > 0 indépendante du triangle K telle que

(i) si v € H(K),
[v = ¥l x < CoR RET ™ lkrrx, 0<Sm<Ek+1 (2.20)

(i) sive H¥\(K), 1< 1<k

v—T* k <CoB R ™vlip1,k, 0Sm<I+] 2.21
£} K K ¥
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F1G. 2.3 — Maillage du aomaine Q

Soit P*(e) la restriction & ’aréte e des polynémes de degré k. I1* désigne la projection de
L?(e) sur P*(e). Rappelons le lemme suivant

Lemme 2.2.2 (Interpolation d’aréte de Crouzeix-Raviart [22]) _
Soit k € N, Vm € N tel que, 0 < m < k, il existe une constante C > 0 indépendante de K

telle que pour tout ¢ € H(K), v € H™(K),
| [ #(v - to)do| < Cone Kol ol
e

Rappelons le patch-test au sens de Irons et Razzaque [22], [32], [43]. Il s’agit d’une condition
de recollement des espaces de polynoémes totalement discontinus au niveau des arétes du

maillage.

Lemme 2.2.3 (Patch-test d’Irons et Razzaque, [22], [32], [43])
Un espace d’éléments finis Vi, sous espace vectoriel local de P* satisfait le patch-test au

sens de Irons et Razzaque si : pour tout v, € V;, on a
() Va € A;, /{vh]pda =0, Vpe PF(q)
a

(%) Va € A, /vhpda =0, Vpe Pa).
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Rappelons le théoréme suivant, que I'on retrouve par exemple dans [16], [34], qui est la
version discrete du Théoreme 2.2.2 de Babuska-Brezzi. On définit les espaces de Hilbert
discrets K;p = Xip X Mip et Hip = H; + K;, ot H; est I'espace de Hilbert produit
H; = X; x M;. L’approximation du probléme (2.13) est :

chercher (pn,us) € X1, X My solution de

{ an(Pny an) + bip(gn, un) = <lok, gn >, Van € Xon (2.22)
bop(Pr,Uh) = < Magp, U >, Vv € Moy : )

ou

e ap, by et by, sont des approximations des formes bilinéaires a, b; et by de la Section 2.2.2.
o Iy et myy des approximations des formes linéaires Iz, m».

Soit By, la forme bilinéaire discréte définie sur Hyp X H, par

Bu((on, un); (an, vh)) = an(Pn, an) + b1,n(gns un) + b2,n(Ph, Vh)- (2.23)
Résoudre le probleme (2.22) est équivalent & trouver (s, us) € X1,a X M, ;, tel que
Bu((pn, un); (ansv)) =< lop,an > + <man, v >, V(gh,va) € Xop X Mo (2.24)
Soient les espaces noyaux discrets de dimension finie :

Vin = {pn € Xin; bop(vn,pn) =0, Vor € My}, (2.25)
Vo = {an € Xop; bin(un,an) =0, Vup € My} )

Théoréme 2.2.3 (Babuska-Brezzi discret - Condition “inf — sup”)

Le probléme (2.22) admet une unigue solution (pn,un) continidment dépendante des données
(lo,p, M2,p) € X5, X My, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) il existe une constante a > 0 indépendante de h telle que,

sup an(Pn, an) 2 allanlix,,,
PhEVl.h,"Ph"X”. Sl

(ﬁ) dim Ml,h + dim Xl,h = dim Mz,h + dim Xg,h
(iii) il eziste une constante B > 0 telle que

sup bia(gn un) = Billunllm,, Vun € Mip
ar€Xz,n5llanllx, 5 <1

(iv) il existe une constante f2 > 0 telle que

sup bo,n(Phy Un) 2 Bollvnllme,,  YUn € Mo
PREX1 hillpnlix, j, <1
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2.3 Principe des schémas boite

2.3.1 Introduction

Dans le cadre de 1’équation de la chaleur, B. Courbet introduit un schéma boite sur
maillage triangulaire [14]. L’idée principale consiste & évaluer la moyenne par maille de la
quantité conservée p en fonction de ses valeurs a l'interface de la maille. On obtient ainsi
une formulation compacte du schéma : la moyenne ne dépend que des valeurs de u et p
prises sur la boite. La discrétisation des équations ne se fait que sur une maille, ce qui est
particulierement intéressant pour imposer les conditions limites sur la frontiére. Sur cette
idée, B. Courbet et J.-P. Croisille ont introduit le schéma boite [15]. Ce schéma fait le lien
entre le schéma boite algébrique de B. Courbet [14] et les schémas de type éléments finis.
Dans un premier temps, nous définissons les espaces d’éléments finis dont nous aurons besoin.
Nous rappelons ensuite le schéma boite de B. Courbet et J.-P. Croisille [15]. Nous décrivons
enfin quelques principes généraux de construction de schémas boite.

2.3.2 L’espace Pl non-conforme de Crouzeix-Raviart

L’espace P1 non-conforme de Crouzeix-Raviart, [22], est I’espace des fonctions affines
par morceaux, continues aux milieux des arétes internes et nulles aux milieux des arétes
frontieres. Il est noté :

c().{«;,;e;L (@), vax € PN(K), VK € Ti, [, vado =0, VaeA.,

[.lonldo =0, Va € A.,} (2.26)

Lemme 2.3.1 (Fonctions de base de I’espace P, ;)
(i) Les degrés de liberté de espace Py, sont les formes linéaires {l;}aca;, 0t l, est défini

1
la(vp) = |a_| /vh do =vp(M,), Vu,€ P,,co, (2.27)
a

par :

ot M, est le milieu de l’aréte a.
(ii) La base globale de I’espace Pp.o est (Po)aca; 0% pa = 1 — 2)g, As(z,y) désigne les
coordonnées barycentrigues du point (z,y) par rapport au sommet S opposé & l'aréte a

(Figure 2.4).
(iii) En particulier, Uespace P, est de dimension NA,;.

Par définition I'espace Py, satisfait le lemme suivant :

Lemme 2.3.2 (Patch test pour P, )
L’espace Pl satisfait le patch-test d’Irons et Razzaque : pour tout v, € Pl.0, on a les

relations

()Vae 4, [lnlpo=0,pePi(a),

(i) Va € Ay, /vhpda=0, p € P(a).
a

- 47 -



Quelques schémas boite sur maillages en triangles

Qa2

a1

S1

as
Sa

FiG. 2.4 — Degrés de liberté de P2,

Soit la semi-norme | - |, définie sur H}(Q2) + P, o par

lul,= D Vil .
KeT
[

oll | - |1,k est la semi-norme 1 sur un triangle K.

Lemme 2.3.3 (Inégalité de Poincaré discréte pour Hj(Q) + P.., [30])
Il exziste une constante C qui ne dépend que de S telle que

|'u,|o’h < C’|u|1,h , Vu € H&(Q) + Pr}c,O' (228)

Preuve :
Soit u € H}(Q) + PL. . Alors,

|(u, 9)oal
tlon = Ssup ———— 2.29
el ser2(@) |9log (226)

Soit g € L*(Q), 3p € H'(Q)? tel que divp = g et ||p||1,o < Clglon. En remplagant g par
sa valeur, puis en intégrant par parties, on obtient

(4, 9o, = (u,divp)oa = — Z/ Vu ~pda:+Z/ p-vudo (2.30)

s (D

(i) L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’estimer |(I)| :

» / Vu-pdz| < [ulun lplog.
K K
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(ii) Puisque p € H*(Q)? N Hg;, (), sa composante normale le long d’une aréte interne a est
continue, (II) devient donc :

(II)=Z/aKp-uuda=Z/p-uauda—z P Vg [u]do (2.31)

acA, acA; Ve

Soit p-V; = 1 [.p - vado € P°(a) la moyenne de p - v, le long de l'aréte a. L’espace
H}(Q) + P, satisfait le patch-test (Lemme 2.3.2), donc

L uds = 0, YacA,
[P ulde = 0, VacA4;. (2.32)

L’égalité (2.31) devient :
Z/ p-vudo = Z (P va—P V) udo — E (p-ve — 7 75) [u]ldo
% Jok

acA, Ve acA; Ve
= ZZ (p-ve — P T;) udo
' K ecdK ™€

Le Lemme 2.2.2 donne I’estimation |

| / (p-ve — F7) udo]| < C hy [ulu [plx
e

Ainsi,
UDI=1X [ »-vudol <3Chuhaloha
K YOK : |
Finalement,
(%, 9)o,al < (C hlplia + Iplog)|ulis < Clufis llplhe
Or, |lplli,a < C()|glo,n, d’ott le résultat annoncé. [ ]

En particulier, nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.3.4 La semi-norme d’energie | - |15 est une norme sur Uespace Hy(Q) + Pl

2.3.3 L’espace RT? de Raviart-Thomas
L’espace RT® est I’espace de Raviart-Thomas [39] de plus bas degré. Il est défini par

RT® = {1 € Han(2), YK € Tr, qux € (P(K))? + PY(K) ( . ) } (2.33)
La composante normale d’un élément ¢ de RT® est constante par aréte. De plus
RT° C Hyy(R), on a en particulier la continuité le long d’une aréte interne de la com-
posante normale d’un élément de RT?. C’est-a-dire, si a = 8K, NOK, est une aréte interne

du maillage, des triangles K; et K>
Dh, Ky (.’L') "V +ph,K2($) ‘Vg=0, Vze€a. (2.34)
On en déduit
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Lemme 2.3.5 (Fonctions de base)
(i) RT® est un espace vectoriel de dimension NA, dont les degrés de liberté sont les formes

linéaires {Lo}aca, 04 La est défini par :
1
La(gn) = Tal f an - vado, Vgu € RT". (2.35)

(ii) La base globale de l’espace RT® est (Ps)aca, ot P, est défini par :
P.(z,y) = Pk, q(z, Y)ik, — Pr,,6(7, Y)lk,, (2.36)

et sur chaque triangle K, Pk, est défini par :

, 1 fzx-3s ,
PK,a(x;y) - 2|K| ( Y— s ) 9 | (2-37)

ot S désigne toujours le sommet opposé & l'aréte a F(Figure 2.5).

S3

51

S2

FIG. 2.5 — Degrés de liberté de RT?(K)

2.3.4 Le schéma boite de Courbet et Croisille

Illustrons la méthode boite, dans le cas du schéma boite de Courbet et Croisille, [15).
Aprés introduction d’une variable auxilliaire p = Vu, le probléme de Poisson homogene

(2.1) devient

p—Vu =0, sur Q (2.38)

divp+ f =0, sur
u=0, sur[".
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On intégre les équations (2.38) sur chaque cellule K du maillage. On obtient le systéme
(2.39), dont la solution continue (u,p) de (2.38) est solution

(divp+ f)dz =0, VKeT,

f(p—Vu)d:L‘=0, VK € Ty
K
‘U.|1'~=0.

(2.39)

Approchons les inconnues du probléme continu u et p respectivement par les inconnues
discrétes up, € My, et pp, € Xy, ol My 4 et X, sont des espaces d’éléments finis appro-
chant les espaces continus Hy(€2) et Hgv(52). Considérons le probléeme approché : chercher
(un,Pr) € My x X1, tel que

/(divph+f)d:v =0, VKeT

(ph—Vup)dz = 0, VKeT, (2.40)

K

Ur = 0.
En appliquant la formule de Green sur un triangle K, 1’équation (2.40) devient :
( Z ph‘VedU+|K|H0f =0, VK€7;;
ec8K Ve
4 IKI(HOPI;)K - Z (/uh da) ve=0, VKeT, (2.41)
ecdK V¢
[ unr =0.

Cette réécriture du probleme fait apparaitre un choix naturel de degrés de liberté pour uy
et p, donnés par les moyennes d’arétes :

updo, Ve€e A
e (2.42)

ph-Vedo, Ve€ A
e
Pour que le probléme discret soit bien posé, il est nécessaire de choisir des espaces d’inconnues
M, et X, tels que le nombre global d’inconnues soit égal au nombre d’équations du
systéme (2.41). C’est-a-dire 3NE + N A, équations, ou encore 2N A équations (en utilisant
la deuxiéme relation d’Euler). Le choix de 2N A inconnues suggéré par (2.42) satisfait donc

la relation

nombre d’équations discrétes = nombre d’inconnues discrétes.

D’autre part, les degrés de liberté donnés par (2.42), correspondent aux degrés de liberté des
espaces P,}c,o de Crouzeix-Raviart défini au paragraphe 2.3.2 et RT?, ’espace de Raviart-
Thomas de plus bas degré défini au paragraphe 2.3.3. Choisissons donc My, = P,}c,o et
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X5 = RT®. Revenons & la formulation (2.40). Elle est encore équivalente & chercher
(un, pn) € Pl % RT® tel que

Z/K(divm+f)vndx=0, v, € P°
K .

(2.43)
Z/K(ph —Vu) - qudz=0, g€ (P>
K

Notons :
Xon={mn € (@) ; auy € (PK)?, VK €Ti} (2.44)

le sous-espace vectoriel de R?, des polyndmes constants par triangle, totalement discontinus,
de dimension dim X, = 2NE et

Moy ={on € Q) ; mx € P°(K), VKETi} (2.45)

lespace des polynomes constants par triangle totalement discontinus, de dimension

22

dim My, = NE. On note aussi ces espaces (P°)? et PO, Le probléme (2.43) se réécrit :
chercher (up,pn) € My, X X1, tel que

Z/(divph+f)vhd$='0, vp € My
= JK

(2.46)
Z/K(Ph—vuh)'%dz=0, gn € Xaz,n-
= .

Définition 2.3.1 (Le schéma boite de Courbet et Croisille)
On définit le schéma boite suivant associé au probléme de Poisson (2.1) comme étant le

probléme discret : chercher (un,pn) € PL.o % RT® tel que

Z/(divph+f)vhda:=0, Yo, € P°
= JK

(2.47)
> [ = V) -andz =0, Var € (PO
K :

C’est une formulation mixte de type “Petrov-Galerkin”, c’est-a-dire que les espaces d’ap-
proximation My, = Pp.o et Xip = RT® sont des espaces d’éléments finis, distincts des
espaces test My = P° et Xop = (PP)% L'espace discret X, est un espace d’éléments
finis de type conforme (X;5 C Haiv(f2)) mais Pespace M;, est de type non-conforme

(Myn € H5(Q)).
Lemme 2.3.6 Les espaces d’inconnues et les espaces de fonctions test satisfont la relation
d’égalité des dimensions :

dim P2, + dim RT® = dim P® + dim(P°)’. (2.48)
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Par la suite pour définir des schémas d’ordre plus élevé, nous veillerons & choisir des espaces
M, X10y Moy, et Xy, satisfaisant la relation d’égalité des dimensions des espaces _

dim Ml,h + dim Xl,hv = dim Mz,h + dim Xon (249)
Lemme 2.3.7 Le schéma boite (2.47) a une unique solution (us, p) € Pl x RT®.

Preuve :
Rappelons briévement la preuve, [15]. Le probléme (2.47) est linéaire avec autant d’équations

que d’inconnues, il suffit donc de prouver que f = 0 implique u, = 0 et p, = 0. D’apres
la définition de RT?, f = 0 dans ’équation (2.47); entraine que div prix = 0, sur chaque
triangle K, donc localement, pyx € (P°(K))% Le choix g5 = p; dans I’équation (2.47),
donne 3, |pul§ 5 = 0, c’est-a-dire p, = 0. D’autre part, Vuyx € (P°(K))?, donc le choix
gn = Vu,, dans I'équation (2.47); donne Vu, = 0. Donc u;, est constante par triangle, on
conclut que u;, = 0 en utilisant la continuité de u; au milieu des arétes internes et la nullité

de u, au milieu des arétes frontiéres. [ |

Proposition 2.3.1 Le probléme (2.47) est équivalent & chercher (un, p) € Pl o x RT® tel

que :
(i) un € P4 est solution du probléme :

Z(Vuh, V'Uh)o,]( = Z(Hof”(, 'Uh)O,K , Vo, € P,}c’o (250)
K K .

(ii) pn est donné localement par
n°f)x =
pux(@) = Vux(z) - L X2 (2.51)

ou Gg(zk,yk) est le centre de gravité du triangle K.

Preuve :
(i) Soit v, € P,,,, en prenant g, = Vv, € (P°)? dans 'équation (2.47), puis en intégrant

par parties, on obtient

Z(Vuh, Vun)ox = Z(Ph, Vun)o,x (2.52)
K

K
= =) (divps,va)ox + Z/ pn - vupdo

Puisque p, € RT?(K), sa divergence est constante par triangle. Donc I’équation (2.47),
implique que div pyx = —(I1°f) k. D’autre part, pj, vérifie la relation (2.34) de continuité
de la composante normale de p, donc (2.52) est équivalente &

Z(Vuh, Vur)og = Z(Hof,'uh)o,x+ Z/ph-uavhda— Z Dh - Vg [Up) do
K K a

aEA, acA; Ve
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Or, p - v, € P%(a) et v, € Py, en particulier J. n - vavado = 0 si a est une aréte frontiére
et fa Ph - Vo [Un]do = 0 si a est une aréte interne. Donc

Z(Vumvvh)o,x = Z(H°f, Vh)o,K
K K

(ii) Le flux discret p, € RT°(K), est donné localement par

div py ( T — Tk )
= (M°
prix = (IFpa)ix + — Y — Yk

Nous avons vu précédemment que divpuyx = —(I°f)x. L’équation (2.47); implique que
(IT°4) 1k = (T°Vun)x = Vunk, puisque Vuyx € P'(K). D’oli on déduit le résultat. B

Proposition 2.3.2 (Stabilité)
La solution (un,pr) € Pl.o x RT® du schéma (2.47) vérifie

llunllin + llosllaive < Clflog

Preuve :
D’aprés la formulation équivalente de la Proposition 2.3.1, le choix vy = u;, dans I’équation

(2.50) donne

 |unlip £ Clfloo (2.53)
En utilisant le Lemme de Poincaré 2.3.3, on déduit que
lunllre < Clflog (2.54)

De plus I’écriture locale de py (2.51) donne |paloa < |uslin + C h|floq. Ce qui donne en

combinant avec (2.53)
lpalos < C|floa-

De plus, div pyx = —(TI°f)|x, on en déduit donc que

llpallaiv.e < C |floa-

D’ou le résultat. [ |

Cette combinaison des espaces P.. et RT° dans le schéma boite (2.47) donne une bonne
approximation & la fois de 'inconnue scalaire u et de I'inconnue de gradient Vu. En effet :

Proposition 2.3.3 (Estimations d’erreur a priori)

Soit (u,p) € HI(Q) x Haw() la solution du probléme continu (2.2). Soit
(uh,pn) € Plo x RT, la solution du schéma boite (2.47). Siu € H%*(Q) et f € HY(Q),
alors on a les estimations d’erreur suivantes :

(3) lu — uplip S Ch|floo ; (1) |u— uploo < Ch?|flog (2.55)
(i) |p — prloa < Chifloe 5 () |p— prlave < Chlflie '
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Preuve :
Rappelons la démonstration de [15]. Nous supposons que u € H2(2).
(i) Notons aj, la forme bilinéaire définie sur I'espace H}(Q) + Pl.o par

ap(u,v) = Z(VU, V’U)o,K_, Vu, v € Hy(Q) + P, r}c,O'
K

Pour tout v, € P4, on a
[u—unlin < |Ju—vnlip+ lun — valip
Or, par définition de a,

lun —wnl2h = an(un — vn,un — va)
= ap(up — u,up — v) + an(u — vy, up — vy)

Donc

a — U, Uy — U
un—vplin < sup |an (un — u, un — vs)|

< + |u—vp|1p
vhEPL, o |un — vhll,h !

ce qui donne :

ap(up — u, wp)|
|u —upl1pn <2 inf |u—whlin+ sup lan(un — u, wp)|
wnGP,}c,o ""lEPv}c,o |wh|l,h

N J

) an

7

e Estimons I’erreur de consistance (/7). Soit w, € P,
ah(uh - u, wh) = Z/ V(uh - u) . V'whd:c
% JK
Z/ Vuh-thdx—Z/ Vu - Vuy dz
K 'K K VK
Soit encore, puisque uj, est solution de la formulation variationnelle (2.50)
ap(up — u, wp) = Z(H“f, wh)o,x + Z/ Auwpdz — Z/ (Vu - v)wpdo
K Kk 'K Kk JOK
Or, —Au = f dans L?(Q2), donc

ap(up — u,wp) = ;/K(Hof—f)whdm-;/ax(Vu-u)whda

Notons L, la forme linéaire définie sur I’espace Hj(§?) + P, par :

Ly(wp) = ;/BK(Vu -v)wpdo, Vu€ Hy(Q)NH3Q)
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Estimons le terme L, (w) pour u € H}(Q2) N H3(Q) :

> / Vu-vowpdo (2.61) |

/ Vu - ve[wp] do +
a€EAy

Ly(wp) = zK: fax(Vu -v)wpdo = — aeA,

Soit P%(a) la restriction & ’aréte a des polynémes constants. On définit la moyenne de v sur
I'aréte a par o = 1 [ vdo € P%(a). Or, Pl satisfait le patch-test (Lemme 2.3.2), wp € Pyo

et Vu-y, € P°(a), ce qui donne

/Vu-ua[wh]da=/(Vu-ua—Vu-ua)[w;,]da, a € A;

et
/Vu-uawhda=/(Vu-va ~Vu v, ) wndo, a € A.
a . a

Ainsi, ’équation (2.61) est équvalente & :

L,(wp) = —z (Vu-vg = Vu-v,) [wp] do

acA; Ve
+ Z f(Vu Vg — VU - Vp) wp do (2.62)
a€A, Ve
= ZZ/(Vu Ve — Vu - v,) wpdo
Ke eecdK

En appliquant le Lemme 2.2.2 (k = 0, m = 0), on obtient I'estimation
|/(Vu Ve — VU - V) wp do| < C ok hx|wn|i,x|Vulykx
e

L, (ws) est donc majoré par :

|Lu(wn)| < C1 b |wa|in ul20. (2.63)

Estimons maintenant le terme E / (IT°f — f)wp dz.

Par définition de I1°, opérateur de projection sur les polyndmes constants,
Z/ (Hof—f)whda: = —Z/ f(wh—IIO'wh)dx.
kK 'K K VK
Ainsi, nous obtenons en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I’estimation (2.20) :
I3 [0 = Dundel < 3 flos lun = TPwnlox
Kk VK K
< Y Iflox (Cahlwali,x)

K
< Cyh|flogalwnlin- (2.64)
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Donc en remplagant (2.63) et (2.64) dans (2.60), on a I’estimation de ap(us — u,wy) : pour
tout wy, € P,

C1 hlwp|1,plulz,0 + C2 bl floolwali,a

lan(us — u,wn)| <
< Chlwlialflog

Donc (1) < Ch|flog.
e D’autre part, en notant IT} 'opérateur de projection P2-Lagrange des fonctions de L2 (Q)
sur Pespace P, et par inclusion de P, dans PL ,, on obtient I'estimation de I’erreur d’ap-

proximation (I), donnée par le Lemme 2.2.1,

(=_inf |u=wnh < |u—Tuls < Cohluba < Cshiflon
wp

ne,0

Ceci nous permet de conclure en regroupant les termes (I) et (1) dans (2.58) que -
lu — unlip < Ch|flog

Nous avons ainsi démontré 'assertion (i).

(ii) Ce résultat se démontre par un argument de type Aubin-Nitsche. Nous ne démontrons
pas ce résultat dans I'immédiat. Cette démonstration est analogue & celle réalisée dans la
preuve de la Proposition 2.5.2, que nous détaillerons au Paragraphe 2.5.

(iii) En utilisant Pécriture locale (2.51) de py, et la définition de p, on obtient I'inégalité

I°
lp—palse < Z|Vu‘vuhlklox+z|( f)KGK |0K

< l‘u ~ulip + Chlfloga

En utilisant (i), on déduit I’assertion (iii).

(iv) |p = paldiv0 = Xk | divp — divp,|? k. Or, nous savons que le flux du probléme continu
vérifie divp = — f, d’autre part, nous avons vu précedemment que div Pk = —(II°f) k. On
obtient donc |p — pu|3, 0 = 2k |f — I°f|2 k. Le Lemme 2.2.1 (i) permet de conclure. W

De plus, la solution du schéma boite (2.47) est donnée en fonction de la solution du probléme
classique de Raviart-Thomas : chercher (is,55) € P° x RT? tel que

{ (diVﬁh+f,'l_Jh)o,n=0, VﬁhGPO (2 65)
(Pny@n)osa — (@n, V - Gn)oa =0, Vg, € RT® )

Proposition 2.3.4 (Lien avec le probléme mixte classique de Raviart-Thomas)
Soit (@n,Pn) la solution du probléme mizte classique de Raviart-Thomas (2.65), alors la
solution (up,pn) du schéma boite (2.47) est telle que :

1
Dh = Dp el uUp= Houh -+ Z Z(Hof)}( Rf(llx

ou Rk est le rayon de giration du triangle K, c’est-d dire R% = ]-— Jx ”axa:” dr , Gg
étant le centre du triangle K.
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La preuve de ce résultat est donnée dans [16].

Dans le cas plus général du probléme de Poisson avec tenseur de diffusion, Chou et al.
[10] ont généralisé le schéma boite (2.47) pour le probléme

—div(KVu) = f, surQ
{ u=0, sur (2.66)

Ils proposent le schéma suivant : chercher (us,pn) € Pi.o X RT® solution de

S k(divps + frvn)oxk =0, Yoy € P° (2.67)
Y k(o — KVup, gn)ox =0, Vau € (P°)? ]

qui admet une unique solution. telle que

Z(K,‘Vuh, V'Uh)O,K = Z(Hofu(, 'Uh)O,K , V‘Uh € Pnco
K K

mf)x —
Ph|K($) = HOICIK VUMK(.’IJ) - (—&GK:B

Grace a cette formulation, ils obtiennent des estimations d’erreur similaires & celles obtenues
dans la Proposition 2.3.3, mais dépendantes de ||K||co.

2.3.5 Principe général des schémas boite

Soient M, ; et X, des espaces d’éléments finis pour les espaces de fonctions inconnues
uy, et pn, approximations de la variable primale u et du flux p du probléme (2.2). Dans la
suite, les espaces M, ; et X, d’approximation des espaces H}(Q) et Hg;y () seront de type

non-conforme, puisque X1 4 € Haiv(€2) ou My, € Hg ().
Soient les espaces H2(2)+M, 4 et Hgiv(2)+ X1 5, munis respectivement des normes dépendantes

du maillage :

1/2 1/2
ula= (3 1Vui) s lullhp = (o +ulls) o Vue H@)+Mup (268)
K

] 1/2 1/2
plava = (3 1div pBxc) 5 pllawn = (IpBa+lplivs)  » VP € Han(@)+ X1 (269)
K

Les espaces de fonctions test, notés Mp ) et X, sont des espaces de polyxiﬁmes totalement
discontinus par triangle.

Définition 2.3.2 Le schéma boite associé ¢ la formulation mizte de type Petrov-Galerkin
(2.2) s'écrit : chercher (un,pn) € My X Xyp tel que

Z/(divph+f)vhd$=0, Vup € My,
= JK

(2.70)
S j/(ph—wh)-qhdx=o, Van € Xon
K
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Pour que le probléeme (2.70) soit bien posé, les espaces My, X1, M2, Xop doivent satis-
faire la condition nécessaire (2.49) donnée par :

dim M, j + dim X, 5, = dim M, , + dim Xap

Une des difficultés réside dans le choix des espaces My 4, X1, My et Xo ), satisfaisant cette
relation. Les espaces produits M;, < X; 4 et My, X X, doivent vérifier les conditions de
compatibilité du Théoréme 2.2.3 de Babuska-Brezzi discret qui assure 1’existence et I’unicité
de la solution ainsi que sa stabilité. Dans la suite, nous allons construire plusieurs schémas

boite satisfaisant & ces principes.

2.4 Schémas boite quadratiques

Nous cherchons maintenant & construire des schémas boite d’ordre plus élevé sur le
principe du schéma de Courbet et Croisille. De fagon naturelle nous considérons I’espace P?
non-conforme des polynomes quadratiques, [28]. Nous utilisons dans la suite M, 5 = P2,
pour approcher u. Avant d’aborder la description de quelques schémas boite du type (2.70)
aux Paragraphes 2.5 et 2.6, nous rappelons dans cette section les propriétés des espaces
d’approximation pour u et son gradient. -

2.4.1 L’espace d’éléments finis P2, s

L’espace d’éléments finis P2 est ’espace des polyndmes quadratiques sur chaque triangle
(P?(K)), continus sur le domaine Q. C’est I’espace P2-Lagrange [30], [40], défini par

P? = {'vh € C°(QY); wnk € PX(K), VK € T,,}.
La restriction de I’espace P? aux fonctions nulles sur la frontiére est noté PZ,.

P2 = {o € P ur=0}.

En particulier, les espaces P2 et P2, sont des espaces conformes dans H'() et H}().

Lemme 2.4.1 (Fonctions de base de P?)
(i) Les degrés de liberté de l’espace P2 sont les fonctions

{Lihcicne U{lijhcij<na, (2.71)

ou l.-(v) = 'U(S,') et l,’j(’l)) = |—¢1i[ fa‘de'.
(i) La base globale de l’espace P? est

{Pih<i<ne U {pijh<ij<na, (2.72)
ou pi = /\i et Dij = 4/\,‘/\]'.
Les espaces P? et P2, sont respectivement de dimension NA+ NP et NA;+ NP,. Les degrés
de liberté sont situées aux noeuds et au milieu des arétes du maillage (Figure 2.6).
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FIG. 2.6 — Degrés de liberté de I’espace P2

2.4.2 L’espace d’éléments finis P},

La formule de quadrature de Gauss & deux points permet d’intégrer exactement les
polynoémes de degré 3 sur un segment. Soit f un polynéme de degré 3 sur le segment [0,1].
On note g; et g les abscisses des deux points de Gauss du segment [0, 1) définies par

1, V3 1 V3
9= 5(1 + —3“) et g —5(1 - T)'

Alors, la formule d’intégration exacte aux deux points de Gauss est

[ 1@z = 3s0a0 + (a2 en)

Fortin et Soulie [28] ont défini I'espace d’éléments finis P? non-conforme, noté P2, des
polynémes quadratiques sur chaque triangle continus aux deux points de Gauss des arétes

internes du maillage :
ch = {'vh € L2(Q);VK € 7;,,1);4}( € P2(K),Va, € A;, /[vh] do = O} .

L’espace P2, est non-conforme dans H 1(Q), puisqu’il n’y a pas existence de ld trace d’une

fonction de P2, au niveau des arétes internes du maillage.
Soient g1, g2, g3, 94, g5 et ge les six points de Gauss des trois arétes du triangle K, représentés

sur la Figure 2.7. La définition de I’espace P2 suggere de choisir comme degrés de liberté
les valeurs des fonctions v, € P2, aux six points de Gauss par triangle. Mais ces valeurs ne
forment pas un ensemble unisolvant puisque, sur chaque triangle K, il existe une relation

linéaire (2.74) qui lie ces six points [28] :

v(g1) — v(g2) + v(gs) — v(ga) + v(gs) — v(gs) =0, Vv € P*(K). (2.74)
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95 4

g6
g3
[}
g2

FIG. 2.7 - Points de Gauss d’un triangle K

Lemme 2.4.2 (Bulle non-conforme de P?)
Soit pu Uapplication linéaire définie par

u: PY(K) — RS
v — (v(g))i<i<e

ot g; désigne le i°point de Gauss du triangle K (Figure 2.7). Alors, le noyau de u, Ker pu,
est de dimension 1 et est engendré par la bulle non-conforme quadratique notée by, ou

b =2 — 3(M% + A% + As?),

0t A1, A2, A3 désignent les coordonnées barycentriques associées auz sommets respectifs du
triangle K.

Preuve :
La bulle non-conforme by est définie comme 1'unique fonction quadratique (2 une constante

multiplicative prés) s’annulant aux six points de Gauss du triangle K. Elle est donnée ex-
plicitement sur le triangle de référence K. La conservation des coordonnées barycentriques
par l'application affine 9k qui transforme le triangle de référence K en triangle physique K
donne donc la formule de by. |

La Figure 2.8 représente la bulle non-conforme associée au triangle de référence. La bulle
s’annule aux points de Gauss des arétes et prend la valeur -1 aux sommets et 1/2 aux milieux
des arétes. Rappelons quelques propriétés de la fonction “bulle non-conforme” by, [28].
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Lemme 2.4.3 (Propriétés de la bulle bx)
Pour tout K € Ty, et tout v € P*(K), la bulle non-conforme bx satisfait :

(z)/ rotbg - Vudz =0
K

(i) fo (rotby 1) vdo =0

Preuve :
(i) En utilisant une intégration par partie,

/rotbK-Vvdx= bK(V'u-'r)da—/ bx rot(Vv)dz
K , JK

Jok

v

) (1

Le terme rot(Vv) = 0 pour toute fonction v, donc (II) = 0. D’autre part, bx(Vv- 7) est un
polyndme de degré 3 qui s’annule en chacun des deux points de Gauss des arétes du triangle
K. Donc (I) est nul.

(i) Par la formule de Green, on a

/ rotbg -vvdo = / div(rot bK)'vdx+/ rotbx - Vvdz (2.75)
8K JK . JK P
N (n

Le terme div(rot bx) est nul, donc I'intégrale (1) est nulle. Et (IT) est nulle par (i). D’ou le

résultat. |
Définition 2.4.1 (Espace ¥ des bulles non—confornies) '
Soit ¥ l’espace vectoriel engendré par la bulle non-conforme by sur chaque triangle K.
¥={v=) akbk, ax €R}. (2.76)
K
Alors dimV¥ = NE et ¥ C PZ,.
Lemme 2.4.4 (Propriétés de I’espace V)
Ona
¥ N CO(Q) = Veet (Y bK) (2.77)
K
En particulier, puisque sur chaque tr‘idhgle K, bx € P%(K), on a aussi
PP =Vect(Y bx) et PhLn¥={0}. (2.78)
K
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0 o

F1G. 2.8 — Bulle quadratique non-conforme by sur le triangle de référence K.

Preuve :
Soit ¥ = Y, axbk un élément de U, continu par triangle. La continuité de ¢ le long de
chaque aréte interne implique que ax = a, VK. Clest-a-dire ¢y = a)_, bx. [ |

La restriction de l'espace P2, aux fonctions s’annulant aux points de Gauss des arétes
frontiéres est notée Py, ,, définie par :

P,fc,o = {vh € P2;Va € As, /vh do = O} g
a

Fortin et Soulie [28] ont prouvé que 'espace P2, est la somme directe de I’espace d’éléments
finis Pf’o et de I’espace vectoriel ¥ engendré par la bulle non-conforme by . Ce résultat est
rappelé dans le lemme suivant :

Lemme 2.4.5 (Caractérisation de ’espace P2 ;)

(1) PL=P}+V

(1) Pr,=PiLoVU (2.79)

Preuve :
(i) Par définition des espaces, nous déduisons l'inclusion P2 + ¥ C P2 Prouvons I’égalité
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des dimensions dim P2, = dim(P? + ¥).
Soit M = P2 + . Alors, dim M = dim P2 + dim ¥ — dim(P? N ¥). Or, par le Lemme 2.4.4,
dim(P2? N ¥) = 1, la dimension de M est donc (en utilisant NP — NA + NE = 1)
dimM = dim(P?+ ¥) = dim P? 4+ dim ¥ — dim(P? N ¥)
= (NA+NP)+NE -1
= 2NA
L’inclusion M C P2, donne l'inégalité
2NA < dim P2, (2.80)
Considérons maintenant ’application linéaire
J: P2 — RN
v — (v(g:))1<i<ana

olt (gi)1<i<2n A représente I’ensemble des points de Gauss des arétes du maillage. Par définition
de la bulle non-conforme bg et de 'espace ¥, le noyau de P’application J est 'espace V.
Donc, dim Ker J = NE. D’autre part, par la relation (2.74), 'image de l'application J est
telle que :

ImJ C {(v(gi))1<i<2NA, veE P2, telsque VK €Ty,
- (2.81)

0(g1) — v(g2x) + v(03) — V(ga) + 9(g5,0) — v(g6ic) = 0}

et donc, puisque les relations (2.74) sont indépendantes les unes des autres,
dimIm J < 2NA — NE. D’apres le théoreme du rang

dim P2, = NE + dimIm J. (2.82)

De I'inégalité (2.80) et de ’égalité (2.82), on déduit 1'égalité des dimensions dim P}, = 2N 4,
d’ou l'identité des espaces
P24+ 0= P2

(ii) Or, nous avons vu que P? N¥ = Vect (ZK bK). Donc un élément de P2 N ¥ nul sur la

frontiere est identiquement nul. Ceci conclut le lemme. |

Le Lemme 2.4.5 nous permet d’obtenir une base de I'espace vectoriel P2, ,, vu comme somme
directe des espaces vectoriels P2; et U. La base de P2, est explicitée par le Lemme 2.4.1.
La base de ’espace ¥ est donnée par sa définition 2.4.1.

Lemme 2.4.6 (Base de I’espace P, )
L’espace P2, est de dimension 2N A; + 1, de base globale

{piticicve U{pihsijana, U {bx}ken (2.83)

ot {pi hr<i<ve, U{pij }i<ij<na, est la base globale de P%, (Lemme 2.4.1) et bx est la fonction
bulle non-conforme par triangle K.
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Tout comme I’espace de Crouzeix-Raviart P, I'espace non-conforme d’ordre 2, P2, sa-
tisfait le patch-test au sens de Irons et Razzaque [22], [32], [43] :

‘Lemme 2.4.7 (Patch test pour 1’espace P,fcyo)
Pour toute fonction v, € P2,

(6) Va € 4; /[vhlpda=o, ¥p € P'(a)
(%) Va € A,, /vhpdo=0, Vp € P'(a).

Preuve :

Soit v, € P,fc,o- Sur une aréte a, [vy]p est un polyndme de degré 3 qui s’annule aux deux
points de Gauss de I’aréte a (par continuité de v; aux deux points de Gauss de I’aréte a).
Puisque les polynomes de degré 3 sont intégrés de facon exacte par la formule de Gauss
aux deux points de Gauss d’une aréte, on en déduit (). De méme, v, p est un polynéme
de degré 3 qui s’annule aux deux points de Gauss d’une aréte frontiére. D’oti on déduit (). B

Lemme 2.4.8 (Inégalité de Poincaré discréte pour Hj(Q) + P2 ;)
Il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de Q) telle que

|ulos < Clulyp , Yu € Hp(R) + P,fc,o. : (2.84)

Preuve : ‘ .
La démonstration est analogue & celle du lemme de Poincaré discret sur Hj () + P, o. Soit
u € Hy(Q) + P2 ;. Alors

I(U, g)O ﬂ'
ulpg = sup ———— 2.85
[vloa geL’I()ﬂ) |ulo0 (2.85)

Soit g € L*(Q), 3 p € H'(N)? tel que divp = g et ||p|lio < Clgloq. En intégrant par
parties, on obtient

(%, 9)o,0 = (u,divp)oa = — Z/ Vu-pdr+ Z/ p-vudo (2.86)

%) )

(i) Majorons (I) en valeur absolue :

I3 [ Vu-pde < fulalplon
xk YK

(ii) Evaluons (I7) :
p € H(Q2)? N Hy;, () implique que sa composante normale le long de chaque aréte interne

est continue et (1) se réécrit

ZLKP'V““=Z P'VaUdU-Z PV, [u]do. (2.87)
K

a€A, V8 acA; Ve
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Soit p~v, = l}Tl [, P+ vado la moyenne de p - v, le long de l'aréte a. Puisque u € H} + PZ,
et que 'espace Hj + P2, satisfait le patch-test, on a :
[P Tudo=0, Vac A et [P Tluldo=0, VacdA. (2.88)

L’égalité (2.87) devient :

z}(:/akp.uuda = Z/(p-ua—ﬁ)uda—z (P-ve — 7 7,) [uldo

acAh, Ve acA; v @
- O [ -
K ecOK"vE®

Le Lemme 2.2.2 donne ’estimation

| / (- ve — P7TR) udol < C hlulu Iphux.
e
Ainsi,
ani =13 / p-vudo| < 3Chlulinlpha
= JOK
Finalement, on obtient

u, <(Ch + ul1h < Clu
|(%, 9)o,] < (Chlp|1,a + Iplog)l |},h [ulin |Ipll10
<C(R)iglo,n

d’ou le résultat annoncé.
On en déduit

Lemme 2.4.9 La semi-norme | - définit une norme sur l’espace H} + P2 ,.
lrh 0 nc,O

2.4.3 Les espaces pour le flux Vu

Avant d’aborder les schémas boite construits & ’aide de I'espace P2, pour I'inconnue
scalaire u, nous rappelons les espaces d’éléments finis utilisés pour approcher le flux p.

L’espace BDM,
Soit I’espace de Brezzi-Douglas-Marini [5] d’ordre 1, noté BDM,;

BDM, = {ph € Hyv (Q) ; Pr € (Pl (K))z, VK e 77,} (289)

Lemme 2.4.10 L’espace BDM, est de dimension 2N A, ses degrés de liberté sont situés
au niveau des arétes (Figure 2.9) et donnés par les formes linéaires L, ,, Ly 2, pour toute

aréte a € A, par

Lq,1(p) =/p~vada, Vp € BDM,

L.2(p) = /p -Va8do(s), Vp€ BDM,
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Sa
S1

F1G. 2.9 - Représentation des degrés de liberté de I’espace BD M .

L’espace RT!
RT? désigne 1’espace de Raviart-Thomas d’ordre 1, [39], défini par

RT" = {ps € Han(Q) ; pux € RT (K), VK €T3 (2.90)
avec pour tout triangle K € T, RT! (K) = P, (K)? + P, (K) [ Z ]
Lemme 2.4.11 L’espace de Raviart-Thomas RT" est de dimension 2NE+2NA. Il posséde

deuz degrés de liberté par aréte et deuz par mailles (Figure 2.10). Ses degrés de liberté sont
donnés par les formes linéaires L, et Ly définies par

Li(p) = g JopP-vado, Vpe RT', Vo€ P,

Lk(p) = ]—Iﬁfxpdx, Vp € RT*. (2.91)

RT! est un espace de dimension dim RT! = 2NA + 2NE.

L’espace des rotationnels de bulle

Définissons ®, I’espace des rotationnels de la bulle quadratique non-conforme, engendré
par rot b sur chaque triangle K

®=rot¥ = {px = axrotbx,ax €ER ,VK € T} (2.92)

ou ¥ est I'espace vectoriel donné par la Définition 2.4.1. Voici quelques propriétés liant les
espaces vectoriels ®, BDM, et RT! :
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So
S1

FIG. 2.10 — Représentation des degrés de liberté de I'espace RT!

Lemme 2.4.12 ‘
® N Hyiv () = Vect( ) rotb) (2.93)

KeT

En particulier, puisque rot bx € (P!(K))?, RT*(K), nous avons les égalités suivantes

&N BDM; = Vect( Y, rotbk),
KeTx

® N RT! = Vect( Z rot bg) .
KeTh

Preuve :
Soit ¢ € ® N Hg,(R), alors ¢ = 3y axrotbk. Or, ¢ € Hyg;y () si et seulement si la
composante normale de ¢ est continue le long de chaque aréte interne. C’est-a-dire

() Voo, + 9(T) Vo, =0, Va€A;, a=0K, NoK,, Vr €a (2.94)
qui est équivalent a
ak, Tot by, - Vo i, + Qk, TOLbK, - Vak, =0, Va€ A, a=0K;NIK, (2.95)

D’autre part, la bulle bk satisfait rot by, - Vo k, + 10t b, * Va,x, = 0. Donc ax, = ak,, ce qui
impose que ¢ doit s’écrire ¢ = a Y, rot bx, a € R Ce qui prouve le lemme. ]

Nous concluons les rappels sur les espaces d’approximation. Nous proposons maintenant,
deux nouveaux schémas boite pour le probléme de Poisson, ol I'inconnue scalaire u est
approchée par u, choisie dans |’espace P,fc,o et le gradient p est approché par p, dans les
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espaces d’éléments finis de Brezzi-Douglas-Marini ou de Raviart-Thomas enrichis tous deux
par l'espace ® des rotationnels de la bulle quadratique non-conforme.

2.5 Schéma (us,p) € P, x (BDM; + )

2.5.1 Présentation du schéma

Dans cette partie, nous construisons un schéma boite de type (2.70), d’ordre plus élevé
pour les inconnues u;, et p,. L’espace d’approximation de I'inconnue u est 1’espace quadra-
tique non-conforme de Fortin et Soulie M, , = PZ,,. Pour approcher le flux, nous utilisons
X1,n, 'espace introduit par Fahrloul et Fortin [29] :

Xi» = BDM, + &

ol BDM, désigne I’espace de Brezzi-Douglas-Marini défini au Paragraphe 2.4.3 et ® I’espace
défini par (2.92) :

® = {px = agrotbx,ax €ER VK € T} =rot ¥ (2.96)

L’espace X, = BDM; + ® coincide avec I’espace des fonctions affines satisfaisant les condi-
tions suivantes, [29], de div-conformité d’aréte et div-conformité ponctuelle :

(z) L(pthl * Ve, K +ph|}(2 . Ve,Kz) do=0 ’ Ve = 3K1 U 61(2 ’
(#) Pour tout sommet interne M, Y. [ (Dh - v)¥r =0, ol Yu (2.97)

est la fonction P!-Lagrange correspondante a M .

En appliquant le Lemme 2.4.12 et en utilisant les dimensions des espaces BDM; et ®, on
constate que la dimension de X, est

dim X, = dimBDM, + dim® — dim(BDM; N &) =2NA+ NE -1

Les espaces de fonctions test associés aux espaces d’approximation Mi, = PZ, et
Xip =BDM, + ® sont :
My = {vn € L*@) ; v € PY(K), VK€ T,.}, (2.98)

I’espace des polynémes constants par triangle totalement discontinus, de dimension
dim Mg’h = NE et

Xop = {Qh € (L3(Q))?; i« € (PY(K))?, VK€ 77:}, (2.99)

le sous-espace vectoriel de R?, des polyndmes affines par triangle, totalement discontinus,
de dimension dim X,; = 6NE. Par simplicité, on notera aussi ces espaces M, = P° et

Xop = (P)2.
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Définition 2.5.1 Soit le schéma boite : chercher (up, pr) € P2y x (BDM; + ®) tel que

> (divps+ f,on)ox =0, Von € P°
KeT (2.100
Z (Pn — Vun, gn)ox =0, Vo € (P')? )
KeTh
Lemme 2.5.1 Ce choiz d’espaces d’inconnues M, et X, et d’espaces de test My, et Xop
satisfait I’égalité des dimensions (2.49) :

dim Ml,h + dim Xl,h =7NE =dim Mg,h + dim Xg,h (2.101)

Preuve :
En utilisant la premiére relation d’Euler, nous pouvons écrire :

dim My, +dim X, , = (2NA; +1) + (2NA+ NE-1)=7TNE (2.102)
= dim Mz,h + dim Xg,h )
|
Maintenant, prouvons I’existence et I'unicité de la solution discréte du probléme (2.100).

Proposition 2.5.1 Le probléme (2.100) admet une unique solution (uy , pn) € My x Xqp,

définie par
(i) up € P2, est solution du probléme variationnel :

c
Z(V'U.h ’ th)o,K = Z(Ho f, ’wh)o,x , Vwy€ P,fc,o (2103)
K K

(i) pn € (BDM,; + D) est donné sur chaque triangle K du maillage par
Prix = Vupx. (2.104)

Notons que la formulation variationnelle (2.103) est la formulation non-conforme pour I’es-
pace P2 , introduite par Fortin et Soulie [28], dans le cas d’un terme source constant par
triangle.

Preuve :
Nous prouvons que (up,pn) € My X X1, est solution de (2.100) si et seulement si il est

solution de (2.103 - 2.104). Soit (us,ps) € Ppyo X (BDM; + @) une solution de (2.100).
Commencons par prouver (ii).

(ii) En prenant g, = p, — Vu, € (P')? dans 1’équation (2.100),, nous avons clairement
Pn=V u.

(i) Soit wy, € P2 ,. En prenant g, = Vw, dans I’équation (2.100),, la formule de Green

ne,0°
donne

Z(V Uy , V‘wh)o’x = - Z/ div pp wpdz + Z/ (ph . 1/) wp do (2105)
K Kk VK k VoK
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e L’équation (2.100); implique que div pyx = —I1°fix. Donc

Z/ divphwhdz=—2/ I'I°f|Kwhd:c
K YK Kk VK

® pp € Xy, donc il s’écrit pr, = p1p + P2, avec p1y € BDM; et pop = Zken agrot bg.
En utilisant P'inclusion BDM; C Hy;,(£2), l'intégrale de bord du terme (2.105) se réécrit

‘V)wpdo = / Dip-vwpdo+ ) « / rotbg - vwy, do
;/ax(ph ) wa ;ax 1,h h ZK:KBK K h
= Z/pl,h‘l/a wy do — Z/pl,h-ua [wy] do (2.106)

a€A, Vo acA; Ve
Oby
+ ag / — wp do
; ok 0Tk

D’aprés le Lemme 2.4.3, le terme Y_, ax faK g—ﬁﬁwhda s’annule. De plus, puisque [w}]
(respectivement wy) s’annule aux points de Gauss de chaque aréte interne (respectivement
frontiére), que wy, € P? et que py 4 - v, € P'(a), lintégrale [ p - v, [ws] do (respectivement
J, P1h - Vo wp do) est nulle. On obtient donc la formulation variationnelle (2.103).

Ainsi, toute solution de (2.100) est solution de (2.103-2.104), qui admet une unique solution.
Ceci prouve 'unicité de la solution du schéma (2.100). L’existence de la solution de (2.100)
provient de la linéarité du probléme (2.100) et de ’égalité (2.101). |

Remarque : Existence et unicité par le lemme de Babuska-Brezzi discret

Il est intéressant de voir comment se prouve directement I’existence et ’unicité de la solu-
tion du schéma boite (2.100) en appliquant directement le théoréme de Babuska-Brezzi. Les
formes bilinéaires associées sont définies pour p, € X1, = BDM, + @, u, € My, = P2,
grh € Xop et v, € M,y :

(
n(on,00) = G gidoa = 3 [ oo gudo
K
{ bin(un, gn) = —IZ/KVU}. "gndr | (2.107)
K

bo(vn,pn) = Y / div p vp dz
\ k 'K

Soit Iz 5 I'application nulle et my; la forme linéaire continue définie sur M, par

< My, Uh >=Z/f'uhdm
% JK
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Vérifions les hypothéses du Théoréme 2.2.3 de Babuska-Brezzi discret .
(i) Montrons que V;, = V,; ol

Vip = {pn € Xan; Z/ divpavndz =0, Vo, € My},

kK °K (2.108)

Vo= {an € Xoni = 3 [ Vin-aude =0, Vun € My},
% JK |

L’égalité (2.101) des dimensions entre espaces d’inconnues et espaces de test donne :
dim Vl,h = dim Xl,h — dim M2,h = dim Xz,h — dim Ml,h = dim Vg,h.

11 reste & prouver l'inclusion : V};, C V.
Soit pr, € Vi,5. Puisque BDM,; C X, et rotbx € Xap, alors pp € X, . Vérifions donc que

b1, (un, pr) = 0, pour tout up € M.
pn € Vi, implique que divpyx = 0,VK (puisque p» € X1, = BDM,; + &, donc
div pyx € P°(K)). Soit un € M. En utilisant la formule de Green,

by n(un, pn) = — /Vu sppdx = /u divp, dz — f uppr-vdo (2.109
1,1 (U, Pr) EK:Khh ;Kh=oh ;81(};}: ( )

D’autre part, p, s’écrit localement ppx = Pk + ax rot bk, ou p; 4 est la composante selon
BDM, C Hg,(Q) et ax une constante de R. L’équation (2.109) est équivalente & :

bia(un,pn) = Z/ uppn - vdo | "
= JoK
= Z/ uhpl,h-udo+2/ up (ax rotbg) - vdo
= Z/uhplh Vadd— /[uh]plh Ve do (2.110)

a€Ap a€A;
+ Z (03¢ / abK da

Par le Lemme 2.4.3, [, un 2% do = 0, puisque u; € P?. D’autre part, py, € (P'(K))? et
uh, [un] € P2 4. Donc lintégration de uy Py, - Va (respectivement [un] pia - va) le long d’une
aréte a € A est exacte aux deux points de Gauss de a. Les fonctions uy, et [up] s’annulent
en ces deux points de Gauss. Donc,

Z/[uh]plh vedo =0 et Z/uhplh Vedo = 0.
a€A; a€Ap
Finalement, tous les termes de I’équation (2.110) sont nuls, donc by 4 (us,ps) = 0. Ce qui

prouve 1’égalité V, , = Vo, = V3. On a donc,

sup an(pn, qn) = sup an(Pns gn) = llgnllon (2.111)
PrEVY hollprlldiv,n L1 Pr€Vasllprllo,n <1
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puisque les normes || - ||o, et || - ||giv,, SONt équivalentes .
Ceci valide la condition (i).

(ii) cette égalité est automatiquement vérifiée par tout choix des espaces My, X1, Mo,
et X, qui satisfont I’égalité (2.101).

iii) Nous allons prouver qu’il existe une constante 8; > 0 telle que
p .

sup bin(un, gn) 2> Brlunlin, Vun € My,
Gh€X2 n,lqnlo,n <1

Soit uy € M; . Soit ghix = —Z—'—, alors g, € Xop = (P1)2 et Ithl,h = 1. Donc,

[unly,
b1 (u )=—Z/Vu -q dx=+Z/ I—V—uh—|2d17=|'u| (2.112)
1,h\Un, Gn — Jx h* qh — Jx Iuhll,h kl1,h .

Donc ) =1 convient dans (iii).

(iv) Nous cherchons une constante 8, > 0 telle que

sup bo,n (v, Pn) = Balvnlogn, Vun € My
PLEX psllPhllgiv,n <1

Soit vy, € My, = P°, d’apres [39], il existe g, € RT® tel que

div gn =V
! 2.113
{ lgnllaiv.e < ¢|vnlog ( )

Posons §, = Wﬁﬁﬂ?ﬁ’ alors g, € RT° C X1, et ||Gnllaiv,s = 1. Ainsi,
div qh'u;, : | hlox l'”hlon
b2.1(Vh, Gn) / div gpvpdz = / = dr =
(v, 4 Z Z ||<Ih||dwh ; K |lgnllaiv,a llgn llaiv.0

(2.114)
Donc by (vh, Gn) > L|unjoq, c'est-a-dire B = % convient pour satisfaire la condition (iv).

Les hypothéses du théoréme de Babuska-Brezzi discret sont vérifiées, ce qui assure l’exis-
tence, l'unicité et la stabilité de la solution du schéma boite (2.100)
luallin + leallaiva < Clfloa
]

La stabilité du schéma boite (2.100) se démontre également de facon directe, en utilisant les
résultats de la Proposition 2.5.1 :

Lemme 2.5.2 (Stabilité)
Il e.z*iste une constanie C indépendante de h telle que la solution

(un, 1) € P2 o X (BDM; + ®) du schéma boite (2.100), satisfait
lluallin + IPallaive < Clflog (2.115)
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Preuve :
On déduit de la Proposition 2.5.1, les relations suivantes :

lurhip < Cilflog
Iprloe = |unlin
On déduit du Lemme de Poincaré discret 2.4.8 que

lunllip < Colflog (2.116)

De plus, div p,; = —II° f par ’équation (2.100),, donc ceci nous permet de conclure que
Ipnllaive < |unlin + |1'I°f lo,
Puisque |up|1,n £ C1|flo0, on déduit que
Ipallave < Cslflog

On conclut la stabilité du schéma, en combinant cette inégalité avec (2.116). [

De plus, la solution du schéma (2.100) satisfait les estimations d’erreur a priori suivantes.

Proposition 2.5.2 (Estimations d’erreur a priori)

Soit (u,p) € H} () X Haiv(2) la solution du probléme mizte de type Petrov-Galerkin (2.2).
Soit (un, pn) € P2,y X (BDM, + ®) la solution du schéma boite (2.100). On 'suppose de plus
que u € H3(Q), on a alors :

() lu—uplin < CR?(|ulsg +|fhe)
(22) IU - Uhlo,n < Ch2(|ul3,ﬂ + Ifll,ﬂ) (2117)

(#3)  |p— pnlaive S Chlflia
() |p—puloo < Ch*¥(|lulsa + |flie)

Preuve :
Dans la suite, on suppose que u € H3(f). (i) Notons a; la forme bilinéaire définie sur

Pespace Hg(S2) + P2, par

ap(u,v) = Z(VU, Vv)ok, Vu, v € Hy(R)+ Pr?c,O
K

On utilise un argument classique. Pour tout v, € PZ, on a
lu—uplip < |Ju—va|in+ |un — valip
Or, par définition de a,

luh - vhﬁ,h = ah(uh ~ Up, Up — 'Uh) (2.118)

= ah(uh — U, up — 'Uh) + ah(u — Up, Up — vh)
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Donc
ap(up — u,up — v, -
Up — 'Uhll,h S sup | h( A ) —h h)l + |u - 'Uhll,h (2119)
weP2,  [Un— Unloh
ce qui donne :
) | ap(up — u, w :
|u—upl1ip <2 inf |u—whlip+ sup Jon (un » W) (2.120)
wh€PL werZ,  |wnlia
M (11

o Estimons l'erreur de consistance (I7). Soit wy € PZ,,
ah(uh —u, w;,) = Z/ V(uh - u) . Vw;, dz
% JK
Z/ Vuy, - Vuwy, dz — Z/ Vu - Vuydz
Kk VK K 'K
Soit encore, puisque uj, est solution du probléme équivalent (2.103)
ap(up — u,wp) = Z(Hof, Wh)o,x + Z/ Auwy, dzr — Z/ (Vu-v)wpdo.
K Kk 'K Kk YOK

Or, —Au = f dans L?(Q2), donc ,

ap(up — u,wp) = ;/K(Hof—f)whdx—%/GK(Vu-V)whda

Notons L, la forme linéaire définie sur I'espace H}(Q) + P2, par :

L,(wy) = %/BK(Vu ‘v)wpdo, Vu€ Hj(Q)NHY(Q).

Estimons le terme L, (wy) pour u € H}(Q) N H3(Q) :

L,(wp) = ;/M(Vu ‘v)wpdo = — Z /V’u. - Vglwp) do + Z Vu-ywpdo (2.121)

acA; Ve acA, Ve

Soit P!(a) la restriction & I’aréte a des polynomes de degré 1. I} désigne la projection de
L?(a) sur P'(a). P2, satisfait le patch-test (Lemme 2.4.7), wy, € P2 4 et I} (Vu-1,) € P(a),

donc
/Vy - Vg[wy] do = /(Vu Ve — II(Vu - 1,)) [wh]do, a€ A

De méme, :
/Vu-u,,whda=‘/(Vu-u,z —3(Vu-v,) ) wpdo, a € A,.
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Ainsi, ’équation (2.121) devient :

Ly(wy) = —Z /(Vu-l/a — L (Vu - v,)) [wa) do

a€A;

+3 / (V- ve — I(Vu - 1)) whdo (2.122)
v aEAi, a . .

= > > /(Vu Ve — I (Vu - ve)) wp do
Ke ecdK V¢

En appliquant le Lemme 2.2.2 (k =1, m = 1), on obtient I’estimation
| /(Vu Ve — I (Vu - ve)) wndo| < Cok b2 |wk |1,k |Vule,x
e

L, (wy) est donc majoré par :

|Ly(wn)| < C1 h? |wplun |ulsa- | ‘ (2.123)

Estimons maintenant le terme Z [ (N°f — f) wadz.
= JK

Par définition de II°, opérateur de projection sur les polynomes constants,
> [t - unds =3 [ @07~ 1) on = Toun) de.
= JK 7 JK
Ainsi, nous obtenons en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I’estimation (2.20) :
I3 [ - unds] < SIS = Flchon ~ Munlos
k 'K K
| < ) (crhklfhx) (e hxlwnlix) -
K

Ca h2|f|1.e|walin-

IA

Ceci donne V’estimation de aj(un — 4, wa) = g i) K(l'lo f—f)wpdz — Ly(wp) :

C; K2 |lwi|inlulsg + Co B?|flralwnlim

|an(un — u,wn)| <
< C h? |wh|1,h (|U|3,Q + |f|1,9)

On en déduit que (IT) < Ch? (lulsa + |fli0)-
e D’autre part, en notant IT? 'opérateur de projection P2-Lagrange : I12 : L?(Q) — P2, sur
P2, et par inclusion de P2, dans P2, on obtient I'estimation de I'erreur d’approximation

inf |u—wh|in < |u—TRuls
Whepfc.o

En utilisant le Lemme 2.2.1,
(I) = inf |U - wh|1,h _<_ 03 h2|ul3,g

wh EPEC'O
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Ceci nous permet de conclure d’aprés (2.120) que :
|u — uplip < Ch2(|“|3,n + |f|1,n)

Nous avons ainsi démontré 1’assertion (i).
(i) Utilisons un argument de type Aubin-Nitsche pour évaluer la norme L? de l'erreur

(comme le suggere D. Braess [4]) :

U — Uy,
IU _ Uhlo,ﬂ = sup ( h g)o,ﬂ
geL?(0) |9|o,n

Soit g une fonction de L%(Q2). Définissons ¢, (respectivement ¢;) la solution du probléeme
continu (2.2) (respectivement discret (2.100)) de terme source g € L%(f) :
#, € Hj () N H%(R) solution de

(Vog, V0)oo = (9,v)o0, v € Hg(9). | (2.124)
¢n € P2, solution de

Z(V¢h; Vup)ox = Z(Hog, vn)o,k» Vh € Plo. (2.125)
K K

Alors (u — up, g)o,n s’écrit :

(u—un, 9o = an(u—un, ¢y — ¢n) — (an(u — ua, ég) — (u — un, 9))

—(an(u, g — 4) — (£, &) + (TI°F, 61))
Ainsi,

(v — un, g)o,a| < lah(u — Un, Pg — ¢h)l+lah(u — Un, @) — (u— Uh,g)l

0 (1)
+1ah(u) ¢g - ¢h) - (f1 ¢g) + (Hofa ¢h)J|
(I

e Evaluons le terme (I) = |an(u — un, @g — ¢»)|- Par définition de la forme bilinéaire ay,
Pinégalité de Cauchy-Schwarz donne

lan(u — up, ¢y — &)l < Ju— Uhll,h |¢g — &nl1n

Par le résultat précédent :
|u — unlp < CR? (Julsn + | fl1,0)
En procédant de la méme facon qu’au (i), on prouve I’estimation

|Lg, (wr)| < C hlwy|in|dglz0- (2.126)
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En appliquant le Lemme 2.2.2 pour m = 0, k£ = 1, le terme
I3 [~ pyundal =15 [ 1 @un - wn)de| < Chlflotunhs (2127
Kk 'K Kk 'K

ce qui donne en regroupant,

|6g — dnlia < Chidglan. (2.128)
Puisque |¢y|20 < C|go,0, on obtient
|(D)] = |an(u — un, ¢y — ¢n)| < C1A* (Juls,a + |f1,0) 9loa- (2.129)
e Posons wy = u — uy, en intégrant par parties, on obtient

lan(u — un, @) — (u— un, 9)| = |an(wn, &) — (s, 9)ojel

= sz;/ax V¢ - vwpdo| = |Lg, (w)|

Grice a Pestimation (2.126) et I'inégalité |@y|2.0 < Clglo, on a
lan(u — un, ¢g) — (v — un,g)| < Chlgloglu — unli (2.130)
Finalement, en utilisant ’estimation (i), on trouve .
|(ID)] = lan( — un, &) — (u—un,g)| < C2h®|gloq (lulse+1fle)  (2.131)
¢ Estimons le terme (/1I). Posons wy = ¢g — @ '

lan(u, @9 — 68) — (fs85) + (M°F,88)| = lan(u,wn) — (fywn) = (f, ) + (I1°F, ¢n)]
|Lu(wn) = (f — TI°F, ¢n)|

|Lu(wn)| + |(f = TI°f, ¢n)]

|Lu(wn)| + |(f — TIF, ¢ — T1°¢4)|
ChR?lwnlya(luls,e + 1fhe)

+f = I°floalén — Trloga

INIA A

Or, |¢n — M@rloa < C h|dnl1p < C h|gloa- Donc,

|(TID)| = |an(u, @y — ¢1) — (f: ¢g) + (I°F, ¢n)] < CRPlgloallulsg + |f|10)
+C B?|f|1.alglogn

Finalement, en regroupant les termes, nous obtenons une estimation de |u — uajoq :

1
|u — uploe < sup

< (i (Julsa + |f0)lgloq + Cah*(julsa + |fl10) ol
- geL2(@) |9lo,0

+Cs3 K (hlulso + (1 + h)|f|1,n)|9|o,n]
< CR*(|flia + lulae)
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On ne peut obtenir une meilleure estimation de I’erreur |u — upo,0 en raison de I’estimation
du terme |f — I1°f|yq.

(iii) Nous avons vu que div ppx = —II° fix, donc
lp— phlgiv,h = Z lp - Ph|<21iv,x = Z |divp — diVPhlg,K = Z 'f - Hoflg,K (2.132)
K K . K

on prouve (iii) grace au Lemme 2.2.1.
(iv) L’estimation d’erreur en p se déduit de I’écriture (2.104) :

lp —phlo,n = Z lp - Phlo,x = Z |Vu ~ V“hlo,K = Z [u— uhl?,x = |u- “hlf,h (2.133)
K K K

On conclut en utilisant I’estimation (i). |

Remarque : Tenseur de diffusion :
Sous la condition d’existence de deux constantes ¢;, c; telles que

Qb <EK(T)E < iflé, Ve, VEe R?,

on prouve (comme dans la Proposition 2.5.1 pour le schéma boite (2.100)), que le schéma
boite associé au probléeme de Poisson avec tenseur (2.66) : chercher

(un, pn) € P2 4 x (BDM; + ®) solution de

Z(dlvph-i-f,‘vh) =0, V’Uh € P°

KETh ‘. 2.134
D (on ~— KVun,qn) =0, th € (P)? (2134
KeTy,

admet une unique solution donnée par
(i) un € P% ; solution du probléme variationnel :

Z(ICVU,., V’Uh)o}( = Z(H I, 'Uh)o Kk, Vv, € Prfc,o (2.135)

(11) Pn € (BDM, + <I>) est donné sur chaque triangle K :
ok = IHKV up). _ (2.136)

L’étude de ce schéma boite pour le probleme de Poisson avec tenseur de diffusion n’a pas
été plus approfondie.

2.5.2 Comparaison avec la méthode mixte de Farhloul et Fortin

Dans [29], Farhloul et Fortin ont introduit la forme mixte suivante :
chercher (uy,p;) € May x Xy tel que

Z (divph + f, n)ok =0, Vu, € My

KeT . , (2.137)
Z {(Phs gn)ox + (div gn, uh)ox} =0, Vgu € Xih
KeT,
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Ce probléme a une unique solution (u},, pj) € Mz X Xy,» qui satisfait
l[whllsn + IPallaivia < Clflosa-

La forme hybridée de (2.137) est : chercher (un, pn, An) € Map X Xap X Ay tel que pour
(v, Gn » tn) € Map X Xop X Ap, on ait

{(phth)0K+/ dIVQhuhd-T / an - V/\hd0}=0
KET

) / div prupdz + (f, vn)ox = (2.138)

K€77.

Z Dy v ppdo =0
L KeT;, ” 9K

L’espace Aj; des multiplicateurs de Lagrange est défini par Ay = A1, @ Agp otl

Mp= {uh € L*(A) ; pn. € P°(e), Ve€ Ai, pn. =0 Vee Ab} (2.139)

Aop={m =9la; ¥ € C°Q), ¥lx € PAK), VK € T, ¥lr = 0} (2.140)

Le lien entre le schéma boite (2.100) et la forme hybridée (2.138) de la méthode mixte (FPy)
est donné par

Proposition 2.5.3 (Lien avec la méthode mixte de Farhloul et Fortin)
Soit (un, pr) € My X X1 la solution du schéma boite (2.100). Soit A, € Ap, = A} ® A2
défini par M\, = A} + A} ot AL € A} est défini pour a = [S', S"] € A; par
() Ay = H2un (@) — (un (S) +un ()], Vae A
(i1) M2 € A2 est la fonction affine continue définie par les valeurs de u, auz sommets
du maillage. Alors,
(a) (TI°up, ps) est la solution du schéma mizte (2.137).
(0) (I°up, pn, An) est la solution de (2.138).

Preuve :
(a) Soit (us, pn) € Mys X X1 la solution du schéma boite (2.100). Puisque (2.100) et

(2.137); sont identiques, nous allons montrer que (py, [1°us) est solution de I’équation
(2.137)2. Pour g, dans X, , nous avons -

Z(Ph, gn)oxk = Z (Vun, gn)ox (2.141)
K KeTh
= "Z(uh:d1V(Ih0K+Z/ up (gn - v) do
KeT, KeT,

Nous avons déja vu qu'’il résulte des propriétés des espaces P,fc,o et BDM, + @, que la
seconde somme dans I’équation (2.141) est nulle. Puisque divg, € P?° nous concluons que
(n> @n) = — X ke, (1%, div gr)o kx, qui est I'identité (2.137), pour p} = py et uj, = Muy.
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(b) Par unicité de la solution de (2.138), il est suffisant de prouver que
(1%, pry An) € Map X Xap X Ay est solution de (2.138), avec A = A\ + Xy € A; © A,
défini par la Proposition 2.5.3 (i), (ii). Pour g, € X}, nous avons encore (2.141). Nous
déduisons en utilisant la formule de quadrature de Simpson que pour tout e € 8K,

/(Qh “V)up do = /(Qh -v)Ado (2.142)

Ainsi, (IT%, pp, Ay) € Moy X Xop X Ay est solution de (2.138). [ ]

2.6 Schéma (u,, py) € P, X (RT" + @)

Pour ce dernier schéma, nous introduisons 1’espace X, = RT! + &, ou RT! désigne
I'espace de Raviart-Thomas d’ordre 1, [39], et I’espace ® est I’espace engendré par les rota-
tionnels de la bulle quadratique non-conforme, définis tous deux au paragraphe 2.4.3. Les
degrés de liberté de I’espace X, ) sont donc situés au niveau des mailles et des arétes du

maillage. L’espace X, est de dimension :

dimX;, = dimRT'+dim® — dim(RT" N ) (2.143)

= 2NE+2NA+NE-1=3NE+2NA-1

Nous gardons M, = P2, pour I'inconnue scalaire u;. Nous cherchons des espaces de
fonctions test de type discontinus satisfaisant la relation (2.49) d’égalité des'dimensions

dim Xl,h + dim Ml,h = dim Xz,h + dim Mg,h. (2.144)

Or, dim X, 5 + dim M, , = 3NE + 2(NA + NA;) = 9NE, ce qui suggere de choisir comme
espaces de fonctions test, les espaces :

Xon= {2 € (V)5 aux € (P'(K)?, VK €T}, (2.145)

Myp = {on € (Q) ; vux € PAK), VK€ 7;,} , (2.146)

totalement discontinus, de dimensions respectives dim X5, = 6NE et dim M, = 3NE.
On notera aussi ces espaces (P')? et P!. La relation (2.49) est donc vérifiée avec ce choix

d’espaces. Définissons maintenant le schéma boite associé :

Définition 2.6.1 (Schéma boite P2, x (RT! + ®))
Soit le schéma boite : chercher (un,pn) € P2 x (RT! + ®) tel que

Z/(divm+f)vhdx=0, Von € P!
K K

(2.147)
Z/K(Ph ~ Vup)-gndz =0, Vg, € (P')?
K
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Proposition 2.6.1 Le schéma boite (2.147) admet wune unique solution
(un, pn) € P24 x (RT* + @), donnée par
- (i) un € P% 4 est solution de

Z (V Uh , V’wh)o,x = Z: (Hl f, ‘wh)o,x , VYw, € Pvfc,o (2.148)
KeT KETh

(ii) pn est donné sur chaque triangle K par :
1 — —
pth(.'L‘) = V'U,MK(:L') - §{H1fGK.'E - Hl[Hlf GKIL']} (2.149)

ot Gk est le centre de gravité du triangle K

Remarquons que la solution u; du schéma boite (2.147) est la solution du probléme standard
non-conforme de Fortin-Soulie dans le cas d’un terme source affine par morceau.

Preuve :
Le probléme (2.147) est linéaire avec autant d’inconnues que d’équations. Donc prouver I'uni-

cité de la solution du probléme (2.147) suffit & prouver ’existence et 'unicité de la solution
du probléme (2.147). L’unicité du probléme (2.147) est donnée par I'unicité de (2.148-2.149).
Soit (un , pr) € My 4 X X1, solution du probléme (2.147). Montrons que (us, ps) est solution

de (2.148-2.149).
(i) Soit wy, € P2 2,00 Vwp € Xap. Ainsi en appliquant la formule de Green da.ns I’équation

(2.147), pour g, = Vwp, on a

Z (Vun, Vwp)ox = — Z (div ps , wh)o.x + Z/ (pn - v) wp do (2.150)
K K K YK v _

La décomposition de ppx € X1 = RT? + & est localement ppx = Prjx + ok rot bx. Donc,

/ (pn - V)wth‘Z/ D V’whd0+zax %—Kwhda (2.151)

Le dernier terme du membre de droite de ’équation (2.151) s’annule en vertu du Lemme
2.4.3. La continuité de f - v le long de chaque aréte interne et les propriétés de I'espace P2, ,

impliquent que le terme
> [ Pr-vwpdo =0
K JoK

(intégration exacte aux deux points de Gauss de chaque aréte d’un polynéme de degré
3). D’autre part, puisque Mo, est un espace de polynomes de degré 1 par triangle, nous
déduisons de (2.147); que divpyx = —II'fx, pour tout triangle K. Ceci démontre la
premiére partie du résultat.
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(1) Considérons maintenant p, € X 1,,- Dans un triangle K, il s’écrit pyx = Pk +ax rot by.
L’expression locale de pyx € RT'(K) est

. — - =
pth(.'L') = pth(.T) + [AK . GK 2}] GK z, (2152)

ol B, € Pi(K)? et Ax est un vecteur constant de K. De plus, VK, divpyx = —II' fix par
(2.147);. D’apres (2.152), on a :

. . a4
div p, = div pp, +3 (Ak - Gk 1) (2.153)
€po

En identifiant les deux valeurs de divpy, puis en prenant le gradient, on obtient
Ak = —3 V(II}f). D’autre part, sur un triangle K, (II' f)x s'écrit encore

(I f)x = (°f)x + V (I f)c - G
donc la composante quadratique de Dhik est égale & :
(Ax -Gx2)Gxs = —él(ﬂlflx - x)Cx 3.
La partie linéaire de py est pyx = Drjx + ax rot bk Elle se détermine par (2.147), :
(Br — Vun; qn) = —%((H‘f - Hof)m,%)o,x . @€ (P (2-154)

ce qui donne (2.149). [

Lemme 2.6.1 (Stabilité)
Il existe une constante C' indépendante de h telle que la solution (ua, pa) € P2, x (RT +®)

du schéma boite (2.147) satisfait

llunllin + llpnllaiva < Clflog ' (2.155)

Preuve :
On déduit de la Proposition 2.6.1 et de I’écriture locale de div py, les relations suivantes :

lunlin < Cilflog
IPllaives < lunlin + C2|flogq

On conclut, en combinant ces relations et en utilisant I'inégalité de Poincaré discret (Lemme
2.4.8). : [

Remarque :
L’existence et I'unicité de la solution du schéma (2.147) peuvent aussi se démontrer en

vérifiant les conditions inf-sup du théoréme de Babuska-Brezzi discret.
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Tout comme pour le schéma boite P2, X (BDM, + @) les formes bilinéaires sont définies
pour p, € X1, tn € Myp, gn € Xon €t vp € My par :

4
an(pnsgn) = (P, Gh)os = ZLPI; - gndz
K
{ binl(un gn) =— Z‘/K Vuy, - gn dz (2.156)
K

bo,n(Vh, PR) = Z / div py, vs dz
X K

\

Soit I, ’application nulle et ma,, la forme linéaire continue définie sur M, par

< Mo, Vp >= Z/ Hlfv,,d:z:
, % JK

Nous donnons aussi la preuve de l’existence et de l'unicité de la solution du schéma boite
(2.147) par le théoréme de Babuska-Brezzi discret. Vérifions les hypothéses du théoréme de
Babuska-Brezzi discret.

(i). ¢ Montrons que V;, = V2 avec :

Vip = {pn € X1, Z/ divprvpdz =0, Vu, € My},
K K | (2.157)

Vo = {an € Xop; — E/ Vuy - qudz =0, Vun € Mip}.
7 JK
L’égalité (2.49) des dimensions entre espaces d’inconnues et espaces de test donne :

dimVy ) = dim X, 5 — dim M = dim X, 5 — dim M 4 = dim V5.

1l reste & prouver l'inclusion : V3, C Va4. Soit pn € W15, alors, pp € Xop (les éléments de
RT!, & divergence nulle sont dans (P')? et rotbx € (PY)?). Vérifions donc que
by n(un,pn) = 0, pour tout up € Mys. pr € X1, = RT' + @, donc divpyx € PY(K),
VK € Ty. Or pp € V. D’ol1 on déduit que div ppx = 0. Soit up € M, ;. En utilisant la
formule de Green,

bia(un,pr) = — /Vu - prdz = /‘.uhdivph+ / Uppp - vdo 2.158
1,4 (n, Ph) ;K h * Dh ;K . ;ax h ( )

D’autre part, p, s’écrit localement pyx = P + ax rotbg, ol Py est la composante selon
RT! C Hyiv() et ak est une constante de R. L’équation (2.158) est équivalente a :

bip(un,pn) = Z/ upph - vdo
K 0K

= 2/ upPp - vdo + Z/ up (ag rotbg) - vdo (2.159)
= JoK = JoK
. . Obk
= Z auhph.uada—Z/a[‘uh]ph UadG+ZaKLKuh o do
a€Ap aEA; K
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Par le Lemme 2.4.3, [, us @Kda 0,Vu, € P2
D’autre part, p; € (P'(K))? et u, € P2 ;. L’intégration aux deux points de Gauss de 1’aréte

a € A; de I'expression [u]p} - v, est exacte. Or uy, est continue aux points de Gauss d’une
aréte interne a, donc [u4) est nul aux points de Gauss de a. On en déduit

D / funlph - vo do = 0

De méme, I'intégration sur une aréte frontiére a € A, de [, up}, - v, est exacte aux points

de Gauss de ’aréte a. Ainsi :
Z /u,,ph v,do = 0.
a€A,

Finalement, nous venons de prouver que chaque terme de I’équation (2.159) est nul, c’est-
é—dire bl,h(uh,ph) =0, Vu, € Ml,h- Alors Vl,h = Vz,h =V,

sup  an(pn,gn) = sup  an(pn, an) = llgnllon, (2.160)
Ph€V1,nllpnllaiv,a Pr€Vallpnllo,n

puisque les normes || - ||o,» €t || - ||aiv,» SO0t équivalentes.

Ceci conclut la condition (i).
(ii) est vérifié par le choix des espaces My 4, X1,4, M2, €t Xa 5 qui satisfont la relation (2.144).

(iii) Prouvons qu’il existe une constante 5; > 0 telle que

sup bin(un, qn) > Brlun|ip,  Vun € My .
Gr€X2 hslano,n <1 N

Soit up € Myp. Soit gyx = %‘f, alors g, € X, = (P')? par définition de I’espace
My = P24 et |galyn = 1. Ainsi

Vuy|? .‘
bin(un, gn) = — Z/X Vup-gndz=-) Vunl” |unl1n (2.161)
= :

% Jx lunlin

B = 1 convient pour prouver (iii).
(iv) Nous cherchons $; > 0 constante telle que

sup boh(Vhs Ph) 2> Balvnlop, Vun € My,
PREX 1 nillpnlldiv,a <1

Soit vy € My, = P!, d’apreés [39), il existe g, € RT* tel que

diV qn = Y
2.162
{ llanllaiv,a < clvnlon ( )

Posons G, = m,;ﬁ:;;, alors g € Xy et ||Gallaive =1 .
. L. div gpvp | h|ox |v hlon
b, (vn,s Gn) = / div Ghvn dz = / 4T =
Onda) =3 [ dvande =3 | ptde=3 | qopcds = ot

(2.163)
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Donc by (vh,Gn) > Llvnloq, c'est-d-dire f; = 1 convient. La condition (iv) est en fait la
condition inf-sup du probléme mixte standard de Raviart-Thomas pour I’espace RT".

Finalement, les hypothéses du théoréme de Babuska-Brezzi sont vérifiées, ce qui prouve
existence et 'unicité du du schéma boite (2.147), ainsi que sa stabilité :

W (un, o)l Mypx i = lunllig + Pallaive < Clflog

Nous déduisons de la formulation de la Proposition 2.6.1, les estimations d’erreur a priori
de la solution du schéma boite (2.147). A

Proposition 2.6.2 (Estimation d’erreur a priori)

Soient (u,p) € HA(Q) x Hgiv(Q) la solution du probléme mizte de Petrov-Galerkin (2.2) et
(un,pn) € P2, x (RT* + ®) la solution du schéma boite (2.147). Si de plus, u € H3(Q) et
f € H*(R), alors

(i) |u - uh|1,h < Chz(l“'s,ﬂ + Ifll,ﬂ)

(i) |u— unlop < Ch*(Julsg +|flia +|fla) (2.164)
(iii) |p— phlaivs < Ch?| Sl '

(iv) |p— prloa < Ch*(Julsn + |fl.0)

Preuve : ‘
La preuve du (i) est identique & I’estimation d’erreur de |u — up|ys du schéma (2.100)

(Proposition 2.5.2).
La preuve du (ii) est analogue au calcul réalisé dans la Proposition 2.5.2, en effet :

u —
|u — unlo,0 = sup (u = un gJoa
geL?(Q) Iylo,n

Soit ¢ une fonction de L2(f2). On définit ¢, (respectivement ¢5) la solution du probléme
continu (2.2) (respectivement discret (2.147)) pour la fonction g de L*(%).
¢, € Hg(2) solution de

(Vg Vo)oa = (9, )0, v € Hy() (2.165)
¢n € P2, solution de

3 (Vén, Vondox = 3 ("9, vn)ox » vh € Prcg (2.166)
K K

Alors, de méme on a la relation

(u—un,glog = a(u—un,dg— n) - (a(u — un, @g) — (u— Un, g))
—(a(u, ¢ — ¢n) = (f, 8) + (II' £, 61))
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Ainsi, on a
(u = un, ool = |a(u—un, ¢y — ¢n)| — |a(u — un, ¢y) — (u — Un, 9)|
o (1)
_Ig(ua ¢g - ¢h) - (fa ¢g) + (Hlf’ ¢h)|,

(1)

Les évaluations de (1) et (IT) sont identiques a celles réalisées dans la preuve de la Propo-
sition 2.5.2 ((2.129) et (2.131)) :

(1) = la(u = w, ¢, — #a)] < CK* (fuls + [fl0) 9loa 2.167)
(1) = lo(u = un, &) — (u = v, 0)| < CK (fulsa + [71) lolo '

Pour (111), on pose wy, = ¢y — @y, :

|a(u, 8 — 1) — (f,8g) + (I f, )| = la(u,wn) — (f, wn) = (£, $n) + (TI* £, é1)|
|Lu(wn) = (f — TI'f, #0)]

|Lu(wa)| + |(f — I £, )|

|Lu(wn)| + |(f — IT' £, ¢n — T1%04,)|
Chlwn|inlulsn + |f - H1f|o,n|¢h - H0¢h|0,ﬂ
Ch®|gloaluls.a + CR®|flaalglon

IAIA IA DA

Donc |(111)| < C h3|gloa(Juls,o+|fl2,0)- En regroupant avec (2.167), on déduit estimation

v — unlo,0-
(iii) On a l’estimation d’erreur pour p en semi-norme | - |giy, :

lp— Phﬁiv,h = Z lp— Phlfliv,x = Z |divp — diVPhlg,K = Z If - Hlflg,x
K K K

Or, en appliquant le Lemme 2.2.1, |f — II' f|o,x < C h%|f2,x- Ce qui donne le résultat.
(iv) En utilisant I’écriture locale de pj, on obtient

lp— Phlg,n = z lp - phlg,K
K ‘
1 —~— ——
= Y IVu=Vuy+3{(M)CGxz - W[ )G 2]} 3
K

< lu—unfl,+ChR? DM SR | KRS
K

Si Ry = g [x IIE')Kz]l"’ dz , il existe une constante C telle que R% < C|K]. On obtient
donc le résultat annoncé. ]

Remarque :
On suppose que le tenseur X est une matrice symétrique définie positive ; c’est-a-dire que X
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satisfait la condition de coercivité suivante : il existe deux constantes c;, c; telles que pour
tout z € Q et tout £ € R?,

crtt€ < EK(2) € < eaf'E. |
Le schéma boite associé au probléme de Poisson avec tenseur —div(KVu) = f, est par
exemple : chercher (us,pn) € P2 X (RT' + @) tel que

Z/(dinh+f)vhdz=0, Yy, € P!
= JK

(2.168)
S [k @ =0, Vare (P
Kk 'K '
Ce probléme admet une unique solution donnée par |
(i) un € My, est solution de
S (KVun; Von)ox = (I f,va)  Von € Mp . (2.169)
K
(ii) pp est donné sur chaque triangle K
1 - -
prx (@) = I (KVun(z))x — g{ M fGx 2 — ' [I*fGx z]} (2.170)

Ce résultat se démontre comme dans la Proposition 2.6.1, ou le tenseur de diffusion est
Pidentité K = 1.

2.7 Quelques applications numériques

2.7.1 Introduction
Soit le domaine = [0,1]%, on considére le probleme de Poisson de conditions & la
frontiére de type Dirichlet :

—Au=f, surQ=[0,1)?
{ u=g, surl'=080 (2.171)

Les conditions sur la frontiére sont données par la solution exacte. Nous donnons quelques
résultats numériques obtenus pour les schémas boite des sections 2.3.4, 2.5 et 2.6. Les pro-
grammes sont écrits en Matlab. La programmation est réalisée grace a ’équivalence des
schémas boite (2.47), (2.100) (respectivement (2.147)) avec les problémes découplés en uj, et
p, donnés par les propositions 2.3.1, 2.5.1 (respectivement 2.6.1). Dans un premier temps,
on calcule ’inconnue scalaire u € M, j solution du probleme variationnel

Z(Vuh, Vn)ox = Z(Hif, Un)ok s Un € Mipi=0,1.
K K

Le flux discret p, est donné par la formule de reconstruction locale en fonction de uy et f.
Si M, est 'espace P2, ,, on utilise la décomposition de P2 , comme somme directe de P2,
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et U. Les conditions limites sont données par la solution exacte aux deux points de Gauss
de chaque aréte frontieére. Nous représentons les différents types de maillages du domaine (2
utilisés pour les tests.

e des maillages en triangles de type 1 composés de 100 ou 400 triangles (Figure 2.11).

e des maillages en triangles de type 2 composés de 50 ou 200 triangles (Figure 2.12 ).

Pour chaque test numérique proposé, nous calculons les taux de convergence de l'erreur
entre la solution exacte et les solutions calculées par le schéma boite de Courbet-Croisille et
les deux schémas boite quadratiques proposés dans ce chapitre. Nous représentons la solu-
tion (un,pn) € P2 X (RT' + @), calculée par le schéma boite (2.147).

C

Fic. 211 - Maillage Fic. 212 - Maillage
triangulaire de type 1 triangulaire de type 2

Nous proposons 4 tests, de conditions limites de type Dirichlet, données par la solution
exacte u sur la frontiére. Pour rappel, nous donnons quelques résultats numériques pour le
schéma boite P}, o x RT® de B. Courbet et J-P. croisille rappelé au Paragraphe 2.3.4.

2.7.2 Test 1

Nous considérons la solution exacte du probleme (2.171) :
u(z,y) = cos(27z) sin(2my), (z,y) € [0,1)%,

de terme source f(z,y) = 872 cos(2rz) sin(27y). La solution exacte donne les conditions de
Dirichlet sur la frontiére. On calcule pour les trois schémas boite de ce Chapitre la solution
up € My et le flux discret p, € X5, pour des maillages de type 1, composés de 100 et 400
triangles. Les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3 présentent les résultats numériques obtenus pour cette
solution exacte pour les trois schémas boite (2.47), (2.100) et (2.147). On calcule I'erreur en
norme L? et en semi-norme | - |1 5, de la solution scalaire u et I'erreur en norme L? du flux
p. Les résultats de convergence obtenus correspondent aux taux de convergence annoncés
dans les Propositions 2.3.3, 2.5.2 et 2.6.2. Les Figures 2.13 et 2.14 représentent la solution
up, € P2, calculée par le schéma boite P2, x (RT" + ®). Le flux discret p, € (RT" + @)
est représenté sur la Figure 2.15.
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0.7

08 09 1

0.6

FI1G. 2.13 — Test 1 : Solution uj € P2, cal- Fic. 2.14 — Test 1 : Isolignes de la solution
culée par le schéma boite P2 0 X (RT! + ®). up, € ch,o calculée par le schéma P,%C,O x (RT! +®).

[4

08 -

o8t ” : . R

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 08 1

F1G. 2.15 — Test 1 : Flux p, € (RT! + ®)
calculé par le schéma P2 ; x (RT' + ®).
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nb mailles | |u—unloq | [u—unlip | [P —Prlogn | Pas d’espace h
100 0.0074 0.3387 0.2203 0.2
400 9.2712.10~* 0.0865 0.0557 0.1

taux conv. 2.9967 1.9692 1.9837

TAB. 2.1 — Test 1 : Résultats du schéma boite (up, pn) € P2 X (RT" + @)

nb mailles

|u — unfo,e | |u— urlin | [P — Prlog | pas d’espace h
100 0.0346 0.4622 0.4622 0.2
400 0.0090 0.1190 0.1190 0.1
taux conv. 1.9428 1.9576 1.9576

TAB. 2.2 - Test 1 : Résultats du schéma boite (up,pn) € P2,o X (BDM' + ®)

nb mailles | |u — uploq | |v—unlin | P — Prloq | pas d’espace h
100 0.0013 0.0321 0.0276 0.2
400 3.3487.10~* 0.0162 0.0139 0.1

taux conv. 1.9568 0.9866 0.9896

TAB. 2.3 - Test 1 : Résultats du schéma boite (un,pr) € P o X RT°

2.7.3 Test 2

La fonction u(z,y) = zy (1 —z) (1 —y), (z,y) € [0, 1], est solution du probleme (2.171)
de terme source f(z,y) =2 (y(1—y) + (1 —z)) et de condition de Dirichlet g = ujgq. On
calcule la solution discréte (up,pn) € My, X X14, des trois schémas boite (2.47), (2.100)
et (2.147) pour des maillages de type 1 et 2. On compare ensuite 'erreur entre la solution
exacte (u,p = Vu) et la solution discréte (up, py) pour différentes normes. Ces résultats sont
regroupés dans les tableaux 2.4, 2.5 et 2.6. Les taux de convergence de la solution (up, py) de
chaque schéma boite par rapport a la solution exacte (u,p = Vu) correspondent aux taux
annoncés dans les théorémes d’estimation d’erreur a priori (voir les Propositions 2.3.3, 2.5.2
et 2.6.2). Sur les Figures 2.16 et 2.17, nous représentons la solution discréte u, € P2, du
schéma boite (2.147). La Figure 2.18 représente le flux discret p, € (RT" + ®) du schéma
boite (2.147).
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FIG. 2.16 — Test 2 : Solution uy € P2, cal- F1G. 2.17 — Test 2 : Isolignes de la solution
culée par le schéma P2, o x (RT' + ®). up, € P2, calculée par le schéma P2, x (RT' +@).

0 X .
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

FIG. 2.18 — Test 2 : Flux p, € (RT' + @)
calculé par le schéma P2,y x (RT! + ®).
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nb mailles | Ju —uplon | |u— unlin | |P—Prlon | pas d’espace b
100 5.9441107° 0.0027 0.0026 0.2
400 7.217910°% | 6.690410~* | 6.320910~* 0.1
taux conv. 3.0418 2.0128 2.0403
50 1.241510~* | 0.006094 0.005017 0.2828
200 1.547310~° | 0.001535 0.001258 0.1414
taux conv. 3.0043 1.9892 1.9957

TAB. 2.4 — Test 2 : Résultats du schéma boite (us,pn) € P2, x (RT' + @)

nb mailles | |u—unlon | |u—un|in | [P —Prlogo | pas d’espace h
100 3.589110~*| 0.003078 0.0031 0.2
400 9.118210°° | 7.673210~* | 7.673210* 0.1
taux conv. 1.9768 2.0144 2.0144
50 727121074 0.0070 0.0070 0.2828
200 1.830010~* 0.0018 0.0018 0.1414
taux conv. 1.9903 1.9594 1.9594

TAB. 2.5 — Test 2 : Résultats du schéma boite (us,pn) € P2,o X (BDM; + ®)

nb mailles | |u — uplon | |u — unlin | [P — Prloo | Pas d’espace h
100 0.0728 1.8187 1.5945 0.2
400 0.0186 0.9252 0.8038 0.1
taux conv. 1.9686 0.9751 0.9882
TAB. 2.6 — Test 2 : Résultats du schéma boite (un,ps) € PL. o X RT®

2.7.4 Test 3

Nous considérons la solution exacte du probléme (2.171) :
u(z,y) =2y (1 —z) (1 - y) exp(5z)
de terme source f : ‘

flz,y) = exp(5z) (y(1 —y) (25z (1 —z) +10(1 — 2z) — 2) — 2z (1 — x)) .

Il s’agit d’un probléme de type couche limite avec une forte variation du gradient le long
de Vaxe z =z = ibm@. On représente la solution (up,pr) € P2o X (RT! + @) du schéma
boite (2.147) pour un maillage de type 1 composé de 400 triangles. Les Figures 2.19 et 2.20
représentent la solution u, € P,fc,o. Le flux discret p, € RT' + ® est représenté sur la Figure
2.21. L’erreur entre la solution exacte u et la solution calculée uy, et représenté sur la Figure

2.22. Les calculs d’erreur pour les schémas boite (2.47) (2.100) et (2.147) sont regroupés,
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respectivement dans les tableaux 2.9, 2.7 et 2.8. Les résultats obtenus sont de I'ordre de
ceux annoncés dans les différents théorémes d’estimations d’erreur a priori correspondants.
Néanmoins, un maillage plus fin permettrait de mieux prendre en compte la forte variation
de gradient le long de z = z,.

nb mailles | |[u — uploq | |v — un|1,n | [P — Prloe | Pas d’espace h
100 0.0116 0.8193 0.5962 0.2
400 0.0015 0.2226 0.1580 0.1
taux conv. 2.9511 1.8799 1.9159
50 0.0313 1.4859 1.1320 0.2828 ||
200 0.0043 0.4112 0.3122 0.1414 ||
taux conv. | 2.8638 1.8534 1.8583 |

TAB. 2.7 — Test 3 :

Résultats du schéma boite (up,pr) € P24 X (RT' + @)

nb mailles | |u — uplon | |4 — unl1,n | [P — Paloa | Pas d’espace h
100 0.0786 0.9638 0.9638 0.2
400 0.0205 0.2621 0.2621 0.1
taux conv. 1.9389 1.8786 1.8786
50 0.1505 1.6983 1.6983 0.2828
200 0.0409 0.4760 0.4760 0.1414
taux conv. 1.8796 1.8351 1.8351

TAB. 2.8 — Test 3 : Résultats du schéma boite (un, pn) € P24 X (BDM, + @)

nb mailles | |u — uplon | |4 — unlin | [P — Prlo | Pas d’espace h
100 0.1427 2.9234 2.4798 0.2
400 0.0388 1.5372 1.2519 0.1

taux conv. 1.8789 0.9273 0.9861

nb mailles | |u — uploa | [u— unlin | [P — Prloa | Pas d’espace h
50 0.3062 4.5556 3.9266 0.2828
200 0.0903 2.4734 2.1177 0.1414
800 0.0236 1.2659 1.0822 0.0707

taux conv. 1.7617 0.8811 0.8908

TAB. 2.9 — Test 3 : Résultats du schéma boite (us,py) € Pl o X RT°
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FI1G. 2.19 - Test 3 : Solution uy € P2, cal- F1g. 2.20 — Test 3 : Isolignes de la solution

culée par le schéma P2, x (RT" + @). up, € P2, calculée par le schéma Py, o x (RT' +@).

09 ‘ e -I
0.7+ Ya i _'-- J
04 o e

03} = A

0 L L L s L L
0 01 02 0.3 04 05 06 07 08 09 1

F1G. 2.21 - Flux p;, € (RT! + ®) calculé par
le schéma P2, , x (RT! + ®). FiG. 2.22 — Différence entre la solution exacte u

et la solution calculée up € P2 .
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2.7.5 Test 4

Il s’agit d’un cas test proposé par Douglas et Co., [26]. On considere la solution exacte
du probléme (2.171) :

u(z,y) = exp(—100 ((z — 0.25)> + (y — 1/3)%))
de terme source f :

f(z,y) = 100 exp(—100((z — 0.25)% + (y — 1/3)?)) (4 — 400(z — 0.25)* — 400 (y — 1/3)?).

Cette solution exacte est une gaussienne centrée au point (zo,ys) = (3, 3). Les conditions

sur la frontiére sont données par la solution exacte elle-méme. La solution exacte présente un
fort gradient autour du pic de la gaussienne. Pour les trois schémas boite présentés dans ce
Chapitre, on calcule la solution uy et le flux discret py,. Les taux de convergence de ’erreur
entre la solution exacte u et la solution u, calculée par chacun des trois schémas boite, ainsi
que P'erreur entre le flux exact p = Vu et le flux discret pj, sont regroupés dans les Tableaux
2.10 pour le schéma boite P2  x (RT"' + ®), 2.11 pour le schéma boite Py, , x (BDM"' + @)
et 2.12 pour le schéma boite Pnlc,o x RT®. Les taux de convergence de l’erreur entre solution
exacte et solution discréte donnée par les schémas boite sont proches des taux annoncés
pour les estimations d’erreur a priori.

Nous représentons la solution discréte us € P2, du schéma boite P2, ; x (RT" + @) sur les
Figures 2.23 et 2.24. Le flux discret p, € (RT" + ®) du schéma boite P2, ; x (RT" + ®) est
représenté par la Figure 2.25. Nous constatons sur la Figure 2.26 que I’amplitude maximale
entre la solution exacte et la solution calculée par le schéma boite est située au niveau du pic
de la gaussienne. En effet, le maillage condidéré n’est pas assez fin pour prendre en compte
la forte variation de gradient au niveau du pic de la gaussienne. Ceci explique également
que les taux de convergence obtenus soient un peu plus faibles que ceux attendus.

nb mailles | |[u —uploq | |[u — unlin | [P — Prlogo | Pas d’espace h
100 0.0176 0.6984 0.5584 0.2

400 0.0019 0.1888 0.1310 0.1

taux conv. | 3.2115 1.8872 2.0917

nb mailles | |[u —uploq | |[u — unlin | [P — Prlogn | Pas d’espace h
50 0.0372 1.2986 1.1244 0.2828

200 0.0051 0.3526 0.2580 0.1414

taux conv. | 2.8667 1.8809 2.1237
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FIG. 2.23 — Test 4 : Solution up, € Py, cal- F1G. 2.24 — Test 4 : Isolignes de la solution
culée par le schéma P2, x (RT' + ®). up, € P2, calculée par le schéma Py, x (RT" +9).
‘ | |
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F1G. 2.26 — Test 4 : Différence entre la solu-

tion exacte u et la solution calculée uy, € 36,0

par le schéma P2, x (RT" + ®).

FI1G. 2.25 — Test 4 : Flux p, € (RT! + ®)
calculé par le schéma P2, , x (RT"' + @).
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nb mailles | |u — unloq | |4 — unli,p | [P — Prloe | pas d’espace h
100 0.0309 0.8665 0.8665 0.2

400 0.0079 0.2672 0.2672 0.1

taux conv. | 1.9677 1.6973

nb mailles | |[u —uploq | |u — urlin | P — Prlogn | pas d’espace h
50 0.0628 1.5714 1.5714 0.2828

200 0.0148 0.4720 0.4720 0.1414

taux conv. | 2.0852 1.7352 1.7352

TAB. 2.11 — Test 4 :

Résultats du schéma boite (un,pn) € PZ o X (BDM' + @)

nb mailles | |u — uploq | |u — unlin | [P — Prlon | Pas d’espace h
100 0.0487 1.2234 1.1076 0.2

400 0.0140 0.7197 0.6038 0.1

taux conv. | 1.7985 0.7654 0.8753

nb mailles | |u — uploq | [ — unlin | [P — Prlogn | Pas d’espace h
50 0.0768 1.7252 1.6654 0.2828

200 0.0268 0.9609 0.8343 0.1414

800 0.0074 0.5182 0.4389 0.0707

taux conv. | 1.8566 0.8909 0.9267

TAB. 2.12 — Test 4 : Résultats du schéma boite (us, p) € Pl o X RT®
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CHAPITRE 3

Quelques schémas boite sur maillages
en rectangles

3.1 Introduction

Une question naturelle est de se demander si les résultats obtenus au chapitre précédent
dans le cas de maillages en triangles, se généralisent dans le cas de maillages en rectangles.
Nous allons prouver dans ce chapitre que 1’on peut effectivement construire des schémas
boite sur un domaine maillé par des rectangles et que ces schémas boite conservent les

propriétés de leurs homologues sur maillages en triangles.
Soit 2 C R? un rectangle de frontitre I' = 9. Soit f € L?(Q) donnée. Le probléme de

“Au=f, z€Q '(3_1)

Poisson
{u=g , ¢€T

admet une unique solution u € Hg(Q) N H*(Q) qui satisfait ||ullzna < C|flon. Nous
considérons la formulation mixte de type Petrov-Galerkin du probléme de Poisson, introduite

au Chapitre 2 : trouver (u,p) € Hj(Q) x Hgiv(2) tel que

(divp+ f,v)o0 =0, Vv € L*(Q) 25
{ (p— Vu,q)o0 =0, Vg € (L*(Q)). (3-2)

C’est un probléme bien posé, équivalent au probléme (3.1). Nous introduisons trois schémas
boite pour le probléme de Poisson sur des maillages du domaine € en rectangles. Nous
conservons le design des schémas boite tels qu’ils sont introduits dans le cas de maillages
triangulaires. D’une fagon générale, un schéma boite est une formulation mixte de type
Petrov-Galerkin qui consiste & trouver (us,pn) € My, x Xi 4 solution de

{ (divph + f, 'vh)o,n =0, Yy, € M2,h (3 3)
(Pn — Vun,groo =0, Ygr € Xap, ’

ot les espaces discrets M et X, sont des espaces d’éléments finis approchant les espaces
H;(Q) et Hyy(R2). Deux des schémas, que nous proposons sont de type non-conformes,
puisque les espaces discrets M, et X, satisfont X;, € Hgv(Q2) ou M, € H}(R). Les
espaces de test M, et Xy, sont des espaces de polyndmes totalement discontinus par

-99-



Quelques schémas boite sur maillages en rectangles

rectangle. Pour que le probléme discret (3.3) soit bien posé, les espaces discrets doivent
vérifier la condition nécessaire d’égalité des dimensions :

dim Ml,h + dim Xl,h = dim Mg,h <+ dim X2,h- (3.4)

Nous introduisons les espaces Hj () + My, et Hyy(Q2) + Xi 4, munis respectivement des

normes dépendantes du maillage :

1/2
i = (Z 4 ul%,x) p Mullin = (ulfa+ RN, Yue HiQ)+ My (3.5)
K
: 2 /2 2 2 1/2
|Plav.n = (Z | div Plo,K) i llpllaiva = (Iplog + IPlaivs) ™ 5 VP € Haw(Q) + Xin
K
(3.6)

Dans le Paragraphe 3.2, nous donnons les notations utilisées par la suite et les propriétés liées
au maillage. Nous définissons les espaces d’éléments finis pour les inconnues au Paragraphe
3.3. Enfin, dans les Paragraphes 3.4, 3.5 et 3.6, nous décrivons quelques schémas boite
associés a la formulation mixte de type Petrov-Galerkin (3.2).

3.2 Notations
3.2.1 Le changement de base

Le carré de référence K est le carré unité [0, 1] x [0, 1] de sommets §; = (0,0), S, = (1,0),
Ss =(1,1) et 54 = (0,1). On se restreint ici au cas de maillages en rectangles du domaine
§2. Soit K un rectangle de sommets S;, Sa, S3, S; (Figure 3.1).
Soit g P'application définie par :

VK . K—)K

(£, 9) — (z,9) = ¢ex(8,9) =b+B ( ;" ) (3.7)

ou b et B sont respectivement le vecteur colonne 2 x 1 et la matrice 2 x 2 définis par

b=(”‘1)et3.—_("’2"”1 0 )
n 0 Y2 — %

¢k est une application linéaire bijective affine. Comme dans le cas de maillages triangu-
laires, la matrice jacobienne de ¢y est constante sur chaque maille K. C’est une propriété
particuliére des maillages en parallelogrammes. De plus, ’espace Q'(K) est égal a

Q' (K) ={dopx;d€ Q' (K)}.
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S Ss
K
S’4 5’3 /
Si Sy
K
S S,

FIG. 3.1 — Application affine px : K — K

3.2.2 Notations géométriques

Dans la suite, K désigne un rectangle de sommets S;, 1 < i < 4, de coordonnées respec-
tives (z1,71), (%2, %1), (T2, %2), (Z1,¥2). On note e, et e, les arétes horizontale et verticale
d’un rectangle K du maillage, d’aire | K| (Figure 3.3). Soit 7} le triangle contenu dans K de
sommets S;_1, S;, Si+1, avec la notation Sy = S;. Soient (Figure 3.2):
® hy : diamétre de K= diagonale de K.
®py =2 lxgiigl pi ol p; est le diamétre du cercle inscrit dans 7T;.

sox =251

S4 Ss

hx

P1

S 1 52

F1G. 3.2 — Géométrie du rectangle

Dans la suite, 7, désigne un maillage en rectangles du domaine §2, de parameétre de discrétisation

h = max hg.
KeT,

Le maillage 7, est tel que les rectangles K € 75 ont leurs cotés paralléles aux c6tés du
domaine (2. La triangulation 7 est définie de sorte que ) = UKE'T;. K et nous supposons
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(0y),
S.
Y2 | 4 S3
G
Yk €y .K
Y1 e Xl
Sy So
- . >
O T TK ) | (O;")

F1G. 3.3 — Notations pour un rectangle K du domaine 2

que le maillage est uniformément régulier, c’est-a-dire qu’il existe deux constantes o > 0
indépendantes de h, telles que

Th<hyx<opxk e ' h—0.
Un exemple de maillage est donné par la Figure 3.4.

Soient S ’ensemble des noeuds du maillage, constitué des noeuds frontiéres S, et des noeuds
internes S;, et A I’ensemble des arétes du maillage, constitué des arétes frontiéres A, et des
arétes internes 4;. On utilisera les notations suivantes :

NP = nombre de noeuds du maillage,

NP, = nombre de noeuds internes du maillage,
NE = nombre de mailles de la discrétisation7}, ,
NA = nombre total d’arétes,

NA, = nombre d’arétes frontieres du maillage,
NA; = nombre d’arétes internes du maillage.

Les relations d’Euler sont :

NE-NA+NP=1 et 4NE=NA+NA;. (3.8)
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r

Fi1G. 3.4 - Exemple de maillage du domaine

F1G. 3.5 — Base de vecteurs (v,, ;)

Soit K un rectangle du maillage 7. Le vecteur normal unitaire & une aréte a de K orienté
vers l'extérieur est noté v,, le vecteur tangent est noté 7,. Sur la Figure 3.5, v, représente
le vecteur normal & P’aréte a dans le rectangle K;. Soient K, et K, deux rectangles d’aréte
commune a. Le saut d’une fonction v & travers 'aréte a est [v] = vk, o — vk, .

Le gradient d'une fonction f € H'(Q) est Vf = (8.f,8,f), son rotationnel est
rot f = (8,f,—0:f). Le rotationnel scalaire d’une fonction vectorielle (f;, f2) est noté

de fagon identique rot(fi, fo) = 9, f1 — O fo.
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3.2.3 Quelques lemmes

Soit K un rectangle du maillage. P°(K) désigne les polynémes constants sur K. Q!(K)
désigne 1’ensemble des polynémes de R? de degré 1 en chaque variable z et y, c’est-a-dire
delaforme¢g=a+bz+cy+dzyoua,b,cetdsont des constantes réelles.

Pour chaque aréte a € A, soit I, : L?*(a) — P%a), 'opérateur de projection sur les po-
lynémes constants de a. Si a est une aréte du rectangle K, on a la généralisation sur des
rectangles du Lemme 3 de Crouzeix-Raviart [22] sur des triangles (Lemme 2.2.2 Chapitre

3):

Lemme 3.2.1 (Interpolation d’aréte, [44])
Il eziste une constante C > 0 indépendante de K et de a, telle que pour toutes fonctions

$€ HI(K) et v € HY(K), on ait
|/¢('v - Hev) dal < Cog hK|¢|l,K|'U|1,K-

Soit IT* 1a projection orthogonale de L?(K) sur les polynomes de Q*(K) d’ordre k en chaque
variable définie pour v € L?(K) par

/ (I*v —v)qdz =0, Vg€ Q*(K).
K

Lemme 3.2.2 (Interpolation [30],[40])
Nous avons les estimation suivantes : si v € H¥(K),

|v — %)y x < C ot RE ™ok, 1<m<k+1 (3.9)

I'U - Hk’vlo,K S CO’K h’}(+1|v|k+1,K, m=0. A (310)

3.3 Espaces fonctionnels discrets

Avant d’aborder les différents schémas boite, nous allons décrire les espaces d’éléments
finis utilisés pour approcher la vitesse u et le flux p du probléme mixte de type Petrov-

Galerkin (3.2).

3.3.1 L’espace scalaire Q! conforme

Nous notons Q! D’espace d’éléments finis Q!-Lagrange des fonctions polynémiales de
degré 1 en chaque variable. C’est un espace conforme dans H} ().

Qi ={unec®@; ueQ k), VKeT },

- 104 -




Quelques schémas boite sur maillages en rectangles

ot Q'(K) est I'espace des polynémes de degré 1 en chaque variable z et y. Sa restriction
aux fonctions s’annulant sur la frontiere I' de Q2 est notée Q7 telle que

Qzo = {Uh €Qc; une=0,vVa € Ab}- (3.11)

Lemme 3.3.1 (Fonctions de base de Q}) '
(i) La base de degrés de liberté de l’espace Q. est donnée par {(p:)1<i<np} :

pi(vn) = va(Si), Yun€Q;, VS €S. (3.12)

(ii) La base locale de l'espace Q) est {(Ai)1<i<a} : 0t (Ai)1<i<s Sont définis dans le rectangle K
par M(z,y) = ry(22—2) (¥2=9), Ma(,¥) = (2 —21) (12 —9), Xs(3, ) = g (z—21) (y—11)

et M(z,y) = pg(z2 — 2)(y — 1)
(iii) dim QL = NP et dim QL = NP;.

3.3.2 L’espace scalaire Q' non-conforme

L’espace Q.. est I’espace d’éléments finis des polynémes de Q' (K) continus aux milieux
des arétes du maillage. Contrairement & I’espace Q2, I’espace Q}, est un espace non-conforme
dans H'(Q2). On note : |

! = {uh € L*(Q) ; up € QY(K), VK € ﬁ_;/[uh]da=0,Va EA}

L’espace QL. est la restriction de I'espace QL. aux fonctions nulles au milieu des arétes

frontiéres :

rllc,0= {Uh € Q,lm; /uhda=0,Va€A¢.}.
a

Il semble naturel de choisir les degrés de liberté globaux {p,}ac4 de I’espace d’éléments finis
1. comme les valeurs aux points milieux des arétes. C’est-a-dire

Pa(vp) = va(M,), Yy € Qim

ol M, est le milieu de 'aréte a. Si M,,, M,,, M,, et M,, désignent (de fagon ordonnée) les
points milieux des arétes de K et Gx(zk,yx) le centre de K (Figure 3.6), toute fonction
u € Q'(K) vérifie I'égalité :

u(Mg,) + u(M,,) = u(M,,) + u(M,,) = 2 u(Gk). (3.13)

Donc, les valeurs au milieu des arétes ne forment pas un ensemble unisolvant ([6], [30]). En
effet, il existe une fonction non nulle s’annulant au milieu de toutes les arétes du maillage :

il s’agit d’une bulle.
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y
A Mas
Y2 @
Gk
M, ® ° * M,
Y1 '
@ : > T
] Ma1 I9

FIG. 3.6 — Rectangle K

Lemme 3.3.2 (Bulle non-conforme de Q'(K))
Soit 1) la fonction définie sur Q'(K) par :
n:Q(K) — K
p > {p(Ma)}ecok

ot M, désigne le milieu d’une aréte a de K. Le noyau de 1 est de dimension 1, engendré
par “la bulle non-conforme” by.

. 4
Kern=Vect <bx >, bk(z,y)= m(ﬂf - zK)(y - YK), |

ot Gk (zk,yx) est le centre du rectangle K.

Preuve : : ,
Sur chaque rectangle K du maillage, il existe une fonction de Q'(K) qui s’annule au milieu
des arétes du quadrangle, elle est unique & une constante multiplicative prés. On note bx

cette fonction (unitaire) définie par : by = I—,"(—l(a: - zk)(y — k), o (Zk,yk) est le centre
du rectangle K. Cette fonction by est appelée bulle non-conforme associée au rectangle K. B

La Figure 3.7 représente la bulle sur le carré de référence [0, 1]2. Citons quelques propriétés
de la fonction “bulle non-conforme” by : '
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05

-05

FIG. 3.7 — Bulle non-conforme de Q'(K)

Lemme 3.3.3 (Propriétés de la bulle non-conforme bx)
Pour tout rectangle K € Ty, et toute fonctionv € Q'(K), la bulle non-conforme by satisfait :

(Z)/ bKdO‘ZO,
0K

(m)/ rotbg - Vudzr =0,
K

(114) / (rot by - v} vdo = 0.
oK

Preuve :

(i) La bulle non-conforme est affine le long des arétes du maillage (en rectangles) et nulle
aux milieux des arétes de K, donc

/ bxdo =Y /bKda =Y |e|bx(M,) = 0. (3.14)
oK ecdK vV e ecdK

(ii) Soit v € @'(K). En utilisant une intégration par partie, on a

/rotbK-Vvd:czf bK(V’U-T)dO'—/ bk rot(Vv) dz
K oK K

- 4 ~ -
v s

(I (IT)
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Z /bK—da

e€dK
Or, bK est affine le long d’une aréte e et s’annule en son milieu. Elle est donc de moyenne
nulle le long de toute aréte e du maillage. Donc (I) = 0. D’autre part, rot(Vv) = 0, pour

toute fonction v, donc (I7) = 0.
(iii) v € Q'(K). Par la formule de Green, on a

/ rotby - vvdo = / div(rot bx) vdx +/ rot by - Vudz . (3.15)
oK JK -, JK D

(1) (1)
L’intégrale (I) est nulle (puisque div(rotbx) = 0) et (I1) est nulle par (ii). |

Définition 3.3.1 (Espace des bulles non-conformes)
Soit ¥ l’espace vectoriel “bulle” engendré par les fonctions bulles non-conformes locales :

U= {y € L*(Q) \Y\x = axbk, ax € R, VK € T},

alors dimV¥ = NFE et ¥ C ano

En effet, par définition de la bulle non-conforme, by € Q'(K), VK € T, et le long de
chaque aréte a € 0K,

/bK do = bK(Ma) =0.

a

Donc, ¥ = Y, axbk € Qb . Cest-a-dire, ¥ C Q..

Définition 3.3.2 (Définition de B)
Soit B Uélément de 'espace Qr. o défini au signe prés par B = ngn(K) by, ot sgn(K)

K
est le signe du rectangle K égal a 1 ou -1. Il est donné par exemple, par le Tableau 3.8 par
rapport a un rectangle de référence.

Fi1G. 3.8 — Valeurs de sgn(K).
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Proposition 3.3.1 (Caractérisation des espaces Q! non-conformes)
Les espaces Q; , QL. et W vérifient :

(i) QiNY = Vect(B), dim(Q:NV¥) =1,
(@) Q.h=Q +V, dimQ} = NA,

Preuve :

(i) Soit ¥ = 3", axbx € Q! N ¥ un élément de Iintersection de Q! et de V. La conti-
nuité de ¢ a travers les mailles implique la continuité de 4 le long des arétes internes. Si
a = 0K, N K, désigne une aréte interne du maillage, alors la bulle non-conforme par rec-
tangle vérifie by, = ~bk,o- Donc la continuité de 1 entraine que
ax = sgn(K)a, VK, o € R Alors ¢ = aB, o € R Clest-d-dire Q! N ¥ C Vect(B).

La réciproque est évidente.
(ii) Notons M 1’espace M = Q!+ ¥. L'inclusion M C Q2. est évidente. Pour prouver I'iden-
tité M = @2, nous allons prouver ’égalité des dimensions de M et Q...
Soit 7 I’application linéaire

i:Ql, — RN

u — (@(Me))acs (3.16)

En utilisant les définitions de 1’espace ¥ et de la bulle non-conforme bk, le noyau de ’ap-
plication i est tel que

Keri = {u €Ql,, u(M,) =0, Vae A} cw
et par la relation (3.13), I'image de I’application i est
mi = {(u(M.)) € R /u € Qb u(May.) + u(Map) = uMas,x) + u(May x), VK € T3}

(ot Mg, k, %2 = 1,..,4 sont les milieux des arétes du rectangle K), ce qui implique que
dim@}, = dim(Keri) + dim(Imi) < NA. De plus, la dimension de M est,
dimM = dimQ} + dim¥ - dim(Q! N ¥) = NP + NE — 1. La premiére relation d'Eu-
ler implique dimM = NA. Or M C Q. donc dimM < dim Q},.. On en déduit que
dimQ@}, = NA. Ce qui conclut la preuve du (ii).

(i) De plus, Q1N ¥ = {0} ; en effet, si y = a) xbx € QLyNY, alors a = 0 (puisque ¥
est nul sur la frontiére de §2). Donc les deux espaces Qo et ¥ sont en somme directe. W

Nous en déduisons la base globale de 1’espace Qneo :

Lemme 3.3.4 (Base globale de Q. ,)
Les degrés de liberté de I’espace an,o sont situés auz sommets et auz centres des rectangles

du maillage (Figure 3.9) et la base globale de Q.o est donnée par les fonctions {Mih<icwr U
{bx} ke
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o

FiG. 3.9 — Degrés de liberté de I'espace QL.

Lemme 3.3.5 (Propriétés de ’espace Q.. )
Pour toute fonction v € QL o, on a les relations suivantes

() Va € A;, /[v]pda =0, Vpe P%a),

(i4) Va € A, /vpdcr:O, Vp € P°(a).

Preuve :
Soit v € Q2 . Nous allons montrer les relations (i) et (ii) pour cet élément v.
(i) Soit a € A;, a = 8K, N 8K, soit p € P°(a), par la Proposition 331, v=9+) g aKbK

ouveQ,oetaKER Donc,

fp[v] do = /p[ii] do + /p(ongx2 — oybk,) do. » (3.17)

Or,  est continu le long de a; c’est-a-dire [7],, = 0, donc [, p[¥]do est nulle. D’autre part,
la définition de la bulle non-conforme 1mp11que f pbx do = 0 pour toute aréte a. Ce qui

prouve (i).
(ii) Soit a une aréte frontiere ,a = 0K Nl'etp € P° En utlhsant les arguments precedents,
on obtient
/pvda=/pﬁda+/aprxda. (3.18)
a e a
=0
i est nulle au bord, donc [, piido = 0. On obtient (ii). ‘ [ |

Nous allons rappeler briévement les espaces d’éléments finis utilisés pour approcher le flux
p = Vu.

3.3.3 Espaces vectoriels pour Vu
L’espace de Raviart-Thomas sur rectangles

L’espace RT® est I'espace d’éléments finis introduit par Raviart et Thomas, [39], de plus
bas degré sur maillage quadrangulaire. Dans le cas d’un maillage en rectangles dont les cotés

- 110 -




Quelques schémas boite sur maillages en rectangles

sont paralléles aux axes du domaine 2, on définit I’espace des vecteurs de polynémes
RTO(K) = (PP()*+P* (2 ) +P( 0.
0 Y

Dans chaque rectangle K, g, € RT°(K) si et seulement si gx(z,y) = ( Zg ig:: ) , avec

ok, Bk, 7k et 6k € R . Remarquons que si Gx(zx,yx) est le centre du rectangle K, on a
encore les formulations équivalentes :

RT(K) = (P°(K))? + P°(K) ( i ) + PY(K) ( e )

; (3.19)
RTY(K) = (P*(K))? + P*(K) GxX + PY(K) rot bx
L’espace de Raviart-Thomas est défini par
RT® = {q,. € Hyiv() tels que g, € RTY(K), VK € 77,} . (3.20)

Un vecteur p, de RT? est un élément de ’espace Hyg;,(f2), donc, sa composante normale est
continue le long de chaque aréte interne a du maillage :

(D Va+pn-V)) =0 surlarétea.

De plus, dans le cas de maillages en rectangles, la cbmposante normale pj, - v, est constante
par aréte : p- v, € P%a).

t
1

FIG. 3.10 — Degrés de liberté de I’espace RT?

Lemme 3.3.6 (Fonctions de base de RT?)
(i) Les degrés de liberté globauz de RT® sont les formes linéaires {Ly}aca, définies par :

L,(gn) = /q,, ‘Y, do.
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(i) La base canonique de RT® est donnée par (P,), :
Py(z,y) = PKl,a]lIﬁ(z) y) - PKz,alle(x’ y)
“otta = 0K, NOK; et 1k, est l'indicatrice sur le rectangle K;, i = 1,2.

Les fonctions Pk, sont définies par Pxo = ]-lﬂ ( m —OES st a est une aréte verticale et

zg désigne l’abscisse de l’aréte opposée d a dans le rectangle K et Pk, = ﬁ ( y Oy ) 81
—Ys
a est une aréte horizontale et ys désigne l’ordonnée de l’aréte opposée a a dans le rectangle

K.
(iii) La dimension de l’espace RT? est égale au nombre d’arétes du maillage : dim RT? =NA.

L’espace ® des rotationnels de bulle
Lemme 3.3.7 Soit I’espace vectoriel engendré par les rotationnels de la bulle non-conforme

d=rot¥={p=) Pxrotbx, Bx € R}
K

alors, ® N RT® = Vect(rot(B)).

Preuve :

Sur tout rectangle K du maillage, rotby € RT°(K). Donc tout élément
¢ = Y g Brrotbxk € P appartient a RTO si et seulement ¢ € Hygy (). Clest-a-dire si
pour toute aréte interne a = K; N 0K, € A;, ¢ satisfait

(DK, * Vo, i1 + Diks * Vo, Kz )ja = 0
Or, (rot bi,ja * ¥a) = (rotbg,ja - vs). Donc la continuité de la composante normale équivaut

a
Bk, + Bk, =0, Va = 0K, NOK,.

Ainsi, ¢ € RT? si et seulement si ¢ = 8, sgn(K) rotbx pour un certain réel S. [ ]

3.4 Le schéma boite 1 : (u,pn) € Qneo X (RT" + @)

3.4.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous cherchons a généraliser sur des maillages en rectangles, le
schéma boite de B. Courbet et J.-P. Croisille introduit sur triangles (Chapitre 2, Paragraphe
2.3.4). De fagon naturelle, on cherche les inconnues u; et p, dans les espaces Q}.o et RT®
rectangles, qui correspondent dans le cas de maillages en rectangles aux espaces d’éléments
finis P}, o et RT® triangles, utilisés par B. Courbet et J.-P. Croisille. Les degrés de liberté
de I’espace RT" rectangles sont situés au niveau des arétes. Cependant, les degrés de liberté

de I'espace QL o ne sont pas situés au niveau des arétes (Lemme 3.3.4), comme c’était le

1
cas pour l'espace F,_,.
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3.4.2 Définition du schéma 1

Introduisons le premier schéma boite de type (3.3) associés au probléme mixte (3.2).
Nous choisissons M, = Qo comme espace d’approximation de H}(R) et ’espace RT®
rectangles, enrichi par le rotationnel de la bulle non-conforme - c’est-a-dire X 1p=RT°+®-
comme espace d’approximation de Hg;,(f2). Les espaces d’approximation sont non-conformes
puisque Q.o Z Hj(R) et (RT°+ @) € Hyir(Q). Les espaces d’inconnues sont de dimension

dim Qo + dim(RT® + ®) = (NA; + 1) + (NA+ NE — 1) = 5NE.

A ces espaces d’approximation M, et X, n, on associe les espaces de fonctions test de
polyndmes totalement discontinus. Soit M, 4, I’espace des polynémes constants totalement
discontinus par rectangle, encore noté P?

Mo ={n € L*(Q) ; v € P°K), VK €T} (3.21)

et X5, 'espace des polynomes constants de R? totalement discontinus, enrichi sur chaque
rectangle par le gradient et le rotationnel de la bulle non-conforme :

Xop = {q,, € (L?(Q))2 ; Ghlx € (PO(K))2+P0 ( g ) + P° ( fy ) , VK€ 7;,} (3.22)
c’est-a-dire
Xop = (P°)? + P°(Vbk) + P°(rot b) .
En particulier, V(M;4) C Xo,.

Définition 3.4.1 (Schéma boite 1)
Considérons le schéma boite 1 : trouver (up,pr) € Qk.o X (RT® + ) solution du probléme

discret
Z (divps + f,vn)ox =0, Vv, € P°
= 3.23
Z (ph ~ Vuy, Qh)O,K =0, Vg, € Xz'h . ( )

KeTh

Lemme 3.4.1 (Egalité des dimensions)

dim (RT® + @) + dim Q%o = dim X2, + dim P°
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Preuve :
Nous vérifions I’égalité des dimensions entre les espaces, en utilisant les relations d’Euler

(3.8).
dim X5 +dim My, = (NA+NE—-1)+ (NA;+1)
= NA;+NA+NE
N e’

ANE
= SNFE =dim Xz,h + dim Mg’h; :

Lemme 3.4.2 (Existence et unicité de la solution)
Le schéma boite (3.23) admet une unique solution (up,pn) € Qheo X (RT® + ).

Preuve :
Par égalité des dimensions et linéarité du schéma boite (3.23), il est suffisant de prouver que

f = 0 entraine u;, = p, = 0. Supposons que f = 0, alors ’équation (3.23), s’écrit
(divp;,, ‘vh)o,n =0,Vy, € P° (324)

Un élément pj, de I’espace X 5, est & divergence constante par quadrangle : div pyx € PY(K).
Donc I’équation (3.24) implique que div ppx = 0, dans chaque rectangle K. D’autre part,
V@Qico € X2 En choisissant g, = Vu,, dans P’équation (3.23)2, nous obtenons

Vusl2 o = ,Vup)ox = — /divp up dT + /p -vupdo (3.25
Z;l nlo.x ;(Ph 1)0,K ; i =oh|K h Z{: P h (3.25)

Puisque p, € X3, = RT° + ®, py se décompose sous la forme pj, = Py + 3_ i Bx rot by, avec
Pn € Hyiv(Q) et B € R. La relation (3.25) devient :

Z|Vuh|§,x=§:/ Pr-vundo+Y [ Prrotbg-vundo (3.26)
K Kk JOK K JOK

Sur un rectangle K, upx € Q'(K), donc en utilisant le Lemme 3.3.3 (iii), on obtient

Z ﬂKl'OtbK'Vuhd0'=0.
8K

D’autre part, si [v] = (yx, — ik, )jo désigne le saut d’une fonction v & travers l'aréte a
commune & deux mailles K; et K, ’équation (3.26) se réécrit

ZIVunon =) / Pr-vaundo— Y / D - Va [un] do (3.27)

a€A, a€A;

Puisque, P - vo € P%) pour toute aréte a du maillage et u;, est continue au milieu des
arétes internes et nulle au milieu des arétes frontiéres, le terme _ |Vuy|§ x = 0. De plus
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up € Q}. o, d’ot on déduit que up = 0.

Prouvons que py, est nul. On a vu que div p, = 0 donc la relation (3.19) implique que

P € P°(K)? 4+ P°rot by C X,. Choisissons maintenant g, = p, € X, dans I'équation
(3.23)2, alors 3~ |pal2 x = 0 et donc p, = 0. [ ]

Soit I1°f la projection de f sur Ilke7; PO(K) et I1° fix sa restriction & un élément K. Nous
allons maintenant exprimer une formulation équivalente du schéma boite (3.23) :

Proposition 3.4.1 La solution (ux,ps) € QL5 X (RT® + ®) du schéma boite (8.28) est

donnée par :
(1) un € @, est solution du probléme variationnel

D (Vur, Von)ox = 3 (M) 1k, va)ox , Vo € QLo (3.28)

KeT; ' KeTy,

(ii) py s’écrit localement dans chaque rectangle K :

_ _ Sk ley*(z — zk) )
prk = (Vun) m ( Ie:|2(y — ) (3.29)

oil (zk,yk) est le centre du rectangle K.

Preuve : .
(i) Soit v, € QL. Choisissons g, = Vv, élément de X, dans (3.23),. En intégrant par

partie, on obtient .

Z(V un, Von)ox = Z(Ph, Vonox (3.30)
K K
—Z/ div phvhdx+2/ (pn - V) vpdo
Kk 'K kK VOK

Puisque, div pyx € P°, on a d’aprés I'équation (3.23);, div pyyx = —I1° fik- Or,pr € RT°+®
s'écrit localement p, = P + D x Bk rot b, donc la relation (3.30) devient

> (Vun, Voox = Z(Hof,vh)o,x-FZ/ (Pn + Bx rot b) - v vy do
K K K YOK
= (Hof,vh)o,n+2/ ﬁh'l/'vhdU-l-Z/ ﬂKI‘OtbK-U'UhdU
x JoK % JoK

Le Lemme 3.3.3 (iii) donne [, rotbg - v vydo = 0. Donc en utilisant la continuité de la
composante normale des €léments de RT® C Hy;\ (), on a

Z(Vuh,Vvh Z(H f,v;.)ox+2/p,. uauhda—Z/ph “ Vg [up] do

aEA, GEA;

Puisque up € @y et Py - Vo € P%(a), le Lemme 3.3.5 implique que

/ﬁh-v,,uhda=0,Va€Ab et /ﬁh-ua[uh]dcr:O,VaeA; (3.31)
a

a
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ce qui donne ‘
> (Vun, Voo =D _(I°f,0n)ox » Yon € Qnoo-
K K

Ceci prouve (i). En particulier, pour v, = bx € Q.o (vn vaut la bulle bk sur le rectangle
K et 0 ailleurs), on obtient

(Vun, Vik)ox = (M°f,bx)ox

Or, la bulle est & moyenne nulle sur chaque rectangle, donc (TI°f, bx)o,x = 0. De plus, Vuy
s'écrit localement (V up)|x = (II°V up) |k + dx Vb, ot di est donné par up. On en déduit
que
0= (V up, V bK)O,K = ((l'I°V uh)|K +dg Vbg, V bK)O_,K
= S(HOV 'uh)”{, v bK)O,Ii"'dKIVbKIg,K
=0

Cest-d-dire dx = 0, puisque |Vbk|3 x # 0. Donc la composante “bulle” de la solution up

est nulle et (V us)x = (I°V up) k-
(ii) Ecriture locale de py
p, appartient & RT9+®, il s’écrit donc localement sur un rectangle K, p, = pr+Y_ g Bk 10t bk

avec pp € Hgy(2). Or, nous avons vu que pour tout rectangle K, divpyx = ~I1° fik et

div(rot bgx) = 0, donc
divp, = divp, = —Hof . (3.32)

Puisque p;, et Vu, sont des vecteurs polynomiaux dé degré 1, Péquation (3.23), implique

que
(Mpr)ix = ([I°Vup)k = (Vun)x-

D’autre part, pp s’écrit endore sous la forme
div pyx ( T — Ik ) . T—ZIk
= (Mpu)x + +
PhiK (I%pn) 1 5 S Bk —(y - yx)
ou BK € R. En remplagant, (II°,)x et div pnx par leurs valeurs, on obtient

_ H°f|x T — Tk 5 T =Tk |
Phk = (V'LLh)lK— 9 ( y—yKl+?K ( —(y_yK) )J

~
Vv p——

Ph,1 Ph,2

1l s’agit maintenant d’évaluer le coefficient Bk . Réutilisons I’équation (3.23), pour un élément
gnjx = rot bi :
/ (pn1 + pra — Vup) -rotbg dz =0 (3.33)
K

Or, par le Lemme 3.3.3 (ii), [, Vun - rotbg =0, et ps,; est complétement déterminé par

M°fix ( z—zx
pu1 = (Vup) ik — 5 ( I )
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donc I'équation (3.33) devient :

/ Drpo - I‘OtbKd.’lI = —/ Dh,1 ¢ I'OtbK dz
K K
I° -
= 2f"‘/ ( ; Z" ) - Tot by dz ~ (TI°Vuy) / rot by dz
— Yk
K | K ~
4n0fIK 2 2
= I /K(:r—acx) ~(y-yx)*dz
Sur un rectangle K d’arétes horizontale e, et verticale €y,
K K
fe=anr =Bl o [ - ymp= Bl 639
X 12 e 12
D’autre part, par définition de Dh,2,
/Ph,2 ‘rotbgdz = / B ( T~ Ik ) ‘rot by dx
K K —(y —yx)
; 43}" 2 2
= l{{l K(x xK) +(y yK) dzr .
48k J
= 5o (I +1esP)
Nous obtenons donc : 0 : !
B = Tk el = Jey
" 2 le?+ ley]?
Nous venons de prouver que (us, Pn) solution du probléme (3.23) est également solution du
probléme ((i)-(ii)) qui admet une unique solution. D’odt le résultat annoncé. u

Cette proposition donne aussi ’existence et 'unicité du probléme (3.23). Noter que dans le
cas particulier de maillages en carrés, le coefficient Bx est nul sur chaque carré. C'est-a-dire
que la composante selon le rotationnel de bulle est nulle. Donc p;, s’écrit sur le carré K

Dfik [ z—zk
=(V el .S :
Paix = ( Un) |k 2 ( Y-y )

nous retrouvons la formulation équivalente du schéma boite de Courbet-Croisille sur maillage
en triangles.

3.4.3 Analyse numérique du schéma

Lemme 3.4.3 (Lemme de Poincaré discret, ([30]))
1l eziste une constante C > 0 qui ne dépend que de S telle que pour tout u € Q) o+ H} (D),

on a
[ulon < Cluly,s. (3.35)
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Preuve :
Soit u € Qhgo + Hg(). On a

|(ua 9)0 ﬂl
ulop= sup — 1 — 3.36
fulo seL2@ |9glog (3:36)

Soit g € L3(Q), Ip € H*(Q)? tel que divp =g et [Iple < C|gla. En remplagant g par sa
valeur dans (3.36) et en intégrant par parties, on a

(u,g)o,9=(u,divp)o,n=—2/ Vu-pdz+2/ p-vudo (3.37)
x JK G Jox

~

0 an

Majorons les deux termes du second membre :
e Estimation de |(I)| :

=13 /K Vu-pdz| < luls pho
K

e Soit [u] le saut de u & travers 'aréte a, puisque p € (HY(2))% N Haiv (), (IT) est égal &

(II)=ZK:/8Kp-uuda=Z p-uauda—z PV, |u]do, (3.38)

acA, v e a€A; v @
Soit P~ v, = T}TI [, p-va do 1a moyenne de p-v, le long de I’aréte a. Puisque u € H}(Q2)+ Q00
par le Lemme 3.3.5 on a les relations suivantes :

/muda=0, Vae A, et fp'-ua[u]da=0, Va € A; (3.39)
a

a

L’égalité (3.38) devient donc :

;Axp.uuda = Z (p'l/a—m)uda—z (p- Ve — D Va) [u] do

€A, Ve acA; Ve
= ZZ (p- Ve — P V) udo
K ecdK "¢

Le Lemme 3.2.1 et les propriétés du maillage donnent I’estimation
| [0+ e~ P wde| < Ok Pl
[4

Ainsi,

[(I)| = |Zf p-vudo| < 4Chlu|yn [Pl
% JoK

Finalement, on obtient

(w, )0l < (4CH + D)ulinplie £ @Ch+Duhn [IPlha
——
<C()lglo,n
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Nous en déduisons le résultat annoncé. [ ]

Lemme 3.4.4 La semi-norme |- |15 est une norme sur ’espace H}(S) + Qrco-

Ce résultat se déduit du Lemme de Poincaré discret. Nous avons le résultat de stabilité

suivant :

Proposition 3.4.2 (Stabilité)
La solution (un,pn) € Qp.0 X (RT® + ®) du schéma boite (3.23) satisfait I’estimation de

stabilité :
llunllin + lpnlldive < C|floq-

Preuve :
e Utilisons la formulation équivalente de la Proposition 3.4.1

lunlin = Z(Vuh, Vun)o,x = Z(H"f K> Uh)o,K (3.40)
K K

Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient |ux|?,, < |flo,aluslon. Le Lemme de

Poincaré 3.4.3 donne
[ualin < Clflo,n (3.41)

La définition de la norme || - ||;,» et le Lemme de Poincaré impliquent que
lunllin < C(Q)|flog- (3.42)

e L’écriture locale de p, (Proposition 3.4.1) donne :

lezlley|
< |Vu + |m° v :
Prlo,x < [Vunlox + [T°flo,x VI2([ez + & )2

Clest-a-dire : eI |
K 0K
lphlo,K s | hll,K 4\/5

On déduit de (3.41), que

lprloe < Clfloa (3.43)

ot C ne dépend que de Q.
e D’autre part, divp, = —II°f. Par I'inégalité (3.43), on obtient lpallaive < Clfloq- En

combinant avec (3.42), on conclut la preuve. ]
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Proposition 3.4.3 (Estimations d’erreur a priori)
Soit (u,p) € H}(Q) x Hagw(Q) la solution du probléme continu (8.2). Soit
(un,Pr) € Qpeo X (RT® + @) la solution du schéma boite (3.23). Si f € HY(Q), on a

les estimations d’erreur a priori :

(#) |u—unlip < Chiflog |

(i)  |u— unlog < CH(|floq + |fl10) (3.44)
(%) |- Phlog < Ch|floa | '
(i) |p—Palave < Chlfli0

Preuve :
Les estimations d’erreur pour u se démontrent grice i la formulation équivalente du schéma

boite (3.23), selon le méme principe que ’estimation d’erreur dans le cas d’un maillage

triangulaire.
(i) Notons aj, la forme bilinéaire définie sur ’espace H} () + Q1 o par

an(u,v) = Z(Vu, Vv)o,x
K

pour des éléments u et v de Hg () + Q.. Pour tout v, € QL o, on a en utilisant I'inégalité

triangulaire

|u —uphip < |u-— Unlip + Jun = vnlip - ‘ (3.45)

Or, par définition de a,

lun = val2p = an(un — vn,un — va) (3.46)
= ah(uh — U, Up — ‘l)h) + ah(u — Up, Up — 'Uh) .

Donc

Ap\Up — U, Up — Vp
luh - vhll,h < sup | ( h Lk )l + Iu - 'Uhll,h (347)
vh€QL 0 [un — Va1,

ce qui donne en combinant avec (3.45)

|an (up — u, wy)]

u—uphp <2 inf Ju—wp|in+ sup
l I ’ thQlc.O thQlc,o |'ll]h'1’h

Estimation de I’erreur de consistance :
Soit wy, € Q} ¢, par définition de ay, on obtient grace & la formule (3.28)

ap(up — u,wp) = Z/ V(up — u) - Vwy dz
% VK
= E/ Vuh-thdz—Z/ Vu - Vwy dz
Kk VK Kk 'K
= Z(Hof,wh)o,x+2/ Auwhd:c—Z/ (Vu - v) wy, do
= JK x JoK

K
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Or, —Au = f dans L?*(Q2), donc
- = s — - . .
an(up — u, wy) ZK:/K( f—fwndz ;/BK(Vu V) wydo

Notons L, la forme linéaire définie sur I'espace H}(R) + Qo DArT :
Lw) =Y / (Vu-v)wpdo, Vue HXS).
% Jok
* Estimons le terme L, (ws), u € H}(Q) N H3(Q) :

L.,(w;,)=;/8K(Vu-u)whda=—Z/Vu-ua[wh]da+ Z Vu-v,wpdo (3.48)

acA; Ve acA, Vo

Or, Vu = l—i—l J. Vudo € P°(a). D’autre part, puisque w, € Hi(2) + Q1.0 on a d’apres le
Lemme 3.3.5, les deux relations

/Vu-ua[wh]do=/(Vu—W)~u,,['wh]da, a€ A;
et /Vu-uawhda=f(Vu—W)-uawhda, a€ A

Ainsi, équation (3.48) est encore équivalente &

Ly(wp) = - /(VU-W)-Va[wh]da+'2/(Vu-W)-u:whda
aEA; V8 6€A, V4
= > Y [(Vu-YVu)-vowpdo. (3.49)
KeTh ecOK ¥ € -

Chaque intégrale d’aréte e € K s’estime d’aprés le Lemme 3.2.1 par
| /JVU — Vu) - vewp do| < C hg |wal1x |Vl
et donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
| ILu(ws)] < Chfunlplule

ou encore, puisque |[[ull20 < C'|flo0,
|Lu(wn)| < C h|wa|ynflog- (3.50)

* Estimons maintenant le terme Y, [, (II°f — f) wy dz
IT° étant ’opérateur de projection sur les polynémes constants et Moy, = TIITI Ji wh, on a

;L(H°f—f)whdx=;/K(H"f—f)(wh—ﬂ"wh)dw= —‘;/Kf(wh—n“wh)dz
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Ainsi, nous obtenons en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
|Z/ (M°F — flwndz] < z | Flo.x|wn — T°who,x
K YK K
Z | Flo,x (chx lwhl1,x)
K

< ch|floglwalin -

IA

Ceci donne I’estimation de as(up — u, w) :
lan(un — u,wa)] < Chlwalinlflog + chlfloglwalis
< Chlwalialflos
Donc ’erreur de consistance est

sup L= WUl oy o - (3.51)
whEQL, o |wp 1,4

Estimation de ’erreur d’approximation :
D’autre part, en notant II} ’opérateur d’interpolation Q!-Lagrange , on a par inclusion de
Q1o dans Q. , I'estimation de I’erreur d’approximation

inf  |u—whlip < lu—Thula.
w;.GQ}.c,o

En utilisant le Lemme 3.2.2 pour k=1, m=1

inf  |u— wp|1,n < Chlulzn
wheqil'u:,o

Or, puisque u est solution du probléme (3.1), |lullza < C|flon. Ceci permet de conclure
que :
lu — un|1,n < Chlfloa

Nous avons ainsi démontré P’assertion (i).
(ii) Utilisons un argument de type Aubin-Nitsche pour évaluer la norme L? de lerreur [4] :

Iu _ uhIOQ = sup |(u - Uh,g)o,nl
T gel?(Q) l9lo,0

Soit g une fonction de L%($2). Soit ¢y € Hy(f2), la solution du probleme variationnel (3.2)
associé au probléme de Poisson (—A¢, = g) de terme source g € LX) :

(Vég, Vo)o = (9, V)0 , v € Hy(2) . (3.52)

Soit ¢y, € QLo la solution du probléme variationnel discret (3.28) associé au schéma boite
(3.23) de terme source g :

> (Vn, Von)ox = > (g, vn)o,k » vh € Qrog- (3.53)
K K
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Alors, le terme (u — up, g)o,n 8’évalue en fonction de g, @,, ds, par
9)o, (]

(v — un, 9)o,0 = an(u — un, ¢g — 1) — [an(u — ua, dg) — (u — up, g)] (3.54)
_[a'h('u', ¢9 - ¢h) - (f’ ¢9) + (Hof’ ¢h)] '

D’oll la majoration

|(u = un, g)o,al < |a(u —un, 6y — 6n)| + a(u — un, ;) = (u — up, g)|

® (1)
+ |a(u, 6y — ¢n) = (£, &) + (I°f, ¢n)| (3.55)

(1)

* Evaluons (7). Par définition de a, sur H}(Q) + QL o, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

lan(u — up, @g = @n)| < |u — un|1,aldg — drl1n

L’estimation (i) appliquée aux problémes (3.1-3.28) et (3.52-3.53) implique
|u — upl1n < Chlflon et |¢;, — dnlip < Ch|glog

Dot |ax(u — un, &g — én)| < CH?|floa |glo,0-
® Posons w, = u — up € H}(R) + Q) et évaluons (IT) :

lan(u = un, @) = (u—un, 9)| = |an(wn, ¢g) — (wn, 9)|
= I;/aKV:ﬁg-uwhdaI
= |Lg, (ws)|

L’estimation de Ly, pour ¢, € Hg(2) est donnée par (3.50), encore valable pour des éléments

de H& (Q) + eruc,o
|Lg, (wn)| < Chlgloalwa|in

En appliquant (i), on obtient
|an(u — un, @) — (u — un,9)] < CH?|gloalflog
e Estimons le terme (I11). Posons wy, = ¢y — &n,

'ah(u’ ¢g - ¢h) - (fa ¢g) + (H0f7 ¢h)| = Iah(u’ wh) - (f1 'wh) - (f; ¢h) + (Hof7 ¢h)|
|Lu(ws) = (f = TI°f, ¢n)|
< |Lu(wa)l + 1(f = TI°F, 6n)]

Or, par définition de II°, fi.(f — TI°f) ¢ndz = [, (f — TI°f) (¢n — [1°4) dz. On a donc en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Lemme 3.2.2

|(f —1I°f, #)| < C A%\ flr |Bnlin-
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Comme ¢, est solution du probléme variationnel (3.53), le Lemme de Poincaré discret donne |
|#nl1,n < Cgloq. D’autre part, d’apres la relation (3.50), on a

|Lu(wr)| < C h|wa|ip|flog-

Par définition, |walin = |¢g — dnl1,4- Donc d’apres (1'), on a |wplin £ Ch|glon. Ainsi, on
obtient 1’estimation de (/1) :

|(TI1)| = lan(u, ¢ — ¢n) — (f, ¢9) + (I°f,68)| < Ch*|gloa(lflon+ |fhal)

Finalement, en regroupant les termes (I), (II) et (III), nous obtenons une estimation de

|u — uploq :

|u —unloe < sup
geEL? () |9lo.0

+esh(|flon + |f110) lglon)
< CH(Ifloa+1fha)

(01 h?|floslgloq + c2h®| floalglos

(iii) D’aprés 1’écriture locale de p,, (3.29) et la définition de p = Vu, on a

_ _ _ Ik ( ley|*(z ~ zx) )
Ip=prlon = |Vu XKZ((V"")'K eaP+ el \ leal?(y — i) )l

S IV‘U.— V'u,hlon .

Z/ ez I?ffe P ('e”|4(x“"’K)2+Iem|4(y'—yx)2)]l/2

0f2
K IKI 1/2

Or, Tir%ﬁt-'r; <1et |K|=|esley|, donc
lp—prloe < |u—ushn+Ch|floa
ce qui démontre (iii).

(iv) |p — phlaive = | divp — div psoa. Or, divp = — f d’apreés (3.2) et dlvph —II%f d’apres
(3.32), on en déduit le résultat annoncé. [

3.5 Schéma boite de B. Courbet : Schéma boite 2

3.5.1 Principe du schéma boite

Dans [12], B. Courbet s’intéresse a la forme mixte instationnaire des équations de Navier-
Stokes compressibles. 1l choisit d’approcher ses inconnues par des moyennes d’aréte.
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Rappelons le principe du schéma de B. Courbet pour le probléme de la chaleur sur le domaine
£ maillé par des rectangles. On considére le probléme

w+divp+f=0, surQ
p=Vu, surf (3.56)
u=0, surl

En intégrant le systéme (3.56) sur un rectangle K du maillage, on obtient le systéme exact
pour la solution exacte du probléme (3.56) :

difxud:c+faxp-uda+f,(fdw=0

prd.'z: = [ouvdo (3.57)
u=0, surl

A partir de ce bilan d’équations, on introduit les moyennes volumiques sur chaque rectangle

_ 1 / _ 1 / .
Ug=7 [ udr , pgx=7= | pdz et fx=— /fd:r 3.58
= 1Kl Ju X =K Ju *= K] (338)
La conservation de la quantité scalaire u donne par la relation (3.57), :
IKI Z/p Veda+fx— (3.59)
e€dK

On utilise les notations de la Figure 3.11 ot les indices N, E, S, O désignent les arétes nord,
est, sud ou ouest et (vk,7k) est une base orthonormée sur le rectangle K.

an

TK

ao L aE

Vg

as

F1G. 3.11 - Notations sur le rectangle K

On note py = Pk - vk et Py = Py -Tx les composantes de f respectivement selon les vecteurs
Vk et Tk. Par la conservation du flux (3.57),, on obtient les relations suivantes exactes pour
p:
ﬁ'K=]71(—'(faEuda—j;ouda) (3:60)
ﬁ',Q:ITI‘,T(LNuda-LSuda) :

La discrétisation spatiale de ces relations exactes pour la solution exacte de (3.56) consiste &

relier les moyennes de maille @iy, 7} et 5% par les valeurs aux interfaces J.udoet [ p-v,do,
e étant une des arétes e = ag, as, ap et ay du rectangle K. On note les moyennes d’aréte,
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pour une aréte e € 8K, u, = ﬁ [ udo et p. = T:—' [,p- vk do si v, et vk sont colinéaires et
De = Ilel fe p - Tk do sinon. On approche la valeur moyenne de u par deux valeurs différentes
en fonction d’une part des arétes verticales et des arétes horizontales par

1 _ 1
Q_[,K = 5(“05‘ + uao) et U = §(uas + uaN) (3'61)

Cette double condition sur la moyenne ﬁK impose en particulier ['égalité
Ugg + Ugy = Ugg + Ugy. Dans I'espace des polynémes QY(K), cette égalité est naturelle-
ment vérifiée. D’autre part approche la moyenne de pj =p- vk et g = p - Tk par
1 1
p'K = E(paz +pao) et ﬁ';{ = E(pas +pﬂN) (3'62)

Les relations (3.59-3.60-3.61-3.62) donnent le schéma semi-discret :
chercher ((@ix)xe7,, (Ya)acas (Pa)aca) tel que pour tout K, on ait

( %ﬁk + ITI{T('GEIPas — lao| pap — |a5|pas + |aN|paN)+fK =0
'E;K = l('U:aE +uao) .
g = ‘2‘('“as + Ugy) 4.63
< %(pag +pao) = ]'}IT|(|aEI Uap — Iaolutlo) . )
%(Pas + Pay) = ﬁ(laﬂ Uagy — |aS|uas)
| ug=0, a€l

Ce probléme discret est un systéme différentiel algébrique avec autant d’équations que d’in-
connues, puisque les inconnues Uik, Ugg, Ua,r Uass Uay et Pag> Paos Pass Pay sont au nombre
de NE + 2N A inconnues, tandis que le nombre d’équations est SNE+ NA, = NE+(NA+
NA;) + NA,, qui est égal au nombre d’inconnues (NE + 2 NA) par les relations d’Euler.

Lemme 3.5.1 Le probléme stationnaire associé au probléme discret instationnaire (3.63)
donné par _
( #(le£| Pas — 100l Pao = las| Pas + |an| Pay)+Fx =0

g = lguag + uao;

Ug = 5(Ugs + Uay

L (as + Pao) = a1 (15| ey — a0 tao) (3.64)
%(pas +pa1v) = T]L(](IaNl Uopy — Ia‘SI uas)

ug=0, a€l

est mal posé.

Preuve :
Dans le cas stationnaire, on ne peut pas prouver que le schéma admet une unique solution.

Il manque une information sur le flux p, puisque f et u nuls n’impliquent pas que p est nul.
En effet : soit 5 la fonction définie localement comme le rotationnel de la bulle non-conforme

(introduite dans le Lemme 3.3.2),
Pk = rotbx
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et Pogy Dass Pag, Dan 12 restriction de la fonction px aux arétes ag, as, ao, an- Alors si le

terme source f est nul, la fonction (0,0,0,0,0,P,z, oy, Pag» Day) €St solution du systéme

(3.64) mais est non nulle. Ceci est en contradiction avec le fait que le schéma soit bien posé

a I’état stationnaire. n

Dans le cas des rectangles, nous avons vu que le rotationnel de la bulle non-conforme a
pour propriété d’étre 4 moyenne nulle. On a donc sur un rectangle K

/ Vudz = / pdzx
K K
qui peut aussi prendre la forme

/Vudx=/p+ﬂrotbxdz
K K

ot B est un réel quelconque. Lors de l'intégration du systéme d’équations (3.56) le terme

rot bx agit comme un mode parasite qui se superpose a la solution p.
Ce mode n’est pas éliminé par les équations (3.57). Le choix des espaces de test doit donc

étre assez riche pour éliminer ce phénoméne.

Définition 3.5.1 Soit Cy l’espace défini par

Co = {(ua)e € RV4, tel queu, =0, a €T et
Uag + Uap = Uag + Uy SUT chague rectangle} (3.65)
= {(ug)a € RN uyp + Usy = Usg + Uqy Sur chaque rectangle}

En éliminant I'inconnue @y, qui est totalement déterminée par les équations (3.63); et
(3.63)3, on obtient la formulation équivalente du probléme (3.63) chercher (u,p) € Co x RN4
tel que

35 (g + tao) + 17 (02| Pap — 80| Pap — las| Pas + |lan| pay)+fx =0

Pag + Pap = '|'i2(_|(|a'Ei Uag — |a0] uﬂo) :

Das + Pay = ]%('aNluan - |a5|u¢s)

(3.66)

C’est encore équivalent & chercher (u,p) € (My N Co) X Xyn (0 My et X, sont des
espaces d’éléments finis dont les degrés de liberté sont donnés par les inconnues u, et p,)
tel que

d .

EZ(U’U)"’K + (divp, v)ox + (f,v)ox =0, Vv € P°

K
Z(p — Vu,q)ox =0, Vg € (P?.
K

Mais il faut rajouter au moins une contrainte au niveau de X, concernant le rotationnel

de la bulle, qui peut se traduire par 1’ajout de tests supplémentaires.

(3.67)
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Du point de vue éléments finis, I’espace d’éléments finis utilisé par B. Courbet pour ap-
procher I'inconnue u pourrait étre un espace de polyndmes de Q! pour lequel les inconnues
 seraient situées au niveau des arétes et les degrés de liberté seraient donnés par les moyennes
de u par aréte. A priori, on peut penser & I’espace QXco- Or, dans un rectangle, la relation
Ugg + Uap = Ugg + Ugy €St toujours vraie dans Q*(K) (voir Lemme 3.3.2). En particulier,
dans le systeme (3.63), une des deux équations @ik = L (usg + ua,) , Gix = 2 (Uas + Uy ) est
redondante.
On peut penser également & I’espace de Rannacher et Turek, pour lequel la relation
Usg + Uap = Ugg + Uay N’est pas vérifiée et dont les degrés de liberté sont donnés par
les moyennes de u par aréte. C’est 1'objet du schéma boite 3 (us,ps) € QLo X (RT® + @)
que nous proposons Section 3.6.

Lemme 3.5.2 (Dimension de Cy)
dimCy = NA—- NE - (NA,—-1) = NP,

Preuve :
On prouve par récurrence sur NE, le nombre de rectangles du maillage, que la dimension de

I’espace Cy de B. Courbet est de dimension NP;. On note Co,~E 'espace Cp pour un maillage
Tn de NE rectangles. La Preuve est évidente pour un rectangle. On suppose maintenant
que le lemme est vrai pour NE rectangles et on prouve le résultat pour NE + 1 rectangles.

On est ramené 4 1’étude des trois cas suivants :
-1- on ajoute aucun point au maillage, ce qui correspond & I’ajout d’une seule aréte frontiére

au maillage. Dans ce cas, on vérifie que Conpt1 = Cone @ Vect(yy, @2). Les valeurs
®1 et ¢z correspondent aux trois nouvelles valeurs d’aréte interne liées par la relation

Uo + U = ug + uy. De plus, NPiNE+1 = NP,NE + 2.
-2- on ajoute un point au maillage, ce qui correspond a I’ajout de deux arétes frontidres au

maillage. De méme on vérifie que Conpy1 = Cone ® Vect(p). Or, dans ce cas

NPygy1 = NPiyp + 1.
-3- on ajoute deux points au maillage, ce qui correspond & I’ajout de trois arétes frontieres

au maillage. Alors, Co ng+1 = ConEg, puisque la valeur d’aréte interne est nulle. D’autre
part, on a aussi NRNE+1 = NPiNE'

Lemme 3.5.3 (Lien entre I’espace Q] et I’espace de B. Courbet Cp)
Si M, désigne le milieu d’une aréte a, ’application linéaire

L : Q‘I:,o g Co (368)
u (U(Ma))ae.A

est une bijection entre les espaces Q}:,o et Cp.

Preuve :
e Par définition, L est une application linéaire telle que Im L C C,

- 128 -




Quelques schémas bojte sur maillages en rectangles

e Le noyau de L est
KerL = {up € Qco;un(M,) =0,Va€ A} =QLyN ¥ = {0}

puisque par définition, la fonction bulle non-conforme 3 = Yk ax bx est la seule fonction
de Q' qui s’annule au milieu de toutes les arétes du maillage. Donc Ker L = {0}, par la
Proposition 3.3.1.

e D’autre part, L est une application linéaire injective entre les espaces vectoriels Qi,o et
Co, de méme dimension NF;, donc L est un isomorphisme entre Qé,o et C). [ |

Nous proposons donc une réécriture du schéma de B. Courbet pour le probléme de Poisson
a I’aide de 'espace d’éléments finis M, 5 = Q1o On utilise 'espace Q! pour approcher I'in-
connue scalaire u et I’espace de Raviart-Thomas RT® pour approcher le flux p. Les inconnues
sont au nombre de 3INE + 1.

3.5.2 Le schéma boite (us,pn) € Q1 x RT?

Soit @ I’espace vectoriel des rotationnels de bulle non-conforme par rectangle défini dans
le Lemme 3.3.7 par

®=rot¥={p=) Bxrotbx, Bx € R}.
K

Dans cette partie, on propose un nouveau schéma boite sur des maillages en rectangles,
inspiré du schéma proposé par B. Courbet rappelé précédemment. On cherche les incon-
nues u, et p, dans des espaces d’éléments finis My, et X;,. D’aprés le Lemme 3.5.3, il
est naturel de choisir les inconnues u, dans l'espace d’éléments finis M, ;, = Lo- D’autre
part, on cherche p, défini par NA inconnues d’arétes. Or I’espace RT® de Raviart-Thomas
sur rectangle semble convenir pour ce choix. On choisit donc I'espace X;,, = RT°. Nous
avons vu précédemment qu’il faut éliminer un mode parasite issu du rotationnel de la
bulle non-conforme; c’est-a-dire qu’on doit éliminer certaines fonctions vectorielles de 1’es-
pace RT®. Or d’apreés le Lemme 3.3.7, N RT? = Vect(rot(B)). 11 suffit de soustraire les
éléments de Vect(rot(B)) a I'espace d’inconnues RT®, ce qui est équivalent & ajouter un
test supplémentaire dans I'espace de test X,,. La dimension des espaces d’inconnues est
dim Q},+dim RT® = NP, + NA = 3NE +1 (par les relations d’Euler (3.8)). La construc-
tion du schéma de B. Courbet donne de fagon naturelle des espaces de test de type polynémes
constants par maille : M, = P° et X, = (P°)2 On enrichit I’espace Xa,, par Vespace
vectoriel Vect(rot(B)). On obtient ainsi le bon décompte entre les dimensions des espaces
d’inconnues et des espaces de test :

Lemme 3.5.4
dim Q; + dim RT® = dim P° + dim ((P°)? + Vect(rot(B))). (3.69)
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Preuve : En effet :

dim My +dim X,, = NP+ NA
= NA+(1+ NA; - NE) relation d’Euler (3.8),
= 4NE+1- NE relation d’Euler (3.8),
= 3NE+1=dim X5, + dim My,

Définition 3.5.2 (Schéma boite 2)
Considérons le schéma boite suivant : chercher (un,pn) € Qlg x RT® solution de :

Z (divps + f,vn)ox =0, Vo, € P

KeTh
i (pr — Vs, gn)ox =0, Vg, € (P°)? + Vect (rot(B)) (3.70)

KeTs

Remarquons que I’espace V(Qi,o) Z Xap, et que I'espace test X, n’est pas de type discon-
tinu, contrairement aux schémas boite étudiés précédemment

Lemme 3.5.5 Le probléme discret (3.70) admet une unique solution (un,ps) € QLo x RT®.

Preuve :
Par égalité des dimensions et linéarité du probléme, il suffit de prouver que f = 0 entraine

que up = 0= p;. ‘
Soit f = 0 dans ’équation (3.70),. Sur chaque rectangle K du maillage, on a alors

div ppjx = 0. Or, par la relation (3.19),
RTY(K) = (P*(K))? + P°GX + P°(K) rot by,
donc div pyx = 0 implique que sur un rectangle K, p, s’écrit "

Dhjk = (Hoph)lx + Bk rotby € (PO(K))2 + PO(K) rot by . (3.711)
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En choisissant gy x = (II%4)x € (P°(K))?, dans I’équation (3.70)2, on obtient

> manox = O (Vun,an)ox
K

K
> K|k )? > /K Vuy, - (%) dz
K % |
ZK:‘/I; Vuy, - ppdz — ;,/;; Vuy - (p), - (Hoph)lK) dz

= —Z/divph uhdx+2/ Pn-vupdo
-3 f Vun - (pn =~ (Ipa)ye) de

Bx rot bx

Z/Ph Vo up do — z/ph Vo [un) do

aeA;, aeA
(I ) (I 1)

—;Lvuh'(ﬂxrotbx)df

(I11)

Le terme (III) s’annule en vertu du Lemme 3.3.3 (ii). D’autre part, u, est nul sur la
frontiére de €, donc (I) = 0 et le saut [up] est nul au niveau des arétes internes, donc
(II) = 0. Ainsi (II%;))x = 0 pour tout K rectangle du maillage. C'est-a-dire, d’apres
Pécriture (3.71), p, € ®. Or, p, € RT?. Le Lemme 3.3.7 implique que p, € RB. On note
donc py = B, sgn(K) rot bx. L’équation (3.70); pour g, = B donne :

(pn — Vup, qr) = ﬂ;/};(sgn(l() rot b )? dr — ;/ngn(K) rot by - Vup dz

Par le lemme 3.3.3 (ii) , [, x Totbg - Vuyp dz = 0 ce qui prouve que 8 = 0 et par conséquent
Pn est identiquement nul. ,

Montrons que u, = 0. En prenant gyx = (II’Vu,)x dans ’équation (3.70)z, on obtient
I°(Vupx) =0, VK € Ty. Localement, u), devient un élément de P° + P%y. Les propriétés
de continuité et de nullité a la frontiére des éléments de Qi,o permettent de conclure que

Up = 0. |
Proposition 3.5.1 La solution (up, p») € Qg X RT® du probléme (3.70) est telle que :
(i) un € QLy est solution du probléme :

> (Vu, IVun)ox = > () x, va)ox > Yon € QL (3.72)

KeT, KeT,
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(%) pn s’écrit localement sur chaque rectangle K :

I'I°fK T— r—x
= (II°V - = ( ")+ ( K ),VKG , 3.73
Prix ( uh)lx ) Y — Yk MK\ _ (y — yK) Tn ( )

pour un certain vy € R.

En particulier, la composante rotationnelle de pj, est non locale.

Preuve :
(i) Soit (us,pn) € My X X, solution du probleme (3.70). Montrons que u;, est solution du

probléeme variationnel (3.72). Soit v, un élément quelconque de M, ;, = Q1 o, alors
gn = II°(Vw,,) € X,,, donc ’équation (3.70), donne :

Z(Vum I°Vup)ox = Z(Ph; I°Vu)o,x (3.74)
K K

Or, sur un rectangle K, nous savons que Vupg = H”va k + 0xVbg, pour un certain dx
réel. En utilisant la formule de Green, on obtient :

D (Y, IVup)ox = D (pn, Von — Sk Vbk)ox

K K
= - div p, vp dz + / Up P - vdo
> [ divpnun > [ me
-2 / Ok Pn - Vb dz (3.75)
K K
= - div ps, vy dz + / Uppp - vdo
+Z/ Ok divpthdx—Z/ Ph-VOx by do
_ % JK x JoKx
Or, p,, € RTY, donc div Puix € PP de plus la bulle bx est & moyenne nulle sur le rectangle
K, on en déduit que [, 0x divps bx dz = 0. D’autre part, puisque p, € RT®, p;,-v, € P%a),

et la bulle est & moyenne nulle sur chaque aréte, donc le terme fa x Ph - VOg by do = 0. Par
ailleurs, I’équation (3.70), donne

divppx = —1Ifi,  pour tout rectangle K € 7j,. (3.76)
Donc I'égalité (3.75) se réécrit : |
(Vup, I'Vup)o0 = Z/ I1° fu, dz — Z/ph Ve [vp) do (3.77)
GEA;

/ph Voupdo — /HoflKJKbKd:B
aEA;, ¢ Kk VK

Comme vy, € Qc 0, le saut de v, est nul le long d’une aréte interne, c’est-a-dire, [Vn)la = 0,
Va € A;, et v, est nul le long d’une aréte frontiére, c’est-a-dire, Upje = 0, Va € A;. Et par
définition, [, bx dz = 0. Donc (3.77) devient

Y (Vun,Vu)ox = Y (II°F, va)ox
K K
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Ce qui prouve (i), car " (Vu, I°Vy)g x = (II°Vun, Iy )g q.
(i) L’écriture locale de py, : |
D’aprés la relation (3.19), p, s’écrit localement

div pyx (:c—-xk) ( T —zTg )
= (I1° + — + .
Phk ( Ph)|K D) Y — yx Tk ~(y - yx)
D’apres (3.70);, (1)1 = (IT°Vup) |k et d’apres (3.76), div ppx = —II° fi. Donc

H°f|x(:r—xx) ( T —zg )
= (II°V - + .
Prik = ( Uh)m 2 Y —yk Tk ~(y - yx)

Il reste maintenant 3 déterminer le coefficient k. Choisissons g, = Y~ sgn(K ) rot bx dans
P’équation (3.70),; puisque le produit scalaire entre Vu, et rot bx (Lemme 3.3.3, (ii)) est
nul sur chaque rectangle K, nous obtenons :

0= (onawduxe = [ pn-sgn(i) rot by da. (3.78)
K K VK

En remplagant p, par sa valeur, ceci est encore équivalent &

;/K[(Hovuh)lx - Eozf—”i ( z::;: ) + 7% (‘_"fy__x;;) )]-sgn(K) rotbx dz = 0
(3.79)

Or, / II°(Vuy) - rot by dz = 0 (puisque le rotationnel de la bulle rot bk est & moyenne nulle
K
sur K) et

— a2 = Kl p / —yz= Kl 2
[e=a0?=Elpef e [ - =Ll (3.80)
L’équation (3.79) devient :
I°
2_isgn(K)(lesl? + leyl?) = 3 sen(K) 1% (lec[? ~ Je, 2 (3.81)
K K

Pour déterminer ~x sur chaque rectangle K, utilisons la propriété Hy;, des éléments de RT®.
Considérons d’abord le cas d’un maillage & quatre rectangles comme celui de la Figure 3.12

et C est le chemin représenté sur la Figure 3.12 :
On note a = 8K1 N aKQ, g = 3K2 naK3, a3 = 6K3 N 6K4 et ag = 3K1 N 3K4

Lemme 3.5.6 La continuité de P - Vo le long des arétes ay, ay, a3 intersectant le chemin C
implique la continuité de p - v, le long de l'aréte ay.

Preuve :
Soit @ une aréte interne du maillage 7, commune aux rectangles K; et K, tels que
0K, N 0K, = {a}. Soit v, le vecteur normal & I'aréte a, orienté de K; vers K, alors pj

satisfait la relation :
Ph Vo + P - v, = 0 le long de P’aréte a.
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Fi1G. 3.12 — Chemin C

K,
Vo a T e
K, —> K
a Kl

Fi1G. 3.13 — Aréte verticale

Fi1G. 3.14 — Aréte horizontale

La condition de continuité de p le long de I’aréte verticale a donne (Figure 3.13) :

7 |K2|’YK2 = —IKIIFYKl + F(“’H f1 a, Kl) KZ) (382)
ot la fonction F est déterminée par :
1
Flun 0, K K) = ~20al(T(Fu - °Fudis)- (5 ) (389
lKlIHOf + |K2|H0f s

De méme, la continuité de pj le long d’une aréte horizontale a donne de fagon analogue

(Figure 3.14) :
|Kalvk, = —| K1k, + G(u, £, 0, K1, K) (3.84)

ou la fonction G est déterminée par :
0 K K
G(un, f,a, Ky, K2) = 2|a|((1_IOV'uh)|K1 - (HOVuh)le). ( 1 ) I 1IHOf K | 2|Hof Ky
(3.85)

Supposons que py, - , Soit continue le long des arétes a qui intersectent le chemin C.
o Le long de l'aréte a; = 8K, N K, (Figure 3.12), on a par la relation (3.82),

|Kalvk, = — 1K |vk, + F(un, f,01, K1, K2) (3.86)
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ol F' est définie par (3.83) :

K K.
(i 1,0, Kio K) = =2l (0T, =TV, ) () + B2l g, + Bl
(3.87)
® La continuité le long de a, = 0K, N K3 donne par la relation (3.84) :

|3l = =Kzl vk, + G(un, f, a2, Ko, K3) (3.88)

oll G est déterminée par :

0 K. K.
G(ufhf’ 02,K2,K3) = 2,a2|((Hovuh)|K2 - (Hovuh)|Ks)' ( 1 ) l 2'H0f Ko — ' 3|H0flK3
(3.89)
L’équation (3.86) devient :

=|Ks|vks = —|Kilvi, + F(un, f, a1, K1, K2) = G(un, f, a2, K, K3) (3.90)
e Par continuité le long de a3 = K3 N 8K, et la relation (3.82), équation (3.90) devient :

—(=|Kalvk, + F(un, f, a3, Kq, K3)) = —|K1lvk, + F(un, f, 01, K1, Kz)  (3.91)
_G(uhrf,a2’K2,K3)

c’est-a-dire

|K4|’YK4 = —|K1,7K1 + F(’U,h, f1 asz, K47 K3) + F(uln f’ a, Kla K2) - G(Uh, f1 az, K23 K3)
(3.92)

En remplagant F et G par leurs valeurs, (3.92) s’écrit :

1 ,
|Kalvke, = —|Ki|vx, — 2|a3l[H°(Vuh)|K4 - H°(Vu,,),Ks]- ( 0 ) + O e, + Holppog

~2lan] [T1°(Vu ), — I°(Vunliws - o ) + B0, + B2lrmo
= [2leal [(@Vun)ye, — OV - () - Lhnoie, — Bimog,, ]
qui est équivalent & (599
|Kalvke = —|Ki|k, (3.94)

—2[|03|(H°(Vuh)|x4 - I'I"(Vu;.)|1r(3)+|a1|(H"(Vuh)”(l - I'I°(Vu,,)|,(2)]. ( é )

~2loal (Ve ~ M0V )- () + Elre e, + Bl

,KIIHOf + 'K2|H0f + |K2'H0f + lelHofle
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encore équivalent a

|Kalvk, = —|Kalvx, - (3.95)
0 . 0 0 0 1

2 las] (I(Vun)ize, = I(Vn)ii, )+l (T (V) — IO(Vunlyey )| ( ! )
0 0 ' 0

~2as| (T Va)yx, = (I°Vun)ix,)- ( X )

K] |K4| |K1|
+2 5 Wi -

Utilisons la forme variationnelle (3.72) dont u, est solution. Soit vy, la fonction de base de
Q1 associée au sommet S. Pour ce choix de vy,

S ik, — - fix,

a a
HO(V'Uh)Kl = W}m ( ’aj ) ; I'[O(V'vn)}(2 -I%;[ ( "'Ic:'i|

|as| Y . - —las] (3.96)
HO(V‘U;,)Ks = —illTs[ ( IU/:I ; I]O(V’Uh)](4 = --2Tfl(—4| |G4T
Ho(’vh)}( = %
La relation (3.72) s’écrit encore
STIKIT (Vun)x - T (Von)x = D - |K|(T°F) «T1%(vn) (3.97)
K K

En remplacgant dans (3.97) pour K; U K, U K3 U K4, on obtient : v

%[H"(Vuh)m . ( igi: ) —TI°(Vup)k, - ( _IT‘;iI P —II%(Vup) Kk, - ( :Z:: )
-nvu () ]= Sl

K
Equivalent a I’égalité :
0 0 0 0 1
o (101, ~ E(Vun),) sl (Ve — BVl )] 5 )
: 0
+[1aa] (TO(Vun) e, = TO(Vun) ) +lael (T(Vun)ic, — TO(Vun)x,) |- ( X ) (3.99)
K
=3 By,
K
En multipliant par 2 la relation (3.99) et en substituant dans I’équation (3.95), on obtient
[Kuliee = ~ Kb, + 2lad (T0(Var), ~ T(Van),)- ( ]
‘ : v J\1 (3.100)
— A £, — B fi,

Il s’agit des relations (3.84)-(3.85) adaptées aux rectangles K; et Kj. La condition (3.100)
est donc équivalente & la continuité de pj, - v,,, OU a4 est I’aréte frontiére entre les rectangles

- 136 -



Quelques schémas boite sur maillages en rectangles

K, et K4. Ce qui prouve le lemme. [ |

Ce lemme donné pour 4 mailles se généralise au cas d’un maillage 7y tel qu'il a été in-
troduit au début de ce chapitre. En effet, considérons le domaine {2, muni du chemin c
représenté en pointillés sur la Figure 3.15.

FIG. 3.15 — Chemin C' parcourant le maillage 75 du domaine (2.

On suppose que la continuité de py, - v, est vraie sur le chemin C'. En appliquant le Lemme
3.5.6 sur le chemin fléché 1 (Figure 3.15) on obtient la continuité de py - v4,. De méme, grace
au Lemme 3.5.6 appliqué au chemin 2, on obtient la continuité de py, - Vs,. En raisonnant par
récurrence, on obtient la continuité de py - v, sur toutes les arétes internes a du maillage.
D’otll 'on déduit le lemme suivant :

Lemme 3.5.7 Soient uy, la solution du probléme (3.72) et p, donné sur chaque rectangle K
par la relation (8.78), ot vk reste & définir. Soit C un chemin parcourant tous les rectangles
du domaine Q. La continuité de py, - v, le long de chaque aréte a qui intersecte le chemin
C (Figure 3.16) est équivalente d la continuité de p - Vo le long de chaque aréte interne au
domaine S2.

Ceci nous permet d’en déduire un systéme linéaire & NE équations, dont le vecteur
(", 72, - ,YnE) est solution, donné par les (NE — 1) équations de continuité de py, - v,
le long de chaque aréte a, intersectant le chemin C auxquelles, on adjoint 1’équation (3.81).
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.....................................................................

...........................................................................

F1G. 3.16 — Chemin C parcourant le maillage 75, du domaine 2.

Lemme 3.5.8 v = (7, 72, ,Yn) solution du systéme Ay =b ou

(K Kl 0 o 0 \
0 | K| |Ks| 0 0
A= ' 0
0 .. 0
| 0 .. 0 0 |Kni K|
\ lez|® + ley* —(lez* +1eyl®) -+ -+ -+ sgn(Kn)(les|® + |eyl? J
et
( H (up, f,|a1|, K1, K>) \
H(up, f,|az| K2, K3)
b= '

H(u‘h, f) Ia'N—;)ll, KN—27 KN—I)
I
\ Tk sgn(K) LK Je, |2 — |, [2)

(3.101)
ot N = NE, la fonction H désigne F ou G (relations (8.83) et (3.85)) selon les cas et a;
est l’aréte commune auz rectangles K; et K;,.

Preuve :
Ce systéeme admet une unique solution, en effet le déterminant de la matrice A est :

det A = K| -+ |Kn-1l(les|” + ley|*) (sgn(K )| Kn| + (=1)"* sgn (K1) | Kn])-

D’autre part, le signe du dernier rectangle vu par le chemin C est sgn(Ky) = (—1)V*! et
sgn(K;) = 1. Donc |det A| = |Ka| - -+ |Kn-1](lex|* + ley|?) (| K1| + |Kn|) et | det A] est non
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nul.
Donc vk est déterminé de facon unique par la résolution du systéme Ay = b et p, s’écrit
dans chaque rectangle en fonction de 4 (qui dépend des rectangles voisins)

°fik [ z—zk
Prik = Vup(zk, yx) — 5 ( Y — ) + Yx rot by . (3.102)

Ici, nous n’avons pas d’écriture de Pn locale & chaque rectangle K. Ceci est probablement dii
au choix de I’espace de fonctions test X2,» qui n’est pas totalement discontinu par maille.
Nous savons par le Lemme 3.5.5 que le probléme (3.70) admet une unique solution (uy, py)
de Qi,o X RT®. Nous venons de prouver que cette solution est elle méme solution du probléme
couplé (3.72-3.73) qui admet une unique solution. C’est donc la solution du probléme (3.70).
D’ou I’équivalence des deux problémes. [ ]

Lemme 3.5.9 (Une caractérisation de Pespace Q!)
Soit uy, tel gue upx € Q1K) pour tout rectangle K du maillage. Alors, v, € Q! si et
seulement si u, est continu au miliey des arétes internes et Vu, - T est continy le long du

chemin C. C’est-d-dire

Qi = {uh/uh|K€Q1(K),VKGﬁ,‘/[UthO‘=0,Vﬂ,€A{,

Vup, - 7, est continu le long du chemin C}
En particulier, sa dimension est dim Q: =4NE — NA; — (NE - 1) = NP. ,

Preuve :
Notons

Q={uweQ(K),VKeT,, /[uh] do =0, Va € A;, Vuy7, est continu le long du chemin C} .

a

L’inclusion Q¢ C Q est évidente. Montrons donc I'inclusion Q C Q!. Comme dans la preuve
du Lemme 3.5.6, on se limite au domaine simple composé de quatre rectangles (Figure 3.12).
On suppose que up, est continu au milieu des quatre arétes ay, az, as et a4 et que Vuy, - Ta
est continu le long de I’aréte a;, pour ¢ = 1,2, 3. On déduit algébriquement de ces relations
de continuités que Vu,, " Tay €St continu le long de 1'aréte a4. D’autre part la continuité de
up au milieu des arétes internes et la continuité de Vuy - 7, au niveau des arétes internes
implique la continuité de up aux interfaces du maillage, c’est-a-dire, la continuité de up sur
tout le domaine. On a donc @ C Q.. Ce qui prouve le lemme. n

Lemme 3.5.10 (Lien entre les schémas boite 1 et 2 : Qneo X (RT°+ ) et Qi o %X RT?)
La solution (uy,py) € Qo X (RT® + ®) du schéma boite 1, (3.23) est donnée ezplicitement
en fonction de la solution (ay, Pr) € Q1o X RT® du schéma boite 2, (8.70) par

Uy = Uy, + Za;( b et pr=p,+ Zﬁk rot by (3.103)
K K
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ot
3K| 1 R
= — Vi, Vb
W = TG PR BV Voo
3)K| 1 R
- -V tb
B = ~TE e O Vot
Preuve : :
Soit (in, Fs) € QLo X RT? la solution du schéma boite 2, (3.70). On pose
un=Tn+ Y oxbx et pr=Fr+ > Bk rotbk (3.104)
K K

On cherche (ax, Bx)xker, tel que (un,Pn) € Qpco X (RT® + ®) est solution du schéma boite
1 (3.23). |

e p, ainsi défini est tel que div p, = div pp. Les équations (3.23); et (3.70), sont identiques.
Donc py, vérifie I’équation (3.23),, sans contrainte sur les coefficients ok, Bx-

e A quelles conditions, (un,ps) satisfait I’équation (3.23)2 7 C’est-a-dire

> (pn — Vun, an)ox =0, Van € (P°)? + P°(Vbk) + P°(rot bx).
KEeT

D’apres 1'équation (3.70); et puisque la moyenne du gradient et du rotationnel de la bulle
non-conforme by sont nuls sur chaque rectangle K, on a

Z (pn — Vun, grn)o,xk =0, Vgn € (PY)2.
KeT

En choisissant g, = Vbg, on obtient
(pn — Vun, @n)o,x = (Bn — Viia, Vbx)o,x + (Bk 1ot bx, Vbxk)o,x — (ax Vbk, Vbk)o,x -

Par définition de bk, le produit scalaire (rot bx, Vbx)o,x est nul. Donc ax s’exprime sur
chaque rectangle K en fonction de @k et Pajx Par

3K| 1
Qg =
4 legl* +eyf?

(B — Viin, Vbx)o,x -

Ce qui détermine ax de fagon unique sur K, puisque la solution (&, r) du schéma boite

(3.70) est unique.
De méme, en prenant g, = rot bx, on obtient

(ph - Vuh', rot bK)O,K = (pp — Viip, rot bK)O,K + (Bk rot b, rot b}()o,x - (aK Vbg,rot bK)O,K

Or, nous avons vu que (rot bk, Vbk)o,x = 0. Donc on peut exprimer le coefficient Bk de
fagon unique sur K en fonction de I'unique solution (@n, ) du schéma boite (3.70) par

3K 1

: 4 Ie iz + Ie |2 (ﬁh - Vﬁh, I‘Ot bK)O’K .
T Y

Bk =
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Ce qui prouve que (un,pp) € Qhco X (RT + ) est solution du schéma boite (3.23), qui
admet une unique solution. Donc (un,pn) € QL o X (RT® + ®) est la solution du schéma

“boite (3.23).
Remarquons que puisque (Tn, 1) € Qio X RT? est la solution du schéma boite (3.70), les
coefficients By satisfont la relation suivante

3" B sgn(K)| rot by |2 = 0. (3.105)
K

3.6 Schéma boite 3 : (uy,py) € QL, x RTO

3.6.1 L’espace Q!,

Rappelons la définition de Pespace Q) introduit par Rannacher et Turek [38]. C’est un

rof
espace de type non-conforme, dont les éléments appartiennent localement & I’espace vectoriel

noté Q1 (K) engendré par 1,z,y, 12 - ¢ Définissons les fonctions de base I, indicées par
les arétes du maillage
1
la(vp) = Tal avh do .
Alors I'espace Q1 est défini & 1aide des fonctions ls par
ot = {Uh € L*(Q); vaix € Qhoy(K), YK € T, lo(vn,) = la(vaik,), Ya = 8K, N 8K, }
(3.106)

Sa restriction aux éléments nuls sur la frontiére I est

Qxl-ot,o = {'U € Q:ot: la(vn) =0, Va € A, } . (3107)

Lemme 3.6.1 (Fonctions de base de Pespace Q2 ,)
(i) Qi est un espace de dimension NA;, dont les degrés de liberté sont donnés par les

fonctions (I;)gc 4, . .
(ii) La base locale de QL. sur I'élément de référence K est (p;), ci<a °
Bi(#,9) = 0.75+ 158 — 2.5) — 1.5(3% — §?)
Po(3,§) = —0.25- 0.5 + 1.5§ + 1.5(£2 — )
P3(3,9) = —0.25+1.5% - 0.55 — 1.5(32 — j2)
Pa(2,9) = 0.75 - 258 + 1.55 + 1.5(32 — §?)
Remarque :

Dans le cas d’un domaine rectangulaire maillé par des rectangles, la géométrie du maillage
est telle que le coefficient ay € (0, ) qui mesure I’angle maximal entre les vecteur normaux

de deux c6tés opposés est ayx = 0.
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—e

° K ®

—o

FIG. 3.17 — Les degrés de liberté de QX dans le rectangle K

Lemme 3.6.2 (Opérateur d’interpolation sur ’espace QL)
Soit i, l'opérateur d’interpolation global introduit par Rennacher et Turek, [38] dont la

restriction ix & chaque rectangle K est définie par les degrés de liberté l,. Dans le cas de
maillages en rectangle, il eziste une constante C indépendante de h telle que

lv — invo,a + b |v — invfis < Ch?|lvllz0 (3.108)

Lemme 3.6.3 (Propriété de ’espace Qr,.)
Par construction, l’espace QL o satisfait les identités suivantes : pour tout vy € QLi0s

(i) Va € Ai, [,[vn]pdo=0, Vpe€ Pa), (3.109
(ii)Va€ Ay, J,onpdo=0, Vpe P%a). -109)

Lemme 3.6.4 (Lemme de Poincaré discret)
Il existe une constante C > 0 qui ne dépend que de , telle que

luloa < Clulip, Yu€ Hy () + Qroro- (3.110)

Preuve : ‘ : ,
Le lemme se démontre de maniére analogue au lemme de Poincaré discret pour I’espace

H}(Q) + Qho (Lemme 3.4.3).

luloo = sup I, 9)oal (3.111)
9€L?(9) [ulo.0

Soit g € L2, 3p € H()? tel que divp = g et [jp|l,0 < Clglea-
Soit u € Hy () + QL 0, €n remplacant g par sa valeur et en intégrant par parties, on a

(4, g)o,0 = (u,divp)on = —Z[ Vu-pda:+Z/ p-vudo. (3.112)

e

0 (7

Majorons les deux termes du second membre :
e L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

=13 fK Vu-pdz| < [ulus lplog-
K
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® p € (H'(R)%) N Hyiv(R), donc sa composante normale est continue par aréte et donc (IJ)
est égal &

(II)=Z/ p-uuda:Z p-uauda—z P Ve lu]do, (3.113)
x Jok

acA, Ve acA; Ve

ou [u] est le saut de u & travers Iaréte a. Soit p~ 7, = ﬁ J., P vado 1a moyenne de p- v, le
long de l'aréte a. u € Hj () + Q1 o et 'espace HL(2) + Qrot0 satisfait la propriété (3.109)
donc P’égalité (3.113) devient

(II)=Z/ p-vudo = Z (p-l/a—p'_ua)uda—z (P Ve — P 7,) [u)do
7 JoK

acA, Ve a€A; Ve
= ZZ (P-ve—P ) udo
K ec8K"VE®

Le Lemme 3.2.1 et les propriétés du maillage donnent estimation de 'intégrale de bord :
| [+~ 77%) udol < Chuclulu g I
e

Ainsi,
ani=1%" f p-vudo| < 4Chlulup [plia
= Jox

Finalement, on obtient

[
]

(4, 9)oal < (4Ch+ 1)|uliplphe < (ACh+ Djuhs |lplhe
<C(N)lglo,a

Nous en déduisons le résultat annoncé. : [ |

Corollaire 3.6.1 La semi-norme |- |1, est une norme sur I’espace Hy(Q) + QL -

3.6.2 Schéma boite 3

Dans cette partie, nous proposons un troisiéme schéma boite, associé au probléme de
Poisson mixte (3.2), pour lequel les inconnues sont toutes situées au niveau des arétes. On
conserve l'espace de Raviart-Thomas RT® comme espace d’approximation pour le flux p.
On cherche un espace d’éléments finis dont les degrés de liberté sont localisés au niveau
des arétes, pour approcher I’inconnue scalaire u. On choisit ’espace de Rannacher et Turek.
Le choix My, = QLo et X14 = RT® correspond & NA; + NA = 4 NE degrés de liberté.
On choisit les espaces de test de fagon & vérifier I'égalité (3.4) entre nombre d’inconnues et
nombre d’équations. L’espace de test My, est 'espace des polynomes constants totalement

discontinus par rectangle, encore noté P° ’

Mz,h = {vh S Lz(Q) ) Unik € PO(K) , VKe 7;,} (3.114)
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et I'espace de test Xy est 'espace des polynémes constants de R? totalement discontinus,
enrichi sur chaque rectangle par le rotationnel de la bulle non-conforme.

Xon = {a€ (LQ) ; ane € (PRI +Prothy, VKET}  (3.119)
= (P'K))*+@®

ot ® est I’espace défini dans le Lemme 3.3.7 engendré par le rotationnel de la bulle non-
conforme :
P = {¢ \¢|K = agrotbg, ax €R, VK € 7;,} .

En particulier, ’espace de test X34, contient les gradients de up; V(M) C Xop.

Définition 3.6.1 (Schéma boite 3)
Soit le schéma boite suivant : trouver (un,pn) € Qroro X RT 0 solution de

3 (divps + frv)ox =0, Von € P°

& 3.116
Z (pr — Vun,gn)oxk =0, Vgn € (P°?+®. ( )
KeTh

Lemme 3.6.5 (Egalité des dimensions)
D’aprés les relations d’Euler, 1’égalité des dimensions entre les espaces d’inconnues et les

espaces de test est vérifiée :
dim QL + dim RT® = dim P° + dim((P°)? + ®).

Lemme 3.6.6 Le probléme  discret (8.116) admet wune unigue  solution
(u;.,ph) € Q%ot,o x RT®.

Preuve :

Puisque dim X »+dim M, = dim Xz 5+dim M, 1, et que (3.116) est un probléme lin€aire,
il suffit de prouver que f = 0 implique que up = O et p, = 0. div pj est constant par rectangle,
donc 1’équation (3.116); implique que divpyx = 0. D’autre part, pyx € RT°(K), donc ps
devient un élément de X3 4. Prenons g, = pn, € X2, dans 'équation (3.116)2; en appliquant
la formule de Green, on obtient

Iploe = Z/Ph'vuhdx
= JK

= - divp updz + -v)updo

Z/Ph'vauhda- > | pu-valualdo

a€Ay a a€A; a

Puisque ps - v € P(a) (p» € RT®) et que up € Qroy 0, PAr le Lemme 3.6.3, on a |pul3q = 0.
Donc p;, est identiquement nul.
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Pour prouver que uj est nul, prenons gn = Vuy € Xy, dans I’équation (3.116),. Puisque p,
est nul, on obtient 3, [Vup|3 , = 0. Donc u, est constant par rectangle. Les propriétés de
Tespace Qo impliquent que u, est identiquement nul. D’oll ’existence et 1’unicité de la

solution du probléme (3.116). ]

Proposition 3.6.1 La solution (u,p,) € Qhot0 X RT® du schéma boite (8.116) est telle

que :
(i) un € QL o est solution du probléme variationnel

Z (Vu,,, V‘vh)o,}( = Z (HoflK, 'Uh)O,K , Yu, € Qxlut,o (3.117)
KeT KeTy,

(ii) pn s’écrit localement sur chaque rectangle K

fix  ( |eyl2z — 2x) |
v _ v 3.118
Pk Up| K |€z|2 + |€y|2 ( |e,,.|2(y - yK) ) ( )

ol (zx,yx) est le centre du rectangle K et e, e, sont les dimensions de K.

La solution uj € Q}, o du schéma boite (3.116) est la solution du probléme non-conforme
standard de Rannacher-Turek pour un second membre constant par maille.

Preuve :
(i) Soit v, € Qi 0> alors Vo, € X 4. En intégrant par parties, ’équation (3.116), pour
gr = Vu,, on obtient

Z(V Up , V’Uh)o,}( = Z(ph’ v 'Uh)O,K = - Z/ div DPh Up dz -+ Z/ (p,, . l/) Vn do
K K Kk VK Kk JOK
(3.119)
Puisque P € RT?, divp, € P, et donc Péquation (3.116); implique que pour tout rectangle
K
divpyx = —(11°f) % (3-120)

Puisque la composante normale pj, - v, de Pn est continue le long de I’aréte a et
divpyx = —(II°f)k, P'identité (3.119) se réécrit

Z(V Uy , v 'Uh)o,K = Z(H"f, 'Uh)O,K + Z Dh *Vq Uy, do — Z DPh -V, [v,,] do . (3.121)
K K

acA, Ve acA; Ve

Or, py € RT?, donc py, - v, € P%(a) et vy, € Qrot,0- Donc les deux derniers termes du membre
de droite sont nuls par le Lemme 3.6.3. Ce qui prouve le premier point.
(ii) pn appartient & RT®, donc d’aprés la relation (3.19), il s’écrit localement

T— Tk T —ZTk
_ | 45 3.122
Pox = pu(Tk,yx) +’Y( ¥ —yk ) ( —(y - yx) ) (3129
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Or, —II°f = div pyjx = 2y d’aprés les équations (3.120) et (3.122). D’autre part, en choisis-
sant g, € (P°)? dans I’équation (3.116),, on obtient (%) 1k = (TI°V uy)x. Donc, I'identité
(3.122) est équivalente & ’

I°f - ( T—2z
— (110 _ K [ T—ZK sl K 3.12
= OV e~ g (275 Y g ) )
Localement, le gradient de u, sur K est égal I‘

Vaupig = (1'I°V un) |k + 1 ( —?y—-z;,() ) (3.124)

pour un certain 7 € R. Donc, I’équation (3.123) se réécrit en fonction de V up |k :

Hofu((:c-:cx) ( T — Tk ) '
=V - + (0 — ) 3.125
PhK U |K 5 Y — UK (@-n\{ _ (v — vx) ( )
En posant fj = § — 7, nous obtenons :
Hofgx(x—mx) ( T — Tk ) '
-V = - + 17 3.126
Phik Uh |K 2 Y — Y n —(y — yx) ( e )

(v - YK)
pr — Vuy, par sa valeur

0 = Y (pn— Vun,anlox

K
- S (i) (e ) (0 D
= ;(_H‘;ﬂx /K(:c—mx)2—(y—yx)2+ﬁ/1;($-$x)2+(y—yx)2)

D’apres les relations (3.34), on a

[~ - = e les) & [ (a=on+ 0w = oo+l

Choisissons g = ( _a: ~ 7K ) € X, dans l’équétion (3.116)3, on obtient en remplagant

Ce qui donne ] \ \
~ II flK lez| - |€y|

= . 3.127

=2 e+ lef (8.127)

D’oti on déduit (ii). n
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3.6.3 Etude de la stabilité du schéma boite 3

Proposition 3.6.2 (Stabilité)
La solution (us,pn) du probleme (8.116) satisfait I’estimation suivante -

lluall1,e + llPallaive < C|flog

Preuve :
e Utilisons la formulation équivalente de la Proposition 3.6.1
|“h|f,h = Z(Vuh, Vup)ox = Z(Hofll(,uh)o,K (3.128)
K K

Or, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
| D (T fixc, un)o,x| < [Flolunlog-
K

On en déduit ’estimation
Iuh,?,h < |flo,alunloq

L’inégalité de Poincaré (3.110) donne

[unlin < Clflog (3.129)
Par définition de la norme ||. ||, 4, nous obtenons l’inégalité
lunllzs < C@flog (a1
o D’autre part I’écriture locale de p, (3.118) et I’estimation (3.129) donne :
[Prlos < Clflon

ou C ne dépend que de .
D’autre part, div ppjx = —(I1°f) x (par I’équation (3.116),) par conséquent,

lallaive < Clflo - (3.131)
En utilisant les résultats (3.130) et (3.131), nous concluons que

lunllon + llpallaivs < C()]flos

Proposition 3.6.3 (Estimation d’erreur a priori )
Soit (u,p) € H} () x Hyiy () la solution du probléme continu (3.2) et (un, pn) € QLo x RT®
la solution du schéma boite (8.116). Si de plus f € H'(), on a les estimations d’erreur a
priori :

(3) |u—unlin < Chiflog

()  [u—unloo < CRH(|flo + |f]10)

(#5)  |p — palaiva < Chf|10

(v) |p—prlogo < Chiflog
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Preuve : 1

La démonstration des estimations d’erreur a priori du schéma boite 3, suit la démonstration
des estimations d’erreur du schéma boite 1.

(i) Soit ay, la forme bilinéaire définie sur P’espace H3(Q)+QLy 0 Par an(u,v) = Yk (Vu, Vv)ox
pour des éléments u et v de H} () + Qo o- Nous montrons comme dans la Preuve de la
Proposition 3.4.3 que '

: an(up — u, w
Iu - uhll,h S 2 lnf |'u - wh'l,h + sup I h( h u, h)l
©hEQror0 wh€Qhut,0 |whl1,n

Puisque la forme bilinéaire ap, satisfait la Proposition 3.6.1, on a pour tout wp € Q,lm,o
an(un, wn) = Y (Vun, Vin)ox = > (T fiks wado -
KeTh KeTh

D’autre part, 'espace QLo satisfait le Lemme 3.6.3 qui est I’'analogue du Lemme 3.3.5.
Donc on a l’estimation de ’erreur de consistance (qui se démontre de la méme facon que
dans la Preuve de la Proposition 3.4.3) :

sup |an(tn — W Wl < Chflog. (3.132)
wh€Q@Le o |wh |1,n

L’erreur d’approximation est majorée par

inf |'u. - ‘whh,h _<_ |u - ihu|1,h . (3133)
Wh€QRor,0

ol 4, est 'opérateur d’interpolation sur I’espace QL défini au Lemme 3.6.2. On a donc par
le Lemme 3.6.2

inf Ju— walix < chlulzn
whEQRot0

Or, u satisfait ||ullz,0 < C|flog- On conclut donc, que

|u — tn|1p < C h|flon

(ii) La démonstration de I'estimation d’erreur (ii) est identique & la démonstration de la
Preuve de la Proposition 3.4.3. On utilise un argument de type Aubin-Nitsche et 1’estimation

(i)-

(iii) D’apres Pécriture locale de ps (3.118) et la définition du flux p = Vu, on a
I fix ( ley[*(z — k) )
- = Vu-3(Vunk - TR
p=pha = 19~ 3 (Vo ~ i ekl —un) Jboo

< IVu=Vusla+ (32 f,((—-r—lmﬁ—)zﬂeyl‘(w —on + el - u0?)]
K

|ez|2 + |ey|2

52 |K| 1/2
< Ju—unhat [Z W'ﬁledzkylz]
K ¢
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2le,
Or, lezle+|;| <1let |K|=|es||ey|, donc |
lp—prloa < |u—unlip+Ch|flog

ce qui démontre (iii). |

(iv) |p— paldivy = |divp— div pplo,a. Or, divp = — f d’apres (3.2) et divp, = -II°f d’apres
(3.120), d’olt on déduit le résultat annoncé. . [
Remarque : Ce schéma boite a été étudié en paralléle par d’autres auteurs : S.-H. Chou,

D.Y. Kwak et K.Y. Kim, [11].

3.6.4 Lien avec le schéma mixte de Raviart-Thomas

Nous allons établir le lien entre la solution (un,pp) € Q}ot,o X RT? du schéma boite
(3.116) et la solution (s, ) € Q° x RT® de la méthode mixte standard de Raviart-Thomas

de plus bas degré sur rectangles [39] (espace Q° est égal & I’espace P? des constantes).
Rappelons la méthode mixte classique : chercher (@n, Pn) € P® x RT® solution de

(divpn + f,Tn)on =0, Vo), € P° (3.139)
(Bn, @n)on + (@n,div gh)on =0, Vg, € RT®. :

Proposition 3.6.4 La solution (i, p) € P° x RT® du probléme mizte de Raviart- Thomas
(8.184) est donnée en fonction de la solution (un, Pr) € QL0 X RT® du schéma boite (8.116)

par

0 2
- Pk K]
P =pp et Upx = (IMup) ik + 24 e +]e P lg. . (3.135)
Preuve :
Soit g, € RT°. Calculons (o, qh)o,n :
(Pn,@n)oe = (Pn — Vun,d@n)oa + (Vun, da)og (3.136)
. divg -
= Z(ph = Vup, G — 2Qh ( z _ e ))o,}( (3.137)
X Y=Yk
S

divg, [ z—z -
+ (on — Vua, *21 ( - y;I: ))O,K + (Vun, Ga)on
K

D’aprés la relation (3.19), les éléments de RT™ s’écrivent localement

- ., divg, x—xx) ~( T -k )
1%; A +4 3.1
ik o 2 ( Y—-Yk —(y - yx) (3.138)

Alors, g, — Qiizq# ; : :: € Xa,5. Puisque (uy, ps) est la solution du schéma boite (3.116),
le terme (7) est nul. Alors,

_ divg, [ z-zx ) -
_ — § : - Vu, . —22 + (Vuy, .
(Ph,Qh)o,n = (Ph Uh, D) ( y—y )O,K ( Up Qh)o,n (3 139)
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D’autre part, ’écriture locale de p, donnée par (3.118) implique que

I° fix ( leyI*(z — x) )

Prik — VUMK = “Toa e o\ leo|*(y — vk)
Le terme (ph, 6h)o,g est égal &
°fix ( ley|2(z — TK) ) div Gn ( T - Tk )
idea = S (K i 3.140
(Ph Qh)O,n ;( |€z|2 T |eyl2 lezlz(y _ yK) ) y— Yk )D,K ( )
+(Vun, Gn)og

On applique la formule de Green, qui donne en utilisant les propriété des espaces Q:oc,o et
RT? (nous avons vu dans les démonstrations antérieures, que les termes de bord s’annulent)

. I1° fix ley|*(z — zK) ) div gn ( T — Ik
, = Y (Ve 141
(Ph GiJoa = 2. T+ P ( le?y—wx) )2 2 \v—ux ))°’K (3.141)

an
— (un, div dr)oa
Le calcul de (I7) donne
Hof“( |K‘2 )
= div q
D= (g g B
En injectant ce calcul dans (3.141), on obtient
~ I° K .. . -
(on, Gn)o = -(le 2 ffe |2|24| ,div §n)o,x — (un,divdn)og
T Y

D’autre part, divg, € PP, donc (us,div Gn)ox = (Mup,div Gn)o.x- En regroupant tous les
termes dans le membre de gauche, on obtient

Hof IK‘z
. 0 |K e~y
(Pr, @n)o0 +(§K (ITus + e o 24 )ik, divgs) =0 (3.142)

Soit dipx = (T0up + %IE'II’I{IJ-%F)ﬂ x € P%et Dy =pn € RT?®, alors nous venons de prouver
que (iin, Pn) est solution du probléme (3.134) de Raviart-Thomas, qui admet une unique
solution. Donc (s, ) € P° X RT® est la solution de la méthode mixte standard (3.134) de

Raviart-Thomas. |
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CHAPITRE 4

Equation de convection-diffusion en
une et deux dimensions d’espace

4.1 Introduction

L’étude des schémas boite réalisée aux Chapitres 2 et 3 souléevent de nouvelles inter-
rogations. Existe-t’il des schémas boite dans le cas d’équations plus complexes ? Comment
se comportent ces schémas? Nous avons étudié au Chapitre 1 les modes oscillants liés 3
I’équation de la chaleur, un phénomene analogue se produit-il pour I’équation de convection-
diffusion ? L’équation de convection-diffusion stationnaire en dimension 1 ayant déja été
étudiée par J-P. Croisille, [17, 18], nous nous intéressons, dans ce chapitre, a I’équation
de convection-diffusion instationnaire. Bien que tres- classiques, ces équations demeurent
le modéle de base, notamment pour les problémes d’écoulements en milieu souterrain. Par
exemple, la modélisation des déchets dans un milieu poreux constitué de couches géologiques,
couple la loi de Darcy pour le calcul de la vitesse de I’écoulement, & un systéme d’équations
de convection-diffusion pour le transport de polluant. Un exemple d’intérét actuel est I’étude
de la diffusion en milieu souterrain de concentrations de produits radioactifs dans le milieu
externe a partir d’un “colis” de déchets.

1- La vitesse 7(.1:) de I’écoulement porteur est calculée dans un premier temps par une

équation elliptique (Darcy) :
div(K(z) VH) =0, z€
%(z) = K(z) VH (4.1)
Conditions limites
2- Les concentrations C;(z,t) des différents polluants sont solutions d’une équation de la
forme :
Riw(% + X C) —div(D; VC) +u -grad C; = f;, €0 x (0,T)
Ci(z,00=0, ze€Q (4.2)
Conditions limites

Dans les sections 4.2 et 4.3, nous rappelons le principe du schéma boite 1d pour les
équations de convection-diffusion stationnaire et instationnaire. Les inconnues u et D= U
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sont situées au niveau des noeuds du maillage. De plus, le schéma est paramétré par des
décentrements en temps et espace pour chacune des inconnues u et p . Nous effectuons ensuite
le lien entre le schéma boite 1d pour I’ équation de convection-diffusion instationnaire et les
méthodes d’éléments finis & la Section 4.4 et de type différences finies a la Section 4.5. Nous
proposons ensuite une extension du schéma boite pour le probléme de convection-diffusion
en dimension 2 & I’aide d’une méthode de type splitting directionnel. Enfin, nous présentons
quelques exemples numériques. Ces résultats sont présentés par ailleurs dans [20], [21].

4.2 L’équation de convection-diffusion stationnaire

Nous rappelons briévement les deux schémas boite introduits par J.-P. Croisille [17] pour
le probleme de convection-diffusion stationnaire en dimension 1. Ce schéma ne contient
qu’un seul parametre de décentrement D,, pour la variable p. Une condition suffisante de
non-oscillation du schéma est donnée sur Dy par le choix :

sgn(c) 1
5 ) - (43)

. = 0’ 1-—
DP:J 1/2 ma.x( Pej_l/z

Nous renvoyons & [17] et [18] pour plus d’informations.

4.2.1 Principe du schéma boite pour ’équation de convection-
diffusion stationnaire 1d |

On considére le probleme de convection-diffusion stationnaire en dimension 1 pour un
coefficient de convection ¢ € R et un coefficient de diffusion € > 0

Cus — €Uzgz = f, 0<z<1 _
{ w(0) = u(l) =0 (4.4)
En introduisant la variable auxilliaire p = —€uz, On obtient la forme mixte

cus+p:=f, 0<z<l1

p+eu, =0, 0<z<l1 (4.5)
u(0)=u(1)=0 '
On considére zo = 0 < #; < ... < &; < ... < zy = 1 une discrétisation de [0,1]. On

approche les valeurs aux noeuds u(z;) et p(x;) respectivement par les inconnues u; et p;
situées aux noeuds du maillage. La longueur de la boite Kj_1/2 = Tj — Tj—1 est hj_1/2.
Rappelons les deux schémas boite associées a ce probleme [17]. :

Le schéma boite d’ordre 2 :

?(Uj — ujo1) + (P — Pi-1) = hjm12 (°F)j-12
L(p; + pj-1) — Dpjorja (P = pim1) + 55, (U5 = 13-1) =0 (4.6)

’U.0='U.J=0
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ou le coefficient de décentrement est donné par la  formule
Dp,j—1/2 = %sgn(c) ma.x(O, 1- 1 )

Pej_1/2
Le schéma boite d’ordre 4 valablia pour Pe;_;/» <1:

¢ (u;j — 1:’{—1) + (pj — pj-1) "—c'hhj—lﬂ (I1°F) =172
(2= 2722) P+ G+ H7522) pics + 555 (0 — wi1) = S A2, (I0F),
y=uy=0

(4.7)
On peut hybrider ces deux schémas boite sous la forme suivante pour la formule de moyenne

pour p;_; /2 :
Dj-1/2 = % (75 +pj—1) — Bjm1y2 (P — Pi1) — Ajyjp hicrje (Pog — Pojo1)  (4.8)
ol Aj_1/2 et Bj_y/; sont deux coefficients par boite. |
pz=f—cum=f+§p (4.9)
Donc
Di—1/2 = (% — Bj_172 — 2 Aj_yj2 Pej_12)p; + (% + Bj_y2+ 2 Aj_1)2 Pej_172)piy  (4.10)
Ce qui motive le choix du coefficient D,
Dyj-1/2 =2A;j-1/2 Pej_yys +Bj_1/2 ‘ (4.11)

Le choix des coefficients Aj_1/2 et Bj_, /2 €st :
e Schéma d’ordre 2 :

Bj._l/z = 5512(9 max(0;1 - Peji1/2) (4.12)
Aj_1/2 =0 ' .
e Schéma d’ordre 4 : B 0
j—1/2 = 4.13
{ Aj_1/2 = {5 58n(cj-1/2) 19

On obtient la formulation unique du schéma boite

¢ (uj — uj1) + (ps — Pi-1) = hjo1/2(T1°f) 112
2(Pj +Pi-1) = Dpo1/2(p — Pj-1) + 55 (5 = user) = Aj_yjph2_ o (T0F7);_y

y=uy=0
(4.14)
qui est d’ordre 2 si Pej_1/2 > 1 et d’ordre 4 si Pe;_12 < 1.
Les coefficients 4;_, /2 €t B;_y/2 sont donnés de fagon unique par
Aj-172 = {5 58n(cj-1/2) llpe,_, 5<1 ‘ (4.15)
Bj-1/2 = g 5gn(cj-172) max(0; 1 — gl —) lpe;_, 31 ’

Les coefficients ne sont pas continus en fonction de Pe;_;/,. Nous renvoyons & [18] pour des
résultats numériques.
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4.3 L’équation de convection-diffusion 1d instationnairﬂ

- 4.3.1 Introduction
Considérons le probléme de convection-diffusion instationnaire en dimension 1 donné sur
le domaine I =)0, 1] par :

U + Cug — EUzz = f(z,t), T€I,1>0

u(z,0) = v’ (z), z € [0,1] (4.16)
u(0,t)=0,u(1,t)=0, t>0

oil ¢ € R est la vitesse et £ > 0 est le coefficient de diffusion. La solution exacte du probléeme

(4.16) est donnée par la formule de Duhamel

() = T(2) - uo + /o “T(t—s)- f(-5) ds (4.17)

ot T(t) - up = v(-,t) est la solution du probléme de convection-diffusion homogéne sur
I =]0,1[. Un calcul en série de Fourier donne
v(z,t) = M Z ck(uo) sin(uz)e~ Wi (4.18)
k>1
ol les coefficients cx(ug), A, pr sont
1
ck(uo) =_2‘/ uo(z)e™ sin(piz)dz, = _2%’ pr = km, k>1 (4.19)
0
On en déduit que le probleme (4.16) est’ bien posé, par exemple dans

C°([0, To[, L2(]0,1))) N €*(]0,1[x]0, To]) de condition initiale u® € L*(]0,1]) et de terme
source f € C°([0, To[, L?(]0,1[)) et Tp > O.

Notations :
Considérons un maillage quelconque du segment [0,1) en J intervalles (J est un entier,
J>2).Notons g =0< 21 <. <Zj <..<ITy= 1 les coordonnées des noeuds du

maillage, représentées sur la Figure 4.1. La boite K;_1/2 est le segment |zj-1,z;[ de lon-
gueur h'_1/2 =Z;j —Tj-1. :

4.3.2 Le schéma boite semi-discret

Considérons la forme mixte de I’équation de convection-diffusion dans laquelle on intro-
duit le flux de diffusion p = —gu, comme inconnue auxilliaire :

u+cug+p.=f(z,t), z€I,t>0

p= —¢€ug, zel,t>0

u(z,0) = (z) , zel (4.20)
p(z,0) = —e2u’(z) =p°(z) , z€l

u(0,t) =u(1,t) =0, t>0
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K;_1/2 Kji1/2

——

=0 Tj-1 Zj Zji4+1 zy=1
>

hj_1/2 hjt1/2

F1G. 4.1 — Maillage du segment [0,1]

Noter que nous n’avons pas d’équation d’évolution sur p, mais simplement la relation
p(z,t) = —€ uz(z,t) A tout instant. En particulier, & I'instant initial, p (z,0) = —e £u%(z).
Soit IT° 1a projection orthogonale sur les fonctions constantes par maille, donnée pour toute

fonction g par :

1
(Hog) j~1/2 = / g(z) dz.
3= hj—1/2 Kj_1/2

En intégrant les équations (4.20); et (4.20); sur chaque boite K;_12, 1 < j < J, nous
obtenons les relations semi-discrétes en espace vérifiées par la solution exacte (u, p) de (4.20) :

[ hj- 1/2“(H0u(t))_,_1/2+c[u (:2:_1, t) — u(zj-1, t)]
+lp(z;, 1) - p(z;- 15 O] = hjmyye (M0 £(8)j-1/2,1 <GS T, 2> 0
) hj—1/2 (T° P)J 1/2(t)——E[U(mJ,t)—u(:L‘J._l,t)] 1<j<J,t>0 (4.21)
u(xJ,O)—u (z5), 0<j<J : '
p(z;,0) = p°(z;), 0<j<J
L u(Zo, t) =u(zs,t) =0, t>0

On approche les inconnues u(z;,t), p(z;,t) par les fonctions semi-discrétes u; (t), p; (t).
Considérons les fonctions uy (.,t) € P, pu(.t) € P7, ot Py et Py sont les espaces
d’éléments finis P!-Lagrange usuels monodimensionnels, définies par

J

J
up (z,8) =Y u;(t)p;(z) et  pulz,t)= > pi(t) @; () (4-22)

3=0 j=0

ou ;(z) est la fonction chapeau P'-Lagrange associée au sommet j. Alors le probléme
semi-discret (4.21) équivaut a : chercher (un(.,t), pa(.,t)) € Pl x P} tel que

{ (d%)[l'louh(.,t)];vh) + (cuns(+1) 5 vn) + (Pr 3 o) = (F(58) 5 o), Vun € PP (o)
(I pu(.,t) 5 an) + & (una(-,t) ; w) =0, Van€P°

Supposons que T;_y/2 soit une approximation de (%) —1/2, Pj_1/2 une approximation de
(I°);-1/2 et j—1/2 Une approximation de la moyenne de f, (II°f);- -1/2- Alors, en remplacant
(TT%(t));- 1/2 Par Tj_y(t ), (IT P(t))J 1/2 Par Pp;_y ; et (e f)i-1/2 par f] -1/2 dans (4.21), on
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obtient le schéma semi-discrétisé en espace, continu en temps :

(48512 () + Q0 ulpO o ), (1),1<5< 08>0
p,--l,z(t)——e%';,;“*’, 1< Jt>0
(4.24)

1 u(z;,0) = u(z;), 0<j<J
p(z;,0) =p°(z;), 0Lj<J
\’U.o(t)=‘uj(t)=0, t>0
Le design du schéma boite semi-discret consiste donc & exprimer les moyennes @;_/,(t) et
Pj—1/2(t) en fonction des inconnues d’interface u,;(t), u;j-1(t) et p;(t), p;—1(t), de sorte que
(4.24) définisse effectivement une équation d’évolution en u;(t) et que p;(t) se déduise de
u;(t). Pour p;_1/2(t), on adopte une formule du type :

Dj-1/2 (t) =35 (Pg (t) + pj-1 (t)) p.J—1/2 (t) (pJ (t) PJ-I (t)) ’ (4-25)

ol Dy j_1/2(t) est un coefﬁment de décentrement, constant par maille, & préciser. Rappelons
que (4.25) est un coefficient de décentrement “stationnaire”, indispensable pour assurer la
non-oscillation de la solution approchée de

{ ClUz — EUgg = f(x) (426)

u(0) =u(l) =
Ce résultat est démontré dans [17, 18] et rappelé au Paragraphe 4.2. Un choix du coefficient
de décentrement D,, qui assure la monotonie de (u;); est

( ) 1
D,j1p=- 5 max ax(0, 1 Pej_m) (4.27)

ol le nombre de Peclet par maille est Pe;_;/, = 1%12?13 Dans la suite on supposera que

D, ;_1/2 est indépendant du temps, donné par (4.27). On introduit & présent un second
paramétre de décentrement D, ;_1/2(t), [12], dans chaque boite K;_,/s, tel que

Uj-1/2(t) = % (43(2) + 5-1(2)) +Dujmrya(t) (us(t) — uja(2)) - (4.28)

Noter qu’a ’état stationnaire, %’&j_l/z = 0, donc le coefficient D, ;_;/2 ne joue plus de
rdle, la précision du schéma ne dépend plus alors que de Dy ;_;/2. On s’attend & ce que le
décentrement en u soit colinéaire & la vitesse ¢ du déplacement ; c’est-a~dire ¢ Dy j_1/2 > 0
dans chaque boite K;_j/2. En remplagant @;_,/o(t) et pj_1/2(t) par leurs valeurs (4.28)
et (4.25) dans ’équation (4.24), on obtient la semi-discrétisation spatiale pour ¢ > 0 et
1<j<J:

( {( + Du,]-—l/2(t )u.‘l t)}+dt { ( Du,j—1/2 (t))uj—l(t)}
+c 4(‘)‘_"].1/-2 1(8) + Pj (t);_?:/—zl (t) = f] Z1/2 (t), 1 <j <J
J 3 — Dpj- 1/2(t))PJ (t) + (1 + Dy j_1/2 (t))PJ 1 (1) +Em"1/;’(t) 0,1<j<J
u(z;, )—u(:c,), 0<j<J
p(z;,0) =p(z;), 0<j<J
uo(t)=UJ(t)=0, t>0
‘ (4.29)
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Dans toute la suite, les coefficients de décentrement Dy j-1/2 et D, 4-1/2 seront choisis
constants par maille et indépendants du temps.

Lemme 4.3.1 Le probléme semi-discret (4.29) admet wune unique solution
(u;(2),pi(t)) € C([0, 00[; R2V+D), sous les conditions suffisantes D, g-1/2 Dpj—1/2 > 0 sur
chaque boite K;_, ;.

Preuve :
Pour démontrer ce résultat, on se limite au cas de maillages équidistants (A > 0 est fixé),

ot Dy 12 = D, et D, J-1/2 = Dy sont constants sur le maillage. Aprés élimination du
flux p;(¢) dans la premitre équation de (4.29) et de p;-1(t) dans la deuxiéme équation de
(4.29), on obtient p;_;(t) en fonction de u;(t), uj—1(t) pour la premiére équation et p;(z) en
fonction de w;(t), u;_1(¢) pour la deuxiéme équation. En considérant la maille Kj,/, pour
la premiére équation, p; est donné en fonction de u;11(t) et u;(t). On peut donc identifier
la valeur de p;(t) & l'interface des mailles Kj_1/2 et Kji1/2. On obtient alors le systéme
différentiel ordinaire linéaire en (u;(t)) uniquement : '

[ (3-Dp) (1 + D) Gusn(t) + (3 +20,D.) $us(t) + (3 + D,) (% - D.) fujoa(t)
= (=G = DE + ) war(® = 2(£D, + i) ws0) + (3 + D) + ) usma )

] +(3-Dp) Fna®) + (34 Dy) Fiaal®) 1<j<J-1
u(a;,0) = u(z;) 0<i<J . ’
[ wo(t)=u;(t) =0, t>0
(4.30)

Le probléme semi-discret en u = (u;(t)) s’écrit donc
Au(t) = Bu(t) + F(t). (4.31)

Rappel : Lemme de Gershgorin, [27]
Les valeurs propres d’une matrice A sont telles que Sp(A) € Uie; D(asi,r5) ot D est le
disque fermé de centre ay; et de rayon r; = > jsijer laij| et I est I’ensemble des indices

matriciels.

Sous la condition D, ;. /2 Dpj-1/2 > 0, on vérifie & ’aide du théoréme de Gershgorin que les
valeurs propres de la matrice A sont non nulles, c’est-a-dire que A est inversible. En effet,

8i Dy j—1/2 Dp j-1/2 > 0, alors I'inégalité
1 1 1 1 1
(5 -05) 5+ 2u)1+1(3+ 25) (5 - Du) <1(3 +20,D.)]
est toujours vérifiée. Si D, g-1/2 Dpj—_1/2 = 0, on prouve par le calcul du déterminant de la

matrice A que A est inversible. Il existe donc un unique u(t) solution de (4.31). On recons-
truit le flux p(t) en fonction de u(t) par I'intermédiaire des équations précédentes. [ ]
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4.3.3 Intégration en temps par un J-schéma

11 reste & définir & présent le schéma en temps. On se limite dans la suite & un J-schéma, |

avec U constant et des coefficients de décentrement Dy j-1/2 €t Dyj-172 indépendants du
nHl_y? P .
temps, constants par maille. En posant 6" v; = ?J'—E—l'-'-, la discrétisation de I’équation (4.29),

est sous forme incrémentale

{hj—1/2 (% + Dud—1/2) O"uj + { hj-1/2 (% = Dy j-1/2 )} 6" uj-1
+(1 - 9) c(uf —uj,) +Jc (uf* - wt) + (1-9) (] - pia)+9 o3+ - joraly
= j-1/2 ((1 - '9)?;_1/2 + 19?;".-_.-11/2)
(4.32)
L’équation (4.29), est valable pour tout i, elle est donc vérifiée a 'intant " et & l'intant
t"+1, En particulier, la solution exacte p au point z; satisfait le systéme suivant en J"p; et

i
Not. — O™ U

1 1
(' - m’-1/2) o"p; + (— + Dp,j—1/2) "pj-1t+€ : =0
2 2 hJ—1/2
1 D n 1 D n u;" —_ u;.'_l 0 ) (4.33)
(5 - p,j—l/2) p;j + (5 + p,j—1/2) p_.,-_l +e€ -—hJ——T/z—' =9{.

Les conditions initiales et les conditions limite sont discrétisées de facon naturelle par

w) =u(z;), 0<j<J |
py=p"z;), 0<j<J (4.34)
up=uG=0, 1<n. .

Définition 4.3.1 (Schéma boite pour I’équation de convection-diffusion instation-

naire 1d)
Soit le schéma boite associé au probléme de convection-diffusion (4.20) : pour tout n 2 0,

chercher (u® = (u}),p" = (p})) € RI+! x R/ solution du systéme pour tout 0 < j < J,

( (Z) (-12- + Du‘j_1/2)5"'uj + (% — Dy j-1/2 )5"‘1&,‘-1 + kdc (0™u; — 5Uj-1) +c ('u,_'; - u;-'_l)
+k9 (6p; — 6"pj—1) +PF — Pj_1 = Rj-1/2 ((1 - ‘19)7;_1/2 + 197;111/2) , 1<j<J

@) (3- Dyjaa)pi + (34 Dyjoyj2) 0%pj1 +€ THEE =0, 1<j<J

A

2 hj_1/2
(iv) w)=u(z;), 0<j<J
(v) py=pz;), 0<j<J
| (vi) wpg=uj=0, 1<n

(i4) (3~ Dpi-1j2)P} + (2 4+ Dygerya) P + 557 (0 — ) =0, 1S5 < Jym 21

(4.35)
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Considérons le systeme d’équations (4.35(i)-4.35(ii)). En éliminant 6"p; dans 1’équation
(4.35(3)) et 6"p;_; dans (4.35(i1)), on obtient le systéme : pourtout 1 < j < Jet 0< n

() hjs (3- DPJ—1/2) (3+ Du,j—l/z) &"u;

+hj_1/2 (l - Dp,j—1/2) (l - Du,j—1/2) 0" uj_y

+k O (8u; — 0™uj_) (c( Dyso1p2) = 75 )~k 9 6"pj

= (% - Dp,j—1/2) (—C (uf = ui_y) — (07 — pj1) + By ((1 =) fiap+ ‘97;31/2) )

(%) hj-1/2 (% + Dpa’—l/z) (% + Dw'—l/z) "u;

+hioy2 (% + Dm—l/z) (% - Dua'—1/2) 0" uj-1

+kd (5"'U.j - 5”11:,'._1) (C(% + .Dp,j_l/z) + hj-el/z)+k J96"p

= (34 Do) (—e @ = w3) = 0 = 1) + hymap (1= ) F oo +0777) )
(4.36)

Ces relations sont vraies pour tout 1 < j < J, par élimination de 0™p; a Plinterface des
boites K;j_1/2 et Kj,1/2 , on obtient le systéme tridiagonal en §™u;

\

[hj+1/2 (% - Dpa’+1/2) ( + Du,a+1/2) +k9. (C(z Dyjvy2) = 1, ,,)]5"uj+1
+[hj+1/2 (% - Dp.j+1/2) (1 Du,:+1/2) ’“9(0(2 Dyjvif2) = w5
+hi-1/2(3 + Dpg-172) (3 + Dugerje) +68{e(} + Dpyoay) + W)]an ”
+[hs=12(3 + Dps-1s2) (3 = Dugmipa ) —k(e( + Dpyospo) + 555 ) 650
= (% - Dp,j+1/2) (“C (u?+1 - '""") - (P?+1 —Pj ))
( + Dy, ;- 1/2)( (” -u -1) - (Pg P;"-l))
+hj+1/25§ - p,,1+1/2; E(l 9) f_-,-+1/2 + ﬁf?ﬂ/zg

+hj—1/2( 5 + Dpj-172) ((1 = 9) ??—1/2 + "9—?1-11/2
(4.37)
D’autre part, I’équation (4.35(¢4%)) donne p} en fonction de u} :
1 1 u? = u’.‘
(§ - ng‘+1/2) Pip+ (‘ + Dp,j+l/2) pj +e —Jht'— =0
i+1/2 (4.38)
1 n 1 uﬂ — u 71 .
(5 - P»J'—l/z) ;Dj + (2 +Dp‘] 1/2) pj_l +8W =
C’est-a-dire
1 u? 1— u'.‘
(‘ - m‘+1/2) (P;"+1 - P?) = "P; —€ ‘%—‘
2 up (4.39)
- . n_pt ) =ph 4741
(2 + DPJ—1/2) (pJ p]-l) p] +€ h1_1/2
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Donc ’équation (4.37) devient :

A; 8"ujpy + A "uj + Ay 0"ujy = ( c( p,,+1/2) + 5 +1/2) ()

(6(2 P,J+1/2) c(z + Dy j- 1/2) T hiyiyz hj-ellz. uj
+(C (% + Dp,j_l/z) + h,——l/_z) uj—l + hj+1/2 5= p,j+l/2) ((1 '9) f;"+1/2 +9 f?:11/2) )

+hj-1/2 (3 + Dp,j-172) ((1 ) F 7t + ﬂf"ﬂn) )
(4.40)

ot les coefficients A;, Ag, A_; sont donnés par les formules suivantes :

- D,J+1,zg g s Dw+1,2)+w (¢4 = Dyswra) = 15557)

Ao = hjzy2 (3 = Dpgriz) (53— Dua'+1/2) ( ¢(3 = Dpiniy2) ~ i (4.41)
+hi_1/2 (% + Dp - 1/2) 3t D"”‘m) +k9 (c(2 + Dypj-1/2) + h; ‘/’) o

A_y = hj_qy (% + Dp,j-1/2 (5 - Dua'—l/2)"k'9 ( (3 + Dpj-172) + 5 1/2)

On définit les coefficients By, By, B_; par

By = A1~k (c( — Dpjurp) - 55
Bo= Ao+ k (c( = Dyjrja) - h—+—1—/; k(c(2 + Dpjrpd) + 557 ) (4.42)
B =A,+ k( (3 + Dpi-1p2) + 5555
En utilisant la définition de 6™u;, on obtient le schéma boite découplé en u;‘ et en p}, pour
tout n > 0, .
(((5) Avulf] +Aouftt + A uItl = Byu}y, + Bouj + Boyuj
+k his1/2( 3 — Dpg+iy2) (1 —9) f,1+1/2 + ’97?111/2
tkhiya (34 Dpjorpe) (A= Foyfp+9F ) ), 1S5S J-1
(bis k9890 = [my2 (&~ Dpase) (3 + Duara) +k9 (3 = Dpasa) - i)| o
+ [h1/2(" - Dp,1/2) (- — Du,y2 ) kd (C( Dpaj2) = 7.'1,“2)]
~(& = Dyua) (e (g - ug) = @8 ~ £8) + (a-9)F7, +19f1/2 ) )
(9) kIoé"p; =
—|hj-172( 3 + Dpi-112 3t Dua‘-l/z) +k 9 ( (3 + Dpj-172) + 5= 1,,
= Dyj-172 ) —k9 ( (3 + Dpj-12) + 0"uj—1
+(3 + Dpgapn) (e = i) = 0] -~ P)
+h;- 1/2(l+Dpa‘ 1/2) ((1 ~ ) F i +9f} 1/2) , 1<j<J
(i) (1 - Dyy- 1,2)19J + (3 + Dpy- 1/2)1)] e (W - up) =0, 1SS a2
(v) u)=1uo(z;), 0<75< J

(v) pPd=p;), 0<j<J
| (vi) ug=uj=0, 1<n

Ay = hjqap2

v\

1
—|hj—1j2( 3 + Dpj-172 ; ,,,

(4.43)
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L’équation (i) en u est équivalente 3

(B-k9C)u"t! = B+k(1-9)C)u"+kDf (4.44)
ou les opérateurs B, C et D sont définis par
1 1
By = hj+1/2 (5 - p,j+1/2) (5 + Du,j+1/2) Vjt1 (445)

+[hj+1/2 (% - p,j+1/2) (% - u,j+1/2)+hj—1/2 (% + -Dp,j—l/2) (% + Du,j—l/2)] V;

+hj_1/2 (% + Dy, ;- 1/2) (% - Du,j—1/2) Vj-1

Cv = ~(clz ~ Dpjanpa) - "'/2)v,-+1 (4.46)
+[(C(-— pd+1/2) = h:+1/2) (C( + Dpj-172) + A 1/2)]vj
(c( + Dpj-172) + 5- iﬂ)v, 1
Df = h:+1/2( p,,+1/2) ( J+1,2+z9f,+,,2) (4.47)
thiss (5 + Dpgas) (1= 9 Fioay +9724,)

pour certains vecteurs v et f.

Lemme 4.3.2 Le schéma boite (4.35) associé au probléme de convection-diffusion (4.16)
est équivalent a
(1) La résolution d’un probléme en u = (u})o<i<s,0<nn

(i) (B-k9C)uw™ = (B+k(1-9)C)u"+kDf .
{ (#4) u)=uz;), 0<j<J (4.48)
(244) u3=u3=0, 1<n

(2) La reconstruction locale sur chaque maille du fluz de diffusion p, pour n > 0

[ (kI omp; =

= |hs-172 (3 + Dpsorpa) (3 + Dug-1)+k9 (e (3 + Dpyrye) + m) 8™u;

= [P-2 (3 + Dpj-172) (5 — Duj-12 ) —k9 (0(5 + Dyj-172) + ) 0"uj_y

+(3+ Dpyrpe) (—c(u" ~ i) - (] - )

J +hj1y2 (% +Dp,j—1/2) ((1 =9 21 +9f3 1/2) y 1£85<J

(1)bis kdo"po = [h1/2 (- - Dp,l/2) (- + D, 1/2) +k9 (C(% —Dpup2) — /,)] 0"™uy
+[h1/2(% ~ Dyap) (3 - =Dy )=k (& = Dpae) - 7= )|

(i6) (3= Dpgorpa) 77 + (3 + Dyjia) Py + s (W — ) =0, 1S < Jyn 21

[ () 7} =p"(=;), 0<j<J

hj—llz

(4.49)
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|
La résolution du schéma boite (4.35) est équivalente & la résolution du probléeme découplé
((4.48)-(4.49)). En pratique, on résoud en premier lieu le systeme (4.48) qui donne la solu-
tion u™*! au temps t**! en fonction de la donnée initiale 4, puis on reconstruit le flux p"*!
3 llinstant t"+! en fonction de la solution calculée u™*! grice aux équations (4.49).

Remarque :
La matrice B étant inversible, soit A 'opérateur spatial défini par A = B-1C. Alors la

formulation (4.48-(¢)) en u} du schéma boite (4.35) s’écrit aussi dans le cas homogene
(I — kA = (I + k(1 — ) A" (4.50)

On utilisera par la suite cette formulation pour le splitting en dimension 2 du schéma boite
(4.35) obtenu en dimension 1.

4.3.4 Schéma tridiagonal

On suppose que le maillage est équidistant de pas d’espace h et que les coefficients de
décentrement sont égaux sur tout le maillage; c’est-a-dire Dp,j—1/2 = Dy et Dy 172 = Dy
pour tout 1 < j < J. Soient A= %;'5 le nombre de Courant par maille et p = i—’; Dans le
cas homogene, la formulation (4.48-(i)) est équivalente au schéma compact & trois points

suivant :

o Ul + gl +a Uit = bufy Hhouf Hboaui (4.51)
ot les coefficients a; et b; (i = —1,0,1) sont donnés par les formules suivantes :
((ay = (%—D,g (?‘-+Du+z9,\) -Jpu
bl = gi—Dp (§+Du—A(1—19)) +[.L(1—19)
a-0=?+2‘l9[.l.+2Dp(Du+‘!9)\) (4.52)
Y bo=L-201—-9)p+2D,(Dy=(1-¥)}) :

o= (3+Dp) (§—Du=9) - 9

L b_1=(§+Dp) (E—Du+/\(1—'l9))+[l,(1‘—‘l9)

Noter que la forme (4.51) correspond & la forme (2) de Rigal, [41], qui étudie des schémas
implicites & trois points. Le coefficient de décentrement D,, (constant par maille) donné par
la formule (4.27) vérifie

(a1 — b1) (@-1—b-1) 20 (4.53)
qui est la la condition suffisante de Rigal de monotonie de I’état stationnaire (Lemme 2 de
[41]).

Lemme 4.3.3 Le schéma boite (4.48-4.49) admet une unique solution (u?,p}) € R/ xR’
au temps n.

Preuve :
La formulation boite en u (4.48-(i)) s’écrit :

(B-k9C)u*! = (B+k(1-9)C)u"+kDf (4.54)
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Il suffit donc de vérifier que la matrice B — kfC (qui contient les conditions aux limites Diri-
chlet) est inversible. Le calcul du déterminant de B — kOC donne
det(B — k6C) = L-(r{ — rJ), ot ry et r, sont les deux racines distinctes de I’équation
caractéristique : 72 — agr — a;a_; = 0. Puisque 7, # 7,
det(B—kd9C)=0 <= r{i-ri=0
<= ry.= —rysiJ est pair (4.55)
< ag=0

Or, u > 0 et Dy, D, +9 A sont du signe de ¢. Donc ag > 0. Ainsi det(B — k9 C) est toujours
non nul. Ce qui prouve ’existence et 1'unicité de la solution u. De plus, p est donné de facon
unique en fonction de u par les équations (4.49). Ce qui conclut la preuve. [ |

4.4 Interprétation éléments finis du schéma boite

On définit les deux fonctions de décentrement constantes par boite K;_, /2- Elles sont
définies par :

J .
dy (z) = Z Dpj-1/2hj-1/21K,_,,, (x)  décentrement stationnaire (4.56)
j=2 } .
J 1
d, (z) = Z Dy ;12 hj_ypo1 Kj12 (z) décentrement instationnaire (4.57)
=2

On note ux(.,t) € P}y, pu(.,t) € P! les fonctions semi-discrétes de type éléments finis

J J _
up(z,t) = }: u; () p; (z) et pr(z,t) = Z p; (1) p; (z) (4.58)

j=0 j=0
ou (p;); sont les fonctions P-Lagrange associées au sommet
313 3

Proposition 4.4.1 (Interprétation SUPG du schéma boite)
Le schéma-boite (4.35) est équivalent au probléme semi-discret : chercher

(un (-, 1), p(.,t) € PLy x P} tel que
(i) un(.,t) € P, est solution de la formulation SUPG pour tout v, € Pl

SMOw0 + et O] 00+ dyone) + (cUna(ot) 5 o4+ ) «59)
ot (unalot) 5 the) = (@D 5 on+dy o)

(i) La reconstruction locale de py (.,t) est
Pn ("t)|Kj—l/2 = ‘Euh,z(°vt)lK,--1/z (460)

HIF (1) — cuna(.,8) — di‘t (I un(2) + du 2 )] [Dpgorjo + T72]

o0u T;_1/2 désigne le milieu de la boite K j=1/2-
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Preuve : \

Le schéma boite semi-discret (4.35) peut se réécrire sous la forme de la méthode d’éléments
 finis mixte (Petrov-Galerkin) suivante : chercher (un(.+ 1), Pa(-,t)) € Pl x Pq tel que pour
tout (n,Gs) € P° x P?, on ait

{ (i[H"uh(-,t) + dy unz(o )]s ) + (cuna(1) 5 )+ (onz s T) = (F(1) 5 B) s (g61)
(IP pa(.,t) - dpph,z(-yt) i Gn) + € (unz(.rt) 5 gn) =0
(i) Soit v, € PL, choisissons §n = Vh,z € P® dans (4.61);. Ceci donne

(IT° pa(., t), Vha) — (dp()Phz(»t)s Vnz) + € (upz(-st) 5 Vrz) =0 (4.62)

Or, (TI° pr(t))ik;_r)e = Paot)iKGoaye — Phz( )1 pTi-1/2 %, ol zj_1/2 est le milieu de
la cellule K;_1/;. En remplagant ’expression de I1°p4(.,t) dans (4.62), on obtient apres
intég_ration par parties

“(Ph,a.-(-, t)a 'Uh) - Z (Ph,z(-, t)lK,-_;,ng—l/2 2, vh,w) - (dp ph,z(-, t), 'Uh,.'l:‘)

Kj_1/2

(4.63)
+€ (upz(-t) 5 vnz) =0
Puisque prz(,t)vne € PP le terme EKj_l/z(phﬂ(”t)|Kj-1/2$j-1/2 #,vpz) = 0. D’ol on

déduit que
-(ph,z(-, t), 'Uh) - (dp ph,x(.,t), 'Uh,:t) +€ (uh,,(., t) ) ’Uh’z) =0 (464)

L’équation (4.61); est vraie pour U = IT%;, € P°, donc par propriété de II°, on obtient

0 = (%[n%,,(.,t) t dutns o8] 08) + (Ctna( D)y th) + (Bra() 5 va) = (T2 (), vn)
(4.65)

Ce qui donne, en sommant les égalités (4.64) et (4.65) :
d .
0 = (—[Houh(.,t) + d,, uh,x(., t)]; ’Uh) -+ (cuh,,,(., t), 'Uh) +¢ (’U,h,_-,(.,t) ; 'Uh,a:) (466)
—(nof(" 1), Up) — (dpph,a:(-a t), 'Uh,a:)

Nous prenons maintenant ¥ = dpVpz € P? dans (4.61);, ce qui donne, & chaque instant ¢

(dpprz(t)tnz) = ([°f(1),dpvng) — (%[Houh(-a t) + dy un (., )], dp Un,z)
—(cunz(- 1), dp Vhz(-r 1)) (4.67)

En remplacant cette expression dans 1'équation (4.66) on obtient la formulation (4.59).
(ii) Le flux ps est donné sur chaque maille K;_,/, par la formule affine

Ph(-:t)lK,'-x/z = (Hoph(-:t))lKj—l/z "'ph,:r("“‘)IKJ'—1/2'7:.7'—1/'2z (4.68)

ou z;_1/2 désigne le milieu de la boite K;_;/2. Puisque u, € P! et pp € P! localement, le
terme I1° pp (., t) —dp Pz (-, t) +€ Un a5 t) est un polynome constant, 1’équation (4.61), donne

donc I1°py, (., t) :
I° ph("t)lKJ‘-l/z = _Euh,z(‘vt)lKj—l/z + DPJ—I/Qph#?("t)|K,'_1/z (469)
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De méme, I'écriture de pj,, € P° est déduite de I’équation (4.61),

ph,a:(-7t) = Hof(-vt) - cuh,m(':t) - % (Ho uh('at) + dy uh,z(-it)) (470)
n

4.5 Equation équivalente

Afin d’obtenir des conditions sur le coefficient de décentrement D, nous étudions main-
tenant ’équation équivalente associée au schéma boite en u donné par (4.48). Nous étendons
’analyse par I’équation équivalente dans le cas de I’équation de convection de [12], au cas de
I’équation de convection-diffusion. Si A est un opérateur différentiel linéaire spatial d’ordre
maximal O(A) défini par

o(4)
Au= z a0, , (4.71)

I’équation équivalente du probléme d’évolution suivant

du
I = Au (4.72)
est I’équation formelle : '
du
— =Au+ Y h®Eap1 00t (4.73)
dt
a>0(A)

obtenue par un développement limité de Taylor du schéma, en remplagant les dérivées
partielles en temps par des dérivées partielles en espace, obtenues & partir de 1’équation

équivalente elle-méme [33, 20].

Proposition 4.5.1 L’équation équivalente du schéma (4.48) est
Up + CUy — EUgy = h By gy + h2 B3 tggy + K2 Eyu™® + . .. (4.74)

ou le coefficient de dissipation E, et le coefficient de dispersion E3 sont donnés respective-
ment par les formules :

E2=C.Du ’ E3=C[i

b'lm

= [D + (ﬁ— -) A- D] (4.75)

(-3~ B2 -

avec D, = D, + (9 — 1/2)\.

Le terme Ej s’écrit encore en fonction du nombre de Courant ) et du nombre de Peclet Pe :

Ea—c[-—(l—/\"’) D - 2P [D +(,9_§),\ D“ (4.76)
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L’équation équivalente donne quelques informations sur le coefficient de décentrement D,,.

Elle peut se réécrire :
s + cug = (€ + ch D) gz + h? B3 Ugas + h® E, u® + ... (4.77)

Le coefficient ch D, joue le role de diffusion artificielle du schéma. Si le nombre de Pe-
clet est assez petit, c'est-a-dire si le probleme de convection-diffusion (4.16) est suffisam-
ment diffusif, il n’est pas nécessaire de rajouter de la diffusion artificielle. Le coefficient D,
doit donc é&tre nul. En particulier, si ¢ = 0, on choisit D, = 0. Sur la base d’expériences
numériques pour 1’équation de convection pure, une valeur expérimentale de D, de I’ordre
de 0.1 donne des profils non oscillants dans la plupart des cas. Nous prendrons dans la suite
D,p=02= 55—%33, ot Pey = 2.5 pour la convection pure. En nous basant sur cette remarque
et sur Pécriture (4.77), nous pouvons choisir de fagon analogue une valeur de D, telle que :

e+ chDy > chDyp . (4.78)

Or, Dy = D, + A(9 — 3) et Dup = Duo+ A(9 — 1), la formule (4.78) est équivalente &

! : | (4.79)

> -
560(c) Du 2 55 ~ Telm
C’est-a-dire 11 1
> —(=— — — - .80
sgn(c) Du 2 3 Peg Bo) (4.80)

D’autre part, nous cherchons un décentrement de la variable u colinéaire a la convection c,
c’est-a-dire tel que sgn(c) Dy > 0. Une fagon de choisir D, est de prendre

Sg‘;(c) max(0, —— — — (4.81)

Du = "Pey Pe’’

Dans la suite, nous utiliserons cette formule pour D,. En particulier, pour un nombre de
Peclet Pe < 2.5, le coefficient D, est nul. Notons que D, intervient en rajoutant de la diffu-
sion artificielle & ’équation de convection-diffusion. Si la quantité de diffusion donnée par p
est suffisante, il est inutile de rajouter de la diffusion artificielle. Dans ce cas, le coefficient
de décentrement D, est nul. Par contre, dans un régime plutét convectif, il est nécessaire
de rajouter de la diffusion artificielle pour éliminer les oscillations dispersives. En augmen-
tant la valeur du décentrement D,, on stabilise le schéma, puisqu’il devient plus diffusif.
En contrepartie, la solution calculée par le schéma boite est moins précise. En effet, on le
constate dans ’équation équivalente (4.74), le schéma n’est précis qu’a I'ordre 1 en espace
si FE5 est non nul.

Le régime de I’équation de convection-diffusion s’interprete par le biais du nombre de Peclet.
C’est donc aussi le nombre de Peclet qui intervient pour le calcul des valeurs de décentrement

D, et D,, données par les formules (4.81) et (4.27).

Remarques :
1- L’expression (4.75) est valable pour |A| = O(1) et Pe = O(1).

- 166 -




Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d’espace

2- Si Pe > O(3), alors le terme 53 [Du +(W-3) A- D,.] donne un terme d’ordre h?,
a 2 3 dans I’équation équivalente. On retrouve dans ce cas ’équation équivalente de B.
Courbet pour 1’équation de convection pure :

U+ ctg = cDy hug, + [% (1-2%) - Dﬁ] huzqe + O(R®)
3- Le schéma boite proposé présente I'inconvénient de n’avoir qu'un paramétre D, a opti-
miser, ¥ et D, étant supposés fixés par des contraintes de stabilité. On doit donc choisir D,
au mieux pour limiter les oscillations dispersives.

4- La formule (4.81) est linéaire et donne uniquement un schéma d’ordre 1 quand

Pe > Peq. Ceci pourrait étre amélioré par un réglage non linéaire de D, analogue a ceux
des limiteurs de pente pour la méthode volumes finis.

4.6 Analyse numérique de type différences finies

Nous allons étudier quelques propriétés (stabilité, consistance) du schéma boite (4.35)
associé au probléme de convection-diffusion homogéne défini sur un maillage régulier de type
différences finies. Plus particuliérement, nous nous intéressons aux propriétés de la formu-
lation en Pinconnue u du schéma boite (4.35), donnée par (4.48), par rapport & 1’équation
de convection-diffusion (4.16). En fait, nous comparons la solution exacte de I’équation de
convection-diffusion (4.16) et la solution approchée u du schéma boite (4.35), donnée par
(4.48), le flux de diffusion p étant déduit de u par la formulation (4.49).

4.6.1 Stabilité

Nous allons étudier la stabilité du schéma (4.48) au sens de Von Neumann, sur un
maillage régulier de type différences finies. Le facteur d’amplification du schéma (4.48) est
donné par

91(0) _ bo+ (by +b_1)cosf +i(by — b_;)sin8
- = ! 6 0’2 . 4.82
s(6) 92(0)  ao + (a3 +a_;) cosd +i(a; — a_,)sin b € [0, 2n] (4.82)

D’aprés [20], nous avons les conditions nécessaires et suffisantes de stabilité du schéma en
u, (4.48) données par 'étude du facteur d’amplification :

Proposition 4.6.1 (Stabilité)
Soit D, = (9- %) A+ D,. Le schéma (4.48) est stable au sens de Von Neumann si et

seulement si les conditions suivantes sont vérifides :

(i) Dyd+p>0 et (i) [DyA+ ] [DUD,+(19—%);¢] >0

En particulier, la condition 9 > % est une condition suffisante assurant la stabilité du schéma
(4-48) au sens de Von Neumann.
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Preuve :
Nous rappelons briévement la preuve de [20], déduite du résultat général de Rigal [41].

" A savoir la condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma sup |g(0)] < 1 est
oclo,2x(

équivalente d’apreés Rigal, [41] &
a +a_y — b1 - b_l S min [(0.1 - a_1)2 - (b1 - b‘_1)2 H (0.1 + 0_1)2 - (b1 + b_1)2] (483)

Or, nous avons les égalités suivantes :
a —a-1 =Du+‘l9A—Dp
a1+a-1=%—2Dp(Du+t9/\)—219u (484)
by —by=a1—a— '
bh+b_1=a1+a +2DPA+ 2u

Donc, la condition (4.83) est équivalente a
' - | 1 . 1 |
~(Dpr+p) <min (A(Dy = Dy) 5 =2(DpA+ ) (5= 2D, Du = 200 - 5)w))  (4:85)
Ce qui donne les conditions (i) et (ii).

Le choix de D, donné par la formule (4.27) implique I’équivalence entre la condition (ii)

et la condition suivante ) ‘
D, D, + (ﬂ—-)uzo

Nous choisissons D,, et ¢ de méme signe. Nous obtenons la condition suffisante de stabilité
du schéma (4.48) : ¥ > 1. En effet : si 9 > 3, puique A et D, sont du signe de c, Dy >0.

Or, u est toujours strlctement positif, la condltlon (i) est donc vérifiée. De méme D, D, > 0.

Ce qui prouve (ii). [ ]

Si le nombre de Peclet est inférieur & 1, c’est-3-dire si I’équation de convection-diffusion

est suffisament diffusive, D, est nul d’aprés (4.27). Le schéma est donc stable si et seule-

ment si ¥ > 1 . On retrouve en particulier, le résultat de stabilité du schéma boite pour
I’équation de la chaleur (cf Chapitre 1). Dans 1a suite, le coefficient de décentrement en
temps 9 sera choisi ¥ > ;, assurant la stabilité du schéma. Rappelons toutefois que la
stabilité du schéma n’exclut pas les oscillations observées pour I’équation de la chaleur, au
Chapitre 1. En effet, nous verrons au Paragraphe 4.7.2 que de telles oscillations peuvent
apparaitre. Nous en ferons l'interprétation au Paragraphe 4.7.3.

4.6.2 Consistance du schéma boite

Considérons le probléme de convection-diffusion homogene. Nous allons étudier la consis-
tance de la formulation en u (4.48), du schéma boite (4.35) par rapport au probleme de
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convection-diffusion (4.16); c’est-a-dire ’équivalence du schéma discret et du probléme
continu lorsque les pas de temps et d’espace tendent vers 0. Soit \ = ch le nombre de
Courant et u = ‘F’} Le nombre de Peclet qui mesure le rapport de la convection sur la
diffusion est Pe = J%l = J%';"—

Proposition 4.6.2 (Consistance)

La formulation en u (4.48) du schéma boite (4.35) est consistante avec le probléme (4.16)
a l'ordre 1 en espace et l'ordre 1 en temps si 9 # %, @ l’ordre 2 en temps sinon.

Preuve :
Nous étudions la consistance du schéma (4.48) par rapport & u(z,t) en évaluant, ([42]) pour

tout € € R la différence )
- (ekq(s) _ g(hg)) (4.86)

ou ¢ est le symbole de ’opérateur spatial continu —cu; + €u,,, donné par g(§) = —ci& —e§?
et g(h¢) est le facteur d’amplification du schéma boite (4.48). On considére que h, k — 0
indépendemment, avec I'hypothése que A et u vérifient A; < [A| < Ap et uy < || < po. Le
pas de temps k est supposé donné en fonction du pas d’espace h par une fonction k = A(h?),
pour un certain a. Dans le cas d’un régime plut6t convectif, on prend k£ = O(h) et dans le
cas d’un régime de type diffusion dominante, k = O(h?). Le facteur d’amplification g du

schéma boite (4.48) est donné par (4.82), pour 8 =h¢ € [0, 27 :
_91(0) _ bo+ (by +b_y)cosd + i(by — b_,)sind
(6) = 92(0)  ap+ (a1 +a_,) cosf +i(a; —a_1)sinf (4.87)
Un développement limité en h de g(6), 8 = h¢, £ fixé a I’ordre 4 est
g(0) = 1- 20((01 - a_l) - (bl - b_l))
+62 (3 (0 + 0-1) = (b1 +b-0)) (a1 — a0) (b = b1) = (@1 — 00)) )
+203(%((a1 - a_l) - (b] - b_l))--(al - a_l) (a1 + a_l)
+(a1 - a_1)2 ((a1 - a_l) - (bl - b_l))+(b1 - b-l)gﬂ%:—l)' + (bl + b_l)gr;—_lz)
+A46* + O(6°)

(4.88)
ou A4 est égal a

A = F((b+52) = (@ +a0)) 4] (a1 +a0) (@ + aa) = (b +50))
—§(a1 - a_1)2(a1 + a_l) + %(bl + b_l)(al - a_1)2 (489)
—'5(0,1 - a_l)(bl - b_l) + %(al - a_1)2
+(b1 - b_1)(a1 - a_l)(al + a_l) + (a1 - a_1)4 - (bl - b_l)(al - a_1)3
Pour la commodité du calcul, on conserve les notations avec le parametre § = £ h, h — 0.
De plus, 9, A, 4 et Pe = ﬁ sont fixés. D’autre part, nous avons les égalités suivantes :

ay—a_1=Dy+9)2-D,

a+a_ = % - 2Dp(Du +’l9)\) — 219[.&

b] - b_l =a—a- — /\ (490)
h+b_1=0a;+a_, +2Dp/\+ 2u
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En remplacant ces valeurs dans I’équation (4.88), on obtient

g(0) = 1-ifr—6° (u + A(Dy + 19)\))

+i03(—f\§ +A(Du+9N?+pu(Dy + 20X - D,,))+A404 +O(6°) (4.9)
D’autre part, on a | |
ek1®) = 1-—k(cit + egé) + £ (cig +e€?)? + O(k®) (4.92)
On garde h et k distincts pour le moment. Le terme €*9(¢) — g(h¢) est donné par :
k96 — g(hg) = 1— k(cié +e€?) + & (ci€ +e€%)* + O(K®)
—1+ihA + €22 (u + A(Du + m)) .

~ig%h% (=4 + A (Du+92)? + u(Du+20 A - D,,))
AR+ o

En remplacant les valeurs de ) et p, I’équation (4.93) est encore égale a :
k@) — g(hg) = k2 (52 EW-1)+ 4523 +ice(1- 219)) -3 9% k3 + O(k?)

+kh(€2cD, - i€* (D - Dy) e)
+it3 h2kc (& — D2) — 2i€3 ¢ D, Oh k?

_£4h4A4 + .-
(4.94)
Le coefficient A4 est donné par :
At = E Ak =k [052 k&t + 3k29%ec? €4 + eh*(—} + Dp Dy + (Dy — Dp)?) €* (4.95)

+2khdec(2D, - Dy) €+ O(l(h, K)I1)]

ou on définit O(||(h, k)||) = O(||k|l) + O(||k]l). Aprés simplification, -,1;(6’“1(5) - g(h{)) est

donné par
1 (era© — g(hg)) = k[§2c2 @—1)+iefce(1—29) + €%} - ,9)]

K (i3 +3e 0l
+h(cD,g - i€* (Du - Dy)e) (4.96)
+h?(i€% ¢ (3 — D2) — e €4(=} + Dp Du+ (Du ~ D,)?))
~hk(2i€3 D9+ 2cc9€4(2D, - D))
+O([|(R, B)II?)

C’est-a-dire

(40 — g(g)) = (8~ 3) O(k) + O(K) +O(l(h, K D)) (4.97)

x| -
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Le schéma boite (4.48) est donc d’ordre 1 en temps si 9 # 1, d’ordre 2 en temps sinon
et toujours d’ordre 1 en espace. Si le nombre de Peclet est inferieur a 1, les coefficients de
- décentrement D, et D, sont nuls dans I’équation (4.96). Dans ce cas, le schéma est consis-
tant a ’ordre 2 en espace. On retrouve également les résultats de consistance obtenus pour

I’équation de la chaleur (Chapitre 1) si ¢ = 0. |

Par application du théoréme de Lax-Richtmyer, [42], on obtient

Théoréme 4.6.1 Le schéma boite en u donné par (4.48) est consistant avec le probléme
(4.16) et stable sous les conditions de la Proposition 4.6.1, il est donc convergent sous ces

conditions. C’est-a-dire :

2 [lu(- ) - un(+ t)llz2@) < C(T)h.

Exemples numériques :
Nous cherchons a illustrer I’effet des coefficients de décentrement D, et D, sur la solution

u du schéma boite (4.35) grace & quelques tests numériques. On suppose que les coefficients
de décentrement D, et D, sont donnés par les formules (4.81) et (4.27) :

_ sgn(©) 11
Du'— 2 maX(O,P 0 Pe)’
sgn(c 1
Dpj-12 = 2t max(0,1 — Pej-l/z)'

On considére le probléme de convection-diffusion

U+ Up — €Uz, =0, 1z €J0,2[,¢>0
u(z,0) = uo(z), z€1[0,2] (4.98)
u(0,t) =1, u(2,t)=0

de solution intiale de type créneau

1si0<z<05
Uo(z) = { 08i0.5<z<2. (4.99)

Le segment [0, 2] est maillé par 101 points, le pas d’espace est h = 2.1072. On choisit un pas
de temps constant pour tous les tests k = 0.3 h = 6.1073, le paramétre 9 de 'intégration en

temps est 9 = 1.

Test 1 : action de D, : On consideére le cas o le coefficient de diffusion est £ = 4.4.1073,
ce qui donne A = 0.3, u = 0.066 et un nombre de Peclet Pe = 2.2727. Les coefficients de
décentrement prennent les valeurs D, = 0.28, D, = 0. La solution discréte u du schéma
boite (4.48) est représentée sur la Figure 4.3. La Figure 4.2 représente la solution discréte
du schéma boite (4.48) dans le cas ou le coefficient de décentrement D, est choisi D, = 0
sans utiliser la formule (4.27). Quelques oscillations apparaissent alors, au niveau du front
initial. Elles n’apparaissaient pas pour un choix du décentrement D, donné par la formule
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(4.27). Ceci prouve, que le décentrement D, est indispensable méme en phase transitoire.

Test 2 : action de D, : On consideére la cas ot le coefficient de diffusion est € = h? = 4.1074,
ce qui donne A = 0.3, # = 6.10~2 et un nombre de Peclet Pe = 25. Les coefficients de
décentrement prennent les valeurs D, = 0.48, D, = 0.18. La solution discréte u du schéma
boite (4.48) est représentée sur la Figure 4.5. La Figure 4.4 représente la solution discrete
du schéma boite (4.48) dans le cas ou le coefficient de décentrement D, est gardé tel quel
et le coefficient de décentrement D, est choisi D, = 0, sans utiliser la formule (4.81). Alors
d’importantes oscillations dispersives apparaissent au niveau du front, ce qui n’est pas le
cas si le coefficient de décentrement D, est non nul. Le coefficient de décentrement D, per-
met d’éliminer les oscillations dispersives du schéma. La solution obtenue est moins précise

(seulement d’ordre 1), mais ne présente plus d’oscillations.
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Fi1G. 4.2 — Test 1 : Aucun décentrement :

D, =0
15 :
— ucaiculse
- _uench
—
1
ost :
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FIG. 4.4 — Test 2 : Aucun décentrement :
D, = 0. On observe des oscillations dis-

persives.
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Fi1G. 4.3 — Test 1 : Décentrement D, =

0.28 donné par (4.27)
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Fi1G. 4.5 — Test 2 : Décentrement D, =
0.18 donné par (4.81). Le schéma est
d’ordre 1. On observe la diffusion artifi-

cielle.
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4.7 Comportement numérique du schéma sur le créneau

4.7.1 Introduction

Nous étudions la solution du schéma boite selon les différents régimes de convection-
diffusion du schéma. En premier lieu, nous étudions le cas ou le nombre de Courant A est
A = O(1) et ensuite A = O(h). Ceci a pour conséquence de fixer le pas de temps k en fonc-
tion du pas d’espace h. Nous distinguons plusieurs cas selon I’ordre du nombre de Peclet Pe
par rapport au pas d’espace h.

Nous considérons quelques cas représentatifs des différents régimes classiques de 1’équation
(4.16), c’est-a-dire :

e convection dominante si Pe = O(})

e convection-diffusion si Pe = O(1)

o diffusion dominante si Pe = O(h)

ou Pe est le nombre de Peclet par maille. Il peut étre choisi distinct par maille, puisque les
coefficients c et £ sont donnés dans chaque maille. Pour simplifier, nous considérons le cas
ou le coeflicient de convection ¢ est ¢ = 1. Le choix du pas de temps & se fait en fonction
du pas d’espace h, selon les valeurs prises par le nombre de Courant A = % Puisque nous
étudions I’équation de convection-diffusion instationnaire, nous nous intéressons a la partie
instationnaire du probléme, c’est-a-dire & de petits pas de temps. Nous nous restreignons
donc dans cette étude & des nombres de Courant en O(1) ou O(h).

XPe| O | om) | om
O@1) | e~h? e~h e~1
O(h) ENh2 e~h e~1
k ~ h? k ~ h? k ~ h?

TAB. 4.1 — Tableau récapitulatif des différents couplages possibles
entre le nombre de Courant et le nombre de Peclet.

4.7.2 Tests numériques

Nous calculons la solution du schéma boite (4.35) associé & 1’équation de convection

diffusion suivante
Ut + Uy — €U, =0, z €]0,2[,t>0

u(z,0) = uo(z), z€]0,2] (4.100)
u(0,2) =1, u(2,t) =0, t>0
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de solution initiale

1§i0<z<05
to(e) = { 0si05<z<2. (4.101)

Le segment [0, 2] est maillé par 100 boites de méme longueur A = 0.02. On observe la so-
lution calculée au bout du temps T = 1 selon les différents régimes du nombre de Courant A.

1. Tests pour A = O(1)

Nous nous plagons dans le cas ol le nombre de Courant A est d’ordre 1, c’est-a-dire que

le pas d’espace k est du méme ordre que le pas d’espace h. Le coefficient 9 d’intégration
en temps est choisi égal & 1/2 (Crank-Nicolson). Nous distinguons selon Pordre du nombre
de Peclet Pe, l'allure de la solution discréte u du schéma boite (4.35). Si des oscillations
apparaissent, on observe numériquement les conséquences que peuvent avoir ’augmentation
artificielle de la valeur de 9 ou I’augmentation de décentrement D, sur la solution calculée.
e Cas1.1:Pe=0(3), A=0(1):
L’équation est & convection dominante. Puisque le nombre de Peclet est trés grand, les coef-
ficients de décentrement D,, et D, sont donnés par les formules (4.81) et (4.27) et sont donc
non nuls, . La solution calculée u est représentée sur la Figure 4.6 au bout du temps T' =1
(c’est-a-dire 50 itérations), pour les parametres k = h, 9 = 0.5, ¢ = h2. On observe tres
nettemment 'effet de D,, sur la solution du schéma. Le schéma boite obtenu est tres diffusif,
la solution obtenue est peu précise. En effet : le créneau est amorti par la diffusion artifi-
cielle provenant de D, dans I’équation équivalente. Pour éviter les oscillations dispersives du
schéma, on augmente fortement la diffusion du schéma, mais on obtient une solution moins
précise. Il faudrait avoir recours ici & une variante de schéma boite de plus haute précision,
utilisant en particulier un réglage non linéaire de la diffusion artificielle (coefficient D,),
dans le méme esprit que celui des limiteurs de pente dans les méthodes de volumes finis.
Nous n’avons pas étudié une telle variante dans ce travail.

e Cas1.2:Pe=0(1), A=0(1):

On distingue trois cas selon les valeurs du nombre de Peclet, pour lesquels les coefficients
de décentrement sont soit simultanément nuls, soit D, est non nul et D, est nul, soit simul-
tanément non nuls. Le pas d’espace k est choisi égal au pas d’espace h pour ces trois sous-cas.

ee¢ Cas1.2.1:Pe<l:

Le nombre ce Peclet est inférieur a 1, les formules (4.27) et (4.81) impliquent que D, =0
et D, = 0. On conserve les données précédentes : 9 = 0.5, h = 0.02, kK = h. On choisit
maintenant € = h. Donc le nombre de Peclet prend la valeur Pe = 0.5. La solution discrete
u du schéma boite (4.35) est représentée sur la Figure 4.7. On constate l’apparition d’oscil-
lations au niveau du front de la solution initiale au point z = 0.5. Ces oscillations sont de
méme nature que celles observées au Chapitre 1 pour le schéma boite associé & I'équation
de 1a chaleur. L’interprétation de ces oscillations provient du mode oscillant qui sera mis

- 175 -



Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d’espace
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FIG. 4.6 — Cas 1.1 : A = 1, Pe = 25,

T =1,D, = 0.18,9 = 0.5.

en évidence au Lemme 4.7.1. Les Figures 4.8 et 4.9 représentent la solution u du schéma
(4.35), dans lequel on augmente de facon artificielle la valeur de ¥ ou de D,. On constate,
que I'augmentation (méme faible) de 9 atténue les oscillations, alors qu’une augmentation
de D, ou de D, est sans conséquence sur les oscillations de la solution.

15, T
— ucaicules

15, T
— ucaicules - uexache
- Uexach
Saahiay
osh
05+
of
o-
05 . L . . L n n " )
05 L L L L ; . " [ 02 04 [ 1] 08 1 12 14 18 18 2
¢ 02 04 08 08 1 12 14 16 18 2

Fi1G. 4.7 - Cas 1.2.1 : A = 1, Pe = 0.5,

T=1,D,=0,9=0.5.

F1G. 4.8 — Cas 1.2.1 : A =1, Pe = 0.5,
T = 1, augmentation de ¢4 = 0.505, D,, =
0.

e¢ Cas 1.2.2 :1 < Pe < Pey(=2.5) :
Dans ce test, nous considérons les cas ou le nombre de Peclet prend des valeurs comprises

entre 1 et 2.5, ce qui a pour conséquence de ne plus annuler le coefficient de décentrement
D,. Pour les données 4 = 0.5, h = 0.02, k = h et ¢ = 0.006 = 0.3 h, le nombre de Peclet
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F1G. 4.9 — Cas 1.2.1 : A = 1, Pe = 0.5,
T = 1, augmentation de D, = 0.1, 4 =
0.5, ~

est Pe = 5/3, donc D, = 0.2 par la formule (4.27) et D, reste nul. La solution u du schéma
boite (4.35) est représentée sur la Figure 4.10. Cette fois encore les oscillations apparaissent
au niveau du front de la solution initiale et sont convectées par 1'équation. Une augmenta-
tion du coefficient 9 ou du coefficient de décentrement D, atténuent les oscillations (Figures
4.11 et 4.12). Notons que pour des valeurs de A < 1, les oscillations apparaissent apres le
front initial et sont convectées par 1’équation. Dans ce cas, ’augmentation de D, élimine
instantanément les oscillations.

15 T
15 T T T T T T T T — ucaicules
U calcdes - uexache
- _ueace
1
| S E \
- ﬁ/‘-\ .
v
05 F
05
{\
\ \; —
o S ’
!
.
Y ) L L L L : . .
05 t . L L L . L 0 02 04 08 08 1 12 14 16 18 2
[ 02 04 08 08 1 12 14 16 18 2

FiG. 4.11 - Cas 1.2.2: A =1, Pe = 5/3,
T = 1, augmentation de ¢ = 0.505, D, =
0

FIG. 4.10 — Cas 1.2.2: A = 1, Pe = 5/3,
T=1D,=0, 9=05
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-050 0:2 Ozl o'n 08 ; 1:2 l:l lls 1:! 2 _:;50 “rz ‘1'4 0:8 0:8 ; "2 ':‘ 1; 1; 2
FIG. 4-12 - Ca.s 1.2.2 . A = 1, Pe = 5/3, FIG. 4.13 _ CaS 1.2.3 . A = 1’ Pe — 3,
T=1 ’ augmentation de Du = 0.1, 9= T=19=0.5 Du = 0.033 Dp =0.333
0-5. ’ bl . ] . »

o0 Cas 1.2.3 : Pe > 25

Nous considérons le cas ou le nombre de Peclet est supérieur & 2.5. Alors, les coefficients
de décentrement D, et D, sont non nuls. Soient les données ¥ = 0.5, ¢ = k/6, k = h,
h = 0.02, le nombre de Peclet est Pe = 3. Les coefficients de décentrement prennent les
valeurs D, = 0.3333, D, = 0.0333. La solution discréte du schéma est représentée sur la
Figure 4.13 au bout de 50 itérations. Quelques oscillations apparaissent au niveau du front
initial. Elles disparaissent assez rapidement (totalement au bout de 40 iterations).

e Cas 1.3:Pe=0(h), A\=0(1)

Le nombre de Peclet est inférieur & 1. Le régime d’équation est plutdt diffusif du type d’une
équation de la chaleur. On observe les résultats donnés par le schéma boite pour k = O(h)
(A = O(1)) et non pas k = O(h?). Le pas de temps est sélectionné en fonction du nombre
de Courant ) et non pas en fonction du paramétre p qui semblerait plus approprié. Les co-
efficients de décentrement D, et D, sont donc nuls d’apres les formules (4.27) et (4.81). On
considére les données € = 1, ¥ = 0.5, h = 0.02, k = h. Le nombre de Peclet est Pe = 10~2.
La solution u du probléme (4.35) est représentée sur la Figure 4.14. Une forte oscillation
apparait au niveau du front de la solution initiale au point d’abscisse z = 0.5 et n’est pas
amortie. C’est un phénomeéne qui semble typique des schémas boite; il entretient les oscil-
lations au démarrage. L’augmentation de 9 atténue ce phénomene (Figure 4.15), comme on
’a déja vu pour I’équation de la chaleur au Chapitre 1. L’augmentation de D, est sans effet
(Figure 4.16). On constate qu’une augmentation plus forte de D, & la valeur 1 n’améliore
pas le résultat. Noter cependant une augmentation simultanée de D, et D, élimine ces os-
cillations. -
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FIG. 415 - Cas 1.3 : A =1, Pe = 1072,

Fi1G. 4.14 - 1.3: =1 =102
Cas 1.3 » Pe = 1077, T = 1, augmentation de ¢ = 0.505, D, =

T =1, D, =0, 9 =0.5.
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FIG. 4.16 — Cas 1.3 : A =1, Pe = 1072,
T = 1, augmentation de D, = 0.1, 4 =
0.5.
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2. Tests pour A = O(h)

Nous nous intéressons maintenant au cas oui A est d’ordre k. Le pas de temps k est donc en
O(h?); c’est-a-dire caractéristique d’une éqaution de diffusion. Comme précédemment, on
considere différentes valeurs du nombre de Peclet.

e Cas21:Pe=0(1), A=0(h):

Nous sommes dans un régime d’équation de type convectif, pour lequel le pas de temps
est choisi en fonction de I’échelle de temps de la diffusion. Dans ce cas, les coefficients de
décentrement D, et D, sont non nuls. Pour ¢ = A%, 9 = 0.5, h = 0.02, k = h2 = 4.1074,
le nombre de Peclet est Pe = 25. D’apres les formules (4.81) et (4.27) les parametres de
décentrement sont non nuls : D, = 0.18, D, = 0.48. On représente la solution du probléme
approché (4.35) au temps intermédiaire T = 0.1 (250 itérations en temps) sur la Figure
4.17 et au temps final T = 1 (2500 itérations) sur la Figure 4.18. Les oscillations présentent
lors du choc s’atténuent rapidement. On obtient un profil comparable & celui obtenu pour
A =0(1) et Pe = O(%) (Cas 1.2).

I'-T=m T T =

1——~—ﬁ~ -

oS ) 9 05f

oF [] 4\\\__
o0z o4 o8 o5 1 1z w4 s s 2 M Tez 0 s o8 1 12 1 s s 2
FI1G. 4.17 - Cas 2.1 : A = h, Pe = 25, FiG. 4.18 —~ Cas 2.1 : A = h, Pe = 25,
T=01 T=1

e Cas2.2:Pe=0(1), A=0(h):

On reprend les tests effectués au Cas 1.2. La solution discréte u du schéma, est représentée sur
les Figures 4.19, 4.20 et 4.21, pour des nombres de Peclet respectivement égaux a Pe = 0.5,
Pe = 5/3 et Pe = 3. Contrairement au Cas 1.2, le pas de temps est assez petit pour prendre
en compte le front de la solution initiale. Les oscillations sont de plus faible amplitude que
dans les cas 1.2.1 et 1.2.2.
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FIG. 4.19 — Cas 2.2.1 : A\ = h, Pe = 0.5,
T=1D,=09=05¢=h=002
D,=0
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FiG. 4.20 — Cas 222 : A = h, Pe = 5/3,
T =1 D, =0,9 =05 ¢ = 6.1073,
Dy =0.2
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FIG. 421 — Cas 2.2.3 : A = h, Pe = 3,

T =1, D, = 0.0033, ¢ = 0.5, ¢ = h/6,
D, = 0.3333

e Cas 2.3:Pe=0(h)

Puisque le nombre de Peclet est de I'ordre du pas d’espace, nous sommes dans un régime de
type diffusif simulé avec un pas de temps convenable pour la diffusion (k = O(h?)). Donc, les
coefficients de décentrement sont nuls. Pour des valeurs du coefficient de diffusion € =1 et
des parameétres 9 = 0.5, h = 0.02, k = h? = 4.107%, le nombre de Peclet est Pe = 1072 On
représente la solution du schéma boite (4.35) au temps intermédiaire T = 0.1 (sur la Figure
4.22) qui correspond & 250 itérations en temps et au temps final T =1 (sur la Figure 4.25),
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pour 2500 itérations. Des oscillations apparaissent au niveau du front initial et s’atténuent
lentement. L’augmentation de la valeur de ¥ accélére ce phénomene (Figure 4.23). Dans le
premier cas les oscillations autour de = = 0.5 subsistent assez longtemps. Elles s’atténuent
au bout de 250 itérations si § = 0.505 et au bout de 500 itérations si D, = 0.1. En dimi-
nuant le pas de temps, la solution calculée u présente moins d’oscillations et converge vers la
solution exacte. Nous constatons que la diminution du pas de temps contribue 4 I’étalement
des oscillations. Ce phénomene s’explique probablement par 1’augmentation du coefficient
E; de I’équation équivalente (4.74) ; c’est-a-dire de la dispersion du schéma.
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On remarque donc que dans certains cas, un mode oscillant vient parasiter la solution du
schéma boite. Toutefois, une augmentation de 9 permet toujours de réduire le phénomene
d’oscillation jusqu’a 1’éliminer complétement. A noter qu’une augmentation artificielle du
coefficient de décentrement D, lorsqu’il est nul a une action similaire & celle de 9, si le co-
efficient de décentrement D, est non nul. Nous allons maintenant interpréter ce phénomene
par I’étude du facteur d’amplification g de la formulation en u du schéma boite (4.35).

4.7.3 Interprétation

Dans cette partie, nous allons donner une expliquation des oscillations produites par le
schéma & I’aide d’une étude du facteur d’amplification du schéma boite. Le facteur d’ampli-

fication est donné par la formule (4.82) :

_ 91(0) _ bo+(b1+b_1) c6s0+i(b1 —b_l) sin @ '
9(0) = g2(0) ~ ao+ (a1 +a-1) cosf+i(ay —a_)siné , 0€[0,2n]

sa valeur en 7 est

bo — (b + b_4)
T) = 4.102
g9(m) 20— (a1 F a1 (4.102)
Lemme 4.7.1
g(n) =—-1 si et seulement si ( D, D, =0 e 20-1=0 ) (4.103)

Preuve du Lemme 4.7.1 :
Par définition de g et en utilisant les formules (4.52), on a

g(7r)=—1 = bo+go—(b1+b_1'+a1+a_1)=0 ' (4104)
<= 2D,D,—p(1-29)=0 '

Or, D, et D, sont du signe de c, leur produit est donc positif. D’autre part, 9 € [%, 1}, donc
1—29 < 0. Ainsi, 2D,D,, > 0 et —p (1 —29) > 0, puisque p > 0. Ceci prouve le résultat. B

En particulier si la solution u calculée par le schéma boite présente a un instant donné
une oscillation, celle-ci est automatiquement amplifiée par un facteur +1 ou —1 a chaque
pas de temps suivant. Ce qui donne naissance a un mode oscillant qui parasite la solution.
Ce lemme explique en particulier certains phénomeénes oscillatoires, tels que ceux mis en
évidence au Cas 1.2 (A = O(1), Pe = O(1)). En effet :

e pour le Cas 1.2.1, Pe < 1 donne D, = D, =0 et si 9 = 3, alors g(m) = —1. La Figure
4.7 représente le mode oscillant 1ié au créneau initial. Seule une augmentation de 9 permet
d’avoir g(m) # —1, comme cela est constaté sur les Figures 4.8 et 4.9.

e de méme pour le Cas 1.2.2, 1 < Pe < Pey donne D, # 0 et D, = 0. Si 9 = 3, alors
g(6) = —1. On constate effectivement sur la Figure 4.10, apparition d’un mode oscillant.
En augmentant 9 ou D, on obtient g(m) # —1 (voir les Figures 4.11 et 4.12).
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e enfin pour le Cas 1.2.3, Pe > Pey donne D, # 0 et D, # 0, donc g(w) # —1. On constate
effectivement 1’abscence d’oscillations dans ce cas (Figure 4.13).

. D’autre part, si le coefficient de décentrement D, calculé par la formule (4.81), est non nul,
alors le décentrement Dj, est également non nul par la formule (4.27). Dans ce cas, D, D, est
non nul qui implique que g(7) # —1. On constate effectlvement que pour les cas Pe > Pe,,
aucun mode oscillant n’apparait.

Dans tous les cas, pour une valeur du parameétre ¥ > 2,onag(m) # —1, donc 'augmentation
de Y permet d’éliminer certains phénomeénes oscillatoires.

4.7.4 Un cas test pour une équation de convection-diffusion & fort
contraste de coefficient de diffusion

Nous considérons le probleme, [20],

U +uz — (6(z)ug): =0  z €)0,1]
u(z,0) = up(z), =z €]0,1] (4.105)
u(0,)=1, u(l,t)=0

107 0<z<0.15
1 015<z2<0.25

ol le coefficient de diffusion est donné par e(z) = {' 1072 0.25 <z < 0.35
107! 0.35<z<0.45
1 045<z<1
La solution initiale est uop(z) = { (1) ST= 0
sinon
Le schéma calcule simultanément u et le flux p = —(e(z)u.) par la résolution du systéme
(4.48) et la reconstruction (4.49). Le pas de temps est choisi automatiquement par
k = 0.5. On calcule la solution pour 100 cellules, ¥ = 0.5. Les parameétres D, J—1/2

max(hj_,/2)

et Dy ;_1/2 sont donnés dans chaque boite par les formules (4.27), (4.81). Les Figures 4.26
a 4.31 représentent les fonctions u(z), p(zr) = —eu, au temps T1 = 0.084, T2 = 0.175,
T3 = 0.238, T4 = 0.35, T5 = 0.525, T6 = 1.519. u est représentée par des cercles et le flux
p en trait continu. Le pas d’espace varie dans chaque boite Kj_;/;. Le nombre CFL local
Aj-1/2 est représenté sur la Figure 4.32. Le coefficient local p;_1/2 est représenté sur la Figure
4.33. On peut noter un bon comportement du schéma, qui passe dans tous les régimes du
nombre de Peclet. Le saut du coefficient de diffusion ¢(z) ne géne pas.
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4.8 Convection diffusion 2d

4.8.1 Introduction

Aprés avoir étudié une version “boite” du probléme de convection-diffusion instation-
naire en dimension 1, nous proposons une méthode simple permettant de généraliser ce
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F1G. 4.32 — Représentation de A pour ce test FiG. 4.33 - Représentation de u pour ce test

schéma en dimension 2, sur des maillages rectangulaires, notamment concernant le choix
des valeurs de décentrement pour les variables de vitesse u et de pression p introduites en
dimension 1. Nous nous intéressons aux techniques de splitting, plus particuliérement a la
méthode ADI (Alternating Direction Implicit) introduite par Peaceman et Rachford en 1955
[37]. En effet cette technique permet de passer de schémas 1d & leurs généralisation en 2d
assez rapidement. En particulier, la méthode ADI présente I’avantage de pouvoir réaliser
des tests numériques basés sur les réglages des parametres de décentrement en dimension
1. Elle ne nécessite pas une étude approfondie de type analyse numérique du schéma boite
2d pour le choix des décentrements bidimensionnels qui semble plus compliquée. Dans ce
paragraphe, nous rappelons la méthode ADI pour équation de la chaleur, telle qu’elle est
introduite dans [42]. Ensuite, nous adaptons cette méthode pour ’étude de ’équation de
convection-diffusion. Puis, nous réalisons ’analyse numérique du schéma boite ADI ainsi
obtenu. Nous concluons ce Chapitre par quelques tests numériques.

Considérons un domaine rectangulaire Q de fronti¢re I' = 90 = I'p U 'y, réguliére et le

probléme de convection-diffusion :

us + ¢.Vu — div(eVu) = f(z,y,t), >0, (z,9) €N, t>0

u(:r, y10) = U (-'L',y), (x,y) €N

4.106
ur =g, (z,v) € T (4.106)
Vu-v=gy, (z,y) €eTn

de forme mixte :

w +cVu+divp = f(z,y,t), (z,9) €N t>0

p=—cVu, (z,y) €N, e>0
u(z,y,0) = uo (z,9), (z,y) €Q (4.107)
Ur =9, (z,y) €I'p
Vu-v=gn, (z,y) €Tw

ou v désigne le vecteur unitaire normal 4 la frontiere du domaine orienté vers 1’extérieur.
Nous supposons dans la suite la donnée au bord de type Dirichlet sur toute la frontiere I.

Rappelons que
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Lemme 4.8.1 Ce probléme admet une unique solution dans C? ([0, T[; L*(R2)) NC*(£2x]0, T'[)
pour f donnée dans CP([0,T[; L*(R2)).

4.8.2 La méthode ADI pour I’équation de la chaleur

Dans cette partie, nous rappelons le principe de la méthode ADI décrit dans Strikwerda
[42], dans le cas de 1’équation de la chaleur. Considérons I’équation :

Up = E1Ugg + E2Uyy, €1,62>0 (4.108)
Soient A; et A, les opérateurs linéaires définis par

Aiu= Eluz;
Apu = Exllyy (4.109)

La méthode ADI permet de résoudre le probleme
u; = Aju + Asu (4.110)

a l'aide des deux problémes monodimensionnels u; = A;u et u; = Aju. En discrétisant
’équation (4.110) par la méthode de Crank-Nicholson, on obtient I'identité

un+1 — uﬂ 1 n+1 n 1 n+1 n 2
Ou encore, si I désigne I’opérateur identité
k
(I - gAl - gAz)u""’l =T+ gAl + 5 A )u" + O(k®) (4.112)

En rajoutant de part et d’autre de I’égalité (4.112) le terme E 4, A;u™*1, puis en factorisant,
J 1 :

nous obtenons :
k k n+1 k k n k2 n+1 n 3
(I - 5.41)([ - -2—A2)u = (I + 5441)(] + EAQ)’U, + 'ZAIA2('U' ik /) ) + O(k ) (4.113)
D’autre part, u™*! = 4™ + O(k), donc I’expression (4.113) se réécrit :
k k n+1 k k n 3
(I - EAI)(I - -2-A2)u = (I + §A1)(I + §A2)u + O(k ) (4.114)

La solution exacte u(-,t) du probléme (4.108) vérifie I’équation (4.114). On considére main-
tenant le probleme approché :

- Eana - Eaurn = 1+ Eay i+ Fagr (4.115)
2 2 2 2

que P’on discrétise en espace en approchant les opérateurs continus A4, et A, par les opérateurs
discrets A, , et Az,. On obtient le schéma :

k k k k
(I - §A1J,)(I - §A2,h)un+1 = (I + §A1’h)(I + EAg,h)u" (4.116)
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La discrétisation classique du laplacien donne, dans le cas de ’équation de la chaleur, des
matrices de tridiagonales A; , et Az telles que :

Uiy — 2Uij + Uic1

Apuij = €1 72
Uig+1 — 2Uij + Uiy
Az ptij = €2 )

L’algorithme de Thomas permet alors de résoudre le systéme tridiagonal rapidement. Pour
résoudre (4.116), Peaceman et Rachford proposent ’algorithme suivant [37, 25, 24] :

(1 - $A)a™12 = (I+EAgp)u” (4.117)
(I - 5Azp)u™tt = (I+3Ap)amt/? .

L’algorithme (4.117) est appelé la méthode ADI (Alternating Direction Implicit). On alterne
la résolution du probléme entre une passe selon la direction (Oz) et une passe selon la
direction (Oy). Dans un premier temps, on calcule de fagon implicite #"t1/2 en fonction de
u™, ensuite on calcule u"*! en fonction de la variable auxilliaire #"*'/2. Dans chaque passe,
on utilise uniquement le schéma 1d correspondant & I’opérateur spatial A;, i =1,2.

Lemme 4.8.2 Cette méthode est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann.

Preuve :
Ce résultat se démontre par le calcul du facteur d’amplification du schéma ([42]. En rem-

plagant uf,, par g" e’ ¢™? et ﬁ:,’;l/ 2 par § g™ e ™, on obtient ,

Q &= (1 — 29
ot ik et 1
Ce qui donne s . » |
9(6,4) = 8 T zzl :2 X 8 ; zl,:: :;zz e; (4.119)
Puisque 3, p2 > 0, on a s;ug |9(8, )| < 1. Ce qui donne le résultat. =

4.8.3 La méthode ADI pour le probleme de convection-diffusion

On généralise la méthode ADI pour le probleme de convection-diffusion de terme source f
non nul. Soit I’équation de convection-diffusion linéaire de terme source f € CP([0, T[; L*(2)) :

u; +c-Vu—eAu= f(z,y,?) (4.120)

Soient A; et A, sont les opérateurs spatiaux définis par

Aju = -z + E1Ugs, (4 121)
Ayu = —CaUy + E2lUyy , .

- 188 -




Equation de convection-diffusion en une et deux dimensions d’espace

’équation (4.120) se réécrit sous la forme
uy — Aju — Au = f(z,y,t) (4.122)

Discrétisons en temps I’équation (4.120) & ’aide d’un ¥-schéma pour des valeurs ¥ variant
entre 0 e 1. Si u et la solution exacte de (4.120) dans

C°([0, +o0[; L%(£2)) N C*°(]0, oo[x2),
un+l —u®
k
ol u™! = u(z,y, ") et u" = u(z,y,t") désignent les valeurs prises par la solution exacte
au point de coordonnées (z,y) dans le domaine €2, aux instants respectifs "t et t*, k désigne
le pas de temps associé a la méthode défini par : k = t"+! — ™.
L’égalité (4.123) est équivalente a

= O[(A1w)™ + (Agu)™ + FH]+ (1 9)[(A1w)" + (Agw)™+ f7]+ O(K?) (4.123)

™t — E9(Ayu)™! — k9(A2u)™ = u” + k(1 - 9)(Ayu)" + k(1 — 9)(Au)”
+k9f™ 4+ k(1 = 9)f" + O(K®)
A, et A, sont des opérateurs spatiaux indépendants du temps. Donc, en notant I 'opérateur
identité, on obtient :
[ — k9A; — kSAJu™t = [T+ k(1 — 9)A; + k(1 — 9) AJu™ (4.124)
+k(Of + (1 = 9)f™) + O(K®)
Nous ajoutons et soustrayons dans les deux membres de ’égalité (4.124) les termes
k%92 A, Asu™t! et k2(1 — 9)2A;Au™, on obtient

(I — kA (I — k9A)um+! = (I + k(1 — 9)Ar) (I + k(1 — 9) Az)u™ (4.125)
+k’l9f"+l + k(l _ ﬁ)fn _ k2(1 _ '49)2A1A2u" + k2192A1A2’u"+1 + O(kS) .

qui est équivalent a

(I — kOA)(I — k9A)u™ = (I + k(1 — 9) A1) (I + k(1 — 9)Az)u” (4126)
TR 4 (1= 9)f) + k2[(20 — 1) AAgu® + 92 A, Ap (uH! — u™)] + O(K3)

D’autre part, u™*! — u® est d’ordre k, c’est & dire u"*! — u™ = O(k). L’expression (4.126) se
réécrit donc :

(I = kO AL — k9 A)um*! = (I + k(1 — 8)A)) (I + k(1 — 8) Ag)u s1o7
FE@FH 4 (1= 9)f™) + k(20 — 1)A; Ag u™ + O(K?) (4.127)

Ainsi, le schéma est d’ordre (29 — 1)k + O(k?) en temps, en particulier d’ordre 2 si 9 = 1,
d’ordre 1 sinon. Par la suite, nous considérons le probleme semi-discrétisé en temps

(I—k9A;) (I —k9Ag)u™ = (I+k(1-9) A1) (I+k(1-9) A2)u"+k(If"H +(1-9) /") (4.128)

Remarque :
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Si elle existe, la solution u du probléme stationnaire associé au probléme semi-discret en
temps (4.128), vérifie

k(l - 219)A1A2'U. + (Al + Ag)‘u -+ f =0 (4129)
En particulier, si 9 = %, ’équation (4.129) devient 1’équation continue du probléme station-
naire associé au probléme instationnaire (4.128).

Avant de discrétiser en espace le probléme (4.128), définissons un maillage du domaine
rectangulaire 2. On suppose que les cotés horizontaux de 2 sont divisés en J; + 1 point
équidistants et que les cdtés verticaux sont divisés en J, + 1 points équidistants. On relie 1

points face & face de facon & obtenir un maillage du domaine 2 en J,; J, boites équivalentes.

Les dimensions d’une boite sont notées h, et h, (Figure 4.34).
Pour approcher les opérateurs spatiaux continus A, et A,, nous utilisons les opérateurs boite

(Oy) 4
Yj ‘
hy
Yy
Yj—1 -
he
Tj— Z; (027)

F1G. 4.34 — Maillage du domaine

en dimension 1. Nous avons vu (4.48) que le schéma boite pour le probléme de convection-

diffusion 1d homogéne est
(B—k9C)u"' =(B+k(1-9)C)u™ (4.130)

ou les opérateurs boite B, C sont donnés par les formules (4.45-4.46). Puisque la matrice B
est inversible, la formulation en u se réécrit encore sous la forme :

(I-k9 A" =T +k(1-9) A" (4.131)

ou A = B~1C. Soient B,, C, et By, C, les opérateurs boite 1d dans chaque direction
(Oz), (Oy). On définit A, = B;' C; et A, = B, C,,. Soient les schémas boite 1d selon les

directions (Oz) et (Oy)

(1) (I - kbA;) ntl (I + k(1 - §)Az)u"
(:z) (I- kBAy)zztz""”l = (I+k(1-0)A,)u" (4.132)
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associés respectivement aux problémes de convection-diffusion 1d selon les directions res-

pectives (Oz) et (Oy) :
U — C Uz + €1 Uge =0
U — Co Uy +EqUyy = 0 (4.133)

Nous obtenons le schéma discrétisé en temps et en espace associé au probleéme initial (4.106),
en approchant les opérateurs continus en espaces I — kJ9A; et I + k(1 — 9)A;, i = 1,2, par
les opérateurs boite I — k9A et I + k(1 — ¥) A dans les directions (Oz) et (Oy), de la fagon

suivante :
o I — k9 A, approché par I — k9 A,, opérateur boite 1d selon la direction (Ox) du domaine

o I — k¥9A, approché par I — k9 A,, opérateur boite 1d selon la direction (Oy) du domaine
o I + k(1 — 9A,) approché par I + k(1 — 9A;)
o I + k(1 — 9A;) approché par I + k(1 — 9A,).

Définition 4.8.1 La formulation en u du schéma boite-ADI 2d pour le probléme de convection-

diffusion s’écrit alors :
(I-k9Az)(I-kIA, )"t = (T+k(Q—9)Az) (I+k(1—0) Ay)u"+k(If "1+ (1-9) f*) (4.134)

Sa résolution se fait & ’aide de 1’algorithme de Peaceman-Rachford en deux étapes par la
proposition suivante.

Proposition 4.8.1 (Algorithme de Peaceman-Rachford)
Le seul quadruplet (o, B,7,6) € R, tel que le probleme discret (4.184) sozt équivalent au
probléme prédicteur-correcteur de la forme

(1 — kOA) a2 = (I + k(1 = D) A )u" + (af" + Bf™*) (4.135)
(I k9A ) n+l _ (I + k(l _ ﬁ)A,)u""'lﬁ + (’an + an+l) .

esta=k9d(1—-9), B=kP,y=k(@1—-9)26=kd(1-9).

Preuve : v
Multiplions la seconde équation du systéme (4.135) & gauche par (I — k9A;), on obtient

(I — k9AL)(I — k9A,)u™
= (I — k9A,) (I + k(1 — 9)Ag) i + (I — k9A;) (vf™ + 6f™1)
= (I + k(1 = 9)Az) [(T + kQ — 9)A) u* + (af™ + Bf™)] + (I = k9A;) (vf" + ™)
= (I + k(1 — 9)A;) (I + k(1 = 9)A) u" + (I + k(1 — 9)A4;) (af™ + Bf™H)
+(I = kOAL) (vf™ + 6 ™)
=T +kQ-9)A4) (I +kQ1 -9)A)u" + (@+N] +kA((1 = Do — D) f*
+((8 + 0)I + k A((1 - 9)B - 96) [+

En identifiant avec I’équation (4.134), on trouve la valeur des coefficients a, 3, 7, § donnée
para=k9(1-9), B=k9%y=k(1—9)%0=k9(1-9). Inversement, on peut toujours
factoriser le probléme discret sous la forme (4.135) pour les valeurs des coefficients a, 8, 7, ¢
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données précédemment. Remarquons que cette factorisation est toujours possible, il n’est
pas nécessaire que les opérateurs A; et A, commutent. [ ]

Théoréme 4.8.1 : _
Soit J;+1, respectivement J,+1, le nombre de noeuds selon l’aze (Ozx), respectivement l’aze

(Oy). Le probléme discret (4 134) admet une unique solution u = (ul;) € R’* % 4 chague
pas de temps n. ‘

Preuve :
1l suffit de prouver que les matrices I — k9A; et I — kYA, sont inversibles. Nous avons vu

qu’en dimension 1, la matrice B — k9JC est inversible (Preuve du Lemme 4.3.3). Or, nous
savons que B est inversible. Ce qui prouve le résultat. . [ ]

Le probléme de convection-diffusion (4.106) est approché par le schéma-boite-ADI suivant :

Lemme 4.8.3 Soit p = (p1,p2) le flux de diffusion; py = —€1u; et po = —ezu,. Soit le
schéma-boite-ADI : chercher (u,p) tel que '
(i) u est la solution de la formulation ADI :

(I — k9AL)(I — k9A)u™! = (I + k(1 — 9)A;) (I + k(1 — 9) A, )u"
ud; = u(zi,v5), O A=) (4.136)
ul; = 9(zi, y5,t") - ‘ :

(i) Le flux de diffusion p = (p.,p2) est donné selon chaque direction (O;) et (O,) par

(u)1 = (p%;;) est solution du systéme :

( 0k196"p1,;,j= )
—|hzi-1/2(3 + Dpgji-1s2) (3 + Du,:c,i—l/2)+k 9 (Cl (3 + Dpg,ic1y2) + —:Ll-,;) 0™ u; j

—|hzi-172(3 + Dpgzic1/2) | 3 — Dugi1y2 ) —k9 (cl (3 + Dpai-12) + ET-LU—:) 6 Ui
§ H(3+ Dpzi-1yz) (—er (ul; —ul ;) — 0 — PLiory) | -‘
+hzi1/2 ((1 - 19)f¢_1/2 + 19J¢;1j11/2) ) , 11U

®pli; (% - Dp,z,¢-1/2) +p1,i—1,j(% * Dp,z,i—l/ﬂ)"'_lx/_z (s = wiay) =0
| o}, = —e1 Eu(zi, y5)

(4.137)
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(1)2 p2 = (p3;;) est solution du systéme :
( e kI o"py;; =

- hy,j—l/z(% + Dp,w—m)( + Duy - 1/2) +k 9 (02 (2 + Dpyj-12) + ——’“1,—2)]5"%'
= |hi-1/2 (% + Dp,y,j—l/z) (5 = Duyj-y2 ).-k ¥ ( ¢z (3 + Dpyj-172) + 772~ ]5"%',:'—1
J +(3+ Dp.ya'-l/2) —cz (ul; — uli_y) — (055 — P3i 1)

+hy-172 ((1 ) frip+ ’9??51/2) ) , 1575 dy

® D3 (1 Dy y,i- 1/2) +P5i -1 (% + Dp,yd—l/2)+h_2,; uli—ul 1) =0
L *pd; g = 52;," (i, y;)

(4.138)

4.8.4 Etude de la stabilité du schéma ADI

Dans cette partie, nous étudions la stabilité au sens de Von Neumann de la formulation
en u du schéma boite-ADI pour le probléme de convection-diffusion. Calculons le facteur
d’amplification g associé & (4.135). '
Lemme 4.8.4 Le facteur d’amplification du schéma (4.185) est donné par

9(0, ¢) = 92(0)g,(9) (4.139)

ot g, et g, désignent respectivement les facteurs d’amplifications des schémas boite (4.183)
selon la direction (Oz) et (Oy).

Preuve :

Le probléme discrétisé homogéne s’écrit a I’aide de ’algorithme de Peaceman-Rachford sous

la forme :
(I = k9AL)T2 = (I + k(1 — 9) A, )u” | 4.140)
(I - k9A )u™t! = (I + k(1 — 9)Ag)um+1/? '
Faisons agir le schéma (4.140) sur un mode simple du type u},, = g"e’e™9,
Nous obtenons alors, ‘
§((I - kﬂA;)eilae"’"“’):. 9"(6,9)((I + k(1 - 19)Ay)e"9¢.3"”‘?) (4.141)
g"1(8,8) (I — koA,)eMe™)= (I + k(1 — 9) A,)el0eim?) :

Le facteur d’amplification est donné par
(I + k(1 — 9)Az)e™e™) ((I+k(1 - ) A,)elei™?)
9(0.9) = (7 = kBA, )etbeimo) (I — kDA, )eilteims)
L’opérateur A, respectivement A,, est 'opérateur discret associé au schéma boite (4.132) (i)
selon la direction (Oz), respectivement (4.132)(ii) selon la direction (Oy). On note g, et g,

leurs facteurs d’amplifications respectifs définis par
(I+k(1-9)A) ()

9:(0) = T - F6A) () (4.142)
- img¢
9(¢) = (1-&1:_(10;93)23'(;) ) (4.143)
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L’opérateur A, agit selon la direction (Oz), son intervention ne modifie que les valeurs e,

de méme, A, agit sur la direction (Oy), il n’intervient que sur les valeurs e*¢. Donc, gz, gy
ne dépendent respectivement que des valeurs 6 et ¢. On obtient donc

9(8, 8) = g:(6) g4(¢)

C'est-a-dire, g est le produit des facteurs d’amplifications des schémas boite 1d selon chaque

direction du domaine §2. n

Les conditions de stabilité du schéma (4.135) se déduisent donc des conditions de stabi-
lité du schéma boite 1d données par la Proposition 4.6.1.

Proposition 4.8.2 (Stabilité)
Le schéma boite-ADI en u (4.184) est stable au sens de Von Neumann si et seulement si :

(i) Dys i+ >0 et Dypda+pz20
(i) [Dpy M + ] [Du,l Dpy+ (9-3) #1] >0
et [Dpala + pol [Du,2D 2+(@—13) Nz] >0

Dans la suite, nous supposons que les conditions. (i) et (ii) de la Proposition 4.8.2 sont
satisfaites.

4.8.5 Consistance du schéma ADI

Nous nous intéressons & la consistance du schéma ADI par rapport a la solution exacte
u(z,y,t). Nous supposons le maillage régulier en temps et en espace. Tout comme pour
la consistance du schéma boite 1d, nous faisons une analyse numérique du type de celle

effectuée par Strikwerda [42].

Proposition 4.8.3 (Consistance du schéma ADI)
Le schéma ADI (4.184) est consistant avec le probléme continu (4.106) 6 Uordre 1 en espace

et 1 en temps si ¥ # § et d lordre 2 en temps sinon.

Preuve :
On considére que h;, hy, k — 0 indépendemment, avec I’hypothése que A;, Ag et p, 4o sont

bornés. Comme pour le schéma boite (4.48) associé au probleme de convection-diffusion 1d,

on étudie 'ordre du terme

}16_ (ek AW _ g(hy €, hy ,7)) (4.144)

pour tout &, 7 € R. g est le facteur d’amplification du schéma boite (4.135) donné par le
Lemme 4.8.4 par

9(6, 9) = 9:(0) 9,(9) (4.145)
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ol g;, g, sont les facteurs d’amplification selon chaque direction (O;) et (Oy). Et g est le
symbole de I’opérateur spatial —c - Vu + €1 Uzz + €2 Uy, donné par

q(é,n) = —aif —cin—a& —en’. (4.146)
Le facteur d’amplification g du schéma ADI s’écrit encore

gz (hs é‘) + gy(hy 77) -1+ (gz(h: &) — 1) (gy(hy 77) - 1))
Le symbole ¢ est donné en fonction des symboles g, et g, des opérateurs spatiaux
—C) Ug + €] Ugg, Tespectivement —cp uy + €2y, par ¢(£,m) = ¢z(€) + gy(n). Donc k&M
est encore égal a

eFaEm) = k=) +kay(n) = gka=(6) 4 kav(n) _ 1 4 (ek9=(6) _ 1) (k™ — 1) . (4.148)

En combinant (4.147) et (4.148), on obtient 1’expression de (4.144)

1 katem) _ _ Y kae) _ 1( kaym) _
3 (9 —ghabbym) = (O = galha ) + L (9 — gy (hy ) (4.149)
' ) an
1
2 (@O — 1) 5 — 1) — (0 (h2€) = 1) (3y(Ay ) ~ 1))
(1)

Les termes (I) et (II) sont donnés par la consistance du schéma boite en u (4.48) selon la
direction (Oz) et la direction (Oy) (relation (4.97) selon (Ozx) et (Oy)) par,

(1) = (90 ~ g(he8)) = (9= 3)Ok) + O(F) + Ol(ha, he W)~ (4.150)
(11) = 3 (90 ~ g(h8)) = (8= 3) O(B) + Ok + Oy, by B)) ~ (4.151)

en notant O(||(hy, h2)]|) = O(]|(h1)]]) + O(|[(h2)]]). Evaluons le terme (I11). En utilisant les
développements limités de e¥%=(), ekav(n g et g, comme cela est fait dans la preuve de la

Proposition 4.6.2, on obtient |
k(III) = (kaié+ke &) (kczin+kean®) + O(K?) (4.152)
_ (—k Cri€ — ker€? — E2h2 A (Dus + M) +i A B3 + Ay €3 hg)

(—kczz’n— kean? —n? B2 Ay (Dyy + 92g) +i By 7° h3 + By n3h;)

ou Az, B; et A4, By sont respectivement les coefficients des termes d’ordre 3 et 4 des
développements limités de g; — 1 et g, — 1. En simplifiant ’expression (4.152), on obtient

k(III) = O+ (k Cif+ke 52) (-n2 h2 )y (Dyy + 9 Xg) +i By b3 + By h;)
+(keain+ ke, 1) (—€2h2 M (Dus +90) +i A€ A2 + A, € h)
- (—52 h2 A1 (Dug+ M) +i A3 E3 13 + A €8 h:) (4.153)
(—n2 h2 \g(Dyy + 9 Az) +i Bari® b3 + By h;)
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Or, par définition des expressions A3, Bs; et A4, By, nous obtenons I’ordre de

hiAs = O(||(hs K)I?)
hyBs = O(||(hy, K)I°)
hz As = O(||(hz, K)II?)
hyBy = O(||(hy, k)II)
Et 2\ = ¢ khg et A2 Ay = co k hy, donc le terme (I1T) est d’ordre :
(I1I) = O(l|(hz, )II?) (4.154)

Finalement, en combinant les relations (4.150)-(4.151) et (4.154) on obtient

£ (96 — gl &by m)) = (9 2) O(K) + OGK) + O (e, y e Ky oy )

Ce qui conclut la démonstration. [ |

Théoréme 4.8.2 Le schéma est stable et consistant sous les conditions (i) et (ii) de la
Proposition 4.8.2. 1l est donc convergent sous ces conditions.

4.9 Applications numériques

4.9.1 Introduction

La programmation de la méthode boite ADI se fait a ’aide de 1’algorithme de Peaceman-

Rachford (4.135). Dans un premier temps on calcule @"+'/2 en fontion de u™ par la résolution
de (4.135),, puis on calcule u"*! en fontion de "*!/2 par la résolution de (4.135),.
Nous avons défini B;, C; et By, C, comme les opérateurs du schéma boite 1d dans la
direction (Oxz), y étant fixé (respectivement dans la direction (Oy), = étant fixé) donnés par
les relations (4.45-4.46). Les opérateurs A; = B;™' C; et A, = B, C, satisfont les relations
(4.132). On s’intéresse & la résolution de l’algorithme de Peaceman-Rachford

{ (I = k9AL)@™2 = (I + k(1 — 9)A,)u" + kOB + (1 — 9)f) (4.155)
(I — k9A)u™ = (I + k(L — 9) A,)@™V/2 4 k(1 — B)(O5™ + (1 — 9) ") '

En pratique on résoud le systéme
yvl (B +k(1— )C’,,)u"

qui nous permet de calculer v; = (I + k (1 — 9) A,) u™, puis pour calculer #"*'/2, on résoud

le systéme
B, (I — k9A)a"Y2 = By v, + k9B, (9™ + (1 - 9)f™)

c’est-a-dire
(B — k9C,)a"*V? = By vy + k9B, (9™ + (1 - 9)f)
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On réitére ce processus pour calculer v, solution du systeme
Byve = (By + k(1 —9C,)) ant'/2
et ensuite la solution finale u™*! solution du systéme
(B, — k9Cy)u™! = Byva + k(1 — 9) B, (9" + 1 — 9) ")

La programmation des conditions limites se fait de la fagon suivante :

e Conditions de type Dirichlet
Pour les conditions frontiére de type Dirichlet uf; ; = 9™(Ziy, Yjo), ON impose simplement la
valeur exacte de ulti = g™+ (z,y;,) dans (4.135). Le probléme est de choisir la valeur &

affecter & I’état intermédiaire @"+'/? sur la frontiére. En soustrayant (4.135), de (4.135),,
nous obtenons
(I — k9A,) + (T + k(1 =9 A))a = (I+k(Q1—0)A,)u™! + (I — kdA,)u”
+ k(29 -1)@f+ (1 -9)f") (4.156)

Puisque les opérateurs A,, A, n’agissent pas sur les points frontiéres, nous avons la relation
suivante pour les points du bord : @5 (on note 8 pour tout couple (z,5) € I' = 69)

Uy = —(ua +upt) + k(9 - —)(19 2+ 1 -9 (4.157)

Cette valeur est appliquée a ’état intermédiaire.

e Conditions de type Neumann
Pour avoir 24" = g"*1 aux points frontiére dans le schéma (4.134), nous utilisons la for-

mule de reconstruction de p = (p;,p2) donnée par le Lemme 4.8.3 qui exprime le flux de
diffusion en fonction de l'inconnue u. Considérons par exemple, la donnée de type Neumann,
sur une aréte frontiére, horizontale du maillage définie par les points de coordonnées (z;,, ¥o)

et (Tiy+1,%0), de normale exterieure v = —(1,0). Nous déduisons de (4.137) I'identité qui
lie u{tfol,ug'illo aux valeurs du flux de diffusion sur la frontitre p}; o = —€g(zio, %0, "),
pitl = —€9(zig, Yo, t"*"), connues par la donnée de type Neumann sur I'y.

[0“1,1o+1/2 + (2 P,z,to+1/2) (' = DAig41/2 — D ,$,10+1/2)] uto 0 1
[‘19#1,:ok+1/2 (: - D,,, 1o+1/2)(2 + Iio+1/2 + Dugiio+1/2)] Uishio
) =1 h‘-i0+1/2 plr'O’o + (1 - 19) hys2 pl,to, (4.158)
—[(1 = Nprigr1y2 — (3 - p,z,to+l/2)( + (1 = Niio+1/2 = Dugio+1/2)] U0
+(1 = piorryz + (5 — p,z,to+l/2)(§ = (1 = 9)Aro+1/2 + Dugziior1/2)] Uipa1,0

+1
| +k(3 — Dugity2) ((1 9) farre T 9 fiay)

Dans cette partie, nous résolvons le probleme de convection-diffusion avec notre schéma
boite ADI, comme nous I’avons expliquer précedemment. Nous proposons trois tests. Quand
cela est possible, nous comparons les résultats obtenus avec ceux existants. On choisit des
maillages de pas d’espace constant dans chaque direction. Le parameétre ¥ d’intégration en

temps est 9 = 1.
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4.9.2 Le cas test de Noye et Tan
On considére le cas test proposé dans [36]. Il s’agit du déplacement d’une gaussienne
" centrée initialement au point (zo, yo) = (0.5, 0.5). Elle se propage par I’équation de convectior

diffusion

up + ¢.Vu — (E1uzg + €2uyy) =0
le long de la diagonale y = z du domaine carré Q = [0,2]?, pendant 1.25 secondes. Le%
coefficients de diffusion sont €; = €2 = 0.01 et la vitesse est ¢ = (0.8, 0.8). La solution exacte
de ce probléme est :

1 (z—at—=z0)®2 (y—cot —yo)?
g(“”y’t)‘4t+1e"p[ er(dt+1) et + 1)

Les conditions de Dirichlet sont données par la solution exacte sur la frontiére. Nous com-

parons nos résultats avec ceux de Turner et Truscott [45], obtenus par une méthode de type
volumes finis. On utilise ’erreur maillage-dépendante err introduite par Turner et Truscott,

définie par :

_ 1 iz Soito(u(s, 5) — 9(2(5), y(5), 10))? v
el A Y Ay 03 4, ) (4.159)

ou J; + 1 et J, + 1 sont respectivement les nombres de points horizontaux et verticaux. La
solution est calculée sur trois maillages différents : .
- un maillage grossier composé de 961 noeuds (31 points selon ’axe (Oz) et I’axe (Oy)) noté

Maillage 1.
- un maillage medium composé de 4096 noeuds (64 points selon 'axe (Oz) et ’axe (Oy))

noté Maillage 2.
- un maillage fin composé de 10201 noeuds (101 points selon 'axe (Ozx) et I'axe (Oy)) noté

Maillage 3.
Le maillage 1 est choisi afin d’obtenir un nombre de Peclet Pe > Pey = 2.5. Dans ce cas, le
coefficient de décentrement D,, est non nul par maille d’aprés la formule (4.81). Ce n’est pas
le cas des maillages 2 et 3 utilisés par Turner et Truscott, pour lesquels le nombre de Peclet
est Pe < 1. Nous comparons la hauteur du pic et ’erreur e a I'instant final T = 1.25 pour
la méthode boite-ADI, avec ceux obtenus par la méthode volumes finis “contréle” utilisée
par Turner et Truscott pour les maillages 2 et 3. Nous rajoutons les résultats obtenus par la
méthode boite-ADI pour le maillage 1, ainsi que 'erreur en norme L? pour les trois maillages.
Les indices Boz et T'T sont utilisés respectivement pour indiquer les résultats obtenus par la
méthode boite-ADI et la méthode Turner et Truscott. Nous présentons les résultats obtenus
dans le Tableau 4.2. La hauteur de la gaussienne & I'instant initial est 1 et devient 1/6 au
temps final T = 1.25.

La méthode boite-ADI donne d’assez bons résultats, comparativement & la méthode utilisée
par Turner et Truscott. Nous obtenons des taux de convergence en norme L? environ égaux
a 2 entre les maillages 1 et 2 et & 3 pour les maillages 2 et 3. Nous représentons la vitesse
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u. Le flux p est donné par la reconstruction locale par le Lemme 4.8.3. Les Figures 4.35
et 4.36 représentent la solution exacte & l'instant initial T = 0. Les résultats obtenus pour
le Maillage 1, sont regroupés sur les Figures 4.37 & 4.40, qui représentent respectivement
la solution calculée, son contour, la coupe des solutions exacte et calculée le long de la
premiére diagonale, ainsi que la différence entre la solution exacte et la solution calculée par
le schéma boite ADI. Les phénomeénes de dispersion et dissipation du schéma apparaissent
trés nettement sur ces deux deniéres figures. En effet, pour le maillage 1, le coefficient de
décentrement D, est non nul, et nous avons déja vu qu’il intervient dans la dissipation du
schéma (par I'intermédiaire du coefficient E», de ’équation équivalente) et dans la dispersion
(par I'intermédiaire de Ej3). La solution du schéma n’est donc pas tres précise, mais stable,
pour un maillage tres grossier.

La solution u calculée par le schéma boite-ADI obtenue pour le Maillage 3 est représentée
sur les Figures 4.41 et 4.42. D’aprés les Figures 4.43 et 4.44, nous constatons que l'effet de
dissipation et de dispersion s’est beaucoup atténué en raffinant le maillage.

Maillages Maillage 1 Maillage 2 Maillage 3
Nombre de Peclet 2.6667 1.2698 0.8

Box hauteur du pic | 0.1452 0.1636 0.1660

TT hauteur du pic 0.1382 0.1518

Box err 2.2727073.10 % | 1.0844153.107° | 9.4819593.10~"
TT err 4.975446.10~° | 1.424502.107°
Box erreur L* 0.0103 2.2239.1073 4.9213.10~*
Taux de conv. L? 2.0661 3.2644

TAB. 4.2 — Comparaison entre le schéma boite-ADI et la méthode volumes finis de Turner-
Truscott

4.9.3 Second cas test
Le second test est donné par Balaguer et co. [1]. On considére I’équation
us +v(y) ug — D(Ugy + Uyy) =0 (4.160)

de conditions de Dirichlet données par la solution exacte :

2z, AM . (x —7—05xt)2 y?
s X —_— —
T Dt (1 + a2 12) P17 4Dt(1 + N¢2/12) 4Dt

(4.161)

ol la vitesse est v(y) = vg + Ay et D est une constante positive. AM est la source de masse
au point de coordonnées x = xy, y = 0 et t = 0. T est défini par T = xo + vot.

Nous considérons le domaine = [—20000; 20000] x [—2000;2000], I'instant initial est Zin;
égal & tin; = 2400, AM = 4m Dt;i(1 + A2t2,/12)Y/2. Le pic de concentration initial est égal

a1 et vaut 0.4991 au temps final ¢5;nq = 4800.
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018, AO’S
018 I i
0.14
0.12.

01

F1G. 4.35 — Test 1 : Solution initiale.
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F1G. 4.37 — Test 1 : Solution calculée,
T = 1.25, Maillage 1.
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F1G. 4.39 — Test 1 : Coupe selon la dia-
gonale y = z de la solution exacte et de la
solution calculée ADI, T' = 1.25, Maillage
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F1G. 4.36 — Test 1 : Isolignes de la solu-
tion initiale.
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F1G. 4.38 — Test 1 : Isolignes de la solu-
tion calculée, T' = 1.25, Maillage 1.
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FiGc. 440 — Test 1 : Isolignes de la
différence entre la solution exacte et la so-
lution ADI, T' = 1.25, Maillage 1.
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FiG. 4.41 — Test 1 : Solution calculée ADI,
T = 1.25, Maillage 3.
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F1G. 4.43 — Test 1 : Coupe selon la diagonale
y = z de la solution exacte et de la solution

calculée ADI, T = 1.25, Maillage 3.
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F1G. 4.42 — Test 1 : Isolignes de la solution
calculée ADI, T = 1.25, Maillage 3.
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F1G. 4.44 — Test 1 : Isolignes de la différence
entre la solution exacte et la solution ADI,
T = 1.25, Maillage 3.
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Les parametres sont : 2o = 7200, vy = 0.5, A = 5 x 107°, D = 10. Le pas d’espace est
h = hy = hy. Nous étudions trois maillages différents, pour lesquels le nombre CFL est 0.24,
le pas d’espace est respectivement h = 200, h = 100 et h = 50 pour les maillages 1, 2 et 3.
A noter que la vitesse (1, cz) = (v(y), 0) est assymétrique, avec v(y) = vo+Ay. La gaussienne

Maillage Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3

h 200 100 50

Nx 201 401 801

Ny 21 41 81

Pas de temps dt 80 40 20
Hauteur du pic 0.3643 0.4793 0.4955
max([u — up)) 0.0652 0.0403 0.0096
Erreur L? 59.5037 20.8254 4.6216
Taux de convergence 1.5146 2.1719

TAB. 4.3 — Test 2 : Résultats obtenus par le schéma boite ADI & linstant final T = 4800.

initiale est convectée selon la direction (Oz). Le nombre de Peclet selon z, Pe, = jc‘,}% est
non-constant. On a 4 < Pe, < 6 dans le cas h = 200, et 2 < Pe, < 3 dans le cas h = 100,
c’est-a-dire que D, , varie entre 0 et 1/30 sur chaque aréte horizontale. Dans le cas h = 50,
le coefficient de décentrement D, est nul. Les coefficients verticaux Pe, et D, , s’annulent
dans les trois cas. Ces résultats sont regroupés dans le Tableau 4.3.

On calcule les taux de convergence en norme L? entre les maillages 1 et 2, puis les maillages
2 et 3. On obtient des taux de convergence environ égaux a 1.5 et 2. Le deuxiéme taux
est meilleur. En effet, nous avons vu que le coefficient de décentrement D, est nul pour le
Maillage 3. La précision du schéma est donc meilleure dans ce dernier cas, puisqu’il n’y a
pas de dissipation liée au coefficient de décentrement D,. On peut noter que le schéma se
comporte trés bien, dans le cas d’un coefficient de convection variable, si le maillage est
assez raffiné. Au temps final T = ¢,y = 4800, on représente la solution u calculée par le
schéma boite ADI (4.134). Les Figures 4.45 et 4.49 représentent les isovaleurs de la solution
du schéma boite ADI (4.134), respectivement pour les maillages 2 et 1. On compare ensuite
la solution exacte et la solution calculée ADI sur les Figures 4.46 et 4.50. Comme on peut
s’y attendre, l'erreur est surtout localisée au niveau de la gaussienne. Les Figures 4.47 et
4.51 représentent la coupe selon la droite z = 9600 de la solution exacte en trait continu et
la solution calculée par des cercles, pour les maillages 2, puis 1. De méme les Figures 4.48
et 4.52 représentent la coupe selon I'axe des abscisses de la solution exacte (trait continu)
et la solution calculée (des cercles), pour les maillages 2, puis 1. L’effet des coefficients de
décentrement apparait clairement sur ces figures. Lorsque nous comparons ces différents
profils de coupe selon une des directions z ou y pour le maillage 1 on remarque que la
dispersion du schéma n’apparait que dans la direction Oz. Ceci est 1ié & la convection ¢, qui
n’agit que selon la direction Oz. Par contre, pour le maillage 2, plus fin, ce phénomeéne n’est
pas visible; la dispersion est plus faible. Comme précedemment, en raffinant le maillage, la
solution est beaucoup plus précise.
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4.9.4 Troisiéeme cas test

On s’intéresse maintenant au probleme de convection-diffusion de coefficient de diffusion
e(z,y) variable en fonction de z et y et de convection constante. On résoud 1'équation
de convection-diffusion de coefficient de convection ¢ = (1,1) et de coefficient de diffusion
e(z,y) = K sin(§z) sin(§y) :

us + ¢.Vu — div(e(z, y) Vu) = f(z,9,1)

Les conditions limite sont de type Dirichlet données par la solution exacte. Il s’agit de la
gaussienne du cas test de Noye et Tan, centrée au point (zo, o) = (0.5,0.5) donnée par :

1 (z —ct —x0)® (y—cat — y0)2]

)= ——exp |- -
9(z,y,t) = 7 &P K (4t +1) K (4t +1)

Le terme source est défini par

f(.’l?, yat) =g+ ch - div(s(z,y) vy)

On étudie deux cas K = 1072 et K = 107! Les coefficients de décentrement du schéma
boite (4.134) sont calculés par les formules (4.27) et (4.81) varient dans chaque maille, le
parametre ¥ = % La gaussienne est convectée le long de la diagonale y = z a la vitesse
¢ = (1,1). Le pas de temps est toujours £ = 0.0125 et le temps final est T = 1, ce qui
correspond & 80 itérations en temps. On calcule la solution v du schéma boite ADI pour
chacun des cas K = 1072 et K = 107!. Le coefficient de diffusion varie donc entre 0 et 0.01
ou entre 0 et 0.1. Les résultats sont réunis respectivement dans les Tableaux 4.4 et 4.5. On
représente la solution calculée pour le maillage le plus fin (Maillage 4) pour les deux cas
K =102 et K = 107! sur les Figures 4.53 et 4.54, respectivement sur les Figures 4.57 et
4.58. On représente ensuite la différence entre la solution exacte et la solution calculée sur
les Figures 4.55 et 4.59. Enfin, on compare la solution exacte et la solution calculée le long
de la diagonale y = 7, toujours pour le Maillage 4 (Figures 4.56 et 4.60). On constate que
les solutions calculées dans chacun des deux cas sont proches de la solution exacte. Les taux
de convergence de l’ordre de 2 pour K = 1072 et 'ordre de 1 pour K = 107! confirment
cette constation. Le taux de convergence du cas K = 107! est plus faible; en effet, pour ce
test, la variation de € est plus importante que dans le cas K = 1072. 1l faudrait donc raffiner
d’avantage le maillage pour obtenir de meilleurs résultats.
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Fi1G. 4.57 — Test 3 : K = 0.1, Solution cal-
culée ADI, T' = 1, Maillage 4.

Fic. 4.59 — Test 3 : K = 0.1, Différence entre
la solution exacte u et la solution calculée
ADI, T = 1, Maillage 4.
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Maillage Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3 | Maillage 4

h 1/15 1/30 1/45 1/60

Nx 31 61 91 121
Hauteur du pic 0.0969 0.1523 0.1790 0.1907
max(|u — upl) 0.1 0.0492 0.0229 0.0102
Erreur L? relative 0.3981 0.1630 0.0702 0.0312
Erreur L? absolue 0.0220 0.0091 0.0039 0.0017
Taux de convergence 1.2883 2.0776 2.8188

TAB. 4.4 — Test 3 : K = 0.01, Résultats obtenus par le schéma boite ADI & ’instant final
iIF =Tk

Maillage Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3 | Maillage 4
h 1/15 1/30 1/45 1/60
Nx 31 61 91 121
Hauteur du pic 0.1975 0.1996 0.1998 0.2
max(|u — up|) 0.0043 0.0014 0.0010 8.5425.10~
Erreur L? relative 0.0158 0.0069 0.0051 0.0041
Erreur L? absolue 0.0026 0.0011 8.3007.10~* | 6.6552.10~4
Taux de convergence 1.1953 0.7455 0.7587

TAB. 4.5 — Test 3 : K = 0.1, Résultats obtenus par le schéma boite ADI & I'instant final
T=1.

4.10 Conclusion

En dimension 1, un -schéma boite associé & Péquation de convection-diffusion, construit

sur le principe du S-schéma boite associé a 1’équation de la chaleur pourrait éliminer les
modes oscillants quand le parametre 9 prend la valeur 1/2. Il s’écrit de la méme facon que
le B-schéma associé a I’équation de la chaleur. Numériquement, nous avons pu constater
Iefficacité de ce schéma.
Dans le cadre du groupe de travail MoMas, pour le stockage souterrain des déchets nucléaires,
on essaie de résoudre le cas test Couplexl & I’aide des schémas boite. On résoud 1’équation
de Darcy a I'aide d’un schéma boite étudié sur des maillages en triangles. La résolution de
’éconlement. des nucléides dans le sol est faite par le schéma boite ADI. Ce travail en cours
est réalisé par J-M. Sac Epée qui réécrit en C++, les codes matlab des schémas boite pour
la rapidité de 'exécution.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons proposé un travail de prospection des schémas boite dans
divers cadres. Ce travail présente une étude de deux types :

1- Design de différents nouveaux schémas boite pour des problémes elliptiques sur des
maillages en triangle et des maillages en rectangles. L’intérét majeur réside dans la re-
construction du flux, donnée de facon explicite en fonction de 'inconnue u.

2- Design de schémas boite pour 1’équation de convection-diffusion. Le probléme réside dans
la modélisation des formules de décentrements numériques. Il faut élargir la classe des for-
mules de quadrature numérique : trouver des formules de quadrature plus précises, utiliser
des méthodes de type limiteurs de pente.

Pour le moment, les formules de décentrement utlllsees sont insuffisantes, car peu précises.
Le schéma boite obtenu est d’ordre 1 si les paramétres de décentrement sont non nuls.

Les schémas boite proposés pour les problémes elliptiques et les équations 'de convection-
diffusion pourraient permettre de résoudre, dans le cadre du groupe de travail MoMas, le
cas test Couplex] pour le stockage souterrain des déchets nucléaires. Cette étude est actuel-
lement en cours, avec la collaboration de J-M. Sac Epée..

3- Des difficultés subsistent dans les deux cas. Néanmoins, les schémas boite sont encore
d’actualité. Ils sont étudiés par Linda El Alaoui (Thése au Cermics) pour des problemes
d’estimations a posteriori. A noter, que S-H. Chou , S. Tang, D. Y. Kwak, K. Y. Kim,
s'intéressent également & ce genre de schémas, [10, 11].

Les perspectives sont 3 court terme le développement des schémas boites pour des équations
de convection-diffusion stationnaire en dimension 2, qui fait ’objet d’un travail en cours
avec Linda El Alaoui. D’autre part, la résolution du cas test Couplex1 semble en bonne voie

de résolution.
Parallélement, il sera intéressant de développer un schéma boite plus précis, du type B-

schéma, pour éliminer certains phénomeénes de type dispersif.
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Dans cette these, nous étudions les schémas boite. Ils ont été introduits par H.B. Kel-
ler en 1971. Dans un premier temps, on s’est intéressé & des problémes elliptiques de type
Poisson. Plusieurs schémas boite pour des domaines de R? maillés par des triangles ou des
rectangles ont été introduits. Dans ce cas, la discrétisation s’effectue sur la forme mixte du
probléme en prenant la moyenne des deux équations (conservation et flux) sur les cellules du
maillage. La méthode peut étre qualifiée de “méthode volumes finis mixte de type Petrov-
Galerkin “. Une des difficultés du design de cette famille de schémas réside dans le choix des
différents espaces de fonctions (approximation et test) qui doivent satisfaire des conditions
de compatibilité de type Babiiska-Brezzi. En revanche, cette méthode de discrétisation ne.
nécessite qu’un seul maillage (le maillage du domaine). De plus, on montre dans la plupart
des cas que le schéma obtenu est équivalent & un probléme découplé : la résolution d’un
probléme variationnel pour I'inconnue principale et une formule locale pour le gradient (le
flux). Des résultats de stabilité et les calculs d’erreurs reposant sur la théorie des éléments fi-
nis ont été établis. Une étude numérique valide ces résultats pour quelques cas tests. Dans le
cadre du Groupement de Recherche MoMaS pour le stockage des déchets nucléaires dans la
Meuse, j’ai ensuite étudié des problémes de convection-diffusion instationnaires. Un schéma
boite permettant d’approcher ces équations dans le cas monodimensionnel a été introduit.
Des coefficients de décentrement propres a chaque maille permettent de contréler le schéma
(précision, stabilité). Afin de généraliser rapidement ce schéma au cas bidimensionnel, je me
suis concentrée sur une extension du schéma boite monodimensionnel par la méthode ADI
(Alternating Direction Implicit).

The main object of this thesis is the theoretical and numerical analysis of box schemes.
This class of schemes, has been introduced by H.B. Keller in 1971 for parabolic problems.
In the case of elliptic problems, the basic principle is to average the two continuous equa-
tions (conservation and flux) given by the mixed form of the problem, onto the boxes of the
mesh. Box schemes belong to the category of so-called mixed Petrov-Galerkin finite volume
methods. The selection of the different spaces functions (trial and test) is difficult, because
they have to satisfy the compatibility Babiiska-Brezzi condition. However, contrary to other
schemes, the method requires an unique mesh. In most of the cases, the scheme is equivalent
to a variational formulation in the principal unknow (u) and a local reconstruction of the
flux (Vu). Firstly, I studied the bidimensional mixed form of the Poisson problem with a
box scheme on triangular or quadrangular meshes. Stability results and error estimates are
given using the finite element theory. A numerical study on several test cases (Matlab code)
completes our theoretical results. As part of the research group MoMaS for deep ground
repositories of radioactive wastes, the potential interest of box schemes for unstationary
convection-diffusion problems has been tested. A box scheme has been designed for the
1D equation. Two kinds of upwinding are introduced, each one being designed to cure the
two classical oscillations sources present in the approximation of convective-diffusion equa-
tions. The generalization to the bidimensional case is perfomed using an ADI-like method

(Alternating Direction Implicit).






