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Introduction générale

La méthode utilisée dans ce travail est I’homogénéisation dont le but réside dans
la, recherche d’une équation dite ”homogénéisée” ou ”macroscopique” décrivant des
phénomenes qui ont lieu dans un milieu non homogeéne et dont les caractéristiques sont
tres difficiles a calculer, puisqu’un maillage satisfaisant d’un matériau comportant de
trés nombreuses cellules de tres petite taille requiert un temps de calcul prohibitif. Ces
caractéristiques vont étre approchées de maniere satisfaisante par celles d’un matériau
fictif, dit "homogénéisé”, facile & étudier, car un maillage plus grossier est suffisant pour
les calculs (on n’a pas & tenir compte de particularités géométriques car le matériau
est homogéne).

Dans le cas d’une structure générale, il existe des méthodes différentes (échelles mul-
tiples, I'-convergence, G-convergence, H-convergence, convergence multi-échelle) qui
permettent la démonstration de la convergence du processus d’homogénéisation. On
définit un petit parameétre strictement positif (noté en général par €). Ici, nous nous
intéressons en particulier au cas des matériaux & structure périodique, et donc, au pas-
sage a la limite € — 0 d’un milieu non homogene & un milieu homogene équivalent en
termes de caractéristiques thermiques. Pour cela, une des méthodes souvent utilisée
est la méthode de l’énergie.

L’exploitation des gisements pétroliers, l'industrie chimique et les problémes hy-
drauliques constituent quelques exemples d’application pratique de la méthode de
I'homogénéisation. L’enfouissement des déchets radioactifs dans le sol offre un
intéressant probleme d’application pratique des procédés d’homogénéisation. Dans
ce cas, on considere une matrice de granite contenant des centaines de trous cylin-
driques tres profonds et tres fins, ces trous sont destinés & recueillir des déchets. On
souhaite étudier la circulation de I’eau dans I’ensemble matrice-puits. ‘
Tout calcul est évidemment exclu sur le site réel, & cause des dimensions globales de
ce site et de la finesse des trous. On remplace alors le domaine réel par un domaine
homogénéisé, dans lequel les calculs pratiques sont possibles.

De tres nombreux matériaux présentent un comportement thermique non linéaire,
méme dans des conditions d’exploitation classiques. Pour certains d’entre eux, la
conductivité thermique dépend de maniere non linéaire du gradient de température et
pour d’autres c’est une dépendance en fonction de la température elle méme que ’on
observe. )
L’assemblage périodique de divers matériaux de type et de trous dans des configu-
rations non standards constitue des matériaux composites qui font ’objet de ce tra-
vail. Nous utilisons la méthode d’homogénéisation des structures périodiques pour
déterminer le comportement macroscopique de tels composites soumis & des condi-
tions aux limites non standards sur le contour des trous.

Des matériaux trés classiques tels que les verres [15] présentent une conductivité
dépendant de la température pour les températures élevées, leur conductivité présente
une courbe croissante variant de 0,01 cal/s x cm x ¢ &4 0,2 cal/s x cm x ¢ environ.

4



D’autres matériaux présentent une conductivité dépendant de la température, c’est le
cas de PAluminium [15], des matériaux semi conducteurs dont la conductivité n’est
pas monotonne en fonction de la température, des céramiques [15] dont la conductivité
est décroissante en fonction de la température. La conductivité du bois est elle aussi
fonction croissante de la température [15], ce matériau présente & lui seul une structure
composite relevant de notre étude, la structure intime [15] laisse apparaitre des cellules
dont la géométrie rappelle celle que nous avons retenue dans notre étude.

Pour ’homogénéisation des problémes linéaires dans différents types de géométries,
il existe une littérature abondante. A partir des années 90, les auteurs ont com-
mencé & s’intérésser & ’homogénéisation des problemes non linéaires. Les opérateurs
traitant la non linéarité sont souvent monotonnes, ce sont des opérateurs ou les co-
efficients dépendent du gradient de la solution de maniére monotonne. Cependant,
’homogénéisation des problémes quasilinéaires reste rare voire inexistante dans la
littérature. Dans ces derniers problemes les coefficients des opérateurs dépendent de
maniére non linéaire de la solution. Le probléme que nous traitons fait partie de cette
derniere classe.

Le travail que nous présentons dans cette thése est partagé en trois chapitres, avec une
bibliographie générale a la fin. L’objectif du premier chapitre est 'homogénéisation
d’un probléme de Fourier non linéaire et non homogeéne dans des ouverts perforés.
Dans la premiére partie, on donne la formulation du probleme, ainsi que le théoreme
d’existence et d’unicité de la solution du probleme. Les résultats de convergence
obtenus généralisent des résultats antérieurs de Cioranescu-Donato [10], puisqu’on
considere ici des coefficients a;; qui dépendent de la fonction inconnue de maniere
lipschitzienne, d’ou la difficulté de passer a la limite dans quelques termes, surtout
ceux contenant des conditions de Fourier non linéaires et non homogenes sur le bord
des trous. On utilisera donc les fonctions auxiliaires introduites par Cioranescu-Donato
[10], pour pouvoir transformer les intégrales de surface en intégrales de volume. Le cas
des conditions de Fourier homogénes pour les équations de Stokes et Navier-Stokes a
été étudié par Conca [12], le probléme pour des trous ”petits” a été traité par Conca-
Donato [13]. Enfin, le cas de Neumann homogeéne a été étudié par Cioranescu-Saint
Jean Paulin [11].

Et, selon la moyenne de la donnée g sur le bord des trous, nous donnons deux problémes
limites différents. Ces problémes sont obtenus en utilisant d’une part la méthode de
I'énergie dans le cas o1 la moyenne de g est non nulle, et d’autre part une démonstration -
qui utilise des techniques du théoréme de compacité par compensation [21], dans le
cas ou cette moyenne est nulle.

Dans le second chapitre, nous reprenons le méme probléme qu’au premier chapitre avec
les mémes objectifs, dans le cas ol1 on a des domaines faiblement connectés 2., notion
qui a été introduite par E. Ja. Hruslov [18] pour ’homogénéisation de I’équation de
Laplace, puis utilisée par M. Briane [7] pour étudier le probléme de Neumann. Le
domaine (). est inclus dans un ouvert borné fixé 2 de RN, N > 2, et est composé
de deux parties disjointes 1. et 2y reliées par un ensemble de ponts trés fins. Les
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domaines 21, et {2y sont e-périodiques.

Nous donnons le probléme limite pour trois géométries différentes selon la connexité de
Q1. et de (o, et pour chaque géométrie, on étudiera trois cas selon la taille des ponts.
Toutefois, on doit préciser quelques difficultés qu’on a dii surmonter pour résoudre
ce probleme. D’abord, et comme dans le premier chapitre, la présence de conditions
de Fourier non linéaires et non homogenes sur le bord des trous. Ensuite, le fait que
la cellule de base dépende du parametre € & cause des ponts, ce qui-va nous obliger
a chercher le probleme adéquat et les bonnes estimations pour pouvoir transformer
les intégrales de surface en intégrales de volume. La preuve des résultats est basée
essentiellement sur la méthode d’énergie en introduisant différentes fonctions tests.
Dans le dernier chapitre, nous développons une méthode numérique permettant de cal-
culer de maniere explicite les coefficients limites. Le but est donc le calcul numérique
des coefficients homogénéisés correspondant au probléme étudié au premier chapitre.
Il s’agit d’approcher notre probléme non linéaire par une suite de probléemes linéaires,
par une méthode itérative qui consiste & construire une suite de coefficients limites.
Et, comme il s’agit de problemes non linéaires, tous les différents parametres qui inter-
viennent dans ce calcul dépendent de la solution limite u du probléme homogénéisé, la
méthode itérative choisie pour résoudre notre probleme est la, méthode du point fixe.
Aprés une étape d’initialisation, on calcule dans la premiere étape, la solution du
probléme limite définie dans tout le domaine, ensuite on calcule sur une cellule de base
plusieurs fonctions auxiliaires qui interviennent dans la détermination des coefficients
homogénéisés.

Enfin, tous ces calculs seront réalisés grace au logiciel de résolution d’équations aux
dérivées partielles FreeFem+. Le programme permettant le calcul de la solution du
probleme limite dans tout le domaine est donné en annexe.



CHAPITRE I
Homogénéisation d’un probléme de Fourier non linéaire et non homogéne
dans des ouverts perforés

1. Introduction

Dans tout ce qui suit, on utilise de fagon systématique la convention de sommation
sur les indices répétés.
On se propose d’étudier le probléme suivant :

(0 Oue
_Esv_i<aij(x/e,6us)%j> = f. dans £,

(1.1)

7\

Ou,
aij(z/e, 5us)ivj + agtu, =g sur 0T

8$j
L ue =0 sur 9},

ot Q est un ouvert borné de R", et Q. est le domaine perforé périodiquement (de
période €) par des trous qui sont les homothétiques de rapport ¢ d’'un ouvert borné
fixé T'. Les parametres o et u sont des nombres réels positifs avec p > 1.

La normale unitaire v est dirigée vers l'extérieur de €2,.

On note par Y la cellule de référence dans laquelle on construit le trou 7', et on pose

Y = H[O,ai[ avec a; > 0.

i=1
La fonction y — g(y) est Y- périodique, g € L?(0T) et g.(z) = g(z/¢). Dans toute
la suite, on prendra, :

_J1 si moar(g)=0
(1.2) 6= {e si mar(g) # 0,

1
ol on note par mar(9) = ] / g(y) dy la moyenne sur 07 de g. La notation |E)|
aT

désigne la mesure de Lebesgue d’un ensemble E.

Il s’agit d’un probleme avec des conditions de Fourier non linéaires non homogeénes sur
le bord des trous (ol les coefficients de diffusion a;; dépendent de la fonction inconnue
de maniére lipschitzienne), et on va montrer que la méthode d’énergie due & Tartar peut
étre utilisée ici comme dans le cas linéaire. Les résultats d’homogénéisation obtenus
généralisent des résultats antérieurs de Cioranescu-Donato [10] parce que nous prenons
des coeflicients a;; qui dépendent de la solution (ce qui nous empéche de passer & la
limite directement dans des termes en appliquant la méthode d’énergie).

Le méme probleme mais avec des coefficients a;; indépendants de u, et des conditions
de Fourier au bord des trous a été traité par la méthode de I’énergie par Cioranescu-
Donato [10]. Si @ = 0, on trouve une condition de Neumann non homogene. Le
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cas avec condition de Neumann homogene a été traité dans Cioranescu-Saint Jean
Paulin [11], et par la I-convergence par Mortola-Profeti [20]. Le cas des conditions
de Fourier homogeénes pour les équations de Stokes et Navier-Stokes a été étudié par
Conca [12]. Le probléme de Neumann non homogene pour des trous “petits” (I’ordre
de grandeur du trou est plus petit que 'ordre de la grandeur de la période) a été traité
par Conca-Donato [13].

Le but de ce travail est d’approcher le matériau troué par un matériau homogene qui
occupe {2 tout entier et qui a un comportement global facile & décrire, c’est-a-dire faire
tendre € vers 0, ce qui est un processus d’homogénéisation classique. Ici, on considere
le cas des trous ayant le méme ordre de grandeur € que celui de la période.

Les deux cas :

(1.3) | swds=o0

(1.4) /aT g(y)do #0

sont traités séparément, et ceci parce que les estimations a priori ne sont pas du méme
ordre en €.

La suite de ce travail se présente comme suit :
. Position du probleme.

2. Théoreme d’existence et d’unicité.

3. Lemmes de base.

4. Homogénéisation.

p—t

2. Présentation du probléme

Soit  un ouvert borné de R™ (n = 2 0u 3) et Y la cellule de référence. On pose
Y* =Y \T. On suppose que 'une des hypotheses suivantes est vérifiée :

(2.1) T est un ouvert régulier & frontiere de classe C2.

(2.2) Y* est localement d’un seul c6té de 8T et OT est la réunion d'un nombre
fini de segments de droites si n = 2, ou d’'un nombre fini de faces planes si n = 3.

Dans les deux cas 7" est de frontiere lipschitzienne. On se donne un petit paramétre €
destiné & tendre vers zéro et on définit 7(¢T') qui est I’ensemble de tous les translatés
de T de la forme e(k + T), k € Z". De cette maniére on a percé périodiquement R”
par des trous dont la taille est de I'ordre de la période.

On suppose que :

(2.3) les trous 7(eT') ne coupent pas la frontiere 6.

8



Soit T, I’ensemble des trous contenus dans 2 et 2, = Q\ T..
On considere le probleme :

(_ 9 (., Ouey _
5. (am (z/e, 6u€)8xj) = f. dans
(2.4) Y as; (/e 5u5)g—z—€w + aghue =g sur 0T,
: J
{ ue =0 sur 09,

ol la normale unitaire v est orientée vers 'extérieur de 2.
On pose _
Ve = {’U S Hl(Qe), Vo = 0}

On suppose que

(2.5) fee V..

La formulation variationnelle du probléme (2.4) est pour tout v € V; :

Oue O
(2.6) / aij(z/e, 6ue) Ue U. dz —I—ae“/ UV do =< fe,v >y v, —I—/ gev do.
Q. Ox; Ox; T oT. _

Pour obtenir des estimations a priori pour u, et pouvoir passer & la limite, on va établir
des lemmes permettant la transformation des intégrales de surface en intégrales de
volume. Mais, avant de faire cela, on établira un théoreme d’existence et d’unicité de
la solution.

3. Existence et d’unicité de la solution du probléme

On définit les coeflicients af; par :
a;; (z, A) = aij(z/e, A),
et on fait les hypothéses suivantes (cf. André-Chipot [3], Artola-Duvaut [4])
(1) VA€eR, y— a;(y,\) est mesurable et Y — périodique
(i7) IM, sup |a;; (¥, \)| < M
Y,A

(3.1) < (44d) Fao >0,  aii(y,N&E > awlé? pp yeR™, vaeR

(1v) a4j(y, A) est lipschitzienne en A i.e. 3K >0

\ laij(y, A) —as; (4, B < KA —B] pp yeR", vABeR, Vij
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Théoréme 3.1. Soit f. vérifiant (2.5) et g € L*(0T) une fonction Y- périodique,
alors sous les hypothéses (3.1 —1) a (3.1 —1v) il existe une solution unique u. € Ve du
probléme (2.4).

Démonstration :

Existence : On utilisera le théoréme du point fixe de Schauder que nous rappelons
pour la. commodité du lecteur.

Tout d’abord, on vérifie que la solution est bornée dans H'().), puis on construit une
application .S continue d’'un compact K dans K de telle maniére que S(K) soit rela-
tivement compact. Enfin, on applique le théoréme de Schauder pour obtenir ’existence
d’un point fixe qui sera solution de (2.4).

Théoréme 3.2. (cf. Gilbarg-Trudinger [16]) Soit K un conveze fermé d’un espace de
Banach. Soit S une application continue de K dans K telle que S(K) soit relativement
compact (i.e S(K) est compact dans K ). Alors S a un point fize dans K.

Soit w € L?(Q.).
Il est bien connu que le probléme

trouver wu, € V; tel que: YveV;

(3.2) 9
. / a”ij(x/s)w) Ue v da?+oz€p’/ ’LLE'UdO' =< f&‘)’U>Ve';Vs +/ gE'UdO'
8xj 8:(:1 ug 0T,

£

possede une et une seule solution u. dans (2.

Définissons S : L?(Qe) — L?(Q:) par S(w) = ue ol u. est la solution de (3.2).
Vérifions maintenant qu’il existe une constante c. dépendant éventuellement de ¢ telle
que : '

(3.3) luellziqey < ce

On prend donc u, comme fonction test dans la formulation variationnelle (3.2) :

Oue Ou,
4 ©J ) a = gy We !
) | oglofem) g gt =< foue >y + |

Jelle do — e / u:2 do.
aT.

Le dernier terme de P’égalité (3.4) étant positif, il vient alors

Oue Oue
05 | oila/eu) Go 5 do < ol el Vel + el agorlud o

K3

€

car
(3.6) rovy: HY(Qe) =% L2(09) — L2(dTy)

10



est lindaire continue, ol yo est la norme de application trace de H*(Q) dans L?(9T;)
et r est la restriction de 09, & 97T%.
On a donc

' Ou. Ou
B0 [ alafew) g 5t do < ol Vuel s + celgelzaomy [ Vel e
Q. z; Ox;

En utilisant (3.1-iii) dans (3.7), on trouve :

(3.8) IVuellz2@) < (e +celgellzzeny ),

ot (¢ce + cc||9: | 2(aT.)) est une constante dépendant éventuellement de e.
Et comme I'inégalité de Poincaré reste valable sur V; (voir remarque 4.5), on a bien

(3.9) 3 ) < e
Dongc il existe une constante ¢, :

e || 5100y < ce-

Soit

(3.10) K =B(0,c.)={v|ve LQ(QS) ,["U(Lz(ga) < cet,

ol c. est la constante de (3.9). K est un convexe fermé de L?({), et on a

(3.11) S(K) C{ue | |uellm) <ectCK,

et S(K) est donc relativement compact dans K car injection de H!(Q) dans L*(£)
est compacte. Il reste & démontrer que S est continue, et & appliquer le théoréme de
Schauder pour obtenir 'existence d’un point fixe qui sera solution de (2.5) et donc de
(2.4).

On veut montrer que pour toute suite (w,) telle que w,, converge vers w dans L%((,),
on a S(w,) converge vers S(w) dans L?(£2,.). On pose ué, = S(wy,); la suite (us) vérifie
pour tout v € V;

ous, Ov

-——dx—i—ozs“/ urvdo =< fo,v >y, —I—/ gevdo.
8:cj 833@ T " , ° AT:

(3.12) /Q aij(z/e, wn)

11



Par les calculs précédents, on sait qu’il existe une constante c. telle que

(3.13) lug i) <cey YneN.

‘On peut éxtraire une sous-suite de (uf,) notée (us, ) telle que :

ué  — uf dans L?(Q.) fort

i
(3.14) uf, — uS dans H'(€),) faible
uy,, — ui p.p. dans Q.

Si on montre que u% = u, = S{w) alors (u$) aura une seule valeur d’adhérence dans
L2(£2,), et donc u&, — u..
Ona:

Wy, — w dans L*(Q).

Apres extraction éventuelle d’une autre sous-suite on a
(3.15) aij(z/e, wn, ) — aij(x/e, w) p.p. dans £,

et
ov ov
aij(a:/e,wnk)—a—g;; — a;;(z/e, w)é?J p.p.
(3.16)

la¢j<x/e,wnk>%| < C|Vu| € I2(90).

L’application du théoreme de convergence dominée de Lebesgue montre alors que
ov v

(3.17) aij (x/s,wnk)%; — aij(w/s,w)b—x—j dans L*(Q).

Or, d’apres (3.14)

e e
Qun,  Oug

3.1 —* dans L? i

(3.18) 5%, B, ans L*(§),) faible,

et

(3.19) ozz-:“/ usvdo ——>a€“/ uivdo.
8T, T
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Finalement, on a pour tout v € V;

ous 0
(3.20) / aij(z/e, w) Us TU g = / gevdo — ozs“/ uivdo+ < fe,ue >viv,
Q. 8:1,’7, ij 8T, T, °

d’ot Pon déduit
(3.21) U = ue = S(w);

ceci démontre la continuité de S; par conséquent, en appliquant le théoréme du point
fixe de Schauder, le systéme (1.4) posséde au moins une solution.

Unicité : Nous allons procéder comme dans André-Chipot [3].

On pose :
(3.22) m(t) = sup |laij(x, ue) — ai;(z, 6ve)|,
|ue —ve|<t; 1<4,5<n; 2€Q,
et
dt Yodt

3) [y [

or m(E) =m0+ S, (D)

. : . . Vodt
oll y est une valeur finie choisie de telle maniére que m < +o0.
x

D’apres hypothese (3.1-iv), on a m(¢) < ct, d’ou

(3.24) /0+ ;1% = +00.

Soient u. et ve deux solutions de (2.4). Montrons que u, = v,.
Soit d un petit parametre (d > 0) destiné & tendre vers 0. On pose :

/m at si x>d
(3.25) Fy(z) = ¢ Ja m(t)? -
’ 0 sinon.
On a, pour tout w € V; :
0
/ a;;(z/e, (Sus)aZ‘s g;u dx + oze“/ uew do =< fe,w >y v, —I—/ gew do
e J Ui 8T. T
(3.26)
Ove Ow L
aij(z/e, 5’05)5——8 dz + ae vewdo =< fe,w >y, + g:wdo,
€ x] xz aTa BTE

13



d’ou 'on déduit :

( Ou, Ow /
g St d 7 wd
/Qa a;;(z /e, bu )8xj 5, z + ae 8TEu wdo
(3.27) j - '
Ve Ow
= i e ) — d K cwdo Yw € VL.
\ /Qeazj(x/e, v)axjé?xi z + ae /8Tsvw o YweV,

Ove OFy(ue — ve)
8a:j sz

’égalité (3.27), et en preenant w = Fy(ue —ve) € Ve comme fonction test; il vient alors

dz dans les deux membres de

En ajoutant le terme / aij(z/e, Sue)
Q .

( / . a(ue - ve) 8Fd(ue - 'Ue)
o, aij(x/e, bue) 57, 9. dx
_ - o Ove OF 4 (ue — ve)
(3.28) 3 = —/s [aw(:c/e, Sue) a”(m/a,vs)} 55 B, dx
——oze“/ (ue — ve) Fa(ue — ve) do.
aT.

\

D’apres (3.25), on a :

dx

(/ a;j(z/e, fue) — . O(ue — ve) Oue — ve)
E

m?(ue — Ve) oz; 0z

1 Ove O(ue — ve)

(ue —ve) Ox; Oy do

(3.29) ﬁ = — /E [aij(m/e,éug) — aij(x/e,é’vs)] 3

—aet / (ue — ve) Fy(ue — ve) do,
OTs

\

ol E = [u; — vz > d]. On pose maintenant

F_ds si t>d
(3.30) Ga(t) = Ja m(s) B
0

sinon.
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On a: Gg(uc —ve) € Vg, et

1 O(ue — ve) Oue — ve)

r
17 ) & 9 9

0G a(ue — ve) OGqa(ue — ve)
0x; Oz,

= / aij(x/e, bue) dx
E

o ) o 1 Ove O(ue — ve)
- [E[aw(:r/e, Sue) aw(x/s"svf)} T — o) om;  om

(331) |
—a&:“/ (ue — ve) Fy(ue — ve) do
8T,

/ laij(z /€, (5’05) a,ij(x/s,éue)[I@vs O(ue — ve) dz|

— 'Ua) 8xj ” 8567,
Ove |, O(ue — ve) 1
<K
\ zZ/E laacj | Ox;  mue — ve) dz|
D’ou :
( 1 O(ue O(us — Ve
/ aij(x/e, bue) TP—— ( o, )9l 5, ) d
(3.32) < oo, 1 ) X
Ve — U
< :
\ Kzzj:/ Iijl or;  m(ue — ve) dz.
On a donc
0G g(ue — ve) OGg(ue — ve)
) 75 [
/Qs aij(z/e, bug) 9, 5z dx
(3.33)

< nzK/ |V | [VGy(ue — ve)| dz,
Qe
d’ou 'on déduit
(3.34) / |VGq(u ~v€)|2d:c / v u5|

15



Il découle de Papplication de I'inégalité de Poincaré que

(3.35) / |Ga(ue — ve)|? dz < C,

€

ol C est une constante indépendante de d. On fait tendre d vers 0,

(ue—ve) d
(3.36) Galus —ve) — i

o+ m(s) B

Or
Ga(ue —ve) —> ¢ dans L%(Q),

ou ¢ est finie presque partout.
De ces deux résultats contradictoires on déduit que

(3.37) mesure(ue — ve > 0) =0,
et on a donc

(3.38) U — Ve < 0.

En échangeant les réles de u. et v., on obtient

(3.39) Ve —Ue <0 p.p.
Soit finalement

(3.40) Ug = Vg.

16



4. Lemmes de base

Pour traiter la non linéarité de 'opérateur a;;(y, ), on aura besoin de lemmes auxili-
aires dus & Artola-Duvaut [4], et que nous rappelons ici pour faciliter la lecture.

Soit une fonction @ définie par :
8:R"xR—R
(¥, A) — By, A)

possédant les propriétés suivantes :

() (y,\) = By, \) Y — périodique en y € R" VA € R.

(4.1) (i) Je telle que sup /Y 1By, ) dy < c.

(i5) 3K > 0 telle que |B(y, \) — By, w)| < KA —pul, VyeR® viueR.
On introduit
(4.2) B(z, \) = B(x/e, \).

Lemme 4.1. (cf. Artola-Duvaut [4]) Si 8 est une fonction vérifiant (4.1), alors,
Vp > 1,

(4.3) /Qlﬁe(x,cb(x)) — 0% (2, %()) [P de < K”/Q |8(z) — ()P dz, Vo, € LP(Q),

(44) /|aﬁs l”l Ipd < KP Vo € Wy (Q).

Pour la démonstration de ce lemme, voir Artola-Duvaut [4].
On note L*(Y) = [L2(V)]*, H'(Y) = [HY{(Y)]"...

Pour étudier le comportement des u. pour € — 0, on est obligé de les prolonger sur {2
tout entier (les fonctions u. étant définies sur des domaines variables ). On va
utiliser les lemmes suivants

Lemme 4.2. (cf. Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]) Il existe un opérateur de
prolongement P € L{(H*(Y*); HY(Y)) et il existe une constante c tels que :

(45) [VPSlg 2y, < eIVl 2 .y, V6 EHNY?),
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Lemme 4.3. (cf. Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]) Ils existent un opérateur de
prolongement P, € L(V; H3 () et une constante c¢ indépendante de € tels que

(4.6) IVEwly 2 <c IVl s Yw € V.

()’

Remarque 4.4. D’apres le lemme 4.3, on a P'inégalité de Poincaré dans V; : il existe
une constante K indépendante de ¢ telle que

@7) iz S KNVl 2 Ve

Preuve :
On a Q = Q. U (Q\Q), d’ou

10]122(q.) g/ |P€v[2dm—|—/ |P.v|? d
Qe Q\QE
(4.8)

:/QIPE’UIZ de = ”Psv”%ﬁ(ﬂ)’

ce qui entraine

(4.9) [vl1220,) < 1P:vlF2q)-
Or P.v € H}(Q), et I'inégalité de Poincaré est vérifiée dans HE(Q); donc

| Povllzaey < KIVPollp s o

(4.10)
/
<K c||Vv[|]Lz(QE),

(d’apres le lemme 4.3). On a donc

(4.11) H'U“Lz(Qe) < K/C“V’U”]Lz(ﬂs), Yv € V.
On va désigner par ¢4 la constante :
(4.12) Gy = — (v)d
. = 7= 9(y) do
Y Jor



On introduit la fonction 9, (cf. Cioranescu-Donato [10]) solution du probléme :

( Ay = ¢4 dans Y™

(4.13) J %7,%9 = g sur 0T

 ¥g est Y — périodique et de moyenne nulle.

En posant g (x) = v¥,(z/¢) pour z € {2, on a :

Ayg = glgcg dans R™\ 7(eT)

(4.14)

O _
(;ig = 2—1— g(z/e) sur 8r(el).

On peut démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.5. (cf. Cioranescu-Donato [10]) Soit g € L*(8T), la solution ¢ de
(4.13) appartient & WH2(Q2,), alors :

(4.15) 8/8T g{z/e)v(z) do zs/ﬂ (aaqﬁ;q)(a:/s)85:)2 alaz:~|—cg/Q v(z) dx

pour tout v € WH2(Q,) tel que vjaq = 0.

Ce lemme nous permettra de transformer des intégrales de surface en intégrales de
volume. Cette technique a été introduite par Vanninathan pour I’étude du probleme
de Steklov [25].
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5. Homogénéisation

5.1. Estimations a priori
On supposera dans toute la suite qu’il existe une constante ¢ positive et indépendante
de ¢ telle que :

(5.1) Ifellv: e Ve>0.

Cette hypothdse est vérifiée par exemple si (f.) est bornée dans L3(Q)
indépendamment de .

Proposition 5.1. Soit u. la solution du probléme (2.4) avec f. vérifiant (5.1). Il
existe alors deux constantes positives ¢y et ¢y indépendantes de € telles que :

lcg| lcg|
(52 g SNVl s, <a (T 1)
la constante ¢y étant définie par (4.12).
Démonstration : On commence par montrer la deuxiéme inégalité de (5.2) en
prenant u. comme fonction test dans (2.5). Apres, on vérifie la premiére inégalité
de (5.2).
i) On prend u. comme fonction test dans la formulation variationnelle (2.5) :
Oue Ou
(5.3) / aij(z/€,bus) =— — dx -l—ozz-:“/ u2do =< fo,ue >viv. —l—/ gete do,
Qe Oz; Oz; 8T 8T
ce qui s’écrit encore
Ou, Ou . ‘
/ aij (/€ 6ue) s w— dx =< fe,Ue >viv. —!—/ gee do ~— ae“/ u? do.
Qe dz; Oz; 8T 8T

La derniére intégrale est positive, d’oli en utilisant (4.7), (5.1) et grace aux hypothéses
sur g :

( Oue Oue
. outole,bue) ot G de < el Vel 2 + | Vuts(oe)Vueda

—i—Eg— / Ue AT
(9 Q.

C
< VUl 2 g, + IVl 2 g IVl 2 0+ Zlvellzoan

(5.4) 4

/ &g
L S c HVUEHLz(QE) + c”vuelle(Qe) + C c ”vus”Lz(QE),
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(ol on a utilisé (3.7)). Par suite

Cc
55 IVuelip 20, < (gl +2),

la. constante ¢ étant indépendante de e. L’inégalité de droite de (5.2) est démontrée.
Il reste & démontrer 1'inégalité de gauche.
ii) Soit v € D(Q2),v > 0. D’apres la formulation variationnelle on a :

( Ou. Ov c oY, Ov
y § A ] dx =< f. / 4
/Qsaj(:n/e, ue)axj o x . stu(x) T =< fe,v >v1 v, + o, Dy; 91 dx
(5.6) ¢
—oza/ VU do,
\ oT.
Pour le dernier terme, on applique de nouveau le lemmme 4.5 avec g =1 :
Oug Ov c o, Ov
i ’5 - g dx — -9 d =< f¢ / g
/QE aij (w/¢, 0u )3xj Ox; T Qe v(w) do Jerv>vpv. & a. 0y Ox; a
(5.7)
3’(,01 8(’0%—5) /
— x/e dxr — ac VU d,
Q. 3%( /e) oz, ' 590
d’olt

|Cg|
57 12 [ @) de < Vel 5, 10l gy +UA Dol 2 gy el 2

On en déduit que pour tout v € D(Q),v > 0 :

||wan(m) o <IIWIIL2(9)>

|4
(5:8) = CHVUE”]U(QE)( Jq v(z) de Jqu(z)dz /)’

S
IVl 2 0

Jqu(z)da
Finalement pour ¢ suffisamment petit, on a

ou le terme < ) est une constante positive.

/1|
(5.9) ¢ < Vel g
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Corollaire 5.2. Sous les hypothéses de la proposition (5.1), on a
(5.10) i) ||€'U;€|IH1(QE) <c si mar(g) #0.

(65.11) i) lucllare) <c st mear(g) =0.

5.2. Passage a la limite. Cas ol mgsr(g) # 0.

I1 est question dans ce paragraphe, de faire tendre € vers zéro et de trouver le probleme
limite. Mais, avant d’énoncer le théoréme de convergence, nous avons besoin de
quelques notations supplémentaires.

Posons
E

a——r si w=1
(5.12) K(a,u) = Y|

0 si w>1,
et

Y|

5.13 ' 0 = .

Introduisons, pour 7 € {1,2,...,n}, les fonctions xX*(y,A) solutions du probleéme :

) 5 .
@(azk(y, )\)a—yl(Xz(y, A)—y;) =0dans Y
(5.14) | o) 5= 06,0 ~ vne] =0 sur o7

L X*(y,\) Y — périodique et de moyenne nulle,

Pour ) fixé dans IR, Iexistence et I'unicité des fonctions x* (& une constante prés) est
donnée par le cas classique.

La formulation variationnelle de (2.4) est

’ Ou, Ov

g

dm+a5“/ uv do =< fe,v >viv. +/ gevdo,
oT. oT.

T
ol ici § = € puisque mar(g) # 0.
On démontre le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.  Soit u. la solution du probléme (2.4) avec f. vérifiant (5.1). On
suppose que mar(g) # 0. Alors lorsque € tend vers zéro, on a
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P:(eue) — u dans HY(Q) faible,
ot u est la solution du probleme

u € H}(Q)
(5.16) P ou
—8—%{%‘(’“)%}} + K(a, pu = VT or 9(y) do,
et les coefficients homogénéisés q;; sont donnés par :
1 O — ) 00 — )
5.17 ii(U) = — ar(y, u dy.

Dans tout ce qui suit, ¢ désigne différentes constantes positives indépendantes de ¢ et
on notera par ~ tout prolongement par zéro en dehors de {2..

Démonstration : Nous allons ici utiliser la méthode de 1’énergie, on aura recours
aux lemmes 4.5 et 4.1 pour résoudre les difficultés propres & notre cas résulant de la
présence des termes sur le bord des trous et de la non linéarité.

D’apres le corollaire 5.2, on a
levellz2(ne) < c

et apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on a

(5.18) P.(eue) — u dans Hj(Q) faible.
On pose :

C, = (aij(x/s,aug)aVuE> dans g,

et 'on vérifie que

— div C; = ¢f. dans )
(5.19) {

C..n + aettly, = eg, sur 07T..
g

Grace aux estimations a priori sur u., on vérifie sans peine que C; est borné dans
2 . .
L*(©.). En extrayant éventuellement une sous-suite, on a

(5.20) C. — C* dans L*(Q) faible.
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En prenant ¢ € D(2) comme fonction test dans (5.15) et utilisant (5.19), on trouve

( —_—
/ CEV¢ dr =< €f€, ¢ >'D’(Q),'D(Q) +/ an¢ do
Q OTe
(5.21) ¢

=< ¢&fe,d >pi(a),p@Q) —I—e/ gepdo — ozs“/ (eue)d do.
\ OT: aT.

En vertu du lemme 4.5, on a

. Oy, v
(5.22) 8/81} g(z/e)v(z) do = s/ﬂe( o )(z/€) 5o dx + ¢4 /Qs v(z) dz,
: par suite
. 1
ime [ oo = (5 [ swa) [ o(w)as
(5.23)

lim s“/ oz(eug)qbda::K(a,,u)/ up(z) dz.
T, Q

e—0

Et, en passant & la limite dans (5.21), on obtient donc

(5.24) /Q C*Vdz = (’—}1,7 9w da) /Q é(z) dz — /Q K(a, p)ud(z) dz.

Le premier terme du membre de droite de (5.24) est borné indépendamment de ¢,
donc converge vers zéro quand € tend vers zéro; de plus

"]

CgXQ. — Cg % dans L%°(R) faible *,
et donc .
CgXQ, — m /aT g(y) do dans W~1>°(Q) fort.
On en déduit que
1
CoXQ. — 7 aTg(y) do dans H™1(Q) fort.

Il en découle que

1
l. = ( ——
61—%8/31; 900 (|Y| /E)Tg(y) da)/s)¢(x) &
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De méme, pour la limite de &* / a(eue)p do, on prend g = 1 dans le lemme 4.5, ce
O,
qui donne

oet /aT Euspdo = as“/ (%g—)(x/e) 8(21;€¢) dx + claa“_l/Q eusp(z) dz,

>4

et en utilisant (5.20), (5.23) et le raisonnement ci-dessus, on obtient (5.24).
L’équation vérifiée par C* s’écrit donc

1
(5.25) — div C* + K(oy p)u = 4l 6Tg(y) do.

Identification de C* : On pose YA € RY, w*(y, \) = y;—x*(y, A)ott les x*(y, \) sont
définies par (5.14), alors les fonctions w'(y,A) € H(Y™*) sont solutions du probléme

‘

0 9, x
T (alk(y,)\)a—yl(w (y, /\)> =0dans Y

(5.26) 1 [ ) a% (w(y, Ny | = 0 sur OT

L wi(y,\) —y; Y — périodique et de moyenne nulle.
On introduit |
(5.27) we(x,\) = P.(ew(z/e,\)) = (.2 — ePx(z/¢e, ), ou ¢ € R,

On aura besoin du lemme suivant dont la démonstration est dans Artola-Duvaut [4].

Lemme 5.4. (cf. Artola-Duvaut [4]) Si les (as;) sont réguliers, et vérifient (3.1),
alors les fonctions x* et n; vérifient ausst (4.1).

On déduit du lemme 5.4 que x(z/¢, cue) est majorée indépendamment de y € R".
ce qui entraine que

(5.28) w (2, us) — (.o dans L*(Q) fort.
Rappelons que

d £ _ ‘ 8 g awe 8u6
(5.29) E.’L‘_jw (,ue) = (%J‘w (@, A)jr= Ue) + ( O\ CRPe u5> ox;




0 0
Et, d’aprés le lemme 5.4 puis le lemme 4.1, on a (—a—xx(x/s,)\)p\: ue)gr;—bi est borné
J

dans ]L2(QE).
Il en résulte que

ow® Oue 0 Oue 2
5.30 T, N pe ue ) 53— = —€| mox(/e, )= u, — 0 dans L7(Q) fort.
( )(8)\ (@ M= v )axj (8)\ (/6 M= )amj (

On pose :
. . ow®
n5(z,ue) = (aji(x’PE(EUE))_ﬁx- dans £2,.

L’équation vérifiée par 7. est

_ — div ® = 0 dans
(5.31) {

n®.n = 0 sur 07¢.
Montrons que
(5.32) 7 (%, ue) — A¢ dans L*(Q) faible,

ou A est la matrice définie par

1

v¢ e R™, Ag:,—ﬁ .

Ay, )Vw(y, M) dy,

avec (A(y,)\))ij = a4 (y, A).
En effet

(5.33)

TS —~ 10w* LT Owt
= /Q[aij(x P.(eue)) —a”(:c u)] 9o /Qaij(x,u) Gxi¢dx'

Et, I'on a d’aprés (3.1-iv)

)

.l ot @, Peeua)) - aty o) 5=
< Kc| P (eu )"UHL2(Q)-
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Or P.(cu.) — u dans L?(Q) fort, ce qui implique que lorsque € tend vers zéro, le
premier terme du membre de droite de (5.33) tend vers zéro, et par suite

)y, N)] # dyda,

%

(5.35) /Q[afj(;c,vaus)(aa];zu)](x/e,A)¢dx—>/Q[|Tl,—| . aij(y’u)(g_s)‘

ce qui montre (5.32).
On multiplie (5.19) par ¢w® et (5.31) par ¢F:(eue) respectivement, et on integre; il
vient pour tout ¢ € D(Q)

(/Qoswsvgbdx+/chgé(—a%ws(x,A)Mz u.) do

(5.36) X /C’ ) o (:(: A) = Us) gus d:L’—I-/Q€fs¢w5 dx

= / (ege)pw® do + et / (eus)wé o do,
oT. oT,
et

(5.37) /Q( (Vo) P.(eue) + njqé——( (eus)) dz = 0.

En faisant la différence (5.36)-(5.37), on trouve encore pour tout ¢ dans D(f2)

| cvour o= [ n(vo)Pteu) do - [ | (ege) 0 do

oT,
(5.38)

+/ C'€¢(ai(x,/\)|>\=u )%da}—l-aa“/ (eu)wddo =< efe, ¢ > .
Q 3)\ € 827_7 8T

On fait tendre & vers zéro, et on utilise (5.28) et (5.30), et d’aprés le lemme 4.5, on
obtient
)

hm Ce(Vo)w® dx = / C*V¢(.xdx
Qe

we Oue

(5.39) j lim C’ qb( (, \))r= us)a% dz =0

e—0

e—0

lim aa“/ (eue)pw® do = K(a, ,u)/ uC.zp(x) dz
T: Q
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On obtient V¢ € D(£2)

(5.40)/QC*(Vcﬁ)C.xda:—/QACu(Vcﬁ) dm—L ggb(.xda-l—K(oz,u)/u(.m¢dmzo.

Y| Jor o

En intégrant par parties, on trouve pour tout ¢ dans D(Q)

o . I
(5.41) /ﬂ<(* e Ke-0C C)“sdm + /QAC(Vu)cbda: =¥ /BT 9¢¢.x do

—K(a, 1) /Q uC.xpdz.

En utilisant (5.23), on obtient
(5.42) C*=AVu dans (,

, . n , N
en prenant ( = e;, {ex}r=1,.,n étant la base canonique de R™ Décriture par com-
posantes de

1
Y] Jy-
devient . ' Ny
w%
Aei)i =qi; = = [ aij(y,\)=—(y,\)dy,
(Aei)s = a5 = 17 | 0sa( X 503

ot wt = —x* + v;.
Donc en remplagant (5.41) dans (5.24), on obtient

(5.42) g {wge } + K= [ ow)do,

J

avec les (g;;) définis par (5.17).
Remarque 5.5.

D’apres la condition limite de Fourier donnée sur le bord des trous, on constate que
le terme en g influe sur le membre de droite alors que f. ne joue plus aucun réle
dans I’équation homogénéisée, tandis que le terme aeu, donne une contribution dans
lopérateur limite.

Il reste maintenant & montrer qu’on a la convergence de toute la suite P;(eu.) et non
seulement d’une sous-suite.

Pour cela, il suffit de montrer que le probléme homogénéisé (5.16) obtenu admet une
solution unique. On a alors la proposition suivante
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Proposition 5.6. Sous les hypothéses (8.1-i) (8.1-1v), le probléme (5.16) admet une
et une seule solution.

Démonstration : Le probléme (5.16) est du méme type que le probleme (2.4), on
suit donc le méme raisonnement que celui utilisé pour montrer I'unicité de la solution
du probleme (2.4), il suffit de vérifier qu’on a les deux hypothéses suivantes :

() K(ap) > 0
() IK >0  gj(u) —gi(v)| < Klu—v] Vu,veR, Vij
(i) est bien vérifié (d’apres la définition de K(a, u)).
Pour (ii), les coefficients g;;(u) sont donnés par :

1 ' ow?

Qi (u) = 77 /s a'kj(yau)a_y;(y,u) dy.

Soient u,v € R, on a :

1 Ow'* 1 Owt
g5 (u) — qi;(v) = v /. akj(y,u)a—y;(y,U) dy — 77/, ak; (Y, v)@(y,v) dy.

Dans le terme de droite, on retranche et on ajoute la quantité

1 Ow’
— . - d
¥ /s aky(y,v)ayk (y,u) dy,

on obtient alors

7 awz’

( 1 Ow
35 (U) — G (V)| < ari (Y, u)=—(y,u) dy — — ari(y,u)—(y,v)d
|96 (1) — ¢35 (v)]| |Y|| . ki (Y )ayk(y ) dy 7] /s ki (Y )ayk(y ) dy

1 ow* 1 Ow®
+-— aki(y,v) =—(y,u) dy — — aki(y,v)—(y,v)d

| 1

owt

<177 |, (a0 ) = axs0,0) ) 5 () dy
1 ow' Ow®
\ g | anio) (G- ) = 5o (w0)) dy.

i
En vertu du lemme 5.4, les fonctions 77 = ay; (y, u)=— (y, ) vérifient (4.1), et du fait

OYr

que les a;; satisfont (4.1), on conclut que
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|gij(u) — qi5(v)| < Kilu —v| + Kalu — v,

soit enfin

|gij(u) — g5 (v)| < Klu—v|  Vu,veR, Vij

ou K1,K2 et K sont des constantes réelles, ce qui achéve la preuve de la proposi-
tion (5.5).

5.2. Passage & la limite. Cas ou myr(g) = 0.

Théoréme 5.7. Soit u, la solution du probléme (1.4) avec g telle que mar(g) = 0.
Alors il existe f* € H™1(Q) et une sous-suite extraite de {€}, notée encore {€} (pour
simplifier), tels que si P. est l'opérateur-de prolongement donné par le lemme 4.3
on ait :

Pou, —u* dans H(Q) faible,
ot u* est la solution du probleme :
u* € H}(Q)

(5.44)

ou* .

J

Démonstration : D’apres le lemme 4.3 et ii) du corollaire 5.2, on a

(5.45) ||P5u€||H1(Q) <c

Apres extraction éventuelle d’une sous-suite, on a
(5.46) P.u, — u* dans H}(Q) faible.

Maintenant, il reste & démontrer que u* est solution de (5.44). Pour ce faire, intro-
duisons la fonction p. € V, solution du probléme :

—Ap. = f. dans Q.

(5.47) %’f = g sur 07,
pe = 0 sur 0f2.
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Posons

—— ——

e __ g Ix" dpe
(5.48) | g = [57,k' i (x/e,A)] Do’
avec x*(y,\) définie par (5.14).
On a
(>4
(5.49) Il g <

On en déduit qu’a une sous-suite extraite pres, on a

(5.50) ge — ¢* dans [D'(Q)]",

ol ¢* est une mesure de Radon vectorielle.

Posons
, ou op
(551) 5:. = aij(m/s,ue)—éx——: - axj .
Grace & (5.1), on vérifie sans peine que
||p€||Ve S c
(5.52) _ |
||£5||L2(Q) S C.

Il découle de (5.52) qu’ une sous-suite extraite pres, on a,

(5.53) £, — ¢* dans L*(Q) faible.

En reportant (5.52) dans (2.4) et en utilisant (5.47), on vérifie facilement que

— div & = 0 dans €,
(5.54) {

Ee.n + agtue = 0 sur OT%.

Soit ¢ € D(f2). Multiplions la premiére équation de (5.54) par ¢ et intégrons par
parties ; on trouve
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(5.55) /Q EVodr = —aet /BT U ¢ do.

En vertu du lemme 4.5, on a

8"»&1 8(ue¢)

5.56 ae“/ Ue dazas“/ —)(x/e dx +c ae“;l/ us0(x) dz,

(5:6) act | g | (G gt dotaact™ | udlz)

d’olr

(5.57) (. Vdz = —ae / V!V (1) do — craeh! / e () () da.
Qe Qe Qe

Or

(5.58) /Q ue () () dxz/QXQE(Psug)gé(x) dx———>/ﬂt9u*¢(x) dz, V¢ e D(Q).

St w > 1, comme les termes / Vbl V(u.p)dz et / ue(z)¢(z) dz sont bornés
- Qe Qe

indépendamment de ¢, on en déduit que

as“/ﬂ V¥t .V(ue¢) dz — cyaeh™? / ue () () de — 0,

Qe

d’oli, en passant & la limite dans (5.55), on obtient :

(5.59) / £ Véds =0, VYéeDQ).
Q

Et, en intégrant par parties, on trouve

(5.60) — div £* = 0 dans Q.

Si wp=1, alors on a ozs/ Vot . V(ued(z)) dz — 0 et

a01/ ue(z)p(z) do —> acl/ u*(z)p(x)dx, V¢ € D(Q).
Qe Q
En passant & la limite, dans (5.55), on obtient
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(5.61) / £ Vodr = ac1/ Ou*(z)d(z) dx, V¢ € D(Q).
Q Q
Et, en intégrant par parties, on trouve

(5.62) —div & = —Hal!—ffl*‘lu* dans €,

1 |0T|
= dy = ” )
Y*| Jor Y|

Finalement 1’équation homogénéisée est donnée par

1
<car Cg = Ty / 9(y)dy entraine que ¢
[Y*[ Jor

(5.63) — div &* 4+ K(a, p)u* = 0 dans Q2.

avec K (o, u) définie par (5.12).

Identification de &* :
Soit h € D(Q); on introduit r. € V; tel que :

( 0 Ore
_%(aij(x/a, uE)B_xZ) = h dans 2,

(5.64) { re =0 sur 60

L (aij(x/e,us)gixi)uj = 0 sur O7¢.

Le systeéme (5.64) est linéaire, de sorte que ’application des résultats de Cioranescu-
Saint Jean Paulin [11] montre que

(5.65) P.r, — r dans H}(Q) faible,

et ceci en admettant que r est la solution du systeme

0 o Or
(5.66) *%j (Qij(u )8%) = 6h dans )
r = 0 sur 0f2.
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Posons maintenant

(5.67) Ne = E;-V(Ps'rs)a
avec £ définie par (5.52).

Montrons que

(5.68) ne — £*.Vr dans D'(Q).

En utilisant le lemme 4.5 et les relations (5.65) et (5.52), des calculs simples montrent
que pour tout élément ¢ de D(Q2), on a

¢

<1, & >pr(), D)=~ / Usre do — / £ V§(Pere) da
oT, Q
aqpf a(u6¢r€) _1/ /~
= —qeH " _
o g Bw G aee T | wedredu— | £(V4)(Pere) do
(5.69)
alﬁi a(ue¢""6) _1/
_ — 4 . w
as o, Oy Oxy dz ~ cr0oe QXQE(PEUS)QS(Png)dm
= / £..(Vo)(Pere) dz
\ Q

Le passage & la limite dans (5.69) donne

lim e O 0(uedre) dz
e—0 qe 0yi Oz

=0 Vu>1

(5.70) ﬁ gii%cloze“_l/ﬂ X (Petie)P(Pere) da -—-K(oz,,u)(/Q u* érdr)

Lhm £..(V@)(Pere) dz = /5 (Vo)rdz.
On en déduit que

lim < ¢, ¢ >pr(@),p(0) = ~/ £ (Vo)rdz — K(Oé,ﬁb)(/ u*¢prdz), Vé € D(Q),
e Q Q
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et donc en intégrant par parties et en utilisant (5.63), on obtient

m%<m¢>vmmmn=/fwvwmm,V¢eDmL
E— Q

ce qui démontre (5.68).
D’autre part, montrons aussi que

ou* or or
. e — {54 * —qf d ! .

On a

—

. N 8’1115 ~_ 8/)5 8(P€T&‘)
e = ((“’J(“’/g’UE)axj) 8:v¢) Ox;

’

(5.72) {

— (g Ore " O(Peus) _ Ope O(Fere)
_(aw(x/s,ue)ami) Bz Ox; Ox;

\

Le théoréme de compacité par compensation (cf. Murat [21]) nous donne

87’8)”8(P€u5) o Oor ou*
Bazz- 8$j

(5.73) (aij(:c/e,ue)

Avant de démontrer (5.73), notons le théoréme suivant, dit "théoréme de compacité
par compensation” dii & Murat [21].

Théoréme 5.8. Soit Q un ouvert (borné ou non) de R" et soient les espaces X ()
et Y(Q) définis par :

X(Q) {u e L*(Q), divuc L2(Q)}
(5.74)

Y(Q)

{'v e L*(Q), rotv e (ILF(Q))?},

que I’ on munit des normes

1/2
U = U 2 -|- dZU’U, 2
(5.75) ” HX(Q) [ ” H]I 2(9) “ ”[,Z(Q)]

1/
_ 2 tol% -
ol = [0l 2+l rot ol ]
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St deux suites u, et v, vérifient :

Un, est bornée dans X(Q); u, — u dans ]L2(Q) faible

(5.76)

vn, est bornée dans Y (Q); v, — v dans ]Lz(ﬂ) faible,
alors on a
(5.77) < Up,Up > — <wu,v> dans D'(Q).

Posons donc

i Bre N
P = (aij(x/eaue)"a—a?;)
. O(Peu.)
qs - axz i

et vérifions que ces deux suites satisfont les hypothéses du théoréme de compacité par
compensation.

i) 5 € X(Q),4 € V().
e On a p! € L#(Q),

0 .
et div pe = %(az-j (z/e, us)g—:;-) = h € D(2), ce qui entraine que p’ € X(Q).
i j

e D’apres I'inégalité de Poincaré sur V, il est évident que ¢° € Y ().

ii) p’ et ¢¢ sont bornées respectivement par une constante indépendante de ¢
dans X () et Y(Q).

e Ona [lpi]% g = 1P 1220y + Il div P2y

Donc, on a
. ou
A €2 2
= i —|*dx + ||h
”psnx(g) /Q |aij(z /€, ue) Bz, “dz + | ||L2(Q)

< Mz”“e“%p(g) + co
<cit+e=c,
avec ¢, c¢1 et co des constantes indépendantes de ¢.

Par suite p? est bien bornée dans X (£2).

e ¢’ est bornée dans Y (2), ( d’apres (5.45)).
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iii) g¢ — ¢* dans *(Q) faible.

En effet, on a

ge = (a(f;;ug)) — (gu ) = ¢* dans L*(Q2) faible.

Z;

iv) pi — p* dans L°(Q) faible.

"
—=), on obtient

Dans ce cas, on retranche et on ajoute le terme (a;;(z /e, u™)
Oz;
J

~

((aij (z/€, Peue) — aij(x/e, “*))g%> + aiy(z/e, ) SZ .

J

N or .
. Le deuxiéme terme converge vers ¢;;(u*)=—, et le premier terme converge

0z

vers zéro, car

wn g OTe « ore
/ (asj(®/e, Peue) — agj(z/e,w))|| 5| dz < kl| Peve —w*|| 2@l 5= 220,

et le résultat découle de (5.46) et (5.67), d’ou 'on déduit que

pt — p* dans L*(Q) faible.

Par conséquent, toutes les hypotheses du théoréme de compacité par compensation
sont vérifiées, et on conclut que

<pl,qt > — <p'q" > dans D'(Q),
soit

Ore " O(P.ug) O Ou”
(aij(m/e, ue) 83&5) 9z, i (u )8_33_1 Bz,

dans D'(Q),

ce qui achéve la démonstration de (5.73).

D’autre part, on a

/370:) B(Psre)) R or

(5.78) (ﬁxi ( Ox; % Ox;

dans [D'(2)]™ (voir Murat [21]).

En effet, d’aprés [21], le développement asymptotique de 7. est donné par
K or

(5.79) re(z) = r(z) —ex"(z/e, Ts)ga(x) + Re(x),
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avec R, vérifiant
(5.80) ||R5||H1(QE) < cet/?,
Gréice & (5.80) on sait que

VR. — 0 dans v]LQ(Q) fort,.

On vérifie aisément que

Bpe O(Pere) _ Bpe O(re)
Ox; Ox;  Oz; Ox;

(5.81) e —
dr  Op. OR. . &%*r  Ope

— A€ — ; —
= % 8xk 8mk Bxk X (:II/{-Z, TE) 8mk3mi 3.’13‘2".

On obtient(5.78) en remarquant que les deux derniers termes du membre de droite de
(5.81) tendent vers zéro. En combinant alors (5.72), (5.73) et (5.78), on obtient (5.71).
En tenant compte de (5.68), on remarque que

* 3’)" * au* ar * 87.
(5.82) & 3_5117, = Gij ('u, )3:Cj oz, —q; ami.

Puisque le choix de r est arbitraire pour u* fixé, il découle de (5.67) que :

(5'83) —q; =& — qij ('U' )&Bj)
donc

) w_ 0 N .
(5.84) —div (¢*) = —5@@” (u )8xj) + K (o, p)u’.

On prend alors f* = — div (¢*) € H~1(Q), et on obtient donc (5.44), ce qui achéve la, -
démonstration.

Précisons que la limite f* est liée & la fonction f. via la forme auxiliaire p, et & travers
différentes relations de convergence.

Remarquons aussi que si I'on suppose que f. € L*(Q), f. — f dans L2(Q) fort, on
obtient le méme probléme limite que (5.44) avec f & la place de f* et une convergence
de toute la suite ue.
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5.4. Cas g. quelconque

Dans ce cas on suppose que
(5.85) ' 9. € HY(Q) avec g — g dans H(Q) faible,

( g. n’est pas obtenue & partir d’une fonction définie sur la cellule de base par la
transformation y — x/e et on suppose que g n’est pas identiquement nulle, sinon w,
convergerait vers zro, on se retrouve alors dans le cas ol c’est la suite eu. qui converge
vers une solution homogénéisée).

Théoréme 5.9. Soit u. la solution de (2.4) avec f. et g vérifiant respectivement
(5.1) et (5.85). Si P est lopérateur défini par le lemme 4.8, alors, lorsque € tend
vers z€ro, on a

P.(eue) — w; dans HE(Q) faible,
ot u; est la solution du probléeme :

Uy € H&(Q)

(5.86) 5 o, oT
Oz, {qﬁ(“l)éx—j} + K(a, p)uy = —E/Tg dans (2,

avec les g;; donnés par (5.17).

Démonstration : On utilise les mémes techniques que dans la démonstration du
théoréme 5.6.
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CHAPITRE II

HOMOGENEISATION D’UN PROBLEME DE FOURIER NON LINEAIRE ET
NON HOMOGENE DANS DES DOMAINES FAIBLEMENT CONNECTES



CHAPITRE II
Homogénéisation d’un probléme de Fourier non linéaire et non homogene
dans des domaines faiblement connectés

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous plagons dans le méme cadre que le travail de M. Briane [7],
mais nous considérons le cas oli 'opérateur A, est non linéaire, et avec des conditions
de Fourier non linéaires et non homogenes sur le bord des trous (ol les coefficients de
diffusion a;; dépendent de la solution inconnue).

Soit © un ouvert borné de ]RN(N > 2), et € > 0 un parametre destiné & tendre vers

zéro, et notons par Y une cellule de ]RN, pour des raisons de simplicité, on choisit la
cellule unité Y =]0, 1[V.

Le but de ce travail est I’homogénéisation du probleme suivant dans un domaine faible-
ment connecté {2,

— div (A(x /e, bue)Vue) = fe dans Qe
(1.1) A(x/e,bus)Vuer + agku, = g sur 0T¢

ue =0 sur 09,

ol 2. C Q, est défini comme suit : Q. = Qi U Qo U we et Qic(4 = 1,2) sont
deux ouverts disjoints obtenus par €Y -périodicité des deux ouverts Y; de la cellule
représentative Y. Le domaine w, est défini par

We = Qs\(‘le U Q2e))

il représente ’ensemble des ponts liant les deux matériaux.

Le domaine w, est par exemple ’ensemble des ponts cylindriques trés fins qui lient
Q1e & Qo chaque cylindre est de longueur ¢, I'aire de sa base est eV ~1*7 avec v > 0;
on dit alors que € est faiblement connecté (voir figure 1.1).

On désigne par T, = Q\Q 'ensemble de tous les trous contenus dans (2, c’est-a-dire
I'union des translatés de sﬁ distribués périodiquement dans {2 avec une période ¢, ou ~
TE est un ouvert régulier inclus dans Y représentant le trou. La notation |E| désigne
la mesure de Lebesgue d’un ensemble F.

On suppose que {2 est recouvert d’un nombre entier de périodes et que les trous ne
coupent pas le bord de (2.

La normale unitaire v est dirigée vers l'extérieur de €2, et la fonction y — g(y) est
Y -périodique, ¢ € Lz(an,) et g.(z) = g(z/e), et fo € L3(Q).

Comme dans le premier chapitre, on suppose que la matrice A.(.,.) est €Y -periodique
par rapport & la premiere variable et dépend de la solution wu., elle est de la forme

40



Ac(z,A) = A(z/e,\) = (a;j(x/e,))) ol les fonctions a;; sont définies sur ¥ x R et
vérifient les conditions suivantes, pour tout ¢, = 1...V :

i) VnelR, y-— aiy,n) est mesurable et Y- périodique.
(i) 3IM >0, sup |as; (y,m)| < M
Y

(i) Fap >0,  agyly,n& > alé)? ie yeR" vpeR, veeRY
(iv) a4;(y,n) est Lipschitzienne par rapport & nie. 3K >0

lasj(y,m) — aij(y,m2)| < Klm —m2| e yeR", Vp,melkR
Les parametres o et p sont des nombres réels strictement positifs.
Le parametre ¢ est lié & la moyenne de la fonction g de la maniére suivante :

(1.2) : 5= {1 | S.i marg (9) =0

olt on note par mare (9) 9(y) dy est la moyenne de g sur 97T%.

10T ] Jore
Hormis la figure 2.1, toutes les figures sont réalisées dans le cas N = 2.

Qle'

QE = Qle U ‘Q2e U we
Figure 1.1 : domaine faiblement connecté

Les difficultés dans notre cas proviennent de la présence de termes sur le bord des trous
dans la formulation variationnelle, et surtout du fait que la cellule de base dépende du
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parametre € a cause des ponts, ce qui va nous obliger & chercher le probléme adéquat et
les bonnes estimations pour pouvoir transformer les intégrales de surface en intégrales
de volumes.

Un probléme avec la méme géométrie est traité dans le cas linéaire (o les coeflicients
a;; ne dépendent pas de la solution u.) dans M. Briane [7], on montre qu’on a pra-
tiquement les mémes résultats pour 1’équation de la chaleur dans le cas linéaire, nos
résultats d’homogénéisation généralisent alors des résultats obtenus dans Cioranescu-
Donato [10] (obtenus pour un domaine perforé et périodique en utilisant la méthode
de P’énergie), et dans M. Briane [7] puisque les coefficients a;; qu’on utilise dépendent
de la solution . (ce qui nous empéche de passer directement & la limite dans certains
termes en utilisant la méthode de 1'énergie [24]).

La dépendance non linéaire des conductivités en fonction de la température est d’une
importance vitale non seulement pour I’étude des matériaux et des structures (A.K.
Noor and W.S. Burton [22]) mais aussi pour la modélisation du comportement des
tissus biologiques (F. Bardati and G. Gerosa [5]).

Le cas particulier des conditions de Neumann homogeénes a été traité dans Cioranescu-
Saint Jean Paulin [11]. On peut aussi voir les résultats de Mortela-Profeti [20] obtenus
en utilisant la théorie de la I'-convergence. Dans [13], Conca et Donato ont étudié le
probléme de Neumann non homogeéne dans le cas de petits trous (I'ordre de grandeur
du trou est plus petit que celui de la période). Le cas des conditions de Fourier
homogenes pour les équations de Stokes et Navier-Stokes a été étudié par in Conca
[12].

La notion des matériaux faiblement connectés a été introduite par E. Ja. Hruslov [18]
pour I'homogénéisation de 1’équation de Laplace; puis, utilisée par M. Briane [7] pour
I’homogénéisation du probléme de Neumann.

Selon la connexité de 21 et o, on va distinguer trois géométries différentes pour
le probleme (1.1), et on étudiera pour chaque géométrie trois cas qui correspondent
a la taille des ponts. La preuve des résultats est basée sur la méthode d’énergie en
introduisant différentes fonctions tests.

La suite de ce travail se présente comme suit

1. Description et géométrie du probléme.
2. Lemmes de base.
3. Homogénéisation.

2. Description et géométrie du probléme

Dans tout ce qui suit, nous allons utiliser de fagon systématique la convention de
sommation sur les indices répétes, et pour simplifier, on désignera par ¢ différentes
constantes indépendantes de e.

La géométrie dans laquelle nous allons étudier I'homogénéisation du probleme de
Fourier se présente comme suit :
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Soit Y =]0, 1[V le cube unité de RY représentant la cellule de référence dans laquelle
on construit le trou 73 qui est un ouvert régulier & frontiére de classe C? (au moins
par morceaux), et tel que TS C Y.

On définit Y7 et Y5 deux ouverts connexes de Y tels que
YinY, =0.

On note par Q. et R, deux ouverts de Y de mesure eV*7 tels que
Q:NR; =1.

Et, on définit Y, par
Y. =Y1UY2UQ: UR..

Le trou Ty est donné par la relation
Y\Y. =T%,

ou Y, est défini ci-dessus.

Désignons par Fj. (i = 1,2) 'ensemble formé de la réunion des translatés de €Y;,
c’est-a-dire 'ouvert obtenu par €Y -périodicité & partir de €Y;.

Le domaine ;: = QN F. (i = 1,2) est 'ouvert occupé par le matériau 4, et dont la
période est Y.

On appellera F. la réunion des translatés de eY;, c’est-a-dire les ouverts obtenus
par €Y -périodicité & partir de €Y, et donc 2, = 2N F, est le domaine perforé de
période €Y.

L’ensemble des ponts w, est composé des €Y - translatés & partir de e(Q: U R¢) :

we = QN (F: \ (Fe U F.)),

Q=0.UT. =01, UQo, UT. UT..

Les ponts Q. et R, sont tels que jwe| ~ cg?, 0l c = % est une constante indépendante
de €.

On considére e(Qe U Re), la relation liant F, & Fj. est donnée par F.\(Fie U Fye) qui
est I'ensemble de tous les translatés de £(Qc U R.) de la forme £((Q. U Re) + k) avec

ke ZY, soit

Fe\(Fls U F2€) = U [S(k + (Qs U Rs))] .
kel"
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1% cas : Les deux ouverts 1. et Qo sont connexes, ce qui implique que N > 3.

Figure 2.1 : cellule de base Y, matériaux 1 et 2 connectés
(G1) Fj. est connexe (1 =1,2) et R, = 0;

26Mecas : L'ouvert . est divisé en multiples composantes connexes, alors que g,
est toujours connexe : on dit dans ce cas que le matériau 1 est isolé (voir figure 2.2).

(G2) Fy, est connexe, R. =0 et Y1 N OY = 0.

Figure 2.2 : matériau 1 isolé, matériau 2 connecté
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N v:

Ye
Figure 2.3 : cellule de base Y. (correspond & la figure 2.2)

Exemple bidimensionnel

Donnons un exemple de cellule de référence dans le cas N = 2, dans lequel chaque
pont est un rectangle de longueur ¢ et de largeur e7+!,

Soit ¥ =] — 1,12 et soient b, by et by trois réels tels que by < be, |by —ba| = 1 et
O<b<e.

Les parties qui constituent la cellule de base sont définies comme suit

o ¥y =] —(3/4-10),(3/4- )

« Yy =] — 1,172\ | = 3/4,3/4]

* Qe = {(yl,yz)/ —3/4<y1 < —(3/4-0), bie" <y < 5267+1}
e R, = 1.

3%MCeas : N1, et 2. sont tous les deux divisés en multiples composantes connexes,
i.e. les deux matériaux sont isolés (voir figure 2.4).

R: # 10
(G3) YiUQ:NR: =10
Y,noY =0, i=1,2.
De plus, pour chacune des trois géométries, on étudiera trois cas qui correspondent &

la taille des ponts :

2 je.y=2.

i) Cas critique : |we| ~ ce
ii) Cas surcritique (grands ponts) : €2 < |we| < 1, ie. v < 2.
iii) Cas souscritique (petits ponts) : |w| < €2, ie. v > 2.
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=

N

Qe

|
=

Figure 2.4 : matériaux 1 et 2 isolés

N Vi

Figure 2.5 : cellule de base Y. (correspond a la figure 2.4)

Les résultats d’homogénéisation sont obtenus pour une structure géométrique générale,
et en particulier pour des ponts cylindriques. Avant d’énoncer les résultats concernant
’homogénéisation du probleme (1.1), on va établir des lemmes préliminaires utiles,
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notamment des lemmes nous permettant de transformer en intégrales de volume les
intégrales de surface qui apparaissent & cause de la présence d’une condition de Fourier
sur le bord des trous, notre difficulté principale provenant du fait que la cellule de base
dépend de € & cause de la faible épaisseur des ponts. Finalement, on rappellera d’autres
résultats d’homogénéisation dans le cas d’un seul matériau.

3. Lemmes de base

3.1. Introduction des fonctions auxiliaires 1,

Dans tout ce qui suit, on note L*(Y) = [L3(Y)]*, H'(Y) = [H}(Y)]".. et on
désignera par ¢ différentes constantes indépendantes de e.

On sera amené, dans la suite, & introduire des fonctions 17, définies dans la cellule
de base Y, qui sont Y-périodiques. Ces fonctions déja introduites dans Cioranescu-
Donato [10], vont étre adaptées & notre cas, puisque la cellule de référence présente
une géométrie différente; plus précisemment, elle dépend de & par le biais des ponts.
On note par Z5 et Z5 deux parties de Y telles que

Y = Z; UZs,

ol Z7 représente le trou Ty, et Z5 son complémentaire dans Y.
Pour chaque fonction A donnée dans L?(87%) et Y-périodique, on définit la fonction
Ye, € HY(Y) comme solution du probléme :

1

,
v = (&
U = VT o

h(y) da) dans chaque Z;,i =1,2
[wir]] =0 swory

[ZR]] = b surory

\ Y3y est Y-périodique, /Y Yiy dy =0,

ot : [[¢]] désigne le saut de ¢ sur linterface entre Z§ et Z§ (la valeur de ¢ dans Z¢
moins la valeur de 9 dans Z§).
On suppose de plus que

(3.2) 17l L2ore) < c.
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La normale n est orientée vers I'extérieur de Z73.

Figure 3.1 : cellule Y (correspond & la figure 2.2)

La formulation variationnelle du probléme (3.1) est

/Y ity Ve dy = (,—j,l e h(y) do /Y by — [ oo

V¢ € HY(Y), et Y — périodique.

(3.3)

3.2. Estimations a priori sur les fonctions 1)}

Dans toute la suite du paragraphe 3, et pour des raisons de simplicité des calculs,
les schémas et calculs explicites correspondent au cas de la dimension N = 2, et a la
figure 2.3 représentant la cellule de référence. Ces résultats restent valables dans le
cas général. '

En choisissant 95y, € H'(Y) solution de (3.1) comme fonction test dans (3.3), on
obtient

69 [ vty Veivd= (7

o1 [ nao) [ wivas— [ wityao
- oTy Y

TS

ce qui implique

1 13 &
IVl 2.y, < (Il ze@rplOTE172) (1Y 12 Wi e

Al z2ore) ¥y |l L2(ors)-

Cette estimation combinée avec (3.2), donne
(3.6) nvwzyusz(y) < Y| T2OTE Y2 [y ll1acr) + elldiy llza o)
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Or, on peut majorer la mesure de 075, par une constante indépendante de €.
Vérifions-le explicitement dans le cas particulier de la figure 3.2 ci-dessous,

N Y

Ly

Figure 3.2 : cellule de base Y. (correspond a la figure 2.2)

on 8 |0T% | = 2Ly + 2Ly + 2a; + 2a2 + 2a — 2&7
<2(a+a;+az+ L1+ L)
<g,

d’ou

(3.7) 0Ty | < ¢

( ce calcul peut s’adapter aisément & une géométrie plus générale).
Il en découle que

(3.8) ”vaY.”%ﬂ(Y) < gy llLe vy + C'WZY”Lz(aT;)-

Or, puisque 17y est de moyenne nulle, 'inégalité de Poincaré-Wirtinger nous donne

(3.9) IYhy llz2r) < CPHV%Y”]LZ(YY

ol C}, est la constante de Poincaré ne dépendant que de Y, du fait que 97, est définie
dans Y tout entier.

Avec la continuité de la trace de H'(Y) dans L*(8T¢) on a

_ 1/2
B0Vl 2.y, < e Coll VWil AU ||V¢3Yl|i2<Y)> }
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ot Cf est la norme de I’application trace de H'(Y) dans L?(87%).
En utilisant & nouveau l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, il découle

1/2
BADIVYEY I 2 ) < e Cpll VWi I 2 (Y)+c{0§ (OﬁllvwiyIIiz(Y)+IIV¢iylli2(Y)) 3

On en déduit que

IV I 2y, < (e CoteCEfC3+1) IV9vlip 2.y

par conséquent
||v¢;y||L2(Y) < (c Cp+c Ciy/C2 + 1),

Vil 2y < 4 CF,

et donc

ol ¢ désigne différentes constantes indépendantes de €; et sachant que la constante C,
de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger ne dépendant que de Y, on a aussi

(3.12) [¥hyllizzery S c+c Cf

Il reste donc a estimer la constante Cy, ce qui fera 'objet de I’étude du paragraphe
suivant. Celle-ci sera donnée par (3.20).
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3.3. Estimation de la norme de ’application trace

Dans le but d’estimer la norme C¢ de l'application trace définie de H'(Y) dans
L2(8T§), nous allons partitionner le bord de 7y en plusieurs morceaux.
On écrit
3
oS = (U K) US. U

i=1

La partie X, représente les deux segments reliant Y1 & Y3, et ¥ (indépendant de €) est
constitué du bord de T% auquel on a enlevé ¥ et les K7, (1 = 1,3).
Les K5 étant une partie du bord de Ty comme le montre la figure 3.3-d.

Figure 3.3-a : Les parties T'; et I de la cellule Y; (correspond 3 la figure 2.2)

s L

Y
e Y2

M Q-
e

Figure 3.3-b : La partie X, de la cellule Y, (correspond & la figure 2.2)

51



/&>
Y3

Figure 3.3-c : La partie X de la cellule Y; (correspond & la figure 2.2)

Figure 3.3-d : Les parties K (i.= 1,3) de la cellule Y. (correspond & la figure 2.2)

Soit # € H*(Y), on a (voir figures 3.3-a 3.3-d)

2 _ 2
101 oy = | W

:/92(y) da—l—/ 62(y) da+/ 6%(y) do.
) KSUKSUKS .

Le premier terme du membre de droite est fixe (ne dépend pas de ¢), le dernier terme
peut étre majoré facilement par une constante indépendante de €, en effet, lorsque
K£(i = 1,3) varie avec ¢, la longueur de ¥, ne change pas mais sa position varie, et
donc seules les ordonnées des points de ¥, changent & une translation pres. Etudions

donc le terme / 02 (y) do.
(U3 K) ()

i=1" ¢

(3.13)
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On a (voir figures 3.3-a et 3.3-d)

(| f@do= | Pdo— [ C)do
K¢ r, dws
(3.14) .

£
ows

| ewa= [ fui- | Py

\ JKsUKS Ty

la partie Owg(i = 1,2) étant le c6té commun entre Q. et Y;, c’est-a-dire
Bwf =@€ﬂ?z' 1=1,2,

et I'; est le coté de 0Yin:, (la frontiere intérieure de Y;) lié par le pont Q.

Etudions par exemple le terme / 02(y) do.
KSUKS
L& aussi, d’apres (3.14), le premier terme du membre de droite est fixe (ne dépend pas
de €), reste alors & majorer le terme 62(y) do, et c’est Pobjet de Pétude qui suit.
ows
Choisissons la dimension 2 comme exemple (pour des raisons de simplicité des calculs).

Yo A

]
t
1
]
1
]

b2 8’Y+1

1
b1 8Y+ ------ >»

a] QE an y1

Figure 3.4 : le pont Q). en dimension 2

On a (voir figure 3.4)

Qe = {(yl,yZ)/ a1 <y <ag, bt <y < bz€7+l}
(3.15)
ows = {(al,yz)/ b1e"t < yp < 5287“}-
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On a donc

bza‘v+1

(3.16) Ply)do= [ 6, don
wg bpevtl
En utilisant le changement de variable ¢ = 6‘311 (voir figure 3.5), on obtient
{ b25’7+1
| Bwdo= [ 6, dun
dws breY+1
(3.17) <
b
= g7l 62(ay,7Tt) dt.
\ b1
b2
b28Y+1
e
bléﬁ-l 8Y+1
<
b1

Q

Figure 3.5 : transformation macroscopique du pont Q. (N = 2).

Y2
evtl’
Et, puisque {a1} x [b1,b2] C 0Q), grace au théoréme de trace, on déduit que

ou (@ est le rectangle obtenu via le changement de variable ¢ =

bz b2
02(ay,e7t) dt =: / k2 (a1, 1) dt = ||| 2oy po)
(3.18) . "

< HksnzLZ(aQ) < c”k:é?”?’-jl(Q)a

ou la fonction k. est définie par k.(a1,t) = 0(ay,7T1t).
On en déduit alors que

(3.19) / 0%(y) do < €7+lc[/ k2 (y1,t) dyydt +/
dws Q

(Vk,)? dyldtJ .
Q
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La constante C§ est donnée de maniere explicite par
(3.20) Cs =e"tle.

Par le changement de variable inverse, on revient au domaine initial.
On pose donc ya = €711t ce qui nous donne

1
/Q ke (y1, ) dyndt = — o /Q E 6°(y1,v2) dy1dys
(3.21)

2 gydt = 1/ 90 12, 12 99 s
Sk = o [ (o4 G s

En réinjectant les égalités (3.21) dans (3.19), on obtient

(3.22) 02(y) do < c[

&
ows§

)y + | (V67 ay)

Qe e

(car £FD* < 1 avec v > 0).
On fait exactement la méme chose pour le bord K%, d’ou en utilisant (3.13) et (3.14),
il vient

(3.23) 10l z2(a7e) < ¢ [19llz2(Q.),
ol ¢ est une constante ne dépendant pas de €.

Par suite

(3.24) 101l z2org) < ¢ 19l L2(xe),

car Q. C Yg; d’ol1 le lemme suivant

Lemme 3.1. V0 € HY(Y), on a

(3.25) (| 6*do) < cllfllzn vy,
TS

avec ¢ une constante indépendante de €.

Donc, d’aprés le lemme 3.1 et les relations (3.5) et (3.7), il découle

(3.26) |VhyllE vy < e

avec ¢ constante indépendante de ¢.
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On note par Zi. et Zy. deux parties disjointes de (2. telles que
Q. =Z7 U Z5,

ol Zi représente I'ensemble des trous T, et Z5 son complémentaire dans 2.
Introduisons 'espace de Hilbert suivant

(3.27) Ve ={v|veH(Q), v=0sur 00}

Posons 5 (z) = Y5y (z/€) p.p. sur Q, alors ¥}, est solution du probléme

( —Af oy = —72 (% - hda) dans chaque Z7
(3.28) {||#5a]] =0 sur o

| Hagf:&;ﬂ” = _5_1ﬁ($/€) sur 8T*,

dont la formulation variationnelle est de la forme

1

= h,da) ddz VeV,
Y| Jore

Qe

/Q VipsoVedr — et /3 . he¢do = —5-2(
(3.29) i :

Yo € HH Q).

Enoncgons donc le lemme suivant qui nous permettra la transformation d’intégrales de
surface en intégrales de volume.

Lemme 3.2. Soit h € L?(8T;) et Y5, € HY(Qe), alors

s —1— o) v(z)dx
- e /6  hla/e)u(e)do = /Q (T ) (o/e) (Vav) o + (55 o ) / o )_vd

Yo € Ve.

56



4. Homogénéisation.
4.1. Rappels

Avant d’énoncer les résultats concernant "homogénéisation du probleme (1.1), on va,
rappeler des résultats connus d’homogénéisation du probléme de Fourier avec des trous,
diis & Cioranescu-Donato [10], dans le cas d’un seul matériau.

Dans la suite, on aura besoin des notations suivantes :

Y;
(4.1) b= 'lYil
0 =01+ 0,
et
oz—l?—]—’-l si p=1
(4.2) K(a,p) = Y]

0 s pu>L

on définit Y;* par Y;* =Y;\ T. A
Pour prolonger les fonctions u;. définies sur €., on va utiliser le lemme suivant (voir
Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]).

Lemme 4.1. Soit Vi l'espace défint par
Vie = {v € HY(Q4¢), v =0 on 8Q;. N 00Q}.

Si Qe est connexe, il existe un opérateur de p'rologément Pie € L(Vie; HY(Q) et une
constante ¢ indépendante de ¢ tels que

|IVP'£5UIIL2(Q) <c ”V’UHLz(QiE), Vv € Vie. (4.3)

On considére le probléme de Fourier suivant

( 0 au'lle _
—-gm—k(aka‘(x/s, 6ui€)"8'w_j) =f dans Qg
(4'4) \ akj(x/s, 5ui€)%yj + agtuie = g sur 0T
J
\ Uje =0 sur ON.

La fonction y — g(y) est Y- périodique, g € L*(8T%) et g-(z) = g(z/¢). La fonc-
tion f. € L?(€).
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Les coefficients af; vérifient les hypotheses (i)-(iv) définies précédemment.

Proposition 4.2. On suppose que l'une des conditions géométriques G1, G2 ou G3
est satisfaite par le matériau i pour i=1,2. Soit u;. la solution du probléme (4.4), et
soit P. opérateur de prolongement donné par le lemme 4.1. Alors lorsque € tend vers
2€r0, on a

P.(euse) — u; dans H}(Q) faible
ot u; est la solution du probléme

(4.6) 0 Ou; 1
-a. j\ Wq — K ) T = Tl d )
o (W) gy} K (eoui= o | gly)do
et les coefficients homogénéisés qx; sont donnés par :

(wk(y,m)) d(w!(y,m))
aym ayl

1
Y] Jy-

0
(4.7) Qrj(us) = ami(y, ui) dy,

avec wY solution du probleme

(0 9 A _ *
e (azm(y, n)—a—y;(wi (%n)) =0 dans Y}

(48) } [oam(0m) o g = 0 sur 07

L w}y,n) — Ay Y — périodique et de moyenne nulle.

Proposition 4.3. On suppose que l'une des conditions géométriques G1, G2 ou G3§
est satisfaite par le matériav ¢ pour i=1,2. Soit use la solution du probléme (4.4). Si
de plus mor(g) =0, alors on a :
Poue — v}  dans H}(Q) faible,

ot u; est la solution du probléme :

ul € H3 ()
(4.9) o oul
—a—m{%g’(ui)é—x‘;ﬁ} + K (o, p)u; = 0f,
avec les qx; donnés par (4.7).
On notera 7 la limite de |07%| quand € tend vers 0, et

.
a—
(4.10) K,={ Yl
0 si w> 1

si w=1
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On désignera par C le contour défini par
(4.11) C = 371 U 8¢nt?2 U1 Uy

olt 1 et o sont les deux segments reliant Y & Yy (voir figure 4.1).

Figure 4.1 : cellule Y,

Enfin, on fait I’hypothése :

(4.12) || 9(y)do| < Cy,
oT%

ou Uy est une constante indépendante de ¢.
On sait qu’il existe ue € V, solution unique de du probleme (1.1) vérifiant

/ Ae(x,ue)VUSVUda:+oz€“/ usvda=/ fvdx—l—/ gsvdo Yv €V,
(4.13) < Ja. T, Q 8T.

Ug € Ve,

ce qui est la formulation faible du probleme (1.1).
Cherchons maintenant les estimations a priori sur u.; pour cela, on prend u, comme
fonction test dans (4.13), ce qui donne

/ Az, u)|Vue | dz =/ fue d:c+/ JelUe da—ae“/ u? do
Qe Qe oT: 8T,
(4.14) < < C’||f||L2(Q)||Vue||L2(Q€) + I/QE(VyHS)(w/e)(Vmus) dz
1 1
+l———/ gdo‘— l/ usdac‘,
( Y] Jore e 1/,
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ol1 on a utilisé le lemme 3.2 avec g & la place de h.
En tenant compte de nouveau de ’inégalité de Poincaré, ainsi que I’hypothése (4.5-iii),
on a aisément

' C
2 / € g
C“VU€HL2(QE) S c HVUEHLZ(QE) + “VQQQHLZ(QE)HVU‘E”]Lz(QE) + c ”qu:“Lz(QE)’
soit d’apres (3.24)
C, c
(4.15) HVu€||]Lz(Q€) <c+ c— = g(e + Cy).

On remarque aussi que si mars (9) = 0 alors le dernier terme de 'inégalité (4.14)
s’annule, et donc

(4.16) ”V%“Hj(ﬂe) <ec

On a donc la proposition suivante

Proposition 4.4. Si u. est solution de (1.1), et sous l’hypothése (4.5), on a
(4.17) i) llevellzr(n) < c

(4.18) ii) |luellgrqy < sideplus  moars(g) =0.

Dans tout ce qui suit, le ~ désigne tout prolongement par zéro en dehors de 2.

On désigne par Fgy (X) 'ouvert obtenu par répétition de X par Y-périodicité , et on
note par H(X) ensemble des fonctions Y-périodiques dans Hf, (Fyy (X)).
Comme dans l'article de Briane [7], on fera des hypotheses supplémentaires sur les
ponts dans le cas critique et surcritique.

On suppose que dans le cas critique (jwe| ~ ce?), les ponts vérifient une sorte
d’estimation de la capacité

IaQeﬂa}’;I Sci|Q6l7 i:1727

et, 3V.( resp V.", adjoint de V;) dans H%E(YE) telles que :
;o

Ve=1dans Y3

~

Ve =0 dans Yo U R,

j div (AVV,) = 0 dans Q.

{ AVV..n =0 sur 9Q:\(0Y1 N dY3),
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alVeC .\ . 3 .
( Qe de frontiére lipschitzienne

< AVV..n =0 borné dans L°(8Q,)

lim 1
L €0 52|Y6|

/ AVV..VV.dy =1e R},
Y.

(respectivement (H) oli A est remplacée par son adjoint A*), la matrice A désignant
la méme matrice A(y,n) apparaissant dans (1.1) avec 7 fixé dans IR. Les fonctions V;
dépendent implicitement du parameétre 7, pour des raisons de simplicité nous omettons
cet indice.

Voici un exemple de ponts qui satisfont ’hypothése (H).

En dimension 2, soient les ponts Q). et R. définis par

3 3

Qsz{(y1,y2)/ _Zgylg ~82<y2S82} et Re_—:_@,

PR
et soit la fonction V. définie par
A 2 1 33
Ve(y) = 3y +3 pour yi€ [_Z’ Z}-
On vérifie aisément que
Ve =1dans
Vs = 0 dans Yo,

et V; vérifie bien Phypothése (H).

Dans le cas surcritique (¢? < |w,| < 1), on fait sur les ponts ’hypothése suivante
(e )e>0 une famille de C*-difféomorphismes d’un domaine fixé Z vers Y. \R. et une
constante ¢ > 1 telles que :

o~

(H) Ve >0, |Vie| <c, et | det (Vibe)| > ¢ Q.| dans Z.

L’hypothese (H) signifie que la déformation des ponts est contrdlée.

On aura besoin de déterminer chaque fonction u;(i = 1,2). Pour cela, on sépare “
les domaines 4. et 2. par des fonctions bien “choisies” qui satisfont une équation
similaire & (1.1).

Introduisons alors V. (fonctions introduites par Hruslov [18] et utilisées par Briane
[7]) solutions dans H(Y;) du probleme

——612— div (AVV,.) = xv, dans Y
(4.19)
AVVie.n = 0 sur Y,
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oll xy; est la fonction caractéristique du domaine ¥; (i =1,2).
On pose vie(z) = Vie(x/e) dans F; p.p.
Il est facile de voir que l'on a, grice & (4.19)

— div (A Vi) = xq,. dans Fg
(4.20) {
A:Vvien =0 sur OF..

La, fonction V. définie dans (H), et les fonctions Vi, définies par (4.19) pour = 1,2
vérifient les estimations données par le lemme suivant dii & Briane [7]

Lemme 4.5. i) Dans le cas critique et sous I’hypothése (H), il existe 0 < r < 1, et
une constante positive c telles que

1
AVV..VV d | Vay+1 v l< =~V ||
€2|Yl/ V V y—le |Y1|82 v, dy + |Y2| 2/ dy | <ce “ ”L (Ye)

(4.21)
vV e HY(Y,),
ou
1 .
22) le = (5— AVYV.. .

i) Dans le cas surcritique et sous Uhypothése (H),

iii) Dans le cas souscritique
1

(4.24) —2/ IVVe [ dy +/ (Vie = xv;)? dy ——— 0.
g Y. Y. e—

Preuve _
Nous suivrons la démonstration du lemme 3.1 dans Briane [7].

4.2, Cas out les deux matériaux sont connectés
Supposons donc que la condition G1 est satisfaite.
4.2.1. Cas critique

Le cas critique corresp;)nd A |we| ~ ce2, ie. v =2.

Théoreme 4.6. Dans le cas critique, et sous Uhypothése (H), il existe deuxs fonctions
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ui(i = 1,2) dans H'(Q) et deuz matrices A;j(uw;)(j = 1,2) telles que

€le — O1u1 + Oauy dans L2() faible
(4.25)
EUie — Oju; dans L?(Q) faible,

ot les fonctions u; sont solutions du systeme suivant

;

1
— div (A2 (11) V) + 0L+ 01 K, — Bl = 6 / o(y) do dans Q
C

(4.26) — div (Ag(uz) V) + (01 + 02K, )us — Oluy = %92 / 9(y) do dans {2
c

L u1 = ug = 0 sur 99,

ot | et C sont définis respectivement par (4.22) et (4.11), les matrices A1 et Ay sont
données par (4.40a).
Si de plus more (9)=0, on a

Ue — O1uy + Ouy dans L?(Q) faible
(4.27)
Uie — Osu; dans L2(Q) faible,

o leé fonctions u; sont solutions du systéme suivant
— div (Al(ul)Vul) + (6’l -+ 91Ku)u1 — 0lu2 = 01f dans Q
(428) — dw (AQ(UQ)V'U:Q) + (01 + HQKM)’UJQ — 91u1 = 92f dans )

u1 = ug = 0 sur Of).

Démonstration :

Dans toute la suite, on ne donnera les démonstrations que dans le premier cas. Si
de plus moarg (9) = 0, la preuve des théorémes est similaire & celle dans le cas ou la
moyenne est non nulle, sauf que c’est u. qui converge au lieu de eus.

On note
gis = XQZ.EAS(LIZ,S’U,E)V’U,E.

La premiere étape de la démonstration consiste & exprimer la limite faible &; de &,
dans L*() en fonction de u;.

Tout d’abord, d’apres (4.17) et par prolongement, on a bien gu. borné dans L?((Q),
et vu les hypotheses faites sur Popérateur Ag, il en est de méme pour la quantité

& = Ac(z,ue)V(eue).
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On pose Ui = Xq,. Ue, On sait qu’apres extraction de sous-suites, on a

Uie — B;u; dans L2(Q) faible
(4.29) |
' £e — & dans L(Q) faible,

et d’aprés les estimations a priori vérifiles par la solution wu., on sait
d’aprés Cioranescu-Donato [10], qu’il existe deux opérateurs de prolongement
Pi. € LV, HY()) et des sous suites extraites de u. tels que

(4.30) Pie(uclq,.) = Ui — u; dans H'(Q) faible.
Soient wie(i = 1,2) avec A € RY et n € R des fonctions définies par

wi(z,m) = Az + ei(z/e) Pic[(w}y,m) — Ay)(z/e)]
(4.31)
w (z,n) = w(z/e,n) dans Qe,

ou les fonctions w3 (y,n) sont définies par (4.8), et olt les 9; sont des fonctions de
C’l(R ), Y-périodiques telles que

1; = 1 dans Fj1
(4.32) .
¥; = 0 dans Fj; pour j # 1.

Sous les hypotheses (i)-(iv) sur les coefficients a;; et en utilisant un résultat d’Artola-

Duvaut[4] (comme dans le premier chapitre), on montre que le fonctions w3, vérifient

que :

/ wie (2, m(x)) — wiz (2, 72(2)) | do < Kz/ [ (2) = m2()|? da, Vi, m2 € L*(Q),
Q Q

/1‘3“’” )Pl (x>12dx<K2/| 2)[? dz, ¥y € Wh2(9).

A

Les fonctions wj, sont bornées dans H} (Q) et vérifient

(4.33) wie(z) — Mz dans H}.(Q) faible.

Pour passer a la limite dans le terme &..Vw;e, on utilisera le lemme de compacité par
compensation (voir Murat [21]) suivant
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Lemme 4.7. Sion a
(p. € L?(Q)

(4.34) DPe — po dans LQ(Q) faible

| div p. — div py dans H=1(Q) fort,

et
g. € HY(Q)
(4.35)
qe — qo dans H'(Q) faible,
alors on a
(4.36) < pe,Vge > — <po,Vgo > dans D'(R).

Posons donc

Pe = &
qé = Wig,

et vérifions que ces deux suites satisfont les hypotheses du lemme 4.5.

i) pe € L%(Q), ¢t € HY(Q).

e On a bien p. € L*(Q), ‘
e Les solutions w;. de (4.8) sont dans H'(Q), donc ¢¢ € HY(Q).

i) pe — po dans L(Q) faible.

On a ||pe||L2(Q) <c¢,  en effet ”ps”LZ(Q) = “feH]Lf(Q) <c

car & est bornée dans ]Lz(Q). Donc

pe — po dans L*(Q) faible.

iii) div p. — div pg dans H~1(Q) fort.

On a div p. = div & = x,,. f € L2(2), par suite

| div p6HL2(Q) = ”stf“L?(Q) <gc,

et alors
div p. — div pg dans H™1(Q) fort.
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iv) ¢ — ¢* dans H'(Q) faible.

En effet, d’apres les estimations a priori sur w;e, on sait que les fonctions w;. sont
bornées dans H1(f2), et par suite

¢t = wie — Mz = ¢° dans H'(Q) faible.

Par conséquent, toutes les hypothéses du lemme de compacité par compensation sont
vérifiées, et on conclut que

<p., Vgt > — <p,Vg'> dans D'(Q),
ce qui se traduit par
(4.37) £ Vwie — (&1 + &)\ dans D'(Q).
Et puisqu’on a |w¢] " 0, on vérifie aisément que
(4.38) Xwe & Vwie — 0 dans D'(Q).
De plus, d’apres les convergences (4.29) et (4.33), on a :
(4.39) Eje A = Eje Vwie — €.\ dans D'(Q), j # 1.

Des résultats classiques dans le cas périodique (voir Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]),
il en découle

(4.40) AV (z) — AXX dans L2(Q) faible.
ol

1
(4.40a) Ai(n) = % A(y,n)Vuw}(y,n)dy VYA€ RY, vn e R.

Y;

Le lemme 4.7 de compacité par compensation appliquée cette fois & p. = & )
et gL = w;e, nous donne
(4.41) Eie . Vwic (2, euse) — Ag(ug) Vg A dans (D'(Q)Y,

puisque gie-vwis = vuie-XQieAZwie-
On en déduit que

(4.42) VAERY, (6 +&)A=AVud+&.), j#i
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Soit enfin

Or la formultion variationnelle du probléme (1.1) est pour tout v € HYQ)

(4.44) / Ac(z, ue)Vu Vo de + as’“‘/ usvdo = / fvdz + / g=vdo,
Qe 0T, e 0T,

soit

/ EEVvdx—l-ozs“/ (6u5)’l)d0'=/ fv dx—i—z—:/ gev do,
Qe 8T Qe oT:

et, moyennant le lemme 3.2, on a

(ae“/ (aus)vdazaa“/ (V@’iy)(x/e)vx'vdaz—l—T%WT{?IE“_l/ (eue)v(z) de
T,

Qe €

(4.45) 4

\ €/8TE g(z/e)vdo = 6/Q€ (VO ) (2/e)Vevdx + (L 9(y) da) /Q vdx.

Y] Jore .

A présent, intéressons nous au passage & la limite dans les termes |07 | et / g(y) do.
8Te
Omn a

(4.46) OTE = C \ (dws U dus),

avec _ — '
C=0Y1U0jnY2 U~y U,

(qui est fixe, voir figure (4.1)),

par suite
lir% |0Tv | = |C| — lirr(l) |ow] U dws|.
E— £—

Or, quand € tend vers zero

(4.47) | 9§ U ] ——— 0.

On en déduit que
oTg | ——— || =~

On a alors

(4.48) lim [0T5| = 7.
£—

67



D’autre part

/ 9(y) d0=/g(y) da*/ 9(y) do,
BTf, C awguawg

[ o) do] < lollsaougumug 0 U dug 2
SwiUows

et, ’'on a

< ¢ |ows U dw§|*/2,
On conclut d’apres (4.47) que

(4.49) lim g9(y) do = / 9(y) do,
e=0 JoTe c

par conséquent, en passant & la limite quand e tend vers zéro dans (4.45)
1
(4.50) /(51 +&)Vu+ K, / (O1u1 + Oguz)vde = (—- / 9(y) da)@/ vdz.
Q Q Y] Je Q
Soit
/ (Al(ul)Vul + Ag(Ug)Vug)Vv + K, / (B1u1 + O2uz)v dx =
Q Q

= (l—%/cg(y)da)H/ﬂvdx.

A ce stade, intéréssons nous & la détermination de chaque fonction w;(i = 1, 2) solution
de Péquation (4.51). D’abord, si on suppose que f € L*°(Q), alors grace au principe
de Maximum, on peut dire que la solution de (1.1) est bornée uniformément dans
L™>(Q,). _

En utilisant I’hypothese (H), la fonction v} (z) = V*(x/e) vérifie :

{;gn (2 = xauc 2oy + 11 = 92 = xaa, l2200) ) = 0

(4.51)

(4.52) 0

IVVZ |20,y < c.
Soit la fonction test 1 = ¢1vF + pa(1 — v7), ol les ¢;(i = 1,2) sont des fonctions de

D(Q), et on pose ¢ = ¢ — ¢a.
On obtient '

/ AEVus(VU:)gbdx—l—/ AVu:[ V61 + (L= )V da
Qe Qe

(4.53) —/Q f[v:¢1+(1~u:)¢2} dx+a€u/

e[+ (-] do

£ —>

- [ acluo+ -] b ——0,
~ oT.
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et, donc

(/ A V(eus)pVul dx+/(£1€V¢1 + &2 Vo) dx
Qe Q

(4_54) ﬁ - /Q 8f(¢1X15 -+ ¢2X25) dx + Oée“/a ElUe [ U:¢1 + (1' B U:)¢2} do

Te

~e [ gufuiér+ (- vD)g]do ———0,
\ oT: e—0

(car v} est approchée par xq,, dans Qi, et (1 —v}) par xq,. dans Q).
Or, en faisant tendre € vers 0, on obtient

( liﬂ(l) (1 V1 + E2e Vo) dz = / (Al(ul)VU1V¢1 + A2(u2)VU2V¢2) dx
e—0 /o Q

(4.55) 4 lim

ef(1X1e + d2Xx2e) dx =0
Q2

L lim o /an (eue) [U:¢1 + (1 - U:)@] do =K, /9(91101?51 + O2u2¢2) dz,

en effet, d’apres le lemme 3.2

05”/ (eue) [X15¢1 + X2s¢2] do = 068“/ [(€U8X1s)¢1 + (5usX26)¢2} do

: oT. oT.

(4.56) _

aa“/ [ﬂleqﬁl + ﬂ25¢2] do —— K, / (O1u1d1 + Gaugdy) da.
8T€ e—0 Q

Toujours en utilisant le lemme 3.2, on a

(457) lime /a e[l + (1 - vi)e] do = (ﬁ /C o(u)dy) /Q 6161 + O da.

e—0

Donc, d’apres les convergences précédentes, on a

( lim (/ AV (eug)pVul dx + / (A1Vu1V1 + AaVua Vo) dz
Qe Q

e—0

(4.58) < —/Q ef(d1x1e + d2xn,.) dz + ag“/a EUe {vg‘(ﬁl + (1 - U:)¢2] do

Te

L+K“ /Q(Qlulqﬁl +92?{2¢2)d9€— <|_31/—l/cg(y)dy) /§291¢1+92¢2 d$)=0-
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Il reste donc & calculer la limite du terme / A V(eus)pVvy, et on sait que
Qe

(4.59) /Q AV (eue)pVul = /Q AVUEV (eug @) — / AZV (eue)V;

We

et puisque |we| — 0, et (eu.) est bornée uniformément dans L*®(£l,), le
£~
dernier terme de I’égalité (4.59) converge vers 0; ce qui revient & calculer la limite
de/ AZVUIV (eus ) dx.
Q

. €
Montrons maintenant que

(4.60) llrrcl) AZVUiVeued) de = qub (uyp — ug)
Q.

On considére donc Y, (k € N), un recouvrement de E. par des Y -translatés de €Y,
et soit IV, le nombre de tous les Ys’c inclus dans 2.
En appliquant l'estimation (4.21) du lemme 4.5 & (eu.¢), on a

|Yel
“Yal Jy,

s 1Yel
1l Jy

A*VUEY (ugd) —

X915¢ + 6¢ XQ25¢

(4.61) Ye

< ¢ NPTV (ued)ll L2 vy

En sommant sur &, on obtient

’

1
AINVuIV / 0. 4| Yz Ute — T U2e
” (ue) — Rl |(]Y| 1 Y5 2)
(4 62) < N2t N o 1/2
: <c M2l /N, (Z IIV(Ue¢)“L2(Y§))
k=1
\ < c eI V(ued)l 2 (a.)-
Et, on déduit que
1
4.63 / AZV'U:V Ug / 00| Yz Ule — 75 Uge) — 0.

( ) o, ( ¢) ¢l |(’Y| 1 |Y2| 2 ) D0

En combinant (4.63) avec (4.29), on obtient la convergence (4.60).

70



On trouve enfin

( / (Al(ul)vulv¢l + A2(U2)VU2V¢2) + 91/ B(ur — ug) dx
o 0

(4.64) 4 +Ku/(2(01u1¢1+92u2¢2)dx: (Iyil/cg(y)d@ /9(01¢1+92¢2)da:

\ V¢, € D(Q), i=1,2,
égalité qui reste vraie Vo), € HE(Q) (par densité, car ) est régulier);
ce qui acheve la démonstration du cas critique.

Dans ce cas, on remarque que le probleme limite obtenu est un systéme couplé avec
un terme d’interaction.

4.2.2. Cas surcritique

Le cas surcritique (grands ponts) correspond & : €2 < |we| < 1, i.e. v < 2.

Théoréme 4.8. Dans le cas surcritique, et sous U’hypothése (H), il existe deux fonc-
tions u;(i = 1,2) dans H(Q) telles que

Ele — O1uq + Oug dans LZ(Q) faible
(4.65)
Else — Oju; dans L2(Q) faible,

ot les fonctions u; sont solutions du systéme suivant

UL = ug = u dans §2

: 1
(4.66) — div [(Al(u) + Ay(w))Vu| +0K,u = m@/cg(y) do dans

u =0 sur 9.

Si de plus mars (g9) =0, on a

Ue — O1uy + Oaug dans L2(Q) faible
(4.67)
Uie — Osu; dans L2(Q) faible,

ot les fonctions u; sont solutions du systéme suivant
U1 = Uy = u dans {2
(4.68) — div |(A1(u) + A2(u))Vu| + 0K,u = 6f dans Q
u =0 sur oS
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Démonstration :

Pour avoir (4.66), on utilise exactement les mémes arguments que ceux utilisés dans
le théoreme 4.6.

En utilisant (4.23) du lemme 4.5, la fonction vy, définie par (4.20), vérifie

(4.69) m (”vvle”LZ(Qe) + |[vie — (91/9)“L2(Q€)) = 0;

li
e—0
et, en choisissant ¢u. comme fonction test dans (4.20), ot ¢ € D(2), on obtient

(4.70) A Vi1 (Voue) dm—l—/

V1ePUe dT = / QU1 de;

et, d’apres les convergences (4.29) et (4.69), on déduit en passant & la limite que

(4.71) (01/‘9)/&’;(611&1—!—92’&2)(256137:/991'&1¢dx quED(Q),

ce qui entraine que

1
5(91’1111 + QQ’UJQ) = UuUz.
D’ou

(472) U = U9.

En combinant (47 2) avec la formulation variationnelle (4.51), on obtient facilement
'équation (4.66).

Dans ce cas, on peut expliquer 1’égalité des deux fonctions u; et ug par le fait que le
pont Q. est suffisamment large pour connecter complétement les deux matériaux.

4.2.3. Cas souscritique
Le cas souscritique (petits ponts) correspond & : |w| < &2, ie. v > 2.

Théoréme 4.9. Dans le cas souscritique, il existe deux fonctions u;(i = 1,2) dans -
HY(Q) telles que

EUe — Oruy + Oauy dans L2(Q) faible
(4.73)
Elie — O;u; dans L2(Q) faible,

ou les fonctions u; sont solutions du systéme suivant qui dépend fortement de la
moyenne de g sur le bord des trous.

( 1
— div (A1(u1)Vur) + 0 Kup = |—Y—I91 / g(y) do dans
c
=
Yl

(4.74)

\ — div (Az(u2)Vug) + 02K ug = 702 / g(y) do dans Q
c

L U1 = ug =0 sur 0f).
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Si de plus marg (9) =0, on a

Ue — O1uq + Ooug dans L?(Q) faible

(4.75)
Use — Oyu; dans L2(Q) faible,

ot les fonctions u; sont solutions du systéme suivant

— div (A1(u1)Vug) + 01 K ur = 01f dans
(476) — div (A2 (ug)Vug) + GQKMUQ = 92f dans

u1 = ug = 0 sur 9.
Démonstration :

On choisit la fonction ¢;v;; comme fonction test dans la formulation variationnelle
(4.13), ot ¢; € CLR™), i =1,2

/ Ae(z,ue)(Vue)d; Ve +/ Ac(z, ue)Vue (Vdi)vie dm+a€“/ Ue PiVie dO
Qe Qe dT:

(4.77)
= / foivse dx + / 9eDiVic do;
Qe oT.

puis en utilisant (4.24) du lemme 4.5, les fonctions v;. vérifient

(4.78) gi_r{(l)(ﬂvvisHLz(Qe) + |vie — Xou. HL?(%)) =0.

Et, 'on déduit que

(04

/Q&qubz dx + 1Yl |8Ty! /Q’u,w(bz dx = /QE fgbivis dx
(4.79)

1 N
+(— gdo) / X $i A
Y| Jore Q
Alors en utilisant (4.29) et (4.43), il découle

/QAi(ui)(VUi)@*l-KM/Q@iui@ dx = (T;T'/Cg(y) da) /Qgiﬁbi dx,

Vqﬁz S D(ﬁ) ,

(4.80)
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cette égalité reste vraie V¢, € H(Q) en utilisant un argument de densité (£ est
régulier). L’équation (4.80) correspond donc 4 la formulation variationnelle de (4.74).

Dans ce cas, on remarque que les fonctions u; sont solutions d’'un systéme totale-
ment découplé ou u; n’apparalt pas dans 1’équation vérifiée par us et vice versa, on
peut expliquer cela par le fait que le pont Q. est suffisamment petit pour séparer
complétement les deux matériaux.

4.3. Cas ou le matériau 1 est isolé
Supposons donc que la condition G2 est satisfaite.
4.3.1. Cas critique

Théoréme 4.10. Dans le cas critique, et sous 'hypothése (H), il existe deuz fonc-
tions (u1,us) € L?(Q) x HY(Q) vérifiant ({.29) telles que :

( 1
(Ol + 01K, )u1 — Olug = mé’l /Cg(y) do dans §2

(4.81) — div (A2(u2)Vug) + (00 + 02K )ug — Oluy = 111,—'92 / 9(y) do dans Q2
c

L ug = 0 sur 0€).

Si de plus mare (9) =0, on a

(0l + 01 K,)us — Olug = 61f dans Q2

(4.82) ﬁ — div (Az(ug)Vug) + (01 + 02 K )ug — Qluy = 05 f dans Q

\ug = 0 sur 012,

ot les fonctions u; sont définies par (4.27).
Démonstration :

Dans ce cas, comme le matériau 1 est isolé et donc le domaine €21, n’est pas connexe,
la fonction uc|n,, ne peut pas &tre prolongée & une fonction dans H'(Q) avec les
propriétés requises en homogénéisation pour définir les fonctions auxiliares w3, comme
dans (4.31).

Le matériau 1 est isolé, on a alors Y; NOY = 0, et donc une solution wy définie par

(4.8) est de la forme w;(y) = A.B dans chaque Y-translaté de la forme 3 + Y7 de Y7,
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d’ou la fonction wi est constante dans chaque composante connexe de Fi1, et d’apres
(4.7), on déduit que A;z(uz) =0.
De la méme fagon que dans (4.31), on définit la fonction

(4.83) wie(x) = Az + e (z/e)[(wr — Ay)(z/e)],

oll wy est constante dans chaque composante connexe du support de ;.
La fonction wi. satisfait

wie(z) — Az dans W2 (Q) faible,

loc

(484) les(x) = () dans ng

wie(z) = Az dans Qo;

et en procédant comme dans la partie 4.2, on obtient

&1=0
(4.85)
E2 = Ao (ua)Vug;

et le reste de la démonstration est similaire & celui de la partie 4.2.1. Le matériau 1
étant, dans ce cas, isolé, la fonction v} ne peut plus étre approchée par la fonction
caractéristique du domaine 1. dans le sens de (4.52), pour justifier les passages & la
limite de type (4.55) et (4.56), nous utilisons le lemme 3.1 de Briane[8]. Ce lemme
permet, sous des hypotheses, le passage & la limite dans un produit de type u1.v’ (on
retrouve cette méme technique de passage & la limite dans Damlamian-Donato[14]).
Les hypotheses de ce lemme portent sur 'ordre de grandeur des constantes de Poincaré-
Wirtinger’s, qui sont assurées dans notre cas par I'hypothése (H).

4.3.2. Cas surcritique et souscritique

Théoréme 4.11.

i) Dans le cas surcritique, et sous [’hypothése (ﬁ ), il existe deux fonctions (u1,us) €
HY(Q) x HY(Q) vérifiant (4.29) telles que :

U = uo =u dans §2

1
(4.86) — div (Az(U))V’LL +0K,u = m@/cg(y) do dans §2
u =0 sur 0.
Si de plus marg (9) =0, on a
u1 = Uz = u dans €}
(4.87) — div (Al(u) + Ay (u))Vu +0K,u=0f dans

u =10 sur 0},
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o les fonctions u; sont définies par (4.27).
i4) Dans le cas souscritique, il existe deux fonctions (u1,uz) € L2(Q) x H(Q) vérifiant
(4.29) telles que :

Kyuq = 0/ ) do dans §
1
(4.88) \ — div (Ag(u;),)Vuz) + 0K, up = l—ﬂez / 9(y) do dans Q2
c
L uz = 0 sur 02

Si de plus mars (9) =0, on a
K,ui = f dans Q
(4.89) — div (Ag(u2)Vug) + 0K, us = 0f dans Q
ug = 0 sur 01,

ou les fonctions u; sont définies par (4.27).
Démonstration :

En tenant compte du fait que Aj(ui) = 0, le schéma de la preuve des deux cas
surcritiques et souscritique est exactement le méme que celui dans les parties 4.2.2
et 4.2.3. L& aussi, on aura recours, comme dans le cas critique, au lemme 3.1 de
Briane[8] pour justifier les passages & la limite dans des expressions de type (4.70) et
(4.77). :

4.4. Cas ou les deux matériaux sont isolés
Supposons que la condition G3 est satisfaite.

Théoreme 4.12. Dans les trois cas : critique plus ’hypothése (H), surcritique
plus Uhypothése (H) et souscritique, il existe deus fonctions (u1,uz) € L?(Q) x L?(Q)
vérifiant (4.29) telles que :

(4.90) Uy = ug = %(—I—%H/Cg(y) dO‘) dans Q.
S de plus mare(g) =0, on a
(4.91) Uy = Ug = Lf dans (Q,
Ky
ou les fonctions u; sont définies par (4.27).
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CHAPITRE III

CALCUL NUMERIQUE DES COEFFICIENTS HOMOGENEISES ET DE
LA SOLUTION LIMITE DU PROBLEME ETUDIE AU CHAPITRE I



CHAPITRE III

Calculs numériques des coefficients homogénéisés et de la solution limite
du probleme étudié au chapitre I

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous allons développer une méthode numérique permettant le calcul
explicite des coeflicients limites. Le but est donc le calcul des coefficients homogénéisés
du probleme étudié au premier chapitre, et qui sont définis par la formule

1 O0¢ (u) — 1) 00X (u) — ;)
(11) qij(u) = IY’ - akl(y’u) ayk 3yz

dy,

oll u désigne la solution limite du probléme de Fourier non linéaire et non homogene
défini dans des ouverts perforés étudié au premier chapitre.

Les fonctions auxiliaires x*(u*) sont solutions des problémes adjoints correspondant
au probleme de Fourier, et les coeflicients a;; sont Y- périodiques, de classe Cl et
lipschitziens (Y étant la cellule de référence).

Pour cela, on essaiera d’abord de calculer les différentes quantités figurant dans cette
formule (essentiellement les fonctions x*(y,u) calculées sur une cellule de base), puis
en deuxieme lieu, on introduira des formules de quadrature, qui consistent & calculer
les intégrales en question de manieére approchée. Pour résoudre ce probléeme, on aura
recours & une méthode itérative de type point fixe.

Et comme il s’agit d’un probléme non linéaire, les calculs des coefficients et de la
solution limite sont couplés, contrairement au cas linéaire ol les aspects sont découplés.
Donc, méme si le prix & payer est de travailler sur le non linéaire, on calcule non
seulement les coefficients homogénéisés mais pour le méme cofit, on calcule aussi la
solution du probléme limite, et le procédé numérique utilisé reste raisonnable.

Pour cela, on approchera le probleme initial par une suite de problemes linéaires via
une méthode itérative qui consiste & construire, a partir d’une étape d’initialisation
de q?j, une suite gj% dont on espere qu’elle converge. Cette suite est définie par une
relation de récurrence du type qg.“ = G’(q{.‘j), avec un choix initial de qgj.
Parallélement, on construit deux suites . (qui nous permet de calculer la solution du -
probléme limite dans le domaine {2 tout entier) et x*, toutes les deux nécessaires pour
approcher les coefficients %5

Le logiciel retenu pour la résolution de notre probleme est FreeFem+-, qui est une
implémentation d’un langage dédié aux éléments finis qui permet de résoudre des
équations aux dérivées partielles simplement sur différents maillages dont on rappellera
brievement les points forts ci-dessous.
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2. Présentation de FreeFem----

FreeFem-+-+ est un compilateur, un langage typé, polymorphe avec une syntaxe proche
du langage C++ (ou java), ce logiciel permet de résoudre numériquement des EDP
elliptiques dans des domaines bidimensionnels par la méthode des éléments finis. Sa
derniére version permet la définition des problémes linéaires selon leurs formulations
variationnelles avec une écriture trés proche de 1’écriture mathématique et en utilisant
de nombreux types d’éléments finis, il permet aussi de faire de ’adaptation de mail-
lages, pour raffiner le maillage (il suffit d’augmenter le nombre de points sur le bord).
Le logiciel a été porté sous les environnements Unix, MacOS et Windows.

Le langage de FreeFem-++ permet une spécification rapide des EDP et de faire un
choix parmi plusieurs possibilités de résolution :

- Une définition de nombreux éléments finis tels que P1, P2 Lagrange, P1 discontinu,
élément fini de Raviart-Thomas, mini-élément, ...

- Une interpolation automatique de toutes les fonctions éléments finis

- Une définition du probleme linéaire par la formulation variationnelle avec la possi-
bilité d’accéder aux matrices ou aux vecteurs si nécessaire.

- Une définition analytique de la frontiere.
- Un générateur de maillage automatique basé sur la méthode de Delaunay.

- Un générateur de maillage anisotrope pour faire de ’adaptation de maillages, avec
un constructeur de métrique automatique si nécessaire.

- Des solveurs linéaires LU, Cholesky, Crout, CG, GMRES.
- Des méthodes de calcul de valeurs et vecteurs propres.
- Une visualisation graphique.

- De nombreux exemples traités : Navier-Stokes, élasticité, fluide structure, probleme
aux valeurs propres, méthode de décomposition de domaine de Schwarz, indicateur
par résidu, probléeme frontiére libre ...

3. Position et formulation du probleme

On rappelle que notre probléme est

(9 Oue
_3% (aij(z/€, ue) 5z, = f. dans (2
(31) S aij(g;/g,us)%yj + as“ua =g, sur aTe
ij
L ue =0 sur 01,
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et, dont le probléme homogénéisé, dans le cas olt mar(g) # 0, est

u € HE(Q)

(3.2)
0 ou 1
_a_x?{q“(“)a—xj} + K(a, plu = ] 8Tg(y) do,

ol les données K(a, 1), g, o... sont définies dans le premier chapitre.

Comme les coefficients homogénéisés g;;(u) et les fonctions auxiliaires x*(y,u*)
dépendent tous les deux de la solution w* du probléme limite, qui lui aussi dépend
de g;;(u*), on utilisera la méthode du point fixe pour résoudre le probleme dont le
schéma itératif est de la forme q,?jﬂ = G(q7}), avec un choix initial de q%. On peut
remarquer qu’on peut choisir de démarrer de u°, pour calculer les X%, donc les q% et
ensuite calculer u! et ainsi de suite...Et le probleme reste équivalent puisque le choix
de u0 est arbitraire.
On introduit les notations suivantes

a7 = ij (T, un) = qij(un)
(3.3)

Xk = x5 (Y, un), ot n € N.

Il s’agit donc d’approcher notre probleme par une suite de problemes linéaires par la
méthode itérative citée ci-dessus.
Soient les trois probléemes suivants

( q% donnée
(3.4) ﬁ pour n > 1,u;, € H&(Q) est solution de
4 n—lau:z 1
5% A T Kl pu, = = do.
\ 855'@ {qw a.'rj } T (Oz ,Lb)’un |Y| BTg(y) o

( w’ donnée, rechercher x? € HL(Y™*) telles que
n n 0

—8yk [alk(y,un) _8yz (x%, — y,)} =0dans Y
(3.5) ¢

0
[alk(y)u;)a—y—l'(x?ﬁ - yi)'nk] =0 sur OT

\ x}, Y — périodique et de moyenne nulle.
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On construit alors, pour u” et x*, données, les coefficients

1 A(xt, — vs) 00, — v5)
3.6 no— Jut) DX n dy.
(3.6) %=1 ), ari(y, up,) n o Y

Au départ, apres le choix d’une initialisation qu“l, on calcule numériquement dans
tout le domaine €2, la solution v} du probléme (3.4) (décalé d’un rang), qu’on utilisera.
pour calculer les fonctions x?, solutions du probléme (3.5) dans la cellule de base Y*
du matériau.

Enfin, & l'aide de formules de quadratures, on évaluera les intégrales g;; dans (3.6).

L’algorithme est alors le suivant :

1 Initialisation : choix de qgj (qgj = 0;; par exemple), choix de la précision & du test
d’arrét.

2 Etape initiale: on calcule la solution limite u; dans tout £, puis x1 et x? dans la
cellule de base. xi nous permet d’avoir ¢i; et g3, alors que x? nous permet
de calculer g3, et gi,.

3 Etape n : on suppose calculé qu_l, on calcule u} solution de (3.4), puis on calcule
les deux solutions X, et x2 de (3.5). Enfin, on calcule ¢4 donnés par (3.6).

4 Sillq — Glgy)| = supy, |qf; — q%'*'l)] < €, on s'arréte, sinon on change n en n + 1

et on retourne a ’étape précédente. '

Précisons que notre algorithme étant basé sur la méthode du point fixe, sa convergence
quand n — 0o, doit étre prouvée sans probléme puisque les hypotheses lipschitziennes
sur la matrice initiale se transportent de maniére simple dans notre cas.

4. Approximation numérique de (3.4)

4.1. Formulation variationnelle

Comme dans les cas classiques, on obtient par des intégrations par parties la forme
- faible du probleme (3.4)

our dw 1

n—1 n *

q;; ————dzr+ K(c, /u wd:c——-/ _— dolwdzx
(4.1) /Q 7 Oz; Oy () Q " Q(|Yl 8Tg(y) )

Yw € HY ().

La constante K(«, u) étant positive, pour que le probléme variationnel admette une
solution unique, il suffit que I’hypotheése suivante soit satisfaite

(4.2) 30, 8> 0, Ve e RY  ot]? < gi56:6; < BIE.

Nous allons & présent décrire I’approximation par éléments finis P! de la formulation
variationnelle (4.1).
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4.2. Discrétisation du probléme variationnel

Nous supposons que le domaine 2 est doté d’une triangulation réguliere
(Tx),k € {1,..,n:}, ou n; est le nombre de triangles, les ny sommets du maillage
étant notés ¢*,i € {1,...,ns}, nous définissons ’espace discret V}, par

Vi, = {qSh : Qp — R, ¢y, est continue sur O,k € {1, ...,n4}, dr|T, est une
(4.3)
fonction affine, et ¢p(q*) = 0, Vq* sommet de 89y,, frontiere de Qh},

Ng
ol Qh = U Tk.

k=1
La fonction ¢y étant dans 'espace V4, sa valeur en chacun des sommets frontieres du
maillage est entierement déterminée, ce qui montre que la dimension de cet espace est
égale & ng — ny, oll ns est le nombre de sommets frontieres.
Puis, nous résolvons (4.1) dans cet espace d’approximation, ce qui revient & approcher
uy par une fonction ¢p € V}, solution du probléme suivant

Trouver ¢p € V3, tel que Ywp € Vj,

Q= dz + K(a, ) dpwp dr = /
h J 8!17_7 3 i ( Qp Qn (

Xq

1
Y| Jor

L’espace Vj, est un sous espace vectoriel de HE(Q), dont une base est formée des
fonctions chapeaux (w')ier,, et Io étant 'ensemble des indices i de tous les noeuds
internes du maillage, i.e. I'ensemble des indices ¢ tels que ¢* & 89, wi(g?) = §;;. Ceci
nous permet de chercher la solution de (4.4) sous forme d’une combinaison linéaire de
ces fonctions

(4.5) ¢n(z) = > piw'(z), Vzeq.

9(y) da) wy, dz.

Ainsi formulé, et en injectant 'écriture (4.5) dans (4.4), le probléme variationnel se
réduit alors a la résolution d’un systéme linéaire, d'inconnue ® = (¢;)icr,

(4.6) A®=F,

ot ® est le vecteur de composantes (¢;)ier, -
La matrice A = (Af;)(; jyerz, et le second membre F' = (F})ier, étant définis respec-
tivement par

ow'* dw’ o
4.7 A?-:/ el dx+ K{a, / w'w’ dx, i,7) € IZ.
(4.7) y thkl 3%, o, (o, ) o (4,7) € Ig
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1 .
4.8 F':/ — dow’ dz, j€ Iq.
(4.8) j nh(lYl 6Tg(y) ) jeln

5. Calcul numérique des fonctions auxiliaires
5.1. Formulation variationnelle

Nous allons a présent, calculer les fonctions auxiliaires Xﬁ qui interviennent dans les
calculs des coefficients homogénéisés. Précisons que pour chaque noeud du domaine
2, on doit calculer les x® correspondants, on aura donc autant de problémes en x*
que de noeuds. Il s’agit de résoudre numériquement le probléme suivant

Trouver x* € H(Y*) solutions du probléme

o) ) .
By %0 48) 5= O — )] = 0 dans ¥
i J

(5.1) w2 (F — )] =
[azg(y,un) 8y,(xn yk)-m] 0 sur 6T

J

| Xﬁ Y — périodique et de moyenne nulle.

Dans (5.1), la fonction u} ne représente qu’un paramétre donné.
Soit ¢ € H(Y*), Y-périodique, et on multiplie (1.3) et on intégre

( N 09 N
. aij(@/’ ’u’n)@;(Xn - yk)ayz dy = oy a’ij(y)un)é?j(Xn - yk)l/7,¢ do

52 = | oulnun) -k ~ wwbdo
J

\ A =07

9]
car l:a,ij (y,u;)é?g—(xfb - yk)] est Y- périodique pour u} fixé.
7
On en déduit que V¢ € H %E(Y*), la formulation variationnelle de (5.1) est

oy 88,
(5'3) /Y* azg(y, n)a 8% dy = /*aw(yaun) ayiék” dy.
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Comme dans le paragraphe 4.2, on utilisera approximation par éléments finis P! pour
la résolution numérique de ce probléme, mais avec des modifications supplémentaires
dues au probléme des conditions aux limites périodiques qu’on va décrire dans le
paragraphe 5.3. En dimension 2 par exemple, on est amené a résoudre deux probléemes.
Trouver x. € HY(Y*) telles que

(0 o
8y¢[

azy(y,u;)‘a'&;“()(}b - yl)] =0 dans Y*
j

(5;4)

—

o 0
[aij (y,un)gg(xi - yl).nz-] =0 sur 0T

J

L x,l1 Y — périodique,

La formulation variationnelle est de la forme suivante

o\ 0 }L@ NI L0)
/*aij(yaun)%ygg dy:/*az‘j(y,un)@flj dy
(5.5) ?
Vg € HY(Y*).

La fonction x2 sera solution d’un probléme identique en échangeant y; en y et 1 en
625 et ot x2 est périodique.

Pour j = 1,1 =1,2 le calcul de x. nous permet d’avoir les coeflicients g7y et ¢3, et
sij=2,4i=1,2 le calcul de x2 nous permet d’avoir les coefficients ¢, et q7.

5.2. Maillage

Pour réaliser le maillage du domaine en question, on a utilisé le mailleur de
FreeFem--+.

6. Calcul numérique des coefficients homogénéisés du probleme

Dans la pratique, notre algorithme consiste en les étapes suivantes :

On démarre d’une température initiale donnée Tp, puis on calcule la température en m
points du maillage (dans ce calcul, on a opté pour quatre points), ensuite on calcule
les fonctions locales X! ainsi que les coefficients homogénéisés correspondants & ces
points, apres, en utilisant une interpolation de Lagrange des m matrices homogénéisées
obtenues, on obtient une matrice homogénéisée définie partout en ces m points (cette
interpolation nous évite de faire les calculs des fonctions x* en chaque point du maillage
dans la cellule).

Enfin, on résoud le probléme complet dans le domaine entier pour avoir la nouvelle
température 77 qu’on réinjecte dans notre algorithme et ainsi de suite jusqu’a conver-
gence.
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6.1 Quelques exemples numériques

Nous donnerons dans les exemples suivants deux cas de figures selon que a;; est
symétrique ou non.

Exemple 1 :

z 0 _ . . N . .
Dans cet exemple, on démarre de g;; = 6,5, et on choisit une matrice a; (non isotrope)

de la forme
a1l a12 u/2 1

A(m, 'U,) = = ,
a21 a22 1 u/4

qui s’écrit sous la forme A(y,u) = A°(y)B%(u) + A'(y) B(u) avec

0 1
A(y) = ,B%(u) =1,
1 0
/2 0
Al(y) =  Bl(u) = u.
0 1/4

On choisit 77 = 10™* comme test d’arrét, aprés quatre itérations, les coefficients ho-
mogénéisés en un point du maillage deviennent constants et sont donnés par

4 —
&P ¥ 0.248 9.7 10-3
4 4 _a.
& gY 92.6710-3  0.248

On constate que la matrice ¢;; obtenue est bien symétrique.
Exemple 2 :
La matrice a;; est choisie de la forme

aiy ai19 U / 2 1

Az, u) = = :
az1 a22 9 u/4

Apres trois itérations, les coeflicients homogénéisés deviennent constants et sont
donnés, en un point du maillage pris au hasard, par

qﬁ) qgg 0.359 1.37 103
q%) qu 0.91073  0.36
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&2 B 0.359 1.38 1073

D P 0.8810-%  0.359
¢ B\ 0.359 1.379 10-3
YA 0.8810-%  0.359

On constate que dans notre cas les valeurs des coefficients calculés s’approchent beau-
coup de celles qu’on trouve dans le cas linéaire. On peut expliquer cela par le fait
qu’on linéarise notre probléme pour pouvoir le résoudre numériquement.

6.2.b Autres exemples :

Les courbes suivantes représentent un tracé de la conductivité en fonction de la
température de quelques matériaux physiques concrets.

En utilisant des techniques d’interpolation, on peut approcher par exemple la courbe
des briques réfractaires (voir ci-dessous) par une méthode de type suivant :

a(u(z)) = 4, 7418 exp(—0, 0006u(x)).
Remarquons que a(u(x)) est bien lipschitzienne sur IR ..

Pour n = 10~ comme test d’arrét, aprés deux itérations, les coefficients homogénéisés
en un point du maillage deviennent constants et sont donnés par :

AV gD 2.8778 3.34974 1075
U - 3.34974 107 2.87785
42 P 2.87867 . 3.35075 1075
@@ g2 - 3.35075 1075  2.87871

Le tracé de la conductivité en fonction de la température pour cet exemple est donné
par la figure2.

Pour mettre en évidence la non linéarité de la conductivité en fonction de la =
température, on fait une coupe qui traverse toutes les isovaleurs pour représenter la
matrice homogénéisée K ((1/2,v;),u(1/2,y;)) en fonction de la température u(1/2,y;),
ceci revient & associer & chaque isovaleur I, représentant une température u;(z), une
matrice de coefficients homogénéisés A(u(zx)).

Signalons aussi que si ’on choisit des coupes qui, par exemple, ne traversent pas assez
d’isovaleurs, les tracés de la conductivité en fonction de la température seront non
parlants.
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La courbe du Zircon (voir ci-dessous) peut étre approchée par la méthode :

qui est lipschitzienne sur tout R.

a(u(z)) = 13,261(1 + w2)(—0»1255),

Pour 1 = 10~% comme test d’arrét, aprés deux itérations, les coefficients homogénéisés
en un point du maillage deviennent constants et sont donnés par :

1
qg 1)

1
qgl)

2
q § 1)

2
qgl)

1
qu)

1
qu)

2
q§2)

o2 )

3.12226

3.63429 1075
3.12892

3.64204 1075

3.63429 10~°

3.12231
3.64204 10~°

3.12897

Le tracé de la conductivité en fonction de la température pour cet exemple est donné

par la figurel.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéréssés & I’homogénéisation d’une classe de
problemes non linéaires et non homogenes avec des conditions de Fourier dans des ou-
verts perforés, les premiers résultats de convergence obtenus généralisent des résultats
antérieurs de Cioranescu-Donato [10], puisqu’on considére ici des coefficients a;; qui
dépendent de la solution de maniére lipschitzienne.
Les différents problemes homogénéisés sont obtenus en utilisant la méthode de l’energie
selon que la moyenne de la donnée g sur le bord des trous soit nulle ou non.
Ensuite, on s’est intéréssé au méme probléeme mais cette fois dans des domaines faible-
ment connectés, trois cas ont été étudiés selon la connexité des deux matériaux ainsi
que la taille des ponts les reliant.
Dans le cas complexe ol les deux matériaux sont connectés et quand les ponts sont
suffisamment petits pour séparer complétement les matériaux (cas sous critique), on
obtient deux problémes non couplés pour les materiaux 1 et 2. Lorsque les ponts sont
suffisamment larges pour connecter complétement les deux matériaux (cas surcritique),
on obtient un probléme homogénéisé commun. Finalement, dans le cas ol les ponts
ne sont ni suffisamment petits ni suffisamment larges, on obtient un systéme couplé
avec des termes d’interaction entre les matériaux.
Dans le cas ou 'un des matériaux est isolé, on obtient un probleme elliptique pour la so-
lution homogénéisée pour le matériau connecté et une deuxieme solution homogénéisée
exprimée de maniere explicite en fonction de la premiere pour le matériau isolé.
Notons que le fait que les systeémes soient couplés ou non est du & la connexité des
matériaux, comme la taille des ponts a une influence directe sur la forme des équations
homogénéisées.
Enfin, une méthode numérique est développée pour le calcul explicite des coefficients
homogénéisés calculés auparavant. Le probleme non lineaire est approché par une
suite de problemes linéairels en utilisant une méthode itérative définie par une relation
n+1l _

de récurrence de type g;;" = = f(qj;) avec un choix initial de q.%.
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Homogénéisation d’une classe de problémes non linéaires avec des condi-
tions de Fourier dans des ouverts pérforés |
Cette thése est consacrée & ’homogénéisation d’une classe de problémes non hnealres et
non homogenes dans des ouverts perforés avec des conditions de Fourier sur le bord des
trous: Dans le premier chapitre, les résultats de convergence obtenus généralisent des
résultats antérieurs de Cioranescu-Donato, puisqu’on considére ici des coeflicients a;;
qui dépendent de la solution de maniére lipschitzienne. Aprés le théoréme d’existence
et d’unicité de la solution, des théorémes d’homogénéisation sont établis. Le deuxiéme
chapitre est lul consacré & 1'étude du comportement limite de la solution du méme
probléme mais dans des domaines faiblement connectés, les résultats d’homogénéisation
ont été obtenus dans trois géometries différentes selon la connexité des deux matériaux
ainsi que la taille des ponts les reliant. Enfin, une méthode numérique est développée
pour le calcul explicite des coefficients homogénéisés calculés auparavant. Le probléme
non linéaire est approché par une suite de problémes linéaires en ut1l1sant une méthode
" itérative définie par une relation de récurrence.

Homogenization of a class of nonlinear problems with Fourier conditions in
perforated domains

This thesis is devoted to the homogenization of an elliptic quasi-linear problem in
a perforated domain with Fourier conditions on boundary of the holes. First, the
Results of homogenization that we obtain generalize anterior results of Cioranescu-
Donato because the coefficients a;; depend on the solution, what prevent us of passing
directly to the limit on some terms. In addition to the homogenization results, a
theorem of existence and uniqueness of the solution is proved. In the second chapter,
we studied the limit behavior the solution of the same problem but in weakly connected
domains, the homogenization results are proved in three different geometries according
to the connectedness of materials and according to the size of the bridges. In the
last chapter, a numerical method is developed to calculate explicitly the homogenized
coeflicients established before, the non linear problem is approached by a sulte of linears
problems by using an iterative method.

Mots-clés Homogénéisation - non linéaire - Fourier





