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Introduction générale 

La méthode utilisée dans ce travail est l'homogénéisation dont le but réside dans 
la recherche d'une équation dite "homogénéisée" ou "macroscopique" décrivant des 
phénomènes qui ont lieu dans un milieu non homogène et dont les caractéristiques sont 
très difficiles à calculer, puisqu'un maillage satisfaisant d'un matériau comportant de 
très nombreuses cellules de très petite taille requiert un temps de calcul prohibitif. Ces 
caractéristiques vont être approchées de manière satisfaisante par celles d'un matériau 
fictif, dit "homogénéisé", facile à étudier, car un maillage plus grossier est suffisant pour 
les calculs (on n'a pas à tenir compte de particularités géométriques car le matériau 
est homogène). 
Dans le cas d'une structure générale, il existe des méthodes différentes (échelles mul
tiples, r -convergence, G-convergence, H -convergence, convergence multi-échelle) qui 
permettent la démonstration de la convergence du processus d'homogénéisation. On 
définit un petit paramètre strictement positif (noté en général par ê). Ici, nous nous 
intéressons en particulier au cas des matériaux à structure périodique, et donc, au pas
sage à la limite ê ----t 0 d'un milieu non homogène à un milieu homogène équivalent en 
termes de caractéristiques thermiques. Pour cela, une des méthodes souvent utilisée 
est la méthode de l'énergie. 
L'exploitation des gisements pétroliers, l'industrie chimique et les problèmes hy
drauliques constituent quelques exemples d'application pratique de la méthode de 
l'homogénéisation. L'enfouissement des déchets radioactifs dans le sol offre un 
intéressant problème d'application pratique des procédés d'homogénéisation. Dans 
ce cas, on considère une matrice de granite contenant des centaines de trous cylin
driques très profonds et très fins, ces trous sont destinés à recueillir des déchets. On 
souhaite étudier la circulation de l'eau dans l'ensemble matrice-puits. 
Tout calcul est évidemment exclu sur le site réel, à cause des dimensions globales de 
ce site et de la finesse des trous. On remplace alors le domaine réel par un domaine 
homogénéisé, dans lequel les calculs pratiques sont possibles. 
De très nombreux matériaux présentent un comportement thermique non linéaire, 
même dans des conditions d'exploitation classiques. Pour certains d'entre eux, la 
conductivité thermique dépend de manière non linéaire du gradient de température et 
pour d'autres c'est une dépendance en fonction de la température elle même que l'on 
observe. 
L'assemblage périodique de divers matériaux de type et de trous dans des configu
rations non standards constitue des matériaux composites qui font l'objet de ce tra
vail. Nous utilisons la méthode d'homogénéisation des structures périodiques pour 
déterminer le comportement macroscopique de tels composites soumis à des condi
tions aux limites non standards sur le contour des trous. 
Des matériaux très classiques tels que les verres [15] présentent une conductivité 
dépendant de la température pour les températures élevées, leur conductivité présente 
une courbe croissante variant de 0,01 cal/s x cm xc à 0,2 cal/s x cm xc environ. 
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D'autres matériaux présentent une conductivité dépendant de la température, c'est le 
cas de l'Aluminium [15], des matériaux semi conducteurs dont la conductivité n'est 
pas monotonne en fonction de la température, des céramiques [15] dont la conductivité 
est décroissante en fonction de la température. La conductivité du bois est elle aussi 
fonction croissante de la température [15], ce matériau présente à lui seul une structure 
composite relevant de notre étude, la structure intime [15]1aisse apparaître des cellules 
dont la géométrie rappelle celle que nous avons retenue dans notre étude. 
Pour l'homogénéisation des problèmes linéaires dans différents types de géométries, 
il existe une littérature abondante. A partir des années 90, les auteurs ont com
mencé à s'intérésser à l'homogénéisation des problèmes non linéaires. Les opérateurs 
traitant la non linéarité sont souvent monotonnes, ce sont des opérateurs où les co
efficients dépendent du gradient de la solution de manière monotonne. Cependant, 
l'homogénéisation des problèmes quasilinéaires reste rare voire inexistante dans la 
littérature. Dans ces derniers problèmes les coefficients des opérateurs dépendent de 
manière non linéaire de la solution. Le problème que nous traitons fait partie de cette 
dernière classe. 
Le travail que nous présentons dans cette thèse est partagé en trois chapitres, avec une 
bibliographie générale à la fin. L'objectif du premier chapitre est l'homogénéisation 
d'un problème de Fourier non linéaire et non homogène dans des ouverts perforés. 
Dans la première partie, on donne la formulation du problème, ainsi que le théorème 
d'existence et d'unicité de la solution du problème. Les résultats de convergence 
obtenus généralisent des résultats antérieurs de Cioranescu-Donato [10], puisqu'on 
considère ici des coefficients aij qui dépendent de la fonction inconnue de manière 
lipschitzienne, d'où la difficulté de passer à la limite dans quelques termes, surtout 
ceux contenant des conditions de Fourier non linéaires et non homogènes sur le bord 
des trous. On utilisera donc les fonctions auxiliaires introduites par Cioranescu-Donato 
[10], pour pouvoir transformer les intégrales de surface en intégrales de volume. Le cas 
des conditions de Fourier homogènes pour les équations de Stokes et Navier-Stokes a 
été étudié par Conca [12], le problème pour des trous "petits" a été traité par Conca
Donato [13]. Enfin, le cas de Neumann homogène a été étudié par Cioranescu-Saint 
Jean Paulin [11]. 
Et, selon la moyenne de la donnée g sur le bord des trous, nous donnons deux problèmes 
limites différents. Ces problèmes sont obtenus en utilisant d'une part la méthode de 
l'énergie dans le cas où la moyenne de g est non nulle, et d'autre part une démonstration -· 
qui utilise des techniques du théorème de compacité par compensation [21], dans le 
cas où cette moyenne est nulle. 
Dans le second chapitre, nous reprenons le même problème qu'au premier chapitre avec 
les mêmes objectifs, dans le cas où on a des domaines faiblement connectés né, notion 
qui a été introduite par E. Ja. Hruslov [18] pour l'homogénéisation de l'équation de 
Laplace, puis utilisée par M. Briane [7] pour étudier le problème de Neumann. Le 
domaine né est inclus dans un ouvert borné fixé n de ffi.N' N �~� 2, et est composé 
de deux parties disjointes n1é et n2é reliées par un ensemble de ponts très fins. Les 
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domaines fhe: et n2e: sont é-périodiques. 
Nous donnons le problème limite pour trois géométries différentes selon la connexité de 
nle: et de n2e:' et pour chaque géométrie, on étudiera trois cas selon la taille des ponts. 
Toutefois, on doit préciser quelques difficultés qu'on a dû surmonter pour résoudre 
ce problème. D'abord, et comme dans le premier chapitre, la présence de conditions 
de Fourier non linéaires et non homogènes sur le bord des trous. Ensuite, le fait que 
la cellule de base dépende du paramètre e à cause des ponts, ce qui ·va nous obliger 
à chercher le problème adéquat et les bonnes estimations pour pouvoir transformer 
les intégrales de surface en intégrales de volume. La preuve des résultats est basée 
essentiellement sur la méthode d'énergie en introduisant différentes fonctions tests. 
Dans le dernier chapitre, nous développons une méthode numérique permettant de cal
culer de manière explicite les coefficients limites. Le but est donc le calcul numérique 
des coefficients homogénéisés correspondant au problème étudié au premier chapitre. 
Il s'agit d'approcher notre problème non linéaire par une suite de problèmes linéaires, 
par une méthode itérative qui consiste à construire une suite de coefficients limites. 
Et, comme il s'agit de problèmes non linéaires, tous les différents paramètres qui inter
viennent dans ce calcul dépendent de la solution limite u du problème homogénéisé, la 
méthode itérative choisie pour résoudre notre problème est la méthode du point fixe. 
Après une étape d'initialisation, on calcule dans la première étape, la solution du 
problème limite définie dans tout le domaine, ensuite on calcule sur une cellule de base 
plusieurs fonctions auxiliaires qui interviennent dans la détermination des coefficients 
homogénéisés. 
Enfin, tous ces calculs seront réalisés grâce au logiciel de résolution d'équations aux 
dérivées partielles FreeFem+. Le programme permettant le calcul de la solution du 
problème limite dans tout le domaine est donné en annexe. 
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CHAPITRE 1 
Homogénéisation d'un problème de Fourier non linéaire et non homogène 
dans des ouverts perforés 

1. Introduction 

Dans tout ce qui suit, on utilise de façon systématique la convention de sommation 
sur les indices répétés. 
On se propose d'étudier le problème suivant : 

(1.1) 

Ô ( / ÔUs) - âxi aij(X ê, 8us) ÔXj = fs dans 

aij(X/ê, 8us) âÔUs Vj + aêMUs = gs sur 
Xj 

Us= Ü SUr ân, 

où n est un ouvert borné de ]Rn' et né est le domaine perforé périodiquement (de 
période ê) par des trous qui sont les homothétiques de rapport ê d'un ouvert borné 
fixé T. Les paramètres a et p, sont des nombres réels positifs avec p, > 1. 
La normale unitaire v est dirigée vers l'extérieur de ns. 
On note par Y la cellule de référence dans laquelle on construit le trou T, et on pose 

n 

y= rr[o, ai[ avec ai> o. 
i=l 

La fonction y --+ g(y) est Y- périodique, g E L 2 (âT) et gs(x) = g(x/ê). Dans toute 
la suite, on prendra : 

(1.2) 8 = {: 
c si 

si maT(g) = 0 
maT(g) =/- 0, 

où on note par maT(g) = �l�â�~�l�l�a�T� g(y) dy la moyenne sur âT de g. La notation lEI 
désigne la mesure de Lebesgue d'un ensemble E. 
Il s'agit d'un problème avec des conditions de Fourier non linéaires non homogènes sur 
le bord des trous (où les coefficients de diffusion aij dépendent de la fonction inconnue -
de manière lipschitzienne), et on va montrer que la méthode d'énergie due à Tartar peut 
être utilisée ici comme dans le cas linéaire. Les résultats d'homogénéisation obtenus 
généralisent des résultats antérieurs de Cioranescu-Donato [lü] parce que nous prenons 
des coefficients aiJ qui dépendent de la solution (ce qui nous empêche de passer à la 
limite directement dans des termes en appliquant la méthode d'énergie). 
Le même problème mais avec des coefficients aij indépendants de Us et des conditions 
de Fourier au bord des trous a été traité par la méthode de l'énergie par Cioranescu
Donato [10]. Si a = 0, on trouve une condition de Neumann non homogène. Le 
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cas avec condition de Neumann homogène a été traité dans Cioranescu-Saint Jean 
Paulin (11], et par la r-convergence par Mortola-Profeti (20]. Le cas des conditions 
de Fourier homogènes pour les équations de Stokes et Na vier-Stokes a été étudié par 
Conca [12]. Le problème de Neumann non homogène pour des trous "petits" (l'ordre 
de grandeur du trou est plus petit que l'ordre de la grandeur de la période) a été traité 
par Conca-Donato (13]. 
Le but de ce travail est d'approcher le matériau troué par un matériau homogène qui 
occupe n tout entier et qui a un comportement global facile à décrire, c'est-à-dire faire 
tendre ê vers 0, ce qui est un processus d'homogénéisation classique. Ici, on considère 
le cas des trous ayant le même ordre de grandeur ê que celui de la période. 

Les deux cas : 

(1.3) 

(1.4) 

r g(y) dO"= o laT 

r g(y) dO" -1- o laT 
sont traités séparément, et ceci parce que les estimations a priori ne sont pas du même 
ordre en ê. 

La suite de ce travail se présente comme suit : 
1. Position du problème. 
2. Théorème d'existence et d'unicité. 
3. Lemmes de base. 
4. Homogénéisation. 

2. Présentation du problème 

Soit n un ouvert borné de IRn ( n = 2 ou 3) et Y la cellule de référence. On pose 
Y* =Y\ 'i'. On suppose que l'une des hypothèses suivantes est vérifiée : 

(2.1) Test un ouvert régulier à frontière de classe 0 2. 

(2.2) Y* est localement d'un seul côté de fJT et fJT est la réunion d'un nombre 
fini de segments de droites si n = 2, ou d'un nombre fini de faces planes si n = 3. 

Dans les deux cas T est de frontière lipschitzienne. On se donne un petit paramètre e 
destiné à tendre vers zéro et on définit r(e'i.') qui est l'ensemble de tous les translatés 
de eT de la forme ê( k + 'i.')' k E zn. De cette manière on a percé périodiquement IR n 
par des trous dont la taille est de l'ordre de la période. 
On suppose que : 

(2.3) les trous r( e'i.') ne coupent pas la frontière an. 
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Soit Tê l'ensemble des trous contenus dans n et nê = n \ 'Ï'ê. 
On considère le problème : 

- �Ô�~�i� ( aij(Xjt:, buê) �~�~�;�)� = jê dans nê 
(2.4) aij (x/ t:, 8uê) �~�u�ê� Vi + at:JJ-uê = gê sur ôTE: 

UXj 

uê = 0 sur an, 
où la normale unitaire v est orientée vers l'extérieur de nê. 
On pose 

On suppose que 

(2.5) fê Ev:. 

La formulation variationnelle du problème (2.4) est pour tout v E Ve : 

Pour obtenir des estimations a priori pour uê et pouvoir passer à la limite, on va établir 
des lemmes permettant la transformation des intégrales de surface en intégrales de 
volume. Mais, avant de faire cela, on établira un théorème d'existence et d'unicité de 
la solution. 

3. Existence et d'unicité de la solution du problème 

On définit les coefficients ai,j par : 

aij(x,À) = aij(x/t:,À), 

et on fait les hypothèses suivantes (cf. André-Chipot [3], Artola-Duvaut [4]) 

( i) V À E lR, y ----+ aij (y, À) est mesurable et Y - périodique 

(ii) 3M, sup laij(y,À)I :SM 
y,>. 

(3.1) (iii) 3ao > 0, aij(y, À)Ç/;,j 2 aoiÇI2 p.p Y E JRn, VÀ E JR 

(iv) aij (y, À) est lipschitzienne en À i.e. 3K20 

laij (y, À) - aij (y, !3) 1 :S KIÀ- !JI p.p y E JRn, VÀ, /3 E JR, 
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Théorème 3.1. Soit fe vérifiant {2.5) et g E L2 ( aT) une fonction Y- périodique, 
alors sous les hypothèses (3.1-i) à (3.1-iv) il existe une solution unique Ue E �~� du 
problème {2.4). 

Démonstration : 

Existence : On utilisera le théorème du point fixe de Schauder que nous rappelons 
pour la commodité du lecteur. 

Tout d'abord, on vérifie que la solution est bornée dans H 1(0.e), puis on construit une 
application S continue d'un compact K dans K de telle manière que S(K) soit rela
tivement compact. Enfin, on applique le théorème de Schauder pour obtenir l'existence 
d'un point fixe qui sera solution de (2.4). 

Théorème 3.2. (cf. Gilbarg-Trudinger [16]) Soit Kun convexe fermé d'un espace de 
Banach. Soit S une application continue de K dans K telle que S(K) soit relativement 
compact {i.e S(K) est compact dans K ). Alors S a un point fixe dans K. 

Soit w E L2 (0.e)· 
Il est bien connu que le problème 

{ 

trouver Ue E �~� tel que : \::lv E �~� 

(3.2) J au av i i · �a�i�j�(�X�/�c�,�w�)�a�x�~�a�x�·� dx+acP- UeVdŒ=<fe,v>v;,ve + gevdCY 
ne J �~� 8Te 8Te 

possède Une et une seule solution Ue dans [le. 
Définissons S: L2(0.e) ---+ L2(0.e) par S(w) = ue où Ue est la solution de (3.2). 
Vérifions maintenant qu'il existe une constante Ce dépendant éventuellement de é telle 
que: 

(3.3) 

On prend donc Ue comme fonction test dans la formulation variationnelle (3.2) : 

(3.4) l �a�i�j�(�X�/�c�,�W�)�~�~�~�~�~�~�d�x�=�<�f�e�,�U�e�>�v�:�,�v�e�+� r geUedCY-Œép,( Ue2 dCY. 
ne J �~� j 8Te j 8Te 

Le dernier terme de l'égalité (3.4) étant positif, il vient alors 

car 

(3.6) 
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est linéaire continue, où ')'o est la norme de l'application trace de H 1(flê) dans L2 (oTê) 
et r est la restriction de orle à oTe. 
On a donc 

(3.7) 

En utilisant (3.1-iii) dans (3.7), on trouve : 

(3.8) 

où (ce+ cellge!ILz(aTe)) est une constante dépendant éventuellement de c. 
Et comme l'inégalité de Poincaré reste valable �s�u�r�~� (voir remarque 4.5), on a bien 

(3.9) 

Donc il existe une constante Ce : 

Soit 

(3.10) 

où Ce est la constante de (3.9). K est un convexe fermé de L2(flê), et on a 

(3.11) 

et S(K) est donc relativement compact dans K car l'injection de H1(fle) dans L2 (fle) 
est compacte. Il reste à démontrer que S est continue, et à appliquer le théorème de __ 
Schauder pour obtenir l'existence d'un point fixe qui sera solution de (2.5) et donc de 
(2.4). 
On veut montrer que pour toute suite (wn) telle que Wn converge vers w dans L2 (fle), 
on a S(wn) converge vers S(w) dans L2(fle)· On pose �u�~� = S(wn)i la suite �(�u�~�)� vérifie 
pour tout v E Ve 
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Par les calculs précédents, on sait qu'il existe une constante cc telle que 

(3.13) 

On peut extraire une sous-suite de ( u;) notée ( u;k) telle que : 

(3.14) 

Si on montre que u;: = uc = S(w) alors (u;) aura une seule valeur d'adhérence dans 
L2 (0c), et donc u; -----+ uc. 
On a: 

Wnk -----+ w dans L2(!1c)· 

Après extraction éventuelle d'une autre sous-suite on a 

(3.15) 

et 

(3.16) 

L'application du théorème de convergence dominée de Lebesgue montre alors que 

(3.17) 

Or, d'après (3.14) 

(3.18) au;k au;: 2( ) . -a- ___.. -a dans L né fmble, 
Xi Xi 

et 

(3.19) 
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Finalement, on a pour tout v E V:O. 

d'où l'on déduit 

(3.21) �u�~� = Ue: = S(w); 

ceci démontre la continuité deS; par conséquent, en appliquant le théorème du point 
fixe de Schauder, le système (1.4) possède au moins une solution. 

Uni cité : Nous allons procéder comme dans André-Chi pot [3]. 
On pose: 

(3.22) m(t) = sup laij(x, Due:)- aij(x, 8ve:)l, 
�i�u�e�-�v�.�:�/�:�~�t�;� l::Si,j::Sn; xEne 

et 

(3.23) r __!:!__ = lim 1y __!:!__ 
la+ m(t) x-.a+ x m(t)' 

' l fi . h . . d ll . ' 1y dt ou y est une va eur mec 01s1e ete e mamere que x m(t) < +oo. 

D'après l'hypothèse (3.1-iv), on a m(t) < ct, d'où 

(3.24) r dt 
la+ m(t) = +oo. 

Soient Ue: et Ve: deux solutions de (2.4). Montrons queue: = Ve:. 
Soit dun petit paramètre (d > 0) destiné à tendre vers O. On pose : 

(3.25) 

On a, pour tout w E V:O. : 

(3.26) 

{ 
rx dt 

Fd(x) = 

0

ld m(t)2 

sinon. 
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d'où l'on déduit : 

(3.27) 

. 1 / âvê âFd(uê-vê) En aJoutant le terme aiJ (x e, 8uê) �~� â dx dans les deux membres de 
De . UXj Xi 

l'égalité (3.27), et en prenant w = Fd( uë-vê) E �~� comme fonction test; il vient alors 

(3.28) 

D'après (3.25), on a : 

(3.29) 

où E = [uê- vê > d]. On pose maintenant 

(3.30) 
{ 

ft ds 

Gd(t) = }d m(s) 

0 sinon. 
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1 ··( / x ) 1 fJ(ue-Ve)fJ(ue-Ve)d 
�a�~ �1� x é, uUe 2 ( ) [) [) x 

E m Ue - Ve Xi X j 

(3.31) 

D'où: 

(3.32) 

On a donc 

(3.33) 

d'où l'on déduit 
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Il découle de l'application de l'inégalité de Poincaré que 

(3.35) 

où C est une constante indépendante de d. On fait tendre d vers 0, 

(3.36) l
(ue-ve) ds 

Gd(Ue-Ve) ---+ -(-) = +oo. 
o+ ms 

Or 

où cp est finie presque partout. 
De ces deux résultats contradictoires on déduit que 

(3.37) mesure( Ue - Ve > 0) = 0, 

et on a donc 

(3.38) 

En échangeant les rôles de Ue et Ve, on obtient 

(3.39) Ve - Ue :S: 0 p.p. 

Soit finalement 

(3.40) 
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4. Lemmes de base 

Pour traiter la non linéarité de l'opérateur aij(y, u), on aura besoin de lemmes auxili
aires dus à Artola-Duvaut [4], et que nous rappelons ici pour faciliter la lecture. 

Soit une fonction f3 définie par : 

j3 :]Rn X JR �~� JR 

possédant les propriétés suivantes : 

(i) (y, À)--+ f3(y, À) Y- périodique en y E lRn, \iÀ E JR. 

(4.1) (ii) ::Je telle que sup r if3(y, À)l 2 dy::; c. 
À }y 

(iii) 3K > 0 telle que if3(y, À)- f3(y, t-t)l < KIÀ- t-tl, \iy E JRn, \i\ f-t E JR. 

On introduit 

(4.2) 

Lemme 4.1. (cf. Artola-Duvaut [4]) Si f3 est une fonction vérifiant ( 4.1), alors, 
'ip �~� 1, 

( 4.4) 

Pour la démonstration de ce lemme, voir Artola-Duvaut [4]. 

On note JI}(Y) = [L2(Y)]n, lHI1 (Y) = [H1(Y)]n ... 

Pour étudier le comportement des Ue pour ê--+ 0, on est obligé de les prolonger sur n 
tout entier (les fonctions Ue étant définies sur des domaines variables ne). On va 
utiliser les lemmes suivants 

Lemme 4.2. (cf. Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]) Il existe un opérateur de 
prolongement P E .C( H 1 (Y*); H 1 (Y)) et il existe une constante c tels que : 

(4.5) 
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Lemme 4.3. (cf. Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]) Ils existent un opérateur de 
prolongement Pe E �.�C�(�~�;� HJ(!l) et une constante c indépendante de ê tels que 

(4.6) 

Remarque 4.4. D'après le lemme 4.3, on a l'inégalité de Poincaré dans Ve : il existe 
une constante K indépendante de ê telle que 

Preuve: 
Onan= ne u (!1\!le), d'où 

(4.8) 

ce qui entraîne 

(4.9) 

Or Pev E HJ(n), et l'inégalité de Poincaré est vérifiée dans HJ(!t); donc 

(4.10) !
IIPevliP(n) < K'li'VPevllli}(n) 

:::; K' cil 'V viii[} (ne)' 

(d'après le lemme 4.3). On a donc 

On va désigner par Cg la constante : 

(4.12) cg= i:*llar g(y) da. 
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On introduit la fonction 'lj;g (cf. Cioranescu-Donato [10]) solution du problème : 

l::l.'lj;g = cg dans Y* 

(4.13) 
fJ'ljJ a: = g sur fJT 

'lj;g est Y-périodique et de moyenne nulle. 

En posant �'�1�/�J�~�(�x�)� = '1/Jg(x/é) pour xE De, on a: 

( 4.14) 
fJ'lj;ê 1 -
-
0 

g =- g(x/é) sur fJT(éT). 
n é 

On peut démontrer le lemme suivant : 

Lemme 4.5. (cf. Cioranescu-Donato [10]) Soit g E L2 (8T), la solution �'�l�j�;�~� de 
(4.13) appartient à W1•2 (rle), alors : 

( 4.15) 

pour tout v E W1•2(rle) tel que v1an = 0. 

Ce lemme nous permettra de transformer des intégrales de surface en intégrales de 
volume. Cette technique a été introduite par Vanninathan pour l'étude du problème 
de Steklov [25]. 
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5. Homogénéisation 

5 .1. Estimations a priori 
On supposera dans toute la suite qu'il existe une constante c positive et indépendante 
de E: telle que : 

(5.1) 1/fellv: < c, \:le> O. 

Cette hypothèse est vérifiée par exemple si (fe) est bornée dans L 2(0) 
indépendamment de ê. 

Proposition 5.1. Soit Ue la solution du problème {2.4) avec fe vérifiant {5.1). Il 
existe alors deux constantes positives c1 et c2 indépendantes de ê telles que : 

(5.2) c lcgl < IIV'u Il 2 < c (lcgl + 1) 
2 é - e IL (O.,) - 1 ê ' 

la constante c9 étant définie par (4.12). 

Démonstration : On commence par montrer la deuxième inégalité de (5.2) en 
prenant Ue comme fonction test dans (2.5). Après, on vérifie la première inégalité 
de (5.2). 
i) On prend Ue comme fonction test dans la formulation variationnelle (2.5) : 

ce qui s'écrit encore 

l ( 1 J:: ) aue aue - 1 f.J., 1 2 -aij x E:,uue ax· ax· dx -< fe,Ue >v,:,v., + 9eUediJ-aê uediJ. 
n., J % aT., aT., 

La dernière intégrale est positive, d'où en utilisant (4.7), (5.1) et grâce aux hypothèses _ 
sur 'lj;9 : 

(5.4) 

+Cg r Ue dx 
c Jn., 

:::; c'IIY'ueiiiL2(n.,) +ciiY'ueiiiL\n.,) +cc:IIY'ueiiiL2(n.,)' 
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(où on a utilisé (3. 7)). Par suite 

(5.5) 

la constante c étant indépendante de ê. L'inégalité de droite de (5.2) est démontrée. 
Il reste à démontrer l'inégalité de gauche. 
ii) Soit v E 'D(n), v > O. D'après la formulation variationnelle on a : 

1 ( 1 ) 8u6 8v cg 1 ( ) 1 8'lj; g 8v 
aij x ê,OU6 �~�~�d�x�-�- v x dx =< j 6 ,v >v;,ve + �-�;�:�;�-�~�d�x� De UXj UXi ê De De uyi UXi 

(5.6) 

-Œê r VU6 der, 
lare 

Pour le dernier terme, on applique de nouveau le lemmme 4.5 avec g = 1 : 

1 ( 1 ) 8u6 8v cg 1 ) 1 8'lj; g 8v 
aij x ê, 8uE; �~�~� dx-- v(x dx =< j 6 ,v >v'.Ve + �-�-�;�:�;�-�~� dx 

r. uX · uX · ê r. e r. uy · uX · He ] �~� He He �~� �~� 

(5.7) 

d'où 

On en déduit que pour tout v E 'D(n),v > 0: 

lcg 1 (li V vil][} (D)) , (li V vil[} (D)) 
(5.8) 7 < ciiVuE;IITI}(De) In v( x) dx + c In v( x) dx ' 

IIVvlln./ 
où le terme (In v(x) �~�~�)� est une constante positive. 

Finalement pour ê suffisamment petit, on a 

(5.9) 

21 



Corollaire 5.2. Sous les hypothèses de la proposition {5.1), on a 

(5.10) i) llcueiiHl(De) < c s2 mar(g) =F O. 

(5.11) ii) llueiiHl(De) < c si mar(g) =O. 

5.2. Passage à la limite. Cas où mar(g) =F O. 

Il est question dans ce paragraphe, de faire tendre c vers zéro et de trouver le problème 
limite. Mais, avant d'énoncer le théorème de convergence, nous avons besoin de 
quelques notations supplémentaires. 
Posons 

{ I&TI si f-1=1 
(5.12) K(a,f-1) = alY/ 

0 si f-1 > 1, 

et 

(5.13) IY*I 
() = lYI' 

Introduisons, pour i E {1, 2, ... , n }, les fonctions Xi(y, À) solutions du problème : 

f)
â (alk(Y, À) 

8
8 

(xi(y, À)- Yi)= 0 dans Y* 
Yk Yl 

(5.14) f) . . 
[alk(y,À)

8
Yl(X2(y,À)-yi)nk] . OsurfJT 

xi(y, À) y- périodique et de moyenne nulle, 

Pour À fixé dans JR, l'existence et l'unicité des fonctions xi (à une constante prés) est 
donnée par le cas classique. 

La formulation variationnelle de (2.4) est 

où ici 8 = c puisque mar(g) =F O. 

On démontre le théorème suivant : 

Théorème 5.3. Soit Ue la solution du problème {2.4) avec fe vérifiant {5.1). On 
suppose que mar(g) =F O. Alors lorsque c tend vers zéro, on a 
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Pe ( êUe) ___,_ u dans H{j ( n) faible, 
où u est la solution du problème 

(5.16) 
{ 

u E H{j(n) 

- �â�~�i� { qij(u) �:�~�}� + K(a, p,)u = �l�~�l�l�a�T� g(y) dCJ, 

et les coefficients homogénéisés qij sont donnés par : 

(5.17) 

Dans tout ce qui suit, c désigne différentes constantes positives indépendantes de ê et 
on notera par �~� tout prolongement par zéro en dehors de ne. 

Démonstration : Nous allons ici utiliser la méthode de l'énergie, on aura recours 
aux lemmes 4.5 et 4.1 pour résoudre les difficultés propres à notre cas résulant de la 
présence des termes sur le bord des trous et de la non linéarité. 

D'après le corollaire 5.2, on a 

et après extraction éventuelle d'une sous-suite, on a 

(5.18) Pe(êue) ___,_ u dans HJ(n) faible. 

On pose: 

et l'on vérifie que 

(5.19) {

-div Ce= êfe dans ne 

Ce.n + aé"+1ue = êge sur ÔTe. 

Grâce aux estimations a priori sur Ue, on vérifie sans peine que Ce est borné dans 
JL 2 (ne)· En extrayant éventuellement une sous-suite, on a 

(5.20) 
�~� . 2 
Ce ___.. C* dans JL (n) faible. 
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En prenant cp E V(O) comme fonction test dans (5.15) et utilisant (5.19), on trouve 

(5.21) 

En vertu du lemme 4.5, on a 

(5.22) 1 i 8'1/J 8v J e g(xje)v(x) do-= e ( 
8 

�~�)�(�x�j�e�)� 8x· dx +cg v(x) dx, 
aTe De �Y�~� �~� De 

par suite 

lime f g15cpdo- = ( IY1I f g(y) do-) f cp(x) dx 
c-+O laTe laT ln 

(5.23) 

lim et-t f a(eu15 )cpdo- = K(a,J-t) f ucp(x) dx. 
c-+O laTe ln 

Et, en passant à la limite dans (5.21), on obtient donc 

(5.24) ln C*\lcpdx= �(�l�~�l�l�a�T�g�(�y�)�d�o�-�)� ln cp(x)dx-ln K(a,J-t)ucp(x)dx. 

Le premier terme du membre de droite de (5.24) est borné indépendamment de e, 
donc converge vers zéro quand e tend vers zéro; de plus 

CgXOe �_�_�_�_�.�C�g�~�~�~�~� dans L 00(!1) faible*, 

et donc 

CgXOe -+ �~�~�~�l�a�T� g(y) do- dans w-l,oo(f!) fort. 

On en déduit que 

Il en découle que 

lim ê f g15 cp do-= ( IY1I f g(y) do-) f cp( x) dx, 
c-+O laTe laT ln 
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De même, pour la limite de cM 1 o:(curJcP dO", on prend g = 1 dans le lemme 4.5, ce 
ôTe 

qui donne 

et en utilisant (5.20), (5.23) et le raisonnement ci-dessus, on obtient (5.24). 
L'équation vérifiée par C* s'écrit donc 

(5.25) - div C* + K(o:, p,)u = �l�~�l�l�a�r� g(y) dO". 

Identification de C* : On pose VA E lRN, wi(y, À) =Yi -xi(y, À) où les xi(y, A) sont 
définies par (5.14), alors les fonctions wi(y, À) E H 1(Y*) sont solutions du problème 

(5.26) 

wi(y, A)- Yi Y- périodique et de moyenne nulle. 

On introduit 

(5.27) 

On aura besoin du lemme suivant dont la démonstration est dans Artola-Duvaut [4]. 

Lemme 5.4. (cf. Artola-Duvaut [4]) Si les (aij) sont réguliers, et vérifient (3.1}, 
alors les fonctions xi et T}j vérifient aussi { 4.1). 

On déduit du lemme 5.4 que x(x/c,cUr:;) est majorée indépendamment de y E lRn. 
ce qui entraîne que 

(5.28) 

Rappelons que 

(5.29) 

25 



Et, d'après le lemme 5.4 puis le lemme 4.1, on a (:À x(x/c, >..)lÀ= uéJ �~�~�~� est borné 
J 

dans 1L 2 
(De). 

Il en résulte que 

(
fJwe ) ) fJue ( fJ ) 8ue JL2( ) (5.30) fJÀ (x, À lÀ= Ue fJx. = -é {)).. X(Xjc, À) lÀ= Ue fJx. -----* 0 dans [2 fort. 

J J 

On pose: 

TJj (x, ue) = ( aji(x, Pe(éue)) �~�:�:� dans De. 

L'équation vérifiée par TJe est 

(5.31) 

Montrons que 

(5.32) 

{ 

- div TJe = 0 dans ne 

TJe .n = 0 sur 8Te. 

- 1L2 TJe (x' Ue) --1. A( dans ( n) faible, 

où A est la matrice définie par 

\i( E :!Rn, A(= �~�~�~� i* A(y, >..)\lw(y, >..)dy, 

avec ( A(y, >..)) ij = aij (y, >..) · 

En effet 

(5.33) 

Et, l'on a d'après (3.1-iv) 
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Or Pê(êue) �~� u dans L2(0) fort, ce qui implique que lorsque ê tend vers zéro, le 
premier terme du membre de droite de (5.33) tend vers zéro, et par suite 

ce qui montre (5.32). 
On multiplie (5.19) par c/Jwê et (5.31) par cjJPê(êuê) respectivement, et on intègre; il 
vient pour tout cjJ E V(O) 

(5.36) 

et 

(5.37) l ( r/ (\7 cP) pê ( êUê) + fJJ cP �O�~� j ( pê ( êUê)) dx = 0. 

En faisant la différence (5.36)-(5.37), on trouve encore pour tout cjJ dans V(O) 

(5.38) 

On fait tendre ê vers zéro, et on utilise (5.28) et (5.30), et d'après le lemme 4.5, on 
obtient 

(5.39) 
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On obtient Vc/J E V(O) 

En intégrant par parties, on trouve pour tout cp dans V(O) 

(5.41) 
fln ( (- div C*)(.x- C*( )<P dx +ln A((Vu)</Jdx = �l�~�l� laT g</J(.x d(J 

1 -K(a,p.) ln u(.x</Jdx. 

En utilisant (5.23), on obtient 

(5.42) C* = A\7u dans n, 

en prenant ( = ei, { ekh=l, .. ,n étant la base canonique de IRn, l'écriture par com
posantes de 

A(= �l�~�l� i* A(y, À)\7w(y, )..) dy, 

devient 

où wi =-xi+ Yi· 
Donc en remplaçant (5.41) dans (5.24), on obtient 

(5.42) f) { au } 1 r 
-axi qij(u)OXj +K(a,J.l)u= !YI JaTg(y)dŒ, 

avec les ( qij) définis par ( 5.1 7) . 

Remarque 5.5. 

D'après la condition limite de Fourier donnée sur le bord des trous, on constate que 
le terme en g influe sur le membre de droite alors que fe ne joue plus aucun rôle 
dans l'équation homogénéisée, tandis que le terme aêue donne une contribution dans 
l'opérateur limite. 

Il reste maintenant à montrer qu'on a la convergence de toute la suite Pe(êue) et non 
seulement d'une sous-suite. 
Pour cela, il suffit de montrer que le problème homogénéisé (5.16) obtenu admet une 
solution unique. On a alors la proposition suivante 
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Proposition 5.6. Sous les hypothèses {3.1-i) {3.1-iv), le problème {5.16) admet une 
et une seule solution. 

Démonstration : Le problème (5.16) est du même type que le problème (2.4), on 
suit donc le même raisonnement que celui utilisé pour montrer l'unicité de la solution 
du problème (2.4), il suffit de vérifier qu'on a les deux hypothèses suivantes : 

(i) K(a,p,) > 0 

(ii) ::JK > 0 

(i) est bien vérifié (d'après la définition de K (a, p,)). 

Pour (ii), les coefficients Qij(u) sont donnés par: 

Soient u, v E JR., on a : 

Vu, v E JR., Vi,j. 

Dans le terme de droite, on retranche et on ajoute la quantité 

on obtient alors 

1 r ( ) awi < IYï }Y* akj(y, u)- akj(y, v) Byk (y, u) dy 

En vertu du lemme 5.4, les fonctions 'T/j = akj(y,u)
8
8
wi (y,u) vérifient (4.1), et du fait 
Yk 

que les aij satisfont (4.1), on conclut que 
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soit enfin 

Vu, v E IR, 'ï!i,j, 

où Kl, K2 et K sont des constantes réelles, ce qui achève la preuve de la proposi
tion (5.5). 

5.2. Passage à la limite. Cas où maT(g) =O. 

Théorème 5.7. Soit Ue la solution du problème (1.4) avec g telle que maT(g) =O. 
Alors il existe f* E H-1(n) et une sous-suite extraite de {ê}, notée encore {ê} (pour 
simplifier), tels que si Pe est l'opérateur· de prolongement donné par le lemme 4.3 
on ait : 

Peue ____. u* dans HJ (n) faible , 

où u* est la solution du problème : 

(5.44) 
{ 

u* E HJ(n) 

- �a�~�i� { qiJ(u*) �~�~�:�}� + K(a,p,)u* = j*. 

Démonstration : D'après le lemme 4.3 et ii) du corollaire 5.2, on a 

(5.45) 

Après extraction éventuelle d'une sous-suite, on a 

(5.46) Peue ____. u* dans HJ(n) faible. 

Maintenant, il reste à démontrer que u* est solution de (5.44). Pour ce faire, intro
duisons la fonction Pe E Ve, solution du problème : 

(5.47) 

-!J.pe =fe dans ne 
ape 
av = 9e sur aTo= 

Pe = 0 sur an. 
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Posons 

(5.48) 

avec xi(y, À) définie par (5.14). 
On a 

(5.49) 

On en déduit qu'à une sous-suite extraite près, on a 

(5.50) qe; ____. q* dans [V' (D)]n, 

où q* est une mesure de Radon vectorielle. 
Posons 

(5.51) 

Grâce à (5.1), on vérifie sans peine que 

(5.52) 

Il découle de (5.52) qu'à une �s�o�u�s�~�s�u�i�t�e� extraite près, on a 

(5.53) 
�~� 2 
Çê ____. Ç* dans lL (D) faible. 

En reportant (5.52) dans (2.4) et en utilisant (5.47), on vérifie facilement que 

(5.54) { 

- div çê = 0 dans nê 

Çe;.n + aé"ue; = 0 sur 8Te;. 

Soit cjy E V(D). Multiplions la première équation de (5.54) par cjy et intégrons par 
parties ; on trouve 
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(5.55) 

En vertu du lemme 4.5, on a 

(5.56) 

d'où 

Or 

Si J.l > 1, comme les termes r �\�l�y�'�l�/�J�;�.�v�(�u�~�:�;�e�p�)� dx et r �U�~�:�;�(�x�)�e�p�(�x�)� dx sont bornés 
Jne Jne 

indépendamment de e, on en déduit que 

d'où, en passant à la limite dans (5.55), on obtient : 

(5.59) l Ç* .\lepdx = 0, \lep E V(f2). 

Et, en intégrant par parties, on trouve 

(5.60) - div Ç* = 0 dans n. 

Si p, = 1, alors on a ae { �V�y�'�l�/�J�;�.�v�(�u�~�:�;�e�p�(�x�)�)� dx-+ 0 et 
Jne 

ac1 { �u�~�:�;�(�x�)�e�p�(�x�)� dx-+ ac1 { ()u*(x)ep(x) dx, \lep E V(f2). 
Jne Jn 

En passant à la limite, dans (5.55), on obtient 
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(5.61) l Ç*.\i'cpdx = aq ln (}u*(x)cp(x)dx, Vcp E V(f'l). 

Et, en intégrant par parties, on trouve 

(5.62) - div c* = -{}a laTI u* dans n 
':, IY*I ' 

(car c9 = l:*llarg(y)dy entraîne que c1 = l:*llar �d�y�=�:�~�:�:�)�.� 
Finalement l'équation homogénéisée est donnée par 

(5.63) -div Ç* + K(a,p,)u* = 0 dans n. 

avec K(a,p,) définie par (5.12). 

Identification de Ç* : 
Soit h E V(f'l); on introduit re E Ve tel que : 

a are) 
--a (aij(XjE:, Ue)-a = h dans f'le 

Xj Xi 

(5.64) re= 0 sur an 

Le système (5.64) est linéaire, de sorte que l'application des résultats de Cioranescu
Saint Jean Paulin [11] montre que 

(5.65) Pere ____. r dans HJ(f'l) faible, 

et ceci en admettant que r est la solution du système 

(5.66) 
{ 

�-�~� �(�q�i�j�(�u�*�)�~�)� = (}h dans n 
axj axi 

r = 0 sur an. 
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Posons maintenant 

(5.67) 

avec Çe définie par (5.52). 
Montrons que 

(5.68) 'TJe ___,_ Ç*. \lr dans D' (0). 

En utilisant le lemme 4.5 et les relations (5.65) et (5.52), des calculs simples montrent 
que pour tout élément cp de D(O), on a 

(5.69) 

Le passage à la limite dans (5.69) donne 

(5.70) 

lim { {e.(\lcp)(Pere)dx = { Ç*.(\lcp)rdx. 
e->O ln ln 

On en déduit que 

lim < 'T/e,c/J >v'(n),D(n) =- { Ç*.(\lcp)rdx- K(a,p,)( { u*cprdx), \lep E D(O), 
e--->O ln ln 

34 



et donc en intégrant par parties et en utilisant (5.63), on obtient 

�!�~� < 'T/e,1J >v'(O),V(O) =ln Ç*.(\lqy)rdx, '1/qy E 1J(0), 

ce qui démontre (5.68). 
D'autre part, montrons aussi que 

(5. 71) ( *)Bu* Br *Br d '(") 'T!e ____.. Qij u -
0 

-
0 

-qi -
0 

ans V �~�~� . 
Xj Xi Xi 

On a 

(5.72) 

Le théorème de compacité par compensation (cf. Murat [21]) nous donne 

( ( ( 1 ) �o�r�e�)�~� 8(Peue) ( *) Br Bu* [ '( )]n 
5. 73) aij x c, Ue OXi OXj --->. Qij u OXi OXj dans 1) n . 

Avant de démontrer (5.73), notons le théorème suivant, dit "théorème de compacité 
par compensation" dû à Murat [21]. 

Théorème 5.8. Soit n un ouvert (borné ou non) de ]Rn et soient les espaces X(O) 
et y ( n) définis par : 

(5.74) 
{ 

X(n) = { u E JI}(n), div u E L2(n)} 

Y(O) = {v E IT}(n), rot v E (IT}(O)? }, 

que l' on munit des normes 

(5. 75) 
( 

llullxco) = [ llulll 2 co) + Il div ulli2co) r12 

[ ] 

1/2 

llvll Y(O) = llvlllL2 2 + Il rot vii 2IL2 · 
(0) ( (0) )2 
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Si deux suites Un et Vn vérifient : 

(5.76) 

alors on a 

{ 

Un est bornée 

Vn est bornée 

dans X(D); Un__.. u dans IT}(n) faible 

dans y ( n); Vn --->. v dans IL 2 
( n) faible, 

(5.77) < Un,Vn > ---'- < u,v > dans 'D'(D). 

Posons donc 

et vérifions que ces deux suites satisfont les hypothèses du théorème de compacité par 
compensation. 

i) �p�~� E X(D), q! E Y(D). 

• On a �p�~� E L 2 (D), 

et div Pe: = 
8
8 

(aij(xjE:, ue:) 
8
8

re:) =hE 'D(D), ce qui entraîne que �p�~� E X(D). 
Xi Xj 

• D'après l'inégalité de Poincaré sur Ve, il est évident que q! E Y(D). 

ii) �p�~� et q! sont bornées respectivement par une constante indépendante de E: 
dans X(D) et Y(D). 

• On a �I�I�P�~�I�I�~�(�n�)� = �I�I�P�~�I�I�i�2�(�n�)� +Il div Pe:lli2(n) 
Donc, on a 

�I�I�P�!�I�I�~�(�n�)� = fn1aij(xjE:, ue:) �~�~�;� 1
2 dx + llhlli2(n) 

:::; �M�2 �l�l�u�e�:�l�l�~�l�(�n�)� + c2 

:S Cl + C2 = C, 

avec c, c1 et c2 des constantes indépendantes de E:. 

Par suite P! est bien bornée dans X(D). 

• q! est bornée dans Y(D), ( d'après (5.45)). 
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iii) q! ____,_qi dans IL 2(0) faible. 

En effet, on a 
i ( 8(Peue)) (au*) i d IL2(n) f 'bl qe = J:J ____,_ �~� = q ans H ai e. 

VXi VXi 

iv) �p�~� ____,_pi dans IL2
(0) faible. 

Dans ce cas, on retranche et on ajoute le terme (aij(X/c, u*) �~�r�e�)�,� on obtient 
. VXj 

Le deuxième terme converge vers qij ( u*) �~�r� , et le premier terme converge 
vx· J 

vers zéro, car 

et le résultat découle de (5.46) et (5.67), d'où l'on déduit que 

�p�~� ____,_pi dans IL 2 (0) faible. 

Par conséquent, toutes les hypothèses du théorème de compacité par compensation 
sont vérifiées, et on conclut que 

soit 

( ( �a�r�e�)�~� 8(Peue) ( *) ar au* '( ) 
aij x je, Ue) OXi OXj ---->. qij u OXi OXj dans v 0 ' 

ce qui achève la démonstration de (5.73). 

D'autre part, on a 

�~� 

(5. 78) ( �~�~�:�)� ( �a�(�:�~�~�e�)�)� ____,_ q; ::i dans [V' (O)]n (voir Murat [21]). 

En effet, d'après [21], le �d�~�v�e�l�o�p�p�e�m�e�n�t� asymptotique de re est donné par 

ar 
re(x) = r(x)- cxk(x/c, �r�e�)�~�(�x�)� +Re( x), 

VXk 
(5. 79) 
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avec Re: vérifiant 

(5.80) 

Grâce à (5.80) on sait que 

�\�1�R�e�:�~� 0 dans JI}(n) fort. 

On vérifie aisément que 

--ope: o(Pe:re:) 

(5.81) OXi OXi 

On obtient(5.78) en remarquant que les deux derniers termes du membre de droite de 
(5.81) tendent vers zéro. En combinant alors (5.72), (5.73) et (5.78), on obtient (5.71). 
En tenant compte de (5.68), on remarque que 

(5.82) * or ( *)ou* or * or çi -;:;-- = qij u �~�-�;�:�;�-�- - qi -;:;--. 
UXi UXj UXi UXi 

Puisque le choix de r est arbitraire pouru* fixé, il découle de (5.67) que : 

(5.83) 

donc 

(5.84) 

* C* ( *)ou* 
-qi = <,i - qij u �~�'� 

UXj 

On prend alors f* =- div (q*) E H-1(rl), et on obtient donc (5.44), ce qui achève la -
démonstration. 

Précisons que la limite f* est liée à la fonction fe: via la forme auxiliaire Pe: et à travers 
différentes relations de convergence. 
Remarquons aussi que si l'on suppose que fe: E L 2 (rl), �f�e�:�~� f dans L 2(rl) fort, on 
obtient le même problème limite que (5.44) avec f à la place de f* et une convergence 
de toute la suite Ue:. 
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5.4. Cas ge quelconque 

Dans ce cas on suppose que 

(5.85) 

( ge n'est pas obtenue à partir d'une fonction définie sur la cellule de base par la 
transformation y ---+ xjê et on suppose que g n'est pas identiquement nulle, sinon Ue 
convergerait vers zro, on se retrouve alors dans le cas où c'est la suite êUe qui converge 
vers une solution homogénéisée). 

Théorème 5.9. Soit Ue la solution de (2.4) avec fe et ge vérifiant respectivement 
(5.1) et (5.85). Si Pe est l'opérateur défini par le lemme 4.3, alors, lorsque ê tend 
vers zéro, on a 

Pe(êue) ____. Uz dans HJ (0) faible, 
où uz est la solution du problème : 

(5.86) 

avec les qij donnés par (5.17). 

Démonstration : On utilise les mêmes techniques que dans la démonstration du 
théorème 5.6. 
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CHAPITRE II 

HOMOGÉNÉISATION D'UN PROBLÈME DE FOURIER NON LINÉAIRE ET 
NON HOMOGÈNE DANS DES DOMAINES FAIBLEMENT CONNECTÉS 



CHAPITRE II 
Homogénéisation d'un problème de Fourier non linéaire et non homogène 
dans des domaines faiblement connectés 

1. Introduction 

Dans ce chapitre, nous nous plaçons dans le même cadre que le travail de M. Briane [7], 
mais nous considérons le cas où l'opérateur Ae est non linéaire, et avec des conditions 
de Fourier non linéaires et non homogènes sur le bord des trous (où les coefficients de 
diffusion aij dépendent de la solution inconnue). 
Soit n un ouvert borné de JRN (N 2: 2), et e > 0 un paramètre destiné à tendre vers 
zéro, et notons par Y une cellule de JRN, pour des raisons de simplicité, on choisit la 
cellule unité Y =]0, 1[N. 
Le but de ce travail est l'homogénéisation du problème suivant dans un domaine faible
ment connecté ne 

(1.1) 

Ue = 0 SUr an, 

OÙ ne C n, est défini comme suit : ne = nle U n2e U We et nie(i = 1, 2) SOnt 
deux ouverts disjoints obtenus par eY-périodicité des deux ouverts Yi de la cellule 
représentative Y. Le domaine We est défini par 

il représente l'ensemble des ponts liant les deux matériaux. 
Le domaine We est par exemple l'ensemble des ponts cylindriques très fins qui lient 
nle à !12e; chaque cylindre est de longueur ê, l'aire de sa base est êN-l+'Y avec"'(> 0; 
on dit alors que ne est faiblement connecté (voir figure 1.1). 
On désigne par Te = n\ne l'ensemble de tous les trous contenus dans n, c'est-à-dire 
l'union des translatés de eTy. distribués périodiquement dans n avec une période e, où .. 
TY. est un ouvert régulier inclus dans Y représentant le trou. La notation lEI désigne 
la mesure de Lebesgue d'un ensemble E. 
On suppose que ne est recouvert d'un nombre entier de périodes et que les trous ne 
coupent pas le bord de n. 
La normale unitaire v est dirigée vers l'extérieur de ne, et la fonction y ----+ g(y) est 
Y-périodique, gE IT}(8TY) et ge(x) = g(x/e), et feE L2(ne)· 
Comme dans le premier chapitre, on suppose que la matrice Ae(., .) est eY-periodique 
par rapport à la première variable et dépend de la solution Ue, elle est de la forme 
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Aê(x, À) = A(x/ê, À)= (aij(x/E, À)) où les fonctions aij sont définies sur Y x IR et 
vérifient les conditions suivantes, pour tout i, j = 1.. .N : 

(i) V77 E JR, 
(ii) 3M > 0, 

y ---+ aij (y, 77) est mesurable et Y- périodique. 
sup laij (y, '17) 1 :s; M 

(iii) 
(iv) 

y,ry 

::lao > 0, aij(y, 77)ÇiÇj 2:: aolé,l2 i.e y E :!Rn, V77 E IR, VÇ E IRN 
aij (y, 77) est Lipschitzienne par rapport à 77 i.e. 3K > 0 

laij (y, '171) - aij (y, '172) 1 :s; Kl771 - '1721 i.e Y E :!Rn, V771, '172 E IR. 
Les paramètres a et J.L sont des nombres réels strictement positifs. 
Le paramètre 8 est lié à la moyenne de la fonction g de la manière suivante : 

(1.2) 8 _ { 1 si maTy (g) = 0 
- ê si maTy (g) =f. 0, 

1 r . 
où on note par maTy(g) = lâTyl JaTe g(y) dy est la moyenne de g sur 8Ty. 

y 

Hormis la figure 2.1, toutes les figures sont réalisées dans le cas N = 2. 

nê = nlê u n2ê u wê 
Figure 1.1 : domaine faiblement connecté 

Les difficultés dans notre cas proviennent de la présence de termes sur le bord des trous 
dans la formulation variationnelle, et surtout du fait que la cellule de base dépende du 
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paramètre ê à cause des ponts, ce qui va nous obliger à chercher le problème adéquat et 
les bonnes estimations pour pouvoir transformer les intégrales de surface en intégrales 
de volumes. 

Un problème avec la même géométrie est traité dans le cas linéaire (où les coefficients 
aij ne dépendent pas de la solution ue) dans M. Briane [7], on montre qu'on a pra
tiquement les mêmes résultats pour l'équation de la chaleur dans le cas linéaire, nos 
résultats d'homogénéisation généralisent alors des résultats obtenus dans Cioranescu
Donato [10] (obtenus pour un domaine perforé et périodique en utilisant la méthode 
de l'énergie), et dans M. Briane [7] puisque les coefficients aij qu'on utilise dépendent 
de la solution Ue (ce qui nous empêche de passer directement à la limite dans certains 
termes en utilisant la méthode de l'énergie [24]). 
La dépendance non linéaire des conductivités en fonction de la température est d'une 
importance vitale non seulement pour l'étude des matériaux et des structures (A.K. 
Noor and W.S. Burton [22]) mais aussi pour la modélisation du comportement des 
tissus biologiques (F. Bardati and G. Gerosa [5]). 
Le cas particulier des conditions de Neumann homogènes a été traité dans Cioranescu
Saint Jean Paulin [11]. On peut aussi voir les résultats de Mortela-Profeti [20] obtenus 
en utilisant la théorie de la f-convergence. Dans [13], Conca et Donato ont étudié le 
problème de Neumann non homogène dans le cas de petits trous (l'ordre de grandeur 
du trou est plus petit que celui de la période). Le cas des conditions de Fourier 
homogènes pour les équations de Stokes et Na vier-Stokes a été étudié par in Conca 
[12]. 
La notion des matériaux faiblement connectés a été introduite parE. Ja. Hruslov [18] 
pour l'homogénéisation de l'équation de Laplace; puis, utilisée par M. Briane [7] pour 
l'homogénéisation du problème de Neumann. 

Selon la connexité de f2 1e et f22e, on va distinguer trois géométries différentes pour 
le problème (1.1), et on étudiera pour chaque géométrie trois cas qui correspondent 
à la taille des ponts. La preuve des résultats est basée sur la méthode d'énergie en -
introduisant différentes fonctions tests. 
La suite de ce travail se présente comme suit 

1. Description et géométrie du problème. 
2. Lemmes de base. 
3. Homogénéisation. 

2. Description et géométrie du problème 
Dans tout ce qui suit, nous allons utiliser de façon systématique la convention de 
sommation sur les indices répétes, et pour simplifier, on désignera par c différentes 
constantes indépendantes de ê. 

La géométrie dans laquelle nous allons étudier l'homogénéisation du problème de 
Fourier se présente comme suit : 
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Soit Y =]0, 1[N le cube unité de }RN représentant la cellule de référence dans laquelle 
on construit le trou Ty qui est un ouvert régulier à frontière de classe C2 (au moins 
par morceaux), et tel que Ty c Y. 
On définit Y1 et Y2 deux ouverts connexes de Y tels que 

On note par Qe et Re deux ouverts de Y de mesure eN+"! tels que 

Et, on définit Ye par 

Ye = Y1 U Y2 U Q e U Re· 

Le trou Ty est donné par la relation 

Y\Ye = Ty, 

où Ye est défini ci-dessus. 
Désignons par Fie (i = 1, 2) l'ensemble formé de la réunion des translatés de eYi, 
c'est-à-dire l'ouvert obtenu pareY-périodicité à partir de eYi. 
Le domaine nie = n n Fie (i = 1, 2) est l'ouvert occupé par le matériau i, et dont la 
période est di. 
On appellera Fe la réunion des translatés de eYe, c'est-à-dire les ouverts �o�b�~�e�n�u�s� 

par e Y -périodicité à partir de e Y, et donc ne = !1 n Fe est le domaine perforé de 
période ê Ye. 
L'ensemble des ponts We est composé des eY- translatés à partir de e(Qe URe) : 

Les ponts Qe et Re sont tels que Jwe J rv �S�"�~�,� où c = m est une constante indépendante 
de e. 
On considére ê ( Q e U Re), la relation liant Fe à Fie est donnée par Fe\ ( F1e U F2e) qui 
est l'ensemble de tous les translatés de e(Qe URe) de la forme e((Qe URe)+ k) avec 
kEZN,soit 

Fe \(Fle U F2e) = U [e(k + (Qe URe))]. 

kE'lLN 
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1er cas : Les deux ouverts fhe et fhe sont connexes, ce qui implique que N > 3. 

(Gl) 
Figure 2.1 : cellule de base Ye, matériaux 1 et 2 connectés 

Fie est connexe (i = 1, 2) et Re= 0; 

2èmecas: L'ouvert nle est divisé en multiples composantes connexes, alors que n2e 

est toujours connexe : on dit dans ce cas que le matériau 1 est isolé (voir figure 2.2). 

(G2) F2e est connexe, Re= 0 et Y1 n 8Y = 0. 

�~� Qlc 

�~� Q2E 

Il Wg 

D Tg 

Figure 2.2 : matériau 1 isolé, matériau 2 connecté 
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YE 

�~� 

�~� 

• D 

Figure 2.3 : cellule de base Ys (correspond à la figure 2.2) 

Exemple bidimensionnel 
Donnons un exemple de cellule de référence dans le cas N = 2, dans lequel chaque 
pont est un rectangle de longueur ê et de largeur ê'Y+1. 
Soit Y =] - 1, 1[2 et soient b, b1 et b2 trois réels tels que b1 < b2, lb1 - b2l = 1 et 
0 < b < ê. 

Les parties qui constituent la cellule de base sont définies comme suit 
• yl = l - ( 314 - b), ( 314 - b) [2 

• y2 =]- 1, 1[2\ ]- 3/4, 3/4[2 

• Qê = { (yl, Y2)/ -3/4:::; Yl < -(3/4- b), b1ê-y+l :::; Y2 < b2ê-y+l} 

• Rê= 0. 
3èmecas : nlê et n2ê sont tous les deux divisés en multiples composantes connexes, 
i.e. les deux matériaux sont isolés (voir figure 2.4). 

(G3) 

Yin aY = 0, i = 1, 2. 

De plus, pour chacune des trois géométries, on étudiera trois cas qui correspondent à 
la taille des ponts : 

i) Cas critique : lwê 1 f'.J œ2, i.e. 1 = 2. 

ii) Cas surcritique (grands ponts) : ê2 << lwêl << 1, i.e. 1 < 2. 

iii) Cas souscritique (petits ponts) : lwê 1 << ê2, i.e. 1 > 2. 
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�~� QlE 

�~� Q2E 

Il mE 

Figure 2.4 : matériaux 1 et 2 isolés 

�~� yl 

lill y2 

Figure 2.5 : cellule de base Yê (correspond à la figure 2.4) 

Les résultats d'homogénéisation sont obtenus pour une structure géométrique générale, 
et en particulier pour des ponts cylindriques. Avant d'énoncer les résultats concernant 
l'homogénéisation du problème (1.1), on va établir des lemmes préliminaires utiles, 

46 



notamment des lemmes nous permettant de transformer en intégrales de volume les 
intégrales de surface qui apparaîssent à cause de la présence d'une condition de Fourier 
sur le bord des trous, notre difficulté principale provenant du fait que la cellule de base 
dépend de é à cause de la faible épaisseur des ponts. Finalement, on rappellera d'autres 
résultats d'homogénéisation dans le cas d'un seul matériau. 

3. Lemmes de base 

3.1. Introduction des fonctions auxiliaires '1/Jh,y 

Dans tout ce qui suit, on note IT}(Y) = [L 2(Y)]n, llii 1(Y) = [H1(Y)]n ... et on 
désignera par c différentes constantes indépendantes de é. 

On sera amené, dans la suite, à introduire des fonctions '1/Jh,y définies dans la cellule 
de base Y, qui sont Y-périodiques. Ces fonctions déjà introduites dans Cioranescu
Donato [10], vont être adaptées à notre cas, puisque la cellule de référence présente 
une géométrie différente; plus précisemment, elle dépend de épar le biais des ponts. 
On note par Zf et Zi deux parties de Y telles que 

y- zs u zs 
- 1 2' 

où Zf représente le trou TY., et Zi son complémentaire dans Y. 
Pour chaque fonction h donnée dans L2 ( 8TY.) et Y -périodique, on définit la fonction 
'1/;h,y E H 1 (Y) comme solution du problème : 

-D..'l/Jh,y = ( �l�~�l�l�a�r�s� h(y) da") dans chaque Zf, i = 1, 2 
y 

(3.1) 

�[�[ �8 �~�~�Y�J�J� =-h suraTY. 

'1/Jh,y est Y-périodique, [ '1/Jh,y dy= 0, 

où : [['1/J]] désigne le saut de 'ljJ sur l'interface entre Zf et �Z�~� (la valeur de '1/J dans Zf 
moins la valeur de '1/J dans Zi). 
On suppose de plus que 

(3.2) �l�l�h�i�i�L �2 �(�8�T�~�)� �~� C. 
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La normale n est orientée vers l'extérieur de Zf. 

Figure 3.1 : cellule Y (correspond à la figure 2.2) 

La formulation variationnelle du problème (3.1) est 

(3.3) { [ \1'1/J'{,y.\lc/>dy = �(�~�~�~�l�a�T�f� h(y)dŒ) [ cf>dy- JaTf hcf>d<7 

\lep E H 1(Y), et Y- périodique. 

3.2. Estimations a priori sur les fonctions 'lj;hY 

Dans toute la suite du paragraphe 3, et pour des raisons de simplicité des calculs, 
les schémas et calculs explicites correspondent au cas de la dimension N = 2, et à la 
figure 2.3 représentant la cellule de référence. Ces résultats restent valables dans le 
cas général. 
En choisissant '1/Jl,x E H 1(Y) solution de (3.1) comme fonction test dans (3.3), on 
obtient 

ce qui implique 

(3.5) { II\7'1/JhY llt2 (Y) ::; ( �l�~�l�l�l�h�i�i�L �2 �(�8�T�y�)� I8Ty 1112
) (1YI 1

/
2 II'I/JhY Il L2(Y)) 

+llhiiL2(8Ty) 11'1/JhY IIL2(8Ty). 

Cette estimation combinée avec (3.2), donne 

(3.6) IIV'I/JhY11L2(Y) < ciYI-11218Tyi112II'I/JhYIIP(Y) + cii'I/JhYIIL2(8Ty)· 
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Or, on peut majorer la mesure de 8Ty par une constante indépendante de ê. 

Vérifions-le explicitement dans le cas particulier de la figure 3.2 ci-dessous, 

�~� yl 

L2 �~� y2 

Il Q€ 

D Te 
y 

Figure 3.2 : cellule de base Yê (correspond à la figure 2.2) 

on a 

< c, 

d'où 

(3.7) 1
8Tê 1 < c· y- ' 

(ce calcul peut s'adapter aisément à une géométrie plus générale). 
Il en découle que 

(3.8) 

Or, puisque '!f;h,y est de moyenne nulle, l'inégalité de Poincaré-Wirtinger nous donne -· 

(3.9) 

où Cp est la constante de Poincaré ne dépendant que de Y, du fait que '1/Jh,y est définie 
dans Y tout entier. 
Avec la continuité de la trace de H 1 (Y) da:ns L2 

( 8Ty) on a 

(3.10) IIV'l/Jh,yiiL\Y) �~� c CPIIV'l/Jh,y li II} (Y)+ c{ Cf (11'1/Jh,y lli2(Y) + IIV'l/Jh,y IIL\Y) 
112

}, 
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où C[ est la norme de l'application trace de H 1(Y) dans L2 (8Ty ). 
En utilisant à nouveau l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, il découle 

On en déduit que 

par conséquent 

et donc 

IIV'l/lhYIIrr/cy) �~� c + c ct, 
où c désigne différentes constantes indépendantes de é; et sachant que la constante Cp 
de l'inégalité de Poincaré-Wirtinger ne dépendant que de Y, on a aussi 

(3.12) 

Il reste donc à estimer la constante Cf, ce qui fera l'objet de l'étude du paragraphe 
suivant. Celle-ci sera donnée par (3.20). 
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3.3. Estimation de la norme de l'application trace 

Dans le but d'estimer la norme Cf de l'application trace définie de H 1(Y) dans 
L2(8Ty), nous allons partitionner le bord de Ty en plusieurs morceaux. 
On écrit 

3 

8Ty = ( U Kf) U �~�e� U �~�.� 
i=l 

La partie �~�e� représente les deux segments reliant Y1 à Y2, et �~� (indépendant de ê) est 
constitué du bord de Ty auquel on a enlevé �~�e� et les K[, (i = 1, 3). 
Les Kf étant une partie du bord de Ty comme le montre la figure 3.3-d. 

- - - -

r11 

- - �~� yl 

r2 !F1I y2 ' 

• QE 
- -

D T, 
y 

- - -

Figure 3.3-a: Les parties f1 et f2 de la cellule Ye (correspond à la figure 2.2) 

�/�/�/�/�/�~�E� 

�~� yl 

�~�B�i�l�l� y2 

• QE 

�D�T�~� 

Figure 3.3-b : La partie �~�e� de la cellule Ye: (correspond à la figure 2.2) 
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�/�/�/�/�/�~� 

�~� yl 

�~� y2 

• Qe 

Dr; 

Figure 3.3-c : La partie :E de la cellule Ye (correspond à la figure 2.2) 

�~� yl 

I2B y2 

• Qe 

Dr; 

Figure 3.3-d: Les parties Kf(i = 1, 3) de la cellule Ys (correspond à la figure 2.2) 

Le premier terme du membre de droite est fixe (ne dépend pas de e), le dernier terme 
peut être majoré facilement par une constante indépendante de e, en effet, lorsque 
Ki(i = 1, 3) varie avec e, la longueur de :Ee ne change pas mais sa position varie, et 
donc seules les ordonnées des points de :Ee changent à une translation près. Etudions 

donc le terme /( �u�:�~�,� K{) 0
2
(y) der. 
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On a (voir figures 3.3-a et 3.3-d) 

[
1 

B2{y) �d�e�r�~� Ir, 02(y) der- law; B2(y) der 

(3.14) 

f rP(y) dO"= f rP(y) dO"- f rP(y) dO", 
j �K�~�U�K�~� lr2 j 8w2 

la partie awf(i = 1, 2) étant le côté commun entre Qê et Yi, c'est-à-dire 

et ri est le côté de 8Yinti (la frontière intérieure de Yi) lié par le pont Q ê. 

Etudions par exemple le terme r rP (y) dO". 
�J�K�~�U�K�~� 

Là aussi, d'après (3.14), le premier terme du membre de droite est fixe (ne dépend pas 

de c), reste alors à majorer le terme 1 fP(y) dO", et c'est l'objet de l'étude qui suit. 
8w2 

Choisissons la dimension 2 comme exemple (pour des raisons de simplicité des calculs). 

b2&+1'r �-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�~� 

y+l b1 E ,___ ___________ ____.. - - ____ > 
a1 a2 y 

Figure 3.4 : le pont Qe en dimension 2 

On a (voir figure 3.4) 

(3.15) 
{ 

Qe = { (yl, Y2)/ a1 :::; Y1 < a2, b1c"Y+l :::; Y2 < b2c"Y+1} 

�a�w�~� = {(al, Y2)/ b1c"Y+l :::; Y2 < b2c"Y+l }· 
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On a donc 

(3.16) 

En utilisant le changement de variable t = �ê�~�! �1� (voir figure 3.5), on obtient 

(3.17) 

b2 �r�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�~� 

bi �~�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�-�~� 
Q 

Figure 3.5 : transformation macroscopique du pont Qê(N = 2). 

où Q est le rectangle obtenu via le changement de variable t = �ê�~�! �1 �.� 
Et, puisque {al} x [b1, b2] c BQ, grâce au théorème de trace, on déduit que 

(3.18) 

où la fonction kê est définie par kê(a1, t) = B(a1, �ê�'�~�'�+ �1 �t�)�.� 
On en déduit alors que 

(3.19) 
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La constante Cf est donnée de manière explicite par 

(3.20) 

Par le changement de variable inverse, on revient au domaine initial. 
On pose donc Y2 = �ê�'�~�'�+ �1 �t�,� ce qui nous donne 

(3.21) 

En réinjectant les égalités (3.21) dans (3.19), on obtient 

(3.22) 

(car ê('l'+l)
2 < 1 avec 'Y > 0). 

On fait exactement la même chose pour le bord Kf, d'où en utilisant (3.13) et (3.14), 
il vient 

(3.23) 

où c est une constante ne dépendant pas de ê. 

Par suite 

(3.24) 

car Qe C �~�;�d�'�o�ù� le lemme suivant 

Lemme 3.1. \:/() E H 1(Y), on a 

(3.25) 

avec c une constante indépendante de ê. 

Donc, d'après le lemme 3.1 et les relations (3.5) et (3.7), il découle 

(3.26) 

avec c constante indépendante de ê. 
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On note par Z1é et Z2é deux parties disjointes de né telles que 

où Zf représente l'ensemble des trous Té, et �Z�~� son complémentaire dans n. 
Introduisons l'espace de Hilbert suivant 

(3.27) 

Posons '1/Jhn(x) = '1/Jhy(x/c) p.p. sur né, alors '1/Jhn est solution du problème 

(3.28) 

dont la formulation variationnelle est de la forme 

(
l \l'l/Jhn\lqydx-E:-11 �h�é�q�y�d�(�j�=�-�ê�- �2 �(�l�~�l�1� ehd(j)l qydx 

(3.29) ne 8Te 8Ty ne 

'1/Jhn E H 1(!1é). . 

Enonçons donc le lemme suivant qui nous permettra la transformation d'intégrales de 
surface en intégrales de volume. 

Lemme 3.2. Soit hE L 2(8Té) et '1/Jhn E H 1 (!1é), alors 

(

ê r h(x/c)v(x)d(j=f: r �(�\�l�y�'�l�/�J�h�y�)�(�x�/�c�)�(�\�l�x�v�)�d�x�+�(�l�~�l� re hd(j) r v(x)dx 
(3.30) JeTe Jne JaTy Jne -. 

\lv E Vé. 
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4. Homogénéisation. 

4.1. Rappels 

Avant d'énoncer les résultats concernant l'homogénéisation du problème (1.1), on va 
rappeler des résultats connus d'homogénéisation du problème de Fourier avec des trous, 
dûs à Cioranescu-Donato [10], dans le cas d'un seul matériau. 

Dans la suite, on aura besoin des notations suivantes : 

(4.1) 

et 

(4.2) 
{ 

/8T/ 
K(a, IL)= o:IYT 

0 si 

si IL= 1 

IL> 1. 

on définit Yi* par Yi* =Yi\ T. 
Pour prolonger les fonctions Uie définies sur nie' on va utiliser le lemme suivant (voir 
Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]). 

Lemme 4.1. Soit Vie l'espace défini par 

Si nie est connexe, il existe un opérateur de prologement Pie E ..C(Vie; HJ(n) et une 
constante c indépendante de ê tels que 

( 4.3) 

On considére le problème de Fourier suivant 

(4.4) 

La fonction �y�~� g(y) est Y- périodique, gE L2 (8Tfr) et ge(x) = g(x/ê). La fonc
tion fe E L2 (ne)· 
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Les coefficients akj vérifient les hypothèses (i)-(iv) définies précédemment. 

Proposition 4.2. On suppose que l'une des conditions géométriques G1, G2 ou G3 
est satisfaite par le matériau i pour i=1,2. Soit Uie la solution du problème {4.4), et 
soit Pe l'opérateur de prolongement donné par le lemme 4.1. Alors lorsque ê tend vers 
zéro, on a 

Pe(êuie) ____. ui dans H{j(O) faible 
où ui est la solution du problème 

(4.6) 

et les coefficients homogénéisés qkj sont donnés par : 

(4.7) ·( ·)--1 1 ( ·)8(wf(y,rJ))8(w{(y,TJ))d 
qkJ �u�~� - IYI amz y, �u�~� 8 8 y, 

Y* Ym Yl 

avec wf solution du problème 

(4.8) 
8:m ( azm(Y, TJ) �8�~�z� ( wt(y, TJ)) = 0 dans Yi* 

[azm(Y,TJ) �8�~�l� (wt(Y,rJ)nm] = 0 sur 8T 

wt(y, TJ)- À.y Y-périodique et de moyenne nulle. 

Proposition 4.3. On suppose que l'une des conditions géométriques G1, G2 ou G3 
est satisfaite par le matériau i pour i=1,2. Soit Uie la solution du problème (4.4). Si 
de plus maT(g) = 0, alors on a : 

Peue ____. u:; dans HJ (0.) faible, 
où u:; est la solution du problème : 

(4.9) 

avec les qkj donnés par {4. '1). 

On notera T la limite de I8TY.I quand ê tend vers 0, et 

si p, = 1 
(4.10) 

p, > 1. 
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On désignera par C le contour défini par 

(4.11) 

où 'Yl et ')'2 sont les deux segments reliant Y1 à Y2 (voir figure 4.1). 

Enfin, on fait l'hypothèse : 

( 4.12) 

�~� 
ffi] . . 

Il 
D 

Figure 4.1 : cellule Ye 

1 r g(y) dO"I < cg, 
lary. 

où C9 est une constante indépendante de e. 

Y1 

y2 

QE 

rE y 

On sait qu'il existe uê E Vê solution unique de du problème (1.1) vérifiant 

(4.13) Jne } 8Te Jne } 8Te 
{ 

( Aê(x, uê)\luê \lv dx + cœf.l ( uêv dO"= ( jv dx + ( gê v dO" 

uë E Vë, 

ce qui est la formulation faible du problème (1.1). 
Cherchons maintenant les estimations a priori sur uê; pour cela, on prend uê comme 
fonction test dans ( 4.13), ce qui donne 

(4.14) 
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où on a utilisé le lemme 3.2 avec g à la place de h. 
En tenant compte de nouveau de l'inégalité de Poincaré, ainsi que l'hypothèse (4.5-iii), 
on a aisément 

soit d'après (3.24) 

(4.15) 

On remarque aussi que si maTy (g) = 0 alors le dernier terme de l'inégalité ( 4.14) 
s'annule, et donc 

( 4.16) 

On a donc la proposition suivante 

Proposition 4.4. Si ut: est solution de {1.1), et sous l'hypothèse (4.5), on a 

(4.17) i) llcuêiiHl(Oe:) < c. 

(4.18) ii) llut:IIHl(De:) < c si de plus maTy(g) =O. 

Dans tout ce qui suit, le - désigne tout prolongement par zéro en dehors de nê. 
On désigne par F#y(X) l'ouvert obtenu par répétition de X par Y-périodicité , et on 
note par �H�~�(�X�)� l'ensemble des fonctions Y-périodiques dans Hloc(F#y(X)). 
Comme dans l'article de Briane [7], on fera des hypothèses supplémentaires sur les 
ponts dans le cas critique et surcritique. 
On suppose que dans le cas critique (lwêl rv œ2), les ponts vérifient une sorte -
d'estimation de la capacité 

et, ::rvê( resp �~� *, adjoint �d�e�~�)� dans �H�~�(�Y�t�:�)� telles que 

(H) 
div (AV'Vt:) = 0 dans Qe 

AV'Ve.n = 0 sur 8Qe \(8Y1 n 8Y2), 
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avec 
Qê de frontière lipschitzienne 

�A�'�V�~�.�n� = 0 borné dans L 00 (8Qê) 

lim �2 �l�~� l { �A�\�7�~�.�\�7�~� dy= lE IR:, 
ê---+Ü é ê }ye 

(respectivement (H) où A est remplacée par son adjoint A*), la matrice A désignant 
la même matrice A(y, 7J) apparaîssant dans (1.1) avec 7J fixé dans IR. Les fonctions l%: 
dépendent implicitement du paramètre 7], pour des raisons de simplicité nous omettons 
cet indice. 
Voici un exemple de ponts qui satisfont l'hypothèse (H). 
En dimension 2, soient les ponts Qê et Rê définis par 

Qê = {(Yl Y2)/ - �~� < Yl < �~� -c2 <_ Y2 < c2} et Rê= 0,· ' 4- - 4' 

et soit la fonction �~� définie par 

A 2 1 
�~�(�y�)�=� 3Yl + 2 

On vérifie aisément que 

{ 

�~� = 1 dans Y1 

Vê = 0 dans Y2, 

et �~� vérifie bien l'hypothèse ( H). 

Dans le cas surcritique ( c2 << lwê 1 << 1), on fait sur les ponts l'hypothèse suivante 
:3( 'lj;ê)ê>O une famille de 0 1-difféomorphismes d'un domaine fixé Z vers Yê \Rê et une 
constante c 2 1 telles que : 

(H) 'ï!c 2 0, I\71/Jêl Sc, et 1 det (\71/;ê)l 2 c-1 1Qêl dans Z. 
' 

L'hypothèse (H) signifie que la déformation des ponts est contrôlée. 

On aura besoin de déterminer chaque fonction ui(i = 1, 2). Pour cela, on sépare 
les domaines nlê et n2ê par des fonctions bien "choisies" qui satisfont une équation 
similaire à ( 1.1) . 
Introduisons alors Viê (fonctions introduites par Hruslov [18] et utilisées par Briane 
[7]) solutions dans �H�~�(�Y�ê�)� du problème 

(4.19) 
{ 

- ê1z div (A \7Viê) = X Yi dans Yê 

A\7Viê.n = 0 sur 8Yê, 

61 



où XYi est la fonction caractéristique du domaine li (i = 1, 2). 
On pose Vie(x) = Vie(x/e) dans Fe p.p. 
Il est facile de voir que l'on a, grâce à ( 4.19) 

(4.20) 
{ 

- div ( Ae \7 Vie) = x nie dans Fe 

Ae Vvie·n = 0 sur fJFe. 

La fonction fe définie dans (H), et les fonctions Vie définies par ( 4.19) pour i = 1, 2 
vérifient les estimations données par le lemme suivant dû à Briane [7] 

Lemme 4.5. i) Dans le cas critique et sous l'hypothèse (H), il existe 0 < r < 1, et 
une constante positive c telles que 

l
i �e�2�1�~� 1 { A VVe. \lV dy -le IY 11e2 { v dy+ le IY11e2 { v dy 1 �~� c ê-riiVVIIP(Ye) 

(4.21) e }ye 1 }yl 2 }y2 

VVE H 1(Ye), 

où 

( 4.22) 

ii) Dans le cas surcritique et sous l'hypothèse ( H), 

( 4.23) 

iii) Dans le cas souscritique 

( 4.24) 

Preuve 
Nous suivrons la démonstration du lemme 3.1 dans Briane [7]. 

4.2. Cas où les deux matériaux sont connectés 

Supposons donc que la condition G 1 est satisfaite. 

4.2.1. Cas critique 

Le cas critique correspond à lwe 1 rv ce2 , i.e. 'Y = 2. 

Théorème 4.6. Dans le cas critique, et sous l'hypothèse {H), il existe deux fonctions 
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ui(i = 1, 2) dans H 1(n) et deux matrices Aj( ui)(j = 1, 2) telles que 

( 4.25) �{
�e�u�e�~� e,u, + 02u2 :ans L2(0) faible 

êUie --'- ()iui dans L (n) fœtble, 

où les fonctions Ui sont solutions du système suivant 

- div (A1(u1)Vu1) + (()l + ()lKp,)ul- ()lu2 = �l�~�l� ()1 1 g(y) dcr dans n 

(4.26) - div (A2(u2)\lu2) + (()l + ()2Kp,)u2-()lul = �l�~�l� ()21 g(y) dcr dans n 

Ul = U2 = 0 sur an, 

où l etC sont définis respectivement par (4.22) et {4.11), les matrices A1 et A2 sont 
données par {4.40a). 
Si de plus meTf (g) = 0, on a 

(4.27) 
{ 

Ue --'- ()1 u1 + ()2u2 dans L2(n) faible 

Uie --'- ()iui dans L2 ( n) faible, 

où les fonctions Ui sont solutions du système suivant 

(4.28) 

U1 = U2 = 0 SUr an. 

Démonstration : 
Dans toute la suite, on ne donnera les démonstrations que dans le premier cas. Si 
de plus meTf (g) = 0, la preuve des théorèmes est similaire à celle dans le cas où la 
moyenne est non nulle, sauf que c'est Ue qui converge au lieu de êUe· 

On note 
Çie = Xni.,Ae(x, êUe)Vue. 

La première étape de la démonstration consiste à exprimer la limite faible Çi de Çie 
dans IL 2 

( n) en fonction de Ui. 
Tout d'abord, d'après (4.17) et par prolongement, on a bien rue borné dans L 2(n), 
et vu les �h�~�t�h�è�s�e�s� faites sur l'opérateur Ae, il en est de même pour la quantité 
Çe = Ae(x, Ue)V(êue)· 
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On pose îiiê = xnie: uê, on sait qu'après extraction de sous-suites, on a 

(4.29) 
{ 

îiiê ___.... fJiui dans L2(fl) faible 

Çiê ___.... Çi dans TI}(n) faible, 

et d'après les estimations a priori vérifiées par la solution uê, on sait 
d'après Cioranescu-Donato [10], qu'il existe deux opérateurs de prolongement 
Pi€ E .C(Viê, H 1(fl)) et des sous suites extraites de uê tels que 

(4.30) 

Soient Wiê(i = 1, 2) avec À E JRN et rJ E 1R des fonctions définies par 

(4.31) 
{ 

�w�~�(�x�,� TJ) = À.x + c'l/Ji(x/c)Piê[(w[(y, TJ)- À.y)(x/c)] 

wfê(x, TJ) = w[(xjc, TJ) dans nié, 

où les fonctions wf (y, 'Tl) sont définies par ( 4.8), et où les '1/Ji sont des fonctions de 
C1 (JR N), Y-périodiques telles que 

(4.32) 
{ 

'1/Ji = 1 dans Fn 

'1/Ji = 0 dans Fjl pour j =/:. i. 

Sous les hypothèses ( i )- (iv) sur les coefficients aij et en utilisant un résultat d' Artola
Duvaut [4] (comme dans le premier chapitre), on montre que le fonctions wfê vérifient 
que: 

Les fonctions �w�~� sont bornées dans Hloc ( fl) et vérifient 

(4.33) Wiê(x) ___.... À.x dans Hloc(fl) faible. 

Pour passer à la limite dans le terme Çê.\1wiê, on utilisera le lemme de compacité par 
compensation (voir Murat [21]) suivant 
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Lemme 4. 7. Si on a 

PeE JI}(n) 

(4.34) Pe ____.. Po dans IL 2 
( n) faible 

div Pe --* div Po dans H-1 ( n) fort, 

et 

( 4.35) 

alors on a 

(4.36) 

Posons donc 

et vérifions que ces deux suites satisfont les hypothèses du lemme 4.5. 

i) PeE JI}(n), �q�~� E H 1 (n). 

• On a bien PeE IL2
(n), 

• Les solutions Wie de (4.8) sont dans H 1(n), donc �q�~� E H 1(n). 

ii) Pe ____..Po dans IL2
(n) �f�a�i�b�l�e�~� 

On a IIPe li IL 2 (D) :s; c, en effet IIPe li IL 2 (n) = �l�l�~�e� li IL 2 (n) < c, 

car �~�e� est bornée dans IL 2 
( n). Donc 

Pe ____..Po dans IL 2 (n) faible. 

iii) div Pe �~� div Po dans H-1 (n) fort. 

On a div Pe = div �~�e� = Xwef E L 2(n), par suite 

et alors 
div Pe �~� div Po dans H-1 (n) fort. 
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iv) q! __,.qi dans H 1(0) faible. 

En effet, d'après les estimations a priori sur Wie, on sait que les fonctions Wie sont 
bornées dans H 1(0), et par suite 

Par conséquent, toutes les hypothèsesdu lemme de compacité par compensation sont 
vérifiées, et on conclut que 

ce qui se traduit par 

( 4.37) 

Et puisqu'on a /we/ ----* 0, on vérifie aisément que 
�e�~�o� 

( 4.38) 

De plus, d'après les convergences (4.29) et (4.33), on a: 

(4.39) 

Des résultats classiques dans le cas périodique (voir Cioranescu-Saint Jean Paulin [11]), 
il en découle 

( 4.40) 

où 

(4.40a) Vry E JR. 

Le lemme 4. 7 de compacité par compensation appliquée cette fois à Pe Çie 
et q! = Wie, nous donne 

( 4.41) 

puisque Çie·'\lWie = '\luie·XOieA;wie· 
On en déduit que 

( 4.42) V À E JR N, ( 6 + 6). À = Ai '\1 Ui. À + Çj. À, j =f. i. 
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Soit enfin 

( 4.43) 

Or la formultion variationnelle du problème (1.1) est pour tout v E HJ(O) : 

soit 

et, moyennant le lemme 3.2, on a 

( 4.45) 

ê i g(xjs)v dO"= ê 1 �(�\�7�6�l�~�y� )(xjs)\7 xV dx + ( �~�~�~� r e g(y) dO") r V dx. 
8Te De lary Jne 

A présent, intéressons nous au passage à la limite dans les termes loTY. 1 et { g(y) der. 
larf 

On a 

( 4.46) oTy = C \ (owf U ow2), 

avec 
C = oY 1 U Oint Y 2 U 1'1 U 1'2, 

(qui est fixe, voir figure ( 4.1)), 

par suite 
lim loTY.I =ICI- lim lowf u ow21· 
ê--+Ü ê--+Ü 

Or, quand s tend vers zèro 

(4.47) lowf u ow21 ---+ o. 
ê-+Ü 

On en déduit que 
loTY.I-----+ ICI= T. 

ê-+Ü 

On a alors 

( 4.48) lim loTY.I = T. 
ê-+Ü 
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D'autre part 

r g(y)da= r g(y)da- r g(y)da, 
leT}r le �l�e�w�f�U�ô�w�~� 

et, l'on a 

{ 
11 g(y) dai < llgiiL2(ôwiUôw2) l8wf U 8w21 112 

�ô�w�i�U�ô�w�~� 

< c 18wf U �8�w�~�l �1 �1 �2  "� 

On conclut d'après ( 4.47) que 

(4.49) lim r g(y)da= r g(y)da, 
�s�-�o�~�T�e� �~� y 

par conséquent, en passant à la limite quand ê tend vers zéro dans ( 4.45) 

(4.50) 1(6+6)\lv+Kp, ln(fhu1+()2u2)vdx= �( �1 �~ �1� fcg(y)da)e ln vdx. 

Soit 

(4.51) 

= ( �l�~�l� fc g(y) da )e ln v dx. 

A ce stade, intéréssons nous à la détermination de chaque fonction ui(i = 1, 2) solution 
de l'équation ( 4.51). D'abord, si on suppose que f E L=(n), alors grâce au principe 
de Maximum, on peut dire que la solution de (1.1) est bornée uniformément dans 
L=(ns)· 
En utilisant l'hypothèse (H), la fonction v;(x) = V::*(x/ê) vérifie: 

{ 
�;�~� (llv;- Xnte IIL2(n.) +Ill- v;- xn2e IIL2(n.)) = 0 

( 4.52) 

li V v; li Pen.) < c. 

Soit la fonction test 'ljJ = (hv; + <P2(l- v;), où les <Pi(i = 1, 2) sont des fonctions de 
'D(D), et on pose 4> = 1>1 - 1>2. 
On obtient 
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et, donc 

(car v; est approchée par Xn1e dans fhe, et (1- v;) par Xn 2e dans il2e). 
Or, en faisant tendre e vers 0, on obtient 

lim ( (f.le '\lcP1 + 6e VcP2) dx = ( (A1(u1)'\lu1 '\lcP1 + A2(u2)Vu2 VcP2) dx 
�e�~�o�l�n� ln 

(4.55) 

en effet, d'après le lemme 3.2 

�a�e�'�.�~�,� ( (eue) [ XlecPl + X2ecP2] deY= �a�e�'�.�~�,� ( [ (êUeXle)cPl + (eueX2e)cP2] deY 
�l�a�~� �l�a�~� 

(4.56) 

Toujours en utilisant le lemme 3.2, on a 

(4.57) �!�~� ê lare gê [v; cP!+ (1- v;)cP2] deY= ( �1�~�1� fc g(y)dy) ln elcPl + e2cP2 dx. 

Donc, d'après les convergences précédentes, on a 

lim( ( AeV(eue)cPVv;dx+ ( (A1'\lu1'\lcP1 +A2'\lu2'\lcP2)dx 
�e�~�o� lne ln 
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Il reste donc à calculer la limite du terme { A6 V(cu6 )<jYVv;, et on sait que Jne 

( 4.59) 

et puisque lwêl 0, et (cuê) est bornée uniformément dans vx)(fle), le 
ê->Ü 

dernier terme de l'égalité ( 4.59) converge vers 0; ce qui revient à calculer la limite 

de { A;vv;V(cue<P) dx. Jne 
Montrons maintenant que 

(4.60) 

On considére donc �~�k�,� (kEN), un recouvrement de Ee par des cY-translatés de cYe, 
et soit Ne le nombre de tous les �~�k� inclus dans fl 6 • 

En appliquant l'estimation (4.21) du lemme 4.5 à (cu6 </Y), on a 

( 4.61) 

En sommant sur k, on obtient 

( 4.62) 

Et, l'on déduit que 

( 4.63) 

En combinant ( 4. 63) avec ( 4. 29), on obtient la convergence ( 4. 60). 
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On trouve enfin 

(4.64) 

'Vc/Ji E V(n), i = 1, 2, 

égalité qui reste vraie Yc/Ji E HJ(n) (par densité, carn est régulier); 
ce qui achève la démonstration du cas critique. 

Dans ce cas, on remarque que le problème limite obtenu est un système couplé avec 
un terme d'interaction. 

4.2.2. Cas surcritique 

Le cas surcritique (grands ponts) correspond à : ê 2 << lw101 << 1, i.e. 'Y< 2. 
Théorème 4.8. Dans le cas surcritique, et sous l'hypothèse (ii), il existe deux fonc
tions ui(i = 1, 2) dans H 1(n) telles que 

( 4.65) �{
�E�U�e�~� e,u, + 82u2 :ans L2(f!) faible 

êUiê ____.. ()iui dans L (n) fœtble, 

où les fonctions ui sont solutions du système suivant 

ul = u2 = u dans n 

( 4.66) -div [(A 1(u)+A2(u))Vu] +()Kp,u= �l�~�l�(�)� fcg(y)dŒ dansn 

u = 0 sur an. 

Si de plus mary (g) = 0, on a 

( 4.67) 
{ 

�~�e� �~� e,u, + 82U2 :ans L2 (f!) faible 

Ui 10 ____.. ()iui dans L (n) fœtble, 

où les fonctions ui sont solutions du système suivant 

ul = u2 = u dans n 

( 4.68) 

u = 0 sur an. 
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Démonstration : 

Pour avoir ( 4. 66), on utilise exactement les mêmes arguments que ceux utilisés dans 
le théorème 4.6. 
En utilisant (4.23) du lemme 4.5, la fonction v1é définie par (4.20), vérifie 

(4.69) 

et, en choisissant cf;ué comme fonction test dans (4.20), où cf; E D(D), on obtient 

(4.70) r Aé\7vlé(\7cf;ué)dx+ r Vlécf;uédx= r cf;ulédx; Jne Jne Jne 
et, d'après les convergences ( 4.29) et ( 4.69), on déduit en passant à la limite que 

( 4.71) 

ce qui entraîne que 

D'où 

(4.72) 

En combinant ( 4. 72) avec la formulation variationnelle ( 4.51), on obtient facilement 
l'équation ( 4.66). 

Dans ce cas, on peut expliquer l'égalité des deux fonctions u1 et u2 par le fait que le 
pont Q é est suffisamment large pour connecter complétement les deux matériaux. 

4.2.3. Cas souscritique 

Le cas souscritique (petits ponts) correspond à : lwé 1 << e2 , i.e. '"'( > 2. 

Théorème 4.9. Dans le cas souscritique, il existe deux fonctions ui(i = 1, 2) dans -
H 1 (rl) telles que 

( 4. 73) 
{ 

w, �~� 01u, + 02u2 :ans L2(!1) faible 

êUié -' ()iui dans L (D) fœtble, 

où les fonctions ui sont solutions du système suivant qui dépend fortement de la 
moyenne de g sur le bord des trous. 

- div (A1(u1)\?u1) + B1Kp,ul = �~�~�~� ()1 l g(y) dŒ dans !1 

(4.74) 
- div (A2( u2)\?u2) + B2Kp,u2 = �~�~�~� ()21 g(y) dŒ dans !1 

U1 = U2 = 0 SUr f)[l. 
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Si de plus marY (g) = 0, on a 

(4.75) 
{ 

:' �~� B,u, + B2u2 :ans L2(D) faible 

Uie _,. ()iui dans L (0) ja2ble, 

où les fonctions Ui sont solutions du système suivant 

( 4.76) 

Démonstration : 

On choisit la fonction </JiVie comme fonction test dans la formulation variationnelle 
(4.13), où </Ji E �C�~�(�l�R�N�)�,� i = 1, 2 

(4.77) 

puis en utilisant ( 4.24) du lemme 4.5, les fonctions Vie vérifient 

(4.78) 

Et, l'on déduit que 

(4.79) 

Alors en utilisant (4.29) et (4.43), il découle 

( 4.80) I
l Ai(ui)(Vui)<Pi + Kp, ln ()iui</Ji dx = ( �l�~�l� fc g(y) dO") l (}i</Ji dx, 

'V </Ji E V(O), 
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cette égalité reste vraie V ePi E H 1 ( n) en utilisant un argument de densité ( n est 
régulier). L'équation ( 4.80) correspond donc à la formulation variationnelle de ( 4. 7 4). 

Dans ce cas, on remarque que les fonctions Ui sont solutions d'un système totale
ment découplé où u1 n'apparaît pas dans l'équation vérifiée par u2 et vice versa, on 
peut expliquer cela par le fait que le pont Qe: est suffisamment petit pour séparer 
complétement les deux matériaux. 

4.3. Cas où le matériau 1 est isolé 

Supposons donc que la condition G2 est satisfaite. 

4.3.1. Cas critique 

Théorème 4.10. Dans le cas critique, et sous l'hypothèse (H), il existe deux fonc
tions (u1,u2 ) E L 2(n) x H 1(n) vérifiant (4.29) telles que: 

(4.81) 

U2 = 0 SUr an. 

Si de plus mary (g) = 0, on a 

( 4.82) 

U2 = 0 SUr an, 

où les fonctions ui sont définies par (4.27). 

Démonstration : 

Dans ce cas, comme le matériau 1 est isolé et donc le domaine n1e: n'est pas connexe, 
la fonction ue:ln1e ne peut pas être prolongée à une fonction dans H 1(n) avec les 
propriétés requises en homogénéisation pour définir les fonctions auxiliares wre: comme 
dans ( 4.31). 
Le matériau 1 est isolé, on a alors Y1 nay = 0, et donc une solution w1 définie par 
(4.8) est de la forme wl(Y) = À./3 dans chaque Y-translaté de la forme f3 + Y1 de Y1, 
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d'où la fonction w1 est constante dans chaque composante connexe de Fu, et d'après 
(4.7), on déduit que A1(u1) =O. 
De la même façon que dans ( 4.31), on définit la fonction 

( 4.83) 

où w 1 est constante dans chaque composante connexe du support de 1/J1· 
La fonction w1c satisfait 

(4.84) 

Wic(x) = À.X dans n2ci 

et en procédant comme dans la partie 4.2, on obtient 

{
6 =0 

6 = A2(u2)'Vu2; 
( 4.85) 

et le reste de la démonstration est similaire à celui de la partie 4.2.1. Le matériau 1 
étant, dans ce cas, isolé, la fonction v; ne peut plus être approchée par la fonction 
caractéristique du domaine nlc dans le sens de (4.52), pour justifier les passages à la 
limite de type (4.55) et (4.56), nous utilisons le lemme 3.1 de Briane[8]. Ce lemme 
permet, sous des hypothèses, le passage à la limite dans un produit de type u1cv; (on 
retrouve cette même technique de passage à la limite dans Damlamian-Donato[14]). 
Les hypothèses de ce lemme portent sur l'ordre de grandeur des c2nstantes de Poincaré
Wirtinger's, qui sont assurées dans notre cas par l'hypothèse (H). 

4.3.2. Cas surcritique et souscritique 

Théorème 4.11. 
i) Dans le cas surcritique, et sous l'hypothèse (H), il existe deux fonctions (u1,u2) E -
H 1(0) x H 1(n) vérifiant (4.29) telles que : 

(4.86) 

U1 = U2 = U dans n 

-div (A2(u))Vu+BKMu = �J�~�J�O� lg(y)da dans n 

u = 0 sur an. 
Si de plus mary(g) = 0, on a 

U1 = U2 = U dans n 

( 4.87) 

u = 0 sur an, 
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où les fonctions ui sont définies par (4.27). 
ii) Dans le cas souscritique, il existe deux fonctions (u1, u2) E L 2(n) x H 1(n) vérifiant 
( 4. 29) telles que : 

Kp,Ul = �1�~�1� B fc g(y) dO" dans n 

( 4.88) 
- div (A2( u2)V'u2) + BKp,u2 = �l�~�l� B2 fc g(y) dCY dans n 

U2 = 0 SUr an. 
Si de plus maT}: (g) = 0, on a 

Kp,ul = f dans n 

( 4.89) 

U2 = 0 sur an, 
où les fonctions ui sont définies par (4.27). 

Démonstration : 

En tenant compte du fait que A1 ( ul) = 0, le schéma de la preuve des deux cas 
surcritiques et souscritique est exactement le même que celui dans les parties 4.2.2 
et 4.2.3. Là aussi, on aura recours, comme dans le cas critique, au lemme 3.1 de 
Briane[8] pour justifier les passages à la limite dans des expressions de type ( 4. 70) et 
(4.77). 

4.4. Cas où les deux matériaux sont isolés 

Supposons que la condition G3 est satisfaite. 

Théorème 4.12. Dans les trois cas : critique plus l'hypothèse (H), surcritique 
plus l'hypothèse (ii) et souscritique, il existe deux fonctions (u1 , u2) E L 2(n) x L 2(n) 
vérifiant (4.29) telles que : 

( 4.90) Ul = U2 = �~�J�i�,� ( �1�~�1� B fc g(y) dO") dans n. 

Si de plus maT}: (g) = 0, on a 

( 4.91) 
1 

Ul = U2 = K f dans n, 
J1, 

où les fonctions ui sont définies par (4.27). 
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CHAPITRE III 

CALCUL NUMÉRIQUE DES COEFFICIENTS HOMOGÉNÉISÉS ET DE 
LA SOLUTION LIMITE DU PROBLÈME ÉTUDIÉ AU CHAPITRE 1 



CHAPITRE III 

Calculs numériques des coefficients homogénéisés et de la solution limite 
du problème étudié au chapitre I 

1. Introduction 

Dans ce chapitre, nous allons développer une méthode numérique permettant le calcul 
explicite des coefficients limites. Le but est donc le calcul des coefficients homogénéisés 
du problème étudié au premier chapitre, et qui sont définis par la formule 

(1.1) 

où u désigne la solution limite du problème de Fourier non linéaire et non homogène 
défini dans des ouverts perforés étudié au premier chapitre. 
Les fonctions auxiliaires xk(u*) sont solutions des problèmes adjoints correspondant 
au problème de Fourier, et les coefficients aiJ sont Y- périodiques, de classe C1 et 
lipschitziens (Y étant la cellule de référence). 
Pour cela, on essaiera d'abord de calculer les différentes quantités figurant dans cette 
formule (essentiellement les fonctions xi (y, u) calculées sur une cellule de base), puis 
en deuxième lieu, on introduira des formules de quadrature, qui consistent à calculer 
les intégrales en question de manière approchée. Pour résoudre ce problème, on aura 
recours à une méthode itérative de type point fixe. 
Et comme il s'agit d'un problème non linéaire, les calculs des coefficients et de la 
solution limite sont couplés, contrairement au cas linéaire où les aspects sont décmwlés. 
Donc, même si le prix à payer est de travailler sur le non linéaire, on calcule non 
seulement les coefficients homogénéisés mais pour le même coût, on calcule aussi la 
solution du problème limite, et le procédé numérique utilisé reste raisonnable. 
Pour cela, on ·approchera le problème initial par une suite de problèmes linéaires via 
une méthode itérative qui consiste à construire, à partir d'une étape d'initialisation 
de q?J, une suite qi} dont on espère qu'elle converge. Cette suite est définie par une 
relation de récurrence du type qij+ 1 = G( qi}), avec un choix initial de q?j. 
Parallélement, on construit deux suites �u�~� (qui nous permet de calculer la solution du .. 
problème limite dans le domaine n tout entier) et �x�~�'� toutes les deux nécessaires pour 
approcher les coefficients qi}. 
Le logiciel retenu pour la résolution de notre problème est FreeFem++, qui est une 
implémentation d'un langage dédié aux éléments finis qui permet de résoudre des 
équations aux dérivées partielles simplement sur différents maillages dont on rappellera 
brièvement les points forts ci-dessous. 
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2. Présentation de FreeFem++ 

FreeFem++ est un compilateur, un langage typé, polymorphe avec une syntaxe proche 
du langage C++ (ou java), ce logiciel permet de résoudre numériquement des EDP 
elliptiques dans des domaines bidimensionnels par la méthode des éléments finis. Sa 
dernière version permet la définition des problèmes linéaires selon leurs formulations 
variationnelles avec une écriture très proche de l'écriture mathématique et en utilisant 
de nombreux types d'éléments finis, il permet aussi de faire de l'adaptation de mail
lages, pour raffiner le maillage (il suffit d'augmenter le nombre de points sur le bord). 
Le logiciel a été porté sous les environnements Unix, Mac OS et Windows. 
Le langage de FreeFem++ permet une spécification rapide des EDP et de faire un 
choix parmi plusieurs possibilités de résolution : 

- Une définition de nombreux éléments finis tels que Pl, P2 Lagrange, Pl discontinu, 
élément fini de Raviart-Thomas, mini-élément, ... 

- Une interpolation automatique de toutes les fonctions éléments finis 
- Une définition du problème linéaire par la formulation variationnelle avec la possi-
bilité d'accéder aux matrices ou aux vecteurs si nécessaire. 
-Une définition analytique de la frontière. 

-Un générateur de maillage automatique basé sur la méthode de Delaunay. 
- Un générateur de maillage anisotrope pour faire de l'adaptation de maillages, avec 
un constructeur de métrique automatique si nécessaire. 

-Des solveurs linéaires LU, Cholesky, Crout, CG, GMRES. 

- Des méthodes de calcul de valeurs et vecteurs propres. 
- Une visualisation graphique. 

-De nombreux exemples traités : Navier-Stokes, élasticité, fluide structure, problème 
aux valeurs propres, méthode de décomposition de domaine de Schwarz, indicateur 
par résidu, problème frontière libre ... 

3. Position et formulation du problème 

On rappelle que notre problème est 

(3.1) 

uê = 0 sur an, 
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et, dont le problème homogénéisé, dans le cas où maT(g) =/= 0, est 

u E HJ(D.) 

(3.2) 
a { au } 1 r 

- oxi qij(u) oxj + K(a, J.L)u = ïYï laT g(y) dCJ, 

où les données K(a, J.L), g, a ... sont définies dans le premier chapitre. 

Comme les coefficients homogénéisés qij(u) et les fonctions auxiliaires xi(y,u*) 
dépendent tous les deux de la solution u* du problème limite, qui lui aussi dépend 
de qij ( u *), on utilisera la méthode du point fixe pour résoudre le problème dont le 
schéma itératif est de la forme qij+ 1 = G(qij), avec un choix initial de qfj· On peut 
remarquer qu'on peut choisir de démarrer de u0 , pour calculer les �x�~�,� donc les qfj et 
ensuite calculer u 1 et ainsi de suite ... Et le problème reste équivalent puisque le choix 
de u0 est arbitraire. 
On introduit les notations suivantes 

{ 

q0.· = qiJ.·(x,un) = qij(un) 
(3.3) 

�x�~�=� �x�~�(�y�,� Un), où nE N. 
Il s'agit donc d'approcher notre problème par une suite de problèmes linéaires par la 
méthode itérative citée ci-dessus. 
Soient les trois problèmes suivants 

(3.4) 

(3.5) 

q9. donnée 
�~�J� 

pour n 2:: 1, �u�~� E HJ(D.) est solution de 

�u�~� donnée, rechercher �x�~� E HJ(Y*) telles que 

�{�)�~�k� [ azk (y, �u�~�)� �{�}�~�z� �(�x�~� - Yi) J = 0 dans Y* 

�x�~� Y - périodique et de moyenne nulle. 
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On construit alors, pour ur; et �x�~� données, les coefficients 

(3.6) �~�.� _ �~� 1 ( *) �a�(�x�~� - Yi) �a�(�x�~� - Yi) d 
�q�~�J�- IYI akl y,un a a y. 

Y· m m 

Au départ, après le choix d'une initialisation qij- 1
, on calcule numériquement dans 

tout le domaine n, la solution �u�~� du problème (3.4) (décalé d'un rang)' qu'on utilisera 
pour calculer les fonctions �x�~� solutions du problème (3.5) dans la cellule de base Y* 
du matériau. 
Enfin, à l'aide de formules de quadratures, on évaluera les intégrales qij dans (3.6). 
L'algorithme est alors le suivant : 
1 Initialisation : choix de �q�~�j� (qfj = 8ij par exemple), choix de la précision c du test 

d'arrêt. 
2 Etape initiale.: on calcule la solution limite ul dans tout n, puis xi et XI dans la 

cellule de base. xi nous permet d'avoir qÎ1 et qi1 , alors que XI nous permet 
de calculer qi2 et Qf2. 

3 Etape n : on suppose calculé qij-1, on calcule �u�~� solution de (3.4), puis on calcule 
les deux solutions x; et �x�~� de (3.5). Enfin, on calcule qij donnés par (3.6). 

4 Si jjqij- G(qij)ll = supn jqij- qij+ 1)j < c, on s'arrête, sinon on change n en n + 1 
et on retourne à l'étape précédente. 

Précisons que �n�o�t�~�e� algorithme étant basé sur la méthode du point fixe, sa convergence 
quand n---+ oo, doit être prouvée sans problème puisque les hypothèses lipschitziennes 
sur la matrice initiale se transportent de manière simple dans ;notre cas. 

4. Approximation numérique de (3.4) 

4.1. Formulation variationnelle 

Comme dans les cas classiques, on obtient par des intégrations par parties la forme 
faible du problème (3.4) 

(4.1) { l q'Fj-
1 �~�:�;� �~�:� dx + K(a, 11) l �u�~�w� dx = l ( �l�~�l�l�a�T� g(y) der )w dx 

Vw E HP(n). 

La constante K(a, 11) étant positive, pour que le problème variationnel admette une 
solution unique, il suffit que l'hypothèse suivante soit satisfaite 

(4.2) 

Nous allons à présent décrire l'approximation par éléments finis P1 de la formulation 
variationnelle ( 4.1). 
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4.2. Discrétisation du problème variationnel 

Nous supposons que le domaine n est doté d'une triangulation régulière 
(Tk), k E {1, ... ,nt}, où nt est le nombre de triangles, les n 8 sommets du maillage 
étant notés qi,i E {1, ... ,n8 }, nous définissons l'espace discret Vh par 

{ 

vh = { cPh : nh ____,.IR, cPh est continue sur nh, Vk E {1, ... ,nt}, cPhiTk est une 
(4.3) 

fonction affine, et cPh(qi) = 0, Vqi sommet de anh, frontière de nh }, 

nt 

où nh = U Tk. 
k=l 

La fonction cPh étant dans l'espace Vh, sa valeur en chacun des sommets frontières du 
maillage est entièrement déterminée, ce qui montre que la dimension de cet espace est 
égale à n 8 - nf, où nf est le nombre de sommets frontières. 
Puis, nous résolvons (4.1) dans cet espace d'approximation, ce qui revient à approcher 
�u�~� par une fonction cPh E Vh solution du problème suivant 

L'espace Vh est un sous espace vectoriel de H{j(D.), dont une base est formée des 
fonctions chapeaux ( wi)iEin, et In étant l'ensemble des indices i de tous les noeuds 
internes du maillage, i.e. l'ensemble des indices i tels que �q�i�~� an, wi(qi) = 8ii· ·Ceci 
nous permet de chercher la solution de ( 4.4) sous forme d'une combinaison linéaire de 
ces fonctions 

(4.5) cPh(x) = L cPiWi(x), \lx En. 
iEln 

Ainsi formulé, et en injectant l'écriture (4.5) dans (4.4), le problème variationnel se 
réduit alors à la résolution d'un système linéaire, d'inconnue <P = ( cPi)iEin 

(4.6) A.<P = F, 

où <P est le vecteur de composantes ( cPi)iEin-

La matrice A= (Aij)(i,j)EIA' et le second membre F = (Fi)iEin étant définis respec
tivement par 

(4.7) A7_7-. -1 n-18wi owi K( ) 1 i i �'�~�-�J�- qkl �~� �~� dx + a, p, w w dx, 
nh uxz uxk nh 

(i,j) E �I�~�.� 
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(4.8) 

5. Calcul numérique des fonctions auxiliaires 

5.1. Formulation variationnelle 

Nous allons à présent, calculer les fonctions auxiliaires �x�~� qui interviennent dans les 
calculs des coefficients homogénéisés. Précisons que pour chaque noeud du domaine 
n, on doit calculer les �x�~� correspondants, on aura donc autant �d�~� problèmes en �x�~� 
que de noeuds. Il s'agit de résoudre numériquement le problème suivant 

Trouver �X�~� E H 1(Y*) solutions du problème 

(5.1) 

�x�~� y - périodique et de moyenne nulle. 

Dans (5.1), la fonction �u�~� ne représente qu'un paramètre donné. 
Soit cjy E H 1(Y*), Y-périodique, et on multiplie (1.3) et on intégre 

(5.2) 

= 0, 

car [ aij(y, �u�~�)� �B�~�j� �(�x�~�- Yk) J est Y- périodique �p�o�u�r�u�~� fixé. 

On en déduit que Vcjy E �H�~�(�Y�*�)�,� la formulation variationnelle de (5.1) est 

(5.3) 1 ( * ) �B�x�~� Be/Y d 1 ( * ) Be/Y 8 aij y, �u�n�~�~� y= aij y, �u�n�~� kj dy. 
Y* VYj VYi Y* VYi 
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Comme dans le paragraphe 4.2, on utilisera l'approximation par éléments finis P 1 pour 
la résolution numérique de ce problème, mais avec des modifications supplémentaires 
dues au problème des conditions aux limites périodiques qu'on va décrire dans le 
paragraphe 5.3. En dimension 2 par exemple, on est amené à résoudre deux problèmes. 
Trouver x; E H 1 (Y*) telles que 

(5.4) 

x; y - périodique, 

La formulation variationnelle est de la forme suivante 

(5.5) 

La fonction x; sera solution d'un problème identique en échangeant Y1 en Y2 et 81j en 
02j et où x; est périodique. 
Pour j = 1, i = 1, 2 le calcul de x; nous permet d'avoir les coefficients qr1 et �q�~ �1 �,� et 
si j = 2, i = 1, 2 le calcul de x; nous permet d'avoir les coefficients �q�~ �2� et qr2. 

5. 2. Maillage 

Pour réaliser le maillage du domaine en question, on a utilisé le mailleur de 
FreeFem++. 

6. Calcul numérique des coefficients homogénéisés du problème 

Dans la pratique, notre algorithme consiste en les étapes suivantes : 
On démarre d'une température initiale donnée To, puis on calcule la température en m 
points du maillage (dans ce calcul, on a opté pour quatre points), ensuite on calcule -· 
les fonctions locales xi ainsi que les coefficients homogénéisés correspondants à ces 
points, après, en utilisant une interpolation de Lagrange des m matrices homogénéisées 
obtenues, on obtient une matrice homogénéisée définie partout en ces rn points (cette 
interpolation nous évite de faire les calculs des fonctions xi en chaque point du maillage 
dans la cellule). 
Enfin, on résoud le problème complet dans le domaine entier pour avoir la nouvelle 
température T1 qu'on réinjecte dans notre algorithme et ainsi de suite jusqu'à conver
gence. 
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6.1 Quelques exemples numériques 

Nous donnerons dans les exemples suivants deux cas de figures selon que aij est 
symétrique ou non. 

Exemple 1: 

Dans cet exemple, on démarre de �q�~�j� = bij, et on choisit une matrice aij (non isotrope) 
de la forme 

A(x,u) = ( 
u/2 

1 

qui s'écrit sous la forme A(y, u) = A0(y)B0(u) + A1(y)B1(u) avec 

A"(y) = ( 
0 

:) ,B
0
(u) = 1, 

1 

A'(y) = ( 
1/2 0 

) ,B1(u) = u. 
0 1/4 

On choisit 'TJ = 10-4 comme test d'arrêt, après quatre itérations, les coefficients ho
mogénéisés en un point du maillage deviennent constants et sont donnés par 

(6.5) ( 0.248 

2.67 10-3 

2.7 10-
3

) . 

0.248 

On constate que la matrice qij obtenue est bien symétrique. 

Exemple 2: 

La matrice aij est choisie de la forme 

A(x,u) = ( 
u/2 

9 

Après trois itérations, les coefficients homogénéisés deviennent constants et sont 
donnés, en un point du maillage pris au hasard, par 

( 0.9 10-3 

0.359 
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( 
(2) (2)) 

=( 
0.359 1.38 10-

3) . qll q12 

(2) (2) o.88 10-3 0.359 q21 q22 

( 
(3) (3)} ( 0.359 1.379 10-

3) . qll q12 

(3) (3) o.88 w-3 0.359 q21 q22 

On constate que dans notre cas les valeurs des coefficients calculés s'approchent beau
coup de celles qu'on trouve dans le cas linéaire. On peut expliquer cela par le fait 
qu'on linéarise notre problème pour pouvoir le résoudre numériquement. 

6.2.b Autres exemples : 

Les courbes suivantes représentent un tracé de la conductivité en fonction de la 
température de quelques matériaux physiques concrets. 

En utilisant des techniques d'interpolation, on peut approcher par exemple la courbe 
des briques réfractaires (voir ci-dessous) par une méthode de type suivant : 

a(u(x)) = 4, 7418exp(-0,0006u(x)). 

Remarquons que a(u(x)) est bien lipschitzienne sur IR.+. 
Pour TJ = 10-4 comme test d'arrêt, après deux itérations, les coefficients homogénéisés 
en un point du maillage deviennent constants et sont donnés par : 

( 
(1) (1)) ( 2.8778 3.3497 4 10-5 ) . qll q12 

(1) (1) 3.3497 4 10-5 2.87785 q21 q22 

( 
(2) qg))= ( 2.87867 3.35075 10-

5 
) . qll 

(2) (2) 3.35075 10-5 2.87871 q21 q22 

Le tracé de la conductivité en fonction de la température pour cet exemple est donné 
par la figure2. 

Pour mettre en évidence la non linéarité de la conductivité en fonction de la -· 
température, on fait une coupe qui traverse toutes les isovaleurs pour représenter la 
matrice homogénéisée K( (1/2, Yi), u(1/2, Yi)) en fonction de la température u(1/2, Yi), 
ceci revient à associer à chaque isovaleur Ij, représentant une température Uj (x), une 
matrice de coefficients homogénéisés A(u(x)). 
Signalons aussi que si l'on choisit des coupes qui, par exemple, ne traversent pas assez 
d'isovaleurs, les tracés de la conductivité en fonction de la température seront non 
parlants. 
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La courbe du Zircon (voir ci-dessous) peut être approchée par la méthode : 

a(u(x)) = 13, 261(1 + x2)(-0,1255), 

qui est lipschitzienne sur tout JR. 
Pour 'rJ = 10-4 comme test d'arrêt, après deux itérations, les coefficients homogénéisés 
en un point du maillage deviennent constants et sont donnés par : 

( 
(1) (1)) ( 3.12226 3.63429 10-

5
) . qll q12 

(1) (1) 3.63429 w-5 3.12231 q21 q22 

( 
(2) qg))= ( 3.12892 3.64204 10-

5 
) . qll 

(2) (2) 3.64204 10-5 3.12897 q21 q22 

Le tracé de la conductivité en fonction de la température pour cet exemple est donné 
par la figure1. 
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Figure 1 : Zircon 
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Figure 2 : Brigues réfractaires 
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Conclusion générale 

Dans ce travail, nous nous sommes intéréssés à l'homogénéisation d'une classe de 
problèmes non linéaires et non homogènes avec des conditions de Fourier dans des ou
verts perforés, les premiers résultats de convergence obtenus. généralisent des résultats 
antérieurs de Cioranescu-Donato [10], puisqu'on considère ici des coefficients aij qui 
dépendent de la solution de manière lipschitzienne. 
Les différents problèmes homogénéisés sont obtenus en utilisant la méthode de l'energie 
selon que la moyenne de la donnée g sur le bord des trous soit nulle ou non. 
Ensuite, on s'est intéréssé au même problème mais cette fois dans des domaines faible
ment connectés, trois cas ont été étudiés selon la connexité des deux matériaux ainsi 
que la taille des ponts les reliant. 
Dans le cas complexe où les deux matériaux sont connectés et quand les ponts sont 
suffisamment petits pour séparer complétement les matériaux (cas sous critique), on 
obtient deux problèmes non couplés pour les materiaux 1 et 2. Lorsque les ponts sont 
suffisamment larges pour connecter complétement les deux matériaux (cas surcritique), 
on obtient un problème homogénéisé commun. Finalement, dans le cas où les ponts 
ne sont ni suffisamment petits ni suffisamment larges, on obtient un système couplé 
avec des termes d'interaction entre les matériaux. 
Dans le cas où l'un des matériaux est isolé, on obtient un problème elliptique pour laso
lution homogénéisée pour le matériau connecté et une deuxième solution homogénéisée 
exprimée de manière explicite en fonction de la première pour le matériau isolé. 
Notons que le fait que les systèmes soient couplés ou non est du à la connexité des 
matériaux, comme la taille des ponts a une influence directe sur la forme des équations 
homogénéisées. 
Enfin, une méthode numérique est développée pour le calcul explicite des coefficients 
homogénéisés calculés auparavant. Le problème non linèaire est approché par une 
suite de problèmes linèaires en utilisant une méthode itérative définie par une relation 
de récurrence de type qij+ 1 = f(qij) avec un choix initial de q2j· 
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Homogénéisation d'une classe de problèmes non linéaires avec des �c�o�n�<�:�J�J�~� 

tions de Fourier dans des ouverts pérforés , 
Cette thèse est consacrée à l'homogénéisation d'une classe de problèmes non linéaire& et 
non homogènes dans des ouverts perforés avec des conditions de Fourier sur le bord des 
trous; Dans le premier chapitre, les résultats de convergence obtenus généralisent des 
résultats antérieurs de Cioranescu-Donato, puisqu'on considère ici des coefficients aii 

qui dépendent de la solution �d�~� manière lipschitzienne. Après le théorème d'existence 
et d'unicité <;le la solution, des théorèmes d'homogénéisation sont établis. Le deuxième 
chapitre est l.uf consacré à l'étude du comportement limite de -la solution du même 
problème mais dans des domaines faiblement connectés, les résultats d'homogénéisation 
ont été obtenus dans trois géomètries différentes selon la connexité. des deux matériaux 
ainsi que la taille des ponts les reliant. Enfin, une méthode numérique est développée 
pour le calcul explicite des coefficients homogénéisés calculés auparavant. Le problème 
non linéaire est approché par une suite de problèmes linéaires en utilisant une méthode 
itérative définie par une relation de récurrence·. 

Homogenization of a class of nonlinear problems with Fourier conditions in 
perforated domains 
This thesis is devoted to the homogenization of an elliptic quasi-linear problem in 
a perforated domain with Fourier conditions on boundary of the · holes. First, the 
Re3ults of homogenization that we obtain generalize anterior results of Cioranescu
Donato because the coefficients aij depend. on the solution, w.hat prevent us of passing 
directly to the limit on sorne terms. In addition to the homogenization results, a 
theorem of-existence and uniqueness of the solution is proved. In the second chapter, 
we studied the limit behavior the solution of the same problem but in weakly connected 
domains, the homogenization results are proved in three different geometries according 
to the connectedness of materials and according to the size of the bridges. In the 
last chapter, a numerical method.is developed to calculate explicitly �t�h�e�·�h�o�m�o�g�e�n�i�~�e�d� 

coefficients. established before, the non linear problem is approàched by a suite of linears 
problems by using an iterative method. 

Mots-clés Homogénéisation - non linéaire - Fourier 




