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Introduction

Les applications de I’électronique de puissance se sont considérablement développées depuis
le début des années 1980. Dans des domaines tels que les transports (voiture hybride, bus, tram,
ferroviaire...), les énergies renouvelables, les télécommunications, le spatial, etc, elles exigent un
accroissement de la vitesse de réponse des dispositifs, une réduction de la taille, des
fonctionnalités plus complexes et une meilleure fiabilité. La loi de Moore, qui prédit que les
performances des semiconducteurs doublent tous les dix-huit mois, continue de se vérifier depuis
le début des années 1970.

Le contrdle thermique est alors devenu un point clef de la conception des équipements
électroniques. En effet les caractéristiques de fonctionnement des composants et la fiabilité des
systtmes dépendent fortement de la température. La miniaturisation et Paccroissement des
fréquences de commutation conduisent a des densités de puissance dissipées de plus en plus
élevées. Celles-ci atteignent maintenant des valeurs de ordre de 400 Wem™ en électronique de
puissance : le facteur thermique est devenu dans de nombreux cas le facteur limitant la puissance
commutable. Un outil de modélisation fine et rapide des transferts de chaleur dans les
composants électroniques de puissance s’avérerait donc trés utile pour optimiser leur structure
d’un point de vue thermique, minimiser leur température de fonctionnement pour une puissance
dissipée donnée, ou pour uniformiser leur température afin de réduire les contraintes

thermomécaniques.

Les transferts de chaleur dans les composants électroniques de puissance (CEP), dont la
structure caractéristique est multicouche, typiquement composée d’empilements de blocs de
forme parallélépipédique, sont essenticllement des transferts par conduction. Les puces situées
au sommet de I’empilement dissipent de I’énergie électrique, générant ainsi un flux de chaleur
qui traverse ’ensemble des blocs pour étre échangé avec le milieu ambiant par un radiateur. Il
existe deux grandes classes de méthodes permettant le calcul des champs de température et de
densité de flux au sein des CEP : les méthodes numériques et les méthodes a caractére analytique
[1]. Les méthodes numériques sont de loin les plus utilisées car elles sont adaptées a tous les
types de géométries et de conditions limites et permettent également de considérer des non-
linéarités (thermodépendance des propriétés thermophysiques). De nombreux codes
commerciaux, basés sur les techniques d’éléments finis (Ansys®, FlexPDEase®...), de volumes
finis (Flotherm®, Fluent®..) et d’éléments frontiéres (Rebeca3D®) permettent la résolution de
I’équation de la chaleur. Ces codes sont attractifs du fait de leur simplicité d’utilisation mais
présentent le désavantage de consommer des temps de calcul importants ; ils sont donc peu
adaptés a I’optimisation thermique des CEP. Les méthodes semi-analytiques [2,3,4,5,6,7], toutes
basées sur les solutions obtenues par la méthode de séparation des variables, sont plus rapides
mais limitées a des géométries simples. Elles peuvent difficilement prendre en compte les

caractéres non-linéaires des transferts de chaleur. De plus, leur application aux structures



mutliblocs, caractéristiques des CEP, nécessite la discrétisation des interfaces entre blocs de
dimensions latérales différentes et I’emploi d’algorithmes itératifs [7]. Ceci a pour conséquence
Pintroduction de nombreux hyperparamétres comme des pas de discrétisation, des coefficients
de relaxation, c’est-a-dire qu’en pratique le caractére analytique est perdu. Elles présentent
également des problémes de convergence et sont par conséquent limitées a un certain nombre de

couches empilées.

Nous proposons ici une nouvelle technique, dont ’originalité réside dans I’introduction de
matrices de conversion de spectre, qui relient les spectres spatiaux des températures et densités
de flux a Pinterface de deux blocs de dimensions latérales différentes et qui permettent d’éviter
ainsi une démarche itérative. Il s’agit d’une extension de la méthode des quadripdles thermiques,
formalisme développé au Laboratoire d’Energétique et de Mécanique Théorique et Appliquée de
Nancy (LEMTA) depuis le début des années 1980 et qui consiste a écrire une relation entrée-
sortie entre les diverses conditions limites appliquées au systéme.

Ce mémoire est structuré selon trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré & la mise en place des outils de modélisation. 11 regroupe
quelques rappels concernant la méthode des quadripdles thermiques appliquée aux structures
monoblocs, ¢’est-a-dire composées d’un empilement de couches de mémes dimensions latérales
et dont les faces latérales sont soumises aux mémes conditions limites. Quelques nouveautés
viennent étayer ses rappels. La technique de conversion de spectre est ensuite introduite ; elle
consiste en un changement de base de fonctions propres. Les fonctions propres associées a un
bloc, sur lesquelles sont projetées la température et la densité de flux, dépendent des dimensions
latérales du bloc ainsi que des conditions limites imposées sur ses faces latérales. L’écriture,
dans I’espace transformé, de la condition d’interface entre deux blocs de dimensions différentes
nécessite alors d’exprimer la base de fonctions propres d’un bloc en fonction de celle de ’autre,
c’est-a-dire de faire intervenir une matrice de conversion de spectre, dont le role est de convertir
les spectres spatiaux de la température et de la densité de flux d’une base a I’autre.

Un code de calcul, basé sur cette méthode et permettant la simulation des transferts de chaleur

dans les CEP, a été réalisé.

Le deuxiéme chapitre est centré sur la validation et I’estimation des performances de la
méthode. La simulation thermique d’un module IGBT (Insulated Gate Bipolar Transistor) est
réalisée. Les résultats obtenus sont comparés aux résultats produits par deux codes de calcul
commerciaux (FlexPDEase® et Flotherm®), ce qui permet une validation croisée des différentes
méthodes. Il s’avére que les performances en terme de temps de calcul de la méthode des
quadripdles sont trés supérieures aux performances des deux codes numériques lorsqu’une faible
précision spatiale est demandée (par exemple pour déterminer la température moyenne des
puces). La méthode permet alors 1’optimisation thermique des systémes de puissance ; une

procédure de conception optimale d’un diffuseur est proposée. La faisabilité de la prise en



compte par la méthode des quadripdles thermiques du couplage entre un canal fluide et ses

parois solides, ou de la modélisation d’un radiateur a ailettes, est également démontrée.

Le troisiéme et dernier chapitre est consacré a la mise au point d’outils de caractérisation
d’empilements, de métrologie de température sur les IGBTs et de fluxmétrie par conduction
inverse. L’estimation expérimentale de résistances de contact entre une couche de cuivre et une
couche de silicium est mise en ceuvre. Une procédure de mesure de température sur la surface
d’un composant est également mise au point en collaboration avec le GREEN (Groupe de
Recherche en Electrotechnique et Electronique de Nancy). La mesure est réalisée par
thermographie infrarouge, phosphorescence induite U.V. et par I’intermédiaire d’un parameétre
thermosensible afin de procéder a la cartographie des émissivités. La perspective d’utiliser un
composant électronique comme fluxmétre est également envisagée: les mesures de la
température et de la densité de flux en face avant permettent ’estimation de la densité de flux en
face arriére. Ceci pourrait permettre de caractériser divers « extracteurs » de chaleur comme des
radiateurs, des diffuseurs, des caloducs, ou des systémes & micro-canaux, systémes qui sont de
plus en plus couramment utilisés en électronique et dont il est difficile actuellement de quantifier

précisément les performances.
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I La méthode des quadripéles thermiques

La méthode des quadripdles est une méthode explicite exacte de représentation des systémes
linéaires. Basée sur les solutions analytiques des systémes gouvernés par des équations aux
dérivées partielles résolus par une méthode de transformée intégrale ou de séparation des
variables, elle constitue un formalisme qui permet la résolution rapide et efficace de problémes
dont la géométrie est suffisamment simple. Nous I’appliquerons ici aux transferts thermiques par
conduction.

De la méme fagon que la méthode des éléments fronticres, cette méthode détermine la
relation, intrinséque au systéme, liant les conditions limites entre elles. Ceci implique une
transformée de Laplace sur le temps et une transformée intégrale de type Fourier-cosinus (par
exemple) sur une ou deux variables d’espace selon que le probléme est en 2 ou 3 dimensions.

Le retour dans I’espace réel est exécuté d’une fagon numérique ; la méthode peut donc étre
qualifiée de semi-analytique.

L’intérét de la méthode des quadripdles est son caractere analytique rendant transparent le
formalisme qui en résulte. Elle permet des ¢tudes paramétriques simples, des études de
sensibilité, des estimations de paramétres par méthodes inverses. Le nombre d’hyperparamétres,
¢’est-a-dire de paramétres qui ne sont pas présents dans la formulation mathématique du
probléme qu’on cherche a résoudre mais qui sont introduits pour obtenir une solution numérique
(nombre d’itérations, ordre de troncature..), introduit, est trés faible comparé aux méthodes
numériques dont les solutions nécessitent une discrétisation du temps et de I’espace. De plus sa
mise en ceuvre informatique conduit a des calculs rapides qui en font une méthode bien adaptée a

’optimisation des systémes.

.1  Un peu d’histoire

Le concept a la base de la méthode des quadripdles thermiques apparait dés 1921 avec
Carslaw (Introduction to the mathemaical theory of heat in solids, Macmillan) qui considérait
alors une représentation complexe (amplitudes complexes ou phaseurs inspirés du domaine des
systémes électriques) pour décrire I’évolution temporelle de la température et du flux en régime
périodique. En 1959, Carslaw et Jaeger [8] utilisent la représentation de Laplace (4 la place des
phaseurs) et font référence a la similitude qui existe entre un systtme thermique
monodimensionel homogéne isotrope et un circuit électrique : ces deux systémes peuvent &tre
modélisés en régime transitoire par un quadripdle, la température jouant le role du potentiel et le
flux celui du courant.

La méthode des quadripdles thermiques est développée au LEMTA depuis le début des
années 1980 a I’initiative d’Alain Degiovanni qui lui donna sont caractére matriciel. Le premier
article date de 1988. Il est intitulé « Conduction dans un mur multicouche avec sources;
extension de la notion de quadripdles » [9]. Deux traités pour les Techniques de 1’Ingénieur

[10,11] complétent la description de cette méthode. Les quadripdles thermiques sont au départ
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limités a la résolution des transferts monodimensionnels, ou globalement monodimensionnels, et
sont wutilisés principalement comme un outils de modélisation pour déterminer
expérimentalement par techniques inverses les propriétés thermophysiques des matériaux. C’est
en 1993, suite & un article intitulé « A two-port netwok formalism for 3D heat conduction
analysis in multilayered media » [5], rédigé par I’équipe de P. Leturcq et J.M. Dorkel du LAAS
de Toulouse et utilisant les transformées spatiales de Fourier, que la méthode devient utilisable
en 2 et 3 dimensions. L’idée d’utiliser les transformations intégrales a la fois temporelles
(Laplace) et spatiales (Fourier) pour étendre le domaine d’application de la méthode en 2 et 3
dimensions nait a la méme époque au LEMTA, puisque en 1994 J.C. Batsale et col. publient
« Extension de la méthode des quadripbles thermiques a 1’aide de transformations
intégrales »[12]. Dans les années qui suivent, la méthode est employée pour estimer des
résistances d’interface non uniformes dans Pespace [13] et déterminer diverses propriétés
thermophysiques, notamment dans le domaine de I’électronique [14]. Parallélement, le LAAS
mettait au point une méthode permettant de résoudre les problémes d’empilements pyramidaux a
partir d’un couplage numérique aux interfaces entre les blocs [7], le but étant de modéliser un
composant électronique de puissance. Mais la méthode utilisée nécessitait de mettre en ceuvre un
algorithme itératif pour faire converger les champs de température de part et d’autre des
interfaces entre blocs différents, ce qui lui fait perdre son caractére analytique. De plus, des
problémes de convergence limitent le nombre des couches qui peuvent étre empilées et de
nombreux hyperparamétres comme la discrétisation des interfaces doivent étre introduits. En
2000, le livre « Thermal quadrupoles » [2] récapitule prés de 20 années de recherche sur le sujet
au LEMTA et constitue la base de cette thése.

Dans la suite de cette partie, nous allons successivement passer en revue les principes de la

méthode et introduire divers aspects originaux.

1.2  Les quadripéles en géométrie 1D [2]

L2.1 Principe

Considérons I’exemple simple d’un mur homogéene isotrope de dimensions latérales infinies

comme représenté sur la figure I.1.

Sfigure L1 . mur isotrope, homogéne de conductivité thermique A

et de diffusivité thermique a
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Dans ce mur, I’équation de la chaleur 1D s’écrit :

I ) =L (1) (L)

8x_2 a ot

Si on effectue une transformée de Laplace sur le temps, en considérant que la température

initiale est nulle, I’équation (I.1) devient :

%x_f(x, p)=Lo(xp) (12)

ou p est la variable de Laplace, et 8 la transformée de Laplace de la température.

La solution de (1.2) s’écrit :

¢ ch(y[p/ax sh(/p/ax X,
(Vplax) (Vp/ax) )( j

00 (%, p) = x (1.3)

¢:_la—x A p/ash( p/ax) -AJp/a ch(\/—p/—ax

ou K, et K, sont deux constantes que ’on détermine a partir des conditions limitesen x = e :

-1

m: ch(\/p/ac) ship/ac)

0
e, (1.4)
K.) " -AJpfash(Jplac) -Aplach(\pfae) U( 7)

¢

ce qui nous permet de déterminer la relation entre température et flux a ’entrée et a la sortie :
ch[\/EeJ sh[\/zej/l\/z
12} 0, a a a pe ,
s | o) .
>, P e,p
A |2 sh [\/EeJ ch[\/zej
a a a

(& Slem-m (e w

Ici, M est une matrice de transfert inverse liant entrée vectorielle (en x=0) a la sortie vectorielle

que I’on écrit :

(en x=e). A ce niveau, il est utile de rappeler que 1’égalité matricielle (I.5) est strictement

équivalente a 1’équation aux dérivées partielles (I.1) (a condition initiale nulle). En terme de
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modélisation des systémes, on a remplacé un modele d’état (interne) par un modéle
d’entrée/sortie (externe). Par contre, une fois les conditions limites données et le systéme résolu
pour les conditions limites manquantes, il est possible d’obtenir la température et le flux dans
toute la structure en utilisant (1.3) et (1.4). La méthode des quadrip6les thermiques constitue a la
fois une représentation externe et une représentation interne du probléme.

L’obtention des températures et densités de flux réelles nécessite une transformée de Laplace

inverse, que 1’on réalise numériquement [16].

Analogie électrique :

Le concept de quadripdle est ici étendu a la thermique. Il provient du domaine des systemes
électriques : un quadripdle lie tensions et courants a I’entrée et a la sortie d’un systeme. Comme
en électricité, il existe deux fagons équivalentes pour représenter un quadripdle thermique : le
quadripdle en forme de T et en forme de pi; en thermique on a coutume d’utiliser la
représentation en T. Sur la figure 1.2 est représenté d’un point de vue schématique matriciel et du

point de vue de I’analogie électrique un quadripdle sans source :

¢(O’p) ¢(3,p)
R — _
*— | -
A B
6(0, p) O(e, p)
C D
*—| S

représentation matricielle

$0,p) @ (e, p)

représentation sous forme de réseau

figure 1.2 : les deux représentations du quadripdle

Les trois impédances thermiques Z;, Z, et Z; valent respectivement :

A-1 D-1 ]
Z = , 7, = et Z,=— 1.7
=5 = (1.7)

La représentation sous forme de réseau permet I’utilisation de logiciels adaptés a la résolution
de circuits €lectriques. Pour notre part, nous utiliserons plutot la représentation sous forme de
matrices car nous effectuerons des calculs sous Matlab®, un code qui gére trés bien les produits

matriciels.
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Cette méthode est particulierement bien adaptée a la résolution de structures multicouches
dont un exemple est représenté en figure 1.3. Du point de vue de I’analogie électrique, les

quadripdles sont en série.

figure 1.3 : mur multicouche

L’entrée de la couche i est égale a la sortie de la couche i-1, donc la matrice de transfert du

systeme vaut le produit de toutes les matrices de transfert des différentes couches :

T(0,p))_(A° B°) (4 B\ (4" B"\(T(ep)

5 = e ] ) _ (18)
#(0,p)) (Cc* A° ' A c” A" )\ ¢(ep)
Nous obtenons donc la matrice de transfert intrinséque au mur multicouche, matrice qui lie les

différentes conditions limites externes entre elles.
L2.2 Transferts globalement monodimensionnels

La modélisation de I’épanouissement, ou de la constriction, des lignes de flux par une
impédance équivalente (impédance exacte ou approchée) permet la résolution de problémes non
strictement monodimensionnels appelés problémes « globalement monodimensionnels », ¢’est-
a-dire les problémes pour lesquels on connait les surfaces latérales d’un tube de flux au sein
duquel le transfert peut étre considéré monodimensionnel en « moyenne». La relation
quadripolaire s’écrit alors entre les températures et densités de flux moyennes. Cette notion est

largement développée dans [2,15] et sera I’objet d’une étude au chapitre 2.111.

I.3  Les quadripoles en géométrie 2D

1.3.1 Probléme de Sturm — Liouville

Considérons le bloc en 2 dimensions, de largeur L, d’épaisseur e, de conductivités A, et A,

suivant Ox et Oz, représenté sur la figure .4. Les faces latérales en x = 0 et x = L sont soumises a
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des conditions limites de premiére (A— ), seconde (A=0) ou troisieéme espéce suivant les valeurs

des deux coefficients d’échange sur les faces latérales.

figure 1.4 : bloc homogéne anisotrope en 2 dimension

L’équation de la chaleur en régime permanent dans le bloc s’écrit :
2 2
T T
A T + A, T =

, 0
" ox? *9z°

oT oT

A —+hT =0 enx=0 et /1x—a—+hLT:0 en x=1
x

x g

Résolvons ce systéme d’équations par la méthode de séparation des variables.

Soient X(x) et &z) deux fonctions telles que :

(1.9) et (1.10) deviennent :

1d*x A d%6
———Ft+t—=—=0
X dx* A0dz
Wk Xy
& AT A A
1 X A, d’o )
donc —_—— =t =
X dx’ A0 dz”
ou ¢ est une constante positive.
s a’x o,
c’est-a-dire : —+a'X=0
dx...
2
et —q—g—az £6 =0
dz A

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(L12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

Le probléme constitué des équations (I.15) et (I.13) est un probléme de Strum-Liouville

[2,17]. Les fonctions X satisfaisant ce systéme sont appelées fonctions propres, chaque fonction

propre €tant associée a une valeur propre o .

L’équation (I.15) implique qu’il existe deux constantes K et K; telles que :

10
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X (x)= K, cos(ax)+ K, sin(ax) (1.17)

L’¢équation (1.13) conduit a I’équation transcendante permettant le calcul des valeurs propres [2]

hy, +h
tan (¢, L) :—/1"—0(1(—,0—+—él (1.18)
(2’.\‘ n )_ - hOhL
Nous avons donc déterminé la base des fonctions propres du probléme :
hy .
X, (e,,x) = cos(a,x) +——sin(c,x) (1.19)
ﬂf"a" 0<n<Soo

Cette famille de fonctions propres est une base orthogonale sur laquelle la température peut tre
projetée. Elle définit un produit scalaire correspondant 4 la transformée intégrale qui apparait

naturellement dans ce probléme :

L

6,(z) = (T (%,2), X, (x)) = [T(x.2) X,(x)dx avec 0<n<eo (1.20)
0
La norme associée a ce produit scalaire vaut :
| Wi
) bl
1 hyL 2 A hyL
Nl )=(X (x),X = 22 (e LY || 1+ x + -2 1.21
( n) < "(x) n('x)> 2L0£f ({ /1)] ( n )] WL 2 , /1X ( )
—+= | +(e,L)
i A |

Et la transformée inverse est définie par :

()= AT A) X,(x)

x,z) -
= (X, (0), X, (%)) =2y

i

6,(z) (122)

6, vérifiant 1’équation (1.16), cette derniére ayant exactement la méme forme que 1I’équation (1.2)
(cas 1D transitoire) en remplagant p/a par «; A /A . Si on fait apparaitre la transformée

spatiale ¢, =—A,06,/dz de la densité de flux @ =—4, 9T /dz dans la direction z (correspondant a

la direction de I’épaisseur du bloc), on obtient une relation « quadripdlaire » analogue a
I’équation (1.6) :

11
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sh(at, /2, /A.e)
[9,,) (0)= Ch(“nx/ﬂx/ /1:6) Jire, (an(e) (1.23)
Axﬂzansh(am/&. //’tze) ch(a,,\/ﬂ,\-/ﬂ:e) "

En pratique il est nécessaire de tronquer le spectre a N modes, ce qui conduit a une inversion

((1.22)) en remplagant le symbole oo par N. La relation (1.23) s’écrit alors sous forme matricielle :

(ZJ(O) :[2 j}(;)(e) (1.24)

ou les matrices A4, B et C sont des matrices carrées diagonales de taille N+1 et oi @ et ¢ sont
les vecteurs spectres de la température et de la densité de flux (selon 0z) dans la base de

fonctions propres correspondante :
0=(6,6y) cto=(d¢y) (1.25)

La relation (1.24) est équivalente aux N+1 relations (1.23). Nous utilisons ici la notion de vecteur
spectre @ ou ¢ non indispensable dans les problémes diagonaux mais qui va sc¢ révéler tres

efficace si le probléme a résoudre correspond a un couplage des modes.

La densité de flux réelle suivant Ox est quant a elle donnée par la relation suivante :

_ aT(x,z)__ Y 0X,(x)86,(z)
0, (rz) =A== =4~ (1.26)

n=0

En résumé, a chaque couple de conditions limites latérales correspond une base de fonctions
propres sur laquelle sont projetées la température et la densité de flux suivant 0z (voir tableau 1.1
pour la liste des différentes familles de fonctions propres). La matrice de transfert est formée de
3 sous matrices carrées diagonales A, B, C dépendant des valeurs propres associées a la base de
fonctions propres. Le caractére diagonal de ces matrices quadripolaires traduit un découplage
entre les différents modes de la température et de la densité de flux, ainsi la méthode peut Etre

qualifiée d’«exacte a I’ordre de troncature prés».

Cette technique fait partic de la classe des méthodes appelées « méthodes de transformations
intégrales» qui sont une généralisation de la méthode de séparation des variables et dont le
principe consiste a projeter I’ensemble des potentiels du probléme sur un espace de fonctions qui
vérifient le probléme homogeéne associé. L’ouvrage de Mikhailov et Ozisik [18] regroupe la
plupart des travaux sur analyse exacte des transferts de chaleur et de masse par diffusion

employant la méthode classique de transformée intégrale. Ces vingt derni€res années, cette

12
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approche s’est progressivement étendue pour permettre la résolution analytique approchée d’un
plus grand éventail de problémes a priori non transformables [19, 20]. En particulier Cotta et
Mikhailov [20] ont développé une technique appelée «technique de transformée intégrale
généralisée » qui est une méthode hybride analytique-numérique permettant de resoudre certains
problémes multidimensionnels, couplés et non linéaires. L’outil numérique est alors utilisé

essentiellement pour résoudre des systémes différentiels ordinaires.
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Tableau 1.1 : différentes fonctions propres associées aux différentes conditions aux limites[2]
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1.3.2  Résolution des structures multicouches monobloc (rappels)

Considérons la structure représentée sur la figure 1.5 composée de I’empilement de P couches
de méme largeur, toutes isolées sur leurs faces latérales. Ceci définit ce que nous entendons par
structure monobloc : les couches constituées par différents matériaux posseédent des épaisseurs
différentes, mais les mémes dimensions transverses et les mémes conditions limites latérales.

Selon le tableau I.1 (cas n°S5), la base des fonctions propres est la famille des
(X, (o x)=cos(a,x)) __avec a, =nx/L, ¢est-d-dire que la transformée intégrale est dans

ns

ce cas particulier une transformée de Fourier-cosinus.

T(xe) @xe)
e
0= 0 »= 0
AN v
Zis)

T(x0) @0

figure 1.5 : monobloc multicouche

L°¢galité des températures a I’interface entre les couches i et i+1 s’écrit :

T'(z,+e,x)=T""(z,,,x) (1.27)
d’ou, si on applique la transformée intégrale relative au bloc i :

L
T'(z +e,x)cos(or,x)dx :j T (z,,,x)cos(a,x)dx, 1<n (1.28)

0

[SY S—

Les transformées intégrales sont donc identiques dans les blocs 7 et i+1 :

9,’; (Zi + ei) = 0:;“ (Zm ) (1.29)

La densité normale de flux se conservant a ’interface, il en est de méme de sa transformée :

¢15(Zi +ei):¢rj+l(zl'+l) (1.30)
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En conclusion, lorsque les bases de fonctions propres sont les mémes, I’égalité des températures
et des densités normales de flux dans I’espace réel se conserve dans I’espace transformé. A cette
condition, la matrice de transfert de la structure multibloc est le produit des matrices relatives

aux différentes couches ; nous pouvons égaler les vecteurs spectres aux interfaces :

e sHESHE Sl e

Notons que pour ce probléme diagonal, I’écriture vectorielle n’est pas une nécessité. La

résolution peut étre traitée mode par mode.

Par contre nous ne pouvons pas égaler deux spectres qui seraient exprimés dans deux bases
différentes, donc nous ne pouvons pas résoudre simplement le probléeme de I’empilement de
deux blocs dont les bases de fonctions propres associées sont différentes. En pratique, cela
signifie que 1’on ne peut pas empiler des blocs de largeur différente, de conditions limites
latérales différentes, voire de conductivité thermique différentes (certaines fonctions propres
dépendent de la conductivité lorsque au moins un des deux coefficients d’échange latéraux n’est
ni nul ni infini).

La solution a ce probléme est de convertir les deux spectres dans la méme base (d’exécuter un

changement de base) pour les égaler, technique qui sera détaillée dans le chap.1.11.

Nous allons maintenant étudier deux cas ou la méthode des quadripdles nécessite la prise en

compte d’un couplage entre les modes spatiaux dans une configuration pourtant monobloc.

1.3.3 Résistances de contacts (rappels)

La modélisation d’une résistance de contact uniforme R entre deux blocs est réalisée par

Iintroduction d’une matrice de transfert relative a I’interface :

LR 132
o 1 (1.32)

ou I est la matrice identité de taille I’ordre de troncature considéré et R=R1 .
Dans le cas ou la résistance n’est pas uniforme dans I’espace [13], la matrice R est pleine et

s’exprime en fonction du spectre de R(x) que I’on note ( p, )”< oy
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o, 2p, 20, e 20y |
A Pot P, APtps Pna T Py
Rl P Pt Pot Py e Pzt P (1.33)
Ll py pytp, PP e Pzt Pysa
_pN pN—l+pN+l pN—2+pN+2 """ p()+p2N

On peut remarquer que la différence de température de part et d’autre de I’interface
correspond dans le domaine spectral & une convolution entre les spectres de la résistance R(x) et
de la densité normale de flux ¢(x,z), ce qui signifie que R est une matrice de convolution.

Cette matrice pleine traduit un couplage entre les différents modes ; la méthode perd alors son
caractere diagonal et n’est plus exacte a ’ordre de troncature pres. Chaque harmonique des
spectres des conditions limites inconnues dépend de I’ensemble des spectres des conditions
limites connues, si bien que la troncature nécessaire des spectres des conditions limites connues
induit une erreur, y compris sur les harmoniques de plus bas ordre des spectres des conditions

limites inconnues.

13.4 Une condition limite supplémentaire

La méthode des quadripdles permet de considérer différents types de conditions limites
imposées sur les faces supérieure ou inférieure des blocs. Jusqu’a présent, sept especes de
conditions limites différentes peuvent étre traitées par la méthode [2]. Nous proposons ici un
nouveau type de condition limite permettant de coupler le probléme de conduction & un
probléme de convection simple. Considérons la structure de la figure 1.6 : un bloc en deux
dimensions isolé sur ses faces latérales est refroidi sur sa face inférieure par un canal fluide
d’épaisseur e dans lequel circule un fluide avec une vitesse débitante V suivant Ox. Le fluide de
capacité calorifique pc est chauffé (ou refroidi) par le bloc supérieur au cours de sa traversée,
donc sa température moyenne débitante 77 va dépendre de 1’abscisse x et du temps. Nous
supposons dans un premier temps que la face inférieure du canal (en z = -e) est i1solée.

z

e
V. T(x,t)

figure 1.6 : condition aux limite de canal fluide
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La température du fluide a ’entrée (en x = 0) ainsi que sa température initiale sont nulles. On
appelle ¢ la densité de flux suivant 0z a I’interface entre le fluide et le bloc (en z = 0). Le bilan

d’énergie sur une tranche d’¢paisseur dx a 1’abscisse x se traduit par :

pcedx(T(x,t+dt)—T(x,i)) = pceth(T(x,t)—T(x+dx,t))+—g0(x,t)dtdx (1.34)
¢’est-a-dire :
— S S/
@ (x,1) _ 0T’ (x,1) +~1_8T (x,1) (135)
pceV ox vV o ot

La résolution de 1’équation (1.35) permet de déterminer la matrice de couplage G entre la face
inférieure du bloc et le fluide dans ’espace de Fourier. Cette matrice, dont la valeur analytique
est donnée en Annexe 1, lie le spectre de la température du fluide au spectre de la densité de flux
a linterface solide/fluide. Dans le cas ou la température initiale du systeme est égale a la

température d’entrée de I’eau et vaut 0°C :
6’ (p)=G(p)(-¢#(z=0,p)) (136)
ou p est la variable de LAPLACE.

Si ’échange a lieu au travers d’un coefficient d’échange 4 uniformeenx : ¢ =h(60 -6’ ), Ia

relation quadripolaire €quivalente a la condition limite vaut :

(—w:(; fj(; Iﬁhj(:)](p’z =0) (1.37)

Considérons maintenant un canal fluide entre deux blocs comme représenté sur la figure 1.7.

T'(x),2,0), @' (x1,2),1)

@' (x,2,=0,1)
Yf(x,t)_l,

figure 1.7 : canal fluide entre 2 blocs
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L’équation régissant la température du fluide est :

@° (x,,€,,¢) = @' (x,,0,2) B oT/ (x,1) N 10T/ (x,1)

(1.38)
pceV ox Vo oot

On en déduit la relation matricielle entre les différents spectres, compte tenu de la lin€arité qui

consiste a remplacer -¢ par (¢0-¢ " dans I’équation (1.36):

6’ =G(¢°(e,)—¢'(0)) (1.39)

La matrice quadripolaire relative au canal fluide (matrice de transfert) apparait alors

naturellement , dans le cas ou le coefficient d’échange est infini sur les deux parois :

0°(z,=¢,)=6" =6'(z,=0) (1.40)
0°(e,)) (1 0Y(6'(0)
[w(e(,)]‘(c-l IL‘(o)] -

ou I est la matrice identité de méme taille que la matrice G
Dans le cas ou I’échange se fait suivant un coefficient d’échange % uniforme et identique sur les

e e e

Une application numérique de cette modélisation est réalisée dans le chap.2.11.3. Ce modeéle est

deux parois, on a alors :

par ailleurs tout a fait adapté a la modélisation d’un échangeur a plaques paralieles.

Nous verrons également par la suite (chap.1.II) comment traiter le cas des conditions limites
mixtes, pour lesquelles la température est imposée sur une partie de la surface, et la densité de
flux imposée sur la partie complémentaire. Ce type de condition limite ne peut pas étre traité
d’une fagon simple par la méthode des quadripdles car, comme on ne connait totalement ni la

densité de flux, ni la température, on ne peut pas évaluer la transformée intégrale de I’excitation.

L3.5 Quadripéle d’une couche hétérogéne

La restriction principale introduite par le fait de transformer la dimension longitudinale Ox est
due a la dépendance des fonctions propres des conditions limites latérales. Cette méthode ne
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permet pas d’empiler longitudinalement plusieurs blocs. Fudym et al. [21] ont résolu ce
probleme en mélant méthode des quadripdles et méthode numérique.

Nous proposons dans ce paragraphe une modélisation analytique d’un contact latéral entre deux
blocs. Nous déterminerons les fonctions propres assocides a cette géométrie en résolvant le
probléme de Sturm-Liouville puis formerons la matrice quadripolaire. Considérons la structure
de la figure 1.8 : deux blocs de conductivité A; et 4,, de méme épaisseur e, sont en contact parfait

selon une de leurs faces latérales. Les deux faces latérales extrémes sont isolées.

X

0 I, L+,

figure 1.8 : quadripole composite

Résolvons 1’équation de la chaleur dans cette structure par la méthode de séparation des

variables :
*T dAoT o'T
A ——+ A =0 1.43
(x) ox? " dx ox " (x) oz* (143)
oT
gx—:() enx=0 etx=L1+L2 (144)

Soient X(x) et Z(z) deux fonctions telles que T(x,z)= X(x)Z(z).

Les variables sont séparables, donc il existe une constante ¢ positive telle que :

X AX_Z_ n (145)
X 21X VA
donc, X' (x)+ %X' (x)+a’X =0 (1.46)
et X'(O)zX'(Ll+L2)=O (1.47)
Ceci constitue un probléme de Sturm-Liouville :
d ax
—| A(x)=—=(x,@) [+ A(x)a’)X =0 1.48
4202 ) [ ) (145
X (0)=X'(L+L,)=0 (1.49)

(Nous savons que I’hypothése de la continuité de A(x)n’est pas vérifiée ici)
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La résolution de (1.48)-(1.49) passe par I’écriture de deux sous problémes sur les espaces /; et I,

sachant qu’un raccordement doit étre écrit a leur frontiére commune (x = L) :

X(x)=Xx,(x) sur [0L]]=1, (1.50)
X(x)=X,(x) sur [L;L,+L;]=1 (1.51)
Donc le probleme devient :
X (x)+a’X,=0  0<x<I, (1.52)
X, (x)+e’X,=0 L <x<L+L, (1.53)
X, (0)=0, X, (L +L,)=0 (1.54)
X, (L)=x,(L), -Ax/(L)=-2,X,(L,) (1.55)

La résolution de ce systéme, présentée en Annexe 2, permet de déterminer la base de fonctions
propres associée a cette géométrie et aux conditions limites latérales. Nous constatons qu’il
existe trois familles de fonctions propres intervenant ou non suivant la valeur du rapport des
longueurs des deux blocs (L, /L, ) :

o Silexiste (p,k) (p et k entiers et inférieurs & I’ordre de troncature) tel que :

2{k—p)+1
L _ 2k __2(k-p) (1.56)
L, 2p-1 2p-1
la 1 famille de fonction propre est alors :

X, =cosa,x
km

; & =
X, =—:%—cosakx * L+L,
2

¥ = (1.57)

1

Arithmétiquement, cette famille correspond au cas ou le rapport des longueurs L,/L; est un

nombre rationnel qui s’écrit comme un rapport de deux entiers impaires.
pp

o Silexiste (p,k) tel que :

SRS, L (1.58)
L p p
la 2°™ famille de fonctions propres est alors :
X, =cosa,
o=t F g = (1.59)
X, =cosa,x L+L,
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Cette famille correspond au cas ou le rapport des longueurs Ly/L; est un nombre rationnel.

e Les autres valeurs propres sont déterminées en résolvant numériquement I’équation

transcendante suyivante :

Atan (e L)) + A, tan(e L, ) = 0 (1.60)

la 3°™ famille de fonctions propres est alors :

X, =cosax

Y, = cosay, L, (Lo1)

X, =
cosa, L,

cose, (L, + L, —x)

Lorsque les deux blocs possedent des largeurs multiples 'une de I’autre, les valeurs propres
sont uniquement analytiques ; la troisiéme famille de fonctions propres n’intervient pas (voir
I’ Annexe 2). Dans le cas général, les trois familles de fonctions propres peuvent intervenir en
méme temps, mais en pratique, lorsque les largeurs des deux blocs ne sont pas multiples I’une de
’autre, nous nous arrangeons pour éviter de faire intervenir les familles de fonctions propres
W, et W,en décalant soit L, soit L, d’une valeur infinitésimale afin d’éviter les rapports
particuliers des deux largeurs (voir (1.56) et (1.58)) et de simplifier la mise en ccuvre. L’oublie
d’une famille de fonction propre, dans le cas général, se traduit par un mauvais conditionnement
du systéme linéaire dont la solution est le spectre des conditions limites inconnues. Lorsque
'ordre de troncature tend vers I’infini nous remarquons que I’ensemble des rapports particuliers
de Lo/L; qui font intervenir les deux premiéres familles de fonctions propres devient I’ensemble

des nombres rationnels.

Le calcul du spectre de la densité de flux en fonction du spectre de la température (voir

Annexe 2) permet d’écrire :

d

= AL
¢ 0z

0 (162)

ou A est une matrice analytique pleine baptisée matrice conductivité-hétérogene par analogie au
cas homogéne. Dans le cas particulier ou les deux blocs possédent la méme conductivité A, cette
matrice est naturellement la matrice identité que multiplie la conductivité A.

A partir de cette relation nous sommes en mesure de déterminer la relation quadripolaire (voir

(o) Lac i) as

Annexe 2) :
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Nous constatons donc, comme la matrice conductivité hétérogéne est une matrice pleine, que les
modes sont couplés. De la méme fagon que pour la résistance de contact non uniforme, la
méthode n’est plus ici exacte a I’ordre de troncature pres.

Application :

Considérons un isolant contre un conducteur :

A =380 Wm 'K, Ly = Tem, A= 10 Wm 'K, L, =1 cm, e =6 mm.

Le flux d’excitation (10" Wm™) de spectre @e) est imposé sur la moitié centrale de la face
supérieure. La face inférieure est maintenue a 0°C. 40 harmoniques sont conservées.

La relation (I1.63) nous permet d’écrire :

6(0)=0=A0(e)+BA'p(e) (1.64)
Donc le spectre de la température en face avant est donnée par :
0(e)=—A"BA'¢(e) (1.65)

Ensuite, les spectres de la température et de la densité de flux a I’intérieure de la structure sont
obtenu directement par (voir Annexe 2):

0(z))_[ 4(z) -B(z)A"|(0(e)
(sﬂ(z)]—[-AC(z) AA(Z)A—IL(e)j (1.66)

Le champs de température ainsi que la densité de flux sont représentés sur la figure 1.9.

B 7
. - = < é
5 AR AN
. . P - - v /
. ‘ < - P /
=4 Ll 4y
£ ; VY S f /
£ I / z Vi ; “ ’/
3 i 7 7 sy % 7
I ; A
' ] ; A |
21 ! i ? ¢ 7 /A
[ S T '
I A
1! ] i ! 1
| ] 4 ) !
I ! ! 1
LI R B
0 2 4 <)

teure 1.9 : champs de température en (°C) et densité de flux dans la structure hétérogene.
g D p g

La méthode est validée par comparaison aux résultats produits par le code de calcul aux éléments
finis FlexPDEase® (2000 nceuds) : voir la figure 1.10.
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Termpérature
en face avant

N
/

Température \
en z=e/2

| A

1
8 10

% (mm)

figure 1.10 : température en face avant et au milieu de la structure calculée par deux méthodes

Les deux méthodes correspondent au dixiéme de degrés pres. Cette méthode est applicable a des

contrastes de conductivité inférieurs a 1000 car plus les conductivités des matériaux sont

différentes, plus la matrice conductivité-hétérogene est mal conditionnée, voir figure 1.11.

conditionnement du systéme

—_
o
T

0

T T

+=+ 1 N L

10
10

-3

10" 10" 107 10°

landazﬂanda1

figure L.11 : conditionnement de la matrice de conductivité-hétérogéne en fonction

du rapport des conductivités des deux matériaux
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I.4  Les quadripéles monobloc en géométrie 3D (rappels)

La méthode des quadripdles thermiques, associée au repere cartésien, permet de modéliser les

monoblocs de forme parallelépipédique dont un exemple est représenté sur la figure 1.12.

figure 1.12 : bloc en 3 dimensions

Le principe est le méme qu’en deux dimensions : les directions latérales (selon Ox et Qy) sont
transformées en utilisant les bases adaptées de fonctions propres. Par exemple, dans le cas ou

toutes les faces latérales sont isolées :

I IF e
6, .(zp)= I f jT(x,y,z,t)exp(—pt)cos(anx)cos(ﬂmy)dtdxdy (1.67)
¥=0 x=0 1=0
LR oT
¢n‘m(z,p):J' j j —Aa—z (x,y,2,t)exp(—pt)cos(a,x)cos(f,y)drdxdy  (1.68)
y=0 x=0 (=0

L’équation de la chaleur transformée devient donc :

azHnm P 2 9
5 (Bp)=|—ra 4 B, 6, (2. p) (1.69)

dont la forme est toujours similaire a (1.2).
Les spectres de la température et de la densité de flux étant bidimensionnels, il convient de les

ordonner suivant un vecteur pour écrire la relation matricielle entre I’entrée et la sortie, et

¢galement préciser la méthode de troncature.
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1.4.1 Troncature

Les spectres de la température et du flux sont de dimension 2. Leur troncature peut alors étre
réalisée de différentes fagons, la méthode la plus simple étant de conserver les harmoniques 6, ,,

(ou ¢, ) pour lesquelles n <Netm < M:

6= .. @ (1.70)

I peut étre intéressant d’envisager d’autres méthodes de troncature pour optimiser le nombre
et le poids des inconnues [22]. Sur la figure .13 est représenté le spectre de la température sur la
face supérieure d’une puce ainsi que deux méthodes de troncature. Les harmoniques de la partie
hachurée ne constituent qu’une part négligeable du signal. Un moyen de tronquer le spectre

consiste alors de ne conserver que les harmoniques de la partie non hachurée.

Une propriété intéressante de la transformation bidimensionnelle de Fourier (transformation
intégrale associée aux blocs isolés sur leur faces latérales) est la suivante : si la température T est
de classe C', alors sa transformée 6, est de I’ordre de 1/nm [23], ce qui nous amene a choisir la
méthode de troncature représentée sur la figure 113.a: la limite entre les harmoniques
conservées et celles qui sont tronquées est une hyperbole dans le plan n-m. Cependant en
pratique, pour des raisons de simplicité de mise en ceuvre, nous utiliserons la méthode de
troncature représentée sur la figure 1.13.b. Nous définissons un taux d’élimination de spectre 7
comme le rapport du nombre total d’harmoniques conservées par cette méthode de troncature sur
le nombre total d’harmoniques conservées par I’emploi de la méthode de troncature simple
définie par (1.70).

h n

figure .13 : deux méthodes de troncature
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Ce choix de la méthode de troncature introduit donc un hyperparameétre supplémentaire.

1.4.2  Convention de réorganisation des spectres sous forme de vecteurs

Pour appliquer la méthode des quadripdles, écrire la relation matricielle entre 1’entrée et la
sortie, nous devons également ordonner les spectres bidimensionnels sous forme de vecteurs, et
ainsi ¢viter de transformer les matrices quadripolaires en tenseurs d’ordre quatre.

La convention choisie est de disposer les vecteurs colonnes les uns a la suite des autres, ¢’est-a-

dire, dans le cas de la méthode de troncature la plus simple :

9(),0
0
7
60,0 90,M e
0 = ... .. .. devient: 6 =| (L71)
9(),171
Oyo - Oy 1
eh’,m
La matrice quadripolaire s’écrit alors :
(4, 0 0 0 B, 0 0 O
0 4 0 0 0 B 0 O
0o 0 - 0O 0 0 . 0
6 6
(0)= O 0 0 4, 0 0 0 B, (e) (L72)
¢ ¢c, 0 0 0 Db, 0 0 0 |\¢
0o ¢ 0 0 o0 D 0 0
0 0 0O 0 0 0
o o0 o0 ¢, 0 0 0 D,

avee, 4 = 0 Ch( o+ p,, +%6’ ) 0 (1.73)
0 0 ch[wfa,%, + B} +%e )

ou «,, B, sont les valeurs propres suivant Ox et Oy. On procede de méme pour B, Cet D.
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Le formalisme est alors le méme qu’en deux dimensions :
6(0,p) _ {A B} 0(e,p)} (1.74)
#(0.p)] LC DJ¢(ep)

ou les matrices 4, B, C et D sont carrées diagonales de dimension le nombre total d’harmoniques
conservées, c’est-a-dire : (N+1)x(M+1)x(1-17).

1.4.3  Résistance de contact non uniforme

Il est également possible, comme en deux dimensions, de considérer des résistances de
contact non uniformes dans I’espace R(x,y) de spectre (Onm) n<on, meane [22]. Considérons deux
blocs numérotés 1 et 2 et isolés sur leurs faces latérales. Il sont séparés par la résistance de

contact R(x,y). Par définition, a I’interface :
T (x,»)=T'(x y)= R(x.y) plx. 7) (1.75)

Appliquons la transformée de Fourier :

L.,

6 -6 j R(x, y)o(x, y)cos(ax,x)cos(B, y) dx dy (1.76)

n,m n,m

c!—.(l‘

Cette égalité s’écrit sous la forme suivante :
0*-0'=R¢ (1.77)

ou 01, 0* , 417 sont les spectres sous forme matricielle de 7', 7%, ¢ et R un tenseur du

quatriéme ordre. Apres réorganisation des spectres sous forme de vecteurs, on obtient :
0> -0'=R¢ (1.78)

Le calcul analytique détaillé des coefficients de la matrice R est donné en Annexe 3.

1.4.4 Couplage a un écoulement fluide sur une face latérale

Le couplage a un écoulement fluide sur la face supérieure ou inférieure d’un bloc en trois

dimensions est possible, par extension de la méthode présentée en 1.1.3.4. Nous allons introduire
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une nouvelle condition limite latérale (qu’on ne peut pas rencontrer en deux dimensions) qui
modélise I’écoulement d“un fluide sur la face latérale d’un bloc.

Considérons la structure de la figure I.14. Un bloc est refroidi sur sa face latérale en x = L par un
écoulement dans un canal de longueur L”, de section /Xe, de vitesse moyenne débitante V, de
température moyenne débitante 7(y) et de propriétés thermophysiques connues. Le coefficient

d’échange supposé uniforme imposé par I’écoulement est 4.

y
)2 i

figure I.14 . bloc refroidi par une face latérale

Nous nous plagons ici dans le cas ou les trois autres faces latérales sont isolées.

Une premicre étape consiste a déterminer les transformées intégrales a appliquer pour
résoudre le probléme. Nous connaissons déja ces transformées dans le cas ou la température du
fluide est constante et égale a 0°C (voir tableau 1.1, cas 6). La résolution du probléme de Sturm-
Liouville nous indique que les transformées intégrales restent inchangées lorsque la température
du fluide dépend de la position y. Par contre un terme source apparait dans la relation

quadripolaire (le calcul est donné en Annexe 4) :

Bu o
Sh(}/n me) (Ch(y","’e) - 1) —_”_——1 0"""
h -—_’_—- n,m
Zn,m (0) - c (yn,me) l%”m Zn,m (e) + }/2’ i (179)
o ﬂ’ySh ( %l,me) Ch ( Yn,)ne) " /17/n,m Sh (}/n,me) —?_ﬂ_ - 1 0"/:’"

R

. . A .
avec ¢/, solution positives de cotan (a,,) =—h-a,, , B,= m”/ Letvy,,= \/aj + ,;21 .

Que I’on peut €crire sous forme matricielle :

A B !
0 0 +Q0

5= ()

C All¢ Y2 (1.50)
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A partir de cette équation, le probleéme du transfert thermique dans la couche est résolu si trois
conditions limites sont connues en plus du coefficient d’échange. Le coefficient d’échange sur la

paroi latérale ne peut pas étre une inconnue car il intervient dans les fonctions propres.

La seconde étape consiste a coupler le bloc au fluide de refroidissement, ¢’est-a-dire exprimer
la température du fluide en fonction des températures et densités de flux enz = e.

Le bilan d’énergie sur le fluide en régime permanent se traduit par :

¢ 0T (L,yz)
[ERACSTI
5 ox _ dr’(y)

pcleV dy

(L81)

Nous pouvons alors déterminer (voir I’ Annexe 4) la relation liant le spectre de la température du

fluide aux spectres des température et densité de flux enz=¢:
M6’ =MB(z=e)+Mp(z=¢) (1.82)

ou les matrices M1, M, et M3 sont des matrices pleines contenant les propriétés de I’écoulement.
En conjuguant cette relation et la relation quadripolaire (1.79), nous pouvons écrire la relation

entrée-sortie de la structure considérée :

(HJ(O)Z(A+QM{']M2 B+QM{]M3)(0J(6) 1.53)
¢ C+SM'M, A+SM'M, )\ ¢

ce qui définit le quadripdle « refroidissement latéral par un fluide a débit et propriétés fixés ».

Nous sommes donc a présent capables de modéliser d’une maniére analytique un canal de
section rectangulaire en 3 dimensions avec couplage au fluide de refroidissement par un
coefficient 4 uniforme. Il suffit pour cela d’assembler deux blocs avec refroidissement sur le coté
et deux blocs avec refroidissement sur les faces supérieures et inférieures. Cependant la mise en
ceuvre est assez complexe, les matrices M, M, et M5 n’étant plus diagonales et n’ayant plus des

expressions trés simples (voir Annexe 4).

.5 Conclusion

La méthode des quadripOles thermiques permet donc jusqu’a présent de résoudre les
problémes de diffusion linéaires multidimensionnels transitoires dans des géomeétries monoblocs,

constituées de I’empilement de différentes couches de mémes dimensions latérales et soumises
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aux mémes conditions limites latérales. Divers types de conditions limites latérales ou d’entrée et

de sortie peuvent €tre considérées.

La principale restriction de la méthode est donc la faible diversité des géométries auxquelles
elle peut étre appliquée. Nous proposons dans la suite une extension de cette méthode, afin de
permettre la résolution des transferts de chaleur dans les structures multiblocs, empilements de

blocs parrallélépipédiques de tailles et conditions limites latérales différentes.
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II La conversion de spectre

La technique des quadripdles thermiques n’était jusqu’a présent pas transposable aux
structures multiblocs, dont un exemple trés simple est représenté sur la figure 1.15 en deux

dimensions.

Ll L2
z, , ,
6’ (e,. p), 9*(es. 1)
0=0. - e, ) ’
o) ()\ i .
6'(p).g'(p C0%0,0),0%(0, p
N i O g0n)
ol Go(eo,p),q) (eo,p) s t
p=0- 0 g
X0
o AT 0 L,
6°(0,p).¢°(0.p)

figure 115 : structure pyramidale bibloc en 2 dimensions

En effet les valeurs propres (o, = nz/L,) relatives aux blocs 0 et 2 sont différentes, donc les
spectres de la température et de la densité de flux ne sont pas exprimés dans les mémes bases de
fonctions propres. L’égalité des spectres a I’interface n’est plus valable.

Seules des méthodes itératives nécessitant la discrétisation de I’interface afin de coupler les
transferts dans ces deux blocs ont été pour le moment utilisées. Dorkel et col. [7] ont développé
la méthode en trois dimensions et régime permanent. Beck et al. [24] s’est intéressé a la méthode
intitulée «USE » pour unsteady surface element, qui découle de la méme idée mais est adaptée a
la résolution du probléme transitoire. Ces méthodes itératives introduisent de nombreux
hyperparamétres comme des pas de discrétisation, des coefficients de relaxation, etc... De plus
elles présentent des problémes de convergence et sont par conséquent limitées a un empilement
d’un faible nombre de couches.

Nous proposons ici une nouvelle technique permettant de convertir les spectres de la
température et densité de flux d’une base de fonctions propres relative a un bloc dans la base de
fonctions propres relative au bloc superposé ou sous-jacent. Nous allons donc introduire une
matrice de changement de base que 1’on appellera matrice de conversion de spectre
[22,25,26,27].

I1.1  Cas de géométries en deux dimensions aux faces latérales isolées

Dans le cas monobloc considéré précédemment (cas L1=0 et L,=Ly sur la figure 1.15), il est

équivalent d’exprimer les vecteurs spectres de température et de densité de flux en z = O en
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fonction des vecteurs correspondants en z = epte; ou de faire I'inverse, ¢’est-a-dire exprimer ces
vecteurs en z = egte; en fonction des mémes vecteurs en z = 0 (Les matrices A, B, C, D restent
inchangées au signe pres). Dans le cas bibloc, nous pouvons exprimer les spectres relatifs au bloc
inférieur en fonction des spectres relatifs aux blocs supérieurs (technique baptisée « des plus
petits vers le plus grand »), ou exprimer les spectres relatifs aux blocs supérieurs en fonction des

spectres relatifs au bloc inférieur (technique baptisée « du plus grand vers les plus petits »).

Reprenons I’exemple simple de la figure 1.15 : un bloc noté 2 est empilé sur un bloc plus
large, noté 0. La surface supérieure du bloc 0 est donc divisée en deux parties : la surface libre 1
et I'interface avec le bloc 2. D’une maniére générale, a chaque bloc i de largeur L;, d’épaisseur e;,
est attribué un repére (0;x;z;) centré sur son coin inférieur gauche et a chaque surface libre i de

largeur L; est attribué un repere (0,x;) centré sur son extrémité gauche.

La continuité de la température a I’interface entre le bloc 0 et les blocs et surfaces libres 2 et 1

s’écrit :
T°(xpz,=€,)=T"(x,) pour 0<x, <L, (1.84)
T°(%9,2y =€) =T7(x,,2, =0) pour L, <x,< L, (1.85)
sachant que X, =x%-0, et x,=x,—-0, (1.86)

ou les o, représentent le décalage suivant Opxp du repére relatif au bloc ou surface libre i par

rapport au repére relatif au bloc inférieur. Ici, 8, =0et 8, = L,.

I1.1.1 Conversion dite « des plus petits vers le plus grand » [22,25,27]

Considérons la température a I'interface dans la base 0. Intégrons la de 0 a Lo apres
multiplication par les fonctions propres du bloc 0 : cos (afxo). Selon (1.84) et (1.85) :

Ly L
ITO(XO,ZO:eo)cos(a',?xo)dxo :_[T (xl)cos( dx +IT (x,,2, —0)cos(a xo)dxo (1.87)
0 0 L

Par définition, le membre de gauche de ’égalité est I’harmonique d’ordre # de la température

dans le bloc 0. Remplagons dans (1.87) les températures par leurs expressions développées :

6°(z,=¢,) J‘{ ZIH,; cos (@, x, )J cos (ayx, ) dx,

0 1ml

(6, ;
+i[ —T— Z z, =0) cos(a",xv) COS<a,,Xo)dxo

(1.88)

zm 1
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Cette expression (1.88), aprés intégration, peut se mettre sous la forme suivante :

ZZEM g , 0<n<N, (1.89)

i=1 m=0

Dans le cas plus général ou 7 surfaces libres ou blocs se partagent la surface supérieure du bloc 0,

I’expression (1.89) devient :

0 (z,=¢,) ZZ "0 ,0<n<N, (1.90)

In
i=l m=0

¢’est-a-dire sous forme matricielle ;

6, (&) 6'(0) 6'(0)
6°(e,) = ¢ (:e(’) =[E‘ E? E’] 0 :(O) _g|? :(O) (1.91)
6y, () 6'(0) 6'(0)

ou la matrice E'est la matrice de conversion de spectre entre le bloc ou surface libre i et son
bloc inférieur dans le formalisme « des plus petits vers le plus grand ». La matrice E constituée
de la concaténation horizontale des matrices E' peut étre appelée matrice de passage de

I’interface dans le formalisme « des plus petits vers le plus grand ».

Le calcul analytique de cette matrice, reporté en Annexe 5, conduit a :

(E’A)‘ = lﬁfl n, 5 L & f, ou f,lnm,
=l 2L, L L L

fz[n,m,i,£j=2 - 2 | (-1)"sin| nz 9 L) gin n7r5] (1.93)
o L) Tt —mt(L,/L) L, I, A
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La densité de flux étant projetée sur la méme base de fonctions propre que la température, nous

avons également :

¢’(e)=E 7°(0) (1.94)

I1.1.2 Conversion dite « du plus grand vers les plus petits »

Il s’agit ici de déterminer la matrice qui permet de convertir le spectre dans la base relative au
~bloc inférieur 0 en fonction des spectres dans les bases relatives aux blocs et surfaces libres
supérieures (1 et 2 sur ’exemple de la figure 1.15).
L’intégration de (1.84) multipliée par cos (a xl) entre 0 et L; conduit a :

L
_[T Jeos(ex, )dx, = [ T°(x,,2, = & )cos (%, ) dx, (1.95)

0

¢’est-a-dire aprés remplacement de 7'° par son expression développée :

I

0! = J'(_O_ 2%90 cos(a,(,’,xo)]cos(a,],xl)d)cl (1.96)

0 0 oml

ce qui peut étre écrit (voir Annexe 5):

Z n,m m b nSNl (197)

m=0

De méme, I’intégration de (1.85) conduit au résultat similaire :

6? = ZF,fm 6°,0<n<N, (1.98)

D’une maniére plus générale, nous avons déterminé une relation matricielle pour chaque bloc ou

surface libre i/ de la face supérieure du bloc O :

o' =F'¢° (1.99)
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La matrice F'de taille (N-+1)x(Ngt1) définit donc la conversion de spectre de la base 0 dans la
base i (ou matrice de conversion de spectre du bloc 0 dans le bloc ou surface libre 7).
La matrice de passage de I'interface dans le formalisme « du plus grand vers les plus petits » est

donc définie par la concaténation verticale des matrices F' :

6' F!
2 2
o (0)=F; 6°(e,)=F6°(e,) (1.100)
6’ F'

La matrice F' exprime les spectres dans leur base propre, c6té supérieur, en fonction du spectre
dans la base du bloc inférieur.

Le calcul analytique des matrices F', reporté en Annexe 5, conduita :

L, | 5 1,
- fl m,—,——
L, | L, L,
0 l<m< N, 1.101)
F' = LT 1<n< '
( );:1,2,1 : {fz ou f [n,m’i’ﬁj} 1<nsN
: 0 LO
O i
Lo J
ou les fonctions (f;)_ . ont &té définies en (1.93).
De méme que précédemment, nous écrivons pour la densité de flux :
¢1
/2 P
: (0)=F¢’(e,) (1.102)
¢K

II.1.3 Choix des ordres de troncature

Jusqu’a présent, aucune hypothése n’a été faite sur les ordres de troncature N; (sur la
dimension des bases de fonctions associées aux différents blocs ou surfaces libres).

Nous allons voir que la résolution des problemes de transfert dans les structures multiblocs
impose que les matrices de passage, formées a partir des matrices de conversions de spectre (E et
F), soient inversibles, c’est-a-dire que ces matrices E et F soient carrées. On doit en effet
pouvoir passer d’une représentation dans la base a support le plus grand a celles correspondant a

une partition de son support de facon réversible. Les applications linéaires associées a E ou F
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doivent donc étre bijectives. Ceci revient a dire que la somme des dimensions des bases relatives
aux blocs supérieurs et surfaces libres doit étre égale a la dimension de la base relative au bloc

inférieur ;

/
(N, +1)=> (N, +1) (1.103)
i=1

De plus, une condition a vérifier est que ces matrices de passage E et F soient conditionnées
de fagon optimale, pour que les erreurs numériques (de troncature des nombres par exemple) ne
soient pas amplifiées au passage des interfaces. Examinons par exemple la structure interne
d’une matrice E': sur la figure 116 est représentée la valeur absolue des coefficients de la

matrice E ], dans I’exemple de la figure 1.15 avec L1=L,=L¢/2.

IE" (n.m) T
T drmte m= LJ’LUN

20

80 % 100

= B0
100" 20 A0 2 m
- 1L0 ]

figure 1.16 : valeur absolue des coefficients de la matrice E'

Pour cet exemple, Ny=N,=100. L’information, dans cette matrice, est concentrée principalement

de part et d’autre d’une droite qui a pour équation :

m=—n (1.104)

L’ordre de troncature optimal pour la surface libre 1 est donc la partie entiére de N, L, /L, .
Choisir un ordre de troncature plus élevé revient a ajouter 4 la matrice E' des vecteur colonnes
quasiment égaux a zéros, donc qui vont affecter son conditionnement. Il semblerait donc que le

nombre d’harmoniques a conserver pour décrire la température sur un bloc doive Eétre
proportionnel a la largeur du bloc. La figure 117 confirme ce corollaire. D’apres (1.103)
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Not1=N,+N,+2, donc si N est fixé, nous pouvons tracer les nombres de conditionnement des

matrices E' et E* en fonction du nombre adimensionnel N* = N,L, [N, L, : voir figure L17.

10 . ‘
5
£
(o3 15 AE - -
S 10 y — cond(E") -
= ‘ -~ cond(£) 7
i /
o /
% 101[! i
® /
£ /
g /
10° /
/
/
] /
10 —_— e | ooz ococ- L o) Jd
a 05 1 1. 2 25 3
S
N —f'\l1.L2/)‘\f2..f_1

figure 117 : Influence des ordres de troncature sur les nombres de conditionnement

Le meilleur compromis se rencontre lorsque N =1, c’est-d-dire lorsque le nombre
d’harmoniques conservées est proportionnel a la longueur.

Au final, le nombre d’harmoniques conservées pour décrire la température et la densité de flux
sur chaque bloc ou surface libre de la structure est déterminé par un seul parametre (qui est le
seul hyperparametre du probléme en 2D) : le nombre de modes conservés par unité de longueur,

appelé également « densité de spectre » et noté f (en modes par métre).

11.1.4 Majoration de I’erreur due a la troncature

Les matrices de conversion de spectre étant des matrices pleines, elles introduisent un
couplage entre les différents modes, de maniére similaire au cas ol une résistance de contact non
uniforme dans I’espace est introduite (voir plus haut). Le caractére diagonal de la méthode des
quadripdles est alors perdu. Par exemple, dans le formalisme « des plus petits vers le plus
grand », chaque harmonique dans la base du bloc 0 dépend de I’ensemble des spectres dans les
bases des blocs et surfaces libres supérieurs. Comme les spectres dans les bases supérieures sont
tronqués, il en résulte une erreur sur chaque harmonique dans la base du bloc inférieur. Cette
erreur résulte du changement de base. Le but de ce paragraphe est de donner un majorant de cette

erreur.
Considérons d’un point de vue mathématique un segment O sur lequel le champ de

température est noté T °(xy). Ce segment peut étre divisé en deux sous segments complémentaires

1 et 2 sur lesquels le champ de température est noté T '(x;) et 7 *(x,), voir figure 1.18.
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L
] J

n
0 52: Ll LO xO

figure .18 :surface composée de la somme directe de deux surfaces

[1.1.4.1  Cas du formalisme « des plus petits vers le plus grand »

Supposons connues les deux fonctions T '(x)) et T *(x), et essayons de quantifier I’erreur

commise sur le spectre de 7 °(xo) due aux troncatures des spectres de 7' et de T2
Si 8, 6" et 62 sont les spectres, de dimension infinie (N, = N, = N, = o), des températures

sur les surfaces 0, 1 et 2, I’équation (1.91) devient :
0. =E;6. +F; 0’ (1.105)

Cette équation est exacte. Cependant les spectres 8. et 2 doivent étre tronqués ; donc une
erreur A@°est commise sur le spectre de la température dans la base 0. Nous appelons ici 6°,

' et 6° les spectres tronqués et E; et E, les matrices de conversion correspondantes :
6°+A8°=E,6 +E,6 (1.106)
Cette erreur dépend de I’ordre du mode et peut tre majorée (voir Annexe 6) :
A0)_o| =0 (1.107)

a6,

2
< —
/4 N;+1<n

H

=L2[\P(N,+Enz(m-L]fj')+1j—\P(N,.—Enz(mﬁ—;)—lﬂ max ( ‘9;;‘) (1.108)

N
1
ou 1<m<N,, ou 'f/(N )+ V= Z— est la fonction d’Euler, et ou la fonction Ent désigne la
p=l

fonction partie entiere.

Ce changement de base n’introduit donc pas d’erreur sur le fondamental du spectre de la
température dans la base du bloc 0 (voir (1.107)). En effet, la moyenne de la température sur la
surface 0 est la moyenne pondérée des températures sur les surfaces 1 et 2.

Par contre les autres harmoniques du spectre sont évaluées avec une erreur qui dépend de I’ordre
de ’harmonique m (voir (1.108)). En effet, plus le degré de I’harmonique est important, plus
I’erreur est importante.

Soit f la fonction telle que :

38



Premier chapitre, la conversion de spectre

f(N,m) =% lP(N+Enz‘(m%i)-HJ—‘I’EN—Em‘(m—LL—L)—lj (1.109)

I’erreur due a la troncature (I1.108) s’€écrit :

|a6;

< Z J(Ny.m) max ( |65 ) (1.110)

N, +1gna

fest donc un majorant de la sensibilité de I’harmonique m dans la base 0 aux normes des deux
erreurs de troncature dans les bases 1 et 2. La figure I.19.a donne la fonction f ( 30,m) .

5 T ' | | | |
4 a) _
E 3l -
| cooo".' |
1_ o‘o'.oooocoo.ooto —
0 Q'.Q...OOOQO'. l | | | m
0 10 20 + L . 60
4 T T T T : I I | |
o 3F b) |
Z‘ .
= 2F R _

1k .,

’o..‘.“
i L
e teetas st 00,

0 1 L 1 I 1 1 L 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

N
figure 1.19 : a) fonction f(30,m) b)fonction f(N,15) pour L;=L,=Ly2

Bien siir, plus on conserve d’harmoniques pour décrire les températures sur les surfaces 1 et 2
(plus N est grand), plus I’erreur commise sur le spectre de la température dans la base O est
faible : la figure 1.19.b représente la fonction A(V,15).

Le changement de base introduit une erreur d’autant plus importante que le degré de
Pharmonique est €levé (figure 1.19.a) et cette conclusion peut étre vérifiée qualitativement a
partir de la figure 1.16 : plus n est grand, plus il y a d’information perdue (rappelons que 1’ordre
de troncature est N, L,/L,) car dans la matrice E' I'information sur chaque ligne est répartie
suivant une courbe en cloche dont le maximum est situé sur la droite d’équation m = L,/Lyn. Par
exemple, pour le calcul de "harmonique de degré Ny (65, ), la moitié de la cloche est tronquée
(pour m2 N, L, /L) alors que pour le calcul de I’harmonique de degres 1 (), information est
bien contenue dans la matrice de conversion de spectre, la partie tronquée de la cloche contient

des valeurs trés proches de zéro.
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La forme des profils de température sur les surfaces 1 et 2 joue également : plus celle-ci est dure
(spectre trés étendu), plus I’erreur est importante. Par contre, s’il n’y a aucune information
perdue par troncature des spectres des températures sur les surfaces 1 et 2

( max ( |9,:|) = max ( ’9:|) =0) P’erreur est nulle. En conclusion, ce changement de base altere
N +1<n Ny +1<n

la résolution spatiale locale mais conserve les valeurs moyennes.

I1.1.4.2  Cas du formalisme « du plus grand vers les plus petits »

Supposons connue la température 7 0()co) et essayons de quantifier I’erreur commise sur les
spectres de T’ 1()cl) etT 2(x2), due au changement de base.
Si 62, 6. et 62 sont les spectres de dimension infinie ( N, = N, = N, = ) des températures sur

les surfaces 0, 1 et 2, I’équation (1.100) devient :

1 _ 0
{Z‘;:?wz;} (1.111)
o 2 o

Cette équation est exacte. Cependant le spectre 6° doit étre tronqué donc des erreurs A@'et
A6 sont commises sur les spectres des températures dans les bases 1 et 2. Considérons le cas de

la surface i (i=1,2):
0 +A0' =F,0° (1.112)

Cette erreur A@' dépend de I’ordre de I’harmonique. Pour ce formalisme, nous n’avons pas pu

déterminer de majorant de I’erreur : voir I’Annexe 6. L’erreur n’est plus nulle sur le fondamental
des spectres. En effet, la connaissance de la seule température moyenne sur la surface 0 ne peut

pas suffire a déterminer les températures moyennes sur les surfaces 1 et 2 :

N =Li(1,,90' +L,0;) (1.113)

0

Ce changement de base ne conserve donc pas rigoureusement les moyennes.

IL1.5 Pourquoi F+E™ ?

Les deux applications de changement de base dans un sens et dans ’autre semblent étre deux

applications réciproques, puisque (1.91) et (1.100) s’écrivent respectivement :
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' 6'
2 2

0°=E ‘% et 0_ =F@' (1.114)
o o

Ceci est bien vrai en dimension infinie : nous avons bien E_= F_' car les relations (1.105) et
(I.111) sont exactes.
Cependant, en dimension finie, les relations (I.114) ne sont plus exactes du fait de la troncature

des spectres dans les bases de départ. Elles s’écrivent plus rigoureusement comme suit :

' 8' +AB,
2 2 2

0000 -2 | e O HAO: | _ g0 (L115)
6’ 0’ +A6!

ou 8°, @'..6" sont les spectres tronqués mais exacts des températures 7°, 7' . T" .
Les erreurs (A8, A8} ) induites par le changement de base ont été étudiées dans le paragraphe

précédent.

Ceci implique :

AG,

A 2
0°+A6) =EF6° - E ?F

(1.116)
AB;
donc

AB!

AB;

(EF -1)6"=AG,+E #0 (L117)

AB]

Les matrices de passage baties sur les matrices de conversion de spectre associées aux deux

formalismes ne sont donc pas rigoureusement inverses I’une de I’ autre.

I1.1.6 Application : conditions aux limites mixtes

Une premiére application fondamentale de cette conversion de spectre, peut étre la résolution

d’un probléeme a conditions limites mixtes sur une méme frontiére, probléme qui ne pouvait
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jusqu’a présent pas étre résolu par la méthode des quadripdles. Ce probléme a déja été étudié par
Gatto [15]. Considérons la géométrie de la figure 1.20 ol un bloc de cuivre d’épaisseur e et de
largeur L, est soumis aux conditions limites suivantes : toutes les faces sont isolées a part la face

sup€rieure qui est soumise a une condition limite mixte :
Pour 0 < x< L/2 (surface 1) la densité de flux @ est imposée a 10° W/m.

Pour L/2 < x< L (surface 2) la température est imposée & 0°C.

=0

figure 1.20 : bloc soumis a une condition limite mixte

La méthode des quadripdles s’écrit donc :

6°(z=0)) _ (4 B"\(6°(z=e)
(¢°(2 0)] - [C° D°J[¢°(2:6)J (1.118)

(ZZE;:D ) [il E‘J(Z:J J{Izz EOZJ[ZEJ (L119)

L’assemblage des relations (I.118) et (1.119) conduit a :

] P GO DA R P A BT

Si on introduit les conditions limites connues, @, ,étant la transformée de Fourier de -¢.

SR A [ P 3

La deuxieme ligne de (1.121) conduit a :

I

puis :

0 =C°E'6' + A"E'¢},,

+AE*¢’ (1.122)
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c’est a dire :
9]
Oplal 0 gl 02
-AE'g),, =[C°'E' A°E’] 5 (1.123)

Comme N,+1=N,+N,+2, la matrice [C’E' A°E’] est carrée et la solution du systéme
linéaire donne les conditions limites inconnues sur la surface supérieure. Ensuite, le calcul direct
a partir de cette solution permet de déterminer la température et la densité de flux dans tout le
bloc.

Application numérique : L=10 cm, e=3 cm, 40 harmoniques sont conservées, ¢ =1 0° Wm™.

Le champ de température est représenté sur la figure 1.21.

Jfigure 1.21 : champs de température et de densité de flux dans la structure

Théoriquement, la densité de flux est infinie sur la face supérieure en x=L/2. Cette méthode
étant toujours juste en moyenne, aucun probléme de divergence n’apparait. En effet la
conservation du flux est toujours vérifiée de par la nature de la méthode. Plus on conserve
d’harmoniques, plus la forme de la densité de flux sur la face supérieure est dure. La figure 1.22
montre 1’évolution de la forme de la densité de flux sur la surface supérieure en fonction du

nombre d’harmoniques conservées.
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X 10° 20 harmoniques L X10 50 harmoniques
NNV 4 ; o
N Vs I Ssasmasss WIS _
w 2 Z 2 1
= »
N q_? -11 q
4 \
6
% (mm) x (ram)
B ) N . - 8 . L L h
0 20 40 &0 80 100 0 20 40 60 80 100
o 10° 200 harmoniques
MWmeww.s»-a‘w
D """'“""“"""““'t\;&wﬁm
g g l’f,\\"’
= <
= 5 1% L
3 3
210 : -10
X {mm) x (rorn)
- 15

15 e P —
0 20 40 6 80 100 0 20 40 60 80 100

figure 1.22 : densité de flux sur la surface supérieure pour 4 ordres de troncature
L’intégrale du flux est nulle exactement et cela, quel que soit I’ordre de troncature.

La température est une fonction beaucoup plus douce de la position, elle est donc moins
sensible & ’ordre de troncature. La figure 1.23 présente la température sur la face supérieure du

bloc pour quatre ordres de troncature différents.

20 harmoniques 50 harmoniques
20 20
15
O 10
= 5 ]
. . % (mm) . . X (mm)
~o 50 100 0 50 100
100 harmonigues 0 200 harmoniques

% (rnm)

5 ) % (mm) )
50 s B 50 100

Sfigure 1.23 : Température sur la surface supérieure pour 4 ordres de troncature
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La température possede une forme plus molle ; son spectre converge rapidement vers zéro, donc

un ordre de troncature faible est suffisant pour la décrire.

I11.1.7 Cas de conditions limites latérales différentes, généralisation.

A chaque type de condition limite latérale et & chaque largeur de bloc correspond une famille
de fonctions propres sur laquelle la température et la densité de flux sont projetées. Des que I’on
souhaite empiler deux blocs dont les conditions limites latérales ou les largeurs sont différentes,
nous devons donc introduire une matrice de conversion de spectre. Si n est le nombre de types de
conditions limites latérales, il existe 2n" matrices de conversion de spectre différentes. Nous ne
ferons donc pas ici le recensement ou le calcul de toutes les matrices de conversion de spectre. Il
convient de les calculer lorsqu’elles se présentent; par contre nous pouvons donner leur

expression générale.

Soit un bloc de base 0 de largeur Ly comportant sur sa face supérieure P blocs ot surfaces
libres. A chaque bloc ou surface libre est attribué un repére 0,x,y, centré sur son coin inférieur

gauche.
Soit I’espace E’de LX[0 ;Lo]) (espace des fonctions de carré sommable ou d’énergie finie)
généré par I’ensemble des fonctions propres normées (X f’)_<N associées au bloc 0 de support

1

1°=[0;L,]. Cetespace est muni du produit scalaire :

(Y,Z), = | Y(x,)Z(x,)dx, (1.124)

© ey £

et la base des fonction propres (X 2 )‘<N est la base canonique orthonormale de E°.
L]

Soit espace E” de L([0 ;L,]) généré par ’ensemble des fonctions propres (X F ) N associées

i<
ISNp

au bloc ou surface libre p. Chaque espace E” est muni d’un produit scalaire :
L,
(r.2) =[¥(x,)2(x,)dx, (1.125)
0

et la base des fonction propres (X H ) oy St la base canonique orthonormale de E”.
f

i<
Nous devons déterminer la matrice de passage entre les bases canoniques de E’ et de E”. Pour

cela, nous devons exprimer les supports des diverses bases de fonctions dans le méme repere.
Les familles de fonctions (X/)  peuvent étre définies sur 1° (voir figure 1.24)
-r

i

Si x,<d, ou x,>L,+9,, alors X/ (x,)=0.

45



Premier chapitre, la conversion de spectre

Si 6,<x,<L,+6,, alors X/ (x,)=X/(x,).

0 T
0
0
‘ A Xy
0[] Dp ' ap ap+ Lb by

figure 1.24 : prolongement du support des fonctions propres du bloc ou surface libre p

A ce stade, il n’est pas inintéressant de tenter de procéder ici a un rapprochement avec une
méthode récente développée en traitement du signal. La décomposition du potentiel dans les
espaces E” constitue typiquement une transformation de Fourier a fenétre adaptative (ondelettes
de Malvar [28]). Le principe consiste a décomposer le potentiel en une série de potentiels
correspondant chacun a une portion du potentiel initial. La méthode de décomposition doit

permettre une reconstruction parfaite, ¢’est-a-dire sans perte ni redondance d’information, ainsi

P
I’ensemble des portions doit constituer une partition du support [0;Lo]: I°= ®1I P Les
pm

ondelettes de Malvar sont couramment utilisées dans le domaine du traitement du signal. La
fenétre est définie, par analogie a une note de musique jouée avec un instrument, par trois temps
caractéristiques (ici trois longueurs caractéristiques) qui sont la durée de I’attaque, de la partie
stationnaire, et de I’amortissement. Dans le cas présent, les longueurs d’attaque et

d’amortissement sont nulles. La longueur de la partie stationnaire vaut L,,.

Soit T un potentiel défini sur 7°. Nous pouvons projeter cette fonction sur la base canonique

de I’espace E°ou sur I’ensemble des bases canoniques des espaces E”.

Donc
T(x,) = ;<T,X,°>O X0 (x,) (1.126)
et
T(x,)= ii;(T,X;’)O X7 (x,) (1L127)
ainsi o

(r.x), :iZ”Z(T,X,ﬁ)U(X,’;,Xf}O (1.128)

expression qui donne les composantes du potentiel T dans la base canonique de E”en fonction de

ses coordonnées dans les bases canoniques de E”.
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Nous avons ainsi déterminé P’expression générale des matrices de conversion de spectre E :

E!, =(X} X”)O (1.129)

n,m n? m

Pour que le changement de base soit valide, la matrice de passage E constituée de la

concaténation horizontale des matrices de conversion de spectre doit étre carrée :

| <T’X(I)>o | | <T’X‘l’>0
_<T’X(())>o— <T )‘(l > <T )'(1 >
<T’X10>0 1 2 P ,- ].V]U ’. ].VI ’
=Bt B L ET) i | =E| G (1.130)
(r X ) (rx5), (r.x7),
[\ Mo /o ]
_<T’ X’CP >0J _<T’ X;P >o ]

ce qui impose la relation entre les ordres de troncature : N, +1= Z(N .t 1)
P

II.2  Cas de géométries tridimensionnelles [22]

Le principe est le méme qu’en deux dimensions. Considérons la structure composée de
’empilement de deux blocs représentée sur la figure 1.25 vue de dessus. Les notations sont

conservées, un indice x ou y est ajouté pour préciser de quelle dimension il s’agit.

yO A

i i
i i

Zy N s+ Ly *o

figure 1.25 : empilement de 2 blocs en 3 dimensions.
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I1.2.1 Découpage des surfaces libres

De méme que 1’on considére ici des blocs a section rectangulaire, on ne considérera que des
surfaces libres de forme rectangulaire. Il est ainsi nécessaire de découper la surface supérieure
libre du bloc de base 0 en plusieurs surfaces rectangulaires. Ce découpage peut étre effectué de
différentes facons ; la figure 1.26 présente deux exemples de découpage. Nous introduisons ainsi
en trois dimensions un hyperparamétre supplémentaire qui est le mode de découpage des

surfaces libres.

Yot @ Yoy (b)

2 > 2 H >
: >

Zy x, 2o Xy

Sfigure 1.26 : exemple de deux découpages de surface libre différents

On peut ainsi se poser la question du découpage optimum. D’un point de vue qualitatif, le
découpage optimum sera celui qut introduira le moins de perte d’information par troncature. 1
sera donc celui pour lequel les formes de la température et de la densité de flux seront les plus
molles sur chacun des sous-domaines rectangulaires. C’est-a-dire que Pon cherchera le

découpage pour lequel le facteur max( IQ;D intervenant dans I’équation de majoration de

N, +1sn
Perreur sur 6° (1.108) est minimal. Afin d’étudier ce probléme d’une maniére plus quantitative,
ou d’illustrer Iinfluence du choix du découpage, considérons un exemple simple en deux
dimensions. Soit un segment de largeur unité, représenté sur la figure 1.27, sur lequel régne une
température (ou une densité de flux) en forme d’échelon d’intensité unité. Nous souhaitons
diviser ce segment en deux segments complémentaires (1 et 2) de fagcon optimale, de maniere a
ce que le changement de base des deux petits segments vers le grand se fasse avec le moins de

perte d’information possible.

48



Premier chapitre, la conversion de spectre

T A
1 2’
k A [ N—
! 2
1 S T
0 13 23 1

Sfigure .27 : deux découpage différents
Considérons par exemple les deux découpages (1,2) et (1°,2°).
* Le spectre de la température sur la partie inférieure 0 vaut :
6’ :J.OITO (x,)cos(nm)dx, n=0

c’est-a-dire

9 —sin (—)
P=2 ot =371 y>
3 nr

* Le spectre sur la partie 1 est nul :

0)=0,n>0
La troncature de ce spectre n’entraine donc pas de perte d’information.
* Le spectre sur la partie 2 vaut :

G == et 6'=0,n2>1

w N

La troncature de ce spectre n’entraine pas non plus de perte d’information.

* Le spectre sur la partie 1’ vaut :

(1131)

(1.132)

(1133)

(1.134)

(1.135)
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Ici une troncature provoque une perte d’information

* Le spectre sur la partie 2° vaut :

e(f'zé et 6'=0,n>1 (1.136)

La troncature de ce spectre n’entraine pas de perte d’information.

A partir des spectres de la température sur les parties 1 et 2 ou 1’ et 2° nous pouvons déterminer
le spectre sur la partie inférieure en utilisant les matrices de conversion de spectre E' et E' et

comparer les résultats obtenus.
) 6' - A
BOZ[EI EZ] (02} 90:[}51 EZ] (92} (1.137)

Sur la figure 1.28, sont représentées les deux erreurs commises lors du changement de base

correspondant aux deux découpages différents. C’est a dire Err, =|0° —Qﬁ’l et Err' =10 -0

x 10

| +
2 +
y + 7
0 -eaea(peacbgpea69%00900@00@00@006&00@009&
+ o+

+
+

+

4} o Emr
+ Er

erreur due au changement de base

12 1 L L L 1 o+ )
1} 5 10 15 20 25 30 35

numéro d'harmonique n

figure 1.28 : erreur de changement de base pour deux découpages différents

Nous remarquons bien que le premier découpage (1 ;2), pour lequel aucune information n’est

perdue par troncature, n’introduit pas d’erreur. L’égalité ( ;nzlix( IH,'; l) =0 implique une erreur
L Hisn

nulle comme le montre également 1’équation (I.108). Par contre le second découpage (1’ ;2°)
introduit une erreur qui est d’autant plus importante que I’ordre de I’harmonique est élevé (voir

équation (1.108) et étude de I’erreur).
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En conclusion, le découpage optimal est celui qui rejette les fortes variations de flux et de
température (ou les discontinuités) aux frontiéres des surfaces. Les spectres sur les surfaces ainsi
composées sont peu étendus et ’erreur due au changement de base minimisée.

Bien siir on ne connait pas les champs de température et de densité de flux avant d’avoir résolu
le probléme, un premier découpage peut alors étre intuitif et un second basé sur les résultats du
premier calcul. En pratique, & part dans les cas ou une trés grande précision est nécessaire, le
découpage des surfaces libres se fera d’une maniére systématique facilement programmable et

non optimisée.

11.2.2 Formalisme « des plus petits vers le plus grand » [22]

Considérons la géométrie de la figure 1.25 et un découpage de la surface libre en / surfaces
rectangulaires comme sur la figure 1.26a ou 1.26b. Soit E! la matrice de conversion de spectre

entre le bloc ou surface libre i et le bloc 0 selon Ox. Cette matrice est définie par I’équation (1.92)
, en remplagant L parL’, o, par ;. Soit E: la matrice de conversion de spectre entre le bloc

ou surface libre i et le bloc 0 selon Oy. Cette matrice est définie par 1I’équation (1.92) en
remplagant L, parL), 6, par J; .

Le calcul montre (voir Annexe 7) que :

I
8°(e,) =Y, E'6'(0) (1.138)
i=1
ot les @'sont les spectres ordonnés en vecteurs colonnes et ou les matrices de conversion de
spectre E' sont définies par :
E(0,0)E, E (O,N)E,

E') = E'(n,m)E’ (1.139)
'=l"1 . . V . . . .
E,(N,,0)E, Ey(Ny,N,)E,

La matrice de conversion de spectre 3D est donc fonction des matrices de conversions de spectre

2D suivant les deux directions.

11.2.3 Formalisme « du plus grand vers les plus petits »
De méme que pour le formalisme « des plus petits vers le plus grand », le calcul réalisé en

Annexe 7 montre que la matrice de conversion de spectre 3D est fonction des matrices de

conversions de spectre 2D suivant les deux directions Ox et Oy:
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6'(0)=F'6°(e,) (1.140)
avee
Fl(0,0)F, Fl(0,N))F]
(F')_ = Fi(n,m)F! (1.141)
F(N,,0)F] F(N,, N))F|

I1.3 Conclusion

Le passage d’un bloc a un autre est donc résolu en introduisant une matrice de conversion de
spectre, ou une matrice de changement de base, qui exprime la base de fonctions propres relative
a un bloc en fonction de la base de fonctions propres relative a I’autre bloc. Ce changement de
base ou conversion de spectre ne s’effectue pas sans perte d’information ; chaque composante du
spectre dans la nouvelle base dépend de I’ensemble du spectre dans 1’ancienne base. Ainsi la
nécessaire troncature des spectres introduit une erreur que nous avons pu majorer dans le cas de

I’approche « des plus petits vers les plus grands ».

Nous allons nous intéresser maintenant au formalisme de la résolution des structures

multiblocs.
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IITI Formalisme

Cette partie est consacrée a 1’écriture de la relation entrée/sortie du probléme. Les
formalismes en deux et trois dimensions étant rigoureusement identiques, considérons par
exemple la structure simple représentée sur la figure 1.29. 1l s’agit de I’empilement d’un bloc

numéroté 2 sur un bloc de base 0, la surface supérieure du bloc 0 laissée libre est numérotée 1.

L, L,
Zy 2 2
q):o — ez 0 (el’p)l? (eZ’p)

i '\\,-_k,/x 2 ; ' o !

% 6p).d) | e e | O
G A S R Py

1 Ho(eo,p),¢0(eo,p) 4_/;‘ '

p= OJ 0 2
X0

o Vo L

6°(0,p). 9°(0, ) 0

Jfigure 1.29 : empilement de deux blocs.

La résolution de ce probléme pyramidal par la méthode des quadripdles peut se faire suivant les
deux approches appelées : « du plus grand vers les plus petits » et « des plus petits vers le plus
grand ».
II1.1 Approche ‘des plus petits vers le plus grand’, notion de chemin

Les deux relations quadripolaires (ou relation entrée/sortie des blocs) s’écrivent :
0°(z,=0 A B°\(0°(z, =
( - )) ) (Co ) (1142

et

(HZ(szO)] i (Az p (92(22:%) (1143)

c? A

Le couplage des spectres a I’interface est réalisé par des matrices de conversion de spectre :

6°(z,=¢,) =E'@+E*¢*(z,=0) et ¢°(z,=¢,) =E'¢'+E’¢*(z,=0) (1.144)
c’est-a-dire :

e B Y (A A e TS
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Les relations (1.142),(1.143) et (1.145) permettent d’écrire la relation entrée/sortie du probléme, la

relation liant toutes les conditions limites entre elles :

i) I A [ 1 Y G | R

o) - (@ 20 REHE BE o) e

Si I’on note :
i 0 _ i i i
lli = 9,(Zi ei) ’ uo = 00 (ZO _0) ’ mi = A B ’ p(L)-‘—)i = £ 0 (1148)
¢1(Zi e,') o ¢ (ZO _—_O) Cc' A 0 E'

Péquation (1.147) devient :

1l

u=m’p '+ m’p) " m*u’ (1.149)
ou
1
u’ :l:mopg—n mopg—ﬂmZ:’(:Zj (1.150)

Nous voyons donc apparaitre deux matrices de transfert relatives aux deux chemins que peut

emprunter le flux thermique. La matrice de transfert m° p®~ caractérise le chemin 1 (voir figure
p q Pr g

1.30) et la matrice de transfert m°py~*m’ caractérise le chemin 2.

L, L,
)
e _ A
2 7 5 o
Z, i
|
1. R Lot %
€ " R
X Lo Chemin 2
P P
.
d oL A4 Yo
N/ L,

figure 1.30 : les deux chemins thermiques

Cette méthode conduit donc & un formalisme trés transparent, en relation directe avec la
géométrie.
L’introduction des conditions limites connues dans (1.150) permet alors la résolution du

probléme. Par exemple, si la température de la face inférieure du bloc 0 est imposée a 0°C, si la
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surface 1 est isolée et si une densité de flux (de spectre @, ici négatif) est imposée sur la

surface supérieure de 2, la relation (1.146) devient :

0 ) _ (4 B[(E oY) (E* o)A B)6(z=e)
(¢°(ZO=O)J [C" A"Mo E'](Oj +[o Ezj[cz Azj{ H (1.151)

La premiere ligne de ce systeme s’écrit alors :

O — AOEI A()E2A2 +B()E2Cz
I: ][02(22 =e,

)]+ (A°E’B* +B°E’A’ )¢,  (1.152)
La solution du systéme (I.152) donne les températures sur les faces supérieures des blocs (ou

température en face avant) :

% |
=[A°E' AE’A*+B°E’C*| (AE’B* + B°E’A*)(~¢,,) (1153
[02(22 = 82 )) [ :I ( )( e_rc1) ( )

A partir de ces températures en face avant nous pouvons calculer les températures et les densités
de flux dans toute la structure par méthode directe. Le probléme est donc résolu.

En pratique, I'utilisation d’un logiciel de calcul symbolique du type de Maple permet de
déterminer I’expression analytique (I1.153) ; il reste alors a remplacer les expressions analytiques
des diverses matrices par leurs valeurs numériques et a inverser le systéme pour obtenir la
solution. Ce formalisme trés transparent est facilement automatisable en vue de la construction

d’un logiciel basé sur cette méthode, nous le vérifierons par la suite.

IIL2 Approche ‘du plus grand vers les plus petits’, notion de chemin

Les deux relations quadripolaires n’ont pas changé, mais nous considérons cette fois les

relations inverses :

0°(zo=¢,)) (A" -B"\(6°(z=0)
(¢° (Zo:eo)J —£—C° 0 ( (1.154)

[92(22 =ez)j:( A -B (6’2(22 =0§ (L155)

¢’ (z,=¢)) \-C* A

et

la relation propre a 'interface vaut quand a elle :
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6 =F'6"(2,=c,) } t{ ¢ =F'¢(z,=c,) } s
{02(22:0):F29°(z(,:e0) © P (z,=0)=F¢’(z,=¢,) (116

PR s

¢’est-a-dire :

(1.157)
{92(22 :0)j:[F2 0 J[a”(zo :eO)j
¢’ (2, =0) 0 F*)\¢'(z=¢)
La relation entrée/sortie s’écrit donc :
Le’j_(# OJEAO -BOJ[HO(ZU:O))
1| Ll _go 0 0 z =0
¢') Lo F')\-C° A4 )\¢°(2=0) (L158)

JRE P ) bt

Si’on note :

; (0'(z=e) o [0°(z=0)) , (A -B\ ., (F" 0
! _[¢’(z,=e,)12,’u —[¢0(20:O)j,m _(-C" A’]’pF _(0 F"] (L139)

I’équation (1.158) devient :

ul pxF—mmo o
(;ﬁ] = (m2p2*°m° u (1.160)
F

Nous voyons donc apparaitre également deux matrices de transferts chacune relative a un
chemin emprunté par le flux thermique. La matrice de transfert du systéme est composée de la

concaténation verticale de ces deux sous matrices de transfert.

III.3 Cas des structures non pyramidales

Nous allons comprendre dans ce paragraphe comment résoudre les problémes de transfert
dans une structure non pyramidale dont un exemple simple est donné sur la figure 1.31. 1l s’agit
de I’empilement non pyramidal de trois blocs. Le bloc de base est noté 0, le bloc intermédiaire 1
et le bloc supérieur 4. La surface libre sur le bloc 0 (respectivement sur le bloc 4) est noté 1

(respectivement 3).
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Y4
e 0%e,) , 9*(es)
4
4
03, ¢3 .X4
3 Vi N i :
Yo ST |
' X
€y 9z ¢g !
0
Lo
6°(0) , $%(0)
Jigure 1.31 : structure non pyramidale
Résolvons le probleme en partant du bas. Nous avons toujours :
u' =m’(py*w’ +py'm'u') (L161)
De plus, toujours d’apres le paragraphe précédent :
u' = plF—>4m4 u
{f:p;%mw 162

Donc

uo :mo(pg—ﬂuz +pg—>1m1p1F—>4m4u4) (I 163)

4
u3 — p2‘—>4m u4

Nous aboutissons donc au systéme carré :

u’ _ mopgaz mopgelm]p;:—>4m4 u’ (L168)
v 0 p3F—>4m4 u

qui lie les conditions limites sur les faces inférieures des blocs (#°, #*) aux conditions limites sur

les faces supérieures (u”,u*).

Nous voyons alors apparaitre 3 chemins thermiques des faces inférieures vers les faces

supérieures des blocs, voir figure 1.32 :

* Chemin 1 de matrice de transfert associée m’p,~° .

* Chemin 2 de matrice de transfert associée m’py~'m' p”*m* .

* Chemin 3 de matrice de transfert associée p)*m*.
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Chémin 3 4
1
A Chemin2 | .
Chemin 1 0

N

figure 1.32 : chemins thermiques dans une structure non pyramidale

La résolution des problémes non pyramidaux nécessite donc 'utilisation des deux approches

« du plus grand vers les plus petits » et « des plus petits vers le plus grand ».

Ce probleme peut également étre résolu en partant du haut :

u’ ~ p;_wmo 0 u’
41 4_ 451 1 100 4 453 3 (1‘165)
u mp. mp.m mpg u

Les deux matrices de transfert ne sont pas ici rigoureusement les inverses 1’une de ’autre.

I11.4 Conclusion

Le formalisme permettant I’écriture de la relation entrée/sortie dans le cas des structures
multiblocs est donc trés transparent puisqu’il est en relation directe avec la géométrie : chaque
chemin possible pour le flux de chaleur est associé & une matrice de transfert particuliére. Cette
caractéristique permet une automatisation relativement simple des calculs en vue de la
construction d’un logiciel.

Le paragraphe suivant regroupe les principales limitations du point de vue théorique de la

méthode, sachant qu’il existe également des limitations d’ordre numérique.
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IV Limitations d’ordre théorique

Le caractére analytique de la méthode des quadripdles thermiques est trés intéressant mais il
impose également quelques limitations. La géométrie du probléme doit étre simple, les
conditions limites du type de celles décrites précédemment, et le probleme linéaire. Cette partie
résume les principales limitations d’ordre théorique sachant que nous rencontrerons également

par la suite des limitations d’ordre numérique lors de la mise en ceuvre de la méthode.

IV.1 Limitations géométriques

La méthode présentée ici permet de résoudre les transferts conductifs dans des structures
composées d’empilements de blocs parallélépipédiques. De plus, tous les blocs doivent étre
orientés suivant la méme direction : dans un repére absolu Oxyz les cotés des blocs doivent étre
parali¢les soit a Ox, soit a Oy, soit a 0z. L’exemple de la figure 1.33 montre quel type de structure

est (a) ou n’est pas (b) adapté a cette méthode.

a) b)
figure 1.33 : vue de dessus d’un empilement de deux blocs : a) géométrie adaptée a la méthode

des quadripdles thermiques. b) ne peut pas étre résolu par une simple application de la méthode.

De plus la méthode ne permet pas de considérer des structures concaves dans le plan. La prise
en compte d’un contact latéral entre deux blocs est possible (voir chapl.1.3.5) si les deux blocs
sont associés suivant une section, voir figure I.34.a. Les structures du type représenté sur la

figure 1.34.D ne peuvent pas encore &tre modeélisées.

figure 1.34: modélisation d’une piste par assemblage latéral de deux blocs
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IV.2 Limitations dues aux non-linéarités

D’un point de vue général, la méthode des quadripdles permet de résoudre les problemes
linéaires, méme si ’on montre ci-dessous que certaines transformations peuvent permettre de
considérer une non-linéarité de la conductivité par exemple. Cette limitation peut &étre assez
importante lorsque 1’on souhaite modéliser des échauffements brusques de certains matériaux
comme le silicium dont les propriétés thermophysiques dépendent fortement de la température.
De méme les conditions limites de type radiatif ne peuvent pas €tre considérées sans hypothese

simplificatrice (linéarisation).

Une technique permettant de prendre en compte des effets non linéaires en régime permanent
est la transformation de Kirchhoff [17,29]. L’équation de la chaleur s’écrit en 3 dimensions et en

régime permanent :

2 2 2
P10 ECALINCAL NN (1.166)
ox? ay 82

La transformée de Kirchhoff est définie comme ci-dessous :

__p )t (1.167)

Ao 1,

ou A, estla conductivité du matériau lorsque la température vaut To.

soit
eic) = @ (1.168)
orT 4,
Ainsi :
8_@ 00 JT l( )aT (1.169)
o oT ax Ay o
JoT ., 00
t =-A(T 1.170
© P ( ) dz az ( )
L’équation de la chaleur devient donc :
2 2 2
0’0 070 8@___0 L171)

+—t
ax* P

La méthode des quadripbles peut alors étre appliquée. La résolution se passe comme si la
conductivité était constante égale a A,, puis & la fin des calculs la température réelle est

déterminée. Malheureusement, cette technique ne fonctionne pas en régime transitoire quand la
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diffusivité dépend de la température. On peut tout de méme faire I’hypothése d’une conductivité
variable et d’une diffusivité constante (ce qui n’est pas une bonne hypothese pour le silicium).

Dans le cas du silicium [30]:

A(T):A(Z’))(ZJ (1172)
avec  A(T))=100 Wm'K?  pour 7,=425K et a = -1.324 ‘

c’est a dire :

o+l
O=—1_ T———To (1.173)
o+l 1)
et
1
T=(T" + (o +1) 7,70 (1.174)

IV.3 Conclusion

La méthode des quadripdles est donc limitée a la résolution des problémes de diffusion
linéaire (ou faiblement non linéaire en régime permanent) et dont la géométrie est constituée
d’empilements de blocs parallélépipédiques. Il s’avére que les composants électroniques de
puissances (CEP) présentent cette structure. La méthode des quadripéles thermiques est donc
tout a fait adaptée a la modélisation des transferts thermiques par conduction dans les CEP. Dans
un deuxiéme temps, il est possible d’utiliser une autre méthode pour approcher plus finement les

aspects non-linéaires (thermodépendance) en transitoire.

A ces limitations d’ordre théorique, vient s’ajouter des limitations d’ordre numérique, dont

nous allons dresser la liste dans le paragraphe suivant.
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V Mise en ceuvre, limitations d’ordre numérique

La méthode développée précédemment nous a permis de construire un code sous Matlab®
[31,32] qui accepte en entrée la géométrie de la structure, les conditions limites supérieures et
inférieures connues et donne en sortie les champs de température et de densité de flux selon des
plans de coupe définis par I'utilisateur. Les calculs sont automatisés grace a 'utilisation du
calcul formel et de la boite a outils « symbolic toolbox'»[33]. Une interface utilisateur, rendant
plus conviviale I'utilisation du logiciel, a également été développée. Le programme, en 1’état
actuel, est adapté aux structures parallélépipédiques dont les blocs sont isolés sur les faces
latérales.

La description de I’architecture du programme et des différents algorithmes utilisés est
reportée en Annexe 8. Le lecteur intéressé pourra y trouver en particulier les méthodes utilisées
pour reconditionner et résoudre le systéme linéaire, une description de la méthode asymptotique
permettant de calculer les champs de températures aux temps trés courts, la mise en ceuvre d’une
méthode de convolution permettant de résoudre rapidement des problemes pour une grande
variété d’excitations temporelles, et enfin une explication du principe de «zoom spectral »
permettant d’améliorer la précision spatiale. Revenons néanmoins sur les quelques limitations

d’ordre numérique associées a la méthode des quadripdles thermiques.

Il s’avere que compte tenu de la nature des matrices quadripolaires, le systéme linéaire, dont
la solution est le vecteur des spectres des conditions limites inconnues, peut devenir assez vite

mal conditionné. Par exemple, rappelons ’expression de la matrice quadripolaire A (en deux

dimensions) :
1 0 0 0 i
ch i +—e
0 L a 0 0
A= (1.175)
0 0 0
2
0 0 0 ch (—Nl) + 2
L a

ou p est la variable de Laplace, L la largeur du bloc, N l’ordre de troncature associé au bloc, a la
diffusivit¢ thermique et e I’épaisseur du bloc. Le plus grand élément de A croit
exponentiellement avec "ordre de troncature N , avec le rapport ¢/L, ou avec\/;/; , alors que
le plus petit élément reste égal & 1. Ceci a pour effet de déséquilibrer la matrice constitutive du
systeme qui est fonction des matrices quadripolaies.

Nous indiquons ici les trois limitations d’ordre numérique de la méthode des quadripdles :
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Limitation de 'ordre de troncature. De méme que les méthodes numériques ne peuvent
prendre en compte un nombre infini de noeuds ou de cellules, cette méthode ne peut prendre

en compte qu’un nombre fini de modes.

Limitation du rapport de forme des blocs. Cette méthode n’est pas adaptée aux strucutres
composées de blocs de grande épaisseur par rapport a leur largeur (sauf pour les blocs
“portant” les faces externes des empilements, voir Annexe 8). La solution consiste a
introduire de nouveaux modéles pour représenter ces blocs, comme des modeles d’ailette par

exemple.
Limitation des temps trés courts. Le systéme linéaire “explose” aux temps trés courts

({/p/a grand). Ce probléme est résolu par I’introduction de modéles asymptotiques valables

pour les temps tres courts, voir Annexe §.
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VIConclusion du premier chapitre

La méthode des quadripdles thermiques est donc une méthode semi-analytique permettant la
résolution des transferts thermiques multidimensionnels transitoires ou permanents par
conduction dans les structures composées d’empilements de blocs paralielepipédiques. Le
nombre d’hyperparamétres introduits, c’est-a-direla densité de spectre retenue (qui fixe la
résolution spatiale) et, pour le cas tridimensionnel, la méthode de troncature des spectres et le
type de découpage des surfaces libres, est trés faible comparé a celui des méthodes numériques
qui nécessitent une discrétisation de 1’espace et du temps. Le caractére analytique de la méthode
garantit la conservation du flux et facilite la résolution du probleme grace a son formalisme

transparent, en relation directe avec la géométrie.

La résolution des structures multiblocs n’est plus exacte a I’ordre de troncature prés,
contrairement au cas monobloc, car le couplage entre les modes et la nécessaire troncature des
spectres se traduit par P'introduction d’une erreur a chaque changement de base (ou conversion
de spectre). Cependant, cette erreur est d’autant plus faible que "ordre du mode est peu élevé.
Ainsi les erreurs commises concernent les variations locales de la température ou de la densité de
flux. Nous avons également dressé la liste non exhaustive des limitations associées a cette
méthode. De par leur structure multibloc parallélépipédique, les composants électroniques

peuvent étre modélisés par cette méthode, comme nous allons le voir dans le prochain chapitre.
Celui-ci est consacré a la validation de la méthode, a I’estimation de ses performances et a

quelques applications qui tirent parti de ses qualités. On s’intéressera en particulier aux temps de

calculs associés a la mise en ceuvre de celle-ci.
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Deuxiéme chapitre, modélisation d’un module IGBT

Cette partie regroupe quelques applications concrétes qui permettent de valider la méthode

des quadripdles thermiques multiblocs et d’évaluer ses performances.

I Modélisation d’un module IGBT

La fonction de base de I’électronique de puissance est la fonction interrupteur [1,2]. Avant

I’apparition du transistor bipolaire & grille isolée ou Insulated Gate Bipolar Transistor (JGBT) en
1982-1983, cette fonction était principalement réalisée a partir du transistor bipolaire de
puissance ou Bipolar Junction Transistor (BJT) et du transistor MOS de puissance ou Metal
Oxyde semiconductor Field Effect Transistor (MOSFET) [3]. Ces deux technologies possédent
de nombreux avantages mais aussi des inconvénients. Le transistor bipolaire présente une faible
chute de tension a I’état passant et une fréquence de commutation acceptable. Cependant, il se
commande en courant et nécessite par conséquent un circuit de commande complexe et coliteux.
Le transistor MOSFET est quant a lui commandé en tension. Sa commande est donc simple ; il
posséde une fréquence de commutation élevée, mais les pertes en conduction qui lui sont
associées sont assez importantes (pour les tenues en tension importantes).
Le Transistor Bipolaire a Grille Isolée (JGBT) [1,2,4] est né de I’association de ces deux
technologies sur le méme substrat en silicium afin d’obtenir de bonnes caractéristiques en
conduction (Bipolaire) et une commande simple (MOSFET). Sa structure microscopique est
représentée sur la figure I1.1, son schéma équivalent sur la figure 11.2.a et son symbole sur la
Sigure 11.2.D.
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figure II.1 : structure d’une puce IGBT [2]

Dans ce transistor, la grille isolée par un film d’oxyde de silicium est portée a un potentiel positif
par rapport a la source ; elle repousse alors les trous de la zone P par simple effet électrostatique.

Cette répulsion entraine une augmentation inversement proportionnelle du nombre d’électrons et
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un canal de porteurs négatifs se crée juste en face de la grille. Le courant électrique ainsi créé
excite la zone P ++ , qui émet un courant de trous en sens opposé. Ce courant de trous a pour
effet de réduire la résistivité de la zone N de tenu en tension. Nous nous retrouvons donc en
présence d’une structure de type Darlington, ot le MOSFET de commande excite le transistor

bipolaire de puissance.

figure 11.2 : a. schéma équivalent d’un transistor IGBT, association d’un transistor bipolaire et
d’un transistor MOS. b. symbole du transistor IGBT. [2]

Les pdles G, D et S représentent respectivement la grille, le drain et la source.

Depuis ses débuts ce transistor de puissance a connu de nombreuses évolutions visant a
augmenter ses performances et sa miniaturisation. C’est ainsi que les densités de puissance
dissipées atteignent actucllement des valeurs proches de 400 Wem™ (d’un point de vue
macroscopique en moyenne sur la puce). La compréhension et I’optimisation des transferts
thermiques dans ces composants sont devenues primordiales. Le facteur thermique est bien
souvent le facteur limitant la puissance commutable. Ce paragraphe concerne I’étude les
transferts thermiques dans le transistor d’un point de vue macroscopique. La structure interne de
la puce n’est pas modélisée. Le flux dissipé est supposé uniformément réparti sur la surface

supérieure de la puce.

I.1 Structure macroscopique d’un module IGBT

Afin de permettre de traiter des courants importants, les puces IGBT sont associées en
paralléle pour former des modules. Un module peut comporter de 2 a 24 puces. Par exemple, un
module IGBT composé de 2 puces IGBT et de deux diodes de roue libre est représenté sur la
figure I1.3. Le r6le des diodes de roue libre (bypass) est de faciliter les commutations en évitant
que trop d’énergie soit dissipée lors des commutations quand le composant fonctionne en

hacheur.
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figure 11.3 : photo d’un module IGBT 2 puces.

Sur la figure 11.4 est représenté le schéma du module IGBT qui nous servira de cas test pour
I’évaluation des performances de la méthode des quadripdles et du code de calcul.

figure I1.4 : module IGBT 24 puces modélisé par Khatir et al. [5] en vue de dessus

Ce module comporte 24 puces mais, si I’on fait ’hypothése qu’elles dissipent toutes la méme
puissance, la structure et les transferts sont symétriques par rapport au centre du module. Il est
alors suffisant de ne modéliser qu’un quart du module. Sur la figure 11.5 est représenté un quart
de module en vue éclatée.

120 Wern 2
silicium
cuivre
AN

v clivre
\\ brasure

-y—

brasure
Sy

plague de base
en cuivre

«—_ graisse
thermique

radiateur en cuivre

figure IL.5 : un quart du module en vue éclatée
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Les caractéristiques des différentes couches constituant le module sont données dans le
tableay I1.1 établi par Khatir et col. [5] qui ont également modélisé cette structure par la méthode
des éléments de fronticres. Cet empilement est classique : les puces sont liées au DBC (Double
Bound Copper) par une brasure haute température. La nature des soudures (solder) constitue le
savoir faire des constructeurs et il est trés difficile d’obtenir des informations précises a ce
propos. Elles sont généralement formées d’un alliage d’étain, de plomb et d’argent (alliage
ternaire tendre) pour le report de la puce sur le substrat DBC et d’un alliage d’étain et de plomb
(alliage binaire plus dur) pour le report du substrat sur la semelle. Le substrat DBC est constitué
de deux couches de cuivre prenant en sandwich un isolant électrique qui est ici de I’AIN. Le
choix de ce matériau est dii a ses propriétés d’isolant électrique, de tenue en tension, mais
également a son aptitude a bien conduire la chaleur (conductivité thermique). Les deux liaisons
cuivre-céramique sont de trés bonne qualité [6,7]. Nous négligerons dans un premier temps leur
influence sur les transferts thermiques.

La semelle du module est ensuite fixée a un radiateur, de la graisse thermique venant améliorer
le contact. L’évaluation de I’épaisseur de la couche de graisse thermique constitue un probléme
délicat [8]. Cette couche n’est bien siir pas d’épaisseur uniforme mais comme nous ne disposons
pas de modé¢le, nous ferons ’hypothése d’uniformité en épaisseur. Elle a par ailleurs tendance a
vieillir de part les successions des cycles supportés par le module, ce qui pose également la
question de I’homogénéité de ses propriétés thermophysiques. Pour ces deux raisons, nous

verrons par la suite comment considérer une résistance de contact non uniforme dans 1’espace.

Thick Area conductivity | diffusivity

Material x102m)| x10%(m?) | (WimK) ~ [x105(m?s)
Silicon chip (puce IGBT) 0.035 | 1-37x1.37 108 6.4
zone active : 1.1x 1.1 ’
Solder (brasure) 0.008 [ 1.37x1.38 35 27
Copper (cuivre) 0.03 | 1.67x4.56 360 10.6
AIN (nitrure d'aluminium) 0.1 5.84x4.96 170 52
Copper (cuivre) 0.03 | 5.84x4.96 360 10.6
Solder (brasure) 0.008 | 5.84x4.96 35 27
Copper base plate 0.5 |187x13.7| 360 10.6
(semelle en cuivre)
Thermal grease 0.005 [187x13.7| 07 0.07
(graisse thermique)
Copper heat sink 1 |207x15.7| 360 10.6

(radiateur en cuivre)

tableau 1.1 : caractéristiques des différentes couches [5]

- Structure totale (avant partition en 4)

La simulation de ce composant nécessite la connaissance des propriétés thermophysiques des
matériaux constituant les différentes couches. Les valeurs regroupées dans le fableau II.1 sont
issues de la littérature mais peuvent étre discutées. L’estimation des ces propriétés

thermophysiques peut étre réalisée par la méthode flash [9] par exemple.
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Hypothéses

* Les 24 puces dissipent la méme puissance.

* La puissance dissipée est uniforme sur la zone active des puces (en pointillé sur la figure I1.5)
et est équivalente a une condition limite de densité de flux imposée sur la surface supérieure des
puces. Cette hypothése est justifiée par la faible épaisseur (350 wm) des puces et le tres faible
gradient de température qui existe dans leur épaisseur. Il est évident qu’il ne s’agit 1a que d’une
réduction locale de modele, la dissipation de puissance étant en fait volumique et non surfacique
au sein de chaque puce.

* La face supérieure du module est considérée comme isolée. La méthode permet de considérer
un échange entre la face supérieure du module et I’extéricur, mais en pratique le gel de silicone
de passivation enrobant le module (isolant électrique et protection contre I’oxydation de I’air)
ainsi que le boitier du module constituent une barriére thermique trés importante par rapport a la
semelle et au radiateur ; le transfert peut alors étre considéré dans un seul sens : des puces vers le
radiateur.

* Les faces latérales des différentes couches sont considérées comme isolées. Les couches
constituant le module sont toutes trés fines et le gel de silicone isole leurs faces latérales. La
densité de flux traversant ces faces est donc trés faible par rapport a la densité de flux traversant
le module des puces vers le dissipateur.

* La couche de graisse thermique est considérée d’épaisseur uniforme. Cette hypothése est une
hypothése forte. En effet, la sensibilit¢ du champ de température a cette épaisseur est assez
importante.

* Les fils d’alimentation ne sont pas modélisés ici, ce qui revient a négliger leur effet. La
méthode des quadripdles permet néanmoins de modéliser ces fils par des ailettes.

* Les transferts par rayonnement sont négligés. Certains matériaux comme le silicium sont semi-
transparents dans le domaine de I’infrarouge, mais ces effets ne sont pas pris en compte. Nous ne
nous intéressons donc pas a la modélisation microscopique fine locale de la puce.

* Les propriétés thermophysiques des matériaux constituant les couches sont indépendantes de la

température et données par le tableau 11.1.

Le code décrit dans I’Annexe 8 permet la simulation de cette structure assez complexe
puisqu’elle comporte 9 couches (niveaux). Nous n’avons pas voulu modifier les dimensions des
blocs pour simplifier la géométrie : par exemple les puces ont une largeur un peu inférieure aux
couches de cuivre sur lesquelles elles reposent (voir figure I1.5), ce qui introduit de nombreuses
surfaces libres. Le but est d’estimer les performances de la méthode sur un cas complexe. Le
code divise la structure en 57 blocs et surfaces libres (en pratique, nous avons traité 2 couches
superposées situées dans le méme bloc comme 2 blocs différents avec des matrices de

conversion de spectres égales a I’identité).
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I.2 Simulation en régime permanent

L2.1 Quelques résultats

Nous considérons ici que les puces dissipent chacune une puissance de 233 W uniformément
répartie sur leur surface active carrée (surface délimitée par des pointillés sur la figure I1.5 :
1.1cmx1.1cm centrée sur la puce) et que la température de la face inférieure du radiateur est
imposée a 38.5 °C. Si I’on conserve un peu moins de 400 harmoniques par métre et que I’on fixe
le taux d’élimination du spectre a 50%, le nombre total d’harmoniques conservées (qui est
également la taille du systéme linéaire a résoudre) est de 966. La température calculée a
I’interface entre le radiateur et la graisse thermique est alors représentée sur la figure 1.6 (coupe
suivant un plan horizontal).

position {(mm)

0 20 40 80 80 100
position (mm)

figure 11.6 : champ de température sur la face supérieure du radiateur pour un nombre total
d’harmoniques conservées de 966.

Sur la figure 11.7 est représenté le champ de température selon un plan de coupe a x constant
qui passe par le centre de la deuxiéme rangée de puces. La figure I1.7.a correspond a la condition
de température imposée a 38.5 °C sur la face inférieure du radiateur et la figure 11.7.b correspond

4 une condition limite de type échange convectif uniforme avec 4 = 3000 Wm™>K™'.
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Jigure I1.7 : coupe a x constant passant par le centre de la deuxieme rangée de puces. a)
condition de température imposée sur la face inférieure du radiateur (38°C). b) condition limite
convective (h = 3000 Wm?K™).

Dans le cas de I’échange convectif, le radiateur joue un réle de diffuseur, permettant
I’épanouissement des lignes de flux. Cet effet est trés peu marqué dans le cas d’un échange
parfait (4 infini ou température imposée). Nous verrons par la suite qu’il existe une épaisseur
optimale du radiateur (fonction du coefficient d’échange) qui minimise la température des puces.

Zoom spectral

Comme on ne conserve que 400 harmoniques par métre, la température sur les puces est
déterminée avec 400x0.0137 soit 5 harmoniques selon Ox et Oy, ce qui est peu pour obtenir une
bonne précision spatiale. Nous pouvons alors appliquer la méthode du zoom spectral (Annexe 8)
en tenant compte du fait que I’isolant AIN est un filtre passe bas. Nous relevons donc le spectre
de la température sur la face inférieure de I’isolant associé a la puce dont la surface est hachurée
(voir figure I1.5) et utilisons ces valeurs comme conditions limites pour le probléme plus simple

représenté en figure I1.8.

Silicon

Solder z S AIN
(brasure)\ St

Conditions limites
— déterminées par
le premier calcul

figure I1.8 : sous probléme résolu pour augmenter la précision spatiale sur la puce hachurée
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Nous pouvons alors considérer un nombre d’harmoniques par unité¢ de longueur plus grand.
Choisissons par exemple de conserver 1500 harmoniques par métre, ce qui fait 20 harmoniques
suivant Ox et Oy pour la puce, c¢’est-a-dire (20¥20*0.5=) 200 harmoniques au total pour la puce.
La température de la face supérieure de la puce hachurée est alors représentée sur la figure I1. 9.

12

10

position (mm)

6 8 10
position (mm)
figure I1.9 : champ de température sur la face supérieure de la puce hachurée sur la figure I1.8,

calculé par deux calculs successives (zoom spectral)

On reconnait ici I’effet d’excitation partielle sur un carré qui est visible sur les isothermes les
plus froides. La bonne précision spatiale nous permet de constater les forts gradients de
température longitudinaux qui existent au sein du silicium (de I’ordre de 6°C/mm) et qui sont a
Porigine de contraintes thermomécaniques trés fortes, particulicrement en régime cyclé, au
niveau de la brasure.

1.2.2 Validation par comparaison a deux codes commerciaux

Nous avons naturellement cherché a valider le code construit en comparant nos résultats a

ceux produits par les deux codes commerciaux que sont FlexPDEase® et Flotherm®.

Le code FlexPDEase® est un code aux éléments finis avec maillage adaptatif, c’est-a-dire que
le maillage s’adapte automatiquement en fonction des valeurs du gradient de la température. La
simulation a été réalisée avec 200 000 nceuds environ. Le champ de température obtenu a
I'interface entre le radiateur et la graisse thermique est représenté sur la figure I1.10, pour une

condition limite de température imposée a 38.5 °C sur la face inférieure du radiateur.
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Sigure I1.10 : champ de température sur la face supérieure du radiateur
obtenu par FlexPDEase (200 000 naeuds)

Ce résultat est tout a fait comparable (au degré prés) au résultat donné par la méthode des
quadripdles (figure 11.6).

Le code Flotherm® est basé sur la méthode des volumes finis, le maillage de type cartésien
n’est pas adaptatif. Ce code est largement utilisé par la communauté des électroniciens qui
s’intéressent a la modélisation thermique de leurs systeémes. Nous avons choisi de considérer 200
milles mailles en adoptant un maillage a pas variable. Le maillage dans le sens de I’épaisseur des
couches suit une loi puissance, si bien que plus on se rapproche des interfaces, plus le maillage
est fin. De plus, les zones proches des sources de chaleur sont maillées plus finement.

Pour les mémes conditions que précédemment la température sur la surface extérieure du module
est représentée sur la figure I1.11.

figure IL11 : champ de température sur la surface supérieure du module déterminé par Flotherm
(200 000 cellules)
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D’une maniére générale, le plus grand désaccord entre les trois méthodes concerne la
température en face avant, sur la surface supérieure des puces. Sur la figure I1.12 est représenté
ce champ de température calculé par la méthode des quadripdles (13.a), par Flotherm (13.b), par
FlexPDEase (13.c) et par Khatir et col.[5] (13.d) en utilisant la méthode des éléments frontiéres.

/ Y S 12
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4 6
position (mm)
c)
figure 1112 : température sur la face supérieure de la puce hachurée (voir figure I1.5). a)
méthode des quadripdles. b) Flotherm(200 000 cellules). ¢) FlexPDEase (200 000 nceuds). d)

Khatir et al [5], les valeurs encadrées sont expérimentales.

Les niveaux de température déterminés par Khatir et al. [S] ne correspondent pas aux niveaux
de température déterminés par les trois autres méthodes. Khatir et al. modélisent les brasures
ainsi que la graisse thermique par des résistances thermiques de contact, alors que dans les trois

autres méthodes, les soudures sont des blocs d’épaisseur finie. Les soudures assimilées a des
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résistances de contact ne participent pas a I’épanouissement des lignes de flux (effet 3D) et il
s’en trouve donc que les températures simulées sont supérieures. Les mesures expérimentales
réalisées par Khatir et al. (valeurs encadrées) ne correspondent pas a la simulation : afin de faire
correspondre les mesures expérimentales et les résultats de la simulation, il conviendrait de
reconsidérer ’hypothése de température imposée sur la face inférieure du radiateur qui doit étre
a origine de ces écarts entre simulation et expérience. En effet, on peut remarquer sur la figure
II.7.6 que la sensibilit¢ de la température des puces au coefficient d’échange est assez
importante : par exemple, remplacer la condition de température imposée par une condition
limite de troisiéme espéce avec un coefficient d’échange uniforme de 3000 WmK™ a pour effet

une augmentation de la température maximale des puces de 60°C .

La méthode des quadripoles (13.a) et Flotherm® (13.b) produisent les mémes résultats au
degré prés avec un petit avantage pour la méthode des quadripdles qui, semblerait-il, respecte un
peu mieux la condition limite latérale d’adiabacité : les isothermes doivent joindre les bords de la
puce perpendiculairement & ceux-ci. Cette remarque correspond au maillage utilisé ici dans

Flotherm : un maillage plus serré pourrait donner de meilleurs résultats.

Les résultats issus de FlexPDEase® (13.c) different sensiblement des deux résultats
précédents ; la condition limite d’adiabacité¢ des parois latérales n’est pas bien respectée. Le
niveau de température déterminé est d’environ 5°C supérieur. Alors que les résultats sont

corrects a I’intérieur de la structure, ils sont nettement moins bons en face avant.

En conclusion, la comparaison des résultats issus de la méthode des quadripbles avec ceux
produits par deux codes numériques nous permettent de montrer que le principal aspect « non
analytique » de notre méthode, a savoir la nécessaire troncature des spectres, semble étre
correctement maitrisée : il s’agit donc d’une validation mutuelle des différentes méthodes.
I1reste a étudier I’influence du choix des ordres de troncature et a vérifier que les performances,

en terme de temps de calcul, sont dignes d’intérét.

1.2.3 Convergence en fonction du nombre d’harmoniques conservées

Nous avons remarqué dans la premicre partie que le passage d’un bloc a un autre et la
conversion de spectre associée introduisaient une erreur. Nous avons donné un majorant de cette
erreur, mais il n’est pas possible de Pestimer systématiquement en pratique. Nous allons alors
étudier sur I’exemple précédent I’influence du choix du nombre d’harmoniques conservé. Sur la
Sfigure I1.14 sont représentées les températures maximale et moyenne de la puce hachurée en
fonction du nombre d’harmoniques conservées par unité de longueur (toujours pour T = 50%).

Ces résultats sont comparés & ceux des deux codes FlexPDEase® et Flotherm®.
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figure I11.14 : convergence des résultats en fonction de la densité spectrale utilisée (taux

d’élimination du spectre de 50% sans zoom spectral).

La température moyenne de la puce, ou le fondamental du spectre, converge bien plus
rapidement que sa température maximale qui dépend de Pensemble du spectre de température.
Cette expérience est en accord avec I’analyse réalisée dans la premiére partie qui démontre que
la conversion de spectre introduit une erreur d’autant plus importante que le degré de
I’harmonique est élevé. La méthode reste juste en moyenne. C’est une caractéristique trés
intéressante de la méthode : les calculs réalisés avec trés peu d’harmoniques, donc trés rapides,

resteront acceptables en valeur moyenne.

1.2.4 Performances en terme de temps de calcul

Il est tres difficile dans I’absolu de comparer plusieurs méthodes de résolution. Le temps de
calcul consommé par Flotherm® ou FlexPDEase® dépend du nombre de mailles ou de nceuds
choisi, nombre qui fixe la précision spatiale. Le critére de convergence influe également sur les
temps de calcul associés a ces deux méthodes, mais leur comparaison reste assez aisée. Par
contre, comment peut-on comparer rigoureusement une méthode numérique et une méthode
spectrale telle que la méthode des quadripdles ? Il faudrait comparer les temps de calculs pour
une précision spatiale équivalente ; la méthode du zoom spectral ne facilite pas cette
comparaison. Nous allons donc nous contenter d’une comparaison grossi¢re des performances
des différentes méthodes.

Les temps nécessaires au calcul de la température de la face supérieure de la puce hachurée
représentée sur la figure I1.5, par les trois méthodes, sont regroupés dans le tableau 11.2.

L’ordinateur est un PC 700 MHz 256 Mo de Ram.
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Flotherm | ¢ PDEase
ethod dri
méthode des quadripoles 200 000 200 000 neeuds
cellules
premier calcul :
(structure totale) 25s
190 harmoniques par metre
zoom spectral : 82s 310s
(sous strusture supérieure) N0 s
1500 harmoniques par métre
total 115s

tableau 11.2 : temps de calcul associés aux trois méthodes

Les trois méthodes conduisent & peu prés aux mémes temps de calculs, Flotherm® est
légérement plus rapide que la méthode des quadripdles et FlexPDEase® moins performant. Cette
analyse est relative aux maillages utilisés, aux ordres de troncature choisis, etc... La conclusion
est donc que la méthode des quadripdles est pour ce type de calcul, pour lequel on souhaite
obtenir une bonne précision spatiale sur un petit objet, aussi rapide que les méthodes existantes.
Par contre, pour ce qui est du calcul de la température moyenne de la puce, la méthode des
quadripdles est tres rapide (15 s avec une densité spectrale de 100 modes par métre). Pour
déterminer cette température moyenne, les deux codes commerciaux doivent mailler assez
finement la structure et peuvent difficilement utiliser moins de 200 000 mailles ou nceuds car
certaines couches, comme les soudures, sont trés fines. Le calcul trés rapide des températures
moyennes est exploitable pour réaliser notamment de ’optimisation. Nous verrons par la suite
que le formalisme de la méthode est également adapté a la réalisation d’optimisations tres

performantes, sans avoir recours a des modeles réduits.

La figure I1.15, qui indique le temps de calcul en fonction de la densité spectrale, montre bien

l'utilité de la technique de zoom spectral : obtenir une bonne précision en un seul calcul colite

trés cher.
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T -,
: ; : : o :
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e ® taux d'élilmination du spectre de 50% :
© O taux d'éliimination du spectre de 0% :
o 800" e P P IR P poeenees .
© : ; : : : @,
[ip]
g : : : : : :
& 400 - o Frmmmmee e Foeeeee .
: : : o &, :
L HE o Fromeseoes Froeeeeee penenee prooe 7
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nombre d'harmoniques concervé par unité de longueur : f
Sigure I1.15 : temps de calcul en fonction de la densité de spectre, sans zoom spectral.
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Par exemple, passer d’une densité de spectre de 300 harmoniques par métre & 600 harmoniques

par métre multiplie le temps de calcul par un facteur 10.

Une derniére remarque est que le code est écrit en langage Matlab et n’est que particllement

optimisé ; des gains de performance peuvent encore étre réalisés.

1.4 Simulation en régime transitoire

Comme nous ’avons montré dans la premiére partie, nous pouvons calculer directement,
point par point, I’évolution de la température pour une excitation donnée : la figure I1.16 présente
I’évolution de la température maximale de la puce hachurée et de la température du point P
(x=10.35cm ; y=1.89cm, voir figure 11.5) en fonction du temps pour une excitation en échelon.
340 harmoniques par meétre sont conservées. Le résultat est comparé a celui produit par
Flotherm®. On constate un effet déja relevé par d’autres auteurs en conduction 1D transitoire
[11] : en face avant, les méthodes basées sur une discrétisation spatiale ont tendance a exhiber un
retard par rapport aux solutions analytiques. Ici, ce retard est trés faible et correspond a un écart

de quelques dixiemes de degrés.

1201
110} I e R ©ormnemieooeees e
o
100 ¢ .
S O maximum temperature
¢ O temperature on the point P
90 R Flotherm
— o]
o eof
=9
709
60+
50 R = B s RO i
o7
40*,9:’
t{s)
30 1 1 I 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30

figure I1.16 : réponses a une excitation en échelon : température maximale de la puce

hachurée et température du point P sans zoom spectral ; comparaison & Flotherm®.

Technique « fonction de transfert »
Une autre méthode consiste a déterminer la réponse impulsionnelle du module en quelques

points de contréle. A partir de cette réponse nous pouvons calculer la réponse a une excitation

quelconque par un simple produit de convolution. Sur la figure 1117 est représentée la

82



Deuxiéme chapitre, modélisation d’un module IGBT

température moyenne de la puce hachurée en réponse a une impulsion de Dirac temporelle de
densité de flux. Une bonne précision pour cette température en face avant nécessite 1utilisation

d’un mod¢le asymptotique pour les temps trés courts (voir Annexe 8).

Tmay (°C)

-
~£

107

t{s)
figure 11.17 : température moyenne de la puce hachurée pour une excitation impulsionnelle

Une fois cette réponse impulsionnelle déterminée, le produit de convolution est trés rapide, il
peut éventuellement &tre réalisé en temps réel pour prédire la température de la puce en mesurant
la puissance d’excitation. Par exemple, sur la figure I1.18 est donnée I’évolution de la

température moyenne de la puce pour une excitation particuliére en créneaux.

0 T : s

80 : :
O 70h
— 60

ok L L b e Ly e ]
0 5 10 15 t{s) 20

Sigure II.18 : température moyenne de la puce hachurée en fonction du temps pour une

excitation périodique en créneaux.

Le régime établi est atteint ici au bout de 7s.
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I.3 Résistance de contact non-uniforme

Une des raisons principales de défaillance des modules IGBTs est la détérioration des
soudures [5,10]. 11 a été observé que celles-ci se décollent dans les coins. La résistance thermique
de contact s’en trouve alors augmentée, le systéme chauffe plus, ce qui entraine a terme la
destruction du module.

Comme nous I’avons montré au cours du premier chapitre, la méthode des quadripdles permet de
considérer une résistance de contact non-uniforme dans 1’espace. Par exemple, la figure 11.19
présente deux blocs de cuivre identiques séparés par une résistance d’interface qui correspond a
un décollement de 10% de la surface totale. La résistance thermique de contact dans les coins est
choisie égale 4 1 KW'm?, ce qui est équivalent a une résistance infinie. Les blocs en cuivre sont
d’épaisseur 1 mm, de coté 10 mm et leur conductivité est de 380 Wm™ K. Une densité de flux
de 10’ Wm™ est imposée sur la surface supérieure du bloc supérieur alors que la face inférieure

du bloc inférieur voit sa température imposée a 0°C.

2

4=10"Wim?

T=0°C

figure I1.19 : modélisation d’une résistance de contact non uniforme dans l’espace

La température a 'interface est présentée sur la figure I1.20. 6000 harmoniques par métre sont

conservées et le taux d’élimination du spectre est de 0%.

TG

figure IL20 . température a l'interface des deux blocs
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Le décollement des coins se traduit par une discontinuité de température. Cette technique
nécessite ’emploi d’un grand nombre d’harmoniques pour obtenir des résultats corrects. Nous
pouvons ainsi calculer 'augmentation de la résistance thermique globale équivalente a
I’empilement des deux blocs.

Lorsque la soudure est parfaite :

R=—=0.0526°CW"' 1.1
ILL (IL.1)

Pour un décollement de 10% localis€¢ dans les coins, le calcul détermine une température
moyenne de face avant de 56.0°C ce qui conduit a une résistance thermique globale équivalente

de 0.0560 °C W™ soit une augmentation de 6.5% de la résistance thermique globale.

I.4 Conclusion

La modélisation d’un module IGBT complexe par la méthode des quadripdles thermiques et
la comparaison des résultats obtenus a ceux produits par deux codes commerciaux nous a donc
permis de montrer que le principal aspect « non analytique » de notre méthode, a savoir la
nécessaire troncature des spectres, semble étre correctement maitrisée. Lorsque 1’on souhaite
obtenir une résolution spatiale importante, particuliérement sur un petit espace, les performances
de la méthode des quadripdles sont équivalentes aux performances des codes commerciaux. Par
contre, lorsque 1’on peut se satisfaire d’une résolution spatiale réduite, (si ’on s’intéresse aux
températures moyennes des puces par exemple) la méthode des quadripdles est bien plus
performante. Cette qualité peut étre exploitée pour réaliser de 1’optimisation, comme nous le
montrerons par la suite. En régime transitoire, la méthode permet la détermination précise de la
réponse impulsionnelle du systeme. Une fois cette fonction de transfert déterminée, la réponse a
une excitation quelconque est obtenue par un simple produit de convolution ; le temps de calcul
est alors quasiment négligeable, ce qui pourrait permettre la réalisation de calculs embarqués en
temps réel.

Les paragraphes suivants sont consacrés a la modélisation plus fine des radiateurs de
’électronique, car jusqu’ici, le radiateur était modélis€ par une condition limite de troisieme
espece (coefficient d’échange % uniforme), et a 'optimisation des diffuseurs utilisés

classiquement pour épanouir les lignes de flux de la source de chaleur vers le radiateur.
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II Modélisation fine de radiateurs

Jusqu’a présent, le radiateur est modélisé d’une fagon simple, par une condition de 3™
espece (coefficient d’échange 4 éventuellement variable dans I’espace). Le mod¢le ne prend pas
en compte les géométries particuliéres des radiateurs, ou les parameétres relatifs au fluide de
refroidissement comme par exemple sa surchauffe lors de la traversée du radiateur. Nous
proposons dans cette partie quelques modélisations de radiateurs en utilisant la méthode des
quadripdles thermiques qui, couplées aux modeles de composants existants, permettront de
prendre en compte d’une maniére plus fine les transferts au niveau des radiateurs. Nous verrons
¢galement comment le caractére analytique de cette méthode peut étre exploité pour réaliser
I’estimation de paramétres ou de fonctions (conduction inverse).

Pour des raisons pédagogiques et afin de ne pas égarer le lecteur dans des développements

trop techniques, les modeles sont développés ici en deux dimensions.

I1.1 Couplage de la méthode des quadripoles et d’un modéle réduit d’ailette

L’application de la méthode des quadripdles a des structures dont les faces latérales ne sont
plus adiabatiques est possible mais présente une plus grande difficulté¢ de mise en ceuvre. Par
exemple, 1la modélisation fine d’une ailette échangeant par ses faces latérales selon un coefficient
d’échange convectif 4 nécessite un calcul numérique des valeurs propres (voir tableau 1.1 page
13). Ce paragraphe est consacré a la modélisation d’un radiateur a ailettes en deux dimensions en
régime transitoire, le modele fin de conduction 2D y est couplé a un modéle d’ailette. La
méthode est validée par une comparaison aux résultats produits par le code de calcul aux

éléments finis FlexPDEase®.

I1.1.1 Modélisation d’une ailette en régime transitoire [12]

figure I1.21 : ailette

Soit I’ailette représentée sur la figure I1.21, de périmétre m, de longueur L, de conductivité A,

de capacité thermique volumique pc, de diffusivité a. Soit & le coefficient d’échange uniforme

86



Deuxieme chapitre, modélisation fine de radiateurs

entre cette ailette et le fluide extérieur dont la température est supposée nulle. L’équation vérifice

par la température de I’ailette est la suivante :

T (x,t)  hm 1 0T (x,2)

——T(x,t)=— (11.2)
ox* AS (%) a ot
Appliquons une transformée de Laplace en supposant que la température initiale est nulle :
T (x, .
—a(;ﬂ = azT(x,p) avec o’ :§+% (11.3)
La solution de cette équation en fonction des température et flux d’entrée (7.(2) et @.(7)) est:
. - shlox
I(%p)=ch(ax) 1.(x=0,p)~ ﬂ( S> ¢.(x=0,p) (IL.4)
o

Ce qui nous permet de déterminer la matrice de transfert entre I’entrée et la sortie de ’ailette :
7\ ( ch(al) sh(aL)/AaS)(T, (ILS)
@) \AaSsh(al) ch(al) N\ ¢ '
De plus, ’extrémité de I’ailette n’est pas isolée mais échange suivant un coefficient / :

o) 1)
done (;J N (AJZEZ()ZX) " (;?L/j)asj(hls ?)(U (L

Ce qui nous permet de calculer I’impédance équivalente a une ailette :

h
1+—th(oL)
-1 ol ; (IL8)
aAS th(aL)+—
oA

hST I;ﬂz
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I11.1.2 Couplage au modeéle fin de conduction

th
iy
=2
h

Jigure I1.22 : radiateur a ailette

Considérons le radiateur en deux dimensions constitué de N, ailettes et d’un dissipateur
numéroté O représenté sur la figure I11.22. Nous supposons uniforme la température dans une
section d’ailette et donc, en particulier, sur la surface de base (pied) de l'ailette. Pour décrire la
température sur la surface de l’ailette en contact avec le dissipateur nous considérons donc
uniquement le fondamental du spectre.

La densité de flux est comptée positivement dans le sens de Oy et on appelle 7’ la température
du fluide. ¢/’ (7 impaire) ou @’” (j pair) est la densité de flux cédée par le fluide au solide et
rapportée aux sections des ailettes ou aux surfaces libres (en y = 0). On peut introduire les

transformées de Fourier-cosinus de cette température dans les bases locales :

* Sur le pied d’ailette / (i est impaire, voir figure [1.22) :

6 =11 (11.9)
g =10 (11.10)

Nous ne considérons que le fondamental du spectre sur le pied d’ailette.

* Sur la surface libre j (j est impaire) :

6/ =(L.1" 0 - o) (IL11)
¢()”=(l(,§0f 0 .- ())' (11.12)

Sur les surfaces libres entre les ailettes, les spectres ont pour dimension 1’ordre de troncature
choisi.
Ainsi, dans les bases locales, nous avons les relations suivantes :

* Pour chaque ailette i :
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0/ =6,(p)+Z(p) &(p) e  ¢['(p)=0i(p) (IL13)

* Pour chaque partie libre j du dissipateur (entre les ailettes):
6’/ =6’ (p)+¢’(p)/h (11.14)

ou 67 et ¢/ sont des vecteurs spectre ayant pour taille le nombre d’harmoniques conservées
(ordre de troncature) pour décrire la température et le flux sur la surface libre ;.

L’utilisation des matrices de conversion de spectre F permet d’effectuer le passage des bases
locales a la base relative au dissipateur :

* Pour chaque ailette i
6;(p)=F' 6°(p.y=0) et ¢;(p)=F' ¢°(p.y=0) (1L.15)

Cette relation exprime les fondamentaux des température et de densité de flux en pied des
ailettes en fonction des spectres de température et de densité de flux sur la face inférieure du
dissipateur. Les matrices F ’ sont alors des vecteurs ligne.

* Pour les parties libres j du dissipateur :

6’ (p)=F’ 6°(p,y=0) et ¢’(p)=F’ ¢"(p,y=0) (IL.16)

Cette relation exprime les spectres de température et de densité de flux sur la partie libre j en

fonction des spectres de température et de densité de flux sur la face inférieure du dissipateur.

La méthode des quadripdles permet alors d’écrire :

0 \_(1Z\F' 04" B)6") _
[%"J{o J[o F’)[C‘) A"][#’J(y_e‘)) i

Cette relation lie le fondamental de la densité de flux et de la température dans le fluide aux

* Pour chaque ailette i :

spectres sur la face supérieure du dissipateur.

* Pour chaque surface libre j:
6”7\ (I I/h\(F’ 04" B Y6 _
¢’7) o I Lo F)c A)\¢° (r=e) (19
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Cette relation lie les spectres du flux et de la température dans le fluide a I’infini aux spectres sur
la surface supérieure du dissipateur, avec I la matrice identité de taille le nombre d’harmoniques

conservées pour décrire la température ou la densité de flux sur la surface libre ;.

La mise en forme de toutes ces relations nous donne le systéme linéaire suivant :
1 Z\F' 0
010 F'

Zz rER(F 0|
. |=1lo rF )lLo F’? ( juo(yzeo)

. A (11.19)
u™
1 Z\(FY 0
01/ 0 F
Tk 0
avec u* :(Gﬂ] et u’ :(eoj (11.20)
9" s ¢
Cette relation s’écrit formellement :
ul
u [Aeq Bvq] 0
= T’ (y=¢e) (I1.21)
: Cet/ Aeq
ue

Dans le cas ou la température du fluide est imposée a zéro et ou le flux excitateur (de spectre ¢..

négatif) est imposé sur la surface supérieure du dissipateur, ce systéme devient :

F'A,+ZF'C, F'B,+ZF' A,
F’A,+ ZF°C, F’B, + ZF’ 4,
: 9’ =— : 9. (I1.22)
F’A,+I’[hF*C, F'B,+I’/hF*A,

La solution de ce systéme est la transformée de Laplace du spectre de la température sur la
face supérieure du dissipateur. Le calcul direct permet ensuite d’obtenir les transformées de
Laplace des spectres de température et de densité de flux a I’intérieur du dissipateur. Il reste
ensuite a appliquer une transformée inverse de Laplace et de Fourier pour obtenir les valeurs

réelles des températures et des densités de flux.
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Cette modélisation étant réalisée, on peut bien sir empiler sur le dissipateur différentes
couches de matériaux de différentes tailles matérialisant le composant a refroidir ; il s’agit la
d’une simple application de la méthode des quadripbles. L’extension au cas tridimensionnel
permet la modélisation des radiateurs a aiguilles. De plus, chaque ailette (ou surface libre) peut
se voir attribuer un coefficient d’échange qui lui est propre. Cette méthode permet donc la prise

en compte de coefficients d’échange variables constants par morceaux.
Application numérique :

Le dissipateur est un bloc de cuivre (A=380Wm™' K"} d’épaisseur 2cm, de largeur 10cm. Huit
ailettes en cuivre, de 2.5mm d’épaisseur et de 6¢cm de longueur sont considérées. Le coefficient
d’échange 4 est fixé & 10 Wm™ K '(convection naturelle et rayonnement linéarisé dans 1air) ; un
échelon de flux de 10° Wm™ (pour une profondeur de 1m) est imposé uniformément au temps
t=0 sur la partie centrale de la surface supérieure du dissipateur (pour L/4 < x < 3L/4).
L’inversion de Laplace est réalisée suivant ’algorithme de Stehfest.

Le radiateur est é¢galement modélisé en utilisant le code aux éléments finis FlexPDEase® (4700
nceuds), les ailettes étant modélisées sans hypothése particuliére (pas d’hypothése d’ailette), si ce
n’est un coefficient d’échange uniforme. La figure 11.23 donne I’évolution de la température du

point situé¢ au milieu de la surface supérieure du dissipateur en fonction du temps.

S i s Pl S
I G e S e e

401

35 ---------- Oquadri'poles g T ---------- -
: : —FlexPDEase : :

N S T T N N N N
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
t(s)

figure I1.23 : température du centre de la face supérieure du dissipateur

en fonction du temps (30 harmoniques).
Les résultats produits par les deux méthodes correspondent parfaitement. La figure 11.24

présente le champ de température et de densité de flux dans le dissipateur une fois le régime

permanent atteint.
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figure 11.24 : champ de température et densité de flux dans le dissipateur en régime permanent

La figure I1.25 permet la comparaison des résultats issus de la méthode des quadripdles, pour
deux ordres de troncature différents, a ceux produits par FlexPDEase® en face avant et arriere
(sur la section de la base des ailettes). Trés peu d’harmoniques, donc un temps de calcul trés
faible, sont nécessaires au calcul de la température en face avant (notre méthode est environ 50

fois plus rapide que FlexPDEase®).

Température face avant Température face arriere
4.1 488
[
© — FlexPDEase n
L —~ — 20h i
/:/_‘\x\ . &0 harmoniguss ,f\ !! ! 0
489} £ ﬁ"k\ 186} { I I
/f‘A \\ —‘\ i‘ t o
i \ ATIRTA
~ 488} \ 85} N\ & i N
< f 4 2 Y Ny
=7} f ) — 484 [ YA
f \'\ AN “l {\
485 / \ a83f [} R
/ ‘)\ L’!" E ‘\,
485} ! \ axrf \
b W \
/7 N I
wAL \\ - 481 \
w3l s : s s _ 3 : s : : '
0 002 004 006 008 01 0 002 004 0065 003 01
x {m) % (m)

Sigure 11.25 . température en face avant et arriere pour deux ordres de troncature et
FlexPDEase®
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I1. 2 Modé¢lisation d’un canal a section rectangulaire

Dans le cas d’un refroidissement par plaque a eau, le modéle d’ailette est bien slr inutilisable.
Nous proposons ici une modélisation fine d’un canal & section rectangulaire a I’intérieur duquel
s’écoule un fluide. Le coefficient d’échange de convection forcée 4 est supposé uniforme. Pour
fixer les idées, considérons que la densité de flux d’excitation (. est uniforme sur la face
supérieure de la plaque & eau. Dans ces conditions, le systéme est symétrique et il suffit d’en

modéliser la moitié (voir figure I1.26).

@exci

»=0
figure I11.26 : un demi canal

La moitié de canal est donc constituée d’un empilement de trois blocs dont deux sont isolés
sur leurs faces latérales (blocs n°1 et n°5). Le bloc intermédiaire n°2 échange quant a lui par sa
face latérale de droite. La famille des fonctions propres associées a ce bloc n’est donc plus la
famille des (cos(nzx,/L,)),., (voir tableau I.I page 13), mais la famille des (cosa,x,)),., ou les

valeurs propres ¢, sont les solutions positives de I’équation suivante :

~—

cos(@l) 4, (11.23)
sin(a, L) h

associées a la norme :
L, hi, /A

No,=2l1+ = _ (11.24)
2 (hL,/A)" +(e,L,)

Les valeurs propres sont donc calculées en résolvant numériquement (11.23).

Il reste a déterminer les matrices de conversion de spectre qui permettront de relier les interfaces

des 3 blocs, c¢’est-a-dire de convertir les spectres d’une base a I’autre.
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o A I'interface z; = ¢;

0I(ZI — el): EI—>202(22 :0)+El—)393 (1125)
o A l'interface z;= e,
0 (=€) = 16 (2 =0) (11.26)
94 — F4—->505 (ZS — O)

Les matrices de conversion de spectre entre le bloc n°l et la surface libre n°3 E'”* et entre le
bloc n°5 et la surface libre n°4 F*7 sont des matrices de conversion classique (voir annexe 5).
Par contre, les matrices de conversion de spectre entre les blocs n°1 et n°2 E 2% ¢t entre les
blocs n°2 et n°5 F>7° doivent étre déterminées car les fonctions propres relatives au bloc n°2

sont de nature différente. Les calculs sont effectués en Annexe 9.

L’écriture en cascade des quadripdles se traduit donc par :

i (Zl = 0) =m' (pJE—>3u3 + p}f—azmzplzrasmzus) (11‘27)
u'=pimn’ (11.28)

ou les notations sont celles du premier chapitre. Ceci peut étre écrit également :

0 S G RN Lo AN E L Cab e
{

(11.29)
Py _ F4% g A B 95(25:85) (I1.30)
o) Lo Fo et 45\ ¢z =6,)

Ces quatre équations a huit inconnues constituent la relation entrée/sortie du systéme, c¢’est-a-

dire le lien entre les huit conditions limites.

Il reste a introduire quatre conditions limites connues :

9'(2,=0)=0, ¢’ =h6’, 9" =-h0" et ¢°(z, =¢,) =4, (1L.31)

Un outil de calcul symbolique du type de Maple est pratique pour la formation du systéme

linéaire a résoudre :

L[HS (25 ~= (A )j —b (1132)
o}
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ou la matrice L est carrée de taille (Ny+1=Ns+N5+2).

La solution de ce systeme donne les spectres des températures sur la face supérieure de la plaque
a eau ainsi que sur la surface libre n°3. A partir de ces températures, la méthode directe permet le
calcul des températures et de la densité de flux selon 0z dans toute la structure. La densité de flux
suivant Ox est déterminée en dérivant la température ; par définition de la transformée inverse

dans les blocs n°1 et n°S, on a :

T(x,z,p)= ( + Zcos (n7x/L)6, (z, p) (11.33)
n=l
donc
N
p.(v,2,p) = —AW - %Z(rzﬂ/L)sin(nnx/L)&n (2, p) (I1.34)
24 n=]
Dans le bloc n°2 :
N
T(x,z,p)= Y cos(a,x) 6, (;,p) (I1.35)

n=0 n

ou les valeurs propres ont été calculées numériquement avec la précision de I’ ordinateur.

Donc

N
@ (x,z,p) =— aT(g 2p) /1205 sin{e x)&]\zl,pl (11.36)
X n=l

n

Application numérique :

Considérons une plaque a eau en cuivre de 5 cm de largeur, de 1.5 cm de hauteur, excitée par un
flux uniforme de 10° Wm™ pour une profondeur (troisiéme dimension) unité du canal. On
suppose ici que I’écoulement est un puits de chaleur a température 77 nulle et que le coefficient
d’échange est uniforme. La hauteur du canal vaut le tiers de la hauteur de la plaque et sa largeur
vaut la moitié de celle de la plaque. Le champ de température dans la plaque a eau ainsi que la
densité de flux sont représentés sur la figure I1.27 pour plusieurs coefficients d’échange.
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h = 400 Wim 2K
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figure I1.27 : champ de température et de densité de flux dans la boite a eau pour trois

coefficients d’échange différents

Lorsque le coefficient d’échange est relativement faible, la température maximale de la plaque
se situe au centre de la face supérieure. Les bords profitent de I’épanouissement des lignes de
flux. Pour un coefficient d’échange de 4000 Wm™ K", la température de la face supérieure de la
plaque a eau est quasiment uniforme et pour un coefficient d’échange plus important, voire une
température imposée a la paroi, la température maximale se situe sur la face supérieure en x = 0
et x = L. Le nombre de Biot caractéristique du probléme est alors important et I’effet
d’épanouissement des lignes de flux est négligeable devant le caractére résistif du cuivre. A
partir de ce modele, il est possible de déterminer la résistance thermique équivalente du radiateur
en fonction des différents parameétres ou d’empiler différents blocs modélisant les composants
sur la surface supérieure.
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I1. 3 Couplage au fluide de refroidissement

ZlA

T'(xpz1,0), P(xp21,1)

/ gol(xl,zl=0,t)
T .

‘_V_R

T2y

| Peozet), Pz
0 - — 1
figure I1.28 : canal fluide entre 2 blocs

I1 s’agit ici de prendre en compte ’évolution de la température du fluide de refroidissement
lors de sa traversée du radiateur. Comme nous I’avons montré au cours du premier chapitre, le

systéme solution du probléme représenté sur la figure I1.28 est :
6°(0)) (A° B°\(I I/h\( I O\(I I/h\(A' B \(6'(e) (11.37)
9°(0)) \c® A )N\0 I \G"INO I JC" A )¢'(e) '
Application numérique directe

Le flux d’excitation est uniforme de 3.10* Wm™ (pour une profondeur de canal unité), imposé
sur la face supérieure du bloc n°1. La face inférieure du bloc n°0 est isolée. Les deux blocs sont
en silicium (A = 135 Wm'K™") de largeur 10 mm et d’épaisseur 500pum. Le canal d’épaisseur 100
um convoie de I’eau a la vitesse débitante de 5 cms™ . Le régime de 1’écoulement est laminaire
(Re = 7.7), donc dans le cas ou la température des parois du micro-canal est constante, le
coefficient d’échange, supposé¢ uniforme selon Ox, est donné par la relation : Nu = 7.541
(solution analytique pour un écoulement de Couette), c¢’est-a-dire & = 47500 Wm™ K. Les
températures et densités de flux sont données sur les figures I1.29 et I1.30.
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figure I1.30 : températures et densités de flux a l'interface fluide-solide

Sur cet exemple, nous constatons qu’environ la moitié du flux est communiquée au fluide lors
du premier millimétre de microcanal. Le flux net regu par le bloc n°0 est bien nul, ce bloc aide
cependant a I'uniformisation de la température selon Ox. A partir de 1 millimétre de micro-canal,
le bloc n°0 regoit du flux de la part du fluide. La chaleur correspondante lui est rétrocédée en

amont.
Application a la mesure d’un coefficient d’échange dans un microcanal
Les effets d’échelle sur le transfert de chaleur dans les micro-canaux ne sont pas
scientifiquement clairement établis. Divers expérimentateurs ont essayé de quantifier les
échanges dans des microcannaux. Pour Qu et al. [13], le nombre de Nusselt est fortement affecté
(réduction allant jusque 72 % du transfert thermique) dans des microcanaux trapézoidaux. Ces
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résultats sont en opposition avec les conclusions de Choi et al. [14] qui ont observé une
augmentation du transfert thermique par rapport a la théorie en régime turbulent.

Le point commun de toutes ces expérimentations est d’une part I'utilisation de thermocouples
pour réaliser les mesures (caractere intrusif) et d’autre part la mise en ceuvre d’un modele
unidimensionnel pour réaliser I’inversion des mesures. Or, nous avons constaté sur la figure
I1.30, que la densité de flux a I’interface était loin d’étre constante, ceci étant d’autant plus vrai
que le nombre de Reynolds est faible: des conditions limites uniformes en x (excitation
uniforme, coefficient d’échange uniforme) ne garantissent pas une distribution uniforme du flux
pariétal entrant dans le fluide : les modéles monodimensionnels ne sont donc pas adaptes.

Cette modélisation analytique bidimensionnelle pourrait permettre par une mesure non
intrusive en face avant (thermographie infrarouge par exemple) de déterminer le coefficient
d’échange. Une simulation d’expérience a été réalisée sur I’exemple précédent. La température
en face avant (z = e) est supposée étre échantillonnée suivant 240 pixels, ce qui représente la
taille de la matrice de capteurs d’une caméra infrarouge. Un bruit Gaussien de moyenne nulle et
d’écart type 0.1°C est ajouté pour former la température expérimentale. La méthode des
moindres carrés permet I’estimation du coefficient d’échange moyen, sans aucune régularisation.

Le coefficient d’échange estimé vaut 47510 Wm™K? c’est-a-dire le coefficient d’échange
simulé au milliéme prés. A titre de comparaison, le modele monodimensionel développé dans
[15] qui considére un flux uniforme a la paroi en contact avec le fluide et une température du
fluide variant linéairement en fonction de la coordonnée x, conduit & un coefficient d’échange
moyen : & =3/[T(z, =0)—(T/(x=L)+ T’ (x=0))/2]=6100 Wm”K ™", ce qui n’est pas le bon
ordre de grandeur. 1l est également possible, & partir de la méthode des quadripdles, d’estimer un
coefficient d’échange non uniforme dans I’espace A(x) [16].

Cette technique est également adaptée a la modélisation des échangeurs a plaques paralleles.

I1.4 Conclusion

La méthode des quadripdles multiblocs rend possible la modélisation analytique de radiateurs
dont les géométries sont non triviales mais restent multiblocs parallélépipédiques. Le couplage
de la méthode a des modéles réduits comme celui de Pailette conduit a un gain de temps de
calcul non négligeable. La condition limite d’écoulement fluide devrait permettre I’estimation
par technique inverse de coefficients d’échange dans des micro-canaux au sein desquels les

transferts sont multidimensionnels.
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III Conception optimale d’un diffuseur

Le refroidissement des puces en é€lectronique [17,18] passe par Iutilisation de diffuseurs
thermiques (spreader) dont la fonction est de permettre un épanouissement des lignes de flux
dans les 3 directions de I’espace afin d’augmenter la surface d’échange avec le fluide de

refroidissement.

Thia= 0
figure I1.31 : diffuseur monocouche

II est coutume de modéliser un diffuseur du type représenté sur la figure I1. 31 par une somme
de 3 résistances thermiques (R4, R, et Ry) caractérisant respectivement le diffuseur non perturbé,

la constriction des lignes de flux et I’échange avec le fluide :

R =R,+R +R, (1IL.38)

e

TR R, = A (dans le cas de la figure I1.31) (11.39)
0 0

la résistance totale étant définie par rapport a la température maximale ou a la température
moyenne de la source, le fluide étant pris a température nulle.

Le calcul de la résistance de constriction R, peut &tre effectuée en utilisant différentes
corrélations existant dans la littérature. Par exemple, Degiovanni et al. [19,12] proposent pour les

diffuseurs épais :

3.75
R =——38——— 1—1.288%+0.288(£j (11.40)
3m2AL, 0

De méme, selon Negus et al. [20] :

2
0.475 —0.62£ﬂ +0.1 3(£]
L L

R = /12 0 (11.41)

Ces corrélations ont été déterminées a partir de géométries cylindriques mais restent encore

valables dans le cas d’un diffuseur et d’une source a bases carrées. Ces résistances sont définies
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par rapport a la température moyenne de la surface excitée, sachant que le flux d’excitation est
uniforme. Ce type de corrélation n’est valable que pour les diffuseurs épais, dont I’épaisseur est
du méme ordre de grandeur que les dimensions latérales car elles ne prennent pas en compte
I’échange avec le fluide. La résistance de constriction d’un diffuseur n’est pas intrinséque au
diffuseur, celle-ci dépend également de 1’échange convectif, ou plus globalement des conditions
limites. En effet, par exemple, plus I’échange est faible plus les lignes de flux s’épanouissent.

En pratique, les diffuseurs rencontrés en électronique ne sont généralement pas assez €pais
pour pouvoir considérer des résistances de constriction indépendantes des conditions limites ;
ainsi Yovanovich et Antonetti [21] ont ¢tabli des abaques donnant la résistance de constriction
pour un diffuseur d’épaisseur quelconque avec une condition de température imposée sur la face
en contact avec le fluide. Song et al. [22] ont établi une corrélation intégrant le coefficient

d’échange ainsi que 1’épaisseur du diffuseur :
3/2 32
1-Le " A ﬂ—+i +tanh L+~1~ e
L hi L, L L, L,
R — 0 (4 e
‘ 2L, Alx 1 1
1+— +-— |tanh| | —+— |e
hi L, L, L, L,

Cette corrélation est valable selon ces auteurs & 10% prés dans les applications courantes de

(11.42)

I’électronique. On peut montrer que R_est alors une fonction décroissante de 1’épaisseur du
diffuseur e.

En résumé, nous pouvons tracer, pour I’exemple de la figure 11.31, les différentes corrélations
et le modéle exact défini plus loin (voir eq. (I1.59)), la résistance totale du diffuseur en fonction
de I’épaisseur, pour #=1000 Wm?K"', A=400 Wm™'K", Ly= 100 mm, L. = 20 mm : voir figure
11.32.

0.185 -
¢
018}
© & Degiovanni
0175 F & Negus
S O  Song-Lee
{> exacte
017F ¢ &
£
ntesf a 2
o ﬁ ﬁ
0.16 | o & &
&
0185 | o s &
0.15} o8
st
0.145 |-
014 1 1 1 ! 11 1 1 1 1 |
0 p1T 02 03 04 05 0B 07 08 09 1

efly
figure I1.32 : résistance thermique totale du systeme en fonction de I’épaisseur du diffuseur pour

les différentes corrélations comparées a la valeur exacte.
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Les corrélations de Degiovanni et Negus donnent les mémes résultats, résultats valables sur
cet exemple a partir d’une épaisseur qui vaut la moitié de la largeur du diffuseur. La corrélation
de Song est quant a elle valable sur le domaine entier des épaisseurs avec une assez bonne
précision. Nous pouvons remarquer dés a présent qu’il existe une épaisseur optimale qui
minimise la résistance thermique totale. Cet effet a été¢ étudié récemment par Gatto [23] en

géométrie cylindrique.

La partie qui suit présente une méthodologie pour le dimensionnement et 1’optimisation de
tels diffuseurs. Etant donné les dimensions des sources de chaleur a refroidir, la conductivité du
matériau utilisé pour réaliser le diffuseur et le coefficient d’échange dont on dispose, quelles sont
les dimensions du diffuseur et la position des sources qui minimisent leurs températures ?
Comme le montre ’exemple traité¢ précédemment, il existe un optimum sur ’épaisseur du
diffuseur. Par contre, il n’existe pas d’optimum sur son aire de base car plus celle-ci est
importante, plus la surface d’échange est importante et plus les lignes de flux peuvent
s’épanouir. Il conviendra donc de faire intervenir un critére supplémentaire pour déterminer cette
surface de base, qui peut étre la température maximale admissible de la source ou un

encombrement maximal du diffuseur a ne pas dépasser.

III. 1 Cas d’un radiateur diffuseur monocouche

H11.1 Cas général

figure 11.33 : diffuseur thermique monocouche, cas général

Considérons le diffuseur monocouche destiné au refroidissement d’un ensemble de P sources
représenté sur la figure 11.33. Ses dimensions latérales sont notées L, et L, son €paisseur e, sa

conductivité A La face inférieure du diffuseur est soumise & un échange convectif (de coefficient
uniforme /), les faces latérales étant adiabatiques. La source p, de dimensions L7, suivant Ox et
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L3 suivant Oy, de position [ x,, y, ], dissipe un flux surfacique vers le diffuseur @,(x,y) suppos¢

connu.

[’augmentation de I’épaisseur du diffuseur se traduit par un meilleur épanouissement des
lignes de flux (diminution de R.) mais aussi par une augmentation de la résistance du diffuseur
non perturbé (R, = e/ AL; Li). On comprend donc qu’il existe une épaisseur optimale minimisant
la température des sources. Cette €paisseur est celle qui assure le meilleur compromis entre un
bon épanouissement des lignes de flux et une résistance 1D entre source et fluide pas trop
importante. Par contre il n’existe pas d’optimum sur les dimensions latérales du diffuseur
(Ly,Ly) car, plus celles-ci sont grandes, plus les lignes de flux peuvent s’épanouir (R, décroit en

fonction de LyXLy) et plus la surface d’échange est importante ( R, =1/hL Ly décroit). Il

conviendra donc de déterminer ces dimensions suivant un critére supplémentaire qui peut porter
sur la température plafond des sources, ou sur ’encombrement du diffuseur. Néanmoins, a
surface de base fixée ([} XL, fixé) un optimum existe sur la forme du diffuseur, a savoir sur le
rapport L / L, . 1l existe également bien sir un (ou plusieurs) optimum(s) sur la position des
sources.

Le but de cette partie est donc d’optimiser I’épaisseur du diffuseur (e), la forme du diffuseur
(L / L, ) et la position des sources ([ x »»¥, 1) en fonction de plusieurs parametres de contrdle qui
sont I’aire de base du diffuseur (L XLy), les densités de flux dissipées (@(x,y)), les dimensions

des sources (L, et L), le coefficient de convection (/) et la conductivité du matériau utilis¢ (4)

pour réaliser le diffuseur.

La méthode des quadripdles thermiques [12] (appliquée en géométrie 3D monobloc) permet
de déterminer rapidement ’expression analytique de la température 7" de la face supérieure du
diffuseur en fonction du flux surfacique imposé. Dans cette configuration, les modes sont

découplés. La relation quadripolaire s’écrit donc, pour chaque couple (n;m) :
7 A, B N1 Uk O
n,m (e) — n, N / (O) (11'43)
¢)1 m C" 0 AH, m O 1 ¢n N

Les transformées de Fourier-cosinus de la température s’écrivent donc :

e 1
Oy = (7{— + —h_]%’o (11.44)
1+ tanh(y, , e)
1 7/’1 m ’
6. =— . our (12,m)=(0,0 11.45
n,m I’I l?/n‘m ¢n,m p ( ) ( ) ( )

1+ T tanh (}/n,m e)
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ou 6, , et ¢, sontles transformées de Fourier-cosinus de la température 7 et de la densité de

¥

flux s’exercant sur la face supérieure (z = e).

T(x.y,z=e)cos(a,x)cos(3,y)dydx,

nam

S ey I

¢n,m = (p(x,y,z = e) Cos(anx) COS(ﬂmy) dydx (1146)

_nw _mr S
avec a" - -——\ b m y 2 yn,m = an + ﬁm (1147)
LO LO

D ey £
St e

Le spectre de la densité de flux imposée sur la surface supérieure du diffuseur vaut quant a lui :

P xp+L, v, +L,
6w =2 | [9,(c¥)cos(a, x)cos(B, y)dydx (11.48)
r=lox, oy,

Nous sommes donc en mesure de calculer la valeur analytique du spectre de la température de la
face supérieure du diffuseur en fonction des paramétres géométriques et des conditions limites
imposées. A partir de cette valeur analytique du spectre de la température en face avant, nous
pouvons calculer la température réelle par une transformation inverse de Fourier rapide (IFFT)

ou conserver le caractére analytique de la méthode :

90 0 2 N M
= > i + ’ 2 - 5" - 5 ' COS an'x COS I)ly 9]! m (11'49)
L.();L,(\) LgL?) UZ:O:Z;( 0 0, ) ( ) (IB ) \

T(x,y,zze)

ou N et M sont les ordres de troncature selon Ox et Oy des sommes de Fourier et 6 le symbole de
Kronecker : §;;=1sii=jet §,;=0sii#;.Reste a former la fonction objectif du probléme qui
peut &tre, si on fait I’hypothése que les sources sont isothermes dans le sens de leur épaisseur,
soit le maximum des températures moyennes des sources, soit le maximum local de la

température des sources :

p+L, yp+i

[ T(xy.e)dcdy| ou T, =max(T(xy,e)) (1.50)

max
X,y

moy » X Ly Ly
PP oxp ap

Le choix de conserver le caractére analytique de la méthode conduit donc & une valeur analytique

de la fonction objectif et a I’utilisation d’une méthode d’optimisation performante s’appuyant sur

des valeurs analytiques de son gradient (que ’on peut calculer en utilisant un outil de calcul

symbolique du type de Maple par exemple).
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111.1.2 Cas particuliers

Le but de cette partie est de permettre une analyse de la fonction de diffuseur en considérant

quelques exemples simples.

111.2.2.1 Conception d’un diffuseur monosource

Nous nous intéressons ici a la définition d’une procédure de conception optimale d’un
diffuseur utilisé pour refroidir une source de chaleur a base carrée (L, = L) =1,) dissipant un
flux uniforme sur sa surface. La position optimale de la source est bien sir le centre du diffuseur.
D’aprés la symétrie, il suffit de ne modéliser que le quart de la structure ; le rapport de forme (»
:L(Y, / Ly ) optimal du diffuseur vaut 1 (le diffuseur est également a base carrée, L) =L = L,).

Sont supposés €galement connus les dimensions de la source Z,, la densité de flux uniforme

dissipé par la source ¢, le coefficient d’échange % ainsi que la conductivité du matériau
constituant le diffuseur A. Le probléme comporte donc un paramétre & optimiser qui est
I’épaisseur e et un paramétre de réglage qui est la dimension latérale L. Nous allons calculer la
fonction objectif du probléme.

Une premiére étape est le calcul du spectre du flux imposé sur la surface supérieure du diffuseur

en utilisant la relation (I1.48) :

Lof21/2
b =0 ] | cos(2a,x)cos(23, y)dydx (11.51)
0 0

car nous ne modélisons que % de la structure . (ici, L, et L, sont remplacées par L, / 2etl, / 2)

donc
boo = 9(L2) (I152)
L sin(/J’mLe) L sin(anLe) ~ sin(a”Le)sin(,BmLe)
b 0 o T e e e, 25, ({153)

Deux fonctions objectif peuvent étre considérées : la température moyenne ou la température

maximale de la puce :

L2 L2

I JT(x,y,e) dydx ou T, = max (T(x,y,e)) (11.54)

max
x,ySL,[2

moy

S|
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H1.2.2.1.1 La fonction objectif est la température moyenne de la puce

D’aprés (11.44), (11.45), (I.49) et (I1.52)-(11.54), on a :

217" m

N +tanh(2}/ )
L n,m
Ty =2 ( 7 h) — 7 (11.55)
L( n=0m=0 1+ Zn,m tanh(2%1",’e)
avec
2L2 L2 + 5 nt + 5'1 5 Jn L
o (L Ly) == A0 ) )sinz(mz—‘*— (mij
'L, W'\ n' +m’ L,
(11.56)
O — 0,00, o .,—0 .0 L
+< 0,m k 0 m) Sinz I’lﬂ'é' + ( n,0 ;7 L0~0 m) sin2 I’)’I]Z'-—e
n L, m 0
Remarque : la résistance thermique équivalente au syst¢me complet vaut :
7-}’”0\’
R =— (I1.57)

oL

donc si I’on soustrait la résistance propre a I’échange convectif et la résistance du diffuseur non

perturbée, la résistance de constriction s’écrit :

1
e =R —— ——ez— (11.58)
hl, AL
c’est-a-dire, en utilisant (I1.55)-(11.58) :
22
Z’”” +tanh(27/n ” )
Rc(h,ﬂ,Le,Lo) ZZ a— p (11.59)

AL, Zn tanh(2, )

Ceci constitue I’expression de la résistance de constriction sous forme d’une série, dont une
approximation est la relation de Song (I1.42). Cette résistance dépend toujours du coefficient
d’échange, ce qui confirme bien que la résistance thermique de constriction n’est pas intrinseque
au diffuseur, mais dépend également des conditions limites. Lorsque I’épaisseur du diffuseur
devient suffisamment grande devant ses dimensions latérales (hypothése de Degiovanni et
Negus), les termes en tanh(27” € )(dans(II.59)) tendent vers 1, la résistance R, ne dépend plus

du coefficient d’échange :
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| L¥ ,
R(Aloly) === 33 a (L[ 1) (IL.60)

e n=0m=0

Afin de donner a notre étude un caractére plus général, nous allons adimensionnaliser la
fonction objectif. Le but du diffuseur étant de réduire la température de la puce par rapport a une
configuration dans laquelle le transfert serait monodimensionnel, la température maximale que

I’on pourra déterminer est la température pour un refroidissement de la puce sans diffuseur :

4

Ty = (IL61)
Ty

Ainsi, Ty =2 (11.62)
Ly

Nous pouvons faire apparaitre dans (11.55),(11.61),(11.62) les nombres adimensionnels qui

constitueront les paramétres du probléme d’optimisation.

hL
* B,, =—= : le nombre de Biot relatif aux dimensions latérales du diffuseur.

h . : . :
*B, = 2—6— : le nombre de Biot relatif a I’épaisseur du diffuseur.

e

hL . ) . .
* B, =-—t:le nombre de Biot relatif aux dimensions de la puce.

La fonction objectif dépend donc de 3 paramétres, elle peut s’écrire fonctionnellement de la

fagon suivante :

. L
oy = 20y (fO’BLE’Be) (11.63)

e

Moyennant un logiciel de calcul symbolique du type de Maple® nous disposons donc de la
valeur analytique du gradient de la fonction objectif (87,:0), /BBE ), et pouvons donc mettre en

ceuvre une méthode efficace de minimisation de la fonction objectif pour déterminer de le
nombre de Biot optimal relatif & ’épaisseur pour différentes valeurs de B,, etde L,/L, .

Nous sommes ainsi en mesure de construire les abaques permettant I’optimisation du
diffuseur, c’est-a-dire donner le nombre de Biot optimal relatif & 1’épaisseur (Be)opl en fonction
du nombre de Biot relatif a la largeur de la source B;. et du rapport de la largeur du diffuseur sur
la largeur de la source (Ly/L.) : voir figure I1.34.a. Cet abaque peut étre représenté par la fonction

moy *

anov L()
—| —,B,,,\B =0 I1.64
0B, [ ( "')vpl) ( )
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ou (B.),, =¥y (Lo/Le>By.) (11.65)

I convient également de donner la valeur de la température moyenne adimensionnelle de la puce
(fonction objectif adimensionnelle) pour ce nombre de Biot optimal relatif a I’épaisseur, afin de
permettre le choix de la largeur du diffuseur sur laquelle il n’existe pas d’optimum (figure
11.34.b). Cet abaque peut €tre représenté par la fonction Q‘ZZ}, :

0[)1

q’pnny - Qm’{r (l'()/Le ’BLe’(Be)W”) - Q:))[;’[V (LU/L(’ ’BLG) (1166)

ou Q  est défini par ’équation (11.63).

‘moy

Les nombres de Biot sont des longueurs réduites (e, L. et Lg) dans les commentaires que nous

allons faire.
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Sfigure I1.34: a) fonction ¥ épaisseur optimale (pour la température moyenne) en fonction des
tailles du diffuseur et de la source. b) fonction QY : température moyenne minimum en_fonction

des tailles du diffuseur et de la source.

La figure I1.35 est un zoom de la figure I1.34 dans une plage usuelle de nombres de Biot relatifs

aux dimensions de la source.
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Sigure I1.35 a) et b) : zoom de la figure 11.34 dans une plage usuelle de nombres de Biot relatifs a

la largeur de la source.

A partir des abaques 34.b et 35.b, connaissant la température moyenne adimensionnelle que la
puce ne peut pas dépasser, la largeur de la pucel, et les paramétres 4 et A, nous pouvons

déterminer la largeur du diffuseur, puis déterminer I’épaisseur optimale correspondante & partir
de 34.a et 35.a.
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Interprétations

Méme si les interprétations qui vont suivre concernent rigoureusement le cas particulier du
refroidissement d’une unique source de base carrée par un diffuseur monocouche, elle peuvent

étre généralisées, d’un point de vue qualitatif, a des cas plus généraux.

* A largeur de source (L) fixée, I’épaisseur optimale du diffuseur (e) est une fonction croissante
de sa largeur (L) (voir I’abaque 34.qa, progression selon une horizontale). Cette fonction finit par
atteindre un palier a partir duquel ’augmentation de la largeur du diffuseur a trés peu d’effet sur
la réduction de la température moyenne de la puce (voir figure 11.34.b). Ce palier est d’autant
plus vite atteint que le nombre de Biot relatif a la largeur d’excitation (4L./4) est important. I
existe donc une largeur de diffuseur, ou une surface d’échange, qu’il n’est pas intéressant de

dépasser.

* A rapport Lo / L. fixé, si on augmente les dimensions du systéme (B.. et Bry), I’épaisseur
optimale va augmenter dans un premier temps pour permettre aux lignes de flux de s’épanouir
puis diminuer dans un deuxiéme temps pour atteindre la valeur nulle (voir figure 11.34.a,
progression sur une verticale). L’épaisseur optimale ne peut augmenter indéfiniment, la
résistance du diffuseur non perturbé R, deviendrait alors trop importante. Cette épaisseur
optimale étant limitée, plus les dimensions du systéme (B, et Brg) augmentent, plus le transfert
devient un transfert localement monodimensionnel, particulicrement en [x=0, y=0]. Dans ces
conditions, I’épaisseur optimale devient I’épaisseur nulle. L’épaisseur optimale du diffuseur
n’est donc pas une fonction strictement croissante des dimensions de la source ; a partir d’un
certain nombre de Biot relatif a la taille de la source mieux vaut diminuer I’épaisseur du
diffuseur que de I’augmenter. D’un autre point de vue, si I’échange est trés intense il est possible
que I’épaisseur optimale soit nulle. Ainsi, au lieu de permettre un meilleur refroidissement de la

source, le diffuseur augmenterait sa température.

* Dans tous les cas, le nombre de Biot relatif a I’épaisseur optimale est inférieur & une valeur
limite qui est de ’ordre de 1 (voir figure 11.34.a). 11 est donc inutile de choisir une épaisseur de

diffuseur qui rendrait ce nombre de Biot (he/A) supérieur a 1.

H1.2.2.1.2 La fonction objectif est la température maximale de la puce

Cette fonction objectif est moins utilisée que la précédente car sa valeur ne peut étre obtenue
expérimentalement par une mesure électrique [24]. Néanmoins, la température maximale (point

chaud) peut étre responsable de la dégradation des composants.

= max (T(x,y,z=€))=T(0,0,e) (1L.67)
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car la température sera maximale au centre de la source, en
x =0 ; y =0], lorsqu’on ne modélise que % du systéme d’apres la symétrie.

La résistance de constriction basée sur la température maximale s’écrit sous forme de série:

Mm tanh(2y, )

Ro= > > —L (1L.68)

S o 1+ i}iﬁ tanh(z}’,,,,,, e)

a™ 2L /10( ( "0+50m) .0 Om . .
Ay (L /1, ) SN ) m(nche/lﬂ)sm(mﬂLe/LU)

(1L.69)

+ ( 0, 5,; 062) m>Sln( /Lo) n (5,,,0 “Zé‘n,;)é‘(),,n)

sin(mz L,/1L,)
7[ n T m

De méme que précédemment, la fonction objectif adimensionnalisée s’exprime en fonction de

trois parameétres :
mar - max (L()/L ’Be’B ) Q:);Zr( O/Le ’BLe) (1170)

Nous pouvons alors construire de fagon similaire les abaques de la figure 11.36.
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figure 11.36: a) fonction V. épaisseur optimale (pour la température maximale) en fonction des
tailles du diffuseur et de la source. b) fonctionQ¥ : température maximale minimum en

moy

Jonction des tailles du diffuseur et de la source.

Au-dela d’un nombre de Biot relatif aux dimensions de la source ( B;,) de 1.3, il n’existe plus

d’épaisseur qui minimise la température maximale de la source alors qu’il existe toujours une
épaisseur qui minimise sa température moyenne. Ceci s’explique par le fait que plus le nombre
de Biot relatif a la largeur de la source est grand, plus le transfert est localement
monodimensionnel au centre de la puce ou la température est maximum. Le transfert sur les

bords de la puce garde quant a lui toujours son caractere tridimensionnel, ce qui explique que la
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température moyenne de la puce profite bien plus longtemps de I’effet d’épanouissement des

lignes de flux que la température maximale.
111.2.2.1.3 Application

Les abaques précédentes permettent la conception d’un diffuseur a partir des dimensions de la
source a refroidir, de la puissance qu’elle dissipe, du coefficient d’échange dont on dispose
(gamme de ventilateur, de plaque a eau..) et de la conductivité du matériau avec lequel on
souhaite construire le diffuseur. Par exemple, considérons une puce carrée de 10 mm de coté
dissipant un flux total de 100W. Nous souhaitons construire un diffuseur en cuivre
(A=380W/mK) refroidi par plaque a eau sachant que la pompe dont nous disposons permet
d’obtenir un coefficient d’échange supposé uniforme /# de 5000 W/m?K. La température d’entrée
de ’eau est de 10°C et nous désirons que la température moyenne de la puce reste inférieure a
50°C. Le probléme est celui schématisé sur la figure I1.31.

Calculons la température moyenne maximale de la puce, c’est-a-dire sa température dans le cas
ou le diffuseur est inexistant :

-2 100 =200 °C 11.71)

T =
PR 5000%(10.107)

donc la température de la puce pour un refroidissement sans diffuseur serait de 200+10=210°C.

Comme nous souhaitons une température moyenne maximale de 50°C :

. 50-10
_ — 02 .72
" 200 e
De plus,
-3
_ 2000x10107 _ o5 12 (IL73)

Le 2% 380

L’abaque de la figure I1.35.b nous permet de relever log(L,/L,)=0.42 d’ou L;/L,=2,6. Donc
pour respecter la contrainte en température, la dimension du c¢6té du diffuseur doit étre de 26 mm

(2.6*10mm =26mm).
L’abaque de la figure I1.35.a nous permet de déterminer 1’épaisseur du diffuseur correspondant :
B, =0,07 donc I’épaisseur vaut 5,3 mm.

Le diffuseur optimal est ainsi parfaitement défini.
I11.1.3 Optimisation d’un diffuseur pour trois puces

Considérons maintenant le probléme du refroidissement de trois sources carrées de 1 cm de
coté, dissipant chacune uniformément 100 W, par une plaque a eau carrée de 5 cm de coté en

cuivre (4 =380 W/mK) et dont la face inférieure est soumise & un échange convectif de
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coefficient uniforme /#=5000 W/m’K. La géométrie est celle de la figure I1.33, pour P=3. La
fonction objectif est la température maximale de la face supérieure du diffuseur.
Il s’agit d’optimiser ici I’épaisseur e du diffuseur ainsi que les positions [x,,y,] des 3 puces. Nous
avons donc affaire & un probléme d’optimisation & 7 paramétres. L’application directe de la
méthode décrite plus haut, couplée a une méthode d’optimisation de type quadratique
séquentielle (utilisation de la fonction finincon [25] de Matlab®) conduit au résultat présenté sur
la figure 11.37.a. La solution n’est pas unique du fait des symétries entre différentes variables. La
résolution a nécessité 15 s de temps de calcul sur un PC 700 Mhz en choisissant comme vecteur
parametre initial : [e = Smm ; x; = = x3= y1 = y» = y3 =20mm].
Le résultat de I’optimisation est le suivant :

[e=6.9 ; x1=24.3 ; x,=5.0 ; x3=31.0 ; »1=34.9 ; »=15.7 ; ¥3=8.9] (mm) (11.74)
Nous remarquons que la structure optimisée est symétrique par rapport a une diagonale du
diffuseur, une telle intuition pressentie au départ nous aurait permis de réduire le nombre de
parametres a 3.
Si maintenant nous souhaitons optimiser par ailleurs la forme du diffuseur en imposant une
contrainte sur sa surface de base (LxL,=25 cm?), le probléme devient un probléme
d’optimisation a 9 parametres avec une contrainte non linéaire. La géométrie optimale,
déterminée par un calcul de P'ordre de 2 minutes, est alors celle de la figure 11.37.b. Cette
géométrie est celle pour laquelle L,=3*L, : chaque source est implantée au centre d’un carré dont
la surface vaut le tiers de la surface du diffuseur. Ce résultat est trivial mais souligne les

performances de la méthode des quadripdles pour résoudre les problémes d’optimisation.

Sigure 11.37 : a) température (°C) de la face supérieure du diffuseur apres optimisation de son
épaisseur et de la position des sources. b) température (°C) de la face supérieure du diffuseur

apres optimisation de son épaisseur, de sa forme et de la position des sources.
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I11.2 Cas d’un radiateur diffuseur multicouche

Cu

AIN

Diffuseur
(Cu)

Sfigure I1.38 : diffuseur multibloc

D’une maniere générale, tout ce qui a été réalisé précédemment peut étre généralisé au cas
d’un diffuseur multicouche. La solution reste explicite [12] lorsque les couches possédent les
mémes dimensions latérales et devient semi-analytique lorsque la géométrie est multiblocs
(figure I1.38). Dans ce demier cas, la recherche d’une solution analytique pour la fonction
objectif et son gradient n’est pas possible. Cependant, la rapidité de la résolution par la méthode
des quadripdles permet I’optimisation. Considérons par exemple la structure multibloc présentée
sur la figure I1.38. Toutes les couches ont une base carrée, le substrat DBC (direct bound copper)
de 7.5 mm de c6té est constitué de deux couches de cuivre (/1:380Wm'1K'1) d’épaisseur 0.3 mm
et d’une couche d’AIN (A=170Wm™'K™") de 1 mm d’épaisseur. La puce de 5 mm de c6té qu’on
suppose isotherme dans le sens de I’épaisseur est modélisée par un flux surfacique uniforme
imposé sur le DBC de 200 Wem™ Le coefficient d’échange # est de 1000 Wm’K”, la
température du fluide de refroidissement de 0°C . Le diffuseur est en cuivre (A=380Wm"'K™").

La méthode des quadripbles permet d’écrire la relation entre toutes les conditions limites du
systeéme. Avec les notations définies précédemment :

0->1_1 02 2 56 6 5-7_17

0 u+p’u +p°*3m3m4m5[p u®+p7 '+ p 7 mtut ] (11.75)

u :mo[p

ou I'indice 0 est relatif au diffuseur, les indices 1 et 2 relatifs aux surfaces libres de la face
supérieure du diffuseur, ’indice 3 relatif a la premiére couche de cuivre du DBC, I'indice 4
relatif a la couche I’ AIN, I’indice 5 relatif a la deuxiéme couche de cuivre, les indices 6 et 8

relatifs aux deux surfaces libres sur la face supérieure de la deuxieme couche de cuivre et
I’indice 8 relatif a la puce. Si on suppose les surfaces libres isolées: ¢ =¢, =¢, = ¢, =0et un

flux d’excitation sur la surface supérieure de la puce : ¢ =—¢, ..

Dans le cas ou I’on souhaite optimiser 1’épaisseur du diffuseur, la premicre ligne du systéme

(I1.75) peut s’écrire :
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N% -—%

(By+ Ay W)L, = (A, + Cy/R)[L, L, L, L, L] (I1.76)

exci

D o

ou les L; sont des matrices ne dépendant pas de I’épaisseur du diffuseur qui est uniquement
présente dans les matrices Ao, By et Cp. La solution de ce systéme donne les températures en face
avant. Nous constatons donc que la détermination de la température de la puce (fonction objectif
du probléme) en fonction de 1’épaisseur du diffuseur nécessite de ne calculer qu’une seule fois
les matrices L;. Ainsi ’optimisation de I’épaisseur du diffuseur est trés rapide : a chaque pas de
I’algorithme de minimisation, il suffit de réaliser deux produits matriciels et de résoudre un
systeme linéaire. Le formalisme de la méthode des quadripdles est bien adapté a la réalisation
d’optimisation ; en fonction des paramétres que 1’on souhaite optimiser, un grand nombre de
produits matriciels ne sont calculés qu’une seule fois, ce qui réduit considérablement le temps de
calcul (rappelons que la réalisation de ’ensemble des produits matriciels est 1’étape qui nécessite
le plus de temps de calcul). Cette technique est facilement automatisable, un code performant

destiné a I’optimisation des composants électroniques pourrait étre réalis¢ assez simplement.

La méthode de minimisation que nous avons choisi est une méthode de type SQP
« Sequential Quadratic Programming » (fonction fmincon [25] de Matlab®), sans prise en
compte de valeur analytique pour le gradient de la fonction objectif puisque la méthode des

quadripdles multiblocs ne le permet pas, du moins d’une fagon simple.

Nous sommes ainsi en mesure de donner I’épaisseur optimale du diffuseur en fonction de ses
dimensions latérales et la température maximale de puce correspondante (figure I1.39). Nous
avons également exécuté le calcul dans le cas d’un diffuseur monobloc avec le flux de la puce

réparti uniformément a ’interface du DBC et du diffuseur.
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figure I1.39 : a) épaisseur optimale en fonction de la dimension latérale du diffuseur, pour une
modélisation multibloc et monobloc équivalente. b) température maximale de la puce pour une

épaisseur optimale de diffuseur, modélisation multibloc.

Nous constatons sur cet exemple que le fait de remplacer I’ensemble puce-DBC par une
condition limite de flux uniforme sur I’interface DBC/diffuseur change trés peu 1’épaisseur
optimale du diffuseur en fonction de ses dimensions latérales (alors que la densité de flux exacte
n’est pas uniforme : voir figure 11.40). L’étude précédente et la détermination de I’épaisseur
optimale peut donc bien se faire dans un certain nombre de cas en remplagant le composant a
refroidir par une condition de flux uniforme sur sa surface de contact avec le diffuseur. Bien sir
la température maximale de la puce est alors inconnue. La sensibilité de la température maximale
de la puce aux dimensions latérales du diffuseur quand I’épaisseur est optimale (dérivée de
courbe de /a figure I1.39.b) est importante aux faibles largeurs de diffuseur ; elle décroit ensuite
jusqu’a la valeur nulle. La figure I1.39 permet le choix des dimensions du diffuseur en fonction
d’une température de puce a ne pas dépasser dans le cas ou toute la structure est modélisée (cas

multibloc).
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5 x 10

figure I1.40 : densité de flux sur la face inférieure du DBC pour Ly=2%*Le

On remarque sur la figure 11.40 que la densité de flux selon Oz sur la face inférieure du DBC
n’est pas uniforme : elle est plus importante au centre car la puce est centrée sur ce bloc mais
également aux endroits ou le transfert bénéficie d’un caractére multidimensionnel important,

c’est-a-dire au niveau du coin (transfert localement 3D) et des arrétes (transfert localement 2D).

I11.3 Conclusion

La conception optimale de diffuseurs thermiques pour I’électronique de puissance nécessite
de connaitre les conditions de fonctionnement (répartition de puissance dissipée, coefficient
d’échange) ainsi que la géométrie et la structure interne du composant. A largeur de diffuseur
fixée, il existe pour les conditions usuelles de fonctionnement une épaisseur optimale qui
minimise la température maximale (ou moyenne) de la puce. Nous avons déterminé les limites
d’existence de cet optimum : au dela d’un nombre de Biot relatif aux dimensions de la source de
1.3, mieux vaut ne pas utiliser de diffuseur. L’augmentation de la largeur du diffuseur permet de
réduire la température de la source jusqu’a une certaine valeur limite que I’on peut relever sur les
abaques dans le cas d’un diffuseur monocouche.

Une hypothése de flux uniforme sur la semelle du composant permet au concepteur, en
premicre approximation, de s’affranchir de la connaissance de la structure interne du composant
et d’utiliser les abaques construites ici pour déterminer 1’épaisseur optimale d’un diffuseur dont
les dimensions latérales sont connues.

Notre méthode s’avére bien adaptée a ’optimisation thermique des composants de puissance
en trois dimensions. Les temps de calculs trés faibles qui lui sont associés permettent une
optimisation qui ne nécessite pas un recours systématique a des modéles réduits dont I’utilisation

peut conduire a certains biais.
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IV. Conclusion du deuxiéme chapitre

Au cour de ce chapitre, nous avons appliqué la méthode des quadripdles a un module IGBT
complexe pour évaluer ses performances et apporter des éléments de validation. Nous avons
également proposé plusieurs modeles de radiateurs destinés a permettre le refroidissement de
composants électroniques et cherché a optimiser la forme des diffuseurs utilisés classiquement
en électronique pour épanouir les lignes de flux de la source de chaleur, généralement de petites
dimensions, vers le radiateur. La méthode des quadripdles thermiques s’avére étre tout a fait
performante comme outil de modélisation pour optimiser les transferts thermiques dans les
composants électroniques de puissance.

Nous avons également remarqué que la réalisation de simulations nécessite la connaissance
précise des propriétés thermophysiques des matériaux utilisés ainsi que des différentes
résistances de contact constituées par les soudures ou la graisse thermique. Nous allons ainsi
commencer le prochain chapitre, qui est consacré a la caractérisation expérimentale des
composants électroniques de puissance, par une étude visant a estimer la résistance de contact
entre une couche de cuivre et une couche de silicium liées par une fine couche d’oxyde de

silicium.
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Troisiéme chapitre, caractérisation de résistance de contact

Ce chapitre est consacré a la caractérisation expérimentale des composants ¢lectroniques de
puissance (CEP). La premiére partie concerne I’estimation de résistances de contact, la seconde
définit une procédure rigoureuse de mesure de température sur la surface supérieure des
composants et la troisiéme vise a déterminer les champs de température et de densité de flux a
I’intérieur des composants et/ou du radiateur a partir de la mesure en face avant.

I Caractérisation de résistances thermiques de contact

La simulation des systémes électroniques de puissance nécessite de connaitre d’une part les
caractéristiques thermophysiques des matériaux employés et d’autre part les ordres de grandeur
des résistances thermiques de contact entre les différentes couches. Le but de cette étude est de
déterminer la résistance thermique de contact constituée par une couche d’oxyde de Silicium
interfagcant une couche de silicium et une couche de cuivre. Nous avons caractérisé deux
échantillons provenant du LEG (Laboratoire d’Electronique de Grenoble) par la méthode flash.
Le cuivre ayant une émissivité trés faible, nous avons préalablement fait recouvrir ces
échantillons par une fine couche d’oxyde de titane (Ti-O-N) d’un micron d’épaisseur.

Le schéma indiquant la structure des échantillons est présenté sur la figure I11.1.

figure 1111 : schéma des échantillons

*1n°27 : Cu 10 pm - SiO; 0.05 pm - Si 500 pm - Si0; 0.05 pm — Cu 10 pm
*1n°45 : Cu 10 pm - Si0; 0.5 pm - Si 500 pm - SiO; 0.5 pm — Cu 10 pm

I.1  Dispositif expérimental

La méthode employée est la méthode «flash» [1] c’est-a-dire que la face avant des
échantillons regoit un flash lumineux dans le visible et la température est observée en fonction du
temps sur la face arriére grace a un détecteur photonique HgCdTe sensible dans I’infrarouge
(bande de 8 a12 um), voir figure 111.2.
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Réservoir
d’azote
liquide
Porte
échantillon
échantillon
Capacités
|: & tubes a
Flash de éclats

lumiére

Capteur
HgCdTe

Figure I11.2 : schéma de principe du dispositif expérimental

Une photo du porte échantillon vu de derriére est représenté sur la figure I11.3.

figure 1113 : porte échantillon vu de derriere

Un tube en cuivre est plaqué (avec un faible jeu) sur la face arriére de I’échantillon afin de
servir de guide d’onde entre cette face et le détecteur. La face du porte-échantillon en vis a vis
avec la fenétre du détecteur est recouverte de papier d’aluminium de faible émissivité pour
obtenir un signal de fond le plus faible possible et ainsi utiliser un gain d’amplification maximal.
Les échantillons sont collés directement sur le porte échantillon avec du scotch double face dans
un premier temps, puis recouverts partiellement de papier d’aluminium dans un deuxiéme
temps pour empécher le passage du flash entre ’échantillon et le porte-échantillon : voir figure

11.4.
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figure II1.4 : échantillon et porte-échantillon vu de devant. a) non recouvert de papier

d’aluminium. b) recouvert partiellement de papier d’aluminium.

Sur la figure I11.4.a nous pouvons également remarquer que le dépot d’oxyde de titane a été
partiellement détruit suite a un flash de trés forte énergie.

I.2 Modélisation

L2.1 Modeéle direct

Les échantillons sont préalablement recouverts d’oxyde de titane par dépdt sous vide pour
assurer une absorptivité correcte en face avant et une émissivité suffisante en face arriére.
L’empilement est représenté sur la figure II1.5. Le contact entre le cuivre et le silicium, via
I’oxyde de silicium, est modélisé par une résistance de contact R;.

Flash

figure II1.5 : empilement constituant les échantillons

Les caractéristiques des couches sont les suivantes :
* Oxyde de titane : 1 um, conductivité de 10 Wm™ 'K, diffusivité de 4,2.10° m?s™.
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* Résistance de contact Ry entre 1’oxyde de titane et le cuivre : inconnue.

* Cuivre : 10 um , conductivité de 380 Wm 'K, diffusivité de 10,6.10° m%s™.

* Résistance de contact R; (contacts et oxyde de Silicium) inconnue, a déterminer.

*Silicium : 500 pm.

Nous considérerons deux couples de valeurs pour les propriétés thermophysiques du silicium.
Une série de mesures par méthode flash effectuée dans le cadre d’un précédent contrat entre la
SAT et le LEMTA a permis d’estimer expérimentalement une conductivité thermique a la
température ambiante de 132 Wm'K, et une diffusivité de 8,5.10° m*s™! (pour une épaisseur de
3 mm). Selberherr et al. [2] ont déterminé une conductivité 4 température ambiante de 162 Wm’

'K et une diffusivité de 9,8.10° m?s™.
Compte tenu des temps de réponse caractéristiques de ces échantillons (quelques
millisecondes), on ne modélise pas les pertes par convection ou conduction vers le porte

échantillon. La relation quadripdlaire entrée/sortie s’écrit, a partir des transformées de Laplace

de la température et de la densité de flux :
9{1\’ _ AT 102 B Ti02 1 R() Acu B cu 1 ‘Rl Aal Bal
¢av - CTI‘OZ AT[OZ O 1 Ccu Acu 0 1 Cnl Aa[
1 Rl Acu B cu 1 RO ATi 02 B 7i02 0{0'
O 1 Ccu Acu O 1 C'Ti02 AT[OZ ¢(r = O
o A4, B, a
( ):( o B ( . ) ct 0, = Lo .2)
¢uv Ce([ A&’([ ¢ur = 0 Ceq

Aprés normalisation du thermogramme face arri¢ére par la température adiabatique du systéme,

(1IL1)

C’est-a-dire :

on obtient :

T, = Pu _ P (11L.3)
capacité du systeme ¢,

avec ¢, = > (pce).

o :L(T‘:ijz 2 (IL.4)

Nous disposons donc de I’expression de la température normalisée en face arriére.
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L2.2 Influence du dépit d’oxyde de titane

Le dépot d’oxyde de titane réalisé permet d’augmenter I’émissivité des surfaces mais introduit
une résistance de contact inconnue. Il convient donc, soit de I’estimer, soit d’apporter la preuve

que cette résistance, ou la sensibilité associée, est négligeable. La figure II1.6 représente les

*

variations des sensibilités réduites (y, = Eﬁ_ avec B =R,,R, ou ) a quelques parameétres en

fonction du temps.
06 (

sensibilités réduites

1
o
-

t(ms)
figure I11.6 : sensibilités réduites aux résistances de contact Ry=10° °CW', R,;=1 0 °CW'etala
conductivité du Silicium (Asi = 132 wm'K?! ).

La sensibilité a la résistance Ry introduite par le dépot d’oxyde de titane est trés faible (30 fois
inférieure) devant celle a la résistance R;. On peut penser, en outre, que la résistance Ry qui
modélise le contact entre I’oxyde de Titane et le cuivre est trés inférieure a la résistance Ry qui
modélise la fine couche d’oxyde de silicium ainsi que les contacts entre celle-ci et le cuivre et le
silicium. Pour toutes ces raisons, nous ferons I’hypothése que la résistance Ry est négligeable.
Nous remarquons que la sensibilité a la conductivité du silicium est trés grande mais n’est pas
exactement corrélée a la sensibilité a la résistance R; (les maxima des deux courbes ne sont pas
situés exactement aux mémes instants), ce qui laisse entrevoir la possibilité d’estimer ce

parametre en méme temps que la résistance R;.

12.3  Simulation de Iestimation

L’estimation de la résistance de contact R, et de la conductivité du silicium doit étre réalisée
par une méthode des moindres carrés non linéaire puisque le retour dans l’espace réel est

effectué par une transformée inverse de Laplace numérique (Stehfest [4]).
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Nous allons simuler un thermogramme en choisissant ;=10 KW'm? et Ag=132 Wm™'K'
puis lui ajouter un bruit de mesure gaussien de moyenne nulle, d’écart type 1% de la température
maximale et mettre en ceuvre apres normalisation la procédure d’estimation pour retrouver les
parametres simulés. La capacité calorifique du silicium est considérée constante et égale a
1,59.10° Jm K.

* Les thermogrammes simulés et estimés sans bruit ajouté sont présentés sur la figure I11.6.

14r

T

— thermogramme estimé
06 o thermogramme simulé

04f

02¢

0 L 1 1 L —
5
t{ms) 3

figure 111.6 : thermogrammes simulés et estimés sans bruit ajouté

La résistance R; et la conductivité Ag; estimées par la méthode des moindres carrés sont

exactement (a la précision de I’ordinateur pres) les parameétres simulés.

* Les thermogrammes simulés bruités avec un bruit gaussien de moyenne nulle d’écart type 1%

de la valeur maximale de la température et recalculés sont présentés sur la figure 111.7.

12 I
1 f-
038
06}
. o themogramme simulé bruité
o4t -— thermogramme estimé
0.2
0
t (ms)
} . . . ;
0'20 1 2 3 4 5

Sfigure I11.7 : thermogrammes simulés bruités et recalculés

Pour cette réalisation, la résistance estimée est de 9,86.107 KW' et la conductivité de 132,2

Ayr- . (e N
Wm'K™. La précision est donc supérieure a 2%.
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Les principales sources d’erreurs seront donc :

* les incertitudes sur les propriétés thermophysiques des couches.

* le fait de négliger la résistance de contact entre ’oxyde de titane et le cuivre.
* la simplification du modéle (pas de perte, milieux strictement opaques)

* les conditions expérimentales.

I.3  Résultats expérimentaux

L3.1 Premiére série de mesures

Cette série a €té réalisée dans les conditions de la figure I11.4.a, sans couverture d’aluminium,
en utilisant une énergie de flash assez importante. Les thermogrammes bruts sont présentés sur la
Sfigure I1.8.

. L1 O Y PR oo chantlon S
w2 prossenreees
o : ' ' )
E =
> P E
P>

figure II1.8 : premiére série de mesure . thermogrammes bruts.

Nous remarquons une oscillation des thermogrammes, particulierement sur ceux relatifs a
I’échantillon n°27, qui pourrait étre due a une oscillation mécanique de 1’échantillon a sa
fréquence propre provoquée par I’excitation mécanique, conséquence de la forte dilatation de la

face avant par rapport a la face arriére [5].

Nous remarquons ¢galement une petite «bosse» aux temps courts qui peut étre
due a plusieurs facteurs :
* un caractére semi-transparent des échantillons.
* un passage du flash entre 1’échantillon et le porte échantillon qui exciterait directement la face
arriere.

* une non instantanéité du flash (donnée a 0.1 ms).
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* une double réflexion parasite du porte échantillon sur I’échantillon.

Afin d’essayer de répondre a cette question, nous avons réalisé une deuxiéme série de
mesures en recouvrant partiellement 1’échantillon d’aluminium (cas de la figure 111.4.b) pour

limiter le passage du flash directement vers la face arriére.

1.3.2 Deuxiéme série de mesures

Cette série a été réalisée avec les échantillons partiellement recouverts de feuilles
d’aluminium (conditions de la figure II1.4.b) et une intensité¢ de flash assez importante. Les

thermogrammes bruts sont présentés sur la figure 111.9.

Echantillon n°27 Echantillon n°45

-—

figure II1.9 : deuxiéme série de mesure . thermogrammes bruts.

La couverture en aluminium introduit donc des effets 2D (principalement une excitation
partielle de la face avant) et/ou des pertes importantes (effet d’ailette dans le plan des feuilles
d’aluminium). Nous avons alors effectué une troisiéme sériec de mesures en utilisant une
puissance de flash réduite afin de minimiser les perturbations électromagnétiques aux temps

courts, et sans couverture pour conserver le caractére monodimensionel du transfert.

1.3.3  Troisiéme série de mesures

Les conditions d’expérience sont les mémes que pour la premiere série (figure I1l.4.a) mais en
utilisant un flash d’énergie plus réduite. Les thermogrammes bruts sont présentés sur la figure
11.10.
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Echantillon n*27 Echantillon n°45

__________________________________________

..........................................

4 6 8 0 2 4 6 8

figure II1.10 : troisiéme série de mesure : thermogrammes bruls.

Le début du thermogramme (aprés le flash) se situe parfois & un niveau inférieur au niveau de
référence. On peut I'imputer a des perturbations électromagnétiques ou a un décalage intempestif
de I offset.

I.4  Exploitation des mesures

Alain Degiovanni [6] a démontré que lorsque la durée du flash n’était pas négligeable par
rapport au temps de réponse de I’échantillon, la correction a réaliser revenait & choisir comme
temps initial le barycentre du flash. Nous allons procéder ainsi en relevant également I’ offset.

La série de manipulations n°3 constitue le meilleur compromis entre une dérive relativement

faible et un passage du flash entre I’échantillon et le porte échantillon plutot limité.

Pour chacun des deux échantillons, nous avons estimé la résistance de contact R; en
considérant deux couples de propriétés thermophysiques pour le silicium, puis estimé la
résistance R; en méme temps que la conductivité du silicium en imposant pcsi=1,59.10° Jm~K?
(le silicium n’est paramétré que par sa conductivité). Les résultats des estimations sont regroupés
dans le tableau I11.1.
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Estimation du seul parameétre R, Estimation de R; et Asg;
Ry (Km*W™) ] ]

Asi=132 Wm'K Asi=162 Wm'K X e

asi =8.5 1’1’128_1 asi =9.8 sz~1 ] l

Manip | 127 2,8.10°¢ 3,8.10¢ 3,5.107 100
1 n°45 3,0.10° 4,1.10°8 3,7.107 101
Manip | 1°27 2,4.10° 3,5.10° 2,5.107 99
2| po45 2,6.10° 3,7.10° 2,6.107 98

Tableau II1.1 : vésistance thermique estimée entre la couche de cuivre de la couche de silicium.

La reproductibilit¢ semble donc correcte. Cependant la valeur absolue de la résistance

calculée ici dépend assez fortement des caractéristiques thermophysiques du silicium. La

conductivité du silicium estimée est assez différente des valeurs & température ambiante que 1’on

peut trouver dans la littérature. Les thermogrammes expérimentaux et recalculés pour la

premiére manipulation relative a I’échantillon n°27 sont représentés sur la figure II111.

Premiere manip ; echantillon 27

Premiere manip ; échantillon 27

Premiere manip ; echantillon 27

.. = 100 Wm 'K
8l 5 2 -1
88126,3.10 ms

R, =351 07 Km?w!

A = 132Wm K Ag, = 162 Wi K" .
il Si_ 5 2 .1 ' r 5 21 =
ag = 8510 " m’s — ag = 9.8.10" m*s
1} 1 e 1}
08r 08r 08¢
06f 061 06}
R, =38.10° Km?w
04+r 04 04}
R, = 2.8.10° Km*W"' — thermogramme expérimental
----- thermogramme estimé
02F 02 Q2¢f
0 L tl(ms) 0 1 J (mS) 0
0 2 4 0 2 4 0

b)

ol

figure IIL11 : thermogrammes expérimentaux adimensionnels et thermogrammes recalculés

pour I’échantillon n°27. a) et b) As; imposé, R, estimée. ¢) Asiet R, estimées.

Dans les deux premiers cas (a) et b)), les résidus sont corrélés, ce qui signifie qu’il subsiste une

erreur dans le modele ou que le type de silicium utilisé ici posséde une conductivité I’ordre de

celle estimée.
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Bien que la couche d’oxyde de silicium soit 10 fois plus épaisse pour 1’échantillon n°45, la
résistance estimée est du méme ordre de grandeur que pour 1’échantillon n°27. Ceci est
compréhensible car 1’épaisseur de 0.5 pm de Si0, représente une résistance de I’ordre de 5.10°
KW’lmz, valeur qui est de I’ordre de I’incertitude expérimentale. Toute la résistance de contact
est due aux interfaces SiO,/Si et SiO,/Cu qui provoquent probablement des constrictions
importantes dans cette couche de faible épaisseur.

Apres coup, compte tenu de la rapidité des temps de réponses des échantillons, nous nous
sommes posé la question d’une éventuelle influence du filtre passe-bas (4 ou 40 kHz) sélectionné
pour I"amplificateur. Nous avons alors convolué le modele par une fonction de transfert de type
« Butterworth » ((IT.5)), mais les conductivités estimées (dans le cas d’une fréquence de
coupure & 4kHz) étaient également de I’ordre de 100 Wm™'K" et les résidus d’estimations encore
plus mauvais. Le filtrage a 40 kHz n’a pas apporté de modifications significatives par rapport
aux estimations présentées dans le tableau I11.1.

H(p)=—

= w, =27F, ; F,=40000u 40000 Hz (111.5)
I+ p/w,

N.B. : cette convoluiton a été effectuée par le simple produit de la réponse (111.2) dans I’espace
de Laplace par la fonction de transfert opérationnelle H(p) dans laquelle F, représente la

fréquence de coupure du filtre.

L.5 Conclusion

Les résistances de contact mesurées dépendent fortement des caractéristiques
thermophysiques choisies pour le silicium. Le modéle correspond a ’expérience (trés faibles
résidus) lorsque la conductivité et diffusivité du silicium sont choisies environ égales
respectivement & 100 Wm™ K™ et 4 6,3.10° m*s™". Dans ce cas, la résistance thermique de contact
entre le cuivre et le silicium est de Iordre de 3.107 KW'm” Compte tenu des incertitudes
expérimentales, nous n’avons pas pu mettre en évidence la différence entre les échantillons 27 et
45. On peut légitimement s’interroger sur le type de silicium utilisé dans ces deux échantillons.
Une expérience de caractérisation de ces substrats doit &tre réalisée avant de conclure
définitivement. Remarquons que le caractére semi-transparent du silicium se traduit par une
dépendance de la conductivité apparente a 1’épaisseur de substrat considérée. En effet, les effets
radiatifs liés a une semi-transparence conduisent plutdt a une surestimation de la diffusivité (qui
inclus alors une contribution radiative) ; ce n’est pas le cas ici.

Ceci souligne I’important travail de caractérisation des composants qu’il est nécessaire
d’effectuer si I’on souhaite pouvoir simuler avec réalisme les transferts dans un module IGBT.
La partie suivante de ce chapitre sera consacrée au probléme de mesure de température en face

avant d’un tel circuit.
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II Mesure de température sur un module IGBT

Une premiére étape dans nos prospections pour caractériser expérimentalement les transferts
thermiques en électronique de puissance est de définir une méthodologie rigoureuse de mesure

de température sur les composants.

II.1 Les techniques existantes [7]

De nombreuses techniques ont déja été employées pour déterminer les champs de température
a la surface de composants électroniques. Ces champs sont caractérisés par de forts gradients sur
des petites surfaces, et des variations trés rapides au cours du temps ; il est donc nécessaire de

développer des méthodologies adaptées.

11.2.1 Mesure électrique d’un paramétre thermosensible [8]

La méthode la plus couramment utilisée, parce que la plus simple d’utilisation, est basée sur
une mesure électrique. 11 s’agit de mesurer un paramétre électrique sensible a la température. 11
existe plusieurs paramétres thermosensibles, le plus utilisé étant la chute de tension directe, ¢’est-
a-dire la tension entre la source et le drain lorsqu’un faible courant constant traverse le transistor.
Plus ce courant est important, plus la sensibilité de la tension a la température est importante,
mais plus la puissance dissipée dans le transistor est grande également, ce qui a pour effet de
modifier la température de la jonction, et plus la chute de tension d’origine ohmique est
importante. Un bon compromis est un courant d’environ 10 mA/cm?. Cette technique nécessite
un étalonnage préliminaire du composant et donne la « température de jonction ». Son principal
avantage est une assez grande facilité de mise en ceuvre : il n’est pas nécessaire d’ouvrir le
composant pour réaliser cette mesure, la mesure est non destructive. Sa principale limitation est
de ne fournir une information que sur une «température de jonction », qui n’est pas
rigoureusement la température moyenne de la jonction mais se situe entre la température
maximale et la température moyenne. De plus, cette mesure ne peut étre effectuée lorsque le

transistor fonctionne, elle n’est possible que lors des phases de refroidissement.

11.2.2 Thermographie infrarouge [9 ]

La seconde méthode la plus utilis€e en électronique de puissance est la thermographie
infrarouge. Cette technique permet d’obtenir simplement le champ de température a la surface
des composants, la principale difficulté étant de déterminer les émissivités associées aux
différentes surfaces. Cette méthode est rapide, peu intrusive et sa résolution spatiale acceptable.

La résolution spatiale minimale d ne peut dépasser la limite de diffraction :
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d=—2 =2 (111.6)

ou 0.N. est I’ouverture numérique du microscope infrarouge (0< 0.N. <1) et ou A est la longueur
d’onde du rayonnement considéré (3.5-5um pour une caméra a ondes courtes). En pratique, la
résolution spatiale ne peut dépasser environ 5 a 10 um. Un inconvénient de cette méthode est la
nécessité d’avoir acces a la surface du composant. Il faut donc extraire celui-ci de son boitier : la
méthode est destructive. Cette technique nécessite de connaitre en outre les émissivités des
différentes surfaces dont on souhaite mesurer la température. Il convient donc, soit de les
déterminer expérimentalement au préalable, soit de recouvrir les surfaces d’une peinture ou d’un
substrat dont I’émissivité est connue. Cette couche supplémentaire doit étre non conductrice de
I’électricité et assez fine pour que la température de sa surface extérieure soit trés peu différente
de la température de la surface du composant. Un facteur favorable, qui limite le caractére
intrusif de cette mise en peinture en face avant, est que les échanges convecto-radiatifs sur la
surface externe de la puce sont généralement assez faibles, 1’essentiel de la puissance dissipée

s’évacuant vers le puits de chaleur situé sur la face opposée du circuit.

I11.2.3 Phosphorescence induite UV

Une autre technique permettant la mesure de température sur les composants de puissance est
la phosphorescence induite UV. Une lumiére ultra-violette excite les électrons d’atomes de
phosphore, et les fait monter "plus haut" que l'orbitale correspondant a la transition "lente" qui
produit la phosphorescence. Puis, les électrons se désexcitent, mais pas complétement. A force
de chocs entre atomes, ils se désexcitent tout doucement, et atterrissent en douceur sur l'orbitale
qui produit la phosphorescence. La transition entre cette orbitale et I'état fondamental de
I'électron se fera lentement, avec émission de lumiére. Plus les chocs entre les atomes sont
importants (plus la température est ¢levée), plus la désexcitation est rapide. Le temps
caractéristique d’évolution de [I’intensité de phosphorescence permet donc d’estimer la
température. Le dépot de phosphore peut se trouver a I’extrémité d’une fibre optique comme
c’est le cas pour l'instrument de mesure dont nous avons fait I’acquisition : il s’agit du
« Luxtron » de la société « Luxtron corporation ». Cette technique permet une mesure ponctuelle
(le diametre des sondes est de 500 um) avec un temps de réponse de 1’ordre du quart de
seconde. Les principales limitations de cette méthode sont son caractére ponctuel et sa faible
résolution spatiale (conséquence du diameétre important de la sonde). De plus, cette méthode est
intrusive puisqu’il faut amener la sonde au contact du composant et son temps de réponse est
assez fort. Par contre, son utilisation couplée a la thermographie infrarouge permet de déterminer
les émissivités des différentes surfaces du composant. L’utilisation de thermocouples n’est pas

possible ici du fait des fortes perturbations électromagnétiques régnant au contact des puces.
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11.2.4 Fluorescence [10,11]

Une lumicre ultraviolette vient exciter un film constitué d’une substance fluorescente dont
I’efficacité de fluorescence suit une loi de type exponentielle dépendant de la température. La
durée de vie trés bréve de 1’état excité (quelques nanosecondes suivant les substances utilisées)
confere a cette méthode un temps de réponse trés faible. La précision spatiale est quant a elle
limitée par le critere de diffraction de la lumiére émise, c’est-a-dire de P'ordre de 0.5 pm. La
fluorescence et la phosphorescence se distinguent par le temps de 1'émission lumineuse. Au
contraire de la phosphorescence, la fluorescence ne dépends pas de I’interaction entre les atomes
ou molécules et est beaucoup plus rapide. Cette méthode n’est cependant pas facile a mettre en
ceuvre. La loi d’émission dépend de paramétres variant en fonction du temps d’exposition au

rayonnement UV, etc...

I1.2.5 Cristaux liquides thermochromiques [12,13,14,15]

L’utilisation des cristaux liquides thermochromiques, dont la couleur dépend de la
température, conduit également a de bons résultats. Une source de lumiére blanche suffisamment
stable, puissante, et débarrassée de sa composante infrarouge, irradie les cristaux liquides
uniformément répartis sur la surface dont on souhaite mesurer la température. 1l s’ensuit une
réflexion de certaines couleurs en fonction de la température des cristaux et de I’angle
d’observation. Le champ de température est alors obtenu par traitement d’image avec une bonne
précision spatiale (inférieure a 1pum si la taille totale de ’image est raisonnable).

L’inconvénient majeur de cette technique est une mise en ceuvre assez difficile; c’est une
méthode intrusive, les cristaux doivent étre au contact de la surface. De plus, I’apport d’énergie

par le faisceau lumineux d’excitation peut modifier sensiblement la température des cristaux.

11.2.6 Photoreflectométrie [16,17]

Une variation de la température de surface d’un métal ou d’un semi-conducteur induit une
variation de sa réflectivité. Un laser envoie un flux lumineux périodique en temps sur la surface
dont on souhaite connaitre la température et une photodiode capte le rayonnement réfléchi. On
en déduit ainsi les variations de température. Cette méthode posséde une sensibilité de 1’ordre du
milliKelvin, et une bande passante de I’ordre de 5SMHz, ce qui est assez rapide. La précision
spatiale est limitée par le critére de diffraction. Cependant, I’obtention d’une cartographie en

température nécessite un balayage de la surface en question.
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I1.2.7 Microscopie a micro-ondes évanescentes [18,19,20]

Le principe de microscopie a micro-ondes évanescentes a été appliqué a la mesure de champs
de température sur des composants électroniques notamment par Ciocan et al. Cette technique,
qui consiste a analyser le champ électromagnétique au voisinage des surfaces (champ proche),
permet d’obtenir des résolutions spatiales inférieures au critére de diffraction, de ’ordre de 0.5 a

1 um. Cette technique est assez difficile a mettre en ceuvre.

Compte tenu de ’expérience acquise par notre laboratoire dans le domaine de la mesure par
thermographie infrarouge, ’association de cette technique et de la phosphorescence induite UV
pour déterminer la carte des émissivités semble étre un bon compromis. Dans un premier temps
nous nous satisferons d’une précision spatiale de I’ordre de 40um. Nous utiliserons également la

technique de mesure électrique d’un parameétre thermosensible.

I1.2 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental (voir figure I11.12) est constitu¢ d’un module IGBT-2 puces de
marque « Toshiba », d’un dispositif d’alimentation électrique, d’un dispositif de refroidissement,
d’un banc de mesure de température par thermographie infrarouge, par phosphorescence induite
UV et par mesure électrique de la chute de tension directe. La partie électronique du dispositif
expérimental a été réalisée par Stéphane Raél du GREEN (Groupe de Recherche en

Electrotechnique et Electronique de Nancy)

Plaque a eau Mesure par
phosphorescence

- : Interrupteur
Thermostata - piloté
circulation . G
(Lauda)

ﬁ

Mesure par . . Mesure

) . Alimentation g
thermographie L ¢lectrique de

D de puissance N

infrarouge température

igure I11.12 : schéma de principe du dispositif expérimental
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I11.2.1 Module IGBT Toshiba de référence : MG100J2YS50

Ce module IGBT, dont le schéma équivalent est représenté sur la figure I11.13, est destiné

particuliérement a des applications de contrdle de moteur électrique.

El E2

} 4]

G1 E1/Cq Gg

Sigure I11.13 : photo et schéma équivalent du module IGBT

Ses caractéristiques sont représentées dans le tableau I11.2.

MAXIMUM RATINGS (Ta =25°C)

CHARACTERISTIC SYMBOL RATING UNIT
Collector-Emitter Voltage Vees 600 v
Gate-Emitter Voltage Vars +20 v
Collector Current Lt Ic 180 A
Ims Icp 200
DC I 100
Forward Current F A
1ms IFM 200
Collector Power Dissipation
(Te=25°C) Po 450 w
Junction Temperature T 150 °c
Storage Temperature Range Tatg —40~125 °C
Isolation Voltage Visol 2500 (AC 1 min.} v
Serew Torque (Terminal / Mounting) e 3/3 Nem
ELECTRICAL CHARACTERISTICS (Ta = 25°C)
CHARACTERISTIC SYMBOL TEST CONDITION MIN. | TYP. [MAX, |UNIT
Gate Leakage Current Iges |VgE=120V, Vgg=0 - — | £500| nA
Collector Cut-off Current Icgs  |Veg=600V, Vge=0 - _— 1.0] mA
Gate-Emittor Cut-off Voltage VaE (of)_|1g=10mA, Vop=5V 5.0 7.0 8.0
Collector-Emitter Saturation o - i
Voltage VCE (sat) | Ic=100A, VGE=15V — | 210 270 Vv
Input Capacitance Cies Veg=10V, Vge=0, f=1MHz | — |9000| — pF
Turn-on Delay Time | t4 (on) Taductive Load — | 0.08]| 018
Rise Time i Voe=300V — | 012 | 0.24
Switching| Turn-on Time ton Ig=100A — | 0.40 | 0.80
;. iz s ‘Hs
Time Turn-off Delay Time | t (o) Vee==116V — | 020 | o040
Fall Time i RG=13{1 — | o015 040
(Note 1)
Turn-off Time toff — | 050 | 1,00
Forward Voltage Vr Ip=100A, Vg =0 — 230 3.00| V
Reverse Recovery Time trr i?;i'ﬁﬁ,b:?ﬁ: =10V — | 0.08| 0.15| us
T istor Stay — — 0.28
Thermal Resistance Rih (j-e) ‘:m‘m Louee C/w
Diode Stage — — 0.69

tableau I11.2 : caracteéristiques du module

Le constructeur donne la résistance thermique équivalente du module (0.28 °CW™), mais on
ignore les conditions de fonctionnement correspondantes. La résistance thermique équivalente,
définie par la relation (II1.7), est maximale lorsque les deux transistors dissipent simultanément.

@
S e (111.7)
. Tpuc-e - Ta'cmf:-‘-‘e
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ou la température 7., est la température moyenne de la face de la semelle au contact avec le

semelle

radiateur, ou ¢ est le flux total dissipé par la puce et ou 7’ est la température de jonction de la

puce

puce.

La procédure d’ouverture du module, qui permet de le séparer de son boitier est assez
délicate, les pattes d’arrivée du courant sont assez fragiles et se décollent assez facilement de la
couche d’isolant, entrainant ainsi une résistance thermique supplémentaire. Nous avons ainsi
choisi d’observer la puce se trouvant le plus loin des pattes d’arrivée du courant, voir figure
II1.14. La couche de résine supérieure dans laquelle sont noyés les fils et arrivées de courant est
assez difficile a usiner, le gel de silicone de passivation, qui sert a isoler électriquement les
composants du boitier et a éviter leur oxydation, a ét€ dissous par du trichloréthyléne.

Figure 111.14 : module désencapsulé sur le banc de mesure

Afin de pouvoir mesurer la température de jonction du fransistor par la mesure de la chute de
tension directe, nous avons étalonné cet IGBT en le plagant dans un four. L’évolution de la
température en fonction de la tension est représentée sur la figure [11.15.

560 T T i T T
: : ; :

4 ! !
; i 21imVFrC | :
540 f---mmm - e e e R S R e -

vV mv

e e T
480 |--------=-- bmnnnaenns f

460

& i i i i i
20 30 40 50 B0 70 80
1%

Sfigure II1.15 : tension Vpg (pour un courant de 10mA) en fonction de la température de jonction.
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I1.2.2 Dispositif d’alimentation électrique de puissance

Une alimentation classique (+15V) permet d’imposer la tension de grille et une alimentation
de puissance (250 A max) stabilisée régulée en tension ou courant permet de faire fonctionner le
transistor en générateur de courant. La caractéristique courant-tension de cette alimentation est

représentée sur la figure I11.16.

Potentiométre
de courant

A 4

Potentiomeétre
de tension

Sfigure I11.16 : caractéristique tension courant de I’alimentation de puissance

Le courant ou la tension aux bornes du transistor entre la source et le drain ne peuvent jamais

dépasser les valeurs du courant ou de la tension définies par les potentiométres.

Le circuit d’alimentation en puissance est ouvert et fermé par ’intermédiaire d’un interrupteur
piloté par un générateur de fonctions. Cet interrupteur est lui-méme réalisé€ a partir d’un module
IGBT et permet d’ouvrir le circuit plus ou moins rapidement. Plus ’ouverture est rapide, plus
les perturbations électromagnétiques dues aux impédances parasites sont importantes. Plus elle
est lente, plus la mesure électrique de température par I’intermédiaire du parametre
thermosensible est faussée car la puce refroidit pendant la durée d’ouverture. Les temps
caractéristiques relatifs aux transferts thermiques sont bien plus importants que les temps
caractéristiques relatifs a ces phénomeénes électriques : nous pourrons ici ouvrir le circuit avec

« douceur », en 1 ms environ.

11.2.3 Dispositif de refroidissement

Le refroidissement est assuré par une plaque a eau, schématisée sur la figure I11.17. Celle-ci
est constituée d’un disque de cuivre de 15 mm d’épaisseur et de 200 mm de diamétre dont la face
arriére est soumise & un échange convectif. La circulation d’eau est assurée par un thermostat a
circulation de marque Lauda. La températures d’entrée de 1’eau est régulée au centiéme de
degrés prés. Cette masse de cuivre constitue un puits thermique : nous pourrons considérer dans

de nombreuses applications que sa température est uniforme. Des tiges filetées sont encastrées
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dans ce diffuseur en cuivre permettant la fixation du module en son centre par I'intermédiaire de
simples écrous. Ainsi le couple de serrage peu étre contrélé. L’entrée de ’eau se fait suivant
deux tubes disposés a 60°. La plaque a eau est fixée au banc verticalement pour permettre

I’utilisation de caméra infrarouge refroidie a azote liquide dont la position doit rester horizontale.

Bouchon

face arriére

laiton

face a@t
-

Sfigure I11.17 : schéma de la plaque a eau

11.2.4 Dispositif de mesure de température.

Une caméra I.R. a balayage ondes courtes (3.5-5um) de marque Agema est utilisée
actuellement. Afin d’obtenir une résolution suffisante, a partir des objectifs dont nous disposons,
il est nécessaire d’utiliser des bagues allonges qui déforment sensiblement la géométrie sur les
bords de I’image. Cette caméra donne en sortie un signal en unités arbitraires (Unités Isothermes
U.L). La courbe d’étalonnage relative au systéme caméra et objectif permet a partir de ces unités
de déterminer la température apparente 7* de I’objet visé. Cette courbe d’étalonnage est de la

forme suivante :
A

5 1
epr -

ou 4 et B sont deux constantes a déterminer par un €talonnage.

V= (I1L.8)

L’étalonnage réalisé en utilisant un corps noir grande surface régulé en température donne le

résultat présenté sur la figure I11.18, pour un objectif de 20° et une bague allonge de 30mm.
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Sigure 11118 : Unités isothermes en fonction de la température du corps noir pour I’objectif de

20° et une bague allonge de 30mm.
Nous en déduisons par une méthode des moindres carrés les deux constantes 4 et B.
La fonction ‘¥ donnant la température apparente en fonction du signale de sortie de la caméra est

ainsi déterminée :
B

ln(ﬁ + lj
V

Un appareil de mesure de température par phosphorescence induite UV (Luxtron) vient

T*=W¥(V)= (11L.9)

compléter la mesure par thermographie infrarouge. La sonde de diamétre 0.5 mm est fixée par
I’intermédiaire d’un porte mine a une platine de déplacement 3D. Le porte mine est lui-méme en
liaison avec la platine par Iintermédiaire d’un ressort qui permet d’imposer un contact de

pression reproductible.

I1.3 Métrologie de température par thermographie infrarouge sur un IGBT

La principale difficulté associée a la mesure de température par thermographie infrarouge est
. de déterminer la carte des émissivités de la surface dont on souhaite mesurer la température.
Comme le montre la figure I11.14, la face supérieure d’un module IGBT est loin de posséder une
émissivité uniforme. De plus, une difficulté supplémentaire provient du fait que la face
supérieure de la puce est soumise a de nombreuses réflexions parasites, notamment de la part des

fils d’alimentation. Nous allons néanmoins tenter de déterminer la carte des émissivités de la
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surface supérieure du module en faisant I’hypothése que ces réflexions sont indépendantes de la
température de I’eau.

La procédure expérimentale d’estimation de I’émissivité de la face extérieure du module consiste
a mesurer a ’aide de la caméra le rayonnement infrarouge provenant des différentes surfaces,
tout en connaissant leur température absolue. La température du module est fixée par la
température de I’eau circulant dans la boite a eau, qui peut varier de 0°C a 80°C, et qui est
régulée théoriquement au centiéme de degrés prés. Le paragraphe suivant consiste a vérifier que
la température de la surface du module, soumise a la convection naturelle dans I’air, est bien

uniforme. Nous proposerons ensuite deux modéles de rayonnement.

11.3.1 Hypothéses sur la température de la face avant

Si PPon néglige I'influence des fils d’amenée du courant, qui jouent le rdle d’ailettes, le
nombre de Biot, défini comme le rapport de la résistance de convection naturelle et de la

résistance interne entre 1’eau et la surface du module, vaut :

B=hSR, =10x107x0.3=3.10" < 0.1 (111.10)

ou S est Iaire de la puce (1 cm?), % le coefficient de convection naturelle dans air (10 Wm2K™")
et R, la résistance thermique équivalente au systéme module-radiateur (environs 0.3 KW™).

Ce nombre de Biot étant trés petit devant 'unité, le fait de négliger I’influence des fils d’amenée
du courant revient a considérer le module comme un petit corps a température uniforme égale a
la température de 1'eau.

Les douze fils en aluminium (A=230Wm™K™) vont jouer le rle d’ailettes et un modéle plus
sophistiqué doit étre mis en ceuvre pour vérifier I’hypothése d’uniformité de la température. Ce
modele peut étre celui développé dans le deuxiéme chapitre (chap.2.11.1), mais nous pouvons
faire plus simple [21]. Considérons en premiére approximation la géométrie de la figure 111.19
qui représente la cellule élémentaire d’étude. La puce et les douze fils soudés sur sa surface
peuvent étre représentés par douze de ces cellules mises en paralléle. La cellule est composée
d’une ailette de longueur L cylindrique de diameétre d qui modélise un fil d’amenée du courant et
d’une base de diamétre D dont I’aire vaut un douziéme de I’aire de la puce. D=3.2 mm ; d=0.5
mm. On suppose également 1’égalité des coefficients d’échanges: /=h,=10Wm™'K'

figure I11.19 : cellule représentative

145



Troisieme chapitre, mesure de température sur un module IGBT

La méthode des quadripdles [21, page 239] permet de construire le schéma électrique

équivalent : voir figure I11.20 :

R
L 2 |
¢
‘—’-*—‘Rx % Ry
Teau
’ Quadripdle
ailette

figure I11.20 : réseau de résistances thermiques équivalent a la cellule

La résistance R, représente le systéme module-radiateur, et est donc égale a douze fois la

résistance du systéme car les cellules sont en paralléle :
Ry=12x0.3=3.6 KW' (1. 11)

La résistance R, modélise la constriction des lignes de flux [21, page 240]:

3.75
= 126 1-1288% +0288( L) |=a kW (I11.12)
377 Ad D D

La résistance Ry, représente I’échange par convection sur la surface de ’anneau :

4

R, =——— =12750 KW’ .13
h2 hzﬂ_(DZ_dZ) . ( )

Les résistances R;, Rz, R; forment le quadripdle équivalent a ’ailette.

ch(\J4h[2dL)-1

R =R, =2 (111.14)
L mJandPsh(\J4kjAdL)
2
R. = (I11.15)
" wandVsh(\Jan[AdL)
Dans le cas le plus défavorable ou les fils sont de longueur infinie :
R =R, =1100KW™ ; R =0KW" (IIL.16)
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La résistance R;,; correspond a la résistance du bout de Iailette. Cette résistance est donc nulle si
les fils sont considérés de longueur infinie.
La résistance R3 court-circuite la résistance R, donc le schéma de la figure II1.20 se réduit au

schéma présenté sur la figure [11.21 :

RhZ

R R, H

S C
ITE all TJ
Vi Vi z

figure II1.21 : réseau de résistances thermiques

équivalent a la cellule dans le cas d’un fil infini

La résistance équivalente a la cellule est donc la suivante :

-1

R, =R + L+ ] (I1.17)
. RI:Z Rc + R]
Nous pouvons donc conclure :
-1
1 1
T R, R+R

s - LT Te 7T =0.9964 (1I1.18)

7—16011 1 B
—+ 1 + R,
R, R +R

C

ou T est la température moyenne de surface de la puce.

Les fils entrainent donc au maximum (hypothése de fils infinis) une baisse de 0.4% du niveau de
température moyen de la face supérieure de la puce, c¢’est-a-dire une baisse de 0.24°C si [’eau est
a 80°C et ’air a 20°C. Nous ferrons donc I’hypothése que la température de la surface extérieure

du module est uniforme et égale a la température de 1’eau.

Vérifions de plus si les fils sont bien a la température supposée uniforme de la puce, c’est-a-
dire celle de I’eau et de la surface extérieure de la puce. Soit L I’abscisse curviligne le long des
fils toujours considérés de longueur infinie. D’aprés le modele de Iailette (avec une température

d’air nulle) :

7(L)
7(0)

=ch(aL)-sh(al)=e* (111.19)

avee
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o= | fmd__ AR /_ix_m_4=18.7m-‘ (111.20)
ﬂ(ﬂdzJ Ad  \230%5.107

4

On en déduit la température le long des fils : voir figure 111.22.

o9s} 1
096} 1
= 094t 1

092¢
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082 1 1. 1 1
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Sigure 11122 : rapport de la température a I’abscisse L et de la température a la base du fil

Donc, nous constatons que les fils ne sont pas rigoureusement a la température uniforme de

’eau. Au bout de 3mm de fil, I’écart est déja de 6%.

En conclusion, lorsque le module est chauffé par une circulation d’eau, sa température de
surface est quasiment uniforme et égale a la température de I’eau (hypothése du petit corps).
Nous avons par ailleurs vérifié ce résultat en mesurant expérimentalement la température de la
surface de la puce avec le Luxtron (en quelques points) et par I’intermédiaire du parametre
thermosensible. Ces deux mesures donnent la température de 1’eau a I’incertitude expérimentale
prés.

La température des fils n’est pas rigoureusement uniforme. Pour établir ce résultat, nous nous
somme placé dans le cas le plus défavorable en considérant des fils de longueur infinie, ce qui

n’est pas le cas en réalité.

11.3.2 Deux modeéles de rayonnement

Afin d’estimer la carte des émissivités et ensuite d’estimer la carte des températures sur la
surface extérieure du module, nous avons considéré deux modéles de rayonnement. Le premier
présuppose que le milieu extérieur, qui se réfléchit partiellement sur la face avant du module, est
un corps noir a la température ambiante uniforme. Le second présuppose que chaque pixel de la

surface du module réfléchit le rayonnement infrarouge provenant d’un corps noir a la
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température Toq. Cette température équivalente d’environnement varie en fonction du pixel et est
estimée en méme temps que I’émissivité.

Les hypothéses communes aux deux modéles sont les suivantes :

* Les matériaux constituants la surface extéricure du module sont des corps gris dans la bande de
la caméra (3-Sum).

* Le facteur de transmission de Iair est égal a un.

* La température de la surface du module et des fils, imposée par la température de 1’eau de

refroidissement, est uniforme.

[1.3.2.1 Milieu ambiant vu comme un corps noir a température uniforme 7,

L’équation thermographique s’écrit selon ces hypotheses :

L* =l (T)+(1- &) [/(T,) (11.21)

ou L* estlaluminance apparente mesurée par la caméra.

Cette équation peut-&tre également écrite en terme de signal de sortie de la caméra :

V=gl (T)+(1-€)V°(T,) (111.22)

car la sortie caméra est proportionnelle a la luminance recue ou luminance apparente.

La courbe d’étalonnage de la caméra est la suivante :
A

4
B B
exp| — {—1 i
p(TJ eXp(TJ :

La relation (I11.22) constitue un probléme d’estimation de paramétre linéaire. V* est le signal

Vo(T) = et V(T,)= (11.23)

expliqué et V°(7) la variable explicative. Nous allons pouvoir ainsi en déduire I’émissivité, pour

chaque pixel, par une méthode des moindres carrés.

I1.3.2.2 Milieu ambiant vu comme un corps noir a température non uniforme 7,(i,7)

Compte tenu de la proximité de I’objectif et de 1’échantillon, la portion d’espace occupée par
I’objectif est assez importante. Or la luminance issue de I’objectif ne correspond pas a la
luminance du corps noir a la température ambiante puisque la matrice de détecteurs est a la
température de I’azote liquide (77 K). Il s’ensuit que le rayonnement réfléchi par la surface de

I’échantillon est moins important dans les zones proches de I’objectif. Ce phénoméne est appelé
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effet Narcisse. Soit Ty, la température du corps noir équivalant au milieu environnant constitué
de Iobjectif et de la salle de manipulation considérée comme un paramétre supplémentaire.
Cette température équivalente est celle du corps noir qui émet le rayonnement réfléchi par I’objet

en direction de 1’objectif. Elle dépend donc de la position.

L’équation thermographique devient :

L*=¢el’(T)+(1-¢€)L(T,,) (111.24)
C’est a dire :
VE=eV(T)+(1-&)V°(T,) (111.25)
Posons :
B=(1 -e)V(T,) (111.26)
L’égalité (I11.25) devient donc :
V=gV (T)+ pB (111.27)

Ce probléme est un probléme d’estimation de paramétres linéaire.
Pour chaque pixel, I’émissivité et la température équivalente d’environnement sont déterminées

par la méthode des moindres carrés.

Estimation de erreur associée a estimation

Nous établissons ici le calcul des écart-types des émissivités et des températures équivalentes
d’environnement qui peuvent étre estimées par la méthode des moindres carrés linéaire.
Soit b le bruit sur le signal de la caméra supposé additif, d’écart type constant et non corrélé oy .
Soit N le nombre de niveaux de température d’eau considéré (nombre de réalisations) et X la

matrice de sensibilité :

vim) 1 Vo (T,
Ve é _ VAT,
Vo=V 40 5 X= %) 1 (Ajz(x'x)’)(' ~ (%) (I11.28)
. : IB :
po (TN) 1 V., (TN)

Un estimateur de I’écart type du bruit correspondant a ces hypothéses peut étre obtenu grace au

calcul des résidus d’estimation, voir ’ouvrage de J.V.Beck [22] :
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N . 2
(Ve (1)-V" (847
G, =A== — (111.29)

De plus, la matrice de variance-covariance des estimations est la suivante :

. N ZV" T)
cov[ ] Sp(x'x) =— S S o (I11.30)
’ N;(VO(YZ))Z—(;V(’(TZ)) ) Y (m)

i=1 i=1

™

Nous pouvons donc en déduire les estimateurs des écarts types des deux paramétres estimés :

6, =6, - - 7| ot 6;,=6y - - - = | (IIL31)
2 2
W) =[S m) W) (S
i=] i=1 i=1 i=1
Déterminons maintenant 1’écart type de la température d’environnement équivalente.
Par définition :
B=(1-e)v°(T,) (111.32)

Notons e,, I’erreur stochastique (aléa) sur la grandeur x et x sa valeur estimée (x sera sa valeur
exacte).

. coa A = 20 _ 0
Ainsi £=¢e,+& et f=e;+f et V (T )—V (Te,[)+eyo(

don B=Prey=(1-2-e)V"(T,) + e (111.33)

donc
Bre,=(1-e)V°(T,) eV (T,)+(1-€)e, |~ e (I11.34)

soit au premier ordre :
ep==el (T, )+ (1-€)ep | (IIL.35)

De plus, d’aprés la loi d’étalonnage supposée exacte :

<
(=
~
[

eq

o7 V=4 B2 4 5 11.36
V (Teq) exp( J exp Teq(1+e /(q) ( )

Soit, aprés linéarisation, au premier ordre :

5 B
VO(T(){I):VO('];II)+VO(7;(])T2 T,

eq

(111.37)

donc
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B
Q
&)=V (T,,,,)Fenq (111.38)
ey
La relation (I11.35) conduit alors a :
¢y =) (1 _g)Vo(qu)}’?z_% (I11.39)
eq
c’est-a-dire :
B
ey =—eV (T, )+ pore, (111.40)
eq
Donc,
i T2 e e
— Y 0 I 0 £ — &
=55 (e'(T,)+es) T \v(r,) 1]LJ GLJ (I11.41)
Ainsi,
e _
o = Gcov[efJG’ =0,G(X'X) ‘G (111.42)
[

Expression qui nous donne un estimateur de I’écart type de la température équivalente

d’environnement. Tout calcul fait on obtient :

=] (111.43)

I1.4 Résultats expérimentaux

11.4.1 Cartes des émissivités

Nous avons fait varier la température de 1’eau, de la température ambiante a la température de
80°C par pas de 10°C (N = 7). L’expérience est réalisée en utilisant plusieurs grossissements.

I1.4.1.1  Grossissement moyen

L’objectif de 20° est associé a une bague allonge de 20mm. Ce grossissement nous donne une
image de 18 mm de coté. Les sept images brutes obtenues qui vont étre utilisées pour
Pestimation de I’émissivité et de la température équivalente d’environnement sont représentées
sur la figure I11.23.
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30°C 40°C

Sfigure I11.23 : Sortie caméra en U.L , pour différentes températures, grossissement moyen .

Ceci nous permet de déterminer la carte des émissivités de la surface extérieure du module.
La température de corps noir équivalente au milieu environnant ainsi que 1’émissivité sont

représentées en fonction de la position (du pixel) sur la figure I11.24.

a) b)
figure I111.24 : a) carte des émissivités

b) température de corps noir équivalente au milieu extérieur (°C)

Nous constatons que 1’émissivité estimée entre les fils est importante. Ceci peut venir du fait
qu’il subsiste a ce niveau un peu de gel de silicone ou provenir simplement d’une « rugosité
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importante » créée par cette géométrie : plus une surface posséde de creux et de bosses, plus elle

est émissive.

La périphérie de la carte de température équivalente 7, nous indique une température
d’environnement « vue » uniforme a 20°C, valeur qui correspond a la température ambiante. Par
contre la partie centrale correspond a une température d’environnement plus faible mettant ainsi
en évidence I’effet Narcisse (le capteur est a 77K). Les fils en aluminium situés au centre
correspondent a une température de 20°C, car ils réfléchissent un rayonnement provenant du
milieu extérieur et non de I’objectif : cette réflexion est spéculaire. Seules les zones qui regoivent
le rayonnement provenant de I’objectif suivant une incidence normale correspondent a une

température d ‘environnement plus faible.

La figure 111.25.a donne une estimation de 1’écart-type du bruit sur le signal F* a partir des
résidus locaux quadratiques moyens en U.I. définis pour chaque pixel par (I11.29) et la figure
II1.25.b donne une estimation du bruit sur la température apparente en °C définis comme ci-

dessous :

7

D (1o (&8. 4,812 (1)) 1) i‘
=y 5 (I11.44)

G, est une estimation de I’écart-type du bruit en température apparente (rigoureusement ce

n’est exact que si la loi détalonnage est linéarisée et si le modéle utilisé correspond bien aux

mesures)

figure I11.25 : a) estimation de l’écart type du bruit (mesure+modele) en U.I a partir des résidus

b) estimation de type de [’écart type du bruit en température apparente (°C) a partir des résidus
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L’écart type estimé du bruit est fonction du bruit de mesure et de la qualité du modele. Le
bruit de mesure est de I’ordre de 0. 1/ /50 =0.015°C car chaque réalisation est la moyenne de 50
images et le bruit de mesure associé a la caméra est de ’ordre de 0.1°C. Etant donné le faible
niveau du bruit de mesure, la figure I11.25 correspond donc a une signature (en norme) du biais
de modéle. Elle indique que ce biais est inférieur a 0.5°C sur la majeure partie de I’image, ce qui
est trés correct. Les zones sur lesquelles le modéle a température équivalente d’environnement
est mis en défaut sont principalement les fils d’amenée du courant, la patte en cuivre en bas a
gauche, et la zone en cuivre de trés faible émissivité (=0.1) au dessus de la puce. Ce modele est
trop simple pour prendre en compte les réflexions spéculaires au niveau des fils.
L’environnement des fils est constitué de la salle, de I’objectif de la caméra mais également de la
surface de la puce dont la température varie en fonction de la température de I’eau. De plus leur
émissivité a été déterminée en considérant que leur température était uniforme, ce qui n’est pas
rigoureusement vérifié (d’autant moins vérifié pour la patte en bas a gauche). Une troisiéme
source d’erreur provient de la focalisation du détecteur de la caméra sur la surface de la puce et

non sur les fils (effet de flou di a une profondeur de champ insuffisante).

A partir de la figure 111.25.a et des relations (I11.31) et (I1[1.43) nous pouvons estimer I’erreur
sur I’émissivité et sur la température équivalente d’environnement, voir figure I11.26.
L’emissivité est estimée suivant une trés bonne précision sur la majeure partie de I’'image.
L’erreur moyenne commise sur la température équivalente d’environnement est de 0.7°C, ce qui
est tout a fait correct.

figure II1.26 : a) estimation de I’écart type de |’émissivité

b) estimation de I’écart type de la température équivalente d’environnement(°C).
[1.4.1.2  Fort grossissement.

L’association de I’objectif de 20° et d’une bague allonge de 30mm nous permet d’obtenir une
image de 12 mm de coté contenant 280x280 pixels, voir figure II1.27. La résolution spatiale est
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alors au mieux de 12/280 = 40 wm. Malheureusement, il existe une corrélation entre les
différents pixels. Nous avons estimé que pour notre caméra Agema, deux pixels sont decorrélés
s’ils sont distants d’au moins 4 pixels, ainsi la résolution spatiale serait ici de 0.16 mm environ.
Une plus grande bague allonge peut améliorer la résolution jusqu’au critere de diffraction, mais
des phénomeénes de distorsion peuvent apparaitre dans les coins de I’image et nous souhaitons,
pour cette premiére approche, disposer de I’image de toute la puce IGBT.

20°C Jo°C 40°C

70°C

Sfigure II1.27 : signal caméra (U.L) en fonction de la température de |’eau, fort grossissement

Le calcul des cartes d’émissivité et de température équivalente d’environnement conduit aux

résultats présentés sur les figures 111.28 et 111.29.

Sfigure I11.28 : carte des émissivités et températures équivalentes d’environnement
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figure I11.29 : estimation du bruit local(en température apparente(°C)) a partir des résidus

Nous constatons sur la figure I11.29 que le biais de modeéle est maximum pour les positions
situées juste en dessous des fils d’amenée du courant. Ces surfaces réfléchissent de fagon
spéculaire le rayonnement provenant de la salle mais également provenant des fils dont la
température est proche de celle de I’eau. Notre modele ne prend pas en compte cet
environnement 4 température variable en fonction de la température de I’eau et il en résulte une
erreur plus grande sur ces parties. Nous constatons également un erreur plus importante au
niveau des coins droits de I’image, erreur qui peut étre due a une distorsion du fait de ’utilisation
de la bague allonge de 30mm.

I1.4.1.3  Faible grossissement.

L’association de I’objectif de 20° et d’une bague allonge de 10mm nous permet d’obtenir une

image de 30 mm de coté, voir figure 111.31.
20°C 30°C A0

figure I11.31 : signal de sortie caméra (U.1.) pour différentes températures

157



Troisiéme chapitre, mesure de température sur un module IGBT

Les cartes des émissivités et de température équivalente d’environnement sont représentées sur
la figure I11.32.

Sfigure I11.32 : carte des emissivités et température équivalente d’environnement (°C)

L’effet Narcisse a quasiment disparu puisque, pour ce faible grossissement, I’objectif est a
plus de 30 cm de la puce. Les seules zones affectées sont les surface trés peu diffusantes

rigoureusement orthogonales aux capteurs.

[1.4.14 Comparaison des deux modeles de rayonnement

L’objet de ce paragraphe est de comparer les résultats produits par les deux modeles de
rayonnement, afin de justifier I’utilisation du modéle a température équivalente d’environnement
variant en fonction de la position. Sur les figures I11.33.a et 1I1.33.b sont représentées les
estimations de I’écart type du bruit (en °C) calculées a partir des résidus issus du premier modéle

de rayonnement (& température d’environnement constante).

a)

figure I11.33 : Estimations des écart-type du bruit en °C a partir du modele de rayonnement a

température d’environnement constante. a) grossissement moyen. b) fort grossissement.
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Ces figures, qui constituent une signature du biais de modeéle, sont a comparer respectivement
avec les figures II1.25.b et I11.29. Nous constatons que le modele simple, qui présuppose une
température d’environnement constante est beaucoup moins performant que le modele a
température équivalente d’environnement variable en fonction de la position. Ceci étant d’autant
plus vrai que I’émissivité est faible. En effet, plus I’émissivité est faible, plus la sensibilité a

Ienvironnement est grande.

Pour le grossissement moyen, les biais de modéle moyens (moyenne sur les pixels) estimés sont
de 1.6°C pour le modéle a température d’environnement constante et de 0.6°C pour le modéle a
température équivalente d’environnement variable. Ces biais moyens sont de 3°C et de 0.4°C
pour le fort grossissement. Nous remarquons ici I’effet Narcisse : plus I’objectif est proche de la
puce, plus le modéle a température d’environnement constante est biais€.

La figure II1.34 présente le résidus quadratique moyen par image ((I11.45)), en fonction de la
température de I’eau, pour les deux modeles et les deux grossissements :

2

(I/ej(p - Vr:calculé (é ’ B » :Teau ))

(T ) =2 (1IL.45)
nombre de pixels

Il s'agit d'une estimation de I'évolution de la dispersion moyenne de l'ajustement avec la

température de I’eau. Cette figure est un indicateur de la qualité de I'ajustement :

Fort grossissemesnt Grossissement maoyen
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figure I11.34: résidus d’estimation quadratique moyen en fonction de la température de I’eau

L’ajustement est bien sir de meilleur qualit¢ pour le modele a température équivalente
d’environnement variable puisque I’on estime deux parameétres (la pente et I’ordonnée a
I’origine) au lieu d’un parametre (la pente) pour le modeéle & température d’environnement

constante.
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I1.4.2 Mesure de température en régime permanent et excitation électrique

Pour chaque essai, la température de I’eau est imposée a 20°C. La puissance totale dissipée
dans la puce est calculée en multipliant I’intensité la parcourant par la tension a ses bornes.
Les champs de température mesurés sont représentés sur la figure I111.35.

Sfigure I11.35: champs de température (°C) sur la puce pour plusieurs puissances électriques

dissipées
Pour la puissance dissipée de 120W, le gradient de température sur la puce est supérieur a

4°Cmm™. Ces valeurs de gradient de température dans le plan sur la puce chauffée sont
parfaitement cohérentes avec les gradients simulés sur le méme type de structure (figure 11.13)
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Nous pouvons ainsi tracer les températures maximale et moyenne de la puce en fonction de la
puissance dissipée et les convertir en résistance thermique équivalente au module et au systéme

de refroidissement, voir figure I11.36.

80
o Température maximale
70} 0 Température moyenne
&
S 60}
o R =035°CW'
2 o
50
[
E =
3
g 401
e =R =029 Cw!
o o
e}
20 . : 1 L L L
0 20 40 60 80 100 120

Puissance dissipée (W)

figure I11.36 : température de la puce en fonction de la puissance dissipée

La résistance thermique équivalente du systéme est donc déterminée : elle vaut 0.352 °CW™
relativement & la température maximale et 0.294 °CW' relativement a la température moyenne
de la puce. Ces valeurs de résistance sont valables uniquement lorsque une seule puce IGBT
dissipe de la puissance. Si I’on fait I’hypothése que la face de la plaque a eau au contact de 1’eau
est imposée a la température de 1’eau (coefficient d’échange infini), sa résistance équivalente
vaut 0.097 °CW™' (cette résistance conductive additionelle, sans résistance de contact a été
calculée par la méthode des quadripdles 3D). La résistance équivalente du module lorsqu’une
seule puce IGBT fonctionne serait donc de 0.294-0.097= 0.2°CW™'. Le constructeur donne une
résistance équivalente de 0.28 °CW™', mais ne précise pas dans quelles conditions de
fonctionnement. La résistance du module seul, relative a la température maximale, ne peut pas
étre calculée car rigoureusement cette définition de résistance n’entraine pas les propriétés
d’additivité.

I11.4.3 Mesure en régime transitoire

Nous avons fait fonctionner la puce IGBT en lui faisant dissiper une puissance créte de 170 W
en créneaux dont la période est de 50s. La mesure de température peut étre effectuée de fagon
continue par thermographie infrarouge et pendant les phases de refroidissement par mesure

électrique. L’évolution de la température moyenne de la face supérieure de la puce mesurée par
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thermographie est présentée sur la figure 111.37 Le calcul de la température moyenne a ét€
réalisée en omettant les pixels relatifs aux fils.

o ! ! ! ! !
65 ; ; - . . H
60+
551
50
4o
354
30}
25H
20
oLl | : | | |

température moyenne °C

figure I11.37 : température moyenne de la puce en réponse a un échelon

de puissance de 170 W suivit d une relaxation.

Nous remarquons la trés grande rapidité des régimes transitoires : la puce atteint 80% de sa
température maximale en une seconde. La puce, et le module dans son ensemble, sont donc

soumis a des chocs thermiques trés importants.

Une comparaison des mesures par thermographie et par lintermédiaire du parameétre
p p

électrique thermosensible est montrée sur la figure I11.38.
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Sfigure I11.38 : température moyenne de surface et de jonction lors d’une relaxation
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Les deux mesures correspondent. La mesure par thermographie soufre d’une incertitude sur le
temps initial de Iordre de 0.16 seconde car la caméra produit une image toutes les 160 ms.
L’écart entre les deux courbes est contenu dans cet intervalle d’incertitude mise a part au temps
initial ou la mesure par thermographie indique une température moyenne de surface de 66.3 °C
alors que la mesure par I'intermédiaire du paramétre thermosensible indique une température de
jonction de 65.7 °C. A priori, la température de jonction devrait étre comprise entre la
température maximale et moyenne de la puce. Ce qui n’est pas le cas ici. La thermographie
infrarouge, sans application de peinture, permet tout de méme de déterminer la température de

jonction de la puce avec une précision inférieure au degrés pour ces niveaux de température.

II.S Conclusion

Une procédure rigoureuse de mesure de température sur un composant électronique a été mise
au point. La proximité de 1’objectif de la caméra et du composant, donc la non uniformité de la
température de ’environnement, est prise en compte par le modéle de rayonnement. Cette
température d’environnement variable suivant la position considérée est estimée en méme temps
que I’émissivité. La carte des émissivités de la face supérieure du composant est déterminée en
fixant la température du composant a différentes valeurs uniformes en variant le niveau de
température de 1’eau circulant dans la boite a eau. La dispersion et le biais des températures
recalculées sont satisfaisants. Les mesures en régime transitoire sont comparées a la température
de jonction déterminée par une mesure électrique. La précision des mesures semble correcte
méme si elle est moindre sur les zones de tres faible émissivité comme les surfaces de cuivre.
Une solution radicale serait de recouvrir la face extérieure du module par une fine couche de
peinture dont I’émissivité serait connue. Cette premicre réalisation expérimentale montre
I’intérét d’utiliser les nouvelles caméras a matrices de détecteurs qui devraient permettre
d’améliorer considérablement les résolutions spatiales, thermographiques et temporelles en

surface de puce.

Ce type de mesure de température en face avant, associée a la mesure du flux de chaleur
dissipé, pourrait permettre de déterminer les champs de température et de densité de flux dans
toute la structure et ainsi d’utiliser le composant comme un fluxmétre pour caractériser un
radiateur dont les caractéristiques sont inconnues. Nous nous proposons de tester la faisabilité de

cette idée en procédant a une simulation d’expérience et d’inversion dans la partie suivante.
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IIICaractérisation expérimentale d’un diffuseur

La méthode des quadripdles thermiques permet, a partir d’une condition limite en température
et en flux sur une face (par exemple en face avant), de déterminer la température et le flux sur
I’autre face (par exemple en face arriére). La mesure de la température en face avant en utilisant
une caméra infrarouge, et du flux dissipé en utilisant une mesure électrique, permet donc en
théorie de calculer la température et le flux a I’interface entre le composant et le radiateur, sans
modéliser le radiateur. Cette technique pourrait permettre la caractérisation expérimentale d’un

radiateur. L’étude de faisabilité est effectuée ici a partir d’une simulation d’expériences.

III.1 Cas d’un seul bloc en deux dimensions

Soit le bloc en deux dimensions représenté sur la figure 111.39.

0 L3 2L/3 L

figure I11.39 : bloc en deux dimensions

Les conditions de simulation sont les suivantes :
7= 5000 Wm™>K™"; =10 Wm™ ; L=10 cm ; =380 Wm'K".
La méthode des quadripdles monoblocs permet donc de déterminer la température et la densité

de flux aux limites, voir figure I11.40.

— face avant (z=¢) x10
1200 face arrriére (z=0) 12¢

110

100

0 005 0.1

Sigure I11.40 : température et densité de flux simulées aux limites, 50 modes
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Considérons maintenant que la température en face avant est une donnée expérimentale. La
caméra virtuellement utilisée posséde une matrice de 240 capteurs (240 pixels) et le bruit
résultant de la mesure est un bruit Gaussien de moyenne nulle, d’écart type 0.3°C. Un bruit
Gaussien de moyenne nulle et d’écart type 10° Wm™ est également ajouté a la densité de flux
dissipée en face avant que I’on suppose uniforme sur le segment de longueur L/3 (hypothése
forte) et que I’on détermine par une mesure électrique.

A partir de la température et de la densité de flux expérimentales en face avant, nous pouvons

calculer la température et la densité de flux en face arriére. La relation quadripolaire s’écrit :

(Z](z =0)= (2 j](gj(z =e) (ITL.46)

Dans le cas ou I’on souhaite estimer la densité de flux :

P(z=0)=CO(z=e)+ Ap(z =e) (11.47)

I1 est donc nécessaire de calculer les transformées de Fourier de la température et de la densité de
flux expérimentales en face avant. Comme nous disposons de 240 pixels, selon le théoréme de
Gibbs (ou de Shannon), un maximum de 120 harmoniques pourra étre calculé.

A partir de ces transformées expérimentales calculées par quadrature numérique (méthode des
trapézes), la relation (I11.47) permet le calcul direct du spectre de la densité de flux en face
arriere. Une transformée inverse de Fourier donne la valeur réelle de cette densite de flux. Sur la
figure I11.41 sont représentées les densités de flux simulée et estimée pour différents ordres de
troncature considérés.

===+ exacl ---- exacl
—— identifié — identifié

W m @ 0 0 0 70 8 e i 0 0 ™ W @ @ e 70 8 90 1o
X (mm) % (mm)
5 harmoniques 10 harmoniques
x10* x 10

---- exact === exact
—- identifié — identifi¢

Sl (Wi 2)

L L L L SN L L " s n L s s " s
50 2] 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100
x (mm) % {mm)

15 harmoniques 20 harmoniques

figure II1.41 : densités de flux en face arriére, simulée et estimée
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Nous constatons donc que les harmoniques de faible ordre sont correctement estimées alors
que les harmoniques de haut degré posent probléme. Ceci s’explique par la nature des matrices
quadripolaires ; I’harmonique expérimentale de degré »n est multipliée par un coefficient de

I’ordre de exp[%e] (voir équation (I11.47)), ainsi ’erreur expérimentale sur les harmoniques

d’ordres élevés est fortement amplifiée. Comme le bloc joue un role de filtre passe bas, un faible
nombre d’harmoniques suffi et le calcul de la densité de flux en face arriére est possible a partir
de 5 harmoniques.

III.2 Cas classique en trois dimensions

Réalisons I’estimation précédente dans le cas d’une géométrie classique en trois dimensions
composée d’un DBC (propriétés thermophysiques et épaisseurs données par le fableau I11.1)
empilé sur une semelle de cuivre, toutes les couches étant carrées. Compte tenu de la symétrie,

un quart de la structure est modélisé (voir figure 111.42).
Cu

AIN

Diffuseur
(Cu)

figure II11.42 : un quart de la structure considérée

Pour #=5000 Wm?K", Li=S cm, ey= Smm, Lppc=3*Lo/4, L=3* Lpsc /4, ¢ = 100 Wem?, 60
harmoniques conservées et 10 % du spectre éliming, la température simulée en face avant et la
densité de flux simulée en face arriére sont représentées sur la figure I11.43.

50
45
40
35
30

50

25
20
15
10

y (mm)

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
X (mm) x(mm)

figure l11.43 : température (°C) en face avant (vue de dessus) et densité de flux (Wm') en face

arriere, simulées.
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La température en face avant est échantillonnée suivant une matrice de 240x240 pixels puis
bruitée selon un bruit Gaussien de moyenne nulle et d’écart type 1°C. La transformée de Fourier
2D expérimentale est alors calculée a partir de ce thermogramme bruité (quadrature numérique),
puis la densité de flux en face arriére est estimée en utilisant la méthode directe. 600 modes par
meétre sont conservés, le taux d’élimination du spectre est de 10% et le résultat final est tronqué a
100 modes par unité de longueur. Il en résulte la densité de flux estimée représentée sur la figure

I11.44. L’ erreur moyenne d’estimation est de 2% sur cette réalisation.

1] 10 20 30 40 50
% (mm)

figure I11.44 : densité de flux en face arriére estimée

La structure jouant le role d’un filtre passe-bas, trés peu de modes sont nécessaires a I’estimation
du flux en face arriére. Ce probléme inverse est bien posé car I’on mesure la température sur la
source, c’est-a-dire la ou elle est élevée (signal important avec fort contraste spatial) et on
cherche a remonter a la densité de flux en face arriére qui est caractérisée par des profils

beaucoup plus « mous ».

I11.3 Conclusion

Cette simulation d’expérience laisse entrevoir la possibilité de caractériser des radiateurs ou
des diffuseurs tels que des caloducs utilisés de plus en plus fréquemment en électronique [23] et
dont le fonctionnement, notamment en régime transitoire, n’est pas encore trés bien connu.
L’utilisation de composants électroniques comme fluxmétres peut donc étre envisagée, sachant
qu’une hypothese forte concernant la densité de flux d’excitation subsiste. En effet, la densité de
puissance dissipée n’est pas rigoureusement uniforme dans la jonction. La caractérisation des
« extracteurs » de chaleur devra donc étre vraisemblablement réalisée en utilisant des sources de
chaleurs bien connues.

Un autre probleme subsistera alors : on doit connaitre parfaitement les caractéristiques de
I’empilement (épaisseurs, propriétés thermophysiques des couches, résistances de contact) pour
pouvoir utiliser la structure comme fluxmeétre. Si ce n’est pas le cas, on est alors ramené a la
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résolution préalable d’un probléme d’identification de systéme linéaire de structure connu. Il faut

alors connaitre a la fois les entrées (excitation) et les sorties (mesures) pour, en principe,

remonter aux matrices A, B, C, D de la strucutre.
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IV Conclusion du troisieme chapitre

Nous avons montré (ou rappel€) au cours de ce chapitre comment le caractere analytique de la
méthode des quadripdles thermiques se prétait a la réalisation d’estimations de parameétres par
technique inverse. Nous avons également mis au point, en collaboration avec le GREEN (S.
Ragl), une méthode rigoureuse de mesure de température sur un composant IGBT. Le choix de la
thermographie infrarouge, associé a la mesure électrique par I’intermédiaire du parametre
thermosensible et a la mesure par phosphorescence U.V, s’avere étre un choix relativement
facile a mettre en ceuvre et conduit a des résultats satisfaisants pour une résolution spatiale

supérieure au critére de diffraction.
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Conclusion générale

Jusqu’a présent, la méthode des quadripdles thermiques permettait de résoudre les problémes
multidimensionnels transitoires de diffusion de la chaleur dans des structures monoblocs,
constituées d’un empilement de couches de mémes dimensions latérales et dont les faces
latérales étaient soumises aux mémes conditions limites. Les différentes fonctions propres
définissant les transformées intégrales a appliquer étaient identiques dans chaque couche et le
probléme était diagonal ; la résolution était exacte a I’ordre de troncature pres. La prise en
compte des structures multiblocs a nécessité I’introduction de matrices de conversion de spectre
(de changement de base de fonctions propres) qui a mécaniquement entrainé un couplage des
modes, c¢’est-a-dire un méme effet que I’introduction de résistances de contact variables dans
I’espace. La conséquence est que la résolution n’est plus exacte a I’ordre de troncature prés ; la
nécessaire troncature des spectres, du fait du couplage, introduit une erreur a chaque passage
d’un bloc a Pautre. Cette erreur est d’autant moins importante que I’ordre du mode est faible,
ainsi Ia méthode reste relativement précise en « moyenne » ; du moins, les modes de faible ordre
convergent plus rapidement que les modes d’ordre élevé lorsqu’on augmente la densité spectrale.
Nous avons démontré sur un exemple complexe que ce principal aspect « non analytique » de

notre méthode semblait étre correctement maitrisé.

La principale limitation associée a la méthode est I’impossibilit¢ de considérer des non-
lindarités en régime transitoire. L’étude précise des transferts de chaleur transitoires,
particuliérement au niveau de la puce en silicium (matériau trés non linéaire), n’est pas possible
a partir de cette méthode. De plus, elle ne peut s’appliquer qu’a des géométries simples,
composées d’empilements de blocs parallélépipédiques. La modélisation d’un contact latéral
entre deux blocs n’est réalisable que si ’association des deux blocs en question est convexe. 1l
existe également des limitations d’ordre numérique : par exemple, les matrices de transfert
« explosent numériquement » (coefficients tendant vers 1’infini) lorsque 1’épaisseur d’un bloc,

non situé aux extrémités de I’empilement, augmente.

Les performances en terme de temps de calcul de la méthode sont équivalentes a celles des
codes numériques commerciaux lorsqu’il s’agit de déterminer les températures et densités de
flux avec une précision spatiale importante. En effet I’introduction des matrices de conversion de
spectre qui sont des matrices pleines, contrairement aux matrices quadrip0laires, a multiplié
considérablement le temps de calcul. Par contre, la méthode est beaucoup plus performante
lorsqu’il s’agit de déterminer les champs de température et de densité de flux avec une précision
spatiale relativement modeste (température moyenne des puces par exemple). C’est pourquoi son
utilisation comme « solver » dans le but d’effectuer des optimisations est trés intéressante : le
recours a des modeles réduits, sources de biais, n’est plus systématiquement nécessaire.

D’autres qualités de la méthode découlent de son caractére analytique. La conservation du flux

est automatiquement assurée. Des études paramétriques, de sensibilité, des estimations de
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paramétres peuvent €tre rapidement et relativement facilement réalisées. De plus, le formalisme
quadripdlaire est trés transparent, en relation directe avec la géométrie, ce qui nous a permis
entre autre, de réaliser un logiciel basé sur un programme de calcul symbolique. Enfin, le
nombre d’hyperparametres nécessaire a la résolution est trés faible comparé aux méthodes

numériques dont les solutions dépendent de la discrétisation du temps et de I’espace.

La caractérisation des transferts thermiques dans les composants électroniques de puissance
passe ¢galement par I’expérimentation. Nous avons ainsi déterminer une procédure de mesure de
température par thermographie infrarouge. Une mesure par phosphorescence induite U.V. nous a
permis d’estimer la carte des émissivités a la surface d’un composant ainsi que la température
équivalente de I’environnement que nous avons considérée non-uniforme du fait de la proximité
de P’objectif et de la puce. La mesure électrique d’un paramétre thermosensible est venue
compléter ces outils de métrologie. La nouvelle génération de caméra infrarouge matricielies
plus performante (haute résolution spatiale, temporelle, bas bruit) va probablement permettre de
reculer les limites actuelles de la thermographie infrarouge pour la caractérisation de composants
électroniques. Elle va également permettre d’étudier les régimes transitoires rapides (chocs

thermiques) auxquels peuvent étre soumis les composants.

Le principal domaine d’application de la méthode des quadripdles restera vraisemblablement
le domaine de la caractérisation thermique des matériaux et des systemes. De la méme fagon que
les modéles monoblocs ont permis I’estimation des propriétés thermophysiques de matériaux par
méthode flash, la méthode des quadripdles multiblocs devrait permettre la caractérisation de
divers « extracteurs » de chaleur comme les radiateurs, les diffuseurs, les caloducs, ou les
systémes a micro-canaux, systémes qui sont de plus en plus couramment utilisés en électronique

et dont il est difficile actuellement de quantifier précisément les performances.
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Annexe I : condition limite de lit fluide

Annexe 1 :
condition limite de lit fluide

Considérons le bloc en deux dimensions refroidi sur sa face inférieure par un écoulement
fluide d’épaisseur e de capacité calorifique volumique pc, de vitesse débitante V et de

température moyenne débitante T ’"(x,t), comme représenté sur la figure /. La température

d’entrée du fluide (en x = 0) ainsi que sa température initiale est 7./ .

—
V. Tx1)
Jfigure 1 : condition limite de lit fluide

L’équation régissant la température du fluide est :

-¢(x,0,¢) 9T’/ (x,1)+ 107/
pceV ox TV ot

(%)

C’est-a-dire si on applique une transformée de LAPLACE :

‘(PT()C,O,P) — af/ (xap)

1 -, .
+=p(T’ (x,p)-T/’
pceV ox Vp( (op)-T. )

ou encore :

~@(x,0 AT/ _
?(x0p) 9 (x’p)+lpAT’(x,P)
pceV ox 14

L’intégration de (A1.3) par la méthode de la varlatlon de la constante conduit a :

X

I—(o(x,O,p) "dx

AT/ (x,p) =" P 7

Soit aprés remplacement de la densité de flux par son expression développée :

P X
—j[ cos )]e dx
q= 0 -Lx

eV

AT’ (x,

( p) pceV

Une premicre €tape consiste donc a calculer Jcos( x)e " dx
0

e Sig=0:

(AL1)

(A1.2)

(A1.3)

(A1.4)

(A1.5)
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x P, ?"— _
fe =& ! (A1.6)
0 plV

e Sig#0

(A1.8)

jfcos( ox)e ‘ “dx = Re[j' UWJ

0 0

jcos ax)e & = jRe(e }n (A1.7)

+10!
[ .
X 2,
Jcos(ax)e" dx =Re
0

(A1.9)
L yia
V
£,
* 2y v + sl -1
_[cos(ax)e” dr < Re (E—iaje (cos(owc)2 isin(ax)) (ALLO)
“ V 7]+
Ll ta
Vv
2, 2,
. —B[e" cos(ax)—1j+ae" sin(ox)
i L, vV
[cos(ax)e! dx = (A1.11)
0

(ﬁj + o
|4

P

. g(cos(ax)—e 7xj+a’sin(a’x) ,

X

J.cos(ax)e’_'jdx: > e’ (A1.12)
| B
V

Donc, si on revient & I’expression de la température du fluide :

P,
P, £(cos(aqu)—e y j+aqsin(aqx)
eV 1 ¢0 Z& V elﬁ,x
_ V N, N 8% 2 Py
AT/ (x)= =L (p/V) +o, eV (A1.13)

pceV
ou

N
| Ly —5[005(%}6)—6 d J+a{/ sin(a'qx)
AT/ (x)=——| —— l-e” ¢ Z 2 z
pceV | plV N, &N, (p) rg?

(Al.14)

Nous pouvons alors intégrer cette expression pour déterminer le spectre de I’échauffement du

fluide :
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¢ Cas du fondamental (n = 0) :

r .
B} 2y o Dleos(ax)-e” |+a,sin(o,x)
s -1 j1-e¥ ¢ &4V
A6, =| +y L ; dx (AL15)
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O T T Zﬁ“ z MY 2
peeV | SN, P a2 0 ya
14 f Vv
(A1.17)
P r
P O—(—-V—)(e v —1] —(cos(a'qL)—l) 2 L—[~K)(e .
0 peeV | TN, p 2+ ) N, p :
v) % v
(A1.18)
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L L
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L L _P,
chos(anx)dx——]zje " cos(ar,x)dx
Y "o &

" 7)

(A1.22)
L L P
i gjcos a,x)cos (e, x)dx 0 4 —5_‘-6 " cos(a,x)dx
” q 0 + q 0
pceV =g (!ZJZ +a) ;N" (ﬁf +a,’
v vy (A1.23)
L L ¥p‘
o, sin( e, x)cos (o, x)dx Plcos(ax)dx—Lfe " cos(ayx)dx
d ‘ % %
+Z > 420 0 o2
O 7)
vV 1 |4
L
» Calculde 7, =jcos(aqx)cos(a,,x)dx , >0, >0 :
0
1 L
1, :Ej[cos((aq +a'”)x)+cos((aq —a”)x)}dx (A1.24)
0
L
sin{ (o, +«, in((a, -«
Si niq: ]1 = 1 ! (( q9 ")x)+sm(( q n)x) :0 (AIZS)
) o, +a, a,-a,
0
sin=gq : I —_L[cosz(a x)cbc—£ (A1.26)
. an n - 2 :
0
Lo _p,
o Calculde 77, =Ie V" cos(a,x)dx, n>0, ne dépend pas de g :
0
D’apres (A1.12) :
P
p(cos(aL) VL] ,
o (A1.27)

L P,
jcos(ax)e" dx =
0

donc
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_ P _ _P
7!’[%5(%]4)_4*] —VB((‘”"Q IJ
2 ol = (A1.28)

Iq,n - 2 2
(7] 4= ($) +e
V V n

L
e Calculde /], = Ia{l sin (@, x)cos (e, x)dx, n>0, ¢>0 :
0

L

. @ . .
sl n#q : I, :7"![51n((aq +04")x)+sm((afq —an)x):Idx (A1.29)
Ij,, :J{l—cos((aq +a,,)L) .\ 1 —cos((aq —a”)L)} (A1.30)
T2 o, ta, o, -a,
n+g ntg
1;,,,=%{]_(_1) Ml } (A1.31)
o, +a, a,-a,
, (1=)")e, [ 20,
[J — 9 .
WD .
2
L, = qzq_nz (1-(-1)") (A1.33)
o L
sin=q : I, :—zljsin(Zanx)dxzo (A1.34)
0
e Deplus I = Icos a,x)dx=0,n>0, >0
Donc
P p
PO Y A Y a
N

(A1.35)
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P d
AO = 4 0 4
" 14 g N & 2 2 N
pee (—SJ ta [(—Sj +aq2J{[§j +0¢,,2] !
(A1.36)

A8, = L [(“¢0)+iiz£(:—l)q(_¢q)] (A1.37)

" 2pceV

=17 q
L 2 1_(—1)11 Q 4 1—(—1)I1+l[
A, = ~4,)+ Y (- A1.38
" 2pceV nt W ( ¢0) o T’ qz _n? ( ¢q) ( )

q#n
De plus, si on exprime le spectre de I’échauffement du fluide en fonction du spectre de la

température absolue, on a :

AG7 =@’ -6/ (A1.39)
LT/
\ : . - 0 ,
ou 6/ est le spectre de la température d’entrée 7./ du fluide 8/ =| | car cette température
0

est un scalaire indépendant de la coordonnée x.

On peut donc écrire :

8’ =0/ —-Gp(z=0) (A1.40)
avec, en régime permanent :
4 1-(=1) 4 1-(-1)"
1 0 T PR
T q T N
0
—1 n . 1 n+q 1
L —2—2-( )2 : 0 _A:z*( 2) 2
n, = /4 n T n —q
" 2pceV
4 ( 1)n+q_l
_7'5_2 I’lz'—q2
0
0
(A9.41)
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En résumé, cette condition limite s’écrit dans le formalisme des quadripdles :

WG

ou @est le spectre du flux a I’interface fluide-solide.
Dans le cas ou I’échange a lieu suivant un coefficient d’échange # uniforme en x :
¢=h(6-0") (A1.43)

et donc la relation quadripolaire équivalente a cette condition limite vaut :

(i{H; fj[g Iﬁh]@)(z:o,p) (A1.44)

Cas du canal fluide :

Tl(xl;z]:[)) ¢[(x]:Z]J l)

/ ¢l(x1’zl =O’t) X

p=0 D)Ly e

) L
figure 2 : canal fluide entre 2 blocs
L’équation régissant la température du fluide est :
0’ (Xy,60,1)— @' (x,0,6) T’ (x,1) +_l_an (x,t)

(A1.45)
pceV ox V.o ot

d’ou la relation matricielle entre les différents spectres, compte tenu de la linéarité :
6’ -6/ =G(¢°(e,)-¢'(0)) (A1.46)
La matrice quadripolaire relative au canal fluide (matrice de transfert) apparait alors

naturellement , dans le cas ou le coefficient d’échange est infini :
0°(zy=¢,)-6/ =0’ -0/ =6'(z,=0)-6/ (A1.47)

6°(e,)-6/) (1 0)(6'(0)-6/
[ #(c,) ][G 1][ #(0) J (149

ou [ est la matrice identité de méme taille que la matrice G
Un changement de variable nous permet de prendre comme température de référence la

température d’entrée du fluide. Ainsi le canal fluide est représenté par le quadripdle suivant :

6°(e,)) (1 0Y(6'(0)
[¢°(eo)j_(0‘ le(o)J (A1)

Dans le cas ou I’échange se fait suivant un coefficient d’échange # identique sur les deux faces,
6° II/h\( I O\(I I/h\(6'(0
0(60) (11 1 / 1( ) (A1.50)
9’ (e,) 0 I \G'IT\O I )i¢'(0)
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Annexe 2 :
quadripOle hétérogene

Considérons la structure de la figure 1, deux blocs de conductivité A; et A, de méme épaisseur
e sont en contact parfait selon une de leur face latérale. Les deux faces latérales extrémes sont
isolées.
Z

&

e

)\1 ‘,}\2

X

M
Lad

; Ll. - T

figure 1 : quadripéle composite

Résolvons I’équation de la chaleur dans cette structure par la méthode de séparation des
variables :

9T dAJT T
Ax)

(x) ox? dx ox * dz* ( )
oT
5—=0 enx=0 etx=L +L, (A2.2)
X

Soient X(x) et Z(z) deux fonctions telles que T(x,z)= X(x)Z (z).

Les variables sont séparables donc il existe une constante ¢ positive telle que :
X A X zZ 2
+

X AX zZ
donc, X"(x)+/17X'(x)+a2X =0 (A2.4)
et X (0)=X'(L+L,)=0 (A2.5)
ce qui constitue un probléme de Sturm-Liouville :
i[z(x)ﬁ(x,a)} A(x) o’ X =0 (A2.6)
dx dx

X(0)=X(L+L)=0 (A2.7)
(sachant que I’hypothése de la continuité de A(x)n’est pas vérifiée)

La résolution de (A2.6)-(A2.7) passe par I’écriture de deux sous problémes sur les espaces [ et

I, sachant que le raccord doit étre fait a leur frontiére commune :

X(x)=X,(x) sur [0L]=1 (A2.8)
X(x)=X,(x) sur [L; L;+L;]= 1 (A2.9)

Donc le probleme devient :
X, (x)+a’X,=0  0<x<I (A2.10)
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X, (x)+a’X,=0 L <x<L+1, (A2.11)
X, (0)=0 (A2.12)

X, (L +L,)=0 (A2.13)
X,(L,)=x,(1,) (A2.14)

- X(L)=-2,X,(L,) (A2.15)

La résolution de ce systéme permet de déterminer la base de fonction propre associée a cette
géométrie et conditions limites latérales.

Les relations (A2.10) et (A2.11) impliquent :

{X, = 4, cos(ax) + B, sin(cux) (A2.16)
X, = A4, cos(ax)+ B, sin(ax)
ou A4, By, A2, By, sont des constantes a déterminer.
D’apres (A2.12) :
B =0 (A2.17)
et X, = 4 cos(ax) (A2.18)

Les fonctions propres étant définies a une constante multiplicative pres, nous pouvons choisir
4, =1. Ainsi :
X, = cos(ox) (A2.19)

D’apres (A2.13) :
Aysin(a (L +L,)) = B, cos(a(L, + L,)) (A2.20)

Reste donc a déterminer les constantes 4, et B, .

I Cas général

Suivant (A2.20), trois cas doivent étre considérés :

/4 /4
km—— kmw——
. . 2 km
Soit & = , Solt & = u o # eta #
,+L,  +L, L +L, L+L,
1 Casouca=
L+L,
Dans ce cas, la relation (A2.20) implique B,=0 donc : X, = 4, cos(ax) (A2.21)
Et la continuité de la température (A2.14), se traduit par : cos(aL, ) = 4, cos(cL,) (A2.22)
T T
P 2 P 2

Deux sous cas apparaissent : ¢ =
1
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L7
P 2

Ll

L11 Casonco-=

Dans ce cas, d’apres (A2.22), A4, peut étre quelconque.

La continuité du flux se traduit par : 4 sin(al, ) = 4,4,sin(aL,), ce qui donne 4, = -/%
/2
pT—— x
En conclusion, dans tous les cas ou : 3 (p, k)entiers tels que Z = c’est-a-dire :
L, L+L,
L 2k, (A2.23)
L 2p-1
La valeur propre est
a, =% (A2.24)
L +L,
et est associée a la fonction propre :
X, =cos(ox)
A2.25
X, = —/1‘—cos (ox) ( )
T
pr ==
112 Cason oz —2
1
Dans ce cas 4, =1, X, =cos(ax) et X, =cos(ax).
La continuité du flux se traduit par A, sin(ad, ) = A, sin(cd, ).
Sia= p—ﬂ, le probléme de Sturm-Liouville est vérifié.
1
En conclusion, dans tous les cas ot : 3 (p,k)entiers tel que Pz _ 7 kﬂL ¢’est-a-dire :
1 1 + 2
L_k_ 1 (A2.26)
L p
la valeur propre est :
=7 (A2.27)
L +L,

et est associée a la fonction propre :

X, =cos(ax) (A2.28)
X, = cos(orx) '
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/4
kmw——
1.2 Casouca=
L+L,
Dans ce cas, la relation (A2.20) implique 4,=0 donc :
X, = B,sin(ax) (A2.29)
Et la continuité de la température (A2.14), se traduit par :
cos(aL,) = B,sin{al,) (A2.30)
Lecas o= pzﬂ_ est impossible (car conduit & +1=0), donc a # LDLE et
1 1
X, = mex (A2.31)
tanal,
La continuité du flux se traduit par :
tan’ (@, ) = A (A2.32)
4
qui n’admet pas de solution. Ce cas est donc impossible.
.
1.3 Casoua# 2 etor #
L +L, L +L,
Dans ce cas, la relation (A2.20) implique :
X, = 4, (cos(ax) +tan (e (L, +L,))sin (exx)) (A2.33)
Et la continuité de la température (A2.14), se traduit par :
cos(arL,) = 4, (cos(aL,) +tan(e(L, +L,))sin(aL,)) (A2.34)
/4 V2
prT—— pT——
Deux sous cas apparaissent : & = 2 ou o+ 2
2 2
/4
pT—=
13.1 Cason a# 2
2
Dans ce cas,
(78
X, =% osalL, + L, —x) (A2.35)
cosal,

et la continuité du flux se traduit par :
A, tan(od, )+ A, tan(ad., )= 0 (A2.36)

équation transcendante qui doit étre résolue numériquement.
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T
pm -~
13.2 Casoi o=——2

Dans ce cas, la continuité de la température est vérifiée uniquement si L, = L, . Et la continuité

du flux ameéne a une contradiction. Ce cas est impossible.

I.4 Résumé

Il convient donc d’examiner 3 cas différents pour la détermination des valeurs propres et

fonctions propres associées. Une des manieres de procéder peut étre la suivante :

. . L
* On se donne la géométrie, soit le rapport Zz-
1

* On détermine I’ensemble des couples (p,k) tel que %:_EL_I (p et k entiers et

. 2p~—1
inférieurs a Pordre de troncature choisi). Ce qui nous donne un ensemble de valeurs propres
kr

articuliéres E! (o, = —=—).
P (@, L +L, )

A L, _k
* De méme pour —2 = ——1, nous obtenons I’ensemble E*
1

* Reste a déterminer les valeurs propres restantes a partir de ’équation transcendante (A2.36) ,
ce qui nous donne ’ensemble E°.
A chaque ensemble de valeurs propres est associée une fonction propre :
a E' est associée
X, =cosax

¥ - A2.37
X, :icosax ( )

4 E? est associée :

X, =cosax
Y, = (A2.38)

X, =cosax

et 3 E’ est associée :
X, =cosax
Y, = L A2.39
X, =&)—§0{—'—cosoz(l,l +L,—x) ( )
cosaL,

Ce qui nous permet de définir la transformation intégrale :
Li+1,

6 (z)= j/"t(x)T(x,z)l//, (x,a¢ )dx, i=120u3suivantlavaleurden  (A2.40)
0

et la transformée inverse :
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T(x,z)= iy/, (x.c,)0, (z)—]\;—i (A2.41)
Lol n=0 n
avec Ny= [ A(x) ¥ (ne,) dx (A2.42)

0
En pratique, on peut éviter les valeurs particuliéres du rapport L,/L, qui conduisent a des
fonctions propres différentes, par exemple en modifiant d’une valeur infinitésimale L, ou Lo.
Ceci simplifie nettement la mise en ceuvre. On remarque que lorsque I’ordre de troncature tend
vers Dinfini, Pensemble des valeurs particuliéres du rapport L,/L, qu’il faut éviter devient
’ensemble des nombres rationnels. C’est un phénoméne intéressant qui pourrait provenir de la

non continuité de la conductivité¢ (hypothése du probléme de Sturm-Liouville que I’on n’a pas

respecté).
Ainsi, pour la famille de fonctions propres 3, la norme est la suivante :
2
N = AL, . AL, [ cosa, L, (A2.43)
2 2 \cosa,lL,
Ny=AL +A,L, (A2.44)

I.5 Détermination de la relation quadripolaire

Le but est d’exprimer le spectre de la température et du flux a ’entrée en fonction du spectre

de la température et du flux a la sortie.

T(x,z) = il//(x,an )«9,, (z)—]é— (A2.45)
_ 3T(x,z) RS 3 89" (Z)L
o(x,z)=-A(x) . ';0 Ax(x,a,) o N (A2.46)
9, = Iﬂr A(x)y(x,0, Jp(x,z)dx = —ilﬂr A (x)y(x0,)v (% )ae"(z)—l—dx (A2.47)
o o . oy RS o 9z i '
. o [ Li¥Ll, , aeﬂ (Z)__l_
B = ZO !1 (ylx. e, w(xa, )dx]—éi— 0 (A2.48)
_ o[ A e, p(xa,) |, 196,(2)
B = Z(;( i 0 d | = (A2.49)
(R R e e, d
¢=- [ ! v x| |20 (A2.50)
soit, ¢:—A—8—0 (A2.51)
Iz

On voit donc apparaitre une matrice que 1’on baptise, par analogie au cas classique, “matrice

conductivité hétérogene”.
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Déterminons alors la relation quadripolaire. L’intégration de (A2.3) conduit a :

0,(z)=Kch(e,z)+K,sh(a,z)

(A2.52)

ou K et K, sont deux constantes d’intégration que nous allons déterminer en fonction des

conditions limites. Enz=10:

6,(0)=0,
Donc d’un point de vu matriciel :
1 0 0 z 0 0
0(z)=|0 ch(a,z) 0(0°+|0 sh(a,z) O |K,
0 0 0 0 '
Donc
0 0 1 0 0
¢(z)=—A%Z‘3=_A 0 ash(az) 0|6°-4l0 achlez) 0K,
0 0 ' 0 0 '
Ce qui veut dire que :
1 0 0
¢(0)=¢°=-A|0 o, O |K,
0 0
Soit,
10 oY
K,=—|0 «a 0| A'¢°
0 0
Donc :
e 0 0
1 0 0
0(c)=0"=|0 ch(a,e) 0|6°—|0 (aa"e) 0 |A'p*
0 0 g
0 0
0 0 0 1 0 0

gle)=¢"=—A|0 a,sh(oe) 0(0°+A|0 ch(ae) 0 |A'9

0 0 0 0

Ceci définit la matrice quadripdlaire :

(] 2]
-l
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10 0 0 e0 0 0 00 0 0
0. 0 0 0~ 0 0 0. 0 0
A= , B= shla,e , C= A2.62
00 chlere) 0 00 % 0 00 ashacdo| AP
00 0 - 00 0 - 00 0
les matrices AC et BA™'n’étant plus diagonales.
L’expression de A est analytique :
el 22w (x,0 ) w(x,
A= | o)y (ve) (A2.63)
4] Ni
Li+L,
AN = [ 2 (x)p (x0)p(xe,)dx (A2.64)
0
e sii#j,i>0,7>0
AN :iz Sin(a,. +ta )Ll N sin(a,. -, )Ll
2 o +a, o -,
(A2.65)
+,1_§ cosa,L, cosax, L, sin(a,. +aj)L2 . sin(a,. -, )L2
2| cosaL,cosax L, (a,.+aj) (ai —aj)
o sii=j,i>0,7>0:
2 2
AN, :i’l—]i+—ﬂ1—sin 20, L,
4o,
: | (A2.66)
L coso, L, i+ sin2a;L,
*\ cosa,L, 2 4,
e 51i=0,;=0:
2 2
% ALt AL (A2.67)
AL +A,L,
e s1i=0,7>0:
2 2 cosa L
Ay Ny =isino(jl,l +£—J—lsinafjl,2 (A2.68)
o; o, cosa, L,
o 5ii>0,/=0:
2 2
L
AN, =2 ginar, + 229500 g, (A2.69)
o, o, cosa,L,

Voila pour la matrice conductivité hétérogéne. Son inverse est calculé numériquement.

IT Cas particulier : Ly = L,=L

Ce cas est intéressant dans la mesure ou il conduit & des valeurs propres analytiques. Les cas

L; =k*L, (k entier) peuvent étre traités de la méme fagon.

189



Annexe 2 : quadripdle hétérogene

D’aprés les calculs précédents, la solution du probléme de Sturm-Liouville est la suivante :
Les valeurs propres analytiques sont

o =22 (A2.70)
2L

Seules les fonctions propres des familles 1 et 2 interviennent, suivant la parité de » :

y(xa)= X, (x)=cosax (A2.71)

La norme est la suivante :

npair: N, =

(h+4),
2

nimpair: N, = i(—)—VIM}‘—AZ).L (A2.72)
A 2

n:O:NO:(/LJr/'{z)L

La matrice conductivité est la suivante :
* i pair, j pair , i >0,7>0, i # j:

A; =0 (A2.73)
* [ pair, j pair , 1 >0, >0, i=j:
2 2
N, A, = ﬁ;—’EL (A2.74)
* | impair, j impair , i >0, j >0, i # j:
A; =0 (A2.75)
* i impair, j impair , i >0, >0, i = j:
N A, =2L (A2.76)
* i pair, j impair , i >0, 7 >0 :
o i+ j+1
N A, =4 (4 = A,) L= (1)" (A2.77)
a; —o;
* [ impair, j pair, i >0, 7 >0 :
o, -l
N A =44 -4,) == (-1 (A2.78)
iy
*i=0,jpair,j>0:
Ay, =0 (A2.79)

*[=0,jimpair,;j>0:
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— i1
N, A, :M(—n% (A2.80)
&;
* =0, ipair,i>0:
Ay =0 (A2.81)
* =0,/ impair , i >0 :
—A,), A
N,A, =’L(ia—2)(—1) 2 (A2.82)
*i=0,j=0:
_M (A2.83)
00 ﬂ,l +/12 :

1.1  Application

On se propose ici de vérifier si le cas général, dont les valeurs propres sont calculées
numeériquement tend bien vers ce cas particulier (L;=Ly) pour lequel les valeurs propres sont
analytiques (familles 1 et 2). On choisit L; = 1.000001*L; pour le programme général (famille
3). L’excitation (4.0e4 Wm™) est uniforme sur toute la longueur du bloc composite. L = 1 m A,
=80 Wm™'K™' ; 4= 380 Wm™K'l ; e = 0.2 m ; 100 harmoniques conservées. Sur la figure 2 sont

représente la température en face avant et au milieu du bloc suivant les deux méthodes de calcul.
100EEBIED D,

90

80 r + Température en z=e (valeur propre numérique)
+ Température en z=e/2 (valeur propre numerique}

70F & Température en z=e (valeur propre analytigue)
© Température en z=e/2 (valeur propre analytique)

60 #

température
(8]
jom]

20+

10 L

25

x (m)

figure 2 : température en face avant et au milieu du bloc calculée par deux méthodes différentes.

Nous constatons donc bien que la méthode générale tend vers le cas particulier. Ce qui prouve

entre autres que I’on calcule correctement les valeurs propres numériques.
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Annexe 3 :
Calcul de la matrice de convolution R permettant la prise en
compte de résistance non uniforme dans I’espace en 3D

Par définition :
T?(x,3)-T'(x.y)=R{x,y) o(x, y) (A3.1)

Si on applique la transformée de Fourier ;

o’ -0 —IIR x,y) ¢(x,y)cos(a,x)cos(B,y) dx dy (A3.2)

n,m n.m
00

Nous allons remplacer la densité de flux par son expression développee :

o(x, y)= Zz cos(a x)cos(ﬁ ) (A3.3)
p=0r= 0
ou N, est la norme du produit scalaire :
L, L,
N, = jjcos o x) cos’(B,x) dx dy (A3.4)
00
L L , L\‘Lv
NO,O = L-"L)’ 4 (Nov” )) =1 - (N" 0 )n>] - ——\—2_‘- ? (N”»"' )n.mzl = 4 ' (A35)
w o | L
donc 0 = ZZI;H‘R x, y)cos(ex, x) cos(ﬂmy)cos(a x)cos(ﬂ y)dxdy}f] pr (A3.6)
=0r=0] 90 pr

R(x,y) est ensuite remplacée par son expression développée :

ZZ{ | I PRv Pircos(arx)cos(B, v )cos(ar, x)cos(B,, y)cosler, x)cos(B, y)dxdy} - (A3.7)
=0r=0| g ¢ i.J i,' pr
L,
O — G ZZ Z jcos a, x)cos a ,X cosax a’xj'cos B,.y)cos(B,y) cos(ﬂ y)dy ~ (A3.8)
p=0r=0| ij lj 0 0 P,
L
on appelle alors F,., = Icos(a”x)cos(a px)cos(a,.x)dx (A3.9)
0
n m n m ZZ':Z p’ = Fni;l lﬂlj’} ¢p'r (A310)
” N
p=0r=0] ij I.j p.r

,,p, =0 a part pour certaines valeurs particuliéres des indices :

* FL =1L (A3.11)
w if k21, Fl, =F&, =Fk, :% (A3.12)
* if n,p21, n=p, Fné,ﬂp:annﬁpl zé (A3.13)
Ainsi, si n,m=1:

Dp.s
050 =060 =22 Pos (A3.14)

p20 rz0 P
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Annexe 3 : prise en comple de résistance non uniforme dans 'espace en 3 dimensions

6;,, - Om prm 0 +pr.o +2P,;,2m o ZZ

p20 p,() P20

- Putpr
no me Do, +Zpo,, ‘;Pz,,,, o ZZ ’

r20 0 r 20

2 _ ¢0,0 pn,O + pn,2m ¢O,m
0" m n m pn.m +

+ pO,m + p2n,m ¢n,0

P ﬂlm—rl P
F m - p20rz1 Nl),"
p#ERrEm
P|,, A | Gpr
mr 20 p>l Np,r

p#n

+ p0,0 + pO.Zm + p2n.0 + p?_n,Zm ¢n,m

NO,O 2 NO.m

+ Z p" m+r n,im—r'[ ¢0.,.

21 NO,r
r#Em

2 N,.o 4
n Z pO,m+r + :00,|m—r| + p’ln.m+r + pZn,lm—r'I ¢,,.,-
r2] 4 Nn.r
r#&m

+ pn+]}.2m + p|n—p|,2m ¢/),m

+ Z pn+p,m + p[n—p',m ¢/),O
2 N

P21
pFER

po

pll+]),0 + p!n—-p|,0
>

P21 4 N

pPEN

pan

4 z z pn+p.m+l' + pn+[),|m—~l'| + pln—pl,m+l' + plnwp|.|mgl'| ¢[l,l'
4

p2lrzl
pERTEM

ce qui constitue I’expression analytique de R en fonction du spectre de

(p",m )nSZN, m<2M

N

P

(A3.15)

(A3.16)

(A3.17)

R(x,y)
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Annexe 4 : échange sur une face latérale

Annexe 4 :
cas du refroidissement par un coté

Considérons la structure de la figure I : un bloc est refroidi sur sa face latérale en x = L" par
un ¢coulement dans un canal de section /xe, de vitesse moyenne débitante V, de température
moyenne débitante 7(y) et de propriétés thermophysiques connues. Le coefficient d’échange

supposé uniforme imposé par I’écoulement est 4.

s
.

L x

figure 1 : bloc en trois dimensions refroidi par une face latérale

La température du fluide dépendant de la variable y, elle ne peut étre choisie égale a zéro.

En régime permanent, le probléme s’écrit :

T 9°T 9T
+ + =

0 A4.1
ox* oyt 3z’ ( )
2290 g (A4.2)

a‘x x=0
2N -1 ) (A4.3)
O |es,
297 =0 (A4.4)
ay y=0,y=Ly

Appliquons le changement de variable suivant : T(x,y,z)=T(x,y,z)-T/ (y)

Le systéme devient :

PT T T &1

N A4S
ox’ ' o dy’ ( )
9T, (A4.6)

ox .

=0
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Annexe 4 ; échange sur une face latérale

A2 =i(T) (A4.7)
ox| _ L

29T ~0 (A4 8)
ay y=0,y=L,

Appliquons la double transformée intégrale correspondant a ces conditions limites latérales (voir

tableau 1, cas 6) :
e

= j j7_“(x,y,z)cos(a”x)cos(ﬁmy) dx dy (A4.9)

n,m
00

oun f, = mir/ L’ et ou les valeurs propres &, sont les solutions positives de :

cos|a, L'
os(a, ) Ao (A4.10)
sin (anL*) h
La norme associée a cette transformation intégrale est quant a elle :
Nn = —é— 1 + hf //1 2
21 (h/A) + (e L)

L’équation (A4.5) devient donc, a condition que la dérivée de la température du fluide soit nulle

(A4.11)

a ’entrée et a la sortie du canal (entrée et sortie isolées) :

0%6,
—" —(e +B2)6,,, = B0, (A4.12)
rr
on 6/ = IIT/ Jeos(ex,x)cos(f,y) dx dy (A4.13)

La solution de cette équation est :

B, (2)= dch(\Jo7 + Bz + Bsh( o} + Bz -2'6—'529,{,,, (A4.14)

o, +

Soit y* = 2 les conditions aux limites en z permettent de calculer les 2 constantes
d’intégration :
2
=G0l et (A4.15)
' o)+ By " Ay
ainsi :
- — sh(yz) B2
6,,(z)=ch 6,,(0)- 0)+(ch -1 0! A4.16
1 (2) =0 (72)80 (0= 0, O)(ehlre) V) ool a0
2
b (2) = ~Aysh(72)0,, ()+ch(yz)¢,,,m(0)—Msh(yz)—aﬁ"ﬁ—z Orm (A4.17)

La relation quadripolaire devient donc pour chaque harmonique :

_ ﬂlfl !
é,, ch(re) -z (ch(re)-1)Prer,
SO A g |0 ) (A4.18)
¢n,m —/'i}/sh ( 76) ch (}/e) ¢n‘m /’l}/Sh (7/6) lf/m enjm
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Annexe 4 : échange sur une face latérale

ﬂl
_ sh(ye)), - (ch(ye)-1)=267,
(en,mj(o) — Ch(}/e) /17/ [Hn,m](e) + 7/ (A419)

2
Do)\ sh(re) ch(ye) N aysh(ye) Leg;
"

R

Deplus, 8,, =86, —6/, carladouble transformée est linéaire

nm nm

Donc :

(ch(;/e)—l)—’B’—z’z’Of

‘ sh(ye) ‘
0 _ 9/ h o — 9/ n,m
( n,m n,m)(o) - c (}/e) ﬂ,}/ [ " n,m)(e) + 4 (A42())

2
B Aysh(ye) ch(ye) Pun Aysh( 76)%9{,},

Jij P
h h(ye)—1)=2—ch(ye)+1|6
0, . ch(}/e) fﬂ 9, [(C (76) ) 72 c (j/e) e
s (0)= Ay . (e)+ 9 (A4.21)
Arsh(ze) ch(ye) )" (Msh (ve) 2z~ 2ysh (ye)jef,,,
7/" »
d’ou la relation quadripolaire avec source :
B /
h(ye)-1)| £z -1 6;
0" m Ch (}/e) Sh (}/e) 8,, . (C ()/e) )( }/2 n,m
o (0)= Ay N (e)+ (A4.22)

2
Jrsh(re) ch(re) Msh(ye{%—lje,{‘m

6,., (4 B\(6,,, Q@ﬂ/"m
(%J(O) - [C AJ(g}MJ(e) +(59){’,1] (A4.23)

HCRES WCE

Les modes étant découplés, les matrices sont diagonales. Nous retrouvons la relation
quadripolaire classique avec un terme source qui traduit I’évolution de la température T/ (y).

que I’on écrit :

D’ou la relation matricielle

Trois conditions limites sont & connaitre pour déterminer les deux restantes.

Application numérique :

Considérons un bloc de cuivre carré de 10 cm de co6té, d’épaisseur 3cm, dont la face supérieure
est soumise & un flux uniforme de 5.10% Wm™ et dont la face inférieure est isolée. Seule la face
latérale en x=L" n’est pas isolée et échange de la chaleur avec le fluide au travers d’un coefficient
d’échange A=5000 Wm?K"', la température du fluide dont la vitesse est suivant Oy varie

linéairement de 0°C a 10°C.
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Annexe 4 : échange sur une face latérale

Sur la figure 2 est représentée la température dans le plan de coupe y = Scm et sur la figure 3 la
température sur la face de I’échange x=L". 30x30 harmoniques sont conservées.

) 10 20 30 0 50 80 70 80 90 100
% (mm)

figure 2 : champ de température dans le plan y=L"/2

0 10 20 30 0 80 B0 70 80 a0 100
y (mm)

figure 3 : champ de température dans le plan x=L" (paroi du canal)

Ce premier probléme étant résolu, il reste a coupler la structure a 1’échange convectif, c’est-a-
dire exprimer la température du fluide en fonction des parametres de I’écoulement et des
conditions limites sur la face supérieure ou inférieure.

Couplage au fluide

Le but ici est de déterminer la relation entre le spectre de la température du fluide et les
spectres de température et de densité de flux en z = e pour disposer finalement de la relation
entrée sortie du bloc en fonction des parametres régissant 1’écoulement du fluide. On suppose
que les trois autres parois de la veine fluide sont isolées.

Le bilan d’énergie sur le fluide se traduit par :

-’-~ABT(Lx,y,z) &
0

o &) (A4.25)

pcleV dy
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Annexe 4 : échange sur une face latérale

BT(LX,y,Z)

Or, -A
' ox

= ﬂZ%—sin(a,.L“')cos(ﬂjy)Q,J(z) (A4.26)

ij Vi

De plus, d’apres la relation quadripolaire (A4.21) :

iJ

0,;(z)=ch(7,,(e=2))(6,;(z=¢)) +W¢u (z=e)+ (Ch(%,j (e-z)) _1)('8_;" 1}9{1 (A4.27)

soit

6,,(z)=ch(y, (e—2)) & + P

o (oo ooty onea

i

sh(7,,(e-z2))
A%,
I’indice s désignant I’altitude z = e, donc

j@,,(z)dz _ j[ch(%,j (e=2))6r, + sh(%,;%ff—z))(@fj +(ch(7, (e—z))—l){'bl;i —1]0,{1.]@

(A4.29)

f sh(7e) , (Ch(%‘,fe)_l) - [sh(7e) [ ; J '
0. . = L Lg + S+ el L1160/, A4.30
! SN Yoo A7, & ’ o ! ( )

Nous pouvons donc calculer la relation linéaire qu’il existe entre les spectres de la température
du fluide et les spectres de la température et de la densité de flux sur la face supérieure du bloc :
M0/ =M,0° + M .¢* (A4.31)

M, est une matrice carrée a priori inversible donc :
0/ =M;'M,0° + M;' M ,¢* (A4.32)

Ce qui lie la température du fluide aux température et densité de flux de sortie.

Or nous avions : [e](o) = (A B ][QJ(LZ )+ {Qe'f] (A4.33)

¢ C A\ ¢ 567

La relation quadripolaire entrée sortie devient donc :

[(’J(o)= (A FOM, M, B+ QM Mﬂ[ejuz ) (A4.34)
¢ C+SMM, A+SMM, )¢

Ce qui définit le quadripdle avec refroidissement sur le coté par un fluide a débit et propriétés

fixés.
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Annexe 5 : calcul des matrice de conversion de spectre en 2D

Annexe 5 :
calcul des matrices de conversion de spectre en 2D

Soit la structure représentée sur la figure 1. Les deux blocs sont isolés sur leurs faces latérales.

Ll L2
Zy 2 2
~ 6°(e,.p), 9’ (2. p)
=0 & J
z o V 2 K.
W 6'(p).¢'(p) T 020, p). 60 ™
I O N P
1 eo(eo:p)»(bo(é’wp) S ’
Q= 0> 0 g
X0
. t
6°0.5). ¢°(0.5) Lo

figure 1 : empilement de deux blocs en deux dimensions.

Nous allons calculer les matrices de conversion de spectre en nous appuyant sur cet exemple
simple pour fixer les idées puis nous généraliserons leur expression.
La continuité de la température a ’interface entre le bloc 0 et les blocs et surfaces libres 2 et 1

s écrit :
T°(xp,zo=¢€,)=T"(x) pour 0<x, <L, (A5.1)
T (x,20 =€) =T*(x,,2, =0) pour L, <x, <L, (A5.2)
sachant que X, =X%—-0, et x,=x,—0, (A5.3)

ou les O, représentent le décalage suivant Ogxo du repére relatif au bloc ou surface libre i par

rapport au repére relatif au bloc inférieur. Ici, §, =0et 6, =L, .

[ Expression des spectre supérieur en fonction du spectre inférieur :
formalisme « du plus grand vers les plus petits »

[l s’agit ici de déterminer I’application de changement de base qui convertit la base relative au
bloc inférieur 0 dans les bases relatives aux blocs et surfaces libres supérieures (1 et 2 sur
I’exemple de la figure 1).

L’intégration de (AS.1) multipliée par cos(a,',xl) entre 0 et L; conduit a :

L

1
_[TI (x)cos(ax, )dx, = ITO(X(),ZO = ¢, )cos(ax, ) dx, (A5.4)
0 0

c’est-a-dire apres remplacement de 7° par son expression développée :
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Annexe 5 : calcul des matrice de conversion de spectre en 2D

6! = j( 9,(,’, cos(amxo))cos(oc,‘]xl)dxl (A5.5)
0 LO 0 m=1
soit :
1 " 9()0 2 & 0 1
h= | = 29,,, cos(al (x,+6,)) |cos (e, )dx, (A5.6)
m=]
0 L 0 0 0
——)j +—Ze,f§ jcos O (% +6,))cos(arlx, ) dx, (A5.7)
0 0 U m=] 0
e sin=0
6l = % L +—Z jcos( o (% +6,))d, (A5.8)
0 m=1
soit :
6, = O L +—Z Icos( o (x, +6,))dx, (A5.9)
0 m=1
- eoL 2 Ny sm( m(L,+513) sm(amé’)eg (A5.10)
LO LO m=1 am
qui s’écrit :
Z 0,m m (ASll)
avec
L
Fy, -Lj (A5.12)
et
F, = i{sin[mr{—]i + QJJ —sin mﬂ(éz—ﬂ =f (m,i,i] (A5.13)
Tomn Ly, L, Iy L, L,
e sin>0
== Z jcos( (x,+8,))cos( o x, )dx, (A5.14)
0 m=1
que ’on écrit :
6 -3 F., 6 (A5.15)
m=l
avec
L
. %ICOS(% (x,+6,))cos(ax, )dx, (A5.16)
0 0
n L

1

c’est-a-dire pour m>0etn>0et —#— :
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Annexe 5 : calcul des matrice de conversion de spectre en 2D

F,,',,,=g m | (=1)"sin| mz i+ﬁ —sin mfrﬂ =f, m,n,ﬂ,ﬁ) (A5.17)
Uomm’—n*(L/L) L, L, L, L, L,

pour n>0:

Fn{0 =0 (AS.18)
etpourm>0etn>0et Ezﬁ :
m L,
F,},,,zﬁcos -k =f, m,i,é— (A5.19)
' ‘L() LO LO LO

Le calcul de la matrice de conversion de spectre entre le bloc 0 et le bloc 2 est rigoureusement

identique. Nous pouvons alors écrire la relation matricielle entre les différents spectres a

I’interface :
6' F!
[m _ o)] | r]etea)-re-e) (45.20)
avec :
_Li/LO fl(m’é‘f/Lo’Li/Lo)
0 i '
Fr=| 1 if, ou f,(nmd,[L,L/L,) (A5.21)
0 H
L 0 dier2
De taille (Nr+1)x (No+1).

Du point de vue de la méthode des quadripdles, la matrice F est la matrice de transfert de

I’interface.

Le calcul est généralisable au cas de I blocs supérieurs : on considere, sur la largeur [0 L;] du

bloc inférieur 0, / intervalles [§, 6, + L] avec:

i1 1
S = > L ;6 =0 e ML =1, (A5.22)
i=1

i
j=1

La matrice de conversion de spectre F' (de dimension (Z(N L+ l)jx (N, +1)) est alors définie

i

de la fagon suivante :

Fl
91(21 = O) F?
62(2? =9 - in 0°(z,=¢,) =F0°(z,=¢,) (A5.23)
6’ (z,.= O) :

FI
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Annexe 5 : calcul des matrice de conversion de spectre en 2D

II Expression du spectre inférieur en fonction des spectres supérieurs :
formalisme « des plus petits vers le plus grand »

Considérons la température a ’interface dans la base 0. Intégrons la de 0 a Ly apres

multiplication par cos(c,x, ). Selon (A5.1) et (A5.2) :
Ly L L
J’T(’(xo,z0 = ¢,) cos(ayx, )dx, = J.T' (x,)cos (el x, ) dx, + JTZ (x,,2, = 0)cos(a)x, )dx, (A5.24)
0 0 L

Par définition, le membre de gauche de 1’égalité est I’harmonique d’ordre » de la température
dans le bloc 0. Remplagons dans (A5.24) les températures par leur expression développée :

6y (z,=¢,)= J'(— 20,:, cos (ot x )]cos(a,?xo) dx,
0

lml

) (AS5.25)
+I(0 o (2 —O Z % (2, =0) cos(e; x,)Jcos(a,?xo)dxo
L 2 m=1
L
6’ :—;‘j—é[co (0, )doxy +— Z m_[cos( o, (x, - 6,))cos{a,x, ) dx,
1 0 1m =1 0
+—092—T os(aox )dx +£ZZ¢92 fcos(a (x —5))cos(a0x )dx (A5.26)
L2 1 nvo 0 Lz £ m ; m 0 1 nvo 0 )

Cette expression (A5.26), aprés intégration, peut se mettre sous la forme suivante, de la méme
fagon que dans le cas précédent :

0°(z,=¢,) ZZ o ( , 0<n<N, (A5.27)

i=1 m=0
Dans le cas plus général ou 7 surface(s) libre(s) ou bloc(s) se partagent la surface supérieure du

bloc 0, ’expression (A5.27) devient :
90 ZZ n,m m 1 2 OSHSNO (A528)

i=]l m=0

¢’est-a-dire sous forme matricielle :

4 () 6'(0 6'(0)
0°(e,) = 9‘0(:60) =[E' E* . E'] 02:(0) _E 92:(0) (A5.29)
8 (e,) o0) o0

ol la matrice E’est la matrice de conversion de spectre entre le bloc ou surface libre i et son

bloc inférieur dans le formalisme « des plus petits vers le plus grand ». La matrice E constituée
de la concaténation horizontale des matrices E'est appelée matrice de transfert de I’interface

dans le formalisme « des plus petits vers le plus grand ».
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De la méme fagon que précédemment :

(B)....

de taille (No+1)x( Ni+1)

Annexe 5 : calcul des matrice de conversion de spectre en 2D

<N,

(A5.30)
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Annexe 6 : majoration de 'erreur commise lors du changement de base

Annexe 6 : majoration de I’erreur
commise lors du changement de base

Cette partie est dédiée au calcul de I’erreur commise lors des changements de bases. D’un
point de vue mathématique, considérons une surface 0 partagée en deux sous-surfaces

représentées sur la figure 1 :

L, L,

|
| ] R

0,=1L, Ly %o

O—'T—

figure 1 :surface partitionnée en deux sous-surfaces

I Cas du formalisme « des plus petits vers le plus grand »

Supposons connues les deux températures 7 '(x1) et T %(x,), et essayons de quantifier I’erreur
commise sur le spectre de 7 °(x) due au changement de base.
Si 82, 6. et 82 sont les spectres de dimension infinie (N, = N, = N, =) des températures sur
les surfaces 0, 1 et 2, la relation de changement de base s’écrit :
6. =E'6. +E26’ (A6.1)
Cette équation est exacte. Cependant, les spectres 8. et 82 doivent étre tronqués donc une erreur
AB° est commise sur le spectre de la température dans la base 0 :
6°+A6° =E'@' +E'® (A6.2)
Cette erreur dépend de I’ordre de I’harmonique et peut &tre majorée. Soient r°, r ‘et r? les

vecteurs résidus de troncature, ¢’est-a-dire les harmoniques non prises en compte :

0 0 1 2
6! =(9 e J 6! :(GJ 6 {ej (A6.3)

L’équation (A6.1) s’écrit :
0 LA g 1 E* E? 2
° 0 ¢ - El ;2 01 Rl ]22 92 (A6.4)
r E, E,\r E, Ex)\r

La premiére ligne de cette équation s’écrit :

0°+AQ° =E'Q@' +E,r' +E*0* +Er’ (A6.5)
Or, par définition du vecteur erreur,
0°=E'6'+ E*¢’ (A6.6)
et
AQ° =Er' + ELr’ (A6.7)
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Annexe 6 : majoration de lerreur commise lors du changement de base

C’est-a-dire :
0 " 0
Ag(? 9}\',-4»1

: 0 = L() 2 n mo. 5,~ L,- . 5[ (A68)
A | o —= — (-1)" sin| n7r| —~+—||-sin| nx—- :
. L7 n?—m* (L, /L) Ly L, L, o

oo

La premiere ligne donne
AG) =0 (A6.9)

et pour n#0 :

AQ° :z i L2 " — (=1)" sin 1771'[-54+£J —Sin(nﬂiJ 0 (A6.10)
iammn Ly Topt —m* (L, /L) L, L, L

Dongc,
IA > L2 ~ (=1)" sin l’lﬂ'(i'i-i —sm[m (A6.11)
i=1,2m=N;+ L T (LO/L,) —n2 LO L()
En majorant les sinus par 1 :
|A90|<_ i L g (A6.12)

- 1,2m=N;+ L (L()/.Li)z_}’l2

On peut également majorer ( |9,',,|) qui est bien souvent (lorsque les fonctions sont

N;i+1<m
assez réguliéres)  max ( | ,,,I) i
N;+1€m<N,; +10
L’équation (A6.12) devient alors :
0
|a6)| <

L, ; - n
— max A6.13
T =12 Li N'HS'"( " >m:ZN;+l mz(LO /Li)z — I’lz ( )

Si Ent est la fonction partie entiere :

4n L 3 1
o L . i A6.14
I l < L, Am?é( I l)m N+l m —(Ent( (L,~/Lo))+l)~ ( |

Soit I’entier positif a, , = Ent(n(L,./Lo)) +1

Reste a calculer :
=3 — (A6.15)

n 2 2
m=N;+1 m — an’,‘

- 1 R 1 1
L.,= >, ——— = > ( - J (A6.16)

m-a,, m+ta .

m=N+1 - —d,,; ni m=N;+|
1 Ni+2a 1
I, = — A6.17
' 2an i m;H m— an,i ( )
1 1 Ni_ai,n 1
I.= — 3 = (A6.18)
, 2an,i [ =1 P ; pj
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Annexe 6 : majoration de |'erreur commise lors du changement de buse

soit :
-1 [‘P(N,.+an,,)+y—\P(N,—a,,_~,.)—y] (A6.19)

ni
’ 2ani
)

N
1
on  ¥(N)+y=7 — estlafonction d’Buler. a,, = Ent(n(L,/L,))+1

p=!
Donc

|a6; SEZ[W(N,+Em(n(L,./LO))Jrl)—\P(N,—Ent(n(Li/L()))—l)] max ( |6;) (A6.20)

=12 N, +1<m

avec 1Sn< N,

II Cas du formalisme « du plus grand vers les plus petits»

Supposons connue la température 7' 0()co) et essayons de quantifier I’erreur commise sur

les spectres de 7''(x;) et T2(x,), due au changement de base.
Si 2, 6. et 82 sont les spectres de dimension infinie (N, = N, = N, = ) des températures sur

les surfaces 0, 1 et 2, I’équation de changement de base s’écrit :

6. =F.6.
{92 _ ngO} (A621)

Cette équation est exacte. Cependant, le spectre 8 doit étre tronqué donc des erreurs A’ et

A8 sont commises sur les spectres des températures dans les bases 1 et 2. Considérons le cas de

la surface i(i=1,2) :
0 +A0' =F'@° (A6.22)

Soient 7°, r et r 2 les vecteurs résidus de troncature :

i i i i 0
O +A0 _[F Fo 6 (A6.23)
r: FZII FZIZ r()

AQ =F'r° (A6.24)

12

L’équation (A6.21) s’écrit :
La premiére ligne donne :

Ce qui peut s’écrire :

—| sm| mr| —+-—||{—SIin| mrxr—
A6 mr L, L, L, 91\0'“]

Ael; 2 m "o 5) Li . é"
. P —— (—1) sin| mr| ——+—||—sin| mzx—~ 0°
: T m*—n* (L, /L) L, L, L, .

e (Cas du fondamental :

(A6.25)
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donc

Annexe 6 : majoration de [’erreur commise lors du changement de base

AG =Y 2 sin| mzm £+i —sin(mﬂiJ M (A6.26)
m=Ny+1 miw LO L() L()

= 410,
AG < haidl (A6.27)

m=Ny+1 T m

. 1 .
Nous savons que cette expression converge car }49:,| est de ’ordre de — mais on ne peut

m

déterminer a priori aucun majorant dans le cas général.

¢ Cas de I’'harmonique d’ordre n.

> = m =1 (=1)" sin| mz —5’—+£’— —sin mﬂé’? 0.  (A6.28)
m=Ny+l ﬂmz_nz(Lo/Li) L, L, L,

i - 4 m N

Soit a2, =n*(L,/L,)"

Reste a calculer

oo

I,= Y —2— (A6.30)

2 2
m=Ny+1 m —a

1 & I 1
_2 + (A6.31)
2 m=Ngy+1 m-— an,i m+ an,i

ni

Comme dans le cas du fondamental, la série converge, mais on ne peut pas déterminer de

majorant dans le cas général.
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Annexe 7 . calcul des matrices de conversion de spectre en 3D

Annexe 7 : calcul des matrices
de conversion de spectre en 3 D

Pour fixer les idées, considérons la structure simple représentée sur la figure 1. Un bloc numéroté
1 est empilé sur un bloc de base numéroté 0. La surface libre supérieure du bloc 0 est divisée en

4 surfaces libres de forme rectangulaire numérotées 2, 3, 4 et 5.

Zy 5 ST+l Ly %o
z
1

figure 1 : empilement de 2 blocs vue de dessus.

Chaque bloc posséde un repere qui lui est propre (0;x; y; z;) ; de méme & chaque surface libre est

attribué un repére (0;x; ;).

I Formalisme « du plus grand vers les plus petits »

Calculons la matrice de conversion de spectre entre le bloc de base 0 et le bloc ou surface
libre i. La continuité de la température dans le repére relatif associé au bloc ou surface libre i se

traduit par :

T'(x,,, i=0):T0(x,.+5,:",y,.+5,”,zo=eo) (A7.1)
Si ’on applique une premiére transformée selon Ox :
L L
IT’ (%> 31,2, = 0)cos(ax, ), = JTO (x+ 67y, +6.2, = ¢ ) cos (o x, ) dx, T (A7.2)
0 0
que P’on €crit, d’apres le calcul réalisé en 2D ( le « ~» désignant la transformée en x) :
Ny X X
L S [ 07 L) ,
T (an,y,.,zi = O) = Z E""’[[;‘ , FJTO (aﬁ,y, +8,z, = eo> (A7.3)
p=0 0 (o

ou F’ (—i—, %} est défini dans I’Annexe 5.

i
n.m X
0 (]

Si ’on applique maintenant la transformée suivant Oy :
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Annexe 7 : calcul des matrices de conversion de spectre en 3D

g J 5 L 5 L
0 (a”’ ’"’ ) z Z " I’[[;(\) > Z\—J ( 'B —e(’) m ‘I(L(\) ’ —L(\—)) (A74)

p=0 ¢g=0

c’est-a-dire en utilisant une notation plus contractée :
Ng N‘

Orm = Z DA (A7.5)

=0g=0
Relation qui s’€crit matriciellement :
6 =F"6"(F') (A7.6)
ol @ est le spectre sous forme de matrice.
11 est toujours possible de réordonner ces spectres en les transformant en vecteurs colonnes, de la
méme fagon que pour les matrices quadripolaires, de manicre a avoir :
0 =F'6° (A7.7)
Dans ce cas, suivant la convention de réorganisation du spectre choisi (voir équation 1.71), la
matrice de conversion de spectre en 3 dimension s’€crit
E(0,0)F (0, Ng)F
F'= F)(q,p)F’ (A7.8)
FI(NY,OF (N, NyF?

i

IT Formalisme « des plus petits vers le plus grand »

Un calcul similaire au cas précédent permet d’arriver a la conclusion suivante :

= iE"e" (A7.9)

avece
E’(0,0)E; E/(O,N”)E}
(E').,, = E; (n,m)E; (A7.10)
E'(N},0)E; E'(N),N))E;
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Annexe 8 . mise en ceuvre numérigue et symbolique

Annexe 8 : mise en ceuvre
numérique et symbolique

Cette annexe est consacrée a la description du code qui a été écrit sous Matlab® [31,32] &
partir de la méthode développée dans la partie modélisation. 11 s’agit également de signaler les
difficultés d’ordre numérique rencontrées et de donner les solutions envisagées pour les
résoudre.

Le programme a été écrit sous Matlab®. 11 accepte, en entrée, la géométrie de la structure, les
conditions limites supérieures et inférieures connues et donne en sortie le champ de température
et de densit¢ de flux selon des plans de coupe définis par I'utilisateur. Les calculs sont

automatisés grace a I’utilisation du calcul formel et de la boite a outils « symbolic toolbox »[33].

I Hypothéses

Les hypothéses sont les suivantes :

* Les blocs parrallélépipédiques sont isolés sur leur faces latérales. La transformée intégrale est
donc une transformée de Fourier-cosinus. La transformée inverse peut alors se faire suivant

I’algorithme de transformée inverse rapide.

* L’empilement est pyramidal. Ce programme peut étre €tendu aux structures non pyramidales,

seul le sous programme de calcul symbolique est a modifier.

* Nous utilisons les matrices de conversion de spectre E dans le formalisme « des plus petits vers

le plus grand »
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Annexe 8 : mise en ceuvre numérique et symbolique
IT Organigrammes

II.1 Régime permanent

entree.m
Ce fichier comprend les entrées du probléme, a savoir la
géométrie, les conditions limites et le choix de la densité

|
i
i
!
|
i
!

spectrale L P
decoupage.m symbolique.m
Ce programme découpe les surfaces Ce programme calcule symboliquement
libres en sous surfaces rectangulaires. la matrice solution en fonction des
Les blocs et surfaces sont également matrices  quadripolaires et  de
numérotés et la structure dessinée. conversion de spectre.
I
¥
nbharmo.m
Ce programme affecte le nombre
d’harmoniques conservées pour décrire "‘”%%%
la densité de flux et la température sur S,
chaque bloc ou surface libre. T
excitation.m convspectre.m matquad.m

Ce programme Ce programme construit | | Ce programme construit les
forme le vecteur les matrices de conversion ; matrices quadripolaires
excitation. de spectre. | relatives a chaque bloc.

i i ! <

3 H

v ¥ ¥

numerique.m

Ce programme calcule numériquement la matrice solution a partir de sa valeur symbolique
et résout le systéme linéaire. La solution est le spectre des conditions limites inconnues.

2
]

&

¥

caldirect.m
Ce programme effectue le calcul direct a partir des conditions limites solutions et des
conditions limites imposées. Les spectres de la température et de la densité de flux sont
! alors connus dans toute la structure.

]

«,‘!;&

inversion.m
Ce programme exécute les transformées de Fourier inverse et trace les graphiques
| demandés.

211



I1.2  Régime transitoire

Annexe 8 : mise en ceuvre numérique et symbolique

- Ce fichier comprend les

H

géométrie, les conditions

entree.m

entrées du probléme, a savoir la |

limites, le choix des ordres de ,

fery e

|

decoupage.m
Ce programme découpe les surfaces
libres en sous surfaces rectangulaires.

symbolique.m
Ce programme calcule symboliquement |
la matrice solution en fonction des :

calcul numérique de la matrice constitutive du
systéme linéaire et résolution.

Les blocs et surfaces sont également matrices quadripolaires et de !
numeérotés et la structure dessinée. conversion de spectre. 3
%
nbharmo.m
Ce programme affecte le nombre
d’harmoniques conservé pour décrire la
densité de flux et la température sur
ES ]
convspectre.m
Ce programme construit les matrices de
conversion de spectre qui ne dépendent
pas du temps.
stehfest.m
Ce programme constitue la boucle de Stehfest : =
nour » =1 a 10 (variahle de Lanlace)
H
e v
excitation(p) matquad(p)
construction du construction des matrices
vecteur excitation. quadripolaires
3
¢
v ¥
numerique(p)

flux de sortie.

calcul des spectres des températures et densités de

caldirect(p)

i

inversion.m .
calcul des transformées de Fourier inverse et tracé des résultats.
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Annexe 8 : mise en ceuvre numérique et symboligue

11 Les variables

La structure est représentée par 1’objet structure(i,j) ou la variable i représente la couche a
laquelle appartient le bloc (ou surface libre) et ou / est le numéro du bloc (ou surface libre) dans
la couche. Par exemple, la couche de base sur laquelle repose tout I’empilement est I’objet

structure(1,1).
Les champs associés a structure(i,j) sont :

nom : le nom du bloc, par exemple ‘semelle’

x : ’abscisse du repére associé au bloc (ou surface libre).

Lx : la longueur du bloc (ou surface libre) suivant Ox.

y : Pordonnée du repére associé¢ au bloc (ou surface libre).

Ly : la longueur du bloc (ou surface libre) suivant Oy.

z : altitude du repere associé au bloc (ou surface libre).

e : I’épaisseur du bloc. Pour les surfaces libres, ce champ est vide.

cond : la conductivité du bloc. Pour les surfaces libres, ce champ est vide.

a : la diffusivité du bloc. Pour les surfaces libres, ce champ est vide.

h : le coefficient d’échange imposé sur la partie supérieure du bloc si le bloc posséde une surface
libre sur sa face supérieure.

rc : la résistance thermique de contact présente entre la partie inférieure du bloc et le bloc sous-
jacent.

nbhx : le nombre d’harmoniques suivant Ox considérées pour décrire la température et la densité
de flux dans le bloc (ou surface libre).

nbhy : le nombre d’harmoniques suivant Oy considérées pour décrire la température et la densité
de flux dans le bloc (ou surface libre).

¢x : indice de troncature selon Ox (voir sa définition dans la suite).

¢y : indice de troncature Oy (voir sa définition dans la suite).

fluxintensite : I’intensité en Wm™ du flux imposé sur la partie supérieure du bloc.

luxdebutx fluxfinx] : I’intervalle selon Ox sur lequel le flux est imposé.

[fluxdebuty fluxfiny] : ’intervalle selon Oy sur lequel le flux est imposé.

blocinf': le numéro j du bloc sous-jacent.

num : le numéro du bloc (ou surface libre). On numérote les blocs et surfaces libres de 0 au
nombre total de blocs et surfaces libres.

nbsup : le nombre de blocs et surfaces libres que le bloc posséde sur sa partie supérieure.

Ts : 1e vecteur des harmoniques de la température supérieure du bloc.

Th : 1e vecteur des harmoniques de la température inférieure du bloc.

Fs : le vecteur des harmoniques de la densité de flux supérieure du bloc.

Fb : le vecteur des harmoniques de la densité de flux inférieure du bloc.
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Annexe 8 : mise en ceuvre numérigue et symbolique

Les autres variables principales du probléme sont le coefficient d’échange imposé sur la face
inférieure du bloc de base 0, les matrices de conversion de spectre « Enum », les matrices
quadripolaires « Anum, Bnum, Cnum, ou Dnum », la matrice constitutive du systéme linéaire
« L », le vecteur membre de droite du systéme linéaire « b »(voir equations A8.9), le nombre
d’harmoniques conservées par unité de longueur « f» (densité de spectre), le taux de réduction
du spectre « 7» qui permet de calculer les champs c¢x et ¢y et le nombre de strates par bloc

« nspb » qui permet de définir la précision spatiale selon 0z des sorties.

IV Les différents algorithmes

Cette partie est consacrée au descriptif des différents algorithmes intervenant dans les sous
programmes constituant les organigrammes, ainsi qu’a la résolution des difficultés numériques

rencontrées.

IV.1 Fichier d’entrée (entree.m)

Ce fichier comprend la position, les dimensions, la conductivité et la diffusivité des blocs
ainsi que les conditions limites connues. Il contient également les deux hyperparamétres du
probléme qui sont le nombre d’harmoniques conservé par unité de longueur f et le taux
d’élimination du spectre 7. Enfin, il contient la définition des sorties, a savoir les plans de coupe
selon lesquels nous désirons connaitre les résultats de la simulation et le nombre de strates par

bloc nspb.

IV.2 Découpage des surfaces libres (decoupage.m)

Nous avons montré dans le paragraphe 11.2.1 qu’il est nécessaire de découper les surfaces
libres des blocs pour n’avoir a considérer que des surfaces rectangulaires. Le rdle de ce sous-
programme nommé « decoupage.m » est d’effectuer cette tache. Il n’est pas question ici
d’optimiser ce découpage, mais d’adopter plutot une procédure systématique.

Considérons, pour fixer les idées, la structure de la figure I : la premiére couche est constituée
du bloc de coordonnées (1,1) numéroté 0, et de deux blocs de coordonnées (2,1) (numéroté 1) et

(2,2) (numéroté 2) constituent le deuxiéme niveau.
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Annexe 8 : mise en ceuvre numérique et symboligue

(2,2)
2l e
-1
(1,1
0
Vue de face Vue du dessus

figure 1 structure composée de trois blocs (2 couches)
L’ algorithme de découpage de la surface libre du bloc 0 est alors le suivant :

1. diviser la face supérieure du bloc 0 a partir des coordonnées des blocs 1 et 2, le résultat est

représenté sur la figure 2.

yA

»
»

X

figure 2 : premiére étape du découpage

2. Fusionner les surfaces ainsi définies en donnant une priorité a une direction. C’est a dire que
I’on cherche dans un premier temps a fusionner les surfaces rectangulaires suivant Oy, voir figure

3.a. Dans un second temps, elles sont fusionnées suivant Ox, voir figure 3.b.

Yot Yo

»
»

X0

X0

a) b)

figure 3 : procédure de fusion des surfaces rectangulaires créées.
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Annexe 8 : mise en euvre numérique et symbolique

Cette procédure de fusion des surfaces rectangulaires permet de limiter le nombre de surfaces.
L’étape suivante consiste a les numéroter : chaque surface se voit attribuer un numéro de couche
i (ici 2), un numéro de bloc j (de 3 4 9) dans la couche et un numéro absolu (de 3 a 9), voir figure
4.

2.5) 5
ey 2| @Y
8
2.3) 2.6) 6 (2.9)
3 e - ?
@7 1

figure 4 : numérotation des surfaces libres

IV.3 Attribution des ordres de troncature (nbharmo.m)

Les nombres d’harmoniques conservés suivant 0x et Oy pour le bloc (ou surface libre) de

coordonnées (i), (notés structure(ij).nbhx et structure(ij).nbhy) sont directement
proportionnels aux dimensions du bloc (ou surface libre) Lx et Ly conformément au paragraphe
I1.2.2. Le facteur de proportionnalité est le nombre d’harmoniques conservées par unité de
longueur f . Cependant, le nombre d’harmoniques conservées est un nombre entier, et suivant
Parrondi il peut y avoir non correspondance du nombre d’harmoniques conservé entre une
couche et sa couche sous-jacente. Sur I’exemple de la figure 4, une condition qui doit étre
respectée pour que le probléme soit carré (voir paragraphe 11.1.3) est que la somme de toutes les
harmoniques conservées pour les blocs et surfaces libres de la partie supéricure (de 1 2 9) soit
€gale au nombre d’harmoniques conservées pour le bloc inférieur 0.
De plus, une condition qui doit étre vérifiée est par exemple que le nombre d’harmonique
conservé selon Oy pour la surface 3 doit &tre égal a la somme des nombres d’harmoniques selon
Oy des blocs et surfaces 2, 4 et 5. Voila pourquoi Dattribution des nombres d’harmoniques
conservées est faite dés I’étape de la figure 2. La fusion de deux surfaces entraine ensuite
’addition de leur nombre d’harmoniques et toutes les conditions sont alors vérifiées.

De méme pour les indices d’élimination du spectre cx et ¢y définis comme suit :
cx = Ent Nz nbhx) (A8.1)

cy = Ent (T nbhy) (A8.2)

ou 7est le taux d’élimination du spectre (voir paragraphe 1.4.1) et Ent la fonction partie entiére.
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IV.4 Calcul symbolique (symbo.m)

Ce sous programme exécute le calcul symbolique de la structure, c’est a dire qu’il détermine
la matrice solution du systéme linéaire en fonction des matrices quadripdlaires des différents
blocs et des matrices de conversion de spectre. L’avantage de ce calcul symbolique est qu’il

réduit les calculs en permettant d’appliquer simplement le formalisme déterminé précédemment.

Pour éviter de refaire plusieurs fois le méme calcul, on définit pour chaque bloc qui n’est pas
aux extrémités une variable « mip_num » qui est la matrice de transfert (ou de chemin) entre la
partie inférieure du bloc de base et la surface supérieure du bloc de numéro num.

Par exemple dans le cas de la résolution de la structure en 2 dimensions représentée en figure 5 :

figure 5 : exemple d’empilement

au lieu d’écrire :

W =mplut +mpy7 m put +m p) 7 m p (A8.3)
ou u' =me2 u’ +mtd u' + me3 v’ (A8.4)
ou les notations sont celles du chapitre 1 - section I11.1,
on €crira :

u, =m’py*u’ + mipl p;7*u’ + mip3 v’ (A8.5)
avec
mtpl =m°p)”'m' et mtp3 =mipl p;’m’ (A8.6)

. . . 0 , . 3
Ainsi, le produit m’p)~'m' n’est calculé qu’une seule fois, nous profitons du caractére

récursif de la méthode. Les matrices mipnum (ou num est le numéro du bloc) sont appelées
matrices de transferts partielles. Chaque bloc posséde une matrice de transfert partielle qui lie les
conditions limites sur sa face supérieure aux conditions limites sur la face inférieure du bloc de
base 0.

Cette premicre égalité (A8.5) étant écrite, les valeurs de m™™, p.”"™" et mipnum sont

remplacées par leur valeur matricielle :

(A8.7)

Cnum Dnum

Anum  Bnum Enum 0 mipAnum mitpB num
0 Enum )’ \ mtpCnum mipDnum
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Le calcul est développé et mis sous la forme :

6)_( 4,0, +B.p+ A0 +B,f+A0,+B.¢ (A8.8)
& C.6,+D.¢+C.0,+D.¢+C,0,+D¢ ‘

eq eq eq

B ,C,

ou les matrices A’

v By s D, sont fonction des matrices quadripolaires, de conversion de
spectre et des composantes des matrices de transfert partielles (matrices présentes dans (A8.7)).
Les conditions limites connues et inconnues sont ensuite regroupées selon deux vecteurs, par
exemple, si les inconnues sont ici les températures en face avant et que I’on connait les flux en

face avant et la température en face arricre, (A8.8) s’écrit :

0, ¢

6,=L|0, |+S,| 0 (A8.9)
o, 9,
6, )

@=L, 0,+5,| ¢ (A8.10)
0, )

ou les matrices carrées L; et S; sont fonction des matrices présentes dans (A8.7)

Dans le cas ou la température est connue en face arriére (6h) et ou les flux sont connus en face
avant (¢ ¢ ¢a), I’équation (A8.9) a elle seule permet la résolution en terme de température en
face avant. Le calcul symbolique nous permet de ne calculer que les deux matrices L, et S, le
temps de calcul est donc trés réduit par rapport a une méthode sans calcul symbolique préalable
qui nécessite le calcul de la matrice de transfert compléte directement a partir de (A8.3) ou
(A8.5).

IV.5 Calcul numérique des différentes matrices (convspectre.m et
matquad.m)

Le calcul numérique des matrices quadripolaires (matquad.m) n’est pas colteux en temps de
calcul, car ces matrices sont diagonales. Par contre le calcul des matrices de conversion de
spectre (convspectre.m) représente une part non négligeable du temps de calcul total (environ un
quart du temps de calcul total en régime permanent et beaucoup moins en régime transitoire car
elles ne dépendent pas du temps). De plus le programme de construction de ces matrices
nécessite de nombreuses boucles, donc il est intéressant de réaliser la routine en Fortran et
d’établir le lien avec Matlab en utilisant un lien « dll » (fichier.mex) [34]. Cette technique nous

permet de réduire le temps de calcul des matrices de conversion de spectre par un facteur 5.
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IV.6 Formation et résolution du systéme linéaire (numerique.m)

La matrice constitutive du systéme linéaire est calculée a partir de sa valeur symbolique
donnée par le programme de calcul symbolique et des valeurs numériques des différentes
matrices. Le vecteur du second membre est calculé a partir de sa valeur symbolique, des valeurs
numériques des différentes matrices et des valeurs numériques des spectres des conditions aux
limites connues. C’est cette étape qui nécessite le plus de temps de calcul et comme il s’agit de
produits matriciels, 1’écriture de ce sous programme en Fortran n’apporte rien (Matlab est tres
performant pour ce qui est des calculs matriciels). Cette étape représente plus de la moitié du
temps de calcul total et semble a priori incompressible. Un autre probléme posé par la
construction numérique du systéme linéaire est le besoin de beaucoup de mémoire (quand
beaucoup d’harmoniques sont conservées pour une grande précision spatiale) car toutes les
matrices, particuliérement les matrices de conversion de spectre, sont chargées en mémoire en
méme temps. Afin d’éviter la saturation de la mémoire, la matrice constitutive du systéme
linéaire et le second membre sont construits morceau par morceau. La contre partie est un temps
de calcul augmenté du fait des ouvertures et fermetures de fichiers. Si le nombre d”harmoniques
conservées est faible (faible précision spatiale), la quantité de mémoire nécessaire est faible et

cette option de construction du systéme par morceaux peut étre invalidée.

L’étape suivante consiste en la résolution du systeme linéaire. Il s’avére que compte tenu de la
nature des matrices quadripolaires, le systéme linéaire peut devenir assez vite mal conditionné.

Par exemple, rappelons I’expression de la matrice quadripolaire A4 (en deux dimensions) :

1 0 0 0
T 2
ch| J|Z] +2e
0 L a 0 0
A= (A8.11)
0 0 0
2
0 0 0 ch (vaf) + 2,
L a

ou p est la variable de Laplace, L la largeur du bloc, N I’ordre de troncature associés au bloc, a la
diffusivité thermique et e 1’épaisseur du bloc. Le plus grand élément de A croit
exponentiellement avec I’ordre de troncature N , avec le rapport ¢/L, ou avecm , alors que
le plus petit élément reste égal a 1. Ceci a pour effet de déséquilibrer la matrice constitutive du
systeme qui est fonction des matrices quadripolaires.

Nous remarquons deés lors les trois limitations d’ordre numérique de la méthode des quadripdles :
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e Limitation de I'ordre de troncature. De méme que les méthodes numériques ne peuvent
prendre en compte un nombre infini de noeuds ou de cellules, cette méthode ne peut prendre

en compte qu’un nombre fini de modes.

¢ Limitation du rapport de forme des blocs. Cette méthode n’est pas adaptée aux strucutres
composées de blocs de grande €paisseur par rapport a leur largeur. La solution consiste a
introduire de nouveaux modeles pour représenter ces blocs, comme des modeles d’ailettes
par exemple. Une exception concerne les blocs des extrémités ; nous verrons par la suite
comment un reconditionnement analytique permet de considerer des blocs d’épaisseur

quelconques a condition qu’ils soient positionnés aux extrémités de I’empilement.

e Limitations lides aux temps trés courts. Le systéme linéaire explose aux temps trés courts
(y/ p/a grand). Ce probléme est résolu par I’introduction de modéles asymptotiques valables

pour les temps trés courts.

De plus, il convient de définir une procédure optimale de résolution du systéme linéaire, de
majorer l'erreur commise lors de I’inversion et d’essayer de reconditionner au mieux le systéme

linéaire.

1V.6.1 Méthode de résolution du systeme linéaire

I existe deux classes de méthode adaptées a la résolution des sytémes linéaires [35], les
méthodes directes du type de la méthode de Gauss, de Householder ou factorisation QR et les
méthodes itératives du type de la méthode du gradient conjugué. Les méthodes itératives sont
plutdt adaptées aux matrices symétriques ou creuses mais peuvent étre utilisées dans le cas
présent de matrice pleine non symétrique. Le probléme des méthodes itératives est qu’elles
introduisent un hyperparamétre supplémentaire qui est le nombre d’itérations ou le critére de
convergence. Ces méthodes ne convergent pas lorsque le systéme est mal conditionné. Notre

préférence est allée a la méthode de Gauss du pivot partiel.

Dans les cas extrémes ou le systéme est trés mal conditionné et ou une trés grande précision
est demandée, une méthode pour améliorer la précision de la résolution est de résoudre une fois
le systeme (par la méthode de Gauss), de calculer les résidus, puis de le résoudre une seconde
fois en prenant comme vecteur du second membre les résidus et ainsi de suite [36]:

soit le systéme :

LX =b (A8.12)
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La premiére solution est X" et le résidu r° :
P =LX°-b (A8.13)

On peut résoudre
LX’ =7 (A8.14)

de solution X' et calculer le résidu r'et ainsi de suite jusqu’a ce que la norme du résidus ne

décroisse plus, la solution optimisée est alors :
X=X"+X"+...+X" (A8.15)
En régle générale, 2 itérations suffisent a améliorer sensiblement le résultat de I’inversion.

Une deuxi¢me solution pour améliorer I’inversion est de programmer la méthode de Gauss du
pivot total qui consiste a choisir comme pivot le plus grand élément de la matrice [35, p234]. Cet
algorithme a été programmé sous Matlab et Ia solution diverge en effet moins rapidement avec
’augmentation du nombre de conditionnement du syst¢éme. Cependant les gains ne sont pas
suffisants pour justifier I’augmentation du temps de calcul associé a cette méthode (la méthode
du pivot partiel est compilée, donc bien plus rapide). En conclusion, cette inversion par le pivot
de Gauss partiel avec itération sur les résidus est la plus adaptée a la résolution de notre
probléme lorsque le conditionnement est mauvais. Lorsque le conditionnement est raisonnable,
I’itération sur les résidus n’est pas nécessaire. Cependant lorsque la taille du systéme linéaire
devient trop importante (le nombre d’harmoniques conservées pour le bloc de base trés
important, par exemple supérieur & 2000), une méthode itérative du type de la méthode du
gradient conjugué [38] doit étre utilisée car a partir de cette taille, comme le montre le
paragraphe suivant, la méthode de Gauss n’est plus performante. Le programme laisse le choix
de la méthode d’inversion a utiliser : 4 méthodes (Gauss partiel, Gauss total, Gauss partiel avec
itération sur les résidus et méthode itérative du gradient conjugué carré (fonction cgs dans

Matlab)) sont programmées.

IV.6.2 Majoration de I’erreur commise lors de la résolution du systéme linéaire par la

méthode de Gauss du pivot partiel

Matlab représente les nombres en virgule flottante par 16 chiffres significatifs (double
précision), I’erreur relative maximale commise est de 2% [39]. Cette erreur intervient a chaque
fois qu’une opération (+-*/) est réalisée donc, plus on exécute d’opérations, plus on cumule ces
erreurs d’arrondi. On est en mesure de majorer I’erreur cumulée commise lors de la factorisation
LU (méthode de Gauss) [35, p271-280] :

Soit le systéme linéaire :
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AX =b (A8.16)
La méthode de Gauss consiste a écrire PA=LU, avec U triangulaire supérieure, L
triangulaire inférieure et P une matrice de permutation sur laquelle aucune erreur n’est commise.

Si I’on tient compte des erreurs d’arrondis, le produit LU est calculé avec Perreur E,, :
PA=LU,+E, (A8.17)
E  résulte de ’accumulation des erreurs d’arrondis et vérifie en valeur absolue :

|E,|<3K,&F (A8.18)

Avec :

e K, le plus grand des coefficients, en valeur absolue, de toutes les matrices qui interviennent
au cours de la factorisation de Gauss. Une majoration de ce coefficient est : 2™ K, avec K,
plus grand élément de A, mais selon Wilkinson [40] il est rare que K, dépasse 10K].

e ¢ une majoration de I’erreur relative qui résulte de ’arrondi des nombres (e=27%).

r -

0 0 0 .. O

donc

|E,|<3.K.2""eF (A8.19)

Si I’on choisit comme norme, la norme infinie :

|a4]. =|E..|. <3..2""e(n-1) (A8.20)
donc
n-1
”"A;""w <3Ki2 Kg.(n - =3.2""e(n~1) (A8.21)
oo 1
Or, toujours d’apres Lascaux et Théodor [35, p174] :
—"é&— < c'ondm(A).M (A8.22)
X +ax], [].

donc, si on considére un AX petit (on se situe avant la divergence) :
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———"AX""" <cond,(A).3.2" " e(n-1) (A8.23)

X1

En conclusion, I’erreur relative lors de PPinversion est d’autant plus grande que la matrice est
grande (n grand) et que la matrice est mal conditionnée. Ceci explique pourquoi la méthode de
Gauss n’est pas adaptée a la résolution de systémes de trop grandes tailles. La majoration

réalisée en (A8.23) est assez large mais peut donner une idée de I’erreur commise.

1V.6.3 Reconditionnement du systéme

Un moyen d’améliorer la résolution du systéme linéaire est de le reconditionner en multipliant
la matrice constitutive du systéme a droite et a gauche par deux matrices diagonales bien

choisies.

Soit le systeme linéaire suivant :
AX =b (A8.24)

Le but est de déterminer les deux matrices diagonales D, et D, inversibles telles que :

cond(D,A4D,) = inf [ cond(D,4D,)] (A8.25)

relativement a une norme déterminée.
Il s’avére que le choix de D et D, telles que donnés ci-dessous est un bon choix [35, p234-235] :

. 1 . 1
D,(j, )= D, (i,))y=———— (A8.26)

Yl >|p,), |

i=1 j=1
ou n est la dimension du systéme.
Cette opération étant supposée effectuée, la résolution du systéme linéaire (A8.24) se fait en

résolvant le systéme :

DAD,Y =Db
(A8.27)

X=DyY

En pratique nous constatons que cette technique réduit assez notablement le nombre de
conditionnement de la matrice constitutive du systéme linéaire. Cependant, ce reconditionnement
numérique nécessite des calculs supplémentaires, donc induit des erreurs d’arrondis
supplémentaires et n’améliore pas le résultat de la résolution. La précision de la solution dépend
du conditionnement de la matrice mais également du nombre d’opérations effectuées lors de

I'inversion. Un surplus d’opération conduit 4 une accumulation d’erreurs d’arrondis.
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Ainsi, nous allons envisager de reconditionner le systeéme linéaire d’une maniére analytique.
Par exemple, si on considére I’exemple de la figure 5, le systeme linéaire (A8.9) s’écrit en

fonction des matrices quadripolaires et de conversion de spectre :

6, -9,
(44,4, )6, (=] BB, B, ]| 9, (A8.28)
o, 9,

Si les inconnues sont les températures supérieures, la matrice L constitutive du systéme est

L=[4:4,i 4] (A8.29)

eq

Une solution pour rééquilibrer L est de factoriser & gauche par Ag et & droite par 44, le systeme

devient :
62 ¢z
44 A4 440 6, |=-4"[ B, BB | 4, (A8.30)
A393 s

La matrice associée au systéme linéaire devient donc :

L=[A] AL A7 A} A7 A A (A8.31)

eq eq * eq’ 3

Or, les composantes de 4, 4;, , A;'4;, et A;' 4, s’expriment analytiquement en fonction de :

(274

(A8.32)

(A8.33)

Donc, les composantes de la matrice constitutive du systéme relatives aux blocs 0 et 3 sont toutes
du méme ordre quand » devient grand (d’ordre 1), ce qui permet de considérer pour ces deux
blocs situés aux extrémités des épaisseurs quelconques sans déséquilibrer le systeéme. Par contre,
il n’est pas possible de faire intervenir ces termes en tangente hyperbolique pour les blocs
intermédiaires, donc la limitation subsiste pour ces blocs. Une solution pour modéliser les blocs
trés épais par rapport a leur largeur peut étre d’introduire des modeles réduits comme des
modeles d’ailette. En pratique, pour la modélisation des composants électroniques de puissance,

cette limitation n’est pas un probléme car les couches sont fines ; seul le radiateur peut étre assez
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épais et comme il constitue le bloc de base, le reconditionnement analytique suffit a permettre

I’inversion.

1V.6.4 Modeles asymptotiques pour les temps trés courts

Un probleme se pose également lorsque la variable de Laplace p est trés grande, ce qui
correspond aux temps tres courts. Pour ces temps trés courts, il n’est pas nécessaire de modéliser
toute la structure, on modélise la puce (ou la zone excitée) par un milieu semi-infini ou par un
milieu fini avec une condition limite de température imposée assez loin de la source et on

effectue alors un raccordement au modéle complet.

Par exemple, considérons I’exemple de la figure 6. 11 s’agit de ’empilement de 2 blocs isolés
sur leurs faces latérales. La face inférieure du bloc de base est imposée a 0°C alors que la face
supérieure du bloc 1 est excitée suivant une impulsion Dirac de densité de flux. Cette excitation
permet de déterminer la réponse impulsionnelle de la structure et donc de déterminer ensuite la

réponse a une excitation quelconque par produit de convolution. La surface libre 2 est isolée.

=0
figure 6 : bibloc de test

Si lexcitation est uniforme en espace sur la face supérieure du bloc 1, un modéle unidirectionnel

semi infini peut étre utilisé pour les temps courts :
T(p)=— (A8.34)

Dans le cas contraire, nous pouvons utiliser un modele un peu plus sophistiqué qui prend en
compte le caractere bidimensionnel ; la température est imposée a la température initiale sur la

surface inférieure du bloc 1 :
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(A8.35)

Ce modele en tangente hyperbolique n’explose pas aux temps courts.
Il reste a déterminer le temps caractéristique de raccordement des deux modeéles. La figure 7,
représente la réponse a un Dirac de densité uniforme selon les deux modéles.

Lo=10mm;ep=2mm ;L; =7 mm ;e = 1.5 mm. Les deux blocs sont en cuivre.

10 . : , —
» E
10 +++ O bibloc ]
+ + monobloc E
+
+, ]
g
R @
107 F Eg .
€B$ E
— $ o
(] & 4
< By ]
— &

.3 $$

10° @ ]
@
s
P

4 @OO )
10 +~ o
+
R
1 1 1 1
10° 10* 10°? 10°

2
tf(e1fa1)

figure 7 : véponse a une impulsion Dirac de densité de flux uniforme pour deux modéles,

température au milieu de la face supérieure du bloc 1.

Sur cet exemple, les deux modélisations correspondent jusqu’au temps caractéristique
adimensionnel de 0.1. En pratique, nous avons pu constater qu’un temps caractéristique de
raccordement de 0.01 donnait de bons résultats.

Le recours a ces modeles asymptotiques, qui sont tout de méme assez faciles a mettre en ceuvre,
est nécessaire pour obtenir une réponse impulsionnelle aux temps courts suffisamment précise
afin d’exécuter de bons produits de convolution et traiter le cas d’une excitation quelconque. Le

calcul a partir des modeles asymptotiques pourrait étre implanté dans le programme.
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IV.7 Régime transitoire, inversion de la transformée de Laplace

La méthode étant semi-analytique a partir de la résolution du systeme linéaire, I’inversion des
transformées de Laplace ne peut étre réalisée que numériquement. 1l existe plusieurs méthodes
d’inversion numérique des transformées de Laplace [16, 41, 42], les deux les plus couramment
utilisées étant la méthode basée sur une transformée de Fourier [41] et la méthode de Stehfest
[16]. La méthode de Stehfest présente ’avantage de ne nécessiter aucun paramétre & ajuster
(hyperparametre supplémentaire), contrairement a la méthode de Fourier. De plus, le calcul du
champ de température (ou de densité de flux) & un instant 7 quelconque ne nécessite le calcul de
la température transformée (ou densité de flux transformée) que pour 10 valeurs de p différentes.
C’est-a-dire que la détermination du champ de température dans la structure considérée a un
instant ¢ quelconque nécessite 10 formations de matrice solution et 10 résolutions de systéeme
linéaire. La méthode de Fourier nécessite de connaitre la température transformée pour un grand
nombre de valeurs de p mais donne la valeur de la température pour un nombre équivalent de
temps ¢. Donc, la méthode de Stehfest est intéressante si 1’on souhaite obtenir la température (ou
la densité de flux) a un nombre d’instants donnés assez faible, c’est-a-dire inférieur a 30. Un
dernier avantage de la méthode de Stehfest est qu’elle s’accommode relativement bien des
variations brutales de température (ou de densité de flux), alors que la méthode utilisant les
transformées de Fourier nécessitera un grand nombre d’harmoniques temporelles, (c’est-a-dire
un grand nombre de valeurs de la température transformée) si les variations sont brutales ;
comme nous chercherons en pratique la réponse impulsionnelle en face avant, la forme de la
température sera assez dure.

Pour toutes ces raisons, nous avons choisi d’utiliser la méthode de Stehfest [16]

Comme le montre également 1’organigramme du programme en régime transitoire, pour
chaque instant ¢, toutes les variables dépendant de la variable de Laplace p doivent étre calculées
10 fois. C’est-a-dire que les matrices quadripolaires doivent étre calculées 10 fois et que surtout
la valeur numérique de la matrice constitutive du systéme linéaire (étape qui nécessite plus de la
moitié du temps de calcul en régime permanent) doit étre calculée 10 fois. Par contre, les
matrices de conversion de spectre ne sont calculées qu’une fois car elle ne dépendent que de la
géométrie. En conclusion, le temps de calcul en régime transitoire pour chaque instant 7 vaut

sensiblement 10 fois le temps de calcul en régime permanent.

En régime transitoire, un systéme linéaire est entierement caractéris€ par sa réponse
impulsionnelle (réponse a un flash ou Dirac de densité de flux par exemple). A partir de cette
réponse impulsionnelle, la réponse a une excitation quelconque est obtenue par produit de
convolution [43]. Si Ts(x,y,z,t) est 'évolution de la température au cours du temps suite a une
excitation impulsionnelle et ¢ (f) I’excitation imposée, alors la variation de température au cours

du temps, conséquence de cette excitation, vaut :
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1l

T(x,3,2,t) = [T5 (x, 3,2, =2 )p(7)d7 (A8.36)

0

La principale difficulté liée a cette méthode réside dans le calcul du produit de convolution avec
suffisamment de précision par la méthode des trapézes (quadrature). Ceci suppose un calcul
précis de la réponse impulsionnelle en utilisant des modéles asymptotiques décrits dans la partie
précédente et une optimisation de la discrétisation du temps. En effet, en face avant, la réponse
impulsionnelle est infinie au temps initial. I1 convient alors pour cette position d’utiliser de trés
petits intervalles de temps aux temps courts.

Selon la position dans la structure du point auquel nous désirons connaitre la réponse
impulsionnelle, la discrétisation temporelle optimale varie.

Pour le cas de la face avant qui est le cas le plus délicat, nous pouvons imaginer une méthode a

pas de temps variable qui s’adapterait en fonction de I’estimation de la dérivée : aux temps trés

courts (la température varie comme — : milieu semi-infini), donc :

N

AT 1

Donc le choix d’un pas de temps qui varie en > conduira a des écarts de température, entre

deux pas de temps, constants.

Les réponses impulsionnelles a I’intérieur de la structure étant plus molles, une discrétisation

uniforme du temps peut alors suffire.

Une illustration simple est ici donnée pour le cas du bloc en une dimension représentée sur la

figure 8.

0

figure 8 : mur isotrope, homogeéne

de conductivité thermique A et de diffusivité thermique a

Ce bloc de cuivre posséde une épaisseur de 2mm et la température de sa face inférieure est

imposée a 0°C. La température en face avant est donnée par :

tanh \/Ee
- a

T(x:e,p):——\/-—z__/;;@(x:e,p)

(A8.38)

et au milieu du bloc :
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f(x: e/2,p)= Ch(\/%%JT(x: e,p) +7\/_;?_(;sh£\/§§}¢‘(x =e,p) (A8.39)

Ceci nous permet donc de déterminer par la méthode de Stehfest la réponse impulsionnelle en

face avant et au milieu du bloc, voir figure 9.

T {°C} en face avant

=gf?

T{°C)enz

figure 9 : réponse impulsionnelle en face avant et au milieu du bloc,

1
0.8
0.6
0.4
0.2

x10°
| : ! : ' )
T ; . Pt
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
w10t

a 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 012

pour un pas de temps de 107 s

A partir de cette réponse impulsionnelle, la réponse indicielle (excitation en échelon) peut étre
déterminée en exécutant le produit de convolution, et ceci pour différents pas de temps de

discrétisation. Le résultat obtenu peut alors étre comparé€ avec le résultat fourni directement par

la méthode de Stehfest en considérant une excitation indicielle.
Sur la figure 10 sont comparés les deux calculs en choisissant comme pas de discrétisation pour

calculer la quadrature un pas uniforme de 107 s
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x 10
]
( face avant
----- convolution
— calcul direct
milieu du bloc
t(s)
-1 L i 1 1 L 1
] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

figure 10 : réponse & un échelon unité de densité de flux, pas de temps de 107 s

Le produit de convolution donne bien 1’évolution dans le temps de la température au milieu du
bloc, par contre, le résultat est moins bon en face avant. Pour améliorer le calcul de la quadrature
en face avant, nous pouvons choisir un pas de temps plus petit, sur la figure 11 sont représentés

les thermogrammes pour un pas de temps de 107.

x 10
6r face avant
5l A B e
----- convolution
4 —— calcul direct
3
I
-, /
! rnilieu du bloc
il
t(s)
-1 1 1 1 I I} )
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

figure 11 : réponse & un échelon unité de densité de flux, pas de temps de 107 s

Le résultat est bien meilleur en face avant (voir figure 10), mais il subsiste un petit écart avec le
calcul exact. De plus, on ne peut pas réduire le pas de temps indéfiniment car le temps de calcul
nécessaire a la détermination de la réponse impulsionnelle deviendrait trop important. La
solution consiste a considérer pour la température en face avant un pas de temps variable. Si I’on
utilise la relation (A8.37) comme définition du pas de temps variable ( A«(i) = #(i)*? ; t(1)=10)
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le thermogramme calculé par le produit de convolution est pratiquement confondu avec le

thermogramme exact, voir figure 12.

x10
6

s ///—’—“’

4 7/

/7 «-=+- convalutan
/ —— calcul direct

T(O)

5
-

. tis)
il 0.02 0.04 0ce 0.03 0.1 012

figure 12 : température en face avant en réponse a une excitation indicielle, calculée directement

ou par ['intermédiaire de la réponse impulsionnelle, pas de temps variable

Donc a partir de la réponse impulsionnelle calculée judicieusement une fois pour toutes, nous
pouvons déterminer par simple produit de convolution les réponses a des excitations
quelconques. Sur la figure 12, sont représentées quelques réponses a des excitations classiques

pour le bloc de la figure 8.

5
6 >F< 10 e 10" ——— face avant
— —— face avant —
O 4 ----- milieu O
e o
[ T =
2 N
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 OAIU4 IJAll]B 0.08 0.1 0.12
1 T T T T T ] §1 v T v T T 4
g X
=
o=
> 05F - 04} N
3
o=
0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 002 0.04 006 0.08 0.1 0.12 1} 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
t(s) t(s)
x10° X100
[ [— face avant T frzﬁiisvant
gL [ milieu 3t M
?2 ﬁi;_, r
- - i S
1 1+ PR - -
0 . \ . \ \ t(s) , gleleanl 1 ) 1 L t(s) )
o 002 004 0.06 0.08 0.1 0.12 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
, T T T : T §1
P
=
g =
.| | 2 /l /VWl/
=]
o=
o , . . , FOMGEE of t (s)
0 002 0.04 008 0.08 0.1 0.12 0. 02 Q. [14 0 UB 0. UB A2

figure 12 : quelques réponses du bloc a des excitations classiques.
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Nous vérifions bien que le bloc est un filtre passe bas.
A titre de remarque, la méthode de Stehfest ne permet pas d’obtenir ces réponses directement.

Elle n’est pas adaptée a ce type d’excitation temporelle périodique.

IV.8 Calcul direct (caldirect.m)

Le programme caldirect.m est consacré au calcul des spectres de la température et de la
densité de flux dans toute la structure a partir des conditions limites connues et calculées par la
résolution du systéme linéaire. Pour ce faire, il nous faut définir un pas en profondeur (selon 0z)
pour chaque bloc pour lequel nous désirons connaitre la température. Nous définissons ainsi un
nombre de strates par bloc (nspb). Si cette variable est fixée a zéro, la température et la densité
de flux seront calculées uniquement sur les faces supérieures et inférieures des blocs, si elle est
fixée a 1, la température et la densité de flux seront calculées également dans le plan de coupe
médian du bloc...etc. Plus le nombre de strates par bloc est important, plus la résolution spatiale

selon 0z en sortie sera importante.

IV.9 Inversion des transformées de Fourier (inversion.m)

Le réle du sous programme inversion.m est de calculer les valeurs réelles des températures et
densités de flux a partir de leurs spectres. L’algorithme utilisé est I’algorithme d’inversion rapide
par transformées de Fourier, ¢’est-a-dire que les spectres bidimensionnels sont complétés par des
zéros pour que leur taille devienne une puissance de 2. De plus, ce programme construit les
graphiques de sortie définis par ’utilisateur. Ces graphiques donnent la température ou densité
de flux suivant des plans de coupe a x ou y ou z constant. Le programme calcule également la

densité de flux suivant Ox et Oy a partir des harmoniques de la température.

IV.10 Principe du zoom spectral

Une condition a remplir pour résoudre le probléme des empilements pyramidaux a partir de la
méthode des quadripdles est de conserver pour chaque bloc un nombre d’harmoniques qui doit
étre proportionnel a sa taille. Cette condition peut poser des problémes lorsque 1’on souhaite
considérer des structures composées d’empilements de blocs de taille trés différentes comme

représenté en figure 13.
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puce : 2

Ly
figure 13 : empilement de blocs de tailles trés différentes

En effet, si 'on souhaite obtenir une précision spatiale relativement importante sur la puce (par
exemple si on conserve 50 harmoniques pour ce bloc), on est contraint de conserver un trés
grand nombre d’harmoniques pour le bloc de base (a savoir 50x20=1000 harmoniques), ce qui se
traduit par un temps de calcul trés important, et des erreurs commises lors de la résolution du
systeme linéaire qui est de la taille du nombre d’harmoniques conservées pour le bloc de base 0.
Une solution qui permet de contourner ce probléme est d’exploiter le fait que les blocs ont un
caracteére passe bas (c’est-a-dire qu’ils atténuent les harmoniques d’ordre élevé). L’idée est donc
de réaliser un premier calcul en considérant un nombre réduit d’harmoniques pour la puce (par
exemple 10 harmoniques, ce qui fait un total de 200), de relever la température sur la partie
inférieure du bloc intermédiaire 1 et de s’en servir comme condition limite pour un deuxieéme
calcul, qui ne prend alors pas en compte le bloc de base 0 et pour lequel nous conservons 50
harmoniques pour la puce. Le total des harmoniques conservées pour ce deuxieme probléme est
alors de 50x4 = 200. Comme le bloc 1 joue un role de passe bas, les 10x4=40 harmoniques
conservées lors du premier calcul suffisent a décrire la température et la densité de flux sur sa
face inférieure. De plus, les deux calculs réalisés nécessitent beaucoup moins de temps qu’un
calcul pour lequel on conserverait 1000 harmoniques.

La possibilite de réaliser ces zooms spectraux est intégrée au code.
V L’interface graphique

Le but de cette interface est de rendre plus conviviale ’utilisation du code ; elle est réalisée

également sous Matlab 6.1 [44]. Une vue d’ensemble est représentée sur la figure 14.
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Annexe 8 : mise en ceuvre numérique et symbolique

<} Multiblocs

figure 14 : interface utilisateur

La structure en construction est tracée dans la fenétre graphique, I’utilisateur peut sélectionner un
bloc dans la liste pour le modifier, celui-ci devient alors de couleur rouge (cas ici du bloc bl). Le
menu « fichier » permet d’enregistrer la structure et d’ouvrir une structure existante. Le menu
« définir un graph » (voir figure 15) permet a I'utilisateur de définir un plan de coupe dans lequel

la température et la densité de flux calculées sont tracées sous forme de contour.

figure 15 : menu « définir un graph »

Le bouton « calculer » en bas a gauche de la fenétre principale permet de lancer le calcul.
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Annexe 9 : matrices de conversion de spectre particuliéres

Annexe 9 : calcul des matrices de conversion de spectre entre un
bloc 1solé sur ses faces latérales et un bloc échangeant sur sa
face de droite

goa\'ci

=0

figure 1 : un demi canal

I. Passage du bloc n°1 au bloc n°2

*Pans la base associée au bloc n°1, la température a I’interface s’écrit :

Ny 1 =
T'(x,,z, =e,)=Zcos(0(,',x,)0"—(Z]\;0]—el)- (A9.1)
n=0

n

Ol‘,l a']’:nﬂ'/Ll et NO:I: nZOZLl .
nx1:1/2

*Dans la base associ€e au bloc n°2, la température a I’interface s’écrit :

N, 62 L= O
T?(x,,2,=0)= Z cos (Otfx, )—"(L)——) (A9.2)
i n=0 ) NO,:
ou les valeur propresa; sont les solutions positives de :
cos(ax, L
sin(e,L)

et ou la norme No? est définie par

No :—Li{l - My /2 } (A9.4)

"2 hL,JA) +(a,L,)
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Annexe 9 : matrices de conversion de spectre particuliéres

La continuité de la température entre les bloc 1 et 2 impose :

L
jTl(xl,y] =el,p)cos(a,],x,)dxl :9;:(}’1 :€l7p)
0

. L (A9.5)
j (x,,y, =0, p)cos( ,l,x,)dx, + I T3(x3,p)cos(0(,',x,)dx,
0 L,
Soit :
Ly N 2 —
6, (v =e.p jicos a X, cos( )w dx,
o0 No, (A9.6)
1 Ny 3
+ ;[ gcos(a’i (x,— L, ))cos(a,‘,x] )%\/(o—?) dx,
C’est a dire, apres intégration :
¥ [sin{(e, +2)L,) sin{{el-al)L,) o =0
e,ll(y]:el,p)zz (( ) )_l_ (( : 2) ) m( - p)
e a, +a, @, — &, 2No, (A9.7)
Ny
+2.E, 5 (nm)6,(p)
m=0

Ou la matrice de conversion de spectre E,_, est une matrice classique.

13

Nous pouvons ainsi définir la matrice de conversion de spectre E,_, de taille (NixX N;) telle que :

1-2
6'(y,=e,p)=E_,0*(»,=0,p)+E_.6’(p) (A9.8)
1 [sin{{e)+al)L,) sin((a)—al)L,
Epa(n m)=2N02 ((a +o ) )+ ((oc a') ) (A95)

II. Passage du bloc n°2 au bloc n°5

La continuité de la température a 'interface entre les blocs n°2 et n°5 s’écrit :
Tz(xzs}’2:ezap)zTS(xszxz,)%:pr) (A9.10)

multiplions (A9.10) parcos(;x,) et intégrons de 04 L :

L,
J.Tz(xz’yz = ez’p)cos(asxz)dxz :93 (yz = ez,p)
0

(A9.11)
L,
IT (x5, y5=0 p)cos(a x,)dx
0
(A9.11) devient, apres remplacement de T > par son expression développée :
, ¥ 1 [sin({af+a))L,) sin{{el —a) )L, ]
9,7(}’2:@2,10):2 (( ) )+ (( 3) ) (¥, =0,p) (A9.12)

s 2
m=0 2 N, Om a + am a

m
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Annexe 9 : matrices de conversion de spectre particulieres

donc nous pouvons définir la matrice de conversion de spectre F,_ . de taille (N2X Ns) telle que :

255
6 (y,=e,p)=F,,; 6 (»,=0,p) (A9.13)
3 2 5 L7 : 28 L7
avec F2_>5 (n,m) — 2]\;05 Sm((Z; :Z;") ~) + s ((z;’ - Z;”) —) (A9. 14)

m n m n m
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Mots-Clés : Modélisation Thermique Analytique, Quadrrpole Therrmques Multrcouche Composant
Electromque de Pulssance Thermographie Infrarouge, Estimation de Paramétres.

Résumé : Le contrdle thermique est un point clef de la conception des équipements électroniques. En’
- effet les caractéristiques de fonctionnement des composants et la fiabilité des systémes dépendent
fortement de la température. Nous avons développé un outil de modélisation des transferts de chaleur
dans les composants electromques de puissance qui permet d’optimiser leur structure d’un point de
vue thermique. Ses performances en terme de temps de calcul permettent cette optimisation sans
avoir recours 4 des modéles réduits. La méthode ne nécessite pas de maillage de la structure et-son
.Caractere analytique en fait une méthode adaptée a la caractérisation expérimentale des composants.
Le premier chapitre est consacré & la mise en place des outils de modélisation thermique de
structures 4 géométrie multibloc, ¢’est-a-dire de structures composées d’empilements pyramidaux de
blocs parallélépipédiques, géométries caractéristiques des composants électroniques de puissance.
Le deuxiéme chapitre est centré sur la validation et I’estimation des performances de la méthode.
La simulation thermique d’un module IGBT (Insulated Gate Bipolar Transistor) est réalisée. Une
procédure de conception optimale d’un diffuseur est proposée. La faisabilité de la prise en compte
par la méthode des quadripdles thermiques du couplage entre un canal fluide et ses parois solides, ou
- de la modélisation d’un radiateur 3-ailettes, est également démontrée. '
Le troisiéme et dernier chapitre est consacré & la mise au point d’outils de caractérisation
| d’empilements, de métrologie de température sur les IGBTs et de fluxmétrie par conduction inverse.
Une procédure de mesure de température sur la surface d’un composant est également mise au point.
La . mesure est reahsee par thermographie infrarouge, phosphorescence induite U.V. et par
Pintermédiaire d’un parameétre thermosensible afin de procéder 4 la cartographie des emissivités. La
perspective d’utrhser un composant électronique comme ﬂuxmetre est également env1sagee

Key' -Words . Thermal Analytical Modellmg, Thermal Quadrupoles Multllayer Materral Power'

Electronic: Component Infrared Thermography, Parameter Estimation.

Abstract : “Thermal Modeling of Power Electronic Components, Using the Quadrupole Method”
Thermal monitoring is a key point in the design of electronic equipment because working features of
components and reliability -of systems strongly depend on temperature. We have developed a heat
transfer modeling tool for power electronic components It allows to optimize their structure in a
thermal pomt of view. Its performance in terms of running time (CPU time) permits this optim
without using reduced models. The method does not need any meshing of the structure a
analytical character is well suited to characterize components experimentally. -

The first chapter is dedicated to the introduction of the thermal modeling tools of mu
structures, that is to say of structures made of pyramidal stacks of paralleleplpedlc blocs, which
specific geometry of power electronic components :

The second chapter is centered on the validation and on the performance evaluatron of the met
Thermal simulations of an IGBT (Insulated Gate Bipolar Transistor) module are realized. An o

- design'method is proposed for a spreader (heat sink). The modeling of a channel, that take
account the coupling between its solid walls and the coolant , and the modelmg of a fin heat si
also realized. : L

- The third and last chapter is dedlcated to the implementation of characterrzatlon tools

-multilayer materials, to temperature measurements on IGBTs and to heat flux measurements th
inverse conduction. A procedure of temperature measurements on the surface of compon
finalized. Measurements -are carried out by infrared thermography, U.V. induced 'phosphore
and through a thermosensitive parameter in order to determine the emissvity map. The prospé






