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E : module de Young ou d'élasticité

p, G :module de cisaillement

K : module de compressibilité

f,f : fraction volumique

o, E : tenseur représentant le champ de contrainte

e, E : tenseur représentant le champ de déformation

D : paramètre d'endommagement
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on : contrainte normale de traction à une interface

CCOD : crack centre opening displacement

A : < fraction > de fraction volumique

Uo : énergie stockée dans un renfort avant sa rupture

ç : énergie restituée à la rupture

,S : surface de rupture
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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

A - MOTIVATIONS ET OBJECTIFS

Depuis toujours, et de façon plus intense encore aujourd'hui, les sciences de l'ingénieur,

au sens large, ont porté une attention particulière au comportement des matériaux sw

plusieurs aspects : tenue thermomécanique (résistance, flexibilité, dilatation, ...),

comportement chimique (corrosion, contact alimentaire, rejet biologique, ...), conductivité

électrique (isolation,...), et bien d'autres encore. Mettre au point un type de matériau allie

désormais plusieurs compétences et techniques. Certaines utilisations exigent parfois une

caractéristique et son contraire, exemple d'un comportement mécanique résistant à la torsion

dans une direction et favorable dans la direction perpendiculaire. Ce genre de problème, qui

fait appel à la géométrie et à la résistance des matériau< élémentaires, constitue un riche

domaine de recherche pour la mécanique des matériaux qui a vu apparaître le concept de

modélisation de matériaux ( composites >> ou ( hétérogènes >. Ce sont des matériaux qui ont

l'aptitude d'être conçus à la carte suivant les besoins.

Aujourd'hui, on remarque une progression importante dans I'emploi des matériaux

composites dans des domaines d'application aussi divers et variés que sont :

- l'aéronautique, l'espace ou la biomécanique avec des composites carbone-carbone et

des composites céramiques, alliant légèreté et résistance.

- I'automobile avec en particulier des pneumatiques de plus en plus sophistiqués,

- l'imprimerie et I'emballage avec les papiers et les cartons,

- la menuiserie et le bâtiment avec les panneaux de particules ou de fibres,

- le génie civil avec les différents types de bétons,

- le sport en particulier la voile avec des toiles enduites et des coques très optimisées,

et bien d'autres encore.

L'essor des matériaux composites est dû en partie à la recherche continuelle de matériaux

de plus en plus économiques et légers avec des propriétés mécaniques élevées et fiables. Il y a

environ 30 ans, lorsqu'on parlait de pièce mécanique résistante, on n'avait que le choix des

différentes nuances d'acier. De nos jours, sont développés des matériaux tels que

I'aluminir.rm, le titane et des composites à fibres de carbone dont la rigidité est similaire à

celle de I'acier pour un poids nettement inférieur.

Malgré la multitude d'études déjà consacrées aux milierur composites et hétérogènes pour
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leur fabrication et caractérisation, la complexité des phénomènes qui entrent en jeu, lors de

leur conception ou de leurs utilisations, continue à alimenter les sujets de recherche en vue

d'une meilleure maîfiise de ces ( nouveaux matériaux >. Les lois et les outils

micromécaniques sont largement sollicités pour leur description ou modélisation. Ce domaine

a ainsi connu le même essor que celui des matériaux en général avec de nouvelles

formulations. On a acquit aujourd'hui les bases mathématiques et mécaniques permettant

d'étudier plusieurs aspects, en particulier la rupture et sa propagation sous chargement que

nous essayerons d'explorer le long des pages de ce document.

B - PROBLÉUerrquE ET CADRE D'ÉTUDE

La possibilité d'utilisation des matériaux est limitée par les risques de déformation ou

de rupture des pièces : il est donc important de connaître, pour un matériau donné, à la fois les

conditions pour lesquelles la rupture est susceptible de se produire et les raisons physiques de

cette rupture. Ces connaissances sont nécessaires, d'une part pour utiliser rationnellement la

matière, donc assurer la fiabilité des constructions, et d'autre part pour avoir des idées

directrices en vue de la mise au point de matériaux ou alliages nouveaux plus perfonnants.

L'étude de la rupture est ainsi l'un des problèmes importants qui se posent à I'ingénieur en

matériaux et cela explique en partie la grande place faite aux essais mécaniques dans les

laboratoires de recherche. Cependant, les indications que donnent les machines d'essais ne

sont pas toujours suffrsantes pour préciser où et comment la f,rssure prend naissance, et de

quelle façon elle se propage dans un matériau dont on connaît la structure. Elles doivent, dans

certains cas, être confrontées par exemple avec les résultats de I'examen des surfaces de

cassure. Cet exarnen apporterait alors des indications variées sur le faciès, I'origine et

I'amorçage des cassures, sur I'hétérogénéité, la ductilité et parfois la grosseur des constituants

du matériau. Les observations expérimentales amènent à une compréhension des mécanismes

d'endommagement, aident à affiner I'analyse de leur incidence sur les propriétés mécaniques

et à reformuler les modèles d'endommagement ou de fîssuration. L'usage des méthodes

d'homogénéisation par changement d'échelle pour l'étude de I'endommagement (sueuer,

1981 ; LENE et LEGUILLON, 1981 ; ANDRTEITX, 1983 ; REMOND, 1984, eNnnIErrX et al,1986 ;
BASTE et al,l99l; BARRET et al,1999) s'est très vite imposé grâce à la connaissance de plus

en plus fine de la microstructure des composites et à la mise en ceuvre de techniques de

mesure de plus en plus sophistiquées. Les approches purement phénoménologiques
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(LEMAITRE et cHABocHE, 1978; LADEVEZE. 1983; CHABoCTTE, 1992) sont désormais

couplées à des études microscopiques pour donner des approches multi-échelles (N,rw. et al,

1993, eunn, 1995; POTTIERs 1998). Cette forte tendance à utiliser des approches mixtes

macro-micromécanique se traduit par la production d'une multitude de publications (rlroussl

et al,1994; DERIEN et al,1998; I,E PEN et BAPTISTE, 1998 ; ...). Toutes ces modélisations

déductives, permettent de réduire les coûts de la mise au point des matériaux et de prévoir leur

comportement en service.

Le présent travail se situe dans le cadre d' une proposition d'outils d'intégration et de

modélisation micromécanique de I'endommagement (principalement fragile) par fissuration et

décohésion de matériaux hétérogènes. Cette modélisation permet d'analyser le comportement

effectif de tels matériaux d'abord dans la phase précédent I'endommagement, puis au cours de

I'endommagement et jusqu'à la ruine. Elle est basée sur une transition d'échelle micro-macro

permettant de prendre en compte toutes les hétérogénéités dans la description du milieu

macroscopique.

Les généralités sur les composites et milieux hétérogènes sont abordées dans le

premier chapitre qui présente une brève historique ainsi qu'une description de notre matériau

d'étude. Nous y présentons également une discussion sur les différentes approches de

modélisation.

Le deuxième chapitre porte sur la présentation de notre choix de modèle pour la

détermination du milieu effectif. Dans un premier temps, le schéma autocohérent est exposé

en monosite et multisite. Un rappel de sa formulation classique et des hypothèses de son

application est fait, suivi de l'établissement des équations constitutives. La complexité des

équations oblige à renoncer à la recherche d'une solution exacte et à adopter une résolution

approchée itérative. Cette solution fait intervenir des tenseurs d'interaction calculés à partir

des propriétés mécaniques et géométriques des divers constituants. A cette étape, aucune

évocation n'est faite de I'endommagement et les hétérogénéités sont prises en compte quelles

que soient leur nature et forme. Une discussion des résultats est ensuite effectuée. Les

imperfections de I'approche, liées principalement à l'écart enfre les propriétés mécaniques des

constituants, sont corrigées au cours de ce chapite dans un deuxième paragraphe par

I'introduction du schéma incrémental. Cette conection est surtout nécessaire por.r le
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traitement des inclusions vides dont les propriétés mécaniques sont nulles par rapport à celles

des inclusions rigides.

En introduction à la modélisation des fissures, l'étude de la porosité dans les matériaux

constitue une transition importante dans notre approche de résolution. Il peut arriver que la

masse volumique mesurée expérimentalement pour un matériau composite ne coincide pas

avec la valeur calculée à partir des masses de constituants introduites. Dans ce cas où ce

décalage dépasse les précisions expérimentales, il peut être attribué à la présence de porosité.

La fraction volumique de porosité peut être mesurée par la différence entre la masse

volumique calculée et la masse volumique expérimentale mesurée. Cette présence de porosité

dans un composite peut entraîner une diminution significative de ses caractéristiques

mécaniques. La porosité augmente également la sensibilité du matériau composite à

l'environnement extérieur: augmentation de I'absorption de I'humidité, diminution de la

résistance aux produits chimiques, etc. Elle peut mathématiquement être considérée comme

une inclusion de propriétés mécaniques nulles. Ainsi dans les lois de comportement, on

passera du renfort plus ou moins rigide à la porosité qui est une discontinuité volumique. Le

passage à l'aplatissement de la porosité donne la fissure avec une discontinuité surfacique.

Dans un milieu composite, selon la nature des constituants et des sollicitations mises

en jeu, on distingue plusieurs types de fissurations, de I'apparition de réseau de microfissures

dans la matrice à la rupture des renforts en passant par le délaminage fibre-matrice. Tous ces

phénomènes complexes ne sauraient être traités en même temps.

Le troisième chapitre expose la formulation complète de I'endommagement

micromécanique tel que nous avons envisagé de le traiter. Les différents modèles

d'endommagement sont présentés ainsi que leur mise en æuwe. Chaque modèle intègre dans

sa formulation ses différents critères d'endommagement associés. L'incorporation de ces

différents modèles et de leurs influences sur la microstructure du milieu est la phase

d'assemblage du modèle global d'homogénéisation. Chaque modèle d'endommagement

micromécanique crée une dégradation correspondant à une forme d'inclusion vide qui sera

introduite dans la microstructure. Tout I'algorithme du processus est ensuite détaillé au

chapitre fV. Enfin au chapite V nous présentons nos résultats permettant de suiwe

l'évolution du comportement endommagé dans les differentes directions matérielles ainsi que

les modifications des surfaces de chargement.



Chapitre I : Généralités sur les matériaw hétérogènes

CHAPITRE I



Chapitre I : Généralités sur les matériaw hétérogènes

Ll - MATERIATIX COMPOSITES ET ET'TEROGEI\,ES

On désigne par composite un mélange de deux ou plusieurs matériaux de natures

différentes (les phases), se complétant et permettant d'aboutir à un matériau dont les

performances sont supérieures à celles des constituants pris séparément. Ce sont des

matériaux hétérogènes dont les propriétes physiques peuvent varier d'un point à I'autre.

Dans la compréhension collective, quand on parle de matériau composite, on entend

un matériau hétérogène perfonnant. L'attention est beaucoup plus fixée sur l'aspect

performance que sur l'hétérogénéité qui est à la base des modifications des propriétés. En

effet, il existe plusieurs degrés d'hétérogénéité et ceci a généralement une influence sur

I'approche à mettre en æuvre. Il existe des composites naturels, exemple du matériau bois, et

des composites artificiels comme le béton. Le composite artificiel est couramment constitué

d'une ou de plusieurs phases discontinues réparties dans une phase continue. La phase

discontinue, habituellement plus rigide, avec des propriétés mécaniques supérieures, est

appelée le renfort tandis que la phase continue est dénommée matrice. Notons toutefois qu'il

existe plusieurs exceptions à cette description dont le cas des matériaux poreux que nous

examinerons plus loin dans les autres chapifres. La matrice permet de conserver la disposition

géométrique des renforts et de leur transmethe les sollicitations auxquelles est soumis le

matériau composite.

Le < composite >>, au sens moderne du terme, est en réalrté apparu pour la première

fois vers le milieu du )Of*" siècle dans I'industrie aéronautique. Cette apparition est motivée

par le besoin d'utilisation de matériaux plastiques dans les constructions aéronautiques en

alliant la rigidité et la résistance de différentes fibres. On trouve dans la littérature d'excellents

documents concernant l'étude générale des composites, en particulier par KELLv (1983) et

BERrr{ELOr (1992).

Les plastiques synthétiques modernes ont été découverts la première fois au début des

années 1900. Les propriétés recherchées étaient une aisance de formabilité, une densité faible

par comparaison aux metaux, une excellente finition extérieure et l'absence de corrosion.

Cependant, il leur manquait une rigidité et wre résistance suffisante, d'où la nécessité de la

présence d'un agent de renforcement. Les fibres de verre n'étant pas encore disponibles, elles
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n'ont été produites en quantité que vers 1940, des fibres naturellement développées telles que

le lin textile ou le jute ont été utilisées comme additifs pour renforcer le plastique, le plus

souvent en structure tissée (figure I.1.a et figure I.1.b).

( a ) ( b )

Figure Ll : composites à renforts en textile

D'autres types de fibres auraient pu êfre utilisés, en particulier I'amiante qui présente une

forte raideur mais n'est pas disponible en de grandes longueurs continues. Le principal

inconvénient lié à I'utilisation des fibres naturelles est celui de l'humidité qui dégrade les

propriétés du composite. Il faut donc traiter ces renforts, à base de cellulose, pour une

utilisation confortable, en leur trouvant en même temps des substituts beaucoup plus

performants comme les fibres de verre, de carbone, etc.

Ce concept de < composés fibreux > en tant que moyen d'amélioration considérable

des propriétés mécaniques des plastiques est resté une perspective très importante. Presque

tous les plastiques en utilisation pouvaient être mélangés à des fibres de toutes sortes et à des

particules qui amoindrissaient les coûts de fabrication du fait de leur abondance sur le marché.

L'addition de fibres a ainsi suivi une progression, de même que les techniques de fabrication.

Les premières méthodes naturelles d'incorporation des renforts dans le plastique impliquaient

des techniques de mélange, de manière à produire un matériau homogène pour lequel peu ou

aucune attention n'est prêtée à l'arrangement relatif des particules de fibres. Si une telle

procédure est suffisante pour des particules ayant des axes à peu près équivalents (particules

sphériques ou cubiques), elle se trouve très vite limitée si les avantages d'incorporer des fibres

doivent être maximisés : la fibre confère une rigldité maximale à I'ensemble du matériau dans

la direction parallèle à son ære et seulement dans cette direction. La microstructure interne

peut donc également ajouter ou soustraire de la performance. Une haute résistance demande

un grand contrôle de la microstructure sans oublier I'aspect extérieur. Ces facteurs confrôlant
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la résistance et la rigidité des fibres ont été très vite identifiés et des fibres très raides et

optimisées ont été élaborées dans des matériarur tels que le bore ou le graphite. Ces fibres sont

nettement moins denses que la plupart des métaux.

Il existe une deuxième manière d'imaginer les matériaux composites qui explique

differemment la description que nous venons de faire. Il s'agit de se poser la question

d'utilisation des propriétés mécaniques atffayantes des fibres, à savoir rigidité, résistance et

faible densité, qui par elles-mêmes ne peuvent seulement être employées que sous forme de

cordage. La seule façon de leur donner une réelle utilité dans les constructions mécaniques est

de les incorporer dans un autre matériau de consistance volumique : la matrice. L'un des

matériaux les plus attrayants est la résine. On remarque encore la nécessité de la présence de

deux milieux mécaniques complémentaires. Encore une fois, la rigidité développee par les

fibres est maximale quand ces dernières sont parallèles les unes aux autres et c'est dans cette

configuration qu'elles sont utilisées dans les applications de hautes performances. La matrice

dans ce cas, en plus de sa fonction d'assemblage, con{ère aux fibres la stabilité nécessaire

dans le cas des sollicitations quelconques. Les fibres sont également utilisées sous fonne

tissée et doivent être capables de se prêter à des processus de tissage modernes.

Les contours et le contenu de I'intérêt porté à l'étude des composites sont maintenant

clairs. Il s'agit des propriétés de rigidité et de résistance des fibres, de la manière dont elles

sont fabriquées et comment les fibres affectent les propriétés mécaniques des matrices qui

sont utilisées pour les lier. Les fibres nécessitent la présence d'une matice pour pouvoir être

utiles à l'ingénieur. Les propriétés physiques des composites dépendent des propriétés

mécaniques, des fractions volumiques et de I'arrangement spatial de leurs divers constituants.

Une analyse minutieuse des différents composés est souvent indispensable. De nouvelles

méthodes de description et de caractérisation de la distribution et orientation des fibres

incluent de nos jours des considérations de propriétés non mécaniques telles que la

conductivité thermique or.r/et électrique, résistance à la corrosion, etc.

L'étude d'un composite peut être spécifique du fait de sa catégorie. Les composites

peuvent être classés suivant la forme ou la nature des composants.

Du point de vue forme géométrique des constituants, les composites sont rangés en

deux grandes classes: les matériau( composites à particules et les matériaux composites à
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fibres.

On désigne par composite à fibres les matériaux ayant des renforts sous forme

allongée. Les fibres utilisées se présentent sous forme continue ou discontinue (fibres

coupées, fibres courtes etc.). L'arrangement des fibres et lew orientation pemrettent de

moduler à volonté les propriétés mécaniques pour obtenir des matériaux fortement anisotropes

ou, au contraire, isotropes dans un plan ou dans toutes les directions. Il est à noter

I'importance accordée aux composites à fibres, surtout ceux à fibres parallèles.

Figure L2 : composite àfibres

Lorsque le renfort utilisé est sous forme compacte, on parle de composite à particules.

Une particule, par opposition à une fibre, ne possède pas de dimension privilégiée. Les

particules sont généralement utilisées pow améliorer certaines propriétés comme la rigidité

globale, la tenue à la température, la résistance à l'abrasion, la diminution de retrait, etc. Dans

certains cas, les particules sont simplement utilisées pour réduire le coût de fabrication, sans

diminuer les caractéristiques.

Figure L3 z cornposite à partianles

La classification suivant la nature des constituants révèle fiois classes principales :

- les composites à matrice organique (résine et élastomère) avec des fibres minérales

(vene, carbone) ou des fibres organiques (kevlar, polyamides) ou des fibres

métalliques (bore, aluminium),

ôoF
o% (.9

3':4
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les composites à matrices métalliques (alliages d'aluminium, de magnésium ou de

titane) avec des fibres minérales (carbone, carbure de silicium SiC) ou des fibres

métalliques ou des fibres métallo-minérales,

les composites à matrice minérale (céramique) avec des fibres métalliques ou des

particules métalliques (cermets) ou des particules minérales (carbures, nitrures).

De façon brute, déterminer les propriétés d'un composite revient à faire un

< mélange > des propriétés de ses divers constituants tout en tenant compte de leurs

concentrations volumiques ou massiques, des interactions et des géométries. Par géométrie

nous désignons la forme, la taille, I'orientation, etc. Les modélisations descriptives ne tiennent

compte que de certains paramètres, du fait de la complexité des phénomènes mis en jeu. La

forme des renforts est, la plupart du temps, approchée par des sphères ou des cylindres. La

distribution des renforts est aussi très importante. Une distribution uniforme assure

l'homogénéité du matériau à l'échelle macroscopique conférant aux composites des propriétés

(toujours à l'échelle macroscopique) indépendantes de I'endroit de mesure. Dans le cas de

distribution non uniforme, il existera des zones pauwes en renforts qui constituent les sièges

d'initiation d'éventuelles futures ruptures. Ce dernier cas n'est pas forcément négatif et peut

expressément ête voulu afin d'obtenir un état de contrainte uniforme à I'intérieur du

matériau, lorsque la sollicitation extérieure n'est pas uniforme. Dans le cas de matériaux

composites dont le renfort est constitué de fibres, I'orientation des fibres est un facteur

principal déterminant I'anisotropie du matériau. Cet aspect constitue une des caractéristiques

fondamentales des composites : la possibilité de contrôler I'anisotropie du produit fini par une

conception et une fabrication adaptées aux propriétés souhaitées. De façon générale, pour une

famille de composites donnée, on ne s'intéresse qu'à un ensemble de caractéristiques

mécaniques qui sont prépondérantes pour la configuration de renforts. Les premières

approches mécaniques de caractérisation des composites étaient purement macroscopiques

etlou phénoménologiques pour des assemblages en série ou parallèle. Nous rappelons ici une

telle démarche qui nous semble utile pour la discussion menée dans la suite de ce travail.

Considérons un composite biphasé à fibres longues et soumis à un chargement
parallèle à l'axe des fibres. C'est la configuration la plus simple pour bien décrire les
caractéristiques.
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f, fraction volumique de fibres

Fcomposite

Fmatrice

Ff,br.

Fmatrice

Figure 1.4 z composite àfibres parallèles sous clurgement æial

De simples considérations d'équilibre et de continuité pennettent de détemriner les

principales caractéristiques mécaniques de ce matériau, à savoir le module d'élasticité (E), le

module de cisaillement (G) et le module de compressibilité (Q. Ces modules sont, dans ce

cas, relatifs à la direction principale, qui est ici l'ære des fibres.

Notons Fr la force totale supportée par les fibres, F- celle supportée par la matrice et

désignons par F la force totale appliquée sur le composite. De façon générale, les expressions

sans indice feront référence à une valetr effective, c'est-à-dire au composite dans sa globalité.

La section totale du composite parallèlement à I'axe des fibres est.4 et f représente la fraction

volumique de fibres. En résistance des matériau on parle plutôt de la contrainte, qui est

définie par le rapport de la force par la surface sur laquelle elle s'applique. Supposons que

dans notre cas toutes les fibres sont regroupées au cente du matériau, voir figure I.4.

L'équilibre des forces nous permet d'écrire :

F=F_*Fr

Appliquons la relation contrainte-force pour obtenir :

o  A= o^( l -  f )  A+or f  A

Puis finalement en simplifiant parl'aire A,

o =( l -  f )o^+ . f  o t

0.1)

(L2)

Regroupement de toutes les fibres

(r3)
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Les contraintes dans la fibre et dans la matrice ne sont pas identiques. Nous pouvons
alors utiliser la loi de Hooke qui stipule que la contrainte est proportionnelle à la déformation
en dessous de la limite élastique.

o=Ee G4)
La condition de compatibilité impose une déformation identique dans les fibres et dans

la matrice. Nous pouvons alors réécrire l'équation 3 sous la forme :

ED e=(1- " f )  Em e+f  E f  e (rs)

De là, nous déduisons :

4=(1- f )  E*+f  Et  G.6)

où Egdésigne le module de Young du composite dans la direction parallèle aux fibres.

C'est un résultat assez simple qui traduit une règle que nous appellerons dans ce

travail loi de mélange arithmétique. Le module global Esdépend linéairement de la fraction

volumique f. Ce n'est pas le cas en ce qui conceme le moduleEl dans la direction

perpendiculaire à l'æ<e des fibres, dont la détermination se base sur I'allongement du
matériau:

(  nrEm )
L t  = t

(C- / )  Et+f  E*)
C'est une /oi de mélange harmonique qtnest appliquée dans ce cas. Le fracé de la courbe E1

en fonction de la fraction volumique f par la relation (I.7) montre bien une évolution non
linéaire. De même, les évolutions des modules caractéristiques G et K pour des sollicitations
perpendiculaires aux fibres sont non-linéaires.

Il est possible, toujours avec des considérations macroscopiques, de s'intéresser à la
rupture d'un tel composite à fibres. Nous pouvons considérer que le composite se rompt à la
limite de déformation de la mahice ou à celle des fibres. Ceci fait apparaître deux cas d'étude,
le premier où c'est la matrice qui se fissure d'abord et le second où c'est les fibres qui cèdent

d'abord. Ces différents comportements dépendent de la nature des constituants. A partir

d'analyses macroscopiques de la répartition des charges et des limites de tenue mécanique, on
peut aisément évaluer les contraintes dans la matrice ou dans les fibres juste avant et après la
rupture du composite.

Considérons le cas où c'est la matrice qui se rompt en premier pour une sollicitation
dans la direction parallèle aux fibres. Pour une fraction volumique faible de fibres,la majeure
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partie de la charge appliquée est supportée par la matrice. Toutefois, lorsque la déformation

dans le composite atteint la limite de déformation de la matrice, celle-ci se rompt en libérant

toute sa charge qui se touvera alors transférée dans les fibres. Les fibres, occupant un espace

beaucoup moindre, subiront un important saut de contrainte pour leur chargement et rompront

à leur tour si leur limite est également dépassée. Pendant la défonnation élastique, le module

E reste constant. La loi de Hooke permet d'écrire à la limite de déformation élastique e^ dela

matrice:

c=E E ,=E xm 0 .s )

ou encore en utilisant la relation (I.3)

o= fo r+ ( l - f )o^

= f Er e- +(l- f)o- 
G'e)

Avant que la matrice ne cède, le chargement (en force) dans le composite a atteint la valeur

de :

F = o ,q.=V Er e-+(l- no^)A 0.lo)

En supposant qu'à la rupture la section utile du composite soit réduite à celle des fibres, la

contrainte s'exprime sous la forme :

F . f  Er€-+(1- f )o^
"- - -  f  A= f

Le saut de contrainte subi par les renforts est donc de :

( t  \  f r  \Lo =l +-1lo^=l +-t  lE_t^
\ /  ) "  \ /  ) "

(r11)

Gr2)

La ruine du matériau interviendra si ce saut conduit à une augmentation de la contrainte dans

les fibres au-delà de leur limite, sinon le chargement peut continuer jusqu'à la valeur de :

o=fEr€m@rarnz)=for (r.13)

Considérons maintenant le second cas où les fibres se rompent en premier pour le

même type de chargement. C'est le cas lorsque la matrice est suffisamment ductile, avec une

limite de déformation supérieure à celle des fibres ou lorsque la fraction volumique des fibres

est assez importante pour marginaliser la présence de la matrice qui ne sert alors que de liant

pour les renforts. De la même manière que plus haut, à la limite de déformation des fibres, le

comportement du composite est décrit par :

o  = for  +Q- f )o^
= f Erer +(1- f)E^er

(L14)
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La force totale exercée est :

F=oA
=(, f  Ef  r+(1-  f ln^er) , t

A la rupture des fibres, supposée totale,la confainte est :

tro = 
e4)A

=E. t r * , f  =E-r -
l -  7" t  " t

Le saut de conffainte dans la matrice est alors de :

(r.1s)

(r.16)

(r18)

(r1e)

(t20)

L,o = 61, (r.17)

De f intensité de ce saut, qui est une fonction de la fraction volumique f, dépendrala poursuite

ou non du processus de rupture dans la matrice. Nous pouvons facilement remarquer que la

résistance à la traction du composite dans lequel les fibres se rompent à une contrainte

inférieure à celle de la matrice, diminue tout d'abord jusqu'à atteindre un minimum et

augmente ensuite si I'on faisait varier la fraction volumique. Il y a donc une fraction

minimum de fibres à ajouter dans le composite pour avoir une résistance au moins égale à

celle de la matrice seule. En reprenant l'équation (I.la) :

f Er€r +(1- f)E^e, = o^

ou encore

f^n(Er €r - E^er)+ E^€, = o_

f^"(o r - E ̂  e 1) * o,**""(E 7) = o ̂

et finalement

Nous voyons encore une nouvelle fois I'importance du contrôle de la fraction volumique de

renforts dans le comportement global du composite. La manipulation de la fraction contribue

à la fabrication des matériaux composites à la carte.

Toutefois, à cause de I'arrangement géométrique et de la nécessité d'entourer les

renforts par un liant (la matrice), certaines valeurs de fraction ne peuvent êfie atteintes.

Prenons I'exemple de renforts à sections circulaires identiques, cas de fibres cylindriques ou

de billes sphériques. Nous nous limiterons également à une analyse surfacique dans la section
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maximale. Même si la disposition spatiale des renforts n'est pas toujours rigoureuse, on peut

parler de deux modèles simples de base.

Figure L5 z Rongement des renforts en réseau cabique

Avec ce type d'organisation, la fraction ma:rimale des fibres (cylindres) vaut :

-  7 T r '
f  = = --0,78

"/ lrAX t 2+r
(Lzr\

Figure L6 : Rangement des renforts en rëseau hexagonal

Nous pouvons considérer une cellule représentative triangulaire pour le calcul de la fraction,

soit :

f^.- = ="1,1# ,rr=!=Qp g.22)/ mox r.2rsnlx I 6) 2Jt

A partir des deux figrues, il est tout à fait évident qu'une fraction supérieure à90% pour des

fibres de diamètre coruitant est impossible à obtenir et même qu'il serait très diffrcile de

réaliser le chargement de 78Yo de fibres. En pratique, les fractions volumiques maximales se

situent autour de 60%.
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Ces premières approches macroscopiques de caractérisation des composites ne

permettent pas I'analyse des structures avec une complexité relativement élevée etlou un

chargement quelconque. Pour ce faire, un passage à une modélisation mathématique plus

complète et générale est nécessaire.

I.2 . LES MODELES D'APPROCM DES MILIEIIX HETEROGENES

L'objectif ici est de décrire, à partir des propriétés des constituants et de la

microstructure du matériau "échantillon", le comportement global de ce dernier. Depuis la

naissance du concept de matériaux composites, beaucoup de modèles ont vu le jour et n'ont

cessé de subir des améliorations. En science des matériaux, deux approches sont

habituellement adoptées. Une discussion complète et détaillée de ces approches peut être

frouvée chez xRÔtrmn (1958). La première consiste à prendre en compte dans la description

du matériau sa microstructure à des échelles différentes, et à en déduire son comportement à

l'échelle supérieure. Nous appellerons cette description approche "micromécanique". La

deuxième traite le comportement du matériau à l'échelle de son utilisation (structure) et

surtout intègre des résultats d'observations relevés expérimentalement. Il s'agit, dans notre

langage, de I'approche "phénoménologique" ou "continue". Cette subdivision en deur familles

découle de deux modélisations mathématiques des milieux mécaniques, modélisations ne

représentant dans la réalité que des cas particuliers issus de la théorie statistique des milieux

mécaniques. Chacun de ces modèles présente ses avantages et inconvénients.

Si au début, les scientifiques se sont limités à la modélisation de matériaux

hétérogènes sains, très vite les besoins et les utilisations faites ont exigé de s'intéresser à leur

comportement dégradé. On applique au niveau de la microstructure les théories

d'endommagement par variation de l'énergie ou pax discontinuités géométriques. Dans les

paragraphes suivants, nous donnerons un aperçu succinct des deux modélisations, en

soulignant particulièrement la description de l' endommagement.

Les modèles continus utilisent des variables internes pour décrire les variations de l'état

thermodynamique. Cette approche est, comme énoncée plus haut, expérimentale. Elle

travaille en terme d'équations d'état cherchant à relier I'entrée et la sortie d'un système (le

matériau à caractériser) sous l'influence d'un environnement.
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Environnement (température, hygrométrie, magnétisme, . . . )

Figure L7 z concept contimt de Ia modélisation

L'avantage de ce type d'approche vient de la simplicité de l'écriture de la loi constitutive

et de I'implémentation dans les codes numériques. Les paramètres du modèle sont la plupart

du temps identifiés à partir des essais macroscopiques. Ces modèles phénoménologiques

conviennent particulièrement pour des analyses structurelles. Toutefois, il est souvent très

diffrcile de trouver expérimentalement les paramètres caractéristiques permettant notamment

la bonne description de I'anisotropie du matériau. Cependant l'approche continue reste

valable et applicable pour la modélisation de matériaux sains, et est également beaucoup

utilisée pour des comportements dégradés. En effet, toute rupture ou discontinuité matérielle,

qui se traduit par la création d'une nouvelle surface, correspond à une restitution de l'énergie

interne reconvertie en énergie swfacique ou dissipée pendant la création de cette surface.

La naissance de la mécanique de I'endommagement est liée aux noms de RABOTNOV

(1970) et KAcHANov L. (1958). En France, LEMAITRE et cHABocHE (1978,1985) ont fondé

les bases thermodynamiques de la théorie d'endommagement. L'idée novatrice de RABoTNov

et KACHANOV consiste en I'introduction d'un paramètre scalaire D décrivant l'état

d'endommagement d'une section,S d'un échantillon. Ce paramètre prend la valeur 0 pour un

matériau sain et devient égal à 1 pow un matériau cassé.

s" <i

Figure L8: rapport de vide dsns un matériau

Si l'aire des vides présents dans cette section est notée S", nous sorlmes en mesure de

donner une définition mathématique de ce paramèfre :

D=&s (r.23)
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Pour un matériau sain élastique et isotrope, nous démontrons que le même matériau

endommagé reste isotrope avec une valeur du module de Young apparent ou effectif qui vaut :

ED = E(r- D) (r.24\

L'isotropie du comportement de matériau endommage est due à la tentative de caractériser cet

endommagement par un scalaire prenant en compte uniquement la surface des vides. Les

informations telles que la forrne, I'orientation et la répartition des vides sont complètement

négligées. Comme d'habitude, la simplicité du modèle qui est son principal atout, est en même

temps la sowce de son principal défaut. En réalité, la répartition et la forme des vides ne sont

pratiquement jamais isotropes et par conséquent la réponse du matériau endommage est

toujours anisotrope. Pour palier à cet inconvénient LEMAITRE et cHABocI{E, en s'inspirant de

I'approche de RABorNov et KAcHANov L. et de la relation (I.24) qui peut être considérée

comme une définition de I'endommagement, introduisent I'hypothèse d'équivalence de la

densité d'énergie complémentaire pour en déduire un tenseur d'endommagement d'ordre 4.

La voie ouverte par LEMAITRE et cnABocrIE continue d'être exploitée par de nombreux

chercheurs. On peut citer les travaux de KACIIANov M. (1980), DRAGoN et al. (1994), et

autres. Les modèles proposés essaient de prendre en compte I'influence du trajet de

chargement (différence de comportement en traction et compression) liée à la fermeture des

défauts en compression. On pourrait citer les travaux de modélisation proposée par IIALM et

DRAGON (1996) qui présentent des résultats intéressants en particulier pour des méso-défauts.

Le critère d'ouverture/fermeture d'un défaut retenu par ces auteurs est celui de CHABocTIE qui

stipule qu'une fissure est ouverte si la contrainte normale est positive.

De façon générale, les informations concernarfil'état de fissuration sont contenues dans

des variables intemes dont la signification physique est parfois obscure. Il est alors très

difficile de décrire les fissures en terme de densité pour une variable d'endommagement

donnée.

De façon générale, la méthode micromécanique de modélisation permet la recherche

du comportement global ou effectif à partir des propriétés des différents constituants, des

interfaces et des interactions.

Le problème de base à considérer est celui de la détermination de la réponse d'un

échantillon représentatif soumis à un type quelconque de chargement. En supposant un
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comportement élastique en tout point de l'échantillon, le champ de contrainte est lié au champ

de déformation par le tenseur des modules élastiques c,;*r:

oij=cijkl€kl G.2s)

La nature hétérogène de l'échantillon suppose une variation du tenseur des modules

élastiques au sein du volume. A partir des comportements locaux, un passage au

comportement effectif de l'échantillon est effectué par une transition d'échelle micro-macro.

Les premiers modèles simples ont été proposés par voIGT (1889) pour rm chargement en

déplacement imposé et par REUSS (1929) pour une traction imposée. Ces modèles, comme le

montrera plus tard rilL (1952), fournissent respectivement les bornes supérieure et inferieure

des constantes élastiques effectives. L'importance de ce résultat n'est pas dans sa qualité,

mais dans le principe même de son existence. Il offre une réference de comparaison, ou de

première estimation, pour les approches postérieures à celles de VOIGT et REUSS. Presque

toutes les approches micromécaniques utilisent dans leur formulation un milieu de réference

prépondérant qui peut être la matrice (ou encore I'hétérogénéité importante) ou même le

milieu effectif à déterminer. Les subdivisions effectuées dans les approches de résolution sont

souvent liées au choix du milieu de référence.

Les travaux dtsSrærsv (1957) ont servi de base au modèle de MORI-TAIIAII{ (1970,

1972) et au schéma autocohérent de KRôNER (1958) sur lesquels nous reviendrons plus loin.

D'un autre côté apparaissent de nouvelles méthodes concourant toujours à une meilleure

intégration de la structure micro hétérogène des matériau( composites. C'est le cas des

méthodes variationnelles de HASHIN et SHTRIKMAN (1962,1963) qui ont permis de resserrer

les bornes des constantes élastiques effectives. Ces méthodes sont basées sur le postulat que le

comportement effectif d'un échantillon hétérogène est le résultat d'une perturbation (par une

petite variation des propriétés micromécaniques) du comportement d'un autre échantillon

homogène. Cette hypothèse permet alors d'utiliser les connaissances mathématiques des

développements en série de perturbation avec une généralisation au cas de variations non

négligeables. Sur le même principe, nous pouvons mentionner les méthodes du type schéma

différentiel, proposé pour la première fois par BRUGGEMAN (1935). Ce schéma est basé sur le

principe d'une construction progressive du milieu hétérogène. Les avantages et inconvénients

de ces différents modèles sont liés en partie à la description faite de la microstructure.

Après cette généralité sur les approches micromécaniques, nous pouvons nous

intéresser en détail aux approches de type ESHELBY, dont le centre de considération est une

inclusion noyée et interagissant avec un milieu environnant. Toutes les méthodes dérivées ne
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diffèrent I'une de I'autre que par les hypothèses formulées et la façon de résoudre l'équation

de comportement. Ce sont des approches qui offrent une compréhension plus naturelle pour

I'interprétation et la manipulation de la microstructure et ceci de la première approximation de

KRÔNER supposant un milieu de référence identique à l'hétérogénéité jusqu'à l'approximation

autocohérente.

L'approche continue phénoménologique, du fait de I'importance qui est accordée aux

résultats et observations expérimentaux, exprime mieux la réalité matérielle. En revanche, les

détails de la microstructure sont noyés dans des paramètres compensatoires dont la

signification physique n'est pas forcément évidente. Le travail de prise en compte de

I'endommagement que nous envisageons de faire par la suite nous amènera à effectuer des

analyses minutieuses au niveau de la microstructure de nos échantillons. Nous avons donc

opté pour le choix d'une approche micromécanique pour la modélisation du milieu effectif.

Cette approche réadaptée et enrichie est basée sur le schéma d'homogénéisation autocohérent

bien maîtrisé au sein du Laboratoire de Physique et Mécanique des Matériaux de I'Université

de Metz.
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CHAPITRE II
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A . Monnus,qrloN DU MILIEU HETERÙGENE 9AIN

tr.l - INTRODUCTION
Nous exposons les bases de la modélisation du comportement des matériaux

hétérogènes dans le cadre de la méthode autocohérente. Cette méthode a été présentée, en
mécanique des matériaur, indépendamment par HILL (1952), rrERSI{Ey (1954) et KRoNER
(1958). Le développement que nous proposons ici est basé sur l'équation intégrale obtenue par
DEDERTCH et ZELLER (1973).

Dans le cas d'un matériau composite biphasé, KRôNER a montré qu'en présence d'un

désordre parfait, le modèle autocohérent à un site, limité à l'étude de l'interaction inclusion-

matrice, conduit à la solution exacte pour la prévision du comportement élastique du biphasé.

Toutefois, ce modèle s'avère inadapté poru traiter les composites ordonnés, multiphasés

périodiques, du fait d'une description insuffrsante de la microstructure du matériau. Pour cel4

à partir de la solution du problème d'interactions de la paire d'inclusions hétérogènes,

BERVEILLER et FASSI-FEHRI (1985,1986) ont proposé une nouvelle méthode autocohérente à

N-sites prenant en compte les interactions entre inclusions. Nos favaux reprennent les

dernières formulations et résultats de cette méthode (zarrannv et LrprNSKr).

TLz . SCHF'MA AUTOCOHERENT
Les premiers schémas autocohérents appliqués à la mécanique des milieux

hétérogènes élastiques sont dus à I{ERsHEv (1954) et à rRômeR (1953). En fait, le schéma

autocohérent constitue une classe de méthodes intermédiaires entre les modèles simples de

VOIGT et REUSS et les modèles systématiques statistiques.

Dans le cadre du couple inclusion-matrice et en mécanique linéaire, le champ de

déformation dans I'inclusion peut être relié au champ de déformations du milieu environnant

par la relation générique proposée par MANDEL (1960):

ti = Aï, (co ,c')e|,, (tr 1)

' Ai, est le tenseur de localisation qui dépend à la fois des caractéristiques Co ùt

milieu réel environnant etCI del'inclusion.
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- ef, représente le champ réel de déformations du milieu environnant

La relation (tr.l), inexploitable dans l'état, conduit arur différents modèles approchés

par nn remplacement des grander.rs réelles Co et eI par des grandeurs plus accessibles. Il est

alors possible d'utiliser la solution d'EsrfrLsv (1957) de I'inclusion ellipsoïdale dans un milieu

infini homogène environnant. Cette transformation permet de dériver principalement trois

grands modèles :

déformations) par le milieu homogène équivalent dont on cherche les

caractéristiques. La relation (tr.1) devient alors :

< t, >I = 4, (c* ,c') t* (tr2)

matrice:

. ror'- 40, (c' ,c') . toY, , (tr3)

remplacées par celles de la matrice et le champ réel de déformations remplacé par

la déformation moyenne :

. ro r'= 40, (C' ,c') tu, (tr.4)

où < eo >/ représente la déformation moyenne dans I'inclusion./.

Chacune des relations (tr.2), (tr.3), (tr.4) tend vers la solution exacte lorsque la fraction

volumique d'inclusion tend vers zéro.

Les distorsions engendrées pÉil les trois modèles sont d'autant plus grandes que la

fraction en inclusions est importante et que la difference de raideur entre inclusion et matrice

est sensible. Une alternative consiste alors à renforcer le composite en plusieurs étapes. Dans

ce cas le matériau constitutif de la matrice est le matériau homogène équivalent calculé à

l'étape précédente, c'est le schéma incrémental qui sera présenté plus tard.

Comme il a été évoqué plus haut, il y a le modèle autocohérent monosite et le modèle

multisite. Le point de départ du schéma à un site est l'étude de I'hétérogénéité élémentaire

dans son milieu environnant dont la solution est donnée pax ESHELBY (1957). Ce schéma

autocohérent a étê enrichi par le modèle multisite qui permettra entre autre d'améliorer la

description des milieux periodiques, en prenant en compte la texture topologique de la
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microstructure par I'interrnédiaire d'une < cellule hétérogène élémentaire > constituée de
plusieurs inclusions représentatives de la microstructure totale.

Les calculs du modèle se font sur un échantillon de volume élémentaire représentatif

de I'ensemble du matériau. Par son principe même, la méthode autocohérente requiert que le

matériau satisfasse la double condition de "micro-hétérogénéité et de macro-homogénéité",

toute autre configuration serait à exclure.

Le graphe de propriétés de la configuration qui intéresse est alors le suivant :

Figure ILI z micro-hétérogénéité et mauo-homogénéité

Considérons donc un milieu hétérogène de dimension Z dont

élémentaire représentatif (VER) de taille caractéristique /.

on extrait un volume

Figure IL2 z identification du VER

Soit d la taille caractéristique des hétérogénéités. Pour satisfaire la condition de micro-

hétérogénéité, il faut que d soit très petite par rapport à la taille /, elle-même suffisamment

Effi
=d
0fi
=,d

Effi
:0'

rffi
=0'

ffi
BFî
=0t

Effi
=0u
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grande pour que le VER considéré soit réellement représentatif du matériau. Autrement dit, le

VER doit être statistiquement équivalent quelle que soit la partie du matériau hétérogène et sa

taille très petite par rapport à la dimension Z : c'est la condition de macro-homogénéité.

Toutefois la taille d doit être supérierue à la limite de validité d6 des lois de la mécanique des

milienx continus. Donc on dewait avoir : d6 a< d << I << L

L'homogénéisation d'un matériau hétérogène se déroule en deux phases successives :

- tout d'abord, il faut préciser la forme des relations de comportement local,

- ensuite, par des transitions d'échelles, on établit des liens entre les grandeurs locales

et les grandeurs macroscopiques et ceci par la détermination des tenseurs de localisation.

Nous nous intéressons à l'élasticité linéaire en petites déformations. Considérons un

milieu infini soumis sur ses frontières à un champ de déplacements rLd dorrrré. Si E,, est la

déformation macroscopique imposée, x7 un point du contour, alors dans la direction i on a :

Ul = Erx, (tr s)

Ui:Eiixi

En un point M(r) la loi de HOOKE donne :

ou(r) = cr*1(r)ep1(r),

où o est le champ de contraintes et e le champ de déformations.

Les conditions d'équilibre quasi statique s'écrivent :

(rr.6)

Figure n3: comportement local

or, , ( r )+ f , ( r )=Q

(il.7)
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ou(r)  = o j i ( r)

A forces volumiques nulles (fift):0),cette équation devient :

e u?) = )fu,,,rr, + u,,,e))

1 r
,u =; louQ)dv =à

v

l , '
8,, = 1l e,,(r)dv = e'  v . t

v

Le passage inverse s'effectue grâce à des opérateurs de localisation 'A' et 'B'.

e,t(r)= A,rr(r)EH

ou(r) = Brp(r)Ext

La loi de comportement locale s'écrit alors

o, (r) = c g,1 (r) Aw,*?) E *,

etona :

>ii

or,r(r) = 0 ([s)

Le champ de déformations dérivant d'un champ de déplacements u(r), il s'écrit :

(rr.e)

Il vérifie les équations de compatibilité.
A partir de ces équations locales donnant le comportement microscopique, la transition

d'échelle permet d'établir le passage vers le comportement global.

La loi de noorB à l'échelle macroscopique s'écrit :

2, =cffiEo,

J est le champ de confiaintes macroscopiques et (f le tenseur des constantes élastiques
effectives .

Pour tout champ de contraintes ostatiquement admissible (div o: 0 dans V et

an:Zn sur le contour) et pour tout champ de déplacements u cinématiquement admissible

(u:E.x sur le contour et e compatible dérivant de u),les valeurs locales sont liées aux valeurs

globales par les relations suivantes (voiruauoeq 1963;HILL, 1952 ; LIprNsKI, 1993 etc.) :

(It10)

(It11)

(It12)

(rr13)

(rLr4)

(tr.rs)

= ai; = cur(r),4,^(r)E*, = cukt(r)4,h-(r) E,- (It16)
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En faisant une identification avec la loi de comportement globale, le tenseur des

constantes élastiques effectives s'écrit alors :
nettCT, = c,t*,(r)A,*t(r) (tr 17)

Les relations de moyenne appliquées aux expressions (tr.13 et tr.14) montrent que :

4r(r)= B,jht(r) = Iuht (u.18)

où ̂ I est le tenseur identité d'ordre 4.

c(r) étant supposé connu, le calcul de Ceff se ramène à une détermination du tenseur

de localisation A(r). De plus, à partir des relations (tr.14, tr.15 et tr.17) on obtient :

ho(ùa,'(r7.+',4r\Cflrl' (tr.1e)

La détermination du tenseur de localisation (en déformation) 'A' se fait par I'intermédiaire

d'une équation intégrale cinématique reliant la déformation locale du milieu hétérogène aux

conditions imposées sur la surface extérieure du solide.

tr.3. EQUATION INTEGRALE CIIYEMATIQUE

Considérons un milieu hétérogène à comportement mécanique supposé élastique ayant

subi une déformation donnée. La loi de comportement élastique s'écrit :

ou(r) = cukr(r)u*.t(r)

or oiil : 0 donc (crr{r)uor(")),, = 0 (tr 20)

Le matériau étant macro-homogène, introduisons corrme milieu de référence un milieu

homogène de comparaison dont le tenseur des constantes élastiques est Co.

c(r)=Co +6c(r) (rr2r)

Figure IJ,4 z écart de propriétés entre les constituants et unmilieu de référerce

L'équation (tr.20) devient :
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c ùlt t' n,y('1 + I&,i tr?)' t,te)), j = o

ou encore

C'*uo,oQ)+ f. -g

avec f, =I6c 
u1r1?) 

u p,1?)),,

C'est l'équation de NlvreR.
Pour résoudre ce problème on peut utiliser la méthode de GREEN qui consiste à trouver une
fonction de GREEN définie par un problème adjoint.

Figure D-S z interaction entre dewc points materiels

De façon schématique, on cherche le champ de déplacements en un point I dû à une
force { appliquée au point B.Laforcefi se met sous la forme :

f1(r)=6n6(r-r ' )  ( [2s)

- ôin est le symbole de KRONECKER
- ô(r-r') est la distribution de onec

Le déplacement dans la direction i est Gin. Par définition, le tenseur de cngsN G;2 désigne le
déplacement au point r dans la direction i provoqué par une force unité f =6,^6(r-r,)

appliquée dans la direction m.
G et/doivent vérifier l'équation de wevmR :

ClrG*.oQ-r ' )+ 6*6(r-r ' )=0 $L26)

En généralisant ces résultats au cas d'un milieu continu pour lequel nous ne
considérerons plus une force ponctuelle, mais une force totale (fndY) s'exerçant sur un
élément de volume dv' entovarfir',le déplacement s'exprime sous la forme :

(n22)

(rr23)

(r.24'.)

u-(r) = 
!yo{r' )6 *6 (r - r' )dV' (rr.27)
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D'après (n.26) et la relationGim,l: -Gim,l ' , l'équation(tr.27) devient :
1 -u-(r)=-LC;HG,.,nu*(r')dV' (*æ)

Remarquons que :'

G ̂,r, u * = (G n,t u r), l' -G..r, u r.,,
= (Gutuo),1'-(G*uuù,7 +G^uo,r, 

(rt29)

L'équation (tr.28) devient, en utilisant le théorème de sroxns et (tr.29):

u _(r) = - 
I S ;r,c *,, (, - r, )u o (r, )n, ds, + I C ;krc,^(r - r, )u 0,, (r, )n,, ds,
F . 0.30)- 
J"C uioG,.(r 

- r' fu n.r t (r' )dV'

La première intégrale représente le champ de déplacements dans un solide homogène,
de géométrie et de conditions aux limites identiques à celles du solide considéré. Ce champ de
déplacements sera noté uo.

La deuxième intégrale représente les conditions aux limites statiques et peut s'écrire :

!c|rc*1, -r'\ur,r(r')n' ,dS' = lo",e 
- r'p,,(r')n'rds'

s ^ t
î .=1o.0 -r,yd(r,ps, 

(tr'31)

Les conditions aux limites appliquées au solide étant uniquement des conditions de
déplacements imposés, par conséquent cette intégrale est nulle.

Finalement (tr.30) s'écrit, en utilisant (n.22):

u^(r)= uI?) +[c,^ç, - r"s(&ro@'1u0,,Q)), dv'

ou encore:

u^(r)=uf;1r!+ [C*Q 
-/{&uot ',) eoçr',)).,,dv'

v

En infoduisant (tr.33) dans (tr.9), on obtient alors :

Comme précédemment, on peut décomposer I'intégrale, et de plus, si on suppose qu'elle
s'annule à la frontière, on touve :

e*,(r) = ,!*(r) - J+ (c^,r,{r-r') + G^,,r,e-r,1)6cru(r)er(r')dv, {l.3s)- v z

Finalement, en posant

(tr.32)

(tr.33)
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l,*o, (r- 
",) 

= - 
*G*., (, - r,) + G^,r(" - r '))

On obtient :

e,-,(r) = tl-(r) - 
If *,oe - r) gcrr(r,) er(r,) dV,
v

(It36)

(rr37)

(tr 38)

(tr 3e)

(tr 40)

C'est cette forme de l'équation intégrale qui sera utilisée pow traiter le problème de la
paire d' inclusion et permetha d' établir I' approximation autocohérente.

Considérons un milieu infini de constantes,élastiques C contenant deux inclusions 1et
.I de volume V, et Vr, de constantes élastiques C et C, supposées uniformes dans V, et V1 ,
voir figure ci-dessous:.

Figure IL6: Paire d'inclusions

On peut alors écrire :

6cua?) = (ri, = ci,r) e' e) + (c,:- - clr) e' çr1

Où eI et 0J représentent les fonctions indicatrices d'HEAVISTDE :

oI  ( r \= { t  
t i  r  ev '

l0 s i  r  eV,

(tr.38) peut se mettre sous la forme :

6cor?) = tCia 0' (r) + LC,,Ia 0' (r)

La déformation moyenne dans I'inclusion I est donnée par:

€' = Sl e^e)dv
, t i r ,

(IL41)
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En introduisant (tr.37) et (tr.40 ) dans (II.41 ), nous obtenons alors :

d*, = * - 
ï tr[r*rrr 

-r) LCI* d e) e*(r,) dr/,dr/

I  n n

ù l.[,-,rr 
- r') tco, d Q) er(r) dv' dtl

ou en utilisant les propriétés de 0I,

t'r* = *
- 

v, ),!| ! Ir,*,<r - r,) LC|H eI ?) Eu(r,) dv,dv

général.

En posant :

Tfiu = [ [r,-rt, - r,)dv, dv
Ytvr

et :

73, = I |r*,uf, - r')dv' dv
vtvt

(II43) devient alors :

d*, ='L - +rfu rc,|, 'L - + rfu rc{, er,
, 

yI

On a une équation analogue pour I'inclusion J.
Dans le paragraphe suivant, on montera comment

modèle autocohérent, on peut approcher les constantes
équivalent.

IL4. APPROXIMATION AUTOCOHERBNTE

(rr42)

(tr.43)

(tr 44)

(tr.4s)

(rr46)

à partir de cette équation et du

élastiques du milieu homogène

I yr\/r

- 
v, ],1I I'I VJ

tr 
l [, *,,rr - r,) tc{, er ?) er(r,) dv,dv

La solution exacte de cette équation est encore trop complexe et diffrcile à obtenir en

En reprenant l'équation (tr.46) du problème de la paire d'inclusions hétérogènes et en
notant Csc l'approximation de Ceffaansle cadre du modèle autocohérent, on a alors :
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(II47)

où:

LC!re1= ci, -cî, (n4s)

Considérons un composite ou un polycristal, alors l'équation (n.47) peut se généraliser de la
façon suivante :

,',,, = E *, f5 
or' r tLf:- tcir tt*

e'-, = E *, Jv TI*, tc' r tïr+\rfl, rc|, el, (It4e)

où -I représente les inclusions (ou monocristaux) qui constituent la " cellule hétérogène
élémentaire ". Pour un tel matériau, nous pouvons écrire :

lV

cor7) =lc]re' {r)
I=l

(tr-so)

N étarû le nombre de monocristaux ou d'inclusions (en plus de la matrice) qui forment le
volume élémentaire représentatif.

En inûoduisant cette équation dans la relation de moyenne volumique pour les contraintes, on
obtient:

,r=+l\cfudç1e*,(rW (trsl)

En sortant la sommation de I'intégrale :

r JL,u=+Ecl*[.e*,(r)dv. G.s2)

Et si I'on pose :

f '  =V ', v Gts3)

nous obtenons :
/V

xo=If'C'*t'*, (It54)
I=l

Dans le matériau considéré, l'équation de localisation (tr.13) devient :

d,.,=,4|,t0, @.s5)

Que I'on inhoduit dans (tr.54) pour obtenir :
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lv
z, =lf'ck4*,s,

I = l

En comparant avec (tr.10) on identifie :
N

cff, =Zf'c,*,qh
I=1

Le tenseur de localisation se détermine en remplaçant ( tr,55 ) dans (n.47 ):

e',* = E, -k|uorirt| - +Zrflrrcr*n{rooEooy I  11  J+ I

Ce qui peut être mis sous la forme :

(tr.s6)

(tr.s8)

(rrs7)

(Itse)

En comparant avec ( tr.55 ), on obtient flrnalement :

(rr.60)

Cette équation, gardée sous cette forme, donnera lieu à I'approximation autocohérente
multisite où les fu Q+t) symbolisent les interactions enfe les constituants. Pour une

approximation à l-site ces tenseurs d'interaction sont simplement négligés.

L'approximation de Ceff par l'équation (tr.57) doit passer par la détermination des

tenseurs de localisati on AI. Le calcul de chaque tenseur AI dépend de Csc et de tous les autres

tenseurs AJ, ce qui fait que la détermination de Ceff serévèle être un processus implicite. Cela

implique une construction itérative des propriétés effectives. Ce processus peut être initialisé

en supposant que la valeu initiale de CSc est obtenue à partir du modèle de volcr
N

cÏ, =Zf'cio,
I=1

(rL61)

Ceci revient à initialiser les tenser.us de localisation au tensew unité :

$a = Iyp I =1,..,N (rt62)

Si ces conditions sont respectées, alors en suivant I'algorithme proposé, le tenseur Csc doit

converger. Dans les applications nurnériques, nous constaterons des cas pour lesquels il n'y a
pas de convergence. Afin de stopper le processus, il est nécessaire de définir un critère d'arrêt.

Souvent le critère proposé est basé su la comparaison des nonnes :

(,*.,*[r:,rc;,)r',=(,*--r,L7rfl orc{r,e{*)n,,

A'0,* =(, *-,* f,rfu rc'ur,)' 
[r,*, 

- 
inrfu rc{, n',*)

(rr63)
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oitCn représente I'approximation de Ceffel'itération n et ô l'écartmærimal admis.

Le dernier pas pour cerner les paramètres intervenant dans le calcul de Ceff est la
détermination des tenseurs d'interaction.

Le calcul de ces tenseurs passe par la détermination du tenseur de GREEN G6,, qui est

très complexe. KNEER (1965), MURA (1987) et LAws (1977) en particulier se sont beaucoup

intéressés à sa détermination. Pour sa part, FASSI-FEHRI (1985) a développé une méthode de

calcul basée sur les techniques de transformée de FOunnn du tenseur de GREEN qui est

définie par :

G*(k)= [G*V)"'k,', dv
V

k étarLt le vecteur coqiugué de r.

La transformée de FOURIER inverse est donnée par :

G *(r) * [ e *(ky-,k,,, dvu
yL

En dérivant deux fois par rapport à la position r, on obtient :

ua",a\r ) E tr

De plus, la transformée de FOURIER de la fonction de DIRAC est donnée par :

â(r) = !açry'\n ar=t
v

et la transformée inverse :

â(r) =-1' I e-tkr'dvogv" ir

En remplaçant (tr.66) et (n.68) dans la relation qui définit le tenserr de cREEN, on touve :

(tr.64)

-L-r I - +,t ,G*çk1e-'*,n orr * * 6,, 1 s-,k,, d4 = 0got"uo, l, 
'"1*1vp^y*, "'r ' 

o7T ir

Ce qui donne :

c*G*çtc1tc,ki= 6*

Or,

(rr6s)

(rr.66)

(rr67)

(rr68)

(rr6e)

(rr7o)
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rl* = 
[J,- #o*r(r 

- l)+Gwn? - r'1pv' dv

Posons:

T r r  _ l ( , ,  "  \'I 
ilri = 

tUw 
+ tio, )

où :

#-^ = - I I G^.r<, - r')dv' dv
vtlr

Et d'après (tr.66):

lr 1 r 
| ! n,nr1*(kp-*,,,r*,,',dvkdv, dl/.u - 

got l,i,rr

De la même façon on peut obtenir l'équivalent de /r.

(rr71)

$r.72)

(rr.73)

(n.74)

forme:

Ces expressions, encore complexes, peuvent de manière générale se mettre sous la

t î  2t
t- I I f@,i\aiae

0=0 j4
(It7s)

La détermination des t'I et t'r se ramène donc au calcul d'intégrales doubles. Dans le

cas d'inclusions sphériques placées dans un milieu isotrope on peut calculer ces intégrales de

façon analytique. Dans le cas contraire, une résolution numérique s'impose. LIPINSKI et

CARMASOL (1995) ont proposé une optimisation de la précision de calcul du tenseu

d'interaction dans un premier temps. Dans nofre favail, nous utiliserons les résultats de

ZATTARIN (1995) qui, à partir des tavaux de LIPNSKI et CARMASOL et d'un développement

en série de Fourier, a proposé un calcul des tenseurs ? plus performant en précision et en

temps.

Il est facilement montré que les fonctions f(e,ùsont périodiques par rapport au

variables 0 et q , et la periode est 2n. Lorsqu'une fonction g(0) est 2æ-périodique, elle peut

êfre approchée par une série de FOURIER ûonquée :

s@) * h(0) = 
# 

-i (oocos t 0+brsinkg) Cnzol

L'approximation de I'intégrale de la fonction g(0) est alors donnée par :
2û

I s@Ye =ffif s@) gL77)
0  

_ . , , r È = r

Avec:
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) t ,oo =ffitt-t) (r7s)

La généralisation de cette méthode à une fonction à2 variables donne :
t  2 r

I 
' i 

ttt, i ldi de= r= -7o'= ,rï î ' r(',, j) (tr.7e)
e=o i=o  (Zn+ l ) (2nr l )  " ,= ,  f r  "

Avec:

(tr.80)

tr.s. APPLICATIONS

Considérons le composite biphasé, constitué d'une matrice isotrope d'époxy renforcée par des
fibres longues de bore, dont les caractéristiques élastiques sont l

Épo*y :E:4,14 GPa et  v:0,35
Bore : E :414 GPa et v:0,2 .

Les fibres cylindriques ont été modélisées par des ellipsoides étires ayant une longueur 1000
fois plus importante que les deux autres dimensions. L'approximation autocohérente ou
encore self consistent scheme (SCS) est effectuée en multisite, en considérant que les centres
des fibres sont sifués sur les sommet d'un carré.

Ce rnatériau, a été étudié par S. K. Garg (1973) qui en donne des résultats
expérimentaux. Nous établirons également des comparaisons avec les modèles de wtnrxey-
RILEY Et HASHIN-ROSEN.
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Le matériau des deux figures ci-dessus présente un rapport de modules de YouNc
pfibre

+==- = 100 Qui est une valeur déjà importante. Que ce soit pour le module de YouNc
Emaîtce

transversal ou le module de cisaillement æçial, les remarques à formuler sont les mêmes. Pour

c
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de faibles fractions, les points expérimentaux et les résultats donnés par tous les modèles
coïncident. Mais pow de fortes fractions on voit nettement la distorsion des résultats donnés
par le schéma auto-cohérent. Ce résultat n'est pas lié seulement à ce type de matériau à fibres.
En considérant le matériau composite constitué d'une matrice de polyuréthanne renforcée par
des billes de verre,le même constat s'impose :
Polyuréthanne:

Verre :
G :1 ,4MPa v :0 ,499

G: 30,2 GPa v : 0,16

45

Q

35

30

à 2 s

Ê
g . 2 0

l5

l0

0,50,40,30,20,1

Fraction raohnnique

Figure IL9z Polyuréthanne renforcé de billes de verre aléatoirement répmties

Pour ce matériau, le rapport entre les modules de cisaillement des constituants est de 21571.
L'approximation SCS est effectuée en monosite à cause de la répartition aléatoire des
inclusions.

Examinons également le cas d'inclusions plus molles que la matrice. Soit donc le
matériau biphasé périodique, constitué d'une matrice isotrope renforcée de panicules
sphériques disposées en un réseau cubique simple. Le rapport des modules de cisaillement est
FpM/pl :20, Lvec FrM =200 MPa et vI = vM =0,3.
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Figure Tf.l0z Particules sphériques disposées en résemt cubique simple dsns une matrice isotrope (r:20)

La figure 10 met en évidence un cas de divergence du schéma autocohérent. Pour de
petites fractions (en dessous de 30 % de particules). le calcul par approximation autocohérente
converge et donne des résultats analogues à ceux des modèles de RoDIN (1993) et de
SnNcext & Lu (1987). Mais au-delà de la fraction limite de 30 %o,le calcul par cette
approximation ne converge plus.

IL6. CONCLUSION

Les résultats que nous venons d'analyser ont montré les limites d'application du
schéma autocohérent. Lorsque I'inclusion est très rigide par rapport à la matrice, le processus

d'homogénéisation converge toujours vers une valeur, et ceci quel que soit la fraction
volumique d'inclusions. Une courbe d'évolution des propriétés (constantes élastiques par

exemple) montre I'existence d'une valeur limite pour la fraction. En dessous de cette valeur
qui varie suivant le rapport de rigidité entre I'inclusion et la matrice, il y a concordance entre
les résultats du schéma autocohérent et les résultats expérimentaux. Mais au-delà de la valeur
limite, les résultats du schéma autocohérent se démarquent clairement des résultats

expérimentaux. L'approximation est dans ce cas erronée.
Pour des inclusions plus molles que la matrice, le phénomène est similaire à celui

observé pour les inclusions rigrdes. Toutefois il existe une particularité : au-delà de la valeur
limite, le processus d'homogénéisation ne converge plus. Dans le cas limite des inclusions
creuses, la plage de validité est très réduite, c'est ce que nous verrons dans le paragraphe que
y nous consacrerons
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B . SCHEMA INCREMENTAL

TL7. INTRODUCTION

Comme constaté dans la partie précédente, l'approximation autocohérente se heurte à
une distorsion liée à la fois à AC (écart entre les constantes élastiques) et à la fraction
volumique d'inclusions. Cette distorsion peut conduire à d'importantes ereurs sur certaines
composantes du module effectif ou mener, dans les cas extrêmes des inclusions vides, à des
calculs numériques divergents. Pour limiter ces effets, il faudrait chercher de nouvelles façons
d'aborder les écarts ÂC ou la fraction volumique.

Pour le cas des fibres cylindriques parallèles à section circulaire, oSHTMA (1985) par le
biais d'un modèle de construction dû à rBru.m& a proposé un modèle en interposant enfe
I'inclusion et le milieu homogène équivalent un tube constitué par la matrice.

Matériau équivalent

Mahice

Inclusion

Figure tr.ll : construction ùt milieu hëtérogene sr Ie modèIe de Kerner-Oshima

Evidemment, ce modèle qui a donné des résultats intéressants est limité au cas particulier des
fibres cylindriques parallèles à section circulaire.

Une autre méthode d'approximation est le schéma differentiel. Ce schéma est dans un
certain sens lié au schéma autocohérent. Læs premières formulations de cette méthode
d'approximation ont été énoncées par BRUccEMAN (1935) qui les classait sous la
dénomination de la < théorie du milieu effectif >. Le schéma autocohérent, Self Consistent
Scheme (SCS), a tout d'abord connu une évolution fulgurante jusqu'à ce qu'il révèle ses
faiblesses notamment pour la description des matériaux poreux. BUDIANSKv et o'coNNEL
(1976) qui furent les premiers à utiliser le SCS pour des fissures elliptiques aléatoirement
reparties dans une matrice isotrope, constatèrent également cette faiblesse. BoUCHER (1975) a
montré que I'approximation par le schéma différentiel pour les milieux poreu( ne rencontre
pas les problèmes des autres approximations basées sur le SCS, mais qu'en plus, ses
prédictions coincidaient bien avec les résultats expérimentaux. A partir de cet instant, ce
schéma a commencé par intéresser beaucoup de chercheurs. R. MCLAUGHLIN (1977) I'utilisa
pour étudier d'autres matériaux composites. A.N. NoRRIs (1985) utilisa également cette
méthode ainsi que z. ITAsHIN (19SS) pour étudier les fissures. Dans la même suite d'idées,
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VIEVILLE (1992) dans sa thèse, en étudiant le bois (un composite fès complexe), a émis I'idée
d'une approximation autocohérente par étapes. Les résultats qu'il a obtenus dans le cas d'une
famille et plusieurs familles d'inclusions et en approximation l-site ont été très satisfaisants.
Dans cette partie, nous généraliserons sa méthode à l'approximation multisite.

tr.8 - PRTNCTPE DU SCHEMA TNCREMENTAL (r"S.)

L'idée de base est de faire des approximations autocohérentes, non plus en considérant

les fractions d'inclusion dans leur globalité, mais en injectant les inclusions en fractions
partielles par plusieurs étapes. Ainsi à chaque étape la disposition des inclusions est la même

et toutes les catégories d'inclusions sont prises en compte. Le schéma est celui de la figure

12. Pour un processus qui doit être achevé en m étapes, I'on veut que la fraction d'inclusions

augmente du même incrément de fraction partielle après chaque étape. Il reste donc à

déterminer la fraction à introduire pour respecter cette condition. Pour cela il existe deux

approches parfaitement identiques : l'une consiste à préserver le volume de I'inclusion et à

augmenter progressivement le volume élémentaire considéré ; I'autre se base au contraire sur

une préservation du volume élémentaire et une croissance progressive des inclusions. Nous

choisissons ici la deuxième approche.

Et4e0 E@e 1

Ivl#rian horrngene
debase

E@e2

I{deriar

mioeheterogàe

I\{duiauhonngene
equivalert apres étape 2

I\4dériau hormgàe
equivalerr ryres é4e I

+ rncreurgr

Figure TLl2 z Processus incrëmental
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Considérons un matériau biphasé hétérogène constitué d'une matrice de volume
caractéristique unitaire a, et d'une famille d'inclusions de volume unitaire ô.

Figure ILl3z Une seule famille d'inclusions

Soit I la fraction totale d'inclusions que I'on veut traiter au bout de m étapes.

L'incrément de fraction est f o = L td qu'après l'étape l, on aurait dans le matériau

homogène équivalent i x f comme fraction d'inclusions.

Supposons qu'à l'étape i, avant d'introduire une nouvelle fraction d'inclusions, on ait
un matériau homogène équivalent de volume caractéristique unitaire ci-1. Sifioest la fraction
d'inclusions déjà contenue dans la matrice, alors on a :

f,".b+(l - f,o).a=l xc, _, (tr81)

Le matériau de volume caractéristique ci-1 sera considéré comme la matrice à l'introduction
d'une nouvelle fraction fi d'inclusions à cette étape i, ce qui donnera :

f,.b + (l- f,).c,-,, = i. fp .b + (l- i.f).o

= lxc ,

En introduisant ( tr.81 ) dans ( tr.82 ) on obtient:

(1 - I )kl - f,).a + f,,bl+ f,.b =(r - i. f ).a + i. f p.b

Une identification membre à membre pax rapport à a etâ de l'équation (tr.83) donne :

l(1- f,)(r- .f,)=r- i.f p
{

l(l- f')-f," + .f,=i.f o

Or la fractionrto à chaque étape est donnée par la relation :

f,,=(i _t)fo

En combinant les équations de (tr.84) on obtient :

i.f, = (t _ f,)(i _r).fo + f,

et finalement,

|M"tri'"-l

@;;l

(rr82)

(tr.E3)

(tr 14)

(tr.rs)

(tr E6)
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f = fo
J  t :  1_(_11J  o  

Gt87)

C'est la fraction d'inclusions à introduire dans le matériau équivalent de l'étape (l-1)
lorsqu'on est à l'étape l.

A partir de cette formule, vIEVILLE (1992) a pu améliorer, dans le cas des matériaux
biphasés et plus tard pour les multiphasés viscoélastiques, l'approximation autocohérente en
monosite. Examinons maintenant le cas de plusieurs familles d'inclusions.

Considérons un matériau hétérogène contenant plusieurs familles d'inclusions.

Matrice

Inclusions de familles
diftrentes

Figure ILl4z Plusieurs familles d'inclusions

Nous disposons de N familles de fraction totabf .,I:l,Ndonnant lieu (pour un nombre total

m d'étzpes) ài/fractions partiell 
"" fl 

= +.m
Comme précédemment, à l'étape i, avant d'injecter les inclusions, le matériau équivalent a un
volume unitaire caractéristieue ci-1. Les differentes familles ont pou leur part b" comme
volume unitaire. A ce niveau tirtj est la fraction d'inclusions déjà contenue dans le matériau

équivalent pour la famille J, ona la relation :

lnu'*çr-irl 
f)o=t*+-, (rlss)

et à l'introduction d'une nouvelle fractiont' pour chaque famille d'inclusions, on aura :

*L,rl u'.[t-Ër')*,= iifi n'.(t- ,F,tl], G.se)
= l x  C i

ceci, pour respecter la condition d'augmentation incrémentale.
En introduisant ( tr.88 ) dans ( tr.89 ) on obtient :

/ \
= | r- i lf i la+ilfi bl

\ . i ) r

(E

N
@

(, -1t')(' - 
Tr,) ".[' 

-Lrl)+tt o' +r7' b'
(rre0)
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Après identification de chaque volume caractéristique, on aboutit a :

,/ Zri
S r J =  J

fr"' t-(i-r)1fl

et pour chaque famille K

(t->r, ' l t, -Dff +f,* =i.ff\. a" )
Cette denrière équation peut se metffe sous la forrre :

[ t r
L(,:W-t)r:-Zr| 

=+
i =  2 ,m
K =  l ,N

Cette relation implicite (qui ne peut être résolution
familles, est mise sous la forme d'un système :

(tr.e1)

(tr e2)

(tr.e3)

qu'itérativement) écrite pour toutes les

-1-1

-1- t

- t- l-1
(tr.e4)

(tr-et

- l -t ---1-_-
(-Dfl

La résolution de ce système donne :

f.* = flr ,  1_(,_D}f!

A partir de cette formule, pour un nombre d'étapes donné, on fait évoluer les fractions
d'inclusions incrément par incrément jusqu'aux fractions désirées. A chaque étape, après
détermination des pararnètres de calcul, une approximation autocohérente est effectuée. Cette
tactique permet d'améliorer considérablement la prédiction du comportement des matériarur
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micro-hétérogènes. Le schéma de principe est donné sur la figure tr.15.

SCHEMA D'APPROKMATION INCREMENTALE

Figure ILIS'. A lgorithme incrémental

DONNEES POTIR
APPRO)ilMATION
AUTO.COTIERENTE

NOMBRE D'ETAPES
CALCUL DES FRACTIONS
C:  Cv
ETAPE: I

REACTUALISATION
DES PARAMETRES

RESULTATS

Cisc et 4

DERNMRE ETAPE ?
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Nous nous appliquons ici à déterminer la convergence de la méthode en fonction du
nombre d'étapes ou d'incréments.

Considérons le composite constitué d'une matrice en polyurétfumne avec 50% en
fraction volumique de billes de verre disposées au hasard. Les deux constituants, supposés
isotropes, ont pour caractéristiques

Polyuréthanne : G: 1,4 MPa v : 0,499
Verre: G: 30,2 GPa v : 0,16

Les calculs sont effecfués en approximation l-site. Pour ce matériau, analysons la variation
de son module de Young ainsi que le module de compressibilité en fonction du nombre
d'étapes m.

l l 0

Nombre d'étapes m

Figure D,.l6z Convergence du module de Young E

Remarque : La figure ci-dessus est à l'échelle logarithmique.
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ë

1200

1000
0 10 n 30 û 50 60 70 80 90 100 1r0

Nombre d'étapes m

Figure [Lllz Convergence du madule de compressibilitë K

L'approximation incrémentale, par son principe même, est plus longue en temps de
calcul que le SCS. Mais sw les graphes ci-dessus, pour une erreur admissible = 0.010/o, on
remarque qu'il est inutile d'augrnenter le nombre d'étapes (nombre d'incréments) au-delà de
30. Par contre dans le cas d'un fort pourcentage de l'inclusion vide (>70%), ce nombre
d'étape peut aisément atteindre la centaine. Le même test réalisé pour d'autres matériaux

révèle un comportement similaire. L'approximation incrémentale est donc une procédure qui

converge très vite. Evidemment si I'on accepte d'y consacrer le temps nécessaire en
augmentant m, on doit aboutir aux résultats donnés par le schéma différentiel (df-+0)

N.9. SCHEMA INCREMENTAL EN APPROXIMATION MONOSITE

Dans cette partie nous ferons des comparaisons du schéma incrémental avec d'autres
modèles, ceci dans le cas des matériaux à constituants désordonnés.

Considérons maintenant du verre porerD( pour lequel nous évaluons le module de
compressibilité K en fonction de la fraction volumique de pores. Les pores ici sont des cavités

supposées sphériques.

Verre :

Pores :

E:0,'15 Mbar

E:0 Mbar

v :0123
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Figure ILlSz Effet de la porositë sur Ia compressibilité da vene

La figure 18 présente les résultats de notre schéma de calcul avec m:20, ceux trouvés
par BOUCI{ER (1975) en utilisant le schéma differentiel (DS), les valeurs déduites du SCS,
comparés aux valeurs expérimentales de WALSH et al. (1965) et à la borne supérieure de
WALPOLE. Sur le graphe, on retrouve les insuffisances du SCS qui, à partir de20% de pores,
ne peut plus donner de résultats (les calculs divergent). Par contre pour des approximations
effectuées à 20 étapes, le schéma incrémental donne des prédictions très proches des points
expérimentaux et de ceux du DS. Le même constat se retrouve pour d'autres constantes
élastiques et d'autres types de renforts.

Considérons le composite constitué d'une matrice en époxy renforcée par des fibres de
verre hachées et disposées au hasard, de caractéristiques :

Résine : E:3105 MPa v :0135

Verre : E:693451fra v:0-22
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Figure IJ.l9 : Module d'Young d'époxy renforcé par desfibres de vete lnchées

Nous avons modélisé les fibres hachées par des ellipsoïdes allongés, avec une

moyenne de 10 pour les rapports de forme. Si a, b et c désignent les valeurs des demi-axes des

ellipsoïdes, on aura : a/b : alc : 10. Ensuite, pow illustrer approximativement l'état de

désordre dans le matériau, les ellipsoïdes ont été orientés de façon à représenter un maximum

de direction dans I'espace. Le calcul est effectué ici avec soixante fibres.

Sur la figure ci-dessus représentant l'évolution du module de Youtrtc en fonction de la

fraction volumique, on peut bien constater la concordance de nos résultats avec les résultats

exffrimentaux.
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Nous avons également considéré le cas du verre contenant une dispersion de particules
sphériques de tungstène (W) pour lequel D.P.H. FInssBrNr.cN et R.M. Farnaur (1972) ont
analysé expérimentalement le comportement mécanique. Les données utilisées ici pour le DS
sont ceux de Bouctæn (1975).

Verre : E: 805 kbar

Tungstène : E:3550 kbar

v :0 ,197

v :0 ,198

1950

1750

1550

Fractionvohmique

Figure II.20 : Verre renforcé pu une dispersion aléatoire de particules sphériques de tungstène

A travers toutes les comparaisons de cette partie, nous avons pu mesurer les performances du
schéma incrémental en approximation monosite. Partout, il y a eu colncidence avec les
résultats expérimentaux. Ces comparaisons ont eu lieu parce que tous les matériaux
hétérogènes que nous avons analysés dans cette partie sont caractérisés par une disposition
désordonnée des inclusions. Le schéma incrémental, tout comme le schéma différentiel s'est
montré efficace pour la prédiction du comportement mécanique de tous ces matériaux quel
que soit le genre d'inclusions et la fraction volumique considérée. Analysons maintenant le
cas des matériaux hétérogènes à structure ordonnée.
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tr.10 - SCHEMA INCREMENTAL EN APPROXIMATION MI]LTI.SITES

Le schéma différentiel, malgré ses performances, ne peut être appliqué correctement

aux matériaux ordonnés. Par contre, le schéma incrémental peut être utilisé en prenant en

compte la description de I'ordre de la strucfure du matériau.

Dans le cas d'inclusions élastiques nous comp.Lrons notre modèle à d'autres modèles

de calcul pow différentes valeurs du rapport r:pllpM : le modèle de SANGau & Lu (1987),

celui de Roont (1993) et le modèle d'Et MoUDEN et MoLTNARI (1995) basé sur la méthode du

cluster: ut: vt:0,3 p\L200.

Les inclusions sont des particules sphériques isotropes réparties en un réseau cubique

simple.

FractbnvohmQue

Figure n 2l z Particales sphëriques répmties en résequ cubique simple dans une matrice isotrope (r:I/20)
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Figure IL22 : Particales sphériques disposées en rëseau cabique simple dsns une matrice isotrope(r:5)
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Sur la figure 2l,on remarque que la méthode autocohérente classique est limitée à

F0,3 lorsque le rapport des modules de cisaillement de I'inclusion et de la matrice est de

0.05, autrement dit lorsque I'inclusion est très molle par rapport à la matrice. Cependant, en

dessous de cette fraction, tous les résultats concordent. Pour un rapport de 5 (figure 2?),bien
que les résultats ne soient pas identiques, les écarts ente les différents résultats ne sont pas

très prononcés. Lorsque le rapport vaut 40 (figure 23), ll y a un phénomène intéressant qui

s'opère. En dessous de 20oÂ, il y a concordance pour tous les résultats. Mais au-delà de cette

valew, il apparaît un écart net entre les prédictions des différents modèles. Le SCS classique

est le premier à tendre dangereusement vers le rapport pVpt A la fraction de S}%ô,le modèle

de Saxcem & Lu amorce aussi sa grimpée. Seuls le modèle de Roonq, le schéma

incrémental et le modèle basé sur les clusters gardent une allure raisonnable. Sachant qu'à la

fraction de I (lorsque le matériau équivalent n'est constitué que de I'inclusion) on dewait

avoir p9pM : pJ/p* : 40, on peut dire que les modèles de cluster et celui de Ronnt sous-

estiment le comportement mécanique du matériau effectif. Le schéma incrémental multisite

apparaît ainsi comme une solution intéressante.

Nous allons dans la suite effectuer une confrontation de noffe schéma de calcul avec

des résultats expérimentaux. Le matériau considéré est constitué d'époxy renforcé de fibres de

verre. Ce sont des fibres longues cylindriques dont les sections droites forment un réseau

rectangulaire.

Nous avons modélisé les fibres par des ellipsoïdes ayant un rapport de forme égal à 1000. La

fraction de fibres est de 50 % dans le matériau. Ce composite a été étudié expérimentalement
par S. FnrornxsEN (1997) avec des méthodes acoustiques (essai non destructif). Il existe

également pour ce matériau des résultats provenant d'essais mécaniques. Nous analyserons ici

sept modules caractéristiques.

Figure IL24 z configuration de renforts enfibres longues
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Méthode Er(Gpa) Ez(Gpa) Grz(Gpa) l t t !z t Gr(Gpa) Gzr(Gpa)

S. rnsoeRxsgN 42.4 11 .6 4.68 0.30s 0.083 4.55 4.07
ESSAI MECA 43.4 10.2 0320 0.075
SCS N-sites 36.5764 26.455 2.626 0.1779 0.12 2.5085 12.s
IS N-sites 38.603 9.380 3.672 0.263 0.0667 3.5929 3.017

Avec le choix raisonnable de la forme des ellipsoTdes pour modéliser les fibres de
velre, les prédictions du schéma incrémental se rapprochent au mieux des valeurs
expérimentales. Cette approximation est effectuée en 30 étapes avec un critère d'arrêt
admissible de 0,1 %o- Le SCS est appliqué avec une "erreur" de 0,01 %o. Porr le module de
YOIING longitudinal, il y a une harmonie entre tous les résultats. Quant aux autres
caractéristiques, alors que le schéma incrémental prédit des valeurs cohérentes, les prévisions
du SCS sont très démarquées des valeurs expérimentales.

L'étude du schéma incrémental a montré une stabilisation rapide de la méthode. En
outre, les résultats obtenus aussi bien en monosite qu'en multisite prouvent par leur cohérence
avec les résultats expérimentaux la validité de ce processus d'homogénéisation qu'est le
schéma incrémental. Stu les exemples présentés, on remarque bien la similitude qui existe
entre le schéma différentiel et le schéma incrémental, résultat prévisible puisque les deux
méthodes utilisent le même principe. Mais la similitude s'arrête là, car seul le schéma
incrémental peut être appliqué à la totalité des matériaux hétérogènes, des plus simples aux
plus compliqués : matériaux à renforts orientés aléatoirement ou ordonnés, matériaux à
renforts rigides dans une matrice souple, matériaux fortement poreux, etc... Cette versatilité
permet au schéma incrémental d'être I'outil privilégié pour décrire I'influence au niveau
macroscopique des mécanismes d'endommagement survenus au niveau méso/microscopique.
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CHAPITRE III



56
Chapitre 3 : Endommagement micromécanique

m.l - REMARQIIES PRELIMTNAIRES

Dans la littérature, le terme endommagement est employé pour évoquer différents

modes de dégradation du matériau, instantanés ou differés dans le temps. Dans la

classification habituelle [rnaNçols, IINEAU, z*orr (1991)], on parle de I'endommagement

volumique, surfacique ou mixte. L'endommagement brutal ou instantané est pratiquement

exclusivement volumique. Les endommagements surfacique et mixte font principalement

penser à I'action des agents agressifs ou arD( chargements répétitifs (fæigue). Les modes de

dégradations que nous prenons en compte dans notre étude correspondent à la première

catégorie, c'est-à-dire à I'endommagement brutal volumique. Cette détérioration qui se

manifssls sous différentes formes peut avoir plusieurs origines, plus ou moins compliquées,

en incluant les disparités dans les géométries et dans les propriétés thermoélastiques du

système renfort-matrice. Les approches conventionnelles à l'étude micromécanique

d'endommagement des milieux hétérogènes supposent invariablement l'existence d'une
parfaite continuité ou adhérence enfie les renforts et la matrice environnante, on pourrait

consulter entre autre CHRISTENSEN (1979), sELVADURAT (1994), HAsHTN et HERAKovICH

(1983), KELLY et RABoTNov (1983) et DVoRAK (1991). Ceci n'exclut pas I'importance

accordée aux travaux prenant en compte, toujours dans le même cadre micro-mécanique, un
glissement à I'interface fibre-matrice auquel se sont intéressé entre aute cHAHREMAM et al.,

SELVADURAI et DASGLIPTA (1990). Dans la plupart des cas, qu'il soit d'origine chimique,

acoustique, magnétique ou autre, I'endommagement se finalise par une'dégradation des
propriétés mécaniques du matériau. Ceci explique f importance accordée à la recherche sw les

lois de comportement et les critères de rupture des matériaux en général. Notre objectif n'est

pas de descendre à l'échelle atomique où tous les critères sont concentrés en un seul
phénomène qui est la rupture des liaisons atomiques, mais de nous situer à une échelle où

nous pouvons utiliser valablement les techniques de localisation au niveau des contraintes et

des déformations.

L'endommageme,nt d'un matériau est synonyme de la se,pmation de la matiàe. Le

phénomène de séparation est de nature essentiellement irréversible. Les nouvelles surfaces

créées peuvent rentrer en contact mais ne peuvent s'adhérer au sens de la mécanique des

swfaces. Le processus de séparation correspond alors à la dissipation de l'énergie consommée
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pour la création des nouvelles surfaces etlou de déformations irréversibles (plastiques). Un

classement sommaire des phénomènes de rupfure observés peut se baser sur la présence ou

non de déforrnation plastique.

croissance du défaut. Il n'y a pas de plasticité macroscopique observable, sauf

éventuellement au niveau de la fissure. C'est la rupture fragile, phénomène que nous

examinerons minutieusement plus loin.

structure pendant cette même phase de croissance. C'est la rupture qualifiée de

ductile.

Cette analyse peut s'avérer insuffrsante. En effet, dans la phase précédant la

propagation, il peut y avoir des déformations plastiques importantes, surtout au voisinage de

la ligne de la future discontinuité. Mais ce ne sont pas ces déformations qui caractérisent

I'endommagement ductile. Une pièce peut se déformer de façon notable juste avant de se

rompre brutalement, sruls déformation plastique supplémentaire. Il arrive aussi que des

mélaux se rompent avec une plasticité globale importante, avant et pendant la phase de

croissance, bien qu'au niveau de la surface de rupture il n'y ait pas de grande déformation

visible des grains.

Les notions de ductilité et de fragilité sont en fait plus complexes et demandent une

analyse complète au niveau macroscopique ou microscopique. La définition de fragilité

adoptée plus haut est motivée par I'aspect macroscopique de la rupture. La véritable fragilité

se manifeste au niveau de la surface de rupture, qui est plus ou moins brillante. L'aspect

brillant de la surface est le reflet des diverses facettes cristallographiques mises à nu par

clivage à l'intérieur des grains. Par contre ure rupture véritablement ductile est caractérisée

par la présence d'aspérités et de cupules au niveau des grains de la surface de rupture,

montrant une très grande déformation plastique à ce niveau, il s'agit du phénomène de

cavitation. Mais ces déformations ne se taduisent pas nécessairement à l'échelle

macroscopique par une déformation plastique de la structure, tant qu'elles se limitent à la

surface de rupture. Dans ce cas, bien que le mécanisme de rupture soit différent de ce qui

précède (par clivage pur), la faible plasticité globale de la structure permet de dire que le

milieu continu se comporte élastiquement, la ruptue est alors fragile au sens macroscopique.

Ainsi nous qualifierons de fragile un certain nombre de phénomènes macroscopiques, tels que

la fissuration de fatigue, la corrosion chimique, alors qu'en toute rigueur on ne peut les

considérer coûrme tels en se plaçant au niveau microscopique. La définition macroscopique
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de fragilité est motivée par le fait que, quelle que soit la nature réelle des phénomènes de
rupttre, lorsque la plasticité globale de la structure est négligeable devant la déforrnation
élastique, on peut faire la même analyse mécanique de la rupture, conrme si le matériau entier
était fragile. Les faciès de rupture dépendent évidemment des mécanismes réels. Ils dépendent
aussi du mode de chargement. En ce qui concerne la fissuration de fatigue par exemple, le
plan de la rupture est perpendiculaire à la direction de la plus grande tensiorq comme pour le
cas de chargement quasi-statique par une tension croissante. La surface de rupture présente un
aspect plus ou moins lisse. L'examen au microscope peut révéler des stries liées aru< cycles de
charge.

La distinction macroscopique entre ces types de rupture, ductile et fragile, est très
claire lorsqu'on examine la réponse mécanique de la structure tout entière à des sollicitations
extérieures, par exemple à des charges croissantes Q; auxquelles conespondent les
déplacements généralisés di. Le point de rupture R se touve soit dans la partie élastique de la
réponse (rupture fragile), soit dans la partie plastique (rupture ductile).

Figure lTt- 1 : comportementsfragle et ductile

Le processus ou mécanisme de rupture varie fortement avec la structure du matériau.
Pour un composite unidirectionnel à fibres pax exemple, la rupture finale est le résultat d'une
accumulation de divers mécanismes élémentaires (figure m.2), à savoir la rupture des fibres
(cas 4, 5 et 7),la rupture transverse de la matrice (cas I et 2),1a rupture longitudinale de la
matrice (cas 6) et la rupture de I'interface fibre-matrice (cas 3 et 7). Il n'est pas rare
d'observer des processus mixtes, c'est-à-dire une rupture de renfort suivi d'un décollement
interfacial (cas 7) ou suivi d'un déchirement matriciel. Tous ces mécanismes élémentaires de
rupture se retrouvent également dans les matériaux composites à particules.
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Figure IlI - 2: les dffirentes formes de degradotions dans un composite à fibres

De façon générale, un mécanisme de rupture n'est pas isolé, mais divers mécanismes

coexistent et forment le plus souvent une chaîne de processus consécutifs et cumulatifs. Bien

évidemment les mécanismes se développent suivant la nature des matériaux et les conditions

de sollicitations mécaniques imposées. Les observations microscopiques pendant les essais
'in-situ' on permis de comprendre les mécanismes d'évolution des discontinuités. Les

résultats de ces essais ont montré une nette variation de l'état de fissuration corrélé au

déviateur de contrainte et une tendance générale des fissures à s'orienter dans la direction

normale à la contrainte principale la plus intense.

m.2 - ENDOMMAGEMENT DES MILEIIX HETEROGEI\.ES : CONSTATATIONS
EXPERIMENTALES

Dans le cas des matériaux hétérogènes, I'endommagement se situe majoritairement aur

interfaces des constituants. La perte de cohésion ar.rx interfaces, en particulier des renforts

compacts dans une matrice ductile, peut entraîner la nucléation de I'inclusion induisant ure

augmentation brusque du pourcentage de vide. Le deurième mécanisme de dégradation

correspond à la rupture des renforts eVou le déchirement de la matice. Ces deux principaux

modes d'endommagement sont abordés dans cette étude.

Le clivage est observé principalement dans les matériaux possédant une structure

cristalline tels que les métaux ou céramiques. Il est qualifré d'endommagement fragile.

Toutefois la rupture dans les matériaux amorphes, tels que les verres ou le béton, se produit de

manière semblable et le terme clivage est également employé dans ce cas. L'endommagement

fragile des matériaux composites, qui nous intéresse au premier chef, correspond à la rupture

des renforts ou au décollement des interfaces de renforts, de fibres ou des inclusions. Lors de

l'étude des matériaux à structure hétérogène, on constate que les renforts, étânt fréquemment

très rigides, atteignent rapidement leur point de rupture et donnent naissance atrx micro-
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fissures (phase 1, figure 3). Elles se propagent rapidement dans le plan perpendiculaire à la
direction de chargement. Aucun phénomène de plastification à I'intérieur des renforts ne
bloque leur progression qui se poursuit jusqu'à f interface avec la matrice (phase 2). Nous
parlons alors de clivage des renforts.

Par confre une plastification confînée de la matrice permet de dissiper l'énergie libérée
par le déplacement des lèwes de la fissure. La progression de la fissure est alors très fortement
ralentie et la fissure s'arrête dans un premier temps. La propagation de la dégradation dans la
matrice nécessitera une énergie supplémentaire suffisante pour vaincre la plasticité confinée
en bout de fissure (phase 3).

Phase 1

Phase 2

Phase 3

Figure lTl- 3 : Les différentes phoses d'une rzpture
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Dans la littérature, I'amorçage de la rupture des renforts est souvent envisagé sous

forme d'un critère en contraintes. Nous parlons de la contrainte critique de clivage. Une

estimation de la contrainte nécessaire pour écarter les plans de clivage conduit à une valeur

théorique de cette contrainte de I'ordre de 0,1-0,2 E, où E est le module de Young du

matériau. Cette contrainte critique théorique est très élevée et directement proportionnelle au

module élastique du matériau. Cependant, généralement on a observé que des matériaux

dépourvus de fissures se rompent pour des contraintes appliquées beaucoup plus faibles que

les valeurs théoriques, exemple des matériaux mentionnés dans le tableau ci-après.

Matériaux
oc I colrtrâinte à

la rupture
(GPa)

E:module
d'Young

(GPa)
Elac

Fibre de silice
Whisker de fer
Whisker de silicium
Silicium
Whisker d'aluminium
Chlorure de sodium
Acier ,,ausformé"
Corde de piano
Bore

24,6
13,4
6,6
5,3
15,3
1,3
3,2
2,8
2,5

99
301
t69
169
506
44
204
204
358

4
23
26
32
5 J

40
64
72
145

Tableau ITt- I

Au vu de ces remarques, on est alors conduit à admettre qu'il existe dans ces matériaux des

< amplificateurs > de contrainte qui permettent d'atteindre localement la valeur critique oo.

Cette concentration de contraintes peut ête obtenue par un certain nombre de causes et en

particulier dans les cas suivants:

l. une fissure (ou une entaille) préexistante produit à son exfiémité, si sa taille est

supérieure à une longueur critique, des contraintes de I'ordre de o", comme l'avait

prouvé cRImrH (1920),

2. des défauts peuvent être formées à la surface par corrosion, tout spécialement aux

joints de grains, et être le lieu de concentration de contraintes,

3. une indentation ou même une marche de glissement concenfre également les

containtes,

4. une distribution inhomogène de dislocations obtenue par déformation plastique peut

produire localement des contraintes de I'ordre de o. et initier une micro-fissure.
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On ne peut analyser convenablement les phénomènes de micro-fissruation sans

s'intéresser de près aux mécanismes de déformation plastique, même dans les matériaux

hyper fragiles. ZENER (1948) a été le premier à émettre l'hypothèse qu'une déformation
plastique inhomogène pouvait entraîner I'initiation de micro-fi ssures.

Deux observations expérimentales mettent bien en évidence la corrélation entre la

déformation plastique et la rupture.

l. La contrainte de rupture fragile du fer polycristallin est égale à la limite élastique dans

un large domaine de taille de grains.

Cette corrélation indique qu'une faible quantité de déformation plastique est suffrsante

pour provoquer la rupture à des contraintes appliquées inférieures à la valew critique.

2. Une autre observation faite par GILMAN (1958) est qu'à -196'C les cristaux de zinc

se rompent par clivage dans un plan (0001) sous une faible contrainte op. Cependant

des contraintes élevées sont requises si la déformation plastique est supprimée. Ceci

s'obtient en orientant l'ære de taction normalement aux plans de glissement (0001).

La cission résolue dans le plan de glissement et la déformation plastique deviennent

alors nulles tandis que la contrainte norrrale devient maximale. On constate alors que

la contrainte pour cliver le zinc augmente rapidement.

La déformation plastique est le résultat d'une accumulation de la désorganisation au niveau

microstructural. Bsrmrey, FRANK et NABARRo (1951) ont montré qu'un empilement de

dislocations produit en tête, une concentration de confiaintes. De façon générale, les

empilements sont obtenus par déformation plastique par glissement ou par déformation
plastique par maclage.

Conformément aux remarques formulées précédemment, un des intérêts lié à I'emploi

des méthodes de transition d'échelles réside principalement dans la simplicité d'écriture des

critères formulés au niveau local (microscopique). Rappelons par exemple le critère de

Schmit d'activation des systèmes de glissement plastique. Utilisé dans les méthodes

d'homogénéisation" il permet pourtant de prédire les formes très complexes des surfaces de
plasticité, ainsi que leur évolution en fonction du chargement, voir LIIINSKI et al (1990),

BoNFoH et al (2003). De la même manière, il semble raisonnable de penser que les critères de

rupture simples, formulés au niveau des constituants des composites, permettront de prédire la

réponse macroscopique complexe de ces matériaux et leurs surfaces de rupture dans l'espace

des confraintes ou de défonnations.
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Le critère de rupture des renforts que nous proposons dans cette étude peut être écrit

comme suit :

o r3  oc (m.1)

où oi représente la contrainte principale ma;rimale (or=rîal<(oçoz,or)). Il est intéressant

de remarquer que ce simple critère est tridimensionnel, valable pour des sollicitations

quelconques définies par le tenseur de contraintes complet.

Cependant, I'emploi d'un tel critère pour des sollicitations en compression simple (ou

bi ou tri-axiales) ne permet pas d'expliquer l'apparition des fissures contenues dans des plans

parallèles à la direction de compression. En effet, l'ouverture de telles fissures se ferait sous

contraintes nulles. Un tel endommagement est observé dans des matériaux céramiques, le

béton ou des roches. Pour pallier à cette insuffisance, nous sommes amenés à proposer un

critère en déformation. En effet, la déformation dans la direction transversale par rapport à

I'axe de compression est positive (allongement de la matière). Elle permet d'expliquer

I'apparition des fissurations du matériau sous contraintes négatives. En reprenant la structure

de I'expression (Itr.l), nous proposons un critère de rupture fragile valable pour les

céramiques, le béton ou les roches :

e rsec  (m.2)

Dans cette inégalité, 6. corrospond à la déformation critique de rupture fragile et a, est la

déformation principale maximale. Les essais réalisés sur le béton par KUPFER, HILDORF et

RUsH (1969) en état de contraintes multiaxial semblent confirmer cette idée. La déformation

critique qui résulte du dépouillement de ces essais est estimée à environ E.: 104. En utilisant

les outils de la théorie de transition d'échelles, MAzARS (1986) a élaboré un critère de

déformation qui permet de reproduire assez fidèlement les essais de rUpFeR et al (1973).

Dans le chapitre V de ce manuscrit, nous utiliserons cette valeur de déformation

critique pour établir la surface de rupture d'un composite qui pounait être assimilé au béton.

Les deux critères ([ 1) et (Itr.2) constituent une condition nécessaire et sufftsante

pour que la rupture de renfort, modélisé à I'aide d'une inclusion ellipsoidale, ait lieu. En effel

puisque l'état de containtes et de déformations est identique en tous points du renfort, ces

critères sont vérifiés dans toute section du renfort.
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La cavitation apparaît lors de la déformation intense des matériaux. Elle précède la
rupture ductile des constituants qui résulte de la coalescence des cavités. D'une manière
générale, l'amorçage de la cavitation se produit sur les particules dures (non déformables)
présentes dans le matériau. La fraction volumique, la distribution spatiale et géométrique, la
forme et la dureté relative de ces particules par rapport à la matrice environnante influencent
considérablement la ductilité du matériau global. La naissance des cavités dépend en partie de
la cohésion entre les particules et la matrice. Si cette cohésion est faible, les cavités peuvent
apparaître pour des déformations relativement faibles. La présence de ce type de particules
induit une localisation de contraintes intemes à cause des incompatibilités de comportement
thermomécanique entre la matrice et la particule. Par contre, lorsque la force de cohésion
entre la particule et la matrice est grande, des contraintes localisées très élevées sont
nécessaires pour initier la décohésion.

Les premiers tavaux consacrés à l'étude du champ de contraintes généré par la
présence d'une particule dans une matrice sous sollicitation élastique datent de 1933 et sont
dus à GOODIER (1933). Si la particule est moins dure que la matrice, les contraintes élevées
sont localisées à l'équateur, comme pour un trou. Par conte, pour des particules dures, les
concentations de contraintes apparaissent aux pôles des particules. Les résultats de GOODIER
donnent une idée sur les zones dangereuses autour de ra particule.

L'amorçage, première étape du processus d'endommagement est caractérisé par
I'apparition dans la matière des discontinuités. La description des mécanismes de I'amorçage
suppose la connaissance des causes microscopiques de I'endommagement. On peut envisager
deux mécanismes de création de cavités dans un matériau.

o Un mécanisme hétérogène lié à la présence des inclusions, des particules de

seconde phase ou toute aute discontinuite de sfucture.

o Un mécanisme homogène basé sur les interactions entre les dislocations et la

migration des lacunes.

Notre travail est consacré à la modélisation du comportement élastique des
composites, le deuxième mécanisme peut être négligé pour de tels matériaux.

Les matériaux modernes comportent toujours une certaine teneur d'éléments étrangers
ou d'impuretés, les composites par leur conception sont hétérogènes. Le comportement de
I'inclusion ou du précipité au cours de la déformation dépend de sa rhéologie spécifique et de
celle de la matrice environnante. Sa forme, le site qu'elle occupe au sein du matériau, et son
orientation par rapport aux sollicitations mécaniques imposées et enfin la nature de I'interface
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inclusion-matrice influencent également ce comportement. L'orientation des inclusions par

rapport aux sollicitations imposées conditionne les concentrations de confrainte et de

déformation au voisinage de l'inclusion. De même, la résistance de I'interface inclusion-

matrice, paramètre important du comportement du système inclusion-matrice, dépend de la

nature de ces deux constituants. Selon la loi de comportement de I'inclusion et de la matrice,

la forme de I'inclusion et le site qu'elle occupe ainsi que la résistance de I'interface et de la

sollicitation imposée, I'amorçage de l'endommagement peut se produire dans I'inclusion,

dans la matrice, ou à l'interface inclusion-matrice. Ici nous focalisons notre attention sur

I'amorçage prenant place à l'interface ou dans la matrice au voisinage de I'inclusion. La

décohésion interfaciale dépend de l'état des contraintes à I'interface, de sa résistance et des

comportements de l'inclusion et de la matrice.

Le premier but de la modélisation micro - mécanique est d'élaborer un critère pour

I'amorçage de I'endommagement lié à la présence des hétérogénéités. Très fréquemment la

solution du problème de f inclusion a été utilisée pour estimer les contraintes d'interface et

proposer un critère de décohésion en termes de contrainte critique, voir par exemple TAIIAKA

etal (7970), nenemv (1981), cILoRrvuNI (1992).

Dans le cas de composites, le critère de cette nature a été utilisé par exemple par

FIToUSSI et al. (1994). La méthode de MORI-TANIAIL{ a été employée par ces auteurs pour

déterminer le comportement effectif. Le modèle ainsi imaginé a été appliqué à la description

du comportement des matériaux composites de type S.M.C. (composite organique à renforts

discontinus) ou Al-SiCp. Les auteurs déterminaient la rigidité d'un système correspondant à

un renfort endommagé (cassé ou décollé) en suivant la propagation de la fissure dans

l'interface. Un renfort équivalent, au sens de sa rigidité, remplaçait la fibre endommagée.

Dans ces travaux FITOUSSI et al. (1994) ont envisagé deux types de rupture de

l'interface : par décollement suivant une normale à I'interface eVou par glissement de

l'interface. Leur critère de rupture s'écrivait sous forme proposée d'abord par CouLoMB. Il

est basé sur la connaissance de la contrainte normale 6o et tangentielle r à f interface matrice

- inclusion :

o , t  Ê T  1 o a

on= noffni

(m3)

( r.4)

ou:

m m 2
l4i6 iiO inll*- O n .

et

(r.s)
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Les constantes p et 66 décrivent la résistance de I'interface à la décohésion. Elles doivent être

i dentifiées expérimentalement.

Dans ce travail, le même critère, proposé par de Frroussl et al., est retenu. Les figures

IIL4 et Itr.5 ci-dessous illustrent bien le processus de la décohésion d'un renfort, I'amorçage

ayant lieu sw les renforts compacts rigides noyés dans une matrice ductile.

Figure fTt- 4 : Amorçage de Ia décohésion sur tme particale dure

(d'après Rouutr-Motounr et al.)

Ce critère est une condition nécessaire de la décohésion de la matrice. Cependant pour

que la décohésion soit complète une deuxième condition doit également ête vérifiée. La

naissance d'une cavité dans un matériau est liée à la création de nouvelles surfaces. Ceci est

possible lorsque la rela:<ation des contraintes dans le renfort libère assez d'énergie. Cette

énergie restituée par décohésion de I'interface est proportionnelle au volume de I'inclusion et

fonction croissante du niveau de contrainte et de déformation atteint dans f inclusion.
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Figure ITt 5 : Amorçage et décohésion des renforts sphëriEtes de verre

dans une matrice de résine d'époryde d'après Cettwut et al.
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La condition de propagation de décohésion peut alors se traduire par la relation :

&,-s ( m.6)

où S et S désignent respectivement l'énergie restituée par le processus de décohésion de

I'inclusion et l'énergie dissipée à la création de la nouvelle surface. Cette condition

correspond au critère de GRIFFITH (1920).

Cette approche de la condition énergetique a été développée par plusieurs auteurs pour

des cas particuliers. Ainsi, cURLAIID et ILATEAU (1963) I'appliquent à l'étude d'une

inclusion sphérique isolée dans une matrice sollicitée en traction uniaxiale.

TANAKA et al.(1972), s'inspirent d'une solution approchée du problème de I'inclusion

déformée élastiquement dans une matrice sous déformation plastique uniforme déduite des

travaux d'sstlstsY (1957). Ces auteurs suggèrent un critère énergétique plus général que

celui de GURLAND et PLATEAU (1963). Un peu plus tard, BRowN et sToBBS (1976) ont

proposé un critère d'endommagement par décohésion basé sur une condition énergetique à

partir d'une approche associant la mécanique des milieux continus et la métallurgie physique.

Les différents travaux discutés ci-dessus prennent diversement en compte l'effet de

taille. Cet effet de taille est prévu par la condition (m 6). Il sera discuté dans le paragraphe

consacré à la micro-modélisation de la décohésion.

rtr.3 - MODELES MTCROMECAi\-TQUES

Dans le paragraphe précédent, nous avons envisagé deux modes d'endommagement

des composites. Le premier conespond à la rupture fragile d'un renfort avec une fissure

traversante débouchant sur la matrice environnante. Le deuxième traduit les ruptures ou les

décollements des interfaces renfort-matrice. Le principal but de cette étude est la

modélisation du comportement du matériau endommagé à différents stades de chargement.

Nous chercherons à quantifier l'influence, des défauts conespondants, sur les propriétés

effectives du composite endommagé (tenseur de constantes élastiques) mais également sur la

cowbe contrainte-déformation macroscopique décrivant la réponse du matériau pour un

chargement donné.

Pour élaborer ce modèle nous supposons que la rupture d'un renfort est gouvemée par

le critère de la contrainte critique (voir équation m.l), ou celui de la déformation critique
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(relation m.2). La figure (III.3) et la micrographie suivante (frgure III.6) illustrent bien ce

mécanisme.

Figure TII. 6 : Rupture transversale desfibres dans un composite

d'après K. FNEDNCH

Soit un renfort (I) isolé dans une matrice de propriétés élastiques connues, voir figure

(III.7). Admettons que la contrainte macroscopique (globale) appliquée au composite vautlu .

Nous supposons que l'état de contraintes 6f ou de déformationssf. dans le renfort de forme

ellipsordale (de demi axes a, b, c) est tel qu'un de ces deux critères ne soit plus satisfait. La

suite du raisonnement est basée sur I'emploi du critère en contraintes. La construction du

modèle pour le critère en déformation reste strictement identique.

La diagonalisation du tenseur des containtes permet le calcul de la contrainte

principale maximale ot etde la direction principale qui lui est associéei(t). La rupture du

renfort est amorcée quand :

o r2o . ( u.7)

Le plan de la fissure est défini par le lr."teuri0). Sa position, par rapport au renfort, peut être

quelconque puisque l'état de containte est identique en tout point du renfort.
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avant rupture après rupture

Figure fl[- 7 : les fractions volumiques à la rupture d'une inclusion

Deux possibilités simples sont envisageables : une déterministe et I'autre probabiliste. Dans
le premier cas nous admettons que le renfort (I) se casse en deux morceaux de volumes

identiques 7Q) - VQ"). En introduisant la fraction volumique e d'un des morceaux du renfort,

(rn.8)

Cette proposition correspond à la valeur derp=0.5. Dans le deuxième cas, en supposant

qu'un défaut initial peut être situé dans une section quelconque du renfort, la fraction

volumique du premier morceau est générée aléatoirement (0<ç<1). Dans tous les cas,

puisque le renfort est supposé ellipsoidal, sa rupture correspond à I'apparition d'une fissure

elliptique. Notons al et blrespectivement le demi axe majeur et mineur de la fissure elliptique.

Ces demi axes s'expriment en fonction de la géométrie du renfort (a, b, et c), de la fraction g

et du vecteur norrnal iQ) et s'obtiennent par la résolution du problème d'intersection d'un

ellipsoide avec un plan, voir Annexe I.
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Dans toutes les études rappelées au début de ce chapitre, voir par exemple WALSH

(1965), BUDTANSKv et o'coNNELL (1976), HoENIG (1979), BENVENISTE (1986) ou IIASHIN

(1988), les fissures ont été modélisées comme des plans mathématiques (d'épaisseur nulle).

Une telle modélisation ne permet pas de reproduire d'une manière fiable la raideur du

matériau fissuré. En effet, toutes les fissures sous chargemenl ou suite à un chargement, sont

ouvertes. Cette ouverture est liée à la déformation irréversible observée principalement à la

pointe de la fissure. Le troisième demi axe de la fissure cr peut être estimé à partir de la

connaissance du champ de déplacement des lèwes d'une fissure elliptique chargée en mode

d'ouverture par une contrainte appliquée au loin

o,= nl')Du n\!) (me)

La solution exacte de ce problème, y compris pour les matériaux élastiques

anisofopes, peut être fouvée par exemple chez MLIRA (1982). Cette solution n'est pas fermée

et demande l'estimation numérique des intégrales y figurant. Eu égard aux approximations

que nous avons adoptées concernant par exemple la géométrie du renfort, il nous semble

judicieux d'estimer cet axe par un calcul simplifié. En effet nous admettons, d'une part, que le

demi a:re e corïespond au déplacement de la lèwe supérieure de la fissure en son centre' En

appelant le double de ce déplacement CCOD (Crack Centre Opening Displacement), nous

avons :

D'autre part, deux solutions correspondant aux confrgurations géométriques simples

conduisent au résultat suivant, obtenu par IRwrN (1962):

,r=)cco,

ccoD=4K,VE

( [tlo)

(m11)

où p- et v- sont respectivement le module de cisaillement et le coeffrcient de PoIssoN de la

matrice.

La première configuration concerne une fissure traversante en état de déformations

planes. Dans ce curs nous avons :

!l:0
a1

a y - à æ  O u ( m12)
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Kr=o,1fi (m.13)

La deuxième configuration correspond à une fissure circulaire. Dans ce cas nous
avons :

at= bt  Ou b, - '
af

( m.14)

( m.ls)

et

J -

Kr =ao,1lnb7

En première approximation, nous proposons de généraliser ce résultat au cas d'une fissure

elliptique de forme quelconque ( 0 < !r < I ) par l'interpolation linéaire ci-dessous :
ar

( Itr 16)

ou

*,8)=("Tl)""J* (m17)

Cette solution, purement élastique, ne prend pas en compte la plastification de la
matrice au voisinage du front de la fissure et par conséquent sous-estime I'ouverture de cette
dernière. Pour pallier ce déficit, nous avons introduit dans notre modélisation deux
approximations basées sur le modèle d'RwrN et de nuGoALE-BARENBLATT. Dans les deux
modèles nous admettons l'existence d'une contrainte limite de la matrice of, au-delà de
laquelle il y a une déformation irréversible qui apparaît dans le matériau. Avant d'aborder
cette construction, il est utile de rappeler les formules de base valables pour les fissures
elliptiques.

IRwrN (1962) a établi les résultats suivants :

Figure III. 8 : auverture d'unefiswre
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- Le facteur d'intensité de containtes varie le long du front de la fissure elliptique.

r,(e)=+[,-', .#*rri
avec

* = i[, - #,^,,)i o, - il, t# à(+l ]

6 --I-=o - r* = *1,
"w -  

Jh r ; - vYs - 'P -2 ro ' ? ,

( m.18)

( rn.le)

- Le facteur d'intensité de containtes est maximal sur l'axe mineur de la fissure.

r-'-
* , (  L)_ o" l '0,  (m2o)- - ' [2 

)  o
- Le facteur d'intensité de contraintes est minimal sur l'a><e majeur de la fissure.

6n

,(r (o)= --b-:r ( m.21)

. COnnnCnON T,qSTIOAE D,IW

Ce modèle a été élaboré en 1958 dans le cas de fissures traversantes. En régime

élastique et au voisinage de la pointe, la contrainte normale, dans le plan de la fissure, est

donnée par r w= E' . Ainsi à la pointe de la fissure on obtientorr(r=0)=æ. Une telle
42nr

conftainte est physiquement inadmissible, d'où I'existence d'une zone plastique de taille ro'

(voir figure III.9). Dans cette zone, la contrainte est limitée à la contrainte d'écoulement

plastique or,:

(rrL22)

Cette expression de la taille de zone plastifiée n'est pas tout à fait juste car elle ne respecte pas

l'équilibre des forces entre le profil élastique et le profil élasto-plastique. Une correction est

donc nécessaire, voir figr:re Itr.9.

bi
î "



74
Chapine 3 : Endommagement micromécanique

oelt

Figure fr. 9 : plastification confinée à Ia pointe d'une fissure

Après calcul, la valeur de la largeur de la zone plastifiée est estimée à :

*K?
f  = 2  f  = a ; - .
P P 7To'*

Conformément au deuxième schéma de la figure III.7 nous pouvons préserver la solution

élastique du problème en introduisant une fissure fictive de longueur :
I

â 6 6 :  â +  f n  . (m.24)

En suivant la même démarche nous pouvons calculer les demi axes de la fissure fictive

rp'2rf,

elliptique :

a"nt = a1* 7)

b " n t = b 7 * 7 ' 6

Les étendus des zones plastiques sont donnés par les expressions suivantes :

, i=JP==!u,!t( o,,-.] ''  u 
zr@i) '  ' " t  at la of )

.  K?(+) t .  (  o,\ '
f  b = _ _ _ _ 7 =  r  = = D f l  _  |

zn (oi) '  2- '  \a oi )

o*= orlr.-!(Pt--=\'1
L'2["ro r i )  )
i _tl. ," )'lb"6= byl l+
L 2\o oTl  l

Ces valeurs pennettent le calcul du facteur d'intensité de contraintes fictif
I'expression (Itr.17)

En introduisant ce résultat dans (Itr.25) nous obtenons les dimensions de la fissure ellipique
fictive :

(mæ)

( m.2s)

( m26)

(m.27)

(6s grâce à

**(*)=l'4Æ)""Jn; ( m28)
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et finalement I'estimation du troisième demi u(e de I'inclusion vide grâce à

expression (m.16):

"r=|ccoo=z r,*1ff)ry8 ( rtr.2e)
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. Conection olastiaue de D
Tout comme IRWIN, DUGDALE (1960) et BARENBLATT (1962) ont considéré

I'existence d'une fissure effective de longueur 2a+2p, qui reste fermée sur une longueur p en

bout de fissure. La taille de p est choisie de telle sorte que la singularité en contrainte

disparaisse. Il faudrait donc que l'intensité de contrainte IÇ due à la contrainte uniforme oo

soit compensée par I'intensité de confiainte Ko créée par lacontrainte de fermeture oys :

Ç :  -Ko .

On

111

llillllilll
O n

Figure m 10 | ouverfiire de lafiswre (DUGDALE-BARENBIATT)

Après calcul on trouve que :

tr'o'a nK?
P= s4 

=æ (m3o)

D'une manière semblable au modèle d'Rw[rl, nous introduisons la notion d'une fissure

fictive de longueur :

D
a" f=a I=  ( I I t31)

permettant le calcul de I'ouverture centrale de la fissure avec la prise en compte de la

plastification de la matière.
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Dans le cas de la fissure elliptique, nous déterminons les demi a,res de la fissure fictive

en utilisant les formules (Itr.2a). Les étendues des zones plastiques sont données cette fois-ci

par les expressions suivantes :

;^--+= ^,*=#u,l(*)'
i,=*=ffi=#r,(f*)'

Les prévisions des deux modèles (et de DUGDALE) different par les facteurs
1
2

( m32)

pour celui de

)
TE-

rRWrN et _ pour celui de DUGDALE. Le modèle de DUGDATE prédit une zone plastifiée plus
16^  

-z
grande, le rapport entre les deux étendues étant |soit environ 1,234.

8
Pour déterminer I'ouverture de la fissure dans son centre, et par conséquent le

troisième demi axe de la fissure, nous utilisons les relations(m.27) et (m.28).

Pour terminer ce paragnphe, comparons les prévisions des deux modèles. Supposons

que la contrainte à l'infinie vaut6o=eoi. Supposons également pour simplifier la

comparaison, qu'il s'agtt d'une fissure circulaire (penny shape) pour laquelleO=* 
"n

) -
notantKr = lonJæb1 , Ilous avons alors:

n

Modèle de nwnq ModèIE dE DUGDALE

(*)'0,

. , ( * ) ' ]

rr =,i = * o,(ri)' = 
[;)' o,

âctr=b"ff=[,.[;) '10,

K,"ff=",ffî)t

cnugda,. - 2K,#,Æ[t. (;l]

Tableau III. 2 : comparaison des mdèles d'IRWN et de DUGDALE-BARENBIAITT
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c'est-à-dire que ce rapport vaut environ 1,011 pour q:0,5 et passe à 1,039 pour q:1,0. Les

deux modèles conduisent alors, dans le cas du comportement élastique de la matrice

(on<oi) étudié dans ce travail, aux estimations duvolume de vide, résultant de la rupture

d'un renfort, comparables.

La rupture d'un renfort change la microstructure du volume élémentaire représentatif.

En effet, suite à cet événement le renfort rompu se sépare en deux et une nouvelle inclusion

vide apparaît (trois nouveaux constituants ou lieu d'un renfort). Si la fraction initiale du

renfort rompu est t', après la rupture nous obtenons deux renforts des mêmes propriétés

élastiques, de la même orientation morphologique et cristallographique, mais de la

morphologie différente. Conformément à I'expression (Itr.8), leurs fractions volumiques sont

maintenant:

, r_4V '= /a rb rc tr r V l t a b c

( rrr33)

( rrr.34)
g f I pour le premier morcÆau

(t-.p)ft pour le deuxième morceau

Si, par exemple, la rupture s'opère de telle manière que l'ære c du renfort est affecté, les

nouvelles morphologies des renforts sont :

ct' = g ct pour le premier morceau

cI" = (1-g)ct po* le deuxième morceau
( rrr3s)

La création d'une nouvelle inclusion vide change le volume total du VER. Estimons en

premier lieu la fraction volumique de ce vide. Il est facile de démontrer que, si la fraction

volumique initiale du renfort vaut d, alors la fraction volumique du vide fvvaut :

( m36)

cdr à1, br, et c, s'expriment uniquement en fonction de 4 b, et c - les demi æres du renfor!

voir I'Annexe I et I'expression (m.29).
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L'ajout de I'inclusion vide change le volume du VER ou la fraction totale des constituants. En

effet, si avant la rupture cette fraction volumique totale valait 1, suite à la rupture elle vaut

1+fv. Il est donc indispensable de normaliser ces fractions volumiques pour tous les

constituants. Les nouvelles fractions s'écrivent maintenant :

( rtr.37)

où I'indice I parcourt les valeurs de 1 à N+2, et N est le nombre de constituants avant la

rupture, les deux nouveaux constituants sont le deuxième morceau de la fibre cassée et le

fissure (vide).

D'une manière semblable à celle proposée par FITOUSSI et al. (1994), nous déterminons

les containtes dans I'interface. Si leur niveau est suffrsamment élevé, c'est-à-dire si le critère

(III.3) n'est plus vérifié, nous admettons qu'une microfissure est initiée dans I'interface, côté

matrice. Cette fissure peut se propager, en provoquant le décollement du renfort, si l'énergie

élastique restituée par sa propagation est plus grande que l'énergie consommée à la création

des nouvelles surfaces. Ceci est conforme avec la condition (Itr.6).

Analysons la configuration présentée sur la figure suivante. Un renfort de propriétés

élastiques cl3r.r et de forme ellipsoidale, orienté à I'aide de trois angles (par exemple les angles

d'Euler) par rapport au repère dans lequel ses propriétés élastiques sont exprimées, est noyé

dans une matrice des propriétés élastiques cfii1 données dans le même repère.

Dans ce renfort s'exercs une contrainte dont les composantes, par rapport au même

repère, sont 1es6l. Cette contrainte est supposée constante dans I'ellipsoïde (solution

d'fSfmrnV). En tout point de I'interface peut être calculé le vecteur normal extérieur au

renfort, des composantes n;. Pour déterrriner les contraintes s'exerçant dans I'interface du

côté de la matrice, nous utilisons la technique des opérateurs interfaciaux développée par HILL

(1952) et wALpoLE (1967). Elle est basée sur I'hypothèse de la continuité des vecteurs de

conffainte et de déplacement à travers l'interface (hypothèse de I'adhésion parfaite du

renfort).
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Figure m. 11 z traction à I'inteface inclusion-matrice

En adoptant les notations de WALPOLE, nous introduisons tout d'abord un ensemble des
tenseurs idempotents, résultats de la décomposition du tenseur unité d'ordre2 et 4. Nous
avons:

6 i l = a i j * S i j ( m38)

ou:

et

Og = tlilli

b i i =  6 y - n i n i

Iya= Elia* E?w+ E?1n+ E[a

( m3e)

( m.40)

( IIL41)

ou

Eï,=)nuo, E2iia= aaiau

^  ' t ,
ET, = 

r(n *f , * b it b,t - b,1b a)

El, = 
){U 

*o r, * b na ir, * b ip i* + b iratt)

Le saut de contraintes et de déformations à travers I'interface du renfort s'écrit :

o'v - oî = gi*(tfr*,- tL, )o7*= -Qfr(t'r -,ir^) o',* (rtr 42)
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eI- û = Ptyr(ci,,.- 
"L,*)ek= 

-Pià("!o*- 
"it*,)e'"-

(m.43)

sli" et sfitr (respectivement ç116 s1 .ilr ) représentent les composantes des tenseurs de

souplesses (constantes) élastiques du renfort et de la matrice .1 oil(respectivementsfr) est le

tenseur de contrainte (déformation) dans un point de I'interface côté matrice. Ce point est

défrni par le vecteur normal à I'interface. Les tenseurs PiiretQi, (aveccr=Ioum), sont

définis par les relations :

1
P?ir = )(n?on,n, + kfinpr + kit n,nt + kfin int)-  4 \  -

n c r * d a ^ d r a
V iikt 

= CyA 
- 

Cgmf nnpqC pqkl

fi = (ni)-' = ("îo,,nun,)-'

Le tenseur hfr du milieua (= I ou m) s'appelle tenseur de KELVIN-CHRISTOFFEL ou tenseur

acoustique. L'analyse des relations (Itr.42 et 43) permet de constater que le saut de

contraintes (déformations) peut être déterminé de deux manières différentes qui ne sont pas du

tout équivalentes du point de vue de I'effort (temps de calcul) à fournir. En effet, nous

pouvons obtenir la contrainte (déformation) en tout point de I'interface en calculant le tenseur

pfH (respectivementQlll po* tous les renforts du composite ou en effectuant une fois, pour

tous les autres cas, le calcul du tenseur ffrri (respectivementQ,fi ) .n passant par les propriétés

de la matrice. D'autre part, nous constatons que I'obtention du tenseur Q,fi putr" par le calcul

du tenseur ffi et la relation (Itr.45) correspond aux manipulations des tenseurs d'ordre 4. Il

semble donc plus judicieux de déterminer en premier lieu la déformation dans I'interface du

côté matrice, et de calculer ensuite la containte en utilisant la loi de HooKE. Cette analyse

suggère I'approche suivante : à partir des équations (Itr.44 et 46), nous calculons pour un

ensemble des orientations définies par les vecteurs i :

É = (ni)-' = ("fs,, on,)-'

P#, = 
f;(oïn,r, 

* ki n in* + ki*nnt + ki n,nu)'

L'équation (III.43) peut être résolue par rapport à

matrice : ei =lI,i,*+ rf;a(c!w,-- ,i,-,)]t',-, ( m.49)

( rrr44)

( m4s)

( rtr.46)

( m.47)

( Irt48)

la déformation de l'interface côté
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Nous constatons alors qu'il est possible de calculer, pour tous les matériaux correspondant

aux renforts du composite, le tenseur 2gf,fiI d'ordre 4 permettant l'estimation de la défonnation

en tout point de l'interface et tel que :

4; = I y*,- Pffrciu-+ P#tclnn*,

ei = zfi,e'*,

oi = ciaeït

Cette procédure se simplifie beaucoup quand la mafice est isotrope. Dans ce cas le tenseur de

Éùvec çn et p* le module de compressibilité et de cisaillement de la matrice. On démontre,

voir wALPOLE (1969), que le tenseur acoustique et son inverse s'écrivent alors :

constantes élastiques prend la forme :

cffnt = r^ 6 ya r+ p^(6 *6 n + g 15 .o -lu ru r)

ni =(*^ +T r^)", =(*- *! o^)n,n,

1ry = 
a--!L-,* 

bv
" 

["* To^) o^

De la même manière, le tenseur piifi devient :

( III.50)

( m.sl)

( ms2)

( rrrss)

( m.s4)

( Iltss)

C'est cette formulation particulière qui est utilisée dans toutes les applications présentées dans
le chapitre 5 de ce mémoire. L'emploi des formules (III.51, m.52) et (Itr.4 et Itr.5) permet le
calcul de la contrainte normale 6n et tangentielle t puis la vérification du critère (m.3).

Pour que la rupture totale du renfort advienne, l'énergie libérée par la décohésion du
renfort doit être au moins égale à l'énergie consommée pour la création de la surface libre.

L'estimation de la quantité de l'énergie restituée Ç, passe en première approximation, par le

calcul suivant. L'énergie élastique stockée dans le renfort avant rupture vaut :

,, =Lorel; ytrr =!rob"ol: rî, oh ( m.s6)



83
Chopitre 3 : Endommagement micromécanique

où sl:u est le tenseur de souplesses élastiques du renfort.

Si nous admettons que le renfort est entièrement décollé de la matrice, son énergie de

déformation élastique vaut zéro :

(J, =0 ( m.s7)

Admettons également que les propriétés eflectives du composite n'évoluent que très

peu suite à cette fissuration, c'est-à-dire qu'une faible fraction de renforts est décollée et que

la décohésion se fait à déformation macroscopique constante. Alors, nous pouvons négliger,

en première approximation, la variation de l'énergie de déformation du milieu environnant

ainsi que le fiavail des forces extérieures. Dans ce cas, l'énergie restituée par le processus de

décohésion vaut

( m.s8)

Pour déterminer l'énergie surfacique de la rupture, nous postulons l'existence d'une énergie

spécifique surfacique y" (postulat de GRIFFITH,1920). Par conséquent, l'énergie consommée

à la création de nouvelle surface S vaut :

S =2AI  y" ( mse)

où AI représente l'aire de la surface extériewe du renfort. La décohésion du renfort est alors

possible quand Ç : Ssoit :

4
Ç=(Jo-lnabcot" t ï ,  oh- 6

I  r  r -  ?  -
oÏi si ia oh=+A'7"

ou encore :

ol: rI, o'^=ffr"

( m.60)

(m61)

Le membre de droite représente la densité critique de l'énergie de décohésion du renfort.

L'analyse de son expression montre que cette quantité est fonction de la taille du constituant.

En effet, le rapport 
$ 

.u inversement proportionnel au diamètre du renfort. Il en résulte que

les renforts de grande taille sont plus faciles à endommager que les petits renforts. BoNFoH et

al. (2003) ont mis en évidence cette propriété dans le cas de l'écrouissage des polycristaux

avec des précipités inta-granulaires.
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La décohésion complète du renfort a pour I'effet I'annulation de la contrainte et de la

déformation dans ce constituant. Sa participation dans le comportement global du composite

s'annule.

Figure IIL 12 z Exemple de décollement des renforts.

a) Cas des composites à renfort compact, d'après A. F. yEE et al.

b) Cas des renforts allongés, d'après K. FRIEDRICH et al.

Il est alors raisonnable de remplacer un tel renfort par un vide de propriétés élastiques

a)

b)

nulles :

c lq t t=0 ( m.62)
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Cette opération n'affecte pas les fractions volumiques des constituants ni leur

morphologie ou leurs orientations morphologrque et cristallographique. Tous les paramètres

décrivant la microstructure du composite restent alors inchangés.

Itr.4 - ASPECT PROBABILISTE DE L'EI\DOMNIAGEMEI{T

Contrairement à l'endommagement ductile par cavitation, la rupture fragile des

renforts proposée plus haut est insensible à la taille du volume représentatif ou des

constifuants. Cependant, I'expérience montre que, plus l'élément constitutif d'une structure

est grand, plus faible est la contrainte qui provoque son endommagement. Pour prendre en

compte cet effet de taille, des approches statistiques son fréquemment utilisées. La théorie la

plus répandue est celle du maillon le plus faible élaborée par TWEIBULL (1939). C'est cette

approche que nous avons adoptée dans notre étude. Elle est basée sur plusieurs hypothèses

simplificatrices dont la plus importante est celle de I'indépendance des éléments constitutifs

du point de we de la rupture. Nous admettons que, dans un matériau, les ruptures par clivage

se déroulent dans des éléments microstructuraux (grains, fibres,...) qui présentent une certaine

distribution statistique. C'est l'élément le moins résistant (élément de plus grande taille et

favorablement orienté pour rompre) qui cède le premier en déclenchant le processus de ruine.

Lorsque cette hypothèse est bien vérifiée, on associe à chaque élément une probabilité

de rupture sous une contrainte (ou une déformation) donnée. Si cette probabilité cumulée est

notée Po(or), la probabilité de survie est égale à 1- Po(or), avec or : contrainte principale

maximale. Celle des N éléments vaut par conséquent [1- Po(or)]N en vertu de I'hypothèse

d'indépendance. Alors la probabilité de rupture de I'ensemble des éléments est donnée par:

r" (o,) = t-[1-A (q)]"

Ce qui peut s'écrire sous la forme:

(m.63)

( m.64)

La fonction de probabilité Po(or) étant inconnue, diverses hypothèses peuvent être introduites

pour en donner une représentation mathématique simple. Si le volume de chaque élément est

V" et V correspond au volume de I'ensemble, on a N:VA/'. La formule précédente montre

bien que la probabilité de rupture augmente avec le volume. Elle se réécrit :

r"(q)-,-.,.n{ rr,[-fu)]
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( m.6s)

ou

f (o,)= rrf'+r---l'[r-P.ld 
) 

(IrL66)

La probabilité élémentaire Po(or) étant inconnue, la fonction f(o1) I'est également.

Cette fonction de rupture peut être représentée par une loi semi phénoménologique. Nous

retiendrons la proposition de wEIBULL qui I'exprime sous la forme :

/ \ n

f  (o,)=lg+ | rm.67)
\ ' o " )

Dans cette expression:

- oo représente un seuil de contrainte en dessous duquel la probabilité de rupture est

nulle.

- o,, est la contrainte ultime de rupture.

- m est un paramètre qui donne une idée de la dispersion des résultats des essais

rupture. Il s'appelle module de wrreULL.

Par conséquent, la probabilité de rupture d'un constituant peut être écrite :

p^(o,,v)=r-"*p[- +(ry)-1 (rtr.6s)'L v' \  ou ) l
ou en introduisant le paramètre w = Vo (o")'

P^(or,v)= t-.*pf- L@r-o")^f (m.6e)^L w'  " 'J

Cette loi dépend de trois paramètres qui sont, dans notre cas :

o V - le volume élémentaire représentatif,

o w - le paramètre définissant la contrainte de rupture moyenne d'un échantillon de

volurre Vo.

o oo - le seuil de non- rupture.

Dans les méthodes d'homogénéisation la taille des constituants n'intervient pas.

Uniquement leur forme, approchée pratiquement toujours par un ellipsofde, est prise en

compte. Les données décrivant une famille de renforts sont dans ce ciùs :

P^ (o,,v)- t - .*o 
[- f r t",l]
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o ô', b', c I - les demi-axes de l'ellipsoïde ou plus exactement les ,upport, { .t q ,

o f I- sa fraction volumique.

Dans les applications prenant en compte I'endommagement nous définirons également le

volume du VER et les paramètres w et oo pour chaque matériau constituant le composite.

Pratiquement, pour éviter un nombre important de cassures d'une famille de renforts donnée

(théoriquement infini), ce nombre sera défini par I'utilisateur. Par conséquent, la première

rupture adviendra pour une contrainte :

(m.70)

où b( est le nombre de paliers de rupture. Cette rupture conceme alors la fraction volumique

des renforts de la famille I qui vaut :

, f I
/ '(l)=?

La demière rupture de cette famille de fibre arrive pour une contrainte :

f  /  "  . , f1

o,(1) = o,*l -!r"[ -+ ] l'
I  v \bt+l / l

( m.7l)

( m.72)

Cette rupture conceme la même fraction de fibre définie par I'expression (III.71).

La figure ci-dessous retrace la variation de la contrainte de rupture en fonction de la fraction

volumique des renforts cassés pour deux valeurs de volumes V. Les données utilisées pour

tacer ces courbes sont :

Vo:0,1 mm3, oo:200 MPa, ou:570 MPa, V1:1,0 mm3 et Vz:5,0 mm3.
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a

f
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^ 700
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o-
= 600
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E
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o
o 1oo

0

- -+V= 1 mm3
- - - -V=5mm3

0.2 0.4 0.6 0.8

Fraction des renforts cassés

Figure Itr. 13

On constate que la première rupture à lieu pour une contrainte de 200MPa. Le volume plus

gand est endommagé pour des contraintes plus faibles. En effet, pour une contrainte de 600

MPa dans le volume de I mm3 pratiquement 58%o de renforts sont cassés. Cette fraction

atteint quasiment 100% pour le volume de 5 mm3.
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CHAPITRE IV
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IV.l . INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous exposerons la démarche de construction et de structuration de

notre programme de simulation. Nous avons adopté une démarche qui est classique dans ce

domaine, à savoir une phase statique linéaire ou pseudo-linéaire suivie d'une seconde phase

introduisant la cinétique d'évolution. L'algorithme est structuré autour des deux grands axes
que sont I'homogénéisation et la simulation d'endommagement. La phase d'homogénéisation,

théoriquement indépendante dans son fonctionnement et aux contows bien délimités par

rapport au reste du programme, rassemble toutes les procédures qui à un instant donné, à
partir de la < photographie > instantanée de la microstructure et des differents paramètres

réactualisés, déterminent le comportement et les propriétés effectifs du matériau. La phase

d'endommagement, quant à elle, rassemble les procédures permettant, à partir des

sollicitations mécaniques, dans un premier temps, de faire le choix du ou des types

d'endommagement susceptibles de s'activer puis de créer l'état d'endommagement dans un

deuxième temps. L'ensemble du processus d'évolution décrivant I'organigramme du logiciel

est schématisé par le diagramme de la figure tV.1.

L'idéal pour ce type d'application est de construire une structure de la façon la plus

modulaire possible pour deux principales raisons :

. une clarté de lecture

. une simplicité pour son évolution.

Mais il n'est pas toujours possible de satisfaire complètement ces conditions du fait des

interactions existant entre les différents thèmes à traiter.

L'organigralnme du logiciel se compose de cinq grandes étapes fonctionnelles.

o La tâche A, que nous avons nommée < paramètres > correspond à la lecture de

toutes les données du problème.

o Dans la tâche B réalise la recherche du comportement effectif du matériau. A

ce stade le programme peut être anêté.

o Vérification du critère d'arrêt - tâche C. Si le but de la simulation est

uniquement la recherche des propriétés effectives du matériau, le prograrrme

s'anête.
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o Dans le cas contraire, il passe à I'estimation du risque d'endommagement -

tâche D.

o Après quoi, si I'endommagement a eu lieu, une réactualisation de la

microstructure du matériau est effectuée - tâche E.

Les tâches B à E sont répétées dans une boucle, jusqu'à ce qu'un des critères d'anêt du

programme soit vérifié. Dans la suite de ce chapitre nous discutons en détail ces différentes

phases du logiciel.

Fin du processus
Sorties :

-Caractéristiques
élastiques
- Mécanismes
d'endommagement
-Contraintes et
déformations

Critère d'arrêt

Recherche et
introduction de

I'endommagement

Modification de la
microstructure et

réactualisation des
paramètres de calcul

Figure ff{.lz Vu d'ensemble ùt processus d'endommagement
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TV.2 - LES DIFFERENTS PARAMETRES DE CALCUL
Sous ce terme, nous regroupons les données classiques de description géométrique de la

structure et du comportement mécanique des constituants de l'échantillon, ainsi que toutes les
valeurs permettant de piloter la simulation. La procédure d'acquisition des données lit dans un
premier temps des variables élémentaires à partfu desquelles elle reconstruit et prépare tous les
paramètres selon toutes les formes d'investigation que l'on envisage d'effecfuer.

La microstructure du matériau est construite par les hétérogénéités ou < grains > qui

sont classées en termes de phases et de familles. Une phase regroupe tous les grains ayant les
mêmes propriétés mécaniques. C'est aussi à ce niveau que sont introduits les seuils qui
piloteront la ruine locale. Les paramètres de phase sont alors :

- les constantes élastiques Ciiu,
- Ia contrainte ou la déformation critique de rupture,
- l'énergie de création de surface,
- les coefficients de dilatation thermique, etc.

Une première série de chiffres renseigne sur le nombre total de phases présentes dans
l'échantillon et indique par des variables binaires prenant les valeurs 0 ou I les effets

d'environnement qui pourraient éventuellement être pris en compte. Les valeurs caractérisant

chaque état d'environnement activé (variable binaire : 1) seront alors précisées pour chaque
phase. Pour les propriétés mécaniques, tous les types de réseaux cristallographiques courants
(cubique, hexagonal, tétraédrique, orthorhombique, orthotropique) sont pris en compte avec

une possibilité d'extension à d'autres types de réseaux plus complexes (matériau quelconque).

Nous avons adopté un codage, qui permet lorsque le type de réseau est renseigné, de ne

donner que le strict minimum de valeurs caractéristiques. Ainsi pour un réseau

cristallographique isotrope, seuls les coefficients de Lamé I et p seront demandés. A partir de

ces valeurs, tout le tenseur Cilu est construit. Les propriétés mécaniques ou d'environnement

des phases sont des paramètres qui restent fixes pendant toute I'exécution du programme. En

effet, le processus d'endommagement tel que nous l'envisageons ne fait intervenir aucun
phénomène de transformation de phase même si cette éventualité pouvait aisément être
intégrée dans les routines de calcul. L'endommagement par décohésion introduit par contre

une disparition de constituant qui pourrait laisser supposer une disparition de phase. Mais du
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fait des considérations statistiques abordées au chapitre précédent, il restera toujours dans le

VER des constituants résiduels pour représenter la phase considérée.

Pour une phase donnée, une forme géométrique combinée à une orientation de

I'ellipsoide, ainsi que I'orientation cristallographique de son réseau, constitue une famille de

grains. Sous le terme de forme géométrique nous désignons les rapports de demi axes

o l  6 I

î et î de I'ellipsoide symbolisant f inclusion. Son orientation est définie par trois angles
c' ct

d'Euler o, B et y permettant le passage entre le repère de l'échantillon (VER) et le repère

principal de I'inclusion. Les trois autres angles d'Euler q,, O, rp, orientent le repère cristallin

du matériau par rapport au repère du VER. C'est le constituant (gain) qui est considéré dans

le VER et pour lequel les tenseurs de localisation en contrainte et en déformation sont

calculés. La fraction volumique pour une phase est donc calculée en faisant la somme des

fractions de touts les constituants ayant les propriétés mécaniques identiques.

Constituant 2

Constituant I

Constituant 3

Figure fltr.2 z pmamètres de dësignation des hëtérogénéités

Le nombre de constituants dépend de la finesse de la description du VER. Ce nombre de

grains (ou de constituants) évolue tout le long du processus d'endommagement.

Généralement, la rupture d'une famille fait apparaître au minimum une nouvelle famille

correspondant à une inclusion type renfort ou vide. C'est aussi un paramètre important sur

lequel nous pouvons par exemple construire notre critère d'arrêt de calcul.

même phase P
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En dehors des paramètres relatifs à la microstructure, il y a des données de présélection

des critères d'endommagement et des données de sollicitation de la structure.

La présélection correspond à I'activation des critères d'endommagement qui seront

vérifiés durant le calcul. Dans la version actuelle du programme uniquement trois critères

présentés dans le chapitre précédent sont disponibles. La construction modulaire du code

permet, sans une modiflrcation quelconque du logiciel, de construire d'autres critères imaginés

par I'utilisateur. Des routines vides sont attachées au code permettant cette programmation.

Les données de sollicitation sont :

- le type de chargement qui peut être une sollicitation en contrainte ou en

déformation,

- la forme qui est définie par une matrice [X] de taille 3x3 symétrique permettant par

exemple un chargement uni- axial, bi- axial ou quelconque.

Ce tenseur est donc défini par :

I X,, = sollicitation en contrainte
^t =llu- 

= sollicitation en déformation

La forme de la matrice de sollicitation peut être changée en cours du calcul offrant ainsi la

liberté de simuler des chargements non-radiaux et non-monotones.

IV.3 . PHASE D'HOMOGENEISATION

C'est la phase descriptive permettant d'obtenir le comportement de l'échantillon.

L'homogénéisation est basée coîrme nous l'avions annoncée précédemment sur le schéma

autocohérent à un ou plusieurs sites suivant la structure du volume élémentaire représentatif

(VER), tout en intégrant les possibilités d'utilisation des routines de calcul incrémental. Nous

n'allons pas revenir sur I'algorithme du schéma autocohérent dont nous avons déjà débattu au

chapitre deux, mais nous souhaitons reconsidérer ici certains aspects et paramètres qui ont une

grande importance dans le cas de structure endommagée, à savoir le choix du VER, le type de

schéma (monosite ou multisite) et le type d'itération (approximation en mono-étape ou multi

étapes) en particulier.

La notion de volume élémentaire représentatif VER est très importante dans tous les

calculs de modélisation, surtout lorsque I'objet d'étude est la simulation d'endommagement.
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Le volume d'étude doit être statistiquement identique dans sa structure au matériau réel

macroscopique dont on cherche à décrire ou à prédire le comportement. Nous ne nous

sommes pas étendu sur le sujet dans les chapitres précédents lorsqu'il s'agissait d'une simple

homogénéisation ou d'une homogénéisation par étapes du fait que la structure interne du

matériau, au cours du processus de calcul, reste figée (approximation autocohérente multisite

ou monosite) ou évolue homothétiquement par rapport à un premier VER supposé

statistiquement correct (approximation incrémentale multisite ou monosite).

Dans une approximation monosite, le choix du VER se fait simplement de manière à

avoir une représentation maximale des différentes hétérogénéités sur les plans géométrique et

caractéristiques mécaniques. En effet, nous avions vu par exemple que, dans ce cas, le tenseur

de localisation des déformations, tenseur à partir duquel le tenseur des constantes élastiques

effectives peut être calculé, s'exprime en se basant sur l'équation II.56 sous la forme :

(IV.1)

Dans cette formulation le seul paramètre environnant qui intervient provient de la matrice ou

du milieu environnant de référence que l'on se fixe. Pour un ensemble d'hétérogénéités ayant

des constantes élastiques identiques mais de formes géométriques différentes, un mauvais

choix du VER ferait disparaître certaines valeurs de tenseur d'auto-interaction Til et fausserait

I'anisotropie globale du matériau. Ainsi le choix est principalement axé sw les propriétés

mécaniques et la forme géométrique des constituants.

L'avantage de I'approximation multisite est de prendre en compte les interactions

entre hétérogénéités. Le voisinage doit être le plus représentatif possible. Il est déterminé non

pzrs en terrne de phases mais par rapport aux familles. Le rayon de voisinage est une donnée

supplémentaire pour une homogénéisation multisites. Il détermine un volume dans lequel

toutes les interactions du grain central avec les grains de son voisinage proche sont prises en

compte.
t t  

- t

/ \

,e' =(r* 
î:',o.')

I
I

t,
I

I
t

Figure IV. 3 : interaction/amille et voishnge
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Il est intéressant de remarquer que le rayon de voisinage R peut prendre des valeurs plus

gandes que les dimensions du VER. Toutefois, il est impératif que dans les volumes

décrivant les voisinages ne se retrouvent que des familles de grains décrites par le VER.

programmes séparés, I'un pour le schéma autocohérent monosite et I'autre pour le schéma

multisite. Rappelons que le schéma monosite qui ne tient compte que de l'interaction entre

I'inclusion et le milieu environnant est plus adapté aux cas de désordre parfait au niveau des

inclusions alors que le schéma multisite, plus lourd, permet de prendre en compte toutes les

interactions et s'adapte parfaitement aux structures ordonnées, voire périodiques, Du choix du

schéma dépend la précision des résultats mais également le temps du calcul.

Remarquons que dans le cas où le schéma multisite est utilisé, le réseau de fissures ou

de cavités qui est créé est positionné par rapport aux inclusions rigides. Les interactions sur le

< proche voisinage > peuvent être prises en compte, ceci n'est pas le cas pow le schéma

monosite. Or, au cours du processus d'endommagement, et surtout dans le cas de rupture de

renfort, la fissure qui est créée interagit directement avec les deux morceau( d'inclusions en

les déchargeant. Il serait intéressant de remplacer ce triplet par un milieu équivalent obtenu

par un calcul intégrant les interactions des deux nouveaux morceaux de renforts avec la

frssure. Cette approche est permise dans le schéma multisite.

Le schéma incrémental offre la possibilité de fixer le nombre d'étapes à utiliser au cours

de l'approximation. Ce nombre d'étapes agit directement sur la convergence et la précision

des résultats. Nous avons vu au paragraphe II.4 que le schéma autocohérent donne

généralement des résultats acceptables lorsque, par exemple, pour un biphasé la fraction

volumique est inferieure à 20o/o. En début d'endommagement, et surtout dans le cas

d'apparition des premières fissurations, la fraction de vide correspondante est très faible, Dans

le but d'accélérer les calculs, le nombre d'étape est fixé à un et évolue progressivement au fur

et à mesure que la fissuration s'effectue. Si le contraste dans les propriétés des constituants est

également fort, alors l'augmentation du nombre d'étapes devient indispensable (confère

chapitre 2). En général,la décohésion accélère la vitesse de création de cavité impliquant des

sauts importants dans l'évolution de la fraction volumique de vide, on introduit dans ce cas un

critère seuil sur le niveau de vide à partir duquel le schéma incrémental devient indispensable.

Par souci de simplicité et de clarté, nous avons encore gardé deux codes de
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IV.4. CRITERE D'ARRET
Au niveau fonctionnel le critère d'arrêt n'a pas la même importance que les autres

étapes de nofie organigramme. En réalité, ce critère pennet seulement de constater la ruine du

matériau. Cette ruine est une caractéristique totalement macroscopique. Il est difficile de fixer

ses contours de manière objective. La principale difficulté réside dans l'évaluation de la

possibilité ou non d'obtenir un état stable au cours du processus de redistribution des énergies

et de la structure interne après incrémentation de la charge extérieure. Plusieurs éventualités

seraient donc à prévoir.

L'idée la plus simple est de se fixer le seuil de la fraction volumique du vide à atteindre

dans la simulation (critère actuellement utilisé). Ce critère d'arrêt est bien adapté pour la

simulation de la décohésion des renforts. Par contre, dans les simulations introduisant les

fissurations des constituants la fraction volumique du vide reste toujours relativement faible.

I1 est plus judicieux dans ce cas de raisonner en densité surfacique des fissures, paramètre

introduit dans les travaux classiques concernant I'homogénéisation des milieux fissurés, voir

par exemple HASHIN (1988).

Dans les deux cas le matériau est déclaré totalement endommagé lorsque les

caractéristiques des inclusions vides (fraction volumique, forme, orientation) permettent

d'atteindre le seuil de percolation. Une autre approche plus physique consiste à traduire le

seuil limite de I'endommagement à partir de l'évolution des caractéristiques mécaniques du

matériau, la stabilité étant directement corrélée avec la vitesse d'évolution de ces

caractéristiques.

Une autre approche peut être envisagée en faisant réference à une variable

d'endommagement D telle que celle utilisée dans les modélisations en approche continue,

l'obtention du point de ruine pouvant être schématisée en quatre phases.
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X11
A    

X1
A  A A

Phase I

Matériau vierge
non sollicité

S:O
D:O

YVYV

Phase 2

Début de
sollicitation
0<s<s*uil

D=0

V V V V

Phase 3

Matériau
endommagé
s*u<s< so

0<D<l

Phase 4

Matériau en état
de ruine
s > s o
D:l

Figure fV. 4 : Caractérisation d'un < état endommagement ))

S représente symboliquement la valeur principale maximale du tenseur X défini au
paragraphe sur les paramètres. S'"oil et So sont respectivement les équivalents macroscopiques

de la contrainte seuil os et de la contrainte ultime de rupture ou qui sont utilisées dans

I'expression de la probabilité de rupture (confère m.4). En toute rigueur, I'état de ruine se

situe entre la phase 3 et la phase 4 et correspond à S: So. La recherche exacte de ce point de
ruine est particulièrement difficile surtout dans les nouveaux matériaux où le caractère

hétérogène empêche une stabilité des résultats. Notre objectif n'étant pas d'obtenir le point

exact de destruction totale du matériau, nous nous contenterons de critères basés simplement

sur une approximation.

Du fait de la variation de volume du matériau, il n'est pas abusif de considérer un

critère basé sur l'état de déformation de l'échantillon. Il faudra chercher une déformation
globale à partir de laquelle on peut déclarer le matériau complètement ruiné. Sa valeur peut

être fixée en corrélation avec des résultats expérimentaux. Une autre idée est de voir

l'évolution de la déformation par rapport au niveau de contrainte de sollicitation. Ceci n'est

envisageable que dans le cas d'un pilotage de simulation par une sollicitation en contrainte. Il
reste finalement le critère correspondant au nombre total d'hétérogénéités qui est celui utilisé

fréquemment au cours de nos calculs. Ceci traduit en fait l'évolution du rapport de forme des
renforts. On sait qu'au cours d'une sollicitation mécanique ce sont les renforts de plus gande

taille et de rapport de fonne élevé qui ont une probabilité de rupture ou de décohésion élevée.

Notre démarche étant basée principalement sur la rupture et la décohésion à I'interface, à
partir d'une certaine taille des renforts l'endommagement du matériau ne peut plus se
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poursuiwe par ce schéma. La recherche du rapport de forme qui rend un renfort donné non-

endommageable ne pouvant pas être très objective, nous avons opté pour le choix du nombre

total d'hétérogénéités, paramètre équivalant plus facilement contrôlable.

rv.s - DETERMINATION DU CRITERE D'ENDOMMAGEMENT

Cette détermination fait partie de la phase prédictive mettant en concurrence les

différents critères d'endommagement activés pour chacune des hétérogénéités afin d'amorcer

ou de faire évoluer la dégradation de la microstructure.

La structure algorithmique de cette phase est liée à la façon de piloter l'expérience. Il

existe deux possibilités de pilotage de I'endommagement : une évolution à incréments

contrôlés et une évolution à valeur déterminée. La conduite de la simulation en approche

incrémentale, c'est-à-dire une augmentation progressive suivant un pas imposé, suppose un

choix adéquat de valeur pour trouver un compromis entre des calculs longs (dus à un

incrément très petit) et une perte de précision (incrément frop grand). Pour contourner ce

problème, nous avons choisi un processus déterministe qui permetEa de touver la

sollicitation à appliquer, I'objectif étant de déterminer le plus petit facteur multiplicatif du

chargement macroscopique ramenant un des constituants à l'état critique.

Début de
simulation ?

Lecture du type et de la forme
de la sollicitation

Evaluation du comportement global et
du chargement dans les phases

Détermination du chargement limite pour
tous les modes d'endommagement

présélectionnés et choii du(des) critère(s)
d'endommagement réellement acttf(Ù

Figure fV. 5a z recherche du critère d'endommagement
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L'algorithme détaillé de cette recherche est schématisé sur la figure 5a ci-dessus. En
début de simulation, une sollicitation conforme à la structure du tenseur X mais aux valeurs
faibles est appliquée pour obtenir un niveau de contrainte et de déformation dans les
différentes phases. Ces valeurs ne sont pas complètement arbitraires et sont choisies de façon
à rester dans la phase élastique linéaire pour le comportement global. Les relations de
localisation de contrainte ou de déformation (tr.9 et II.10) étant de nature linéaire pogr un état
figé de microstructure? nous cherchons le facteur multiplicatif permettant de sortir de la phase
élastique linéaire. Ce facteur est simplement obtenu par une règle de trois pour chaque critère
choisi et successivement pour tous les constituants. La vérification pogr un critère donné se
fait indépendamment des autres critères.

Pour les deux critères de contrainte et de déformation actuellement introduits, on
considère le rapport de la valeur principale maximale et de la valeur critique. En revanche
pour le critère en décollement on vérifie sur toute la surface du constituant un premier critère
d'amorçage avant de calculer le rapport de l'énergie stockée dans le constituant et de l'énergie
critique à travers toute sa surface. Pour un constituant donné le facteur retenu est le plus faible
donné par les critères.
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Figure tV. 5b : recherche ùt critère d'endommagement

On termine la sélection en désignant, sur I'ensemble des constituants, le plus faible. C'est la

valeur minimale du facteur qui est choisie puisque ce sont en général les constituants les

moins résistants qui s'endommagent tout d'abord. Finalement on retient en fin de recherche le

critère, le facteur de charge ainsi que le constituant le plus tôt endommageable.

Une fois le facteur de charge déterminé, on évalue la valeur réelle de la sollicitation à

appliquer pour créer I'endommagement. Une réactualisation de l'état de containte dans les

constituants est ensuite nécessaire. La phase suivante est la création effective de

I'endommagement selon le critère trouvé.
,ffirr>.
f " 
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IV.6. EI\DOMMAGEMENT ET CINETIQUE DE LA MICROSTRUCTURE
Le critère d'endommagement étant déterminé ainsi que la valeur de la sollicitation

mécanique à appliquer, il reste à introduire la dégradation correspondante. Dans l'état actuel

de nos démarches, nous distinguons deux modes de dégradation :

o la fissuration

o la décohésion.

La recherche de critère ayantpermis de trouver la famille de grains la plus endommageable, le
grain représentant cette famille dans le VER est soit rompu en deux en donnant naissance à
une famille de fissures supplémentaire soit il est déclaré décollé et dans ce cas est remplacé

par rme porosité de la même taille. Ces nouvelles familles d'hétérogénéités sont intégrées

dans le VER dont la structure se modifîe.

La fissuration est introduite quand les critères d'endommagement par contrainte ou

déformation critique sont actifs. En principe, sa mise en Guvre est fiès simple. Le constituant

sélectionné est rompu en deux et une fîssure s'intercale entre les deux nouveaux morceaux de

renfort. Mais ceci pose le problème de la section de rupture, de son orientation et du

dimensionnement de la fissure. La localisation de la section est déterminée en appliquant la

formule ltr.7 où une valeur de q : 0.5 est généralement utilisée par soucis de simplicité. En

revanche, l'orientation du plan de fissure est directement liée à la contrainte (ou la

déformation) dans le constituant.

Figure fi{.6: Dimensions et orientation de lafissaration
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La fissuration est faite en mode d'ouverture. De ce fait, la normale au plan de fissure est

parallèle à la direction principale correspondant à la contrainte principale maximale. Une fois

cette normale déterminée, on cherche dans un premier temps les dimensions (as , br) de

I'ellipsoide dans le plan de la fissure et dans un deuxième temps, on calcule I'ouverture (c1) en

utilisant les expressions du CCOD détaillées au paragraphe III.3.1.1 sur I'estimation de

I'ouverture de fissure. Les dimensions ar et br sont calculées en faisant I'intersection entre le

plan de fissure et la surface de I'ellipsolde représentant le renfort de base. L'orientation de la

normale n permetde trouver les angles d'Euler de la fissure ouverte. Les dimensions des deux

morceaux de renfort doivent également être réévaluées. Une seule dimension est à peu près

connue puisqu'on sait avec quel rapport la rupture s'est opérée le long d'un des axes de

l'ellipsoide. Connaissant la nouvelle fraction volumique (non encore actualisée par rapport au

VER), les deux autres axes sont estimés par comparaison aux valeurs d'avant rupture' Les

fractions volumiques des nouveaux renforts et de la fissure ouverte (inclusion vide) sont

réactualisées en appliquant les formules m.34 et ltr.35.

Nous avons supposé une décohésion complète et instantanée du grain dès que le critère

d'amorçage est satisfait. En négligeant les phénomènes résiduels de dilation de I'interface,

I'endommagement par décohésion introduit dans la microstructure une cavitation dont les

dimensions sont celles du grain décollé. Le grain est remplacé par une inclusion ellipsoÏdale

mais de propriétés mécaniques nulles. La fraction de vide correspondant est également celle

du grain avant décohésion.
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CHAPITRE V
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V.l . PRELIMINAIRES

Les résultats que nous présentons dans cette partie de la thèse ne reflètent que très

partiellement les possibilités de simulations que nous offre le logiciel basé sur les fondements

théoriques développés dans les chapitres précédents. Nous nous limitons ici uniquement à

illustrer les prévisions des endommagements obtenus selon les deux critères locaux sur les

trois qui sont introduits précédemment. Il s'agit du critère de la contrainte normale maximale

et de I'allongement relatif ma:cimal. Faute de temps, les prévisions basées sur le critère de

décohésion n'ont pas pu être abordées dans ce travail.

Le premier résultat, qui nous sert à illustrer les principales caractéristiques de toutes les

simulations présentées plus loin, correspond à un composite constitué d'une famille de

renforts de forme ellipsoïdale de demi axes respectant les rapports suivant :

a  t ^  b-= ru  - - / .
c c

L'inclusion est orientée à I'aide de trois angles d'EULER

(v.1)

a=F=T=0, (v.2)

c'est-à-dire son axe "a" est confondu avec I'axe X du repère du VER, son axe "b" est parallèle

à I'axe Y et I'axe "c" à I'axe Z. La fraction volumique de renforts retenue pour ce calcul

correspond ù f : 0,2. De plus, nous admettons que les renforts se cassent toujours en deux

parties de volume identique (<p = 0.5).

Les propriétés élastiques de renforts sont définies par le module de YouNG, supposé

égal à E=26000MPa et le coeffrcient de Poissonv=0.3 (p:l0000MPa). La matrice,

également isotrope, est supposée 100 fois plus souple. Le VER est sollicité en traction simple

dans la direction I (ou X). Nous supposons que la valeur critique de la confrainte en traction

du renfort vaut o" = 100 MPa. La matrice est caractérisée par sa limite d'élasticité

oo = 20 MPa et sa contrainte ultime vaut 6u = 40 MPa. Deux modèles d'ouverture de la

fisswe sont testés, à savoir le modèle d'Rwû{ et celui de oUCoetn-BARENBLATf. La figure

(V.1) illustre les résultats obtenus. La différence enffe les valeurs d'ouverture des fissures

obtenues selon les deux modèles (mwnv et DUcDALE-BARENBLATT) est tès faible, voir

paragraphe (m.3.1.1). Au niveau du comportement global, en particulier l'évolution de la
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contrainte macroscopique X11 en fonction de la déformation macroscopique E11, cotte

difference est pratiquement invisible et les deux choix d'ouverture de fissure conduisent au

même résultat. On peut donc utiliser indifféremment I'une ou I'autre des deux méthodes. Pour

la suite nous adoptons le choix du modèle d'Irwin.

50

40

(E
o-= ^ ^
= . t u

I

tu
E
.9o20

1 0

0o/o 5o/o 1oo/o 15o/o 2Oo/o 25% 30o/o
Epsilon 1-1(W

Figure Y.L Compmaison Iruin / Dugdale-Barenblatt

La courbe de traction s'étale par paliers. Le premier palier sur cette figure correspond à la

rupture de I'inclusion (20% des renforts) pour une contrainte axiale macroscopique de 22,7

MPa. Cette rupture introduit dans le composite une fissure ouverte (noyee dans la matrice)

dont le demi axe 'a1' (dans la direction de traction) vaut :

ar = 0, 00546 . a . Ceci correspond à la fraction volumique du vide de 0, 10%. Le composite est

constitué maintenant de deux renforts de forme :

a -b
- - 5  _ - ' )

cc

d'une fissure de forme :

(v.3)

a" b.! =0 ,0546  J  =2 ,
cr cî

(v.4)
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et de la matrice dont la fraction volumique est égale fui:0.799125.

Bien que les deux renforts soient identiques leur rupture ne se produit pas à la même

charge, en respectant le critère probabiliste présenté dans le chapitre (m). Ce constat est

observé sur la figure (V.1) au niveau du second palier. Un des renforts casse pour une

contrainte macroscopique de 26 NIFa. Le matériau équivalent devient plus souple et le

deuxième renfort se rompt plus tard avec une contrainte macroscopique differente. Suite à

cette troisième rupture la microstructure est constifuée maintenant de quatre renforts, trois

fissures ouvertes dont la fraction volumique vaut 0.6lYo et d'une matrice dont la fraction

volumique diminue lentement mais progressivement. Ce processus se poursuit en plusieurs

étapes conduisant à la fin à une microstructure contenant (pour cette simulation) une

quinzaine de fissures différentes de fraction volumique ft : 15,24o/o. A partir de cette

configuration de microstructure, le comportement devient instable ce qui devrait correspondre

à la ruine de notre VER. Le phénomène est mis en évidence sur la figore (V.2) où nous

remarquons la chute brutale des contraintes dans la matrice.
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+-sigmaMl-1
--r-sigmalÆ-2

--*-sigmattÆ-3

fraction totale de fissure (7o)

Figure Y .2 z évolution des contrqintes dsru la matrice

Dans la suite de ce chapitre nous analysons les résultats suivants :

- I'influence de la forme des renforts sur le processus d'endommagement en traction

simple selon les deux critères évoqués plus haut,
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- les surfaces de charge à la rupture dans le sous-espace Xrr-Xz2 de I'espace de

confraintes à six dimensions.

Trois géométries de renforts sont étudiées : sphériques, cylindriques de rapport de forme l0 et

discoïdaux de rapport de forme 0.1. Les matériaux utilisés dans ces simulations sont définis

par le Tableau (V 1). Il s'agit de matériaux isotropes dont le rapport de rigidités est de 20

(renfort/matrice).

p (Mpa) l. (Mpa) o* (Mpa) o, (Mpa) e- (Mpa) e" (Mpa)

renfort 6000 9000 150 165 0.854 0.939

matrice 300 450 20 22

Tableau Y.l: Propriétés des matériaw

Comme dans I'exemple présenté ci-dessus, nous supposons que les renforts cassent toujours

en deur moitiés.

Il est important de souligner que les valews critiques de la contrainte et de la

déforrnation ont été choisies de manière à obtenir une première rupture du composite en

traction pour approximativement la même valeur de la contrainte macroscopique.

V.2. ESSAIS DE TRACTION SIMPLE
Les essais de fraction sont réalisés sur le composite ù 20% de renforts. Conformément

au critère de rupture probabiliste la contrainte (déformation) de rupture de renforts prend une

des dix valews possibles dans la plage oo et ou (respectivementeo etso). Par conséquent la

rupture d'une famille de renforts se fait en dix fois.

Pour chaque type de renfort et les deux critères de rupture nous dépouillons :

- Ia cor:rbe contrainte macroscopique de traction ( 8,, ) en fonction de la déformation

correspondante (p,, ),

- l'évolution des modules de Young, selon trois directions orthogonales du VER, en

fonction de la fraction volumique des vides (fr). Ces modules son définis par la

relation ci-dessous
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- l'évolution de

(v.s)

la contrainte de traction dans la matrice (olf ) en fonction de la

fraction des vides ( 11).

Le VER est chargé en traction dans la direction X. La figure (V.3) montre la courbe de

traction obtenue pour le matériau décrit plus haut. Comme précédemment, nous observons

une réponse en paliers. Nous constatons, conformément à la construction du modèle, que les

portions rectilignes de cette courbe apparaissant après la rupture de toutes les inclusions de la

même forme, passe par I'origine du graphe. Les pentes de ces segments corespondent aux

valeurs du module de Young pour l'état de microstructure obtenue. Le comportement de

chaque phase reste alors linéaire. La première rupture advient pour une contrainte

macroscopique de 82 MPa.

10o/o

epdfon 1-1lm

e80o-
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(!

t
E )
o 4 0

Figure Y. 3 z Courbe de traction d'un composite à renforts sphëriqaes - critère en contrainte
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Nous rappelons que la contrainte critique du renfort vaut 150 MPa. Le rapport entre les deux

valeurs témoigne de la localisation de la contrainte dans les renforts. La dernière rupture de

I'inclusion sphérique demande une contrainte macroscopique inférieure. En effet, cette

rupture a lieu pour une contrainte d'environ 74 lvPa. En même temps la déformation

macroscopique correspondant à ces deux événements vaut respectivement 6Yo et ll.5%.

L'assouplissement de la structure est due d'une part à l'apparition des fissures ouvertes et

d'autre part à un transfert de charge moins important vers les inclusions qui deviennent plus

courtes dans la direction de traction. Pour continuer à rompre les nouvelles inclusions de

forme discoïdale (9 = 0.S ; I = 1) la contrainte macroscopique doit augmenter. La première

rupture des nouvelles inclusions discoïdale demande une contrainte macroscopique de 105

MPa et correspond à une déformation de 15 %. Le processus continue de la même manière au

delà de ce chargement.

--+-module E1
---r-module E2
+-module E3

\ L

\

?__,...<

_$__a

. ' ] :

2% 3o/o 4o/o 5o/o 60/o 7o/o

fraction totale de fissures ($

Figure Y. 4 z Evolution des modules de Young - critère en contrainte

La figure ci-dessus illustre la variation des modules de Young de composite à renfort

sphérique. Au départ les trois modules ont la même valeur de 1220 MPa. Le module de

Young dans la direction de traction diminue pratiquement linéairement dans la phase de

rupture des inclusions sphériques pour atteindre une valeur de 680 MPa quand toutes les
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inclusions sont discoidales de rapport de forme 0.5. Ce module décroît de nouveau

linéairement dans la phase de rupture des nouvelles inclusions discoïdales. A la fin de la

simulation, c'est-à-dire pollr une fraction volumique de fissure d'environ 7o/o, il vaut 530

MPa. L'évolution de deux autres modules est semblable. Leur valeur croit légèrement pour

passer à1270 MPa à la fin de la simulation.

Cette évolution témoigne du comportement orthotrope du matériau fissuré effectif.

100

" l it!:

1-sigmaMl-1
--r-sinmaM?-2

-x- sigmaM3-3I

o
o.
=Bo
o
C'

|lt
tr
; 60
a
(!
t,

840
tr
aÉ

E
o 2 0

4o/o

fraction totale de fissures (7o)

Figure Y.5 : Evolution des conttaintes dans la matrice - critère en contrainte

La fîgure V.5 montre l'évolution des trois composantes normales du tenseur de

contrainte de la matrice. Au fur et à mesure de l'évolution de I'endommagement du matériau,

la matrice reprend le chargement extérieur. La contrainte dans la direction de traction vaut 65

MPa au moment de la première rupture de fibres. Elle reste pratiquement constante pendant la

première phase de l'endommagement pour passer à une valeur proche de 90 MPa dans la

deuxième phase. Elle continue à croître légèrement pendant les ruptures successives des

renforts discoidaux. Les composantes oY, et oà{ évoluent faiblement en passant d'une valeur

proche de zéro au début du processus à une valeur de 10 MPa pour une fraction finale de vide.
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Le critère en déformation donne pour cette configuration (inclusion sphérique et

chargement en contrainte) des résultats parfaitement identiques à ceux du critère en contrainte

et révèle bien la dualité entre les deux critères pour des configurations simples. Les différentes

caractéristiques sont représentées sur les trois figures qui suivent.
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Figure Y.6 z Courbe de traction d'un composite à renforts sphériques - critère en déformation
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La figure suivante (V.9) représente la comparaison des courbes de traction sur le

composite à renforts sphériques obtenues suivant les deux critères. Nous constatons que

I'allure générale de ces courbes est semblable.

1Oo/o

epsi fon 1-11%l

Figure Y.9 z Comparaison de courbes de traction d'un composite à renforts sphériques

Obëissant au critères d'endommagement en contrainte et en déformation

Pour un VER comportant des renforts cylindriques allongés dans la direction de

traction, l'allure générale des différents comportements est identique à celle d'un VER à

renforts sphériques. Toutefois, la création des fissures est beaucoup plus rapide et fait

apparaître rapidement des tassements de paliers de rupture. De façon générale, la

désorganisation de la microstructure intervient pour une fraction volumique totale de fissure

assez faible. Par contre, le nombre de fissures créées et par conséquent le taux de fissuration

est très élevé. En effet, lors d'une première rupture d'un renfort allongé ( r )) pour une

sollicitation macroscopique donnée, pour dissiper totalement l'énergie provenant de la

désorganisation introduite après la rupture des éventuels voisins de < r >>, les deux premiers

morceaux de renforts obtenus pour ce dernier reste suffrsamment long pour se rompre à

nouveau sans augmentation du chargement macroscopique. C'est ce phénomène qui explique

la multiplication des fissures. D'un autre côté, I'ouverture des fissures étant conélée à la

contrainte matricielle qui est plus faible que dans le cas sphérique (le caractère allongé des

renforts permettant à ces derniers de concentrer plus de contrainte), la faible valeur de la
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fraction volumique de fissures se trouve ainsi expliquée. Les différents résultats sont présentés

ci-dessous.
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Figure Y.l0z Courbe de traction d'un composite à renforts cylinùiEtes - critère en contrainte
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A la différence de I'application du critère en contrainte, I'utilisation du critère en

déformation permet d'obtenir des fractions volumiques plus élevées.
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Pour cette configuration, la traction s'effectuant dans la direction de I'axe des renforts

discoides, il est évident que le niveau de contrainte pour effectuer une rupture de renfort sera

très élevé. De façon générale les comportements sont identiques selon les deux critères. Dans

notre simulation la première rupture intervient même pour une valeur de contrainte

macroscopique presque égale à la contrainte critique de rupture des renforts, c'est-à-dire que

les renforts concentrent la presque totalité de la sollicitation macroscopique. Cette rupture

intervient donc pour déformation macroscopique assez élevée. Tout se passe comme si la

tenue mécanique était seulement garantie par les renforts. La pente de la courbe de fiaction (à

la première rupture) correspond pratiquement au module de Young du renfort discoTde. D'un

autre côté la contrainte dans la matrice, en particulier dans la direction de traction, est

également très élevée et pratiquement égale à la contrainte macroscopique, une valeur

largement supérieure à sa contrainte critique de rupture. L'endommagement de la matrice

n'étant pas encore pris en compte dans notre simulation, dans cette configuration la matrice se

comporte corlme les renforts. Ces critères basés sur la rupture des renforts trouvent ici leur

limite. Ceci justifie I'introduction d'autres critères d'endommagement comme celui du

décollement de l'inclusion ou décohésion interfaciale qui dewait s'activer lorsque la rupture

devient diffrcile ou impossible.



119
Chapitre 5 : Validation et discussions

as
r
=

I

t!
F
E
o

160

140

120

100

80

60

40

20

0

5o/o 10o/o 15o/o 20Vo 25o/o 30o/o 35o/o

epsilon 1-1 (o/ol

Figure V. 16 : Courbe de traction d'un composite à renforts discoïdaw- critère en contrainte

2000

1600

1200

800

400
Oo/o 2o/o 4o/o 6Vo 8o/o 1Qo/o 12o/o 

'l4oÀ 160/0 18o/o

fraction totale de fisurres (7o)

(E
À
=
CD
c
5
o

o
E
th
0,
E
tt
o
E

Figure Y.l7 : Evolution des modules de Young - critère en contrainte



t20
Chapitre 5 : Validation et discussions

a!Ê
=
o
t)'Ê
.E

E
.E
o
tr
a!
E
o
o,
,E
E
tr
o
.J

200

180

160

140

120

100

80

60

40

20

0
4o/o 60/o 8o/o 10o/o 12o/o 14o/o

fraction totale de fissures (o/o)

Figure V. 18 : Evolution des contraintes dons Iq matrice - critère en contrqinte

a!Ê
=

a

dÊ
E l
at

100

90

80

70

60

50

40

30

20

1 0

0

60/o 8o/o

epsilon 1-1 lYol

12o/o1Oo/o4o/o

Figure V. 19 : Courbe de traction d'un composite à renforts discoidaw- critère en déformation



12l
Chapitre 5 : Validation et discussions

e 2ooo
o-e
o
Ê
! tooo

o
E
o

t rzoo
€o
E

800

400
Oo/o

100

6Vo $Yo

fraction totale de fissrres (7o)

FigureV. 20 z Evolution des modules de Young - critère en déJormation

--+-sigmaMl-1
---r-sigmaM2-2
--x-sigmaM3-3

4o/o2o/o

.EÈ 8 0
=
oo'tr
ag
E o ^
(!

;
tr
G

It
.h
9 4 0
.=
E
E
o
t,

20

0
Qo/o 60/0 100Â

fraction totale de fissures (%)

Figure V. 21 : Evolufion des contraintes dons la matrice - critère en déformation

8o/o4o/oT/o



722
Chapitre 5 : Validation et discussions

V.3 - ST]RFACES DE CHARGES A LA RTIPTT]RE

Dans cette partie sont présentées quelques surfaces de chargement à la rupture pow les

trois formes de renforts que nous nous sommes fixées.

Le critère de rupture utilisé ici est celui de la

triangulaire avec des valeurs hès élevées en compression.

sur le quadrant des contraintes positives.

contrainte critique. La surface est

Ce qui nécessite un zoom graphique
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Figure Y.22 z surface de chargement à Ia rupture pour un renfort sphérique
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Pour un critère en contrainte, on obtient bien une surface elliptique sauf que les

contraintes sont extrêmement élevées pour les zones de compression.
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Figure Y.25 : surface de rupture pour des renforts cylindriques wec un critère en contrainte

Figure Y.26 : sarface de chargement à Ia rupture wec le critère en déformation
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La rupture macroscopique observée et quantifiable au niveau d'un échantillon est

souvent le résultat d'un phénomène complexe et cumulatif de micro-dégradation de la

structure interne. Comprendre et bien ceflrer ces manifestations micromécaniques offre plus

de possibilité de prévoir exactement I' endommagement macroscopique.

A I'heure actuelle, I'ingénieur doit être en mesure de choisir de façon optimale non

seulement la structure de l'objet qu'il conçoit, mais aussi les matériaux qui en constifuent la

substance.

Si les outils de simulations en concrrrence sur le marché, permettent de taiter de

façon classique et efficace I'aspect optimisation de structure, les outils de simulation des

phénomènes internes aux matériaux sont encore au stade du développement.

Note étude a proposé une nouvelle approche de modélisation et de simulation

d'endommagements de matériaux hétérogènes en se basant sur des considérations

micromécaniques. L'approche de résolution que nous avons adoptée est basée en partie sur

des techniques d'homogénéisation d'wr milieu hétérogène. Il a donc fallu dans un premier

temps choisir une méthode ou technique de caractérisation nous permettant de mieux conduire

nos simulations. Nous avons ainsi adopté I'homogénéisation par la méthode autocohérente.

Mais très vite nous nous sommes rendu compte des limites de cette technique. La résolution

des inconvénients du schéma autocohérent nous a amené à l'élaboration d'une technique

d'homogénéisation incrémentale. Cette approche fut développée pour les configurations en

monosite ou multisite et permet de traitement une gamme beaucoup large de matériaux

hétérogènes.

La méthode d'homogénéisation étant adoptée et bien mise en place, elle s'est enrichie

par I'introduction de I'endommagement micromécanique basé sur trois critères

d'endommagement à savoir :

- endommagement par contrainte critique

- endommagement par défonnation critique

- et endommagement par décohésion interfaciale
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Toute la théorie sur ces différents critères est exposée. Toutefois les applications pour le

critère en décollement manque encore.

Le comportement élastique linéaire des différents constituants est le seul

comportement que nous avons acfuellement considéré. Ceci nous a permis d'obtenir un

comportement global élastique nonlinéaire pour le matériau effectif. De façon générale, ce

travail ouwe la voie à un large domaine d'investigation pour le comportement des composites

dégradés micromécaniquement. Nous avons insisté particulièrement sur le côté modulaire de

notre démarche qui offre l'avantage d'intégrer progressivement toutes les hypothèses ou

réflexions du processus d'étude que l'on est en droit de formuler. Une grande part est

également faite à la mécanique de la rupture, surtout pour traduire les phénomènes de

fissuration d'une façon la plus proche possible de la réalité. Nous nous sommes

particulièrement basés sur des observations fractographiques justifiant les hypothèses que

nous avons formulées.
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ANNE)(E

Le calcul de l'ouverfure de la fissure, que ce soit par la formulation d'RwrN ou celle

de oucoem-BARENBLATt, utilise les dimensions as et br de la fissure fermée. La fissure

fermée est géométriquement déterminée par l'intérieur de I'intersection enfre le plan de

fissure (n) et I'ellipsolde (A) symbolisant I'inclusion. Nous cherchons à relier les dimensions

de la fissure (O)à celles de I'ellipsoide. Le repère absolu considéré est celui du VER et noté

fr, toutefois notre repère principal de fiavail (O,ë,,ëy,ë") sera celui de I'ellipsoide. Le plan

de fissuration (fI) est orienté par la normale fr.La direction de cette normale est celle de la

contrainte principale maximale dans le grain considéré.

Vocabulaire : par comodité, les termes ellipsoide, grains, hétérogénéité désignerons la

même entité qui est I'inclusion. De même nous ferons une fusion d'usage entre ellipse et

fissure pour désigner la fissure plane à l'état fermé.

ë,

Figure A - 1 : Intersections des plans avec l'ellipsoîde



Les dimensions de la fissure sont désignées par :

a |=  A

b t=B

L'équation cartésienne de I'ellipsoide d'axes (a , b , c) est :

( x\' ( r\' ( z\'
[7J .[;.,l .[;J ='

Il est toujours possible de déterminer la normale unitaire fr(nt , nz, n s) dans le repère

(O,ë*,ëy,ë,) par deux angles d'orientation 0 et g tels que :

(4 .1 )

(4.2)

1,36

(A.3)

Figure A - 2 z Orientations de Ia normale

Le repère (O,i,,ir,ï,) est celui caractérisant le plan de fisswe. Le passage d'une

base vectorielle à I'autre est obtenu par les équations qui suivent :



(ë * ,  ë r ,  ë " )  )  ( ù , ,  ûy ,  û , )
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(4.4)

(A.s)

(4.6)

Ou encore,

Et pour le passage (û, ,ù , ,û ") 
) (i ,,ï y , i ")

{=cosd f,-sine 1"
v- .  =U '

t r

I=sine l+cose î"

exprimé sous la forme

(4.7)

Le passage global est obtenu par :

Notons A, la matrice de passage enfre le repère de I'ellipso'ide et celui de la fissure. La

relation entre les derur bases vectorielles s'écrit :

v,= 4 ei (4.9)

Tout vecteur 7 de I'espace s'exprime dans les deux bases par :

t . -

t = t r e r = t j t r  ( 4 . 1 0 )

C'est-à-dire,
t .

tt êt = t, Art et (4. 11)

t . t
t' = 'An tt
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Considérons maintenant un point de I'ellipsoide ayant pour coordonnées (X , Y , Q dansle

repère (O,A,,ëy,ë") et (.r , ! , z) dans le repère (O,i,,iy,i,), end'autres termes :

)s(p z

t(p z (4.12)

Le plan de fissuration ( ) a pour équation dans le repère (O,i,,in ,i") :

z=0  (4 .13)

Nous rappelons que la fissure est I'intersection entre le plan de fissuration et l'ellipsolde.

L'équation de l'intersection exprimée dans le repère de l'ellipsoTde est alors :

(cos?cosç x-sinq.y) '  ,  (cos?sinçr+cos a y\ '  ,  ( -s inâx) 'z

[ " ). lTj.[ " )=r 
(A'14)

C'est l'équation d'une ellipse. Le développement de cette équation donne :

( cos' o cos2 ç, cos' o sinz ç . sin2 I

tr--b'-t
( -2cos0 cos rp sinrp, 2cos0 sinç co
(.-----;t-- b,

En posant

cos'ecos'rD cos'esint o stnz 0
v l - - - - - - - - - - - - - ; - -T- - - - - - - - - - - - - - ; - - - - - - -' a z b t c "

cz = Zcosâcos ps i"r( I- +l
\â-  a-  )

sin'cp cost cD
-3  =- -7 - - - - - ; -

a. b-

(4.16)

(4.17)

on obtient finalement:

q  x '+czx / tqy '= l

C'est l'équation de la fissure dans le repère lié au plan de fissure. Les constantes c1, c2

et cg sont parfaitement déterminées en connaissant les dimensions a, b, c de I'hétérogénéité et

les composants n1, nz of rtr de la normalefr.
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(4.18)

Figure A - 3 : orientation et dimensions de lafiswre dans Ie plan defiswration

Nous supposons que les a:(es principaux de la fissure ont une orientation de a par aux axes

du repère du plan de fisswation. Dans le repère (Q,fr * ,fr r) de la fissure, son équation se

simplifie sous la forme :

(il'.[3)'='
Les coordonnées d'un point quelconque dans les deux repères (Q,i,,ïr) et(Q,i),,i'y) sont

reliées par les équations :

(A.1e)

(A.20)

l{ = cosa x+sina y
1
L? = -smd rc+cosd Y

ce qui permet de réécrire (A l8) sous la forme :

( cos'o sin2 a'\ 2 +2sin,,coro(L 
I ) ( srn'a.*l 

!2 =l (A.2r)
[- , l r-  

* 
Ê )* \A; u'  )* ' . [ ;u B' ) '

Par comparaison au( équations (A.15) et (A.17) nous aboutissons à un système d'éçrations

dont la résolution nous permettra d'obtenir les dimensions A et B de la fissure.

- sm4 r+
B

= l,)cos4

À

wx

a vx



Après résolution, on obtient:

cos'rl' sin2 a
q= 

Ê*  u t
/  1__ I  )cz=2sina*ro[;, 

B, )
sin2 a cos'a

"t=-A, 
*  

n,
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(A-22)

(4.23)

Et

(4.24)

(4.2s)

La procédure donsiste à calculer les constantes c1, e2 et cs à partir des équations (A.16) et à

évaluer ensuite a, A et B.



Résumé

L'étude propose une modélisation du comportement élastique de matériaux hétérogènes
s'endommageant sous un chargement mécanique. Elle est basée sur une technique d'homogénéisation
par transition d'échelle permettant une meilleure prise en compte de la microstructure et une
ôomparaison de I'endommagement à I'apparition d'hétérogénéités ayanl des propriétés mécaniques
nulles. Pour se faire, dans un premier temps le modèle autocohérent dont les performances sont
limitées à des matériaux peu hétérogènes et pour de faibles fractions volumiques d'inclusions est
reformulé en approche incrémentale. Le schéma incrémental consiste en une introduction progressive
des inclusions par fractions préalablement fixées, un calcul autocohérent étant réalisé à chaque étape.
Les applications présentées, aussi bien en monosite qu'en multisite attestent de I'amélioration en
termei de prédiction des propriétés effectives comparativement à I'autocohérent classique et de son
large domaine d' utilisation.
La deuxième partie du travail introduit I'endommagement par la formulation de deux modèles de
dégradation. Le premier, fondé sur la rupture des renforts, prend en compte deux critères de rupture :
un critère sur la contrainte principale maximale et un second sur la déformation principale ma><imale.
Une fois la rupture ou la fissure déclarée,son ouverture dépend en partie de contrainte dans la matrice.
Le second modèle est celui de la décohésion des hétérogénéités caractérisant la dégradation de
I'interface matrice inclusion. Nous avons, en première approche, formulé un critère basé sur le bilan
énergétique ente le volume d'inclusion et la surface de I'interface qui stipule un décollement total de
I'inclusion.
L'intégration de ces différents modèles d'endommagement dans le module d'homogénéisation avec
des concepts probabilistes a permis de simuler différents comportements endommagés.

Mots clés: homogénéisation, monosite, multisite, schéma incrémental, endommagement, rupture,
décohésion

AbsEaE!

The study proposes a modeling of the elastic heterogeneous material behaviour damaging itself under
a mechanical loading. It is based on a homogenisation technique by scale transition allowing taking
into account the microstructure and an evaluation of the damage by appearance of heterogeneities
having null mechanical properties. Initially the self-coherent model whose performances are limited
to lesi heterogeneous materials and for weak volume fractions of inclusions is reformulated in
incremental approach. The incremental scheme consists of a progressive introduction of inclusions by
beforehand fixed volume fractions; a selÊconsistent calculation is realized with each step. The
applications presented, as well in one-site as multi-site show improvement in terms of prediction of
thé effective properties compared to traditional self-consistent and its broad field of application.
The second part of this work introduces the damage by the formulation of two models of degradation.
The first tnôdrl, founded on the rupture of the reinforcements, takes into account two criteria of
rupture: a first criterion on the maximum principal stress and a second on the maximum principal

strain. Once the rupture or the crack is declare4 it's opening depends partly on stress in the matrix-
The second modells that of the separation of heterogeneities characterizing the ruin of the interface
matrix-inclusion. We, in first approactr, formulated a criterion based on the energy balance between
the volume of inclusion and the surface of the interface, which stipulates a total detachment of
inclusion.
The integration of these various models of damage in the homogenisation module with probabilistic

concepts leads us to simulate various damaged behaviours.

Key words: homogenisation one-site, multi-site, incremental scheme, damage, crack, interface
debonding




