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Résumé

Directeur de Thése : Pr. Guy PLUVINAGE

La protection de I'environnement conduit & envisager de réduire la teneur en
oxyde de plomb dans le cristal & une échéance certaine mais indéterminée dans les
pays de 'Union Européenne. Le remplacement de l'oxyde de plomb par d’autres
oxydes a des conséquences sur les propriétés physiques et les propriétés méca-
niques du matériau. C’est ainsi que le coefficient de dilatation et la résistance a
la rupture vont étre modifiés. L’augmentation du coefficient de dilatation ther-
mique accroit les risques de choc thermique lors de toute opération de lavage &
I’eau chaude.

Le cristal est un matériau fragile qui peut devenir trés sensible sous Peffet
d’un choc thermique & cause de sa faible valeur de conductivité thermique. Les
contraintes dues & un choc thermique peuvent devenir suffisamment élevées pour
dépasser la valeur de la résistance a la rupture. Elles sont considérées comme
issues d’un chargement dynamique qui génére une onde de choc. Pourtant la
plupart des travaux concernant le choc thermique ne tiennent pas suffisamment
compte de la vitesse du chargement. Sous !effet d’un chargement dynamique, la
résistance du cristal n’est pas intrinséque au matériau mais dépend de la durée
du chargement.

La contrainte de rupture du cristal sous chargement dynamique a été mesurée
3 l'aide des "Barres d’Hopkinson". La contrainte due & un choc thermique a
été trouvée par la méthode des éléments finis (CASTEM2000) et la méthode
analytique. En tenant compte des résultats obtenus et 4 l’aide d’une approche
probabiliste de la rupture, nous avons déterminé la variation théorique de la
résistance du cristal en fonction d’une teneur en oxyde de plomb a laquelle on
substitue de 1’oxyde de sodium.
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Premiére partie

RAPPEL THEORIQUE



Chapitre 1

Rupture des Verres

Le verre est un matériau isotrope, homogéne et trés fragile ayant un com-
portement élastique jusqu’a la rupture brutale qui ne laisse pas de traces de
plasticité apparente. Le comportement du verre est caractérisé par une résistance
en compression trés élevée. Pourtant, sa résistance & la traction est extrémement
faible et aléatoire. Sa résistance a la rupture obtenue expérimentalement présente
une grande dispersion et reste trés inférieure a la valeur théorique appelée la ré-
sistance cohésive inter-atomique qui est la contrainte maximale nécessaire pour
rompre la liaison entre deux atomes. En 1920, pour la premiére fois, Griffith [7] a
expliqué ce phénoméne par la présence des défauts et 'effet volumique. L’auteur
a repris les résultats de plusieurs travaux précédents concernant les contraintes
maximales autour d’un défaut pour lesquelles tous les phénoménes de rupture
n’ont pu étre expliqués. Grice aux essais menés sur une série de tiges en verre,
Griffith a expliqué le phénomeéne de rupture & partir de la variation d’énergie

totale au cours du processus de rupture.



Rupture des Verres 1.1

1.1 Rupture statique

1.1.1 Théorie de la rupture de Griffith

Calcul de la variation d’énergie totale

Considérons un corps élastique comportant une fissure de surface «A» soumise

3 une force. La loi de conservation d’énergie permet d’écrire le bilan suivant :
W=E+K+T (1.1)

— W : le travail des forces extérieures pour une unité de temps

— E : la variation temporelle de ’énergie interne (E = U® + UP)

— K : la variation temporelle de I’énergie cinétique.

— I': énergie dépensée par une unité de temps pour augmenter la surface de
la fissure.

— U® : Pénergie de la déformation élastique,

— UP? : le travail plastique.

Pour un matériau fragile idéal soumis & un chargement statique, les valeurs de
I'énergie cinématique et de I’énergie de déformation plastique sont négligeables.
L’expression de la variation d’énergie s’exprime alors & nouveau par :

ow gue  or

54 = 94 T34 (1.2)

L’équation 1.2 représentant la variation d’énergie au cours de la propagation

de la fissure s’écrit alors :

o _ or
T OA 0A

doull =U°-W
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Energie
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Energic
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FIG. 1.1 — Variation de ’énergie au cours de la propagation des fissures

Griffith a déterminé la condition de la propagation des fissures & partir de la

variation d’énergie totale :

O*[I1 + T
9A?

C’est & dire :
— la fissure est instable :

si la variation d’énergie totale est maximum = %—Q >0
— la fissure est stable :

. . . ’ . o a 2
si la variation d’énergie totale est minimum = a—%%*,ﬁ <0

La Figure 1.1 représente la variation d’énergie totale dans le systéme. L’énergie
totale dans le systéme (II+I") présente un maximum pour la taille critique de la

fissure a.. Ceci correspond a l'instabilité dans le systéme.

4
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1.1.2 Schéma de Feddersen

L’évolution de la résistance du matériau en fonction de la taille d’'un défaut
a été étudiée par Feddersen [11] & partir d’une approche phénoménologique. Il a
montré le concept de 'application du facteur d’intensité des contraintes et son
utilisation en fonction de la taille du défaut.

Considérons un défaut central de longueurs 2a dans une plaque ayant une

largeur W soumis & une tension uniforme o, (Figure 1.2)

F1G. 1.2 — Défaut central dans une plaque soumise & une tension uniformément
répartie

Dans un premier temps, le chargement montre un comportement linéaire avec
le déplacement. Sous 'effet de 'accroissement de la tension, le défaut présente
une zone plastique qui grandit jusqu’a la rupture. Selon les matériaux, la rupture

se déclenche soit aprés propagation lente de la fissure soit de fagon brutale.

Dans un graphe donnant la valeur de la contrainte critique en fonction de la
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taille de défaut, le processus de rupture est classé en deux grandes catégories :
— instabilité élastique et rupture fragile

— instabilité plastique et rupture ductile

Ces deux grandes catégories du processus de rupture sont présentées dans la

Figure 1.3.

Contrainte globale critique
4

Instabilité plastique

Instabilité élastique
I

v

2a

FI1G. 1.3 — Diagramme de Feddersen

D’aprés 'expérience, la rupture due a l'instabilité plastique se situe sur la
ligne 1 dans la Figure 1.3. En revanche, la rupture par rupture fragile se situe en
dessous cette ligne et sur la courbe 2 dans la zone II. Le diagramme Feddersen
montre trois zones en tenant compte de la taille du défaut :

— zone I : la taille du défaut est trés petite, la rupture est due & la contrainte

ultime qui est ’objet de notre travail,

— zone II : la théorie de Griffith et le facteur d’intensité des contraintes «K»

s’appliquent pour caractériser la rupture,

— zone III : la taille de défaut est grande, la rupture est due a rupture fragile.
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1.1.3 Analyse de la distribution des contraintes autour d’un
défaut

Dans I’étude de la mécanique de rupture, il y a trois modes de rupture qui

peuvent étre distingués :

— Le mode I qui correspond & un écartement relatif des deux surfaces de la
fissure qui se traduit par une ouverture angulaire,

— Le mode II qui correspond & un déplacement dans le méme plan des deux
surfaces de la fissure, en sens opposé, dans une direction perpendiculaire au
front de la fissure,

— Le mode III qui correspond & un déplacement dans le méme plan des deux
surfaces de la fissure, en sens opposé, mais cette fois dans une direction

paralléle au front de la fissure.

Ces trois modes de rupture sont présentés dans la figure suivante :

mode [I mode I11

F1G. 1.4 — Trois Modes de rupture

Facteur d’intensité des contraintes pour une fissure

Griffith a utilisé une approche globale pour déterminer les conditions de rup-
ture. En revanche, Irwin [20] a développé une approche locale a partir du champ
de contrainte en fond d’une fissure. Dans ce critére, la rupture se produit lorsque
le facteur d’intensité des contraintes en fond d’une fissure atteint une valeur cri-

tique.
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Irwin propose de décrire la distribution des contraintes au voisinage du front

d’une fissure par la relation suivante :
K

0ii = —— fi:(0 1.5

] \/27T—Tf J( ) ( )

D’apreés I'auteur, la distribution des contraintes dépend trois paramétres : K7,

r et 0. Le facteur d’intensité des contraintes K; dans I’expression 1.5 représente

I'amplitude de la distribution des contraintes en mode de rupture I, les paramétres

r et 6 définis dans la Figure 1.5 correspondent aux coordonnées polaires de la

zone étudiée d’une fissure.

Y

f

fo Oxx

Xy

Fissure > X

F1G. 1.5 — Schéma d’une fissure et les coordonnées

Irwin montre que la seule connaissance du facteur d’intensité des contraintes
K permet de décrire la distribution des contraintes au voisinage du fond de
fissure.

On remarque que les contraintes deviennent infinies & la pointe de la fissure
(r — 0). Ceci constitue une singularité mathématique due aux hypothéses d’'un
matériau continu et d’une fissure infiniment mince. Le coefficient angulaire f;;(6)
et le facteur d’intensité des contraintes K; déterminent ’intensité du champ local

des contraintes.
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D’une maniére générale, K; est une fonction de la longueur de la fissure a, de
la. géométrie de la structure et du mode de chargement. L’équation 1.6 est une
expression générale de K pour une plaque ayant une largeur W, qui contient une

fissure a soumis & une tension o avec la correction de géométrie de f(a/W).

K;=ov/ma* f(%) (1.6)

Distribution des contraintes en fond d’entaille

Dans le cas d’une fissure émoussée, le champ des contraintes se trouve in-
fluencé par le rayon en fond d’entaille. Diverses méthodes analytiques permettent
de décrire le champ de distribution des contraintes soit & l’aide du facteur d’in-

tensité de contraintes, soit & ’aide du facteur de concentration des contraintes.

Fissure

d
L g

A
Entaille

g
¥

A

\

Entaille

P
~P) .

Fissure

bi2

FIG. 1.6 — Schéma de la distribution des contraintes de Creager
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Creager [12] a étendu V’analyse d’Irwin pour exprimer le champ des contraintes
au voisinage d’une entaille en U. Il considére un défaut elliptique dans une plaque
de dimension infinie soumise & une contrainte globale de traction o, dans la
direction du petit axe d’'un défaut elliptique. La Figure 1.6 (p.9) montre le schéma
de la distribution des contraintes autour d’une entaille en U.

La distribution des contraintes en fond d’entaille est identique & celle d’une
fissure, mais décalée dans la direction du fond d’entaille d’une distance égale &

p/2. Dans ces conditions, le champ des contraintes en mode I s’exprime par :

Oz = K cosg [1 - sin—sz’n—] — ﬂﬁco.‘ség (1.7a)
= V2rr 2 2 2 V2rr2r 2 '
_ K] 0 .6 30 K] P 30
Oyy = \/ﬁcosi [1 + singsin= ] + \/%27*003 5 (1.7b)
K; 6 6 36 K; p . 36
Oy = CO8=C08=COS— — (1.7¢)

Jomr o200 T amrors g

Les champs des contraintes sont modifiés par I'influence du rayon en fond

d’entaille par rapport & ceux d’une fissure.

Distribution des contraintes présentée dans un diagramme bi-logarithmique

Le facteur d’intensité des contraintes (Equation 1.6, p.9) est défini & partir de

la distribution des contraintes o,, en fond d’une fissure et s’exprime par :
K;=V2r liII(l)O'yy(T, f)rz (1.8)
r—

A partir de la solution de Ceager (Equation 1.7), le facteur d’intensité de
contraintes est défini lorsque le rayon d’entaille tend vers zéro comme ci-dessous :
_ VT

Kr* = 5 limp_.o0yy [r = g,& = O] p? (1.9)

La Figure 1.7 représente la variation des contraintes en fond de fissure et
d’entaille dans un diagramme bi-logarithmique :

— oy : contrainte nominale

10
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Log (0yy /9y )
Singul arité des contraintes
A -

10 <«

Fissure

1hl.ll - ank

Entaille
Log (b 2B)

Y

10° >
10 10 10° Log (r /B)

Fi1G. 1.7 — Distribution des contraintes en fond de fissure et d’entaille dans un
diagramme bi-logarithmique

— 1 : longueur du défaut
— B : taille du ligament

— o : exposant du terme singulier de la distribution des contraintes.

1.1.4 Critére de rupture «expérimental»

Afin de garantir la fiabilité de structure, il convient de définir les conditions
ultimes de chargement que la structure peut tolérer sans risque de rupture. Dans
le cas de rupture d’un matériau qui contient des défauts de «petite» taille, le
critére de rupture est celui de la «zone I» dans le diagramme de Fedderssen
(Figurel.3, p.6). Dans ces conditions, le critére de rupture est réalisé par une

«contrainte ultime» du matériau.

Contrainte ultime

En raison de la difficulté d’alignement et de serrage des éprouvettes dans les
machines de traction, les essais de rupture sur les matériaux du type de verre

sont souvent réalisés en flexion (trois points, quatre points) sur les barreaux a

11
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section rectangulaire ou circulaire.

Les essais de rupture sur le verre fournissent des valeurs trés aléatoires. Cela
provient de plusieurs raisons : état des surfaces de ’échantillon, mode de charge-
ment, distribution des contraintes et présence de défaut interne ou externe..,etc.

La variation de la résistance du verre selon le mode de chargement et la
forme de ’échantillons a été mentionnée fréquemment dans la littérature scienti-
fique. Dans un travail récent réalisé par F.A. Veer et al.[15] pour le verre float,
la contrainte maximale obtenue par l’essai de flexion 3 points est plus élevée
par rapport a celle obtenue par ’essai de traction indirecte. Les résultats sont

présentés dans le Tableau 1.1.

TAB. 1.1 — Comparaison des valeurs de la contrainte maximale de essai flexion
3 points et de traction indirecte en fonction de I’épaisseur de 1’échantillon [15]

Epaisseur(mm) Flexion Traction indirecte
Moyenne Ecart Moyenne Ecart
(MPa) type(%) (MPa) type(%)

2 50 40 50.36 11

8 48.3 20 22.9 15

Les auteurs ont expliqué ces différentes valeurs de contrainte critique par une
concentration des contraintes localisée pendant 1’essai de flexion. Les auteurs ont
conclu que la méthode de I’essai traction indirecte donne des résultats plus fiables

compte tenu de la valeur de ’écart-type.

Critére global de rupture statique

Le critére de rupture pour un matériau qui contient des défauts de taille
«moyenne» est celui de la «zone II» dans le diagramme de Fedderssen (Figure
1.3, p.6). Le critére de rupture global et statique utilisé est le facteur d’intensité
des contraintes (MPa4/m). Ce seul paramétre suffit pour décrire la distribution
des contraintes et des déformations & la pointe d’un défaut (fissure, entaille).

On postule que I’extension de la fissure en mode I (Figure 1.4, p. 7) se produit
si le facteur d’intensité de contraintes K atteint une valeur critique K¢ appelée

la « ténacité » du matériau. Le critére de rupture s’exprime par :

12
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K; = Kic (1.10)

'La valeur de la ténacité du matériau peut étre obtenue & partir d’'une éprou-
vette pré-fissurée. En générale, la ténacité en statique du verre est comprise dans
I'intervalle allant de 0,6 MPa+y/m & 0,9 MPa+/m.

Dans le travail réalisé récemment par Boccacini et al. [8] pour obtenir la
ténacité du verre & silice, le phénoméne de la sensibilité des défauts a été mise
en évidence. Les auteurs ont utilisé une série d’éprouvettes en verre de silice pré-
fissurées pour déterminer la ténacité de ce matériau avec deux différents type de
fissure : une entaille d’angle de 90° de type de «chevron» et une fissure droite

D’aprés leurs résultats, la valeur de la ténacité issue d’une échantillon avec une
fissure de 90° est plus élevée par rapport a celle obtenue & partir d’un échantillon
possédent une fissure droite. Les résultats des essais sont présentés dans le tableau
1.2.

TAB. 1.2 — Résultats obtenus & partir des échantillons pré-fissurés différemment

Echantillon pré-fissuré | Kj. | Module de Weibull
Fissure droite 0.79 m=6
Fissure 90° 0.69 m=9

Les auteurs expliquent ce phénoméne par la forme de la fissure qui influence
la distribution de la contrainte dans I’échantillon : la forme de la fissure droite
permet & la contrainte appliquée de s’étaler sur une plus grande partie de 1’échan-
tillon par rapport a celle d’une entaille d’angle de 90°. Ceci explique la faible va-
leur de la contrainte critique et la valeur plus élevée du module de Weibull pour
I’échantillon qui contient une entaille d’angle 90°. Cette échantillon présente un

comportement stable sous le chargement jusqu’a la rupture.

Essai de traction indirecte «Disque Brésilien»

Il existe une autre méthode pour déterminer indirectement la contrainte cri-

tique en traction : I'essai sur « disque Brésilien ». Il s’agit d’appliquer la compres-

13
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sion sur un échantillon en forme d’un cylindre plein. La rupture apparait lorsque
la traction générée par la compression appliquée atteint la valeur critique d’un
matériau. C’est un essai souvent utilisé pour déterminer la résistance des maté-
riaux fragiles comme le béton, les rochers..,etc. Toutefois, on constate I’existeace
d’un désaccord sur l'interprétation physique des mécanismes qui gouvernent la
rupture, notamment la localisation du point d’amorgage des fissures [6].

Dans notre travail, nous utiliserons 1’éprouvette du type « disque Brésilien
» mais modifié. La géométrie de cette éprouvette est présentée dans la Figure
1.8 (p.14). L’échantillon en forme de disque est chargé en compression le long de
son diamétre. Pour localiser correctement le point du départ de la rupture, une

entaille de forme circulaire est perforée au centre du disque.

Fi1G. 1.8 ~ Géométrie de I’éprouvette de type « disque Brésilien modifié » : de
profil (a droite), de face (& gauche)

La rupture se produit si la contrainte d’ouverture atteint une valeur critique
or. L’expression de la contrainte critique o, d’un anneau [43] est donnée ‘par

I’équation 1.11 :

_2.k.P
~ LDmx
— k : coefficient du facteur de concentration contrainte

(1.11)

Or

— Pr : chargement maximal

— L : diamétre du disque

14
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— D : diamétre du cercle au centre

KM

01 02 03 04 05 06 07 MD/L

F1G. 1.9 — Evolution de la fonction k()A) en fonction du rapport des diamétres
A=D/L

TAB. 1.3 — Résultats expérimentaux des contraintes & la rupture en fonction de
I’épaisseur de ’échantillon [5]

Epaisseur (mm) | Contrainte de rupture (MPa) | Ecart type (MPa)
5 96.3 13.66
10 82.94 21.63
20 69.19 104

k est équivalent & un facteur de concentration de contrainte de la forme k()
avec A=D/L. L’évolution de la fonction k(\) est représentée sur la Figure 1.9.

Les contraintes critiques sur un verre float ont été obtenues expérimentale-
ment & partir des échantillons « disque Brésilien modifié¢ (D=2mm, L=20mm) »

par Nyoungue [5]. Le Tableau 1.3 présente les résultats de ses essais. L’auteur

15
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a expliqué la diminution de la contrainte maximale en fonction du volume de
I’échantillon par un effet statistique comme «Effet volumique». C’est-a-dire que
P’augmentation du volume se traduit par 'accroissement de la probabilité de la

présence de défauts susceptibles de provoquer la rupture des matériaux.

16
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1.2 Rupture dynamique

1.2.1 Problématique

, La modélisation du comportement thermomécanique des matériaux d’ingé-
nierie s’est longtemps développée dans le cadre principal de deux grands secteurs
assez cloisonnés. D’un cété, les applications classiques restent ’objet de solli-
citation relativement lente, dite « quasi-statiques » appliquées & 1’échelle de la
minute & la seconde. D’un autre c6té, les applications militaires (et une moindre
part, géophysiques et astrophysiques) ont constitué le moteur principal de I’étude
de sollicitations rapides appliquées a I’échelle de la milli & la microseconde. Ce
cloisonnement tend actuellement & s’estomper sous 'impulsion de nouvelles pro-
blématiques. Certaines applications industrielles ont besoin de plus en plus d’ex-
ploiter des phénoménes rapides (par exemple, crash automobile, chutes lors d’ac-
cidents de manutention, verres soumis & un choc thermique, batiments soumis

aux séismes..,etc.)

Choc Impact Crash Chutes
thermique d’objet
| | 5
| | | > T6)
10° 10 10 10 ‘

Durée de sollicitation, T(s)

FIG. 1.10 — Classification des phénoménes dynamiques en fonction d’un temps
caractéristique de variation de chargement

La Figure 1.10 présente quelques exemples de telles applications par ordre
croissant de rapidité [4]. Les sollicitations rapides sont souvent qualifiées de «dy-
namiques» lorsque les effets d’inertie ne peuvent plus étre négligés et que 1’énergie
cinétique mise en jeu n’est plus négligeable vis & vis de ’énergie de déformation.

En conséquence, le dimensionnement des structures est plus difficile a effectuer
avec les données relatives d’'un chargement quasi-statique.

La mécanique de la rupture dynamique ne concerne pas seulement les struc-
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tures chargées de fagon rapide mais, aussi les cas de propagation rapide des fis-
sures. Dans la littérature, il existe beaucoup de méthodes pour déterminer le
facteur d’intensité des contraintes selon le type de probléme : par exemple, amor-
cage, propagation et arrét de la fissure. Ces problémes ne seront pas traités dans

le cadre de cette étude.

1.2.2 Meéthode expérimentale (Barres d’Hopkinson)

Dans le domaine des sollicitations rapides, ’expérimentation est difficile &
réussir a cause du nombre de paramétres qui sont en jeu : comme le temps signi-
ficatif est trés court, il est nécessaire d’avoir un nombre suffisant d’essais, ’analyse
du signal d’enregistrement doit étre correcte...,etc.

Les techniques mises en jeu pour étudier les caractéristiques des matériaux
soumis & un chargement rapide sont variées : essai Charpy, essai de corps tom-
bant, machine & choc (Barres d’Hopkinson)...,etc. Ces essais sont différents selon
la vitesse du chargement. Pour I’étude de la rupture des matériaux & grande vi-
tesse de déformation (100/s — 5000/s), la méthode des barres d’Hopkinson est
trés utilisée : c’est une technique qui consiste 4 charger un train d’onde sur un
échantillon placé entre deux barres & I'impédance mécanique identique.

Barres d’Hopkinson
Le profil d’une onde élastique se propageant dans un barreau cylindrique &

section circulaire a été examiné pour la premiére fois par B. Hopkinson [13].

Echantillon
Projectile Barre incidente ‘«'k Barre transmettrice
4
— - ——
% \‘t. ‘_\‘ o ”

S

Jauges de déformation

F1G. 1.11 - Barre d’Hopkinson en compression.
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En 1949, Kolsky [26] utilise le concept de barres d’Hopkinson pour déterminer
les déformations et les contraintes dynamiques auxquelles est soumis un échan-
tillon en compression et intercalé entre deux barres (Figure 1.11). Le montage pré-
senté dans la Figure 1.11 permet de mesurer les courbes contrainte-déformation
et d’obtenir la loi de comportement.

Le principe de Barre d’Hopkinson est d’utiliser ’onde élastique longitudinale
non dispersive provenant de 'impact d’un projectile contre la barre incidente.
Cette onde de compression traverse la barre incidente. A 1’arrivée d’échantillon,
a cause de la différence de I'impédance entre la barre et 1’échantillon une partie
de l'onde est réfléchie et ’autre partie traverse I’échantillon en provoquant la
rupture.

Pour que les hypothéses (contrainte uni-axiale, état de déformation homogéne
dans I’échantillon, comportement élastique de la barre incidente) soient valables,

la géométrie de la barre incidente est importante :

SHE

> 10 (1.12)

C’est-a-dire que le rapport entre le diamétre «d» et la longueur de la barre
«L» doit étre plus grand que 10. En générale, le diamétre de la barre est compris
entre 12.7 mm et 19.05 mm, la longueur entre 1524 mm et 1828 mm [37].

L’analyse dynamique de la propagation de 1’onde de compression dans 1’échan-
tillon et la déformation sont précisés dans ’Annexes B (p.135).

Depuis, de nombreux dispositifs d’essais inspirés des Barres d’Hopkinson sont
été mis en oeuvre pour obtenir différents types de sollicitation : traction, com-
pression, flexion ou torsion. Notre présentation se limitera aux techniques se rap-

portant & l’essai de compression.

1.2.3 Influence de la vitesse de sollicitation

La résistance du matériau soumis & un chargement rapide n’est pas intrinséque
du matériau. Elle dépend de la vitesse de chargement. En d’autre termes, la
contrainte & la rupture augmente lorsque le temps de rupture décroit.

La variation de la résistance & la rupture des matériaux fragiles avec une
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vitesse de chargement élevée a été vérifiée expérimentalement par Nyoungue [5].
L’auteur a réalisé I’essai en flexion trois points & l’aide de barres d’Hopkinson sur
un barreau de verre float ayant différents rayons d’entaille. Il a remarqué que la
tontrainte critique du verre float augmente en fonction de la diminution du temps
critique. Il a aussi mesuré 1’évolution de la ténacité du verre float en fonction du

rayon d’entaille et du chargement statique et dynamique.

Ténacité (MPa+/m )

14 Dynamique '.__...I--',
3 -"'.. T ”,"’
T A
o
12 - -
Statique ',."‘
10 -
A.v
| | | f | I

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 p (-Jf;m)

FIG. 1.12 - Evolution des facteurs d’intensité des contraintes statique et dyna-
mique d’entaille du verre float en fonction du rayon d’entaille[5)].

Les courbes dans la Figure 1.12 montrent que la ténacité du verre float aug-
mente avec la vitesse de déformation et le rayon d’entaille.

D’un point de vue phénoménologique, cet accroissement est généralement at-
tribué & un processus de multi-activation des défauts se produisant 3 grande
vitesse de déformation. La multi-activation des défauts est analysée dans le cas
de rupture de type « Ecaillage » pour laquelle la mécanique de la rupture n’est

plus applicable.
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Facteur d’intensité des contraintes dynamiques

La singularité des champs mécaniques & la pointe de la fissure est la méme
en élastostatique et en élastodynamique pour les déplacements et les contraintes
[5]. La différence entre les modes de sollicitations statiques et dynamiques ré-
side dans la définition des fonctions angulaires. En dynamique, elles dépendent

explicitement de la vitesse de propagation de la fissure a.

0:;(0,4) = —=-F;;(0,a 1.13
16,0) = T2 Ry, 0 (113)
Le facteur d’intensité de contrainte dynamique K }iy"“ peut étre défini en fonc-

tion du facteur d’intensité de contraintes quasi-statique K}’mt par la relation :

K}iyna — kI * K}Jstat (114)
Ki agma/ Kran Zone d’influence des effets | Comportement proche
dynamique S dun chargement
E quasi statique
/\ |
; \/ (S -
: |
t i
| |
E i
| i
05 ! !
C,/C, (1 -afw) Tkw(C1/C, )SIW T

Temps non dimensionnel (C,/W)

FIG. 1.13 — Représentation schématique de 1’évolution temporelle de la fonction
de correction dynamique, d’aprés [5]
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1.2 Rupture des Verres

La fonction de correction dynamique k; décrit la différence entre les états
quasi-statiques et dynamiques, en prenant compte 'influence des effets dyna-
miques au niveau de la fissure. L’évolution de cette fonction est représentée sur
la Figure 1.13.

Pour des temps de rupture courts, les effets dynamiques sont importants et
le facteur d’intensité de contrainte dynamique peut dépasser de 30% sa valeur
quasi-statique.

Par contre, lorsque le temps de sollicitation est trés supérieur au temps de
parcours de ’onde longitudinale dans I'éprouvette, les sollicitations dynamiques
sont de faible amplitude, et la rupture se produit dans un état de chargement
proche de I'état quasi-statique pour lequel la fonction de correction dynamique

kr est égale & 1.

1.2.4 Théorie de I’écaillage

L’¢écaillage est le cas de rupture dynamique sans précurseur. Il est engendré
par la mise en traction d’un matériau au croisement de deux ondes de détente.

Dans le cas de I'essai «Barre Hopkinson» I'impact d’un projectile sur I’échan-
tillon génére deux ondes de compression qui se propagent le long de 1’éprouvette
et le projectile. Par réflexion sur les surfaces libres, ces ondes sont transformées
en onde de détente. Le principe de I’écaillage est schématisé sur la Figure 1.14 :

Le mouvement des particules qui en résulte produit un état de traction a
I'intérieur de I’éprouvette : la coalescence des micros cavités entraine la formation
de «I’écaille» au sein du matériau. Elle se produit si la contrainte engendrée par
le choc est supérieur 4 la résistance a la traction du matériau.

La Figure 1.15 représente 'analyse microscopique du faciés de rupture d’un
verre float réalisé par Nyoungue [5]. La Figure 1.15 & gauche montre la propaga-
tion d’une fissure en forme d’étoile émanant d’un micro défaut ou d’une inclusion.

La formation de ces écailles est due & l'intensité des ondes de contrainte qui
se propagent dans I’éprouvette pendant 1’essai.

La Figure 1.15 & droite montre ’évolution de la rupture par écaillage.

La rupture par le phénomeéne d’écaillage dans le matériau verre ne peut

pas étre traité par la mécanique de rupture. C’est & dire que 1'utilisation des
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Temps
F 3

Slgrface libre S urf:?c ¢ libre

Zone d’écaillagé

/

Onde de détente

Projectile I Eprouvette

FIG. 1.14 — Principe de 'écaillage par impact de barre.

contraintes ultimes ni le facteur d’intensité de contrainte ne sont pas approprié
dans ce probléme. Car, le phénoméne de rupture est différent. C’est & dire que
non seulement la rupture commence dans le volume entier mais aussi la rupture
dépend de la vitesse du chargement non pas & partir d’un point précise.

La caractéristique de la rupture par écaillage est liée au fait que la contrainte
critique croit fortement quand le temps critique décroit. L’approche de ’endom-
magement par écaillage appliquée dans le matériau verre sera précisée dans la

section suivante.

1.2.5 Critére d’endommagement en dynamique

Des travaux concernant la rupture dynamique et le temps critique ont été
réalisés par de nombreux auteurs notamment Tuler et Butcher [34].

Ces derniers ont proposé un critére pour lequel la rupture n’est pas instan-
tanée mais nécessite un temps d’incubation pour 'amorgage des fissures & partir
des micro défauts. L’amplitude du pulse de contrainte de tension o et sa durée

d’application At sont reliés par I’équation suivante :
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142 Rupture des Verres

FIG. 1.15 — Rupture type par écaillage

oAt =C (1.15)

ol A et C sont des constantes propres au matériau.
Lorsque la valeur du membre gauche de ’équation 1.15 devient égale ou su-
périeure & la constante C, la rupture s’amorce. Pour des temps de chargement

trés longs, le terme o* tend vers og « limite de rupture quasi-statique ».

(0 —a0)*At =C avec 09<o0 (1.16)

Ce critére est étendu dans sa forme cumulative pendant l'intervalle de temps;

/ (0 ooPdt = C (1.17)

ol 0y est la contrainte seuil et £ est le temps & la rupture (ou temps critique).

Bouzid [35][10] a travaillé sur le critére d’endommagement par impacts & partir
des hypothéses suivantes :
— le verre contient une grande quantité de micro défauts distribués de maniére
aléatoire,
— le volume affecté par I'impact est défini par le fait que le projectile sphérique
en contact avec la cible génére un certain volume de contact dans lequel

I’onde de contrainte se propage et produit 1’activation des micro défauts.
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Rupture des Verres 1.2

Projectile

F1G. 1.16 - Présentation schématique du volume affecté par I'impact

La fonction d’endommagement proposée s’exprime par le rapport du volume
affecté par I'impact Vo (volume seuil en dessous duquel il n’y a pas de rupture)
et le volume qui provoque la rupture V, (V. > V). Ce volume correspond & un
temps & rupture « . » sous la contrainte de rupture o..

Par hypothése, ie nombre de micro-défauts activés est proportionnel au vo-
lume. Ainsi I’expression de ’endommagement s’écrit & partir de la variable interne
d’endommagement « D » comme ci-dessous :

(1.18)

D=1—-—==1-

xS
S

d’ou V, est un volume affecté par 'impact.

Si V; est égal & V;, la rupture ne se produit pas, et D est nul. Lorsque V; est
supérieur & Vjp, les micro-fissures dans le matériau atteignent une taille critique
conduisant 4 des macro-fissures. Dans ce cas, la rupture se produit et D est
différent de zéro. L’auteur a developpé le concept de 'endommagement & partir

de la contrainte appliquée o :

D(1 - D)" = Ao — ao)" (1.19)
ouD =350 N et 4 lculée & partir de la conditi
=~V atvia © est une constante calculée & partir de la condition

limite suivante : la contrainte appliquée provoque la perforation pour un temps
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1.2 Rupture des Verres
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FIG. 1.17 — Relation entre la contrainte de rupture et le temps critique pour des
éprouvettes en verre soumise & ’essai d’impact par barres d’Hopkinson et chute
de bille[35][10]

critique tp (si t=tp, D=1).

En conséquence, le critére proposé par Bouzid est traduit par la relation sui-

[[o-ora- () (-15) 0w

oll A et n sont des constantes qui dépendent du matériau. La constante A est

vante :

calculée & partir des conditions aux limites. L’équation 1.20 correspond bien &
la fonction de Tuler et Bucher (Equation 1.17, p.24). C’est & dire que la partie
droite dans 1’équation 1.20 décrit le taux d’endommagement et est équivalent &
la constante C.

L’auteur a utilisé deux dispositifs expérimentaux de choc : les barres d’Hop-

kinson et 1’essai de bille tombante normalisé «Drop Ball Test». La Figure 1.17
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Rupture des Verres 1.3

montre les résultats d’essai. A partir des résultats expérimentaux, ’auteur a
trouvé les constantes du modeéle proposé (Equation 1.20) pour le verre plat :
00=40 MPa, n=1.25, t;=1.6 ms et A = 9% 1071 %51,

[

028 ' |
© 107 MPa/ms ; ! §
A 064 0 237 MP/MS <o ..................... S . |
k- 4 400 MPa/ms :
&
g = 1050 MPa/ms
® 04 5
04 F=-==-====emmmncnnnnn e LR R S i) s e i i s e B
E
g
@
)
e
T R o T e T e e e e e e
0]
0 50 100 150 200

Conirainte appliquée (MPa)

FiG. 1.18 — Evolution du paramétre d’endommagement D en fonction de la
contrainte appliquée & différentes vitesses de chargement

Les Figures 1.17 et 1.18 représentent les résultats des essais dynamiques : la
Figure 1.17 montre la relation obtenue entre la contrainte critique et le temps de
rupture & partir de deux types de dispositifs expérimentaux. la relation calculée
entre la sévérité d’endommagement et la contrainte appliquée est présentée dans
la Figure 1.18.

Le modéle d’endommagement semi-empirique développé par Bouzid permet
de comprendre le phénoméne de la rupture dynamique du verre et I’endommage-

ment lié au temps critique sous chargement dynamique.

1.3 Conclusion

Dans le chapitre 1, nous avons montré la mécanique de la rupture statique et

dynamique pour le matériau verre. La mécanique de la rupture sous le charge-
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1.3 Rupture des Verres

ment statique a été abordée au travers de diverses modélisations : la théorie de
Griffith, I’analyse de la distribution des contraintes autour d’'un défaut, le fac-
teur d’intensité des contraintes. Dans le cas oil le matériau contient des défauts
de « petite » taille, la résistance du matériau se traduit par des contraintes ul-
times. Nous avons également montré ’avantage de I'utilisation de I’échantillon
du type « Disque Brésilien » pour sa grande homogénéité dans la distribution
des contraintes par rapport & l’essai de flexion 3 ou 4 points. Dans le domaine
dynamique, les caractéristiques du verre ne sont plus intrinseques au matériau.
Cela dépend de la vitesse du chargement et du temps de rupture. L’augmentation
de la résistance mécanique du matériau verre sous le chargement dynamique a
été montrée par divers auteurs. D’un point de vue phénoménologique, cet ac-
croissement est attribué & un processus de multi-activation des défauts qui se
produisent & une grande vitesse de déformation. Dans le cas de la rupture dyna-
mique sans précurseur, la rupture est traitée a partir de la théorie de écaillage.
Ce phénoméne se produit au croisement de deux ondes de détente. Il est néces-
saire de connaitre le champ thermique avant de trouver la contrainte appliquée

par le chargement température. Pour cette raison, nous avons fait un rappel de

la théorie du transfert thermique.
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Chapitre 2

Choc thermique

L’étude des contraintes engendrées par variation de température n’est pas un
sujet récent. En 1838, Duhamel [26] développa I’équation donnant la contrainte
engendrée par un gradient de température dans un cylindre. Depuis, de nombreux
travaux ont été réalisés et développés sur ce sujet. Dans ce chapitre, nous allons
rappeler briévement la théorie de la contrainte thermique et celle due & un choc

thermique.

La contrainte thermique est un probléme important et inévitable. Nous pou-
vons citer le probléme quotidien et courant des contraintes générées dans les
fenétres a cause de la différence de température entre 'intérieur et I’extérieur de
I'immeuble ou les lavages des verres 4 ’eau chaude dans une cuisine ou considérer
un probléme plus particulier comme une navette spatiale rentrant dans 1’atmo-
sphére...,etc. Si la contrainte thermique devient importante dans le matériau, elle

peut dépasser la résistance du matériau.
On peut distinguer deux parties dans ’origine de la contrainte thermique :

— la contrainte thermique & température uniforme,

- la contrainte thermique due & un gradient de température.

Toutefois, le verre trempé constitue une exception a ce qui précéde : en effet,
la température de recuit du verre étant voisine de sa température de fusion, la
contraction de la surface au début du refroidissement n’est pas limitée par le
coeur encore ductile. Une fois rigidifiée, la peau est ensuite mise en compression

lors de la solidification du coeur.
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2.1 Choc thermique

2.1 Contrainte thermique

2.1.1 Contrainte thermique a4 température uniforme

Considérons un corps qui a subi un changement en température de Ty & Ty
uniformément réparti. Le corps va se dilater simplement d’une grandeur o (T} ~Tp)

ol « est le coefficient de dilatation thermique.

Si le corps est homogeéne, isotrope et libre de se déplacer, la contrainte ne
peut pas se développer. En revanche, il existe un certain cas ol le corps est
libre de se déplacer mais les contraintes apparaissent a cause de la différence
du coefficient de dilatation thermique dans le matériau, par exemple, dans les

matériaux composites, polycristallins avec structure anisotrope...,etc.

Considérons un corps homogeéne et isotrope mais qui ne soit pas libre de se
dilater ou de se rétracter (Figure 2.1). Dans ce corps, une contrainte apparait &

cause des conditions aux limites.

e=o(T,-Ty)

JARRRRANY
AN

FIG. 2.1 — Corps fixé entre deux supports soumis & un changement thermique
T1 — Ty avec le coefficient dilatation thermique o

La Figure 2.1 représente I’empéchement du mouvement d'un corps soumis &
une variation thermique dans tout le corps d’une valeur de (77 — Tp)! par deux
supports rigides. Dans cette situation, les contraintes thermiques sont obtenues

a partir de I’expression du comportement thermoélastique? :

T} est la température finale, Tp est la température initiale
2"loi de Hooke"
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Choc thermique 2.1

Oii Ciu Ca Ciz 0 0 0 €i — ;AT

O3jj 012 022 023 0 0 0 €i; — ajAT

ok | _| Cisa Cos Cs 0 0 O exk — ok AT (2.1)
Oij 0 0 0 044 0 0 Yij ’
Ok 0 0 0 0 055 0 Yik

Oki 0 0 0 0 0 Ce o

oll ¢ est la tenseur des contraintes, € est la tenseur des déformations, 7y est
appelé souvent distorsion angulaire, C;; sont les constantes élastiques, a; est le
coefficient de dilatation thermique, AT est la variation thermique. Quand il s’agit
d’un corps homogéne isotrope soumis & un chargement thermique sans application
de force, le calcul des contraintes devient trés simple en éliminant la partie du

chargement mécanique :

0 =  Emécanique + €thermique (223’)
= €thermique (22b)
= CaAT (2.2¢)

avec :
— C?® = E = pour un corps & 1 dimension (E : module de Young)
—~ C = E/1-v = pour un corps & 2 dimensions (v : coefficient de Poisson)

— C = E/1-2v = pour un corps & 3 dimensions.

2.1.2 Contrainte thermique due a un gradient de tempéra-
ture «choc thermique»

Les contraintes thermiques peuvent aussi apparaitre dans un corps libre. Les
gradients de température dans le corps sont en cause. C’est le cas du choc ther-
mique proprement dit. L’origine de la contrainte due & un choc thermique est
différente par rapport & la contrainte thermique en soi : la contrainte due & un

choc thermique provient d’un gradient de température dans le matériau. Il est

3Cette hypothése correspond au matériau isotrope.
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25 Choc thermique

donc nécessaire de connaitre la variation de la température en fonction du temps

a Pendroit ol on veut analyser cette contrainte.

Lorsqu’un solide est brutalement placé dans un milieu dont la température
est inférieure & la température initiale du solide, le choc thermique est dit «des-
cendant» : la surface refroidie tend a se contracter mais le coeur est encore chaud,
dilaté et s’oppose a cette contraction. Il en résulte des contraintes de traction en
surface et de compression & coeur. Lorsque la température du milieu de la trempe
est supérieure a la température initiale du solide le processus est inversé et la sur-
face du solide est comprimée alors que le coeur est tendu. Le choc thermique est

dit «ascendant».

Surface Surface
exténeur \ / exténieur \
Traction
Ceeur Ceeur
Compression
Choc descendant Choc ascendant

F1G. 2.2 — Contraintes induites lors de chocs thermiques « descendant » et «
ascendant ».

La Figure 2.2 représente qualitativement la répartition des contraintes dans
une plaque infinie soumis 4 un choc thermique par ses deux faces. Ainsi, le ma-
tériau se fissure si la contrainte induite thermiquement atteint localement sa

contrainte & rupture.
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Choc thermique 2.1

Nombre de Biot

Soit un solide de volume V et de surface A porté & une température Tyoiume
et placé dans un fluide de température T¥yyiq.. Le systéme étant hors équilibre
thérmodynamique, il apparait des transferts thermiques parmi lesquels il faut
distinguer :

-les transferts en volume dans le solide. Ils sont assurés par conduction et
reliés au coefficient de conductivité thermique « k ».

-les transferts & I’interface. Ils sont assurés par convection et rayonnement. Ils
sont reliés au coeflicient d’échange superficiel « h ».

Par analogie avec la loi d’Ohm (U=R.i), il est possible de définir la résistance

thermique « R » par :

AT = R.® (2.3)

A l'interface, les transferts thermiques s’écrivent :

(I)interface = h-A:rinterface (24)

La résistance thermique & I'interface vaut donc : Rinterface = 1/h

En volume, les transferts thermiques s’écrivent :

dT’
(Dvolume = kdﬂ') (25)
A,1-1v¢7l'u111¢e
=~ k—— 2.
g S (2.6)

ol L est une dimension caractéristique du solide.
Le rapport de la résistance thermique en volume & la résistance thermique de

I'interface est un nombre sans dimension appelé 3, «nombre de Biot» :

Rvolume
= =ETENTC 2.7
IB Rinterface ( )
L.h
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2.1 Choc thermique

En effet, la distribution de température dépend 3 paramétres® :
— coefficient du transfert thermique h (W/m? °K),
— coefficient de la conduction k£ (W/m °K)

— épaisseur de la structure L (m).

Ce rapport exprime schématiquement la diminution de température en volume
par rapport & la diminution de température & l'interface. (voir ANNEXE A p.131).
Ce nombre de Biot est étroitement lié & la notion de sévérité de choc thermique et donne
’écart du température entre la surface et le volume. La contrainte obtenue pendant le
choc thermique peut étre alors exprimé & partir du nombre de Biot en fonction du temps
non dimensionnel

Approche analytique de la contrainte due a un choc thermique

Le calcul de la contrainte due & un choc thermique a été développée par Kingery
[41]. Cette approche en terme de contraintes suppose un matériau homogéne, isotrope
et de comportement mécanique linéaire élastique parfaitement fragile.

La piéce initialement & la température Tp est brutalement placée dans un milieu
dont la température est 77.

Nous supposons dans un premier temps le cas « idéal » ou la surface de la piéce
adopte instantanément la température 7). La surface refroidie tend & se contracter mais
le coeur encore chaud impose sa dilatation & la surface de la piéce. La surface est donc
soumise a une contrainte dont I’expression est donnée par la loi de Hooke :

o= Eef(v) (2.9)

oit E est le module d’Young du matériau, f(v) est le facteur géométrique dépendant
du coefficient de Poisson. Il vaut respectivement 1, T%E et ﬁ pour des contraintes
uni-axiales, bi-axiales et tri-axiales. € = (T} — Tp) avec a le coefficient de dilatation
thermique linéaire.

La contrainte induite en surface dans le cas ou les sollicitations sont bi-axiales a
donc pour expression :

Ea(Ty — Tp)

—— (2.10)

Oidal =

Il y aura la dégradation de la piéce si la contrainte induite par le choc thermique
atteint localement la contrainte de rupture du matériau. Pour les matériaux fragiles
comme le verre, la contrainte générée par le choc thermique peut entrainer une rupture
inattendue. Or, le matériau verre présentent une résistance & la rupture en compression
plusieurs fois supérieure & la résistance & rupture en traction.

L’expression 2.10 correspond au cas limite idéal ot les échanges thermiques & I'inter-
face ont lieu instantanément. Elle définit la contrainte maximale qui peut se développer

4Ses paramétres sont précisés dans le chapitre 2.2.1 (p.39)
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Choc thermique 2.1

a la surface d'une piéce soumis & un choc thermique. En réalité, la contrainte induite
en surface est inférieure & 0;q,. C’est-a-dire que la température de surface ne diminue
pas instantanément : le coeur commence & se contracter en évacuant de la chaleur par
conduction.

La contrainte réellement induite en surface a donc I’expression suivante :

g = ’tﬁaidal (2.11)

ol ¥ est un nombre sans dimension appelé le « coefficient de réduction de contraintes
». 11 permet de prendre en compte les conditions réelles du choc thermique. Il sera
d’autant plus proche de 1 que les conditions de choc thermique seront proches du cas
idéal. En conséquence, en tenant compte de ’écart du température entre la surface
intérieure et extérieure, le nombre de Biot 8 = L % h/k est lié & un coefficient de
réduction des contraintes.

Il existe dans la littérature plusieurs expressions de la relation entre la valeur P et
la valeur de 3 selon le type du géométrie.

038

06

04 | PLAQUE INFINIE

FIG. 2.3 - Variation de ¥ en fonction de 3 [31]

La Figure 2.3 représente la variation du coefficient de réduction des contraintes P
en fonction du nombre de Biot 3 dans le cas d’une plaque infinie.

L’équation 2.11 et 2.10 donne donc une expression de ’écart de température qui
peut étre un des paramétres de résistance du matériau au choc thermique :

AT = fg_’;" (2.12)
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2.1 Choc thermique

D’aprés ce critére un matériau résiste bien au chocs thermiques sévéres dont I'écart
de température est important si :

-a petit : faible déformation entre la surface refroidie et le coeur dilaté,

-E faible : bonne accommodation de la surface aux déformations imposées,
« -0 : grande résistance a la rupture en tension.

Choc thermique : phénoméne transitoire

v

0.9 8 = Nombre de Biot

¢* = Contrainte non-dimensionnelle

0.7

0.6

=10
/\B’:j
04
/\st
03/ B=
02 /—\ p=1
r’/f B=03
01 /// B=0.1

0.0 [ 1 | | | | | [ |

Temps non-dimensionnel (t*)

FIG. 2.4 — Variation des contraintes non dimensionnelles en fonction du temps
non dimensionnel et du nombre de Biot

Lors d’un choc thermique réel, les contraintes thermiques superficielles ne se déve-
loppent pas instantanément. Elles n’atteignent leur valeur maximale qu’au bout d’un
temps qui est d’autant plus court que le nombre de Biot est élevé. Elles diminuent
ensuite au fur & mesure que les températures s’uniformisent dans le matériau.

En vue de décrire I’évolution de la contrainte thermique avec le temps, de nombreux
auteurs considérent que le facteur de réduction de contrainte i évolue dans le temps.

La Figure 2.4 représente la relation entre le coefficient de réduction de contrainte %
et le nombre de Biot 8 en fonction du temps non dimensionnel. La valeur du coefficient
de la réduction des contraintes(ou encore appelé contrainte non dimensionnelle) v varie
de 0 & 1. Si 8 est plus grand que 20, la valeur de % devient égale & 1. Cela signifie
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Choc thermique 2.1

que la température de la surface atteint «instantanément» la valeur de la température
ambiante : c’est le cas du choc thermique sévére.

Bien que sa simplicité et son manque de précision soient parfois critiqués par certains
auteurs, l'utilisation de 'expression de Kingery est trés fréquente dans de nombreux
travaux.

11 est évident que le calcul de la contrainte thermique en un point donné nécessite
d’abord la connaissance de la température en ce point.
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2.2 Choc thermique

2.2 Calcul du champ thermique

2.2.1 Transfert thermique

L’énergie thermique est définie comme I’activité atomique ou moléculaire sous forme
de vibration des atomes et de leurs liaisons.

La chaleur se propage selon les 3 modes différents :

- la conduction,

- la convection,

- le rayonnement.

Conduction

La conduction est le mécanisme de transfert d’énergie qui s’effectue du point le
plus chaud vers le point le plus froid par la transmission d'une «onde» induite par le
mouvement des atomes «agités thermiquement» sans déplacement de matiére. La loi de
Fourier traduit ce phénomeéne physique dans le cas d'un milieu isotrope, la densité de
flux est proportionnelle au gradient de température.

& = —kgrad(T) (2.13)

- ® = densité de flux de la chaleur (W/m?)
~ k = constante caractéristique du matériau appelée «conductivité thermique» (W /m°C)
— grad (T) = gradient de thermique (°C/m)

Le signe (-) veut dire que la chaleur va vers les températures décroissantes.

La remarque la plus importante est le fait que «k» dépend en général de la tempéra-
ture et des coordonnées du point considéré; k (x,y,z,T). Dans le cas de milieu homogéne,
«k» ne dépend donc que de la température.

Le verre est un matériau solide qui a une faible valeur de la conductivité thermique;
«k» varie d’une valeur inférieure & 1 «comme le bois, le béton et le verre a vitre ...,etc.» &
plus de 100 pour des matériaux comme «l'aluminium, cuivre, or...,etc.» au température
ambiante.

Convection

Dans les gaz et les fluides, la chaleur se déplace d’une autre maniére; la matiére
se déplace sous l'influence de la différence de température. L'existence d’un champ de
température non uniforme modifie localement la masse volumique de ces fluides. Ceci
entraine des mouvements de matiére sous 'effet de la pesanteur et par conséquent des
transferts de chaleur, dits de «convection naturelle». Si le fluide est entrainé artificiel-
lement, la convection est alors dite «forcée».

Le transfert de la chaleur est exprimé par I’équation suivante :
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Choc thermique 2.2

& = h(T, - Ty) (2.14)

- &= flux de la chaleur (W/m?)

— h = coefficient d’échange superficiel (W/m?°C)
~ Ty = température du solide

— Ty = température du fluide

La détermination du coefficient d’échange superficiel est trés délicate et sa mesure
est rarement réalisée.

*Convection en milieu liquide :

Le milieu de transfert liquide le plus couramment utilisé est I’eau. Il conduit aux
coefficients d’échanges les plus élevés : entre 300 et 170 000 W/m?2°C.

En convection naturelle, la valeur de « h » dépend de 'orientation de I'interface
d’échange par rapport aux forces de pesanteur.

*Convection en milieu gazeux :
La convection naturelle en milieu gazeux occasionne des coefficients d’échange su-
perficiels trés faibles compris entre 6 et 30 W/m?2°C.

Rayonnement

Le troisiéme mode de déplacement de la chaleur est le rayonnement électromagné-
tique. Il est assuré par les émissions d’ondes électromagnétiques. Il traverse le vide,
isolant parfait et non convectif. Dans notre étude, nous avons négligé ce mode de trans-
fert de la chaleur.

2.2.2 Meéthode analytique

Dans notre cas, nous considérons uniquement un corps homogéne sans source in-
terne.

Equation générale de la chaleur

A partir d’un bilan énergétique (voir ANNEXE A p.131) dans un volume (Q1+Q2
= Q3, Q1 : la chaleur rentrant & l'intérieur du corps, Q2 : la source interne, Q3 :
I'équation de la calorimétrie), ’équation générale de la chaleur T (x,y,z,t) & un point
donné & I'intérieur de ce volume [3] s’exprime dans le régime transitoire par ’quation
2.15 :

g

1
= - % — 2.
A —* = (2.15)

— a : la diffusivité thermique (m?/s) a = k/pc

- k : la conductivité (W/m °C)
~ p : la masse volumique (kg/m3)
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2.2 Choc thermique

- ¢ : la chaleur massique (J/kg °C)

pour les coordonnées cartésiennes :

_ 9T 8T T

A=Gmtart g (2.16)
pour les coordonnées cylindriques :
2 2 2
AT 10T 1 8T &T (2.17)

o Mgy Tigriogd By2

Résolution

Dans notre étude, nous limiterons au cas ot les paramétres k, p et ¢ ne dépendent
pas de la température ni du milieu.

L’équation générale du transfert thermique aux dérivées partielles (Equation 2.15)
peut étre résolue par la méthode de «Séparation des Variablesy. Cela donne deux
équations différentielles homogénes (Equation 2.19, p.40)

On écrit la variation de la température sous la forme :

T(r,t) = U(r) * [(¢) (2.18)

En introduisant cette expression dans I'équation du transfert thermique :

1 11 dr()
WA\P(T) = EfmT (2.19a)
= =)? (2.19b)

Dans I’expression ci-dessus, le membre de gauche ne dépend que de r, celui de droite
que de t. Ceci est possible si ces deux termes sont constant "-A2" . La solution de I'(t)
et ¥(r) est présentée ci-dessous :

[Détermination de I'(t)] La solution de I'(t) peut &tre obtenue facilement &
partir de 'équation différentielle :

dr'(t) _
—C'l't— + a)\zl‘(t) =0 (2'20)

qui admet d’une solution générale :

[(t) = Cexp(—ar’t) (2.21)
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Choc thermique 2.2

[Détermination de ¥(r)] L’équation spatiale s’écrit sous une forme de :
AT(r) + X20(r) =0 (2.22)
La fonction A¥(r) peut se résoudre & partir d'une condition aux limites :

oT
higy + T =0 (2.23)

La solution générale de I’équation de la chaleur (Equation 2.15, p.39) est obtenue
par une combinaison linéaire des solutions particuliéres :

T(r,t) = i Cr U, (r)exp(—arit) (2.24)

n=1

La solution de 1'équation 2.24 doit satisfaire la condition initiale T(r,0) = F(r) :
[e 0}
Y Caln(r) = F(r) (2.25)
n=1

L’utilisation des propriétés d’orthogonalité des fonctions propres permet d’obtenir
la valeur C,, :

/\Iln(r) *xUp(r)xdr = 0 n#m (2.26a)
= N, n=m (2.26b)
soit :
1
C,= N / U,.(r) * F(r)dr (2.27)

Ezemple : plague infinie

Considérons une plaque infiniment longue avec une demi-longueur L et portée a la
température uniforme 100°C puis trempée brutalement dans de ’eau froide &4 20°C. La
plaque va étre refroidie par les deux faces (Figure 2.5) Les transferts thermiques en

surface sont de type convectif «forcé».
Pour simplifier le probléme, nous travaillons en température réduite.

_ T(z, t) — Tf

at) = —F = (2.28)

d’ou T; température initiale, Ty température finale.
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2.2 Choc thermique

—- ] ottf—
20°C 10p°eC 20°C
—- 1 ~ilfe—
1 » X
-L 0y L
— e <= 1=20000

(W/m2k)

—l i -e——

k=1 (W/m k)

F1G. 2.5 — Transferts thermiques dans une plaque infinie refroidie par deux faces.

En conséquence, I’équation générale de chaleur a résoudre (Equation 2.15, p.39)
devient pour ce probléme :

Ad(z,t) = %ae_gﬁ (2.29)
et encore :
6(z,t) = U(z) * I'(t) (2.30)

L’équation spatiale uni directionnelle (Equation 2.22, p.41) devient pour un pro-
bléme :

% +M\2¥(z) =0 (2.31)

Cette simple équation ordinaire différentielle admet la solution :

U(x) = Acos(Az) + Bsin(Az) (2.32)

Les deux constantes A et B doivent étre déterminées par les conditions aux limites :

* x=0
O(z) _
=0 (2.33)
d’ou B=0
* x=L
d¥(x) _

k iz +h¥(z) =0 (2.34)

d’ou
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Choc thermique 22

(AL)tg(AL) =g (2.35)

avec = %L (nombre de Biot). Les valeurs A, qui sont racines de I’équation 2.35
peuvent étre obtenues aisément.

TAB. 2.1 — Valeurs de A

A1 Ao A3 A4 As A6 A7 Ag
1496.5 | 4491.5 | 74954 10500 | 13541.9 | 16586.4 | 19643.9 | 22713.1
Ag A10 A1l A12 A13 A4 Als At6
25792.3 | 31974.8 | 35075.7 | 38181.6 | 41291.7 | 44405.4 | 47522.2 | 50641.6

La solution de 1’équation de la chaleur obtenue par une combinaison linéaire (Equa-
tion 2.24, p.41) devient donc :

0(z,t) = i Crexzp(—arit)cos(Anz) (2.365

n=0
A partir de condition initiale :
o0
0(z,0) = ) Cncos(Anz) =1 (2.37)
n=0

L’utilisation des propriétés d’orthogonalité des fonctions propres permet d’obtenir
la valeur C, (voir Equation 2.26 , p.41) :

[ cos(Anz)dz

Cn = [ cos(Apz)cos(Anz)dz (238)

TAB. 2.2 — Valeurs de C,

C Cy Cs C, Cs Cs Cq Cs
1.269 | -0.414 | 0.239 | -0.161 | 0.118 | -0.09 0.07 | -0.056
Co Cho Cu Ci2 Cis Cia Cis Cie
0.046 | 0.032 | -0.027 | 0.024 | -0.021 | 0.018 | -0.016 | 0.014

L’expression de la température réduite (Equation 2.29, p.42) devient donc :

n=16

T(z,t) - 20 = Z Crcos(Mnz)exp(—alit) (2.39)
n=1

100 - 20
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2.2 Choc thermique

La Figure 2.6 montre le résultat du calcul de la variation de la température en
fonction du temps sur la surface extérieure (x=L) et au centre de la plaque (x=0).

D’aprés le résultat du calcul, la surface extérieur a subi un changement de tem-
pérature brutal (< 1 seconde) et atteint la température finale (20°C) au bout de 4
secondes. Pour un temps trés courte (< 1 seconde), il est nécessaire d’avoir des termes
plus nombreux. Pour cette raison, nous avons utilisé la méthode numérique. Les résul-
tats du calcul sont présentés dans les deux figures suivantes (Figure 2.7, p.45, Figure
2.8, p.46 et Figure 2.9, p.47). On constate une petite élevation de température dans la
zone transitoire de la paroi en contact avec le fluide.

1UU‘HM@Q%
) * au centre de la plaque
o (-]
- =
g a0- S O(X 0)
= .
= Ps
o °
=3 o
g .
8 60 o
F‘ [ oo
P ©

[
<

LY L4
01 alasurfacede laplaque -,
5 (x=L) e
<& ()00o
A o"oo
°, ®s
°°°oo°°
oo oo’oooooooT.ovvoo°o°,°°°°°°°°°°°°°
0 1 2 3 4

Temps (seconde)

FIG. 2.6 — Variation de la température en fonction du temps sur la plaque infinie
soumise & un choc thermique 100°C — 20°C
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F1G. 2.7 - Variation de la température en fonction du temps (< 1 seconde & gauche, < 0.1 seconde & droite) sur la surface

extérieure (x=L) et au centre de la plaque (x=0).
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FIG. 2.8 — Variation de la température en fonction du temps (< 0.01 seconde a gauche, < 0.0001 seconde & droite) sur la
surface extérieure (x=L) et au centre de la plaque (x=0).
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surface extérieure (x=L) et au centre de la plaque (x=0).
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2.3 Choc thermique

2.3 Problématique

2.3.1 Choc thermique

De nombreux travaux concernant la résistance du matériau soumis & un choc ther-
mique sont constamment proposés dans la littérature scientifique. Dans la plupart des
travaux, la théorie de Kingery est utilisée. Dans ce cas, la résistance du matériau soumis
& un choc thermique est déterminée par I’écart de température que le matériau peut
supporter sans endommagement ni rupture brutale.

Dans I'approche décrite ci-dessus, on ne tient pas compte de I'augmentation de la
contrainte critique du matériau en fonction du temps de la rupture que nous avons
déja mentionné dans la section 1.2.3 (p.22) et la section 1.2.4 (p.23). En considérant la
vitesse du chargement thermique, il est donc relativement rare de prendre en compte
la relation entre la vitesse du chargement thermique équivalent & la sévérité du choc
et la caractéristique du matériau sous chargement dynamique. Cela provient de 1’ab-
sence de lien entre le domaine de la mécanique de rupture en dynamique et le domaine
thermique. En effet, il est fréquent dans la littérature que la réalisation de ’essai de
flexion 3 ou 4 points soit utilisée pour obtenir la contrainte maximale que le matériau
peut supporter quand il est soumis & un choc thermique en raison de la similitude de
la distribution des contraintes.

Pour cette approche paradoxale décrite ci-dessus, nous avons appliqué le chargement
dynamique pour obtenir la résistance du matériau soumis & un choc thermique sévére.

Dans la partie expérimentale qui sera présentée dans le chapitre suivant, la résistance
mécanique du matériau cristal obtenue par chargement dynamique sera comparée avec la
contrainte maximale sous le chargement statique. Ensuite, nous choisirons la contrainte
maximale sous le chargement dynamique pour comparer avec la contrainte thermique
due & un choc thermique que nous obtenons par la méthode des éléments finis & l’alde
du code CASTEM2000 et par la méthode analytique.

2.3.2 Onde de choc thermique

Les ondes de contrainte dues & un choc thermique dans le matériau ont été calculées
par H. Cho et G.A. Kardomateas & I'aide d'une méthode analytique [2]. IIs ont résolu
P'équation d’équilibre qui contient & la fois le champ thermique et I’effet d’inertie.

L’expression de ’équation d’équilibre dans le matériau s’écrit avec des coordonnées
cylindriques :

00,y - Orr — Ogo p32u,.(r,0, z,t)

or T - ot2 (240)
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Choc thermique 2.8

Les expressions des déformations en terme de déplacement sont :

aU (r, t Ulr,t
= T8 oy - T0D |~ 50 (2.41)

avec Yo, = Yrz = Yo = 0.

En introduisant 1’expression de la loi de Hooke (Equation 2.2, p.31) et 'expression
des déformations (Equation 2.41) dans 'équation d’équilibre (Equation 2.40), on obtient
la nouvelle équation suivante :

1

" (8%U(r,t) 10U(rt)\ cx \
C11 ( 5?"2 + ; or - T—QU(T, t) (242&)

: 5l
LTt | T(n) |

ft) 8U(rt)
B 92— (e33 —c13) == +p—75,3 (2.42b)

d’olt ql et q2 sont des constantes : i
ql = criay + c120¢ + c130;
q2 = (11 — c12)ar + (c12 — c22)ag + (13 — €23) .

— «1, 0, z » représentent respectivement la distance radiale, 'angle et I’axe
— «t » est le temps

— « p » est la masse volumique

— « ¢i; » sont les constantes élastiques.

La solution de I’équation d’équilibre dans le matériau a été calculée en deux temps :

— 1. le déplacement de thermo-élasticité pour la partie quasi-statique ( la partie 1
et la partie 2 ), :

— 2. la partie dynamique ( la partie 1 et la partie 3 ).

Pour la partie quasi statique, le déplacement a été trouvé précédemment par Kar-
domateas [18]. Il a adopté la transformation de Hankel et la transformation de Laplace
pour résoudre 1’équation différentielle non homogéne de la partie dynamique.

Ezxemple :

M. Cho et G.A. Kardomateas ont trouvé la valeur des ondes de choc thermique dans
le cylindre creux orthotrope (verre/epoxy).

La dimension de ce cylindre est de 40mm de diamétre et de 20mm d’épaisseur.
Une température de 300°C est appliquée soudainement & l'intérieur du cylindre. La
température extérieure est celle de ’air ambiant. Le transfert thermique est réalisé par
convection naturelle. En conditions initiales, le déplacement est nul et il n’y a pas de
forces appliquées sur les surfaces extérieure ni l'intérieure du cylindre.
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FIG. 2.10 — Onde de déplacement radiale & travers 1’épaisseur du cylindre [18]

La Figure 2.10 présente les résultats de leur calcul pour I'onde de déplacement
radiale dans ce cylindre. Les coordonnées non dimensionnelles r=0, 0.5 et 1 représentent
respectivement la position & l'intérieur, au centre et a I’extérieur du cylindre.

Il est important de remarquer que la compression est appliquée & l'intérieur et la
traction & I'extérieur du cylindre. Un deuxiéme point important est que les contraintes
d’un choc thermique ont un caractére dynamique : elles arrivent rapidement a ’état
d’équilibre, tandis que les composants dynamiques de l'effet d’inertie oscillent avec une
faible amplitude autour de la valeur d’équilibre, pendant un intervalle de temps assez
long.

2.4 Conclusion

Dans le chapitre 2, nous avons présenté les notions suivantes : le transfert thermique,
les contraintes dues 4 un changement de température et le choc thermique.

Les contraintes dues & un gradient de température correspondent & un choc ther-
mique. Ceci est présenté & partir du nombre de Biot. La théorie développée par Kingery
permet de simplifier le probléme du choc thermique. Malgré son manque de précision,
I'utilisation de cette théorie est trés fréquente dans la littérature. D’aprés la théorie de
Kingery, la contrainte réelle due & un choc thermique est exprimée & partir d’un para-
métre ¥ qui représente la sévérité du choc. La valeur de ¥ est également exprimée par
le nombre de Biot : si la valeur du nombre de Biot est plus grande que 20, la valeur de
¥ devient 1. Ceci correspond & un cas idéal ot le changement de température se réalise
instantanément.
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Choc thermique 2.4

La variation de la température en fonction du temps a été calculée a ’aide de la
méthode analytique pour une plaque infiniment longue. Pour un temps trés court (< 1
seconde), le recours & la méthode numérique est nécessaire pour résoudre le probléme.

En tenant compte de ’augmentation de la résistance mécanique du matériau et de
la caractéristique dynamique de la contrainte due & un choc thermique, la résistance
du matériau soumis & un choc thermique doit étre comparée & la résistance mécanique
sous chargement dynamique.
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Chapitre 3

Critére de rupture du verre

Le fait que les mécanismes de rupture des matériaux fragiles s’amorcent a partir de
défaut répartis de maniére aléatoire, entraine la dispersion du résultats des contraintes
critiques.

Cette contrainte critique ne serait donc qu’'une grandeur indicative : elle ne permet
pas de donner une valeur de la résistance a la rupture exacte et fiable. Pour cela, une
analyse statistique des résultats des valeurs expérimentaux est nécessaire pour estimer
correctement la résistance & la rupture des matériaux.

11 existe plusieurs méthodes statistiques pour 'estimation de la résistance du maté-
riaux qui ont un comportement aléatoire : divers lois de probabilité et I’outil statistique.
Dans cette section, nous présentons la distribution la plus répandue, «la loi Normale»
et «la loi de Weibully, la plus utilisée pour analyser la caractéristique de la résistance du -
matériau verre. Pourtant, il faut garder toujours V'esprit que le calcul des probabilités
permet de dominer le hasard en précisant numériquement les conditions dans lesquelles
tel événement devient trés peu probable ou , au contraire, devient presque certain, mais
le calcul des probabilités n’explique pas, bien entend, pourquoi cet événement est en
partie imprévisible.
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Critére de rupture du verre 3.1

3.1 Critére probabiliste de rupture du verre

3.1.1 Loi Normale

La distribution Normale a été développée par De Moivre en 1733 & partir de la dis-
tribution Binomiale. En 1783, Laplace utilise cette courbe pour décrire la distribution
d’erreur. Opportunément, Gauss utilise la courbe normale pour analyser les données as-
tronomiques en 1809. La courbe normale est souvent appelée la «distribution de Gaussy.
C’est une courbe symétrique qui est souvent utilisée pour analyser les données de tous
les domaines scientifiques et sociaux : car,

En effet :

— 1.la «Normalité» se produit naturellement dans beaucoup de domaines physiques,

biologiques et sociaux,

— 2. la «Normalité» est importante pour la déduction statistique.

La distribution Normale est caractérisée par deux paramétres : la moyenne «u» et
'écart type «o». A partir d’une densité de probabilité f(z), I’expression de la distribu-
tion Normale est :

) = o (- E ) (31)

Cette densité de probabilité f(z) est telle que :

dF(X € [z,z +dz]) = f(z)dz (3.2a)

F(zx) = 127r /_: ezp <—%> dx (3.2b)

g

Nous avons I’expression de la valeur de la moyenne et de la variance pour une densité
de probabilité f(x) :

p= /_00 Xf(z)dX (3.3)
o= [ @-wyie)x (3.4)

La Figure 3.1 représente la distribution de la loi Normale et la probabilité F(z). En
effectuant le changement de variable :

Y D) (3.5)

a
On obtient une nouvelle variable aléatoire T' dont la densité de probabilité est donnée
par :
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3.1

Critére de rupture du verre
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Fi1G. 3.1 — Présentation de la distribution de la loi de Normale
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—12
emP(T)

(3.6)

On dit que cette densité de probabilité définit la loi Normale centrée réduite pour
laquelle la moyenne p = 0 et ’écart type o = 1.

3.1.2 Loi de Weibull [40]

La loi de Weibull est utilisée sous certaines hypothéses :

~ la contrainte provoquant la rupture de I’échantillon est supposée uniforme,

- l'échantillon est assimilé & un ensemble de volume et sa rupture est amorcée a
partir du lien contenant le défaut le plus important et le mieux orienté par rapport

4 la sollicitation,

— les défauts présents sur I’échantillon sont distribués de maniére aléatoire et suppo-
sés indépendants. Pris individuellement, ils entrainent une contrainte de rupture

Or.

La densité de la probabilité de Weibull f(z) & trois paramétres (n, 3,4) s’exprime

par :

fz) =

3™

(

T —

(3.7)

ott f(x) 20,220,8>0,7>0,v>0, et -00 < v < co. Trois paramétres 7, 53,
déterminent la forme de la distribution de la probabilité (Figure 3.2, p.56)
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Critére de rupture du verre 3.1

La distribution cumulative de la loi de Weibull est :

P = l-exp [— (x—%l)ﬂ] (3.8a)

= 1-P, (3.8b)

ou P, est la probabilité de rupture, Ps est la probabilité de survie.

Si la paramétre « qui détermine la position de la courbe est égale a zéro, la distribu-
tion de Weibull & trois paramétres donne la distribution de Weibull 4 deux parameétres.

A partir des deux expressions de la valeur moyenne (Equation 3.3) et la variance
(Equation 3.4), la valeur moyenne pour la distribution de Weibull est :

u=pr (1 + %) (3.9)

et la valeur de la variance :
2 2 2 1\1°
cc=p3I1T{1l+— |- |T"|14+ — (3.10)
m m

Une des méthodes pour trouver la valeur des paramétres est d’utilisation de la
régression linéaire. A partir de la technique de la régression linéaire, I'équation 3.8 peut
étre transformée comme ceci :

i [Ln (1 _1PT)>] — BLn(z) + BLn(1/B) (3.11)

avec P, = Hﬁ qui est la statistique de ’ordre : m est le nombre d’essai, i est 'ordre
de l'essai. En mettant la partie & gauche sur 'ordre et la partie & droite sur 1’abscisse,
nous avons la valeur de 8 qui représente la tangente de la courbe linéaire (Figure 3.2,
p.56).

Dans ’analyse des résultats d’essais expérimentaux, la paramétres 3 signifie la rapi-
dité avec laquelle la résistance chute lorsqu’on s’approche de 7 : Plus 3 est petit et que
la variabilité de la résistance est grande : la brique, le ciment ou le verre ont la valeur
autour de 8=5, [5] [21], les céramiques techniques ont des valeurs de 3 de I’ordre de 10
ou 20 [23]. Pour #=100, un matériau peut étre considéré comme ayant une résistance &
la rupture unique et bien définie. La dispersion des résultats est d’autant plus grande
que le module de Weibull est faible.

La Figure 3.3 montre les résultats d’essai de la flexion pour les verres avec deux
type de traitement de surface «dry et polissage». Les auteurs ont montré I’augmenta-
tion de la résistance du matériau verre aprés un polissage (1 = 95MPa) par rapport a
un autre traitement (u = 67MPa). Pourtant ce verre présente la dispersion du résultat
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Critére de rupture du verre 3.2
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FIG. 3.3 — Présentation de la comparaison du paramétre 3 entre les verres avec
un traitement de la surface différent [39)]

plus importante (8=4) par rapport au verre (8=7).

L’utilisation de la loi de Weibull pour estimer la caractéristique de la résistance des
matériaux fragiles soumis & un choc thermique a été mentionnée par White [24]. Selon
le critére conventionnel de la rupture par le choc thermique, la rupture apparait quand
la contrainte induite atteint son maximum & n’importe quel point dans le matériau.
Tandis que, la loi de Weibull indique que la probabilité de rupture atteint un maximum
non pas & la contrainte maximale mais quand le niveaux des contraintes générales est
élevé.

3.2 Conclusion

Dans le chapitre 3, nous avons abordé ’approche probabiliste.

La résistance mécanique est trés aléatoire pour le matériau verre comme pour
d’autres matériaux fragiles. Par conséquent, les résultats d’essais mécaniques sont dis-
persés. Pour cette raison, I’approche probabiliste est nécessaire pour évaluer la résis-
tance du matériau. Cette grande dispersion de la résistance provient de sa sensibilité
aux défauts.

La dispersion des résistances peut étre analysée & ’aide de la loi la plus répandue,
la loi Normale ou de la loi de Weibull. La loi Normale peut étre simplifiée, ce qui donne
une loi Normale centrée réduite pour laquelle la valeur moyenne et la valeur de ’écart-
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3.2 Critére de rupture du verre

type sont 0 et 1 respectivement. La loi de Weibull est une loi trés flexible, s’exprimant
avec trois parameétres. Sa forme cumulative & deux paramétres est souvent utilisée pour
estimer la sensibilité des défauts dans le matériau fragile notamment le verre. La valeur
du module de Weibull présente la dispersion de la résistance du matériau. En général,
la valeur du module de Weibull avoisine 5 pour le matériau verre.
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Chapitre 4
Conclusion 1

La modélisation de la résistance d’un matériau fragile comme le verre soumis & un
choc thermique fait appel & 3 domaines : mécanique, thermique et statistique.

Dans le domaine mécanique, nous avons abordé la mécanique de la rupture : la
théorie de Griffith, l'intensité des contraintes, ’augmentation de la résistance du ma-
tériau verre sous le chargement dynamique. Le chargement dynamique a été traité par
une théorie d’endommagement pour laquelle la rupture n’est pas instantanée mais né-
cessite le temps d’incubation des fissures & partir des micro-défauts dans le matériau.
Egalement, nous avons montré que la résistance du matériau verre augmente sous le
chargement dynamique.

Il est nécessaire de connaitre le champ thermique avant de trouver la contrainte
appliquée par le changement de température. Pour cette raison, nous avons fait un
rappel de la théorie du transfert thermique. La sévérité du choc thermique est liée au
nombre de Biot.

Dans le domaine thermique, nous nous sommes basés sur la méthode analytique
pour trouver le champ thermique du matériau. Ceci est exprimé & partir d’un parameétre
«Nombre de Biot». Deux méthodes analytiques pour trouver les contraintes générées
par le choc thermique ont été présentées. D’aprés la théorie de Kingery, la contrainte
générée par le choc est équivalente & la contrainte idéale si le nombre de Biot est plus
grand que la valeur 20. D’aprés la résolution de I’équation linéaire thermo-dynamique
par Cho et Kardomateas, les contraintes générées par le choc thermique présentent un
caractére dynamique ayant une forme d’onde qui oscille autour d’une valeur statique.

D’aprés notre étude bibliographique, nous considérons le chargement d & un choc
thermique comme un chargement dynamique sous lequel la résistance du matériau verre
augmente.

En tenant compte d’une grande dispersion des résistances mécaniques, nous estimons
la résistance du matériau cristal soumis & un choc thermique & partir de I’approche
probabiliste.
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Deuxiéme partie

Travaux expérimentaux
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Chapitre 5

Eprouvette de cristal

Dans cette partie, nous décrivons les caractéristiques mécaniques du matériau testé
(cristal), les dispositifs expérimentaux utilisés lors des essais statiques et dynamiques
pour trouver la contrainte critique du cristal, et I’analyse des résultats. La résistance
mécanique du cristal a été examinée en deux temps, sous chargement statique et dyna-
mique & partir d’échantillons du type de «disque Brésilien modifié» : c’est un échantillon
en forme de disque perforé au centre (Figure 5.1). Dans un premier temps, nous évo-
querons la méthode expérimentale pour obtenir la contrainte maximale du cristal en
statique. Le phénoméne du rupture a été analysé et observé par microscopie optique et
par microscopie électronique a balayage. Nous avons choisi les «Barres d’Hopkinson»
pour obtenir la résistance mécanique de rupture en dynamique du cristal. Ce travail sera
présenté dans la deuxiéme partie. Ensuite, les résistances en statique et en dynamique
du cristal sont comparées et étudiées. En tenant compte des résultats trés dispersifs et
aléatoires, la résistance du cristal en statique et en dynamique sera analysée & partir de
la loi de probabilité (Loi de Weibull).
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5.1 Eprouvette de cristal

5.1 Eprouvette de cristal

L’éprouvette dit «disque Brésilien modifié» a été utilisée pour déterminer la résis-
tance a la rupture en statique et en dynamique du cristal. Les échantillons ont une forme
d’anneau dont le diamétre est de 20 mm, celui du trou étant de 2 mm et 1'épaisseur 6
mm. La figure 5.1 présente la géométrie du disque.

20mm

——————

FIG. 5.1 — Géomeétrie du disque : de face (& gauche), de profil (& droite)

La composition chimique de ce cristal est indiquée dans le tableau 5.1 :

TAB. 5.1 — Composition chimique du cristal

oxyde Si0y | PbO | NayO | K,0
teneur (%) | 58 |[28.85| 543 | 6.73

5.2 Relation d’additivité

5.2.1 Matériau verre et cristal

Une définition générale des verres est celle-ci [1] : «solide non cristallin obtenu par
figeage d'un liquide surfondu» En d’autre termes, la structure d’un verre contrairement
4 bon nombre de minéraux n’est pas constituée d’'un empilement géométrique ordonné
d’atomes. Lorsqu’on chauffe un solide a une certain température (appelée «température
de fusion Ty»), il commence & fondre et donc & se liquéfier. Si on effectue le chemin
inverse, le liquide redevient solide en dessous de la température « Ty ». Dans certaines
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Eprouvette de cristal 5.2

conditions, on observe que le liquide reste liquide au dessous de « Ty ». Ce phénoméne
s’appelle « surfusion ». Ce liquide surfondu est dans un état instable et peut cristalliser
brusquement si on introduit une impureté, si on lui applique un choc...,etc.

TAB. 5.2 — Composition de quelques verres industriels [25]

= SZOQ 3203 A1203 NCLQO Kzo CaO MgO PO

verre plat 72.5 - 1 1.5 13 0.3 9.3 3
verre & bouteilles | 73 - 1 15 - 0.3 10 -
pyrex 80.6 | 12.6 22 4.2 - 0.1 0.05 -

fibre de verre 54.6 8.0 14.8 0.6 - 174 4.5 -
cristal 95.5 - - - 11 - - 33
verre de lampes 73 B 1 16 1 5 4 -

D’aprés ce qui précéde on congoit volontiers que la surfusion est un phénoméne
fugace, transitoire. Pourtant dans certains cas on constate que des corps voient leur
viscosité (ils épaississent) augmenter lentement avec le refroidissement qu’on leur impose
et qu'’ils finissent par figer sans se cristalliser. C’est ce qu’on appelle «I’état vitreux».

On pourrait imaginer tout ’art et la technologie qui interviendra dans la maitrise
de ce phénoméne : nature des produits, compositions des mélanges, conditions de re-
froidissement.., etc.

Une composition chimique principale du matériau verre est la silice. Elle fond vers
1800°C si on ajoute de la chaux ou plus généralement des oxydes d’alcalins-terreux, on
obtient ainsi le mélange ternaire & la base des verres usuels : les silico-sodo-calciques.
Dans ce mélange de base, on ajoute divers oxydes afin d’obtenir des propriétés parti-
culiéres. Par exemple, I'ajout d’oxyde de plomb augmente I'indice de réfraction et on a
du «cristal». L’ajout d’anhydride borique diminue le coefficient de dilatation et conduit
au pyrex..,etc.

Selon les caractéristiques de la composition chimique, le verre peut avoir une grande
diversité en fonction de son utilisation. Le Tableau 5.2 présente divers type de verre selon
différente composition chimique.

5.2.2 Relation d’additivité

Le caractére du verre est donc lié & la composition chimique et aux propriétés
physiques et mécaniques des composants chimiques. Il est donc possible et trés fréquent
de calculer et de prévoir les caractéristiques mécaniques et physiques d’un verre & partir
de sa composition chimique. En conséquence, nous pouvons obtenir ces caractéristiques
théoriques du cristal. Nous présentons d’abord les propriétés mécaniques de composants
chimiques du cristal utilisé pour I’échantillon dans le Tableau 5.3.
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5.3 Eprouvette de cristal

TAB. 5.3 — Propriétés mécaniques de la composition chimique du cristal

= S'ZOQ PbO NCLQO Kzo
E(10%Pa) 7 4.6 6.1 4

v*(1/100) | 0.1533 | 0.267 | 0.431 | 0.3969
a*(1078/°C) | 2.67 13 | 333 | 28.32

Il existe une formule de type «Relation d’additivité» [25] qui permet de calculer les
propriétés mécanique de ce cristal & partir des propriétés mécaniques de chaque élément
de sa composition chimique.

La relation d’additivité est exprimée comme ci-dessous :

X =) CiXi (5.1)

— Ci : coefficients qui déterminent la proportion de chaque composant
— Xi : facteurs qui représentent la contribution & la propriété « X » d’'un composant

Les résultats des calculs sont présentés dans le Tableau 5.4 ol E est le module de
Young, v coefficient de Poisson, a coefficient de dilatation thermique.

TAB. 5.4 — Propriétés mécaniques du cristal

propriétés mécaniques | E (GPa) | v | o (*107%/°C)
valeurs 59 0.218 9.01

5.3 Conclusion

Dans le chapitre 4, nous avons présenté un échantillon en cristal utilisé qui contient
58% de SiOs, 28.85% de PbO, 5.43% de Na2O et 6.73% de K20 pour déterminer
la résistance mécanique du cristal. L'échantillon du type «disque Brésilien modifié» a
été choisi pour déterminer la résistance sous chargement statique et dynamique. Nous
avons également présenté les caractéristiques du matériau verre et du cristal comme un
solide non cristallin qui contient divers composants chimiques contribuant aux propriétés
physiques et mécaniques du matériau. C’est ce qu'on appelle la «Relation d’additivitéy.
C’est une formule qui permet de prévoir théoriquement les propriétés physiques et
mécaniques. Le cristal est un matériau verre dans lequel on ajoute de I'oxyde de plomb
pour augmenter l'indice de réfraction. Dans notre cas, nous diminuerons théoriquement
la teneur en oxyde de plomb dans le cristal. Ensuite, nous évaluerons la variation de la
résistance mécanique du cristal soumis & un choc thermique en fonction de sa teneur
en oxyde de plomb.
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Chapitre 6

Essals quasi-statiques

6.1 Description du dispositif

Nous avons utilisé une machine de traction-compression conventionnelle de type
INSTRON 4302 disponible au laboratoire pour réaliser des essais quasi-statiques de
compression diamétrale sur les éprouvettes de cristal.

F1G. 6.1 — Dispositif d’essai quasi-statique.

Le principe d’essai est trés simple et pratique. Un plateau qui se déplace verticale-
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6.1 Essais quasi-statiques

ment est guidé & partir d’un ordinateur de commande. Il existe les différentes capacités
de chargement dans la gamme de 1kN, 10KN et différents vitesses du chargement.

Selon la nature de I’essai et du matériau, ’amplitude de chargement de la cellule et la
vitesse du chargement sont déterminées. Dans notre cas, en tenant compte de la fragilité
du matériau cristal, le chargement du cellule de 1 KN et la vitesse de chargement de
0.1 mm/min ont été appliqués. Les mesures de déplacement sont faites par un capteur
qui est déja installé dans la machine. Il n’est donc pas nécessaire d’utiliser des jauges de
déformation. Le pilotage des essais et 'acquisition des données expérimentales se font
a travers une interface numérique IEEE par l'intermédiaire d’un ordinateur et d'un
programme réalisé sous LABVIEW.

La Figure 6.1 présente ’ensemble du dispositif utilisé lors des essais quasi-statiques
et 'agrandissement du montage d’essai de compression.

Une précaution & prendre pendant les essais mécaniques pour un matériau trés
fragile comme le verre ou le cristal est de prévoir la résistance minimale afin de prévenir
I’éclatement d’échantillon.
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Essais quasi-statiques 6.2

6.2 Reésultats

6.2.1 Phénoméne de rupture du disque Brésilien perforé au
centre

L’essai a été effectué sur 10 échantillons & température ambiante. Etant donné le
caractére fragile du cristal, ce matériau présente un comportement linéaire élastique
jusqu’a la rupture brutale de ’éprouvette. La Figure 6.2 montre un des résultats des
courbes de « charge-déplacement » de ’essai de traction indirecte.

J—l
S

—t
-t
] 1

Chargement (KIN)
(=]
oo

0,6

04 -

0,2 1
0 * ? | T T 1 T T T T
0,00 0,06 0,12 0,18 0,23 0,29

Déplacement (mm)

FIG. 6.2 — Courbe «charge-déplacementy» obtenue sur un échantillon cristal
A partir des résultats obtenues sur les chargements maximal, nous avons calculé les

contraintes & la rupture selon I’équation 1.11 (p.14). Elles sont regroupés et présentés
en terme de paramétres statistiques, la moyenne et ’écart type, dans le Tableau 6.1.

TAB. 6.1 — Résultats expérimentaux des contraintes de rupture

Nombre d’essai | Moyenne (MPa) | Ecart type (MPa)
10 46.7 MPa 7.4 MPa

Nous avons constaté que soumise & une sollicitation statique, les éprouvettes se
rompent systématiquement en plusieurs morceaux autour du diamétre de chargement.
Ce phénoméne de rupture (illustré dans la Figure 6.3) s’explique par la concentration
des contraintes provoquées par la présence d’un trou au centre de ’éprouvette. La
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6.2 | Essais quasi-statiques

FIG. 6.3 — Phénomeéne de rupture en statique.

distribution des contraintes qui régne dans 1’échantillon sera déterminée plus loin par
la méthode des éléments finis.

6.2.2 Examen microscopique des surfaces de rupture

Dans le but de comprendre le processus de rupture dans 'essai du disque perforé,
nous avons analysé la surface de rupture & l'aide d’un microscope électronique & ba-
layage.

En localisant la zone miroir sur la surface de rupture, 'observation au microscope
optique montre que la fissure démarre effectivement & partir d'un défaut situé au voisi-
nage du trou (Figure 6.4, (a)). L’examen au microscope électronique a balayage a mis
en évidence le point de rupture (Figure 6.4, (b)).

Dans le cas d’un essai sur disque Brésilien, le calcul théorique de la distribution
des contraintes montre une traction uniforme dans le plan contenant les génératrices
suivant lesquelles s’appliquent les efforts. Dans le cas d’une éprouvette annulaire, cette
distribution est perturbée par la présence du trou.
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6.2 Essais quasi-statiques

6.2.3 Distribution des contraintes

~

Nous avons effectué la simulation de l'essai de traction indirecte & partir du «
disque Brésilien modifié » en utilisant la méthode numériques des éléments finis «CAS-
TEM2000».

En tenant compte de la géométrie de I’échantillon, un chargement en contraintes
planes a été appliqué sur un quart d’échantillon pour déterminer le champ des contraintes
dans I’échantillon. Les paramétres introduits pour la simulation sont identiques & ceux
de l'essai. La Figure 6.5 présente le maillage utilisé pour la simulation.

3 4

A10

L2

FI1G. 6.5 — Représentation de la géométrie du disque Brésilien troué au centre et
le maillage utilisé pour la simulation

La comparaison de la distribution des contraintes d’ouverture obtenues le long des
ligaments L1 et L2 est présentées dans la Figure 6.6.

L’observation de la distribution des contraintes le long des ligaments L1 et L2 montre
qu’au proche voisinage du centre de ’échantillon, la contrainte de traction présente un
fort gradient (o,,, L2). Cette contrainte se répartit ensuite uniformément le long du
diamétre de chargement. Quant & la contrainte de compression (o, L1), son évolution
est quasi constante du centre jusqu’a la périphérie.

Les résultats de la simulation numérique indiquent une forte concentration des
contraintes autour du centre. C’est ce qui provoque 'amorgage de rupture et un point
vérifié par ’observation de la surface de rupture de I’échantillon par microscope (Figure
6.4, p.69).
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Essais quasi-statiques 6.2

Contrainte (Pa)

Ligament

FI1G. 6.6 — Distribution des contraintes le long du ligament

6.2.4 Analyse des résultats (Loi de Weibull)

Etant donné le caractére fragile du cristal, la contrainte critique montre une grande
dispersion dans les résultats. A cause de cette dispersion importante, les résultats expé-
rimentaux sont analysés par méthode statistique : la loi de Weibull cumulative & deux

paramétres (Equation 6.1)
o m
P (o) =1-exp [— (—) } (6.1)
go

A partir d’'une résolution de la régression linéaire, les valeurs de deux paramétres
op et m sont déterminés et présentés dans la Figure 6.7.

Les résultats indiquent la valeur de la pente m = 5.8 et de la contrainte de norma-
lisation o9 = 48.9 MPa pour le cristal.

Toutefois, la valeur du module de Weibull « m » et la contrainte de normalisation
« 09 » dépendent fortement de la forme de I'échantillon. Un travail récent montre une
valeur de 7 pour le module de Weibull et de 100 MPa pour la contrainte de normalisation
en effectuant les essais sur une bulle de verre du type sodocalcique [14].
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6.3 Essais quasi-statiques

LoLn(141-P))

3,40 3,60 3,80 4,00 4,20
Ln(o)

FI1G. 6.7 — Essai statique : Estimation des paramétres de Weibull « m »

6.3 Conclusion

Dans le chapitre 5, nous avons présenté la résistance du cristal sous le chargement
statique obtenue a P'aide de l’essai expérimental.

Etant donné le caractére fragile du matériau, le cristal montre un comportement
élastique linéaire jusqu’a la rupture brutale. Sous le chargement statique, I’échantillon
du type «disque Brésilien» se rompt en plusieurs morceaux autour du chargement dia-
métral. L’observation de la surface de rupture & 'aide d’un microscope optique et d’un
microscope électronique a balayage met en évidence le fait que le départ de rupture est
un défaut situé a proximité du trou situé au centre de I’échantillon.

Dans le cas d’un essai sur le disque Brésilien, le calcul théorique de la distribution
des contraintes montre une traction uniforme dans le plan contenant les génératrices
suivant lesquelles s’appliquent les efforts. Dans le cas d’une éprouvette annulaire, cette
distribution est perturbée par la présence du trou. Ce phénoméne est démontré a ’aide
de la méthode des éléments finis. Les résultats de la simulation numeérique indiquent une
forte concentration des contraintes autour du centre. C’est ce qui provoque Pamorgage
de rupture en un point vérifié par ’observation de la surface de rupture de I’échantillon
par microscope.

En raison d’une grande dispersion des résultats d’essai, la loi de probabilité (loi
de Weibull cumulative & deux paramétres) a été choisie pour analyser la résistance du
cristal. D’aprés les analyses, la valeur du module de Weibull « m » est 5.3. Cette valeur
est proche des valeurs de 5 & 10 qui signifient la variabilité de la résistance pour le
matériau verre.
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Chapitre 7

Résistance dynamique du cristal

7.1 Barres d’Hopkinson
7.1.1 Montage des barres d’Hopkinson

Afin d’étudier le comportement dynamique du cristal, nous avons placé les éprou-
vettes de cristal sur le dispositif d’essai dynamique «Barres d’Hopkinson» déja dispo-
nible dans le laboratoire. La composition chimique (Tableau 5.1, p.62) et la dimension
des échantillons (Figure 5.1, p.62) sont identiques & celles utilisées pour ’essai statique.

Une précaution importante & prendre en effectuant cet essai est qu’il faut obligatoi-
rement isoler ’échantillon afin d’éviter la dispersion d’éclats dangereux.

Le montage expérimental présenté dans la Figure 7.1, est constitué d’une chambre
de compression (n°2) reliée & un dispositif de contréle (n°1), le barreau projectile (n°6),
deux barres incidente (n°7) et transmise (n°9), un amortisseur (n°10) et un appareil de
mesure, ’amplificateur (n°13) et l’oscilloscope (n°12). Dans le cadre de nos essais, nous
avons utilisé des barres en acier d'un diamétre de 20 mm et un longueur 1 m.

Les caractéristiques mécaniques de ce matériau sont reportées dans le tableau 7.1

(p.73).

TAB. 7.1 — Caractéristiques mécaniques de l'acier utilisé

E (GPa) | C (m/s) | v | p (Kg/m®)
210 5690 0.3 7750
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Résistance dynamique du cristal

7.1

source ¢

8
J7' L 9 10
11 11
1 : Panneau de contréle 6: Projectile 11 : Jauges de déformation
2 : Chambre 7 : Barre incidente 12 : Oscilloscope
3 : Chambrel 8 : Echantillon 13 : Amplificateurs
4 : Chambre2 9 : Barre transmise
5 : Chambre3 10 : Amortissement

F1G. 7.1 - Dispositif de « Barres d’Hopkinson » pour 1’essai de compression
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Résistance dynamique du cristal 7.1

7.1.2 Chaine de mesure

Chargement dynamique

Nous pouvons comprimer de I'air & partir du dispositif de contrdle (n°1) vers la
chambre de compression (n°2). Une fois que toutes les chambres (n°3, 4 et 5) sont
chargées par la source jusqu’a la pression voulue, une action sur la mannette de contréle
permet de libérer I'air de la chambre en propulsant le barreau projectile (n°6) jusqu’a
I'impact.

C’est un essai assez simple a réaliser par rapport aux autres types d’essai qui existe
a partir des Barres d’Hopkinson. Malgré tout, cela reste un essai qui exige des attentions
particuliéres comme beaucoup d’autres d’essais dynamiques. C’est a dire :

— l'alignement parfait du barreau projectile et des deux barres dites incidente et

transmise,

— le choix du matériau de la barre qui correspond 4 la différence nette d’impédance

mécanique entre la barre et ’échantillon,

- la barre ne doit pas dépasser la limite d’élasticité,

- le diamétre et les caractéristiques du matériau de la barre projectile doivent étre

identiques & ceux des barres incidente et transmise.

Mesure de déformation

Pour la mesure de la déformation, nous avons collé deux jauges de déformation
sur les barres : 'une sur la barre incidente enregistre I'onde appliquée et la deuxiéme
enregistre 'onde transmise. La jauge qui enregistre 1’onde incidente et transmise est
collée au milieu de la barre pour éviter la superposition de ’onde incidente et réfléchie.
En tenant compte des caractéristiques mécaniques du cristal et des barres, nous avons
choisi une jauge de déformation congue pour capter une onde trés faible dans la barre
d’acier. Les jauges utilisées présentent les caractéristiques suivantes :

— alliage « constantan » auto compensé en température
— 1.57mm de longueur active
— 2.05 de facteur de jauge

Un cable relie les deux jauges & un amplificateur. Les cébles soudés sur les jauges sont
reliés & un amplificateur et ensuite & un oscilloscope pour transmettre les signaux. La
préparation pour l'essai dynamique & partir de la Barre d’'Hopkinson demande rigueur
et précision pour coller les jauges, faire les soudures, analyser les signaux...,etc. Ces
parameétres conditionnent la réussite de l’essai.

Principe de mesure

La calibration a été effectuée en mettant la barre incidente contre la barre trans-
mise. Lors d’un impact, & partir de la relation linéaire (¢ = pcv, o est une contrainte
compressive, p est la masse volumique et c est la célérité.), I’équation reliant la vitesse
particulaire de la barre V* & celle du projectile Vp est donnée par la théorie de la
propagation des ondes :
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7.1 Résistance dynamique du cristal

_ (pC)Vp
Ve = 0n +0h (1)

Lorsque le projectile et la barre sont de méme matériau, cette relation s’écrit :

Vi = KZB (7.2)

Par conséquent la valeur théorique de la déformation s’écrit :

€Eth = % (73)

Cette derniére relation permet de relier la déformation et la vitesse du projectile.
L’approche théorique pour obtenir la relation entre la déformation qui transmet & une si-
gnal électrique et la contrainte appliquée est détaillé dans la partie ANNEXE B (p.135).
Le projectile en acier est propulsé dans une chambre de compression & une vitesse Vp. La
relation qui lie la pression de Dair & la vitesse du projectile a été obtenue précédemment
par (Dekiouk [33]). Elle est exprimée comme ci-dessous :

Vp=—-11+57z

ol x est la pression, Vp la vitesse du projectile.

Dans notre essai, le projectile a été lancé & une vitesse de 7.45 m/s pour tous les
échantillons. Cela correspond & une vitesse de déformation de 275/s contre 8.3 x 107> /s
pour un essai statique.

L’utilisation du pont interne dans le conditionneur permet aussi de calibrer les jauges

et de trouver 'amplitude de la déformation.
Aprés 'impact, la déformation du signal électrique est transmise & un conditionneur.
Le signal amplifié est visualisé ensuite sur 1’oscilloscope numérique.
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7.2 Résultats

7.2.1 Contrainte de rupture

Les essais dynamiques ont été réalisés sur 10 échantillons : deux échantillons ne
sont pas exploitables en raison d’un temps de rupture trop faible. En effet pour assurer
I’état d’équilibre en contrainte dans I’échantillon, il est nécessaire que I’échantillon soit
parcouru au moins 3 fois, par ’onde de compression [29].

La Figure 7.2 montre I'un des résultats d’essai qui représente la contrainte de rupture
dynamique du cristal au cours du temps.
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@ i i 1 0 i
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FIG. 7.2 — Evolution des contraintes dynamiques en fonction du temps

Sur cette courbe, nous observons les faits suivants :

— le caractére fragile du matériau cristal sous un chargement aussi bien statique que
dynamique

— Pamorgage de la rupture correspond au pic de chargement en tenant compte de
la fragilité du cristal

Dans 'exemple représenté sur la Figure 7.2, la rupture a donc lieu 60 us aprés la mise
en charge. La résistance & la rupture de ’éprouvette correspond & une contrainte d’une
valeur de 59MPa. L’ensemble des caractéristiques des éprouvettes est regroupé dans le
Tableau 7.2.
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7.2 Résistance dynamique du cristal
TAB. 7.2 — Résultats des essais dynamiques réalisés sur le cristal
Nombre Valeur moyenne | Ecart-type Temps de rup-
d’échantillons (MPa) (MPa) ture (us)

8 93 21 55

2,00 .
L Contrainte & 1a rupture en statique (m =5.8)
1.00 A Contrainte 4 larupture en dynamique (m =3.6)
A
—~ 0,00
= -
= 1
=}
= -1,00 r
=1
-1
-2,00
-
i
-3,00 T T T
3,00 3,50 4,00 4,50 5,00
Ln {(0)

F1G. 7.3 — Comparaison du module de Weibull entre la résistance en statique et
en dynamique

Lot de Weibull

Les résultats des essais dynamiques et la dispersion du défaut dans le cristal ont été
analysés une nouvelle fois a partir de la loi de Weibull cumulative & deux parameétres.

Ensuite, ils sont comparés avec les résultats statiques. D’aprés nos résultats, le cristal
montre une plus grande dispersion de la résistance sous le chargement dynamique que
sous le chargement statique : & partir d’une résolution de la régression linéaire, nous
avons obtenu le module de Weibull de (m = 3.7) pour un essai dynamique contre le
module (m = 5.8) pour un essai statique. Le résultat du calcul est montré dans la Figure
7.3.

Cette grande dispersion de la résistance du cristal sous chargement dynamique peut
s’expliquer par une théorie de « multi-activation » des défauts. C’est-a-dire que la
rupture du matériau n'est pas causée & partir d’'un point ou d’un défaut, mais dans
I’ensemble du matériau. Ce qui explique la rupture de la fragmentation du matériau
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sous la sollicitation dynamique. Ce phénoméne est présenté dans la Figure 7.4.

F1G. 7.4 — Phénoméne de fragmentation sous rupture dynamique du cristal

Dans l’essai statique, la rupture est faite par fendage (Figure6.3, p.68).

Le phénoméne de rupture dynamique par fragmentation multiple a été aussi observé
récemment par Brajer 2003 [14]. Ceci explique l'augmentation de la dispersion des
résultats.

7.2.2 Variation des contraintes en fonction du temps cri-
tique

La contrainte de rupture n’est pas intrinséque au matériau pour un chargement
dynamique. En effet, la contrainte de rupture du matériau augmente avec la diminution
du temps critique. Les travaux concernant la rupture dynamique et le temps critique
ont été analysés principalement par Tuler et Butcher [34]. Ce fait a été encore observé
récemment pour le verre float par Nyoungue [5].

Nous avons présenté les résultats d’essai dynamique dans un diagramme de contrainte
de rupture - temps critique (Figure 7.5). Ensuite, les résultats sont comparés avec ceux
du verre float réalisés par Nyoung sur des échantillons du type de disque Brésilien mo-
difié. Les points B et A représentent les valeurs moyennes de la contrainte a rupture du
verre float et les résultats d’essai sur du cristal.

A partir des valeurs des points M, nous avons trouvé aisément la valeur des constantes
(C=3 %103, A=0.95) du critére de rupture en dynamique de Tuler et Butcher et repré-
senté comme ci-dessous :

c*At=C (7.4)

D’aprés les résultats d’essai et la courbe obtenue & partir des valeurs des constantes
C et X et de ’essai dynamique réalisé par Nyoungue, nous constatons que la contrainte
de rupture dynamique du cristal se place sur la méme courbe compte tenu de la disper-
sion.
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FIG. 7.5 — Présentation des valeurs de contrainte de rupture dynamique détermi-
nées sur disque Brésilien modifié

7.3 Conclusion

Dans le chapitre 6, nous avons présenté la résistance du cristal sous chargement
dynamique obtenue & I’aide d'un essai expérimental (Barre d’Hopkinson).

Etant donné le caractére fragile du matériau, le cristal montre un comportement
élastique linéaire jusqu’a la rupture brutale sous chargement dynamique aussi bien que
statique.

En revanche, le phénoméne de rupture est différent entre deux types de chargement :
la rupture se fait par fendage sous chargement statique et par multi-fragmentation sous
chargement dynamique. Ce phénoméne se traduit par une multi-activation des défauts
qui sont activés & une vitesse de déformation élevée. Aussi, ce phénoméne s’explique par
I’'augmentation de la dispersion des résultats en comparant avec les résultats statiques.
Ceci est traduit par la valeur du module de Weibull m = 3.6.

D’aprés les résultats d’essais, nous avons obtenu une contrainte maximale en moyenne
de 93 MPa et un écart-type de 21 MPa. L’augmentation de la résistance mécanique du
cristal sous chargement dynamique a été vérifiée dans un diagramme de « contrainte
maximale et le temps de rupture ». Dans le cas du cristal, 'utilisation du critére de
rupture dynamique de Tuler et Bucher nous a permis d’obtenir des valeurs constantes
des matériaux C = 3 * 10% et A = 0.95.
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Chapitre 8
Conclusion 11

La résistance du cristal a été obtenue & 'aide d’essais expérimentaux.

Sous chargement mécanique, le cristal présente un comportement élastique
fragile jusqu’a rupture brutale. D’aprés les résultats d’essai, nous avons obtenu
la contrainte maximale moyenne de 46.7 MPa et un écart-type de 7.4 MPa
sous chargement statique. En revanche, nous avons observé I’augmentation de la
contrainte maximale sous chargement dynamique (la valeur de contrainte maxi-
male en moyenne étant de 93 MPa et 1'écart-type de 21 MPa). Cette variation
des contraintes de rupture se traduit par la diminution de la valeur du module de
Weibull & 5.3 en statique et jusqu’a 3.6 en dynamique. Ce phénoméne est expliqué
par la théorie de « multi-activation » des défauts dans le matériau.

Nous avons choisi la contrainte maximale sous chargement dynamique pour
estimer la résistance du cristal soumis & un choc thermique en raison du caractére
dynamique des contraintes thermiques. I est nécessaire de connaitre la théorie du
champ thermique avant d’obtenir les contraintes induites par le choc. C’est pour-
quoi nous devons aborder le champ thermique pour trouver le champ thermique
et la distribution des contraintes générées par le champ en température.
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Troisiéme partie

Simulation numérique
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Chapitre 9

Choc thermique

La contrainte générée par le choc thermique a été calculée a I’aide d’une mé-
thode numérique «CASTEM2000». CASTEM2000 est un logiciel de calcul de
structures par la méthode des Eléments finis : il a été développé au Départe-
ment de Mécanique et Technologie (DMT) du Commissariat & I’Energie Ato-
mique (CEA). Dans un premiére temps, nous avons déterminé la distribution des
températures en fonction du temps sur un cylindre creux initialement & 100°C
et refroidi par la convection forcée. Ensuite, nous avons introduit cette distribu-
tion des températures finales dans le code de calcul CASTEM2000 pour trouver
le champ de contrainte résultant du choc thermique. L’utilisation de la méthode
numeérique & partir d’un code de calcul est trés fréquente dans la littérature scien-
tifique et pratique. Mais I’application des résultats due & cette méthode demande
toujours une grande attention. C’est-a-dire, il faut vérifier et comparer les ré-
sultats par une autre méthode comme la méthode analytique ou expérimentale
voire méme I'estimation par 1'outil statistique. Pour cette raison, nous avons cal-
culé le champ de contrainte due & ce choc thermique & partir d’'une méthode
analytique mentionnée précédemment dans la section 2.1.2 (p.38) en gardant les
mémes conditions du chargement et de géométrie.

A la fin, nous comparerons la valeur des contraintes obtenues par la simulation
numeérique & celle calculée & partir d’'une méthode analytique.
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9.1 Choc thermique

9.1 Géomeétrie du cylindre

Nous avons choisi un cylindre creux en raison de sa similitude avec la forme
d’un «verre & boire». Les dimensions de ce cylindre sont 50mm pour la hauteur et
le diamétre et de 1mm pour 1’épaisseur. La géométrie de ce cylindre est présentée
dans la Figure 9.1.

20°C

50mm

FIG. 9.1 — Géométrie du cylindre et localisation des deux points examinés P1 et
P2

Ayant une température de 100°C initialement, ce cylindre est plongé brutale-
ment dans une eau & 20 °C. Seule la surface extérieure du cylindre est soumise a
ce changement thermique.

La connaissance de la distribution des températures est d’abord nécessaire
pour obtenir la contrainte générée dans le cylindre. Pour cela, nous abordons
pour le premiére étape, le probléme du champ thermique.
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9.2 Variation de température en fonction du temps

9.2.1 Introduction

' Bien évidemment, les caractéristiques de ce cylindre sont les mémes que celles
du cristal utilis¢ pour les essais expérimentaux. Les caractéristiques thermo-
physiques de ce cylindre ont été calculées par la méthode de «Relation d’ad-
ditivité» (section 5.2.2, p.64) et regroupées dans le Tableau 9.1.

TAB. 9.1 — Propriétés thermo-physiques du cristal

Masse volumique | Conductivité | Chaleur massique diffusivité
4350 (Kg/m®) | 0.8 (W/m.k) 639 (J/kg.k) 0.29*107° (m?/s)

La distribution des températures dans le régime transitoire sur une plaque
infiniment longue a été calculée par la méthode analytique dans la section 2.2.2.
(p. 44)

Nous rappelons ici I’équation générale du transfert de chaleur dans un cylindre
dans le régime transitoire.

OT 10T 1 T oT 1 ot
or2 " ror  Or?dp? 922 a Ot

(9.1)

: diffusivité thermique (m?/s) a = k/pc
: conductivité (W/m°C)

: masse volumique (kg/m3)

: chaleur massique (J/kg°C)

I
ov e

Le calcul analytique sur un cylindre creux infiniment long est présenté dans
I'ANNEXE C (p.138). Une des paramétres importants qui détermine le degré
du choc est la valeur du coefficient du transfert thermique «h». Il intervient
également dans la valeur du nombre de Biot « 8 ».

En considérant que le choc thermique est trés sévére, nous avons choisi la
valeur du transfert thermique 20 000 W/m? K pour une convection forcée. Cela
donne la valeur de 25 pour le nombre de Biot (Equation 2.8, p.33).

D’aprés Kingery [41], cela signifie que la contrainte maximale non dimension-
nelle o est égale a 1. Ainsi la température de la surface atteint instantanément
la valeur de la température ambiante, la température intérieure reste toujours
égale & la température initiale.
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9.2 Choc thermique

9.2.2 Reésultat du calcul

La distribution des températures dans le régime transitoire sur une plaque
infiniment longue a été trouvée par une méthode analytique dans la section 2.2.2,
(p.44). Pour résoudre le probléme en 3D, nous avons fait appel & un code de
calcul. « FlexPDE » qui est un code de calcul de résolution des équations aux
dérivées partielles. pour trouver le champ de température en fonction du temps
dans le cylindre.

Le résultat du calcul est présenté dans la figure suivante :

100
— Evolution de 1a température a P1
— Evolution de la température a P2
80 |-
. L
O
T 60 |
5
2 L
a0 |
B
Q
= -
20
0 e
0 1 2 3 4

Temps (*10-2 Second)

F1G. 9.2 - Evolution des températures en fonction du temps au point P1 et P2

Selon les conditions aux limites imposées et la valeur du coefficient du transfert
thermique imposée (h=20000 W/m2.K) pour une convection forcée dans 'eau,
la surface intérieure du cylindre P1 voit sa température inchangée tandis que la
surface extérieure P2 subit un changement brutal de température : la tempéra-
ture de la surface extérieure atteint presque instantanément (40 mili-secondes) la
température ambiante.

9.2.3 Nombre de Biot

Pour mieux caractériser le temps nécessaire pour atteindre la température
ambiante en fonction de la valeur du coefficient du transfert thermique et du
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nombre de Biot, nous avons effectué plusieurs calculs. L’influence du nombre de
Biot « B » sur la variation de température est présentée dans la Figure 9.3.

100

1: B=25
2: B=025

3: p=0.025

(]
o

L=
[==]

Température (°C)
I

[
o

Temps (Seconde)

FIG. 9.3 - Variation en température en fonction du nombre de Biot 8 : 8 =2.5,
0.25, 0.025

La Figure 9.3 nous montre I'importance du nombre de Biot qui détermine
la sévérité du choc thermique : plus la valeur de 3 augmente, plus rapidement
le champ de température atteint & son équilibre. Dans cette situation, c’est la
différence de température dans les matériaux va provoquer une distribution de
contrainte. En d’autre termes, la différence de température est liée directement
a 'amplitude de contrainte. Pourtant, non seulement la résistance des matériaux
dépend de I’amplitude des contraintes appliquées, mais elle aussi dépend de la
durée du chargement.
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9.3 Choc thermique

9.3 Contrainte thermique

9.3.1 Modélisation par éléments finis

La contrainte thermique due & ce choc thermique (100°C—20°C et f= 25) a
été calculé par une méthode de simulation & partir du code de calcul d’éléments
finis « CASTEM 2000 ».

La simulation a été réalisée en mode axisymétrique en tenant compte des
caractéristiques géométriques. Le cylindre (Figure 9.1, 84) est empéché de se dé-
placer dans I’axe Z. Les propriétés mécaniques ont déja été calculées précédem-
ment(Tableau 5.4, p.64). La distribution des températures obtenue auparavant
(le Figure 9.2, p.86) est ensuite introduite dans le « CASTEM2000 » pour trouver
les contraintes générées par le choc. Le maillage du cylindre est présenté suivante :

Glass t.ransien{ t.hé?lml} shock analysis

.\\-/,

FIG. 9.4 - Présentation du maillage du cylindre

D’aprés les résultats de cette simulation, la contrainte maximale se situe dans
la direction axiale et octogonale et est donc relative & la contrainte axiale et la
contrainte circonférentielle. En revanche, la contrainte radiale présente la valeur
minimale négligeable (environs 5 MPa) par rapport aux contraintes axiales et
circonférentielles. Cela est dii aux conditions aux limites et aux caractéristiques
de géométrie : ’épaisseur du cylindre est trop fine par rapport au diamétre du
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P1 : Surface intérieur du cylindre
P2 : Surface extérieur du cylindre
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FIG. 9.5 — Distribution de la contrainte maximale sur 1’épaisseur du cylindre

cylindre et & la sévérité du chargement thermique.

La Figure 9.5 représente la contrainte circonférentielle qui est maximale aux
points P1 et P2 située le long de I’épaisseur du cylindre. La majorité de I’épaisseur
du cylindre est soumise & une compression trés faible (500 Pa) cependant prés de
la surface extérieure, on met en évidence une traction importante (75 MPa).

Nous avons vérifié que la valeur maximale en traction est en bonne concor-
dance avec celle calculée par la théorie de Kingery.

Les contraintes dues au méme choc thermique ont été également calculées a
partir de la méthode analytique. Ceci permet de comprendre que les contraintes
dues & un choc thermique ont un caractére dynamique.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter les résultats du calcul de
contrainte & partir de la méthode analytique et nous comparerons les résultats
du calcul avec ceux de la simulation.
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9.3.2 Onde de contrainte générée par le choc thermique
dans le cylindre (Méthode analytique)

Dans le chapitre 2.3.1 (p.48) nous avons montré que le choc thermique est
une sollicitation dynamique qui génére une onde dynamique. Dans notre étude,
les ondes de choc thermique dans le cylindre creux ont été calculées également a
partir d’une méthode analytique mentionnée précédemment.

Le calcul a été réalisé pour un cylindre creux infiniment long (déformation
plane) ayant exactement les mémes dimensions que celle du cylindre utilisé lors
de la simulation. Les caractéristiques du matériau et la sévérité du choc thermique
sont identiques a celles utilisées pour obtenir la contrainte appliquée & partir de
la. méthode des éléments finis précédemment : le cylindre creux (50 mm x 50 mm
x 1lmm) & 100°C est plongé brutalement dans I’eau de 20°C.

Les résultats du calcul analytiques sont présentés dans les Figures 9.6 et
9.7. Dans ces figures, les ondes de contraintes axiales et circonférentielles sont
présentées en fonction du temps non dimensionnel. Du fait que 1’épaisseur soit
trés fine par rapport & son diamétre, la contrainte radiale est négligeable et la
contrainte circonférentielle est importante avec une valeur 1.5 fois plus grande
que la contrainte axiale.

Axial stress

)

0 300 a00 200 €00 o0 &00 s00 1000
Nendimensional time:

F1G. 9.6 — Onde de contrainte axiale

D’aprés les résultats du calcul analytique, 'amplitude de la contrainte circon-
férentielle atteint environ 70 MPa.
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Fi1G. 9.7 - Onde de contrainte circonférentielle

En comparant 'amplitude de cette onde générée par le choc thermique et la
contrainte maximale obtenue précédemment & ’aide de la méthode des éléments
finis, nous constatons que la valeur maximale de I’onde de contrainte a une bonne
concordance avec celle obtenue par la méthode des éléments finis. Pour cette rai-
son, nous choissions la valeur 75 MPa pour une valeur maximale de la contrainte
induite dans le cylindre soumis & ce choc thermique.
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Chapitre 10

Conclusion II1

La distribution des contraintes induites par le choc thermique a été obtenue
a 1'aide de la méthode des éléments finis.

Nous avons choisi le cylindre creux en raison de sa forme similaire avec « le
verre & boire ». Les caractéres physiques et mécaniques sont identiques & ceux
utilisés pour les essais mécaniques. Le cylindre initialement & 100°C est plongé
brutalement dans une eau & 20°C. Ce phénomeéne justifie la valeur du coefficient
de convection (h= 20000 W/m?2.K) qui correspond & une convection « forcée ».
On obtient une valeur du nombre de Biot de 25 a partir de la valeur « h », la valeur
de conduction « k »(=0.8) et I’épaisseur du cylindre 1 mm. Ce qui équivaut & une
contrainte idéale ou la variation en température se réalise « instantanément ». Ce
phénomeéne est vérifié en obtenant le temps nécessaire pour la surface extérieure
pour atteindre la température initiale (< 1 seconde).

La distribution des contraintes induites par ce choc implique que la contrainte
maximale se situe dans la direction circonférentielle et axiale sur la surface ex-
térieure. Ceci s’explique par son épaisseur trop fine par rapport au diamétre. En
revanche, la majorité de ’épaisseur du cylindre est soumise & une compression
négligeable. D’aprés la simulation, la contrainte maximale sous ce choc ther-
mique est de 75 MPa. Nous avons également calculé les contraintes thermiques
dues au méme choc thermique appliquées sur le méme cylindre dont nous avons
gardé exactement les mémes caractéres physiques, mécaniques et dimensionnels.
D’aprés le calcul, nous avons constaté des contraintes dues & un choc thermique
qui présentent un caractére dynamique ayant une forme d’onde et une contrainte
maximale de 70 MPa sur la surface extérieure dans la direction circonférentielle.
C’est pourquoi, nous choisirons une valeur de 75 MPa pour la contrainte maxi-
male induite dans ce cylindre.
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Quatriéme partie

Estimation de la fiabilité du cristal
soumis a un choc thermique
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Chapitre 11

Approche de la théorie statistique

L’approche statistique et probabiliste pour prévoir la durée de l’utilisation
d’une structure ou la résistance des matériaux est toujours nécessaire et inévi-
table. C’est un concept trés réaliste et indispensable pour les mécaniciens qui
doivent en tenir en compte dans le dimensionnement.

En générale, 'estimation de la résistance mécanique d’'un matériau fragile
comme par exemple le verre ou la céramique se fait avec une approche probabi-
liste & cause de leur comportement aléatoire et imprévisible. Dans la littérature,
l'utilisation de la loi de Weibull est trés fréquente. Surtout, cette loi s’applique
bien pour le verre.

Dans notre travail, la résistance mécanique du matériau cristal est estimée
par une approche statistique en tenant compte des variations des propriétés de
ce matériau (par exemple, la grande dispersion de la résistance mécanique due &
la sensibilité aux défauts et & la fragilité) d’aprés nos résultats d’essais.

L’estimation de la fiabilité du matériau cristal est une tache trés difficile a
réaliser & cause des nombreux paramétres qui sont en jeu : erreur dans les essais,
la mauvaise analyse du chargement, le type de géométrie utilisé et des variables
inconnus..., etc.

L’analyse théorique de la fiabilité de la résistance du matériau cristal dans
cette partie se limitera naturellement au cas ou le chargement par choc thermique
est de 100°C & 20°C avec la valeur du nombre de Biot 5=25. Ce chargement sera
appliqué a une géométrie du type de cylindre creux mentionné dans la chapitre
(Chapitre 9.1, p.84).
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Approche de la théorie statistique 11.1

11.1 Choix d’une loi de distribution de probabilité

11.1.1 Introduction

L’estimation de la fiabilité d’un matériau & partir de ’approche probabiliste
exige faire le choix d’une loi de distribution de probabilité. Pour cela il est néces-
saire d’analyser les résultats obtenus & partir d’essais expérimentaux et de trouver
une loi qui représentent au mieux les données.

Pour l’étude statistique, la loi de Weibull est fortement utilisée dans la littéra-
ture scientifique surtout quand il s’agit d’un matériau fragile comme les verres, les
céramiques et les roches ..., etc. Cette méthode est trés appliquée pour analyser
I’homogénéité d’un matériau.

De nos jours, 'utilisation de la distribution de Weibull bien que trés répandue
conduit toutefois & des interrogations sur sa flexibilité et sa facilité a estimer les
paramétres & partir des données[27]. Pourtant, il est rare de comparer différentes
lois de probabilité obtenues avec les mémes données. Il est alors essentiel de choisir
une loi de probabilité qui présente la meilleure adéquation au sens statistique avec
les données. Pour cette raison, I’analyse de nos résultats d’essais expérimentaux
a été menés avec deux distributions de probabilité : les distributions Normale et
de Weibull

11.1.2 Analyse des résultats des essais dynamiques réalisés
sur le cristal avec la loi Normale et la loi de Weibull

Les résultats des essais dynamiques réalisés sur cristal ont été analysés selon
deux loi de probabilité « la loi Normale et la loi de Weibull»
Nous avons choisi la loi de Weibull & deux parameétres :

fa) =" [g]mezp {—g]m (111)

oll «m»,«B» représentant les constantes qui déterminent la forme de la densité
de probabilité, «x» est la variable aléatoire.

Nous avons P’expression de la valeur de la moyenne (Equation 11.2) et de la
variance (Equation 11.3) pour une densité de probabilité f(z) :

= /_oo X F(X)dX (11.2)

& = f_ (X = w2f(X)dX (11.3)
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11.1 Approche de la théorie statistique

A partir des deux expressions ci-dessus, la valeur moyenne pour la distribution
de Weibull est :

| 4= BT (1 + %) (11.4)

et la valeur de la variance :
5 o 23 2 1\1°
occ=p3IT{14+—)—-|T{1+— (11.5)
m m

La densité de probabilité de la loi Normale est telle que :

exp (_(_‘_“)2) (11.6)

202

1
fl@) = —=

ol «o»,«u» sont 1’écart type et la moyenne.

A partir des expressions (11.1), (11.4), (11.5) et (11.6), nous avons établi les
deux distributions de probabilité de la loi de Weibull et de la loi Normale obtenue
& partir de nos résultats d’essais de rupture dynamique du cristal.

La Figure 11.1 présente une comparaison de deux densités de probabilité.
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F1G. 11.1 — Comparaison de la distribution de la loi de Weibull et de la loi
Normale & partir des résultats d’essais dynamiques sur cristal.
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Approche de la théorie statistique 11.1

Les représentations de la densité de probabilités selon ces deux lois ne montrent
pas une grande différence dans notre cas. Pour cette raison, nous avons analysé
les valeurs du coefficient de corrélation.

11.1.3 Coeflicient de corrélation

Le calcul du coefficient de corrélation linéaire «R?» permet de distinguer ai-
sément la loi de probabilité la plus adaptée & nos résultats d’essai de la rupture
dynamique du cristal avec précision. Nous avons établi d’abord la valeur de la
fonction de répartition & partir de la loi de Weibull et Normale.

La fonction de répartition F(x) est définie & partir de la densité de probabilité
f(z) pour une variable continue z :

F(z) = /_z f(z)dz (11.7)

La fonction de répartition F'(z) est une fonction croissante telle que F(—o00)=0
et F(0o0)=1.

Ponction de rép artition
(Cowbe cumuative)

0,9 - y = 0,0144x - 08188
08 R2 = 08825
0,7 -
0.6 -
0,5 4
D4 -
D,3 4
0,2 -
0.1 4

0 il -
0.1 ; , ; .

0 20 40 B0 80 100 120 140
Vale ws(B[Pa)

F1G. 11.2 — Représentation de la fonction de répartition selon la loi Normale

Ensuite, I’évaluation de la valeur de la fonction de répartition de la distribu-
tion et les valeurs aléatoires sont tracées dans un graphe pour la distribution de
Weibull et Normale. Ces résultats sont présentés dans les Figures 11.2 et 11.3.

Les Figures 11.2 et 11.3 donnent la comparaison des coefficient de corrélation
0.9825 pour la distribution Normale et 0.9748 pour la loi de Weibull. Ceci indique
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Founction de répartition
owbe cumuative
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FIG. 11.3 — Représentation de la fonction de répartition selon la loi de Weibull

une légére supériorité de la distribution Normale par rapport & la loi de Weibull
dans nos résultats d’essais.

D’aprés notre analyse, la distribution de la loi Normale représente mieux la
rupture dynamique de cristal que celle de la loi de Weibull. 1l est inutile de répéter
qu'’il est nécessaire d’avoir un nombre de données suffisantes pour analyser les
résultats avec précision.
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Approche de la théorie statistique 11.2

11.2 Utilisation du coefficient de variation dans 1’
étude de fiabilité

11.2.1 Coefficient de variation

Le dimensionnement et la conception mécanique basée sur la fiabilité néces-
sitent ’utilisation de parameétres statistiques aléatoires complexes comme la résis-
tance du matériau et la condition du chargement appliqué. Pourtant, il n’est pas
toujours possible d’obtenir tous les paramétres statistiques nécessaires. Il n’est
en outre pas simple de relier entre eux tous les paramétres statistiques. Ces re-
lations complexes peuvent étre transformées a une forme simple en utilisant le
«coefficient de variation».

L'utilisation et le réle du coefficient de variation dans ’étude de fiabilité du
matériau et des structures présentent un intérét croissant dans la littérature scien-
tifique [42][38].

Dans une approche de probabiliste, trois distributions sont fréquemment uti-
lisées pour analyser la rupture, la contrainte et la fiabilité du matériau. Ce sont
les lois Exponentielle, Log-Normale et Weibull. Pour analyser la fiabilité du ma-
tériau, la loi exponentielle est utilisée souvent pour la rupture ductile, la loi Log-
Normale pour la fatigue et la loi de Weibull pour la rupture fragile. L'utilisation
du concept du coefficient de variation permet de simplifier énormément le calcul
des paramétres statiques de ces trois distributions.

Le coefficient de variation est défini comme le rapport entre la valeur de 1’écart
type « ¢ » et de la moyenne « p » :

CV = (11.8)

®I1Q

L’expression de 1’équation (11.8) représente le «coeflicient de variation CV»
[16]. C’est un indicateur de la dispersion des données par rapport & la valeur
moyenne.

11.2.2 Application du coefficient de variation dans 1’ana-
lyse de la distribution

Lot exponentielle
L’expression de la densité de probabilité de loi exponentielle s’écrit comme :
f(z) = Xe™ (11.9)
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11.2 Approche de la théorie statistique

ou le paramétre A\ est une constante qui représente le taux de la rupture. z

est la variable aléatoire.
A partir de ’équation 11.10 et 11.11 ’expression de la valeur moyenne est :

u= / e Mz = % (11.10)
0

et la variance est :

* 1 1
o = /0 z’le Mz — YAy (11.11)

Donc, I'expression de la valeur du coefficient de variation est :

CV = % =1 (11.12)

Ceci signifie que le coefficient de variation CV est indépendant des valeurs
de parameétre de la distribution et que la distribution reste identique pendant la
durée d’utilisation. Il est donc inadapté pour analyser la fatigue des matériaux
et des structures.

Loi Log-Normale

Dans 'é¢tude de la fatigue, la distribution de la Log-Normale est souvent uti-
lisée. L’expression de la loi de log Normale s’exprime comme :

m 1 _ (lnm — /J'Lex)2>
f(z) = ——ULeXmexp ( ——2026 (11.13)

ol z est les valeurs variables. yuy. et a}‘:e sont la moyenne et la variance de
In(x).

En appliant ’équation 11.13 dans I’équation 11.10 et 11.11, la valeur du
moyenne p et la variance o peuvent étre déduites comme ci-dessous :

1

p = ezp(pre + 50%) (11.14)

0% = exp(2ure + 02, )[exp(o?,) — 1] (11.15)

Donc, ’expression du coefficient de variation est :

C = [ezp(0)? - 1] (11.16)
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Approche de la théorie statistique 11.2

Encore, la fonction exponentielle peut s’écrite encore en utilisant I'expression :

1 1
6113])(0'%6) S ﬁ(aﬁe) L3 E(Uie)2 + .. (1117)

En appliquant I'équation 11.17 dans ’équation 11.16, nous obtenons une autre
expression :

1 2
C = op, [1+§a§e+...] (11.18)

Si o est trés petit (o < 0.35), I'equation 11.18 devient comme :

C ~ ope (11.19)

L’équation 11.19 montre que la valeur du coefficient de variation C'V est
presque égale & la valeur de I’écart type obtenu & partir de la fonction loga-
rithmique z. Si la valeur de la variance est petite et que la valeur de C'V est
importante, ’asymétrie de la distribution de Log-Normale est importante.

Lot Weibull

En utilisant les expressions de la valeur moyenne et de 1'écart type (Equation
11.10 et 11.11, p.100), nous obtenons le coefficient de variation C'V qui représente
une caractéristique de la distribution statistique. La loi de Weibull peut étre
également analysée & partir de C'V.

En prenant la loi de Weibull & deux paramétres (Equation 11.9), I’expression
de la valeur de la moyenne (Equation 11.10, p.100) et de la variance (Equation\
11.11, p.100) sont obtenues précédemment. L’expression du coefficient de varia-
tion est :

_ [ ras@/m )7 )
CV = T (1/m)? (11.20a)
~ m™%% (11.20b)

ou I' est la fonction de Gamma. Dans I’équation 11.20, le coefficient de va-
riation CV est une fonction de m et indépendante de 3. C’est & dire, si m est
petit, le coefficient de variation C'V est grand. C’est ce qui est souvent le cas de
la distribution statistique des propriétés mécaniques de la rupture d’'un matériau
fragile.
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11.2 Approche de la théorie statistique

Le Figure 11.4 explique pourquoi le paramétre de Weibull « m » est considéré
comme une caractéristique du matériau. La relation entre la valeur de la constante
de Weibull « m » et de I'inverse du coefficient de variation C'V pour sa valeur de
entre 3.5 et 28.5 est présenté dans le graphe suivant [27] :

Parametre m (Weilbull)
40 s — R —— i

35 4
30 4
25 4
20 -
15 1
10 -
5 B
0] . . .
0 5 10 15 20 25 30

Coefficient de srariation inyersé

FIG. 11.4 — Représentation de la relation entre le parameétre de Weibull « m » et
le coefficient de variation inversé [27].

Nous avons regroupé différentes valeurs du coefficient de variation dans le
Tableau 11.1 en fonction du type matériaux :

TAB. 11.1 — Comparaison de la valeur du coefficient de variation et du type de
matériau.

type de matériau Ccv auteur
Matériau composite en fibre de verre | 0.2 [19]
Verre 4 silice (disque brésilien) 0.14 [5]
Alminox 0.07 [27]
Cristal (disque brésilien) 0.16 | résultats d’essais statiques

En conséquence, le coefficient de variation peut étre utilisé pour la conception
du dimensionnement mécanique basée sur la fiabilité. Le concept du coefficient
de variation CV est appliqué dans notre cas pour trouver les valeurs aléatoires
4 partir de la valeur déterministe. Cette partie sera précisée dans le chapitre
suivant.
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Approche de la théorie statistique 11.3

11.3 Comparaison de deux séries de mesure pro-
venant des résultats expérimentaux

11.3.1 Loi de student et t-test][22][28]

Dans une étude statistique, il est souvent demandé de comparer les résultats
expérimentaux de deux séries de mesures d’'une méme grandeur physique « z; ».
La comparaison de deux séries de mesures peut souvent étre réalisée & partir de
la «Loi de Student» en supposant que ces deux séries suivent la loi Normale. La
variable «t» de la loi de Student permet de distinguer la relation de deux mesures
& partir des valeurs moyennes de deux groupes de mesure et de la dispersion des
valeurs variables . C’est 4 dire de préciser si les valeurs moyennes de deux groupes
sont différents «statistiquement» 'un par rapport a 'autre.

L’utilisation de la variable «t» de Student dans le domaine mécanique est
fréquente pour comparer les résultats des deux essais différents [44][9]. Ce test
s’appelle souvent «t test».

Pour deux séries de mesure z;; et zo; et un nombre d’échantillon de deux

series n; et ng, nous avons les valeurs moyennes m; et my donnée par I’équation
suivante :

my = (Z Ty)/ny; Mg = (Z 2;)/ M2 (11.21)

L’expression du «t-test» est :

e () (11.22)
sv/1/ny+1/ny
o la valeur de s est :
1 n1 n2
2 2 2
= —_— i — - 11.23
= g |2+ e~ (11.23)

On montre alors que ¢ est une valeur particuliére d’une variable aléatoire 7'
qui suit une «Loi de Student» & n; +n3-2 degrés de liberté. Le formule de «t-test»
(Equation 11.22) est un rapport entre la différence de deux valeurs moyennes.

11.3.2 Comparaison des résultats d’essai statique et dyna-
mique
Les résultats d’essai statique et dynamique ont été analysés & partir des dis-

tributions différents de la loi de probabilité : loi de Normale, loi de Weibull cu-
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11.3 Approche de la théorie statistique

mulative et loi de Student.
Le tableau suivant présente les résultats d’essais expérimentaux.

TAB. 11.2 — Résultats des essais statiques et dynamiques réalisés sur le cristal

Type d’essai | Moyenne (MPa) | Ecart type (MPa) | Module de Weibull
Statique 46.7 7.39 5.8
Dynamique 93 20.75 3.7
! 7

08 r l
(-] L]
o= 1
. | stati
= - ue :
E 05 ! ! Dynamique
o H
3 04 | g
- .
- I
= ;

02 r )

/
/
0 et ¥ 1 )
0 50 100 150
Valeurs (MPa)

FIG. 11.5 - Représentation des résultats d’essais statique et dynamique & partir
de la loi de Weibull cumulative.

La Figure 11.5 représentant la loi de Weibull cumulative obtenue & partir des
résultats d’essais expérimentaux montre la sensibilité de la rupture du cristal en
fonction de la vitesse de chargement.

Le rapport entre des résultats d’essais statiques et dynamiques est 4 nouveau
analysé & partir de «t-test» de la loi de Student.

Nous avons obtenu une valeur de t=5.48. Ceci correspond & une trés faible
probabilité (P < 0.01). C’est & dire que la différence entre la valeur des résultats
d’essai statique et dynamique n’est pas accidentelle.

L’application de t-test de la loi de Student montre qu'il est possible de confir-
mer que la différence entre la valeur des résultats d’essai statique et dynamique
est importante en terme statistique.
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11.4 Critére de rupture

11.4.1 Fiabilité

La fiabilité est un mot provenant de 'adjectif «fiable». Elle est définie de la
facon suivante : « aptitude d’un systéme d’un matériel & fonctionner sans incident
pendant un temps donné , d’aprés 'Le Petit Robert’ ». Actuellement, I’étude de
la fiabilité est devenue une discipline & part entiére. Car, prévoir la fiabilité d’un
systéme est essentiel pour des raisons de sécurité et d’économie.

Approche déterministe

Globalement, deux approches sont utilisées pour décrire les critéres de rup-
ture : les approches déterministe et probabiliste.
Selon ’approche déterministe, la rupture apparait si,

Oap > R (11.24)

ou 0, est une contrainte appliquée, R est la résistance.

Une des méthodes déterministe est 1'utilisation du diagramme intégrité-rupture
de type «R6» [17]. Pourtant cette approche (Equation 11.24) ne permet pas une
estimation correcte du risque de rupture car il n’est pas toujours possible d’avoir
le nombre des données nécessaires pour connaitre la valeur minimale de résis-
tance & la rupture pour des raisons de temps et d’économie. D’ailleurs, il n’est
pas rationnel d'utiliser 'approche déterministe pour le cristal qui présente une
résistance mécanique aléatoire.

Approche probabiliste

L’approche de la fiabilité donne 'estimation de la résistance du matériau a
partir de la loi de probabilité en tenant compte de tous les événements incer-
tains mais possibles. L’application de 1'outil statistique pour estimer la fiabilité
pour les problémes de la résistance des matériaux et des structures fait ’ob-
jet de nombreuse présentations dans la littérature. En raison de procédure tres
complexe avec des données importantes pour les paramétres, l'utilisation de la
méthode numérique & partir d’un algorithme est fréquente et pratique. On utilise
par exemple, la méthode de Monte Carlo..,etc.

Pour une approche globale, ’'approche de probabiliste pour estimer la fiabilité
des structures et des matériaux compare les valeurs de ces deux termes :

Résistance et Chargement
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Ces deux termes sont présentés par une loi de probabilité et par les valeurs de
variables aléatoires. Celles ci peuvent étre des paramétres mécaniques, le temps

ou autre.
La fiabilité peut s’exprimer comme la probabilité de survies & partir des valeurs
variables quelconques « z; » :

P,=1-P (11.25)

ol P est la probabilité de survie, P, est la probabilité de rupture.

La question est de savoir quelle est I’expression de la probabilité de rupture
F,. Toutes les méthodes numériques utilisent une fonction performance «g» qui
relient entre les résultats (ou la fiabilité des structures ou des matériaux dans
notre cas) et les valeurs des données [30] [36] :

g(z) = 9(z) — y(z) (11.26)

ot g : fonction performance, 7 : la valeur limite, y(z) : la variable performance.

La fonction de performance g(x) peut suivre une distribution de probabilité.
En conséquence, la probabilité de rupture est définie & nouveau par :

Py = Prlg(z) < 0] (11.27)

11.4.2 Facteur de sécurité pour le dimensionnement (LRFD :
Load and Resistance Factor Design)

Dans le dimensionnement des structures et des matériaux, l’utilisation de
facteur de sécurité est trés fréquente. Celle ci peut étre obtenu a partir de I'ap-
proche probabiliste. Une des méthodes est LRFD « Load and Resistance Factor
Designy» [32]. Celle ci consiste en ’application de 'intersection entre les deux dis-
tributions Normales (la résistance et le chargement) et le facteur de sécurité. La
méthode de « LRFD » est basée sur I’hypothése suivante :

“la résistance et le chargement suivent une distribution de Normale” .

La Figure 11.6 montre la zone d’intersection de deux distributions Normales
relative & la résistance et la contrainte appliquée. La zone d’intersection est équi-
valente & une zone de rupture.

La zone de rupture peut a nouveau étre normalisée de la maniére suivante :

My, = My — M, (11.28)
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1: Résistance
2: Chargement

Fréquence relative

Valeurs aléatores

FIG. 11.6 — Représentation de l'intersection de deux distributions Normales pour
la résistance et la contrainte appliquée

0, =/ 02+ 02 (11.29)

p="= (11.30)

g,
ol m, : la valeur moyenne pour la « Résistance », m, : la valeur moyenne
pour le « Chargement », o, : la valeur de I’écart type pour la « Résistance », o, :
la valeur de I’écart type pour le « Chargement ».

Cette distribution z permet d’avoir une estimation de probabilité de rupture.
La valeur 3 représente le coefficient de sécurité. Elle est liée directement a la
probabilité de rupture. c’est & dire que la probabilité de rupture est grande pour

une faible valeur de .
Pour le dimensionnement des structures et des matériaux, «3» représente deux

facteurs importantes «le facteur de la résistance ¢ et le facteur du chargement
ay :

n

MR, > > a@n (11.31a)

i=1

Sollicitation > Résistance (11.31b)
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Fréquence relative

s Vallcu.r aléatoire (Z)

FiG. 11.7 — Présentation de la définition de la distribution Normale Z avec le
coefficient de sécurité 3

Les équations 11.31 sont une forme simple pour présenter la relation entre
la. Sollicitation et la Résistance dans la méthode de LRFD. Il existe dans la
littérature beaucoup d’études a partir de méthodes sophistiquées pour trouver
les valeurs de 3, ¢ et de a. Ces grandeurs varient selon le type de matériaux et
les paramétres mis en jeu.

11.5 Conclusion

En raison de la grande dispersion des résultats d’essai mécanique, nous avons
analysé la résistance mécanique du cristal & partir de la loi de probabilité. Deux
lois de probabilité ont été choisies pour estimer la résistance du cristal : la loi
Normale et la loi de Weibull.

D’aprés notre analyse, la comparaison entre deux distributions de densité de
la loi de probabilité ne montre pas une grande différence. Dans ce cas, I'utilisation
des valeurs du coefficient de corrélation est pratique et permet de distinguer la
loi la plus adaptée aux résultats d’essai.

D’aprés notre calcul du coefficient de corrélation, la loi Normale représente
mieux la résistance mécanique du cristal sous chargement dynamique avec une
trés faible valeur de 0.9825 contre la valeur de 0.9748 pour la loi de Weibull. Pour
cette raison, nous choisirons la loi Normale pour présenter la résistance du cristal
sous chargement dynamique.

Egalement, nous avons montré 1'utilisation du coeflicient de variation qui per-
met de simplifier les paramétres statistiques. Le coefficient de variation est défini
4 partir du rapport entre la valeur d’écart-type et la valeur moyenne. Nous avons
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Approche de la théorie statistique 11.5

obtenu la valeur du coefficient de variation de 0.16 pour le cristal.

Nous avons aussi analysé les résultats d’essai statique et dynamique & partir
de la loi de Student qui nous a permis de comprendre que la différence entre les
résultats d’essai statique et dynamique n’est pas accidentelle, ce qui est important
en terme statistique.

Globalement, deux approches sont utilisées pour décrire les critéres de rup-
ture : approche déterministe et approche probabiliste. Contrairement & I’approche
déterministe, 'approche probabiliste permet d’estimer la "probabilité" de rup-
ture. Ce qui convient bien aux matériaux fragiles ayant une rupture trés aléatoire
comme le cristal.
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Chapitre 12

Fiabilité du cristal soumis a un
choc thermique

L’analyse de la résistance des structures et des matériaux basés sur la théorie
probabiliste et statistique demande toujours une certaine vigilance lors de I’ob-
tention des données et I’expression des résultats : choix du type de distribution
de probabilité, application de 'outil statistique (méthode numérique, analytique
ou 'utilisation du code commerciale), vérification des résultats...,etc.

Nos analyses dans le chapitre précédent sont utilisées pour estimer la fiabilité
mécanique du cristal soumis & un choc thermique. Nous avons trouvé d’abord, la
loi de probabilité (chapitre 11.1.2, p.97).

Les résultats de nos analyses (chapitre 11.2.1, p.99 et chapitre 11.3.2, p.104)
nous permettent de proposer des hypothéses qui sont présentés dans cette section.
Ces hypothéses seront utilisées pour l'estimation de la fiabilité du cristal et celle
de la variation en fonction de la teneur en oxyde de plomb remplacé par ’oxyde
de sodium.

Deux termes généraux "Résistance et Chargement" sont représentés par une
loi de probabilité (loi Normale dans notre cas) et par une variable aléatoire. Elle
peut &tre la résistance mécanique, le temps ou autre chose (valeur du chargement
mécanique dans notre cas).

Dans notre cas, nous avons une variable aléatoire pour la Résistance et une
valeur déterministe pour le Chargement. Pour ces raisons mentionnées ci-dessus,
nous proposons les hypothéses suivantes :
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Fiabilité du cristal soumis 4 un choc thermique 12.1

12.1 Approche probabiliste
12.1.1 Hypothése 1 (application du "CV")

Nous avons des valeurs déterministes pour le chargement (dit & un choc ther-
mique) obtenues & partir de la méthode numérique CASTEM 2000. C’est & dire
que le changement de la teneur en oxyde de plomb dans le cristal influence la
valeur du coeflicient de la dilatation thermique et par conséquent le chargement
thermique.

Nous avons besoin de la distribution de probabilité du chargement thermique
pour appliquer la méthode de fiabilité.

L’application du coefficient de variation C'V nous a permis d’obtenir la distri-
bution de probabilité pour le chargement thermique & partir de sa valeur détermi-
niste. Nous avons considéré que cette valeur déterministe est la valeur moyenne
et la valeur du coefficient de variation CV de la résistance est identique & celui
du chargement. C’est & dire :

1. la valeur de CV, est obtenu a partir des résultats d’essais dynamiques
(Résistance)

oV, = Z— (12.1a)
= 0.22 (12.1b)

2. la valeur de C'V; est identique & celle du chargement thermique (Charge-
ment)

CcV., = CV, (12.2a)
g

= 12.2b

” (12.2b)

= 0.22 (12.2¢)

ou CV, : le coefficient de variation de la Résistance, C'V, :le coefficient de
variation du Chargement, o, : la valeur de I’écart type pour la Résistance, o. :
la valeur de l’écart type pour le Chargement, u, : la valeur moyenne pour la
Résistance , p. : la valeur moyenne pour le Chargement

A partir de I’équation 12.1 et 12.2, la distribution de la loi Normale est obtenue
et présenté dans la Figure 12.1 :

Variation de distribution du chargement en fonction de la teneur en
oxyde de plomb

La variation du chargement thermique en fonction de la teneur en oxyde de
plomb peut é&tre obtenue par le méme concept mentionné auparavant. C’est-a-dire
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12.1 Fiabilité du cristal soumis 4 un choc thermique

0,03
PbO (28.85%)
K 0=16.5 ; u=75
v Y CV,=0.22
g 002 | [
E Ly
o &l 9
& ;('—l—)nu
s F o0
E 0,01 o a
0] j 1 P S | k
0 50 100 150

Valeurs (MPa)

F1G. 12.1 - Distribution de la loi Normale du chargement thermique dans le
cristal

que la valeur du coefficient de variation C'V,(=0.22) est identique pour chaque
chargement obtenu par la méthode numeérique. Dans notre cas, nous avons dimi-
nué la teneur en oxyde de plomb en remplacant par de 'oxyde de sodium.

La procédure du calcul est ainsi :

1. obtention de la valeur théorique du coefficient de dilatation thermique en
fonction de la teneur en oxyde de plomb & partir de la «Relation d’additivités
(section 5.2.2, p.64).

2. application de la valeur obtenue dans la procédure précédente pour trou-
ver le chargement thermique due au méme choc thermique par la méthode des
Eléments finis

3. la valeur obtenue dans le procédure 2 est égale & la valeur moyenne

4. la valeur de I’écart type est obtenue & partir de la valeur du coefficient de

variation C'V,(=0.22).

Les résultats du calcul sont présentés dans la Figure 12.2.

La Figure 12.2 montre la variation de la distribution de probabilité en fonction
de la teneur en oxyde de plomb et la sensibilité au chargement thermique qui est
influencée par la diminution de la teneur en oxyde de plomb remplacé par Poxyde

de sodium.
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Fic. 12.2 - Variation de distribution de la loi Normale pour le cristal soumis &
un choc thermique en fonction de la teneur en oxyde de plomb

12.1.2 Hypothése 2

L'utilisation de la méthode de t-test pour comprendre le rapport entre deux
mesures différentes a été déja mentionnée dans le chapitre 11.3.2.(p.104) Dans
notre étude statistique, les résultats d’essais statiques et dynamiques sont ana-
lysés sur le rapport entre les valeurs «moyennes» des résultats d’essais statiques
et dynamiques. La valeur de ce rapport dans ce cas est ensuite utilisée pour pré-
senter la différence entre les deux distributions Normales pour le cas statique et

le cas dynamique.

Nous appelons cet rapport C* :

s
C*=— 12.3
Md ( )

oll ps et g sont les valeurs moyennes des résultats d’essais statiques et dy-
namiques. L’expression 12.3 prend la valeur C*=0.68 pour du cristal soumis au
chargement statique et dynamique.
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F1G. 12.3 — Variation de la distribution de Résistance en fonction de la teneur en
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Fiabilité du cristal soumis & un choc thermique 12.1

Variation de la distribution de Résistance en fonction de la teneur en
ozyde de plomb

La valeur théorique de la résistance statique du cristal et sa variation théorique
en fonction de la teneur en oxyde de plomb peuvent étre obtenues par la «Relation
d’additivité» (chapitre 5.2.2, p.64).

Mais, nous avons besoin de la distribution des résistances sous sollicitation
dynamique. Pour cette raison, la méme valeur du coefficient C*= 0.68 a été
utilisée.

La procédure du calcul est alors la suivante :

1. le calcul théorique de la valeur de la résistance statique du cristal pour
chaque teneur en oxyde de plomb remplacée par la méme teneur en oxyde de
sodium

2. la valeur obtenue dans le procédure 1 est une valeur moyenne statique

3. 'obtention de la valeur moyenne en dynamique & partir de I'utilisation de
la valeur C*(=0.68)

4. le calcul de Pécart type grace au coefficient de variation (Hypothése 1)

La Figure 12.3 représente la variation théorique de la distribution de la résis-
tance du cristal en fonction de la teneur en oxyde de plomb. Nous avons constaté
que 'augmentation du chargement thermique d au changement de la teneur en
oxyde de plomb et remplacé par la méme teneur en oxyde de sodium est plus
important que celle de la résistance.
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12.2 Fiabilité du cristal soumis 4 un choc thermique

12.2 Fiabilité de la résistance du cristal soumis a
un choc thermique

12.2.1 Critére de rupture

Le concept de la méthode statistique (Equation 11.8, p.99 et chapitre 12.1.2,
p.116) et de LRFD (chapitre 11.4.2, p.108) mentionnée précédemment ont été
utilisé dans notre cas pour évaluer le risque de rupture du cristal soumis & un
choc thermique.

Dans notre étude, la fiabilité basée sur une approche probabiliste considére
deux événements (la contrainte appliquée «o,,» et la résistance «R») et les valeurs
aléatoires de la contrainte «o*».

L’estimation de la résistance mécanique du cristal soumise & un choc ther-
mique dans le langage statistique est la suivante :

1. la probabilité pour que la contrainte appliquée soit supérieure & une valeur
donnée o* est

P(ogp > 0%)

2. la probabilité pour que la résistance a la rupture soit inférieure & la contrainte
o* est

P(R< o%)

La rupture apparait si les deux conditions décrites ci-dessus sont satisfaites
en méme temps. Ceci peut étre exprimé par :

P(osp > R) (12.4)

La zone de la rupture du cristal (Equation 12.4) soumis 4 un choc thermique
dans notre cas est constituée par la zone d’intersection des distribution de proba-
bilité de la « Résistance » et le « Chargement » : bien évidemment, la résistance
représente les résultats d’essai dynamique, le chargement est la contrainte appli-
quée par le choc thermique.

La Figure 12.5 présente la zone de rupture du cristal contenant 28.85% d’oxyde
de plomb et le point d’intersection « X, » entre la « Résistance » et le « Char-
gement ».

La zone de rupture est encore exprimée mathématiquement dans notre cas
comme ci-dessous :
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F1G. 12.5 — Présentation de la zone de rupture

1 ® T — lgp)?
P(osp > R) = = ea:p(—(T::P-)—)d:x (12.5a)
ap P
i (z = p)?
o= \/2—7r/ exp(— 207 ——")dz (12.5b)

12.2.2 Variation de la fiabilité du cristal en fonction de la
teneur en oxyde de plomb

A nouveau, la variation de la fiabilité du cristal soumis & un choc thermique
en fonction de la teneur en oxyde de plomb(28.85% — 2.88%) a été trouvée a
partir de 1’équation 12.5. Ces résultats sont présentés dans la Figure 12.6.

A partir de I'équation 12.5 et le Figure 12.6 , nous avons calculé la zone de
rupture. Les résultats du calcul sont regroupés dans un Tableau 12.1.

La probabilité de rupture P(g,, > R) varie entre 0 et 1. Si P(0q, > R) atteint
& une valeur de 1, nous pouvons considérer que la probabilité de rupture est une
certitude. Au contraire, si P(0,, > R) atteint & une valeur de 0, la probabilité de
rupture est quasiment nul.
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12.2

0,04
+ Résistance (PbO 28.85%)
- Résistance (PbO 14.42%)
= 0,03 * Résistance (PbO 2.88%)
5 x Chargement (PbO 28 85%)
e o Chargement (PO 14.42%)
Q
§ 0,02 « Chargement (PbO 2.88%)
=
g
=
o3
0,01
0 it
0 50 100 150 200 250
Valeurs (MPa)
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TAB. 12.1 — Résultat des calculs de probabilité de rupture.

teneur(%) | 28.85 | 25.96 | 23.08 | 20.2 | 17.31 | 14.42 | 11.54 | 8.65 | 5.77 | 2.88
Xp(MPa) | 87.2 90 93.9 | 100 | 100.4 | 101.5 | 103.3 | 105.1 | 106 | 108.4
P(o,, > R) | 0.623 | 0.74 | 0.851 | 0.958 | 0.942 | 0.847 | 0.575 | 0.676 | 0.6 | 0.531

D’apreés les résultats, ayant la valeur P(o,, > R)=0.623 pour un cristal dont
la teneur en oxyde de plomb est 28.85%, la valeur de P(o,, > R) augmente
et atteint & son maximum (=0.958) pour un cristal dont la teneur en oxyde de
plomb est 20.2 %. Ensuite, la valeur de P(o,, > R) diminue jusqu’a son minimum
(=0.531) pour un cristal dont la teneur en oxyde de plomb est 2.88%.

12.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la fiabilité du cristal & partir de la
théorie statistique et la probabilité mentionnées dans le chapitre précédent. Nous
avons considéré deux termes : « Résistance » et « Chargement ». Dans notre cas,
« Résistance » est la contrainte maximale sous chargement dynamique présentée
& partir de la loi de Normale, « Chargement » étant la contrainte induite par le
choc thermique obtenue & partir de la méthode des éléments finis.

Nous avons proposé deux hypothéses :

-1. La valeur du coeflicient de variation (CV=0.22) obtenue & partir de I’essai
dynamique est identique & celle de la contrainte appliquée :

I’hypothése 1 permet de calculer la valeur de I’écart type en considérant la
contrainte maximale comme la valeur moyenne pour le chargement. Le calcul
théorique de la variation du coefficient de dilatation thermique en fonction de
la teneur en oxyde de plomb permet d’obtenir & nouveau la contrainte induite
par le méme choc thermique & partir de la simulation. En considérant que cette
valeur est une valeur moyenne, ’application de I’hypothése 1 permet d’obtenir la
variation de la densité de probabilité du chargement en fonction de la teneur en
oxyde de plomb,

-2. Lerapport entre la valeur de la contrainte maximale moyenne en statique
et en dynamique est une constante :

I’hypothése 2 permet de calculer la valeur moyenne de la résistance du cristal
en fonction de la teneur en oxyde de plomb & partir de la valeur théorique de la
résistance statique.
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Dans notre cas, le critére de rupture se situe sur la zone d’intersection entre la
densité de probabilité « Résistance » et « Chargement ». Ainsi, la probabilité de
rupture P varie de 0 & 1. Si P atteint la valeur 1, nous pouvons considérer que la
probabilité de rupture est une certitude. D’aprés notre calcul, nous avons obtenu
une valeur de P de 0.958. Ce qui est le maximum pour un cristal qui contient
20.2% d’oxyde de plomb.
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Clhapitre 13
Conclusion 1V

Dans notre cas, deux hypothéses ont été proposées pour estimer la résistance
du cristal soumis & un choc thermique & partir des paramétres statistiques pré-
sentés précédemment.

La premiére hypothése consiste & trouver la distribution Normale pour le
chargement thermique. Autrement, 1’égalité entre la valeur de la variation du
coefficient de chargement thermique et de la résistance dynamique. C’est une
constante qui représente la dispersion des données autour de la valeur moyenne.
Cette constante est aussi appliquée pour trouver la variation de la distribution
Normale pour le chargement thermique en fonction de la teneur en oxyde de
plomb. En effet, la variation du chargement thermique vient du changement de
la valeur du coefficient de dilatation thermique, ce dernier étant lié a la réduction
de la teneur en oxyde de plomb. Ceci présente les mémes origines du probléme.

La deuxiéme hypothése est de trouver la variation de la distribution Normale
pour la résistance en fonction de la teneur en oxyde de plomb. Le concept de la
« loi de Student » est appliqué pour trouver le rapport entre la valeur statique
et la valeur dynamique. Ce rapport correspond & la constante C*. Ensuite, nous
avons supposé que la valeur de C* est identique pour chaque teneur en oxyde de
plomb.

Le critére de rupture est représenté par la zone d’intersection entre la distri-
bution Normale pour la résistance dynamique et le chargement thermique obtenu
précédemment. D’aprés les calculs, le cristal qui contient 20.2% d’oxyde de plomb
présente la probabilité de rupture la plus élevée.
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Synthése
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Synthése

« L’estimation de la fiabilité de la résistance mécanique du cristal soumis &
un choc thermique » a été effectuée dans le but tout d’abord d’une contribution
4 l’avancement de la recherche scientifique et aussi du fait de 1'intérét industriel
pour les cristalliers.

Dans le domaine de la recherche, ce travail permet de relier le domaine ther-
mique et mécanique par le biais d’une approche probabiliste et statistique, 1’ap-
proche déterministe n’étant pas convenable pour estimer la durée de service du
matériau. D’autre part, on constate dans la littérature, I’absence d’influence de la
vitesse du chargement thermique sur I'accroissement de la résistance du matériau
verre sous le chargement dynamique.

Egalement, les caractéristiques mécaniques trés dispersives du matériau verre
ne permettent pas d’avoir une valeur exacte de sa résistance. Ceci demande une
analyse statistique qui est souvent négligée pour la conception des matériaux et
des structures par les mécaniciens.

Le comportement mécanique du cristal a été obtenu & ’aide d’essais : sta-
tique (Instron) et dynamique (Barre d’Hopkinson). Aussi les résultats des essais
nous ont permis de mettre en evidence le comportement linéaire élastique jusqu'a
rupture brutale et aléatoire sous chargement statique et dynamique.

L’utilisation de I’échantillon « disque Brésilien » perforé au centre nous permet
de comprendre les différents processus de rupture par fendage en statique et par
multi-fragmentation en dynamique et de constater ’accroissement de la résistance
du cristal quand il est soumis & un chargement rapide par rapport & un chargement
statique.

En imaginant le cas d’un choc sévére avec une valeur du nombre de Biot égale
& 25, nous avons obtenu la contrainte induite par choc thermique & l’aide de la
simulation de la méthode des éléments finis dans un cylindre creux (bien évidem-
ment, les caractéristiques physiques et mécaniques du cylindre sont identiques a
celles utilisées pour les essais mécaniques). Nous avons également obtenu la distri-
bution des contraintes dues au méme choc thermique par la méthode analytique
tout en gardant la méme condition aux limites, les caractéristiques physiques et
mécaniques et la géométrie identiques & celles du cristal utilisé pour la simula-
tion. Ce résultat de calcul montre bien que la contrainte du choc thermique a un
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caractére dynamique avec une forme d’onde.

Etant donné le caractére fragile du cristal, 'approche statistique a été choisie
pour estimer la résistance du cristal soumis & un choc thermique et sa variation
théorique en fonction de la teneur en oxyde de plomb. C’est pourquoi nous avons
établi deux distributions de densité de la loi Normale : I'une représente la «Ré-
sistance» & savoir la résistance du cristal sous chargement dynamique, ’autre
représente le «Chargement» & savoir la contrainte induite par le choc thermique.
Le critére de rupture du cristal est défini par la zone d’intersection entre les deux
distributions. La variation des deux distributions en fonction de la teneur en
oxyde de plomb a été trouvée a partir. du coefficient de dilatation thermique et
de la valeur de résistance statique du cristal qui varient en fonction de la teneur
en oxyde de plomb, remplacé par 'oxyde de sodium. D’aprés notre analyse, le
cristal contenant 58% d’oxyde de silice, 28.88% d’oxyde de plomb, 5.42% d’oxyde
de sodium et 6.73% d’oxyde de potassium, présente une valeur de probabilité de
rupture équivalent & P = 0.623. Quand au cristal qui contient 58% d’oxyde de
silice, 20.2% d’oxyde de plomb, 14.09% d’oxyde de sodium et 6.73% d’oxyde de
potassium, il présente une probabilité maximale de rupture équivalent 4 P=0.958.

Nous avons abordé le probléme de la résistance mécanique du cristal soumis
& un choc thermique en diminuant la teneur en oxyde de plomb et en remplacant
I’oxyde de plomb par de 'oxyde de sodium. Nous avons négligé V'effet de la di-
minution de I'indice de réfraction qui donne la brillance du cristal. Ceci signifie
une perte de brillance initiale du cristal qui contient plus d’oxyde de plomb. Car,
notre travail est axé uniquement sur la variation de la résistance du cristal. Il
n’en va pas de méme pour les cristalliers qui prendront en compte 'effet de la
variation de la résistance et de la perte de brillance selon la teneur en oxyde de
plomb. Lors de cette étude, I'augmentation de la résistance du cristal selon la vi-
tesse de chargement a été vérifiée a 1’aide des essais. En revanche, les contraintes
dues aux chocs thermiques ont été obtenues de maniére purement théorique. Il est
donc fortement recommandé de réaliser ’essai du choc thermique. Une maniére
d’affiner le résultat de mes recherches concernant la vitesse de chargement dans
le domaine dynamique et thermique consisterait a4 partir du temps a redéfinir et
a relier la sévérité du choc thermique au temps de rupture dynamique.
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IAnnexe A

Theéorie du transfert thermique

A.1 Notion de base

Dans P'étude thermique, les notions de chaleur «Q», le flux de chaleur «®» et
de la densité de flux de chaleur «J» sont primordiales.

La chaleur «Q» est une forme d’énergie exprimée en joule (J) dans le systéme
international. La température «T» est la manifestation de la chaleur stockée. On
utilise souvent le degré « Celsius (°C) » de telle sorte qu'une variation de tempé-
rature de 1°C est égale & une variation de température de 1K. Une variation de la
chaleur stockée « @) » dans un matériau entraine une variation de température «
0T ». S’il n’y a pas de changement de phase, par unité de volume, on a la relation
suivante :

§Q = pCST (A1)

ol p et C sont respectivement la masse volumique (kg/m?) et la capacité ca-
lorifique (J/kg.K).

Le flux de chaleur «®» est la quantité de chaleur qui traverse une surface par
unité de temps. Dans le systéme international, I’unité est le watt « W ».

_ 4@
o= (A.2)

La densité de flux de chaleur « J » est la quantité de chaleur qui traverse une
surface unité par unité de temps. L'unité est le watt par métre carré (W/m?2).

@
2= / Fds (A.3)
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Théorie du transfert thermique A2

A la surface de séparation de deux milieux, il y a continuité de la température
« T» et de la densité de flux « J ».

A.2 Bilan d’énergie

On considére un volume « v » de matériau entouré par une surface fermée
« S ». A lintérieur du volume, il peut y avoir la production de chaleur. Cette
production de chaleur est traduite par la puissance thermique P (W/m3). La
chaleur produite peut également sortir du volume. Si on négligé les changements
de phase traduits par une chaleur latente de liquéfaction ou de vaporisation, on
peut faire le bilan d’énergie par unité de temps :

or
/ Pdv = / pC—dv + / 7ds (A.4)
v v ot Si
En utilisant le théoréme de la divergence, on peut écrire :
/ Pdv = / pc%wa / divJ dS (A.5)
On peut écrire le bilan d’énergie sous une forme locale :

P= pc%T +div] (A.6)

Les échanges de chaleur peuvent étre réalisés & partir de 3 modes différents :
la conduction, la convection et le rayonnement. Le phénoméne de ’échange de
chaleur par la conduction est décrit par la « Loi de Fourier » :

J = —\gradT (A.7)

oll ) est le coefficient de conductivité thermique(W/m.K) et §r_ac)lT ! est un
gradient de température.

La loi de Fourier permet d’écrire la relation entre la densité de flux de chaleur
et la température. On peut reporter cette loi dans le bilan d’énergie sous forme
locale (Equation A.6) et on obtient :

lpour une fonction scalaire f (x,y,z), le gradient de f est une fonction du vecteur ainsi
gradfz‘—géi =+ %5 i+ %zik avec i, j et k comme vecteurs unité
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P= pc%—:tr — 2div(AgradT) (A.8)

Lorsque le coefficient de conductivité thermique est uniforme? alors :

P= pc%—:tr —AV2T (A.9)

A.3 Résistance thermique

Résistance thermique de contact
Le contact entre deux solides rugueux n’est jamais parfait. La discontinuité
de la nature des matériaux entraine une perturbation dans le champ de tempé-
rature. Il existe entre les deux une couche d’air (en général) dont I’épaisseur est
trés variable. On peut définir la résistance thermique de contact pour qu’il y ait
conservation du flux de chaleur :
AT

R=" (A.10)

Couche limite entre solide et fluide

Quand on considére une paroi en contact avec un fluide, la mécanique des
fluides indique qu'il existe au voisinage de la paroi une «couche limite» due a la
convection. L’épaisseur de cette couche est en général trés difficile & évaluer car
elle dépend de nombreux paramétres. Il existe également au voisinage de la paroi
un gradient thermique important. Le flux de chaleur dans cette couche limite
est proportionnel & la surface d’échange « S » et & la différence de température
T, — Ty entre la paroi et le fluide (Figure A.1). Pour traduire I’échange de chaleur,
on écrit la «loi de Newtony :

& = hS(T, — T}) (A.11)

ol h est le coefficient de transfert superficiel (ou coefficient de convection) qui
s’exprime en W.m~2. K1,

Lorsque le mouvement du fluide est imposé (convection forcée), le coefficient «
h » ne dépend pas de la température. La proportionnalité entre flux de chaleur et
la différence de température n’est plus vérifiée lorsque la convection est libre. Le
coefficient A est trés difficile & évaluer. On peut préciser les ordres de grandeur :

?pour une fonction de vecteur v(x,y,z) ,div v=V v = (%i + a—ayj + a%k) * (V18 + voj + vgk)
3Cette hypothése suppose en fait que A est indépendant de la température T
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s

)23

15

Paroi

—

J |

| > Fluide
|Couche
limite

Fic. A.1 — Couche limite

_convection naturelle : 5 < h < 103W.m~2. K~}
-convection forcée : 10 < h < 10°W.m 2. K1

On peut définir la résistance thermique de la couche limite :

(A.12)

Conduction en régime non permanent

Compte tenu de ce que I'on appelle dans le langage courant I'inertie thermique,
la température dans un systéme, si elle varie dans le temps, ne peut le faire que
trés lentement. Les deux nombres adimensionnels «nombre de Biot» et «nombre
de Fourier» souvent utilisés permettrons de trouver aisément la distribution de
la température dans le temps.

Nombre de Biot

On peut toujours définit une longueur L caractéristique d’un systéme. Pour
un mur, par exemple, cette longueur dépend de 'épaisseur. Pour un systéme a
une dimension, & linterface située en « zo » entre une paroi et un fluide, la
«continuité du flux de chaleur» doit étre assurée. Pour une unité de surface, on
a:

o, = ¥ (A.13
JxS = hx*xS(T,—Ty) (A.14

~— N’
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—XgradT) = hx*S(T, —Ty) (A.15)
—M%&o=lwﬂﬂ—ﬂ) (A.16)

Si on effectue le changement de variable T = x/L , cette relation devient :

A ) = b S(T, - T)) (A17)

On montre ainsi que le rapport « AL/ » est un nombre sans dimension. C’est
le «<nombre de Biot» noté B :

hL

B==Z (A.18)

Nombre de Fourier
D’autre part, I'équation de la chaleur (Equation A.6, p.127), dans le cas d’un
systéme a une dimension s’écrit :

2
DaT or

Avec le méme changement de variable que précédemment, on peut écrire :

o1 _ 1o

Ceci montre que le rapport Dt/L? est sans dimension. On définit ainsi le «
nombre de Fourier » :

Fy=— (A.21)

Celui-ci est proportionnel au temps. Les deux notions non dimensionnel «Nombre
de Biot» et «Nombre de Fourier» sont pratiques pour obtenir la variation de tem-
pérature dans le régime transitoire
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Annexe B

Chargement par train d’ondes

B.1 Equation fondamentale du mouvement

L’analyse de la propagation de ’onde de compression appliquée & un élément
«dx» se fait & partir d’une théorie d’équilibre mécanique et la « loi de Hooke »
(Figure B.1).

Elément, dx
K A

P, P,

FIG. B.1 — Présentation d’un élément «dx» soumis & un chargement dynamique
compressif

A partir de I'hypothése que la barre a un comportement élastique parfait,’.
nous avons deux forces compressives P; et P, appliquées sur la surface A. La
Figure B.1 présente la force uni-axiale en compression appliquée sur la surface A
d’un élément « dx ». En conséquence, nous avons déduit I’équation d’équilibre
suivante :

1Cette hypothése permet d’appliquer la loi de Hook «o = Ee»
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P, = P, (B.1)
a’l.lq _ 8u2
AB5~ = —ABE- (B.2)

ol %1 et %1;1 représentent les déformations de 1’élément « dx ».
L’expression ci-dessus peut s’écrire & nouveau en appliquant la « loi de Newton
»

Z F = ma (B.3a)
Ouy Ouy d*uy

oll p est la densité de la barre, i;—‘;l est I'accélération de la particule dans le
matériau, E est le module élastique. Supposons que le matériau est homogéne
dans la surface A :

2
C2 [6“1 _ 6uzJ _ d (731 do (B4)

ou C = +/E/p.

L’équation B.4 représente une relation fondamentale de mouvement pour ’élé-
ment « dx ». A partir de 'expression du déplacement « u; », « ug » peut étre
défini comme :

Uy = Uy + —aa% * dz (B.5)
Encore,
Ouy  Ouy | 8%y
oz ~ Or - Ox? SEE (E:6)

En application de I’équation B.5 et B.6 dans 1'équation fondamentale de mou-
vement (Equation B.4), nous avons une autre expression :
Puy  d%u
= —21 (B.7)
O0x? dt?

L’expression B.7 représente une équation de mouvement simplifiée pour un
élément « dx » qui est homogene, soumis & une déformation axiale et uniforme.
Cette expression est utilisée pour simplifier la relation entre la contrainte appli-
quée dans ’échantillon et sa déformation.
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B.2 Onde de contrainte dans 1’échantillon

Supposons d’abord que 1'échantillon est en équilibre avant d’appliquer le char-
gement uni-axiale (Figure B.2).

[

Echantlllon
Projectile ~ Barre incidente Barre transmise

\

a ;\

Jauge de dcformahonl Jauge de¢ déformation2

FiG. B.2 — Présentation de 1’échantillon cylindrique soumis & une compression
uni-axiale dans le dispositif de « Barre d’Hopkinson »

Dans la Figure B.2, les forces « P, » et « P, » proviennent du contact entre
la barre incidente et transmise et I’échantillon. «dy» et «dy» représentent le dia-
métre de la barre et celui de ’échantillon. Ces deux forces dans I’échantillon
sont compressives et variables en fonction du temps pendant le chargement et le
déchargement de 1’échantillon.

Ces deux forces « P, » et « P, » peuvent étre exprimées a partir de I'onde
incidente, réfléchie et transmise qui sont obtenues et analysées & ’aide des jauges
de déformation. En conséquence, nous avons l’expression :

P = Blet) + en(0)" B9
= Efer(t) ”j" (B.9)
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Dans I'équation B.8 et B.9, « ¢/(t) » représente le signal de déformation dans
la barre incidente, « er(t) » étant celui dans la barre de réflexion et « er(t) »,
celui dans la barre de transmission.

D’un autre c6té, nous avons la valeur moyenne des contraintes « o, »2 appli-
quées dans I’échantillon :

onft) = (Py(t) +AP2(t))/2 (B.10a)
_ i(;)t—_d?(—t) (B.10b)

Pour développer une expression "plus pratique", les contraintes moyennes
appliquées dans ’échantillon doivent étre réécrites a partir de I’histoire des défor-
mations « €;(t) », « er(t) » et « eg(t) ». En mettant ’équation B.8 et B.9 dans
les contraintes moyennes, nous avons une autre expression :

Bd

2 1(0) & €n(®) + ex(t)] (B.11)

om(t) =

En rappelant I'hypothése que la déformation dans I’échantillon est uni-axiale
et uniforme, la déformation totale dans la barre incidente (= €1 + €g) doit étre
égale & la déformation totale dans la barre transmise (= e7).

er(t) + er(t) = er(t) (B.12)

L’application de I’équation B.12 dans 1’équation B.11, conduit & I’expression :

d2
om(t) = EeT(t)—g (B.13)

Autrement dit, les contraintes moyennes appliquées dans I’échantillon sont
proportionnelles & la déformation totale dans la barre transmise.

Q
]
»lu
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Annexe C

Résolution analytique sur un
cylindre

Considérons un cylindre creux soumis & un changement de température.

Fic. C.1 — Géométrie d’un cylindre creux

Dans notre cas, nous travaillons & température réduite pour simplifier le pro-
bléme.

_ T(r,t) - Ty

ot =—p (C.1)
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d’ot « T; » température initiale, « Ty » température finale. A partir de I’équa-
tion de transfert de chaleur (voir p. 128), en négligeant la source interne, nous
avons dans un régime transitoire pour un cylindre I’équation de transfert de cha-

leur suivante :

pc% = kV?%0 (C.2)

avec
#1918 &
or2  ror Or2002 022

=0

V= (C.3)

Dans notre étude, nous nous limiterons au cas ol les parameétres « p », « ¢ »,
« k » ne dépendent ni de la température, ni du milieu. Nous négligeons également
I’échange thermique a I’intérieur et au bord du cylindre.

Le principe du calcul est le méme que pour la plaque infini, ainsi, I’équation de
transfert thermique aux dérivées partielles est résolue par la méthode « Séparation

des Variables » :

O(r,t) = U(r) « I'(z) (C4)

En introduisant cette expression dans I’équation du transfert thermique (Equa-
tion C.2) :

1 _ 1.1 dr@)

= -\ (C.5b)
avec a=k/pc.

D’abord, nous définissons la condition initiale (Equation C.6) et les conditions
aux limites (Equation C.7 et C.8) :

t=0:
6(r,0) =1 (C.6)
I=r1
ov
ek 0 (C.7)
Ir=To :



Résolution analytique sur un cylindre

k- = hU(r) (C.8)

La solution de I'(?) a été obtenue auparavant (voir Equation 2.20, p. 40).
L’équation spatiale s’écrit :
&2U(r) 18Y(r)

S e TN =0 (C.9)

Cette équation peut avoir une solution de « fonction de Bessel » en utilisant
la transformation, s = Ar

d*v d¥
207 ¥ ay 27 —
5= +sds +s°¥ =0 (C.10)
Et encore :
\I/(S) = AJo(S) + BYQ(S) (Cll)
U(Ar) = AJdo(Ar)+ BYy(Ar) (C.12)

ol Jyp et Yy sont respectivement des « fonctions de Bessel de 1™ et 2™¢ ordre
».
A partir de la condition aux limites r = r; :

—AJl()\Tl) — BYl(/\Tl) =0 (013)

A partir de la condition aux limites r = 7y :

—k[=AAJL(Ar3) — ABYi(Arg)] = h[AJo(Ar2) + BYo(Ar)] (C.14)

Encore :

ENAJL(Ar2) + KABYi(Ara) — RAJo(Ars) — hBY(Ary) = 0 (C.15)

A partir de la valeur du déterminant obtenue & partir de ’équation C.13 et
C.15, nous en déduisons la valeur de )\ :

J1(>\T'1) le()\’l‘l)

EAL(Ar) — ho(Ara) (RAY:(Ara) — hYs(Ar2)) | = ©

La valeur de A, est de :
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[k‘)\Yl()\Tg) - hYO(/\TQ)]Jl(A’I"l) = [k)\Jl(A’f'g) - hJo(/\TQ)]}/i()\Tl) =0 (016)

Nous avons la valeur du coefficient « B » & partir de ’équation C.13 :

A L)-‘rl ()\ﬂrl)

B=-—
Yzl(/\'nrl)

(C.17)

Nous avons donc la solution de I’équation C.12 en utilisant 1’équation C.17 :

T(hr) = A [Jo(m - %ﬁ%imﬂr)] (C.18)

La solution générale de ’équation transfert thermique (Equation C.4) s’écrit
alors :
J 1()\717‘1)

6(r,t) = A/r:1 exp ot [Jo()\nr) - m}’b()\nr)] (C.19)

L'utilisation des propriétés octogonales des fonctions propres (voir équation
2.38, p.43) permet d’obtenir la valeur A.
La propriété octogonale de « fonction de Bessel » :

/rJn(Anpr)Jn(/\nqr)dr =0 p#gq (C.20)
Nous obtenons la valeur du coefficient A & partir de la condition initiale
6(r,0) = A¥(A\,r)=1":

[ re(Aar)dr
A=mp (C.21)
LU ar)U(Amr)dr

avec 1m = 1.
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Le développement de la science et la maitrise des conditions matérielles ont
apporté un degré de confort et de bonheur extérieur trés élevé; c’est certainement
excellent, mais ces progrés scientifiques et technologiques n’empéchent pas l'esprit
de rester dans la méconnaissance de lui-méme et d’étre, de ce fait, conditionné
et affligé de nombreuses maniéres, par la souffrance, la frustration et l’angoisse.

Kalou Rinpoché, "La voie du Bouddha selon la tradition tibétaine"





