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Nomenclature

Symboles latins

E : champ électrique
I : tenseur d’identité
Ie : courant électrique dans les blocs
If : courant électrique dans les fissures
J : densité de flux molaire dans les fissures
j : densité de flux molaire dans les blocs
jd : densité de flux de diffusion dans les blocs
Jfd : densité de flux de diffusion dans les fissures
n : normale extérieure à la phase solide
r, R : vecteur position
u : déplacement du solide
Vf : vitesse du fluide
Vfs : vitesse du liquide par rapport au mouvement du solide
vD : vitesse de Darcy dans les blocs
ci : concentration dans les blocs du constituant i
Ci : concentration dans les fissures du constituant i
c : fonction de corrélation directe
chs : fonction de corrélation directe pour des sphères dures
c̃ : fonction de corrélation directe à courte portée
d : diamètre des ions
Di : coefficient de diffusion moléculaire du constituant i
Di : coefficient de diffusion macroscopique du constituant i
Es : module d’Young
F : énergie libre de Helmholtz
F : énergie libre intrinsèque
Gi : coefficient de partage du constituant i
g(n) : fonction de corrélation à l’ordre n
h : g-1
H : semi distance de séparation entre deux plaques parallèles
k : variable de Hankel
kB : constante de Boltzmann
l : longueur à l’échelle nanoscopique
L : longueur à l’échelle macroscopique
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nf : fraction volumique macroscopique
N : nombre des molécules
pb : pression du bulk
pw : pression de l’eau pure
p : pression du fluide
qi : charge de l’ion i
R : constante des gaz parfaits
Ri : coefficient de retardation du constituant i
r : distance entre deux points
T : température
UN : potentiel intermoléculaire
uij : potentiel intermoléculaire entre les ions i et j
uhsij : potentiel intermoléculaire entre les ions i et j à courte portée
vhsi : potentiel extérieur à courte portée
V : potentiel extérieur
y : h-c
Y : cellule-unité
Yf : domaine occupé par le fluide dans une cellule-unité
Ys : domaine occupé par le solide dans une cellule-unité
∂Yfs : interface solide/fluide dans une cellule-unité
ZN : intégrale de configuration
zi : valence de l’ion i

Symboles grecs

Πd : tenseur de la pression de disjonction
σf : tenseur des contraintes totales du fluide
σs : tenseur des contraintes totales du solide
σU : tenseur des contraintes intermoléculaires
σV : tenseur des contraintes extérieures
σK : tenseur des contraintes de gaz idéal
σel : tenseur des contraintes intermoléculaires électrostatiques
σcore : tenseur des contraintes des sphères dures
σhs
V : tenseur des contraintes des sphères dures/plan dur

∇· : divergence
∇ : gradient
γi : coefficient d’activité du constituant i
Γfs : interface solide/liquide
δij : symbole de Kronecker
∆ : laplacien
ǫ : permittivité
ε : petit paramètre de la méthode d’homogénéisation
κ : inverse de la longueur de Debye
λD : longueur de Debye
Λ : longueur d’onde thermique de Broglie
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µ : potentiel chimique
µ̃ : potentiel électrochimique
µs : coefficient de Lamé
ν : coefficient de Poisson
ξ : paramètre de Onsager
π : pression de Donnan
πb : pression de disjonction du bulk
ρ(n) : fonction de distribution à l’ordre n
σ : charge de la surface
τ : distance de séparation entre deux plaques parallèles
τM : tenseur de Maxwell
φ : porosité du bloc
φi : coefficient osmotique du constituant i
Φ : potentiel électrique
χ : distance entre deux molécules dans un plan parallèle aux surfaces fluide/solide
ψ : potentiel électrique relativement au bulk
Ωf : domaine occupé par le fluide
Ω⋆f : domaine occupé par les ions
Ωs : domaine occupé par le solide

Indices

b : bulk
C : Coulomb
core : courte portée
d : diffusion
D : Darcy
el : électrique
ex : excès
exp : exponentielle
f : fluide
hs : sphère dure
I : image
K : cinétique
osm : osmotique
s : solide

Exposants

̂ : transformée de Fourier
˜ : transformée de Hankel
T : transposée d’une matrice





Introduction

L
es milieux poreux déformables sont présents dans tous les aspects de la vie. Par
exemple, les argiles gonflantes sont très répandues dans la nature. En agricul-

ture, l’adsorption de l’eau par l’argile détermine l’aptitude des sols à transporter et
à fournir l’eau et les éléments nutritifs. Les bentonites compactées jouent un rôle
essentiel dans les différentes prévisions de stockage souterrain des déchets radio-
actifs de haute activité ainsi que comme barrière pour différents autres types de
stockage. En génie civil, le gonflement et le retrait des sols argileux vont induire des
contraintes dommageables pour les fondations et la structure des bâtiments. Des
techniques utilisant les phénomènes électrocinétiques ont d’ores et déjà été utilisées
pour extraire des polluants de sols argileux expansifs. Pour l’ingénieur de forage dans
l’exploitation du pétrole, le gonflement est un problème essentiel pour la stabilité des
puits. Les gels de polymère gonflant ont d’innombrables applications technologiques
comme la délivrance régulière de médicaments, les lentilles de contacts, la fabrication
des semi-conducteurs et dans l’industrie alimentaire. Les tissus biologiques hydratés
(par exemple, les cartilages articulaires, les disques intervertébraux, le ménisque du
genou, les vaisseaux sanguins, le tissu endothélial de la cornée) sont des exemples
typiques de milieux poreux déformables chargés électriquement.

Par simplicité, nous allons restreindre ici notre discussion au système eau-
électrolytes-argile. Les argiles gonflantes de type 2:1 sont formées de larges feuillets
de phyllosilicates déformables, empilés en couche et séparés les uns des autres par une
couche d’eau (eau adsorbée). Une propriété essentielle de beaucoup de systèmes col-
loïdaux argileux vient des substitutions isomorphes et de la présence de défauts dans
le réseau cristallin de la smectite qui vont produire une densité surfacique de charges
négatives à l’extérieur de chaque cristal. Quand l’argile va être immergée dans une
solution d’électrolyte, la charge négative va provoquer un mouvement des particules
chargées de la solution en attirant les contre-ions du fluide qui vont alors former un
nuage chargé positivement au voisinage des surfaces. L’apparition de gradients de
concentration dans le nuage des contre-ions et le déséquilibre ionique entre la solu-
tion électrolytique et le fluide environnant initialement électriquement neutre est à
la base des nombreux phénomènes couplés mécaniques et électrochimiques observés
à l’échelle macroscopique comme le gonflement. L’expansion du réseau argileux est la
conséquence du changement de dimension du cristal quand de l’eau est ajoutée dans
le réseau. Quand un cristal de phyllosilicate est placé dans une atmosphère humide,
il est capable de prendre de l’eau qui pénètre entre les différentes feuillets en géné-
rant des forces intermoléculaires qui vont agir de manière à rompre l’empilement des
couches de silicate [23]. L’analyse microscopique de la composante électrostatique de
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14 Introduction

la pression de gonflement est bien connue et est traitée classiquement par la théorie
de la double couche électrique due indépendamment à Gouy et Chapman [56]. Cette
théorie a été appliquée à des électrolytes complètement dissociés à l’équilibre quand
la distribution de charges et le champ électrique sont gouvernés par l’équation de
Poisson-Boltzmann [21].

Les argiles gonflantes présentent toute une hiérarchie d’échelles de longueur dis-
tinctes. À la nanoéchelle, les particules argileuses sont composées de feuillets d’argile
chargés et d’un espace interfoliaire saturé par une solution d’électrolyte. À la sur-
face de chaque feuillet se développe une double couche électrique dont la longueur
caractéristique typique est la longueur de Debye O(10−9m) [20]. À cette échelle, la
solution d’électrolyte sera considérée comme un fluide continu contenant des ions.
À la microéchelle de longueur caractéristique O(10−6m), les agrégats argileux for-
més d’un empilement de feuillets interagissent avec une phase fluide ordinaire que
nous dénommerons bulk. La macroéchelle est obtenue par l’ensemble des agrégats
et la phase liquide (bulk). À une échelle supérieure, il serait légitime (ce que nous
en ferons pas ici) de considérer les fissurations qui peuvent apparaître dans un sol
argileux à l’échelle millimétrique comme une nouvelle échelle de longueur. . . Les pro-
cédures de changement d’échelle, c’est-à-dire comment formuler les lois constitutives
à l’échelle macroscopique pertinente pour l’ingénieur, sont au coeur de notre dé-
marche. Comme procédure de changement d’échelle, nous adopterons la méthode de
l’homogénéisation périodique [4].

Pour l’étude d’un système d’électrolyte moléculaire, plusieurs méthodes existent.
La dynamique moléculaire simule par exemple l’évolution au cours du temps des tra-
jectoires d’un système de particules y compris le solvant (eau) considéré comme dis-
cret [37]. Elle fournit une solution très précise si les potentiels des forces en présence
sont eux-mêmes précis. Toutefois, le procédure de l’homogénéisation périodique que
nous utilisons dans ce travail suppose que l’on écrive les équations locales d’équilibre
au sein des phases solide et fluide, ce qui n’est pas nécessairement une tâche aisée à
partir de la dynamique moléculaire.

Dans ce travail, l’objectif principal sera de perfectionner le modèle de Poisson-
Boltzmann pour prendre en compte les effets de corrélation entre ions. Nous ferons
l’hypothèse d’un solvant continu puis nous utiliserons des modèles issus de la mé-
canique statistique pour décrire les effets électro-chimio-mécaniques. Nous considé-
rerons les ions avec une taille finie mais nous recourrons à une approche continue
en utilisant la théorie des fonctions de distributions. Une telle description présente
en outre l’avantage de pouvoir être généralisée au cas de plusieurs types d’ions. La
description continue retenue se prête aisément au changement d’échelle par la mé-
thode de l’homogénéisation périodique permettant la propagation de la physique
nanoscopique vers l’échelle macroscopique.

Du point de vue de la forme, ce document est composé de cinq chapitres aux
objectifs assez distincts.

Au chapitre 1, les structures nanoscopiques des argiles seront présentées avec
une attention particulière pour les argiles gonflantes de type 2:1. Le phénomène
d’absorption des ions conduit à un problème de double couche électrique objet de
nombreuses études de complexité différente. Dans ce premier chapitre, le modèle
élémentaire de Poisson-Boltzmann sera rappelé. Dans le but de modéliser le système
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argile-eau à l’échelle macroscopique, un schéma à trois échelles des argiles gonflantes
sera présenté. À partir de ce point de départ, l’objectif de la thèse sera de développer
successivement ces différents points de vue.

Au chapitre 2, pour dévoiler la mécanique statistique, la notion de fonction de
corrélation des ions dans un électrolyte sera d’abord présentée. On rappellera qu’elle
permet le calcul des propriétés thermodynamiques (pression, potentiel chimique) de
la solution électrolytique. L’écriture de l’équilibre mécanique à l’échelle nanoscopique
utilisera pour le tenseur des contraintes dans un électrolyte l’approche suggérée par
Irving-Kirkwood [22] qui sera discutée à la fin de ce chapitre.

Au chapitre 3, un modèle non local à deux échelles (nano et microéchelle) est dé-
veloppé pour l’étude d’un milieu poreux gonflant saturé par une solution d’électrolyte
en équilibre avec une solution externe que nous dénommerons bulk. À la nanoéchelle,
un modèle DFT/MSA (Density Functional Theory/Mean Spherical Approximation)
combinant approche de la fonctionnelle de densité et une fermeture analytique pour
les fonctions de corrélation ion-ion sera développé. Ensuite, une procédure d’ho-
mogénéisation pour un milieu spatialement périodique en utilisant une expansion
asymptotique permettra d’effectuer le passage de la nanoéchelle à la microéchelle
et à partir de la pression de disjonction définie à la nanoéchelle de donner la loi
constitutive de la pression de gonflement définie à la microéchelle.

Au chapitre 4, l’échelle nanoscopique sera résolue encore plus précisément en
utilisant la fermeture HyperNetted-Chain (HNC) et l’équation de Ornstein-Zernike
pour un milieu non homogène. Les corrélations entre ions seront traitées de façon
rigoureuse au moyen de cette seule fermeture. L’approximation HNC est connue
pour être bien adaptée au cas d’un système avec de longues interactions ioniques.

Au chapitre 5, le milieu argileux gonflant sera modélisé par un modèle à trois
échelles (nano, micro et macroéchelle) et deux niveaux de porosité (nano et mi-
cropores). À la nanoéchelle, la solution est fondée sur le modèle HNC du chapitre
précédent. À l’échelle microscopique, la phase fluide ayant les propriétés d’une phase
fluide ordinaire (bulk) co-existe avec les particules argileuses. Le transport des ions
a lieu au sein du bulk, les particules argileuses étant supposées en équilibre thermo-
dynamique avec le bulk. Le résultat final à la macroéchelle après homogénéisation
donne la loi constitutive de la pression de gonflement ainsi qu’un problème de trans-
port homogénéisé. Ce modèle à trois échelles est appliqué à la simulation de barrières
argileuses avec migration des ions (monovalents et bivalents).





Chapitre 1

Introduction aux argiles
gonflantes

L
es milieux poreux gonflants comme les argiles de type 2:1 sont présents dans
plusieurs secteurs de la vie (génie civil, ingénierie pétrolière, biomécanique,

. . . ). Le comportement de retrait-gonflement de ce type de milieux suscite beau-
coup d’interrogations qui méritent d’être résolues. Il est donc important, à partir de
la connaissance de leur structure nanoscopique, de décrire les mécanismes électro-
chimio-mécaniques mis en jeu afin de pouvoir par changement d’échelle analyser et
prédire leur comportement à l’échelle macroscopique.

1.1 Structure nanoscopique des minéraux argileux

A l’échelle nanoscopique, les minéraux argileux sont séparés en deux types de
matériau dépendant de l’organisation des feuillets en deux ou trois couches. Les
deux types de couches sont la couche tétraédrique (T) et la couche octaédrique
(O). La couche tétraédrique (Fig. 1.1) est formée d’un ion silicium Si4+ entouré par
quatre ions oxygènes O2− placés au sommet d’un tétraèdre. La couche octaédrique
(Fig. 1.2) est constituée d’un ion d’aluminium Al3+ ou de magnésium Mg2+ entouré
par six groupes hydroxydes OH−. Un phénomène important qui peut avoir lieu dans
les feuillets est une substitution isomorphe gardant les dimensions du feuillet quasi
inchangées : dans chacune des deux couches décrites précédemment, un cation peut
être remplacé par un cation de même taille (pour tenir dans le site octaédrique ou
tétraédrique) mais de charge inférieure. Ces substitutions entraînent alors un excès
de charges négatives qui, par souci de simplification, vont être localisées à la surface
des feuillets. Par exemple, dans le cas d’une argile de type montmorillonite, un ion
Mg2+ va être substitué à l’un des six ions Al3+ dans la couche octaédrique.

Suivant la structure du feuillet, on distingue principalement deux types d’ar-
gile (voir Fig. 1.3) : les argiles 1:1 avec un feuillet (TO) composé d’une couche
tétraédrique et d’une couche octaédrique et les argiles 2:1 avec un feuillet (TOT)
composé d’une couche octaédrique en sandwich entre deux couches tétraédriques.
Les argiles 1:1 avec un feuillet de type TO qui ont une unité structurale de base
dissymétrique, sont représentées par le groupe des kaolinites et des serpentites. Les
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Figure 1.1 – (a) Unité tétraédrique à coeur de silicium ; b) Schéma d’une couche
de tétraèdre avec arrangement hexagonal.

Figure 1.2 – (a) Unité octaédrique b) Structure en couche à base d’octaèdre [40].

argiles de type 2:1 avec un feuillet TOT qui ont une unité structurale de base symé-
trique, comportent de nombreux groupes (illites, smectites, interstratifiés, chlorites,
vermiculites) dont la structure et les propriétés sont très variables.

Figure 1.3 – Représentation schématique de quelques groupes de minéraux argileux
[40].

Les smectites comportent entre les feuillets un espace interfoliaire contenant de
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l’eau et des ions compensateurs mobiles et facilement échangeables afin d’assurer
l’électroneutralité globale du système feuillet + phase fluide interfoliaire. Les feuillets
sont faiblement liés. Plusieurs couches d’eau peuvent s’intercaler entre les feuillets
dans l’espace interfoliaire. La Fig. 1.4 montre deux types de smectites : la mont-
morillonite notée G où les cations dans la couche octaédrique sont principalement
de l’aluminum et la saponite notée B avec principalement des ions magnésium. Les
smectites possèdent sa charge de surface négative provoquant la possibilité d’échange
de cations dans l’espace interfoliaire. La structure de la montmorillonite est montrée
dans le diagramme de la Fig. 1.5.

G

G

G

9.6 Å Yh

n. H 0 + cations
dans l'espace
interfoliaire

2

B

B

B

(a) (b)

Figure 1.4 – Diagramme schématique de la structure des smectites ; (a) Montmo-
rillonite ; (b) Saponite [40].

1.2 Distribution des ions dans le système argile-eau

Dans la partie précédente, les divers types d’argile ont été présentés en les dis-
tinguant par leur organisation à l’échelle nanoscopique. Dans ce travail, nous allons
nous intéresser plus particulièrement au cas des montmorillonites qui sont des ar-
giles gonflantes de type 2:1 avec un espace interfoliaire contenant de l’eau et des ions
chargés d’assurer l’électroneutralité globale du système. Les solides chargés négative-
ment vont avoir tendance à attirer les cations en créant ainsi une couche de cations
au voisinage de la surface du solide. La distribution des ions (anions et cations)
dans l’espace interfoliaire au voisinage des surfaces solides chargées négativement
est étudiée afin de décrire électrostatiquement ce système. Ce problème est connu
classiquement comme celui de la double couche électrique (une couche d’anion +
une couche de cation).
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Figure 1.5 – Diagramme de la structure de montmorillonite [40].

1.2.1 Distribution des ions - Modèle de Poisson-Boltzmann

Imaginons un système de deux parois solides planes parallèles imperméables et
chargées négativement. Les deux plans sont séparés par une distance 2H . L’espace
entre les plans qui contient une solution d’électrolyte est en équilibre thermodyna-
mique avec un réservoir extérieur (appelé “bulk”) contenant une solution du même
électrolyte. Pour assurer l’électroneutralité globale du système (charges contenues
à l’interface et phase liquide interfoliaire), les cations vont aller préférentiellement
vers les surfaces tandis que les anions vont être exclus de la proximité des surfaces
(cf. Fig. 1.6). L’équation de Poisson-Boltzmann [40] qui considère les ions ponctuels
sans interaction entre eux fournit une description de ce type de situation. La charge
électrique de la surface est distribuée uniformément.

On étudie le cas d’un électrolyte symétrique 1:1 (par exemple Na+ et Cl−)
contenu dans le système en cherchant les distributions de ces ions dans la double
couche (cNa+ et cCl−). Dans le bulk, l’électroneutralité est supposée vérifiée en chaque
point et les concentrations de cation et d’anion sont donc identiques : cbNa+ = cbCl−.

Si E, Φ et q désignent respectivement le champ électrique, le potentiel électrique
et la densité volumique de la charge dans la double couche, les équations décrivant
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Bulk
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Figure 1.6 – Schéma du système de double couche électrique.

l’électrostatique du système s’écrivent

∇ · (ǫǫ0E) = q (1.1)

q = F (cNa+ − cCl−) (1.2)

E = −∇Φ (1.3)

où F est la constante de Faraday, ǫ0 la permittivité électrique du vide et ǫ la per-
mittivité relative de l’eau que l’on supposera constante.

Dans le cas 1D, Φ est une fonction de la seule coordonnée spatiale perpendiculaire
aux plaques z. À partir des équations (1.1), (1.2) et (1.3), on obtient

ǫǫ0
d2Φ

dz2
= −F (cNa+ − cCl−) (1.4)

avec la condition à la paroi (où n est la normale extérieure à la phase solide) et
σ < 0 est la charge surfacique :

E · n = −dΦ

dn
= − σ

ǫǫ0
(1.5)

Dans le but de calculer la distribution des ions, on introduit le potentiel chimique
pour un mélange idéal [5, 23]

µi = µ0
i +RT ln

ci

crefi
(1.6)

où R est la constante des gaz parfaits, l’indice i désigne le type d’ion (Na+ et
Cl−). Le premier terme µ0

i désigne le potentiel chimique de référence de l’ion i à
la concentration crefi où µ0

i a priori une fonction de la température T (supposée
uniforme) et de la pression P (effet négligé) est une constante.

Si l’on ajoute le travail nécessaire en luttant contre les forces électriques pour
amener l’ion i de l’infini (où le potentiel électrique est par définition nul) au point
où il vaut Φ, on introduit alors le potentiel électrochimique

µ̃i = µ0
i +RT ln

ci

crefi
+ FziΦ (1.7)
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où zi est la valence des ions de type i.
Le potentiel électrochimique n’est connu qu’à une constante près dont on verra

qu’elle est sans importance ici. Le potentiel électrochimique des ions dans le bulk où
le potentiel électrique Φb est uniforme est donné par

µ̃bi = µ0
i +RT ln

cbi

crefi
+ FziΦb (1.8)

À l’équilibre thermodynamique, le potentiel électrochimique est uniforme µ̃i = µ̃bi
et à partir des équations (1.7) et (1.8), on obtient la distribution de Boltzmann des
ions qui est une fonction de la concentration du bulk cbi et du potentiel électrique
relativement au bulk ψ = Φ− Φb :

ci = cbi exp

(
−Fziψ
RT

)
(1.9)

Dans le bulk, comme l’électroneutralité est vérifiée en tout point, cbNa+ = cbCl− ≡
cb. En utilisant (1.4) et (1.9), on a pour −H < z < H :

ǫǫ0
d2ψ

dz2
= −Fcb

[
exp

(
−Fψ
RT

)
− exp

(
Fψ

RT

)]

= 2Fcb sinh

(
Fψ

RT

)
(1.10)

D’où

d2ψ

dz2
=

2Fcb
ǫǫ0

sinh

(
Fψ

RT

)
(1.11)

avec les conditions à la paroi

− ǫǫ0
dψ

dz
= σ en z=H (1.12)

L’équation (1.12) donne l’équation vérifiée pour le potentiel électrique ψ dans
le cas 1D de la double couche électrique. Avec cb donné, on est capable de calculer
numériquement ψ en fonction de z pour déterminer les distributions des ions à partir
de la distribution de Boltzmann (1.9).

En plus, il est nécessaire de présenter un paramètre important dans la théorie de
liquide ionique dénommé la longueur de Debye définie par

λD =



ǫǫ0RT∑

i

q2i ci




1/2

(1.13)

où qi est la charge de l’ion i.
La longueur de Debye est une fonction de l’inverse des concentrations des ions.

Par exemple, avec cb = 0.1M dans le bulk, λD = 1nm. En particulier, la longueur
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de Debye caractérise l’épaisseur de la double couche électrique. Dans un électrolyte,
elle définit l’échelle de longueur sur laquelle les ions interagissent.

Quelques résultats numériques donnant le potentiel électrique et la distribution
des ions sont donnés dans les Fig. 1.7 et Fig. 1.8. La concentration des cations qui
augmente en allant vers la paroi (z = H) est plus grande que celle des anions qui
évolue en sens inverse conformément à ce qui est attendu.
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Figure 1.7 – Potentiel électrique dans le cas d’un électrolyte 1:1, cb = 0.001M ;
σ = −0.1C.m−2 ; H = 10 nm.
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Figure 1.8 – Distribution des ions dans le cas d’un électrolyte 1:1, cb = 0.001M ;
σ = −0.1C.m−2 ; H = 10 nm.
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1.2.2 Pression de gonflement et tenseur des contraintes de
Maxwell

Un phénomène important observé pour les smectites concerne le gonflement dû
aux effets électrochimiques du système argile-eau. Plus précisément, les interactions
électrostatiques entre les ions et les solides provoquent la pression de disjonction (à
l’échelle nanoscopique) ou la pression de gonflement (à l’échelle macroscopique) qui
entraîne le gonflement des argiles. Cette pression va être calculée ci-dessous pour un
système de double couche électrique en utilisant le modèle de Poisson-Boltzmann.

Dans le fluide, l’équation d’équilibre mécanique s’écrit [47]

−∇p + qE = 0 (1.14)

où p est la pression de la phase fluide.
Dans le cas 1D de la double couche, cette équation devient

− dp

dz
+ qE = 0 (1.15)

En utilisant les équations (1.2), (1.9) et (1.3), l’équation (1.15) devient

− dp

dz
+ 2Fcb sinh

(
Fψ

RT

)
dψ

dz
= 0 (1.16)

− d

dz

{
p− 2RTcb cosh

(
Fψ

RT

)}
= 0 (1.17)

D’où

p− 2RTcb cosh

(
Fψ

RT

)
= constante (1.18)

Imaginons le cas où les deux plaques sont très éloignées, on trouve le comporte-
ment du bulk au milieu des plaques où ψ = 0 et p = pb (où pb est la pression du
bulk), l’équation (1.18) donne

p− 2RTcb cosh

(
Fψ

RT

)
= pb − 2RTcb (1.19)

La pression de la phase fluide est donc finalement donnée par

p = pb + 2RTcb

[
cosh

(
Fψ

RT

)
− 1

]

= pb +RT [cNa+ + cCl− − 2cb]

= pb + π (1.20)

en introduisant la pression osmotique de Donnan [10]

π = RT [cNa+ + cCl− − 2cb] (1.21)

Le résultat (1.20) est bien le résultat attendu : relativement au bulk, la pression
du fluide varie comme la pression osmotique donnée pour une solution idéale par
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Figure 1.9 – Pression de Donnan dans le cas d’un électrolyte 1:1, cb = 0.001M ;
σ = −0.1C.m−2 ; H = 10 nm.

la relation (1.21). L’équilibre mécanique apparaît donc comme une conséquence de
l’équation de Poisson-Boltzmann.

Un résultat numérique est montré sur la Fig. 1.9 pour la pression osmotique de
Donnan dans la double couche.

La différence entre la pression au centre des parois (z = 0) et la pression du bulk
donne la pression de disjonction

Πd = p(z = 0)− pb = π(z = 0) = 2RTcb

[
cosh

(
Fψ(z = 0)

RT

)
− 1

]
(1.22)

La pression de disjonction est la force qui s’exerce sur les solides pour maintenir
la distance de séparation 2H . Ici, elle est calculée simplement au centre des parois
où le champ électrique est nul. On va montrer plus tard qu’elle peut être calculée
en n’importe quelle position dans la double couche. Par conséquent, le modèle de
Poisson-Boltzmann prédit toujours un gonflement mais pour des cations de valence
plus grande que 1, un phénomène de retrait peut être observé [35].

Tenseur des contraintes de Maxwell
Dans un milieu diélectrique comme la double couche, la force due au champ élec-

trique E s’exerçant sur le liquide est reliée au tenseur des contraintes de Maxwell
défini par [32]

(τM)ij = ǫǫ0

(
EiEj −

E2

2
δij

)
(1.23)

où δij est le symbole de Kronecker.
La pression p du fluide (scalaire dans le cas d’un électrolyte idéal) est décomposée

par référence à la pression du bulk pb en introduisant, en suivant la proposition de
Derjaguin [8], la pression de disjonction Πd, par

− p I+ τM = −(pb + π) I+ τM = −pbI−Πd (1.24)
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où les symboles en gras dans l’équation au-dessus désignent les tenseurs.
Dans le cas 1D de la double couche où seule la composante normale à la paroi

du champ électrique Ez est non nulle, la composante (τM)zz du tenseur de Maxwell
s’écrit

(τM)zz =
ǫǫ0
2
E2
z (1.25)

La force due au champ électrique, à la fois du fait de la présence des charges
surfaciques et du fait du nuage ionique plus riche en contre-ions pour assurer l’élec-
troneutralité globale du système est donc une traction.

La force totale s’exerçant sur le fluide (pression de disjonction) composée de la
force osmotique et de la force électrique est donnée par

Πd = π − (τM)zz

= RT [cNa+ + cCl− − 2cb]−
ǫǫ0
2
E2
z (1.26)

La pression de disjonction, calculée ici pour toutes les positions entre deux parois,
dépend de la concentration des ions et du champ électrique. En particulier, à la paroi
en z = H où Ez = −σ/ǫǫ0, il vient

(τM)zz(z = H) =
σ2

2ǫǫ0
(1.27)

La pression de disjonction à la paroi est donc donnée par

Πd = p(z = H)− pb − (τM)zz(z = H)

= RT [cNa+ + cCl− − 2cb]|z=H − σ2

2ǫǫ0
(1.28)

La relation (1.28) est un cas particulier simple de ca que nous appellerons au
chapitre 3 le théorème du contact. À l’interface fluide/plan dur, les efforts normaux
exercés par le fluide sur le solide sont la somme des effets du tenseur de gaz idéal
(confondu avec l’opposée de la pression osmotique dans le cas de l’électrolyte idéal
traité dans ce chapitre) et du tenseur de Maxwell.

En utilisant la relation E = −∇Φ, la distribution de Boltzmann pour les ions
et l’équation de Poisson-Boltzmann, on peut vérifier analytiquement que Πd donnée
par (1.26) est bien constante en fonction de z et est donc bien donné bien par
l’expression (1.22). En conclusion, l’équilibre mécanique est vérifié dans le cas du
modèle de Poisson-Boltzmann.

1.3 Argiles gonflantes à trois échelles

Un modèle à trois échelles est proposé pour caractériser les milieux argileux gon-
flants. L’argile gonflante est considérée comme un milieu à deux niveaux de porosité
(nano et micro-pores) et à trois échelles séparées : nano, micro et macroéchelle (Mu-
rad et Moyne [46]). À la nanoéchelle, le milieu est composé de feuillets argileux
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parallèles chargés négativement avec un espace interfoliaire saturé par une solu-
tion aqueuse d’électrolyte. Le problème de Mécanique Statistique sera résolu à cette
échelle en traitant des effets électro-chimio-mécaniques. À la microéchelle, l’agrégat
argileux gonflant de taille micrométrique se compose des paquets de feuillets argileux
empilés parallèlement en équilibre avec un bulk extérieur. L’ensemble des agrégats
argileux représente la macrostructure du système. Le transport des ions aura lieu
dans les micropores qui seront considérés comme un bulk puisque dans la solution
électrolytique, l’électroneutralité sera vérifiée localement.

Ce modèle complet nous permet de modéliser un système argileux gonflant de la
nano à la macroéchelle par une méthode d’homogénéisation.

Microscale Macroscale

Nanoscale

0.1  m

Figure 1.10 – Modèle à trois échelles pour les milieux argileux gonflants.

1.4 Travaux précédents et objectifs de la thèse

Travaux précédents
En supposant les ions ponctuels et sans interaction, le modèle de Poisson-

Boltzmann pour calculer la répartition des ions dans la double couche néglige les
effets de corrélation entre les ions. De plus, ce modèle prédit toujours une pression
de gonflement positive, ce qui n’est pas vrai dans le cas des cations de valence plus
grande que 1 [35]. Il est donc nécessaire d’avoir des modèles plus avancés pour traiter
plus précisément ce problème à la nanoéchelle.

Un modèle à deux échelles (nano et micro-échelle) a été proposé par Moyne et Mu-
rad [43, 44] pour modéliser un système d’agrégats argileux gonflants saturés par une
solution d’électrolyte en équilibre avec un bulk. La solution de Poisson-Boltzmann
est utilisée à la nanoéchelle pour traiter les phénomènes électro-chimio-mécaniques.
Une procédure d’homogénéisation pour un milieu spatialement périodique est réa-
lisée afin de passer de la nanoéchelle à la microéchelle. Ce travail permet de passer
de la pression de disjonction définie à l’échelle nanoscopique à la loi constitutive de
la pression de gonflement définie à l’échelle supérieure.
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Pour décrire le problème couplé de la mécanique et du transport des ions, un
modèle à trois échelles est proposé par Murad et Moyne [46]. Le milieu argileux
gonflant est caractérisé par trois échelles distinctes (nano, micro, macro-échelle)
et deux niveaux de porosité (nano et micropores). À la nanoéchelle, les particules
argileuses sont composées de feuillets d’argile chargés et d’un espace interfoliaire
saturé par un électrolyte. La solution à cette échelle est fondée sur le modèle de
Poisson-Boltzmann. La mécanique des particules argileuses est gouvernée par un
principe de Terzaghi avec une contrainte effective modifiée incorporant la pression de
disjonction. À l’échelle microscopique, cette phase de particules argileuses est ajoutée
une phase fluide où les propriétés de l’eau (excepté éventuellement au voisinage
immédiat des interfaces) sont les propriétés d’une phase fluide ordinaire (bulk), les
ions étant transportés par convection et diffusion. Après homogénéisation par une
approche de type double porosité, le résultat final à l’échelle macroscopique donne
la loi constitutive pour la pression de gonflement ainsi qu’un problème du transport
homogénéisé.

Objectifs de la thèse
Dans le but d’améliorer la résolution des problèmes à la nanoéchelle, la taille des

ions et les effets de corrélation sont pris en compte dans des modèles plus avancés.
Pour comprendre les propriétés thermodynamiques du système d’électrolyte, il est
usuel d’utiliser les fonctions de distribution des ions en introduisant au travers de
l’équation d’Ornstein-Zernike les fonctions de corrélation (Chapitre 2). En utilisant
cette approche, deux modèles DFT/MSA (Chapitre 3) et HNC anisotrope (Chapitre
4) sont développés dans la suite de ce travail traitant rigoureusement des effets
électrochimiques dans la solution d’électrolyte.

La méthode DFT/MSA (Chapitre 3) formule l’équilibre des ions dans l’espace
interfoliaire au moyen de la théorie de la fonctionnelle de la densité (“Density Func-
tional Theory” ou DFT). Pour les corrélations ions-ions, cette méthode va utiliser
une fermeture appelée “Mean Spherical Approximation” (MSA) fournissant une so-
lution analytique pour la fonction de corrélation directe.

Le chapitre 4 utilise une autre fermeture pour les corrélations ions-ions appelée
“Hypernetted Chain Approximation” (HNC) connue pour être bien adaptée au cas
des interactions (coulombiennes) à longue portée. Au moyen de cette seule hypothèse
sur la fermeture, elle fournit une solution pour le milieu non homogène que constitue
la double couche.

En développant l’approche à deux échelles de Moyne et Murad [43, 44], un mo-
dèle non local à deux échelles fondé sur la méthode DFT/MSA décrivant les pro-
cessus à la nanoéchelle est élaboré dans le chapitre 3. L’équilibre mécanique dans
la double couche est traité rigoureusement en utilisant la démarche proposée par
Irving-Kirkwood [22]. Elle permet en particulier de faire un test de la qualité “méca-
nique” du modèle à la nanoéchelle en vérifiant pour chaque plan entre les interfaces
fluide/solide parallèles la constance des efforts appliqués.

Dans le chapitre 5, un modèle à trois échelles est construit en utilisant la mé-
thode des développements asymptotiques à échelles multiples (homogénéisation pé-
riodique) puis appliqué à un échange d’ions entre Ca2+ et Na+ . À la nanoéchelle,
la solution du système d’électrolyte à trois types d’ions Ca2+, Na+ et Cl− est ana-
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lysée au moyen de la méthode HNC anisotrope. Enfin le modèle à trois échelles est
appliqué à la simulation d’une barrière d’argile avec migration des ions monovalents
et divalents dans le milieu argileux gonflant.





Chapitre 2

Fonctions de corrélation et
tenseur des contraintes du
fluide

D
ans le but de comprendre les propriétés thermodynamiques d’une solution
d’électrolyte, il est important d’introduire les fonctions de distribution des ions

dans le système en les reliant avec les fonctions de corrélation entre une paire d’ions.
Une contribution fondamentale est donnée par l’équation de Ornstein-Zernike qui
définit la fonction de corrélation directe en décomposant les effets d’interaction in-
termoléculaire en deux parties directe et indirecte. Ensuite, l’ensemble des propriétés
thermodynamiques comme l’énergie interne, la pression, le potentiel chimique seront
présentées en les reliant avec les fonctions de corrélation [38]. Comme nous aurons
besoin d’approfondir ces notions aux chapitres 3 et 4, nous avons détaillé l’obtention
de ces relations familières aux spécialistes de mécanique statistique et auxquelles le
lecteur pressé pourra simplement se référer.

Pour terminer ce chapitre, une définition du tenseur intermoléculaire des
contraintes dans un milieu fluide sera présentée en suivant la méthode de Irving-
Kirkwood [22] décrivant la mécanique à l’échelle nanoscopique.

2.1 Fonctions de corrélation et équation de
Ornstein-Zernike

Remarque préliminaire : l’ensemble des calculs est présenté ici dans l’ensemble
canonique où le nombre de molécules N , le volume V et la température (absolue)
T sont fixés. L’extension à l’ensemble grand canonique où le potentiel chimique µ,
le volume V et la température T sont fixés est sans difficulté. Le lecteur intéressé
pourra, par exemple, se référer à Hill [19].

Considérons un système de N particules dans un volume V à la température T .
La probabilité de trouver ces N particules au voisinage des positions r1, ..., rN est

31
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donnée par

P (N)(r1, . . . , rN) dr1 . . .drN =
e−β UNdr1 . . .drN

ZN
(2.1)

où ZN est l’intégrale de configuration donnée par

ZN =

∫
. . .

∫
e−β UN dr1 . . .drN (2.2)

et où UN (r1, . . . , rN) désigne le potentiel intermoléculaire supposé ne dépendre que de
la position respective des N ions, β = 1/(kBT ) où kB est la constante de Boltzmann.

La probabilité de trouver n (≤ N) particules aux positions r1, . . ., rn quelle que
soit la position des N − n particules restantes est donnée par

P (n)(r1, . . . , rn) =

∫
. . .
∫
e−β UN drn+1 . . .drN

ZN
(2.3)

Maintenant la probabilité qu’une molécule quelconque parmi les N se trouve
au voisinage de r1, une deuxième au voisinage de r2, . . . , et une n-ième molécule
quelconque au voisinage de rn quelles que soient les positions des particules restantes
est donnée par :

ρ(n)(r1, . . . , rn) =
N !

(N − n)!
P (n)(r1, . . . , rn) (2.4)

Le préfacteur N !/N−n)! vient de ce que l’on aN choix possibles pour la première
molécule, N−1 pour la deuxième, ... ρ(n) est appelée fonction de distribution à l’ordre
n. À l’ordre 1, ρ(1) désigne la fonction de distribution la plus simple et ρ(1)(r1) dr1
désigne la probabilité de trouver une molécule quelconque au voisinage du point r1
dans le volume dr1. Pour un fluide homogène où ρ(1)(r1) est indépendant de r1, on
peut écrire

1

V

∫
ρ(1)(r1) dr1 = ρ(1) =

N

V

∫
P (1)(r1) dr1

︸ ︷︷ ︸
1

=
N

V
= ρ (2.5)

où ρ est la densité volumique des particules.
La fonction de corrélation g(n)(r1, . . . , rn) est définie par

ρ(n)(r1, . . . , rn) = ρn g(n)(r1, . . . , rn) (2.6)

g(n)(r1, . . . , rn) =
V n

Nn

N !

(N − n)!

∫
. . .
∫
e−β UN drn+1 . . . , drN

ZN
(2.7)

La fonction de corrélation g(n) désigne la corrélation entre les particules. Si les
particules sont indépendantes, g(n) vaut 1 et ρ(n) est simplement ρn.

Dans le cas d’un liquide, la fonction g(2)(r1, r2) joue un rôle très important car
sous des hypothèses assez générales (potentiel intermoléculaire additif par paires de
molécules), les propriétés thermodynamiques du liquide peuvent s’en déduire. Pour
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un liquide avec des molécules à symétrie sphérique, g(2)(r1, r2) ne dépend que de la
distance relative r12 entre les molécules 1 et 2

g(2)(r1, r2) = g(2)(r12) ≡ g(r) (2.8)

On a alors

ρ2 g(2)(r1, r2) = ρ(2)(r1, r2) = (N)(N − 1)P (2)(r1, r2) (2.9)

En intégrant sur tout l’espace sachant que
∫ ∫

P (2)(r1, r2)dr1 dr2 = 1

(N)(N − 1) = ρ2
∫ ∫

g(2)(r1, r2) dr1dr2

=
N2

V

∫
g(r12)dr12 =

N2

V

∫ ∞

0

g(r) 4 π r2 dr (2.10)

D’où
∫ ∞

0

ρ g(r) 4 π r2 dr = N − 1 ≃ N (2.11)

La quantité ρ g(r) 4 π r2 dr, normalisée par le nombre de molécules du système, re-
présente donc le nombre de molécules comprises entre r et r + dr autour d’une
molécule centrale.

La Fig. 2.1 montre un exemple typique de fonction g(r) pour une solution de
sphères dures de densité ρ . On voit le comportement oscillatoire de la fonction de
corrélation g(r) en fonction de la distance réduite r/d (où d désigne le diamètre
des sphères). À cause du volume exclu des sphères dures, g(r/d < 1) = 0 et g(r)
oscille avec r avec des maximums assez marqués au voisinage de r/d = 1, 2, . . . tout
en tendant asymptotiquement vers 1. La fonction g(r) est appelée la fonction de
corrélation radiale du fluide.

Introduisons la fonction h(r) = g(r)−1 qui a un bon comportement asymptotique
pour r grand (h(r) → 0 quand r → +∞). h(r12) est une mesure de l’influence totale
de la molécule 1 sur la molécule 2 située à la distance r12. Cette influence est divisée
en deux parties : une influence directe de la molécule 1 sur la molécule 2, c(r12) et une
influence indirecte propagée directement à partir de la molécule 1 vers la molécule 3
qui à son tour exerce son influence sur la molécule 2, directement ou indirectement
à travers les autres molécules. Cet effet est pondéré par la densité des molécules et
moyenné sur toutes les positions possibles de la molécule 3.

On obtient ainsi l’équation de Ornstein-Zernike [38]

h(r12) = c(r12) + ρ

∫
c(r13) h(r23) dr3 (2.12)

Cette équation est considérée comme la définition de la fonction de corrélation
directe c(r) utilisée souvent en mécanique statistique.
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Figure 2.1 – Fonction de corrélation pour un fluide des sphères dures.

2.2 Relation entre propriétés thermodynamiques et
fonction g(r)

Dans cette section, nous allons montrer que les propriétés thermodynamiques
comme l’énergie interne, la pression, le potentiel chimique peuvent être déterminées
à partir de la fonction de corrélation radiale g(r).

2.2.1 Énergie interne

En thermodynamique classique, dans l’ensemble canonique, l’énergie interne E
est donnée par la relation

E = kBT
2

(
∂lnQ

∂T

)

N,V

(2.13)

où la fonction de partition est donnée par Q = ZN/(N ! Λ3N) avec l’intégrale de
configuration ZN donnée par (2.2). Λ =

√
h2/ (2πmkBT ) est la longueur d’onde

thermique de Broglie (h est la constante de Planck et m la masse de chaque molé-
cule).

En dérivant lnQ en fonction de T , on trouve

E =
3

2
NkBT + kBT

2

(
∂lnZN
∂T

)

N,V

=
3

2
NkBT +

∫
. . .
∫
Ue−βUdr1 . . . drN

ZN

(2.14)

Le premier terme dans l’équation (2.14) désigne l’énergie cinétique des N mo-
lécules et le second terme représente leur énergie potentielle. Si nous supposons, ce
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que nous ferons systématiquement dans ce travail, que l’énergie potentielle est addi-
tive par paire, le potentiel intermoléculaire U se décompose alors en une somme de
N(N − 1)/2 termes correspondant à toutes les paires des molécules du système

U(r1, ..., rN) =
∑

i<j

u(rij) (2.15)

Dans l’intégration 2.14, cette décomposition de U donne le même résultat pour
chaque composant u(rij) des N(N − 1)/2 termes. On obtient

∫
. . .
∫
Ue−βUdr1 . . .drN

ZN
=

N(N − 1)

2ZN

∫
. . .

∫
e−βUu(r12)dr1 . . .drN

=
N(N − 1)

2ZN

∫ ∫
u(r12)

×
(∫

. . .
∫
e−βUdr3 . . .drN
ZN

)
dr1dr2

=
1

2

∫ ∫
u(r12)ρ

(2)(r1, r2)dr1dr2

=
N2

2V

∫ ∞

0

u(r)g(r)4πr2dr

(2.16)

On obtient donc l’énergie interne du système

E

NkBT
=

3

2
+

ρ

2kBT

∫ ∞

0

u(r)g(r)4πr2dr (2.17)

2.2.2 Équation de la pression

La connaissance de la pression p est très importante dans la suite de ce travail.
Elle est donnée par l’expression thermodynamique classique

p = kBT

(
∂ lnQ

∂V

)

N,T

= kBT

(
∂ lnZN
∂V

)

N,T

(2.18)

En utilisant l’équation (2.2) avec un système de coordonnées r = (x, y, z), on
obtient pour l’intégrale de configuration ZN

ZN =

∫ V 1/3

0

. . .

∫
e−βUdx1 dy1 dz1 . . .dxN dyN dzN (2.19)

En utilisant un volume cubique et en introduisant les coordonnées spatiales adi-
mensionnelles x′1, y

′
1, . . . où xk = V 1/3x′k, . . ., il vient

ZN = V N

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

e−βUdx′1 . . . dz
′
N (2.20)

rij =
[
(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2 + (zi − zj)

2
]1/2

= V 1/3
[
(x′i − x′j)

2 + (y′i − y′j)
2 + (z′i − z′j)

2
]1/2

(2.21)
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En utilisant l’additivité de l’énergie potentielle (2.15), la dérivée de U relative-
ment à V est donnée par

(
∂U

∂V

)

N,T

=
∑

1≤i<j≤N

du(rij)

drij

drij
dV

=
∑

1≤i<j≤N

rij
3V

du(rij)

drij
(2.22)

La dérivation de ZN relativement à V donne
(
∂ZN
∂V

)

N,T

= NV N−1

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

e−βUdx′1 . . .dz
′
N

− V N

kBT

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

e−βU
(
∂U

∂V

)
dx′1 . . .dz

′
N (2.23)

Du fait de la relation (2.22), l’intégrale est la somme de N(N − 1)/2 termes
identiques. En revenant aux variables originales r1, ..., rN , l’equation (2.23) devient
(
∂ZN
∂V

)
=

N

V
ZN

−N(N − 1)

6V kBT

∫ ∫
r12

du(r12)

dr12

{
ZN

∫
. . .
∫
e−βUdr3 . . .drN
ZN

}
dr1dr2

=
N

V
ZN − ZN

6V kBT

∫ ∫
r12

du(r12)

dr12
ρ(2)(r1, r2)dr1dr2 (2.24)

Enfin on a
(
∂lnZN
∂V

)

N,T

=
N

V
− 1

6V kBT

∫ ∫

V

r12
du(r12)

dr12
ρ(2)(r1, r2)dr1dr2 (2.25)

En revenant à l’équation (2.18), la pression s’exprime à l’aide de la fonction de
corrélation radiale g(r) sous la forme

p

kBT
= ρ− ρ2

6kBT

∫ ∞

0

ru′(r)g(r)4πr2dr (2.26)

2.2.3 Potentiel chimique

Le potentiel chimique est donné par la dérivée de l’énergie libre de Helmholtz en
fonction de N et, parce que N est très grand, on a

µ = F (N, V, T )− F (N − 1, V, T ) (2.27)

où F est l’énergie libre de Helmholtz pour un système de N particules occupant
le volume V. Un résultat classique de thermodynamique statistique est que dans
l’ensemble canonique (N , V , T fixés), l’énergie libre de Helmholtz F est donnée à
l’aide de la fonction de partition de l’ensemble canonique Q par :

F (N, V, T ) = −kB T lnQ(N, V, T ) (2.28)

avec Q(N, V, T ) =
ZN

N ! Λ3N
(2.29)
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où Λ est la longueur d’onde thermique de de Broglie et ZN est l’intégrale de confi-
guration donnée par

ZN =

∫
exp [−β UN(r1, . . . , rN)] dr1 . . .drN (2.30)

Il vient

− µ

kB T
= ln

(
ZN
ZN−1

1

N Λ3

)
(2.31)

− µid

kB T
= ln

(
V

N Λ3

)
(2.32)

− µex

kB T
= ln

(
ZN
ZN−1

1

V

)
(2.33)

On introduit alors le paramètre de couplage de Onsager ξ pour la N ème particule
qui permet de définir le potentiel d’interaction UN (r1, . . . , rN ; ξ) pour le système
de N particules avec la N ème particule partiellement couplée qui doit satisfaire
UN (r1, . . . , rN ; 0) = UN−1 (r1, . . . , rN−1) et UN (r1, . . . , rN ; 1) = UN (r1, . . . , rN).
Pour un fluide homogène, isotrope avec un potentiel d’interaction de paire u(r),
une solution est de poser :

UN (r1, . . . , rN ; ξ) ≡
∑

1≤<j≤N−1

u(ri, rj) +
∑

1≤i≤N−1

u(ri, rN ; ξ)

=
∑

1≤<j≤N−1

u(rij) + ξ
∑

1≤i≤N−1

u(riN)
(2.34)

mais il n’est pas nécessaire de réduire l’analyse à ce seul cas.
L’intégrale de configuration ZN satisfait à

ZN(ξ = 1) = ZN (2.35)

ZN(ξ = 0) = V ZN−1 (2.36)

où le facteur V pour le terme ZN(ξ = 0) vient de l’intégration sur drN . On a donc
alors

ln
ZN
ZN−1

= ln
ZN(ξ = 1)

ZN(ξ = 0)
+ lnV = lnV +

∫ 1

0

∂lnZN
∂ξ

dξ (2.37)

Soit encore

− µex

kB T
=

∫ 1

0

∂lnZN
∂ξ

dξ =

∫ 1

0

1

ZN

∂ZN
∂ξ

dξ (2.38)

L’intégrale de configuration ZN définie par la relation (2.30) peut être calculée
par

ZN =

∫

V

drN
∏

1≤i<j≤N−1

exp [−β u (rij)]
N−1∏

i=1

exp [−βu (riN ; ξ)] (2.39)
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et sa dérivée par rapport au paramètre de Onsager ξ est donnée par

1

ZN

∂ZN
∂ξ

= − β

ZN

∫

V

drN exp (−β UN )
N−1∑

i=1

∂u (riN ; ξ)

∂ξ
(2.40)

où l’énergie potentielle d’interaction UN est donné par (2.34). Introduisons la fonc-
tion g(2) définie par la relation (2.7).

g(2)(r1, r2; ξ) = g(r12; ξ) =
V 2

N2
N(N − 1)

∫
. . .
∫
e−βUN dr3 . . .drN

ZN
(2.41)

D’où :

− µex

kB T
= −β

∫ 1

0

dξ
N

V 2(N − 1)

N−1∑

i=1

∫
dri

∫
drN g(2)(ri, rN ; ξ)

∂u (riN ; ξ)

∂ξ

= −β ρ
∫

V

dr

∫ 1

0

dξ
∂u (r; ξ)

∂ξ
g(r; ξ) (2.42)

Si l’on prend u(r; ξ) = ξ u(r), il vient :

µex

kB T
= β ρ

∫

V

dr

∫ 1

0

dξ u(r) g(r; ξ) (2.43)

ce qui est la formule proposée par McQuarrie ([38], p. 264)

Le potentiel chimique s’écrit finalement sous la forme

µ = kBT lnρΛ
3 + ρ

∫ 1

0

∫ ∞

0

u(r) g(r; ξ) 4πr2 dr dξ (2.44)

= µid + µex (2.45)

en séparant les parties idéale et d’excès du potentiel chimique
Cette expression du potentiel chimique est très importante pour la suite de notre

travail dans la résolution des problèmes de mécanique statistique.

2.3 Tenseur des contraintes de Irving-Kirkwood

On introduit dans ce paragraphe une définition du tenseur intermoléculaire des
contraintes σU développée par Irving-Kirkwood [22] représentant l’interaction entre
les molécules due au potentiel intermoléculaire. La difficulté est de donner une défi-
nition précise à un tenseur de Cauchy dans le cas où les forces ne sont plus seulement
des forces de contact (sphères dures) mais aussi des forces à distance par exemple
électrostatiques.

Le tenseur intermoléculaire des contraintes σU est associé à un potentiel inter-
moléculaire supposé additif par paires ne dépendant que de la distance entre deux
molécule U(R). Il est défini au point r, centre de l’élément de surface dS de normale
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n, par la somme des forces entre toutes les paires de molécules dont la ligne des
centres passe par dS. La force exercée sur (au travers de) dS est alors donnée par

σU(r) · dS (2.46)

avec le vecteur dS = n dS.
Imaginons au point r un plan tangent à la surface élémentaire dS qui divise

l’espace en deux parties “intérieure” et “extérieure”. Décidons que la normale n est
la normale “extérieure” pointant de l’intérieur vers l’extérieur. La force entre une
paire de molécules agit au travers de dS si la ligne des centres entre une molécule
de la partie intérieure et une autre molécule dans la partie extérieure passe par dS.
On suppose que la force entre une paire de molécules au travers de dS est la force
imposée par la molécule située dans la partie extérieure sur la molécule située dans
la partie intérieure.

Un vecteur R passe par dS au point r connectant une paire de molécules où
la molécule “intérieure” est située en r − αR et la molécule “extérieure” au point
r + (1 − α)R (où α varie de 0 à 1) (Fig. 2.2). La fonction de distribution pour

- R

(1- !R

r

dS

n

"Intérieur""Extérieur"

Figure 2.2 – Illustration pour la computation du tenseur de Irving-Kirkwood.

cette paire de molécules est ρ(2)(r−αR, r−αR+R). La probabilité de trouver une
molécule au point r− αR et une autre au point r+ (1− α)R pour un vecteur fixe
quelconque R passant dS est donnée par

ρ(2)(r− αR, r− αR+R) (dS ·Rdα) dR (2.47)

où dS · Rdα désigne l’élément de volume au point r − αR pour que le vecteur R

passe par dS au point r.
La force exercée sur la molécule intérieure située au point r−αR par la molécule

extérieure située au point r− αR+R est donnée par

R

R
U ′(R) (2.48)

où U(R) est le potentiel intermoléculaire, R = |R|. La force totale exercée sur dS
est l’intégrale du produit de (2.48) et (2.47). Soit

σU(r) · dS = dS ·
∫ {∫ 1

0

RR

R
U ′(R) ρ(2)(r− αR, r− αR+R)dα

}
dR (2.49)
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où R satisfait la condition R · dS > 0 (R de l’intérieur vers l’extérieur).
En faisant le changement de variable γ = 1−α et en utilisant la symétrie de ρ(2)

vis-à-vis des deux variables spatiales, l’équation (2.49) devient

σU(r) · dS = dS ·
∫ {∫ 1

0

RR

R
U ′(R)ρ(2)(r+ γR, r+ γR−R)dγ

}
dR (2.50)

Changer γ en α et R en −R, laisse l’intégrale (2.49) inchangée. L’intégration en
R peut maintenant être effectuée sur l’espace tout entier et la relation précédente
devient

σU(r) · dS =
dS

2
·
∫

RR

R
U ′(R)

∫ 1

0

[
ρ(2)(r− αR, r− αR+R)dα

]
dR (2.51)

La relation (2.51) étant vraie quelle que soit la surface élémentaire dS, le tenseur
intermoléculaire des contraintes σU est défini par

σU(r) =
1

2

∫
RR

R
U ′(R)

∫ 1

0

[
ρ(2)(r− αR, r− αR+R)dα

]
dR (2.52)

avec R = |R|, 0 ≤ α ≤ 1 où dans l’équation (2.52) l’intégration en R est effectuée
sur l’espace tout entier.

Le résultat obtenu dans l’équation (2.52) est appelé le tenseur intermoléculaire
des contraintes de Irving-Kirkwood décrivant l’interaction entre des molécules dans
la solution d’électrolyte. Ce résultat va servir plus loin à résoudre le problème d’équi-
libre mécanique dans le fluide.



Chapitre 3

Modèle non local à deux
échelles pour un milieu poreux
gonflant incorporant les effets
de corrélation entre les ions

3.1 Introduction

D
ans ce chapitre, un modèle à deux échelles (nano et microéchelle) est proposé
pour l’étude d’un milieu poreux gonflant saturé par une solution d’électrolyte

en équilibre avec une solution externe ou bulk. À la nanoéchelle, ce modèle fondé sur
une approche de mécanique statistique, plus sophistiqué que le modèle de Poisson-
Boltzmann, utilise la théorie de la fonctionnelle de densité (DFT pour “Density
Functional Theory”) afin de prendre en compte les effets de corrélation liés à la taille
finie des ions et à leur interaction de nature électrostatique. Une approche continue
(par opposition par exemple à une approche de type dynamique moléculaire) en
termes de fonctions de corrélation est privilégiée ici afin de pouvoir au final homogé-
néiser les processus. À l’échelle nanoscopique, ce problème va s’écrire sous la forme
d’équations intégrales pour la distribution des ions couplées avec la résolution d’un
problème de Poisson pour le potentiel électrostatique.

L’analyse de l’équilibre mécanique dans ce type de situation nécessite une ap-
proche rigoureuse. En empruntant la démarche proposée par Irving-Kirkwood [22],
un bilan détaillé des différentes contraintes en présence dans le cas de deux plaques
parallèles infinies en regard est fourni. Il permet de faire un test de la qualité du
modèle développé à la nanoéchelle en vérifiant pour chaque plan entre les plaques la
constance des efforts appliqués.

Ensuite, une procédure d’homogénéisation pour un milieu spatialement pério-
dique fondée sur une expansion asymptotique est réalisée pour passer de l’échelle
nanoscopique des pores à la microéchelle. Ce modèle à deux échelles permet de pas-
ser de la pression de disjonction définie à la nanoéchelle à la loi constitutive de la
pression de gonflement définie à la microéchelle.

41
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Les résultats numériques obtenus pour un arrangement stratifié montrent que
les effets de corrélation ion-ion peuvent conduire à des effets anormaux d’attraction
pour la pression de disjonction entre les particules dans le cas d’un ion divalent
(montmorillonite calcique) ou multivalent.

3.2 Théorie de la fonctionnelle de densité (DFT)
pour un électrolyte inhomogène

L’objectif de cette partie est d’établir un modèle à l’échelle du pore pour une solu-
tion ionique dans une argile de type montmorillonite gonflante. Les bases théoriques
de ce modèle relèvent de la mécanique statistique [38]. Elle sera utilisée pour décrire
le comportement d’un électrolyte inhomogène (les concentrations varient avec la po-
sition relativement à la paroi) dans un nanopore avec des surfaces solides. Les ions
sont traités dans le cadre du modèle RPM (Restrictive Primitive Model) comme des
sphères dures toutes de même diamètre avec leur charge concentrée en leur centre.
Le milieu fluide est en équilibre avec une solution externe appelée bulk. Nous utilise-
rons une approche en terme de fonctions de corrélation. Le potentiel électrochimique
à l’équilibre thermodynamique est uniforme et égal à sa valeur dans le bulk exté-
rieur. L’approche thermodynamique utilisée relève de la théorie de la fonctionnelle
de densité (DFT) et exprime l’énergie libre de Helmholtz comme une fonctionnelle
de la distribution des ions (voir [16]). Il va en résulter une équation intégrale pour
le calcul de la distribution locale des ions couplée à une équation de Poisson pour le
calcul du potentiel électrique dans la solution à l’échelle du nanopore.

3.2.1 Mean spherical approximation (MSA)

L’évaluation de la fonction de corrélation directe n’est pas une tâche facile et dif-
férentes approximations sont proposées pour calculer c(r1, r2) [38, 16, 19]. La ferme-
ture appelée Mean Spherical Approximation (MSA) a l’avantage d’être analytique.
c isotrope dépend uniquement de la distance r = |r| = |r1 − r2|. Si u(r) := Uij(r)
désigne le potentiel intermoléculaire entre les ions “i” et “j”, la fermeture MSA est
donnée par

{
g = 0 pour r < d
c = −βu(r) pour r > d .

(3.1)

La première relation est exacte. La seconde n’est valide qu’asymptotiquement aux
grandes valeurs de r. L’approximation du modèle MSA consiste donc à supposer que
cette relation asymptotique est valide dès que r > d.

Dans le cas de sphères dures avec une interaction coulombienne, l’intérêt majeur
du modèle MSA est de posséder une solution analytique exacte [57, 58]. La fonction
de corrélation directe cMSA

ij (r) entre les ions de type “i” et “j” dans l’approximation
MSA est décomposée en la somme d’un terme à courte portée c̃ij (= 0 pour r > d)
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et d’un terme coulombien à longue portée (avec une décroissance lente en 1/r) :

cMSA
ij (r) = c̃ij(r) − βzi zj e

2

4π ǫǫ0 r
pour r < d

= − βzi zj e
2

4π ǫǫ0 r
pour r > d

(3.2)

où zi est la valence, e est la charge élémentaire du proton, ǫ0 et ǫ désignent la
permittivité du vide et la permittivité relative diélectrique du solvant. Le terme à
courte portée c̃ij(r) est la somme d’une contribution classique de sphères dures chs(r)
[53, 59] et d’un terme électrostatique correctif (relativement au terme de Coulomb)
donné par [57, 58].

c̃ij(r) = chs(r) +
β zi zj e

2

4π ǫǫ0 d
csrd (r) pour r < d

= 0 pour r > d .
(3.3)

La fonction de corrélation directe pour des sphères dures chs(r) est donnée par
[53, 59] :

chs(r) = −λ1 − 6 η λ2
r

d
− 1

2
η λ1

(r
d

)3
pour r/d < 1

= 0 pour r/d > 1
(3.4)

où η = (ρπ d3)/6 est la fraction volumique occupée par les sphères dures.

λ1 = (1 + 2 η)2/(1− η)4, λ2 = −(2 + η)2/4(1− η)4 . (3.5)

La fonction csrd (r) du terme correctif à courte portée de la loi de Coulomb est
donnée par [57, 58]

csrd (r) =
d

r
− 2B +B2 r

d
pour r < d

= 0 pour r > d
(3.6)

où B et (qui est l’inverse) κ de la longueur de Debye sont donnés par

B =
x2 + x− x

√
1 + 2 x

x2
, x = κ d, κ2 =

β

ǫ
ǫ0

j∑

i=1

ρbi (zi e)
2 (3.7)

où ρbi désigne la densité des ions du bulk. La décomposition ci-dessus attachée à
l’approximation MSA introduit des effets électriques à courte distance qui tendent à
réduire l’interaction répulsive coulombienne à cause du diamètre des sphères dures
qui vont atténuer par conséquent le gonflement. On illustre plus précisément plus
loin dans ce chapitre le phénomène anormal de pressions attractives des argiles.

3.2.2 Modèle DFT/MSA pour un électrolyte inhomogène

Notre première démarche pour l’obtention d’un modèle à deux échelles pour
un milieu poreux expansif périodique est le calcul de la distribution des ions à la
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nanoéchelle. On va utiliser la méthode de la fonctionnelle de densité (DFT) [14, 16].
Elle consiste à représenter l’énergie libre de Helmholtz (ou le grand potentiel) sous
la forme d’une fonctionnelle dépendant du profil de la densité ionique F [ρi]. On la
construit en considérant un liquide ionique à la nanoéchelle soumis à un potentiel
extérieur Vi(r) dû aux interactions avec le solide chargé agissant sur les ions de type
“i”. De cette énergie libre de Helmholtz, par dérivation fonctionnelle, on déduira
le potentiel électrochimique des ions. Comme à l’équilibre thermodynamique il est
uniforme dans le système et égal à sa valeur dans le bulk, on en déduira les profils
de concentration des ions dans les nanopores.

L’énergie libre intrinsèque du système F [ρi] est définie comme l’énergie libre du
système F [ρi] qui n’est pas due au potentiel extérieur Vi(r) :

F [ρi] = F [ρi]−
∑

i

∫
dr ρi(r) Vi(r) (3.8)

Elle est donnée par la somme de la partie idéale F id[ρi] et d’une partie d’excès F ex[ρi]

F [ρi] = F id[ρi] + F ex[ρi] = kB T
∑

i

∫
dr ρi(r)[ln(Λ

3
iρi(r))− 1] + F ex[ρi](3.9)

où Λi désigne la longueur d’onde thermique de de Broglie de l’ion “i” [16, 51]. La
partie idéale, qui apparaît dans la thermodynamique classique des gaz parfaits, pro-
vient des collisions aléatoires entre des particules non corrélées. En revanche, la partie
d’excès est donnée directement par les fonctions de corrélation directe cij entre les
ions (cij = 0 pour le gaz idéal).

Nous allons donc développer la fonctionnelle F ex pour un fluide chargé inhomo-
gène en fonction des distributions ioniques ρi(r). On rappelle d’abord le résultat
classique donnant une définition thermodynamique précise de la hiérarchie des fonc-
tions de corrélation directe c(n)(rn) à partir de l’énergie libre d’excès [16]

c
(1)
i (r) = −β δF

ex [ρi]

δρi(r)
(3.10)

c
(2)
ij (r, r

′) = cij(r, r
′) =

δc
(1)
i (r)

δρj(r′)
= −β δ2F ex [ρi]

δρi(r) δρj(r′)
(3.11)

où δ désigne la dérivée fonctionnelle.
Le potentiel (électro)chimique est la dérivée de l’énergie libre (à température

et volume constant) par rapport à la concentration des ions. Le potentiel chimique
d’excès est donc aisément déduit de la relation précédente

µexi (r) =
δF ex

δρi(r)
= −kBTc(1)i (r) (3.12)

Plutôt que de calculer l’énergie libre intrinsèque d’excès F ex, nous allons calculer
sa variation par rapport à sa valeur dans le bulk (F b)ex. Les valeurs dans le bulk sont
caractérisées par un indice supérieur “b”. La densité ionique de l’ion “i” dans le bulk
est donc ρbi et la fonction de corrélation directe est donnée par c(1)ij |b. Désignons par
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∆ρi(r) = ρi(r)− ρbi la variation de la concentration de l’ion “i” à la position r dans
le nanopore et sa valeur dans le bulk. Introduisons alors le paramètre d’intégration
de Onsager ξ (0 ≤ ξ ≤ 1) pour définir le chemin linéaire d’intégration (le résultat
est indépendant du chemin d’intégration)

ρi(r; ξ) = ρbi + ξ∆ρi(r) (3.13)

permettant de passer de la valeur de la concentration dans le bulk ρbi à sa distribution
ρi(r) dans les nanopores. À partir de (3.10) et (3.13), il vient

F ex[ρi] = (F b)ex − kB T

∫ 1

0

dξ
∑

i

∫
∂ρi(r; ξ)

∂ξ
c
(1)
i (r; ξ) dr

= (F b)ex − kB T

∫ 1

0

dξ
∑

i

∫
∆ρi(r) c

(1)
i (r; ξ) dr (3.14)

De la même manière, l’intégration de (3.11) à partir de l’état de référence du
bulk donne

c
(1)
i (r; ξ) = c

(1)
i

∣∣∣
b

(r) +
∑

j

∫ ξ

0

dξ′
∫

∆ρj(r
′) c

(2)
ij (r, r

′; ξ′) dr′ (3.15)

En utilisant ce résultat dans (3.14) et comme la relation (3.12) appliquée dans

le bulk donne que (µexi )b = −kBT c
(1)
i

∣∣∣
b

(r), il vient

F ex[ρi] = (F b)ex +
∑

i

(
µbi
)ex ∫

∆ρi(r) dr

−kB T
∫ 1

0

dξ
∑

i,j

∫ ξ

0

dξ′
∫∫

∆ρi(r)∆ρj(r
′) c

(2)
ij (r, r

′; ξ′) dr dr′(3.16)

où
(
µbi
)ex

= µbi−kB T ln
(
Λ3
iρ
b
i

)
est la partie d’excès non idéale du potentiel chimique

dans le bulk introduite généralement sous la forme d’un coefficient d’activité.
En appliquant à (3.16), l’identité suivante pour une fonction quelconque y(ξ)

∫ 1

0

dξ

∫ ξ

0

y(ξ′) dξ′ =

∫ 1

0

(1− ξ) y(ξ) dξ (3.17)

et en simplifiant la notation en supprimant l’indice supérieur pour la fonction de
corrélation directe (c(2)ij ≡ cij) puisqu’il n’y a plus de risque de confusion, la relation
(3.16) est réécrite :

F ex[ρi] = (F b)ex +
∑

i

(
µbi
)ex
∫

∆ρi(r) dr

−kB T
∑

i,j

∫ 1

0

dξ (1− ξ)

∫∫
∆ρi(r)∆ρj(r

′) cij(r, r
′; ξ) dr dr′(3.18)

Le premier terme du membre de droite désigne l’énergie libre d’excès du système
dans l’état de référence du bulk ; le deuxième correspond à l’énergie d’excès (dans
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l’état de bulk) ajoutée du fait de la variation de la densité ionique ∆ρi(r). Le dernier
terme est la contribution de l’énergie libre d’excès reliée strictement aux forces de
corrélation ion-ion (avec comme référence l’état du bulk).

La complexité principale dans la relation (3.18) est la quantification de dépen-
dance de la fonction de corrélation directe cij(r, r

′; ξ) vis-à-vis du paramètre de
Onsager ξ. Pour résoudre cette difficulté, la procédure proposée est de négliger cette
dépendance et de supposer que la fonction de corrélation directe a toujours sa valeur
équivalente dans le bulk (cij(r, r′; ξ) ≈ cbij(|r − r′|) en utilisant la fermeture MSA.
Selon cette supposition, en effectuant l’intégration en ξ, on obtient

F ex[ρi] ≈
(
F b
)ex

+
∑

i

(
µbi
)ex
∫

∆ρi(r)dr

−1

2
kB T

∑

i,j

∫∫
dr dr′∆ρi(r)∆ρj(r

′) cij(r, r
′) (3.19)

À partir de l’expression de l’énergie libre intrinsèque d’excès, il est immédiat
d’obtenir l’énergie libre totale en ajoutant simplement les parties idéale et extérieure

F id = kB T
∑

i

∫
ρi(r)

{
ln
[
Λ3
i ρi(r)

]
− 1
}
dr, F ext =

∑

i

∫
dr ρi(r) Vi(r)(3.20)

Comme le potentiel chimique d’excès du bulk vaut (µbi)
ex = µbi − kB T ln

(
Λ3
iρ
b
i

)
,

on obtient :

F [ρi] ≈
(
F b
)ex

+
∑

i

{[
µbi − kB T ln

(
Λ3
i ρ
b
i

)] ∫
∆ρi(r)dr

+ kB T

∫
ρi(r)

{
ln
[
Λ3
i ρi(r)

]
− 1
}
dr

}

+
∑

i

∫
dr ρi(r) Vi(r)−

kB T

2

∑

i,j

∫∫
dr dr′∆ρi(r)∆ρj(r

′) cij(r, r
′)(3.21)

À partir de Vi ≡ 0 dans le bulk, en introduisant l’énergie libre totale du bulk
F b = (F b)ex + kB T

∑
i

∫
ρbi
[
ln
(
Λ3
i ρ
b
i

)
− 1
]
dr et en décomposant ρbi = ρi −∆ρi, on

a

F [ρi] ≈ F b +
∑

i

{[
µbi − kB T

] ∫
∆ρi(r)dr+ kB T

∫
ρi(r)ln

(
ρi(r)

ρbi

)
dr

}

+
∑

i

∫
dr ρi(r) Vi(r)−

kB T

2

∑

i,j

∫∫
dr dr′ ∆ρi(r)∆ρj(r

′) cij(r, r
′)(3.22)

Moyennant la définition thermodynamique classique du potentiel électrochimique
total de l’ion “i”, µ̃i = µi + Vi, on obtient

µ̃i =
δF [ρi]

δρi(r)

∣∣∣∣
T, ρj 6=i

= µbi + kB T ln
ρi(r)

ρbi
+ Vi(r)− kB T

∑

j

∫
dr′ ∆ρj(r

′) cij(r, r
′) (3.23)
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À l’équilibre thermodynamique entre la solution d’électrolyte dans les nanopores
et le bulk extérieur, l’uniformité du potentiel électrochimique µ̃i = µbi donne la
distribution ionique locale :

ρi(r) = ρbi exp

[
−Vi(r)
kB T

+
∑

j

∫
dr′ ∆ρj(r

′) cij(r, r
′)

]
(3.24)

Si ρi(r) est donné, on introduit les fonctions de corrélation ion-solide gαi(r) :=
ρi(r)/ρ

b
i et hαi(r) := gαi(r)− 1 où l’indice α est associé à la phase solide. On a :

∆ρj(r) = ρj − ρbj = ρbj [gαj(r)− 1] = ρbj hαj(r) (3.25)

La combinaison avec (3.24) donne la fonction de corrélation ion-solide :

gαi(r) = exp

[
−Vi(r)
kB T

+
∑

j

ρbj

∫
dr′ hαj(r

′) cij(r, r
′)

]
(3.26)

La représentation complète de gαi demande la connaissance du potentiel externe
ion-solide Vi qui est la somme d’une composante d’interaction ion-solide vhsi (souvent
décrite par l’existence d’une zone d’exclusion au voisinage du solide d’épaisseur égale
à d/2) et d’une composante électrostatique coulombienne veli . Si qi = zi e et ψs =
veli /qi désignent la charge ionique et le potentiel électrique coulombien créé par les
charges de la phase solide, on a la décomposition

Vi = vhsi + veli = vhsi + qi ψs (3.27)

avec vhsi (r) =

{
∞ dans la zone d’exclusion
0 hors de la zone d’exclusion

Si uC(r) = 1/ (4 π ǫǫ0 r) désigne le potentiel de Coulomb pour une charge unitaire
placée en r = 0, le potentiel électrostatique moyen dans la double couche électrique
est obtenu en sommant les contributions des phases fluide et solide :

ψ(r) = ψs(r) +
∑

j

∫
qj ρj(r

′) uC (|r− r′|) dr′ (3.28)

En utilisant la relation précédente (3.28) et la décomposition du MSA (3.2) dans
(3.26), on obtient finalement pour la fonction de distribution ion-solide :

gαi(r) = exp

[
−β qi ψ(r) +

∑

j

ρbj

∫
dr′ hαj(r

′) c̃ij(r, r
′)

]
. (3.29)

Le résultat final (3.29) généralise la distribution de Boltzmann en ajoutant au
terme exponentiel classique dépendant du potentiel de double couche électrique ψ un
terme décrivant les effets non-locaux associés aux corrélations à courte portée entre
les ions c̃ij(r). Dans le cas où les ions sont assimilés à des points chargés, alors d = 0
et c̃ij = 0 et l’on retrouve la distribution classique de Boltzmann. De plus, pour le
cas de deux plans parallèles chargés très éloignés l’un de l’autre, la situation dans



48 Chapitre 3: Modèle non local à deux échelles

la zone centrale entre les deux plans tend vers celle du bulk équivalent : le potentiel
électrique tend vers 0 et la concentration des ions tend vers ρbi ; alors gαj → 1 et
hαj → 0.

Le potentiel électrique ψ(r) donné par (3.28) vérifie l’équation de Gauss-Poisson :

ǫ ǫ0∇2ψ +
∑

i

ρbi qi gαi(r) = 0 . (3.30)

3.3 Équilibre mécanique de la phase de fluide

L’objectif de cette partie est d’écrire la balance des forces pour la solution d’élec-
trolyte contenue dans les nanopores et de construire une loi constitutive pour la
pression de disjonction définie comme la composante (tensorielle) qu’il faut ajouter
à la pression du bulk pour représenter le tenseur des contraintes du fluide dans les
nanopores.

Considérons le potentiel électrique, les fonctions de distribution des ions et les
fonctions de corrélation, soit {ψ, gαi, c̃ij} donnés. Le potentiel électrique satisfait le
problème de Gauss-Poisson (3.30). La fonction de distribution des ions est donnée
par la distribution de Boltzmann généralisée (3.29). Les corrélations ion-ion vérifient
la fermeture MSA (3.2). Si σf désigne le tenseur des contraintes totales dans la solu-
tion d’électrolyte, en l’absence d’effets inertiels et de forces de volume, la condition
d’équilibre s’écrit naturellement :

∇ · σf = 0 . (3.31)

En l’absence du champ extérieur Vi créé par le solide chargé, le tenseur des
contraintes dans le fluide est donné par [6] :

σf = −pw I+ σK + σU (3.32)

où pw désigne la pression d’équilibre de l’eau en absence des ions. Cette pression
peut être calculée en soustrayant la pression osmotique du bulk πb de la pression
totale du bulk pb. La pression osmotique du bulk πb est aisément calculée dans le
cas du MSA (voir par exemple [38], exercice 15-37 pages 355-356).

σK est la composante de gaz idéal et σU est le tenseur intermoléculaire introduit
par Irving-Kirwood [22] présenté dans §2.3 :

σK(r) = −kBT
∑

i

ρi(r) (3.33)

σU(r) =
1

2

∑

i,j

∫
RR

R
U ′
ij(R)

[∫ 1

0

ρ
(2)
ij (r− αR, r− αR+R) dα

]
dR (3.34)

avec R = |R| et la densité volumique de paire est donnée par

ρ
(2)
ij (r, r

′) = ρi(r) ρj(r
′)g

(2)
ij (r, r′) . (3.35)
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L’intégration en R est effectuée sur tout l’espace. La divergence de ce tenseur
peut être calculée (voir Annexe A.1) :

∇ · σU(r) = −
∑

i,j

∫
dr′ ρ

(2)
ij (r, r

′)∇Uij(r, r
′) (3.36)

Afin de développer les calculs ci-dessus pour les solutions d’électrolyte en pré-
sence d’un champ extérieur Vi créé par la présence de la phase solide électriquement
chargée, il suffit d’ajouter une composante σV [6]. Le tenseur des contraintes totales
dans le fluide admet alors la décomposition plus générale

σf = −pw I+ σK + σU + σV (3.37)

avec

∇ · σf = −∇pw +∇ · σK +∇ · σU +∇ · σV = 0 (3.38)

où [6] :

∇ · σK = −kB T
∑

i

∇ρi(r) (3.39)

∇ · σU = −
∑

i,j

∫
dr′ ρ

(2)
ij (r, r

′)∇Uij(r, r
′) (3.40)

∇ · σV = −
∑

i

ρi(r)∇Vi(r) (3.41)

La composante cinétique de gaz idéal σK et le tenseur extérieur σV proviennent
respectivement de la collision entre les ions et de l’interaction avec le solide chargé.
D’autre part, la composante intermoléculaire σU est donnée par le potentiel in-
termoléculaire Uij entre les ions “i” et “j”. On suppose ici que la permittivité du
solvant est égale à celle du solide pour permettre de négliger les effets d’image. Uij
inclut une composante à longue portée coulombienne et une contribution à courte
portée due aux sphères dures qui ne dépendent que de la distance entre les ions
(Uij(r, r′) = Uij(|r− r′|) = Uij(r)). De la même manière, le potentiel extérieur Vi(r)
est décomposé en un terme à courte portée (sphères dures/plan dur) et à longue
portée (coulombien). Il vient donc :

Uij(r, r
′) = uCij(|r− r′|) + uhsij (r, r

′) = qi qj u
C(|r− r′|) + uhsij (r, r

′) (3.42)

Vi(r) = qi ψs(r) + vhsi (r) (3.43)

où uC = 1/ (4πǫǫ0 r) et ψs sont respectivement les potentiels coulombiens à longue
portée ion-ion et ion-solide et uhsij et vhsi sont les potentiels de type sphères dures
à courte portée avec vhsi donné par (3.27). Pour des ions de même diamètre d, le
potentiel intermoléculaire de type sphères dures

uhs(r) =

{
∞ pour r < d
0 pour r > d

(3.44)
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avec uhs′ = −kBT δ(r−d+) où δ est la fonction de Dirac et d+ est la limite extérieure
supérieure au voisinage de d [19]. En utilisant les résultats précédents dans (3.38)
où ρ

(2)
ij est donné par (3.35), l’équilibre mécanique du fluide peut être écrit sous la

forme

−∇pw − kB T
∑

i

∇ρi(r)−
∑

i,j

∫
dr′ ρi(r) gij(r, r

′) ρj(r
′) qi qj ∇uC(|r− r′|) (3.45)

−
∑

i,j

∫
dr′ ρi(r)gij(r, r

′) ρj(r
′)∇uhsij (|r− r′|)−

∑

i

ρi(r)
[
qi∇ψs(r) + vhsi (r)

]
= 0 .

En remplaçant hij = gij −1 et en introduisant le potentiel électrostatique moyen
ψ(r) défini par (3.28), on a

−∇pw − kB T
∑

i

∇ρi(r)−
∑

i

ρi(r)∇vhsi −
∑

i

qi ρi(r)∇ψ

−
∑

i,j

ρi(r)

∫
dr′ρj(r

′)
[
gij(r, r

′)∇uhsij + qi qj hij(r, r
′)∇uC

]
= 0 . (3.46)

Avec E = −∇ψ désignant le champ électrique, le dernier terme de la première
ligne de l’équation (3.46) est simplement la force coulombienne à longue portée∑

i qiρiE qui peut être représentée la divergence du tenseur de Maxwell τM [32].

τM :=
ǫ ǫ0
2

(
2E ⊗E − E2 I

)
(3.47)

avec ∇ · τM =
∑

i

qiρiE = −
∑

i

qiρi∇ψ .

En utilisant (3.42) et (3.43) et la définition du tenseur de Maxwell (3.47), l’équi-
libre mécanique (3.46) peut être réécrit sous la forme

∇ · σf = −∇pw +∇ · σK +∇ · σel +∇ · σcore +∇ · τM +∇ · σhs
V = 0 (3.48)

où les divergences du tenseur intermoléculaire électrostatique σel, du tenseur d’in-
teraction à courte portée σcore et de la composante sphères dures / plan dur σhs

V

sont données par

∇ · σel(r) := −
∑

i,j

ρi(r)

∫
dr′ρj(r

′)hij(r, r
′) qi qj ∇uC(|r− r′|) (3.49)

∇ · σcore(r) := −
∑

i,j

ρi(r)

∫
dr′ρj(r

′)gij(r, r
′)∇uhsij (|r− r′|) (3.50)

∇ · σhs
V (r) := −

∑

i

ρi(r)∇vhsi (3.51)

Comme nous l’avons déjà mentionné, les potentiels intermoléculaire et extérieur
de type sphères dures et sphères dures / plan dur (uhsij , v

hs
i ) sont discontinus aux

points de contact et leurs gradients sont alors des distributions de Dirac.
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Maintenant en utilisant la définition (3.34) avec la relation (3.35), les compo-
santes à courte portée due aux sphères dures σcore et électrostatique σel du tenseur
intermoléculaire sont définies par :

σcore =
1

2

∑

i,j

∫
RR

R
uhsij

′(R)

[∫ 1

0

ρi(r1) ρj(r2) gij (r1, r2) dα

]
dR (3.52)

σel =
1

2

∑

i,j

∫
RR

R
uCij

′(R)

[∫ 1

0

ρi(r1) ρj(r2) hij (r1, r2) dα

]
dR (3.53)

avec r1 = r− αR et r2 = r− αR+R.
L’objectif est de caractériser le comportement des différentes composantes du

tenseur des contraintes au travers de l’interface Γ∗
fs entre le fluide et la zone d’ex-

clusion au voisinage des surfaces solides. Si Ωf désigne le domaine occupé par la
solution d’électrolyte, on distingue la zone occupée par les ions Ω∗

f et la zone d’ex-
clusion Ωf − Ω∗

f d’épaisseur d/2 au voisinage de la surface. σel, σcore, pw, τM sont
continus au travers de l’interface Γ∗

fs. De plus, comme ρi = 0 et que, par consé-
quence, la charge est nulle dans Ωf − Ω∗

f , σel, σcore sont nuls tandis que τM est à
divergence nulle dans la zone d’exclusion. Enfin la composante cinétique σK saute
de la valeur kBTρi|Γ∗

fs
à la limite extérieure de la zone d’exclusion à la valeur 0 dans

la zone d’exclusion. La composante extérieure σhs
V disparaît en dehors de la zone

d’exclusion. Donc pour satisfaire la condition d’équilibre à l’interface, on doit avoir
σhs
V n = σK n = −kBT

∑
i ρi|Γ∗

fs
. Le tenseur σhs

V présente donc un saut opposé à la
composante cinétique avec une loi constitutive donnée par

σhs
V =

{
−kBT

∑
i ρi|Γ∗

fs
n⊗ n, dans Ωf − Ω∗

f

0 dans Ω∗
f

(3.54)

où n est la normale extérieure à Ω∗
f .

Pression de disjonction
La pression de disjonction est définie comme la pression (tensorielle) qu’il faut

ajouter à la pression du bulk pour obtenir le tenseur des contraintes du fluide σf

σf = −pb I−Πd (3.55)

À partir de l’expression (3.48), la divergence de la pression de disjonction s’écrit

∇ ·Πd = −∇(pb − pw)−∇ · σK −∇ · σel −∇ · σcore −∇ · τM −∇ · σhs
V

= −∇πb −∇ · σK −∇ · σel −∇ · σcore −∇ · τM −∇ · σhs
V (3.56)

où πb = pb − pw désignent la pression osmotique du bulk.
La loi constitutive de la pression de disjonction est donnée finalement par

Πd = −πb I− σK − σel − σcore − τM − σhs
V (3.57)

Il faut enfin remarquer que la pression de disjonction Πd définie par (3.57) est
continue au travers de l’interface fluide/zone d’exclusion Γ∗

fs. Cette propriété cruciale
pour assurer l’équilibre est assurée par la contrainte extérieure σhs

V dont le saut
contre-balance exactement le saut de la composante cinétique σK .
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3.4 Modèle à l’échelle du pore

Dans cette partie, on construit un modèle à la nanoéchelle pour un milieu poreux
gonflant périodique avec des nanopores remplis par une solution d’électrolyte inho-
mogène dont la variabilité spatiale est causée par la présence des macro-molécules
chargées électriquement et impénétrables représentant la microstructure d’une argile
de type montmorillonite. Notre portrait microscopique est composé de particules ar-
gileuses électriquement uniformément chargées à leur surface, d’un espace des pores
saturé par une solution électrolytique aqueuse avec un solvant continu (eau) et des
électrolytes forts entièrement dissociés en cations et anions traités comme des sphères
dures de diamètre identique avec leur charge localisée ponctuellement au centre de
chaque sphère [52].

Ωs désigne le domaine microscopique occupé par le solide et Γfs l’interface
fluide/solide. Nous présentons d’abord le problème électrochimique complet à la fois
pour le potentiel électrique et la fonction de corrélation ion-solide puis le problème
d’élasticité pour la déformation du solide.

3.4.1 Électrochimie

La densité nette de charge dans le fluide est q :=
∑

i ρ
b
i qi gαi(r). On rappelle

que ǫ0 et ǫ désignent la permittivité du vide et la constante diélectrique du solvant.
L’équation classique de Gauss-Poisson avec {ψ,E} comme inconnues est donnée
par : {

ǫǫ0∇ ·E = q
E = −∇ψ dans Ωf

(3.58)

où la fonction de corrélation ion-solide gαi(r) est donnée par les distributions Boltz-
mann généralisées.

gαi(r) = exp

{
−β qi ψ(r) +

∑

j

ρbj

∫
c̃ij (|r− r′|) hαj(r′) dr′

}
(3.59)

avec hαi(r) := gαi(r) − 1 et c̃ij est donné par la fermeture MSA (3.2). En absence
d’effets de taille finie des ions, c̃ij = 0. Dans le cas des électrolytes symétriques (avec
des valences opposées z+ = −z−), l’électroneutralité du bulk

∑
i ρ

b
i zi = 0 entraîne

que ρb+ = ρb− = ρb. Le problème classique de Poisson-Boltzmann est alors retrouvé

ǫǫ0△ψ = 2 ρb z+ e sinh

(
z+ e ψ

kBT

)
.

3.4.2 Déformation du solide

Le déplacement microscopique et le tenseur des contraintes de la phase solide
sont désignés respectivement par {u,σs}. Nous adoptons pour la phase solide un
modèle d’élasticité linéaire isotrope. La déformation est gouvernée par le problème
classique d’élasticité

{
∇ · σs = 0 dans Ωs
σs = cs E (u) .

(3.60)
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où cs est le tenseur d’élasticité du quatrième ordre donné par cijkl = λsδijδkl +
µs (δikδjl + δilδjk), λs = Esν/ (1 + ν) (1− 2ν) et µs = Es (1 + ν) /2 sont les para-
mètres Lamé, Es le module d’Young et ν le coefficient de Poisson. δij est le symbole
de Kronecker.

3.4.3 Conditions limites

Sur la surface fluide/solide imperméable Γfs, σ désigne la charge électrique par
unité de surface de solide qui est supposée constante en absence d’effets de pH [13,
33]. Les conditions limites sur Γfs consistent à écrire la continuité de la composante
normale du tenseur des contraintes et la relation entre le champ électrique et la
densité surfacique de charge :

σs n = σf n; ǫǫ0E · n = −σ sur Γfs (3.61)

où σ et q sont reliés par la condition d’électroneutralité :

∫

Ωf

q dΩf = ǫǫ0

∫

Ωf

∇ ·E dΩf = ǫǫ0

∫

Γfs

E · n dΓ = −
∫

Γfs

σ dΓ . (3.62)

La loi constitutive (3.55) pour σf avec la condition limite (3.61)(a) impose une
traction causée par la pression de disjonction dans la zone d’exclusion.

3.4.4 Résumé du modèle nanoscopique

Le modèle nanoscopique quasi-statique peut maintenant être récapitulé. Étant
donnés les constantes {ǫ0, ǫ, β, kB, T , qi, cs, σ}, la pression et les concentrations des
ions dans le bulk {pb, ρbi} satisfaisant la condition d’électroneutralité (

∑
i ρ

b
i qi = 0),

un potentiel intermoléculaire composé de la somme d’un terme de sphères dures
uhsij (uhsij

′(r) = −kBTδ(r − d+) pour des ions de même diamètre d) et d’un terme
électrostatique uCij donné par (3.42) et les fonctions de corrélation à courte portée
ion-ion c̃ij données par la fermeture MSA (3.3), les champs microscopiques {gαi, ψ,
p, pw, π∗, E, σf , σK , σcore, σel, τM , Πd} et {u, σs} satisfont dans Ω∗

f hors de la
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zone d’exclusion le problème suivant.




ǫǫ0 ∇2ψ = −
∑

i

ρbi qi gαi

gαi(r) = hαi(r) + 1 = exp
{
− β qi ψ(r) +

∑

j

ρbj

∫
c̃ij (|r− r′|) hαj(r′)dr′

}

∇ · σf = 0
σf = −pb I−Πd

Πd = −πb I− σK − σel − σcore − τM − σhs
V

pb = pw + πb
σK = −kB T

∑
i ρi(r) avec ρi(r) = ρbi gαi(r)

σcore =
1

2

∑

i,j

∫
RR

R
uhs ′(R)

[∫ 1

0

ρi(r1) ρj(r2) gij (r1, r2) dα

]
dR

σel =
1

2

∑

i,j

∫
RR

R
uCij

′(R)

[∫ 1

0

ρi(r1) ρj(r2) hij (r1, r2) dα

]
dR

τM =
ǫǫ0
2

(
2E ⊗E −E2 I

)

E = −∇ψ

(3.63)

Dans le domaine de la zone d’exclusion Ωf − Ω∗
f , on a





ǫǫ0 ∇2ψ = 0
gαi = 0 et ρi = 0

∇ · σf = 0
σf = −pb I−Πd

Πd = −πb I− τM − σhs
V

pb = pw + πb dans Ωf − Ω∗
f

σhs
V = −kBT

∑
i ρi|Γ∗

fs
n⊗ n

σK = σcore = σel = 0

τM =
ǫǫ0
2

(
2E ⊗E − E2 I

)

∇ · τM = 0
E = −∇ψ

(3.64)

et dans la phase solide
{

∇ · σs = 0
σs = cs E (u)

dans Ωs (3.65)

avec les conditions à l’interface




∇ψ · n =
σ

ǫǫ0
sur Γfs

σf n = σs n sur Γfs
σK n = σhs

V n sur Γ∗
fs .

(3.66)

Enfin, le calcul des tenseurs intermoléculaires σel et σcore définis dans le système
d’équations (3.63) nécessite la connaissance des fonctions de corrélation ion-ion gij
(ou hij). Ces fonctions de corrélation peuvent être calculées à partir de l’équation
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de Ornstein-Zernike (2.12) qui s’écrit pour un milieu non homogène avec N types
d’ion sous la forme

hij(r, r
′) = cij(r, r

′) +
N∑

l=1

∫
ρl(r

′′) cil(r, r
′′) hlj(r

′′, r′)dr′′ (3.67)

où les indices 1 ≤ i, j, l ≤ N désignent les différents types d’ion.
Quand les distributions ρl(r) (1 ≤ l ≤ N) sont connues et les fonctions de

corrélation directe cij données pour le modèle DFT/MSA par leur valeur dans le bulk
calculées au moyen de l’approximation MSA, les inconnues restant à déterminer sont
les fonctions hij solutions du système (3.67). La méthode retenue qui est de résoudre
le système (3.67) après transformation dans l’espace de Fourier sera exposée en détail
au chapitre 4.

3.5 Homogénéisation

Il s’agit maintenant de procéder au changement d’échelle en passant du modèle
nanoscopique à la macroéchelle au moyen de la procédure d’homogénéisation pério-
dique [49]. Dans ce contexte, l’argile gonflante est considérée comme une structure
poreuse spatialement périodique. Deux échelles de longueur sont introduites : une
échelle nanoscopique ℓ de l’ordre de la taille des pores et une échelle macroscopique L
caractéristique de la taille du milieu gonflant. Le rapport ε ≡ ℓ/L est un petit para-
mètre. Le domaine Ωε est composé d’unités répétées périodiquement dans l’espace de
parallélépipèdes disjoints, Y ε, reproduisant un parallélépipède de référence Y formé
par les domaines Yf , Ys et Yf − Y ∗

f occupés respectivement par le fluide, le solide
et la zone d’exclusion. Les interfaces fluide/solide Γfs et fluide/zone d’exclusion Γ∗

fs

sont donnés respectivement dans le parallélépipède de référence par ∂Yfs et ∂Y ∗
fs.

Le problème fondamental est d’étudier la solution asymptotique du problème quand
ε → 0 et d’obtenir ainsi la limite homogénéisée quand l’échelle de l’inhomogénéité
tend vers zero.

On rappelle que dans le problème de Poisson, le laplacien du potentiel doit être
multiplié par un facteur ε2 dans le but de préserver le comportement de la double
couche électrique quand la longueur caractéristique des pores décroît pour ε → 0
[45]. Le problème électrochimique est réécrit avec un préfacteur εn pour indiquer
l’ordre de grandeur de chaque terme.

• Électrochimie :





ε2 ǫǫ0∇
2ψε = −

∑

i

ρbi qi g
ε
αi

Eε = −ε∇ψε dans Ωf

gεαi(r) = exp

[
−β qi ψε(r) +

∑

j

ρbj

∫
c̃ij (|r− r′|) hεαj(r′)dr′

] (3.68)

• Condition limite
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−Eε · n = ε∇ψε · n =
σ

ǫǫ0
sur Γfs (3.69)

3.5.1 Développements asymptotiques

Pour effectuer le changement d’échelle du modèle nanoscopique, on utilise la
méthode des développements asymptotiques à deux échelles [49]. La procédure est
de réaliser un développement pour les inconnues sous la forme

f ε (x,y) =

∞∑

k=0

εkfk (x,y) = f 0 (x,y) + εf 1 (x,y) + ε2f 2 (x,y) + . . . (3.70)

où les coefficients fk = fk (x,y) (k = 0, 1, 2...) sont Y -périodiques. La dérivation
spatiale est effectuée classiquement selon

∇f ε (x,y) = ∇xf
ε (x,y) +

1

ε
∇yf

ε (x,y) (3.71)

En insérant les développements (3.70) dans le système d’équations obtenu à
l’échelle des nanopores et en collectant les puissances successives de ε, on obtient
alors les équations aux différents ordres. Dans le fluide Ωf , il vient

ǫǫ0∇
2
yyψ

0 = −
∑

i

ρbi qi g
0
αi (3.72)

∇yσ
0
f = 0 (3.73)

∇x · σ0
f +∇y · σ1

f = 0 (3.74)

σ0
f = −p0b I−Π0

d (3.75)

g0αi = exp

{
−β qi ψ0 +

∑

j

ρbj

∫
c̃ij (|y− y′|) h0αj(y′) dy′

}
(3.76)

Pour le solide dans Ωs, on obtient

∇y ·
[
csEy

(
u0
)]

= 0 (3.77)

∇y · σ0
s = 0 (3.78)

∇x · σ0
s +∇y · σ1

s = 0 (3.79)

σ0
s = cs

[
Ex

(
u0
)
+ Ey

(
u1
)]

(3.80)

tandis que les ordres successifs des conditions à l’interface sur Γfs sont donnés par

∇yψ
0 · n =

σ

ǫǫ0
(3.81)

[
csEy

(
u0
)]

· n = 0 (3.82)

σ0
s n = σ0

f n (3.83)

σ1
s n = σ1

f n (3.84)
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3.5.2 Déplacement non oscillant

L’équation (3.77) combinée avec la condition de Neumann homogène (3.82)
montre que localement la phase solide a un mouvement de translation de corps
rigide : u0 (x,y) = u0 (x).

3.5.3 Électrochimie locale

Le problème local non linéaire pour le potentiel électrique de double couche est
obtenu à l’ordre à O (ε0) à partir des équations (3.72) et (3.76) ainsi que de la
condition limite (3.81)





ǫǫ0∇
2
yyψ

0 = −
∑

i

ρbi qi g
0
αi

g0αi = exp

{
−β qi ψ0 +

∑

j

ρbj

∫
c̃ij (|y− y′|) h0αj(y′)dy′

}

∇yψ
0 · n =

σ

ǫǫ0

(3.85)

avec la condition d’électroneutralité globale

∑

i

ρbi qi

∫

Yf

g0αi dV = − 1

|Y |

∫

∂Yfs

σ dS (3.86)

3.5.4 Fermeture

Pour obtenir le problème de fermeture pour la fluctuation du déplacement de la
phase solide, on combine les équations (3.78) et (3.80) avec la condition limite (3.83).
En utilisant la relation (3.75) et u0 (x,y) = u0 (x), le problème local est obtenu sous
la forme :

{
∇y · [csEy (u1)] = 0 dans Ys

cs [Ex (u
0) + Ey (u

1)]n = −
[
pb I+Π0

d

]
n sur ∂Yfs

(3.87)

La solution du problème précédent (3.87) peut être cherchée linéairement sous
la forme :

u1 (x,y) = ζ(y) pb(x) + ξ(y)Ex
(
u0(x)

)
+ u1

π(x,y) + û(x) (3.88)

Les inconnues {ζ, ξ} doivent satisfaire les conditions suivantes (voir [41, 43])
{

∇y · [cs Ey (ζ)] = 0
cs Ey (ζ)n = −I n

(3.89)

et

{
∇y · [cs Ey(ξ)] = 0 dans Ys

cs Ey(ξ)n = −cs II nn sur ∂Yfs
(3.90)
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où II désigne le tenseur unité de l’ordre 4. Le tenseur pression de disjonction Π0
d

dans la condition limite de traction (3.87) entraîne une composante électrochimique
pour le déplacement u1

π dans (3.88) qui doit satisfaire le problème local
{

∇y · [cs Ey (u1
π)] = 0 dans Ys

cs Ey (u
1
π)n = −Π0

d n sur ∂Yfs .
(3.91)

La contrainte électrochimique σπ := cs Ey (u
1
π) qui provient de la condition li-

mite de traction provoquée par la pression de disjonction est un terme important
qui incorpore le couplage mécano-chimique local provoqué par les changements de
salinité de la solution du bulk.

3.5.5 Contrainte effective macroscopique

Les opérateurs moyenne et moyenne intrinsèque sont définis respectivement par

〈 · 〉 := 1

|Y |

∫

Yi

( · ) dV et 〈 · 〉i := 1

|Yi|

∫

Yi

( · ) dV, i = {f, s} (3.92)

En moyennant et en ajoutant les équations (3.74) et (3.79), puis en utilisant
le théorème de divergence avec l’hypothèse de périodicité et la condition limite de
traction (3.84), il vient (n est la normale extérieure à Yf)

〈
∇x · σ0

f +∇x · σ0
s

〉
= −

〈
∇y · σ1

f +∇y · σ1
s

〉

= − 1

|Y |

∫

∂Yfs

(
σ1
f − σ1

s

)
n dΓ = 0 (3.93)

Le tenseur des contraintes totales du milieu fluide et solide σ0
T est défini comme

σ0
T :=

〈
σ0
f

〉
+
〈
σ0
s

〉
(3.94)

L’équilibre total est donné par

∇x · σ0
T = 0 (3.95)

En utilisant la fermeture (3.88) dans l’équation (3.80), on a

σ0
s = cs [II + Ey (ξ)]Ex

(
u0
)
+ cs Ey (ζ) pb + cs Ey

(
u1
π

)
(3.96)

En combinant les relations (3.75) et (3.94) et en en faisant la moyenne, le principe
de la contrainte effective macroscopique s’écrit

σ0
T = −α pb +CsEx

(
u0
)
−Π0 (3.97)

où les coefficients macroscopiques {α, Cs, Π
0} sont donnés par





α = φf I− 〈cs Ey (ζ)〉
Cs = 〈cs (II + Ey (ξ))〉
Π0 =

〈
Π0
d

〉
+ φsΠ

0
S

Π0
S = −〈σπ〉s = −〈cs Ey (u1

π)〉
s

(3.98)
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où φi = |Yi| / |Y | (i = f, s) sont les fractions volumiques respectives des phases fluide
et solide. La décomposition (3.97) a la forme d’un principe de Terzaghi modifié : α
est le coefficient Biot-Willis, Cs est le module élastique macroscopique (tenseur de
l’ordre 4) et Π0 désigne le tenseur électrochimique macroscopique. En utilisant les
analyses classiques présentées dans Auriault et Sanchez-Palencia [4], on peut montrer
que 〈cs Ey(ζ)〉 = 〈∇y · ξ(y)〉. Le tenseur macroscopique Π0

S donné par la moyenne
intrinsèque de la contrainte électrochimique locale correspond à la composante de
Π0 directement responsable de l’expansion de la matrice solide et doit donc être
désignée comme le tenseur des contraintes de gonflement [41, 42].

3.5.6 Résumé du modèle à deux échelles

On va récapituler la forme finale du principe de la contrainte effective pour le
modèle à deux échelles. Soit ΩM le domaine macroscopique occupé par un maté-
riau expansif saturé par une solution d’électrolyte aqueux. Supposons connues les
constantes ou propriétés physiques {cs, ǫ0, ǫ, β, e, qi, σ}, les fonctions caractéris-
tiques {ζ, ξ} solutions de (3.89) (3.90), la porosité φf ainsi que les données dans le
bulk {ρbi , pb} avec la fluctuation de la fonction de corrélation directe c̃ij(r) donnée par
(3.3), le problème de deux échelles consiste à chercher les inconnues macroscopiques
{σ0

T , u
0} satisfaisant à

{
∇x · σ0

T = 0
σ0
T = −α pb +Cs Ex (u

0)−Π0 dans ΩM
(3.99)

où les paramètres effectifs {α, Cs, Π
0} sont donnés par

{
α = φf I− 〈cs Ey (ζ)〉
Cs = 〈cs [II + Ey (ξ)]〉 (3.100)

et





Π0 =
〈
Π0
d

〉
+ φsΠ

0
S

Π0
S = −〈σπ〉s = −〈cs Ey (u1

π)〉
s

Π0
d = −π0

b I− σ0
K − σ0

core − σ0
el − τ 0

M − σhs0
V

pb = p0w + π0
b

σ0
K = −kB T

∑
i ρ

0
i (r)

σ0
core =

1

2

∑

i,j

∫
RR

R
uhs ′(R)

[∫ 1

0

ρ0i (r1) ρ
0
j(r2) g

0
ij (r1, r2) dα

]
dR

σ0
el =

1

2

∑

i,j

∫
RR

R
uCij

′(R)

[∫ 1

0

ρ0i (r1) ρ
0
j(r2) h

0
ij (r1, r2) dα

]
dR

τ 0
M =

ǫǫ0
2

(
2E0 ⊗E0 −E02 I

)

(3.101)



60 Chapitre 3: Modèle non local à deux échelles

avec le problème local dans le fluide pour la paire {ψ0, g0αi} donné par




ǫǫ0∇
2
yyψ

0 = −
∑

i

ρbi g
0
αi

g0αi = exp

{
−β qi ψ0 +

∑

j

ρbj

∫
c̃ij (|y − y′|) h0αj(y′) dy′

}

ρ0i = ρbig
0
αi

dans Yf

(3.102)
avec h0αi = g0αi − 1 et dans la zone d’exclusion





Π0
d = −π0

b I− τ 0
M − σhs0

V

g0αi = 0 et ρ0i = 0
pb = p0w + π0

b

σhs0
V = −kBT

∑
i ρ

0
i |Γ∗

fs
n⊗ n

σ0
K = σ0

core = σ0
el = 0

∇ · τ 0
M = 0

dans Yf − Y ∗
f (3.103)

avec le problème local posé dans la phase solide
{

∇y · σπ = 0
σπ = cs Ey (u

1
π) dans Ys

(3.104)

et avec les conditions limites locales

∇yψ
0 · n =

σ

ǫǫ0
sur ∂Yfs

σ0
K n = σhs0

V n sur ∂Y ∗
fs

σπ n = −Π0
d n sur ∂Yfs .

(3.105)

Le modèle à deux échelles développé ici est fondé sur un modèle non local à
l’échelle de pore généralisant les résultats précédents obtenus dans [41, 42, 43] en
incorporant l’effet de taille finie des ions. La propagation vers l’échelle macroscopique
d’un telle dépendance au travers de la procédure d’homogénéisation fait apparaître
une nouvelle loi constitutive pour le tenseur des contraintes de gonflement Π0

S.

3.6 Microstructure stratifiée

On considère dans cette partie la forme particulière d’une microstructure com-
posée des particules parallèles superposées. La Fig. 3.1 montre un tel arrangement
stratifié avec des particules solides d’épaisseur 2Hs séparées par une distance 2H et
bordées d’une zone d’exclusion d’épaisseur d/2.

3.6.1 Distribution des ions

Dans le cas de la double couche, pour un fluide compris entre deux plaques planes
solides parallèles, le modèle DFT-MSA est identique au modèle des dumbbells déve-
loppé par Lozada-Cassou et al. [34, 35]. L’obtention de ce modèle est plus intuitive
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z

x0

d/2

2Hs

2H

Figure 3.1 – Arrangement parallèle dans une argile compacte.

que le modèle DFT-MSA. Aux ions en solution, il ajoute une espèce supplémen-
taire appelée dumbbells (haltères) notée α constituée de l’ensemble des deux plaques
solides et dont la concentration volumique est supposée nulle (il n’y a pas d’interac-
tion entre les dumbbells). L’interaction entre les ions et les dumbbells est décrite au
moyen de la fermeture HyperNetted-Chain (HNC) qui sera présentée au chapitre 4,
les fonctions de corrélation directes entre les ions étant données par le modèle MSA.
Le résultat final obtenu pour gαi est identique à celui donné par la relation (3.102)
appliquée au cas de deux plaques parallèles. L’avantage de l’approche DFT-MSA est
de fournir un cadre théorique plus général permettant une généralisation du modèle
des dumbbells à une géométrie quelconque.

Dans le cas monodimensionnel, la forme intégrale de la solution du problème
de Poisson fournit une relation intégrale directe pour la distribution du potentiel
électrique ψ0 = ψ0(z). En utilisant l’électroneutralité du bulk, la version monodi-
mensionnelle du système (3.102) est donnée par





ǫǫ0
d2ψ0

dz2
= −

∑

i

ρbi qi g
0
αi(z) = −

∑

i

ρbi qi h
0
αi(z) pour z ∈ (0, H)

g0αi(z) = exp

[
−β qi ψ0(z) +

∑

j

ρbj

∫
c̃ij (|r− r′|) h0αj(z′) dr′

]

dψ0

dz
= 0 en z = 0

dψ0

dz
=

σ

ǫ ǫ0
en z = H

(3.106)
On va choisir l’origine du repère au point r de coordonnée z perpendiculairement

aux plaques. Ce point r est séparé par la distance s du point r′ à la position z′, les
projections de r et de r′ sur un plan parallèle aux plaques sont séparées par la
distance χ (Fig. 3.2). On a donc

s2 = (z − z′)2 + χ2 . (3.107)
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z'
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r'

r

z'-z
s

 

Figure 3.2 – Système de coordonnées locales pour une microstructure stratifiée.

Pour z et z′ fixés, on a 2 s ds = 2χ dχ ce qui donne pour l’intégrale sur tout
l’espace

∫
dr′ h0αj(z

′) c̃ij(|r− r′|) =

∫ H+d/2

−H−d/2

dz′
∫ ∞

0

2 π χ dχ h0αj(z
′) c̃ij(s)

=

∫ H+d/2

−H−d/2

dz′ h0αj(z
′) 2 π

∫ ∞

|z−z′|

s ds c̃ij(s)

=

∫ H+d/2

−H−d/2

dz′ h0αj(z
′)C̃ij(|z − z′|) (3.108)

avec

C̃ij(s) := 2 π

∫ ∞

s

s ds c̃ij(s) . (3.109)

En utilisant le résultat précédent dans (3.106), il vient

g0αi(z) = exp

[
−β qi ψ0(z) +

∑

j

ρbj

∫ H+d/2

−H−d/2

h0αj(z
′) C̃ij(|z − z′|)

]
dz′ (3.110)

avec {z, z′} ∈ [−(H − d/2), H − d/2)]× [−(H + d/2), H + d/2)] et c̃ij(s) ≡ 0 pour
s > d.
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Dans le but de calculer le potentiel électrique apparaissant dans l’équation
(3.110), on utilise la forme intégrale du problème unidimensionnel de Poisson
(3.106(a)) (le champ électrique est nul en z = 0)

ǫ ǫ0
dψ0

dz
= −

∑

i

∫ z

0

ρbi qi h
0
αi(z

′) dz′ . (3.111)

En introduisant le potentiel ζ comme la valeur de ψ0 en z = H , on obtient

ψ0(z) = ζ +
1

ǫ ǫ0

∫ H

z

dz′
∫ z′

0

∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′′) dz′′

= ζ +
1

ǫ ǫ0





[
z′
∫ z′

0

∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′′) dz′′

]H

z

−
∫ H

z

z′
∑

i

ρbi(z
′) qi h

0
αi(z

′) dz′





= ζ +
1

ǫ ǫ0

{
H

∫ H

0

∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′) dz′ − z

∫ z

0

∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′) dz′

−
∫ H

z

z′
∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′) dz′

}

= ζ +
1

ǫ ǫ0

{
(H − z)

∫ z

0

∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′) dz′ +

∫ H

z

(H − z′)
∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′) dz′

}

= ζ − 1

2 ǫ ǫ0

∫ H

0

(z + z′ − 2H + |z − z′|)
∑

i

ρbi qi h
0
αi(z

′) dz′ (3.112)

gαi est finalement donné par

g0αi(z) = exp

[
−β qi ζ +

β qi
2 ǫ ǫ0

∫ H

0

(z + z′ − 2H + |z − z′|)
∑

j

ρbj qj h
0
αj(z

′) dz′

+
∑

j

ρbj

∫ H+d/2

−H−d/2

h0αj(z
′) C̃ij(|z − z′|) dz′

]
(3.113)

3.6.2 Équilibre

L’équilibre mécanique (3.31-3.55) montre que dans une géométrie unidimension-
nelle, la pression de disjonction est constante entre les particules solides. La compo-
sante normale des grandeurs tensorielles est désignée par l’indice “zz”. À partir de
la relation (3.57), on a

(Πd)zz(z) = −πb − (σK)zz(z)− (σel)zz(z)− (σcore)zz(z)
−(τM )zz(z)− (σhsV )zz(z)

= constante

avec (τM)zz(z) =
ǫǫ0
2
Ez

2 . (3.114)
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Le résultat (3.114) peut être examiné comme un test de la précision des distri-
butions des ions calculées entre les deux parois. Si les approximations conduisant au
calcul des fonctions de distribution (MSA notamment) sont précises, (Πd)zz(z) doit
être constant pour vérifier l’équilibre mécanique.

Les composantes cinétique et intermoléculaire du tenseur des contraintes sont
données par (voir Annexe A.2)

(σK)zz(z) = −kB T
∑

i

ρbi gαi(z) (3.115)

(σel)zz(z) =
∑

i,j

∫ δ

z

dz′ρi(z
′)

∫ z

−δ

dz′′ρj(z
′′)

×
∫ +∞

0

2π χ dχ qiqj hij(z
′, z′′, χ)

∂uC(z′, z′′, χ)

∂z′
(3.116)

(σcore)zz(z) = −2π kBT
∑

i,j

∫ δ

z

dz′ρi(z
′)

×
∫ z

−δ

dz′′ρj(z
′′)(z′ − z′′)gij(z

′, z′′,
√
d2 − (z′ − z′′)2) (3.117)

où −δ ≤ z ≤ δ, δ = H − d/2
À l’interface entre le fluide et la zone d’exclusion, les expressions précédentes

vérifient le théorème du contact [6, 16, 18]. Ce résultat affirme que la pression au
contact entre un plan dur et un fluide de sphères dures est simplement donnée par la
loi des gaz parfaits. Plus précisément, (σel)zz(±δ) = (σcore)zz(±δ) = 0 avec z = ±δ
dans le résultat précédent, ce qui implique l’absence d’effets intermoléculaires dans
la pression de disjonction (Πd)zz(±δ) = −πb − (σK)zz(±δ) − (τM )zz(±δ). La force
au contact est donc seulement imposée par la balance entre la composante cinétique
répulsive et celle attractive de Maxwell.

En évaluant (3.114) à z = ±δ et en utilisant la forme 1D des conditions li-
mites (3.105(c)), on obtient la pression de disjonction transmise par la contribution
extérieure (σhsV )zz dans la zone d’exclusion jusqu’à la paroi. On a

(Πd)zz(H) = −πb + kB T
∑

i

ρi gαi(H − d/2)|H − σ2

2 ǫ ǫ0
(3.118)

Si deux parois sont très éloignées (H → +∞), la pression de disjonction disparaît
et on a alors

0 = (Πd)zz(H → +∞) = −πb + kB T
∑

i

ρi gαi(H − d/2)|H→+∞ − σ2

2 ǫ ǫ0
(3.119)

À partir de (3.118) et du résultat précédent, on obtient

(Πd)zz = kB T

[
∑

i

ρi gαi(H − d/2)|H −
∑

i

ρi gαi(H − d/2)|H→+∞

]
(3.120)

Dans le cas monodimensionnel, le problème d’élasticité avec la phase solide sou-
mise à la condition limite de traction imposée par la pression de disjonction (3.105(c))
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donne (σπ)zz = −(Πd)zz. Le tenseur des contraintes de gonflement se réduit donc à
une pression de gonflement donnée par (en se souvenant que (Πd)zz est constant)

(ΠS)zz = −〈(σπ)zz〉s = 〈(Πd)zz〉 = (Πd)zz (3.121)

qui reproduit le résultat que dans le cas d’un arrangement stratifié, la pression de
gonflement est simplement la moyenne de la pression de disjonction. De plus, dans
ce cas, nous avons aussi pour la pression électrochimique (3.98(c))

(Π)zz = 〈(Πd)zz〉+ φs (ΠS)zz = φf (Πd)zz + φs (Πd)zz = (Πd)zz . (3.122)

3.7 Résultats numériques

Pour résoudre le problème intégral (3.113), on adopte une méthode de collocation
avec une approximation linéaire des fonction de distribution gαi et une procédure
itérative de Newton pour déterminer la solution avec un potentiel de surface donné
ζ (voir Annexe A.3). Les valeurs initiales utilisées sont données par la solution nu-
mérique du problème de Poisson-Boltzmann [44]. Après chaque itération pour un
potentiel de surface ζ donné, on compare les valeurs de la charge de surface σ jus-
qu’à convergence.

L’ensemble des simulations numériques est présenté ci-dessous pour des micro-
structures stratifiées saturées par des électrolytes symétriques 1:1 et 2:2. On présente
d’abord les distributions locales des ions ainsi que les profils des différentes compo-
santes du tenseur des contraintes du fluide. On construit finalement numériquement
la loi constitutive de la pression de disjonction en fonction de l’espacement entre les
deux surfaces solides 2H et la concentration totale dans le bulk cb = (ρ+b + ρ−b )/A
où A désigne le nombre d’Avogadro.

3.7.1 Distribution des ions

Les Fig. 3.3 et 3.4 montrent les distributions ioniques des cations et des anions et
les comparent avec la solution de Poisson-Boltzmann (PB) pour un électrolyte 1:1
et 2:2 pour des petite et grande distances de séparation. Le modèle de PB suppose
les ions ponctuels. La comparaison n’est donc pas présentée dans la zone d’exclusion
et les profils sont tracés pour une distance réduite H − d/2. À cause du mécanisme
d’exclusion des anions, la concentration des cations est beaucoup plus grande que
celle des anions. Pour une petite distance de séparation (H = 0.8 d), la distribution
des cations entre deux plaques est presque uniforme et différente du profil de Poisson-
Boltzmann qui montre une forte concentration des cations au voisinage des plaques.
Si gα+ >> gα− et que gα+ est sensiblement uniforme, sa valeur est réglée par la
condition d’électroneutralité :

gα+ ρ
b
+ z+ e

(
H − d

2

)
= |σ| . (3.123)

Pour de petites distances de séparation, on peut utiliser le résultat précédent
dans (3.120) pour obtenir

Πd ≃
kB T |σ|

z+ e(H − d/2)
− σ2

2 ǫǫ0
. (3.124)
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On note que dans ce cas, la pression de disjonction est totalement définie par la
valeur de la charge de surface et n’est pas affectée par la concentration des ions dans
le bulk.

Au contraire, pour une grande distance de séparation H/d = 5, on peut observer
à partir des Fig. 3.3(c) ou 3.4(c)), que les distributions des cations sont très proches
des profils fournis par le modèle de Poisson-Boltzmann.
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Figure 3.3 – Ions 1:1 ; cb = 0.001M ; σ = −0.1C.m−2 ; (a) et (b) : cations et anions
avec 2H/d = 1.6 ; (c) et (d) : cations et anions avec 2H/d = 10.

3.7.2 Composantes du tenseur des contraintes du fluide

Les simulations présentées dans ce paragraphe testent la condition d’équilibre
mécanique dans la solution d’électrolyte. On trace les profils de chaque composante
du tenseur des contraintes du fluide dont la somme (pression de disjonction) en
utilisant (3.114) devrait être constante pour valider numériquement l’équilibre mé-
canique.

La Fig. 3.5 illustre le comportement local typique de chaque composante du
tenseur des contraintes du fluide (σf )zz. Comme la contribution cinétique dépend
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Figure 3.4 – Ions 2:2 ; cb = 0.001M ; σ = −0.1C.m−2 ; (a) et (b) : cations et anions
avec 2H/d = 1.6 ; (c) et (d) : cations et anions avec 2H/d = 10.

linéairement de la concentration ionique, la composante cinétique (σK)zz < 0 aug-
mente en valeur absolue à proximité des plaques. Au contraire, les composantes
intermoléculaires (σcore)zz et (σel)zz sont nulles à l’interface avec la zone d’exclusion
comme déjà signalé dans notre discussion du théorème du contact. On note que ces
deux composantes ont des signes opposés, la composante de sphères dures (σcore)zz
étant négative (la pression d’un ensemble de sphères dures étant supérieure à celle
d’un gaz idéal). Au milieu des plaques (z = 0), le tenseur de Maxwell (τM)zz ≥ 0
donné par la relation (3.114) est nul, puis il augmente en allant vers les parois. À
l’interface avec la zone d’exclusion, la dérivée de (τM)zz est nulle entraînant un profil
constant dans la zone d’exclusion.

La Fig. 3.6 représente les valeurs numériques des différentes composantes de
la pression de disjonction. Un comportement quasi-constant de (Πd)zz est vérifié
numériquement. La Fig. 3.7 montre les mêmes résultats pour un électrolyte 2:2. Du
fait de la concentration plus faible des cations au voisinage des plaques que dans
le cas 1:1, la composante cinétique a une valeur absolue plus petite provoquant un
comportement quasi-uniforme de (Πd)zz qui est plus faible à cause de la corrélation
directe à courte portée qui devient plus importante. PourH = d, le terme de Maxwell
domine la composante cinétique à la paroi provoquant une pression de gonflement
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négative. Cette compétition est montrée plus précisément dans la Fig. 3.8 où, pour
une distance de séparation H/d = 1, le tenseur de Maxwell domine la pression et le
contraire est observé pour une valeur plus petite (H/d = 0.8).

On remarque que la théorie à deux échelles présentée fondée sur la fermeture
DFT/MSA fournit une approximation de la distribution locale des ions qui conduit
à une forme discrète de la condition d’équilibre mécanique avec une petite variation
dans le profil de la pression de disjonction.

 !
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Figure 3.5 – Composantes du tenseur des contraintes du fluide dans la double
couche.

Les dernières simulations montrent les variations de la pression de gonflement
en fonction de {H, ρbi , σ}. Pour élucider les limitations de la théorie classique de la
double couche, les résultats numériques sont comparés avec ceux obtenus par la théo-
rie de Poisson-Boltzmann ainsi que ceux fournis par la condition d’électroneutralité
en supposant un profil uniforme des cations (equation (3.124)).

Pour un électrolyte 1:1, les résultats sont en accord satisfaisant avec la solu-
tion de Poisson-Boltzmann (Fig. 3.9) et la distribution uniforme dominée par l’élec-
troneutralité n’est vérifiée que pour les petites distances de séparation. Pour un
électrolyte 2:2, différents régimes doivent être distingués sur la Fig. 3.10. Pour les
petites distances de séparation, la pression de disjonction est répulsive et les résul-
tats sont en accord avec le modèle simplifié de profil uniforme (3.124). Quand la
distance augmente, apparaît une zone instable de séparation H où d(ΠS)zz/dH > 0
provoquant une situation thermodynamiquement inacceptable pour des couples de
variables (H, ρb). Quand H augmente, la pression de disjonction diminue avec des
valeurs numériques proches de celles fournies par la théorie de Poisson-Boltzmann.
Dans tous les cas, le rôle des co-ions est négligeable sauf aux grandes distances de
séparation.
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Figure 3.6 – Pression de disjonction pour un électrolyte 1:1 ; cb = 0.001 M; σ =
−0.1C.m−2 ; 2H/d = 2.
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Figure 3.7 – Pression de disjonction pour un électrolyte 2:2 ; cb = 0.001 ; σ =
−0.1C.m−2 ; (a) et (b) : 2H/d = 1.6 et 2H/d = 2.

3.8 Conclusion et critique du modèle

Dans ce chapitre, une nouvelle forme du principe de Terzaghi pour la contrainte
effective a été construite pour un milieu poreux expansif électriquement chargé
fondé sur l’homogénéisation d’une microstructure périodique saturée par une so-
lution d’électrolyte constituée d’ions de taille finie occupant les nanopores. La nou-
veauté dans notre modèle à deux échelles est l’apparition d’un tenseur des contraintes
de gonflement dont la loi constitutive est rigoureusement fournie à partir de la ré-
solution d’un problème de cellule non local résultant d’une description relevant de
la mécanique statistique complétée par une fermeture DFT/MSA. En plus des as-
pects non locaux gouvernant les équations à l’échelle des nanopores, la mécanique
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Figure 3.8 – Ions 2:2 ; σ = −0.1C.m−2 ; (a) et (b) : 2H/d = 1.6 et 2H/d = 2.
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Figure 3.9 – Ions 1:1 ; σ = −0.1C.m−2 ; (a) : cb = 0.001M ; (b) : cb = 0.1M
(— : DFT/MSA ; −− : distribution uniforme ; − · − : Poisson-Boltzmann avec que
contre-ions ; · · · : Poisson-Boltzmann).

à l’échelle des pores a été détaillée en distinguant les domaines occupés par le so-
lide, le fluide et la zone d’exclusion des ions. Le terme de pression de gonflement
à l’échelle macroscopique dépend directement des corrélations ion/ion et ion/parois
ainsi que du potentiel électrique. En contraste avec la théorie classique de la double
couche électrique fondée sur le modèle de Poisson-Boltzmann (qui suppose des ions
ponctuels), le rôle des effets de corrélation ion-ion à courte portée entraîne une at-
ténuation de la pression de disjonction qui peut devenir attractive pour des ions
divalents aux faibles distances de séparation.

En appliquant la théorie précédente à une microstructure stratifiée composée
de plaques parallèles, les profils locaux de distribution des ions et des différentes
composantes du tenseur des contraintes du fluide ont été calculés. Pour les petites
distances de séparation, les profils de distribution des ions sont quasi uniformes
dominés par la condition d’électroneutralité. Les profils des différentes composantes
du tenseur des contraintes illustrent le théorème du contact où, à la frontière de
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la zone d’exclusion, la pression du fluide est seulement donnée par la compétition
entre la composante cinétique de gaz idéal et le tenseur de Maxwell en l’absence des
contributions intermoléculaires de type Irving-Kirkwood sphères dures/plan dur et
électrique.

Le travail ultérieur sera de développer un modèle à trois échelles en considérant un
milieu à double porosité avec des nanopores et des micropores assurant un transport
des ions du bulk dans l’esprit de la démarche entreprise par Murad et Moyne [46].

Critique du modèle
Le modèle DFT-MSA présente des insuffisances dans la description de la double

couche. Le fait de négliger l’influence du paramètre de corrélation de Onsager ξ
dans la fonction de corrélation directe cij (r, r′, ξ) ≃ cij (|r− r′|) et d’utiliser son
expression dans le bulk est une hypothèse forte qui conduit nécessairement à des
imprécisions quant au calcul des distributions des ions dans l’espace interfoliaire. Ce
défaut peut devenir très important dans le cas des petites distances de séparation
entre les interfaces fluide-solide lorsque la distribution des ions, presque exclusive-
ment limités aux contre-ions, ne dépend plus du bulk. Le test fourni par la précision
avec laquelle l’équilibre mécanique en est la preuve.

Pour vérifier la qualité de l’approximation DFT-MSA, une autre méthode répu-
tée bien adaptée au traitement des potentiels à longue portée comme le potentiel
coulombique, la méthode HyperNetted Chain (HNC) va être développée au chapitre
suivant.





Chapitre 4

Autre fermeture à la
nanoéchelle : fermeture HNC

L
es effets de corrélation ion-ion ont été décrits par les fonctions de corrélation de
paire dans les parties précédentes en introduisant l’équation de Ornstein-Zernike

(2.12). En mécanique statistique, afin de calculer précisément la distribution des ions
ou les quantités thermodynamiques comme le potentiel chimique, la pression, etc,
il est très important de traiter correctement les corrélations ion-ion. La fermeture
HyperNetted-Chain (HNC) utilisée dans ce chapitre lie la fonction de corrélation
directe et la fonction de corrélation totale afin de pouvoir résoudre l’équation de
Ornstein-Zernike. C’est une approximation qui donne des résultats précis pour un
système avec de longues interactions ioniques.

Dans une première partie, l’approximation HNC sera introduite (§4.1). Puis de
manière à déterminer le coefficient osmotique et le coefficient d’activité d’une solu-
tion ionique pour un milieu homogène ou bulk, le problème HNC sera résolu pour une
solution composée d’un solvant continu (eau) et de diverses espèces ioniques dont
les concentrations satisfont localement à une condition d’électroneutralité (§4.2 ).
Puis, le cas inhomogène, celui de la double couche avec une phase fluide comprise
entre deux plaques parallèles chargées négativement, sera abordé (§4.3). L’applica-
tion de la méthode HNC, plus complexe que dans le cas homogène du bulk, utilisera
la méthode développée par R. Kjellander et S. Marčelja appelée appelé HNC aniso-
trope (HNCA) [26, 29, 28]. Il s’agit d’obtenir une solution numérique pour un fluide
tridimensionnel constitué d’un solvant continu (eau) et de diverses espèces ioniques
obéissant à l’approximation HNC entre deux plaques uniformément chargées. L’in-
homogénéité du problème vient de la variation des concentrations dans la direction
perpendiculaire aux plaques. Enfin, le rôle d’une différence de permittivité diélec-
trique entre la phase solide et la phase liquide (effet d’images) sera étudié en prenant
en compte les interactions entre les ions et leurs images au travers des surfaces (§4.4).

4.1 Approximation Hypernetted-Chain (HNC)

L’approximation HNC est une fermeture utilisée pour résoudre l’équation de
Ornstein-Zernike liant la fonction de corrélation directe avec la fonction de corré-

73
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lation totale. La méthode va être introduite de manière heuristique en suivant la
présentation adoptée par McQuarrie [38].

Prenons dans le cas d’un seul type d’ion. Il est raisonnable d’exprimer la fonction
de corrélation directe entre deux ions c(r) en retirant de la fonction de distribution
radiale ou fonction de corrélation totale g(r) ≡ gtotal(r) la partie indirecte, c’est-à-
dire la partie qui est due à l’influence des autres ions :

c(r) = gtotal(r)− gindirect(r) (4.1)

Si l’on introduit classiquement le potentiel de force moyenne w(r) défini par :

gtotal(r) = g(r) = e−βw(r) (4.2)

où w(r) est le potentiel d’interaction entre deux molécules séparées de r quand les
N − 2 autres molécules sont moyennées canoniquement que l’ensemble des configu-
rations.

La partie indirecte de la fonction de distribution peut être considérée comme re-
présentative d’un potentiel de force moyenne calculé sans inclure l’interaction directe
u(r) où u(r) est le potentiel intermoléculaire entre les deux ions.

D’où :

gindirect(r) = e−β[w(r)−u(r)] (4.3)

c(r) est donc approché par la relation :

c(r) = e−βw(r) − e−β[w(r)−u(r)] (4.4)

L’approximation dite HyperNetted Chain (HNC) est alors obtenue en linéarisant
gindirect :

c(r) = g(r)− 1 + β[w(r)− u(r)]

= h(r)− lng(r)− βu(r) (4.5)

en rappelant que h(r) = g(r)− 1. À partir de l’équation (4.5(b)), on obtient immé-
diatement l’approximation HNC :

g(r) = exp [−β u(r) + h(r)− c(r)] (4.6)

Une démonstration plus rigoureuse peut être obtenue en utilisant un résultat
exact de la mécanique statistique ([16], page 100, équation 4.6.13) à partir de l’ex-
pansion du diagramme des fonctions de corrélation de paire :

ln(1 + h) = −β u+ b+ h− c (4.7)

où b est la fonction bridge.
L’équation (4.6) de fermeture de l’Hypernetted Chain (HNC) est obtenue en

posant b = 0. D’où :

g = exp(−β u+ h− c) (4.8)

Cette approximation donne une bonne description des corrélations ioniques pour
de faibles concentrations lorsque la fonction bridge peut être négligée.
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4.2 HNC dans le bulk

Dans cette section, le modèle HNC sera utilisé afin de déterminer les fonctions
de corrélation dans un milieu homogène comme le bulk en utilisant l’équation de
Ornstein-Zernike. Le but est de calculer le coefficient osmotique (§4.2.2) et le coef-
ficient d’activité (§4.2.3) pour le cas non idéal d’un fluide homogène composé d’un
solvant continu et de diverses espèces ioniques. Les effets de tailles finies des ions
et les interactions intermoléculaires de nature électrostatique entraînent un compor-
tement non idéal de la solution d’autant plus marqué que les concentrations sont
élevées. Il est donc important de calculer ces coefficients dans le bulk.

4.2.1 Les fonctions de corrélation

Le bulk est composé d’un solvant continu (eau) qui n’intervient que par sa per-
mittivité relative ǫ et de n types d’ions i = 1, ..., n de concentrations volumiques
ρi. Les ions sont traités dans l’approximation du modèle primitif restreint ou RPM
(Restrictive Primitive Model) comme des sphères dures de même diamètre d avec
leur charge concentrée au centre de la sphère. Comme le bulk est homogène, les
fonctions de corrélation et les propriétés thermodynamiques sont indépendantes de
la position. De plus, l’électroneutralité y est vérifiée localement en tout point

n∑

i

ρiqi = 0 (4.9)

où qi est la charge de l’ion i. Selon l’approximation HNC, les fonctions de distribution
radiales gij(r) entre deux ions i et j séparés par la distance r s’écrivent :

gij(r) = hij(r) + 1 = e−βuij(r)+hij(r)−cij(r) (4.10)

où l’interaction intermoléculaire uij(r) est la somme du potentiel de Coulomb uCij
et du potentiel de sphères dures uHS

ij (voir le chapitre 3 sur le tenseur de Irving-
Kirwood) :

uij(r) = uCij + uHS
ij

avec
uCij =

qiqj
4πǫǫ0 r

uHS
ij =

{
+∞ pour r < d
0 r > d

(4.11)

Introduisons les fonctions yij(r) = hij(r)−cij(r). L’équation de Ornstein-Zernike
(3.67) s’écrit alors :

yij(r) =
∑

l

ρl

∫
cil(r13)hlj(r23)dr3 (4.12)

La fonction yij définie par la relation (4.12) est continue dans tout l’espace y
compris à l’interface r = d (d est le diamètre d’un ion) (au contraire de cij ou hij).
Elle est donc bien adaptée pour une transformation numérique directe ou inverse
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dans l’espace de Fourier. En désignant par ŷij(k) la transformée de Fourier tridi-
mensionnel de yij pour une fonction ne dépendant que de r (voir Annexe C.2), dans
l’espace de Fourier, les équations (4.12) forment un système linéaire en ŷij à ré-
soudre pour chaque valeur de la variable de Fourier k. L’avantage de cette méthode
est de transformer un système d’équations intégrales tridimensionnelles (4.12) en un
système d’équations linéaires à résoudre (numériquement) dans l’espace de Fourier
pour chaque valeur de la variable de Fourier k :

ŷij(k) =
∑

l

ρlĉil(k)ĥlj(k) =
∑

l

ρlĉil(k) (ŷlj(k) + ĉlj(k)) (4.13)

soit encore
∑

l

(δil − ρlĉil(k)) ŷlj(k) =
∑

l

ρlĉil(k)ĉlj(k) (4.14)

où δik désigne le symbole de Kronecker. Grâce aux équations (4.10) et (4.14), une
procédure itérative de convergence sur yij donne la solution numérique (voir plus
loin le paragraphe Algorithme de résolution).

Résolution numérique

À partir de l’équation de la relation HNC (4.5), cij(r) = hij(r)− ln [1 + hij(r)]−
βuij(r), aux grandes valeurs de r, hij(r) → 0 entraînant que cij(r) tend vers
−βuij(r)+O

(
h2ij
)
. La fonction cij(r) décroît donc très lentement, comme 1/r, pour

r → +∞ : elle est à longue portée. De même, la fonction yij(r) tend vers βuij(r)
pour r grand car hij(r) → 0 (en notant que hij(r) décroît plus vite que βuij(r)
quand r → +∞) : elle est aussi à longue portée. Le comportement en 1/r de ces
fonctions pour r grand rend très difficile voire impossible leur transformation (ou
leur retour) dans (depuis) l’espace de Fourier par une procédure numérique. Pour
éviter ce comportement asymptotique en 1/r des fonctions cij et yij, on va corriger
ces fonctions en introduisant le potentiel u∗ij

u∗ij(r) =
qiqj

4πǫ ǫ0 r

(
1− e−αr

)
(4.15)

analytique dans l’espace de Fourier qui tend vers le potentiel coulombien aux grandes
valeurs de r (α > 0 est choisi pour que e−αr << 1 aux grandes valeurs de r = rmax)
et qui est fini pour r = 0 ((1− e−αr)/r → α pour r → 0).

On va maintenant travailler avec les fonctions c∗ij et y∗ij définies par :

c∗ij(r) = cij(r) + βu∗ij(r) (4.16)

y∗ij(r) = yij(r)− βu∗ij(r) (4.17)

Les deux fonctions c∗ij et y∗ij à plus courte portée possèdent un bon comportement
numérique permettant le calcul de leur transformée de Fourier et son retour dans
l’espace usuel. La correction ∆uij = uij − u∗ij est analytique aussi bien dans l’espace
usuel que dans l’espace de Fourier.
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Algorithme de résolution

L’algorithme de résolution est le suivant

1. Proposons y∗ij(r) = β∆uij(r) pour démarrer les itérations.

2. Calculons c∗ij(r) à partir de l’approximation HNC (4.10).

3. Effectuons la transformée de Fourier de c∗ij(r).

4. Résolvons le système linéaire (4.14) en ŷij(k) pour chaque valeur de k dans
l’espace de Fourier pour obtenir les fonctions ŷij(k).

5. Effectuons le retour de Fourier ŷ∗ij(k) −→ y∗ij(r).

6. Le processus est itéré jusqu’à convergence pour y∗ij(r).

Le logiciel Matlabr a été utilisé pour la simulation. La transformée de Fourier
en 3D est donnée par l’annexe C.2. Pour cette transformée, la valeur maximale de
r (rmax) a été choisie de telle manière que toutes les fonctions étant très petites
en r = rmax, les résultats soient finalement insensibles au choix de rmax. Pour α,
de manière à assurer que e−αr << 1 en r = rmax, on a choisi α = 20/rmax. Pour
la résolution du système linéaire, le processus est itéré jusqu’à ce que, entre deux
itérations, la différence maximale sur les valeurs des fonctions y∗ij(r) soit inférieure
à une tolérance fixée à l’avance.

Résultat sur les fonctions de corrélation

À titre d’illustration, quelques résultats concernant les fonctions de corrélation
sont présentés dans cette partie. La Fig. 4.1 donne la fonction de corrélation directe
c++(r) et la fonction de corrélation directe corrigée c∗++(r) pour des ions + dans le
cas d’un électrolyte 1:1 avec une concentration du bulk cb = 0.001M. Les ions ont
tous le même diamètre d = 4.25Å. La fonction de corrélation c++(r) (courbe bleue)
tend beaucoup plus lentement vers 0 pour r grand que la fonction corrigée c∗++(r)
(courbe rouge).

La Fig. 4.2 présente une comparaison des fonctions de corrélation c++(r) pour
les deux modèles HNC et MSA. Pour un électrolyte 1:1 avec les concentrations du
bulk cb = 0.001M et cb = 1M, les deux modèles donnent des résultats cohérents
dans la zone d’exclusion. Pour r grand, les fonctions c(r) tendent asymptotiquement
vers −βu(r). De manière générale, l’accord entre les deux modèles est meilleur aux
fortes concentrations (cb = 1M) qu’aux faibles concentrations cb = 0.001M.

La Fig. 4.3 montre la fonction de distribution radiale entre des ions de même
signe pour le cas d’un électrolyte 1:1 (courbe bleue) et d’un électrolyte 2:2 (courbe
rouge). Les fonctions g++(r) = g−−(r) sont nulles dans la zone d’exclusion et tendent
vers 1 pour r grand. Au voisinage d’un ion, la fonction g++(r) dans le cas d’un
électrolyte 2:2 est plus petite que celle dans le cas d’un électrolyte 1:1 du fait des
effets d’interaction coulombienne : il est plus difficile de trouver un deuxième d’ion
au voisinage d’un premier dans le cas d’un électrolyte 2:2 que dans le cas d’un
électrolyte 1:1. Une perturbation est constatée dans le cas d’un électrolyte 2:2 au
voisinage de la distance 2d.



78 Chapitre 4: Autre fermeture à la nanoéchelle : fermeture HNC

La Fig. 4.4 montre la fonction de distribution g++ pour différentes valeurs de la
concentration du bulk cb dans le cas d’un électrolyte 2:2. Plus la concentration du
bulk est élevée, plus la fonction de distribution est grande.

Pour le cas d’un électrolyte 1:1 et une concentration cb = 0.001M, La Fig. 4.5
compare les fonctions g++ et g+− = g−+. Elle permet de constater l’interaction
répulsive visible sur g++ pour deux ions de même signe et, au contraire, l’interaction
attractive visible sur g+− pour des ions de signes opposés.
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Figure 4.1 – Fonction de corrélation directe c++ et corrigée c∗++ pour un électrolyte
1:1, cb = 0.001M.

4.2.2 Coefficient osmotique

Dans le cas du modèle de Poisson-Boltzmann, l’interaction intermoléculaire et
la taille des ions sont négligées, aussi le coefficient osmotique est égal à 1. Si ces
effets sont pris en compte dans les modèles plus avancés, l’interaction coulombienne
entraîne une diminution du coefficient osmotique tandis que les effets de sphères
dures entraînent une augmentation de ce coefficient.

Le coefficient osmotique devient important pour une grande densité d’ions. Les
méthodes MSA ([38], exercice 15-37 page 356) ou HNC déterminent le coefficient
osmotique en prenant en compte l’effet de volume exclu dû aux sphères dures et les
attractions/répulsions dues aux forces de Coulomb.

On part du calcul de la pression osmotique donnée par ([38], page 262, équation
13-23) qui s’écrit dans le cas de plusieurs composants i = 1, ..., n :

Posm
kBT

=
∑

i

ρi −
1

6kBT

∑

ij

ρiρj

∫ ∞

0

ru′ij(r) gij(r)4πr
2dr (4.18)
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Figure 4.2 – Fonction de corrélation directe c++(r) pour HNC et MSA ; (a) et (b) :
électrolyte 1:1, cb = 0.001M et cb = 1M ; (c) et (d) : électrolyte 2:2, cb = 0.001M et
1M.

En décomposant uij en la somme du potentiel de Coulomb uCij et du potentiel de
sphères dures uHS

ij (4.11) :

uCij =
qiqj

4πǫǫ0r
(4.19)

uHS
ij

′ = −kBTδ(r − d+) (4.20)

la pression osmotique s’écrit, en remplaçant gij par 1 + hij pour la partie coulom-
bienne uCij :

Posm
kBT

=
∑

i

ρi

− 1

6kBT

∑

ij

ρiρj

∫ ∞

0

r
{
uHS
ij

′
(r)gij(r) + uCij

′
(r) [1 + hij(r)]

}
4πr2dr (4.21)

L’électroneutralité du bulk (
∑

i

qiρi = 0) entraîne que
∑

ij

ρiρj

∫ ∞

0

ruCij
′
4πr2dr = 0
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Figure 4.3 – Fonction de distribution radiale g++ pour des électrolytes 1:1 et 2:2,
cb = 0.001M.
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Figure 4.4 – Fonction de distribution radiale g++ pour un électrolyte 2:2, cb =
0.001M ; 0.1M ; 1M.

et l’équation (4.21) devient :

Posm
kBT

=
∑

i

ρi −
1

6kBT

∑

ij

ρiρj

∫ ∞

0

r
[
uHS
ij

′gij(r) + uCij
′hij(r)

]
4πr2dr (4.22)

soit encore en utilisant les relations (4.19) et (4.20)

Posm
kBT

=
∑

i

ρi +
2πd3

3

∑

ij

ρiρjgij(d
+) +

1

6kBTǫǫ0

∑

ij

ρiρjqiqj

∫ ∞

0

rhij(r)dr (4.23)
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Figure 4.5 – Fonction de distribution radiale g++ et g+− pour un électrolyte 1:1,
cb = 0.001M.

Le coefficient osmotique défini par φ = Posm/ [kBT (
∑

i ρi)] s’écrit donc :

φ = 1 +
2πd3

3
∑

i

ρi

∑

ij

ρiρjgij(d
+)

+
1

6kBTǫǫ0
∑

i

ρi

∑

ij

ρiρjqiqj

∫ ∞

0

rhij(r)dr (4.24)

La Fig. 4.6 compare les coefficients osmotiques obtenus par les méthodes HNC
et MSA dans le cas d’un électrolyte 1:1 ou 2:2 pour des ions de même diamètre
d = 4.25Å. Les deux modèles donnent sensiblement le même résultat. Le coefficient
osmotique vaut 1 dans le cas idéal (aux petites concentrations des ions) et diminue
quand la concentration ionique augmente. Il augmente pour des valeurs assez grandes
de la concentration à cause de l’effet des sphères dures.

4.2.3 Coefficient d’activité

Le coefficient d’activité de l’ion i dans le bulk γbi est défini à partir du potentiel
chimique d’excès du fait des interactions intermoléculaires. On part de l’expression
du potentiel chimique d’excès (2.42) qui peut être généralisée aisément au cas de
plusieurs types d’ions

− βµexi = −β
∑

j

ρj

∫

V

dr

∫ 1

0

dξ gij(r; ξ)
∂uij(r; ξ)

∂ξ
(4.25)
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Figure 4.6 – Coefficient osmotique en fonction des concentrations ; (a) : électrolyte
1:1, (b) : électrolyte 2:2

Le paramètre de couplage de Onsager ξ (0 ≤ ξ ≤ 1) représente pour un système
de N particules l’interaction entre les N − 1 particules avec la N ème particule ajou-
tée. Le potentiel intermoléculaire uij(r; ξ) varie continûment en fonction de ξ entre
uij(r; 0) = 0 et uij(r; 1) = uij(r).

L’approximation HNC s’écrit :

gij(r; ξ) = exp [−βuij(r; ξ) + yij(r; ξ)] (4.26)

avec yij(r; ξ) = hij(r; ξ)− cij(r; ξ). Il vient donc :

− βµexi = −β
∑

j

ρj

∫

V

dr

∫ 1

0

dξ e−βuij(r;ξ)+yij(r;ξ)
∂uij(r; ξ)

∂ξ

=
∑

j

ρj

∫

V

dr

∫ 1

0

dξ eyij(r;ξ)
∂e−βuij(r;ξ)

∂ξ
(4.27)

En intégrant par parties, l’intégrale en ξ devient :

∫ 1

0

dξ eyij(r;ξ)
∂e−βuij (r;ξ)

∂ξ
= [gij(r; ξ)]

1
0 −

∫ 1

0

dξ e−βuij(r;ξ)+yij(r;ξ)
∂yij(r; ξ)

∂ξ
(4.28)

En notant, d’une part, que gij(r; 1) = gij(r), cij(r; 1) = cij(r), gij(r; 0) = 1,
cij(r; 0) = 0 et, d’autre part, que gij(r; ξ) = hij(r; ξ) + 1, il vient :

∫ 1

0

dξ eyij(r;ξ)
∂e−βuij(r;ξ)

∂ξ
= hij(r)−

∫ 1

0

dξ [hij(r; ξ) + 1]
∂yij(r; ξ)

∂ξ

= hij(r)− yij(r)−
∫ 1

0

dξ hij(r; ξ)
∂yij(r; ξ)

∂ξ
(4.29)

comme
∫ 1

0
dξ
∂yij(r12; ξ)

∂ξ
= yij(r).



4.2. HNC dans le bulk 83

Soit encore :

− βµexi =
∑

j

ρj

∫

V

dr12

{
hij(r12)− yij(r12)−

∫ 1

0

dξ hij(r12; ξ)
∂yij(r12; ξ)

∂ξ

}
(4.30)

où hij(r12) désigne l’interaction entre l’ion 1 de type i avec l’ion 2 de type j à la
distance r12. L’équation de Ornstein-Zernike s’écrit :

yij(r12; ξ) =
∑

l

ρl

∫

V

dr3 cil(r13)hlj(r23; ξ) (4.31)

Soit
∂yij(r12; ξ)

∂ξ
=
∑

l

ρl

∫

V

dr3 cil(r13)
∂hlj(r23; ξ)

∂ξ
(4.32)

On remarque qu’il n’y a pas de ξ dans cij(r) puisque la fonction de corrélation
est utilisée seulement pour le système de N − 1 particules qui est indépendant de
ξ. En revanche, la fonction de corrélation totale g(r; ξ) connecte la N ème particule
aux N − 1 autres particules. Le calcul du potentiel chimique d’excès est détaillé
ci-dessous :

− βµexi =
∑

j

ρj

∫

V

dr12

{
hij(r12)− yij(r12)

−
∑

l

ρl

∫ 1

0

dξ

∫

V

dr3 cil(r13)hij(r12; ξ)
∂hlj(r23; ξ)

∂ξ

}

=
∑

j

ρj

∫

V

dr12

{
hij(r12)− yij(r12)

−1

2

∑

l

ρl

∫ 1

0

dξ

∫

V

dr3 cil(r13)
∂

∂ξ
[hij(r12; ξ)hlj(r23; ξ)]

}
(4.33)

Dans le but de faire disparaître le paramètre de couplage ξ, on a
∫ 1

0

dξ
∂

∂ξ
[hij(r12; ξ)hlj(r23; ξ)] = hij(r12)hlj(r23) (4.34)

Il vient donc

− βµexi =
∑

j

ρj

∫

V

dr12 {hij(r12)− yij(r12)

−1

2

∑

l

ρl

∫

V

dr3 cil(r13)hij(r12)hlj(r23)

}

=
∑

j

ρj

∫

V

dr12

{
hij(r12)− yij(r12)−

1

2
hij(r12)yij(r12)

}

=
1

2

∑

j

ρj

∫

V

dr {2hij(r)− 2yij(r)− hij(r)yij(r)}

=
1

2

∑

j

ρj

∫

V

dr {2cij(r)− hij(r)[hij(r)− cij(r)]} (4.35)
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Le coefficient d’activité γbi est lié avec le potentiel chimique d’excès par :

− lnγbi = −βµexi (4.36)

Le coefficient d’activité dépend a priori de i. Dans le cas d’un électrolyte symé-
trique, γb+ = γb−.

La Fig. 4.7 montre le coefficient d’activité en fonction de la concentration du bulk
pour les cas d’un électrolyte 1:1 ou 2:2. Un bon accord est constaté entre les valeurs
fournies par les deux méthodes MSA et HNC. Dans le cas des faibles concentrations,
le coefficient d’activité tend vers 1 car il n’y a pas d’interaction entre les particules.
L’effet de corrélation ionique devient important avec l’augmentation de la densité
des ions, particulièrement dans le cas bivalent 2:2.
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Figure 4.7 – Coefficient d’activité en fonction des concentrations ; (a) : électrolyte
1:1, (b) : électrolyte 2:2

4.3 HNC anisotrope pour la double couche

L’objectif de cette partie est d’appliquer le modèle HNC au cas de la double
couche. La phase fluide composée d’un solvant continu (eau) de permittivité relative
ǫ et de n types d’ions (i = 1, ..., n) dans l’approximation du modèle primitif restreint
(tous les ions sons supposés avoir le même diamètre d avec leur charge qi concentrée
en leur centre) est contenue entre deux surfaces planes situées à z = ±H chargées
avec une densité surfacique uniforme de charge σ. La double couche est un milieu
inhomogène bidimensionnel, les propriétés des ions (densités ioniques et fonctions
de corrélation) varient avec la position z dans la direction perpendiculaire aux deux
surfaces chargées. L’application de la méthode HNC est donc beaucoup plus délicate
que dans le bulk. Comme les propriétés dans le plan parallèle aux surfaces chargées et
dans la direction perpendiculaire sont différentes, ce modèle développé par Kjellander
([29]) et Kjellander et Marčelja ([25], [26], [28]) a été dénommé HNC anisotrope.

Une première tâche, en supposant connues les densités ioniques (fonctions de
z), est de déterminer les fonctions de corrélation entre les différentes paires d’ions.
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Une fois ces fonctions connues, l’uniformité du potentiel chimique du système (à
l’équilibre thermodynamique) permettra de calculer les distributions des ions à l’aide
de l’expression du potentiel chimique déterminé en utilisant la fermeture HNC. Dans
cette partie, les effets d’images (quand la permittivité du solide n’est pas égale à celle
du fluide) seront pris en compte.

4.3.1 Géométrie de la méthode

La géométrie bidimensionnelle du problème est représentée sur la Fig. 4.8. Nous
choisissons un système de coordonnées cylindriques r dans le plan Oxy parallèle aux
surfaces chargées et z dans la direction perpendiculaire aux surfaces (−H < z < H)).
Le potentiel d’interaction uij(χ12, z, z

′) désigne l’interaction entre l’ion 1 de type i
situé à la position z et l’ion 2 de type j situé à z′, χ12 désignant la distance entre
les projections orthogonales des ions 1 et 2 dans le plan Oxy (

√
χ2
12 + (z − z′)2 est

la vraie distance entre les ions 1 et 2).

 2
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Figure 4.8 – Géométrie pour la résolution du modèle HNC

4.3.2 Equation de Ornstein-Zernike bidimensionnelle

Dans cette section, les densités volumiques ρi(z) des n types d’ions sont supposées
connues. L’objectif est de déterminer les fonctions de corrélations entre les divers
types d’ions en résolvant l’équation d’Ornstein-Zernike avec la fermeture HNC. La
complexité vient de ce que, au contraire du cas du bulk, le fluide est inhomogène
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et les densités varient avec la coordonnée z. La méthode de résolution consiste à
récrire ce problème tridimensionnel inhomogène comme un problème bidimensionnel
homogène dans le plan Oxy en considérant qu’après discrétisation, les différentes
couches suivant z des n espèces ioniques constituent autant d’espèces différentes.

Le problème tridimensionnel d’Ornstein-Zernike s’écrit :

hij(χ12, z, z
′) = cij(χ12, z, z

′)

+

N∑

l=1

∫
ρl(z

′′)dz′′
∫
cil(χ13, z, z

′′)hlj(χ32, z
′, z′′) 2πχ3dχ3(4.37)

où χ12 est la distance entre les projections orthogonales des ions 1 et 2 dans le
plan Oxy parallèle aux plaques. Pour simplifier les équations, on pose χ12 ≡ χ en
observant que le problème dans le plan Oxy dépend uniquement de la distance χ
entre les particules dans ce plan.

La formulation (4.37) consiste en une équation intégro-différentielle à deux in-
connues hij(χ, z, z′) et cij(χ, z, z′). Si la densité volumique ρi(z) des ions de type i
est supposée pour l’instant connue, la fermeture HNC (4.10) permet d’écrire que

gij(χ, z, z
′) = exp [−β uij(χ, z, z′) + hij(χ, z, z

′)− cij(χ, z, z
′)] (4.38)

en ayant introduit la fonction yij(χ, z, z
′) = hij(χ, z, z

′) − cij(χ, z, z
′) continue en√

χ2
12 + (z − z′)2 = d, soit

hij(χ, z, z
′) = exp [−β uij(χ, z, z′) + yij(χ, z, z

′)]− 1 (4.39)

Afin de traiter l’équation d’Ornstein-Zernike (4.37) écrite pour un milieu bidi-
mensionnel, on utilise la transformée de Hankel en χ qui est la transformée de Fourier
bidimensionnelle pour une fonction ne dépendant que du module χ et qui est définie
par (voir Annexe C.4) :

f̃(k) =

∫
f(χ)J0(kχ)dr (4.40)

f(χ) =
1

2π

∫
f̃(k)J0(kχ)dk (4.41)

où k désigne la variable dans l’espace de Hankel, J0 la fonction de Bessel d’ordre 0,
dr = 2πχ dχ et dk = 2πk dk.

L’avantage de cette transformation est d’obtenir, en utilisant l’équation
d’Ornstein-Zernike combinée avec la fermeture HNC, un système linéaire en
ỹij(k, z, z

′) où z et z′ jouent le rôle de paramètres :

ỹij(k, z, z
′) =

N∑

l=1

∫
ρl(z

′′) dz′′ c̃il(k, z, z
′′) [ỹlj(k, z

′, z′′) + c̃lj(k, z
′, z′′)] (4.42)

Il reste maintenant à calculer la distribution des ions ρi(z) en imposant que le
potentiel (électro-)chimique µi(z) est indépendant de la position z.
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4.3.3 Potentiel chimique et distribution des ions dans la
double couche

Dans la double couche, les ions sont supposés en équilibre thermodynamique avec
un grand réservoir (bulk). Les potentiels chimiques µi des différents types d’ions sont
donc uniformes.

Dans une première partie, une expression générale du potentiel chimique sera
fournie puis appliquée au cas HNC. L’uniformité du potentiel chimique pour les
différents types d’ions permettra alors de déterminer leur distribution dans la double
couche.

Expression générale du potentiel chimique des ions

Le point de départ est l’expression du potentiel chimique donné par la relation
(2.44) où

µ

kB T
= ln(ρΛ3) + β ρ

∫

V

dr

∫ 1

0

dξ u(r) g(r; ξ) (4.43)

ce qui est la formule proposée par McQuarrie ([38], p. 264)

L’équation (4.43) peut être aisément généralisée au cas d’un système avec n types
d’ions :

µi = kBT ln(ρiΛ
3
i ) +

n∑

j

ρj

∫

V

dr

∫ 1

0

dξ uij(r) gij(r; ξ) (4.44)

Cette formule du potentiel chimique d’excès s’applique seulement au cas d’un
milieu homogène comme un bulk où la concentration volumique des ions (ρi avec
i = 1, . . . , n) est uniforme. Il faut maintenant, pour pouvoir l’appliquer au cas de la
double couche, la généraliser au cas d’un milieu non homogène. C’est l’objet de la
partie suivante.

Cas d’une fermeture HNC

Le potentiel chimique est calculé ici en utilisant l’approximation HNC et en
privilégiant une approche qui fait disparaître le paramètre de Onsager ξ (les fonctions
gij(χ, z, z

′; ξ) sont a priori très difficiles à calculer). En partant de la relation (4.43)
et en ajoutant l’influence de la partie solide (les surfaces chargées négativement), le
potentiel chimique en fonction de la position z pour les ions de type i situés à la
position z dans la direction perpendiculaire aux surfaces est donné par :

µi(z) = kB T ln
[
ρi(z) Λ

3
i

]

+
∑

j

∫
2π χ dχ dz′

∫ 1

0

dξ ρj(z
′) uij(χ, z, z

′) gij(χ, z, z
′; ξ) + Vi(z)(4.45)

Le premier terme est le terme idéal de gaz parfait : c’est le terme classique du
potentiel chimique pour des particules sans interaction. Le deuxième terme est le
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terme d’excès dû aux interactions intermoléculaires ioniques. Le dernier terme Vi(z)
désigne le potentiel extérieur pour un ion de type i situé à la position z, c’est-à-dire
l’interaction avec les surfaces chargées extérieures. gij(χ, z, z′; ξ) est la fonction de
corrélation de paire entre les ions de type i à la position z et les ions de type j à la
position z′ au travers du potentiel intermoléculaire uij (χ, z, z′; ξ).

Le potentiel d’interaction uij est la somme d’un terme électrostatique donné par
le potentiel électrostatique uelij et d’un terme de sphères dures uHS

ij (qui vaut l’infini
dans la sphère dure et 0 à l’extérieur) :

uij = uelij + uHS
ij (4.46)

Discutons d’abord brièvement des effets d’images provoqués par la discontinuité
(éventuelle) de permittivité électrique entre les phases fluide et solide. Ce problème
sera analysé plus en détail à la fin de ce chapitre (§4.4).

Considérons un ion de type i localisé dans la phase fluide. Vu de l’intérieur de
la double couche, la discontinuité de permittivité électrique revient à considérer un
milieu infini de permittivité égale à celle de la phase fluide avec, à l’extérieur de
la double couche, des charges images de l’ion i obtenues par réflexions multiples au
travers des interfaces fluide/solide avec à chaque réflexion un cœfficient d’atténuation
ǫD = (ǫf − ǫs) / (ǫs + ǫf ) où ǫf et ǫs désignent respectivement les permittivités des
phases fluide et solide (voir Annexe B). Les effets d’images vont donc créer des
potentiels d’images extérieurs traduisant l’influence de cette discontinuité.

L’interaction électrostatique entre un ion de type i de charge qi placé au point
r et un ion de type j de charge qj placé au point r′ est représentée par le potentiel
électrostatique uelij(r, r

′). Sans effet d’images, le potentiel se réduit à l’interaction
directe coulombienne uCij = qiqj/(4πǫǫ0|r − r′|). L’effet d’images crée un potentiel
d’images uIij entre les ions de types i et j. L’interaction n’est pas directe mais provient
de l’effet sur l’ion de type i placé au point r des images de l’ion de type j placé
au point r′. Le potentiel d’interaction moléculaire d’images se met sous la forme
uIij(r, r

′) = qiqjΦ
I(r, r′) (voir §4.4) où ΦI(r, r′) est symétrique relativement à r et

r′ (ΦI(r, r′) = ΦI(r′, r)) ce qui est une conséquence de la relation de réciprocité de
Green (voir Annexe B.4). On aura bien alors ΦI

ij(r, r
′) = ΦI

ji(r
′, r) mais au contraire

de ce qui se passe pour le potentiel coulombien, en général ∇ru
I
ij 6= −∇r′u

I
ji.

Remarquons enfin que du fait de la présence des images apparaissent des effets
dits de self-images avec un potentiel vIi qui représente le potentiel d’interaction d’un
ion de type i avec ses propres images. L’opposé du gradient de potentiel de self-image
vi(r) doit donner la force de self-images agissant sur l’ion de type i. Vu les propriétés
du potentiel d’interaction d’images décrites ci-dessus, on a

vIi(r) =
1

2
uIii(r, r) (4.47)

Nous suivons ici la démarche de Kjellander-Marc̆elja [26]. Le potentiel uIij est
introduit dans le potentiel électrostatique (qui représente de manière générale l’in-
teraction directe entre deux ions). Il vient :

uelij = uCij + uIij (4.48)
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Vu que l’interaction due aux images n’est pas directe entre les ions, il apparaît
naturel pour le cas i = j correspondant au potentiel de self-image vIi de considérer
ce potentiel supplémentaire comme un terme extérieur et de le regrouper avec le
potentiel ion-plaque Vi(z) dans l’équation (4.45). On a

Vi = qi ψs︸︷︷︸
ψC
s + ψI

s

+vhsi +
1

2
uIii (4.49)

Dans l’équation (4.45), le terme uij(χ, z, z′) gij(χ, z, z′; ξ) peut être remplacé par
uelij(χ, z, z

′) gij(χ, z, z
′; ξ) : en dehors de la zone d’exclusion uHSij = 0 et dans la zone

d’exclusion, en utilisant la fermeture HNC, uHS
ij gij = uHS

ij exp[−β(uelij+uHS
ij )+yij] → 0

comme uHS
ij → ∞.

En utilisant la relation gij(χ, z, z
′; ξ) = hij(χ, z, z

′; ξ) + 1 et en combinant le
terme constant avec le potentiel dû aux interfaces dans Vi(z) de manière à introduire
l’énergie potentielle électrostatique totale φi(z), l’équation (4.45) peut être réécrite :

µi(z) = kB T ln
[
ρi(z) Λ

3
i

]
+ φi(z) +

1

2
uIii(0, z, z)

+
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ

∫ 1

0

dξ uelij(χ, z, z
′) hij(χ, z, z

′; ξ) (4.50)

où l’énergie potentielle électrostatique totale φi(z) est donnée par :

φi(z) = qiψ(z) = qi ψs(z) +
∑

j

∫
2π χ dχ

∫
dz′ ρj(z

′) uelij(χ, z, z
′) (4.51)

où ψ(z) désigne le potentiel électrique.
On montrera plus au §4.4 que le potentiel électrique moyen ψ(z) peut être calculé

simplement à l’aide du potentiel coulombien en ignorant les images.
Calculons le potentiel (électro-)chimique d’excès :

β µexi (z) =
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ

∫ 1

0

dξ β uelij(χ, z, z
′) hij(χ, z, z

′; ξ) (4.52)

Dans la relation (4.52) comparée à la relation (4.45), le terme gij a été remplacé
par hij de manière à introduire le potentiel électrique ψ(x) en mêlant des interac-
tions internes au système (le potentiel d’interaction uij) et des termes extérieurs
(le potentiel d’interaction dû aux interfaces). La fermeture HNC s’écrit en utilisant
(4.39) :

hij(χ, z, z
′; ξ) = exp [−β ξ uij(χ, z, z′) + yij(χ, z, z

′; ξ)]− 1 (4.53)

En dérivant l’équation précédente par rapport à ξ, il vient

∂hij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ
= [1 + hij(χ, z, z

′; ξ)]

[
−β uij(χ, z, z′) +

∂yij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ

]
(4.54)
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soit en réarrangeant les termes

β uij(χ, z, z
′) hij(χ, z, z

′; ξ) = − ∂hij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ
+
∂yij(χ, z, z

′; ξ)

∂ξ

− β uij(χ, z, z
′)

+ hij(χ, z, z
′; ξ)

∂yij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ
(4.55)

Dans l’équation (4.55), on peut à nouveau remplacer uij par uelij. En dehors de
la zone de sphères dures, uHS

ij est nul et dans cette zone, comme hij = −1, les deux
membres de l’équation précédente sont égaux à −∞. L’équation (4.55) devient donc :

β uelij(χ, z, z
′) hij(χ, z, z

′; ξ) = − ∂hij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ
+
∂yij(χ, z, z

′; ξ)

∂ξ

− β uelij(χ, z, z
′)

+ hij(χ, z, z
′; ξ)

∂yij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ
(4.56)

D’où

β µexi (z) =
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ

∫ 1

0

dξ

[
−∂hij(χ, z, z

′; ξ)

∂ξ
+
∂yij(χ, z, z

′; ξ)

∂ξ

− β uelij(χ, z, z
′) + hij(χ, z, z

′; ξ)
∂yij(χ, z, z

′; ξ)

∂ξ

]

=
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ
[
−hij(χ, z, z′) + yij(χ, z, z

′)− β uelij(χ, z, z
′)
]

+
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ

∫ 1

0

dξ hij(χ, z, z
′; ξ)

∂yij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ
(4.57)

avec hij(χ, z, z′) = hij(χ, z, z
′; ξ = 1) et yij(χ, z, z′) = yij(χ, z, z

′; ξ = 1).
L’équation de Ornstein-Zernike (4.37) dans l’espace de Hankel s’écrit :

ỹij(k, z, z
′; ξ) =

∑

l=1

∫
ρl(z

′′)dz′′ h̃il(k, z, z
′′; ξ) c̃lj(k, z

′, z′′)

=
∑

l=1

∫
ρl(z

′′)dz′′ h̃il(k, z, z
′′; ξ)

×
[
h̃lj(k, z

′, z′′)− ỹlj(k, z
′, z′′)

]
(4.58)

On remarque que la fonction de corrélation directe cij ne dépend pas de ξ puisque
cette fonction s’applique seulement au système de N−1 particules. Calculons le der-
nier terme de l’équation (4.57), successivement, en utilisant le théorème de Parseval
(C.30), en introduisant la relation de Ornstein-Zernike, en remarquant que les in-
dices j et l peuvent être échangés, en intégrant suivant ξ, en appliquant à nouveau
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Parseval et enfin à nouveau Ornstein-Zernike.

∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ

∫ 1

0

dξ hij(χ, z, z
′; ξ)

∂yij(χ, z, z
′; ξ)

∂ξ

=
1

4π2

∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫ 1

0

dξ

∫
2π k dk h̃ij(k, z, z

′; ξ)
∂ỹij(k, z, z

′; ξ)

∂ξ

=
1

4π2

∑

j

∑

l

∫
ρj(z

′)ρl(z
′′)dz′dz′′

∫ 1

0

dξ

∫
2π k dk h̃ij(k, z, z

′; ξ)

∂h̃il(k, z, z
′′; ξ)

∂ξ

[
h̃lj(k, z

′, z′′)− ỹlj(k, z
′, z′′)

]

=
1

8π2

∑

j

∑

l

∫
ρj(z

′)ρl(z
′′)dz′dz′′

∫ 1

0

dξ

∫
2π k dk

∂
[
h̃ij(k, z, z

′; ξ)h̃il(k, z, z
′′; ξ)

]

∂ξ

×
[
h̃lj(k, z

′, z′′)− ỹlj(k, z
′, z′′)

]

=
1

8π2

∑

j

∑

l

∫
ρj(z

′)ρl(z
′′)dz′dz′′

∫
2π k dk h̃ij(k, z, z

′)h̃il(k, z, z
′′)

×
[
h̃lj(k, z

′, z′′)− ỹlj(k, z
′, z′′)

]

=
1

2

∑

j

∑

l

∫
ρj(z

′)ρl(z
′′)dz′dz′′

∫
2π χ dχhil(χ, z, z

′′) hij(χ, z, z
′)

× [hlj(χ, z
′, z′′)− ylj(χ, z

′, z′′)]

=
1

2

∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ yij(χ, z, z
′) hij(χ, z, z

′) (4.59)

Il vient donc

β µexi (z) =
∑

j

∫
ρj(z)

′dz′
∫

2π χ dχ
[
−hij(χ, z, z′) + yij(χ, z, z

′)− β uelij(χ, z, z
′)

+
1

2
yij(χ, z, z

′) hij(χ, z, z
′)

]

=
∑

j

∫
ρj(z)

′dz′
∫

2π χ dχ

[
1

2
h2ij(χ, z, z

′)− cij(χ, z, z
′)− β uelij(χ, z, z

′)

−1

2
cij(χ, z, z

′) hij(χ, z, z
′)

]
(4.60)

L’équation d’Ornstein-Zernike (4.37) permet d’écrire que

yii(0, z, z) =
∑

l

∫
ρl(z

′)dz′
∫

2π χ dχhil(χ, z, z
′) cil(χ, z, z

′) (4.61)
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D’où :

β µexi (z) =
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ

[
1

2
h2ij(χ, z, z

′)− cij(χ, z, z
′)− β uelij(χ, z, z

′)

]

− 1

2
yii(0, z, z) (4.62)

Le potentiel chimique s’écrit donc finalement :

µi(z) = kB T ln
[
ρi(z) Λ

3
i

]

+ kB T

{
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫

2π χ dχ

×
[
1

2
h2ij(χ, z, z

′)− cij(χ, z, z
′)− β uelij(χ, z, z

′)

]

− 1

2
yii(0, z, z)

}
+ qiψ(z) (4.63)

Énergie potentielle électrostatique totale

Le potentiel électrostatique moyen ψ peut être calculé par l’équation de Pois-
son, connaissant les profils de concentration. Dans la double couche, le problème
monodimensionnel ne dépend que de la direction z perpendiculaire aux interfaces
fluide/solide (−H < z < H) :

ǫ ǫ0
∂2ψ(z)

∂z2
+
∑

i

qiρi(z) = 0 (4.64)

avec comme condition limite en z = ±H :

∂ψ(z)

∂z
=

σ

ǫ ǫ0
à z = H

∂ψ(z)

∂z
= − σ

ǫ ǫ0
à z = −H

(4.65)

où σ est la densité surfacique de charges

En intégrant l’équation (4.64) de −H à z, on obtient :

ǫ ǫ0
∂ψ(z)

∂z
= −

∑

i

∫ z

−H

qiρi(z
′)dz′ − σ (4.66)
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Intégrons l’équation de (4.66) de −H à z et effectuons une intégration par parties :

ǫ ǫ0ψ(z) = −
∑

i

∫ z

−H

[∫ z′

−H

qiρi(z
′′)dz′′

]
dz′ − σ(z +H) + ǫ ǫ0ψ(−H)

= −
∑

i

{[
z′
∫ z′

−H

qiρi(z
′′)dz′′

]z

−H

−
∫ z

−H

z′qiρi(z
′)dz′

}

−σ(z +H) + ǫ ǫ0ψ(−H)

= −
∑

i

∫ z

−H

(z − z′) qiρi(z
′)dz′ − σ(z +H) + ǫ ǫ0ψ(−H)

= −
∑

i

∫ z

−H

|z − z′| qiρi(z′)dz′ − σ(z +H) + ǫ ǫ0ψ(−H) (4.67)

La même intégration mais maintenant de H à z conduit à :

ǫ ǫ0ψ(z) = −
∑

i

∫ z

H

(z − z′) qiρi(z
′)dz′ + σ(z −H) + ǫ ǫ0ψ(H)

= −
∑

i

∫ H

z

|z − z′| qiρi(z′)dz′ + σ(z −H) + ǫ ǫ0ψ(H) (4.68)

La somme des deux relations (4.67) et (4.68) fournit le résultat final :

ψ(z) = − 1

2 ǫ ǫ0

∑

i

∫ H

−H

|z − z′| qi ρi(z′) dz′ −
σ H

ǫ ǫ0
+ ψ(H) (4.69)

où ψ(H) est une constante qui correspond au potentiel ζ de la paroi. Le potentiel
électrostatique moyen ψ(z) (équation 4.51) est donné par :

ψ(z) = − 1

2 ǫ ǫ0

∑

j

∫ H

−H

|z − z′| qj ρj(z′) dz′ + ψ0 = ψel(z) + ψ0 (4.70)

où ψ0 = ψ(H)− σ/(ǫǫ0) est une constante à déterminer.

Distribution des ions dans la double couche

Le potentiel chimique est uniforme dans la double couche et est égal à sa valeur
équilibre dans le bulk. Le potentiel chimique de composant i du bulk s’écrit (le
potentiel électrique du bulk est pris comme valeur de référence soit ψb = 0) :

µbi = kB T ln(γi ρ
b
iΛ

3
i ) (4.71)

où γi est le coefficient d’activité pour l’ion de type i dans le bulk.
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En utilisant l’équation (4.63) et en écrivant l’équilibre du potentiel chimique avec
le bulk, µi = µbi , on obtient l’expression de la distribution en fonction de z :

ρi(z) = γiρ
b
i exp{ − βqiψ(z)(z)

−
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫ [

1

2
h2ij(χ, z, z

′)

−cij(χ, z, z′)− β uelij(χ, z, z
′)
]
2π χ dχ

+
1

2
yii(0, z, z)

}
(4.72)

Si l’on remplace ψ par la relation (4.70), il vient :

ρi(z) = γiρ
b
i e

−βqiψ0 exp{ − βqiψ
el(z)

−
∑

j

∫
ρj(z

′)dz′
∫ [

1

2
h2ij(χ, z, z

′)

−cij(χ, z, z′)− β uelij(χ, z, z
′)
]
2π χ dχ

+
1

2
yii(0, z, z)

}
(4.73)

Il reste à déterminer la constante ψ0, ce que l’on va faire à partir de l’électroneu-
tralité globale de la double couche qui s’écrit :

∑

i

∫
qiρi(z)dz + 2σ = 0 (4.74)

Cas où il n’y a que des contre-ions

Dans le cas où il n’y a que des contre-ions de charge q, le bulk n’existe plus. La
distribution ρ(z) est déduite de l’équation pour le potentiel chimique (4.63) :

ρ(z) = ζ exp{ − βqψ(z)

−
∫
ρ(z′)dz′

∫ [
1

2
h2(χ, z, z′)− c(χ, z, z′)− β uel(χ, z, z′)

]
2π χ dχ

+
1

2
y(0, z, z)

}

= ζ exp+(z) (4.75)

où ζ = exp(βµ)/Λ3 et exp+(z) désigne le terme exponentiel de la relation (4.75) qui
dépend de la variable z.

L’électroneutralité globale du système donnée par (4.74) permet de déterminer
ζ solution de :

∫
qρ(z)dz + 2σ = q ζ

∫
exp+(z)dz + 2σ = 0 (4.76)

D’où :

ζ =
−2σ

q
∫
exp+(z)dz

(4.77)
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La distribution ρ(z) est donnée finalement par :

ρ(z) =
−2σ

q

exp+(z)∫
exp+(z)dz

(4.78)

Cas d’un système à trois composants

Prenons maintenant l’exemple d’un mélange de trois types d’ions : un contre-ion
de valence +2, un contre-ion de valence +1 de charge q et un co-ion de valence
−1 (par exemple Ca2+, Na+ et Cl−). Dans ce cas, on obtient un système de trois
équations à partir de (4.73) :





ρ2+(z) = γ2+ ρb2+ e−2βqψ0 exp2+(z)
ρ+(z) = γ+ ρb+ e−βqψ0 exp+(z)
ρ−(z) = γ− ρb− e+βqψ0 exp−(z)

(4.79)

où les termes exp2+, exp+, exp− sont les termes exponentiels de l’équation (4.73) qui
dépendent de z. En introduisant la constante X = e−β q ψ0 il vient :





ρ2+(z) = γ2+ ρb2+ exp2+(z) X2

ρ+(z) = γ+ ρb+ exp+(z) X
ρ−(z) = γ− ρb− exp−(z) X−1

(4.80)

L’électroneutralité globale du système donnée par l’équation (4.74) nous fournit
l’équation à résoudre en X :

(
q2+γ2+ ρ

b
2+

∫
exp2+(z)dz

)
X2 +

(
q+γ+ ρ

b
+

∫
exp+(z)dz

)
X

+

(
q−γ− ρ

b
−

∫
exp−(z)dz

)
X−1 + 2σ = 0 (4.81)

On obtient finalement une équation du troisième degré en X

X3 +
q+γ+ ρ

b
+

∫
exp+(z)dz

q2+γ2+ ρb2+
∫
exp2+(z)dz

X2 +
2σ

q2+γ2+ ρb2+
∫
exp2+(z)dz

X

+
q−γ− ρ

b
−

∫
exp−(z)dz

q2+γ2+ ρb2+
∫
exp2+(z)dz

= 0 (4.82)

qui dispose de trois solutions dont on peut montrer facilement qu’une seule est réelle
et positive. Après avoir déterminé la constante X, les distributions des ions sont
calculées pour chaque position z.

4.3.4 Résolution numérique du problème de Kjellander-
Marc̆elja

Pour la résolution numérique de ce problème, Kjellander et Marc̆elja [25, 26]
et Kjellander [29] ont proposé des méthodes numériques efficaces pour traiter les
comportements à longue queue des fonctions de corrélation et la discontinuité des
fonctions au contact des sphères dures.
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L’espace entre les deux interfaces fluide/solide est discrétisé en M couches pa-
rallèles (m = 1, . . . ,M) d’épaisseur ∆zm. La concentration ρi(zm) pour les ions de
l’espèce i dans une couche m est uniforme, c’est-à-dire que les ions d’une même
espèce dans une même couche possèdent un comportement identique. On a donc un
système de M ×n espèces différentes d’un mélange fluide bidimensionnel correspon-
dant aux M couches pour les n espèces d’ions différentes. Si le nombre de couches M
tend vers l’infini, la résolution numérique tend vers la solution exacte du problème
HNC.

Résolution des équations intégrales

L’équation d’Ornstein-Zernike (4.42) écrite dans l’espace de Hankel conduit à :

ỹij(k, z, z
′) =

n∑

l=1

∫
ρl(z

′′)dz′′c̃il(k, z, z
′′) [ỹlj(k, z

′, z′′) + c̃lj(k, z
′, z′′)] (4.83)

Si m,n, p sont des indices de couche (1 ≤ m,n, p ≤ M), on peut réécrire cette
équation :

ỹij(k, zm, zn) =

n∑

l=1

M∑

p=1

ρl(zp)∆zp c̃il(k, zm, zp) [ỹlj(k, zn, zp) + c̃lj(k, zn, zp)] (4.84)

• Cas d’un seul contre-ion : on suppose qu’entre les deux interfaces il n’y a
qu’un seul type de contre-ion (n = 1), l’équation (4.84) devient

ỹ(k, zm, zn) =
M∑

p=1

ρ(zp)∆zp c̃(k, zm, zp) [ỹ(k, zn, zm) + c̃(k, zn, zp)] (4.85)

équation que l’on peut réécrire en notation matricielle

Y = YNC+CNC (4.86)

où Y(k) = {ỹ(k, zm, zn)}, N = {ρ(zm)∆zmδmn}, C(k) = {c̃(k, zm, zn)} (toutes ces
matrices sont symétriques, N est diagonale). Pour chaque valeur de la variable de
Hankel k, on doit résoudre le système linéaire (4.86) dont la solution est immédiate :

Y = CNC(I−NC)−1 (4.87)

où I = {δmn} désigne la matrice unité. (δmn = 1 si m = n ; 0 sinon).

• Généralisation au cas de plusieurs types d’ions : la généralisation au cas
de plusieurs types d’ions est immédiate. Par exemple dans le cas n = 3, l’équation
(4.87) s’écrit :



Y11 Y12 Y13

Y21 Y22 Y23

Y31 Y32 Y33


 =



C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33





N11 0 0
0 N22 0
0 0 N33





C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33




×



I−



N11 0 0
0 N22 0
0 0 N33





C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33







−1

(4.88)
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où la matrice Yij(k) = {ỹij(k, zm, zn)} n’est pas symétrique pour i 6= j. Les ma-
trices Cij(k) ont le même comportement que Yij(k). Nii = {ρi(zm)∆zmδmn} est une
matrice diagonale.

Comportement en χ = 0 et pour χ → +∞

La fonction de corrélation directe cij(χ, z, z′) présente une longue queue et l’on
sait que cij tend vers −β uij pour χ grand. Il vaut donc mieux travailler avec la
fonction cij(χ, z, z

′) + β uelij(χ, z, z
′) qui est short ranged mais qui peut être très

grande en χ = 0

uelij(χ, z, z
′) =

qiqj

4πǫ ǫ0
[
χ2 + (z − z′)2

]1/2 + uIij(χ, z, z
′) (4.89)

Pour éviter les problèmes liés aux grandes valeurs de cij+β uelij aux petites valeurs
de χ (et la longue queue correspondant dans l’espace de Fourier), considérons la
fonction

uel ∗ij (χ, z, z′) =
qiqj

4πǫ ǫ0
[
χ2 + (z − z′)2

]1/2 + uIij(χ, z, z
′)

pour |z − z′| > α

=
qiqj

4πǫ ǫ0 [χ2 + α2]1/2
+ uIij(χ, z, z

′)

pour |z − z′| < α

(4.90)

La différence ∆uelij = uelij − uel ∗ij est analytique dans l’espace réel et également
dans l’espace de Hankel. Donc l’idée ici est de travailler avec la fonction c + β uel ∗

et, à la fin, de faire la correction en ajoutant ∆uelij

∆uelij(χ, z, z
′) = 0 pour |z − z′| > α

=
qiqj
4πǫ ǫ0

{
1

[
χ2 + (z − z′)2

]1/2 − 1

[χ2 + α2]1/2

}
pour |z − z′| < α

(4.91)
soit en utilisant les propriétés de la transformée de Hankel

∆ũelij = 0 pour |z − z′| > α

=
qiqj

2ǫ ǫ0 k

[
e−|z−z′| k − e−|α| k

]
pour |z − z′| < α

(4.92)

On peut voir que la fonction cij + β uel ∗ij se comporte bien à la fois en χ = 0 et
pour χ→ +∞.

Sphères dures

Les fonctions hij(χ, z, z′) et cij(χ, z, z′) sont discontinues au contact des sphères
dures au point de contact χ = a défini pour z et z′ fixés par

√
a2 + (z − z′)2 = d soit

a =
√
d2 − (z − z′)2 (où d est diamètre des ions). Comme la fonction yij = hij − cij

est continue, pour rendre les fonctions hij et cij (ainsi que leurs dérivées premières)
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continues, une solution est de leur ajouter un polynôme du second degré Q dans la
région du cœur dur permettant d’éviter à hij (et donc à cij) d’avoir un saut ∆h et
à sa dérivée d’avoir un saut ∆h′ en posant.

Qij(χ, z, z
′) = ∆hij +∆h′ij

χ2 − a2

2 a
0 < χ < a (4.93)

La transformée de Hankel de Q est donnée par 1 :

Q̃ij(k, z, z
′) = ∆hij

∫ a

0

2πχJ0(k χ) dχ+∆h′ij

∫ a

0

2π
χ2 − a2

2 a
χJ0(kχ) dχ

= 2π a

[
∆hij

J1(k a)

k
−∆h′ij

J2(k a)

k2

]
(4.94)

Écriture du problème avec des fonctions à bon comportement et short-

ranged

On travaille donc finalement avec les fonctions à bon comportement et short-
ranged (dans l’espace réel comme dans l’espace de Hankel) :

c∗ij(χ, z, z
′) = cij(χ, z, z

′) + βuel ∗ij (χ, z, z′) +Qij(χ, z, z
′) (4.95)

h∗ij(χ, z, z
′) = hij(χ, z, z

′) +Qij(χ, z, z
′) (4.96)

y∗ij(χ, z, z
′) = h∗ij(χ, z, z

′)− c∗ij(χ, z, z
′)

= yij(χ, z, z
′)− βuel ∗ij (χ, z, z′) (4.97)

Pour la fonction h∗ij(χ, z, z
′), on a

À l’extérieur du cœur dur : h∗ij(χ, z, z
′) = hij(χ, z, z

′)
= exp

[
y∗ij(χ, z, z

′)− β∆uij(χ, z, z
′)
]
− 1

Dans le cœur dur : h∗ij(χ, z, z
′) = hij(χ, z, z

′) +Qij(χ, z, z
′)

= Qij(χ, z, z
′)− 1

On introduit alors les matrices dans l’espace de Hankel :

H∗
ij =

{
h̃∗ij(k, z, z

′)
}

(4.98)

C∗
ij =

{
c̃∗ij(k, z, z

′)
}

(4.99)

Y∗
ij =

{
ỹ∗ij(k, z, z

′)
}

(4.100)

Q∗
ij =

{
Q̃ij(k, z, z

′)
}

(4.101)

U∗
ij =

{
β ũel ∗(k, z, z′)

}
(4.102)

Nii = {ρi(zm)∆zm δmn} (4.103)

où ∆zm désigne l’épaisseur de la couche en zm.
Pour la transformée de Hankel et le retour, on va utiliser les fonctions corrigées

afin d’avoir un bon comportement.

1. Le calcul est élémentaire compte tenu de
d

dx
[xn Jn(x)] = xn Jn−1(x).
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Algorithme de résolution

Nous décrivons dans cette partie l’algorithme de résolution pour obtenir les fonc-
tions de corrélation pour une distribution des densités volumiques des ions (ρi(z),
i = 1, . . . , n) donnée. L’algorithme procède avec des itérations jusqu’à convergence
sur la fonction y∗ en travaillant alternativement dans l’espace réel et dans l’espace
de Hankel. Pour la transformation (réciproque) de Hankel (voir Annexe C.3), on a
utilisé ici la méthode proposée par Lado [31]. Le choix des valeurs maximales de r et
du nombre de points dans l’espace réel ou de k dans l’espace de Hankel est effectué
de manière à ce que, d’une part, les fonctions χ c∗(χ) et k y∗(k) tendent bien vers 0
et, d’autre part, que le résultat final soit suffisamment insensible à leurs variations.

Dans cette partie, on va écrire zm et zn plutôt que les indices des couches m et
n. L’algorithme de résolution comporte huit points.

1. Pour commencer la boucle, on fixe une valeur initiale pour
{
y∗ij(χ, zm, zn)

}
. La

valeur de démarrage choisie est
{
y∗ij(χ, zm, zn)

}
= β∆uelij(χ, zm, zn).

2. Calculons ensuite la correction Qij(χ, zm, zn) permettant de rendre continues
les fonctions yij et cij à l’interface : définissons d’abord le diamètre de contact
entre deux sphères de diamètre d dont le centre est sur les plans respectivement
zm et zn par aij(zm, zn) =

√
d2 − (zm − zn)2 s’il existe, 0 sinon. La fonction

Qij est donnée par :

Qij(χ, zm, zn) =

∆hij(χ, zm, zn) + ∆hij
′(χ, zm, zn)

r2 − a2ij(zm, zn)

2 aij(zm, zn)
pour χ < aij

0 pour χ > aij

(4.104)

∆hij et ∆h′ij sont calculés afin que les fonctions h∗ij et par conséquence
c∗ij et leurs dérivées soient continues en χ = aij(zm, zn). On calcule donc
hij(χ, zm, zn) = exp

[
y∗ij(χ, zm, zn)− β∆uelij(χ, zm, zn)

]
−1 pour χ > aij(zm, zn)

où

∆uelij(χ, zm, zn) =
qiqj

4π ǫ ǫ0

{
1

[
χ2 + (zm − zn)

2]1/2 − 1

[χ2 + α2]1/2

}
(4.105)

Ensuite, à partir des deux premiers points χ1 et χ2 > aij , on calcule h(aij) et
h′(aij) par (a ≡ aij) :

{
h(χ1) = h(a+) + (χ1 − a)h′(a+)
h(χ2) = h(a+) + (χ2 − a)h′(a+)

(4.106)

⇒
{
h′(a+) = [h(χ2)− h(r1)]/(χ2 − χ1)
h(a+) = h(χ1)− (χ1 − a)h′(a+)

(4.107)

Finalement il vient :

∆h = 1 + h(a+) ∆h′ = h′(a+) (4.108)
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3. Calculons alors
{
c∗ij(χ, zm, zn)

}
=
{
h∗ij(χ, zm, zn)− y∗ij(χ, zm, zn)

}

{
χ < aij c∗ij = h∗ij − y∗ij = Qij − 1− y∗ij
χ > aij c∗ij = exp

[
y∗ij − β∆uelij

]
− 1− y∗ij

(4.109)

4. Effectuons la transformation de Hankel : c∗ij(χ, zm, zn) −→ c̃ ∗ij(k, zm, zn) −→
C∗
ij(k)

5. Calculons les matrices :

Nii = {ρi(zm)∆zmδmm} (4.110)

Qij =

{
2π aij

[
∆hij

J1(aij k)

k
−∆h′ij

J2(aij k)

k2

]}
(4.111)

U∗
ij =

{
βũel ∗ij (k, zm, zn)

}
(4.112)

6. Résolvons pour chaque valeur de k le système linéaire :

{Yij} = {Cij}{Nii}{Cij} [{I} − {Nii}{Cij}]−1 (4.113)

7. Effectuons le retour de Hankel : Y∗
ij(k) −→

{
y∗ij(χ, zm, zn)

}

8. Les itérations sont poursuivies à partir de l’item 1 jusqu’à convergence.

Après convergence, toutes les fonctions de corrélation gij(χ, zm, zn) et
cij(χ, zm, zn) sont connues et sont utilisées pour évaluer le potentiel chimique.

Le choix du nombre de couches est aussi important. La solution sera d’autant
plus proche de la solution exacte de l’équation d’Ornstein-Zernike pour une fermeture
HNC que le nombre de couches sera très grand. Toutefois la solution du problème
est délicate et une trop grande valeur du nombre de couches entraîne des difficultés
pour la convergence. Enfin, la zone où les concentrations varient le plus est la zone
proche des parois avec, en particulier, une grande densité des contre-ions. On a donc
raffiné cette zone avec des couches très fines afin d’augmenter la précision dans la
résolution du problème.

4.3.5 Profils de concentration en l’absence d’effets d’images

Dans cette partie les effets d’images ne sont pas pris en compte. La fonction de
distribution radiale g++(χ, z, z

′) est représentée sur la Fig. 4.9 pour une solution
ionique entre deux parois à une distance de séparation 2H = 4d (d = 4.25 Å est le
diamètre d’un ion) chargées uniformément σ = −0.2C.m−2. Les parois sont placées
en haut et en bas des figures avec la coordonnée z perpendiculaire aux parois. Les
zones d’exclusion d’épaisseur d/2 ont été enlevées. Pour un contre-ion placé au centre
à la position z = 0, la fonction g++(χ, z, 0) décrit son influence sur la présence
d’autres contre-ions dans son voisinage. La zone bleue de diamètre d est la zone
d’exclusion au voisinage du contre-ion (il n’y a pas de deuxième ion à une distance
d du premier). La fonction g++ tend vers 1 à grande distance du centre du premier
ion (la zone rouge). En comparant les cas d’un électrolyte 1:1 et d’un électrolyte
2:2, on constate que la zone bleue d’exclusion dans le cas de 2:2 est plus grande
que dans le cas 1:1. Cette plus forte répulsion électrostatique est due à la force de
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Coulomb quatre fois plus grande entre deux ions de valence 2 qu’entre deux ions de
valence 1. Les ions bivalents ont donc une plus forte tendance à s’éloigner les uns des
autres. En conclusion, un contre-ion bivalent prend “plus de place” qu’un contre-ion
monovalent. Cette idée va expliquer la présence connue d’une zone attractive (ou de
pression négative) pour certaines distances de séparation.
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Figure 4.9 – Fonction g++(χ, z, z
′) (hors de la zone d’exclusion), z′ = 0, σ =

−0.2C.m−2, 2H/d = 4 ; (a) : électrolyte 1:1 ; (b) : électrolyte 2:2

La Fig. 4.10 compare le modèle HNC anisotrope avec une solution obtenue par
une méthode de Monte-Carlo [55] pour le cas d’un électrolyte 2:2 à solvant continu
avec une charge de surface σ = −0.272C.m−2 et une concentration dans le bulk cb =
0.971M. La méthode de Monte-Carlo permet par l’usage de techniques aléatoires
d’obtenir une excellente approximation de la solution exacte du problème. Les deux
modèles donnent les mêmes résultats pour les profils de densité des ions. La paroi est
à droite et le centre à gauche de la figure. Trois distances de séparation différentes
(2H = 1.7d, 2.5d et 3d) sont étudiées. Les courbes bleues représentent la distribution
des contre-ions et les courbes rouges celle des co-ions pour le modèle HNC. On
constate que les concentrations des contre-ions dominent celles des co-ions dans
tous les cas et augmentent au voisinage des parois. Dans le cas de la plus grande
distance de séparation (2H = 3d), on notera que curieusement la concentration des
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co-ions est plus grande que celle des contre-ions au centre de la double couche.

H
N

C
A

M
C

Distribution des ions HNC e Monte Carlo  

Figure 4.10 – Distribution des ions, électrolyte 2:2, σ = −0.272C.m−2, cb =
0.971M, — : HNCA ; ◦ ◦ ◦ : Monte-Carlo

Les profils ioniques fournis par le modèle HNC et par le modèle DFT/MSA pré-
senté au chapitre 3 sont comparés sur Fig. 4.11 et 4.12 pour les électrolytes 1:1 et 2:2,
avec une distance de séparation 2H = 2d et une charge de surface σ = −0.1C.m−2.
Les deux modèles donnent des résultats cohérents, en montrant une plus grande
concentration des cations que d’anions. Dans les deux cas pour les électrolytes 1:1 et
2:2, le profil de cation donné par le modèle DFT/MSA est plus homogène que celui
donné par le modèle HNC anisotrope. Quel modèle est le meilleur ? Afin de tenter
de répondre à cette question, nous proposons de tester dans le paragraphe suivant,
à la manière dont nous l’avons déjà fait au chapitre 3 pour le modèle DFT/MSA, la
précision avec laquelle le modèle HNC vérifie l’équilibre mécanique.

4.3.6 Test d’équilibre mécanique du modèle

La démarche du test de l’équilibre mécanique déjà utilisée au chapitre 3 est
réutilisée ici pour tester la qualité du modèle HNC en vérifiant la constance de la
pression de disjonction au sein de la double couche électrique. Pour un électrolyte 1:1,
la pression de disjonction et sa décomposition suivant les différents termes (équation
(3.57) du chapitre 3) sont représentées dans la Fig. 4.13a. La pression de disjonction
Πd est quasi constante dans la double couche. Dans le cas d’un électrolyte 2:2, le
modèle HNC prouve sa qualité avec une pression de disjonction quasi uniforme dans
la Fig. 4.13b, résultat qui peut être comparé avec la Fig. 3.7 du chapitre 3 pour le
modèle DFT/MSA. Les résultats de la Fig. 4.13 avec la fermeture HNC satisfont de
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Figure 4.11 – Profils ioniques pour un électrolyte 1:1 ; cb = 0.001 ; σ = −0.1C.m−2 ;
2H/d = 2 ; (a) et (b) : cation et anion.
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Figure 4.12 – Profils ioniques pour un électrolyte 2:2 ; cb = 0.001M ; σ =
−0.1C.m−2 ; 2H/d = 2 ; (a) et (b) : cation et anion.

manière beaucoup plus précise (surtout pour le cas d’un électrolyte 2:2) l’équilibre
mécanique que la fermeture DFT/MSA (Fig. 3.7).

Dans la Fig. 4.14, la pression de disjonction est donnée en fonction de la dis-
tance de séparation pour un électrolyte 1:1. Les trois modèles Poisson-Boltzmann,
DFT/MSA et HNC sont en assez bon accord montrant une diminution de la pres-
sion de disjonction avec la distance de séparation entre les interfaces fluide/solide. La
Fig. 4.14b pour une densité surfacique de charge plus importante (σ = −0.2C.m−2)
montre une petite zone anormale du modèle DFT/MSA au voisinage de 2H = 2d
peut-être due au défaut du modèle déjà discuté au chapitre 3.

Comme nous l’avons déjà discuté au chapitre 3, pour des cations de valence
supérieure ou égale à 2, la pression de disjonction est négative sur un intervalle de
distances de séparation entre les interfaces fluide/solide. Cet intervalle est une zone
d’attraction entre les deux interfaces. Dans la Fig. 4.15, la pression de disjonction
est tracée en fonction de la distance de séparation pour les trois modèles Poisson-
Boltzmann, DFT/MSA et HNC dans le cas d’un électrolyte 2:2. Les deux modèles
HNC et DFT/MSA montrent une zone (instable) où la pression de disjonction est
négative. Si les valeurs des distances de séparation où la pression de disjonction est
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Figure 4.13 – Pression de disjonction ; cb = 0.001M ; σ = −0.1C.m−2 ; 2H/d = 2. ;
(a) et (b) : 1:1 et 2:2.

1:1, 0.1M, σ =  0.1

1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7
105

105.5

106

106.5

10
7

10
7.5

108

DFT/MSA

HNC

Poisson Boltzmann

1:1, 0.1M, σ =  0.2

1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7
105

105.5

106

106.5

10
7

10
7.5

108

DFT/MSA

HNC

Poisson Boltzmann

(a) (b)

Figure 4.14 – Pression de disjonction en fonction de la distance de séparation pour
un électrolyte 1:1 ; cb = 0.1M ; (a) et (b) : σ = −0.1C.m−2 et σ = −0.2C.m−2.

négative et les forces entre les surfaces sont attractives ne concordent pas tout à
fait, force est de constater que les deux modèles DFT/MSA et HNC décrivent assez
précisément une même physique.

4.4 Prise en compte des effets d’images

L’effet d’images est créé par la discontinuité de permittivité électrique entre les
phases fluide et solide. Dans l’électrolyte, la présence de charges images va modifier
la distribution des ions et également la pression de la phase fluide sera affectée. Dans
cette section, ce problème est étudié en évaluant son impact sur la double couche
électrique.
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2:2, 0.001M ou 0.1M, σ = −0.1
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un électrolyte 2:2 ; cb = 0.001M et cb = 0.1M ; σ = −0.1C.m−2 ; DFT/MSA : -.- et
HNC : —

4.4.1 Notion d’image

Pour introduire la notion d’image, considérons, de part et d’autre du plan z = 0,
deux diélectriques semi-infinis, de permittivités ǫ1 (z > 0) et ǫ2 (z < 0). Une charge
ponctuelle q est placée au point A (rA = (0, 0, a) avec a > 0) dans le diélectrique
de permittivité ǫ1. Cherchons alors le potentiel électrique Φ pris nul à l’infini induit
par la charge A. Le problème à résoudre s’écrit





z < 0 ǫ2∇2Φ = 0
z > 0 ǫ1∇2Φ+ q δ(r− rA) = 0
z = 0 Φ(x, y, z = 0−) = Φ(x, y, z = 0+)

et −ǫ2
∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=0−

= −ǫ1
∂Φ

∂z

∣∣∣∣
z=0+

(4.114)

La méthode des images est utilisée pour résoudre le problème (4.114) [24]. Le
potentiel dans le milieu 1 est cherché comme la somme du potentiel induit par la
charge q placée au point A et d’une charge image q′ au point A′ symétrique du point
A par rapport au plan z = 0 dans un milieu infini de permittivité ǫ1 (Fig. 4.16).
Pour z > 0, le potentiel au point M placé au point r à une distance z de l’interface
est donné par

Φ =
1

4πǫ1

(
q

r1
+
q′

r2

)
z > 0 (4.115)

où r1 =
√
χ2 + (a− z)2 et r2 =

√
χ2 + (a+ z)2 sont respectivement les distances

entre le point M les charges placées en A et A′, χ est la longueur de la projection du
vecteur r sur un plan horizontal (Ox,Oy). Pour calculer le potentiel dans la région
z < 0 dans laquelle aucune charge n’est présente, on place dans un milieu infini de
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permittivité ǫ2 une charge q′′ au point A. Le potentiel induit par cette charge q′′ est
donné par

Φ =
1

4πǫ2

q′′

r1
z < 0 (4.116)

Il ne reste plus qu’à montrer que les deux conditions de passage du problème (4.114))
à l’interface z = 0 sont bien vérifiées. Elles permettent de trouver le lien entre les
charges images q′ et q′′ et la charge originale q. Le calcul est immédiat et conduit à
un système de deux équations linéaires en q′ et q′′





q + q′

ǫ1
=

q′′

ǫ2
q − q′ = q′′

(4.117)

La résolution du système (4.117) conduit à

q′ =
ǫ1 − ǫ2
ǫ1 + ǫ2

q = ǫD q

q′′ =
2ǫ2

ǫ1 + ǫ2
q (4.118)

  12 M

 '  

qq'

bb

r1r2

z0

x

Figure 4.16 – Méthode des images.

En conclusion pour cet exemple simple avec une discontinuité de permittivité
sur le plan z = 0, le potentiel électrique Φ dans le milieu 1 créé par la charge q
placée dans le milieu 1 au point A est la somme du potentiel coulombien induit par
la charge q et d’un potentiel d’image qui est le potentiel coulombien induit par la
charge image ǫD q placée en A′ point symétrique de A par rapport à l’interface z = 0.

4.4.2 Cas de la double couche électrique

Étudions maintenant la double couche électrique où la permittivité de l’élec-
trolyte liquide et du solide sont respectivement ǫf et ǫs. Quand ǫf 6= ǫs, les effets
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d’images décrits ci-dessus apparaissent dans le système en changeant les distributions
des ions.

Imaginons ce système diélectrique discontinu remplacé par un système avec la
permittivité du fluide ǫf occupant tout l’espace en localisant les charges images dans
la partie occupée initialement par le solide. L’énergie d’interaction électrostatique
entre un ion i de charge qi et un ion j de charge qj peut être décomposée en une
interaction coulombienne entre les ions i et j plus un terme d’images :

uelij = uCij + uIij (4.119)

Le terme d’images uIij représente l’interaction entre l’ion i et l’image ou les images
successives de l’ion j au travers des interfaces. Il représente une action à au moins
trois corps : l’ion i, l’ion j et l’image (ou les images) de j. Il est facile de montrer
que uIij = uIji (voir Annexe B.4).

Dans le cas d’une seule interface (z = 0), la forme analytique de uIij est obtenue
facilement (voir (§4.4.1))

uIij(χ, z, z
′) =

ǫD qiqj

4πǫf ǫ0
√
χ2 + (z + z′)2

(4.120)

avec ǫD = (ǫf − ǫs) / (ǫf + ǫs). z et z′ sont les distances des ions à l’interface. On
remarquera qu’en général la permittivité diélectrique de la phase liquide (pour l’eau,
ǫf ≃ 80) est beaucoup plus grande que la permittivité de la phase solide (ǫs ≃ 5) :
le terme ǫD est donc positif avec une valeur un peu inférieure à 1.

Le problème est plus complexe pour une double couche électrique avec deux
interfaces fluide/solide parallèles séparées par une distance 2H (z = ±H) puisque
dans ce cas on a des séries d’images des images allant jusqu’à l’infini (les séries
décroissant de moins en moins rapidement que ǫD est proche de l’unité). L’énergie
d’interaction électrostatique entre un ion i de charge qi et un ion j de charge qj
peut toujours être décomposée en la somme d’une interaction coulombienne et d’un
terme d’images uelij = uCij+u

I
ij . Le calcul peut être effectué soit analytiquement dans

l’espace de Hankel soit sous forme d’une série correspondant aux images successives
de la charge au travers des deux interfaces (z = ±H) dans l’espace réel. L’énergie
potentielle d’interaction due aux images soit dans l’espace réel uIij(χ, z, z

′) soit dans
l’espace de Hankel ũIij(k, z, z

′) sont calculés dans l’appendice B.1. Il vient :

uIij(χ, z, z
′) =

qiqj
4π ǫ1ǫ0

n=+∞∑

n=1


 ǫnD√

χ2 + [z − (−1)n z′ − 2nH ]2

+
ǫnD√

χ2 + [z − (−1)n z′ + 2nH ]2


 (4.121)

et

ũIij(k, z, z
′) =

qiqj
k ǫ1ǫ0

(
ǫD

ekd − ǫD
cosh kz cosh kz′ +

ǫD
ekd + ǫD

sinh kz sinh kz′
)
(4.122)
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où z et z′ désignent la position dans la direction perpendiculaire aux deux interfaces
relativement au centre de la double couche.

En introduisant l’interaction de self-image (interaction entre un ion et ses propres
images), l’énergie potentielle totale due aux images est décomposée en deux termes

1

2

N∑

i,j=1

uIij(χ, z, z
′) =

N∑

i>j=1

uIij(χ, z, z
′) +

1

2

N∑

i=j=1

uIii(0, z, z) (4.123)

Le deuxième terme à droite de l’équation (4.123) représente l’énergie totale de
self-image, le potentiel de self-image agissant sur l’ion i situé à z étant

vIi(z) =
1

2
uIii(0, z, z) (4.124)

Ces interactions supplémentaires vont changer la distribution des ions dans l’es-
pace. Ce problème sera résolu avec la procédure présentée au §4.3.3 par la méthode
HNC en incorporant au potentiel d’interaction le potentiel dû aux images.

Les résultats pour le profil des ions dans le cas où il n’y a que des contre-ions
monovalents sont présentés dans la Fig. 4.17 avec ou sans effet d’images pour une
charge surfacique très petite σ = −0.01C.m−2 en imposant les permittivités ǫf = 80
et ǫs = 5. On voit une grande différence de profil entre les deux cas. Les effets
d’images changent énormément le profil des cations qui s’inverse. Au voisinage des
parois, les cations sont poussés vers le centre de la double couche par leurs images
(de charge de même signe puisque ǫD > 1) localisées dans le solide. Ce phénomène
a été aussi observé par Kjellander-Marčelja [25].
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Figure 4.17 – Profil du cation dans le cas où il n’y a que des contre-ions, σ =
−0.01C.m−2.

Pour une charge surfacique plus élevée σ = −0.1C.m−2, les effets d’image jouent
un rôle moins important sur le profil des cations mais le phénomène, comme dans le
cas précédent, est néanmoins observé sur la Fig. 4.18.
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Figure 4.18 – Profil du cation dans le cas de contre-ion, σ = −0.1C.m−2.

Équilibre mécanique
On s’intéresse maintenant à la mécanique du problème et nous cherchons, une fois

la distribution ionique connue, quel est l’impact des effets d’images sur la pression
du fluide.

Nous reprenons alors les relations (3.42) pour le potentiel d’interaction Uij(r, r′)
et (3.43) pour le potentiel extérieur Vi(r) développées pour le cas sans images qui
maintenant s’écrivent

Uij(r, r
′) = uhsij (|r− r′|) + uCij(|r− r′|) + uIij(r, r

′) (4.125)

Vi(r) = vhsi (r) + qi ψs(r) + vIi(r) (4.126)

Remarquons que le potentiel électrique ψs(r) induit par les charges surfaciques sur
l’interface comprend également les charges images de l’interface. Enfin, le terme vIi(r)
est le terme de self-image introduit par la relation (4.124).

Vu que le potentiel d’images uIij(r, r
′) dépend non seulement de la distance |r−r′|

entre deux ions mais aussi des positions des ions relativement au solide, uIij n’a pas
le même comportement que le potentiel de Coulomb uCij. En particulier, comme
nous l’avons déjà mentionné, en général ∇ru

I
ij(r, r

′) 6= −∇r′u
I
ij(r, r

′). Le principe
de l’action-réaction ne s’applique donc pas au potentiel d’images uIij : la force sur
l’ion i due au potentiel d’images uIij n’est pas l’opposée de celle appliquée sur l’ion
j due au potentiel uIji = uIij au contraire de ce qui est le cas pour le potentiel de
Coulomb uCij. Par conséquent, ces interactions dues aux images ne peuvent pas être
mises dans un tenseur des contraintes de Cauchy. Les forces causées par les images
doivent donc, de notre point de vue, être considérées comme des forces extérieures.
Cette manière de voir est confortée par le fait qu’elles sont dues aux charges images
localisées à l’extérieur de la double couche et trouvent leur origine dans la valeur de
la permittivité de la phase solide.

En suivant la démarche du chapitre 3, à partir de l’équation (3.38) avec le po-
tentiel Uij(r, r′) donné maintenant par (4.125) et en ajoutant la force de self-images
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à Vi(r) , l’équilibre mécanique est donné par

− ∇pw +∇ · σK +∇ · σV

−
∑

i,j

∫
dr′ ρ

(2)
ij (r, r

′)∇Uij(r, r
′)−

∑

i

ρi(r)∇vIi(r) = 0 (4.127)

où Uij = uhsij + uCij + uIij et le terme −∑i ρi(r)∇vIi(r) représente la force due aux
self-images.

De même qu’au chapitre 3, nous introduisons les tenseurs des contraintes de
Cauchy σel, σcore, σhs

V et le tenseur de Maxwell τM :

− ∇pw +∇ · σK +∇ · σel +∇ · σcore +∇ · τM +∇ · σhs
V

−
∑

i,j

ρi(r)

∫
dr′ ρj(r

′)hij(r, r
′)∇uIij(r, r

′)−
∑

i

ρi(r)∇vIi(r) = 0 (4.128)

Soit encore en faisant apparaître la pression de disjonction

∇ · (−pbI−Πd)

−
∑

i,j

ρi(r)

∫
dr′ ρj(r

′)hij(r, r
′)∇uIij(r, r

′)−
∑

i

ρi(r)∇vIi(r) = 0 (4.129)

On peut montrer facilement que la contribution de uIij ne joue aucun rôle dans
le tenseur de Maxwell grâce à sa moyenne nulle entre deux parois. Les deux derniers
termes dans l’équation précédente représentent les forces extérieures causées par les
interactions ion-image et les self-images qui ne jouent aucun rôle dans la pression du
fluide σf (notre point de vue est différent de celui de Kjellander-Marčelja [25] et de
Wernersson-Kjellander [60] qui incorporent les forces d’images dans la pression du
fluide).

Appliquons l’analyse précédente au cas du milieu stratifié fait de la double couche
(z = ±H) comprise entre deux milieux solides semi-infinis. L’intégration de la rela-
tion (4.129) (voir la justification des calculs dans l’appendice A.2), fait apparaître
l’intégrale des deux termes de forces volumiques d’image

fIel(z) =
∑

i,j

∫ δ

z

dz′ρi(z
′)

∫ z

−δ

dz′′ρj(z
′′)

×
∫ +∞

0

2π χ dχhij(z
′, z′′, χ)

∂uIij(z
′, z′′, χ)

∂z′

fIself(z) =
∑

i

∫ z

−δ

ρi(z
′)
∂vIi(z

′)

∂z′
dz′ (4.130)

où −δ ≤ z ≤ δ, δ = H − d/2, 2H est la distance de séparation.
L’intégration de l’équation (4.129) appliquée à l’arrangement stratifié permet

d’écrire l’équilibre mécanique sous la forme

− pbn− (Πd)zz(z) + fIel(z) + fIself(z) = constante (4.131)
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La vérification de l’équilibre mécanique (4.131) pour le cas d’une double couche
comprise entre deux milieux solides semi-infinis fournit un test de la qualité du mo-
dèle HNC. Les Fig. 4.19 et 4.20 correspondent aux profils de concentration donnés
sur les Fig. 4.17 et 4.18. Les différentes composantes de l’équation d’équilibre mé-
canique (4.131) sont représentées. La composante σI

el est quasi-nulle. En revanche,
la compétition entre la pression de disjonction Πd et la force de self-image fIself per-
met de vérifier de manière satisfaisante l’équilibre mécanique dans le cas d’un faible
charge de surface (Fig. 4.19) : la courbe bleue représentative du membre de gauche
de l’équation (4.131) est sensiblement uniforme entre les parois solides. Pour une
charge du solide plus grande (Fig. 4.20), le résultat est moins probant. Dans ce cas,
la concentration des contre-ions au voisinage des interfaces est élevée augmentant
ainsi les effets de corrélations et les effets d’images. Le modèle HNC semble moins
performant dans ce cas.
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Figure 4.19 – Équilibre mécanique dans le cas de contre-ion monovalent, 2H/d = 2,
σ = −0.01C.m−2.
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Figure 4.20 – Équilibre mécanique dans le cas de contre-ion monovalent, 2H/d = 2,
σ = −0.1C.m−2.



Chapitre 5

Modèle à trois échelles -
Simulation d’une barrière

L
’argile gonflante est vue comme un milieu à trois échelles séparées : nano (avec
la coordonnée z), micro (coordonnée y) et macro-échelle (coordonnée x) (fi-

gure 5.1). À l’échelle nanoscopique, le système est composé d’une phase solide et
d’une phase fluide et leur comportement peut être obtenu précisément en utilisant
les modèles à deux échelles (Chapitre 3). La méthode HNC présentée au chapitre 4
sera utilisée pour résoudre le problème à la nanoéchelle (dans le cas sans images).
Du côté de la mécanique, comme dans le modèle à deux échelles du chapitre 3, la
pression de disjonction est obtenue en utilisant la démarche proposée par Irving-
Kirkwood [22]. À l’échelle microscopique, le milieu est constitué d’une phase “blocs”
notée “s” et d’une phase “fissures” notée “f ”. Dans les fissures, le fluide sera supposé
en équilibre électrique local (l’électroneutralité est vérifiée localement) et les ions
présents dans la phase fluide se déplacent par convection et diffusion. Le milieu sera
supposé spatialement périodique à l’échelle microscopique et le problème sera résolu
par homogénéisation périodique en utilisant une approche de type double porosité.
Cette procédure nous permet d’obtenir les lois constitutives macroscopiques pour la
pression de gonflement et le problème de transport à partir des propriétés microsco-
piques liées aux effets électro-chimio-mécaniques. Le retrait-gonflement des argiles
sera expliqué clairement par le phénomène d’adsorption des ions par les agrégats
argileux (blocs).

Du point de vue des applications, connaître le mouvement des substances pol-
luantes dans les argiles expansibles est important pour prévenir la contamination
des nappes phréatiques. Le modèle à double porosité est appliqué pour simuler nu-
mériquement le transport de trois constituants Na+, Ca2+ et Cl− dans les fissures de
l’argile gonflante couplé au problème mécanique. Les résultats numériques illustrent
l’importance des effets électro-chimio-mécaniques à la nanoéchelle sur les propriétés
macroscopiques.

113
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Figure 5.1 – Argile gonflante vue comme un milieu à trois échelles

5.1 Modèle microscopique

Cette section présente un modèle électro-chimio-hydro-mécanique microscopique
couplant l’écoulement du fluide, la diffusion des ions et la déformation des agrégats
argileux (blocs) en écrivant les équations de transport et de l’équilibre mécanique à
l’échelle microscopique dans les blocs et dans les fissures. À cette échelle, les agrégats
sont décrits comme un milieu poreux saturé déjà homogénéisé de porosité φ composé
à l’échelle nanoscopique de deux phases : les particules argileuses chargées supposées
incompressibles et une solution d’électrolytes contenant l’eau et trois types d’ions
Na+, Ca2+ et Cl−.

5.1.1 Équilibre mécanique

Équations pour les blocs

Le principe de Terzaghi modifié dans les blocs permet d’écrire le tenseur des
contraintes totales sous la forme [43, 46]

σt = −pb I+CE(u)−Πd dans Ωs (5.1)

où pb est la pression du bulk (fluide extérieur en équilibre thermodynamique avec
les blocs), I le tenseur d’identité, σe = CE(u) le tenseur des contraintes de contact
entre les particules argileuses où C désigne le tenseur élastique (tenseur du quatrième
ordre) des blocs, u le vecteur déplacement et E(u) le tenseur gradient symétrique
du déplacement du solide, E(u) = 1/2(∇u+∇uT ).

Πd est la pression de disjonction évaluée à la nanoéchelle étudiée au chapitre 3.
Dans la décomposition précédente du tenseur des contraintes totales des blocs, la
pression de disjonction Πd représente les effets électro-chimiques au sein des blocs.



5.1. Modèle microscopique 115

Équations pour les fissures

Dans les fissures, le tenseur des contraintes totales est donné simplement par

σf = −PfI dans Ωf (5.2)

où Pf désigne la pression du liquide dans les fissures.

Équilibre mécanique

L’équilibre mécanique dans les blocs et les fissures impose la nullité de la diver-
gence du tenseur des contraintes :

∇ · σt = 0 dans Ωs
∇ · σf = 0 dans Ωf

(5.3)

Conditions à l’interface

À l’interface blocs-fissures, la continuité des contraintes normales s’écrit :

σtnfs = σfnfs (5.4)

où nfs est la normale à l’interface (orientée des fissures vers les blocs). Notons qu’à
l’interface, on a

Pf = pb (5.5)

conduisant à −σfn · n = Pf = pb.

5.1.2 Transport des ions

Transport des ions dans les fissures

Les équations de transport pour les trois composantes Ca2+, Na+, Cl− vont être
écrites dans les fissures. La concentration du constituant i dans les fissures est notée
Cf
i . A la différence des blocs, dans les fissures l’électroneutralité est supposée vérifiée

en chaque point :

Cf
Na+ + 2Cf

Ca2+ = Cf
Cl− (5.6)

Les équations de transport s’écrivent :

∂Cf
i

∂t
+∇ · Jfi = 0 dans Ωf (5.7)

où J
f
i désigne le vecteur densité de flux molaire total du constituant i dans les fissures

(i ∈ {Na+,Ca2+,Cl−}) et t le temps.
Le vecteur densité de flux molaire du constituant i dans les fissures J

f
i est la

somme d’un terme de convection et d’un terme de diffusion donné par l’équation de
Nernst-Planck

J
f
i = Cf

i Vf + J
fd
i (5.8)

J
fd
i = −Di

(
∇Cf

i +
Fzi
RT

Cf
i ∇ψ

)
(5.9)
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où Vf est la vitesse de mouvement du fluide, ψ le potentiel électrique, F la constante
de Faraday, zi la valence de l’ion i, R la constante des gaz parfaits, T la tem-
pérature absolue et Di le coefficient de diffusion supposé constant de l’ion i (où
i ∈
{
Na+,Ca2+,Cl−

}
).

Le courant électrique dans les fissures est déterminé par

If = F
∑

zi J
fd
i (5.10)

La condition d’électroneutralité (5.6) impose en sommant les équations de trans-
port (5.7) multipliée par les valences zi que

∇ · If = 0 (5.11)

Conservation de la masse dans les blocs

Dans les blocs, le transport des ions s’écrit :

∂ (φCi)

∂t
+∇ · ji = 0 dans Ωs (5.12)

où φ désigne la porosité du bloc, ji le vecteur densité de flux molaire total du
constituant i dans les blocs (i ∈ {Na+,Ca2+,Cl−}) et t le temps. Ci = 〈ci〉lz désigne
la concentration molaire moyenne du constituant i de la phase liquide dans les blocs
à la nanoéchelle où ci est la concentration locale du constituant i. Ci peut être
relié à la concentration du bulk cbi (le bulk est la solution électrolytique en équilibre
thermodynamique où l’électroneutralité est vérifiée localement) par un coefficient de
partage Gi

Ci = Gic
b
i (5.13)

La concentration du bulk équivalent cbi est introduite car c’est la concentration
qui varie lentement à l’intérieur des blocs au contraire de la concentration locale ci
dans la phase fluide des blocs qui varie rapidement à l’échelle des pores [41, 42, 43].
Le coefficient Gi est le facteur par lequel il faut multiplier la concentration du bulk
équivalent cbi pour obtenir la concentration moyenne dans les pores du bloc. Les Gi

sont calculés à la nanoéchelle en appliquant soit un modèle continu de type Poisson-
Boltzmann soit une des méthodes plus précises issues de la mécanique statistique
(DFT, HNC, . . . ).

Le transport dans les blocs est causé par la convection et la diffusion. Si vD est la
vitesse de Darcy de la solution d’électrolytes relativement à la vitesse de déplacement
∂u/∂t de la phase solide et jdi est la densité de flux de diffusion du composant i dans
le bloc, le vecteur densité de flux molaire se décompose en trois termes différents
[46]

ji = cbi vD + φGi c
b
i

∂u

∂t
+ jdi (5.14)

Le premier terme du membre de droite de l’équation (5.14) est le terme de convec-
tion relativement à la vitesse de Darcy dans le bloc ; le deuxième terme désigne le
mouvement du solide et le dernier terme représente la diffusion.
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La vitesse de Darcy vD doit satisfaire la conservation de la masse de la phase
liquide supposée incompressible

∇ · vD +∇ · ∂u
∂t

= 0 (5.15)

Les équations de transport dans les blocs deviennent

∂
(
φGic

b
i

)

∂t
+∇ ·

(
cbi vD + φGi c

b
i

∂u

∂t
+ jdi

)
= 0 dans Ωs (5.16)

On introduit le courant électrique dans les blocs

Ie = F
∑

zi j
d
i dans Ωs (5.17)

En faisant la somme des équations de transport (5.12) préalablement multipliées
par les valences zi, on obtient

∂ [φ
∑

(ziCi)]

∂t
+

1

F
∇ · Ie +∇ ·

[
vD
∑

(zic
b
i)
]
+∇ ·

[
φ
∂u

∂t

∑
(ziCi)

]
= 0 (5.18)

Montrons enfin que la divergence du courant électrique est nulle. L’électroneu-
tralité globale du système solide plus fluide permet d’écrire

(1− φ)cs + F φ
∑

(ziCi) = 0 (5.19)

où cs désigne la charge de la phase solide par unité de volume du solide (cs =
1/|Vs|

∫
Γfs

σ dΓ où Vs est le volume de phase solide et Γfs la surface des interfaces
fluide-solide où sont supposées localisées les charges électriques avec une densité
surfacique σ). La phase solide des blocs étant incompressible, cs est constant.

La conservation de la masse de la phase solide est donnée par

∂

∂t
(1− φ) +∇ ·

[
(1− φ)

∂u

∂t

]
= 0 (5.20)

En utilisant (5.19) et (5.20) avec cs constant, on déduit facilement que

∂ [φ
∑

(ziCi)]

∂t
+∇ ·

[
φ
∂u

∂t

∑
(ziCi)

]
= 0 (5.21)

La troisième terme de l’équation (5.18) est aussi nul du fait de l’électroneutralité
du bulk. La divergence du courant électrique dans les blocs est donc nulle, soit

∇ · Ie = 0 (5.22)

Une démonstration plus précise de la relation (5.22) dans le contexte de l’homo-
généisation du problème nanoscopique est fournie dans la référence [46].
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Interface blocs/fissures

A l’interface fissures-blocs Γfs, il faut écrire à la fois la continuité des concentra-
tions de bulk équivalent et des densités de flux molaire normales. Comme dans les
fissures, la concentration Cf

i est la concentration du bulk, il vient

cbi = Cf
i (5.23)(

ji − φGi c
b
i

∂u

∂t

)
· nfs =

(
J
f
i − Cf

i

∂u

∂t

)
· nfs (5.24)

où nfs est la normale à l’interface orientée des fissures vers les blocs. En désignant

par Vfs = Vf−
∂u

∂t
la vitesse du liquide dans les fissures par rapport au mouvement

du solide, la continuité de la densité normale de flux de liquide sur Γfs s’écrit

vD · nfs = Vfs · nfs (5.25)

Compte tenu des relations de définition des densités de flux totaux (5.8) et (5.14),
de la continuité à l’interface des concentrations (5.23) et de la densité de flux nor-
male de la phase liquide (5.25), la relation (5.24) peut être simplifiée pour exprimer
simplement la continuité des densités normales de flux diffusif

jdi · nfs = J
fd
i · nfs (5.26)

La continuité des densités normales de flux diffusif conduit à la continuité du
courant électrique

Ie · nfs = If · nfs (5.27)

5.2 Homogénéisation

Pour passer de l’échelle microscopique à l’échelle macroscopique en suivant le
schéma classique proposé par [3, 49], nous supposons que le milieu est une structure
spatialement périodique constituée de blocs et de fissures. Deux échelles de longueur
sont introduites : une échelle microscopique ℓ caractéristique de la taille des blocs
ou des fissures et une échelle macroscopique L correspondant à la taille du milieu
à l’échelle macroscopique. Le rapport de ces deux échelles de longueur ε ≡ ℓ/L
est un petit paramètre (voir Fig. 5.2). Deux systèmes de coordonnées, x à l’échelle
macroscopique et y à l’échelle microscopique, sont introduits pour repérer la position
spatiale d’un point. En invoquant un principe de séparation des échelles, ces deux
systèmes de coordonnées sont indépendants. Le problème est alors de rechercher le
comportement asymptotique de la solution quand ǫ→ 0.

Le domaine spatialement périodique est composé de cellules-unités de forme pa-
rallélépipédique, Y ǫ, congruentes à une cellule standard Y , formée par l’union des
domaines Yf et Ys occupés respectivement par les fissures et les blocs. La frontière
d’une phase dans la cellule-unité est composée des interfaces fissures-blocs ∂Yfs et
des surfaces d’entrée-sortie de la cellule ∂Yfe pour les fissures et ∂Yse pour les blocs
où seront appliquées des conditions de périodicité aux points se correspondant par
périodicité spatiale.
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Les équations microscopiques sont mises sous forme adimensionnelle. En choisis-
sant l’échelle de longueur macroscopique L pour normaliser les échelles de longueur,
il vient

∇ = ∇x +
1

ε
∇y (5.28)

où le paramètre ε n’a qu’une signification formelle pour indiquer l’ordre de grandeur
des différents termes.

Chaque fonction νε va être développée formellement en série de Taylor en fonction
du petit paramètre ε :

νε = ν0 + ε ν1 + ε2 ν2 + · · · (5.29)

Figure 5.2 – Homogénéisation périodique : (a) Échelle macroscopique. (b) Échelle
microscopique : période spatiale Y .

5.2.1 Homogénéisation pour le problème mécanique

En utilisant les équations (5.1) et (5.3), les différents ordres de perturbation pour
les blocs sont dans Ys

O (ε−2) : ∇y · (CEy(u
0)) = 0

O (ε−1) : ∇y · σ0
t = 0

O (ε0) : ∇x · σ0
t +∇y · σ1

t = 0
σ0
t = −p0b I+ σ0

e −Π0
d

σ0
e = C [Ex(u

0) + Ey(u
1)]

(5.30)

Dans les fissures Yf , on obtient

O (ε−1) : ∇y · σ0
f = −∇yP

0
f = 0

O (ε0) : ∇x · σ0
f +∇y · σ1

f = 0
σ0
f = −P 0

f I

(5.31)
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Les conditions limites à l’interface blocs-fissures ∂Yfs s’écrivent

CEy(u
0)n = 0

(σ0
e −Π0

d)n = 0

(σ1
t − σ1

f)n = 0

p0b = P 0
f (5.32)

À partir des équations (5.30a) et (5.32a) pour le déplacement u0 et à partir
de l’équation (5.31a) pour la pression des fissures P 0

f , on déduit que u0(x,y, t) =
u0(x, t) et P 0

f (x,y, t) = P 0
f (x, t) sont des variables lentes macroscopiques (ne variant

spatialement qu’avec x).
En moyennant les équations (5.30c) et (5.31b) sur une cellule-unité Y et en

utilisant la condition limite (5.32c) avec les lois constitutives (5.30d) et (5.31c),
l’équilibre mécanique de la cellule-unité s’écrit

∇x · 〈σ0
t 〉y = ∇x · 〈σ0

e〉y −∇x · 〈p0b〉y −∇x · 〈Π0
d〉y

= −∇y · 〈σ1
t 〉y = − 1

|Y |

∫

Ys

∇y · σ1
tdY

= − 1

|Y |

∫

∂Yfs

σ1
t nsf dΓ =

1

|Y |

∫

∂Yfs

σ1
f nfs dΓ

=
1

|Y |

∫

Yf

∇y · σ1
fdY

=
1

|Y |

∫

Yf

∇xP
0
f dY

= 〈∇xP
0
f 〉y = ∇x

(
nf P

0
f

)
(5.33)

où nf = |Yf |/|Y | est la fraction volumique de la phase fluide.
En définissant le tenseur des contraintes totales à l’ordre O(ε0)

σ0
T = CEx(u

0) +C
〈
Ey(u

1)
〉
y
−
〈
Π0
d

〉
y
−
(〈
p0b
〉
y
+ nf P

0
f

)
I (5.34)

À partir de (5.33), l’équation d’équilibre mécanique moyenne est donnée par

∇x · σ0
T = ∇x ·

[
〈σ0

e〉y − 〈Π0
d〉y −

(
〈p0b〉y + nf P

0
f

)
I
]
= 0 (5.35)

Le problème en u1, en utilisant les équations dans les blocs (5.30b), (5.30d) et la
condition limite (5.32b), est donné par

∇y · (CEy(u
1))−∇yp

0
b −∇y ·Π0

d = 0 dans Ys
C [Ex(u

0) + Ey(u
1)]nfs = Π0

d nfs sur ∂Yfs
(5.36)

Pour résoudre le problème (5.36) couplant linéairement les effets mécaniques et
électrochimiques, le champ de déplacement u1 va être décomposé en la somme d’une
composante purement expansive u1

π représentant la transmission de la pression de
gonflement Π0

d entre les blocs adjacents et une composante poroélastique u1
pe =

u1 − u1
π :

∇y · [C Ey(u
1
π)]−∇y ·Π0

d = 0 dans Ys[
C Ey(u

1
π)−Π0

d

]
nfs = 0 sur ∂Yfs

(5.37)
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et

∇y ·
[
C Ey(u

1
pe)
]
−∇yp

0
b = 0 dans Ys

C
[
Ex(u

0) + Ey(u
1
pe)
]
nfs = 0 sur ∂Yfs

(5.38)

Le dernier problème peut à son tour être décomposé en deux problèmes u1
pe =

u1
p+u1

e. En posant P 0 = p0b(x,y, t)−P 0
f (x, t) désignant la différence entre la pression

du bulk et la pression de la phase fluide à la fissure, (P 0 = 0 sur ∂Yfs à partir de
(5.32(d)), le problème en u1

p relatif à la non-uniformité de la pression du bulk dans
les blocs s’écrit

∇y ·
[
C Ey(u

1
p)
]
−∇yP

0 = 0 dans Ys
CEy(u

1
p)nfs = 0 sur ∂Yfs

(5.39)

et u1
e est le problème canonique pour définir le tenseur élastique du milieu formé des

blocs de tenseur élastique C et des fissures vides (milieu drainé)

∇y · [C Ey(u
1
e)] = 0 dans Ys

C [Ex(u
0) + Ey(u

1
e)]nfs = 0 sur ∂Yfs

(5.40)

La solution du problème (5.40) en u1
e est classique. Elle est donnée à un terme

additif près constant û(x, t) par

u1
e(x,y, t) = ξ(y) : Ex(u

0(x, t)) + û(x, t) (5.41)

où le tenseur du troisième ordre ξ doit satisfaire à

∇y · [CEy(ξ)] = 0 dans Ys
C (Ey(ξ) + I⊗ I) nfs = 0 sur ∂Yfs

(5.42)

Le problème (5.37) en u1
π est donné par :

∇y ·
[
CEy(u

1
π)
]

= ∇y ·Π0
d dans Ys (5.43)[

CEy(u
1
π)
]
nfs = Π0

d nfs sur ∂Yfs (5.44)

Le tenseur des contraintes totales macroscopique est réécrit comme

σ0
T = −

(
P 0
f +

〈
P 0
〉)

I+CeffEx(u
0) +

〈
CEy(u

1
p)
〉
−Π0

eff (5.45)

où le module élastique effectif est donné par Ceff = 〈C [I⊗ I+ Ey(ξ)]〉, la contrainte
de gonflement effective par Π0

eff =
〈
Π0
d −CEy(u

1
π)
〉

et u1
p est solution du problème

(5.39).
L’équation précédente (5.45) est la décomposition modifiée de Terzaghi à la ma-

croéchelle. Dans le cas où les blocs sont supposés en équilibre local p0b(x,y, t) ≡
P 0
f (x, t), P

0 ≡ 0 et u1
p ≡ 0. L’équation (5.45) s’écrit alors :

σ0
T = −P 0

f I+CeffEx(u
0)−Π0

eff (5.46)
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5.2.2 Homogénéisation pour le problème de transport

Blocs

∗ Transport des ions

L’approche double porosité consiste à ce que, du fait de la très faible taille des
pores à l’échelle nanoscopique, les propriétés de transport, c’est-à-dire les coefficients
de diffusion des ions et la perméabilité dans les blocs sont supposés a priori O (ε2)
fois plus petits que dans les fissures. Le premier ordre non nul pour les composantes
de la densité de flux molaire sont les termes O(ε) et donc v1

D et j1i . Les équations
dans les blocs (5.12) s’écrivent donc à l’ordre O(ε0) :

(
∂

∂t
φGi ci

)0

+∇x · j0i +∇y · j1i = 0 (5.47)

où

j0i = φ0G0
i c

b
i

0 ∂u0

∂t
(5.48)

j1i = cbi
0
v1
D +

(
φGi c

b
i

∂u

∂t

)1

+ jdi
1

(5.49)

Le courant électrique à l’ordre O(ε0) est nul (puisque jdi
0 ≡ 0). La conservation

de la charge s’écrit donc

∇y · I1e = 0 (5.50)

Deux moyennes peuvent être définies sur la cellule-unité pour une grandeur dé-
finie dans la partie α (α = {f, s}) :

〈 · 〉α ≡ 1

|Yα|

∫

Yα

· dYα (5.51)

〈 · 〉 ≡ 1

|Y |

∫

Yα

· dYα =
|Yα|
|Y | 〈 · 〉α = nα 〈 · 〉α (5.52)

où nα = |Yα|/|Y | est la fraction volumique de la phase α.
La moyenne à l’échelle y pour une grandeur vectorielle jα définie dans la phase

α est donnée en appliquant le théorème de la divergence par

〈∇x · j0α +∇y · j1α〉y ≡ ∇x · 〈j0α〉y +
1

|Y |

∫

∂Yfs

j1α · n dΓ (5.53)

Pour la dérivée en temps, les interfaces blocs-fissures se déplaçant à la vitesse w,
l’application classique du théorème du transport conduit à

∂

∂t

(∫

Yα(t)

ψα dV

)
=

∫

Yα

∂ψα
∂t

dV +

∫

∂Yα

ψαw · nα dΓ (5.54)
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A l’ordre O (ε0), la cellule-unité Y subit une simple translation u0(x, t) et son volume
|Y | reste constant. En utilisant la périodicité sur les entrées-sorties ∂Yαe de la cellule-
unité, il vient :

〈(
∂ψα
∂t

)0
〉

=
∂
〈
ψα

0
〉

∂t
− 1

|Y |

∫

∂Yfs

(ψαw)1 · nα dΓ (5.55)

en notant le décalage d’un ordre de grandeur dans l’intégrale du dernier terme dû
au fait que |Y |/ (|∂Yfs|L) ≃ O(ε).

En combinant les relations (5.53) et (5.55), la moyenne de l’équation de conser-
vation

∂ψα
∂t

+∇ · jα = 0 (5.56)

s’écrit
〈(

∂ψα
∂t

)0

+∇x · j0α +∇y · j1α

〉

y

=
∂
〈
ψα

0
〉
y

∂t
+∇x · 〈j0α〉y

+
1

|Y |

∫

∂Yfs

[
j1α − (ψαw)1

]
· nα dΓ = 0 (5.57)

Soit avec α = s, ψα = φGi c
b
i , jα = ji avec j1i donné par (5.49) et w = ∂u/∂t, la

moyenne sur la cellule-unité Y de l’équation de transport (5.47) est donnée par

∂

∂t

[
(1− n0

f)
〈
φ0G0

i c
b
i

0
〉s]

+ ∇x · 〈j0i 〉y

+
1

|Y |

∫

∂Yfs

(
cbi

0
v1
D + jdi

1
)
· nsf dΓ = 0 (5.58)

avec 〈j0i 〉y = 〈φ0G0
i c

b
i
0〉y

∂u0

∂t

∗ Bilan de masse pour la phase fluide des blocs

La conservation de la masse pour la phase fluide des blocs a été obtenue par
Murad et Moyne [46]. Nous rappelons ici l’équation qui donne l’évolution temporelle
de n0

f

∂n0
f

∂t
= (1− n0

f )∇ · ∂u
0

∂t
−
〈

1

1− φ0

∂φ0

∂t

〉
(5.59)

Fissures

∗ Equations à l’ordre O(ε−2)

A l’ordre O(ε−2), le membre temporel des équations (5.7) et le terme de vitesse
vont disparaître en ayant considéré que le nombre de Péclet dans les fissures Pef =
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(Vf)ref L/Di = O(1). On obtient alors les trois équations pour i ∈ {Na+,Ca2+,Cl−}
où zi est la valence de l’ion i (zNa+ = 1, zCa2+ = 2, zCl− = −1) :

∇y ·
[
Di

(
∇yC

f
i

0
+ zi C

f
i

0
∇yψ̄

0
)]

= 0 (5.60)

où l’on a noté ψ̄ = F ψ/(RT ).
Les densités de flux molaire dans les blocs étant nulles à l’ordre O (ε−1), les

conditions aux interfaces, dont on notera qu’elles sont à l’ordre O(ε−1), s’écrivent :

Di

(
∇yC

f
i

0
+ zi C

f
i

0
∇yψ̄0

)
· nfs = 0 sur ∂Yfs (5.61)

Sur ∂Yfe sont appliquées des conditions de périodicité : égalité des concentrations
et des densités de flux molaire normales.

Avec l’électroneutralité vérifiée localement à tous les ordres et avec les coefficients
de diffusion Di constants, en faisant la somme des équations (5.60) et (5.61) préa-
lablement divisées par Di, il est immédiat de vérifier que la solution à l’ordre O(ε0)

pour Cf
i

0
et ψ0 est donnée par :

Cf
i

0
(x,y, t) = Cf

i

0
(x, t) pour i ∈ {Na+,Ca2+,Cl−} (5.62)

ψ0(x,y, t) = ψ0(x, t) (5.63)

On voit que les variables Cf
i

0
et ψ0 sont des variables macroscopiques qui ne

dépendent que de x. Ce sont des variables lentes.

∗ Equations à l’ordre O(ε−1)

A l’ordre O(ε−1), les équations s’écrivent :

∇y ·
[
Di

(
∇yC

f
i

1
+ zi C

f
i

0
∇yψ̄

1
)]

= 0 i ∈ {Na+,Ca2+,Cl−} (5.64)

Sur l’interface ∂Yfs, en l’absence de charge de surface et les densités de flux molaires
et de phase liquide dans les blocs étant nulles à l’ordre O(ε0), les conditions aux
interfaces s’écrivent :

−Di

[(
∇yC

f
i

1
+∇xC

f
i

0
)
+ zi C

f
i

0 (
∇yψ̄

1 +∇xψ̄
0
)]

· nfs = 0 sur ∂Yfs (5.65)

et sur les entrées-sorties de la cellule ∂Yfe, ψ̄1 et Cf
i

1
vérifient des conditions de

périodicité.
Grâce à la condition d’électroneutralité écrite aux ordres O(ε0) et O(ε1), en sup-

posant les coefficients de diffusion Di constants, en commençant par faire la somme
des équations (5.64) préalablement divisées par Di, on obtient pour le potentiel
électrique :





∇
2
yψ̄

1 = 0 dans Yf(
∇yψ̄

1 +∇xψ̄
0
)
· nfs = 0 sur ∂Yfs

+ périodicité pour ψ̄1 sur ∂Yfe
(5.66)
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et pour les concentrations molaires :




∇
2
yC

f
i

1
= 0 dans Yf

Di

(
∇yC

f
i

1
+∇xC

f
i

0
)
· nfs = 0 sur ∂Yfs

+ périodicité pour Cf
i

1
sur ∂Yfe

(5.67)

Les problèmes respectivement en ψ̄1 et Cf
i

1
admettent respectivement des termes

sources en ∇xψ̄
0 et ∇xC

f
i

0
. Du fait de la linéarité du problème, la solution des

problèmes en ψ̄1 et Cf
i

1
est cherchée comme dépendant linéairement respectivement

des vecteurs ∇xψ̄
0
i et ∇xC

f
i

0
:

ψ̄1(x,y, t) = f(y) ·∇xψ̄
0 + ψ̂(x, t) (5.68)

Cf
i

1
(x,y, t) = f(y) ·∇xC

f
i

0
+ Ĉf(x, t) (5.69)

où f(y) est un vecteur dépendant de la position dans la cellule. Les solutions des
problèmes de cellule pour ψ̄1 et Cf

i

1
sont connues à une constante près ψ̂(x, t) et

Ĉi(x, t) qui dépendent de x et t.
f doit satisfaire au problème suivant :





∆yyf = 0 dans Yf
nfs · (∇yf + I) = 0 sur ∂Yfs
+ périodicité sur ∂Yfe

(5.70)

Le problème en f est le problème classique de fermeture permettant d’introduire
la tortuosité pour un transfert diffusif au sein de la phase fissures “f ” avec des
interfaces fissures/blocs imperméables.

∗ Equations à l’ordre O(ε0)

Les équations à l’ordre 0(ε0) s’écrivent :




∂Cf
i

0

∂t
+∇x ·

(
Cf
i

0
V0
f + J

fd
i

0
)
+∇y · Jfi

1
= 0

J
fd
i

0
= −Di

[(
∇xC

f
i

0
+∇yC

f
i

1
)
+ zi C

f
i

0 (
∇xψ̄

0 +∇yψ̄
1
)] (5.71)

Comme Cf
i

0
est une variable lente ne dépendant que de x, en faisant la moyenne

de l’équation (5.71) sur la cellule-unité et en exprimant ψ̄1 et Cf
i

1
à l’aide des rela-

tions (5.68) et (5.69), il vient :





∂

∂t

(
n0
f C

f
i

0
)
+∇x ·

(
Cf
i

0〈V0
f〉y + 〈Jfdi

0〉y
)

+
1

|Y |

∫

∂Yfs+∂Yfe

(
Cf
i

0
V1
fs + J

fd
i

1
)
· nfs dΓ = 0

JFDi
0
= 〈Jfdi

0〉y = −n0
f Di

(
I+ 〈∇yf〉f

) (
∇xC

f
i

0
+ zi C

f
i

0
∇xψ̄

0
)

(5.72)



126 Chapitre 5: Modèle à trois échelles - Simulation d’une barrière

En utilisant les conditions de périodicité pour Jfi
1

sur ∂Yfe, les conditions de pas-
sage (5.24), (5.25) et (5.26) sur ∂Yfs et la relation (5.58), l’équation (5.72) devient :

∂

∂t

[
n0
fC

f
i

0
+ (1− n0

f )〈φ0G0
i c

b
i

0〉s
]
+∇x ·

[
Cf
i

0〈V0
f〉y + 〈j0i 〉y

]
=

∇x ·
[
n0
f Di

(
I+ 〈∇yf〉f

) (
∇xC

f
i

0
+ zi C

f
i

0
∇xψ̄

0
)]

(5.73)

L’équation (5.73) a la forme d’une équation de transport classique dans le fluide
au niveau macroscopique en posant que Di = n0

f Di

(
I+ 〈∇yf〉f

)
et avec, pour le

terme en temps, une partie (1−n0
f )〈φ0G0

i c
b
i
0〉s correspondant aux ions stockés dans

les blocs.
Le transport dans les fissures est couplé avec le transport dans les blocs unique-

ment par ce terme d’échange. Ce terme devrait être obtenu en résolvant en chaque
point du milieu le problème dans les blocs en imposant à l’interface blocs-fissures la
concentration des fissures.

Pour éviter cette résolution à deux échelles, une hypothèse souvent faite est de
supposer que les blocs sont en équilibre instantané avec les fissures, c’est-à-dire que
la concentration des blocs cbi

0 est localement uniforme et égale à celle des fissures
Cf
i

0
. Dans ce modèle dit de quasi-équilibre, l’équation (5.73) devient

∂

∂t

[(
n0
f + (1− n0

f)〈φ0G0
i 〉s
)
Cf
i

0
]
+∇x ·

[
Cf
i

0〈V0
f〉y + 〈j0i 〉y

]
= −∇x · JFDi

0
(5.74)

En introduisant le coefficient de retard Ri = n0
f +(1−n0

f )〈φ0G0
i 〉s pour le consti-

tuant i, l’équation (5.74) devient

∂

∂t

[
RiC

f
i

0
]
+∇x ·

[
Cf
i

0〈V0
f〉y + 〈j0i 〉y

]
= −∇x · JFDi

0
(5.75)

Enfin, pour exprimer le terme 〈V0
f〉y, on réintroduit la vitesse de l’interface so-

lide/liquide V0
fs = V0

f −
∂u0

∂t
avec la condition limite V0

fs · N = 0, et on définit

V0
DF := 〈V0

fs〉y.
L’équation (5.75) devient

∂

∂t

[
RiC

f
i

0
]
+∇x ·

[
Cf
i

0
V0
DF +

(
n0
fC

f
i

0
+ 〈φ0Gi

0Cf
i

0〉y
) ∂u0

∂t

]
= −∇x · JFDi

0
(5.76)

∗ Courant électrique

Montrons à partir des équations (5.76) que la divergence de la densité de courant
moyenne est bien nulle. Le courant électrique est donné par

I0f = F
∑

ziJ
fd
i

0
(5.77)

La conservation de la charge donnée par (5.11) à l’ordre O (ε0) s’écrit

∇x · I0f +∇y · If 1 = 0 (5.78)
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En utilisant le théorème de la divergence (5.53), l’équation macroscopique de
conservation de la charge à l’ordre O (ε0) s’écrit dans les fissures

∇x ·
〈
If

0
〉
y
= − 1

|Y |

∫

∂Yfs

I1f · nfsdΓ (5.79)

Définissons la densité de courant électrique dans les blocs par I0F = 〈If 0〉y. En
utilisant la condition limite (5.27) et la conservation de la charge dans les blocs
(5.50), il vient

∇x · I0F = ∇x ·
〈
I0f
〉
y
= − 1

|Y |

∫

∂Yfs

I1f · nfsdΓ

= − 1

|Y |

∫

∂Yfs

I1e · nfsdΓ = − 1

|Y |

∫

Ys

∇y · I1edY = 0 (5.80)

∗ Vitesse de Darcy

L’homogénéisation du problème d’écoulement à partir des équations de Stokes
pour obtenir la vitesse de Darcy modifiée V0

DF est traitée en détail dans la référence
[46]. Nous rappelons simplement ici le résultat

V0
DF := 〈V0

fs〉y = −KP∇xP
0
f −KC∇xC

0
f −KE∇xψ

0 (5.81)

Les problèmes de fermeture à résoudre pour calculer les coefficients pour KP ,
KC , KE sont donnés dans la référence [46]. Dans notre cas, nous ne considérons pas
de charge électrique de surface sur l’interface fissures/blocs et il n’y a pas de’effet
de glissement KC = KE = 0.

En plus, V0
DF doit satisfaire la conservation macroscopique totale de la masse

[46]

∇x ·V0
DF +∇x ·

∂u0

∂t
= 0 (5.82)

5.2.3 Résumé du modèle à trois échelles

On va récapituler la forme finale des équations macroscopique pour le modèle à
trois échelles.

Les équations macroscopiques sont données par




∇x · σ0
T = 0

σ0
T = −P 0

f I+CeffEx(u
0)−Π0

eff

∇x ·V0
DF = −∇x ·

∂u0

∂t
V0
DF = −KP∇xP

0
f

∂

∂t

[
RiC

f
i

0
]

= −∇x ·
[
Cf
i

0
V0
DF +

(
Cf
i

0
+ 〈φ0Gi

0Cf
i

0〉y
) ∂u0

∂t

]

−∇x · JFDi
0

Ri = n0
f + (1− n0

f)〈φ0G0
i 〉s

JFDi
0

= −Di

(
∇xC

f
i

0
+ zi C

f
i

0
∇xψ̄

0
)

∂n0
f

∂t
= (1− n0

f)∇ · ∂u
0

∂t
−
〈

1

1− φ0

∂φ0

∂t

〉

(5.83)
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où




Ceff = 〈C [I⊗ I+ Ey(ξ)]〉
Π0
eff =

〈
Π0
d −CEy(u

1
π)
〉

Di = nf Di

(
I+ 〈∇yf〉f

) (5.84)

et avec le problème dans les blocs

{
∇y · [C Ey(u

1
π)]−∇y ·Π0

d = 0 dansYs
∇y · [CEy(ξ)] = 0 dansYs

(5.85)

et avec le problème dans la phase fluide

{
∆yyf = 0 dansYf
+Problème pour déterminer KP [46]

(5.86)

et comme conditions limites




[
C Ey(u

1
π)−Π0

d

]
nfs = 0 sur ∂Yfs

C (Ey(ξ) + I⊗ I) nfs = 0 sur ∂Yfs
nfs · (∇yf + I) = 0 sur ∂Yfs

(5.87)

5.3 Simulation d’une barrière

On considère dans cette partie l’application du modèle de double porosité au
problème d’échange ionique dans un stockage de déchets. Une barrière d’argile gon-
flante supporte une charge uniforme P = 5.105Pa des déchets contenant des ions
Ca2+,Na+,Cl−. La microstructure du solide est supposée constituée de particules
argileuses parallèles (Fig. 5.3). Dans les blocs argileux, l’approximation HNC est uti-
lisée pour calculer les propriétés à la nanoéchelle pour la double couche électrique.
Les fissures constituent un bulk en équilibre avec les blocs argileux. L’expérience
consiste à remplacer des anions monovalents Na+ par des cations bivalents Ca2+ et
à observer le couplage mécanique dans le milieu. On considère que la diffusion des
ions est le seul mode de transport, la convection étant négligeable.

La barrière d’épaisseur 0.1m est considérée imperméable à la diffusion des ions à
sa surface inférieure. Une condition limite [Na+]b = 3.10−3M, [Ca2+]b = 10−4M est
imposée à la surface supérieure et les concentrations initiales uniformes en espace
sont : [Ca2+]b = 10−7M et [Na+]b = 3.10−3M indiquant un rôle dominant de Na+

dans l’équilibre mécanique initial du système. Quelles vont être les conséquences du
remplacement de Na+ par Ca2+ ?

5.3.1 Résolution du problème de transport

Le transport de chaque constituant dans le milieu (limité ici à la diffusion) est
régi par une équation de transport monodimensionnelle dépendant de la profondeur
x. À partir de l’équation (5.75), les équations de transport pour les trois constituants
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Figure 5.3 – Modèle de barrière avec l’échange ionique.

à la macroéchelle avec des blocs en quasi-équilibre avec les fissures sont données par

∂

∂t

(
RNa [Na

+]f
)

=
∂

∂x

[
DNa

(
∂[Na+]f
∂x

+ [Na+]f
∂ψ

∂x

)]

∂

∂t

(
RCa [Ca

2+]f
)

=
∂

∂x

[
DCa

(
∂Cf

Ca

∂x
+ 2 [Ca2+]f

∂ψ

∂x

)]

∂

∂t

(
RCl [Cl

−]f
)

=
∂

∂x

[
DCl

(
∂Cf

Cl

∂x
− [Cl−]f

∂ψ

∂x

)]
(5.88)

où ψ = Fψ/(RT ). Notons que les notations [Na+]f , [Ca2+]f et [Cl−]f représentent
ici les valeurs macroscopiques à l’ordre O (ε0) des concentrations des ions dans les
fissures (pour simplifier l’écriture, l’indice supérieur “0” a été supprimé).

L’électroneutralité est vérifiée localement dans les fissures :

[Na+]f + 2 [Ca2+]f = [Cl−]f (5.89)

Comme le courant électrique est nul dans le système Ie = F (JNa + 2JCa − JCl) =
0, le gradient de potentiel électrique est donné par

∂ψ

∂x
=

DCl −DNa

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f

∂[Na+]f
∂x

+
2DCl − 2DCa

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f

∂[Ca2+]f
∂x

(5.90)



130 Chapitre 5: Modèle à trois échelles - Simulation d’une barrière

La relation (5.90) permet d’éliminer le gradient de potentiel électrique ∂ψ/∂x
dans le système (5.88). On obtient alors deux équations pour [Na+]f et [Ca2+]f qui
sont résolues numériquement (la concentration [Cl−]f sera calculée facilement par
l’électroneutralité si les concentrations [Na+]f et [Ca2+]f sont connues) :

∂

∂t
(RNa[Na

+]f) =

∂

∂x

{
DNa

[(
1− [Na+]f (DNa −DCl)

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f

)
∂[Na+]f
∂x

− [Na+]f (2DCa − 2DCl)

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f

∂[Ca2+]f
∂x

]}
(5.91)

∂

∂t
(RCa[Ca

2+]f ) =

∂

∂x

{
DCa

[(
1− 4[Ca+]f (DCa −DCl)

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f

)
∂[Ca2+]f

∂x

− 2[Ca+]f(DNa −DCl)

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f

∂[Na+]f
∂x

]}
(5.92)

Les deux équations aux dérivées partielles sont résolues séparément par une mé-
thode de type volumes finis implicite en temps. Prenons l’exemple de l’équation
pour [Na+]f . L’espace est discrétisé à l’aide des points xi séparés par des pas d’es-
pace △xi = xi+1 − xi. tk désigne le temps k avec un pas de temps △t (t0 = 0
correspond à l’état initial). Pour calculer les concentrations des ions dans les fissures
[Na+]f au temps k + 1 en supposant l’information connue au temps k, l’équation
(5.91) est intégrée en temps de tk à tk+1 et en espace de xi−1/2 à xi+1/2 :

∫ tk+1

tk

∫ xi+1/2

xi−1/2

∂

∂t
(RNa[Na

+]f )dx dt =

∫ tk+1

tk

∫ xi+1/2

xi−1/2

∂

∂x

{
DNa

[
A
∂[Na+]f
∂x

+B
∂[Ca2+]f

∂x

]}
dx dt (5.93)

où

A = 1− [Na+]f (DNa −DCl)

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f

B = − [Na+]f (2DCa − 2DCl)

(DNa +DCl)[Na
+]f + (4DCa + 2DCl)[Ca

2+]f
(5.94)

En supposant que A et B sont connus et constants, l’équation (5.93) devient
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2

[(
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+]f
)k+1

i
−
(
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+]f
)k
i

]
=

DNa△t
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[(
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)k+1

i+1
−
(
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i
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(
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)k+1

i
−
(
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)k+1

i−1

△xi−1

]
+

B

[(
[Ca2+]f

)k+1

i+1
−
(
[Ca2+]f

)k+1

i

△xi
−
(
[Ca2+]f

)k+1

i
−
(
[Ca2+]f

)k+1

i−1

△xi−1

]}
(5.95)
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Les termes du membre de droite de l’équation précédente sont écrits au temps
k+1 et ne sont donc pas connus. En récrivant cette équation en mettant les inconnues(
[Na+]f

)k+1
dans le membre de gauche, on obtient

− 2DNa△tA
(△xi−1 +△xi−1)△xi

(
[Na+]f

)k+1

i−1
+

(
[RNa]

k+1
i +

2D△tA
△xi−1△xi

)(
[Na+]f

)k+1

i

− 2DNa△tA
(△xi−1 +△xi−1)△xi

(
[Na+]f

)k+1

i+1
= S (5.96)

où

S =
(
RNa[Na

+]f
)k
i

+
2DNa△tB

△xi−1 +△xi−1

[(
[Ca2+]f

)k+1

i+1
−
(
[Ca2+]f

)k+1

i

△xi

−
(
[Ca2+]f

)k+1

i
−
(
[Ca2+]f

)k+1

i−1

△xi−1

]
(5.97)

Pour résoudre l’équation (5.96), les valeurs de [Ca2+]f sont supposées initiale-
ment connues au temps k + 1. L’équation (5.96) est un système linéaire pour les
inconnues

(
[Na+]f

)k+1

i
avec une matrice tridiagonale. Ce système est résolu par une

méthode standard. Les itérations sont poursuivies jusqu’à convergence en [Na+]f .
La deuxième équation aux dérivées partielles pour [Ca2+]f est ensuite résolue par
la même méthode puis alternativement les problèmes en [Na+]f et [Ca2+]f jusqu’à
convergence.

Les valeurs des concentrations dans les fissures sont reliées aux valeurs dans les
blocs par les coefficients de retard Ri, les blocs étant en équilibre thermodynamique
avec les fissures. Ces coefficients sont calculés à partir des distributions ioniques
HNC à la nanoéchelle en utilisant les valeurs de [Na+]f et [Ca2+]f dans les fissures.

Équilibre mécanique

Une fois connues les concentrations [Na+]f et [Ca2+]f , l’équilibre mécanique

P = −Edu

dx
+Πd

(
φ, [Na+]f , [Ca

2+]f
)

(5.98)

permet de déterminer la porosité φ des blocs. La résolution à l’échelle nanoscopique
pour un système à trois types d’ions étant lourde, un tableau des valeurs des coeffi-
cients de retard Ri et de la pression de disjonction Πd en fonction des concentrations
ioniques est préalablement construit dans lequel des interpolations seront effectuées
au cours du calcul. E est le module d’Young qui traduit les contraintes dues aux
contacts bloc-bloc. Il sera pris nul dans ce cas.

5.3.2 Résultats à la nanoéchelle d’un arrangement stratifié

À la nanoéchelle, on considère un arrangement stratifié de particules d’argile
séparées par des doubles couches électriques (un électrolyte entre deux surfaces pa-
rallèles chargées avec une distance de séparation 2H) qui sera traité dans l’approxi-
mation HNC présentée au chapitre 4 et développée pour trois constituants Ca2+,Na+
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et Cl−. La méthode HNC anisotrope a prouvé son avantage pour calculer précisé-
ment aussi bien les propriétés thermodynamiques que les concentrations ioniques
ou la pression de disjonction en tenant en compte les effets de corrélation. Un test
de l’équilibre mécanique (voir chapitre 4) a permis de vérifier la bonne qualité du
modèle. Cet outil nous permet également d’analyser les mécanismes à l’échelle na-
noscopique du milieu.

Quelques résultats pour les profils ioniques sont fournis dans la Fig. 5.4 en com-
parant le modèle de Poisson-Boltzmann au modèle HNC dans le cas de trois types
d’ions Ca2+,Na+,Cl−, pour une distance de séparation 2H = 2d (où d = 4.25Å est
le diamètre d’un ion hydraté), pour une charge de surface σ = −0.1C.m−2 et pour
des concentrations dans le bulk [CaCl2]b = 10−4M et [NaCl]b = 10−3M. Dans le
bulk, bien que la concentration en NaCl soit 10 fois plus grande que celle en CaCl2,
dans la double couche Ca2+ domine Na+ et Cl−.

Ces effets peuvent être expliqués en revenant à la solution de Poisson-Boltzmann.
Les concentrations des ions dans la double couche électrique sont des fonctions du
potentiel électrique

[
Ca2+

]
= [Ca2+]b exp

(
−2Fψ

RT

)

[
Na+

]
= [Na+]b exp

(
−Fψ
RT

)
(5.99)

Le facteur 2 provenant de la valence dans l’équation de la concentration en Ca2+

explique le caractère dominant des ions Ca2+ vis-à-vis des ions Na+ dans la double
couche. Cette grande densité volumique d’ions Ca2+ expliquée par la distribution
de Boltzmann va conduire dans le cas non idéal où les effets de corrélation ioniques
sont pris en compte à augmenter ces effets entre les ions Ca2+ et entraîner des
conséquences importantes. Une petite variation de [Ca2+]b dans le bulk va changer
les distributions des ions dans l’espace interfoliaire et, par voie de conséquence,
modifier l’équilibre mécanique.

Pour comprendre la mécanique du modèle microscopique, la Fig. 5.5 donne la
porosité dans les blocs en fonction des concentrations des ions dans les fissures pour
une pression imposée P = 5.105Pa dans le cas du modèle HNC. Pour arriver à la
zone où le milieu gonfle beaucoup (zone rouge avec une grande valeur de la porosité),
la concentration [Ca2+]b doit être très faible. Par exemple, pour une concentration
[Na+]b = 3.10−3M dans les fissures, la concentration [Ca2+]b doit atteindre une
valeur inférieure à 10−5.5M. Dans ces conditions, il y a une fenêtre de concentration
intéressante quand 10−5.5M ≤ [Ca2+]b ≤ 10−4.5M où la porosité du milieu varie de
manière importante. Dans cette zone, il y a une compétition entre les ions Ca2+

et Na+. Une petite variation de la concentration [Ca2+]b va beaucoup modifier la
porosité du milieu. Ce phénomène est causé par les effets de corrélation quand la
concentration en Ca2+ absorbé est assez élevé. Dans le cas de Poisson-Boltzmann,
ces effets n’existent plus.

À titre de comparaison, la porosité calculée avec le modèle de Poisson-Boltzmann
est donnée dans la Fig. 5.6 pour la même pression appliquée P = 5.105Pa. On
constate qu’au contraire des résultats obtenus par le modèle HNC, la porosité ne
varie pas beaucoup et est plus élevée dans le cas du modèle de Poisson-Boltzmann.
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Figure 5.4 – Distribution pour le modèle de Poisson-Boltzmann et le modèle
HNCA ; (a),(b) et (c) : profils de Ca2+, Na+ et Cl−, σ = −0.1C.m−2, 2H/d = 2,
[CaCl2]b = 0.001M et [NaCl]b = 0.01M.

[Na
+
]
b
 (M)

lo
g 

([
C

a2+
] b) 

(M
)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 10
−3

−7

−6.5

−6

−5.5

−5

−4.5

−4

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75
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dans le cas du modèle HNC (P = 5.105Pa).
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Si la concentration [Na+]b est fixée, la porosité varie maintenant continûment avec
la concentration [Ca2+]b et avec une amplitude beaucoup plus modeste. Ce résultat
vient du fait que le modèle de Poisson-Boltzmann néglige les effets de corrélation et
même avec une forte concentration d’ions Ca2+ dans la double couche, la pression
de disjonction dans le cas de Poisson-Boltzmann reste toujours positive avec des
valeurs plus grandes que celles fournies par le modèle HNC en présence de Ca2+.
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Figure 5.6 – Porosité des blocs en fonction des concentrations des ions dans le bulk
dans le cas du modèle de Poisson-Boltzmann.

Dans la Fig. 5.7a, la porosité est tracée en fonction de la concentration [Ca2+]b
pour une concentration de sodium [Na+]b = 3.10−3M fixée. Lorsque [Ca2+]b >
10−4M, la porosité est petite et quasi constante. Ce phénomène peut être expliqué
par le rôle dominant de Ca2+ en vérifiant l’électroneutralité et l’équilibre mécanique.
En supposant pour des faibles valeurs de la porosité et donc de l’espacement inter-
foliaire qu’il n’y a plus que des ions Ca2+, l’électroneutralité s’écrit.

2F
〈
Ca2+

〉l
z
≃ −2σ (2H − d) (5.100)

où
〈
Ca2+

〉l
z

désigne la concentration moyenne interfoliaire.
Lorsqu’il n’y a plus que des contre-ions Ca2+ dans l’espace interfoliaire, leur dis-

tribution est indépendante de la concentration du bulk. Si en première approximation
on considère la concentration de Ca2+ sensiblement uniforme entre les feuillets (cf
Fig. 5.4a ), l’équilibre mécanique est donné par

P = RT
〈
Ca2+

〉l
z
− σ2

2ǫǫ0
(5.101)

Les équations (5.100) et (5.101) montrent qu’alors la porosité (ou la distance de
séparation) et la concentration moyenne de Ca2+ absorbé dans les blocs d’argile sont
constantes.
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Figure 5.7 – (a) : Porosité des blocs et (b) : concentration moyenne de Ca2+ dans
la double couche en fonction de [Ca2+]b dans les fissures avec une concentration
[Na+]b = 3.10−3M pour une pression imposée P = 5.105Pa.

Au contraire, quand [Ca2+]b < 10−7M, la porosité ne dépend plus de [Ca2+]b du
fait du rôle alors dominant des ions Na+.

Ces résultats peuvent nous aider à bien choisir les valeurs initiales si l’on souhaite
faire varier significativement l’épaisseur de la barrière en échangeant les ions Na+

par des ions Ca2+ dans une simulation de la barrière.

5.3.3 Résultats macroscopiques

Au niveau macroscopique, la simulation fournit les résultats concernant le trans-
port des ions dans les fissures et la variation de l’espacement interfoliaire. Les co-
efficients de diffusion des ions sont faibles DCa = 6.10−10m2/s, DNa = 4.10−10m2/s
et DCl = 5.10−10m2/s. L’échange ionique conduit à un remplissage de Ca2+ dans les
fissures et dans les agrégats. La Fig. 5.8 montre la concentration des ions calcium
[Ca2+]b en fonction de l’espacement pour divers temps et différentes positions (x = 0
désigne la surface inférieure de la barrière). Après quelques années, on observe une
augmentation de la concentration en ions Ca2+ dans le milieu. Cette augmentation
s’accompagne d’une forte contraction du milieu d’environ 40% au bout de 500 ans
qu’on peut observer dans la Fig. 5.9. Pour expliquer ce retard, en regardant les équa-
tions de transport (5.88), le vrai coefficient de transport est Di/Ri plutôt que Di.
La Fig. 5.10 montre des valeurs considérables de Ri qui par conséquent réduisent
énormément la vitesse de remplissage de Ca2+ dans les fissures. Une cassure de la
courbe au voisinage de [Ca2+]b = 10−5M est bien notée également qui correspond à
la brusque contraction du milieu quand on augmente la concentration en [Ca2+]b.

La porosité des agrégats est représentée dans la Fig. 5.11a pour différents temps.
Une zone de grande variation de la porosité est présente pour une concentration
en ions calcium dans les fissures 10−5.5M ≤ [Ca2+]f ≤ 10−4.5M en accord avec la
discussion du paragraphe précédent. De plus, le remplissage de l’espace interfoliaire
par des ions Ca2+ est observé dans la Fig. 5.11b donnant la concentration moyenne
des ions Ca2+ dans les blocs.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un modèle à double porosité est proposé pour décrire le trans-
port des ions avec échange dans une argile gonflante. Ce modèle repose sur une
description détaillée des mécanismes à la nanoéchelle et a pour objectif d’analyser
le rôle des effets de corrélation entre ions et leur influence sur le comportement ma-
croscopique du milieu. Les effets de corrélation sont importants pour des contre-ions
de valence supérieure à l’unité et peuvent même conduire à des valeurs négatives de



5.4. Conclusion 137

−8 −7 −6 −5 −4 −3
2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

log [Ca2+]
b

lo
g 

(R
C

a)

Figure 5.10 – Coefficient de retard Ri en fonction de la concentration en Ca2+ dans
le bulk.

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

x (m)

φ

1 an

10 ans

100 ans

200 ans
300 ans

400 ans

500 ans

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
0

0.5

1

1.5

x (m)

<
[C

a2+
]>

zl  (
M

)

1 an

10 ans

100 ans
200 ans

300 ans

400 ans

500 ans

(a) (b)
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la pression de disjonction. Ce modèle à trois échelles et double porosité est appli-
qué à la simulation d’une barrière argileuse avec un échange d’ions sodium Na+ par
des ions calcium Ca2+ tout en observant la contraction des agrégats argileux. À la
nanoéchelle, sauf aux très faibles concentrations de [Ca2+]b, les ions calcium Ca2+

jouent un rôle dominant par rapport aux ions sodium Na+. Une forte contraction des
agrégats est observée pour une gamme de concentration en ions calcium des fissures
[Ca2+]f prévue par les calculs effectués à la nanoéchelle.





Conclusion générale

C
e travail concerne l’étude des effets électro-chimio-hydro-mécaniques dans les
milieux poreux déformables. Notre système privilégié d’étude est le système

argile-eau où les argiles considérées sont principalement des smectites gonflantes
organisées à l’échelle nanoscopique avec une phase solide composée de feuillets pa-
rallèles électriquement négativement chargés et un espace interfoliaire contenant à
la fois des contre-ions (cations) et des co-ions (anions), le système étant globalement
électrostatiquement neutre. A l’échelle des micropores, coexistent des empilements
de feuillets avec une orientation variée et une phase appelée bulk occupée par l’élec-
trolyte où l’électroneutralité est vérifiée localement (le milieu est supposé saturé dans
l’ensemble de ce travail). Les argiles gonflantes sont donc vues comme un milieu à
trois échelles séparées : nano, micro et macroéchelle.

Notre premier objectif a été de comprendre les effets de pression de gonfle-
ment équivalent à l’échelle macroscopique de la pression de disjonction à l’échelle
nanoscopique. Des travaux précédents conduits dans notre équipe de recherche
[41, 42, 43, 44, 45] ont étudié ce problème en décrivant les phénomènes électriques
à l’échelle nanoscopique par l’équation classique de Poisson-Boltzmann conduisant
toujours à des pressions de disjonction et, par voie de conséquence, des pressions
de gonflement toujours positives. Or il est bien connu que lorsque les cations com-
pensateurs sont de valence supérieure ou égale à 2, cas en particulier des smectites
calciques où le cation compensateur est l’ion calcium Ca2+, des effets de contraction
au lieu de gonflement sont observés. Cette constatation nous a conduits à reprendre
l’étude à l’échelle nanoscopique en prenant en compte les effets de corrélation entre
les ions, effets négligés dans l’approche par l’équation de Poisson-Boltzmann. Cette
modification nécessite le recours à une approche de type mécanique statistique com-
binant l’équation classique de Ornstein-Zernike avec diverses fermetures MSA ou
HNC. C’est en particulier l’objectif du chapitre 3 utilisant l’approche de la fonction-
nelle de densité (DFT) avec une fermeture type MSA entre les ions et du chapitre
4 recourant à une fermeture de type HNC a priori bien adaptée au traitement des
systèmes ioniques. Ces méthodes développées dans le cadre de la littérature de la
chimie-physique permettent de calculer la distribution des ions dans l’espace inter-
foliaire.

Notre objectif, comme mécanicien, est d’être capable à partir d’une analyse dé-
taillée à l’échelle nanoscopique de déterminer la pression de gonflement à l’échelle
macroscopique. La procédure utilisée est l’homogénéisation périodique. Toutefois
cette méthode de changement d’échelle qui propage la physique de l’échelle nanosco-
pique vers les plus grandes échelles exige d’écrire explicitement le problème méca-
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nique à la plus petite échelle spatiale. La formulation d’une équation d’équilibre en
faisant apparaître un tenseur de Cauchy pour des forces électrostatiques à distance
est une démarche délicate. Nous avons utilisé, en essayant de procéder avec rigueur,
l’approche développée par Irving-Kirkwood [22] expliquée au chapitre 2.

Cette démarche très analytique permet de vérifier si l’équilibre mécanique est
bien satisfait dans l’espace interfoliaire. Elle fournit un test de la précision des ap-
proximations effectuées : si la distribution des ions est exacte, l’équilibre mécanique
doit être rigoureusement vérifié. Ce test nous a permis de montrer que l’approxi-
mation HNC plus exigeante sur le plan théorique apparaît de meilleure qualité que
l’approximation DFT/MSA. Toutefois, ce point de vue doit être nuancé. D’abord,
même avec quelques décalages sur les valeurs numériques, le physique décrite est
bien la même. Ensuite, la précision du modèle HNC est obtenue au prix d’une com-
plexité de résolution bien supérieure à celle du modèle DFT/MSA. L’extension du
modèle HNC à des géométries plus complexes qu’un électrolyte compris entre deux
interfaces solide/fluide parallèles apparaît difficilement envisageable. En revanche,
un travail préliminaire de notre équipe de recherche a montré comment étendre
l’approche DFT/MSA à des géométries périodiques bidimensionnelles [48].

La discontinuité des permittivités électriques entre les phases solide et liquide
conduit à des effets dits d’images qui doivent être pris en compte. Dans ce travail, au
chapitre 4, nous avons réexaminé ce problème en tentant de distinguer avec rigueur
les efforts relevant d’un tenseur de Cauchy et ceux qui doivent être incorporés dans
le terme de forces extérieures. Le résultat final conduit à écrire l’équilibre mécanique
en comptabilisant les forces d’images comme des forces extérieures qui n’entrent
pas dans le tenseur de Cauchy défini par Irving-Kirkwood et réservé aux forces
strictement coulombiennes.

Le chapitre 5 a utilisé une approche de type double porosité pour dé-
crire par homogénéisation périodique le milieu comme un milieu à trois échelles
nano/micro/macro en considérant simultanément la mécanique, permettant ainsi
une définition précise de la pression de gonflement macroscopique, et le transport
par diffusion et convection en admettant qu’à l’échelle nanoscopique le milieu est à
l’équilibre thermodynamique. Cette vision bien que simplifiée nous semble fondamen-
talement correcte avec les effets mécaniques provenant de la pression de disjonction
à l’échelle nanoscopique et les phénomènes de transport par diffusion et convection
gouvernés davantage par les processus de transport à l’échelle microscopique.

Ce modèle à trois échelles de type double porosité a été appliqué à la simulation
du transport par diffusion au travers d’une barrière argileuse avec un échange d’ions
de valences différentes. Cet exercice nous a d’abord obligés à reprendre les analyses
nanoscopiques du chapitre 4 pour les étendre au cas de trois types d’ions (un anion
Cl− et deux cations de valences différentes Na+ et Ca2+). Les résultats quelque peu
inattendus démontrent le rôle important des propriétés à l’échelle des nanopores. La
facilité d’échanger les ions Na+ par des ions Ca2+ est expliquée par le rôle dominant
des ions Ca2+ causé par l’effet de la valence et les effets de corrélation. Un léger
changement de valeur de la concentration en Ca2+, ainsi que le prévoit l’analyse à
la nanoéchelle, peut modifier profondément le comportement macroscopique.

En conclusion, ce travail a réanalysé et reproduit les modèles de la chimie-
physique à la nanoéchelle (DFT/MSA et HNC), les a étendus aux cas de plusieurs
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types d’ions, a écrit avec soin l’équilibre mécanique autorisant ainsi une homogénéi-
sation du comportement mécanique, d’abord de l’échelle nanoscopique vers l’échelle
microscopique. Puis, en adoptant une approche de type double porosité en quasi-
équilibre local, un second changement d’échelle a été effectué de l’échelle microsco-
pique vers l’échelle macroscopique en couplant équilibre mécanique et phénomènes
de transport.

Les perspectives de prolongement de ce travail sont diverses. D’abord, les mo-
dèles à l’échelle nanoscopique pourraient être perfectionnés. L’ajout d’une fonction
bridge permettrait d’améliorer l’approche HNC. Considérer l’eau non plus comme
un solvant continu mais comme des molécules individuelles dotées d’un moment
dipolaire est une perspective d’une redoutable complexité. La prise en compte de
géométries plus complexes est en cours dans l’équipe [48]. Du point de vue des ap-
plications, dans de nombreuses situations du génie civil, les argiles gonflantes sont
non saturées à l’échelle microscopique [36]. Voilà encore un formidable terrain de jeu
pour développer et perfectionner les modèles. . .

Enfin, aux dernières lignes de ce manuscrit, nous voudrions simplement que le
lecteur ait été plus sensible au plaisir que nous avons eu à décortiquer ce problème
qui, nous l’espérons, transparaît dans sa rédaction, qu’à la longueur et à l’aridité de
certains développements mathématiques.
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Annexe A

Échelle nanoscopique

A.1 Calcul de ∇ · σU

On présente le calcul de la divergence du tenseur intermoléculaire de Irving-
Kirkwood σU . Irving et Kirkwood [22] montrent qu’en supposant l’énergie intermo-
léculaire U dépendant seulement de R, le tenseur intermoléculaire σU s’écrit

σU(r) =
1

2

∫
dR

∫ 1

0

dα
RR

R
U ′(R) ρ(2)(r− αR, r− αR+R) (A.1)

Pour simplifier la notation, l’indice “ij” est enlevé. Le but est de relier le résultat
(A.1) ci-dessus avec celui de Olivares et McQuarrie (Eq. (25) de la référence [47])

∇ · σU(r1) = −
∫

dr2∇r1
U(|r1 − r2|) ρ(2)(r1, r2) (A.2)

Développons la fonction de corrélation ρ(2) au voisinage des points r et r + R

pour obtenir

ρ(2)(r− αR, r+R− αR) =

[
1 +

∞∑

n=1

(−αR ·∇r)
n

n!

]
ρ(2)(r, r+R) (A.3)

où ∇rρ
(2)(r, r+R) désigne le gradient de ρ(2)(r, r+R) par rapport à r avec R fixé

et en introduisant la notation

(−R ·∇r)
n = (−R) · · · (−R)︸ ︷︷ ︸

n fois

: ∇r · · ·∇r︸ ︷︷ ︸
n fois

(A.4)

En intégrant la relation (A.3) par rapport à α, on obtient

∫ 1

0

ρ(2)(r− αR, r+R− αR)dα =

[
1 +

∞∑

n=1

(−R ·∇r)
n

(n + 1)!

]
ρ(2)(r, r+R) (A.5)

En utilisant le résultat (A.5), la relation (A.1) devient

σU(r) =
1

2

∫
dR

RR

R
U ′(R)

{[
1 +

∞∑

n=1

(−R ·∇r)
n

(n+ 1)!

]
ρ(2)(r,R, r+R)

}
(A.6)
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La divergence ∇ · σU(r) est alors donnée par

∇ · σU(r) =
1

2

∫
RR

R
U ′(R) ·

{[
1 +

∞∑

n=1

(−R ·∇r)
n

(n+ 1)!

]
∇rρ

(2)(r, r+R)

}
dR

=
1

2

∫
U ′(R)

R

R

{[
R ·∇r +

∞∑

n=1

(−1)n
(R ·∇r)

n+1

(n + 1)!

]
ρ(2)(r, r+R)

}
dR

=
1

2

∫
U ′(R)

R

R

{[
∞∑

n=0

(−1)n
(R ·∇r)

n+1

(n + 1)!

]
ρ(2)(r, r+R)

}
dR

=
1

2

∫
U ′(R)

R

R

{[
∞∑

n=1

(−1)n+1 (R ·∇r)
n

n!

]
ρ(2)(r, r+R)

}
dR

= −1

2

∫
∇RU

{[
∞∑

n=1

(−R ·∇r)
n

n!

]
ρ(2)(r, r+R)

}
dR (A.7)

La relation (A.3) pour α = 1 s’écrit
[

∞∑

n=1

(−R ·∇r)
n

n!

]
ρ(2)(r, r+R) = ρ(2)(r−R, r)− ρ(2)(r, r+R) (A.8)

En combinant les deux résultats précédents, on obtient

∇ · σU(r) = −1

2

∫
∇RU

[
ρ(2)(r, r−R)− ρ(2)(r, r+R)

]
dR (A.9)

= −1

2

[∫
∇RU ρ

(2)(r, r−R) dR−
∫

∇RU ρ
(2)(r, r+R) dR

]

Pour calculer le membre de droite, on effectue le changement de variable r′ =
r −R (avec ∇R = −∇r′) et r′ = r +R (avec ∇R = ∇r′) respectivement dans les
premier et deuxième termes. Pour les deux termes on a dR = dr′ et on obtient donc

∇ · σU(r) =
1

2

[∫
∇r′U ρ

(2)(r, r′) dr′ +

∫
∇r′U ρ

(2)(r, r′) dr′
]

(A.10)

=

∫
∇r′U(|r − r′|) ρ(2)(r, r′) dr′ = −

∫
∇rU(|r− r′|) ρ(2)(r, r′) dr′

La divergence de σel (3.49) et σcore (3.50) est obtenue en utilisant (3.35) avec la
décomposition (3.42) pour le potentiel intermoléculaire. Pour ∇ ·σel, la corrélation
totale gij sera remplacée par hij et le terme de Coulomb

∑
j

∫
dr′ qj ∇uC est combiné

avec ∇ψs dans (3.28) donnant le potentiel électrostatique moyen apparaissant dans
la contribution de Maxwell.

A.2 Contraintes intermoléculaires pour l’arrange-
ment stratifié

Ce paragraphe calcule la contrainte intermoléculaire dans une géométrie mono-
dimensionnelle pour un arrangement stratifié. La représentation générale de Irving-
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Kirkwood est donnée par

σU(r) =
1

2

∫ {∫ 1

0

RR

R
U ′(R) ρ(2)(r− αR, r− αR+R) dα

}
dR (A.11)

où R est un vecteur arbitraire passant le point r et U(R) est le potentiel intermolé-
culaire.

On considère la microstructure de la Fig. A.1 composée de deux plaques parallèles
avec −δ < z < δ où δ = H − d/2.
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Figure A.1 – Microstructure stratifiée pour le calcul du tenseur de Irving-Kirkwood.

Pour calculer l’intégrale donnée par la relation (A.11), on commence par exprimer
le vecteur R en coordonnées cylindriques : Rx = χ cos θ, R2 = χ sin θ, Rz = z′ − z′′

où χ est la longueur de la projection du vecteur R sur un plan horizontal (Ox,Oy) ; θ
est l’angle entre la direction Ox et la projection du vecteur R et α = (z−z′′)/(z′−z′′).

En utilisant le changement des variables (Rx, Ry, Rz, α) → (χ, θ, z′, z′′) on a

∂Rx

∂χ
= cos θ

∂Rx

∂θ
= −χ sin θ

∂Rx

∂z′
= 0

∂Rx

∂z′′
= 0

∂Ry

∂χ
= sin θ

∂Ry

∂θ
= χ cos θ

∂Ry

∂z′
= 0

∂Ry

∂z′′
= 0

∂Rz

∂χ
= 0

∂Rz

∂θ
= 0

∂Rz

∂z′
= 1

∂Rz

∂z′′
= −1

∂α

∂χ
= 0

∂α

∂θ
= 0

∂α

∂z′
=

z′′ − z

(z′ − z′′)2
∂α

∂z′′
=

z − z′

(z′ − z′′)2

(A.12)
Le Jacobien J de la transformation est donné par :

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos θ −χ sin θ 0 0
sin θ χ cos θ 0 0
0 0 1 −1

0 0
z′′ − z

(z′ − z′′)2
z − z′

(z′ − z′′)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= − χ

z′ − z′′
(A.13)
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En effectuant le changement de variables dans (A.11), il vient

dRx dRy dRz dα = |J | dχ dθ dz′ dz′′ = χ

|z′ − z′′| dχ dθ dz
′ dz′′ (A.14)

La fonction de corrélation ρ(2) s’écrit :

ρ(2)(r− αR, r− αR+R) = ρ(z′) ρ(z′′) g(z′, z′′, χ) (A.15)

On a R =
√
χ2 + (z′ − z′′)2 et

R⊗R =




χ2 cos2 θ χ2 cos θ sin θ χ(z′ − z′′) cos θ
χ2 cos θ sin θ χ2 sin2 θ χ(z′ − z′′) sin θ
χ(z′ − z′′) cos θ χ(z′ − z′′) sin θ (z′ − z′′)2


 (A.16)

En combinant les résultats précédents, la contrainte intermoléculaire (σU)zz est
donnée par

(σU)zz =

∫ 2π

0

dθ

∫ +∞

0

χ dχ

∫ δ

z

dz′
∫ z

−δ

dz′′
|z′ − z′′|

R
U ′(R) ρ(z′) ρ(z′′) g(z′, z′′, χ)

=

∫ δ

z

dz′ ρ(z′)

∫ z

−δ

dz′′ ρ(z′′)

∫ +∞

0

2 π χ dχ
z′ − z′′

R
U ′(R) g(z′, z′′, χ) (A.17)

Le facteur 1/2 de la relation (A.1) n’apparaît plus dans la relation précédente
car les deux intégrales

∫ δ
z
dz′
∫ z
−δ

dz′′ et
∫ z
−δ

dz′
∫ δ
z
dz′′ avec un intégrande symétrique

en z′ et z′′ sont égales. La formule (A.17) au centre des plaques (z = 0) est bien
identique à celle fournie par Kjellander et Marčelja [27].

L’équation (3.116) est obtenue en imposant U(R) =
∑

i,j qiqj u
C et en remplaçant

gij par hij pour pouvoir incorporer la composante de Coulomb dans la définition
du potentiel électrostatique dans (3.28). De même, en imposant U(R) = uhs avec
uhs ′ = −kBTδ(R − d+), l’équation (3.117) est obtenue directement en effectuant
l’intégration en χ.

On peut calculer également les autres composantes du tenseur intermoléculaire :

(σU)xx =
1

2

∫ 2π

0

dθ cos2 θ

∫ +∞

0

χ3 dχ

[∫ z

−δ

dz′ ρ(z′)

∫ δ

z

dz′′ ρ(z′′)
U ′(R)

R|z′ − z′′|g(z
′, z′′, χ)

+

∫ δ

z

dz′ ρ(z′)

∫ δ

−δ

dz′′ ρ(z′′)
U ′(R)

R |z′ − z′′|g(z
′, z′′, χ)

]

=
π

2

∫ +∞

0

χ3 dχ

[∫ z

−δ

dz′ ρ(z′)

∫ δ

z

dz′′ ρ(z′′)
U ′(R)

R |z′ − z′′|g(z
′, z′′, χ)

+

∫ δ

z

dz′ ρ(z′)

∫ z

−δ

dz′′ ρ(z′′)
U ′(R)

R |z′ − z′′|g(z
′, z′′, χ)

]
(A.18)

D’où il vient

(σU)xx = π

∫ +∞

0

χ3 dχ

∫ δ

z

dz′ ρ(z′)

∫ z

−δ

dz′′ ρ(z′′)
U ′(R)

R(z′ − z′′)
g(z′, z′′, χ) (A.19)

Il est simple de montrer que

(σU)xz = (σU)zx = (σU)yx = (σU)xy = 0 (A.20)
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A.3 Résolution numérique des équations intégrales

On présente dans cette partie la discrétisation des équations intégrales

g0αi(z) = exp

[
−β qi ζ +

β qi
2ǫǫ0

∫ H

0

(z + z′ − 2H + |z − z′|)
∑

j

ρbj qj h
0
αj(z

′)dz′

+
∑

j

ρbj

∫ H+d/2

−H−d/2

h0αj(z
′) C̃ij(|z − z′|) dz′

]
(A.21)

avec g0αi(z) = 1 + h0αi(z) et

C̃ij(χ) = 2 π

∫ +∞

χ

χ dχ c̃ij(χ) (A.22)

où c̃ij(r) est la somme du terme classique de sphères dures et de la correction à
courte portée relative au terme de Coulomb :

c̃ij(r) = chs(r) +
β zi zj e

2

4π ǫǫ0 d
csrd (r) (A.23)

D’où il vient

C̃ij(χ) = C̃hs(χ) +
β zi zj e

2

4π ǫǫ0 d
C̃sr
d (χ) . (A.24)

Les expressions analytiques pour C̃ij(s) sont données dans les références [34, 35].
En utilisant la symétrie des profils ioniques, le dernier terme de l’équation (A.21)
est donné par

∑

j

ρbj

∫ H+d/2

−H−d/2

h0αj(z
′) C̃ij(|z − z′|)dz′ =

∫ H+d/2

0

(
∑

j

ρbj h
0
αj(z

′)

)
K(z, z′) dz′

+ zi

∫ H+d/2

0

(
∑

j

zj ρ
b
j h

0
αj

)
L(z, z′) dz′ (A.25)

avec

K(z, z′) = C̃hs(|z − z′|) + C̃hs(|z + z′|) (A.26)

L(z, z′) =
β e2

4π ǫǫ0 d

[
C̃sr
d (|z − z′|) + C̃sr

d (|z + z′|)
]

(A.27)

Pour H − d/2 < z′ < H + d/2, h0αj(z
′) = −1.

Au delà

∑

j

ρbj

∫ H+d/2

−H−d/2

h0αj(z
′) C̃ij(|z − z′|) dz′ = J(z) +

∑

j

ρbj

∫ H−d/2

0

h0αj(z
′)K(z, z′) dz′

+ zi

∫ H−d/2

0

(
∑

j

zj ρ
b
j h

0
αj

)
L(z, z′) dz′ (A.28)
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avec

J(z) = −
(
∑

j

ρbj

)∫ H+d/2

H−d/2

K(z, z′) dz′ (A.29)

La forme finale de (A.21) s’écrit

g0αi(z) = exp

{
−β zi e ζ + J(z) +

∫ H−d/2

0

(
∑

j

ρbj h
0
αj(z

′)

)
K(z, z′) dz′

+zi

∫ H

0

(
∑

j

ρbj zj h
0
αj(z

′)

)[
β e2

2 ǫǫ0
(z + z′ − 2H + |z − z′|) + L(z, z′)

]
dz′

}
(A.30)

Le problème est résolu par une méthode de collocation qui consiste à écrire les
deux équations intégrales (A.30) en M points [z1 = 0, . . . , zm, . . . , zM = H − d/2]
donnant 2M équations discrètes dans le cas d’un électrolyte binaire. Le système
est discrétisé en introduisant les fonctions d’interpolation Pm associées avec chaque
noeud m et en dénotant gmα± ≡ g0α±(zm) et hmα± = h0α±(zm), on évalue les 2M équa-
tions (A.30) aux points de collocation

gmα± = exp

{
− βz±eζ + J(zm)+

M∑

m=1

(
ρb+ hmα+ + ρb− hmα−

) ∫ H−d/2

0

K(zm, z
′)Pm(z

′)dz′

+z±

M∑

m=1

(
z+ρ

b
+ hmα+ + z−ρ

b
− hmα−

)
× (A.31)

∫ H−d/2

0

[
β e2

2ǫǫ0
(zm + z′ − 2H + |zm − z′|+ L(zm, z

′))Pm(z
′) dz′

]

Le système d’équations algébriques non linéaires obtenu est mis sous une forme
adaptée à sa résolution par la méthode de Newton :

Fm
+ = 1 + hmα+ − exp

{
− β z+ e ζ + J(zm) +

M∑

n=1

(
ρb+ hnα+ + ρb− hnα−

)
amn

+z+

N∑

n=1

(
z+ρ

b
+ hnα+ + z−ρ

b
− hnα−

)(
bmn +

β e2

2ǫǫ0
dmn

)}
(A.32)

Fm
− = 1 + hmα− − exp

{
− β z− e ζ + J(zm) +

M∑

n=1

(
ρb+ hnα+ + ρb− hnα−

)
amn

+z−

M∑

n=1

(
z+ρ

b
+ hnα+ + z−ρ− hnα−

)(
bnm +

β e2

2ǫǫ0
dmn

)}
(A.33)

avec

amn =

∫ H−d/2

0

K(zm, z
′)Pn(z

′) dz′ (A.34)

bmn =

∫ H−d/2

0

L(zm, z
′)Pn(z

′) dz′ (A.35)

dmn =

∫ H−d/2

0

(zm + z′ − 2H + |zm − z′|) Pn(z′) dz′ (A.36)
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En posant

F =

[
(F+)
(F−)

]
A =




(
∂F+

∂hα+

) (
∂F+

∂hα−

)

(
∂F−

∂hα+

) (
∂F−

∂hα−

)


 H =

[
(hα+)
(hα−)

]
(A.37)

le problème de Newton à résoudre à l’itération k + 1 est donné par

0− F
(
H(k)

)
= A(k)

(
H(k+1) −H(k)

)
(A.38)

Les coefficients aij, bij et dij sont calculés en utilisant des fonctions d’interpolation
Pm linéaires par morceaux.





Annexe B

Calcul de l’image

B.1 Calcul des potentiels d’images

Le potentiel d’images est la perturbation du potentiel électrique due à une dis-
continuité de permittivité électrique : ici le fluide compris entre deux plans infinis
parallèles n’a pas nécessairement la même permittivité électrique que les deux mi-
lieux solides semi-infinis situés de part et d’autre du fluide.

L’objectif est de calculer le potentiel d’images pour une charge Q localisée dans la
phase fluide, c’est-à-dire la différence entre le potentiel électrique effectivement créé
par cette charge et le potentiel de Coulomb obtenu si tout l’espace avait la permitti-
vité du fluide. Plutôt que de chercher cette solution en superposant les images suc-
cessives de la charge au travers de deux interfaces fluide-solide, nous allons d’abord
calculer analytiquement, dans l’espace de Hankel le potentiel φ̃ créé par une charge
Q̃(k) localisée à la position zi (z = 0 désigne le plan au centre de la phase fluide, les
deux interfaces fluide-solide sont localisées en z = ±H).

Après transformation de Hankel 1, le problème s’écrit :

1. Le laplacien d’une fonction φ(r, z) s’écrit ∆φ =
∂2φ

∂z2
+
1

r

∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

)
. Sa transformée de Hankel

vaut ∆̃φ =
d2φ̃

dz2
− k2 φ̃ où φ̃(k, z) est la transformée de Hankel de φ.
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d2φ̃2

dz2
− k2 φ̃2 = 0 −∞ < z < −H

φ̃2 = φ̃1

et −ǫ2
dφ̃2

dz
= −ǫ1

dφ̃1

dz
z = −H

d2φ̃1

dz2
− k2 φ̃1 = 0 −H < z < zi

φ̃1(z
−
i ) = φ̃1(z

+
i )

et −ǫ1
dφ̃1

dz

∣∣∣∣∣
z−i

+ Q̃ = −ǫ1
dφ̃1

dz

∣∣∣∣∣
z+i

z = zi

d2φ̃1

dz2
− k2 φ̃1 = 0 zi < z < H

φ̃2 = φ̃1

et −ǫ2
dφ̃2

dz
= −ǫ1

dφ̃1

dz
z = H

d2φ̃2

dz2
− k2 φ̃2 = 0 H < z < +∞

(B.1)

Soit après avoir résolu le problème dans les deux milieux semi-infinis externes et en
ayant posé φ = φ1 :





−ǫ1
dφ̃

dz
= −ǫ2 k φ̃ z = −H

d2φ̃

dz2
− k2 φ̃ = 0 −H < z < zi

φ̃(z−i ) = φ̃(z+i )

et −ǫ1
dφ̃

dz

∣∣∣∣∣
z−i

+ Q̃ = −ǫ1
dφ̃

dz

∣∣∣∣∣
z+i

z = zi

d2φ̃

dz2
− k2 φ̃ = 0 zi < z < H

−ǫ1
dφ̃

dz
= ǫ2 k φ̃ z = H

(B.2)

Si la permittivité électrique vaut ǫ1 dans tout l’espace, la solution est donnée par

φ̃◦ =
Q̃

2 ǫ1 k
exp [k(z − zi)] −∞ < z < zi

φ̃◦ =
Q̃

2 ǫ1 k
exp [−k(z − zi)] zi < z < +∞

(B.3)

La solution du problème (B.2) est donnée par :

φ̃ = A cosh(k z) + B sinh(k z) −H < z < zi
φ̃ = C cosh(k z) + D sinh(k z) zi < z < H

(B.4)

La condition limite en z = −H permet d’écrire

ǫ1 k (−A sinh kH +B cosh kH) = ǫ2 k (A cosh kH −B sinh kH) (B.5)
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soit

B = A
ǫ2 cosh kH + ǫ1 sinh kH

ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH
(B.6)

et pour −H < z < zi

φ̃ = A

[
cosh(k z) +

ǫ2 cosh kH + ǫ1 sinh kH

ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH
sinh(k z)

]

= A
ǫ1 cosh [k(H + z)] + ǫ2 sinh [k(H + z)]

ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH
(B.7)

et de même en z = H

− ǫ1 k (C sinh kH +D cosh kH ] = ǫ2 k (C cosh kH +D sinh kH ] (B.8)

soit

D = −C ǫ2 cosh kH + ǫ1 sinh kH

ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH
(B.9)

et pour zi < z < H

φ̃ = C

[
cosh(k z)− ǫ2 cosh kH + ǫ1 sinh kH

ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH
sinh(k z)

]

= C
ǫ1 cosh [k(H − z)] + ǫ2 sinh [k(H − z)]

ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH
(B.10)

Les conditions en z = zi s’écrivent :

φ̃(z−i ) = φ̃(z+i ) (B.11)

−ǫ1
dφ̃

dz

∣∣∣∣∣
z−i

+ Q̃ = −ǫ1
dφ̃

dz

∣∣∣∣∣
z+i

(B.12)

D’où

A [ǫ1 cosh k(H + zi) + ǫ2 sinh k(H + zi)]−
C [ǫ1 cosh k(H − zi) + ǫ2 sinh k(H − zi)] = 0 (B.13)

A [ǫ2 cosh k(H + zi) + ǫ1 sinh k(H + zi)] +

C [ǫ2 cosh k(H − zi) + ǫ1 sinh k(H − zi)] =

Q̃

kǫ1
[ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH ] (B.14)

Il vient

A =
Q̃

kǫ1
[ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH ]

ǫ1 cosh k(H − zi) + ǫ2 sinh k(H − zi)

(ǫ21 + ǫ22) sinh 2kH + 2ǫ1ǫ2 cosh 2kH
(B.15)
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et donc pour −H < z < zi

φ̃ =
Q̃

ǫ1 k

[ǫ1 cosh k(H − zi) + ǫ2 sinh k(H − zi)]

(ǫ21 + ǫ22) sinh 2kH + 2ǫ1ǫ2 cosh 2kH

× [ǫ1 cosh k(H + z) + ǫ2 sinh k(H + z)] (B.16)

et pour zi < z < H

φ̃ =
Q̃

ǫ1 k

[ǫ1 cosh k(H + zi) + ǫ2 sinh k(H + zi)]

(ǫ21 + ǫ22) sinh 2kH + 2ǫ1ǫ2 cosh 2kH

× [ǫ1 cosh k(H − z) + ǫ2 sinh k(H − z)] (B.17)

La contribution des images φ̃im = φ̃ − φ̃◦ vaut donc en utilisant les relations
(B.3) :

Pour −H < z < zi : (B.18)

φ̃im =
Q̃

ǫ1 k

{
[ǫ1 cosh k(H − zi) + ǫ2 sinh k(H − zi)]

(ǫ21 + ǫ22) sinh 2kH + 2ǫ1ǫ2 cosh 2kH

× [ǫ1 cosh k(H + z) + ǫ2 sinh k(H + z)]

. −exp[k(z − zi)]

2

}
=

Q̃

ǫ1 k

Num
Den

(B.19)

où

Den = (ǫ21 + ǫ22) sinh 2kH + 2ǫ1ǫ2 cosh 2kH

=
e2kH

2

(
ǫ21 + ǫ22 + 2ǫ1ǫ2

)
− e−2kH

2

(
ǫ21 + ǫ22 − 2ǫ1ǫ2

)

=
e2kH

2
(ǫ1 + ǫ2)

2(1 + e−2kHǫD)(1− e−2kHǫD) (B.20)

avec ǫD =
ǫ1 − ǫ2
ǫ1 + ǫ2

. Sachant que exp[k(z− zi)] = cosh k(z− zi) + sinh k(z− zi) et en

développant les arguments des sinus et cosinus hyperboliques, il vient :

Num = [ǫ1 cosh k(H − zi) + ǫ2 sinh k(H − zi)]

× [ǫ1 cosh k(H + z) + ǫ2 sinh k(H + z)]

−1

2

[
(ǫ21 + ǫ22) sinh 2kH + 2ǫ1ǫ2 cosh 2kH

]
[cosh k(z − zi) + sinh k(z − zi)]

= [ǫ1 (cosh kH cosh kzi − sinh kH sinh kzi) +

ǫ2 (sinh kH cosh kzi − sinh kzi cosh kH)]

× [ǫ1 (cosh kH cosh kz + sinh kH sinh kz) +

ǫ2 (sinh kH cosh kz + cosh kH sinh kz)]

− [cosh kz cosh kzi − sinh kz sinh kzi + sinh kz cosh kzi − cosh kz sinh kzi]

×
[
(ǫ21 + ǫ22) cosh kH sinh kH + ǫ1ǫ2

(
cosh2 kH + sinh2 kH

)]
(B.21)
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En réorganisant les termes, on obtient :

Num = cosh kzi cosh kz
[
(ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH)2 −

(
ǫ21 + ǫ22

)
cosh kH sinh kH

−ǫ1ǫ2
(
cosh2 kH + sinh2 kH

)]

+ cosh kzi sinh kz [(ǫ1 sinh kH + ǫ2 cosh kH) (ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH)

−
(
ǫ21 + ǫ22

)
cosh kH sinh kH − ǫ1ǫ2

(
cosh2 kH + sinh2 kH

)]

+ sinh kzi cosh kz [− (ǫ1 cosh kH + ǫ2 sinh kH) (ǫ1 sinh kH + ǫ2 cosh kH)

+
(
ǫ21 + ǫ22

)
cosh kH sinh kH + ǫ1ǫ2

(
cosh2 kH + sinh2 kH

)]

+ sinh kzi sinh kz
[
− (ǫ1 sinh kH + ǫ2 cosh kH)2 +

(
ǫ21 + ǫ22

)
cosh kH sinh kH

+ǫ1ǫ2
(
cosh2 kH + sinh2 kH

)]
(B.22)

En simplifiant les différents termes, on arrive à :

Num = cosh kzi cosh kz
[
ǫ21
(
cosh2 kH − cosh kH sinh kH

)

+ǫ22
(
sinh2 kH − cosh kH sinh kH

)

+ ǫ1ǫ2
(
2 cosh kH sinh kH − cosh2 kH − sinh2 kH

)]

+ sinh kzi sinh kz
[
ǫ21
(
cosh kH sinh kH − sinh2 kH

)

+ǫ22 (cosh kH sinh kH − cosh kH sinh kH)

+ ǫ1ǫ2
(
2 cosh kH sinh kH − cosh2 kH − sinh2 kH

)]
(B.23)

et revenant aux exponentielles :

Num = cosh kzi cosh kz
1

2

[
e−2kH (ǫ1 − ǫ2)

2 +
(
ǫ21 − ǫ22

)]

+ sinh kzi sinh kz
1

2

[
−e−2kH (ǫ1 − ǫ2)

2 +
(
ǫ21 − ǫ22

)]
(B.24)

et finalement

φ̃ =
Q̃

k ǫ1

(
ǫD

e2kH − ǫD
cosh kzi cosh kz +

ǫD
e2kH + ǫD

sinh kzi sinh kz

)
(B.25)

Pour zi < z < H , il suffit de changer z en −z et zi en −zi, ce qui laisse le résultat
(B.25) inchangé.

Si la source est d’intensité 1, Q = δ(r)/2πr et Q̃ = 1. La formule précédente est
la même que la formule (2.3) de la référence [26] (dans laquelle on a posé ǫ1 = 4 π ǫ1).

φ̃ =
1

k ǫ1

(
ǫD

e2kH − ǫD
cosh kzi cosh kz +

ǫD
e2kH + ǫD

sinh kzi sinh kz

)

=
1

k ǫ1

ǫD
e4kH − ǫ2D

{
e2kH cosh [k (z + zi)] + ǫD cosh [k (z − zi)]

}
(B.26)

B.2 Développement en images

Le résultat précédent (B.26) peut être interprété en termes d’images. Écrivons
que

cosh x =
ex

2

(
1 + e−2x

)
(B.27)
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il vient :

φ̃ =
ǫD
2k ǫ1

{
e−k(2H−|zi+z|) + e−k(2H+|zi+z|) + ǫD

[
e−k(4H−|zi−z|) + e−k(4H+|zi−z|)

]}

× 1

1− ǫ2D e
−4kH

(B.28)

Comme

1

1− u
= 1 + u+ u2 + . . . =

n=∞∑

n=0

un (B.29)

nous avons :

φ̃ =
ǫD
2k ǫ1

n=+∞∑

n=0

(
ǫ2D e

−4kH
)n

×
{
e−k(2H−|zi+z|) + e−k(2H+|zi+z|) + ǫD

[
e−k(4H−|zi−z|) + e−k(4H+|zi−z|)

]}
(B.30)

D’où

φ̃ =
ǫD
2k ǫ1

n=+∞∑

n=0

{
ǫ2nD
[
e−k[(2n+1)2H−|zi+z|] + e−k[(2n+1)2H+|zi+z|]

]

+ǫ2n+1
D

[
e−k[2(n+1)2H−|zi−z|] + e−k[2(n+1)2H+|zi−z|]

]}
(B.31)

On remarquera que l’on peut, dans l’expression précédente, remplacer |z+zi| par
(z+ zi) et |zi− z| par (zi− z). Notons également que |z+ zi| ≤ 2H et |zi− z| ≤ 2H .
Comme

H
(

1

4π
√
r2 + z2

)
=

1

2k
e−k|z| (B.32)

le résultat final s’écrit :

φ =
ǫD

4π ǫ1

n=+∞∑

n=0



ǫ

2n
D


 1√

r2 + [(2n+ 1)2H − (zi + z)]2

+
1√

r2 + [(2n+ 1)2H + (zi + z)]2




×ǫ2n+1
D


 1√

r2 + [2(n+ 1)2H − (zi − z)]2

+
1√

r2 + [2(n+ 1)2H + (zi − z)]2





 (B.33)
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ou

φ =
1

4π ǫ1

n=+∞∑

n=1

ǫnD


 1√

r2 + [z − (−1)n zi − 2nH ]2

+
1√

r2 + [z − (−1)n zi + 2nH ]2


 (B.34)

L’interprétation de la formule (B.34) est immédiate : il s’agit de superposer les
images successives (1 ≤ n <∞) du point zi au travers des deux plans, (−1)n zi+2nH
et (−1)n zi − 2nH , la charge étant multipliée par ǫnD.

B.3 Contribution des images au potentiel électrique
moyen

La contribution des images au potentiel électrique moyen ψI(z) est donnée par :

ψI(z) =
∑

j

∫
2πχdχ

∫
dz′ qj ρj(z

′) ΦI(χ, z, z′)

+ σ

∫
2πχdχ

[
ΦI(χ, z,−H) + ΦI(χ, z,H)

]
(B.35)

où le second terme du membre de droite correspond à la contribution des images des
interfaces fluide/solide.

Les images n’apparaissent que si la permittivité électrique de la phase solide est
différente de la permittivité électrique de la phase fluide. Comme, pour une répar-
tition donnée des ions, le problème électrostatique de Poisson pour des interfaces
avec une densité surfacique de charge σ donnée est indépendant de la phase solide,
la contribution des images au potentiel électrique moyen doit être nulle. Vérifions
ce point dans le cas d’une double couche comprise entre deux interfaces planes
fluide/solide séparée par la distance 2H .

Dans ces cas, l’électroneutralité globale du système permet d’écrire :

∑

j

∫
dz′ qj ρj(z

′) + 2σ = 0 (B.36)

et la contribution des images au potentiel électrostatique moyen (B.35) s’écrit alors :

ψI(z) =
∑

j

∫
dz′ qj ρj(z

′)

∫
2πχ dχ

{
ΦI(χ, z, z′)

−1

2

[
ΦI(χ, z,−H) + ΦI(χ, z,H)

]}
(B.37)
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En utilisant la propriété de la transformée de Hankel
∫
2πχdχf(χ) = f̃(k = 0),

l’intégrale en χ est donnée par

∫
2πχdχ

{
ΦI(χ, z, z′)− 1

2

[
ΦI(χ, z,−H) + ΦI(χ, z,H)

]}
=

lim
k→0

{
Φ̃I(k, z, z′)− 1

2

[
Φ̃I(k, z,−H) + Φ̃I(k, z,H)

]}
(B.38)

Le terme entre accolades de l’expression précédente vaut
{
−
}

=
1

kǫ1

[
ǫD

ekd − ǫD
cosh kz (cosh kz′ − cosh kH)

+
ǫD

ekd + ǫD
sinh kz′ sinh kz′

]
= O(k) (B.39)

et tend donc vers 0 quand k → 0. La contribution des images au potentiel moyen
est donc bien nulle. Le potentiel électrique moyen ψ(z) peut donc être calculé sim-
plement à l’aide du potentiel coulombien en ignorant les images.

B.4 Relation de réciprocité de Green

Soit ψ1 et ψ2 deux potentiels électriques correspondant aux densités volumiques
de charges ρ1 et ρ2. On suppose que ces distributions de charges sont telles que le
potentiel est nul à l’infini (il n’y a pas de charges à l’infini).

∇ · (ǫ∇ψ1) + ρ1 = 0 (B.40)

∇ · (ǫ∇ψ2) + ρ2 = 0 (B.41)

Comme

ψ2∇ · (ǫ∇ψ1) = ∇ · (ǫ ψ2∇ψ1)− ǫ∇ψ1 ·∇ψ2 (B.42)

ψ1∇ · (ǫ∇ψ2) = ∇ · (ǫ ψ1∇ψ2)− ǫ∇ψ2 ·∇ψ1 (B.43)

la différence des deux relations précédentes conduit à :

ψ2 ∇ · (ǫ∇ψ1)− ψ1 ∇ · (ǫ∇ψ2) = ∇ · (ǫ ψ2∇ψ1)−∇ · (ǫ ψ1∇ψ2) (B.44)

Intégrons cette relation sur un grand volume fermé V de frontière ∂V et de
normale extérieure n. Il vient :

∫
V
[ψ2∇ · (ǫ∇ψ1)− ψ1 ∇ · (ǫ∇ψ2)] dV

=
∫
∂V

[ǫ ψ2 ∇ψ1 − ǫ ψ1∇ψ2] · n dS = 0 (B.45)

Dans la limite d’un grand volume V , le terme d’intégrale de surface est nul. En
effet, pour une charge ponctuelle q et un volume sphérique de rayon R grand, ψ ≃
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q/(4π ǫ r), −∇ψ · n ≃ q/(4π ǫ r2), S = 4π R2 et
∫
∂V

[−]dS se comporte comme 1/R.
D’où la relation de réciprocité de Green :

∫

V

ρ1 ψ2 dV =

∫

V

ρ2 ψ1 dV (B.46)

Si les charges 1 et 2 sont des dirac-unités ρ1 = δ (r− r1) et ρ2 = δ (r− r2), il
vient :

ψ2(r1) = ψ1(r2) (B.47)

soit encore

Φ(r1/r2) = Φ(r2/r1) (B.48)

où Φ(r1/r2) désigne le champ électrique au point r1 sachant que l’on a une charge
unité au point r2.





Annexe C

Transformée de Fourier

C.1 Transformée 1D

La transformée de Fourier 1D, F (k), d’une fonction f(x) (nulle pour r < 0) est
donnée par :

F (k) =

∫ +∞

0

f(x) exp(−i k x) dx (C.1)

Si l’on effectue cette transformée (et son inverse) au moyen de Matlab, les fonc-
tions fft qui à x(n) associe X(m) et ifft qui à X(m) associe x(n) sont définies
par :

X(m) =

N∑

n=1

x(n) exp

[
−2 π i (m− 1)

(n− 1)

N

]
pour 1 ≤ m ≤ N (C.2)

x(n) =
1

N

N∑

m=1

X(m) exp

[
2 π i (m− 1)

(n− 1)

N

]
pour 1 ≤ n ≤ N (C.3)

On a alors :

xn = (n− 1)∆x =
n− 1

N
xmax

km = (m− 1)∆k =
m− 1

N
kmax

(C.4)

avec





∆x =
xmax
N

∆k =
kmax
N

kmax =
2 πN

rmax

(C.5)
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Posons m′ = m− 1−N/2 (−N/2 ≤ m′ ≤ N/2− 1), il vient

X ′(m′) = X(1 +m′ +
N

2
) =

N∑

n=1

x(n) exp

[
−2 i π (m′ +

N

2
)
(n− 1)

N

]

=
N∑

n=1

x(n) exp

[
−2 i π

m′ (n− 1)

N

]
exp [−i π (n− 1)] (C.6)

=

N∑

n=1

(−1)n−1 x(n)

{
cos

[
2 π

m′ (n− 1)

N

]
− i sin

[
2 π

m′ (n− 1)

N

]}

D’où il est immédiat de voir que :

Re [X ′(−m′)] = +Re [X ′(m′)]
Im [X ′(−m′)] = −Im [X ′(m′)]

(C.7)

La transformation de Fourier 1D est donc symétrique par rapport au point mé-
dian. Quand la fréquence (k) augmente, le calcul de l’intégrale (C.1) devient de plus
en plus difficile, le nombre de valeurs de f utilisées par période allant en diminuant.

Si l’on veut obtenir la transformée de Fourier de la fonction f(x), il faut donc
que pour m = N/2 la transformée de Fourier F (k) tende vers 0 et prolonger la
transformée au-delà de m = N/2 par 0. Le même commentaire vaut pour la trans-
formée inverse. Dans le cas 3D du paragraphe suivant, la symétrie n’existe plus du
fait du facteur 1/k au dénominateur mais le commentaire précédent reste également
valable.

C.2 Transformée 3D

Si V (r) est une fonction du vecteur r = (x, y, z) et V̂ (k) sa transformée de
Fourier, on alors :

V̂ (k) =
1

(2 π)3/2

∫ ∞∫

−∞

∫
V (r) exp(−ik · r) dr (C.8)

V (r) =
1

(2 π)3/2

∫ ∞∫

−∞

∫
V̂ (k) exp(ik · r) dk (C.9)

(C.10)

Une intégrale triple de la forme

V̂ (|k|) = 1

(2 π)3/2

∫ ∞∫

−∞

∫
V (|r|) exp(−ik · r) dr (C.11)
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peut être convertie en une intégrale simple en passant en coordonnées sphériques




x = r sin θ cosφ 0 ≤ r < ∞
y = r sin θ sinφ 0 ≤ θ < π
z = r cos θ 0 ≤ φ < 2 π

(C.12)

dr = dx dy dz → r2 sin θ dr dθ dφ

k · r → k r cos θ avec k = (0 0 k)T

et donc :

V̂ (|k|) = 1

(2 π)3/2

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

V (r) exp(−i k r cos θ) r2 sin θ dr dθ dφ (C.13)

L’intégrale sur φ donne 2 π. L’intégrale sur θ donne :

V̂ (|k|) =
(
2

π

)1/2 ∫ ∞

0

V (r)
r sin(k r)

k
dr (C.14)

De la même manière,

V (r) =
1

(2 π)3/2

∫ ∫ ∫
V̂ (k) exp(ik · r) dk

=
1

(2 π)3/2

∫ ∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

V̂ (k) exp(i k r cos θ) k2 sin θ dk dθ dφ

=
1

(2 π)1/2

∫ ∞

0

∫ π

0

V̂ (k) exp(i k r cos θ) k2 sin θ dk dθ

=
1

(2 π)1/2

∫ ∞

0

V̂ (k)

[
−exp(i k r cos θ)

i k r

]θ=π

θ=0

k2 dk

=

(
2

π

)1/2 ∫ ∞

0

V̂ (k)
k sin(k r)

r
dk (C.15)

Si l’on effectue cette transformée au moyen de Matlab, sachant que

rn = (n− 1)∆r =
n− 1

N
rmax

km = (m− 1)∆k =
m− 1

N
kmax

(C.16)

avec





∆r =
rmax
N

∆k =
kmax
N

kmax =
2 πN

rmax

(C.17)

Si V̂ (k) = F(V ) au sens de (C.8),

V̂ (km) =

√
2

π

∆r

km
imag [−fft (V. ∗ r))] (C.18)

V (rn) =

√
2

π

kmax
rn

imag

[
ifft

(
V̂. ∗ k)

)]
(C.19)
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La difficulté est dans la convolution :

Û ∗ V = (2 π)3/2 Û V̂ (C.20)

= 4 π
∆r2

k2m
imag [−fft (U. ∗ r))] . imag [−fft (V. ∗ r))] (C.21)

Pour remédier à cette difficulté, il peut être efficient de redéfinir la transformée
de Fourier. On pourra donc au choix utiliser l’une des deux colonnes du tableau
ci-dessous.

V̂ (k) =
1

(2 π)3/2

∫ ∞∫

−∞

∫
V (r) exp(−ik · r) dr V̂ (k) =

∫∞∫
−∞

∫
V (r) exp(−ik · r) dr

V (r) =
1

(2 π)3/2

∫ ∞∫

−∞

∫
V̂ (k) exp(ik · r) dk V (r) =

1

(2 π)3

∫ ∞∫

−∞

∫
V̂ (k) exp(ik · r) dk

V̂ (k) =

√
2

π

∫∞

0
V (r)

r sin(k r)

k
dr V̂ (k) = 4 π

∫∞

0
V (r)

r sin(k r)

k
dr

V (r) =

√
2

π

∫∞

0
V̂ (k)

k sin(k r)

r
dk V (r) =

1

2 π2

∫ ∞

0

V̂ (k)
k sin(k r)

r
dk

V̂ (km) =

√
2

π

∆r

km
imag [−fft (V. ∗ r))] V̂ (km) = 4 π

∆r

km
imag [−fft (V. ∗ r))]

V (rn) =

√
2

π

kmax
rn

imag

[
ifft

(
V̂. ∗ k)

)]
V (rn) =

1

2 π2

kmax
rn

imag

[
ifft

(
V̂. ∗ k)

)]

Û ∗ V = (2 π)3/2 Û V̂ Û ∗ V = Û V̂

F
[
exp(−κ r)

r

]
=

√
2

π

1

κ2 + k2
F
[
exp(−κ r)

r

]
=

4 π

κ2 + k2

C.3 Transformée de Hankel

La transformée de Hankel f̃(k) de la fonction f(r) est définie par :

f̃(k) = 2 π

∫ ∞

0

f(r) J0(kr) r dr (C.22)

et la transformée réciproque est donnée par

f(r) =
1

2 π

∫ ∞

0

f̃(k) J0(kr) k dk (C.23)

Montrons d’abord que la transformée de Hankel est la transformée de Fourier
bidimensionnelle d’une fonction qui ne dépend que de r. La transformée de Fourier
bidimensionnelle F (k) de la fonction f(r) est donnée par :

F (k) =

∫ ∫
f(r) exp(−ik · r) dr (C.24)
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Sans perte de généralité, considérons un système de coordonnées polaires (z, θ)
de telle manière que le vecteur k soit porté par l’axe θ = 0. Dans ce système de
coordonnées polaires, la transformée de Fourier s’écrit :

F (k) =

∫ r=∞

r=0

∫ θ=2π

θ=0

f(r, θ) exp(−i k r cos θ) r dr dθ (C.25)

Comme

J0(z) =
1

2 π

∫ 2π

0

exp(−i z cos θ) dθ , (C.26)

si la fonction f ne dépend que de r et pas de θ, il vient :

F (k) = 2 π

∫ r=∞

r=0

f(r) J0(k r) r dr = f̃(k) (C.27)

Pour une fonction qui ne dépend que de r, la transformée de Hankel définie par
(C.3) correspond donc à la transformée de Fourier 2D définie par (C.25). Des pro-
priétés des transformées de Fourier, on déduit que la transformée de Hankel (définie
de cette manière) d’un produit de convolution est égal au produit des transformées
(sans coefficient multiplicateur) :

H
[∫

f(r− r′) g(r′) dr′
]
= f̃(k) g̃(k) (C.28)

Enfin, à partir de la relation d’orthogonalité :
∫ ∞

0

r Jα(ur) Jα(vr) dr =
1

u
δ(u− v) (C.29)

on peut obtenir le théorème de Plancherel (Parseval) :

∫ ∞

0

f(r) g(r) r dr =
1

4 π2

∫ ∞

0

f̃(k) g̃(k) k dk (C.30)

La tableau C.1 donne quelques exemples de transformées de Hankel.

C.4 Transformée de Hankel numérique

La transformée de Hankel numérique et son retour utilisent la méthode proposée
par Lado [31]. La fonction f(r) est supposée avoir une valeur négligeable pour r ≥ R
et l’on va la chercher sous la forme d’un développement en série dans la base des
J0(

µj r

R
) où les µj sont les zéros positifs de J0 :

f(r) =
∞∑

j=1

Aj J0(
µj r

R
) (C.31)
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f(r) f̃(k)

1
2 π δ(k)

k
1

r

2 π

k
1√

r2 + z2
2 π

exp (−k|z|)
k

exp (−α r) 2π α

(α2 + k2)3/2

exp (−α r)
r

2π√
α2 + k2

exp (−π r2) exp

(
− k2

4 π

)

1

(r2 + z2)3/2
2 π

exp (−|z| k)
|z|

1

r2 + z2
2 πK0(|z| k)

2 z2

(r2 + z2)2
2 π |z| kK1(|z| k)

d2f

dr2
+

1

r

df

dr
−k2 f̃(k)

Table C.1 – Transformées de Hankel
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Pour déterminer les Aj , on utilise la relation d’orthogonalité [1] :

∫ R

0

J0(
µj r

R
) J0(

µl r

R
) r dr =

R2 J2
1 (µj)

2
δjl (C.32)

D’où :

Aj =
2

R2 J2
1 (µj)

∫ R

0

f(r)J0

(µj r
R

)
r dr (C.33)

et finalement

f(r) =
2

R2

∞∑

j=1

1

J2
1 (µj)

(∫ R

0

f(r′)J0

(
µj r

′

R

)
r′ dr′

)
J0(

µj r

R
)

=
1

πR2

∞∑

j=1

1

J2
1 (µj)

f̃(kj) J0(
µj r

R
) (C.34)

avec kj = µj/R. Si r = ri =
µiR

µN
, il vient :

f(ri) = f

(
µiR

µN

)
=

2

µN

∞∑

j=1

J0

(
µi µj
µN

)

J2
1 (µj)

f̃(kj) (C.35)

De la même manière, on a :

f̃(k) =
∞∑

j=1

Bj J0

(
µj k R

µN

)
(C.36)

Comme
∫ R

0

J0(
µj k R

µN
) J0(

µl k R

µN
) k dk =

µ2
N

R2

J2
1 (µj)

2
δjl (C.37)

les coefficients Bj sont donnés par :

Bj =
2R2

µ2
N J

2
1 (µj)

∫ µN/R

0

f̃(k′)J0

(
µj k

′R

µN

)
k′ dk′ (C.38)

D’où :

f̃(k) =
2R2

µ2
N

N∑

j=1

J0

(
µj k R

µN

)

J2
1 (µj)

(∫ µN/R

0

f̃(k′) J0

(
µj k

′R

µN

)
k′dk′

)

=
4πR2

µ2
N

N∑

j=1

J0

(
µj k R

µN

)

J2
1 (µj)

f

(
µjR

µN

)
(C.39)
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Si k = ki =
µi
R

et rj =
µjR

µN
, il vient :

f̃(ki) =
4πR2

µ2
N

N−1∑

j=1

J0

(
µj µi
µN

)

J2
1 (µj)

f(rj) (C.40)
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Résumé

Ce travail est consacré à l’étude des effets électro-chimio-mécaniques pour des
argiles (smectites) saturées par un électrolyte aqueux en utilisant les outils de la
mécanique statistique. Pour comprendre la situation à la nanoéchelle et prendre
en compte les corrélations entre les ions de taille finie, des modèles plus élaborés
que l’équation de Poisson-Boltzmann sont construits. Le premier combine la théo-
rie de la fonctionnelle de densité (DFT) et l’approximation de la moyenne sphérique
(MSA) pour décrire les corrélations ioniques ; le second résout l’équation de Ornstein-
Zernike dans le cadre de l’approximation Hyper Netted Chain (HNC). La mécanique
du système à la nanoéchelle est ensuite analysée soigneusement à partir du tenseur
intermoléculaire de Irving-Kirkwood et la vérification de l’équilibre mécanique four-
nit un test de la qualité des modèles étudiés. La pression de disjonction est calculée.
Au contraire du cas d’un contre-ion monovalent (Na+), pour un contre-ion bivalent
(Ca2+) des effets de contraction du milieu sont observés. Une méthode d’homogénéi-
sation périodique est utilisée pour effectuer un double changement d’échelle (nano,
micro, macro) et obtenir les lois constitutives macroscopiques : définition de la pres-
sion de gonflement et propriétes de transport dans une approche à double porosité.
Enfin, le modèle de trois échelles est appliqué à la simulation d’une barrière argileuse
avec un échange d’ions.

Mots-clés : mécanique statistique, argile gonflante, homogénéisation, milieu po-
reux, pression de disjonction, corrélation ioniques.

Abstract

This work discusses and analyses the electro-chemo-mechanical effects for smec-
tite clays saturated with an aqueous electrolyte using the tools of Statistical Mecha-
nics. To understand the situation at the nanoscale and take into account correlations
between ions of finite size, more sophisticated models than the Poisson-Boltzmann
equation are built. The first one combines the Density Functional Theory of (DFT)
and the Mean Spherical Approximation (MSA) to describe the ionic correlations.
The second uses the HyperNetted Chain (HNC) approximation to solve the Ornstein-
Zernike equation. The mechanics at the nanoscale is analyzed thoroughly from the
intermolecular tensor Irving-Kirkwood and verifying the mechanical equilibrium pro-
vides a test of the accuracy of the approximations. The disjoining pressure is calcu-
lated. Unlike the case of monovalent counterions (Na +), in the case of divalent ions
(Ca2+) clay contraction instead of swelling is observed. The periodic homogenization
technique is used to up-scale the problem from the nano- to the micro- and then
from the micro- to the macroscale to obtain the macroscopic constitutive laws : defi-
nition of the swelling pressure and transport properties in a dual porosity approach.
Finally, the three-scale model is applied to the simulation of a clay barrier with ion
exchange.

Keywords : statistical mechanics, swelling clay, homogenization, porous media,
disjoining pressure, ion correlation.
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