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[ntroduction
generale

"Puisqu'on ne peut étre universel et savoir tout ce qu'on peut savoir sur tout,
il faut savoir un peu de tout. Car il est bien plus beau de savoir quelque chose
de tout, que de savoir tout d'une chose ; cette universalité est la plus belle."”

PENSEES

Blaise PASCAL (1623-1662, France)
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La compression des signaux et leur traitement numérique jouent un réle important de nos
jours, dans différents domaines, surtout si nous désirons transmettre des informations ou les
stocker. Certains systémes ne fournissent des informations qu'a des intervalles de temps
irréguliers. D'autres ne conservent d'un signal que les échantillons les plus représentatifs dans
le but de réduire la quantité d'informations a enregistrer et / ou & transmettre. Au cours de ces
derniéres décades, des méthodes de décompression et ré-échantillonnage ont vu le jour, afin
de travailler sur les signaux originaux aprés reconstruction. Une maniére originale de traiter de
tels signaux échantillonnés irréguliérement est de prendre en compte la principale
caractéristique de ces signaux, a savoir l'intervalle de temps variable entre deux échantillons
consécutifs.

Les travaux présentés dans ce mémoire montrent des traitements réalisés sur des signaux
compressés lorsque ceux-ci sont stockés — et, par conséquent, disponibles — sous la forme
d'un couple {temps, amplitude}. Nous développerons alors divers outils classiques en
traitement numérique du signal, ceux-ci pouvant étre appliqués directement & des signaux
échantillonnés irréguliérement, sans avoir recours a une reconstruction totale des signaux
originaux. Les principaux thémes abordés sont les opérations simples, les statistiques,
l'analyse spectrale, le filtrage, l'identification et la décomposition.

Une application de ces outils & l'extraction d'informations dans le signal biomédical qu'est
l'¢lectrocardiogramme sera ensuite proposée. En effet, le recueil de 1'électrocardiogramme sur
une treés longue durée permet au cardiologue d'isoler des événements rares, et la détection
d'une pathologie peut étre plus pertinente lorsque l'analyse de l'électrocardiogramme est
effectuée sur une longue durée issue d'enregistrement par systéme Holter. Or, le stockage de
cet enregistrement nécessite une importante place mémoire ; et la compression permet de la
réduire. Mais cette compression nécessite, quant a elle, une décompression de maniére a ce
que le signal soit traité ultérieurement par les outils classiques en traitement numérique. Par
conséquent, nous suggérons de réaliser une compression particuliére de 1'électrocardiogramme
fournissant ainsi un signal a échantillonnage irrégulier. Ceci permettra alors d'utiliser les outils
élaborés pour de tels signaux en vue de déterminer diverses informations sur chaque
battement cardiaque. Ensuite, 1'évolution de I'ensemble de ces informations sera envisagée au
cours du temps, et une continuité en terme de fusion pour l'interprétation et le diagnostic sera
proposée.

Ainsi, l'originalité du travail exposé dans ce mémoire réside dans le traitement direct des

signaux a échantillonnage irrégulier en ayant développé des outils adaptés.
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Le premier chapitre expose diverses méthodes de compression des signaux en commengant
par rappeler les critéres de qualités liés a la compression. Les techniques de compression avec
pertes d'informations permettent de réduire la quantité de mémoire nécessaire au stockage des
données, sans trop altérer le signal. Parmi les catégories de méthodes de compression, se situe
la compression directe des données utilisant le principe de redondance sur les échantillons du
signal. La méthode FAN semble intéressante pour I'objectif fixé en traitement des signaux a

¢chantillonnage irrégulier, et c'est pourquoi elle sera plus particuliérement décrite.

La méthode de compression par le principe de I'échantillonnage a pas variable sera exposée au
cours du deuxiéme chapitre. Basé sur la méthode FAN, un algorithme de compression alliant
taux de compression et qualité du signal compressé sera élaboré. Apres avoir décrit le principe
de la compression dite d'échantillonnage a pas variable, nous la comparerons aux autres
méthodes de compression, et formulerons une représentation particuliére du signal compressé

de maniére a pouvoir le traiter de telle sorte par la suite.

Le troisiéme chapitre, important de part sa taille et de part les outils qui y sont présentés, est
composé majoritairement de trois parties. Aprés une présentation, dans la premiére partie, des
différentes formes d'échantillonnage irrégulier, nous considérons qu'un signal échantillonné
irréguliérement peut se mettre sous la forme d'une suite de couples {temps, amplitude}
pouvant alors étre ainsi traité. L'historique sur les traitements déja réalisés sur de tels signaux
nous meénera a stipuler, dans une deuxiéme partie, qu'il existe un large choix de méthodes de
reconstruction / ré-échantillonnage des signaux, mais que les outils classiques en traitement du
signal semblent pour l'instant inexistants. Par conséquent, dans une troisi¢éme partie, seront
développés des outils s'appliquant directement a des signaux échantillonnés a pas variable,
dont les grandes catégories sont les opérations simples, les statistiques, I'analyse spectrale et le

filtrage. Divers outils de chacune de ces catégories seront alors exposés.

Le théme de l'identification sera abordé dans le quatriéme chapitre. Nous proposerons trois
méthodes d'identification d'un systtme ayant des entrée et sortie échantillonnées

irréguliérement.

Le cinquiéme chapitre montre comment les outils théoriques développés dans le chapitre trois
peuvent s'appliquer a des signaux échantillonnés a pas variable, afin de les manipuler, de les
traiter, et d'en extraire des informations. Nous nous intéresserons ici a l'application sur le
signal électrocardiographique. Les informations a extraire en vue d'en suivre ultérieurement

1'évolution temporelle, seront inventoriées. Puis, I'extraction des complexes QRS, et des ondes

(V)
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P et T sera détaillée en utilisant les outils developpés précédemment. Les méthodes de
détection utilisées feront lieu d'une synthése préalable a celles rencontrées dans la littérature.
A lissu de ces extractions, nous aurons a disposition un certain nombre d'instants
caractéristiques pour chaque battement cardiaque, permettant de définir divers paramétres

(temps, amplitude, énergie, forme...).

A partir des instants extraits précédemment et des informations quantifiées (temps, amplitude,
énergie, forme), nous établirons, dans la premiere partie du sixiéme chapitre, une liste de
paramétres dont I'évolution temporelle permettrait de déceler des dysfonctionnements dans
l'activité électrique du cceur. Leurs évolutions seront suivies au cours du temps afin de
deétecter des ruptures. Dans un deuxiéme temps, nous exposerons une méthode de
décomposition de chaque cycle cardiaque sur des bases de battements de références, toujours
en travaillant sur les électrocardiogrammes échantillonnés a pas variable. Cette méthode
s'apparente a une reconnaissance de forme. L'évolution au cours du temps des coefficients de
la décomposition sera observée. Dans une derniere partie, une méthode de fusion de

I'ensemble des paramétres permettant d'interpréter en terme d'arythmie chacun des battements

cardiaques sera proposée:

Nous tenons a souligner certaines parties innovantes et originales. Tout d'abord, 1'algorithme
de compression par échantillonnage a pas variable, présenté dans le chapitre 2, permet de ne
conserver d'un signal que ses échantillons représentatifs. Puis, la maniére particuliére de
représenter les signaux échantillonnés irrégulicrement par un couple {temps, amplitude}
permet de développer des outils de traitement sans reconstruire le signal original, comme nous
I'exposons & partir du cinquiéme paragraphe du chapitre 3. L'identification exposée dans le
chapitre 4 et la décomposition exposée dans le chapitre 6 viennent s'ajouter a la liste des
outils. Enfin, nous montrons, dans le chapitre 5, qu'avec de tels outils congus pour des signaux
échantillonnés a pas variable, il est possible de traiter et extraire des informations dans des

signaux comme l'¢lectrocardiogramme.

Ce mémoire s'achéve par une conclusion ou quelques perspectives de futures recherches sont

évoquées.

En annexe, une méthode de segmentation d'électrocardiogrammes par réseaux de modeles
locaux a été ajoutée. Cette méthode semble prometteuse et mériterait d'étre étendue a des
signaux échantillonnés irrégulierement, afin d'effectuer les analyses sur un modéle

mathématique et non sur un signal bruité.
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"Science sans conscience n'est que ruine dans l'dme.”
PANTAGRUEL

Frangois RABELAIS (1494-1553, France)
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Chapitre 1¥. Compression des signaux

I. Objectifs de la compression

Le stockage des signaux numériques demande une importante place en mémoire dés lors que
la durée du signal augmente. La compression de données consiste a utiliser le principe de
redondance afin de ne conserver que les éléments utiles du signal et de les stocker de maniére
a ce qu'ils soient contenus dans un espace plus réduit que le signal original.

Nous nous intéressons dans un premier temps aux critéres de qualité du signal compressé que
sont le taux de compression et la fidélité du signal reconstitué. Nous détaillerons alors les
méthodes de compression avec pertes de données pouvant s'appliquer, entre autre, a des
électrocardiogrammes. Nous nous attacherons plus particuliérement a la méthode FAN qui
servira au développement de la méthode de compression dite d'échantillonnage a pas variable,

que nous exposerons par la suite.

II. Qualité de la compression / décompression

Deux variables permettent principalement de quantifier la qualité d'une compression, a savoir

le taux de compression et la fidélité du signal reconstruit par rapport au signal original.

II.1. Taux de compression

Le taux de compression' (CR = Compression Rate) donne le gain de place réalisé entre le
stockage du signal original et celui du signal compressé [Furth, 1988] [Kulkarni, 1997]
[Sateh, 1990]. Il est habituellement défini comme le rapport de la quantité d'information du
signal original sur la quantité d'information du signal compressé. Deux définitions sont
couramment utilisées.

Dans le premier cas, le taux de compression est en rapport avec la quantité d'information

stockée en bits, soit :

nombre de bits nécessaires au stockage du signal original

R = (I-1)

nombre de bits nécessaires au stockage du signal compressé

' Nous avons pris le sigle anglais CR couramment rencontré dans la littérature. Dans la suite du mémoire, ce sigle

désignera toujours le taux de compression, et non le produit de deux variables.
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Dans le deuxiéme cas, le taux de compression est en rapport avec le nombre d'échantillons

stockés, soit :

nombre d'échantillons du signal original

CR =

= . I-2
nombre d'échantillons du signal compressé (1-2)

Un taux de compression supérieur a 1 signifie qu'un gain de place est réalisé, tandis qu'un taux
de compression inférieur a 1 signifie que le signal compressé prend plus de place que celui
d'origine. Un taux de compression égal a 1 signifie qu'aucune compression n'a été réalisée.

La premiére définition, au sens de la quantité d'information stockée en nombre de bits, permet
une quantification du taux de compression plus juste, mais elle nécessite la connaissance du
codage de chaque échantillon. Dans la suite, nous utiliserons la deuxiéme définition
concernant le nombre d'échantillons puisque nous nous intéresserons au traitement des

¢chantillons des signaux plut6t qu'au codage et au stockage des signaux compressés.

I1.2. Fidélité de la compression / décompression

La fidélité permet de savoir si la reconstruction du signal, aprés compression, est trés proche
du signal original ou bien si des déformations et distorsions sont apparues. La fidélité est
communément définie par la différence au sens des moindres carrés entre le signal original
Xorg €t le signal reconstruit x,.., ramenée a un pourcentage, soit le PRD (Percent Root-mean-

square Difference) [Kulkarni, 1997] [Sateh, 1990] [Furth, 1988] [Abenstein, 1982].

N

Z (x(,,.g ()—x, (i))2

PRD= |2 —— %100 (1-3)

N
2 .
2 X, (0)
i=i

N est le nombre d'échantillons contenus dans chacun des signaux x,.¢ et x... ; i représente
lindice du i™ échantillon de ces signaux. Plus le PRD est proche de 0 %, plus le signal
reconstruit est fidéle a l'original. La fidélité peut aussi étre considérée par le taux de
corrélation entre x,, €t X,.., mais celui-ci n'est pas particuliérement utilisé dans la littérature

sur la compression d'électrocardiogrammes.

? Le sigle anglais PRD vient lui aussi de la littérature et représentera toujours la fidélité de reconstruction dans la

suite du mémoire. 1l ne s'agit donc pas d'un produit de trois variables.
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III. Meéthodes de compression

I existe deux types de méthodes de compression de données : les méthodes sans perte et
celles avec pertes. Les méthodes de compression sans perte de données sont utilisées lorsque
l'on veut que les données reconstruites & partir des données compressées soient
rigoureusement identiques aux données originales. Le PRD est nul alors que le taux de
compression est supérieur a 1. Dans le cas des méthodes de compression avec pertes
d'information, les données reconstruites ne sont pas forcément identiques aux données
d'origines, mais l'objectif est qu'elles s'en rapprochent le plus possible. Le PRD n'est donc plus
nul.

Dans le cas de la compression d'électrocardiogrammes que nous examinerons par la suite, il
n'est pas nécessaire d'utiliser une méthode de compression sans perte car beaucoup de
parasites comme le bruit sont bien souvent inutiles & conserver. Nous ne nous intéresserons
donc pas aux méthodes de compression de données sans perte d'information.

Les méthodes de compression de données avec pertes sont classées en trois catégories : la
compression directe des données, 1a transformation des données, et 1’extraction de parametres
[Sateh, 1990] [Cardenas, 1999]. Nous allons maintenant examiner chacune des trois

catégories avec les principaux algorithmes de compression s'y rattachant.

IIl.1. Compression directe des données

La compression directe des données est basée sur la détection de redondance dans ’analyse
directe du signal au cours du temps. Un nombre successif d'échantillons voisins est examiné et
des méthodes de prédiction et d'interpolation sont utilisées afin de déterminer les échantillons
redondants. Lorsque le signal est compressé, on peut reconstruire un signal d’origine
approximé par un processus inverse a celui établissant la compression. Parmi les méthodes de
compression directe d'ECG les plus courantes, on distingue les méthodes AZTEC, AZTEC
modifié, TP, CORTES, FAN, SAPA et DPCM. Remarquons que ces méthodes ont été
développées pour la compression d'ECG mais qu'elles peuvent majoritairement s'appliquer a

tout type de signaux. Examinons chacune d'elles.

Il l.a. AZTEC

La méthode AZTEC (Amplitude Zone Time Epoch Coding) [Cox, 1968] posséde un bon taux
de compression (CR=10) mais elle provoque trop de discontinuités et de distorsions lors de la

reconstruction, particuliérement aux ondes P et T (PRD=28%). L'aspect visuel n'est pas
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acceptable a la vue des cardiologues [Kulkarni, 1997] [Sateh, 1990] [Furth, 1988] [Abenstein,
1982].

La segmentation du signal se fait en lignes horizontales (plateaux) et en pentes. Les lignes
horizontales sont produites sur le principe de l'interpolation d'ordre zéro dont le niveau
d'erreur est fixé au départ. L'information est codée par I'amplitude et le nombre d'échantillons
de la ligne horizontale. Une pente est sélectionnée a chaque fois que le nombre d'échantillons
pouvant former un plateau est inférieur a trois. La pente est codée par sa durée en nombre

d'échantillons et I'amplitude du dernier point.

HI1b.  AZTEC modifié

Cette technique de compression est une modification de l'algorithme AZTEC [Furth, 1988].
Le niveau d'erreur de l'interpolateur d'ordre zéro est adapté selon les variations du signal. Le
calcul de paramétres statistiques (moyenne, écart type et moment d'ordre 3) permet de ré-
estimer le niveau d'erreur a chaque pas d'échantillonnage. Cette technique donne un meilleur
compromis entre le taux de compression (CR=7) et la fidélité de reconstruction du signal

[Kulkarni, 1997].

Illc TP

La méthode TP (Turning Point) [Mueller, 1978] consiste a analyser la tendance du signal sur
trois échantillons (un échantillon de référence et deux échantillons consécutifs) et a stocker un
échantillon de chacune des paires d'échantillons consécutifs, ceci dépendant de 1'échantilion
préservant la tendance de la pente. Les extremums relatifs pour lesquels la pente du signal
change, sont retenus. Le taux de compression est fixe (CR=2) puisque l'on conserve un
¢chantillon sur deux. L'algorithme TP a ét¢ développé a l'origine dans le but de réduire la
fréquence d'échantillonnage d'un signal ECG de 200 Hz a 100 Hz sans diminuer l'amplitude
du complexe QRS. Le signal reconstruit est quasi identique au signal original, sur lequel ont
été ajoutés quelques distorsions (PRD=5,3%). Un inconvénient de la méthode TP réside dans
le fait que les échantillons sauvegardés sont espacés d'intervalles de temps irréguliers, mais ils
sont considérés comme étant espacés d'intervalles de temps constants lors de la reconstruction
du signal. En itérant ce processus de compression, on obtient un taux de compression de 2N,
N, étant le nombre d'itérations [Kulkarni, 1997] [Sateh, 1990] [Furth, 1988] [Abenstein,
1982].
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1l.1.d. CORTES

La méthode CORTES (COordinate Reduction Time Encoding System) est une méthode
hybride faisant intervenir les méthodes AZTEC et TP [Abenstein, 1982]. La méthode AZTEC
est utilisée pour les régions proches de la ligne isoélectrique (potentiel électrique du cceur au
repos) et la méthode TP pour les régions comprenant des fréquences plus €élevées (complexe
QRS). Le choix de l'une ou l'autre méthode se fait en comparant la longueur d'un segment
déterminé par la méthode AZTEC, & une longueur de référence. Si la longueur du segment est
supérieure a la référence, alors on procéde au stockage par la méthode AZTEC sinon par la
méthode TP. Un marqueur est utilisé pour les transitions entre les deux méthodes. Seules les
lignes horizontales de la méthode AZTEC sont générées, les pentes ne sont pas utilisées. Le
taux de compression (CR=4,8) et la fidélit¢ (PRD=7%) sont aussi fonctions des deux

méthodes [Furth, 1988] [Kulkarni, 1997] [Sateh, 1990].

Ill.l.e. FAN

La méthode FAN est basée sur l'interpolation du premier ordre avec deux degrés de liberté
[Sateh, 1990] [Saxena, 1997]. [Gardenhire, 1965a 1965b] a originellement décrit la méthode,
et plusieurs applications ont été apportées [Davisson, 1967] [Dipersio, 1985] [Pollard, 1987].
Le nom FAN (de l'anglais "éventail") a été donné par la forme d'éventail en étoile formée par
les lignes entre le point d'origine et les points suivants. Le signal est approximé par une suite
de polynémes d'ordre 1, ce qui revient a dire que le signal est défini par une suite de segments
de droite. L'algorithme détermine la ligne la plus longue entre le point de départ et le point
final afin que tous les échantillons intermédiaires soient compris dans une marge de tolérance
¢ spécifiée. Deux pentes, supérieure et inférieures (p; et p;) — associés aux droites Ds; et
Dy —, sont calculées entre I'échantillon d'origine (a I'instant t)) et I'échantillon courant (a
l'instant t;) auquel on ajoute la marge de tolérance (te). A l'instant courant (t), la droite
supérieure Ds| passe alors par un point dont l'amplitude est &€ supérieure a l'amplitude de
I'¢chantillon courant, tandis que la droite inférieure Dy, passe par un point dont l'amplitude est
¢ inférieure a l'amplitude de l'échantillon courant. Si 'échantillon suivant (a l'instant t) se
situe a l'intérieur de la zone délimitée par les deux droites, alors de nouvelles droites
supérieure et inférieure (Ds; et D)) sont déterminées entre 1'échantillon d'origine (a l'instant t;)
et le nouvel échantillon courant (a l'instant t,) auquel on ajoute la marge de tolérance (t¢). Les
pentes de ces nouvelles droites (Ds; et D) sont comparées aux pentes (p; et p;) des droites

précédemment stockées (Dg; et Dy;) et les pentes des droites encadrant le plus restrictivement



Ludovic FONTAINE

'échantillon courant sont retenues (pentes des droites Dg; et Dy; dans le cas de l'exemple
montré sur la figure 1.1). Les pentes supérieure et inférieure (p; et p;) contiennent alors les
coefficients directeurs des droites encadrant I'échantillon courant. On répéte cette méthode en
comparant I'amplitude des échantillons successifs suivants aux pentes restrictives. Lorsqu'un
échantillon se situe en dehors de la zone délimitée par les pentes restrictives, 1'échantillon
précédant immédiatement 1'échantillon courant est sauvegardé et considéré comme nouvel

¢échantillon d'origine.

A
Dy,
cchantillon
[T DSI o courant
=} =1
2 2
= cchantillon = cc?muullvon
£ courant . £ climiné
< @ . < °
¢chantillon d ¢chantilion e
d'origing .E dorigine “ L
/’/D,“ I Dy
i
!
— —_— 5
ly 4y 5 tz L temps to 4 t {3 8] temps

x échantillon conservé
» €chantillon éliminé

Dga

amplitude

1
T
to 3 s L temps

Figure 1.1 : méthode FAN

La méthode FAN étant & la base de l'algorithme de compression qui sera développé dans le
chapitre 2, nous exposons ici son algorithme. Considérons le signal x(f) échantillonné a la
fréquence F., que nous désirons échantillonner irréguliérement et ainsi obtenir le signal’ ¥(7).
Le signal x(f) est composé de N échantillons x(1) & x(N). La figure 1.2 représente l'algorithme
FAN dont les variables sont les suivantes :

i : échantillon du signal x(¢)

k : échantillon du signal x(7)

N : nombre d'échantillons contenus dans le signal x(¢)

* Dans la suite du mémoire, le symbole ~ au dessus d'une variable désignera toujours une variable échantillonnée

irrégulierement.
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p : pente courante entre I'échantillon x(7) et 1'échantillon X(k)

ps . pente restrictive supérieure

pi - pente restrictive inférieure

p: - pente permettant la mise a jour des pentes restrictives supérieure p; et inférieure p;

& : seuil positif adaptatif de 'erreur

X)) = X(k)
Ty - k)

faux

(p<p)ET(p2p)

_x(H-x(k)+e

P = 1Yy—7(k)
faux
Y
k=k+1
k)= x(i-1)
((khy=1i-1
P= D, _x(ND-x(k)+e
TR TS)
x(i)— i(k)— ¢
rl Y Pe= T =T
\(I)—\(/\)—E
Pr=ih -1

faux
vrai

Figure 1.2 : algorithme FAN
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L'initialisation de l'algorithme FAN est :

1) = «(1), (1) = x(1)

i=3 k=1
x()- () +e
RO WY
x(2)-¥()-¢
b=y -1a)

Ensuite, l'algorithme FAN commence par calculer la pente courante. Si celle-ci se situe dans
l'intervalle délimité par les pentes inférieure et supérieure, alors on procéde a l'adaptation des
pentes restrictives et I'échantillon courant n'est pas conservé. Si tel n'est pas le cas, on
conserve alors I'échantillon courant et les pentes restrictives sont réinitialisées.

Afin de mieux cerner l'adaptation des pentes restrictives p; et p;, la figure 1.3 montre, d'une
part, 'adaptation de la pente restrictive supérieure p, en fonction de la pente courante p et du
seuil d'erreur ¢, et, d'autre part, l'adaptation de la pente restrictive inférieure p;. On note py et

Ppio l'initialisation des pentes supérieure et inférieure lors de la consevartion d'un échantillon et

. . . . . £
la mise en place d'un nouvel échantillon d'origine. On pose A = ————.
t(i) —te(k)
oA regle sur p, Y regle sur p;
' i ' | |
] 1 ]
=p+aA ' P =ps X '
b ' ! poEp-A v pi=p, v pi=p,
LA 1 1 1
L Fmmem e m - 1 |
1 1 1
L 1 _ J 2 PO . e e e - — -
P =p. . P =P ; ‘
1 | 1
Pl e e e e e e - - 1 1
X PiTPo, PITPa PP
P T Pw 1 P =P 1 1
1 ] 1
1 - 1 ) L
1 ; ] 1 ;
2 p-a p '

Figure 1.3 : régles d'adaptation des pentes restrictives

A la reconstruction, les échantillons retenus sont reliés par des segments de droites
(interpolation linéaire d'ordre 1). La méthode FAN fournit de bonnes performances, que ce
soit au niveau du taux de compression (CR=3) ou au niveau de la fidélit¢ (PRD=4%). Des
comparaisons entre la méthode FAN et d'autres méthodes, d'une part, et des tests sur la
robustesse de la méthode FAN, d'autre part, ont été réalisés et ont montré que la méthode

FAN donnait les meilleures performances, tant sur des ECG de synthése que sur des ECG
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réels, offrant ainsi un bon compromis entre le taux de compression et l'erreur de
reconstruction [Blanchard, 1985] [Dipersio, 1985]. Un intervalle [¢* €*] 4 l'intérieur duquel on
peut choisir I'erreur ¢ donnant de bonnes performances a aussi été défini. La valeur ¢” est la
plus petite valeur de € pour laquelle il n'y a pas de différence visible entre I'ECG d'origine et
I'ECG reconstruit aprés avoir été compressé, en dehors de quelques parasites comme le bruit.
La valeur &” est la plus grande valeur de € au dela de laquelle I'onde P de 'ECG est perdue ; il
manque alors des informations dans le signal compressé [Dipersio, 1985]. Pour un
échantillonnage d'origine a 1000 Hz, l'intervalle est défini ainsi: £* = 10 pV, e =30 uV. Cet
intervalle a aussi ét¢ modifié pour l'utilisation de la méthode FAN sur des potentiels

cardiaques intracellulaires et extracellulaires [Pollard, 1987].

III1.f. SAPA

La méthode SAPA (Scan Along Polygonal Approximation) est basée sur l'interpolation du
premier ordre [Kulkarni, 1997] [Sateh, 1990], Elle fut originellement décrite par [Ishijima,
1983]. Les premiers travaux ayant contribués a I'élaboration de cette méthode furent
l'approximation polygonale de courbes [Sklansky, 1980]. Un segment de droite est tracé entre
le point courant et le dernier point sauvegardé pris comme référence, de maniére a ce que le
segment se situe entiérement dans la zone délimitée par le signal muni d'une marge de
tolérance (fe) fixée (voir figure 1.4). La méthode, tout comme les performances, sont proches

de la méthode FAN [Barr, 1985].

zone de tolérance autour du signal

signal d'origine

amplitude

approximation polygonale du signal

temps

Figure 1.4 : méthode SAPA
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Il l.g. Autres méthodes de compression directe

Plus récemment, des méthodes un peu plus complexes a mettre en ceuvre ont vu le jour. Nous
en citons quelques-unes ci-dessous.

La méthode DPCM (Differential Pulse Code Modulation) ou code delta est basée sur le fait
que la différence d'amplitude entre des échantillons successifs est plus petite que 1'amplitude
des échantilions eux-mémes [Sateh, 1990] [Furth, 1988].

La méthode CCSP (Cardinality Constrained Shortest Path) [Haugland, 1997] recherche, pour
un taux de compression donné, l'ensemble des échantillons représentatifs du signal tel que le
PRD soit minimal. Le principe utilise la théorie des graphes et la longueur des chemins. En
fixant le taux de compression voulu, il n'existe pas de meilleur codage au sens des moindres
carrés, car l'optimisation est directement faite sur le PRD. L'inconvénient majeur est le temps
de calcul trés long pour trouver le meilleur chemin reliant p échantillons parmi n, en
minimisant le PRD et avec CR=n/p. Néanmoins, cette méthode trés récente obtient de trés
bonnes performances.

La méthode RPC (Recursive Partitioning Compression) permet de segmenter un signal de
maniére récursive [Schluter, 1981] [Moody, 1988]. A partir des deux échantillons symbolisant
les extrémités d'une portion du signal, un segment est représenté par interpolation linéaire
entre les extrémités. Au point intermédiaire le plus distant de la ligne interpolée, le segment
est divisé en deux segments plus petits. Cette procédure est appliquée récursivement a chacun
des segments jusqu'a ce que I'erreur maximum soit inférieure a un seuil fixé.

La méthode LADT (Linear Approximation Distance Thresholding) permet de segmenter les
signaux en examinant la distance euclidienne sé€parant un échantillon d'un segment de droite
[Li Gang, 1994]. D'autres distances peuvent étre prises en compte [Koski, 1996].

Sans développer leurs principes de compression, citons encore la méthode SLOPE [Tai,
1991], la méthode TRIM (Turning point / Recursive IMprovement) qui est une combinaison
des méthodes TP et RPC [Moody, 1988], et la méthode ALZ77 (Approximate Ziv-Lempel)
[Horspool, 1995].

IIL.2. Transformation des données
La compression de données par transformation est basée sur la détection de redondance dans
I’analyse de la distribution transformeée (spectrale et/ou d'énergie) du signal sur un intervalle

de temps. Ce type de compression est souvent employé sur des ECG a plusieurs dérivations.
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Les échantillons originaux du signal sont soumis a une transformation (lin€aire) sur une base
orthogonale et la compression, basée sur le phénomene de redondance, est alors réalisée dans
le domaine transformé. Lorsque le signal est compressé, on peut reconstruire un signal
d’origine approximé par une transformation inverse a celle établissant la compression
[Ahmed, 1975a], [Ahmed, 1975b], [Anant, 1995], [Chen, 1998], [Crowe, 1992], [Kuklinski,
1983], [Philips, 1992], [Rao, 1976], [Thakor, 1993], [Womble 1977]. Parmi les méthodes de
compression les plus courantes par transformation, on distingue la transformée de Fourier
dont nous allons décrire une version particuliére, a savoir la méthode FD.

La méthode FD (Fourier Descriptors) [Reddy, 1986] utilise la détermination des coefficients
de la transformée de Fourier sur un intervalle fermé du signal et ne conserve que les
coefficients significatifs représentant le signal. Sur un cycle cardiaque, deux intervalles de
temps sont considérés : le complexe QRS et I'intervalle SQ. Le complexe QRS comprenant les
fréquences élevées de I'ECG est déterminé par seuillage de la dérivée premiére. La
transformée de Fourier rapide (FFT : Fast Fourier Transform) est réalisée sur chacun des 2
intervalles QRS et SQ et les coefficients prédominants sont retenus. Sur le complexe QRS, le
taux de compression est de l'ordre de CR=3 et atteint CR=10 sur l'intervalle SQ. En globalité,

le taux de compression vaux CR=7,4 et la fidélité de reconstruction vaut PRD=7 %.

I11.3. Extraction de paramétres

L'extraction de paramétres consiste a dégager du signal une série de parametres et
caractéristiques (en amplitude, temps, forme, etc...). Ces caractéristiques sont ensuite utilisées
pour une classification des portions du signal ; classification basée sur une connaissance a
priori des informations contenues dans le signal. La méthode d'extraction de paramétres est un
processus irréversible, il n'est donc pas possible, a partir de I'ensemble des paramétres retenus,
de reconstruire exactement le signal d'origine [Nave, 1993]. Nous présentons ici quelques

méthodes d'extraction de paramétres s'appliquant aux ECG.

Ill.3.a. Prédiction linéaire

La méthode LTP (Long Term Prediction) [Nave, 1993} est une méthode de compression basée
sur le modéle SAR (Sub Auto Regressive) utilisant un codage de prédiction linéaire. L'erreur
entre la prédiction et le signal est étudiée et permet de réduire les redondances entre
échantillons voisins. L'analyse de la fonction d'autocorrélation de l'erreur permet ensuite de

réduire les redondances entre deux battements consécutifs. Un DPCM (Differential Pulse
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Code Modulation) avec prédicteur d'ordre 1 est enfin utilisé pour obtenir la prédiction
d'erreur. Le résidu entre l'erreur et I'erreur prédite est stocké, tout comme les coefficients des

modeles utilisés. La compression se fait donc en deux étapes.

II1.3.b. Forme syntaxique

La reconnaissance de formes par approche de formes syntaxiques permet la compression du
signal ECG [Trahanias, 1990]. La forme des ondes tout au long de 'ECG est représentée par
une chailne de symboles appartenant a un alphabet, chaque symbole représentant une forme
primitive. Deux types de formes primitives sont généralement considérés : les formes
composées de deux points, ce sont les segments de droites ; les formes composées de trois
points, une courbe reliant alors les trois points. Ainsi, on peut créer un alphabet £ contenant
les symboles K™ pour les pics positifs, K pour les pics négatifs, E pour les segments de droite,
I1 pour les segments paraboliques passant par 3 points. Alors l'alphabet est ={K", K', E, I1}.
On peut maintenant, a partir de 'ECG, extraire les formes primitives et obtenir une
représentation linguistique de 1'‘électrocardiogramme. Cette suite de symboles primitifs

représente alors I'¢lectrocardiogramme compresse.

II1.3.c. Réseaux de neurones

Parmi les méthodes plus récemment utilisées, nous trouvons des algorithmes de compression
de données basés sur les réseaux de neurones (ANN : Artificial Neural Network) [Iwata,
1990] [Nagasaka, 1993] [Saxena, 1997]. Ces méthodes obtiennent un taux de compression

¢élevé (CR=16) pour des électrocardiogrammes assez bruités.

IV. Synthése en vue de I'échantillonnage a pas variable

Nous avons exposé diverses méthodes de compression de signaux s'appliquant a des
€électrocardiogrammes. Nous avons vu que ces méthodes se classent en trois catégories dont
nous avons détaillé celles concernant la compression directe, et cité¢ les méthodes par
transformation et extraction de parametres. Nous n'avons pas développé davantage les deux
derniéres catégories du fait que nous n'utiliserons pas leurs principes dans 1'élaboration de
notre algorithme de compression. Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, notre
contexte de traitement des signaux impose plus particuliérement une méthode basée sur une
compression directe des données, avec une particularité (cf. paragraphe III du chapitre 2)

quant a la représentation du signal compressé.
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"La pensée n'est qu'un éclair au milieu de la nuit. Mais c'est cet éclair qui est tout."”
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Chapitre 2. Compression par le principe de 'EPV

I. Contexte de la compression

Nous désirons développer une méthode de compression avec faibles pertes de données,
permettant de conserver l'allure générale du signal ainsi que ses plus faibles variations. Le
taux de compression doit étre satisfaisant mais ne doit pas primer sur la qualité du signal
compress€. De plus, afin de pouvoir traiter directement le signal compressé, et éviter ainsi
toute décompression / reconstruction, il est nécessaire de stocker le signal compressé sous la
forme de couple {temps, amplitude}. Enfin, nous considérons que ces traitements peuvent
s'effectuer en ligne ou hors ligne. A partir de toutes ces directives, un compromis est réalisé et
la méthode dite d'échantillonnage a pas variable que nous allons développer permet de
respecter ce cahier des charges. Aprés avoir décrit la méthode de compression
d'échantillonnage a pas variable, nous la situerons par rapport aux autres techniques de

compression des électrocardiogrammes.

II. Technique d'échantillonnage a pas variable

II.1. Méthode EPV

La méthode d'échantillonnage & pas variable — notée EPV — a été développée au laboratoire
par Damien Manoeuvre [Manoeuvre, 1994] [Manoeuvre, 1995], reprise, modifiée et nommée
par Ludovic Fontaine.

Le principe de ['échantillonnage & pas variable consiste & supprimer une partie des
échantillons du signal considérés comme peu représentatifs de l'information contenue dans le
signal. L'EPV est basé sur la méthode FAN décrite au chapitre 1, mais des modifications au
niveau du calcul du seuil d'erreur & ont été apportées. La méthode FAN utilise une erreur fixée
par l'utilisateur, valeur pouvant toutefois étre prise dans un intervalle de confiance [e* €.
Dans le cas de 'EPV, le seuil d'erreur est calculé en fonction du contenu du signal et, plus
particuliérement, a partir de la moyenne des variations du signal enregistrées sur une courte

e

portion précédente du signal. A savoir, le seuil d'erreur associé au i échantillon x() du

signal x(¢) est :

oLy ()=x(-D)
n Sl 1) -1 -D)|

ou 7 permet de régler le nombre d'échantillons pris en compte dans le calcul de la moyenne.

Nous étudierons l'effet de ce parameétre 77 aprés avoir décrit l'algorithme. Il est a noter que,
p q
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pour les [ premiers échantillons x(/) avec [ € [1, n- 1] , l'erreur n'est établie que sur la moyenne
de / valeurs.

Ainsi, on obtient une valeur € qui augmente lorsque le signal présente de fortes variations, et
diminue lorsque l'amplitude des variations décroit. Le résultat d'un échantillonnage a pas
variable est composé de deux suites de valeurs : l'une correspondant aux instants
d'échantillonnage des points conservés et l'autre correspondant aux amplitudes associées aux

instants.

I11.2. Algorithme de la méthode d'échantillonnage a pas variable a partir d'un signal

échantillonné a pas fixe

Considérons le signal x(¢) échantillonné a la fréquence F,, que nous désirons échantillonner a
pas variable et ainsi obtenir le signal X(). Le signal x(f) est composé de N échantillons x(1) a
x(N). L'algorithme d'échantillonnage & pas variable est composé¢ d'une premicre étape
d'initialisation de plusieurs variables internes dont le paramétres de réglage n que nous
¢tudierons par la suite. Aprés cette initialisation, se trouve l'étape itérative permettant de
prendre en compte chaque échantillon du signal l'un aprés l'autre. Les deux étapes de
I'itération sont 'adaptation du seuil d'erreur et l'algorithme FAN proprement dit.

La figure II.1 représente l'algorithme d'échantillonnage a pas variable ainsi composé de
l'initialisation, de 1'adaptation du seuil d'erreur ¢ et de l'algorithme FAN issu de la méthode
décrite au premier chapitre, figure 1.2.

Les variables utilisées sont les suivantes :

d; : valeur absolue de la dérivée du signal x(f) a I'échantillon i

i : échantillon du signal x(¢)

k : échantillon du signal ¥(7)

N : nombre d'échantillons contenus dans le signal x(¢), connu lors d'un traitement hors
ligne, et infini lors d'un traitement en ligne

Ps - pente restrictive supérieure

pi - pente restrictive inférieure

m : vecteur de valeurs servant a élaborer la moyenne des variations du signal x(f) et
permettant le calcul de l'erreur

n7 : nombre de valeurs du vecteur moyenne m

S : somme des valeurs du vecteur m

g : seuil adaptatif de l'erreur
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()= x(D7 ()=o)
x(2)—x(1)
H2)y—1(1)
m=@:k=1.i=3 N =nombre d'échantillons de x(r)
x(2)-x(D+eg
T Ta-i(
x(2)-F(1)-¢€
I
=256

:adaptation du
s seuil d'erreur X(H=-x(-1
: 1iy—t(i—1)

faux Y

[(k+1y=1(i)
Fk+1) = x(7)

m= [m:d,] m= [m(2:r,);a’,]

m.n ‘ :
= S=S-m(l)+ .
S Z nombre d'échantillons de m (1) + m(n) : n

algorithme FAN

Figure IL.1 : algorithme d'échantillonnage a pas variable

I1.3.  Algorithme de ré-échantillonnage a pas variable

Lors de l'acquisition d'un signal ou aprés traitement d'un signal échantillonné a pas variable, il
se peut que l'on désire optimiser le nombre d'échantillons caractérisant le SEPV. Ainsi, le ré-

échantillonnage a pas variable permet d'échantillonner a pas variable un signal déja
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échantillonné a pas variable. Ceci est une adaptation de l'algorithme précédent ou les
différentes pentes calculées tiennent alors compte des intervalles de temps variables.
L'adaptation de l'erreur est aussi fonction des intervalles de temps, qui, afin que le poids de
chaque échantillon soit équi-réparti, sont pris en compte de maniere a ce qu'ils aient la méme
influence que les intervalles de temps a pas fixe.

Dans l'algorithme d'échantillonnage a pas variable, le dénominateur de la quantité d; était
constant puisqu'égal a la période d'échantillonnage T.. Pour chaque nouvel échantillon, on
ajoutait d; et on retranchait d;., qui avait été ajoutée 1 échantillons auparavant. L'erreur était
alors la moyenne des 7 quantités d; a d;_,+;. Afin de prendre en compte I'aspect irrégulier des
intervalles de temps dans le ré-échantillonnage & pas variable, il convient de faire intervenir la

période d'échantillonnage fixe 7,. A chaque nouvel échantillon X(j), on ajoute

i(H-1(G-1 $(j)—x(j-1

Uity composantes de valeur d, = ’f(J ) )f(J )l au vecteur m, tout en retranchant
T, HORHTE

| ((H—-t(j-1 . . :

es ——————— plus anciennes composantes de ce vecteur. Ainsi, le vecteur m a toujours 7

T,

composantes dont la moyenne forme l'erreur :

2m,

/=1

E =

= |-

I1.4. Parameétre de réglage du seuil d'erreur

Le paramétre de réglage est le nombre d'échantillons a prendre en compte lors du calcul du
seuil d'erreur & En effet, le seuil d'erreur est calculé en fonction des variations du signal sur
une portion précédant l'instant considéré. Dans l'organigramme de l'algorithme
d'échantillonnage a pas variable, nous avons pris un nombre d'échantillons 7=256.
L'adaptation du seuil d'erreur se fait donc en prenant en considération les fluctuations du
signal sur 77 échantillons précédant l'instant considéré.

Afin d'optimiser ce nombre 7 d'échantillons sur lequel est basée l'adaptation d'erreur, nous
allons représenter, en fonction du nombre d'échantillons 7, pour un ECG donné, les
graphiques CR=1(7) et PRD=f(7), représentant respectivement le taux de compression et la
fidélité de reconstruction. Nous établissons ceci sur d'autres ECG et allons déterminer une
valeur optimale du nombre d'échantillons montrant un bon compromis entre le taux de

compression CR et la fidélité PRD.
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La figure I.2 montre I'évolution du taux de compression CR et de la fidélit¢ PRD en % pour

quatre ECG sur 30 secondes, en fonction du nombre d'échantillons pris en compte, dont nous

avons pris les valeurs 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 et 1024. Les électrocardiogrammes sont
issus de la base de données du MIT [Moody, 1992].
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Figure I1.2 : CR et PRD en fonction du nombre d'échantillons

Nous remarquons que pour un nombre d'échantillons faible (8, 16, 32), le taux de compression

est faible et la fidélité représentée par le PRD est €levée. Plus nous augmentons le nombre

d'échantillons intervenant dans le calcul du seuil d'erreur, plus le taux de compression

augmente et la fidélit¢ s'améliore. Lorsque nous atteignons un nombre d'échantillons élevé

(256, 512, 1024), nous nous apercevons que le taux de compression et la fidélité se stabilisent.

I est évident que le temps nécessaire & I'échantillonnage & pas variable d'un signal avec 7
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faible, est inférieur au temps nécessaire a 1'échantillonnage a pas variable d'un signal avec 7
¢levé, du fait du nombre d'échantillons a prendre en considération pour le calcul du seuil
d'erreur. Un bon compromis entre le taux de compression, la fidélité et le temps de calcul
semble étre un nombre d'échantillons 7=256. Ceci n'est pas particuliérement lié aux signaux
ECG utilisés. Des essais sur des signaux de synthése (notamment un signal télégraphique

bruité¢) donnent un résultat équivalent.

I11.5.  Evaluation de la méthode d'échantillonnage a pas variable

Afin de pouvoir, par la suite, comparer notre méthode de compression aux autres méthodes, il
est nécessaire de mesurer les performances de la technique de compression qu'est
I'¢chantillonnage a pas variable. Pour ce faire, nous allons dans un premier temps,
¢chantillonner des ECG a pas variable et calculer le taux de compression représenté par CR,
puis, dans un deuxiéme temps, reconstruire le signal par interpolation linéaire et le comparer a
l'original afin de calculer la fidélité représentée par le PRD.

Le taux de compression a été calculé sur la durée totale de chacun des électrocardiogrammes,
c'est-a-dire un peu plus de 30 minutes. Les ECG étant échantillonnés a 360 Hz, chaque ECG
original compte 650000 échantillons. Aprés échantillonnage & pas variable, nous relevons le
nombre d'échantillons contenus dans le signal compressé et nous calculons le taux de

compression défini par I'équation (I-2)

CR = nombre d'échantillons du signal original
~ nombre d' échantillons du signal compressé’

Si nous voulions calculer le taux de compression réel en termes de place mémoire en octets, il
faudrait définir le nombre de bits utilisés pour le stockage des différentes valeurs de temps et
d'amplitude.

La fidélité a été calculée sur une durée de 5 minutes pour chacun des électrocardiogrammes.
Aprés compression des électrocardiogrammes, nous avons reconstruit les échantillons
intermédiaires manquants par interpolation linéaire d'ordre 1 et nous avons calculé le PRD
défini par I'équation (I-3).

Nous avons alors regroupé sur la figure 11.3, la fidélité en fonction du taux de compression

pour 17 électrocardiogrammes de la base de données du MIT.
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Figure I1.3 : CR et PRD de quelques ECG

A la vue du nuage de points, il semble difficile d'obtenir une relation PRD=f(CR) par
identification. Nous remarquons que le taux de compression varie entre 2 et 4 et que le taux de
compression moyen est proche de 3. Quant a la fidélité, nous en déduisons un PRD moyen de
l'ordre de 1 mais le PRD n'est pas une valeur trés significative et par conséquent peu
comparable a d'autres méthodes. En effet, le PRD varie en fonction de la durée du signal sur
laquelle il est calculé. Pour bien percevoir ce phénomeéne, tragons, pour un ECG donné, le
PRD en fonction de la durée sur lequel il est calculé. Nous allons ainsi voir 1'évolution du
PRD tout au long des 30 minutes du signal ECG.

Nous avons pris ici I'électrocardiogramme ayant le PRD le plus défavorable et avons tracé sur
la figure I1.4, la fidélité en fonction de la durée de I'électrocardiogramme sur laquelle est
reconstruit le signal. Notons que les fluctuations montrées sur cette courbe sont particuliéres a
I'ECG103. La forme importe peu ; il est intéressant de retenir la plage de variation des valeurs
du PRD tout au long de la durée considérée de I'ECG.

Nous remarquons que la fidélité varie beaucoup en fonction de la durée prise en compte pour
le calcul du PRD. Ceci nous ameéne a stipuler que la fidélité représentée par le PRD n'est pas
une valeur de comparaison trés significative du fait qu'elle dépend de la durée prise en compte
pour le calcul. Ceci n'est pas le cas du taux de compression comme nous le voyons pour le

méme électrocardiogramme ECG103 sur la figure I1.5.
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Figure I1.4 : fidélité de reconstruction en fonction de la durée de I'ECG
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Figure IL5 : taux de compression en fonction de la durée de 'ECG

Nous remarquons que le taux de compression varie faiblement en fonction de la durée de

I'ECG. Ici, le taux de compression varie de 2,65 a 2,85 alors que la valeur finale (taux de
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compression des 30 minutes d'ECG) est 2,72, ce qui montre que, lorsque le signal évolue de la
méme maniére au cours du temps, le taux de compression est pratiquement indépendant de la

durée sur laquelle est effectuée la compression.

III. Comparaison avec les autres méthodes de compression

Afin d'évaluer la méthode de compression par échantillonnage a pas variable, nous allons
comparer le taux de compression et la fidélit¢ de reconstruction des différentes méthodes
couramment utilisées pour la compression d'électrocardiogrammes. Le tableau II.1 donne le
taux de compression CR et la fidélité de reconstruction PRD de chacune des méthodes. Dans
ce tableau figurent également la fréquence d'échantillonnage du signal original, ainsi que la
maniére dont chaque échantillon est codé en nombre de bits. Il aurait été intéressant de
comparer les méthodes sur la compression d'ECG issus d'une méme base de données, mais

ceci n'a malheureusement pas pus étre réalisé.

Méthode CR | PRD (%) | Fe (Hz) | Codage (bits) Références

AZTEC 10 28 500 12 Cox 1968, Sateh 1990,
Saxena 1997

AZTECm 5,79 5,36 Furth 1988
TP 2 53 200 12 Sateh 1990, Saxena 1997
CORTES 4.8 7 250 12 Sateh 1990, Saxena 1997
FAN /SAPA 3 4 250 Sateh 1990, Saxena 1997
ALZ77 13,38 250 8 Horspool 1995
Fourier Descriptors | 7,4 7 250 12 Reddy 1986
Wavelet Transform | 9,9 500 Crowe 1992
Peak-peaking 10 14 500 8 Cardenas 1999
(spline) entropy
encoding
BP et PCA neural 20 13 360 11 Nagasaka 1993
networks
Classified VQ 8,6 24,5 200 12 Cardenas 1999
Long Term 28,17 10 250 8 Nave 1993
Prediction
EPV 3 1 360

Tableau II.1 : comparaison du CR et du PRD de différentes méthodes de compression

29




Ludovic FONTAINE

De maniére 3 mieux visualiser la fidélit¢ de reconstruction en fonction du taux de
compression, nous faisons apparaitre les couples {CR,PRD} pour chaque méthode, sur la

figure I1.6.
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Figure I1.6 : comparaison du CR et du PRD de différentes méthodes de compression

Nous remarquons que la méthode EPV a le méme taux de compression que la méthode FAN
sur laquelle elle est adaptée. Quant & la fidélité de reconstruction, elle semble faible par
rapport aux autres méthodes, mais ceci est difficilement comparable comme nous l'avons vu
précédemment. Aussi, certains auteurs ré-échantillonnent a une fréquence plus élevée un ECG
avant de le compresser ; il en découle logiquement un taux de compression supérieur, comme
le montre [Kulkarni, 1997]. Enfin, certains calculent le PRD sur une durée de 12 secondes,
d'autres sur une durée de 30 secondes, alors que la durée considérée influence le calcul du

PRD, comme nous l'avons vu.

IV. Représentation du signal EPV, synthése en vue des traitements

Chaque échantillon d'un signal contient en réalité un couple de valeurs qui sont I'instant
d'apparition de l'échantillon et la valeur correspondante de la grandeur représentative du

signal. Lorsque le signal est échantilloné a pas fixe, il n'est pas nécessaire de conserver chaque
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instant du signal ; seuls la fréquence d'échantillonnage et le rang de I'échantillon servent a
connaitre son instant d'apparition.

Dans le cas d'un signal échantillonné a pas variable, nous avons supprimé certains
¢échantillons et il n'est donc plus possible de connaitre son instant d'apparition a partir du rang
de I'échantillon, et de la fréquence d'échantillonnage qui est devenue fonction des variations
du signal. Il est alors nécessaire de représenter chaque échantillon du signal par un couple de
valeurs {temps,amplitude}.

Dans la suite de ce mémoire, un SEPV sera représenté par le signal ¥(7) ou le i™ échantillon

sera désigné indifféremment par X(Z,) ou {i,,f,}
Clest & partir de signaux représentés de cette maniere que nous allons développer dans le

chapitre 3 plusieurs outils de traitement des signaux échantillonnés & pas variable.

31



Ludovic FONTAINE

32



Outils de traitement des SEPV

"Non, la science n'est pas une illusion, mais ce serait une illusion de croire

que nous puissions trouver ailleurs ce qu'elle ne peut pas nous donner."
L'AVENIR D'UNE ILLUSION

Sigmund FREUD (1856-1939, Autriche)
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Chapitre 3. Outils de traitement des SEPV

I. Introduction

Dans ce chapitre consacré au développement d'outils pour le traitement des signaux
cchantillonnés a pas variable (SEPV), nous commencerons par présenter les différentes
techniques d'échantillonnage irrégulier, puis nous exposerons un historique sur le traitement
des signaux échantillonnés irréguliérement. Enfin, nous développerons des outils concernant
les opérations simples, les statistiques, l'analyse spectrale et le filtrage, applicables & des

SEPV.

II. Présentation de I'échantillonnage irrégulier

L'échantillonnage irrégulier — aussi appelé échantillonnage aléatoire, échantillonnage non
constant ; en anglais, irregular sampling, nonuniform sampling, nonequispaced data — peut
apparaitre dans plusieurs domaines scientifiques et plus particulierement dans celui du
traitement du signal. Trois catégories se présentent ou le signal a traiter soit échantillonné

irréguliérement [Bensaoud, 1994]. La figure III.1 montre les origines possibles d'un signal a

capteurs

signaux

systéme de mesures a défaillance du compression
contraintes temporelles systéme des informations

signaux a échantillonnage irrégulier

échantillonnage irrégulier.

Figure III.1 : origines des signaux a échantillonnage irrégulier

La premicére catégorie vient d'un systéme qui, de part sa conception, délivre des informations a
des intervalles de temps non constant. Il arrive aussi qu'il ne soit possible de recueillir les
informations que selon une certaine contrainte temporelle. Ceci a pour conséquence
l'obtention d'un signal dont les intervalles de temps entre deux échantillons consécutifs sont

aléatoires comme le montre la figure I11.2.
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Figure IIL2 : systéme a délivrance d'information aléatoire

La deuxiéme catégorie provient d'un systéme délivrant les informations a intervalles de temps
réguliers, mais avec un systéme de transmission défaillant. Par conséquent, les informations

ne sont pas disponibles sur un certain laps de temps comme le montre la figure I11.3.

amplitude
~

Sy
>

temps

Figure IIL3 : systéme a transmission défaillante

La troisiéme catégorie est plus particuliérement liée a la compression de signaux. Le signal
n'est disponible ou n'est transmis que lorsqu'il contient une information. On peut aisément
considérer que le signal n'a pas besoin d'étre transmis lorsque son amplitude est constante (un
bloqueur d'ordre 0 assure alors la reconstruction), ou lorsque la dérivée du signal est constante
(un bloqueur d'ordre 1 assure alors la reconstruction). La figure 1Il.4 montre un signal
reconstruit avec un bloqueur d'ordre 0 a partir des échantillons transmis, et un signal
reconstruit avec un bloqueur d'ordre 1 a partir des mémes échantillons transmis. La méthode
de compression par échantillonnage a pas variable que nous avons développée au chapitre 2 se
situe dans cette troisiéme catégorie et peut par conséquent subir une reconstruction par

interpolation linéaire lorsque cela sera nécessaire.
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Figure II1.4 : signal échantillonné irréguli¢rement par

compression et reconstruit par bloqueurs d'ordre 0 et 1

Outre ces trois catégories d'échantillonnage irrégulier, il peut arriver qu'un systéme a
¢chantillonnage régulier dévie de sa période d'échantillonnage constante. Le systéme délivre
alors les informations dans un intervalle de temps AT autour de la période d'échantillonnage

constante 7' comme montré figure I11.5. Ainsi, pour un instant d'échantillonnage #,, on a

I, —nT|< % Ce type d'échantillonnage irrégulier est souvent noté "jittered sampling" dans la

littérature.
A
= . AT
= o =3 o L
% ' ' ' ' ! ' ' . ' '
L X
X I
L Ly L - . L ~
T R T 3 4= >
t
to-2 o SN, emps

Figure IILS5 : variations de la période d'échantillonnage

Enfin, il se peut qu'une rupture du systéme de transmission ou une défaillance momentanée
vienne perturber le systéme et que les échantillons #, soient décalés d'un temps A a partir d'un

nTsin<0

instant 0 comme le montre la figure I[11.6. Ainsi 7, = , .
A+nTsin>0
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Figure I11.6 : décalage temporel de 1I'échantillonnage régulier

Il est évident que cette liste de types de signaux échantillonnés irréguliérement n'est pas
exhaustive. Un systéme peut trés bien délivrer les échantillons irréguliers selon une loi de
distribution décrite par une quelconque fonction. Dans tous les cas, nous avons a traiter un

signal x, (¢,) dont les amplitudes x, des échantillons sont connues a intervalles de temps

t, —t,_, irréguliers.

i

III. Historique

On trouve dans la littérature plusieurs travaux relatifs a l'échantillonnage irrégulier. Le
premier est l'analyse spectrale qui permet d'obtenir une estimation de la densité spectrale de
puissance. L'essentiel des travaux concerne la reconstruction d'un signal continu ou d'un signal
échantillonné a intervalles de temps constants & partir d'un signal échantillonné
irréguliérement. Enfin, plusieurs auteurs ont contribué a élaborer une théorie regroupant la
reconstruction des signaux a bande spectrale limitée et l'analyse spectrale associée.

Nous allons dans un premier temps faire un historique des méthodes développées autour de
I'échantillonnage irrégulier, puis nous développerons les aspects de I'analyse spectrale et de la
reconstruction / ré-échantillonnage. Enfin, nous conclurons sur les avantages et inconvénients
de la reconstruction en général, et le manque d'outils spécifiques au traitement numérique des

signaux échantillonnés irréguliérement.

Dans les années 1960, Papoulis — auteur de plusieurs ouvrages et publications dans les
domaines des mathématiques statistiques et du traitement du signal — évoque
I'échantillonnage irrégulier. Dans le méme temps, Jones propose de combler les échantillons
mangquants d'un signal en leur allouant soit une valeur moyenne du signal déterminée dans un

intervalle de temps ou le signal est réguliérement échantillonné, soit la valeur nulle ou encore
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une valeur tenant compte d'autres tests statistiques. Ceci constitue les premiers travaux sur
1'échantillonnage irrégulier [Papoulis, 1962] [Papoulis, 1965] [Jones, 1962].

Dans les années 1970 - 1980 se développent bon nombre de méthodes de reconstruction des
signaux, soit par interpolation en identifiant un modéle ou une fonction aux données, soit par
transformée de Fourier et transformée inverse.

Par la suite, dans les années 1990, d'autres méthodes sont venues optimiser la reconstruction
en faisant intervenir une procédure itérative comme 1'ont montré Marvasti et Feichtinger. On
parle alors de reconstruction de signaux a bande spectrale limitée [Marvasti, 1993]
[Feichtinger, 1994]. A partir de la théorie de I'échantillonnage irrégulier et des méthodes de
reconstruction, Feichtinger et al. ont développé une base d'outils de reconstruction des signaux
dans l'environnement logiciel Matlab de Mathworks sous le nom de IRSATOL (IRregular
SAmpling TOoLbox) [Feichtinger, 1992a].

III.1. Analyse spectrale

Nous allons, dans cette partie, décrire les différents moyens relevés dans la littérature pour
effectuer une analyse spectrale sur un signal a échantillonnage irrégulier.

Jones semble étre le premier a partir des années 1960 a s'intéresser au probléme [Jones, 1962],
[Jones, 1972]. Si le pourcentage d'observations manquantes est faible, on peut reconstruire le
signal en allouant aux observations manquantes une valeur fixe. Ainsi, on obtient un signal
échantillonné réguliérement et une méthode traditionnelle de transformée de Fourier donnera
des résultats satisfaisants. La valeur fixe a attribuer est selon le cas, soit la valeur nulle 0, soit
une valeur moyenne du signal. Si le pourcentage d'observations manquantes est plus ¢levé, un
interpolateur d'ordre 1 permettra alors la reconstruction des €chantillons manquants et le
calcul de la densité spectrale de puissance pourra alors €étre mené par une méthode

traditionnelle [Jones, 1977].

Marvasti établie une relation entre le spectre d'un signal échantillonné a pas fixe et celui d'un

signal échantillonné irréguliérement. A partir du signal continu x(¢), il génére le signal
échantillonné irréguliérement x, (¢,). Puis, il détermine le spectre théorique du signal
échantillonné irréguliérement x (¢,) en calculant la convolution de la transformée de Fourier
du signal continu x(¢) avec la transformée de Fourier du peigne de Dirac contenant les

instants d'échantillonnage irréguliers #, [Marvasti, 1984]. Ainsi, le signal x, (¢,) s'écrit :
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ix(t” Yo(t—t,)= x(t)i(S(t— t,)=x(2)s(t) avec s(t) = +2‘16(1‘4,,).

N=—o0 H=-0c0 HES

Le spectre du signal échantillonné irréguliérement est la convolution X(f)*S(f) ou X(f) est

la transformée de Fourier du signal x(?) et S(f) la transformée de Fourier du peigne de Dirac

s(2).

Lorsque I'échantillonnage irrégulier suit une loi de distribution uniforme ou de Poisson, et en
reprenant le principe de la convolution, Marvasti montre que la puissance spectrale d'un signal
échantillonné irréguliérement est composé de la puissance spectrale du signal continu a
laquelle s'ajoute un bruit non corrélé [Marvasti, 1986]. En effet, la puissance spectrale de la

séquence d'impulsions aléatoires 6(z—¢,) est fonction de la puissance spectrale §(f) d'une

impulsion selon la loi S(f)=A+A’8(f), ou A est le nombre moyen d'impulsions par

intervalle unitaire de temps. Alors le spectre du signal échantillonné irréguliérement est

X(N)*S(f)=Ax" + X X(f), ot x est la moyenne du signal x(¢) élevé au carré.

Plus récemment, Dutt et Rokhlin ont développé des algorithmes généralisant la transformée de

Fourier discrete rapide dans le cas de pas d'échantillonnage non équirépartis et pris dans un
ordre aléatoire [Dutt, 1993] [Dutt, 1995]. Pour un signal x, (z,) avec n={1,2,...,N 1, ot les

N instants d'échantillonnage irréguliers sont pris de maniére aléatoire dans l'intervalle

N N ] . ) N v ,

[—7;7:1 , le calcul de la transformée de Fourier est effectuée a partir de f, = » x, e/
n=l

ou f, représente la densité spectrale de puissance. L'algorithme réduit le nombre de

sommations a effectuer et utilise la transformée de Fourier discréte et inverse afin de réduire

les temps de calcul.

De maniére analogue, la transformée de Fourier discréte inverse rapide dans le cas de

fréquences non équiréparties a aussi été étudiée.

Enfin, afin d'étudier une plage particuliere de fréquences ou une répartition aléatoire de
fréquences, Bagchi propose une méthode permettant d'établir la transformée de Fourier d'un
signal composé de N échantillons équirépartis dans le domaine temporel, en N valeurs

d'amplitude non équiréparties dans le domaine fréquentiel [Bagchi, 1996].
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Nous remarquons que, pour effectuer une analyse spectrale, les algorithmes utilisent soit une
reconstruction des échantillons manquants, soit une approximation a l'aide de la transformée
de Fourier discréte rapide et de sa transformée inverse. Aucun algorithme ne semble utiliser la
particularité de I'échantillonnage irrégulier, a savoir l'intervalle de temps irrégulier entre deux

échantillons consécutifs.

II1.2. Reconstruction

plusieurs scientifiques se sont intéressés au probléme de reconstruction des échantillons
manquants — voire du signal continu dans sa globalité — a partir du signal échantillonné
irréguliérement. Nous allons dans cette partie voir quelques méthodes utilisées a des fins de

reconstruction / ré-échantillonnage de signaux.

III.2.a. Interpolation polynomiale

La premiére reconstruction venant a l'esprit est l'interpolation polynomiale. De maniere
simple, elle peut étre d'ordre 0 lorsque l'amplitude x, de I'échantillon # a l'instant ¢, est
conservée jusqu'a l'instant ¢,,,. De maniére linéaire a l'ordre 1, un segment de droite relie
'échantillon » d'amplitude x, a l'instant 7, a I'échantillon n+1 d'amplitude x,,, a l'instant
t,., - Le signal ainsi reconstruit est continu, mais il n'en est pas de méme pour ses dérivées.

De maniére plus générale, on peut utiliser un modéle polynomial d'ordre P défini par

X(t)=06,t"+6, t""'+..+6,1+6,. Une identification des paramétres 6, par moindres carrés
permet d'obtenir les valeurs estimées 6N, des coefficients. A partir de la fonction polynomiale
X(¢), il devient alors possible de reconstruire les échantillons manquants [Bensaoud, 1994].

Le choix du degré P du polyndme doit étre judicieux pour prendre en compte les fluctuations

locales et globales du signal. Enfin, la bande spectrale théorique dans laquelle est défini le
signal n'intervient pas ici dans l'estimation des coefficients ON, . Par conséquent, la bande

spectrale du signal reconstruit peut étre différente de la bande spectrale théorique du signal.

II1.2.b.  Reconstruction a partir du spectre

Lorsque, par une méthode de transformation quelconque, on arrive a obtenir le spectre d'un
signal échantillonné irréguliérement, il devient alors possible de reconstruire le signal continu
ou échantilionné réguliérement & l'aide de la transformée de Fourier inverse. L'analyse

spectrale locale du signal permet de reconstruire les détails du signal alors que l'analyse
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spectrale globale permet de reconstruire l'allure générale du signal. Néanmoins, les méthodes
d'analyses spectrales de signaux échantillonnés irrégulicrement se servent souvent de
reconstruction et d'interpolation pour estimer le spectre du signal, et la reconstruction s'en
trouve alors altérée. La reconstruction peut aussi étre assurée par une transformation de type

interpolation de Karhunen-Loeve [Sankur, 1973].

III.2.c. Reconstruction récursive

La majeure partie des travaux concernant la reconstruction / ré-échantillonnage des signaux
contenus dans une bande spectrale limitée s'effectue en associant plusieurs outils comme
l'interpolation, 'analyse spectrale, le filtrage et la récursivité. Généralement, a partir du signal
échantillonné irréguliérement, une premiere interpolation (polynomiale, par spline [Sankur,
1973]) est effectuée afin d'obtenir un signal & échantillonnage régulier. Une analyse spectrale
de ce signal est ensuite réalisée. Puis, a partir de la largeur de bande théorique du signal
original, une projection spectrale (filtrage) est appliquée afin de ne tenir compte que des
fréquences effectivement contenues dans la bande spectrale. Enfin, par itérations récursives, la
reconstruction est affinée en tenant compte du signal, de son spectre et de sa bande spectrale

théorique Q. La figure IIL.7 résume les étapes de la reconstruction d'un signal & échantillons

manquants.
signal a échantillons manquants T signal reconstruit échantillonné a pas fixe
w mterpola_uon i N
polynomiale, |
x b spling b X
. - — ! I e A L—“—‘—*—“*——“— ! LI >
temps ’_,// . temps
reconstruction itérative
en utilisant le signal
et son spectre ; |analyse spectrale
; ) ;
spectre filtré : ; spectre du signal reconstruit

‘ '
NN PN
projection tenant compte
de la largeur spectrale £ M

Qusignal

|
|
|

|
Q fréquence Q fréquence

Figure I11.7 : méthode générale de reconstruction d'un signal a

échantillons manquants
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Ainsi, la premiére étape consiste en une reconstruction sommaire du signal échantillonné a
pas fixe Sgpr(f) & partir du signal échantillonné & pas variable Sgpi(f) et du spectre explicite ou
de la largeur de bande du signal. La deuxi¢me étape consiste a optimiser la reconstruction par

une procédure itérative. La procédure itérative est de la forme :
Skt (1) = Ba(4.513):(1)
S (¢,) étant déterminé par l'interpolation polynomiale du signal Sepi(?)

A est un opérateur d'approximation utilisant les échantillons a l'itération (r), et 7, est une
projection orthogonale du signal 5{).(:) vers I'espace des signaux a bande limitée de spectre
Q. Des opérateurs 4 fixes ont été élaborés par Wiley/Marvasti [Wiley, 1978] [Marvasti,
1989] et Sauer/Allebach [Sauer, 1989], et des opérateurs 4 adaptatifs d'une itération a l'autre
ont eté développés comme ceux de Feichtinger et Cenker [Feichtinger, 1991a 1991b 1991c].
Razafinjatovo précise que l'intervalle de temps entre deux instants d'échantillonnage
consécutifs peut &tre plus important lorsque le nombre de dérivées considérées augmente, si
celles-ci sont disponibles aux instants d'échantillonnage irréguliers [Razafinjatovo, 1995].
L'étape de reconstruction peut étre facilitée en utilisant un filtre passe-bas idéal s'appliquant au
signal échantillonné irréguliérement. La réponse impulsionnelle du filtre passe-bas (une
fonction sinus cardinal) est utilisée comme interpolateur et le signal échantillonné

irréguliérement est en fait traité comme s'il était échantillonné de maniére uniforme [Sankur,

1973].

II1.2.d.  Extension a la reconstruction d'images

Par analogie avec les méthodes de reconstruction itératives de signaux & une dimension, &
bande spectrale limitée, il est possible de reconstruire des signaux multi-dimensions a bande
spectrale limitée dans l'espace L" [Feichtinger, Grochenig, 1989]. En ce qui concerne les
signaux bidimensionnels comme les images, l'extension de la reconstruction 1D a la
reconstruction 2D a été abordée. Dans une telle image échantillonnée irréguliérement, des
lignes et colonnes entiéres sont manquantes et une reconstruction permet de recueillir I'image
originale. En particulier, des travaux ont été réalisés sur la reconstruction d'images a bande
spectrale limitée [Feichtinger, 1993], et la méthode itérative de poids adaptatifs semble tres

performante.
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III.2.e.  Reconstruction optimale

On pourrait trouver une méthode de reconstruction optimale et universelle. Or, les méthodes
décrites dans la littérature, bien que leurs objectifs soient de reconstruire, n'utilisent pas les
meémes fondements ni les mémes outils. Leur efficacité se juge plutdt en termes de qualité
qu'en terme quantitatif d'erreur. Nous allons donc, en guise de synthése, énumérer les diverses
qualités dont nous devons prendre en compte les plus pertinentes pour le cas particulier de
reconstruction a traiter [Feichtinger, 1991a] [Feichtinger, 1995b] :

e Qualité en terme de preécision lorsque le signal & reconstruire peut étre décrit par une
fonction. La méthode doit permettre une reconstruction fidéle en tenant compte de la
précision numérique de l'ordinateur.

e Qualité en terme de robustesse lorsque les signaux réels sont bruités contrairement aux
signaux théoriques sur lesquels ont ét€ développés les méthode de reconstruction. En effet,
il est essentiel d'obtenir une approximation raisonnable des échantillons manquants du
signal, méme si le signal est bruité.

e Qualité en terme de voisinage dans le sens ou les variations des signaux ne doivent pas se
répercuter loin du lieu ou elles se sont produites. En d'autres termes, il doit étre possible de
reconstruire une partie du signal a partir des échantillons voisins de la zone d'intérét.

e Qualité en terme de globalité puisque la méthode doit aussi étre capable de travailler
globalement de maniére & reconstruire le signal lorsqu'il est manquant sur une large
portion.

e Qualité en terme de vitesse afin de trouver un bon compromis entre la méthode nécessaire a
la reconstruction en fonction des €chantillons a traiter, le temps de calcul et la mémoire

requise par l'ordinateur.

I11.3.  Synthése des outils disponibles

En conclusion de cet historique sur le traitement des signaux échantillonnés irréguliérement,
nous nous apercevons que seuls des travaux concernant la reconstruction de signaux a été
abordée dans la littérature. Les outils classiques de traitement numérique du signal sont
ensuite utilisés sur les signaux reconstruits. Aucun outil concernant les statistiques, le filtrage,
la comparaison, l'identification ne semble avoir été abordé dans le cas de signaux
échantillonnés irréguliérement depuis le début du traitement numérique des signaux. Plus
généralement, le probléme suivant se pose : peut-on traiter des signaux a échantillonnage

irrégulier sans avoir recours a une méthode de reconstruction totale d'un signal échantillonné a
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pas fixe ? Nous allons maintenant répondre a cette question en nous attachant & 1'¢laboration

de tels outils.

IV. Reconstruction d'échantillons intermédiaires

Comme nous l'avons vu dans I'historique de l'échantillonnage irrégulier, il existe plusieurs
méthodes permettant la reconstruction d'un signal continu ou d'un signal échantillonné a pas
fixe a partir d'un signal échantillonné irréguliérement. Nous rappelons ici la reconstruction par
interpolation linéaire, méthode que nous utiliserons chaque fois qu'il sera nécessaire d'utiliser
un échantillon intermédiaire manquant. On approxime alors le signal entre deux instants
d'échantillonnage irrégulier consécutifs par un segment de droite. La figure IIL.8 présente
l'interpolation linéaire ou les variables utilisées sont les suivantes :

t; . temps a pas fixe

™

: temps a pas variable

I

x; . amplitude de I'échantillon au temps ¢,

%, : amplitude de I'échantillon au temps 7,

!

€chantillons manquants, -
reconstruction nécessaire

temps

gl (. S
~ —
~—— . -
gl e Y

A

t h h [ 1y
Figure I1L.8 : reconstruction par interpolation linéaire

L'équation du segment de droite dans l'intervalle de temps ¢ = [7, £,] est x=at+b ot la

(

x1+l R

pente est a = .
i+

Lalt
T

X, Lin — X

~. Ainsi, un échantillon

R

et l'ordonnée a l'origine est b=

(

o~
)

i+l i

intermédiaire a l'instant ¢, € [f, tvm] peut étre reconstruit et a pour amplitude x, = at, +b.
Ceci permet de reconstruire un SEPF lorsque les instants z, sont choisis a pas constant ; ceci
permet également de reconstruire un SEPV lorsque des instants particuliers ¢, sont pris en

compte.
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V. Opérations simples

Les premiéres opérations simples a effectuer sur des SEPV sont I'addition et la soustraction.
La multiplication, quant a elle, sert principalement dans les produits de convolution. Ces
opérations simples nécessitent 1'obtention de la valeur de chacun des signaux pour I'ensemble
des instants d'échantillonnage des deux signaux. Par conséquent, il est nécessaire de
reconstruire certains échantillons intermédiaires par interpolation linéaire afin d'effectuer
l'opération terme a terme de maniére temporelle. La figure I11.9 montre deux SEPV avec des
instants d'échantillonnage différents dont nous reconstruisons les valeurs manquantes. Ainsi,

chaque signal a le méme nombre d'instants d'échantillonnage, ceux-ci étant identiques.

échantillons manquants,

reconstruction nécessaire

signal 1

signal 2

N - i temps

Figure I11.9 : opération sur deux signaux aprés reconstruction partielle

Aux instants f,, f, et f,, l'amplitude est connue pour chacun des deux signaux, alors qu'aux
instants 7,, f,, f,, f, et f,, lamplitude n'est connue que pour un des deux signaux. Une
reconstruction est donc nécessaire avant de procéder a l'addition, la soustraction ou la
multiplication entre les signaux.

Plus généralement, notons E; I'ensemble des instants d'échantillonnage du premier signal et E,
I'ensemble des instants d'échantillonnage du deuxiéme signal. Une fois que l'amplitude des
deux signaux est connue pour chaque instant d'échantillonnage issu de la réunion des
ensembles E; et E,, il devient possible d'additionner (soustraire, multiplier) terme a terme

leurs amplitudes. Il est ainsi possible d'effectuer des opérations simples sur des SEPV.

VI. Statistiques

A partir des opérations simples que sont l'addition et la muitiplication, nous pouvons
maintenant redéfinir quelques notions statistiques comme la moyenne, la variance et, de
maniére globale, le moment d'ordre k. Nous expliciterons également la moyenne mobile, la

variance mobile, la covariance et le coefficient de corrélation linéaire.
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Commengons par la moyenne (moment d'ordre 0) déterminée de maniére continue sur

l'intervalle [0;7] pour un signal x(¢) par :

Lorsqu'on discrétise le signal x(f), celui-ci devient le SEPV X(f) et on peut approximer
l'intégrale par une sommation de surfaces rectangulaires ou trapézoidales. Si on considére des
surfaces rectangulaires, deux moyennes peuvent étre prises en compte : moyenne par avance

lorsque l'amplitude X, génére le rectangle de base 7, —7,_, ; et moyenne par retard lorsque

l'amplitude x,_, génére le rectangle de méme base. D'ou les deux expressions :

_ 1 Moo .
Xy =T % zxi(ti_tl~l)
Iy =143
]. N
Xp =35> me @ -t.)
Iy =453

La moyenne par retard est en fait la moyenne du signal continu aprés reconstruction par
bloqueur d'ordre 0. Elle est généralement utilisée lors d'un traitement en ligne.

La méthode des trapézes permet de mieux prendre en compte l'aspect de continuité du SEPV.
Ainsi les surfaces considérées tiennent compte de 'éventuelle reconstruction par interpolation

linéaire. Nous avons alors ;

Les moyennes décrites sont des moyennes pondérées puisque les intervalles Z —7_, ne sont

i-1
pas de durées identiques. La moyenne pondérée par la méthode des trapézes sera utilisée par la
suite dés lors qu'une statistique de moyenne sera nécessaire.

Cette moyenne par trapézes peut étre définie de maniére récurrente en ajoutant un échantillon
a la moyenne précédente ; ces deux valeurs étant pondérées par leur intervalle de temps

respectif. Nous obtenons :

= 5 b ‘55 + fn—l b ~
_ xT,n—l (tn—l - tl) + ! 2 (t“ - tn_l)
x'l',n = ? _ 7
]

n
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I est aussi possible de définir une moyenne mobile pondérée par la méthode des trapezes.
Contrairement au SEPF ou la moyenne mobile est définie sur un nombre constant
d'échantillons donc un intervalle de temps constant, la moyenne mobile d'un SEPV est définie
sur un nombre constant d'échantillons, et sur un intervalle de temps variable. La moyenne

mobile X,,, sur N| échantillons avant et N, échantillons apres l'indice courant # est :

1 n+N, ¥ + ¥ _ g
xz\/l,n =7 b Z x’ ZXI_I (tl - tl'—l)

Ny, tn—;\’,—l i=n-N)

Sous forme récurrente, en ajoutant I'échantillon suivant et en retranchant le premier

¢échantillon, la moyenne mobile par la méthode des trapezes s'exprime :

—= - - ‘xn—lﬂ\’] + xn—l—;\', - — xn+1\'z + xn+}\"z~l ~ -
Xyt [n—l+1\’3 —_r:z~.N'l—2 - 2 111—1—1\" - tn~1\',—2 + 9 tn+1\"3 _[Ikl+1\’3

TMa T g by
[/1+/\’: - I‘n*l—l\']

Apres la moyenne et la moyenne mobile, intéressons-nous maintenant & la variance (moment

d'ordre 1). La variance pondérée par avance est définie par :

LS -5)(-1.)

tj\' _fl i=2

var, (¥) =

De la méme maniére que pour la moyenne mobile, nous définissons la variance mobile
pondérée par avance var, ,(X) en prenant N; échantillons avant et N, échantillons aprés
l'indice courant n :

1 n+ Ny

Var“""’ (i) = ;“__T— z (‘i' - f’l‘,u )2 (tv: - Z‘—l)

n+N, - n=N=1 i=n—N,

Dans un but de comparaison des moyennes et variances entre SEPF et SEPV, nous

construisons deux signaux. Le premier est un signal télégraphique bruité s,(¢) et le second est

la somme de trois signaux sinusoidaux et d'un polyndme du premier ordre de la forme :
s,(t) =Y a, sin2nft) + ot + B
i=

Ces deux signaux sont échantillonnés a pas fixe a la fréquence d'échantillonnage de 300 Hz,
puis a pas variable ; les moyennes et variances sont ensuite calculées a pas fixe et a pas
variable selon le cas. La figure II1.10 montre les deux signaux de test et le tableau III.1 donne

les statistiques recueillies.

48



Chapitre 3. Outils de traitement des SEPV

Malgre une erreur importante sur la variance du deuxiéme signal, les moyennes et variances
des SEPF et SEPV sont trés proches.

signal télégraphique bruité somme de signaux sinusoidaux et dune droite
: T T . T T T T T

4 L L L L L L 2 L . L L L L L
° [ 1 18 2 25 3 3s 4 a5 56) © 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 S (s)

Figure II1.10 : signaux généraux pour la comparaison des moyennes et variances

signal 1 signal 2
nombre d'échantillons EPF / EPV 1500/ 961 1500/ 180
moyenne EPF 0,1349 0,7500
moyenne EPV par avance 0,1345 0,7327
moyenne EPV par retard 0,1358 0,7669
moyenne EPV par trapézes 0,1348 0,7498
erreur sur la moyenne par trapézes 74107 % 2,6 107 %
variance EPF 1,2104 1,4625
variance EPV 1,2101 1,5360
erreur sur la variance par trapézes 2,4 102 % 5,0%

Tableau IIL.1 : comparaison des statistiques

De fagon plus générale, nous pouvons définir le moment d'ordre £ d'un SEPV X(7) par la

relation ;

M B =3 (% -%,)"( -i.,)

N A =2

De méme, la covariance de deux SEPV X(7“) et (f") dont la base de temps comprenant

tous les instants d'échantillonnage est 7 =7“ 7" est définie par
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COVA(X/’.};) = 7 ! 7 IZ(XI _)_C'/‘)(JV’I‘ _yl)(z; _tvi-l)

N b =2

A vpartir de la variance et de la covariance, nous avons ainsi redéfini le coefficient de

corrélation linéaire ;

cov,(X,y)
Jvar (%) var , (7)

corr, (%, ¥) =

En résumé, les calculs statistiques de moyenne, variance, covariance et coefficient de
corrélation sont utilisables pour des SEPV en pondérant les amplitudes par les intervalles de

temps séparant deux échantillons consécutifs.

VII. Analyse spectrale par transformée de Fourier

De maniére & déterminer les composantes spectrales d'un SEPV et envisager alors le filtrage
du signal, nous procédons maintenant a l'analyse spectrale du SEPV en adaptant la
transformée de Fourier. Nous avons vu que des bloqueurs d'ordre 0 et d'ordre 1 peuvent étre
utilisés pour reconstruire le signal. Nous allons définir la transformée de Fourier d'un SEPV
afin d'obtenir une analyse spectrale d'un SEPV en utilisant des bloqueurs d'ordre 0 et 1. Deux
cas sont envisageés selon I'ordre du bloqueur.

La transformeée de Fourier d'un signal continu x(f) est :

oo

X(f)= [x(0)e ™ dt

—oo

En considérant N pas d'échantillonnage non constant 7, la transformée de Fourier se

décompose comme suit :

X(f)= i jxu)e'»’“-"dt

i-1

Considérons dans un premier temps le bloqueur d'ordre 0. Celui-ci conserve I'amplitude X, |
du signal a l'instant 7, , jusqu'a l'instant 7,. La transformée de Fourier discréte X,(f) par

bloqueur d'ordre 0 est alors définie par :

=3 7
=2 i-1

X,(f)= i{f %o
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soit encore ;

1 < i 27fi, —j2nfi
X = =g 27 =),

Considérons maintenant le bloqueur d'ordre 1 qui impose une interpolation linéaire de
q q p TP

l'amplitude du signal x(¢) entre les instants 7,_, et Z,, soit x(¢)=a,f+b, pour ¢ € [ L ,] avec

(

X(

a =— etb—

i
i1

. La transformée de Fourier discréte X,(f) par bloqueur

(
(

fff
-1,

~

~

d'ordre 1 est alors définie par :

X,(f)= i{’f(a,r + b,>e-«"2"-"dr} ,

=2 |7
=2 U

soit encore :

X\(f)=—= S [_( t+b)e‘~’3ﬂ7"]"’ _ a2 i
) zﬂf = R R T

et enfin :

1 < -2 = a -i2affi_, | o 4q,
X'(f)_2—7!7',_7{ "’(x,+j2ﬂfj+e g (x’_'+j27;7’}’ (I11-1)

cette derniére expression évitant le calcul des coefficients b;.

Le spectre fréquentiel en amplitude Sy(f) définissant l'amplitude en fonction de la fréquence

positive est caractérisé par la norme :

S.(f)= ”X ) (111-2)

pour une fréquence f € [O; E /2], ou F, est la fréquence d'échantillonnage du signal x(?).

La transformée de Fourier par bloqueur d'ordre 1 et son spectre associé permettra de comparer

les spectres des SEPV entre eux ou a ceux des SEPF. Nous définissons le critére de

comparaison des spectres S;(f) et Sx(f) dans la bande de fréquences f € [O; E/ 2] par :

2 (%
(I):—FTJ.()_

(I11-3)
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Dans T'historique concernant l'analyse spectrale, Dutt et al. ont décrit une transformée de
Fourier discréte rapide avec des pas d'échantillonnage non équirépartis et pris dans un ordre
aléatoire [Dutt et al., 1993]. Comparons leur méthode au spectre de la transformée de Fourier
par bloqueur d'ordre 1 que nous venons d'expliciter. Définissons un signal
x(¢t) = 1sin2nf it + 2sin2nf,t avec f, =4 Hz et f, =10 Hz. Nous échantillonnons ce signal
x(?) a la fréquence F,=60 Hz, puis nous 1'échantillonnons a pas variable, grace a l'algorithme

que nous avons développé au chapitre 2, afin de recueillir N échantillons non équirépartis.
L'allure théorique du spectre du signal x(¢) pour f € [— F |2F,/ 2] est montrée figure I11.11.

amplitude spectrale

A
4!
0.5
| | | | ] | | | |
| | 1 |l | | | | | e
-14 -12 -10 -8 -6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 fréquence (Hz)

Figure II1.11 : allure théorique du spectre

0.9
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0.6

0.5,»
{

04r

S N S USSS—

spectre |

amplitude normalisée des spectres

spectre 2

{

spectre 3

30 (H2)

Figure I11.12 : superposition des deux spectres
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Nous déterminons alors les spectres du SEPV successivement par la méthode de Dutt et par la
ndtre et nous superposons les spectres sur la figure II1.12. Le spectre 1 correspond a l'analyse
spectrale par Dutt du signal dont les instants d'échantillonnage sont pris de maniére aléatoire
(certaines fluctuations du signal sont alors inhibées). Le spectre 2 correspond a l'analyse
spectrale par Dutt du signal échantillonné & pas variable. Le spectre 3 correspond & notre
analyse spectrale du signal échantillonné a pas variable.

Nous remarquons que le spectre 3 établi par notre méthode est trés proche du spectre
théorique (® = 0,011) alors que le spectre 2 établi par la méthode de Dutt en prenant le signal
¢chantillonné a pas variable s'en éloigne en dehors des raies théoriques (@ = 0,020). Quant au
spectre 1 établi en prenant les échantillons aléatoirement, la méthode de Dutt donne une vague
approximation de l'analyse spectrale (® = 0,110). Ceci est dii au fait que nous tenons compte

des intervalles temporels variables, ce qui n'est pas le cas pour les autres méthodes.

VIII. Filtrage

Un des outils les plus utilisés en traitement du signal est le filtrage. Aprés avoir établi un outil
d'analyse spectrale, il convient maintenant d'élaborer des filtres pouvant s'appliquer a des
SEPV. L'originalit¢ de la procédure réside en 1'absence de reconstruction totale du signal
d'origine. Pour ce faire, aprés un préambule théorique sur le traitement des SEPV, nous
commencerons par définir une chaine de traitement d'un SEPV par filtrage en mettant en
évidence 1'étape de reconstruction d'échantillons intermédiaires lorsque cela s'avére nécessaire.
Nous étudierons ensuite la pertinence des quatre types de filtres que sont les filtres passe-bas,
passe-haut, passe-bande et coupe-bande. Nous établirons ensuite une relation entre le pas
d'échantillonnage et la reconstruction d'échantillons intermédiaires. Enfin, nous réaliserons un
filtre passe-bas du premier ordre, un filtre passe-bas du deuxiéme ordre, et nous
généraliserons a la réalisation de filtres passe-bas et passe-bande d'ordre N en résolvant et

discrétisant la représentation d'état.

VIII.1. Préambule sur le traitement des SEPV

Considérons un systéme continu d'entrée x(¢), de sortie »(¢) et de réponse impulsionnelle £{z).

La sortie est alors définie comme le produit de convolution :

¥(t) = x(t) f(2) = [ x(2) f(t - T)de
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Si nous échantillonnons indépendamment l'entrée, la sortie et la réponse impulsionnelle a pas
variable, le systéme devient celui décrit figure II1.13 ou 1, 7; et 14 représentent respectivement

les instants d'échantillonnage de l'entrée, de la réponse impulsionnelle et de la sortie.

x(T)

f)

H—————+——
Figure I11.13 ; systéme échantillonné a pas variable

Si nous connaissons la réponse impulsionnelle f{¢), nous pouvons l'échantillonner a pas

variable et ainsi obtenir f{7). La transformée de Laplace f(s) peut alors étre déterminée par

une méthode analogue a celle utilisée pour la transformée de Fourier en prenant une

interpolation linéaire entre deux échantillons consécutifs [z ; zg+1)].

De la méme maniére, nous obtenons la transformée de Laplace de 'entrée x(7;), a savoir X(s).

Dans le domaine de Laplace, le produit de convolution y(t)= x(¢)* f(t) temporel se

transforme en produit simple y(s)=% (s)7(s). La transformée de Laplace inverse permet de

recueillir le signal de sortie y(¢). Il est donc théoriquement possible d'obtenir le signal de sortie
d'une fonction de transfert lorsque le signal d'entrée est échantillonné a pas variable et que la
réponse impulsionnelle est finie. D'un point de vue pratique, ceci entraine d'importants calculs

et nous allons, dans ce qui suit, élaborer divers filtres s'appliquant & des SEPV.

VIIL.2. Chaine de traitement d'un SEPV

La chaine de traitement va permettre de réaliser une opération de filtrage en tenant compte
d'une reconstruction éventuelle d'échantillons. En effet, lorsque les intervalles de temps sont
trop grands pour le traitement a réaliser, celui-ci peut générer des instabilités ou fournir une
sortie qui ne soit pas fidéle a la réalité. Dans ce cas, il convient de reconstruire un échantillon
intermédiaire (REI) par interpolation linéaire. Nous déterminerons ultérieurement la relation
entre l'opération a réaliser et l'intervalle de temps & considérer. De plus, apres traitement, il

convient de ré-échantillonner le signal & pas variable de maniére a optimiser le nombre
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d'échantillons constituant le signal de sortie. En tenant compte des observations faites

précédemment, le traitement d'un SEPV se résume ainsi, figure I11.14 :

Xipy: (1) Xepr: (i E
T

crati Fppr (1)
operation > REPV L»

EPV de filtrage
fauxv
REI
traitement
EPV : échantiflonnage a pas variable

REPV: ré-échantillonnage a pas variable

REI ; reconstruction d'échantillon intermédiaire

Figure II1.14 : chaine de traitement des SEPV

Dans le cas ou nous avons a traiter un SEPV, celui-ci constituera alors le signal d'entrée

X (£,) du traitement. Dans le cas ol nous avons a traiter un SEPF, il convient au préalable
de I'échantillonner 4 pas variable (EPV) afin d'obtenir le signal X, (7).

Vient alors un comparateur d'intervalle de temps Az, =7, —

n~1

au pas de reconstruction 7y
fonction de l'opération (filtrage) a réaliser. Si Af¢, est supérieur a Tk il est alors nécessaire de
reconstruire un échantillon intermédiaire avant de procéder a 'opération de filtrage.

Enfin, & l'issu du filtrage, il convient d'optimiser le nombre d'échantillons représentatifs du
signal par ré-échantillonnage a pas variable (REPV) et obtenir le signal de sortie ¥ ,,,,-(£).
L'ensemble de ces modules assure le traitement général des SEPV, le filtrage étant un

traitement particulier.

VIIL.3. Etude de la pertinence des différents types de filtrage

Un signal échantillonné a la fréquence F, contient des composantes de fréquences comprises
entre 0 Hz (signal continu) et la moiti€¢ de la fréquence d'échantillonnage (F./2) ; ceci se
justifie par le théoréme de Shannon qui stipule qu'un signal numérique doit étre échantillonné
a une fréquence au moins égale au double de la fréquence la plus élevée contenue dans le

signal. Le spectre d'un tel signal est donc contenu dans le contour suivant :
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amplitude
présence
absence 4|
0 F.2 F, fréquence

Figure I11.15 : contour du spectre d'un signal échantillonné

Nous allons examiner, dans ce qui suit, si les quatre types de filtres (passe-bas, passe-haut,
passe-bande, coupe-bande) sont réalisables en EPV et s'ils méritent d'étre réalisés. Puis nous
nous intéresserons a l'adaptation de la fréquence de reconstruction de sorte que I'écart
instantané entre le signal EPV obtenu aprés traitement et le signal EPF obtenu par le méme

traitement soit inférieur a un seuil donné.

VIII.3.a. Filtre passe-bas

Du point de vue spectral, le filtre passe-bas a pour objectif d'éliminer les composantes
fréquentielles supérieures a une fréquence particuliére appelée fréquence de coupure F,, tout
en conservant les fréquences inférieures a cette fréquence de coupure. La fréquence de

coupure est comprise entre 0 et F,/2. Le gabarit idéal d'un filtre passe-bas est le suivant :

amplitude
1
0 { '[
0 F, F./2 F, fréquence

Figure II1.16 : gabarit d'un filtre passe-bas

Pour un SEPV, afin de conserver les fréquences comprises entre 0 et F,, il conviendra de
reconstruire le signal a une fréquence d'échantillonnage au moins double de la fréquence la
plus élevée du signal filtré, soit le double de la fréquence de coupure F.. Cette fréquence de
reconstruction sera alors comprise entre 2F. et F,, ce qui est tout a fait possible. De ce fait,

nous nous intéresserons au développement de filtres passe-bas EPV.
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VIIL.3.b. Filtre passe-haut

Du point de vue spectral, le filtre passe-haut a pour objectif d'éliminer les composantes
fréquentielles inférieures a F,, tout en conservant les fréquences supérieures a cette fréquence
de coupure. La fréquence de coupure est comprise entre 0 et F,/2. Le gabarit idéal d'un filtre

passe-haut est le suivant :

amplitude
i
'
H
0 - —|
0 F. F./2 F, fréquence

Figure II1.17 : gabarit d'un filtre passe-haut

Pour un SEPV, afin de conserver les fréquences comprises entre F, et F,/2, il conviendra de
reconstruire le signal a une fréquence d'échantillonnage au moins double de la fréquence la
plus élevée du signal filtré, soit le double de la moitié de la fréquence d'échantillonnage. Cette
fréquence de reconstruction sera alors la fréquence d'échantillonnage d'origine F,. Il semble
donc nécessaire de reconstruire tous les échantillons pour réaliser un filtre passe-haut EPV.
Ceci n'est pas le but recherché ; il est préférable d'utiliser une méthode de reconstruction d'un
signal EPF puis d'effectuer un traitement conventionnel de filtrage. Ou bien, en associant le
filtre passe-haut EPV a un filtre passe-bas EPV de mani¢re a former un passe-bande EPV, la
fréquence de reconstruction sera fonction de la fréquence de coupure du filtre passe-bas et

I'¢laboration du filtre passe-haut aura alors un sens.

VIII.3.c. Filtre passe-bande

Du point de vue spectral, le filtre passe-bande a pour objectif d'¢liminer les composantes
fréquentielles inféricures a une fréquence de coupure basse Fcp et supéricures a une autre
fréquence de coupure haute Fcp, tout en conservant les fréquences comprises entre les
fréquences de coupure basse et haute. Cette plage de fréquences s'appelle la bande passante.
Les fréquences de coupure sont comprises entre 0 et F,/2. Le gabarit idéal d'un filtre passe-

bande est le suivant ;
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amplitude
1

|
0 Fcp Fey F2 F, fréquence

Figure II1.18 : gabarit d'un filtre passe-bande

Pour un SEPV, afin de conserver les fréquences comprises entre Fcp et Fcy, il conviendra de
reconstruire le signal a une fréquence d'échantillonnage au moins double de la fréquence la
plus élevée du signal filtré, soit la fréquence de coupure haute Fcpy. Cette fréquence de
reconstruction sera alors comprise entre 2 Fcy et F,, ce qui est tout a fait possible. Nous nous

intéresserons donc au développement de filtres passe-bande EPV.

VIII.3.d. Filtre coupe-bande

Du point de vue spectral, le filtre coupe-bande ou réjecteur de bande a pour objectif d'éliminer
les composantes fréquentielles comprises entre la fréquence de coupure basse Fcp et la
fréquence de coupure haute Fcy, tout en conservant les fréquences inférieures a la fréquence
de coupure basse et supérieures a la fréquence de coupure haute. La plage de fréquences
comprises entre Fcp et Fey s'appelle la bande de réjection. Les fréquences de coupure sont

comprises entre 0 et F,/2. Le gabarit idéal d'un filtre coupe-bande est le suivant :

amplitude
1

0 B

0 Fcp Fey Fo2 F, fréquence

Figure I11.19 : gabarit d'un filtre coupe-bande

Pour un SEPV, afin de conserver les fréquences comprises entre 0 et Fcp et entre Fcy et F,/2,
il conviendra de reconstruire le signal & une fréquence d'échantillonnage au moins égale au
double de la fréquence la plus élevée du signal filtré, soit le double de la moitié de la
fréquence d'échantillonnage. Cette fréquence de reconstruction sera alors la fréquence

d'échantillonnage d'origine F,. Il semble donc nécessaire de reconstruire tous les échantillons
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pour réaliser un filtre coupe-bande EPV, ce qui n'est pas le but recherché. Il convient alors
d'utiliser une méthode de reconstruction d'un signal EPF puis d'effectuer un traitement de

maniére conventionnelle.

VIII.3.e. Choix du pas de reconstruction des échantillons intermédiaires

Dans le cas ou on conserve en sortie du filtre les mémes instants d'échantillonnage ¢, qu'a
'entrée de ce filtre, la plage de fréquences dans laquelle sera choisie la fréquence de coupure

fo du filtre, sera limitée du fait des pas d’échantillonnage. En effet, soit 7)) le plus grand pas

1
d’échantillonnage : 7, = max{t,, -1, } . Ce pas correspond a une fréquence F, = T D’aprés
i 0

le théoréme de Shannon, la fréquence de coupure f) du filtre devra donc étre inférieure a ?O ,

1
2-max{t,, - t,,_l} '

' > :
c'est-a-dire f, <

Afin de ne pas limiter la fréquence de coupure et de la choisir dans la plage de fréquences
définie par chacun des quatre types de filtres, il est nécessaire de reconstruire des échantillons
d'entrée intermédiaires lorsque le pas d'échantillonnage est trop grand par rapport au temps de
réponse du filtre a une entrée en échelon (voir chaine de traitement de la figure I11.14). Ce
temps de réponse est fonction de la fréquence de coupure f).

A titre d'exemple, considérons le cas d'un filtre passe-bas d'ordre 1, de gain statique unité dont
'entrée est un échelon, et tragons sa réponse en fonction de la variable sans dimension temps

t 1
réduit —, 7= pyrs étant la constante de temps du filtre (figure I11.20).
T 0

. . . T : . : . : . . T . T
1F x :! 1t P ——J

ITs Ts e

i
08 | i 1 o8 &

06 | { o5 F

02 | { 102 f /

| . . : L TR L L I L L
-2 -1 [} 1 2 3 4 5 6 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
temps réduit temps reduit

Figure IIL.20 : échelon unitaire et réponse d'un filtre passe-bas a

cet échelon en fonction du temps réduit
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On vérifie facilement que l'amplitude du signal de sortie atteint 66% de sa valeur finale au
bout d'une durée 1, 95% au bout de 31, et 99% au bout de 5t.

Pour un SEPV, léchelon en entrée du filtre sera composé de quatre instants
d'échantillonnage : l'instant initial 7} correspondant & une amplitude O du signal, l'instant 75
juste avant la commutation, l'instant 73 juste aprés la commutation et l'instant final T}
correspondant a une amplitude 1 du signal. Considérons l'instant 73 juste aprés la

commutation et l'instant 74 en fin du signal. En sortie du filtre, dans le cas ou le pas 7, — T,
est trop grand, l'amplitude a l'instant 75 vaudra y(T3) =0 et celle a l'instant 7, vaudra

y(ﬂ) =1, mais aucun échantillon ne traduira 1'évolution de la montée entre ces deux instants.

Pour pallier ce manque d'information, on peut alors générer, par exemple, un échantillon
intermédiaire en entrée a 5t, a 31 ou a 1, correspondant respectivement a des erreurs de
reconstruction élevée, moyenne ou faible.

Ainsi, en prenant une fréquence de reconstruction :

= 2nf,, (IT1-4)

nous pouvons utiliser les fréquences de coupure dans les plages définies pour chaque type de
filtre, tout en s'assurant de la bonne réponse du filtre & de fortes variations du signal d'entrée.
Par conséquent, nous reconstruisons, par interpolation linéaire d'ordre 1, un échantillon

intermédiaire (REI) lorsque ¢, —¢,, >7,. Nous remarquons que la fréquence de

n

reconstruction est au moins double de la fréquence de coupure, soit F,, =2 f; . Bien sir, si la
fréquence de reconstruction Fr est supéricure a la fréquence d'échantillonnage F,, nous
reconstruirons alors le signal a la fréquence d'échantillonnage d'origine F.,.

Cependant, il n'est peut-étre pas nécessaire de reconstruire en permanence au pas Tz. En effet,
la reconstruction de certains échantillons semble parfois inutile ; ces échantillons n'apportant
rien & I'évolution du signal. C'est pourquoi nous suggerons, en perspectives, une amelioration
a apporter en prédisant l'instant de reconstruction d'un échantillon a partir des fluctuations du
signal d'entrée EPV, du signal de sortie EPV, et de la fonction de transfert du filtre ; tout ceci

en satisfaisant le ré-échantillonnage a pas variable du signal de sortie. L'optimisation du
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nombre d'échantillons a reconstruire permettrait dans certains cas de réduire le temps de

calcul.

VIIL.4. Filtrage passe-bas du premier ordre

Dans cette partie, nous allons construire un filtre passe-bas EPV. Nous commencerons par
rappeler la correspondance existant entre un filtre analogique et un filtre numérique. Nous
exposerons ensuite le lien entre la fonction de transfert continue et la fonction de transfert
discréte d'un filtre passe-bas d'ordre 1. Enfin, nous établirons l'expression de la fonction de

transfert discréte EPV d'un filtre passe-bas d'ordre 1.

VIIL.4.a. Rappel sur la correspondance entre filtre analogique et filtre numérique

Avant d'établir des liaisons entre fonctions de transfert continue, discréte et discréte EPV,
rappelons, dans ce paragraphe, la correspondance entre un filtre analogique et un filtre
numérique.

w4

Soit H(s) la fonction de transfert continue du filtre passe-bas d'ordrem : H(s) = z N
i=] § pi

Sa réponse impulsionnelle est : H(t) = z Ae

i=1

-t

On désire que la réponse impulsionnelle du filtre numeérique soit identique en chaque instant

d'échantillonnage & la réponse impulsionnelle du filtre analogique, soit : H(nT)= H(¢) pour

chaque instant /=nT, T étant la période d'échantillonnage fixe.

n

Alors : H(nT)= Y, Ae™™
i=l

Or, la fonction de transfert discréte est H(z) = z H(nT)z™ , soit :

n=0

n R 1 A

H(Z) = z AI 2 e_lﬂhz_n = Z 1 _ —/17,'1' -1

=l n=0 i=| e z

avec |e"""'z_" <1 satisfaisant la convergence de la série géométrique.

Ainsi, la correspondance entre fonctions de transfert continue et discréte est :

m A m A . .
H(s)= Y —— o H(z)= 21—_—'—_1 , avec s=jo, 7=, |e 'z < 1. (111-5)
=l i=l

= s+ ez

i
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VIIL.4.b. Fonctions de transfert continue et discréte

Nous allons maintenant rappeler les expression des fonctions de transfert continue et discréte
d'un filtre passe-bas d'ordre 1, et nous comparerons leur gain respectif.
Un filtre analogique passe-bas d’ordre 1 est représenté par la fonction de transfert continue

H(jo) :

, (111-6)

a=27f), ay étant la pulsation de coupure, f; ¢tant la fréquence de coupure, et 4 le gain

statique. Le gain de cette fonction de transfert est :

|H(jw) = Hw)=

Par ailleurs, un filtre numérique d'ordre 1 et de gain statique 4, a pour fonction de transfert :

A(l-K)

G(z)= 1— Kz

Sous forme récursive, la relation entre les échantillons d'entrée et ceux de sortie est :
y, =Ky, +A01-K)x, (111-7)

Le filtre numérique est stable lorsque les racines du polyndome en z du dénominateur de

A(1-K Sy . . -
G(z) = —(QK)—Z ont toutes un module inférieur & 1. L'unique racine estzy=K. La stabilité¢ du
Z —

filtre est donc vérifiée si |K| <1.

La valeur de K déduite a partir de la conversion transformée de Laplace - transformée en z
(équation III-5) permettant d'obtenir une équivalence entre la réponse temporelle continue et

celle discréte est :
K=e™" (111-8)

Cette valeur satisfait la stabilité du filtre puisque wy7>0.

Le gain de la fonction de transfert discréte, obtenu a partir de G(z) est :
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A(1-K)
J1+ K — 2K cos(wT)

|G(jo)| = G(w) =

Comparons maintenant le gain H(®) de la fonction de transfert continue, au gain G(®) de la
fonction de transfert discréte. D'aprés le théoréme de Shannon, la fréquence d'échantillonnage
est supérieure ou égale a deux fois la fréquence la plus élevée du signal. Il en résulte que,

puisque 'on échantillonne & la période 7, le filtre numérique est donc applicable pour une

: T 1 i .
pulsation o < T ou une fréquence f < 5T ; ceci définissant la plage de fréquences pour

lesquelles le filtre numérique est défini. La fréquence de coupure du filtre sera donc f, < o7
A titre d'exemple, la figure II1.21 représente le gain en décibel des filtres passe-bas analogique
et numérique du premier ordre en fonction de la pulsation réduite w/wy égale a la fréquence
réduite fify.

Filtre passe-bas premier ordre

0 I j A ;
\\\ .| ~—— Analogique
) ) L Numérique
y“\’\.‘ ‘ '
N I :
N N v
L SRR T A
7=1/200 s _ , BN ‘,
) A
) : N
fo=20 Hz £ : N
on . N
A=1 - W
o SRS SRR S
“2m, 1 , .
K =e7™" =05335 4 o ‘
Ty Bl 10° 1 7 T
a,

Figure ITL.21 : filtres analogique et numérique du 1° ordre

Nous remarquons que les gains H(w) et G(®) sont quasi identiques pour des pulsations basses.
Lorsque la pulsation augmente, le filtre analogique atténue plus fortement que le filtre

numerique.

VIII.4.c. Fonction de transfert discréte EPV

Nous allons a présent établir l'expression récursive entre les échantillons du signal de sortie
p gn

EPV et les échantillons du signal d'entrée EPV, d'un filtre passe-bas du premier ordre.
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L'équation différentielle régissant le filtre passe-bas du 1 ordre, établie a partir de la fonction

1 . .y
de transfert (équation III-6), est 7y + y = Ax avec ®, = g L'approximation arriére de la

yn — yn—l

dérivée premiére du signal de sortie a linstant #, donne j, = p L'équation
n n-1
différentielle meéne alors a 1'équation discrete T-y"—y”—_' + Y, = Ax,, soit :
n = bal
T—1t, +t -t
y, = nT n=l Yo +4 " Tn—l X, (III_9)

En comparant les expressions récursives des équations (I1I-7) et (I1I-9), nous remarquons que
pour un signal échantillonné a pas variable, la valeur de K varie en fonction des instants des
échantillons. En effet, l'expression récursive (III-7) peut s'écrire, en remplagant la valeur

constante K par une valeur K, variable en fonction des instants d'échantillonnage :
Yn = Knyn—l + A(l - Kn )xn (III_lO)

En comparant les expressions (I11-9) et (III-10), nous identifions la valeur particuliére :

Considérons maintenant que, dans l'expression (III-8), nous remplacions la période
que, p s p

d'échantillonnage T par T =¢, —¢, , , nous obtenons alors la valeur :

n—l 2

g

K =e T = e_zﬂﬂ’(’”_’”"l) (III-I 1)

n

et I%” est le développement limité a l'ordre 1 de K,

Les réponses continue et discréte échantillonnée & pas variable 4 une entrée en échelon
s'averent identiques. En effet, la réponse continue du filtre passe-bas d'ordre 1 de gain statique

A et de fréquence de coupure fo a un échelon d'amplitude £ a l'instant £, est

1=y

S() = AE[l—e_ 4 J pour t=>¢,. La réponse discréte avec des pas d'échantillonnage

irréguliers est :
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y(t,) =0

W(t)) = AEQ-K,)+ Ky(t,) = AE[l_e—"‘%J

y(t,)=AE(1-K,))+ K, y(¢)) = AE(l—er:l ]

=ty

Soit, par récurrence pour un instant #, quelconque : y(¢,) = AE(I— e’ J Pour #=t,, on

obtient S(¢=1¢,)= y(¢t=1,). Les réponses continue et discréte échantillonnée a pas variable
sont donc identiques pour une excitation en échelon.

Regardons maintenant le domaine de fréquences dans lequel la fréquence de coupure peut étre

choisie. Soit Ty la plus grande période d’échantillonnage : 7, = max{t,, —t } correspondant &

n—1

1
une fréquence F, = 7 D’aprés le théoréme de Shannon, la fréquence de coupure £ du filtre
0

1
2 m”ax{t,, -1, }

s . K : F <
devra donc étre inférieure a ?O, soit  f, STO, c'est-a-dire f, < . La

fréquence de coupure f; est donc limitée du fait des périodes d’échantillonnage.

Nous avons donc défini dans cette premiére partie un filtre passe-bas EPV en prenant en
considération les intervalles de temps irréguliers entre deux échantillons consécutifs

(équations IT1-10 et ITI-11).

VIIL.5. Filtrage passe-bas du deuxiéme ordre

Nous allons procéder a 1'élaboration d'un filtre passe-bas du deuxiéme ordre d'une maniére
analogue a celle que nous venons de voir. Nous nous intéresserons plus particuliérement a la
stabilité de la fonction de transfert et aux intervalles de temps irréguliers pour lesquels le

filtrage est stable.

VIIL.5.a. Fonctions de transfert continue et discréte

Nous rappelons ici les fonctions de transfert continue et discréte d'un filtre passe-bas d'ordre 2,
ainsi que la condition de stabilité de la fonction de transfert discréte.

Un filtre analogique passe-bas d'ordre 2 et de gain statique 4 est représenté par la fonction de

transfert H(jo) :
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2
Aw,

o, +2¢a, jo +(jo)’

H(jo)= (I11-12)

ou @y est la pulsation de coupure et § le coefficient d'amortissement. Une étude générale des
filtres passe-bas analogique a largement été développée dans la littérature [ Deluzurieux, 1990a
et 1990b], [Kunt, 1984}, [Labarrére, 1982]. Nous ne nous étendons alors pas davantage sur ce
filtre analogique.

Le filtre numérique obtenu a partir de la relation (III-5) de correspondance entre un filtre
analogique et un filtre numérique et dont le gain statique est 4, a pour fonction de transfert :

AQ+K, +K,)z"

G(z)= S
(2) 1+Klz_'+Kzz“

(III-13)

avee

K, =-2e cos(co0 T \/1——? )

(II1-14)
K—, — e—?{fw‘,y'

Cette fonction de transfert est stable lorsque les racines du polynéme en z du dénominateur
ont toutes un module inférieur a 1. La fonction de transfert G(z) peut étre mise sous la forme

A1+ K, +K)z _ N(2)

G = = .
@ 2> +Kz+K, D(z)

Le discriminant de D(z) est A= K,” — 4K, = —4¢7**' sinz(a)OT 1- 52) Or, A est toujours

negatif puisque Ewy7>0. Les racines sont donc :

P L T AN s T
-K, - j |K12 _4K2l

Z, = 5 = e (cos(a)oTw/l =& ) - jsin(a)oT 1-& ))

ZZ

(I11-15)

Le module des racines est ’ZI‘ =|Z,i= e " Ce filtre est donc stable puisque EwT>0.

VIIL.5.b.  Fonction de transfert discréte avec pas d'échantillonnage irréguliers

L'équation différentielle d'un filtre passe-bas du deuxiéme ordre, établie a partir de la fonction

de transfert (équation I11-12), est :
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. . 1 25
ay+by+y=Ax avec a=— et h=—>

(I11-16)
, @,

L'approximation arriére de la dérivée seconde et de la dérivée premiére du signal de sortie a

yn _yn~l _ yn—l - yn—2

b bt t” - t”— t”" - tl?—- . n - H— 4 b : 4 1
l'instant ¢, donne : j, = It ; el S ———-—}; il Liéquation différentielle
n T bae

n o tnel
conduit alors & I'équation discréte récurrente permettant de filtrer un signal échantillonné a pas

variable :

n

— a(tn - tn—2 ) + b(tn - tn——l )(tn—l - tn—2 ) - (tn - tn—l )2 (tn—l — tn—z) y
(tn—l - tn—z )(a + b(tn - tn—l )) "

_ a(tn - tn—l ) A(tn - tu—l )2
+ yn—Z + xn—l
(tn~l - tn—Z )(a + b(t” - tn—l )) a+ b(t” - tn—l )

sOit encore

yn = _Klyn—] - K2yn—2 +ox

n—l
formant la fonction de transfert discréte EPV

-1

oz
G(z) = _
D=k Kk
avec
K — __ a(tn - tn—Z ) - b(tn — tn—l )(tn—l _ tn—l ) + (tn - tn—] )2 (tn—l _ tn—2 ):|
l L (tn—l - z‘11—2 )(a + b(tn - tn—l ))
] a(tn - tn—l ) :l
K, = (I11-17)
) _(tn—l - tn—Z )(a + b(tn - Z‘n—l ))
~ A 3 5
o= (tn tn—l )
_a + b(tn - tn—-l )

Cas particuliers : si dans I'équation différentielle du 2™ ordre nous prenons a=0 et b=1/c,
nous devons normalement retrouver les coefficients du filtre passe-bas d'ordre 1, ce qui est le

cas puisque nous obtenons :

KI = ““1+Cl)0(t” _tn—l)
K, =0
a= AwO(tn - Z‘n—l)
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qui sont les développements limités du premier ordre des coefficients du filtre passe-bas
d'ordre 1.

Nous remarquons également que si nous prenons ¢, —¢, , =t,,—t,, =1, nous obtenons

l'expression de la fonction de transfert discréte (III-13) en considérant les développements
limités a I'ordre 2 des coefficients (III-14).

Nous voyons que les coefficients K et K, dépendent a la fois des intervalles de temps ¢, — ¢, ,

n—

et £, —t,, et que o ne dépend que de l'intervalle de temps ¢, —¢, . Il n'est donc plus

n—1
possible d'identifier les coefficients K, K> et o de la fonction de transfert en échantillonnage a
pas variable aux coefficients K, K> et a de la fonction de transfert en échantillonnage a pas
fixe comme nous l'avions fait dans le cas du filtre passe-bas du premier ordre. Nous allons
donc étudier la stabilit¢é de G(z) afin de déterminer les intervalles ¢, —¢ , et ¢_, —¢,

plausibles au filtrage du 2°™ ordre.

VIII.5.c. Etude de la stabilité, racines du polynome en z a l'intérieur du cercle de rayon R

Nous allons étudier de maniére globale, dans ce paragraphe, la stabilité de la fonction de
transfert discréte EPV.

a-z _ N(2)
22 +Kz+K, D(z)

La fonction de transfert G(z) = est stable lorsque les racines du

polyndme en z du dénominateur D(z) ont toutes un module inférieur & 1. D'une maniére
générale, recherchons la zone de stabilité du filtre lorsque I'on s'impose comme condition de
stabilité que les racines du polynéme en z doivent se trouver a l'intérieur du cercle de rayon
R<1. Nous déterminons dans un premier temps l'ensemble des couples {K;, K>} formant la
zone de stabilité puis dans un deuxiéme temps nous remonterons aux intervalles de temps

t,—t,, ett, _, —t,, satisfaisant la stabilité.

n

- K, +,/1<,2 - 4K, —- K, —+K’ - 4K,

Les racines du dénominateur D(z) sont Z, = 5 et Z, = 5

Leur module doit étre inférieur a R, soit lZ,’ <R et|Z|<R.

Apres etude des modules des racines, I'ensemble des couples {K;, K,} formant la zone de

stabilité est délimitée par :

RK, +K,+R* >0
~RK,+K,+R* >0 (I11-18)
K, <R’

68



Chapitre 3. Outils de traitement des SEPV

Les couples {K|, K;} formant cette zone de stabilité (III-18) sont alors situés a l'intérieur du

triangle AEH dans le repére {K;, K>}, figure I11.22 :

Z, et Z, complexes

|z < R

-

K, <R

R AT ()

R — D

K2
PR SNV NSRRI SO0V SRSPOOOUIOMOO SOOPROROPOOI 7 SOOUORIOOD == JRURES ety Z, et Z, réels
K,2-R - R-K 2 r
Z,S R
15 0.5 '21 05 15

Figure I11.22 : zone triangulaire des couples {K;,K,} formant la stabilité

2

. . K .
Le domaine délimitée par K, > —4'— et K, <R’ correspond aux racines Z; et Z, complexes,

tandis que le domaine complémentaire correspond aux racines Z, et Z, réelles.

Les coefficients K et K, dépendent de ¢,, ¢, ,, ¢, , et, plus précisément des intervalles de

n?

temps :

T; =1, - tn—l et ]—12 = tn—l - tn—2'

n

Cherchons maintenant les couples {7}, T>} garantissant la stabilité a partir des couples {K,
K>} a partir des expressions (I1I-17). Pour cela, nous recherchons T et 75 en fonction de K et

K>. Nous obtenons le systéme suivant :

T’ -b(K, +K, +)T, —a(K, + K, +1)=0
7o (I1-19)
> T K,(a+bT))
Le discriminant A = b*(K, + K, +1)’ +4a(K, + K, +1) de I'équation du 2°™ ordre en T} est
toujours positif puisque K, + K, +1> 0 est une condition de stabilité déja établie (inclue dans

(III-18)). A partir du polyndme du deuxiéme ordre (III-19), nous obtenons deux racines réelles
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dont l'une est toujours positive et l'autre toujours négative. Nous ne gardons que la racine

positive puisque T, =¢, —t,, doit étre positif. En remplagant a et b par leurs valeurs —

n-1

expressions (III-16) — nous obtenons les expressions de 7; et T, en fonction de K| et K> :

E(K, +K2+1)+\/£,‘2(Kl +K,+1Y + K, +K, +1
wO

{

L
T, =
T K (1+280,T)

Déterminons maintenant le lieu des couples {7, 7>} formant la zone de stabilité.
En étudiant le lieu des couples {T', T>} en fonction des couples {K;, K>} dans leur repére
respectif, nous déterminons dans le repére {7}, T>} :

E(1-R)+EX(1-R} +(1-R)

,

e une asymptote en T, =

la

lorsque K, - 0 et K, <0

E(1+R)+/EX(1+ R} +(1+ R) 1

e une asymptote en T = P orsque K, -0 et K, >0
0

la

CE(1-RY +4/E(1-R)' +(1- R)’

e un temps minimum 7, =
w,
0

CEA+ R +4EQ+ R +(1+ RY

e un temps maximum 7y =
a)O

e une zone ou 7 est négatif. Cette zone, correspondant aux valeurs négatives de K5, n'est pas
solution puisque 7, =¢, , —¢,_, doit étre positif. Une contrainte supplémentaire a appliquer
est donc K5>0.

Les intervalles de temps 7, =¢,~¢,, et T, =¢,_, —t,_, pour lesquels la fonction de transfert

discréte du filtre passe-bas du 2°™ ordre échantillonné a pas variable est stable (le module des

racines du polyndme en z est inférieur a R), se situent a l'intérieur de la zone définie par :

T (T, ; T

T, >— ' r T e|T ;T
2 R‘(1+25a)0Tl) pour £, [ Im IM]

—(1-R)T,
T < (- R)T,

. 1
< R T “28w,0- 7~ ) P el Tl
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1+ R)T;
R(0,'T;? = 2Ew,(1+ R)T, = (1+ R)

2

)pourﬂe[zi; T

A titre d'exemple, la figure I11.23 représente le domaine de temps positifs 7; et 7 vérifiant la

2
stabilité. Nous avons pris & = {— , fo=5 Hz et R=0,9.

‘ ‘ ‘ ‘ Clp2
12 Tlla ‘ . ‘ ‘ ‘ ZTla.
L e S . 1 . s o
06 - -i- = - - - - - - ... ..o Lo i - 77777777777777
0§ F - |- & = - - 4+ - - _ - e -
] .
| | ‘ | Lo
T - 1 S e e
R T e e P
: Zone de stabilite - |
e N S
‘ I
T I 7\7\ —————————————
o | e
OP'ﬂ'—T?"'T """" T U S B S 1o
0 0.02 0.04 006 008 01 012 0.14 0.16 0.18
Tlm T]M Tl

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

' Zone de stabilit¢
‘, e ‘: ,,,,,,,,,,,,,,,,,
i

08 - -

t L 1 I i i I I L

0 0.02 0.04 0.06 0.08 (A} 012 0.14 016 018

; Tl
J

domaine de temps 7 et T, positifs et négatifs vérifiant la stabilité

Figure 111.24 :

De maniére globale, la figure II1.24 représente, quant a elle, la zone d'intervalles de temps T}

et 7> positifs et négatifs vérifiant la stabilité. Ceci permet de mettre en évidence les
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asymptotes, et de mettre en correspondance le contour de la zone de stabilité dans le repére

{Ki, K,} au contour dans le repére {T\, T»}.

Remarque 1 :

Lorsque R tend vers 0, les intervalles de temps 7., T, T,, et T,,, tendent tous vers une

+4/E +1
unique valeur 7}, = —é——wi———
0

Remarque 2 :
Pour R=1, définissant la plus large zone de stabilité, les intervalles de temps 7, =¢, —¢,_, et
T,=t,, —1t,, pour lesquels la fonction de transfert numérique du filtre passe-bas du 2™

ordre échantillonné a pas variable est stable, se situent a I'intérieur de la zone délimitée par :

T >0

L>——F—=
° 1+ 280,T o,

T 48 +168% + 4
' pour 7, Ejl(); : : }

@, @,

. 2T L+ Jag+2 4§+1/161§2+4}

<—— our T, € ;
* 0T — 4o, -2 P T
A titre d'exemple, la figure IIL.25 représente le plus large domaine de temps positifs 7 et T»

2
vérifiant la stabilité. Nous avons pris R=1, & = Y et fo=5 Hz.

P
™ A )
[

08 - - - - - - - - e s "”“'J:“"”"‘""‘"'T """"

07ﬁ~
. 4 . .

[ ‘ , ‘

| Zonedeswbie

03_“777\»77_\77»_.77_7‘7.'7.7_-.;(!_777._777‘777‘__7

12 e

F
\
|

]

0

Figure I11.25 : zone limite de stabilité pour les intervalles de temps positifs
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Remarque 3 :

De méme que pour le filtre passe-bas du 17 ordre, d'aprés le théoréme de Shannon, la

fréquence de coupure f; est limitée du fait des périodes d’échantillonnage :

1
fos

2 ITII?X{tn - tn—l }
La reconstruction d'échantillons intermédiaires permet de passer outre cette limitation.

VIIL.5.d. Lieu des péles Z; et Z, de la fonction de transfert

Nous allons dégager, dans ce paragraphe, des lieus particuliers des pdles Z; et Z, apportant
une amélioration sur la stabilité de la fonction de transfert discréte EPV.

La succession des amplitudes des échantillons de sortie du filtre numérique EPV forme une
suite de valeurs. Lorsque les péles de la fonction de transfert discréte sont a partie réelle
positive, nous sommes en présence d'une suite a convergence monotone. Lorsque les pdles
sont a partie réelle négative, nous sommes en présence d'une suite & convergence alternée.
Afin que la sortie du filtre soit non oscillante a la réponse d'un échelon en entrée, il convient
de choisir des pdles a partie réelle positive.

Déterminons alors les zones des couples {K|,K>} et {T},7>} correspondant & des pdles a partie
réelle positive et satisfaisant la stabilité de la fonction de transfert. Une telle zone est définie

Z,| < R, Re(Z;)>0, Re(Z5)>0.

par |le <R,
En inversant les relations donnant les pdles Z, et Z, en fonction de K et K> (expressions (III-

15)), on obtient pour des couples {Z;,Z,} réels ou complexes conjugués :

K, =-2, -2,

27 (I11-20)
2T M1

On en déduit les coefficients K et K> :

RK, +K,+R >0
K, <0
0<K,<R

En remontant & la zone d'intervalles de temps {7},7>} a partir des couples {K;,K>}, nous

observons :

73



Ludovic FONTAINE

E+4E +1

® une asymptote verticale 7, = B —
0

E1+ R)+JE2(1+ RPY +(1+R?)

e untemps I\.=
wO

Les intervalles de temps 7} et 7> ou la convergence de la suite, définie par la succession des

¢chantillons de sortie, est monotone, se situent dans la zone délimitée par :

T eln,.; T.]

pour T, e[]}m ; T,c]

T, > =5
27 R (1+26w,T)

< ~(1-RYT,
" R(@,' T - 28w,(1- )T, - (1- R)

T
T, < '

o our 7, €T}, ; T,

Im »

j pour 7, €[}, ; I]L]

La figure II1.26 montre la zone de coefficients K et K et la zone d'intervalles de temps 7 et

T, positifs vérifiant la stabilité de la fonction de transfert discréte EPV, et la monotonie de la

suite des échantillons de sortie. Nous avons pris & =

T2

K2

K1

2
—J; ,fo=5 Hz et R=0,9.

2

Ty

. Zonede | .
_|monot nig’e"‘_ A

N

‘ l
of ol - Zune

- complese

Figure II1.26 : zone de convergence monotone dans les reperes {K;,K;} et {T\,T>}

Ainsi, a partir des valeurs temporelles 7, =¢, —¢,, et T,=t¢t, , —t , représentant les

intervalles de temps variables de la fonction de transfert discréte EPV, il est possible de

déterminer si la fonction de transfert est stable, et si la convergence de la suite formée par les
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échantillons de sortie est monotone lors d'une entrée en échelon. Si tel n'est pas le cas, une
reconstruction d'échantillons intermédiaires s'impose comme nous allons le voir dans le

paragraphe suivant.

VIII.5.e. Reconstruction d'instants d'échantillonnage intermédiaires

Deux conditions imposent la reconstruction d'instants d'échantillonnage intermédiaires :
e les couples {71,7>} doivent se situer dans la zone de stabilité

¢ la réponse discréte du filtre a un échelon doit étre fidéle a la réponse continue

Zone de stabilité

Tous les couples {71,7>} ne se trouvant pas dans la plus large zone de stabilité pour R=1
provoquent une instabilité¢ du filtre. 11 est donc nécessaire dans ce cas de reconstruire des
échantillons intermédiaires afin que les nouveaux couples {T),7>} se trouvent bien dans la
zone de stabilité. De plus, afin d'améliorer la convergence du signal de sortie, on peut
restreindre la zone de stabilité avec une valeur de R inférieure a 1. Enfin, afin d'atténuer les

oscillations du signal de sortie, on peut restreindre la zone de stabilité a la zone de monotonie.

Temps de réponse

Le facteur d'amortissement & influe sur la réponse d'un systéme du deuxiéme ordre a un
échelon. Si &>1 la réponse est fortement amortie, si E&=1 l'amortissement est critique, si £<I
I'amortissement est faible.

Dans ce dernier cas, le régime transitoire est oscillatoire amorti. Les amplitudes maximales du

—Eayr

signal de sortie se trouvent sur la courbe d'équation S = AE| 1+ ﬁ , et les amplitudes

—Eont

minimales sur la courbe d'équation S = AE|1- avec E représentant l'entrée du

2

filtre, S la sortie et 4 le gain statique.

Les maxima du signal de sortie correspondent aux instants ¢,, =(2M +1)—=—= avec
wyy1-§&

/(2
M €[1,2,3,...], et les minima aux instants ¢, = 2m——p——= avec me [1,2,3,...]. La pseudo-
@, \/1 - éu

période T, est définie comme l'intervalle de temps séparant deux maxima ou deux minima
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o 2r , : , ,
consecutifs et est 7, =——===. Il est donc nécessaire de reconstruire des instants
w,A1-&"

d'échantillonnage intermédiaires a un pas au maximum égal a 7,,/2 (théoréme de Shannon).

VIILS5.f.  Synthése sur le filtrage passe-bas d'ordre 2

L'élaboration d'un tel filtre est complexe et fortement contraignante lorsque les intervalles de
temps entre les échantillons consécutifs ne sont pas dans la zone de stabilité. Il deviendrait
difficile d'élaborer des filtres passe-bas d'ordre supérieur et des filtres passe-bande selon le
principe utilisé ici. C'est pourquoi nous allons revenir aux équations différentielles que nous
transformerons en systéme d'état. Ceci nous permettra de développer des filtres passe-bas et

passe-bande comme nous allons maintenant I'exposer.

VIIL.6. Filtrage passe-bas et passe-bande d'ordre N par résolution et discrétisation de la

représentation d'état

Nous nous intéresserons, dans cette partie, a la réalisation de filtres classiques et de type
Butterworth d'ordre N. Dans un premier temps, nous rappellerons la correspondance entre
I'équation différentielle régissant un filtre et la représentation d'état. Puis, nous résoudrons et
discrétiserons a pas variable cette représentation d'état afin de pouvoir réaliser divers filtres

numériques EPV.

VIIL.6.a. Passage des équations différentielles a une représentation d'état

On rappelle dans ce paragraphe comment obtenir une représentation d'état continue d'un
systéme a partir de 1'équation différentielle ou de la fonction de transfert correspondante de ce
systeme. Soit u la grandeur d'entrée du systéme et y sa grandeur de sortie. Nous considérons
un systeme a une seule entrée et une seule sortie, caractérisé par I'équation différentielle

d'ordre N :

M

N n m
y d"u
—>~=> b — =1 T1-21
nzoa” dtn mgo m dtm avec al\ ( )

Mettons 1'équation différentielle d'ordre N (III-21) sous la forme d'une représentation d'état

[Labarrere, 1982], [Borne, 1990] :

x = Ax+ Bu

y=Cx+Du (Im-22)
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ou u € R'est le vecteur de commande ou d'entrée du systeme,

yeR' est le vecteur de sortie,

x € R est le vecteur d'état

et AcRVY, BeRY, Ce R™, DeR' sont les matrices d'état.

L'équation différentielle (III-21) conduit aux vecteurs d'état et matrices d'état suivants :

y
x=| (I11-23)
y(N—l)
) 0 0 |
0 . :
A=| e 0 (111-24)
0 0 0
\—a, —a, - —dy., —ay,
0
= 111-25
B 0 ( )
1
C:[bo b,\/—l]_b/\/[ao al\'—|]SiM:N
(I11-26)
=|b, - b, 0 - O|siM<N
N—=M—1
D= iM=N
by i (I11-27)

=0siM<N

VIII.6.b. Résolution et discrétisation de la représentation d'état en EPV

Nous allons, dans ce paragraphe, montrer comment a partir de la représentation d'état continue
obtenue précédemment, résoudre le systéme d'état et obtenir l'expression de la sortie y en
fonction de I'entrée u échantillonnée a pas variable.

X = Ax+ Bu

R & ion d'état (11[-22) :
eprenons la représentation d'état (111-22) {y — Cx+ Du

Afin d'obtenir la sortie y(f) en fonction de l'entrée u(f), nous intégrons le systéme d'état

[Labarrére, 1982]. Ceci conduit aux équations continues suivantes :
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x(t) = e x(t,) + f e’ Bu(t)dt
y(t) = Cx(t) + Du(?)

(I1-28)

Désirant obtenir une représentation discréte des équations continues précédentes, avec un pas
d'échantillonnage variable, nous posons f=t, et #=t,.,. Les équations continues (III-28)

deviennent ;

I”
x(t,)=e" " x(t )+ J e Bu(t)dt
In-1

y(t,)=Cx(¢,)+ Du(t,)

Nous allons a présent calculer l'intégrale de I'équation discréte. En utilisant un bloqueur

d'ordre 0 pour l'entrée u(¢) et sachant que [Grahm, 1981] :

+oo n

el =y

n=0 n!

J""emdt: A—l[e,'lr]’l — A—l(e,nl _eAI(,),

[ fo
nous obtenons les équations discrétes EPV récurrentes :

x(t”) — eA(I,,—/,,_l )x(t”_l ) . A—l (I _ eﬁl(l,,-—l,,_l))Bu(t”_l ) (III'29)
y(t,)=Cx(t,)+ Du(t,) (I11-30)

Ainsi, a partir de l'une des trois formes : fonction de transfert continue, équations
différentielles ou représentation d'état, il est possible d'obtenir une forme discréte récurrente
avec un pas d'échantillonnage variable, de la sortie y(¢,) a l'instant ¢, en fonction de 'entrée
u(t, ) a linstant quelconque ¢, , précédent ¢, (équations (III-29) et (III-30)). Grace aux
équations d'état, nous allons pouvoir filtrer un signal échantillonné & pas variable.

La fonction de transfert continue est stable lorsque les racines du polynome de son
dénominateur ont leur partie réelle négative. Le filtre EPV est alors stable si la fonction de
transfert continue est stable, puisqu'elle en découle.

Afin de ne pas perdre trop d'informations entre le signal de sortie yzpi(f) et le signal de sortie
vepi(t), 11 est nécessaire, lorsque ¢, —¢, | est trop grand par rapport a une valeur dépendante
des fréquences de coupure, de reconstruire un échantillon intermédiaire du signal d'entrée a un
instant compris entre ¢, , et ¢,. Ainsi, le filtre peut répondre & de brusques variations du

signal d'entrée xzp;(f) comme il 'aurait fait avec le signal d'entrée xzp(?).
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VIIl.6.c. Réalisation de filtres EPV

Nous allons maintenant nous intéresser & la réalisation de différents filtres en appliquant la
méthode décrite ci-dessus. Nous nous limiterons aux filtres classiques et aux filtres de type
Butterworth. Nous appliquerons les divers types de filtres réalisés a deux sortes de signaux. Le
premier signal de synthése est la somme de signaux sinusoidaux ayant des fréquences
comprises entre 1 Hz et F,/2. Ce signal présente l'avantage d'avoir des composantes
fréquentielles réparties sur tout le spectre. Ainsi, en regardant 'amplitude du spectre en sortie
du filtre, il est aisé de voir le gabarit spectral du filtre. Aussi, dans le domaine temporel, le
signal présente a la fois de fortes variations et de faibles variations. Nous pouvons alors voir
comment réagit le filtre a un tel signal. Le deuxiéme signal de synthése est un signal de style
télégraphique ayant des variations lentes auxquelles est superposé un bruit blanc. Nous
examinerons l'effet des filtres sur ces deux signaux et comparerons le filtrage EPF au filtrage
EPV.

Les filtres classiques se décomposent souvent en produits de filtres du premier et du deuxiéme
ordre. Nous verrons le filtre passe-haut et nous nous intéresserons plus particulierement aux

filtres passe-bas et passe-bande.

VIII.6.d. Filtre passe-bas classique d'ordre N

Le filtre passe-bas du premier ordre est caractérisé par un gain statique Gy, une fréquence de

coupure fj, et a pour fonction de transfert :

G,
FTPasse Bas Ordre ! (S) = s -
14—
27fy
Le passage au filtre passe-bas du premier ordre échantillonné a pas variable se déduit de
lI'équation (I1I-29). Nous retrouvons alors I'équation récurrente obtenue auparavant en EPV

(équations III-10 et I11-11) :
y(tn ) = Kny(tn—] ) + GO (1 - Kn )u(tn—-l) avec Kn = e_zm;)(’”_l”_]) *

La fréquence de reconstruction Fj est supérieure ou égale au double de la fréquence de

coupure fy, soit F, 22f,. Conformément a l'équation (III-4), il convient de prendre

F/e :27_Lf0~
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Le filtre passe-bas du second ordre est caractérisé par un gain statique Gy, une fréquence

propre f;, un facteur d'amortissement & et a pour fonction de transfert :

Gy

F TPasse Bas Ordre 2 (S) = s s 2
1+2§ +

27, (277,1'0)2

La fonction de transfert d'un filtre passe-bas d'ordre N peut étre prise sous la forme :

G
FTPasse Bas Ordre N (S) = N : P
1+
H( 27, )

=l

(I1-31)

ou Gy est le gain statique, f; a fv les N fréquences de coupure. En prenant des fréquences de
coupure réelles, nous obtenons un filtre apériodique qui se décompose en une succession de
filtres passe-bas du premier ordre. Si l'on prend des fréquences de coupure réelles et
complexes conjuguées, nous obtenons un filtre qui se décompose en une succession de filtres
passe-bas du premier ordre et de filtres passe-bas du deuxiéme ordre.

La généralisation au filtre passe-bas d'ordre N échantillonné a pas variable se fait en mettant la
fonction de transfert analogique précédente (III-31) sous forme d'état, puis en utilisant les
équations discrétes EPV donnant la sortie y en fonction de l'entrée u et des 4 matrices d'état 4,
B, C et D déduites de la fonction de transfert (II1-29) et (I11-30).

La fréquence de reconstruction doit étre au moins égale au double de la fréquence de coupure
la plus élevée, soit F, =2 max{ Srses [y } Conformément a l'équation (III-4), nous prenons

F, =27rmax{f|,...,fN}.

La figure 111.27 montre les signaux d'entrée et de sortie issus du filtrage passe-bas d'ordre 3
pour le premier signal de synthése (signal résultant de la somme de signaux sinusoidaux), en
EPF et en EPV. Les fréquences de coupures sont f/=20 Hz, /=50 Hz et f5=100 Hz ; la

fonction de transfert s'obtient a partir de I'équation (III-31) et a pour expression :

1

1+—S—) 1+—S~ (1+ > j
407 1007 2007

Sur la partie de gauche, nous avons représenté respectivement de haut en bas :

FT(s)=

e le signal original ayant 901 échantillons en EPF et comportant seulement 250

échantillons en EPV,
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e le signal EPF filtré,
o le signal EPV filtré successivement par trois filtres passe-bas d'ordre 1 sans optimisation
du nombre d'échantillons,

o le signal EPV filtré par les équations d'état (I11-29) et (III-30), et ayant 174 échantillons.
Le nombre d'échantillons est indiqué a droite de chacun des graphiques.
Sur la partie de droite sont représentés les spectres des signaux de la partie de gauche dont les
graduations sont marquées sur les axes des ordonnées a gauche des graphiques, ainsi que le
gabarit spectral du filtre utilisé, en trait pointillé, et dont les graduations sont marquées sur les
axes des ordonnées a droite des graphiques. Nous remarquons visuellement que les spectres
des trois signaux filtrés sont similaires et que le signal EPF filtré et le signal EPV filtré par

€quations d'état sont trés ressemblant malgré leur nombre d'échantillons différents.

Les spectres sont obtenus grace aux équations (III-1) et (III-2) et le critére de comparaison des
spectres défini a l'équation (III-3) permet de quantifier 1'écart entre deux spectres. Prenons
comme spectre de référence celui du signal filtré EPF. En comparant avec le spectre du signal
EPV filtré par filtres passe-bas d'ordre 1, nous obtenons un critére @, =0,0187. De la méme
maniere, si nous comparons maintenant le spectre de référence au spectre du signal EPV filtré
par équations d'état, nous obtenons le critére @, = 0,0358. Nous remarquons que ces deux

valeurs sont faibles, malgré un critére @, plus élevé que le critére @, .

100

2]
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original
o
901, 250

L=
o
o
o
4 0N
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ol
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z
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Figure 111.27 : filtre passe-bas d'ordre 3, Fc = 20, 50, 100 Hz
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Figure I11.28 : filtre passe-bas d'ordre 3, Fc =20, 50, 100 Hz

La figure II1.28 montre les signaux d'entrée et de sortie issus du filtrage passe-bas d'ordre 3
pour le deuxiéme signal de synthése (signal télégraphique). Nous remarquons que le filtre a eu
pour effet d'éliminer le bruit hautes fréquences. Les signaux EPF filtré et EPV filtré par
équations d'état ainsi que leurs spectres sont visuellement semblables malgré les 458
échantillons du signal EPV filtré et les 969 échantillons du signal EPV original, comparés aux
1501 échantillons des signaux EPF.

Prenons comme spectre de référence celui du signal filtré EPF. Comme précédemment, nous
le comparons au spectre du signal EPV filtré par filtres passe-bas d'ordre 1, ainsi qu'au spectre
du signal EPV filtré par équations d'état. Nous obtenons alors respectivement les critéres

@, =4,63107 et @, =4,7510™, ce qui montre le faible écart entre les différents spectres.

VIIl.6.e. Filtre passe-haut classique d'ordre N

Comme nous l'avons vu précédemment, le filtre passe-haut n'a pas lieu d'étre développé pour
des SEPV. Néanmoins, nous le présentons ici afin qu'il puisse servir a la réalisation de filtres
passe-bande par la suite.

Le filtre passe-haut du premier ordre est caractérisé par un gain statique Gy, une fréquence de

coupure fy, et a pour fonction de transfert :
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S

G
" 2nf,
FTPasse Haut Ordre | (S) = s
1+ ——

2,

Le passage au signal de sortie échantillonné a pas variable issu du filtre passe-haut du premier
ordre s'effectue a l'aide des équations d'état (I11-22) & (I11-27) et de la résolution (IMI-29) et
(III-30). Nous trouvons l'équation récurrente analogue a celle du filtre passe-bas du premier

ordre, c'est-a-dire :

y(tn ) = Kny(tn—l ) + GOKnu(tn—l ) - GOKnu(tn—Z )

avec K” =e 270 (1~ i)

Dans le cas ou le filtre passe-haut n'est pas associé a un filtre passe-bas, la fréquence de
reconstruction F est supérieure ou égale au double de la fréquence d'échantillonnage F,, soit

F, 22F,. Dans le cas ou le filtre passe-haut est associé a un ou plusieurs filtre passe-bas, la

fréquence de reconstruction Fy est supérieure ou égale au double de la fréquence de coupure

basse f la plus élevée, soit F, 22f.

La généralisation a un filtre passe-haut d'ordre N se fait en mettant la fonction de transfert
continue sous forme d'équations d'état puis en utilisant les équations discrétes EPV donnant la
sortie y en fonction de l'entrée u et des 4 matrices d'état 4, B, C et D déduites de la fonction de
transfert.

Un filtre passe-haut d'ordre N est caractérisé par un gain statique G, et N fréquences de
coupure f; a fy. Sa fonction de transfert peut s'écrire :

N
FT, (s)= o
Passe Haut Ordre N - N

I1(s+2n)

i=l

En prenant des fréquences de coupure réelles, nous obtenons un filtre apériodique qui se
décompose en une succession de filtres passe-haut du premier ordre. Si l'on prend des
fréquences de coupure réelles et complexes conjuguées, nous obtenons un filtre qui se
décompose en une succession de filtres passe-haut du premier ordre et de filtres passe-haut du

deuxiéme ordre.
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VIIL6.f.  Filtre passe-bande classique d'ordre N+ M

Un filtre passe-bande d'ordre N+M est caractérisé par un gain statique Gy, N fréquences de
coupure basse fz; a fzy et M fréquences de coupure haute f;; & fuy. Sa fonction de transfert est
alors :

G SA“/
FTPasse Bande Ordre N+M (S) = N 0 M (IH-32)

I1(s+ 277, )} TT(s +2n7,,)

i=l J=1

La fréquence de reconstruction est au moins égale au double de la fréquence de coupure la

plus élevée, soit F, > 2max{ Saiseeos FansSuioeens S, HM}. Conformément a 'équation (III-4),

nous prenons F, =27rmax{fm,...,fBN,fH],...,fHM}.

La figure I11.29 montre les signaux d'entrée et de sortie résultant du filtrage passe-bande
d'ordre 5 du premier signal de synthése, en EPF et en EPV. Les fréquences de coupure du
filtre passe-bas sont f3,=20 Hz, f3,=50 Hz et f35=100 Hz ; les fréquences de coupure du filtre
passe-haut sont f;,=5 Hz et f;,=20 Hz. L'expression de la fonction de transfert est obtenue a
partir de 1'équation (I1I-32). Ceci a pour effet d'éliminer les fluctuations lentes proches du
continu ainsi que les fluctuations rapides. Nous remarquons que les allures spectrales des
signaux filtrés sont semblables.

En prenant toujours comme référence le spectre du signal EPF filtré, nous comparons ce
spectre a celui du signal EPV filtré par la succession de filtres passe-bas et passe-haut, puis a
celui du signal EPV filtré par équations d'état. Nous obtenons respectivement les critéres
@, =0,0295 et ®, =0,0324, montrant le bon respect du filtrage EPV par rapport au filtrage
EPF.

La figure I11.30 montre les signaux d'entrée et de sortie résultant du méme filtrage passe-bande
d'ordre 5 du signal télégraphique. Nous remarquons que les fluctuations lentes et le bruit
hautes fréquences sont éliminés et que les signaux EPF filtré et EPV filtré par équations d'état

sont identiques tant dans le domaine temporel que dans le domaine fréquentiel.
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Figure II1.29 : filtrage passe-bande d'ordre 5, F.y =5, 20 Hz et F 3 = 20, 50, 100 Hz
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Figure I11.30 : filtrage passe-bande d'ordre 5, F.;y = 5, 20 Hz et F.3 = 20, 50, 100 Hz

En itérant le processus de comparaison, nous obtenons les critéres @ 6 = 94107 et

®, =38107", montrant ici que le filtrage par équations d'état est de meilleure qualité

comparé au filtrage par succession de filtres passe-bas et passe-haut.

VIIL.6.g. Filtre passe-bas de Butterworth d'ordre N

Les filtres passe-bas de type Butterworth sont caractérisés par le gain statique Gy, la fréquence

de coupure f et 'ordre N [Labarrére, 1982]. La réponse fréquentielle d'un tel filtre est :
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GO
H(f)| =-—?—\
()

Sa fonction de transfert est :

si N est pair

G,

) P
{(—,g A ][%‘e |

FT;)air (S) =

(I1-33)

=

o

st N est impair

Gy
FT:mpair (S) = N=l

sl Y s )
27#0 'n=l 27{‘7‘0 27#0

Une fois la fonction de transfert continue obtenue, on proceéde de la méme maniére que pour le

filtre passe-bas normal d'ordre N : conversion en représentation d'état, puis utilisation des
équations discrétes EPV donnant la sortie y en fonction de l'entrée u et des 4 matrices d'état 4,
B, C et D déduites de la fonction de transfert (I11-29) et (I11-30).

La fréquence de reconstruction Fy est supérieure ou égale au double de la fréquence de

coupure fj, soit F, =2 f,. Selon I'équation (11I-4), nous prenons F, =27f, .

La figure II1.31 montre les signaux de sortie issus du filtrage passe-bas de type Butterworth
d'ordre 6 du premier signal de synthése (signal résultant de la somme de signaux sinusoidaux),
en EPF et en EPV, et la figure I11.32 montre les signaux de ce méme filtrage sur le signal
télégraphique. Nous remarquons, dans les deux cas, l'élimination des composantes
fréquentielles supérieures a la fréquence de coupure f; et la bonne conservation des autres
composantes fréquentielles. Dans le domaine temporel, les allures des signaux EPF filtré et

EPV filtré par équations d'état sont trés semblables.
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Figure I11.31 : filtrage passe-bas d'ordre 6 de type Butterworth, Fc =10 Hz
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Figure I11.32 : filtrage passe-bas d'ordre 6 de type Butterworth, Fc =10 Hz

L'application du critére de comparaison des spectres entre celui du signal EPF filtré et celui du
signal EPV filtré par équations d'état, donne @ = 0,0078 dans le cas du signal résultant de la

somme de signaux sinusoidaux, et ® = 0,00051 dans le cas du signal télégraphique.

VII1.6.h. Filtre passe-bande de Butterworth d'ordre N

On obtient la fonction de transfert d'un filtre passe-bande de type Butterworth d'ordre N, de

fréquence de coupure f) et de bande passante B, a partir de la fonction de transfert d'un filtre
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passe-bas de type Butterworth d'ordre N et de fréquence de coupure f), dans lequel on

s
substitue le rapport entre l'opérateur de Laplace s et la pulsation de coupure 27f), soit e a
0
1 s 2 -
( + Yo ), ou By est la bande passante normalisée B, = IH—[i , la fréquence de
B, \ 27f, S fo

coupure f; devenant la fréquence centrale et valant f, =./f,f, . La bande passante est

B=f, — f, ; fuetfssont respectivement les fréquences de coupure haute et basse a -3 dB.

—B++/B’ +4f, _B+1/Bz+4f02

Al'inverse, f, = 5 et f, = >

La figure 1I1.33 montre les signaux d'entrée et de sortie résultant du filtrage passe-bande de
type Butterworth d'ordre 3 du premier signal de synthése, en EPF et en EPV, tandis que la
figure 1IL34 montre les signaux issus du méme filtrage sur le signal télégraphique. Nous
remarquons que les composantes spectrales & l'extérieur de la bande passante sont éliminées et
que les deux types de filtrage EPF et EPV sont trés semblables.

De maniére analogue, le critére de comparaison des spectres donne @ = 0,038 dans le cas de
la somme de signaux sinusoidaux, et @ =0,0017 dans le cas du signal télégraphique,

montrant une bonne adéquation entre le filtrage EPF et le filtrage EPV.
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Figure I11.33 : filtrage passe-bande d'ordre 3, type Butterworth,f; = 14 Hz, B =22 Hz

88



Chapitre 3. Outils de traitement des SEPV

signal d'entrée
original
=)

1501, 985

signal de sortie
EPF filtré
=)

1501

o1 | \ ot
i N
N
~
[} R [+]

signal de sortie
EPV filtré eq. état
o

437

"
o 1

2

3

:1 5(s)

02— - 1

o1} \ 405

o =3
0 50 100 (Hz)

Figure 111.34 : filtrage passe-bande d'ordre 3, type Butterworth,f; =14 Hz, B =22 Hz

VIIL.7. Correction de phase du filtrage

La fonction de transfert d'un filtre impose non seulement un gain variant en fonction de la
fréquence, mais aussi un déphasage. Il peut arriver que le déphasage généré par le filtre décale
du point de vue temporel la détection d'un événement. Le biais entre l'instant détecté et le
véritable instant d'occurrence de 1'événement peut devenir génant. Nous proposons ici une
méthode permettant de diminuer le déphasage en retranchant un décalage temporel moyen au

signal de sortie.

"I(f) B : T ‘ ”””” R ]

gain (dB)

S- - T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

—————————————————————

£ W f

fréquence (Hz)

Figure II1.35 : diagrammes de Bode d'un filtre
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Considérons le signal E(t) = cos(2nft) en entrée d'un filtre dont A(f) et @(f) représentent

respectivement le gain et la phase représentés par les diagrammes de Bode (figure I11.35). Le
signal de sortie du filtre est alors :

S(t) = A(f) cos(2nft + (1)) (I11-34)

05/ /

signal d'entrée E(t)

L L N,
] 0.02 0.04 0.06 0.04 0.1

\
0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

signal de sortie S(t)
°
T

Ar(f,)

Figure II1.36 : signaux d'entrée et de sortie, et décalage temporel

Pour une fréquence particuliere f = f, le déphasage se matérialise par un décalage temporel
entre les signaux E(¢) et S(z) au gain A(f) prés. Notons At(f,) le décalage temporel. La

figure II1.36 montre un exemple de signaux d'entrée et de sortie, ainsi que le décalage

temporel. Exprimons a présent ce décalage temporel Az(f,).
2nf At(fo) + @(f,) =0

Alors Af(f,)=— ";(;) __ 22&)}})

Nous pouvons donc quantifier le décalage temporel entre E(f) et S(¢) pour la fréquence

particuliére f, a partir du déphasage ¢(f,). Lorsque le signal d'entrée présente un spectre
quelconque, le décalage temporel du signal de sortie ne sera plus constant comme cela 1'était

pour la fréquence particuliére f,. Néanmoins, un déphasage moyen ¢ correspondant a la

fréquence f peut étre considéré. On détermine alors le décalage temporel moyen :
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~ ¢
At =———=
2nf

La fréquence / peut étre prise égale a la fréquence de coupure d'un filtre passe-bas de
Butterworth, ou égale a la fréquence centrale d'un filtre passe-bande de Butterworth.

En décalant de maniére temporelle le signal S(¢) du temps A7 , il est alors possible de
diminuer le déphasage entre S(¢) et E(¢). Au lieu de recueillir le signal de sortie de

I'équation (I1I-34), nous obtenons le signal de sortie :

S(t- A7) = A(f)cos(2mft + @(f)

Nous pouvons ainsi diminuer l'effet de déphasage du filtre en retranchant un décalage

temporel moyen au signal de sortie.

VIIL.8. Synthése sur le filtrage EPV

Nous avons vu, dans les paragraphes précédents, les fonctions de transfert des filtres généraux
se décomposant en produits de filtres du 1" et du 2°™ ordre ainsi que les fonctions de transfert
des filtres de type Butterworth. Dans tous les cas, nous avons pu, a partir de la fonction de
transfert, réaliser le filtre numérique échantillonné a pas variable équivalent en passant par une
représentation d'état.

Dans certains cas, la reconstruction d'échantillons intermédiaires s'avére utile afin de suivre
fidélement la réponse du filtre, et le ré-échantillonnage permet d'optimiser le nombre
d'échantillons a conserver pour représenter le signal filtré. La comparaison entre filtrage EPF
et filtrage EPV donne de bons résultats, sans perdre notablement d'informations et en
travaillant avec un nombre réduit d'échantillons. Les signaux obtenus par filtrage a pas
variable et ceux obtenus par filtrage a pas fixe sont trés semblables que ce soit du point de vue
temporel comme du point de vue fréquentiel.

Il existe d'autres types de filtres analogiques tels que les filtres de Legendre, Bessel,
Tchebyscheff et Cauer dont les coefficients polynomiaux des fonctions de transfert sont
connus [Labarrére, 1982]. Nous ne développons pas ici les expressions de leurs fonctions de
transfert respectives ; on imagine aisément que 1'on peut procéder de la méme maniére a partir
de la fonction de transfert continue pour obtenir le filtre numérique équivalent échantillonné a
pas variable.

Toutefois, il resterait a étudier le cas ou le filtre est donné sous sa forme discréte échantillonné

a un pas fixe (par sa transformée en z, par exemple). Dans ce cas, il serait nécessaire de
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convertir le filtre numérique en une forme analogique, que ce soit une fonction de transfert
continue, une forme différentielle ou une forme d'équations d'état continues. Ainsi, tous les
filtres analogiques et numériques pourraient étre convertis en filtres numériques EPV.

Enfin, nous remarquons qu'il est possible de filtrer un signal échantillonné a pas variable sans
avoir recours a une reconstruction totale d'un signal échantillonné a pas fixe. Néanmoins, les
calculs a entreprendre pour un filtre EPV sont plus complexes comparés aux calculs liés au
filtre numérique classique équivalent, avec des pas d'échantillonnage fixes. Cette complexité
se ressent dans le temps de calcul. Celui-ci est de 5 a 25 fois plus lent pour un filtre EPV,
selon la fonction de transfert utilisée et le taux de compression du signal d'entrée. Ce temps de
calcul est non seulement dii aux calculs matricielles dans la représentation d'état, mais aussi a
la reconstruction de certains instants d'échantillonnage intermédiaires, nécessaire au bon suivi
de la sortie du filtre. Une optimisation du pas de reconstruction permettrait une réduction des

temps de calculs.

IX. Synthése des outils de traitement des SEPV

Dans ce troisiéme chapitre, nous avons élaboré divers outils de traitement des signaux
échantillonnés a pas variable ou irréguliérement. Tout d'abord, nous avons vu les opérations
simples d'addition et multiplication de deux signaux, ainsi que des opérations de statistiques
comme les moments d'ordre 0 et 1. Puis, nous avons défini une analyse spectrale par
transformée de Fourier et développé des filtres passe-bas et passe-bande.

L'originalit¢é des méthodes et outils développés ici repose sur la prise en compte des
intervalles de temps irréguliers afin d'éviter la reconstruction d'un signal échantillonné a pas
fixe. Cet ensemble d'outils forme une base dans le traitement des signaux échantillonnés
irréguliérement en dehors des méthodes de reconstruction.

Il est a noter que l'ensemble de ces outils de traitement des SEPV a ét¢ développé dans
l'environnement logiciel Matlab de Mathworks®. Chaque outil fait I'objet d'une fonction ;
I'ensemble des fonctions étant regroupé dans une boite a outils (toolbox) intitulée TSEPV
(Traitement des Signaux Echantillonnés a Pas Variable).

Nous allons appliquer ces outils, dans le cinquiéme chapitre, a l'analyse de
I'électrocardiogramme. Mais intéressons-nous auparavant, dans le quatriéme chapitre, a
l'identification de systémes avec des signaux d'entrée et de sortie échantillonnés a pas variable

de maniere indépendante.
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Identification de systemes

a entrée et sortie EPV

"On fait la science avec des faits, comme on fait une maison avec des pierres ;
mais une accumulation de faits n'est pas plus une science qu'un tas de pierres une maison."
LA SCIENCE ET L'"HYPOTHESE

Henri POINCARE (1854-1912, France)
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Chapitre 4. Identification de systémes a entrée et sortie EPV

I. Objectifs

Dans le chapitre 3, nous avons développé des outils de traitement numeérique s'appliquant a
des SEPV. Nous connaissions le signal d'entrée EPV, le traitement a réaliser (statistiques,
analyse spectrale, filtrage), et nous recherchions alors la sortie EPV résultant du traitement.

Nous partons maintenant du fait, dans ce chapitre 4, que nous connaissons l'entrée EPV et la
sortie EPV. Nous recherchons alors le modéle du systéme transformant I'entrée EPV en sortie
EPV, et plus particuliérement, l'estimation des paramétres du modele. Un probléme

d'identification de systéme avec entrée et sortie EPV se pose alors (figure VI.1).

x(z) o)

systéme ? —

Figure VI.1 : identification d'un systéme a entrée et sortic EPV

Nous considérons alors un systéme dont l'entrée et la sortie sont connues & des instants non
synchrones. Le probléme qui se pose est celui de l'estimation des parametres du modele
décrivant le comportement du systéme. On se place dans le cas restrictif, mais cependant
réaliste, ou les échantillons des différents signaux ont été obtenus a des instants irréguliers
mais tous multiples d'un pas d'échantillonnage connu. Nous disposons donc de deux séries

finies : I'une d'entrée x(7;) et l'autre de sortie y(v,) ou 7, et v, sont des multiples du pas
d'échantillonnage T. Les signaux x(7,) et y(v,) étant échantillonnes irréguliérement, nous ne

disposons pas de tous les échantillons aux instants multiples de 7. De ces deux séries nous
désirons extraire les paramétres du modele a identifier. Eventuellement, nous pourrons

reconstruire les échantillons manquants des signaux d'entrée et de sortie.

II. Proposition

En raison des informations partielles disponibles, les méthodes classiques d'identification ne

s'appliquent pas directement, car elles supposent trés généralement de disposer de séries

temporelles a pas constant. Plusieurs solutions peuvent étre envisagées :

e & partir des échantillons x(t;) et y(v;), nous pouvons reconstruire au moyen d'une
procédure d'interpolation des séries a pas constant x(kT)et yp(kT). Puis, il est alors
possible d'appliquer a ces séries les techniques habituelles d'estimation. Dans la suite nous

écarterons les méthodes utilisant la reconstruction par interpolation.
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e adapter certaines des méthodes habituelles pour prendre en compte 1'aspect parcellaire des
mesures. C'est le cas de méthodes fondées sur l'utilisation d'intégrales continues, ces
derniéres pouvant étre évaluées avec des informations a pas irrégulier (méthode des
fonctions modulatrices, méthode des moments, décomposition sur une base de fonctions).

e considérer que l'on est en présence d'un systeme a mesures partielles et que le probléme
d'estimation des paramétres du systéme doit se faire avec cette contrainte. Le probleme
peut également se formuler en un probléme plus général d'estimation de parameétres et
d'états non mesurés.

Nous allons développer la méthode des fonctions modulatrices, la méthode des moments et

I'estimation des paramétres et états non mesurés avec des signaux ¢chantillonnés a pas

variable.

III. Méthode des fonctions modulatrices

Pour simplifier la présentation de 1a méthode des fonctions modulatrices, le modéle sera pris
sous la forme d'un premier ordre dans un premier temps, il sera généralisé a des structures

d'ordre plus ¢élevé par la suite.

IIL.1. Identification d'un systéme du premier ordre

Considérons un modéle sous forme continue et des signaux d'entrée et de sortie connus entre

un instant initial ¢; et un instant final #/:

Ty(t) + y(1) = Kx(1) (Iv-1)
Nous allons estimer les coefficients du mod¢le (IV-1) pour les signaux d'entrée et sortie pris
dans l'intervalle de temps [t,, £ ] .

Soit une fonction modulatrice ¢ obéissant aux propriétés suivantes :

¢ de classe C!

o) =0(t,)=0
En multipliant I'équation (IV-1) par ¢(t) puis en intégrant le résultat obtenu sur l'intervalle de

temps [t,., t ] , on obtient :

=T p(e)p(e)de + [ ()()de = K [ g(t)x(t)c (v-2)
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En appliquant cette procédure a deux fonctions modulatrices différentes (éventuellement sur
deux intervalles temporels différents), on obtient le systéme linéaire par rapport aux

paramétres du modele :

Jawxd [gywar| | [a@ya
y y =1, (IV-3)

Iy Iy ' T Ty
[o.(xdr [¢,(0y()de [o.(y(rdr

Chacune des six intégrales apparaissant dans ce systéme peut étre évaluée numériquement par
une méthode appropriée, ce qui permet ensuite d'évaluer K et 7. Cette méthode doit bien sir
prendre en compte la particularité des signaux d'entrée et de sortie qui sont connus & des
instants irréguliérement répartis ; une intégration par la technique des trapézes est tout a fait

simple a appliquer. De fagon générale, l'intégrale continue :
1= f(eyde

est approximée numériquement par la somme discréte :

Lra

5= % Y (F2)+ £(5)) e -7,

7=l

Ainsi, les coefficients K et T du modele peuvent étre estimés en présence de signaux d'entrée

et de sortie échantillonnés a pas variable.

II1.2. Identification d'un systéme genéral

Généralisons maintenant, a l'aide de fonctions modulatrices, l'identification d'un systéme

quelconque. Considérons le modele sous forme continue :
A

N
a,y " @)= b,x" () (IV-4)

n=0 m=0

nel0;N] représente l'ordre des dérivées du signal de sortic du modéle et me[0; M]
représente I'ordre des dérivées du signal d'entrée du modéle. On peut toujours se ramener a un

systéme dont le coefficient ¢, est égal a un.

Définissons N + M +1 fonctions modulatrices ¢, obéissant aux propriétés suivantes :
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@, de classe C" pour tout k e[, N + M +1]

9/(t,)=¢"(t,)=0 pour tout j €[0;N -1] v

Nous choisissons comme fonctions modulatrices des fonctions polynomiales de la forme :

k+N-1 k+N-
o0 =(t-1,)" " (t~1,) (IV-6)
En multipliant I'équation (IV-4) par chacune des k fonctions modulatrices ¢, puis en intégrant

le résultat obtenu sur l'intervalle de temps [ti 3t ], nous obtenons N+M+1 équations :

N A

2N, J<P;i") (0)y(t)dt =3, (-1)"b, pr;ﬁ'") ()x(r)dt (IvV-7)

n=0 m=0

Mettons 1'équation (IV-7) sous forme matricielle en posant au préalable :

Y = ()" [ol" (t)y(r)dt

Xi =" ol ()x(t)de

Chacune de ces intégrales peut étre évaluée numériquement en prenant en compte les instants
d'échantillonnage irréguliérement répartis des signaux d'entrée et de sortie. Comme dans la
premiere partie avec l'identification du systéme d'ordre un, une intégration par la t