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Introduction

Depuis quelques années, une masse grandissante de données sont générées de

toute part par les entreprises, que ce soit des données bancaires, telles que les opéra-

tions de carte de crédit, ou bien des données industrielies, telies que des mesures de

capteurs sur une chaîne de production, ou toutes autres sortes de données possibles

et imaginables. Ce flot continu et croissant d'informations peut de plus maintenant

être stocké et préparé à l'étude, grâce aux nouvelles techniques d'Entrepôt de

Données (or Data Wharehouse).
Les techniques usuelles d'analyse de données, développées pour des tableaux de

taille raisonnable ont largement été mises à mal lors de l'étude de tant de données. En

effet, alors que le principal objectif de Ia statistique est de prouver une hypothèse

avancée par un expert du domaine, et donc de confirmer une connaissance déjà

connue ou bien présumée, Ie but de la Fouille de Données (ou Data Mi'ning) est

maintenant de découvrir, au sens propre du terme, des nouvelles connaissances. Et

ceci sans faire appel à des hypothèses préconçues. Ce nouveau concept de Fouille de

Données, bien qu'il paraît révolutionnaire pour certains, est en fait une autre vision

et une autre utilisation de méthodes existantes, et combinées.

Ainsi, au vue de l'émergence de ces deux champs d'application (Fouille et En-

trepôt de Données), une idée nouvelle s'est faite. Pourquoi ne pas associer toutes

ces techniques afin de créer des méthodes puissantes de recherche de connaissances,

intégrant toutes les étapes, du recueil des données à l'évaluation de Ia connaissance

acquise. C'est ainsi qu'est né le terme d'Extraction des Connaissances à partir

des Données (ECD), ou en anglais Knowledge Di,scouery in Database (KDD). Ce
processus, décrit dans la figure 1, englobe donc le stockage et Ia préparation des

données, I'analyse de celles-ci par différentes techniques, et enfin, I'interprétation et

l'évaluation des connaissances acquises. Il est ici important de différencier les trois

termes suivants:

- Donnée: valeur d'une variable pour un objet (comme le montant d'un retrait

d'argent par exemple),
- Information: résultat d'analyse sur les données (comme la répartition géogra-

phique de tous les retraits d'argent par exemple),
- Connaissance: information utile pour I'entreprise (comme la découverte du

mauvais emplacement de certains distributeurs).

Ainsi, le principe est, idéalement, à partir de données dont on ne sait rien et sur

lesquelles on ne fait aucune hypothèse, d'obtenir des informations pertinentes, et

à partir de celle-ci de découvrir de la connaissance, qui permettra à I'entreprise de
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mieux gérer, comprendre, analyser, prévoir, économiser, Bref, en un mot, d'améliorer
le travail de I'entreprise, dans tous les domaines possibles.

i' trtierpretati.rn 
-'l

i-- s_y-4!{i_"t -;

'\. 
,,-v Patrons

,j/'l

i, r'd,4;'i*:l
"":t"'

"-f Données
A transforméesr
I
I
I

Ftc. 1 - Un aperçu des étapes de I'ECD

La Fouille de Données est donc une des composantes de I'ECD, mais sûrement Ia
plus importante. C'est un domaine multidisciplinaire, mélangeant Ia technologie des
bases de données, l'intelligence artificielle, I'apprentissage automatique, les réseaux
de neurones, Ies statistiques, la reconnaissance de formes, les systèmes à bases de
connaissances, I'acquisition de connaissance, les systèmes de recherches d'informa-
tions, I'informatique haute-performance, et la visualisation de données. Elle permet
d'obtenir des informations à partir de données réarrangées et préparées. Par contre,
il est nécessaire de passer par une étape d'évaluation avec I'aide d'un expert du do-
maine afin de relever la pertinence de ces informations et de Ieur éventuelle apport
pour la connaissance de I'entreprise.

Alors qu'habituellement, les statisticiens travaillent sur des bases de données
de taille raisonnable, en échantillonnant parfois la population, les utilisateurs de
Ia Fouille de Données désirent quant à eux garder un maximum d'information et
donc travailler sur I'ensemble des données disponibles. Cette volonté engendre un
certain nombre de complications dans I'analyse de tels tableaux. En effet, bien que
ce ne soit qu'un aspect algorithmique des méthodes, il est absolument nécessaire
qu'une méthode destinée à être utilisée dans le domaine de Ia Fouiile de Données
soit adaptée pour des grands volumes de données, voire pour travailler en temps réel
pour certaines applications.



La classification automatique est une des méthodes statistiques largement utili-
sées dans Ia Fouille de Données. Elle est dans un cadre d'apprentissage non supervisé,
qui a pour but de d'obtenir des informations sans aucune connaissance préalable, au
contraire de I'apprentissage supervisé. Elle a plusieurs possibilités de combinaison
avec d'autres méthodes, en pre- ou en post-processing. En effet, elle peut résumer
I'information afin de la transmettre à une autre méthode et ainsi mieux analyser les
données. Elle peut aussi, suite à un pré-traitement des données, être utilisée pour
mieux comprendre la quintessence de l'information contenue dans les fichiers.'Grouper 

des objets ensemble selon certaines caractéristiques, afin de dissocier
différents ensembles est un processus de classification. En effet, lorsque naturelle-
ment, nous regroupons ensemble d'un côté les êtres hurnains, de I'autre les animaux,
eux-mêmes pouvant être séparés en différents groupes distincts, nous effectuons une
classification. Ce processus naturel à l'homme permet, à partir d'un certain nombre
de données et de règles, de diviser un ensemble d'objets en différentes classes, dis-
tinctes et homogènes.

Le principe de la classification automatique est d'imiter ce mécanisme par une
machine. Pour ceci, il faut développer des méthodes qui s'appuient soit sur les don-
nées à proprement parlé, sans aucune connaissance autre, soit sur les données et sur
un savoir acquis préalablement (automatiquement ou grâce à un expert du domaine).

La classification automatique a de multiples applications, et dans des domaines
très diverses. En économie, la classification peut aider les analystes à découwir des
groupes distincts dans leur base clientèle, et à caractériser ces groupes de clients, en
se basant sur des habitudes de consommations. En biologie, on peut I'utiliser pour
dériver des taxinomies de plantes et d'animaux, pour catégoriser des gènes avec une
ou plusieurs fonctionnalités similaires, pour mieux comprendre les structures propres
aux populations. La classification peut tout aussi bien aider dans I'identification des
zones de paysage similaire, utilisée dans I'observation de la terre, et dans I'identifica-
tion de groupes de détenteurs de police d'assurance automobile ayant un coût moyen
d'indemnisation élevé, ou bien dans la reconnaissance de groupes d'habitation dans
une ville, selon le type, la valeur et la localisation géographique. II est possible aussi
de classifier des documents sur Ie Web, pour obtenir de I'information utile. Sa fonc-
tion dans un processus de Fouille de Données sera de découvrir la distribution des
données, d'observer les caractéristiques de chaque groupe et de se focaliser pourquoi
pas sur un ou plusieurs ensembles particuliers d'objets pour de prochaines analyses.
Parallèlement, elle peut servir comme une étape de préparation de données, appelé
aussi pre'processing, pour d'autres méthodes. Ainsi, ce type d'analyse est devenu
un domaine hautement actif dans la recherche de type Fouille de Données.

En tant que branche de la statistique, la classification automatique a été énor-
mément étudié depuis de nombreuses années, en se basant principalement sur des
distances. Les algorithmes ainsi développés sont ,t-means, k-medoids, et plusieurs
autres, disponibles dans différents logiciels d'analyse statistique. Dans Ie domaine de
I'apprentissage automatique, la classification est un exemple d'apprentissage non-
supervisée, contrairement à l'analyse discriminante, exemple typique d'apprentissage
supervisée, où un professezr indique le résultat que I'on doit avoir (ici, la classe
d'appartenance). Dans cette méthode, on cherche donc à comprendre comment on
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obtient ce résultat connu. Dans les méthodes d'apprentissage non-supervisé, on
cherche à retrouver ce résultat, comme par exemple une partition. On apprend donc
ici avec des observations, et non avec des exemples.

On peut distinguer deux grandes familles de méthodes de classification: les mé-
thodes de partitionnement simple et les méthodes hiérarchiques. Les pre-

mières cherchent une pa,rtition des objets, ou bien des variables, en un certain nombre
de classes s donné (cf fr-means et nuées dynamiques). Deux critères doivent être sa-
tisfaits :

- Chaque groupe doit contenir au moins un objet, et donc les classes vides ne
sont pas tolérées.

- Chaque objet doit appartenir à un seul groupe. II est à noter que des versions
floues tempèrent ce critère et permettent à un objet d'appartenir à plusieurs

classes selon un certain degré (voire une certaine probabilité).

Un critère généralement utilisé pour savoir si une partition est bonne, est que les
objets d'une même classe doivent être très proches les uns des autres, et très éloignés
des autres classes. Cette notion de proximité ou d'éloignement induit forcément un
calcul de distance ou plus généralement de dissimilarité. Il existe d'autres critères
de nature différente pour juger de la qualité d'une partition.

Afin d'obtenir la meilleure partition, il faudrait une énumération exhaustive de
toutes les partitions possibles. Pour 100 objets, et 4 classes, il nous faudrait donc
explorer 100 millions de pa"rtitions possibles, ce qui prendrait énormément de temps
pour un tableau de telle taille. On utilise donc une heuristique qui consiste à amé-
Iiorer une partition étape par étape jusqu'à la convergence du critère de qualité de
Ia partition. Le résultat obtenu est donc un optimum local de la solution, dépen-
dant du point de départ de I'algorithme. Pour surmonter cet handicap, il faut lancer
plusieurs fois l'algorithme avec des initialisations différentes.

Les autres méthodes de classification, dites de classification hiérarchique, consistent
à créer une décomposition hiérarchique d'un tableau de données. On peut envisa-
ger deux stratégies: ascendante ou descendante. L'approche ascendante démarre
avec chaque objet formant une classe distincte. On fusionne à chaque étape les deux
classes les plus proches afin de n'obtenir plus qu'une seule classe, ou alors qu'une
condition de terminaison soit vérifiée. L'approche descendante démarre avec tous les
objets dans une seule et même classe. A chaque itération, une classe est décompo.
sée en classes plus petites, jusqu'à n'avoir plus qu'un seul objet dans chaque classe,
ou éventuellement qu'une condition d'arrêt soit vérifiée. Ici aussi, il est nécessaire
d'introduire une notion de similarité ou de dissimilarité entre les objets et les classes.

Un des inconvénients de ce type de méthodes est qu'une action effectuée (fusion
ou décomposition), elle ne peut être annulée. Cette rigidité permet de réduire le
champ d'exploration. Malgré tout, un problème majeur est qu'un telle technique
ne peut corriger une dêcision erronée. Pour améliorer la qualité d'une classification
hiérarchique, il y a deux possibilités:

- analyser attentivement les liens entre objets à chaque étape (cf CURE (Guha
et a1.,1998) et Chameleon (Karypis et a1.,1999)),

- améliorer la partition obtenue avec une classification de type partitionnement

simple (cf BIRCH (Zhang et a|.,1996)).



Comme nous l'avons fait rema,rqué, ces deux approches de la classification font

appel à une notion soit de dissimilarité, soit de similarité. Il est possible de passer

ainsi par une distance. Dans le cas de données continues, on prend généralement

la distance euclidienne, et dans le cas de données binaires, la distance L1. Dans le
premier cas, lorsque nous appliquons un algorithme de types centres mobiles (ou k-
means), avec une telle distance, nous obtenons généralement des classes sphériques.
Or, il est important de ne pas faire d'hypothèses trop fortes sur la forme des classes
à obtenir. De plus, la forme des classes n'est pas forcément la même pour toutes.

Ainsi, à la vue des limitations imposées par cette notion de distance, un intérêt

certain s'est développé autour de l'approche probabiliste, avec Ia notion de modèle

de mélange. Un premier avantage est de fournir un cadre théorique cohérent. Et de
plus, il nous est ainsi possible de retrouver et de mieux comprendre les méthodes de

classification existantes, comme les centres mobiles par exemple.

Dans ce cadre, la partition optimale peut alors être obtenue en utilisant deux

approches différentes: I'approche Estimation et I'approche Classification. La pre-

mière cherche à maximiser la log-waisemblance, alors que Ia seconde maximise Ia

log-waisemblance complétée (Symons, 1981). Pour I'approche Estimation, on estime

les paramètres du modèle de mélange, puis, on en déduit la partition. Dans I'ap-
proche Classification, la partition constitue elle-même le paramètre à estimer. Dans

ces deux approches, il est possible de définir des critères de choix du nombre de

classes et du choix du modèle.
Pour maximiser la log-waisemblance, il est courant de recourir à des algorithmes

de type EM (Dempster et al., L977) (Estimation - Maximisation). En effet, cet

algorithme est basé sur deux étapes: la prernière (Estimation) qui consiste à calculer
Ies probabilités a posteriori d'appartenance d'un objet à une classe, et la seconde
(Maximisation) qui consiste à estimer les paramètres inconnus. Ces deux étapes

sont répétées jusqu'à la convergence de I'algorithme. Celui-ci fournit une solution
qui est un optimum local, l'ensemble des solutions ne pouvant être exploré. Il arrive
parfois que la convergence amène une solution qui est sur un point selle. Pour pallier

cet inconvénient, des versions stochastiques de EM ont vu le jour, comme SEM
(Broniatowski et al., 1983; Celeux et Diebolt, 1985), SAEM (Celeux et Diebolt,

1992) et MCEM (Wei et Tanner, 1990; Tanner, 1991).

Et pour maximiser la log-waisemblance complétée, un algorithme dérivé de EM

est utilisé, l'algorithme CEM (Celeux et Govaert, 1992). Entre les deux étapes

Estimation et Ma:cimisation, une autre étape de Classification a été rajoutée, qui

va allouer chaque objet à la classe la plus proche (pa"r la méthode du maximum

a posteriori -MAP-), passant ainsi d'une partition floue à une partition dure. Une

version de type recuit simulé a été développé, CAEM (Celeux et Govaert, 1992).

Lorsqu'on applique un algorithme de classification simple, il est nécessaire de

connaître le nombre de classes dans la population. Or, dans la majeure partie des

applications de Ia classification, cette information n'est pas connue. Il faut donc
pouvoir remédier à cet inconvénient. Une des premières idées est de calculer un

critère pour plusieurs nombres de classes candidats, ne retenant que celui qui op-

timise ce critère. Une deuxième idée serait d'utiliser une méthode de classification

hiérarchique. En effet, celle-ci ne requiert pas la connaissance du nombre de classes.
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Malheureusement, les avantages d'une telle méthode ne peuvent pas rattraper son
principal inconvénient, sa complexité. De par le nombre de calculs de distances à
effectuer à chaque étape, un algorithme de ce type prend un temps de plus en plus
conséquent avec un nombre d'objets croissant, ce temps devenant rapidement ingé-
rable. Donc, il nous est impossible de lancer de tels algorithmes sur des tableaux
de grande taille. Une solution est donc de combiner les deux types d'algorithmes
(simple et hiérarchique), comme I'a proposé Wong (L977).

Lors de la récolte des informations, il arrive souvent qu'une partie de celle-ci
soit manquantes ou erronées. On en arrive donc à devoir analyser des tableaux où
certaines cases manquent. Il faut donc pouvoir pallier ce problème en proposant
une solution. Une première idée consiste à remplir ces cases vides en leur affectant
par exemple la moyenne de la variable ou la modalité la plus choisie, ou bien à
considérer une donnée manquante, dans le cas de données qualitatives, comme une
nouvelle réponse possible, comme dans AutoClass (Cheeseman et Stutz, 1996). Cette
dernière possibilité part du principe qu'une non-réponse équivaut peut-être à une
réponse particulière de la personne (ce qui peut être wai dans des cas comme le
salaire d'une personne ou bien la quantité d'alcool bu par jour). Une deuxième idée,
largement utilisée dans la Fouille de Données, au vue du nombre faramineux de
données disponibles parfois, est de supprimer les objets ou les variables (selon le cas)
qui comportent des données manquantes. Cette approche a le mérite de nettoyer la
base de données, mais peut-être trop radicalement. En effet, ne perdons-nous pas ici
un certain nombre d'informations? Certains répondent qu'il est possible d'analyser
a posteriori les objets présentant des données manquantes. Une troisième idée est de
gérer statistiquement ces données manquantes. Ceci peut se faire sous une approche
statistique de la classification, et donc avec un modèle de mélange.

Ensuite, il est connu que I'algorithme EM, qui possède beaucoup de qualité,
peut avoir une lente convergence. Ainsi, dans le cadre de la Fouille de Données, son
application peut ainsi être inadaptée. C'est pourquoi il est nécessaire de s'intéresser
à I'accélération de cette méthode, par différents moyens. Mais il est absolument
nécessaire que ces techniques d'accélération nous permettent d'obtenir des résultats
similaires ou approchant (en terme d'estimation de paramètres et de partition) de
ceux obtenus avec EM.

Un autre aspect de la classification est la recherche simultanée d'une partition en
lignes et d'une partition en colonnes. Celle-ci se fait parfois en lançant un algorithme
de classification simple, comme /c-means, sur les objets puis sur les variables. Or, une
telle méthode ne permet pas d'expliquer Ia relation spécifique pouvant exister entre
un groupe d'objets et un groupe de variables. Ainsi, il est préférable d'appliquer des
algorithmes de classification croisée, ou de classification directe.

En conclusion, selon (Han et Kamber, 2001), une bonne méthode de classification
automatique, dans le domaine de Ia Fouille de Données, doit:

- traiter de grandes bases de données, aussi bien au niveau du nombre d'ob-
jets (plusieurs milliers, voire plusieurs millions) que du nombre de variables
(plusieurs centaines),

- traiter des données de tout type (numériques, binaires, catégorielles, ordinales,

) ,



découvrir des classes de profil arbitraire (sans a priori sur leurs formes),

requérir très peu de connaissance du domaine d'application,

gérer des données bruitées (outliers, donnêes manquantes, données erronées,
. .  . ) ,

être paramètrable pour pouvoir satisfaire certaines contraintes,

produire des résultats simples, clairs, et utilisables directement.

Dans un premier temps, nous allons présenter la classification automatique simple,
ainsi que certains algorithmes associés. Nous développerons les prémices de cette
méthode, avec des méthodes comme celle des nuées dynamiques (Diday, 1971; Diday,
1975), et nous verrons son évolution jusqu'à la généralisation avec des modèles de
mélange Gaussien.

Ensuite, nous aborderons dans le deuxième chapitre I'analyse de données qualita-
tives, domaine que nous privilégions. Nous appliquerons ici les principes des modèles
de mélange pour présenter les versions de EM et de CEM adaptées à ce type de
données. Nous verrons leur application sur quelques données réelles. Ensuite, nous
aborderons le problème de la classification avec données manquantes.

Afin de proposer une solution au choix du nombre de classes, nous présentons

dans le chapitre 3 un ensemble de critères, dont certains sont développés dans un
cadre bayésien. Après une étude détaillé de ceux-ci, nous proposons d'étendre Ia
méthode hybride de Wong (1977) au modèle de mélange. Nous proposons ainsi une
application sur des données simulées et réelles.

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons à I'application de la classification au-
tomatique dans le cadre de la Fouille de Données. Le principal challenge ici est
d'accélérer la convergence de I'algorithme EM. Pour ceci, nous verrons tout d'abord
différentes stratégies d'initialisation. Ensuite, nous analyserons diverses techniques
d'accélération, se basant sur une étape d'Estimation des probabilités a posteriori,
optimisée en terme de coût de calcul.

Le cinquième chapitre présente la classification croisée et la classification directe.
La première méthode cherche simultanément une partition en lignes et une partition
en colonnes sur un tableau de données. Nous verrons quelques algorithmes de ce
type, optimisant des critères métriques (Govaert, 1983; Govaert, 1995). La seconde
méthode, introduite par Hartigan (1972, L975), cherche une structure des données
plus fine, avec des blocs de données homogènes, et de toutes tailles. Nous étudierons
en détail cette méthode sur plusieurs tableaux.

Dans le chapitre 6, nous abordons l'extension de deux algorithmes précédemment
présentés au modèle de mélange croisé. En agissant d'une manière similaire au cas
de la classification simple, nous détaillons les modèles utilisées et lôs algorithmes
ainsi obtenus. Ensuite, nous présentons une méthode de classification croisée hiérar-
chique. Puis, nous prêsentons deux méthodes hybrides, combinant des algorithmes
de classification croisée, afin de pouvoir travailler sur des données de grandes tailles.
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Chapitre 1

Principales approches de
Classification

La classification ou le regroupement en classes homogènes consistent à réduire
un nuage des points d'un espace quelconque en un ensemble de représentants moins
nombreux permettant une représentation simplifiée des données initiales. Ainsi,
comme les méthodes d'analyse factorielle, la classification automatique est une mé-
thode de réduction des données. Il s'agit d'une démarche très courante qui permet
de mier.rx comprendre I'ensemble analysé. Ces applications sont nombreuses, en sta-
tistique, traitement d'image, intelligence artificielle, reconnaissance des formes ou
encore Ia compression de données. Pour toutes ces raisons, elle constitue une étape
importante dans le processus de Fouille des Données.

On peut distinguer deux grandes familles de classification: par partitionnement
et par hiérarchie. Dans ce chapitre, nous allons d'abord rappeler les méthodes de
partitionnement couramment utilisées et disponibles dans la plupart des logiciels,
puis les méthodes hiérarchiques. Comme nous nous inscrivons, le long de ce travail,
dans un cadre probabiliste, nous allons rappeler l'approche mélange et ses avantages.
En effet, cette approche est un outil puissant qui permet entre autres de mieux
comprendre la plupart des méthodes des deux grandes familles citées.

Dans tous les chapitres, nous utiliserons les notations suivantes. Soit x une ma-
trice de données n x ddéfinie par x : {fo;i, e I; j € Jl,où .I est un ensemble de n
objets (lignes, observations, instances, individus) et J est un ensemble de d variables
(colonnes, attributs).

1.1 Méthodes de partitionnement classiques

Définition d'une partition. Une partition de ,I en s classes (s est supposé connu)
est un ensemble de parties non vides de I, 21,. . . ,zs vérifiant

-  V  k , , l ç '  -  1 , .  . . , s ,  k  #  k ' ,  zp î  z lo  :  6 ,
- Ui:r zk : I.

Le nombre de partitions possibles est très important même lorsque la cardinalité
de .I n'est pas grande. Si l'on considère le partitionnement de cet ensemble en s
classes, le nombre total de partitions possibles est égal à:
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1ir-rr*' ' * (f ) * r"
s l /=o '  '  \ k /

Par exemple, il existe 1701 partitions possibles de 8 objets répartis en 4 classes.
Donc, plutôt que chercher la meilleure partition, on se contente d'en proposer une
qualifiée de profitable qui optimise un critère donné. Celui-ci bien entendu, respectera
I'objectif d'homogénéité des classes. Les méthodes utilisées sont souvent conçus d'un
point de vue heuristique et utilisent des critères métriques.

1.1.1 La méthode des centres mobiles

Ce type de méthodes repose généralement sur des algorithmes simples, et permet
de traiter rapidement des ensembles d'effectif assez élevé en optimisant localement
un critère. Le plus célèbre de ces algorithmes est incontestablement I'algorithme des
centres mobiles (k-means) (Forgy, 1965; MacQueen, 1967). Il consiste à minimiser
le critère suivant:

W(r,s): t D d'(*o,su),
k= l  iezx

(1 .1 )

où g - (gt,. . . ,8"), g1 est le centre de la classe 26. Rappelons que le cri tère
W(z,g), qui est simplement la somme des inerties des s classes, est appelé inertie
intraclasse. La méthode des centres mobiles consiste à chercher la partition telle que
le Ir7 soit minimal pour avoir en moyenne des classes bien homogènes, ce qui revient
à chercher le maximum de I'inertie interclasse,

B(z) : f,aoa'(e*,C),
/c=1

(1  .2 )

avec g le centre de gravité de I'ensemble 1 et pp est le poids de la classe za. Ce
résultat est dû à la relation liant I'inertie totale qui ne dépend pas de la partition et
les inerties interclasse et intraclasse

I  :W(z ,g )  +  B (z ) .

Cet algorithme se déroule de la façon suivante:

- Initialisation: s points tirés au hasard pour les centres de gravité de chaque
classe,

- Affectation: On affecte les points à la classe la plus proche,
- Représentation: On recalcule les nouveaux centres de gravité,
- On répète les étapes d'affectation et de représentation jusqu'à la convergence

de I'algorithme (i. e. plus de changement de le partition).

MacQueen et Forgy ont deux approches différentes. L'algorithme de MacQueen
recalcule les nouveaux centres dès qu'un objet a été transféré d'une classe à une
autre. Alors que dans I'algorithme de Forgy, le calcul des centres de gravité in-
tervient une fois que tous les objets ont été réaffectées à la classe la plus proche.
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Les expériences montrent que le nombre d'itérations nécessaires à I'algorithme pour

converger est assez faible (généralement inférieur à 20). Cet algorithme est donc
adapté à des tableaux de grands tailles, sa complexité étant linéaire.

Une méthode de classification plus générale existe, ce sont les nuées dyna-
miques (Diday, 1971). La différence primordiale est que dans cette méthode, les
classes peuvent avoir plusieurs représentations possibles: un point de la classe, une
loi de probabilité, un âxe factoriel, un groupe de points, ... Dans Ie cas où la re-
présentation d'une classe est son centre de gravité, on retombe donc sur Ia méthode
des centres mobiles.

Malgré sa popularité, un des inconvénients de I'algorithme k-means est qu'il tend
à trouver des classes sphériques de même taille. En présence d'une classe de très
petite taille, ou d'une classe prédominante, cette méthode va donc avoir tendance à
vider une classe et Ia partition ainsi obtenue ne reflétera donc pas correctement la
structure des données en classes. Tous ces aspects seront discuter grâce à l'approche
mélange.

L.L.z Données binaires

Lorsque I'ensemble des objets est décrit pâr un ensemble de variables binaires,
souvent on est amené à utiliser l'algorithme des k-means pour Ia classification des
objets. Autrement dit, le critère utilisé est celui de I'inertie intra-classe qui repose
sur une distance euclidienne. Les centres des classes sont par conséquent de nature
différente des données à classifiés 0,1. Afin de respecter le principe d'homogénéité,
on impose aux centres d'avoir la même structure que les données et de cette façon,
il suffit de chercher à minimiser Ie critère suivant à l'aide de I'algorithme des nuées
dynamiques

11

w(r,s): i I d(*,,gp),
Ie:L i€zt"

où d(x6,gp) : Dj:, ld, - drl avec g!1" € {0,1}.

(1 .3)

(1 4)

1.1.3 Données qualitatives

Pour classifier I'ensemble des objets, il est habituel d'utiliser k-means avec la
métrique du X' (voir par exemple (Benzecri, 7973; Ralambondrainy, 1988)). Dans
ce cas, le critère, dit critère duX', s'écrit:

w(r,s): i I al,1r;,gp;,
k= l  i€zx

où f; - (#,. ..,f) est le profil de I'objet i avec f;j": # t* représente le
nombre totale de modalitêr) et fi.: Dr4:t DÏLtfni. - !. Notons que ce critère peut
s'écrire sous la forme suivante:

w(,,s):nrni r É É :(+-n,*")',
k : r i1xF- t7orÛ"  \m 

- "  
/



T2 Chapitre 1. Principales approches de Classifrcation

où ni": Di:r D;e"ofi" est le nombre d'objets ayant choisi la modalité e pour
la variable j. La minimisation de ce critère est équivalente en fait à la maximisation
du critère du y2(z,J) qui s'écrit

x2 (,,r): i É É @m{t:!n!')z
u : '  i : - t 7 o ' f i ' T t L f r  1 a T Û e

où d*" : Dte"*fi" 
"t 

rt,: Dl:tD|'=rd*'. Rappelons qu'en pratique, ce critère
donne les mêmes résultats que le critère I'information mutuelle (Benzecri, 1973;
Govaert, 1983) qui exprime l'information conservée pa,r la partition z, et qui s'écrit:

(  1 .5 )

Notons que la maximisation de ce critère est en fait équivalente à la maximisation

s d . c i s

H (z) : t t D dn' log C1"' - dD ffz1,log ff21"
k:l  i : l  e-I fr :L

En fait le premier est largement plus répandu pour deux raisons: la première
est qu'on a longtemps cru que ce critère était plus simple à optimiser alors qu'on
verra ultérieurement que celui de l'information mutuelle I'est aussi (Celeux, 1988).
La deuxième raison est qu'il est naturellernent lié à l'analyse des correspondances.
Notons que cette méthode fournit des centres qui ne sont pas de Ia même forme que
les éléments à classifier. Comme dans le cas binaire, en imposant à ces centres d'avoir
la même structure que les données initiales, c'est à dire des modalités, Marchetti
(1989) et Huang (1997) ont proposé de minimiser le critère suivant:

n:D !  d(xa,rnn) .
k:L i€.2t"

où rnp est le centre de la kème classe zp et d, est mesure de dissimilarité. Les
auteurs proposent d'utiliser la mesure d définie par:

d,(xi ,m1"):  É L@n,*!)où A(r,g) :  {  9 " i '  
:  a

j : t  
r ' " - t c t  - *  - \ * ) " ' f  

[  1  S i n O n
(1  8 )

Comme d(xi,x;,) exprime simplement le nombre total de différence entre deux
objets )e et xi,, ce critère est donc simplement Ie nombre total des différences entres
les objets de chaque classe zk et son centre mp. Le déroulement de l'algorithme est
le même que ,k-means, nous ne le détaillons pas ici. Il est à noter par contre qu'il
est inutile de procéder au codage du tableau de modalités pour pouvoir appliquer
cet algorithme. En utilisant le critère E, la partition obtenue est aisée à commenter.
Chaque classe zp est ainsi caractérisée par un centre Tftk : (*L,. . . ,n'rl) où rd,, est
la modalité la plus choisie de la variable xi dans la classe 26. Par simplicité, les
vecteurs rnr sont appelés modes.

Comme I'algorithme k-means, cet algorithme connu maintenant sous le nom de
k-modes (Huang, 1997) produit aussi des solutions optimales localement, qui sont

H(z):"*F^f^n*^r,(#),
de

(1 .6 )

(1 7)
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influencés par l'étape d'initialisation. Huang (1997) suggère deux méthodes d'initia-

Iisation. La première est basique et consiste à prendre les s premiers objets distincts.

La seconde est basée sur les fréquences des modalités des variables (pour plus de

détail, voir (Huang, 1997)). Même si la propriété majeure de cet algorithme est sa

simplicité et une convergence rapide, nous donnerons une interprêtation probabi-

liste du critère .E et étudierons son comportement à travers des simulations dans le

prochain chapitre.

L.L.4 Classification floue (fuzzy clustering)

La classification floue, et particulièrement finzy c-means (FCM)' est une mé-

thode de classification non-supervisée, dérivée de I'algorithme c-means (Ball et Hall,

196Z), identique à l'algorithme ,k-means décrit précédemment' Cet algorithme est

donc basé sur la minimisation de la somme aux carrês des distances euclidiennes

entre les objets et les centres des classes, qui minimise indirectement la variance

suivante:

h(u,v) : i i@or)' a'*(x,,,ur)
lc:L i=l

Ici, (J : luu"l représente une matrice de partitlon dure (utn e {0'1} et DË:r llik :

1) et V - 
{ro} Ie vecteur des centres des classes. Chaque objet xi appartient à une

séule classe, ei chaque classe k contient au moins un objet. Dunn (L974) a étendu en

premier I'algorithml c-means dur afin d'autoriser une partition floue avec la fonction

suivante:

J2(U,V) : t D}toù' a'* (*r,, r)
lc=l i:l

Cette fois-ci, U : ltt*l correspond à une partition floue en s classes (W* e

[0,1] V?,/c et Di:r lf,tk : t Vz;, Donc, chaque objet ft peut appa'rtenir à plus d'une

àmr" avec un âegre d'appartenance prenant une valeur entre 0 et 1. Bezdek (1981)

généralisa JzQ,i) en un nombre infini de fonctions J*(U,V), où 1 3 m 3 oo. La

nouvelle fonction, sujet aux mêmes contraintes, est maintenant:

13

(1.e)

J,.(U,V) : D D (p*)-a'* (r,,, r)

(  1 .10)

(1  .  11)
k:L i :L

Pour la minimisation de ces trois fonctions, on utilise I'algorithme suivant:

1. c centres choisis au hasard,

2. calcul des u4 (oo p*): degré d'appartenance aux classes,

3. Calcul des ur: centre des classes.

4. on réitère ces deux étapes (2 et 3) jusqu'à la convergence de J.

On retrouve dans cet algorithme les mêmes inconvénients que pour ,b-means au

sujet des proportions et les formes des classes. Par contre, la complexité de cet

allorithme est aussi linéaire, donc il est adapté à des données de grande taille.
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1.1.5 Classification ascendante hiérarchique, CAH
Définition d'une hiérarchie. Un ensemble // de parties non vides de.I est une
hiérarchie sur .I si

_  IeH
-V i€ I { i }eH
-Vh,h '€ .H ,hÀht :0ouh  Ch lou  h ,  ch .
Une hiérarchie peut être vue comme un ensemble de partitions emboîtées. Gra-

phiquement, une hiérarchie est souvent représentée par une structure arborescente
représentée par un arbre hiérarchique dit aussi dendrogramme.

Partitions emboîtées

Il existe deux types de familles de méthodes: une descendante, dite divisive, et
une ascendante, dite agglomérative. La première, moins utilisée, consiste à partir
d'une seule classe regroupant tous les objets, à partager celle.ci en deux. Cette
opération est répétée à chaque itération jusqu'à ce que toutes les classes soient
réduites à des singletons. La seconde qui est la plus couramment utilisée consiste, à
partir des objets (chacun est dans sa propre classe), à agglomérer les classes les plus
proches, a^fin de n'en obtenir plus qu'une seule contenant tous les objets. S'il est assez
aisé de calculer une distance entre deux points, il est moins évident de calculer une
distance entre une classe et un point, ou encore entre deux classes. Plusieurs distances
classiques d dites critères d'agrégation existent. Les plus couramment utilisés sont:
critère du lien minimum, critère du lien maximum, critère du lien moyen et le critère
de Ward qui résulte de la perte d'inertie en regroupant deux classes 21 et 22 et qui
s'écrit :

6-o, 4(21, z2l : 
ff idz 

(21, z2)

À une hiérarchie est associé un indice qui est une fonction strictement croissante
et tel que pour toute classe singleton son indice est nul. Ainsi, pour les classes
du bas de la hiérarchie I'indice vaut 0 et pour les autres classes, cet indice est
défini en associant à chacune des classes construites au cours de Ia méthode la
distance ô qui séparaient les deux classes fusionnées pour former cette nouvelle classe.
Les critères d'agrégation cités précédemment conduisent bien à un indice, d,autres
critères par contre présentent quelques difficultés. Ci-dessous, nous décrivons les
principales étapes de l'algorithme de classifi.cation ascendante hiérarchique (CAH):

1. Au départ, chaque objet est dans sa propre classe,

I4

Dendrogramme

@



Modèhe de méIange

Ftc. 1.1 - Décomposi,tion d'une uariable continue en d,ew uariables auec d,es
rnoAennes et des écarts-type différents.

2. On fusionne les deux classes les plus proches (selon le critère choisi),
3. On répète l'étape 2 jusqu'à n'avoir plus qu'une seule classe.

La complexité d'un tel algorithme est quadratique. Ceci nous restreint donc
à I'application de cette méthode sur des tableaux de taille raisonnable. Dans un
contexte de fouille de données, un tel algorithme est assez peu utilisé, on se contente
souvent de l'appliquer sur des échantillons de I'ensemble des données ou encore sur
des résumés des données obtenus précédemment avec une autre méthode comme
nous le verrons ultérieurement.

Par contre, en analysant l'évolution du critère, nous sommes capables de déter-
miner un nombre de classes approprié. Et donc, à I'inverse des méthodes de classi-
fication directe (comme k-means et FCM), nous n'avons donc pas besoin ici de la
connaissance a priori du nombre de classes.

L.2 Modèle de mélange

L.z.L Cas général

Dans la méthode des mélanges, on suppose que l'ensemble de la population est
représenté par une distribution de probabilité qui est un mélange de s distributions
de probabilités associées aux classes. L'objectif de cette démarche est d'identifier les
s distributions en estimant leurs paramètres. Ce problème du mélange a été depuis
longtemps étudié dans le cadre univarié et multivarié (Day, 1969; Wolfe, 1970).

Pour expliquer Ia notion de modèle de mélange, nous allons regarder le cas d'une
variable continue, où deux classes sont présentes (voir Figure 1.1). La figure de
gauche représente la distribution de la variable. On rema"rque qu'il y a deux maxi-
mums locaux. Nous pouvons décomposer dès lors cette variable en deux variables
distinctes, ayant chacune une moyenne et une variance propre, comme indiqué sur
la figure de droite. On voit bien ici l'intérêt du modèle de mélange pour décomposer
une population en plusieurs classes.

Le tableau de données x est considéré comme un échantillon (x1,. . . ,x,) i.i.d. de
taille n d'une variable aléatoire à valeurs dans IR dont la loi de probabilité admet la
densité g(x,0), qui correspond à une probabilité dans le cas discret, définie par:

15
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avec:

Vx; 9(x6;d) : i pnp*(x6; a1,).
k = l

s

Vk :  1, .  .  .  ,s ,  pe €10,1[  . t  t  Px:  r
&:r

(1 .12)

(1 .13)

où

- g(xt,at) est une densité de probabilité appartenant à une famille de densités

de probabilités (dépendant du pa.ramètre o €1R", s 2 1).

- p* est la probabilité qu'un élément de l'échantillon suive Ia loi g. On appellera

ces pÈ les ProPortions du mélange.
- 0 - (pr,.. . ,Psidr,.. . ,o") désigne le paramètre du modèle de mélange, qui est

inconnu.

Le problème statistique consiste à estimer les proportions des composants (pr,. ' . ,P")

et les paramètres (or,.. . ,o"). La waisemblance offre une approche générale à l'es-

timation de ces paramètres à l'aide des données de l'échantillon. La fonction de

vraisemblance notée I/ s'écrit dans notre cas:

v(*r, . . . ,xniq : f i,ç6i;0): II io kek(xi;dk)
i :1 i=l k:L

Notons que ce problème ne peut se résoudre dans toute sa généralité que si le

mélange de lois appartient à une famille de rnélanges identifiables. Tous les mélanges

utilisées par la suite Ie seront. Pour des raisons de simplification de traitement, il

est d'usage de travailler sur le logarithme de cette fonction V, que l'on nommera la

log-vraisemblance .L et qui s'écrit

tL

L(* r , . .  . ,X ' i d )  :  ! l og
i : l

Dans un contexte de classification, chaque x; €st supposé provenir d'une seule

des s cla,sses du mélange. Pour chaque objet, nous aurons donc un vecteur z; de

dimension s, avec 2il": I ou 0 selon que I'objet appartient à la classe zp otJ non' Les

donnêes complétées seront représentées par (*t,ut), . .. ,(x,-,z,.). A partir de cette

formulation, nous obtenons la log-vraisemblance des données complétées ou log-

vraisemblance complétée qui s'écrit :

L"(x,, .  .  . ,Xzi P) :  
I  

D r* log (P6Ps(x;;  ot))

L.2.2 Cas gaussien

(1 .15)

Dans le cas de données continues, on prend habituellement le modèle Gaussien.

Dans ce cas, chaque objet >ca est supposé provenir indépendamment des autres, d'un

mêlange de densités

(1.14)



ModèIe de méIange

p(*; o) : f, prpr(rq ; g*,D*)

où pr représente la densité Gaussienne de dimension d, de moyenne g;. et de
variance Xp,

e*(x;;sr,xr) : (2r)-d/2luol-t/t*o (-i(*r - gr),x[t(*, - s*))

et 0 : (pt,. . .rps-1,81, . .  .  ,g",EI,. .  . ,Er) est le vecteur des paramètres du mé_
lange' Ainsi, les classes associées aux composants du mélange sont ellipsoidales,
centrées sur la moyenne Br et la matrice de variance E6 détermine les caractéris-
tiques géométriques.

Décomposition de la matrice des variance

A partir de (Banfield et Raftery, 1993; Celeux et Govaert, 1995), nous consi-
dérons une pâramétrisation de la matrice des variance des composants du mélange
consistant à exprimer Xp en fonction de sa décomposition en valeurs propres

Er: À*DAIDL (1 .16)

où Às : lE6ll/0, Dn est la matrice des vecteurs propres de Er et A1, est une
matrice diagonale telle que lAnl : 1, avec les valeurs propres normalisées de E6
sur la diagonale, de façon décroissante. Le paramètre À7. détermine Ie uolume de la
classe lc, Dn son orientat'ion et Ap sa forme. En imposant certaines contraintes sur le
volumes, les orientations ou les formes nous obtenons des modèles parcimonieux plus
simples à interpréter qui peuvent être appropriés pour décrire diverses situations.

La famille générale. Dans un premier temps, nous autorisons les volumes, les
formes et les orientations à varier entre les classes. Les variations sur les paramètres
\n, Dn et Ap (1 < k S s) conduisent à 8 modèles génériques. par exemple, nous
pouvons supposer des volumes Às différents et garder les formes et les orientations
égales en posant An :,4 (non connu) et D1,: D (non connu aussi), pour k : 1, . . . ,s.
Nous notons ce modèle lÀpDAD'J. Avec cette notation, utiliser Ie modèle lÀD1,AD,r)
signifie considérer un modèle de mélange avec des volumes égaux, des forÀes egales,
et des orientations différentes.

La famille diagonale. Une autre famille intéressante est celle où les matrices
E;, sont diagonales. Dans la paramétrisation (1.16), cela signifie que les matrices
d'orientation sont des matrices de permutation. Nous écrivons alors E6 : À486, où
B; est une matrice diagonale. Cette paramétrisation particulière nous donne quatre
modèles: lÀBJ, LÀ;BJ, LÀB6J et lÀ186J.

La famille sphérique. La dernière famille de modèles consistent à supposer des
formes sphériques, où I'on a Ap : I, I êtant Ia matrice ldentité. Dans àe tel cas,
deux modèles pa,rcimonieux sont en compétition : lÀ/J et lÀ6/1.

T7
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LÀtBr.J

0c

o'^"5
o 
t^-"'o
lÀB I

0' 'c

--- 
L;;À;;'t- 

--i--- 
L;--DArDi

n \ i^' c\
\J \iU \

L^kDkAhDL)

l^DiADLJ ),xD*ADL)

L^DAD',l l^kDAD',)

o'^"oio'^*""
Ftc. 1.2 - Voici les 1l mod,èles, et les formes obtenues a,uec 2 classes sur 2 dimensi'on.

Finalement, nous avons donc 14 modèles diffêrents. Le principal avantage de la

décomposition en valeurs propres de la matrice de variance est I'interprétation sim-

plifiée des modèles. Pour illustrer ce propos, la figure 1.2 montre les dessins des

contours pour chaque modèle, ponr s : 2 classes en dimension d: 2.

1.3 Différentes approches

Dans le cadre de la classification, la problème à résoudre consiste à retrouver

pour chaque objet sa population d'origine la plus probable en fonction du vecteur

d'observations qui le caractérise. Pour cela, il faut estimer préalablement les para-

mètres qui caractérisent la distribution des variables dans chacune des s populations.

Les principales techniques d'estimation utilisées pour estimer les paramètres d'un

modèle de mélange sont celles des moments (Pearson, 1894) et celles du maximum

de vraisemblance (Day, 1969; Wolfe, 1970). La méthode du maximum de waisem-

blance est Ia technique la plus largement utilisée pour les problèmes d'estimation de

densité de mélange, grâce notamment à I'arrivée de calculateurs à grandes vitesses

et des méthodes numériques de plus en plus sophistiquées. Dans cette approche, Ie

problème consiste à maximiser la log-waisemblance L (1.L4). Elle consiste à résoudre

itérativement les équations de vraisemblance et les algorithmes les plus efficaces sont

de type EM (Estimation - Ma>cimisation) de Dempster (Dempster et al., L977)'
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1.3.1 Approche estimation

En abordant le problème de la classification sous l'approche estimation, les pa-
ramètres sont d'abord estimés, puis Ia partition en est déduite par la méthode du
maximum a posteriori (MAP). L'estimation des paramètres du modèle passe par la
maximisation de L(x,0). Une solution itérative pour la résolution de ce problème est
l'algorithme EM composé de deux étapes Estimation et Maximisation (Dempster
et aI., 1977). Basé sur l'information manquante, ici c'est la partition z, le prin-
cipe de cet algorithme est de remplacer la maximisation de la waisemblance par la
maximisation de manière itérative de l'espérance de la log-vraisemblance complétée
conditionnellement aux données x et la valeur du paramètre courant 0(')

19

Q @1etnt1 : Ellos e(x,z; Qlx,0@]

En effet, cette quantité peut s'écrire

(1 .17)

Q(e1e<ot1 : log e(x; d) + E[log e@;0)1x,0{ù]
: L(x,0) + H(010(d) (1 .18)

où H(0,0@ ) : p[toe ç@;0)lx,d(e)1. Or d'après I'inégalité de Jensen (Dempster
et aI., L977) Hp{el letel; t H(010(r)) quel que soit d . Ainsi, seil d(e+t) qui maximise
Q(e1e<011, cela nous permet d'écrire

L(x,e@+tt1 : Q(o<o*t, le<el, - n@{e+r)19{ù1

:  L(x ,0@) (1 .1e)

L'algorithme EM est composé de deux étapes. Dans Ia première étape dite Es-
timation, on calcule Ia quantité Q(eletnll et dans la seconde dite Maximisation, on
ma><imise cette quantité. On répète ce procédé jusqu'à la convergence qu'on décrira
ultérieurement.

Étape Estimation: Dans cette étape, I'algorithme EM est appliqué au problème
de la classification en traitant les z;ç comme données manquantes. A partir de I'ex-
pression 1.17, nous avons

Q(elerot', : EtË D r*(log(prpr(xr; or))) lx,g(e)1
i :1  &:1

7 ù A

t t Elz;elx,0@l (loe(pn.pr (*r; or)))
i=l lc:l.

r L a

DDbQ.,& : 1 lx,d(q)] (los(p*.p* (*r ; on)))
i : l  /c :1

f ù 3

t t t1,(xa,|k) ) (loebr) * Iog pt"(xi,a1,))
i:l lc:l
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où par le théorème de Bayes t1,(xi,0@) : p(z*: llx,A(c)) et noté tffl) s'ecrit

+(s) - Pl,)çu(*n,of))uik - 
Di,=r pl!,) p*,(*o,ol!,))

fes tllu) x pf) çu(*o,of)) sont les probabilités conditionnelles a posteriori. Notons
que dans le contexte modèle de mélange, cette étape se réduit en fait aux calculs
aes tffl).

Étape Maximisation: Dans cette étape on cherche le paramètre 9(s+t) qui maxi-
mise Q@10(e)). Ici les estimations p[e+t) des proportions p;, sont calculées indêpen-

damment des estimations o[a+t). Si les z* êtaientobservées, ces proportions seraient
estimées simplement par DLr ff et comme l'étape estimation implique Ie remplace-

ment de chaque zi* pN tffl) ,la mise à jour de ces proportions est donnée simplement
par

sar ,'(c)

pf*r):+
Par ailleurs, les pa,ramètres o[q+l) qui dêpendent de la paramétrisation du modèle

de mélange sont obtenus en résolvant l'équation suivante:

DlLr Di:r tffl)tog er,(x;,a1,)-0

Comme ces étapes Estimation et Maximisation ne font pas décroître la waisem-
blance, elles sont alternativement répétées jusqu'à ce que la différence

L(x,0@+r)1- L(x,0@1

soit négligeable. Généralement, Ie critère d'arrêt est définit par une condition de
type

lL(x,o(t+rl) - L(x,0{o',)l - ^
16; -"

avec un seuil arbitrairement choisi, ori prend habituellement e: 10-6.
La convergence de cet algorithme n'est pas démontrée dans un cadre général. En

effet, celle proposée pa"r Dempster et aI. (1977) était fausse. Par contre, Redner et
Walker (1984) ont démontré la convergence locale dans le cadre de I'estimation des
paramètres d'un mélange fini. Les auteurs ont prouvé que cet algorithme dépend
de la position initiale (si celle-ci est très éloignée de la vraie valeur des paramètres,
l'algorithme EM risque de converger vers une solution singulière). Afin de pallier cet
inconvénient, il est d'usage de lancer plusieurs fois I'algorithme (20 fois par exemple)
sur différentes configurations initiales obtenus au hasard ou par une autre méthode.

Avant de clore cette section, et pour illustration, nous considérons ci-dessous, les
étapes Estimation et Maximisation correspondant aux mélanges gaussiens:

Étape Estimation: Calcul des probabititcs tffl) sn utr1i56n1 B(a).

a0
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Étape Maximisation: Calcul de d(c+t) qui maximise Q@10{ù ). Les estimateurs
du maximum de waisemblance s'écrivent alors:

s,(s+1) -4k

DT:,t11)
Même si l'objectif principal de I'algorithme EM est la recherche des estimateurs

de maximum de waisemblance du modèle de mélange, une partition de I'ensemble

des objets peut être obtenue en affectant chaque objet >q à la composante du mélange

(la classe) la plus probable c'est à dire

zitc: ar+max t1r(x;,ê)

où d est l'estimation au centre du maxirnum de waisemblance de d.

Lien avec la classification floue (fuzzy c-means)

Hathaway (1986) a montré qu'en appliquant l'algorithme EM à un modèle de

mélange, on effectue les mêmes calculs que si l'on maximisait de façon alternée le

critère de classification floue suivant:

S T L s t ù

F (c,0) : t D ",olog(tr 
pp(ra,o*)) - t t c*Iog(qn)

2I

(o+r) tLrtfi)
Pt '

sr?r *(q)(q+1) )-1":1t;ft ' x x';
wr -

\-tL +k)
Li:l uilî,

D?:rtli) x (xr - g[n*t))(*, - s?*t))'

(1 .20)

où c représente une matrice de classification floue et I dénote les paramètres

du méla^nge. La fonction L.(2,0) peut être vue comme I'extension au domaine flou

de Ia vraisemblance complétée. La fonction E(c) s'interprète comme I'entropie de

la classification floue c. L'entropie est d'autant plus grande que Ia classification est

floue (c;; très différents de 0 et 1), et réciproquement nulle pour une classification

dure (tous les qr à 0 ou 1). Ainsi, le terme E(c) exprime un degré de confusion

des classes. Dans la suite, nous appellerons le critère L la araisemblance classifiante

fi,oue associée au modèle de mélange. Cette appellation est due au fait que si la

classification est restreinte au domaine des classifications dures, Ia vraisemblance

classifiante floue .L(c,d) devient exactement égale à la waisemblance des données

complétées L"(2,0).
Pour montrer l'équivalence entre EM et la maximisation de F(c,d), Hathaway

considère le schéma itératif suivant. On part d'une valeur initiale des paramètres

0(0). L'itération g * 1 se dêcompose en deux étapes:

1. Mise à jour de la classifrcation floue:

&- l  i : l

L"(c,0)

k:L i :7

ç(e+t1 - arg max.L(c,p(e))
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avec comme contraintes

La solution unique est ainsi:

V i ,  Ë  c i l " : l
h:L

V i , k ,0  <  q r  (  1
n

Vk,0a tc61 ,  1n
ô:L

rPe@,lop)vt,k clfl+r) :
Di:, rPç$"lop)

Cette formule nous montre donc que les degrés d'appartenance sont égaux aux
probabilités d'appartenance calculées à l'étape Estimation de EM.

2. Mise à jour des paramètres

6G+t) : argrnax L(c(e+1),01

Or, puisque I'entropie E(c(c+t); est indépendante de d, ceci est équivalent à
I'étape de Maximisation de I'algorithme EM.

On peut donc en conclure que EM pour un mélange, effectue les mêmes calculs
que l'optimisation alternée de F(c,0). Dans le cas d'un mélange gaussien dont les
composantes ont la même matrice de variance et des proportions égales, on peut
voir que EM et FCM sont équivalents.

L.3.2 Approche classification

Nous avons vu que sous I'approche estimation, la recherche des classes est un
sous problème de l'estimation des paramètres. A partir du modèle de mélange, on
peut traiter ce problème directement sous l'approche classification (Riedman et
Rubin, 1967; Scott et Symons, 1971; Diday et al., 1924; Schroeder, 1926). Sous
cette approche, Ie critère considéré n'est pas la vraisemblance de l'échantillon mais
la waisemblance classifiante, soit le produit des waisemblances sur les classes. La
log-vraisemblance dite restreinte dans ce cas s'écrit:

Ln(xt,. . . ,x,i e) : if ,*log (tp7,(4; o1)) (  1 .21)
i : I  lc : l

Notons que cette expression ne fait pas appaxaître explicitement la notion de
proportions entre les différentes sous-populations. La maximisation de ce critère
tend en pratique à proposer des partitions où les classes sont de taille comparable.
Autrement dit contrairement à l'expression de la log-waisemblance complétée, ce
critère suppose implicitement que toutes les sous-populations sont de même taille.
Symons (1981) suggère I'utilisation de la log-vraisemblance complétée (1.15) qui
appa,raît en fait comme la log-waisemblance classifiante pénalisée par un terme
prenant en compte les proportions des différentes classes
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L.(xt , .  .  . ,xni | )  :  L*(xr . ; .  .  . ,xnid) + i  #zt  log(pn) '
k:r

(r.22)

La maximisation de ces deux critères peut se faire par l'algorithme classification

EM (CEM) proposé par (Celeux et Govaert,1992) et qui est en fait dérivé de EM.

On y introduit entre les deux étapes d'estimation et de maximisation, une étape de

classification, qui va nous permettre d'affecter chaque objet à une classe. Alors que

dans EM, nous travaillons sur une partition floue, ici nous transformons celle-ci en

partition dure dans CEM. Une itération de cet algorithme se décompose ainsi:

E-step L'étape Estimation calcule les probabilités a posteriori tffl) que chaque x6

appartienne à la ,hième classe.

C-step L'étape Classification affecte chaque objet à une classe, selon Ia méthode

du MAP:

z6: { i l t61":  malh:r , . . . , "  t ;n} (  1 .23)

M-step L;étape Maximisation consiste à calculer |k+t) : (p(a+l),4(c+t)) maximi-

sant I'espérance conditionnelle à la connaissance des données complétées et

B(a). pont les proportions, cela revient à

ilz*
P k :  ;

De même que pour EM, ces étapes sont répétées jusqu'à I'obtention de Ia conver-
gence. Et l'initialisation peut se faire de la même manière. Et de même que EM, il

produit une solution d'optimum local; il faut donc le lancer plusieurs fois à partir

de différentes initialisations.

Lien avec k-means

Dans le cas de données continues, en utilisant le modèle Gaussien, la log-vraisemblance

classifiante L.(z;O) prend la forme suivante :

1 -a -  , - 1 .  ,  nd  1 : , ,
L"(z ;0) :  - ; t  t ( *n  -  &) 'E[ t ( * '  -  sÈ)  -  

;  
Iog(2?r)  -  

;L , fzp log( lD6l ) .z k:r ie"x o o k:r

La maximisation de cette expression est équivalente à la minimisation de:

s 3 9

I tr ace(W t t;t ) + D # rrlog( | E,, | ) - 2D # zkloe(p n)
lc:l lc:l lc=l

où Wk : D;e,*(xr - gr)(xr - &)'. Si on considère Ie modèle le plus simple
c'est à dire les formes des classes sont sphériques et les proportions et les volumes
identiques, la maximisation de L.(z;d) se réduit à Ia minimisation de

: i D dr(*n,g*)
k:I i .êzxË,*- 

so)(x, -  *-) ' )trace
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Ainsi, l'algorithme CEM est dans ce câs simplement l'algorithme des centres
mobiles.

Comme nous venons de le voir, l'approche mélange permet de placer les méthodes
existantes dans un cadre précis, aussi comme nous le verrons dans le prochain cha-
pitre, elle permet d'offrir des outils de choix de modèle voire du choix du nombre
de classes qui a été supposé connu jusqu'à présent. Dans Ie paragraphe suivant,
nous allons nous intéresser justement à ce problème en combinant les avantages de
I'approche mélange et l'approche hiérarchique.

1.3.3 Approche hiérarchique

Le majeur problème des algorithmes de classification simple est la connaissance
requise du nombre de classes dans la population. Pour s'affranchir de cette hypo-
thèse, nous proposons d'utiliser un algorithme de type classification ascendante hié-
rarchique. Comme nous I'avons vu auparavant, celuici requiert la définition d'une
distance entre classes, ou tout du moins, d'une méthode pour définir la proximité ou
non de deux classes. Puisque nous sommes dans le cadre des modèles de mélange,
nous pouvons définir une distance entre deux classes à partir de L"(2,0) qui peut
s'écrire :

L . (2,0) :  
_à 

L"(2p,0) .

De cette manière. nous avons la distance suivante:

d,(zp,zp,) : L.(2n,0) * L.(zp' ,0) - L"(rx u 2p,,0) (r.24)

Cette distance correspond à l'évolution de la log-vraisemblance, lors de la fusion
de deux classes. Soit k et k' les deux classes fusionnées, on a ainsi l'égalité suivante:

L.(z',6@+t)) :  L.(r,ï te); - d,(za,zp,) (1.25)

où. z' représente la nouvelle partition obtenue après regroupement de z6 Et 21,,.
Il faut donc que cette distance soit minimale, afin de maximiser le critère. Nous
fusionnons donc les deux classes pour laquelle d,(zp,z6') est la plus petite possible.
Et nous utilisons I'algorithme CAH, précédemment décrit.

Cas des données continues

Il est possible d'écrire la log-vraisemblance classifiante pour le modèle Gaussien
de cette manière suivante:

L"(z,o) : -i 
_f à(*, 

- gt")Ei'@;, - ex)

fbseù- l :  f fzl , toslEtl
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Dans ce qui suit, et dans un souci de clareté, on ne considérera que le mo-
dèle simple Sphérique où la matrice de variance Dr : o2I (o inconnu), la log-
vraisemblance classifiante devient

L.(2,0): -: i  f  dr(*n,sn) - (bs1orzn1 (1.26)v\ , /  2ot ErE, 
\ . ' r '"  

2

Cette log-vraisemblance classifiante croît avec le nombre de classes, on peut dé-
finir un critère d'agrégation à I'aide de L"(2,0) - L.(z',0) sachant qre z' résulte de
la fusion des classes 21 et 22 cette différence se réduit en fait à:

L"(2,0) - L"(z',0) :

25

Notons que cette expression est toujours positive et on peut définir par consé-
quent une mesure de dissimilarité entre deux classes par:

L"(21,0) * L"(22,02) - L.(21,2,fu,2)

/ t

# 1,0,,,*o' 
(*n'n''') - D *o' e'n') -

fi6-',0{r,.,rr)

L,(21,22) : 
f ,  

6-*a(21,22)

L.(0; z') :  L.(0; z) - A,(21,22)

P,|o't*"n')

On en déduit que

(1.27)

(1.28)

Notons que lorsque o2 est fixé, le critère entre deux classes se réduit à une mesure
de dissimilarité entre les classes correspondant au critère de Ward.

La(21,22) : 6 -o,4(21, z2)

Le calcul des distances entre les classes est essentiel pour la mise en place pratique
de la CAH. Sans une formule de récurrence ce calcul serait prohibitif en temps de
calcul. Celle-ci dû à Lance et Williams (1967) s'écrit, par exemple pour L,(4u z2,zs)
comme suit:

(# zr * # zs) 6 -o, a(zr, zt) * (# zz + # zt) 6 - o, a(zz, zs) - # zs6 - o, a(z r, zz)
#z t+#zz+#ze

1.3.4 Classification mixte

Contrairement aux méthodes hiérarchiques, les méthodes de partitionnement
requièrent la connaissance du nombre de classes. En combinant les avantages des
deux types de méthodes. Wong (L977) a proposé un procédé simple et efficace bien
adapté lorsque les données sont de grande taille en combinant ,b-means et la CAH.
Cette démarche est décrite dans la figure 1.3 et peut être étendu sans difficulté en
restant dans un cadre modèle de mélange.

- on cherche une partition à I'aide de EM ou CEM (à la place de k-means) en
prenant un nombre très grand de classes,

2o2
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t--l
I lk-meansn cAH l+ k-means r

| ËL---l-'ilil'ç.urea's,H
Matrice Dendrogramme des classes

Data résumé

Frc. 1.3 - La méthode de Wong (notez que lc-means peut être remplacé par EM ou

CEM, soit les deur fois, soit une des deur)

- à partir des centres des classes, on applique la CAH, en utilisant un critère

déduit de la log-waisemblance classifi'ante,
- ensuite, on propose un nombre de classes approprié au vu du dendrogramme

ou basé sur la décroissance de I'inertie,
- soit on relance EM ou CEM avec ce nombre de classes sur le tableau initial,

soit simplement ajouter une étape de réaffectation aux centres les plus proches

pour améliorer Ia partition.

Comme nous le verrons plus tard, ce procédé peut être appliqué à tous types de

données (qualitative, binaire, .. . ).



27

Chapitre 2

Application aux données qualitatives

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux données qualitatives. Malgré l'inté-
rêt grandissant pour ce type de données dans différents domaines tels que I'analyse
textuelle et les questionnaires, peu de travaux ont été réalisés comparativement à
ceux appliqués sur les données continues. Comme nous considérons I'approche mo-
dèle de mélange, nous allons donc rappeler ici Ia définition des modèles des classes
Iatentes habituellement utilisés pour les données qualitatives. Nous étudierons en-
suite différentes variantes de ce modèle et nous verrons comment I'un d'entre eux
est associé au critère métrique énoncé déjà dans le chapitre 1:

n:D !  d(1, rns) . (2 .1 )
k:7 i€z*

où rnp est le centre de la kème classe zn et d est une mesure de dissimilarité
définie par:

(2.2)

A partir des données simulées, nous comparerons I'algorithme CEM et I'algo-
rithme k-modes associé à ce critère décrit également dans Ie chapitre 1. Nous mon-
trerons ainsi I'intérêt de I'approche probabiliste. L'approche estimation est égale-
ment étudiée pour ce modèle. Enfin, Une étude comparative entre les approches
estimation et classification sera réalisée à I'aide de données simulées et réehes.

2.I Modèles

2.L.L Classes latentes

Comme nous nous intéressons aux données de type qualitatif (couleur des che-
veux, marque de voiture, .. .), nous présentons tout d'abord le modèle général, le
modèle des classes latentes (Lazarfeld et Henry, 1968; Everitt et Hand, 1981; Everitt,
1984), notê lp*dn"l. Celui-ci dépendra des proportions des classes et des probabilités
associées aux modalités dans chaque classe.

Le principe de base de ce modèle est la supposition de I'existence d'une va-
riable qualitative latente à s modalités (s étant le nombre de classes) telle qu'à la

q

d(4,rn6) : D 6(fn,*tùoù d(z,g) : I o si r : a
j : r  

t l " vk l  vv  v \ù ' v l  -  

I  1  s i non



28 Chapitre 2. Application aux données qualitatives

connaissance de I'une d'entre elles, Ies variables sont supposées indépendantes. Pour
sa simplicité et sa performance, cette hypothèse, même si elle paraît trop forte, est
souvent retenue lorsque les données sont de type qualitatif ou binaire, comme par
exemple dans le programme Autoclass (Cheeseman et Stutz, L996). Dans ce cas, la
densité de probabilité d'un objet xr peut s'écrire:

e(xi,o): Ë p*en(xi;or) :Drrli fr @t:)'1"
fr:l Ic:t j=L e:l

où chaque variable j  :7,.. .d a un nombre f ini de modalitês ci,  e.t fn" :1

si I'objet i a la modalité e pour Ia variable j, et 0 sinon. Les valeurs a'1," donnent
Ia probabilité de la modalitê e de la variable j pour la classe zn. Le paramètre

d indique I'ensemble de tous les paramètres inconnus du modèle. Dans ce cas, la
log-vraisemblance et la log-vraisemblance des données complétées s'écrivent respec-
tivement:

n

L(* r , . . . ,x , , ;g )  : f log
i :1

et

r t '  s  I  d c i  \
L.(xr,. . .,xn;d) : D D rrn I toto* + t t d;' logaf I

i:L lc--L \ j:L e=r /

Ci-après, nous allons expliciter les différentes de I'algorithme EM:

- Étape Estimation: Calcul des probabilités t;r en utilisant P(s).
- Étape Maximisation: Calcul de 6t(q+t) qui maximise Q(010{ù ). Les estima-

teurs du maximum de waisemblance s'écrivent alors:

-(s+t) - DT:rtll,)
Y k n

@tf1to+rt:\p#
/-i:l Lik

Rappelons qu'une partition de I'ensemble des objets peut être obtenue en affec-
tant chaque objet x1 à la composante du mélange (la classe) la plus probable c'est
à dire

Z.i1ç : à,f SIfLilh: 1,...," t1r(Xi rA)

où â est I'estimation au centre du maximum de waisemblance de d. Notons que
si I'on considère l'approche classification, la probabilité (o'*") a l'étape (q + 1) est
définie par

DT=r'.,l) * dr'
#zu

Dorli fr (r'*")"i')
lc:L j:l e=L /
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qui correspond à la proportion d'objets dans la classe zp alant choisi la modalité
e de la variable j. Il s'ensuit que lorsque les proportions sont supposées égales, le
critère de log-vraisemblance classifiante peut s'écrire sous la forme suivante:

s d , c j s

I D D tr' tos rf - dD ffz1,tos ff21,
k: l  j - l  e: l È:1

Comme nous l'avons vu dans le premier chapitre, la maximisation de ce terme
est équivalent à Ia maximisation de I'information mutuelle (1.6). Donc, rechercher
une partition z en s classes maximisant l'information mutuelle à partir d'un tableau
disjonctif complet revient à identifier un modèle de s classes latentes.

Le nombre de paramètres à estimer que ce modèle nêcessite est égal à s(!j:, cr.-
d + 1) - 1. Une condition nécessaire et triviale pour que le modèle soit identifiable
est que le nombre de valeurs posssibles soit plus grand que le nombre de paramètres.
Une bonne qualité d'estimation nécessitera une taille raisonnable des données. Pour
ces raisons, nous présentons ci-dessous des rnodèles restreints plus parcimonieux que
le modèle des classes latentes.

2.L.2 Modèles restreints

A partir du modèle précédent, qui est le plus général, on peut en déduire plusieurs
autres, pour lesquels nous pouvons imposer des contraintes (proportions égales, de-
grés d'homogénéité égaux pour chaque classe, pour chaque variable, etc.). Dans
un premier temps, nous allons considérons le modèle lp1,{J (Nadif et Marchetti,
1993). Dans ce modèle, nous supposons I'indépendance des d variables pour chaque
classe zp du mélange, et que chacune d'entre elles est distribuée selon une densité
de probabilité définie par:

29

d

p(xr,an): fl (r - c)1-6(ri '^trl ( e'n 1ô('i '-i)
j = r  

e t c )  
\ " r ' L /

(2.3)

0  s i r :U
1 sinon

Ainsi, le paramètr€ o6 : (mt,en) àvec rn1" est le mode de la kième classe (mo-
dalités les plus choisies pour chaque variable) et e6 est un vecteur de probabilités
de dimension d. Cette distribution indique que pour la classe k, la variable j prend
la modalitê mlr avec la plus grande probabilité I - dk et prend les autres modal!
tés avec la même probabilité 

#. t" nombre de paramètres à estimer est dans ce
cæ s(2d f 1) qui est bien entendu inférieur à celui du modèle des classes latentes.
Dans l'approche Estimation, avec I'algorithme EM, les paramètres sont définies de
la manière suivante:

,1,

mtt : arg min":1,...,", I t;1r6(r!n,e)Vk,j
i : l

et ô(r,U) : 
{
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et
TI

- ,  ;  , i r

Ltikôl\,rni)
â=li _è k - rù

Dtno
i - l

Quant aux proportions, elles sont toujours définies de la même manière quelque

soit le modèle. Dans le cadre de I'approche Classification, avec CEM, nous utilisons

Ia formule suivante pour calculer les valeurs majoritaires (ainsi que pour tous les

autres modèles):

mL: arg min":1, ,", D 6(di,e)Vk,i
iezk

et
D 6(fo,*tn)

j  _ aezk

il"t'
Pour illustrer l'algorithme EM à partir de ce modèle, nous proposons un exemple'

Soit x une table de données de 10 objets {i7,i2,i3,i4,i5,i6,i7,i8,i9, i10} décrits par

5 variables {u1,u2,a3,a4,u5) qualitatives nominales. La meilleure partition obtenue

est constituée de:

- zr: {il,i5,i6,i8}
-  22:  { i9, i10}
- zs: {i2,i}, i4,i7}

Tne. 2.1 - Données 10 x 5, initiales et réordonnées selon la partition obtenue auec
EM.

vl v2 v3 v4 v5 objets v1 v2 v3 v4 v5
1
2
1
1

i9
i10

1
1
2
1

Dans le tableau 2.1, nous voyons les données initiales et réordonnées selon la

meilleure pa,rtition avec EM. De plus, le tableau 2.2 présente les modes des classes.

Nous voyons avec ce petit exemple que I'interprétation des classes est très aisée.

Comme pour les mélanges gaussiens, nous pouvons proposer différentes variantes

de ce modèle en imposant des contraintes sur les proportions et les paramètres er*.

Par exemple, lorsqu'on suppose que les proportions sont égales, nous définissons Ie

r2232
11111
11r21
21111
22133
r2132
11113
r2132
33311
33321

i1
i2
i3
i4
i5
i6
I t

i8
i9
i10

2
2
2
2

i1
i5
i6
i8

232
133
132
132

1111
112 I
1111
1113

3311
3327

3
3

i2
i3
i4
r (
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r2132
33311
11111

ITl,1

TTL2

TTl,3

Tne.2.2 - Les centres des classes et les ualeurs de d1,

vl v2 v3 v4 v5 vZ v3
0.25 0.00 0.25
0.00 0.00 0.00
0.25 0.00 0.00

€1

€2

€3

0.00
0.50
0.25

0.25
0.00
0.25

lpx,eJ
lp,tJ
lpr,ej )
lp,tj l
LPn,en)

Tee. 2.3 - Les autres uariantes du modèle lpn,e\")

ignification
les dr sont supposées égales pour toutes les classes et toutes les variables
c'est Ie modèle Lpr,ellorsque les proportions sont supposées égales

les { dépendent seulement des variables
c'est le modèle lpr,erllorsque Ies proportions sont supposées égales

les { dépendent seulement des classes

,€tt c'est Ie modèle lorsque les proportions sont égales

Frc. 2.1 - Les di,fférents modèles restreints possi,bles, à partir du modèIe des classes
latentes le plus complere, lpo,df l, au plus sirnple, l-p,r)-

modèle lp,rto|. Les autres modèles sont définies dans le tableau 2.3 et schématisés
dans Ia figure 2.1.

Nous présentons dans le tableau 2.4, pour chacun des modèles et pour chaque
approche (Estimation et Classification) les expressions des pa,ramètres o dans le cas
du modèles des classes latentes, et des paramètres e pour les autres modèles (le

calcul des paramètres nlp étant commun et décrit plus haut).
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Le choix du modèle est primordial lorsque Ia taille des données n'est pas très
grande (voir les expériences numériques qui ont été réalisées sur des données simulées
par Nadif et Marchetti (1993) et Nadif et Govaert (1993)).

Tns.2.4 - Calcul des pararnètres pour le modèIe des classes latentes, et les rnodèles
dériués.

Modèles EM CEM

lp*do'J, Lp,o!n'J
itor'i'

atxt :

Dt'r
i : l

Den'
otn":T

lp*,doJ, lp,t tr)
\ t01,6(dn,m!o)

^i - ;:t

Dt,,r
à-_l

| 6(xrn,mre)
i - i€21"

"*---M-

lpn,en), lp,e*)

n d

DtorDt(t,,*L)
i = l  i : l

- lc----------------d_

dDtn*
i = l

d

t D 6(4,^'r)
- .  -  i € z P i : l

"o - 
--n[4

lpn,ej ), lp,rj J
t t t;el(rr,,mi)

.j - i:l k:L- n ei
t t 6(do,*f)
Ic:l i€.2*

n

Lpn,e), lp,t)

n s d

D!rorD 6(cn,*'r)
- _ i=L lc=l i:l

,*

s d

D t Dfl@n,*L)
-  -  k : l i€ .zp j : t

- 
TLU

2.2 Les algorithmes CEM et k-modes

2.2.L Lien entre CEM et k-modes

Nous établissons ici le lien qui existe entre CEM et k-modes (Huang, 1997), déjà
décrit dans le premier chapitre. Nous montrerons que k-modes est juste une version
de CEM, avec le modèle Ie plus simple, Lp,tl. En effet, en partant de ce modèle, la
Iog-waisemblance classifiante s'écrit :

I - e)(c1 - 1) ,rnl).

Il est évident que la maximisation cette log-vraisemblance classifiante est équi-
valent à la minimisation de:

s d

L.(2,0):  D D Dtos
k=l  i 'ç2a j : l

( , )o't
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ou

wz: Ë f d.,(x;,m1").
k=l  i€zt"

d,,(xi,m1,) : L.* 
[=fJ 6 (fo,^L)

j= l

Wz dêpend seulement de dr(4,rnn) qui est une mesure de dissimilarité pondérée.

Maintenant, quand toutes les variables ont le même nombre de modalités c, ce critère
peut s'écrire :

-  e) (c  - 1

où d(x;,rn n) : D!:r6(dr,*!r). Ainsi, minimiser le critère I,73 revient à minimiser

le critère de k-modei 2.1, et notre modèle probabiliste nous permet d'interpréter le

critère .8. Celui-ci est associé au modèle le plus simple lp,eJ avec les hypothèses

suivantes:

- toutes les variables ont le même nombre de modalités,
- les proportions des classes sont supposées égales,
- le paramètre e est un réel identique pour chaque classe et chaque variable.

Il apparaît clairement que toutes ces hypothèses implicites dans la méthode k-

modes sont trop fortes. Nous verrons justernent comment elles peuvent pénaliser la

structure classificatoire.
Comme nous I'avons mentionné, ce critère a été proposé par Nadif et Marchetti

(1993) et Huang (1997), mais les deux algorithmes utilisés sont sensiblement diffé-

rents. Nous allons étudié les différences entre ces méthodes et CEM. Pour minimiser

Ie critère 1173, I'algorithme CEM se réduit en fait à une version qu'on appellera k*-

modes. Avec cette version, Ies proportions n'a,ffectent pas les étapes Estimation et

Classification. Il est évident que ces deux étapes peuvent se réduire à une seule

étape d'Affectation, où chaque objet est alloué à Ia classe la plus proche, selon Ia

dissimilarité d entre un objet et un mode d'une classe.

Contrairement à k-modes, k*-modes est initialisé par une partition tirée au ha-

sard, et est basé sur le processus de mise à jour des modes après que tous les objets

soient assignés à une classe. Ce processus a été introduit avec l'algorithme k-means

de Forgy (1965) et étendu aux méthodes des nuées dynamiques (Diday, 1980; Celeux

e t  a | . , 1989) .

2.2.2 Simulation

A travers des données simulées selon le modèle lpn,e), nous avons noté qu'à
partir de la position initiale au hasard, ,k-modes et ,h*-modes sont équivalents. Pour
illustrer les effets des paramètres du modèle (et donc, la nécessité de recourir à
un modèle complexe), nous avons effectué quelques simulations pour comparer k*-
modes et CEM (Jollois et Nadif, 2002). Le processus de simulation est le suivant.

( (
I ) ) i f d(xa,rn;),

lc:l iê.ztc

Ws: Iog



34 Chapitre 2. Application aux données qualitatives

Nous générons 30 échantillons, avec 2 classes, avec les mêmes paramètres (i. e. n :
1000, d - 10, Trù1, rrtr2t pr : L - pz, €r a4d €2). Pour chaque tableau simulé, nous
lançons 20 fois les deux algorithmes, à partir de positions initiales au hasard, et nous
choisissons la meilleure solution sur ces 20 essais. Nous évaluons les performances de
ces algorithmes avec les proportions d'objets mal-classés en comparant la partition
obtenue avec celle simulée.

Effet des proportions

Ici, nous avons choisi de prendre dans le modèle lpn,el avec 6 :0.2. Puisque le
degré de séparation des deux classes dépend de Â : d(m1,m2): D|:r 6(mi1,mt2)
(Govaert et Nadif, 1996), nous prenons:

-  tTL l :  ( 1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ,  1 ) ,
-  r rù2:  (1 ,  1 ,  I ,  2 ,2,2,  2 ,2,2,2)  pot t r  des c lasses peu mélangées (A :  Z) ,
- ?rù2: (1, 1, 1, 1, 1, L, L,2,2, 2) pour des classes très mélangées (avec A:3).
De plus, nous prenons pour chaque variable, cj : 4 (donc 4 modalités). Les

résultats sont présentés dans la figure 2.2.
Il à noter est que, contrairement à CEM, k*-modes est incapable de fournir une

partition en 2 classes lorsque p1 est proche de 0.25, où les classes sont très mélangées.
Pour chaque essai, il met tous les objets dans une seule et même classe, privilégiant
ainsi la plus grosse. Ceci est donc une des limitations majeures de cet algorithme.
Par contre, CEM est assez constant et performant, même quand A:3.

Individus mal-cla.sés (%)

0.3

0.2

0 .1

0

CEM
2.5

2.O

1 .5
40

Ftc.2.2 - lc*-modes contre CEM: effet des propor-tions sur Ia qualité de Ia partition
obtenue (L : 7 ù gauche, L -- 3 ù, droite). on fai,t uari,er la proportion p1 afi,n
d' obtenir une partition désequilibrée.

Effet des paramètres e6

Afin d'étudier I'effet des valeurs 66, nous prenons des proportions égales (i. e.
Pt : Pz : 0.5), nous fixons ei : 0.1 pour j : 1,. ..,d" et nous varions pour la
deuxième classe { (tous égaux pour j - 1, . . .,d). Ces valeurs vont de 0.10 à 0.40,
par un pas de 0.01. Avec le même schéma de simulation que précédemment, les
résultats sont présentés dans la figure 2.3.

Pour chaque situation, CEM est netternent meilleur que k*-modes. Quand les
données simulées sont proches du modèles lp,eJ (c'est-à-dire que les valeurs de e2
sont proches de 0.10), CEM et k*-modes ont le même comportement, et donnent les
mêmes résultats. Mais, quand les données sont loin de ce modèle (le plus simple est
celui correspondant à k*-modes), CEM fonctionne beaucoup mieux que k*-modes.

Individus mal-classés (%)

^r1t*'1" 1:1
/- \r/ \nra- 

3.0
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Individus mal-classés (%)

10 15 20 25 30 35

4
3
2
I
0

Flc. 2'3 - k* -modes contre CEM : effet des paramètres d1, sur la qualité d,e la par-titi,on
obtenue (L:7 à gauche, A:3 ùdroi,te). Onfai,tuarierlesparamètres d,,une classe
afi,n d'obtenir des classes plus ou moi,ns mélangées.

Linéarité de I'algorithme CEM

Afin de montrer la linéarité de la complexité de CEM, nous avons lancé celui-ci
sur des données simulées, dont la taille variait de n : b0000 à n : 500000, avec
d: 50, s : 5 et des classes bien séparées. Nous prenons le temps moyen d'exécution
de 5 essais de CEM pour chaque n. A partir des résultats obtenus (voir Fig. 2.4),
nous voyons que Ie temps d'exécution de CEM croît linéairement quand la taille des
données augmente. Ainsi, cet algorithme est adapté arx données de grandes tailles.

temps (s)

u bu ruu l5u 200 250 300 350 400 450 500

FIc. 2.4 - Li,néarité du temps d'erécuti,on de I'algorithme CEM, quand, n augmente.

2.3 Comparaison EM - CEM

Pour comparer ces deux algorithmes, il nous faut bien sfir disposer de données
sur lesquelles une classification est possible. De plus, pour valider les résultats, il
est nécessaire de connaître ces données. C'est pourquoi nous avons eu recours à des
données simulées.

Nous avons simulés trois tableaux de 300 objets et de 15 variables, tous composés
de deux classes de tailles différentes (50 et 250). Les deux classes ont été construites
à partir de noyaux rn6 pour le : L et 2, et d'une probabilité d'erreur e, identiques
pour toutes les variables et pour toutes les classes. Pour le premier tableau ESl,
nous avons des classes assez bien séparées, avec € : 0,1b. Le deuxième, ES2, est
composé de classes moyennement séparées, avec e : 0,30. Enfin, pour le dernier

.Jç 2
-lc 2

8
6
4
2
0

Individus mal-classés (%)
I

k*-modes r-/
^ z  I

. / -  
- \ l

10 15 20 25 30 35
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tableau ES3, les classes sont peu séparées, a,vec €:0,45. Les résultats obtenus sont

présentés dans les tableaux 2.5, 2.6 et 2.7.

Tne. 2.5 - Paramètres (p1,,d) obtenus par les algorithmes EM et CEM pour les

données peu mélangées (ESl : e :0.L5).

Classe (È)
EM UT;M-T---n- -a-----T

I
2
3
4
o
6

I
I

10
1 l
t2
13
T4
15

0.14
0.16
0.14
0. r6
0.17
0.15
0.r4
0.13
0.16
0.14
0.16
o.r7
0.18
0.13

22
o.20
o. l2
o.20
0.08
o.20
0 .16
0 .18
o.18
o.10
0.08
0.  r8
o.10
o.r2
0 .18

0.L4 0.20
0.16 0.12
0.14 0.20
0.16 0.08
o.L7 0.20
0.15 0.16
0.14 0.18
0.r3 0.18
0.16 0.10
0.14 0.08
0.16 0.18
0.r7 0.10
0.18 0.L2
0.13 0.18

Tne. 2.6 - Paramètres (p1",er1,) obtenus par les algorithmes EM et CEM pour les

d,onnées n'ùoAennenxent mélangées (ESZ: e : 0.30).

EM
T-_T_

U!;M

2
3
4
D

6
7
I
I

10
l l
L2
l3
t4
15

0.31
0.26
0.25
0.35
0.31
0.33
o.27
0.28
0.29
0.29
0.30
0.3r
0.32
0.33
0.3r

o.35
o.30
o.27
o.23
o.33
o-23
0.39
o.36
o.39
0 .17
o.20
o.39
o-37
o.31

0.3r
0.26
0.25
0.35
0.31
0.33
o.27
0.28
0.29
o.29
0.30
0.31
0.32
0.33
0.31

0
0.35
0.31
o.27
0.22
0.33
o.22
0.39
0.37
0.39
0.16
0.20
0.39
0.37
0.3r

Convergence

Comme nous l'avons précisé auparavant, EM converge généralement plus lente-

ment que CEM. Ceci se retrouve vérifré dans notre cas. En effet, il faut en moyenne

deux fois plus d'itérations à EM pour converger. Nous trouvons que, pour le premier

tableau, CEM converge en moyenne en 4 itérations, alors qu'il en faut 8 pour EM.

Pour les deux autres cas, c'est assez similaire (pour ES2, on a 12 ltêrations contre

7, et pour ES3, 24 contre 9).
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Tne. 2.7 - Paramètres (pp,el,) obtenus par les algorithrnes EM et CEM pour les
données très méIangées (ESS : e :0.45).

Partitionnement

Pour les deux premiers tableaux (classes assez séparées et moyennement sépa-
rées), les deux algorithmes trouvent les mêrnes partition. Dans le troisième cas des
classes peu séparées, I'algorithme CEM classe quelques objets dans Ia mauvaise
classe. En fait, il vide la classe la plus petite pour mettre dans la plus grande. C'est
un défaut connu de cet algorithme.

Estimation des paramètres

Ici aussi, pour les deux premiers cas, EM et CEM trouvent les mêmes estimations
des paramètres. Il n'y a pas de différences significatives entre les deux à ce niveau. Par
contre, dans le troisième cas, avec ES3, on remarque que EM fournit des meilleures
estimations que celles obtenues par CEM, et qui sont biaisées. En effet, il est en
moyenne plus proche de la valeur théorique de 0,45. Nous montrons les résultats
obtenus sur l'estimation des paramètres (p;,,d6) pour les trois tableaux de données,
dans Ies trois tableaux (2.5, 2.6, 2.7). Nous n'indiquons pas les noyaux obtenus,
puisqu'ils sont à chaque fois identiques pour EM et CEM, et égaux aux centres
simulés.

Conclusion

On retrouve les phénomènes habituels et connus de ces deux algorithmes. On voit
que pour des données a'ssez séparées (comme c'était le cas pour ES1, et dans une
moindre mesure pour ES2), ils trouvent de bons résultats, généralement les mêmes.
Par contre, quand les données sont un peu moins séparées, et qu'il est plus difficile
de les dissocier, I'algorithme EM est plus performant que CEM. Il permet d'avoir
une estimation des paramètres beaucoup plus juste.
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0.43 0.29
0.41 0.43
0.50 0.32
0.48 0.40
o.52 0.40
0.45 0.43
0.43 0.45
0.45 0.52
0.48 0.33
0.45 0.40
0.48 0.33
0.46 0.50
0.42 0.40
0.46 0.38

r 0.42 0.35
2 0.43 0.30
3 0.42 0.4r
4 0.51 0.48
5 0.49 0.39
6 0.51 0.A
7 0.44 0.47
8 0.43 0.45
9 0.45 0.54

10 0.48 0.36
11 0.44 0.M
L2 0.48 0.37
13 0.45 0.52
L4 0.42 0.44
15 0.46 0.44

EM CEM
Classe (/c) 

-1----Z- -T----t-

Proportions 0.15 0.85 O.l4 0.86
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2.4 Application sur des données réelles

2.4.L Congressional Votes

Ce tableau comprend les votes pour chacun des représentants du congrès amé-
ricainr, pou 16 votes clés, sur différents sujets (handicap, religion, immigration,
armée, éducation, . . . ). Pour chaque vote, trois réponses ont été prises en comptes:
pour, contre, et abstention. Les objets sont séparés en deux classes distinctes:

- Démocrates (267)
- Républicains (168)

Le tableau 2.8 montre les croisements entre Ia partition initiale et celles obtenues
avec EM et CEM, ainsi que le croisement des partitions de EM et de CEM. Nous
voyons ici que ces deux algorithmes trouvent la même partition, qui est assez proche
de Ia partition initiale (13.1 % de mal-classés).

Tns. 2.8 - Votes: croisement des parti,tions réelle et obtenues aaec EM et CEM

EM CEM EM

2.4.2 ADN

Ce tableau de données a été obtenu à partir d'exemples tirés de Genbank 64.L2, et

a été plusieurs fois utilisé dans des articles d'apprentissage automatique. Il contient

3186 gènes, décrits par 60 variables, représentant des nucléotides, toutes avec 4

modalités possibles (A, C, G ou T). Ces objets sont répartis en 3 classes:

- 'intron -+ exon' ou ie (parfois nommé donneurs, 767 objets),

- 'exon -+ intron' ou ei (parfois nommé receveurs, 765 objets),

- ni I'un, ni l'autre, noté n (1654 objets).

A partir de ce tableau, et selon les indications apportées par les créateurs des

données, nous avons choisi de ne retenir que les variables 2L à 40, qui représentent

les nucléotides les plus proches de la jonction du gène.

Dans le tableau 2.9, nous présentons le croisement de la partition initiale avec

Ies partitions obtenues avec EM et CEM, puis le croisement de ces deux partitions

obtenues. Nous remarquons que les deux algorithmes n'obtiennent pas la même
partition, mais elles sont assez proches. EM parvient à obtenir un taux de mal-

classés de 4.8 % et CEM un taux de 5.0 To.La différence n'est pas très significative.

Il s'agit de 16 gènes mal cla,ssés.

1. Congressional Quarterly Alma.nac, 98th Congress, 2nd session 1984, Volume XL: Congressio-
nal Quarterly Inc. Washington, D.C., 1985

2. frpz I I genbank.bio.net

Dem. Rep.
2L9 I
48 159

Dem. Rep.
199
48 159

CEM

F---T-l
I  0  2071
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Tne. 2.9 - ADN: croi,sement des partiti,ons réelle

i,e ei n
747 52

72r t2 32
10 12 1570

et obtenues o,aec EM et CEM

i,e ei n
EM CEM

EM
CEM

4 6819
76500

6 1586 0

2.4.3 Mushroom

Ce tableau de données a été obtenu sur le site de I'UCI Machine Learning Re-
positery3. Il contient les descriptions de 8124 champignons, grâce à 22 variables
nominales (couleur, forme, taille, habitat, . . . ). Ils sont répartis en deux classes:

- Comestible (4208 champignons),
- Vénéneux ou inconnu et donc considéré comme potentiellement dangereux

(3e16).
Les croisements entre la partition initiale et les partitions obtenues avec les algo-

rithmes EM et CEM sont présentées dans le tableau 2.10. Le croisement des classes
obtenues avec EM et CEM est aussi présentées. Pour ces données, nous voyons que

EM place 816 champignons vénéneux dans la classe des comestibles, et CEM en
place 860. Le taux de mal-classés est ici de I0.0 % pour EM et 10.6 % pour CEM.

Tae. 2.10 - Mushroom: croisement des part'iti,ons réelle et obtenues aaec EM et

CEM

15
10 14 1568
35 736 48

EM CEM EM

2.4.4 Titanic

Ce tableau décrit I'âge (adulte ou enfant), le sexe et la classe (première, deuxième,
troisième ou équipage) des 2201 personnes présentes sur le Titanic lors de son nau-
frage en pleine mer, et s'ils ont été naufragés (1a90) ou rescapés (711) de cet acci-
dent a.

Les croisement des partitions initiales et obtenues avec EM et CEM, sont présen-

tés dans le tableau 2.11. Ici, EM parvient à obtenir un taux de mauvais classement
de 22.4 %, contre 22.7 % pour CEM. En croisant les deux partitions de EM et CEM,
on remarque qu'elles ne différent que de 64 personnes.

3. http://www.ics.uci.edu/ 
-mlearn/MlRepository.html

4. htlp I I www2.ncsu.edu/ncsu/pams/stat/info/jse/homepage.html

Com. Ven.
4208 81

0 3100

Com. Ven.
0 3056

4208 860

CEM

3056 44
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Tne. 2.11 - Titanic: croisement des paftitions réelle et obtenues aaec EM et CEM

Nau. Sur. Nau. Sur. CEM
EM [-i26---Te] cEM l--i6-i-j?-rl EM lz70--q

| 1364 367 | | 132e 338 | | 64 1667 |

2.5 Données manquantes

Un problème majeur des données réelles est I'absence possible de certaines va-
Ieurs. Et la plupart des méthodes de classification automatique font I'hypothèse que
toutes les données sont présentes. Ainsi, il est courant que les objets présentant des
données manquantes soient ignorés, mais cette solution peut introduire un biais à
I'analyse. Une autre solution consiste à reconstruire les valeurs manquantes par dif-
férentes techniques, tel que I'imputation multiple (Little et Rubin, 1987; Schafer,
L997), avant de procéder à la classification.

L'approche probabiliste a permis de proposer une solution au problème de Ia cla"s-
sification de données binaires avec des données manquantes (Nadif et Govaert, 1993).
Nous nous intéressons ici aux données qualitatives , où des valeurs sont absentes.
Nous supposons que les données sont manquantes au hasard (missing at random
ou MAR): cela signifie que l'absence ne dépend pas des données manquantes, mais
peut dépendre des valeurs observées dans le tableau.

2.5.1 Expression de Q@,efary
Notons x les données partiellement observées, avec x - (x",x-) où xo représente

des valeurs observées alors que x- représente les valeurs manquantes. Pour chaque
objet X1, rlous pouvons écrire x6 : (xf,xi') où xi est l'ensemble des valeurs observées
pour i et xi celles absentes. L'estimation conditionnelle de Ia log-waisemblance
selon un estimateur précédemment obtenus g@) et x est donnée par

Q(e,erot1 : Ë i tlfl) Qos(pt) + log çn(xi; a*))
i= l  & :1

f t s

+ D t tjfl)n lrog px(xTlxi;ar)lx',d(e)]
i=1 lc :1

tl l) : pr{z;n: 1lxo,d(c)} : pPpr@î;"1!))
DË,=r p -9,) p u, (*î ; of,) )

Notons que si toutes les valeurs sont observées, le second terme de Q(d,d(e)) est
nul. Ensuite, nous étudions modèle de mélange résultant pour les données qualita-
tives.

2.5.2 L'algorithme EM

Nous posons Or l'ensembles des variables j où 4 est observé , et M6l'ensemble
des variables j où d; est absent. Comme chaque composant du mélange est supposé

ou
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indépendant, nous avons

r L  s  
, r /  -  -  \

e(o,eto1 : DDrjfl,( D bsp1,(ri,;o*) * I nFoget(nfflxi;c;)lx",d(r)l )
i : t  k:t  \  jeor ieun 

L -J J 
)

n s

+ ftt[fl)ros(pt)
à : l  k= l

Ici, nous considérons le modèle le plus sirnple, les calculs sont identiques pour les
autres variantes du modèle. Après de rapides calculs, la log-vraisemblance complète
peut être écrite de la manière suivante
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L(x,o) : 
Ë Ë 

rli' 
E,'"r (O_,x",*=) 6@r,,*rrt

n  s  
r ( c ) s . r ^ _ /  e  \ o 7 ( e )+ tDt; i 'Lroe(,, ^

i : l  t c : l  ieMi  \  \ r  
-  

" )k i  
-  I )  )  

' *

r ù s

+ I D tffl) tos(g,r,) + nd log(1 - e)
i= l  k : I

où pl(") : (1 - 2tk)16@i,*!o@ -r- 6(e); qui peut être défini par

fik) - ! ekt si mi: *!k)uk  - l r -6k)  
s inon

Ainsi, les deux étapes de l'algorithme EM deviendront
Étape Est imat ion :Pol r  Ie  :L , . . . ,s  e t  pour  i -  1 , . . . ,n ,  on ca lcu le les probabi -

lités a posteriori t)fl,

Étape Maximisation : Pour k : 1,. . .,s, on calcule les paramètres (p[q+l),o[o*t)).
Pour la classe Æ, cela revient à faire

-(e+t; - DLrt[l)
yk _ _;_,

et pour j  :  1,.. . ,d, * ik+r) est la modalité qui minimise

e!n@+r, - 
.I ,:1, (o (*?,,*'u**',)) * t tlp p,*k)

observé \ \ - '/ / manquant

et

g(o+t; - D;:' Df:' 
"i(o*t)

nd

Il apparaît clairement que le processus est tel qu'à chaque itération, Ies données
manquantes ont été reconstituées par le paramètre e calculée à l'étape précédente,
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2.5.3 Résultats

Données simulées

Pour étudier le comportement de l'algorithme EM, nous avons effectué des simu-
lations de Monte-Carlo, en générant 30 échantillons pour chaque situation considé-
rée, dépendant seulement des paramètres du modèle (ici, nous avons pris le modèle
Ln*,e)) et des proportions de données manquantes. Nous évaluons la performance
de I'algorithme avec le pourcentage d'objets mal classés, en comparant la partition
obtenue avec celle simulée. Pour illustrer ceci, dans la figure 2.b, nous ,.portorr, ..,
pourcentages pour les paramètres suivants

s :2 ,n :1000 ,d :10 ,
a1  :  (1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ) ,
a2  :  (L ,L ,L ,7 ,7 ,2 ,2  12 ,2 ,2 ) ,
c i € {3 ,4 ,5 }V f : ! , . . . d .

P t  : 0 .3 ,P2 :0 .7 ,

e variant entre 0.05 et 0.35.

Ftc. 2.5 - Euoluti,on des pourcentages nxoyens d,,objets mal-classés.

Il est très clair que le pourcentage d'objets mal-classés croit avec le pourcentage
de données manquantes. Mais les résultats sont très encourageants, même lorsque le
degré de mélange des données, conditionné par le paramètre e, augmente.

Données réelles

Nous avons appliqué cette méthode sur deux tableaux réels, ADN et Votes. Nous
avons supprimés aléatoirement plusieurs pourcentages de données (dans {5%, n%,
r5y0,20To,25Yo,3070,35%I), et 20 fois pour chaq.r. tu* de données. pour résumer
le comportement de EM, nous utilisons la proportion d'objets mal-classés obtenue
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pour chaque essai. Dans le tableau 2.12, nous reportons Ia moyenne et l'écart-type
du taux d'erreur, calculés sur les 20 essais. La principale remarque à partir de ces
expériences est que les résultats de EM sont très encourageants, même lorsque le
taux de données manquantes est important.

Tne. 2.12 - Données réels: m,oAenne et écart-type du taur de données mal-classés.
Pourcentage de Votes DNA

données manquantes
0.1310 0.048
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SYo
L0%
t5%
20%
25%
30%
35%

0.1287 (0.0083)
0.123e (0.0082)
0.1280 (0.0066)
0.1285 (0.0104)
0.1214 (0.0104)
0.t294 (o.0066)
0.1280 (0.0108)

0.0555 (0.0051)
0.0625 (0.0044)
0.0735 (0.004e)
0.0800 (0.0000)
0.0e40 (0.0050)
0.0eee (0.0055)
0.1110 (0.0055)

2.6 Conclusion

Suite à ces variantes de modèles, dans la communauté statistique, il est de cou-
tume d'analyser le comportement des méthodes en utilisant plusieurs modèles dif-
férents et de comparer leur adéquation aux données. Dans le contexte Fouille de
Données, il est surtout important que le modèle choisi soit interprétable et surtout
que son choix ne ralentisse pas le processus de Fouille de Données.

Dans le cas des données qualitatives, nous avons vu tous les modèles possibles,
du plus simple, lp,tJ, au plus complexe, lpodn"J. Et forcément, plus le modèle est
complexe, plus son nombre de paramètres à estimer est important, et plus le nombre
d'objets doit être conséquent afin de bien estimer toutes les valeurs inconnues. Force
est de constater que dans une optique de Fouille des Données, on travaillera exclu-
sivement sur des tableaux, si ce n'est de grande taille, tout du moins de taille assez
importante. Cette remârque nous permet de nous affranchir du problème du manque
d'objets pour estimer les paramètres d'un modèle. De plus, à la suite de nombreux
essais, nous avons pu remaxquer que Ie modèle lprdr'I est plus performant que tous
les autres modèles, dès que I'on atteint des tailles de bases de données supérieures à
1000 objets. En dessous, ce modèle peut être pris en défaut lors de certaines confi-
gurations de données et pêche par manque de précision, contrairement à d'autres
modèles plus simples.

A la suite de cette réflexion, et car le modèle des classes latentes nous permet de
garder un maximum d'informations, nous avons décidé de n'utiliser par la suite que
ce modèle, lpndo'J, le modèle des classes latentes.

Suite aux différents résultats obtenus lors de la compa,raison des algorithmes,
il en ressort que EM est meilleur que CEM, tant en terme d'estimation des para-
mètres qu'en terme de cla^ssification. L'inconvénient majeur de cet algorithme réside
dans sa lenteur, dû à un nombre d'itération très important. Au contraire, CEM tire
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son avantage principal dans sa rapidité à obtenir une partition. Il Iui faut générale-
ment moins d'une vingtaine d'itérations pour converger. Malheureusement, celui-ci
a tendance à vider les petites classes, principalement lorsque les données sont très
mélangées. Dans la suite, nous allons donc présenter différentes méthodes d'accélê
ration de I'algorithme EM. Mais, avant ceci, nous étudierons le problème du choix
du nombre de classes.
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Chapitre 3

Choix du nombre de classes

Une des premières critiques que présentent les méthodes de classification directe
est la connaissance requise du nombre de classes dans la population. Or, rarement
dans le cas de données réelles, ce nombre de classes est connu, mais il est absolument
nécessaire d'en avoir une idée.

Il est bien évident qu'il n'est pas possible de se baser uniquement sur Ia vraisem-
blance, ou la waisemblance complétée. En effet, celles-ci augmentent avec le nombre
de classes. Plus il y a de classes, plus la partition est ajustée aux données, et donc
plus la vraisemblance est grande. Ainsi, chercher à maximiser la vraisemblance en
faisant varier le nombre de classes s nous conduit irrémédiablement à une partition
en n classes, où chaque objet serait dans sa propre classe, ce qui ne nous apporterait
aucune information.

C'est ainsi que nous allons, dans un premier temps, nous baser sur des critères
de choix du modèle, nous permettant aussi bien de choisir le modèle en tant que tel,
ou bien de choisir le nombre de classes. Le but ici n'est pas forcément de retrouver
Ie nombre exact de classes contenues dans la population, mais d'avoir la partition
Ia plus profitable, en ayant un nombre ni trop grand ni trop petit de classes, ai-
sément interprétables. Nous présentons dans la suite plusieurs de ces critères. Il en
existe d'autres, mais nous avons préféré concentrer nos efforts sur ceux-ci. Une étude
comparative est effectuée afin d'évaluer les performances et défaillances de chaque
critère.

Enfin, nous considérerons ce problème sous la méthode mixte. Cette méthode qui
combine les deux aspects de Ia classification non-supervisée: simple et hiérarchique
a été déjà décrite dans le chapitre 1 pour les données continues. Nous avons montré
comment on peut I'intégrer dans un cadre probabiliste en utilisant des mélanges
Gaussiens. Ici, nous étendons son utilisation artx données qualitatives en nous basant
sur le modèle des classes latentes.

3.1 Critères

3.1-.1 Vraisemblance et vraisemblance complétée pénalisées

Les critères d'information présentés ici partagent un principe similaire. Ils se
basent sur le maximum de waisemblance du modèle à s classes, qu'ils pénalisent
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le nombre de paramètres à estimer dans ce modèle. Leur formulation générale

C(s) :  -2(L*",(s) + rcx z(s)) (3 .1 )

où
- L,no,(s) est le maximum du critère de waisemblance dans le domaine des

paramètres du modèle à s classes,
- '/6: est un coefficient de pénalisation de la complexité spécifique à chaque critère

(voir après),
- u(s) est le nombre de paramètres libres dans le modèle à s classes.

On observe que minimiser l'expression (3.1) revient à réaliser un compromis
entre marcimiser la waisemblance et minimiser la complexité du modèle. En d'autres
termes, les critères de ce type détectent les modèles qui fournissent un maximum de
vraisemblance élevé en utilisant aussi peu de classes que possible.

Le critère d'information Alcaike (AIC), initialement proposé par Akaike (1973),
a pour expression

AIC(s): -ZL(s) *2u(s), avec Ja,ç - I .

Bozdogan (1981, 1983) a suggéré un critère AIC modifié, appelé AIC3, défini
comme suit

AICS(s) :  -ZL(s)  *3u(s) ,  àYCC J41ss:

Dans Banfield et Raftery (1993), en effectuant une approximation de Ia solution
exacte au problème de la sélection d'un modèle approprié, on abouti à un critère
appelé AWE (approrimate we'ight of euidence), qui s'écrit:

AWE(s) : -2L"(s) + u(s)(| + r"sr) , u,,." 'ytwp:;G+ losn) .

On notera que pour une taille d'échantillon n > 20, les degrés de pénalisation
de la complexité avec les différents critères respectent l'ordre suivant, du moins
pénalisant au plus pénalisant:

0 1'yuc 1'yetcs 1"ltwp

Pour traiter le problème de l'évaluation du nombre de classes s € {1,...,S}, nous
présentons ici quatre critères proposés dans un cadre bayésien (BIC, CS, ICL et
ICL-BIC). Ces critères, qui ont été étudiés et comparés dans le cadre des mélanges
Gaussiens, sont soit basés sur la waisemblance intégrée, soit basés sur Ia waisem-
blance complétée intégrée. Le nombre de classes approprié est choisi en maximisant
ces critères.

par
est

3
t '
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3.L.2 Critère BIC

Le premier d'entre-eux est le critère BIC, qui peut aussi être vu comme un critère
du type (3.1), avec .yBrc : lY.C'est ce calcul que nous utiliserons lorsque nous le
comparerons aux critères prééédemment présentés. À partir des données observées,
la vraisemblance intégrée est obtenue par:

p(xls) : 
J v@ls;e)p@ls)do

où p(xls; 0) : II!:rp(xrls; 0) et p(?ls) est Ia densité a priori de d. Une
classique d'estimer cette fonction (3.2) est d'utiliser Ie critère BIC:

BIC(s):  l (x ls;  e1 - '$^rn

où d est l'estimateur au sens du maximu* d" uruiremblance de d et z(s) est Ie
nombre de paramètres libres. Notons que cette approximation ne fait pas intervenir
I'information a priori. De plus, elle est intuitive, car Ie second terme pénalise la
log-waisemblance par la complexité du modèle. D'autres approximations existent
en tenant compte de I'information a priori, on peut citer le critère CS utilisé dans
Autoclass, que nous détaillons ciaprès.

3.1.3 Critère CS

Dans Ie logiciel AutoClass (Cheeseman et Stutz, 1996), une approximation de la
waisemblance intégrée est utilisé comme critère, noté CS (voir aussi (Chickering et
Heckerman, 1997)). Celui-ci est donné par
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(3 2)

façon

cs(s):  t r(x ls;  q -nDoi lospr - '+ogn* K(npr, . . . ,nû")
k:r

ou

r , ,  ,  : -  - /  1 \
K(rûr,.  .  . ,nû") :  t  logf (  npn + ;  l

t^-1 \  4 ' /

- ros (". ;) 
- srogt (;) * rogt (;)

A
par:

avec f(t) représentant la fonction Gamma, et z(s) représentant le nombre de
paramètres inconnus pour le modèle.

3.L.4 Critère ICL

partir des données complétées, la waisemblance complétée intégrée s'obtient

e(x,zls) : 
I v6l",s; 0)p(0ls)d,0. (3.3)

où g(xls;0) : [ILr [I i=r p(xilz,s;0)"nk. En supposant que p(?ls): p(ols) p(pls),
Biernacki et aI. (1998) ont montré que I'approximation de la log-waisemblance com-
plétée intégrée notée ICL s'écrit:
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ICL(s)  :  L(x,z;û - f ,n1, logl1"  - '+ logn *  s(nr , . . . ,n") .
k= l

avec

s(nr , . . . ,n" ) :  Ë logr  (nr . ; )  -  ros  ( r , . ; )  -  s logr  ( ; )  .b* f  ( ; )
/c:l

où f(t) représente la fonction Gamma, n* est le nombre d'obiets dans Ia classe k,
et ru(s) Ie nombre de paramètres à estimer dans a. Notons que d ne correspond pas
forcément à l'estimateur au sens du maximum de vraisemblance de 0. Par contre,
dès lors qu'on considère que la partition est obtenue par I'algorithme EM, alors on
peut supposer que (0 : 0) et établir une relation entre le critère CS et ICL.

IC L(s): cs(s) + Ë i a- logû*.
i:1 lc:l

Aussi, lorsque les tailles des classes sont suffisamment larges, le critère ICL se
réduit au critère suivant que l'on note ICL-BIC qui traduit une approximation ô la
BIC d'tne waisemblance complétée intégrée :

, ? : ^

ICL-BIC(") : BIC(s) + t t î;1,rosî;1,.
i : l  lc :1

(3.4)

3.1.5 Essais sur des données simulées

Pour illustrer les comportements des quatre derniers critères décrits précédem-
ment, nous avons choisi de présenter ici les rêsultats à partir de tableaux simulés.
Nous avons généré deux tableaux de 5000 objets, répartis en 3 classes avec 20 va-
riables, chacune à 4 modalités, distribuées comme précisé dans Ie tableau suivant,

Pou r  j : L , . . . d .

0.4 0.2 0.2 0.2
0.2 0.4 0.2 0.2
0.2 0.2 0.4 0.2

Pour les proportions, nous avons choisi de prendre:
- Pour Siml: Pr : 0.33, Pz : 0.33 et P3 : 9.34
- Pour Sim2: Pt:0.25, Pz:0.70 et  Ps :  0.05

Les évolutions des critères sont présentés dans Ia figure 3.1. Pour le premier
tableau simulé, CS obtienne le bon nombre de classes, et deux classes pour le second.
ICL trouve aussi trois classes pour Siml, mais qu'une seule classe pour Sim2. Nous
avons choisi ici de ne pas représenter les courbes pour BIC et ICL-BIC car ils ont
respectivement les mêmes comportement que CS et ICL.

rnL"
*i'
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-135000

-136000

-137000

- 138000

-139000

-135000

-136000

-137000

-138000

-139000

Ftc. 3.1 - Critères CS (identi,que à BIC) et ICL (identique à, ICL-BIC) pour Siml
(à gauche) et Sim7 (à droite), aaec s: 1,...,5.

3.1.6 Étude détaillée du comportement de CS, BIC et ICL

Nous proposons ici une étude des critères de choix du nombre de classes CS,
BIC et ICL, qui proviennent tous du cadre bayésien (Jollois et al., 2002). Afin de
pouvoir comprendre leur différent comportement selon le mélange des classes, il est
nécessaire de simuler différents degrés de confusion des données. Malheureusement,
il est très difficile d'évaluer le degré de mélange. De plus, le calcul de la probabilité
d'erreur théorique est complexe et très difficile à mettre en æuvre. Pour remédier à ce
problème, nous avons eu recours à des simulations de Monte Carlo. En générant avec
les mêmes paramètres 500 tableaux différents, et en faisant Ia moyenne du nombre
d'objets mal-classés obtenu par CEM initialisé avec les wais paramètres, nous avons
pu définir les différents degrés de mélange correspondant aux pourcentages d'objets
mal-classés. définis comme suit:

+ ++ +++
-  5To -  L5  To -  25To

Ainsi, nous avons analysé le comportement des critères dans différentes situations
(tailles de données petites, moyennes et grandes, proportions égales ou différentes,
degré de mélange varié). Dans toutes les expériences ci-après, la partition a été
dérivée de I'estimateur du maximum de vraisemblance (MLE) de d, obtenu avec
I'algorithme EM initialisé de la manière suivante: premièrement, I'algorithme CEM
est lancé r fois (ici, r : 20), à partir de centres au hasard. Quand il fournissait
une partition sans classe vide, EM est initialisé avec les paramètres dérivés de cette
partition. Par contre, quand CEM fournit des partitions avec au moins une classe
vide, I'algorithme EM est alors lancé r fois à partir de centres au hasard.

Pour illustrer le comportement des critères CS, ICL et BIC, nous avons étudié
leurs performances sur des données simulées, avec n : 500, 1000 et 5000, et d,:20,
suivant le modèle des classes latentes avec s :3, c :Avj - 1,.. . d, et en faisant
varier les paramètres de la façon suivante:

- les proportions sont supposées égales (p : {0.33,0.33,0.34}) o,r différentes
(p :  {0.10,0.30,0.60}),

- les classes sont supposées bien séparées (+), moyennement séparées (++) et
peu séparées (+++)

Degré de mélange
Pourcentage d'objets mal-classés
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Pour chaque simulations de Monte Carlo, nous avons généré 20 échantillons de
chaque situations, et nous calculons la moyenne des valeurs obtenues pour chaque
critère CS, ICL et BIC. Dans nos expériences, nous avons remarqué que CS et BIC
fournissaient les mêmes résultats. Ainsi, nous avons décidé de ne reporter que les
critères CS et ICL dans les figures 3.2, 3.3 et 3.4. Et quand nous commentons le
critère CS, nous nous référons au couple (CS, BIC).

( : , * )

-12900
-13100

(:,t**)
-14000 

T'=.-.:.:_
-L4200
-14400

-12800

-13000

-L4200
k -14400

Ftc. 3.2 - n - 500, d :20 : comportement de CS (ti'ret) et ICL (pointi'llé) pour les
proportions égales (:) ou différentes (#) 

"t 
les classes très séparées (+), rnouenne-

ment séparées (++) et peu séparées (+++).

-25300

-25700
t2345

-25700
t23

-27900
-28100
-28300

+)

r2345

r2345 r2345

r2345 t2345

Frc. 3.3 - n:1000, d,:20: comportement de CS (tiret) et ICL (pointillé).
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( :^*)
-124200
-126200 + //
-128200

( : ,

-125000

-L27000

-t24000

-126000

-124600

- 125600

- 137000

- 138000

(+,

-I--1- |+(+,(: , t**)
-137500 + .

-138500
L 2 3 4 5 L2345

de CS (tiret) et de ICL (pointillé).Ftc. 3.4 - rL:5000, d :20: compor-tement

Les performances de CS et ICL pour trouver le bon nombre de classes dépendent
du nombre d'objets n, des proportions p7" et du degré de confusion des classes.
A partir des résultats présentés, nous pouvons déduire les différentes remarques
suivantes:

- CS et ICL sous-estiment le nombre de classes quand n : 500, mais cette
faiblesse disparaît lorsque n croit,

- le critère ICL donne de bons résultats particulièrement quand les classes sont
supposées peu mélangées.

- même si les proportions sont dramatiquement différentes, CS donne de très
bons résultats, principalement pour un grand nombre d'objets.

- plus les classes sont mélangées, plus les deux critères rencontrent des difficultés
à trouver le bon nombre de classes s.

Nos expériences nous permettent de déduire que CS et BIC semble être plus
performant que ICL pour le modèle des classes latentes, contrairement au cas des
mélanges Gaussiens. Même dans le dans de classes très mélangées, CS et BIC es-
timent très bien le nombre de classes.

Comparaison de BIC et ICL sur des données réelles

Afin de comparer ces deux critères, nous les avons appliqué sur les données ADN,
déjà présentées dans Ie chapitre 2. Nous reportons dans la figure 3.5 l'évolution des
critères BIC et ICL. Respectivement, les critères CS et ICL-BIC ont les mêmes
comportements. On peut citer qu'AutoClass trouve 8 classes pour le tableau de
données réelles ADN, ce qui est beaucoup plus que le vrai nombre de classes (3).

On voit que BIC trouve quatre classes, alors qu'ICL en trouve trois. Mais on
remarque que les valeurs pour 3, 4 et 5 classes, pour BIC, sont très proches. Les
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171000

168500

166000
1234

Frc. 3.5 - liuolution des
ADN.

critères BIC (ti'ret) et ICL (pointillé) pour les données

décompositions en trois et quatre classes se font de la manière suivante:

i ee in
eize 575

L2 20 1006
38 72L 40

774 16 33

EM
EM

Pour s : 4, Ia classe Ia plus importante (n) est séparée en deux classes plus

petites. Cette décomposition semble donc tout de même appropriée. Même si BIC

ne donne pas le nombre de classes réel, il propose une solution en quatre classes

intéressante.

3.L.7 Simulation de Monte Carlo : comparaison des critères

Ici, nous avons choisi d'étudier 6 différents critères de choix du nombre de classes

(BIC, ICL, AIC, AIC3, AWE et NEC) sur des données qualitatives. Dans cette

comparaison, nous avons simulées plusieurs situations différentes' en prenant les

paramètres suivants:
-  TL:500 et  1000.
-  d :30 ,
-  C  : 3  pou r  j  : L , . . . , 10 ,  4  pou r  j  :  L I , " ' , 20e t  5  pou r  j  : 2 I , " ' , 30

- 3 degrés de mélange différents:

. classes peu mélangées (+),

. moyennement mélangées (++),

. et très mélangées (+++)

Pour chaque situation, nous avons choisi de simuler 30 tableaux. Les décomptes

du nombre de classes obtenus par chaque critère pour chaque tableau sont reportés

dans les tableaux 3.1 et 3.2.
Lorsque le nombre d'objets est petit (n : 500), BIC, CS et ICL sont bons lorsque

les données sont séparées. Des lors que celle-ci deviennent de plus en plus mélangées,

ces trois critères faiblissent, pour sous-estimer finalement le nombre de classes. Le

critère AIC a tendance à sur-estimer s, et NEC a des comportements très divers,

et même s'il semble fournir de bons résultats pour (+++), il n'en est pas de même

pour les deux autres situations. Enfin, AIC3 se montre performant pour (+) et (++),

mais pas pour (+++).

74L 52
72L L2 32
10 L2 1570
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Tee. 3.1 - Résultats pour n : 500. Le nombre i,ndiqué est le nombre de foi,s où le
critère choisi le nombre de classes s, pour chacune des 30 simulati,ons.

Degré de
méla^nge Critères 23 4  5 6  7

BIC
ICL
AIC
AIC3
AWE
NEC
BIC
ICL
AIC
AICS
AWE
NEC

+++ 3000 0  00  0

Avec un nombre d'objets plus importants (rz : 1000), on remarque que le critère
BIC se montre plus robuste, et parvient à rnieux estimer Ie nombre de classes, mis
à part pour (+++). ICL et AWE ont tendance à sous-estimer s, dès que le mélange
devient trop important. AIC continue à sur-estimer les nombre de classes, alors que
NEC trouvent toujours s : 2. AIC3 est ici le plus performant, en trouvant pour
chaquesi tuat ions:3.

Afin de voir si BIC avait un comportement plus robuste lorsque le nombre d'ob-
jets augmentait, nous avons choisi simuler 3 tableaux avec n: 10000, en prenant les
trois degrés de mélange précédent. A partir des figures 3.6, 3.7 et 3.8, nous pouvons
faire les remarques suivantes:

- BIC et AIC3 trouvent toujours le bon nombre de classes
- ICL et AWE trouvent s : 1 pour (++*), et s :3 pour les deux autres.
-  AIC trouve s:6 pour (+) et  (+++)1 êt  s:  7 pour (++).
- Nous avons décidé de ne pas reporter dans les figures le critère NEC. Il trouve

pour chaque tableau s:2.

3.2 Classification mixte

Comme nous I'avons vu précédemment, la méthode de (Wong,L977) nous permet
de combiner les avantages de la classification directe pour résumer I'information et
pour estimer correctement la partition et/ou les pa^ramètres du mélange, avec ceux
de la classification hiérarchique pour obtenir un nombre de classes judicieux et une
initialisation intéressante pour le premier algorithme (voir Fig. 1.3)
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BIC
ICL
AIC
AICs
AWE
NEC

0  3  27  0  00  0
0  3  27  0  00  0
0  0  6  14  91  0
0  0  30  0  00  0
0  20  10  0  00  0
0  7  11  1001  1
L7  13  0  0  00  0
20  10  0  0  00  0
0  0  l  I 98  3
0  3  27  0  00  0
30  0  0  0  00  0
0  21  0  3816

30  0  0  0  00  0
0  0  0  7  88  7
22  8  0  0  00  0
30  0  0  0  00  0
0131011L4
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785000

Tlsoool O.i* BIC
ICL
AIC
AIC3
AWE755000

r23456

Frc. 3.6 - Iiuolution des critères de choir du nombre de classes pour (+) al)ec n:
10000.

I ti... ..i'i
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780000

770000

760000
23456

des critères de choir du nombre

BIC
ICL
AIC
AIC3
AWE

1

Frc. 3.7 - Iîuolution
n:  10000.

de classes pour (++) auec

784000

BIC
ICL
AIC
AIC3
AWE

L23456

Flc. 3.8 - Iiuolution des cri,tères de choir du nombre de classes pour (+++)
n :  10000.
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Tee. 3.2 - Résultats pour n: 1000. Le nombre i,ndiqué est le nombre de fois où le
critère choi,si le nombre de classes s, pour chacune des 30 sirnulations.

Degré de
mélange Critères | 2 3 4 5 6 7

ICL  0  0  3000  0  0
A IC  0  0  0  59 I  7
A IC3  0  0  3000  0  0
AWE 0  0  3000  0  0
NEC02172000
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+ +

AWE 30  0  0  00  0  0
NEC03000000

+++ BIC  0  2 r  I 00  0  0
ICL  30  0  0  00  0  0
A IC00014718
A ICs  0  0  3000  0  0
AWE 30  0  0  00  0  0
NEC03000000

Bien sûr, alors que Wong s'est placé dans un contexte de classification de données
gaussiennes, et avec des algorithmes tels que k-means, nous allons nous placer dans
le cadre des modèles de mélange, sur des données qualitatives.

3.2.L Modèle de mélange associé

A partir de chaque objet dans sa propre classe, le but de Ia classification hiérar-
chique est d'assembler à chaque étape les deux classes les plus proches, jusqu'à ce
qu'il n'y ait plus qu'une seule classe. Nous sommes donc contraints d'établir une no-
tion de distance entre classes, afin de déterrniner quelles sont les deux plus proches.

Pour cela, et partant du fait que

L.(x,z;d) : t L"(x,zy;01,),
k=L

L"(x,21,;0n) :  !  log(g(xt ;ar))
zezk

est la contribution d'une classe à la log-waisemblance classifiante, la distance
entre deux classes zp et zy peut s'exprimer de la manière suivante:

A(zp,zp') : L.(x,21,; 0 *) + L.(x, 21,' ; 0 *') - L.(x,21,1,' ; 0 pp')'

Dans le cas des données qualitatives, avec le modèles des classes latentes l-p*,o!,J ),
la distance entre deux classes se définit donc ainsi:

BIC
ICL
AIC
AIC3

0 6 24 0 0 0 0
0  2 7  3  0 0  0  0
0 0 0 3 4 1 3 1 0
0  0  3 0 0 0  0  0

où
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') : É E (u"", ̂r (#,) + +,*æor* (#))
j : l  e : l  \

La classe zkk, est obtenue en regroupant les deux classes 26 et zp,. Il est évident
que A(26, zp,) est défini tel que la log-waisemblance classifiante est minimisée à
chaque étape. En effet, le terme L(zp,zp,) est toujours positif (de plus, on choisit le
plus petit), et on a

L.(x ,z ' ;0) :  L . (x ,z ;0)  -  L(z6,zp ' )

où z' désigne la nouvelle partition obtenue, après regroupement des classes z6 et
26,. Ainsi la log-vraisemblance classifiante L"(x,z';9) sera ainsi minimisée à chaque
étape.

Chaque objet est initialement dans sa propre classe. Les deux classes les plus
proches sont fusionnées, selon la distance L,(zp,zp,), pour former une nouvelle classe.
Ce processus est répété jusqu'à I'obtention d'une seule classe finale regroupant tous
les individus.

Puisque la distance dépend seulement des deux classes 26 êt zy, les distances
entre les autres classes ne sont pas affectées par ce regroupement. De plus, les para-

mètres dr et les valeurs de L,(2p,21,,) dépendent seulement des statistiques exhaus-
tives, qui sont stockées pour chaque classe.

3.2.2 Combinaison d'algorithmes

Le but est donc ici d'obtenir une partition d'une population sans avoir a priori

une idée sur le nombre de classes, et surtout sans avoir à faire autant de calculs qu'on
ne le ferait en compaxant un critère. L'objectif d'une telle tâche est de trouver une
partition judicieuse des données, interprétable et compréhensible, avec un nombre
de classes approprié.

Une méthode simple pour ceci est d'utiliser une méthode de classification hié-
rarchique. Ainsi, grâce à l'évolution du critère, et par une méthode graphique, il est
possible de déterminer un coude, et d'en déduire un nombre de classes s approprié.
Cette méthode hiérarchique demande malheureusement un nombre de calcul trop
important dès que la taille des données augmente (complexité quadratique). Il est
donc impossible de I'appliquer directement sur le tableau d'origine, dans une optique
de Fouille de Données, où les données se comptent en milliers, voire millions parfois.

Il est donc nécessaire de résumer I'information.
Et pour ce faire, I'utilisation de Ia classification directe s'impose naturellement,

et nous permet de réaliser cette opération. En effet, en utilisant un nombre de classes
assez grand pour nous permettre de garder un maximum d'information, il sera ainsi
possible d'obtenir une matrice réduite, avec laquelle nous pourrons travailler par la
suite.

Une fois le résumé obtenu, une fois l'arbre hiérarchique sur ce résumé obtenu,
et donc une fois le nombre de classes choisi, il est nécessaire de relancer un algo-
rithme de classification directe pour obtenir une pa.rtition profitable des données.
Une initialisation possible est de prendre la partition obtenue avec la classification
hiérarchique, et ainsi de l'améliorer jusqu'à la convergence.
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3.2.3 Application sur des donnêes simulées

Pour illustrer cette méthodologie, nous présentons quelques résultats obtenus à
partir de 3 tableaux simulés. Nous avons choisi s : 3, n : 5000, d,: I0, C :3,Vi :
7,...d.Pour les trois tableaux, les classes sont définies comme suit:

1. très séparées (+),

2. moyennement séparées (++),

3. peu séparées (+++).

Nous avons utilisé les deux algorithmes EM et CEM, avec s - 10, pour obtenir
les centres utilisés ensuite par I'algorithme CAH. Dans la figure 3.9, nous voyons
l'évolution du critère L. et le dendrogramme associé, pour Ie tableau (+) avec la
méthode EM + CAH. Dans le tableau 3.3, nous voyons que cette méthode trouve
exactement le bon nombre de classes pour les 3 tableaux simulés, contrairement
à CEM -- CAH, qui sous-estime s, et AutoClass qui a tendance à surestimer ce
nombre de classes. On peut préciser que la méthode CEM --+ CAH ne propose pas
de coude dans la courbe de L. et n'arrive donc pas à déceler un nombre de classes
pour (+++).

L"

-15

-20

-25

-30

-35
r234567 8910 r47 895102 36

FIc. 3.9 - Iiuolution du cri,tère de la CAH (L.) et arbre hiérarchique pour la situati,on
(+) , auec EM comme initialisation

Tns. 3.3 - Comparaison du nombre de classes données par notre méthode et par
AutoClass. Pour (+++), CEM suiui de CAH ne foumit pas de nombres de classes
par-ti,culi,er (i. e. il n'y a pas de coude dans la courbe de L.).

EM --+ CAH CEM -> CAH AutoClass
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T-

++
+++

S:3
S :3
S :3

S : 2
s :2
NA

S:5
3 :4
S :3

3.2.4 Application sur des données réelles

Afin de valider cette méthode, nous avons appliqué celle-ci sur le tableau de
données réelles déjà présenté dans le chapitre 2, ADN. Nous rappelons que celui-ci
comporte 3 classes.
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Pour appliquer la méthode mixte, nous avons choisi de lancer tout d'abord EM
avec un nombre de classes s :7. Sur la matrice de données résumée que nous avons
obtenu, nous avons appliqué Ia méthode CAH avec modèle de mélange. Nous repor-
tons dans la figure 3.10 l'évolution de Ia log-waisemblance classifiante, durant les
étapes de l'algorithme. Nous voyons apparaître très nettement un coude à I'itération
4. Celle-ci correspond à couper l'arbre hiérarchique en 3 classes (voir figure 3.11).
Ainsi, nous notons que cette méthode permet de choisir correctement le nombre de
classes approprié.

-270

-280

-290

-300

-310
L23456 i té ra t ion

Frc. 3.10 - Éuolution de la log-uraùsemblance classi,fiante L. en fonction des'itéra-
t'ions, pour ADN, auec la CAH.

21 23 22 Z7 24 26 Z5

Flc. 3.11 - Arbre hiérarchique des classes obtenus auec EM, pour ADN.

3.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre deux méthodes de choix du nombre de
classes. La première, très classique, consiste à calculer pour un certain ensemble
de nombres de classes possibles un critère, et ensuite de choisir le nombre s qui
optimise ce dernier. Dans ce cadre, il est apparu que BIC et AIC3 s'avéraient les
plus performants. Cette performance croît avec la taille des données. Au contraire,
nous avons vu les limites d'ICL, surtout dans le cas de données très mélangées. Les
autres critères ne se montrent guère intéressants dans le cas de données qualitatives.

La seconde méthode est une extension a,ux modèles de mélanges de la méthode
mixte. Nous avons montré que celle-ci se comportait très bien pour des données si-
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mulées, principalement la stratégie associant EM à CAH. Celle avec CEM a tendance
à sous-estimer le nombre de classes.

Il existe une troisième méthode, que nous n'avons pas détaillé ici. Il s'agit de la
version stochastique de l'algorithme EM, SEM (Celeux et Diebolt, 1985). Celle-ci
insère une étape de classification stochastique entre les deux étapes d'Estimation et
de Maximisation. Cette étape repose sur un pri,ncipe d'affectation aléatoire (Ran-
dom Imputation Princi,ple) et a^ffecte chaque objet à une classe tirée selon une loi

multinomiale d'ordre 1 et de paramètres tffl) (pou k : L,. . .,). Lorsqu'une classe se
révèle trop petite (effectif inférieur à d + 1), on décide de la supprimer, et de conti-
nuer l'algorithme avec s - 1 classes. Lors de nos évaluations de cet algorithme pour
le choix du nombre de classes, il est apparu que cette méthode avait une tendance
marquée à sous-estimer celui-ci. C'est pourquoi nous ne l'avons pas reporté dans nos
résultats.

59
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Chapitre 4

Accélération de I'algorithme EM

Un des objectifs de la classification automatique est de réduire I'information
contenue dans les données en une matrice de taille réduite. Dans un contexte Fouille
de Données, un tel processus sera souvent utilisé sur des données de grande taille. De
ce fait, il est absolument nécessaire que les méthodes utilisées soient capables à la fois
de travailler sur des grandes bases de données, dans des temps raisonnables, et qu'ils
donnent des résultats très performants, car déterminant la qualité des connaissances
acquises par Ia suite.

Ainsi, nous allons nous concentrer sur l'amélioration possible de I'utilisation de
I'algorithme EM. Pour ceci, nous allons prendre deux chemins distincts. Le premier
consiste à initialiser d'une bonne manière EM, pour la recherche du meilleur opti
mum. En effet, nous avons déjà précisé que le résultat fourni par cet algorithme est
très dépendant du point de départ de celui-ci. Nous allons donc chercher à rendre
ce point de départ assez proche de la bonne solution. Pour ceci, nous comparons
plusieurs stratégies d'initialisation. Ensuite, nous chercherons à accélérer directe-
ment I'algorithme EM. Pour ce faire, et en nous basant sur les résultats de (Neal et
Hinton, 1998), nous allons chercher à minimiser le nombre de calculs de probabilités
a posteriori.

4.L Stratégies d'initialisation

Comme nous l'avons mentionné précédemment, les algorithmes de type EM
donnent des résultats fortement dépendants de I'initialisation. Puisqu'ils convergent
vers un optimum local, il est évident que selon le point de départ choisi, Ie résultat
sera plus ou moins bon. Pour appréhender ce problème, la technique généralement
utilisée est de lancer plusieurs fois I'algorithme d'une position aléatoire, et de ne
retenir que la solution fournissant la log-vraisemblance ou log-vraisemblance com-
plétée la plus grande. Bien que pour CEM, ceci soit totalement réalisable, il n'en
est pas de même pour EM, qui peut mettre parfois des milliers d'itérations avant de
converger.

L'idée est donc de choisir judicieusement Ie point de départ, afin d'aider EM à
converger rapidement vers la bonne solution. Pour ceci, nous pouvons lancer dans un
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premier temps CEM ou un autre algorithme, et prendre Ia partition obtenue pour
démarrer EM à partir de celle-ci.

Parmi de nombreuses méthodes d'initialisation de I'algorithme EM, nous avons
retenu CEM et eM (EM avec un critère de convergence modifié), en plus de la
méthode traditionnelle, partant d'une partition initiale choisie au hasard. Le schéma
d'utilisation de ces stratégies est présenté dans la figure 4.1.

Données

Partitions au hasard

i

EM

Partition et
Paramètres

Frc. 4.1 - Différentes stratégies d'i.ni.tialisati,on de EM. On uti,li,se généralement 20
p artitio ns i,nitiales di,sti.nctes.

4.L.L Description

Le gros avantage de CEM pour I'initialisation est Ie nombre généralement réduit
d'itérations qu'il lui faut pour converger. Donc, assez simplement et rapidement,
plusieurs essais de CEM peuvent être effectués avant de passer à EM. Mais il est
possible de retrouver cette possibilité avec des petits essais de EM, noté eM (Bier-
nacki et a1.,2001). Quand on parle de petit essai de EM, on indique le fait que I'on
attend pas Ia convergence de I'algorithme, mais on utilise un autre critère d'arrêt,
défini comme suit

7@ - trk-r)
<  10 -2

L@ - L(o)

;(e) 66"tirrunt Ia vraisemblance à I'itération q. Ici, le seuil de 10-2 a été choisi
de façon pragmatique, et qui, sur nos expériences, s'est révélé fournir un nombre
d'itérations de eM approximativement égal à celui de CEM. De Ia même manière
que pour CEM, on va donc lancer plusieurs fois eM d'une partition au hasard, suivi
par EM, initialisé par la solution donnant la plus grande vraisemblance avec eM.
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4.L.2 Résultats

Pour illustrer le comportement de ces stratégies, nous les avons appliquées sur
3 tableaux simulés suivant Ie modèle des classes latentes. Chaque tableau comporte
1000 objets, répartis en 3 classes et décrit par 30 variables (à 3,4 ou 5 modalités).
Les trois tableaux différent de par leur degré de mélange:

+) classes peu
(++) classes moyennement mélangées,
+++) classes bien

Les résultats sont présentés dans le tableau 4.1. Nous voyons que la stratégie

CEM-EM est la plus rapide, tout en fournissant une partition identique à EM

(comme eM-EM). Ces stratégies apparaissent intéressantes sur ces exemples, mais

nous verrons pax la suite leur comportement sur des données réelles.

Tne. 4.1 - Comparai,son de différentes stratég'ies d'i,nitialisation de l'algorithme EM

sur plusi,eurs tableaua si,mulés.

Données Stratégie Temps Coefficient Yo de
(en s) d'accélération mal-classés
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EM -61646.06
cEM-EM -61646.06
eM-EM -61646.06

219.18
34.86
110.35

1.00
6.29
1.99

4.4
4.4
4.4

++ EM -62044.00
CEM-EM -62044.00
eM-EM -62044.00

436.97
64.12
L76.56

1.00
6.81
2.47

17.7
L7.7
L7.7

+++ EM -64202.54
CEM-EM -64202.54
eM-EM -64202.54

L342.37
24L.06
389.59

1.00
D . C  /

3.45

24.2
24.2
24.2

4.2 Accélêration

Nous venons de voir un certain nombre de stratégies pour améliorer l'initia-
lisation de celui-ci, nous allons maintenant étudier différentes manières de rendre
directement EM plus rapide. Plusieurs versions ont été faites pour accélérer cet al-
gorithme et beaucoup d'entre elles agissent sur l'étape de maximisation. Ici, comme
nous nous intéressons au modèle des classes latentes, I'étape de maximisation ne
prêsente aucune difficulté pour Ie calcul des paramètres. Nous avons donc choisi
d'étudier des versions particulièrement adaptées aux données de grande taille et qui
utilisent une étape d'Estimation partielle au lieu d'une étape d'Estimation com-
plète. Ces versions semblent très efficaces pour des mélanges Gaussiens, nous les
appliquons ici sur des données qualitatives, et discutons leur comportement. Enfin,
nous proposerons une nouvelle variante, plus performante.
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4.2.1 Méthodes existantes

II y a plusieurs méthodes alternatives pour accélérer EM dans des situations où
la taille des données fait que l'étape E à un cott de calcul trop important (Thiesson
et a1.,2001). Nous décrivons 2 types de méthodes: celles qui oublient partiellement
les statistiques précédentes et celles qui résument ou compressent plusieurs données.

Une version amnés'ique de EM est une méthode qui utilise les statistiques ex-
haustives calculées comme une moyenne décroissante (exponentiellement) des blocs
de données visités récemment. Les variantes amnésiques ou on-Ii,ne de EM ont été
proposées par plusieurs auteurs, comme pax exemple (Nowlan, 1991) ou (Sato et
Ishii, 2001), avec des généralisations dans (Sato, 1999). Ces variantes supposent Ia
plupart du temps que les blocs consistent en des objets seuls, mais peuvent être
facilement étendues au cas de blocs de taille arbitraire.

Ces versions amnésiques sont souvent utilisées pour estimer des paramètres va-
riant dans le temps. Cependant, elles peuvent potentiellement être utiles pour des
données de très grande taille. Dans de telles situations, il est possible qu'une version
amnésique et incrémentale de EM converge plus rapidement qu'une version incré-
mentale de EM. Cette possibilité provient du fait que les statistiques estimées pour
les blocs calculées durant les étapes précédentes contiennent d'assez grandes impré-
cisions. En oubliant ces statistiques, on peut rapidement améliorer les estimations
des paramètres. D'un autre côté, dans leur comparaison limitée des deux versions,
les auteurs ont trouvé que ces méthodes ne proposent pas d'amélioration significative
par rapport à une version incrémentale de EM dans les cas où plusieurs passages
à travers les données sont nécessaires pour la convergence. Cette observation n'est
pas surprenante, étant donné que cette version incrémentale est en fait une méthode
amnésique qui oublie complètement les statistiques calculées pour un bloc après un
passage à travers les données.

Les applications de ce type de méthode à de grandes bases de données requièrent
une sélection d'un taux de décroissance. En plus, pour permettre la convergence en
moins d'un passage sur toutes les données, un critère de convergence alternatif est
requis. Finalement, à I'inverse de IEM, les implémentations naïves ne garantissent
pas la convergence à un maximum local de la vraisemblance pour des tableaux de
données finis.

Le second type de méthode pour accélérer EM se base sur la compression. Gros-
sièrement, dans une telle méthode, on représente un ensemble de données par une
observation compressée. Ces méthodes accélèrent EM en mettant à jour (approxima-
tivement) les statistiques pour un ensemble de données associées à une observation
compressée en calculant les statistiques estimées pour celle-ci. Notons que le choix
des objets à condenser n'a pas besoin d'être fixé à I'avance et différents ensembles
de telles observations succinctes peuvent être utilisés aux différentes itérations de
l'algorithme.

Une telle méthode de compression est celle de Moore (1999), qui montre des
résultats exceptionnels d'accélération pour des problèmes de modèle de mélange,
avec peu de variables et beaucoup d'objets. Dans I'approche de Moore, on construit
d'abord w multi-resoluti,on kd-tree (voir fi.gure a.2) pour les objets dans la table.
Avec cette représentation, un cas compressé est un sommet dans le led-tree qui repré-
sente tous les objets stockés sous ce sommet. Ainsi, on lance une version de EM dans
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Iaquelle les statistiques exhaustives estimées sont calculées à partir des cas conden-
sés. Le choix des cas compressés (et donc le choix des sommets) est déterminé à
nouveau à chaque étape Estimation afin de faire un compromis entre Ia qualité de
I'approximation et le temps de calcul de I'étape E. Malheureusement, les algorithmes
kd-tree supportent mal un nombre trop important de variables.

Ftc. 4.2 - Par découpages uerticaun (u) et horizontaur (h) successifs, on obtient
aaec un kd-tree une séparation des données, représentable dans un arbre (comme
celui à droite), perrnettant ai,nsi de choi,si,r la résoluti,on souhaitée, en fonction de Ia
précisi,on que l'on désire.

Une méthode relativement proche, qui est adapté à un nombre de variables im-
portant, est celle de McCallum ef al. (2000). Au lieu de partitionner strictement
Ies données dans rn multi-resolution kd-tree, cette méthode utilisé une mesure de
similarité grossière pour premièrement diviser les données en calottes, qui sont des
sous-ensembles qui peuvent se recouwir. Durant une itération de I'algorithme EM,
les composants du modèle de mélange sont associés à une ou plusieurs calottes se
chevauchant, et Ia mise à jour du modèle de mélange est seulement influencée par les
sous-ensembles de cas qui appartiennent aux calottes associées à cette classe. Dans
une variante de cette méthode, la mise à jour est de plus influencée par la moyenne
de chaque calotte non associée à la classe. L'accélération et la précision de ces mé-
thodes sont très liées au recouvrement des calottes. L'accélération résultante sera
significative si les données permettent une séparation très nette des sous-ensembles,
et que la méthode identifie une telle division. Bien que non expliqué dans McCallum
et al. (2000), nous pensons malgré tout que soit I'accélération, soit la précision des
estimations finales décroiront quand les objets sont générés à partir de classes qui
se recouvrent. Pour des données simulées avec des degrés de recouwement variants,
Moore (1999) indique une baisse de I'accélération quand le recouwement augmente.

Un type différent de méthode de compression est décrit dans Bradley et al.
(1998). Leur méthode découpe les données en blocs de cas, et travaille à travers ces
blocs, en ajoutant un nouveau bloc dans un ensemble de trauail à chaque itération.
Durant une itération, I'algorithme EM standard est utilisé jusqu'à Ia convergence,
et les données qui sont proches selon la distance de Mahalanobis sont compressées.
Une fois les objets condensés, ils ne peuvent plus être séparés. Ainsi, cette approche
ne garantit pas la convergence à un ma>cimum local de la fonction de vraisemblance.

Nous allons nous intéresser maintenant à quelques uns de ces algorithmes d'ac-

bl)
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célération. Le premier sera une version incrérnentale de EM, séparant les données en
blocs. Ensuite, nous présenterons deux méthodes qui sont des versions amnésiques
de EM, LEM et SpEM, ainsi que deux variantes, LEM-D et LSpEM.

4.2.2 fncremental EM (IEM)

L'algorithme Incremental EM, ou IEM, (Neal et Hinton, 1998) qui est une va-
riante de EM, est destiné à réduire le temps de calcul en réalisant des étapes Esti
mation partielles. Soit gr : U!,... ,!6 urr€ partition des données en B blocs disjoints
(B est proposé pa^r l'utilisateur, ou bien est déduit par rapport à la taille des blocs
demandés par l'utilisateur, en pourcentage de la taille initiale), comme présenté
dans la figure 4.3. L'algorithme IEM parcourt tous les blocs de façon cyclique. A
chaque itération, on met à jour les probabilités a posteriori d'un bloc dans l'étape
Estimation. Ci-dessous, on décrit plus en détail la nième itération:

- Estimation: Dans cette étape, on retient un bloc Afb et on met à jour les
probabilités a posteriori tj[) pour tous les objets appartenant aux bloc ar6,
quant aux autres objets (appartenant aux autres blocs) nous avons tl|) : t[I-\ .
L'espérance conditionnelle associée au bloc b notée Qu est mise à jour, quant
à celles associées aux autres blocs elles restent inchangées. Autrement dit la
quantité globale qu'on cherchera à maximiser dans l'étape maximisation peut
s'écrire:

e@1erot1 : e(7le(c-\) _ er(el6k-r)1+ eu(0;0@) (4 .1 )

- Maximisation: On cherche comme dans l'algorithme EM classique, Ie paxa-
mètre Qk+t1 qui maximise Q(dldte);.

De cette fa4on, chaque objet x; est visité après les B étapes d'estimation par-
tielles. Une approximation de la log-vraisemblance ne décroît pas à chaque itération.
La justification théorique de cet algorithme a été faite par Neal et Hinton (Neal et
Hinton, 1998). Récemment, nous avons étudié son comportement avec le modèle de
mélange de Bernoulli (Jollois et a1.,2003). Enfin, notons que lorsque B:1, IEM se
réduit à EM.

En appliquant l'algorithme IEM sur des données simulées, nous avons étudié
plusieurs aspects dont le choix du nombre de blocs et la taille des données. Pour
illustrer ces différents aspects, nous avons choisi de présenter quelques résultats
obtenus à partir de 3 tableaux simulés de taille différente (5000x5,10000x 10,10000x
50), de données binaires.

Dans nos expériences numériques, on initialise les algorithmes EM et IEM à
partir des mêmes paramètres choisis au hasard A(0). A partir des résultats présen-
tés dans Tab. 4.2, nous constatons pour les deux premiers tableaux de données,
qu'un trop petit nombre n'apportera pas forcêment une accélération de l'algorithme
très importante, alors qu'un trop grand nombre demandera plus de calculs intermê
diaires, et finalement n'accélérera pas I'algorithme. Aussi, nous pouvons relever que
IEM accélère nettement I'algorithme, au détriment pa,rfois de la qualité des estima-
tions obtenues (voir la log-vraisemblance -L a.rrondie). D'où I'intérêt de proposer un
nombre approprié de blocs en fonction de la taille de l'échantillon. Pour le dernier
cas, avec n : 10000 et d:50, où le rapport entre n et d est égal à 200 alors que
dans les cas précédents, le rapport est égal à 1000, IEM apparaît toujours moins
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Ur

Az

Ua

Un

Ao

Flc. 4.3 - Séparation des objets en B blocs pour IEM. A l'étape t, on utilise le bloc
correspondant y6, auec b: I mod B.

rapide que EM. Ce qui laisse à penser que I'utilisation de IEM n'est profitable que
dans certaines situations.

Tne. 4.2 - Temps mis (en secondes) par IEM sur des données simulées, selon le

nombre de blocs demandé (1 seul bloc correspond à EM standard).

5000x5 10000x10
_---..-.-_-----.

temps IJ

10000x50
B temps temps

I
2
4
8
16
32
64
128
256

-16164
-16163
-16163
-16163
-16163
-L6473
-L6473
-16472
-t6474

307
227
L72
50
29
13
L7
23
40

706 -62356
619 -62356
564 -62356
672 -62356
599 -62356
187 -62357
52 -65591
69 -65593
97 -65587

989 -291943
1005 -291943
t122 -29t943
1388 -291943
2086 -291943
3358 -29t943
5216 -291943
10291 -29L943
L2525 -291943

D'autres études ont largement montrées l'intérêt de IEM (Neal et Hinton, 1998;

Mclachlan et Peel, 1998) dans le cas de données quantitatives. Malheureusement,

les simulations ont souvent êté réalisés avec d, : 2. Nos premiers résultats sur des

données qualitatives nous laissent à penser que IEM n'est que peu performant dans

ce cas.

4.2.3 Sparse EM

L'algorithme Sparse EM, ou SpEM, introduit par (Neal et Hinton, 1998), mini
mise le coût de l'étape Estimation en choisissant les calculs à effectuer à partir d'un
seuil, contrairement à IEM. SpEM cherche donc les probabilités a posteriori très pe-
tites (inférieur à un certain seuil), et ne les recalcule plus pendant un certain nombre
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d'itérations. L'idée est qu'un objet qui a une faible probabilité d'appartenance à une
classe a peu de chance de la voir devenir grande en une seule itération. Et donc, ces
probabilités sont bloqués pendant un certain temps, puis recalculer au cours d'une
itération standard de EM, comme présenté dans la figure 4.4. L'algorithme peut être
défini comme suit

- Estimation

Étape standard : Calculer les probabilités a posteriori. Identifier a'"po,""comme
I'ensemble des classes à ignorer durant les étapes sparse, pour chaque
objet z.

Étape spt.rse: Dans cette étape, on calcule les probabilités a posteriori tff)
pour toutes les classes appartenant aux blocs yfuu-. Seule l'espérance
conditionnelle associée au bloc A@ notée Qw est mise à jour. Au-
trement dit la quantité globale qu'on cherchera à maximiser dans l'étape
maximisation est celle de l'équation 4.1 (en remplaçant Q6 par Qwà.

- Maximisation: On cherche comme dans l'algorithme EM classique, Ie para-
mètre Qk+t1 qui maximise Q(010{ù).

L'algorithme débute sur une itération standard de EM, puis effectue un nombre
nspo,"" d'itération avec une étape Estimation sparse, pour revenir ensuite à une
itération standard, et ainsi de suite jusqu'à la convergence.

FIc. 4.4 - Choin des probabilités a posteriori ti1, à conservées ou non, dans l'algo-
rithme SpEM (ici auec un seuil ù 0.05). Celles ayant une ualeur i,nférieure à, ce seui,l
seront finées, et on ne les calculera pas pendant un certain nombre d'itérati,ons.

4.2.4 Lazy EM

Ayant le même objectif que IEM et SpEM, I'algorithme Lazy EM, ou LEM,
(Thiesson et a1.,2001) cherche donc à réduire le temps de l'étape Estimation. Pour
ceci, il cherche à identifier régulièrement les objets importants, et à porter son atten-
tion sur ceux-ci pour plusieurs itérations. Un objet est considéré comme important
si le changement de la probabilité t;6 entre deux itérations successives est grande.
Notons ffi cet ensemble de cas significatif , êt Uh"s I'ensemble de cas restants. Sui-
vant un déroulement similaire à SpEM, chaque itération requiert soit une étape

0.18 0.32 0.50
0.91
0.53 0.32 0.15

0.15  0 .81
0.37 0.42 0.2t
0.15 0.73 0.12
0.46 0.16 0.38
0.68 0.23 0.09

0.93
0.10 0.22 0.68

0.18 0.32 0.50
0.91 0.03 0.05
0.53 0.32 0.15
0.04 0.15 0.81
0.37 0.42 0.27
0.15 0.73 0.12
0.46 0.16 0.38
0.68 0.23 0.09
0.02 0.93 0.05
0.10 0.22 0.68
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Estimation standard, soit une étape Estimation lazy, slivi ensuite par une étape
Maximisation standard. L'étape complète calcule pour tous les objets les probabili
tés a posteriori. De plus, elle établit la liste des objets importants, comme I'indique
la figure 4.5. Une étape lazy ne met à jour qu'une partie des probabilités a posteriori.

- Estimation

Étape standard: Calculer les probabilités a posteriori. Identifier Arozs cornrrre
l'ensemble d'objets à ignorer durant Ies êtapes lazg.

Étape lazy: Dans cette étape, on calcule les probabilités a posteriori tjfl) pour
tous les objets appartenant au bloc g5*, quant aux autres objets (appar-

tenant à am"r), nous avons tjfl) : t:l-'). Seule l'espérance conditionnelle
associée au bloc An* notée QnA est mise à jour. Autrement dit la quan-
tité globale qu'on cherchera à maximiser dans l'étape maximisation est
celle de l'équation 4.1 (en remplaçant Qu Par Qnd.

- Maximisation: On cherche comme dans I'algorithme EM classique, le para-
mètre Qk+r1 qui maximise Q(?]i2{gi.).

Le déroulement de LEM est le même que SpeM, avec une itération standard
suivie de n1o"o itérations dites lazy. Ce schéma est répété jusqu'à la convergence de
I'algorithme.

La viabilité de I'algorithme LEM réside partiellement dans I'idée que toutes les
données ne sont pas d'importance égale. Elle dépend aussi du coût de calcul pour
déterminer l'importance de chaque objet et du coût de stockage pour garder cette
information. Pour les modèles de mélange, ces deux coûts peuvent être grandement
réduits, voire simplement supprimés pour le coût de stockage, grâce à un critère
d'importance. L'idée derrière ce critère est la suivante: si un objet a une forte pro-
babilité d'appartenir à une classe, il n'est pas approprié de I'assigner à une autre.
Et s'il le fallait, cela ne serait pa"s soudainement mais plutôt progressivement. Ainsi,
nous supposons que les objets qui ne sont pas fortement liés à une classe contribuent
le plus à l'évolution des paramètres. Et donc, les objets sont considérés comme im-
portants s'ils ont toutes leur probabilités d'appartenance t;1 inférieures à un certain
seuil.

Due à (Neal et Hinton, 1998), Ia convergence de l'algorithme est justifiée théori-
quement et est applicable pour chaque découpage arbitraire des objets, du moment
qu'on visite régulièrement tous les cas.

4.2.5 Variation autour du mêrne thème, LEM modifié

Après réflexion, il nous est apparu que I'on pouvait choisir de différentes manières
les objets à ga.rder ou non. Ainsi, nous avons développé cet ensemble de variantes,
toutes dérivées de LEM. Après plusieurs essais, nous avons choisi de ne garder que
la dernière, qui est Ia plus intéressante de toutes. Voici présentées les stratégies
étudiées:

- La première idée consiste à évincer les objets dont la probabilité a posteriori
maximale est supérieure à la proportion de la classe correspondante, multipliée
par un certain facteur.

69
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0.18 0.32 0.50
0.91 0.03 0.05
0.53 0.32 0.15
0.04 0.15 0.81
0.37 0.42 0.2L
0.15 0.73 0.12
0.46 0.16 0.38
0.68 0.23 0.09
0.02 0.93 0.05
0.10 0.22 0.68

0.18 0.32 0.50

0.53 0.32 0.15
0.04 0.15 0.81
0.37 0.42 0.2r
0.15 0.73 0.12
0.46 0.16 0.38
0.68 0.23 0.09

0.10 0.22 0.68

Ftc. 4.5 - Choin des objets en fonction de leur probabili,tés a posteriori ti1,, d,ans
l'algorithme LEM (ici auec un seuil à 0.90). Ceur ayant une ualeur supérieure ù, ce
seui,l seront fi,xés, et on ne calculera pas leurs probabi,lités pendant un cer-tain nombre
d'itérations.

Puis, en se basant sur les tests avec intervalle de confiance, nous avons choisi
d'effectuer le test consistant à évaluer si la probabilité maximale d'un objet
était significativement supérieure ou non à la proportion de la classe. Si cela
est le cas, alors, l'objet est mis de côté.

Reprenant les travaux de (Thiesson et a1.,200L), nous avons choisi de mettre
de côté un certain pourcentage o d'objets, ceux qui ont les plus grosses pro-
babilités a posteriori.

Avec la même idée que précédemment, nous avons choisi de prendre un pour-
centage o des objets en fonction de leur différence moyenne des probabilités
t;7, entre deux itérations. Ceux présentant les plus petites sont ainsi écartés.

Toujours avec les différences, mais en se basant sur Ie principe d'un seuil, nous
avons choisi de faire le test suivant: si la différence moyenne est inférieur à
un certain seuil, alors I'objet est mis à part. C'est cette stratégie qui nous
est apparue la meilleure et la plus intéressante au vue de tous les résultats
obtenus, non détaillés ici. Nous Ia détaillons par la suite.

4.2.6 Lazy EM, basé sur les diffêrences (LEM-D)

L'idée de base de (Thiesson et a1.,2001) est d'éca,rter un certain nombre d'objets
que l'on peut considérer comme peu important dans les calculs. Cette notion d'im-
portance peut être rapportée à l'évolution des probabilités a posteriori. En effet, si
un objet ne montre pas d'évolution importante entre deux étapes, c'est qu'il est a
priori stable et donc, il a de fortes chances de Ie rester un long moment. Dans ce cas,
on prend la décision de l'écarter des calculs et de ne plus le prendre en compte pen-
dant un certain nombre d'itérations. Au contraire, si son évolution est significative,
il est intéressant de le garder dans les calculs.

A partir de là, un nouveau problème se pose à nous. Comment déterminer si un
objet a évolué significativement ou non? Pour ceci, nous avons choisi de mesurer
les différences entre les probabilités a posteriori avant et après I'étape Estimation
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standard, où on remet à jour tous les t;1" de tous les objets. Plus précisément, nous
comparons la moyenne des valeurs absolues de ces différences pour chaque classe
avec un seuil c:

i r,*' - 1t-)l
k:r 1 a

s
Nous avons testé plusieurs valeurs de ce seuil. Il est apparu que si celui-ci est

grand (généralement au-dessus de 0.0250), I'algorithme met de côté tous les objets,
et s'arrête donc automatiquement. Pour cette raison, dans nos expériences, les tests
seront réalisés avec un seuil inférieur à 0.0250.

4.2.7 Lazy Sparse EM, une combinaison de deux méthodes

Nous avons ici combiné les deux idées de LEM et SpEM, dans l'algorithme lazy
sparse EM, noté LSpEM. Les probabilités supérieures à un certain seuil lazg eL celles
inférieures à un autre seuil sporse sont mises de côté, et figées pendant quelques
itérations, de la même manière pour Sparse EM. L'idée ici est de se dire que les fortes
probabilités, ainsi que les faibles, n'évolueront sûrement pas de manière significative
à chaque itération. Il est donc intéressant de les figer pendant un certain nombre
d'itérations, afin de se concentrer sur les probabilités moyennes, et ainsi de pouvoir
accélérer l'algorithme, grâce au gain de calcul effectué. Lors de l'étape général, toutes
les probabilités a posteriori sont calculées de nouveau, et on choisit par la suite celles
qui seront fixées.

- Estimation

Étape standard: Calculer les probabilités a posteriori. Identifier gLo comme
I'ensemble des classes à ignoré durant les étapes lazg sparse, pour chaque
objet i, en fonction des deux seuils.

Étapg ,lazy sparse: Dans cette étape, on calcule les probabilités a posteriori
t|[) pour toutes les classes appartenant aux blocs gr,'*. Seule l'espérance
conditionnelle associée au bloc g1* notée Qr* est mise à jour. Autre-
ment dit Ia quantité globale qu'on cherchera à ma>cimiser dans l'étape
maximisation est celle de l'équation 4.1 (en remplaçant Qa par Qs).

- Maximisation: On cherche comme dans I'algorithme EM classique, le para-
mètre g(n+r) qui maximise Q@10{")).

Pour cette méthode, le choix des paramètres est complexe, car deux seuils sont à
prendre en compte. Nous avons choisi les même valeurs que pour LEM pour le seuil
lazy, et les mêmes valeurs que SpEM pour le seuil sparse.

4.2.8 Étude des algorithmes de type seuil: LEM, LEM-D,
SpEM et LSpEM

Pour avoir une première idée du comportement de ces algorithmes, nous allons
observer leur comportement, en les comparant de plus à EM. Pour ceci, nous avons
simulé 4 tableaux, avec Ies paramètres suivants:

- Siml : s : 3, n : 10000, d : 10, classes sépa.rées.

7I
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- Sim2: s:3,  n:10000, d:10, c lasses mélangées.
- Sim3 : s : 7,n : 10000, d, : t0,classes séparées.
- Sim4 : s :7, n : 10000, d': L0, classes mélangées.

Pour les méthodes que nous testons ici, nous avons choisi de prendre les différents
paramètres suivant:

Dans les tableaux 4,3,4.4,4.5 et 4.6, nous présentons pour chaque tableau simulé
(respectivement Siml, Sim2, Sim3 et Sima) le meilleur et Ie moins bon résultat pour
la log-waisemblance .L, Ie coefficient d'accélération et le pourcentage de données
mal-classées, avec le paramètrage permettant d'obtenir ces résultats.

Tee. 4.3 - Le meilleur (+) et le moi,ns bon (-) résultats de différents algorithmes
accéIérant la conuergence de EM, auec le paramètrage corT espondant, pour Siml.

Méthode -r

ffi Rêsultat Paramètres

Méthode Itération
1 à 8 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 0'95 et 0'99

LEM-D 1 à 8 0.0001, 0.0005, 0.001, 0.005, 0.01, 0.015 et 0.02
SpEM 1 à 8 0.001, 0.005, 0.010 et 0.050
LSpEM 1 à 8 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 0.95 et 0.99

et 0.001, 0.005, 0.010 et 0.050

r EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

-42875.6s
-42875:69
-42875.69
-42875.69
-42875.69

r ,  o.o
1, 0.0001

1 ,  0 '1
1,  0 .5,  0 .1

-42875.69
-42927.27
-42880.94
-42875.7L
-42926.90

2 ,0 ' 5
7,  0 .015
7,  0.1

4,  0 .5,  0 .1
Coefficient
d'accélération

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

1.00
3.62
2.23
1.63
2.63

1.00
1 .16
0.76
0.95
0.99

4,  0.5
1,  0 .015
7, 0.r

4, 0.5, 0.05

S, 0 'g
g, 0.02
3,  0 '1

2, 0.5, 0.001
Pourcentage
de mal-classés

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

L.T7
r . r7
r .77
t . r7
L .T7

t . r7
2.4L
r.20
L .L7
2.4r

1,  0 '6
1, 0.0001

1 ,0 ' 1
1 ,  0 .5 ,  0 .1

2 ,0 ' 5
7, 0.015
1 ,  0 '1

4,  0 .5,  0 .1

Pour Siml, SpEM donne toujours les mêmes résultats que EM, mais n'accélère
pas toujours l'algorithme, contrairement à LEM, qui lui fournit parfois des résul-
tats mauvais. LSpEM est dans le même cas de figure que LEM, il accélère souvent
I'algorithme, mais peut produire des résultats plutôt mauvais. LEM-D, lui, arrive
de temps en temps à aller bien plus vite que EM, tout en fournissant toujours une
solution plutôt correct.

Pour Sim2, les 4 méthodes fournissent toujours une solution proche de celle de
EM. Par contre, on voit que LEM-D accélère toujours I'algorithme, contrairement
aux 3 autres, SpEM n'étant que très peu rapide.
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Tes. 4.4 - Le mei,lleur (+)
accélérant la conuergence de

et le mo'ins bon (-) résultats de différents algorithmes
EM, auec le paramètrage corT espondant, pour Sim2.

Méthode
Résultat Paramètres Résultat Paramètres

L EM
LEM
LEM.D
SpEM
LSpEM

-63217.9r
-63217.97
-63217.9r
-632L7.9r
-63217.9r

1,0.5
1,0.0001

1,0 '  1
1 ,0 .5 ,0 .1

-63217.9r
-63240.5L
-63225.97
-63217.9r
-63240.33

7,  0.5
7, 0.005
1 ,0 ' 1

6,  0 .5,  0 .1
Coefficient
d'accélération

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

7, 0.5
1 ,0 .02
1 ,0 .01

8,  0 .5,  0 .1

8,  0 '7
4, 0.0001

8,  0.1
7, 0.7, 0.01

1.00
7.05
7.54
T .T4
5.93

1.00
0.73
I.40
0.72
0.32

Pourcentage
de mal-classés

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

7 ,0 ' 6
6 ,0 .02
1 ,  0 '1

7,  0 .6,  0 .1

6,  0 .5
1,  0 .02
1 ,  0 .1

6 ,  0 .5 ,  0 .1

15.33
15.31
15.29
15.33
15.31

15.33
15.48
15.48
15.33
15.46

Tas. 4.5 - Le mei,Ileur (+)
accélérant la conuergence de

et le mo'ins bon (-) résultats de di,fférents algorithmes
EM, auec le paramètrage con'espondant, pour Sim?.

Méthode
Résultat Paramètres Résultat Paramètres

L EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

-45367.68
-45367.68
-45367.68
-45367.68
-45367.68

1,  0 '5
1, 0.0001

1 ,  0 '1
1,  0 .5,  0 .1

-45367.68
-45544.21
-46983.79
-45368.76
-45404.58

8,  0.5
5,  0 .01
8,  0 .1

8,  0 .5,  0 .1
Coefficient
d'accélération

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

6, 0 '7
1,  0 .02
4,  0 .01

7,  0 .7,  0 .1

8,  0 .9
6,  0 .01
5,  0 .1

5, 0.5, 0.001

1.00
r.62
2.4r
L.37
1.57

1.00
0.81
0.53
0.75
0.59

Pourcentage
de mal-classés

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

3,  0 '5
1 ,0 .02
1 ,  0 '1

7,  0 .5,  0 .1

8,  0 .5
2 ,0 .02
1 ,  0 '1

1,  0 .5,  0 .1

4.86
4.83
4.84
4.86
4.84

4.86
6.76
23.28
4.86
4.86

Pour Sim3, toutes les méthodes n'ont pas un comportement régulier en terme
d'accélération. Parfois, elles vont plus vite que EM, parfois plus lentement. SpEM
est toujours aussi stable et donne toujours de bons résultats, ainsi que LSpEM
pour ce tableau. LEM-D, et dans une moindre mesure LEM, fournissent pa^rfois des
partitions très éloignêes de celles simulées.
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Tns. 4.6 - Le meilleur (+) et le moi,ns bon (-) résultats de différents algorithmes
accélérant Ia conuergence de EM, auec le paramètrage con'espondant, pour Siml.

Méthode
Résultat Paramètres ffi

L EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

-56891.18
-56891.18
-56891.18
-56891.18
-56891.18

r, o.s
1, 0.0001

1 ,0 .1
1 ,  0 .5 ,  0 .1

-56891.18
-56915.19
-57537.rr
-56891.18
-56905.26

8,  0.5
1 ,0 .015
1 ,0 ' 1

8,  0 .5,  0 .1
Coefficient
d'accélération

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

5,  0.5
1,  0 .015
2, 0.01

2, 0.95, 0.01

8,  0 .8
4,  0 .015
8,  0.1

7, 0.5, 0.001

1.00
r.44
4.00
1.19
1.18

1.00
0.64
1.20
0.55
0.42

Pourcentage
de mal-classés

EM
LEM
LEM-D
SpEM
LSpEM

s, o.o
4, 0.015

1 ,0 ' 1
7,  0 .5,  0 .1

15.22
15.20
15.15
15.22
r5.20

r5.22
L5.25
31.29
L5.22
L5.23

8,  0.6
1,  0 .015
1 ,  0 ' 1

4,  0 .5,  0 .1

Ici, pour Sim4, seul LEM-D va toujours plus vite que EM. Par contre, il fournit
parfois une très mauvais partition. Les autres méthodes sont très stables en terme
de résultats, mais ne montrent pas d'intérêt flagrant pour leur accélération, très
modique.

Cette première étude nous montre les difficultés à choisir les paramètres des
algorithmes (taille des blocs, seuil, nombre d'itérations). C'est pour cette raison que
nous avons préféré écarter LSpEM dans l'étude suivante, du fait du grand nombre de
possibilité de paramètrage, et de ses perforrnances moyennes en terme d'accélération,
comparément aux autres méthodes étudiées ici.

4.2.9 Comparaison des algorithmes EM, IEM, LEM, LEM-D
et SpEM

Afin de comparer efficacement les 4 différentes méthodes d'accélération de EM,
nous avons lancé tous ces algorithmes sur des données simulées. Pour ceci, nous
avons choisi de créer 10 tableaux avec les mêmes paramètres: ?? : 5000, d : 10,
p : {0.5,0.2,0.3}, C : 3,Yj - 1,.. . ,d. Comme pour le chapitre prêcédent, en
choisissant les paramètres adéquat via des simulations de Monte-Carlo, nous avons
simulé des données peu mélangées (+), moyennement mélangées (++) et très mé-
langées (+++). Dans Ie tableau suivant, nous récapitulons les paramètres choisis
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Tne. 4.7 - Résultats nxoAens pour l'algorithme EM, sur les différents degrés de mé-
lange si,mulés.

75

Degré de
mélange

Coefficient Pourcentage de
d'accélération mal-classés

-r

++
+++

-70245.r9
-81915.25
-85893.79

275.62
476.L5
612.97

4.54
13.27
19.17

pour chacune des méthodes utilisées.

Méthode Paramètres
Taille des blocs

IEM 0 .5 ,  1 ,  2 .5 ,5 ,10 ,  25  e t  50  %o
Itération Seuils

SpEM I ,2,3 et  4 0.001, 0.005, 0.010 et  0.050
LEM I ,2,3 et  4 0.50, 0.60, 0.70, 0.80, 0.90, 0.95 et  0.99
LEM-D L,2,3 et  4 0.001, 0.005, 0.010, 0.015 et  0.020

Dans le tableau 4.7, nous reportons les résultats moyens obtenus avec l'algo-
rithme EM. Ensuite, dans les tableaux 4.8, 4.9 et 4.10, nous présentons les meilleurs
résultats moyens de chaque méthode accélératrice pour les données peu mélangées
(+), moyennement mélangées (++) et très mélangées (++*), avec les paramètres
correspondant.

Puis, dans les figures 4.6, 4.7 et 4.8, nous décrivons Ie comportement moyen
de ces algorithmes, en fonction de leur paramètres. Nous pouvons en ressortir les
différents points suivants :

- Notre méthode LEM-D est toujours la plus rapide. Même si parfois, elle fournit
de moins bon résultats que EM, ceux-ci n'en sont pas très éloignés.

- Les trois autres méthodes IEM, SpEM et LEM vont parfois moins vite que
EM. Leur intérêt s'en retrouve donc amoindri, car ils obtiennent eux aussi
parfois de moins bons résultats que EM.

- IEM semble être plus performant avec 2 blocs.
- SpEM va généralement le plus vite pour un petit seuil (proche de 0.001) et un

petit nombre d'itérations sporse.
- LEM est plus rapide lorsque le seuil est grand (vers 0.99), mais la partition

ainsi obtenue n'est pas très profitable.
- LEM-D a un comportement variant, et il est difficile d'établir une règle. Une

stratégie utilisant plusieurs seuils est donc envisagée.

4.3 Conclusion

Tout d'abord, nous avons donc décrit ici plusieurs stratégies d'initialisation. Nous
avons comparé trois stratégies différentes. La première est la stratégie standard,
consistant à prendre une partition de départ au hasard. Les deux autres se basent
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Tee. 4.8 - Meilleur (+) et moins bon (-)
ration de I'algorithme EM, sur la rnoyenne
(+).

résultats pour chaque méthode d'accélé-
des 10 tableau,n si,mulés pour Ie méIange

Méthode +
f f i f f i

IEM -70245.04 1.00
SpEM -70245.19 tous

-70279.88 0.50
-70245.19 tous

LEM -70245.L9 presque tous -70245.21 0.5 et 4
LEM-D -70245.59 0.005 et 4 -70247.64 0.020 et 4

d'accélération SpEM L.42 0.01 et 2
LEM 1.56 0.99 et 2
LEM-D 3.14 0.010 et 2

1.00 0.05 et 4
0.83 0.6 et 4
2.95 0.020 et 3

Pourcentage de IEM
mal-classés SpEM

LEM
LEM-D

4.54
4.54
4.54
4.61

5.27
4.54
4.54
4.82

10.00
tous
tous

0.005 et 3

0.50
tous
tous

0.020 et 4

Ten. 4.9 - Meilleur (+) et moins bon (-) résultats pour chaque méthode d'accélé-
rat'ion de l'algori,thme EM, sur la rnoAenne des 10 tableaur si,mulés pour le méIange
,* . ,

Résultat Paramètres Résultats Paramètres
IEM -81915.11 2.50
SpEM -81915.25 tous

-82004.18 0.50
-81915.25 tous

LEM -81915.25 presque tous -81915.26 0.50 et 4
LEM-D -81918.52 0.001 et 1 -81925.09 0.020 et 4

d'accélération SpEM 1.25 0.005 et 2
LEM 1.38 0.99 et 1
LEM-D 4.25 O.005 et 2

mal-classés SpEM 13.21 tous 13.21 tous
LEM 13.2f presque tous 13.23 0.50 et 4

1.02 0.050 et 4
0.69 0.60 et 4
3.94 0.020 et 3

LEM-D 13.93 0.001 et I 14.59 0.020 et 4
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Ftc. 4.6 - Degré de méIange (+) : IEM, SpEM, LEM et LEM-D (Cofficient d'accé-
Iération à gauche et pourcentage de mal-classés à droite). Ici, SpEM trouue toujours
le même pourcentage de mal-classés, c'est pourquoi le graphique est ainsi.
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Ftc. 4.7 - Degré de mélange (++) : IEM, SpEM, LEM et LEM-D (Cofficient d'accé-
Iération à, gauche et pourcentage de mal-classés ù droite). Ici,, SpEM trouue toujours
le même pourcentage de mal-classés, c'est pourquoi le graphique est ai,nsi.
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LEM

Frc. 4.8 - Degré de mélange (+++) : IEM, SpEM, LEM et LEM-D (Coffici'ent
d'accélération à, gauche et pourcentage de mal-classés à droi,te).
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Tne. 4.10 - Mei,lleur
rati,on d,e l' algori,thme
(++).

(+) et moi,ns bon (-)
EM, sur la moyenne

résultats pour chaque méthode d'accélé-
des 10 tableaut si,mulés pour le mélange

Méthode +
Résultat Paramètres Résultats Paramètres

IEM -85874.20 10.00
SpEM -85758.89 0.050 et 2
LEM -85865.84 0.70 et 3
LEM-D -85868.09 0.015 et 3

-86047.27 0.50
-85893.79 presque tous
-85893.80 0.50 et 4
-85910.72 0,020 et 4

Coefficient
d'accélération

IEM
SpEM
LEM
LEM-D

2 . 7 3
t .23
1.36
5.08

0.36
0.94
0.66
4.6r

50.00
0.010 et I
0.99 et 3
0.020 et 4

0.50
0.050 et 4
0.60 et 4
0.010 et 2

Pourcentage de IEM
mal-classés SpEM

LEM
LEM-D

19.23 50.00
19.L7 presque tous

0.50 et 2
0.020 et 1

19.16
19.92

26.66
3t.71
27.53
27.37

10.00
0.005 et 2
0.99 et 4
0.015 et 3

sur I'utilisation d'un algorithme dérivé de EM, mais plus rapide, afin d'obtenir un
point de départ prochedu résultat. Ces deux algorithmes sont CEM et eM, équivalent
à EM, mais avec un critère d'arrêt permettant un nombre d'itérations proche de celui
de CEM.

Ensuite, nous avons présenté des méthodes d'accélération de Ia convergence de
I'algorithme EM. Ces méthodes se basent sur un calcul restreint de probabilités
a posteriori, en mettant de côté un certain nombre d'objets, selon des critères à
définir. Deux méthodes se sont révélées meilleures, Ia première est LEM, consistant
à ne garder que les objets qui ont toutes leurs probabilités t;6 inférieur à un certain
seuil. La seconde est LEM-D, une version dérivée de LEM, qui choisit les objets en
fonction de leur différence moyenne des t;t entre deux itérations, ceux ayant une
faible différence, considérés comme stables, étant écartés du calcul.

Nous présentons dans le tableau 4.11 les résultats de toutes les différentes mé-
thodes étudiées (EM, CEM-EM, eM-EM, IEM, SpEM, LEM et LEM-D) en condi-
tions réelles. Nous avons utilisé pour ceci les tableau de données ADN, Congressional
Votes, Titanic et Mushroom. Nous présentons dans Ie tableau suivant les paramètres
utilisés.

Méthode Paramètres
Taille des blocs

IEM 0 .5 ,  1 ,  2 .5 ,  5 ,10 ,  25  e t  50  %
Itération Seuils

SpEM L,2 ,3  e t  4  0 .001,  0 .005,  0 .010 e t  0 .050
LEM I ,2 ,3  e t  4  0 .50 ,  0 .60 ,  0 .70 ,  0 .80 ,  0 .90 ,  0 .95  e t  0 .99
LEM-D 1,2,3 et  4 0.001, 0.005, 0.010, 0.015 et  0.020

Pour chaque méthode, nous présentons
et Ie paramètrage qui a permis de I'obtenir.
méthodologie particulière pour l'utilisation

le résultat obtenu Ie plus rapidement,
De plus, nous proposons d'utiliser une
de LEM-D (noté (*) put la suite), qui
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185000
180000
175000
170000
165000

Ftc. 4.9 - Euolution des critères BIC (tiret) et AICS (pointillé) sur des données
si,mulées de grande ta'ille, calculés auec la méthode LEM-D (*). Les deur courbes
sont très proches I'une de I'autre.

consiste à prendre rtrh,za : L et seu'il : 0.001, 0.005, 0.010, et lancer 7 fois I'algo-
rithme avec chaque seuil. Les résultats sont présentés dans le tableau 4.11.

La méthode CEM-EM est souvent rapide, mais peut fournir parfois de très mau-
vais résultats (cf Titanic). Cela est dû aux faiblesses de I'algorithme CEM, qui a
parfois tendance à vider les petites classes, particulièrement lorsque les données sont
très mélangées.

Mis à part pour Titanic, notre méthode LEM-D est la plus rapide, tout en
fournissant de très bons résultats. Notons toutefois que pour le tableau Titanic,
Ia waisemblance obtenue par LEM-D est très proche de celle obtenue avec EM,
contrairement à LEM. Les bons résultats de notre de méthode s'obtiennent avec
des seuils différents, selon Ie tableau, ainsi qu'un nombre d'itérations lazg variant.
Par contre, en utilisant notre stratégie d'utilisation de LEM-D, (*), on remarque
que I'accélération proposée est plutôt intéressante et même très proche de celle
obtenue avec un seul seuil, et les résultats sont toujours bons. Elle semble donc très
intéressante à utiliser, afin d'éviter à I'utilisateur de choisir un seuil et un nombre
d'rtêration lazy.

Comme nous I'avons déjà indiqué dans le chapitre précédent, une des utilisations
possibles de cette méthode est Ia recherche du nombre de classes avec un critère
(comme BIC et AIC3), de manière plus rapide qu'avec EM. Nous présentons ici une
illustration, sur des données simulées, avec n : 10000, d : 10, p : {0.5,0.2,0.3} et
ci pour toutes les variables j. Nous avons choisi de prendre des classes moyennement
mélangées (++). Nous reportons dans la figure 4.9 les évolutions des critères BIC
et AIC3, qui nous semblent les plus intéressants. Les deux trouvent le bon nombre
de classes s : 3, en 1046.35 secondes en tout. Pour comparaison, c'est environ le
temps que met EM sur ce tableau en calculant juste les critères pour s : 3. Notre
méthode se montre donc très performante et très rapide.
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Tne. 4.11 - Comparaison de di,fférentes méthodes d'accélération et d'i,ni'tiali'sati,on
de EM. sur des données réelles.

Paramètres L
(en s) d'accélération classés

CEM-EM
eM-EM
IEM
SpEM
LEM
LEM-D
LEM-D

2 5 %
1 , 0 . 0 0 5
1, 0.60

3, 0.001
(* )

9.79
9.70

t6.27
16.28
6.78
3.78
4.13

2.58
2.61
1.55
1.55
3.72
6.69
6. t2

1 3 . 1
13.1
13.1
1 3 . 1
13.1
12.9
13.1

-4464.82
-4464.82
-4464.82
-4464.82
-4464.82
-4464.83
-4464.82

IEM 25 To -4132'48 22'67
SpEM 3, 0.050 -4131.80 13.07
LEM 3, 0.50 -4383.57 1.65
LEM-D 1,0.010 -4135.71 9.65

CEM-EM
eM-EM

CEM.EM
eM-EM

-4564.92 2.73
-4t32.07 16.79

-82507.50 89.50
-82507.50 283.63

-150987.70 1080.89
-150987.58 1510.76
-150995.17 529.04
-150986.33 475.65
-151138.49 557.04
-151189.60 226.53
-151089.06 265.20

7.79 54.0
t .27  22 .7
0.94 22.4
1 .63  22 .7

12.89 22.7
2.20 22.7

5.43 4.8
I .7L  4 .8
2 .10  4 .8
1 .66  4 .8
1 .51  4 .8
3.44 4.9

17.60 72.6
72.59 10,6
36.31  i0 .1
40.00 10.6
34.16 10.6
84.00 10.6
7 t .75  11 .0

LEM-D (*) -4135.83 10.55 2.02 22.7

IEM 50 % -82507.52 230.85
SpEM 1, 0.050 -82507.47 292.20
LEM 1,0.99 -82507.52 321.80
LEM-D 1,0.005 -825L3.28 141.39
LEM-D (*)  -82512.43 155.30 3.13 4'8

CEM-EM
eM-EM
IEM
SpEM
LEM
LEM-D
LEM-D

50 To
1, 0.001
3, 0.99
1, 0.005

(*)
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Chapitre 5

Classification croisée

Lorsque nous sommes en présence de données résultant d'un croisement de deux
ensembles, comme c'est généralement le cas, la classification automatique, telle
qu'elle est couramment pratiquée, privilégie un des deux ensembles en ne faisant
porter la structure recherchée que sur les objets ou les variables. II est bien évi-
dement possible de faire une double classification, en lignes puis en colonnes, et
de croiser les partitions obtenues. Mais dans ce cas, les liens entre les deux parti-
tions ne seront pas forcément mis en évidence. La figure 5.1 (Govaert, 1995) montre
clairement I'intérêt d'une classification croisée. Nous voyons à gauche les données
initiales, au milieu les données réordonnées selon la partition en lignes obtenu avec
un algorithme de type simple, et à droite, le résultat fourni par un algorithme de
classification croisé. Les blocs obtenus ainsi sont très nets et très illustratifs.

A

c
H

B

F

J

D

G

1

E

Ftc. 5.1 - Classi,fi,cati,on simple et classifi,cation croi,sée.

C'est ainsi que des méthodes de classifi.cation croisée ont vues leur apparition.
Elles visent à obtenir des blocs de données les plus homogènes possible, selon des
critères métriques ou probabilistes. Nous nous intéressons dans ce chapitre aux mé-
thodes appartenant au premier groupe. De plus, nous pouvons dissocier deux types
de classification différentes :

- Le premier inclut les algorithmes cherchant simultanément une partition en
lignes et une partition en colonnes. Ainsi, nous présentons les algorithmes
proposés par Govaert (1983) : Croeuc, Crobin et CrokiZ.

A

H

B

F

J

D

L'

I

E

A

B

D

e

u

H

T

J

1 2  3  4  5 6 71 2 t 4 5 6 7 1 4  3  5 ' I  2  6
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- Le second type regroupe les méthodes de classification directe (Hartigan, 1972;
Hartigan, 1975). Celles-ci cherchent à isoler dans les données des blocs homo-
gènes, de toutes tailles, ainsi que des hiérarchies en lignes et en colonnes. Nous
présenterons donc les deux algorithmes One-way splitti.ng et Two-way spli,tti,ng.

5.1 Partitionnement double

5.1.1 L'algorithme Croeuc

L'algorithme Croeuc (Govaert, 1983), appliqué aux données continues, consiste
à optimiser un critère W(z,w,g), où z : (4,. . . ,2") est la partition des objets en
s classes, w : (wt,. . .,w^) la partition des variables eL n'L classes ef g : btk)
une matrice s x rn, qui correspond à un résumé de I'information. La recherche des
partitions optimales z et w se fait grâce à un algorithme itératif. En adoptant la
somme des distances euclidiennes comme une mesure de l'écart entre la matrice
de  données  x  e t  l es  s t ruc tu res  déc r i t es  pa r  z :  (a , . . . , 2 " ) ,  * :  ( t r r , . . . , zn ,n )  e t

S : bt),le problème est de trouver une paire de partition (z,w) et le paramètre

correspondant g, tels que le critère suivant soit minimisé:

w(z,w,s):iËf D@,-sI) ' (5 1)
le:L t=\ àQza j€tu2

où gtk est le centre du bloc *É. II est facile de voir que pour (r,*) fixés, les
valeurs optimales d" (gil sont les moyennes de chaque f appafienant au bloc xf .
Les différentes étapes de I'algorithme Croeuc sont :

1. Démarrer d'une position initiale (20,w0,80).

2. Calculer (z@+t),w("*1),g(c+t)) à part ir de (z( '),w("),g(")):

(a) Calculer (z("+1),w("),g') à partir de (z("),w("),g(");.

(b) Calculer (z("*1),w('+1),g("+1)) à partir de (z("+1),w("),g').

3. Recommencer l'étape 2 jusqu'à la convergence de I'algorithme'

Dans l'étape 2, on utilise l'algorithme de classification standard k-means sur les
Iignes, puis sur les colonnes. A chaque application, on bloque ainsi Ia partition qui

n'est pas à optimiser. Nous cherchons donc à optimiser alternativement les critères
suivants (déduits de 5.1) :

W(z,s,lw): D D t #wt(ut- sI)',
k: I  i€.zp l : l

\- .J.

où uf : "-!#i!, et. tr1.Dc

w (w ,slz) : i, D i #zk(ark - sI)' ,
t : l  j€ur  k :L

. s ' " J
où ur* : 

"# 
(f correspond à la cardinalité). Comme tout algorithme de

classiflcation, crbiÀée ou non, Croeuc nécessite Ia connaissance du nombre de classes.
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Tne. 5.1 - Tableau 5 x 10 i.nitial.

34567
-0.78 -1.09
1.19 0.64
L42 -0.06
1.69 -0.22

-1.35 0.61

0.34 0.53 1.89
1.30 -1.82 -0.88

0.38 -r.75 -0.62
0.52 -7.I7 -1.36

-0.37 0.48 0.90

-0.25 1.48
0.62 -0.64

-0.63 -1.31
0.88 -r.74
0.24 r .27

-0.08 1.06 -0.82
0.02 -r.87 1.18

-0.82 -0.43 1.91
-0.13 -0.64 0.30
-r.r7 0.95 -0.66

Tns. 5.2 - Tableau 5 x 10 réordonné selon les parti,ti,ons obtenus aaec Croeuc.

11023684579
-0.78 -0.82
-1.35 -0.66

-1.09 0.34 -0.25 -0.08
0.61 -0.37 0.24 -r.r7

0.53 1.89 1.48 1.06
0.48 0.90 r .27 0.95

1.19  1 .18
r.42 1.91
1.69 0.30

0.64 1.30 0.62 0.02
-0.06 0.38 -0.63 -0.82
-0.22 0.52 0.88 -0.13

-L.82 -0.88 -0.64 -1.87
-L.75 -0.62 -1.31 -0.43
-r.17 -1.36 -I.74 -0.64

En effet, il est impératif de Ie connaître à l'avance afin de pouvoir lancer I'algo-
rithme. Notons que cet algorithme se réduit à k-means classique lorsque nous nous
restreignons à la recherche d'une seule des deux partitions.

Illustration sur un exemple

Pour illustrer le fonctionnement de I'algorithme Croeuc, nous avons choisi de
l'appliquer sur un exemple. Les données initiales, standardisées, sont présentées dans
Ie tableau 5.1, et de manière réordonnée selon les partitions en lignes et en colonnes
obtenues a,vec Croeuc dans le tableau 5.2. On peut noter qtJeW,no,: 13.737329 est
le critère minimal que I'on a obtenu. De plus, dans le tableau 5.3, nous avons reporté
les centres et les écarts-types pour chaque bloc de données.

5.L.2 L'algorithme Crob'in

Quand les données sont binaires, nous pouvons définir les valeurs de x par dt : L
si I'objet i possède I'attribut j et dn: 0 sinon. Étant donné x, le problème consiste
dans la minimisation du critère suivant

W (z,w,a) lf, - ttrl avec a2* € {0,1}. (5 2)

Tee. 5.3 - Centres et écarts-tgpes obtenus aaec Croeuc, auec les proporti,ons.

t0
1
2
3
1̂*

5

1
5
2
3
4

:ËËr r
k:l (.=t i,€zp je.ta2

Br -0.90 (+ 0.26)
sz 1.28 (+ 0.51) 0.21 (+ 0.60) -1.1e (+ 0.51)



86 Chapitre 5. Classifrcation croisée

Tee, 5.4 - Nogaux et degrés d'homogénéi,té (entre parenthèses) obtenus auec Crobin
sur le tableau bi,nai,re.

â1  0 (0 .71)  1 (0 .8e)
à2  1 (0 .86)  0 (1 .00)

Les différentes étapes de I'algorithme Crob'in sont

1. Démarrer d'une position initiale (20,w0,a0).

2. Calculer (zG+r),w("*l),a("*t)) à partir de (z("),r4,'("),a(")):

(a) Calculer (z("+1),w14,a') à partir de (z("),w('),a(');.

(b) Calculer (z("+1),w('*1),a("+1)) à partir de (z("+1),w("),a').

3. Recommencer l'étape 2 jusqu'à la convergence.

Dans les étapes 2(a) et 2(b), pour trouver les partitions optimalut r(c+l) 
"tr 

*(c*1),
on utilise I'algorithme des nuées dynamiques (Diday 1980) pour optimiser les critères
suivant déduit de (5.2)

a2a2

W(z,alw):  t tDlr i -#r totr l  où uf  :D/n
k:7 iezx l :1

f n a

Jeu l

et W(w,alz) : t t Dl"'r-#rr""Il où ul :D/n,
l:l jeue lc:L

avec ff correspondant à la cardinalité. L'étape 2(a) consiste en I'application de
I'algorithme des nuées dynamiques utilisant la matrice n x rn (u!),la distance .L1
et des noyaux de la forme (ffwp[,...,#w,na["). D" la même manière, l'étape 2(b)
consiste en l'application du même algorithme en utilisant la matrice s x d (uir), la
distance L1 et des noyaux de la forme (#"rotr,, . , ,#r"ot"). Ainsi, à la convergence,
nous obtenons des blocs homogène de 0 ou de 1 en réorganisant les lignes et les
colonnes selon les partitions z et w. De cette manière, chaque bloc xf , défini par
les éléments zf pouli e zr, et j € 1r2, êst caractérisé par atr qui est simplement la
valeur la plus fréquente.

Illustration sur un exemple

De Ia même manière que pour Croeuc, nous avons choisi d'illustrer le compor-
tement de Crobi,nsur un exemple. Nous avons choisi n : 5, d : 10, s : 2, m : 2.
Dans Ia figure 5.2, nous présentons d'un côté la matrice initiale, puis la même ma-
trice réordonnée selon les partitions obtenues avec Crobùn. On peut noter que Ie
critère optimal trouvé est W,no* : 9. Dans le tableau 5.4, nous avons indiqué les
noyaux et les degré d'homogénéité de chaque bloc. On voit ainsi que le bloc x! est
pur (degré d'homogénéité à 1, toutes les valeurs sont égales au mode a!, 0). Par
contre, le bloc x] contient 29 % d'erreur.
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Ftc. 5.2 - Matrice ini,t'iale (à gauche) et réordonnée selon les part'iti,ons obtenues
auec Crobi,n (ù droite). Les I sont gri,sés et les 0 blancs.

5.1.3 L'algorithme Croki,Z

Dans le cas d'un tableau de contingence, ou de tableaux présentant des propriétés
équivalentes, Govaert (1983) a proposé I'algorithme CrolciZ. De la même manière que
pour les deux précédents algorithmes, la méthode utilisée est I'optimisation alternée
de la partition en lignes, puis de celle en colonnes. Pour obtenir ces partitions, on
utilise une variante des nuées dynamiques, en prenant la métrique du 12 et Ie centre
de gravité comme noyau.

On défini donc Ie critère de convergence général par:

6 l

y2 (z ,w ) : Uw- h f  ù2
ïn. ï.t

avec fw:
tw
tiË

Ic:I t:l

Optimisation en lignes. On bloque la partition en colonnes \M et on ne travaille
que sur la partition en lignes z. Pour ceci, on recréé un tableau de contingence U à
partir de 7 de cette manière:

uæ: D tu
i€tttt

Et on cherche donc à optimiser le critère suivant avec I'algorithme basique des
nuées dynamiques simples :

w("):

Optimisation en colonnes. Contrairement à I'étape précédente, on fixe la par-
tition en lignes z et on travaille que sur la partition en colonnes w. On obtient donc
le tableau de contingence V à partir de 7 ainsi:

r t t j :  D tn ,
iezk

Ërn
lc:l iezx

I

DDN
k:L iezx

s

DD"o.
le:\ iê.ztc
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Et on cherche donc à optimiser le critère suivant avec I'algorithme basique des
nuées dynamiques simples :

w(*): DDf t
l:l j€tat

TN

: DD,T.'
t:1' j€rut

:  DD,i
t:I j€tut

5.2 Algorithmes de classification directe

5.2.L L'algorithme One-way spli,tti,ng

Ce premier algorithme divisif, One-way spli,tting, a êtê présenté par Hartigan
(1975). Il fait parti des algorithmes dit de classification directe. Ainsi, au lieu de
proposer seulement une partition en lignes et une partition en colonnes, il propose
un découpage en blocs homogènes des objets. Cet algorithme se concentre princi-
palement sur la partition des objets, en essayant de construire des classes de telle
manière que les variables ont une variance intra-classe inférieure à un certain seuil.
L'idée de base de I'algorithme est de n'utiliser que les variables ayant une variance
supérieure au seuil dans une classe donnée pour découper cette classe.

Avant de décrire les étapes de l'algorithme, nous allons définir quelques notations.
On utilise une matrice de données A(I,J) (1 < / 1 M, L S J S lf)

Les classes en lignes L,2,. . .,KC sont construites telle que la classe .I est détermi-
née par les classes qui la divisent Mi,n(I) et Mar(I). Pour une classe minimale (que
I'on ne peut plus diviser), ces valeurs représentent Ia première et la dernière ligne
de la classe ,I. A Ia fin de I'algorithme, on définit V(-I) I'ensemble des variables qui
ont une variance inférieure au seuil dans .I, et dans aucune autre classe plus grande.

L'algorithme procède par découpages de classes successifs. A I'étape K, lI y a
K classes I(I),1(2),. . . ,I(K) séparant les lignes, qui sont les classes minimales dans
I'ensemble t,2,3,. .  . ,2K-I. Durant l 'algorithme,VII(J)l  est I 'ensemble des variables
avec une variance supérieure au seuil 7 pour toutes classes plus grandes.

Un découpage en deux est effectué sur les classes /(J), en utilisant seulement les
variables dans V[/(J)] q"i ont une variance supérieure au seuil. Les deux nouvelles
classes 2K eI 2K + 1 auront V(zK) : V(zK + 1) défini comme I'ensemble des
variables de /(J) qui ont une variance supérieure à 7 dans /(/). Et donc, VII(J)I
sera changé en I'ensemble des variables de VII(J)I qui auront donc une variance
inférieure à 7 dans /(J). Le découpage s'arrête lorsque tous les ensembles V[I(J)]
contiennent des variables avec une variance inférieure au seuil dans /(J).

L'algorithme peut ainsi être décrit comrne suit:

Étape 1 On fixe le seuil ?, et on démarre avec les objets dans une seule et même
classe. On initialise de la manière suivante : Mi,n(l) : I, Mar(I) : M, K : L,
/ ( 1 )  :  7 ,  L :1  e t  I / ( 1 )  :  { I , 2 , .  .  .  , . ^ / } .
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Etape 2 On cherche à diviser /(I). On calcule la variance pour chaque variable
J {J e VII(L)I} pour tous les objets dans la classe /(r). Si aucune de ces
variances n'est supérieure à ?, alors allez à l'étape 4. Sinon, on va à I'étape 3.

Étape 3 Posons I/I/ I'ensemble des variables qui ont une variance supérieure à ?
pour les objets de 1(I). On applique l'algorithme binary splitti,ng (dérivé de
,k-means, où k:2), sur les objets I, Mi,nlI(L)] < / < MarlI(L)1, décrits par
les variables deVV. On réordonne les lignes de tel sorte que la première classe
comprendra les l ignes I  LJ L* 1, .  .  . ,11,  et  Ia seconde les l ignes I  I  +7, . . . , [U.
On définit les deux nouvelles classes K + I et K *2 avec:

Mi'n(K + 1) : IL, Mat(K + t1 : 71
Mi ,n (K  +2) :  I I  +1 ,  Mar (K  *2 ) :1 ry
MaxlI(L)l : K -r 2, MinlI(L)l : K + t

v(K + 7) : V (K + 2) : VV, Vv@)l : VII(L)I - VV
I (L ) :  K  +L,  I (K +7) :  K  +2

On incrémente K de 1, puis on retourne à l'étape 2.
Étape 4 On incrémente tr de 1. Si , < K, alors on va à l'étape 2. Sinon, on arrête

I'algorithme.

Pour mieux comprendre cet algorithme, nous allons voir son application sur
l'exemple de (Hartigan, 1975), en détaillânt chaque étape. Ce tableau représente le
pourcentage de votes républicains pour les présidentielles, dans certains états du Sud
des États-Unis (Caroline du Sud (SC), Mississippi (MS), Louisiane (LA), Kentucky
(KY), Maryland (MD) et Missouri (MO)), pour plusieurs années (1932, 1936, 1940,
1960, 1964 et 1968). Ici, soit les états, soit les années peuvent être traités comme
variables. Nous choisissons de prendre les années comme variables. Comme toutes
techniques de classification directe, un seuil petit donnera trop de petites classes,
alors qu'un seuil trop grand donnera peu de classes, et de grandes tailles. Le seuil
choisi de 25 correspond à un écart-type de 5, qui semble être une erreur raisonnable
entre états similaires. Nous décrivons les différentes étapes de cet algorithme pour
ce tableau dans la figure 5.3, ainsi qu'une représentation des résultats dans la figure
5.4.

On voit ainsi que les états KY, MD et MO ont Ie même comportement pour cha-
cune des années étudiées. Par contre, les états MS, SC et LA ont un comportement
plutôt différent, mis à part pour I'année 1932 où ils se ressemblent, et pour I'année
1964 où SC et LA sont similaires.

5.2.2 L'algorithme Two-way spli,tti,ng

Le second algorithme divisif que nous allons présenté, appelé Two-way splitti,ng
algori,thm, a aussi êté introduit par Hartigan (1975). De la même manière que I'al-
gorithme précédent, celui-ci fait parti des algorithmes de classification directe, qui
choisit à chaque étape entre une division des objets et une division des variables.
Ce choix se base sur la réduction ma>cimurn de l'hétérogénéité du groupe d'objets
ou de variables divisé. Afin de respecter les contraintes hiérarchiques imposées pour
cet algorithme, les divisions effectuées à une étape ne sont jamais remises en cause
aux étapes suivantes. Cet algorithme ne nécessite pas de savoir à I'avance le nombre
de blocs que I'on veut obtenir.

89
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4342587L4
7 r I14295723

40 40 42 57 36 44
36 37 41 46 35 42
35 38 48 50 36 45

Tableau initial
32 36 40 60

Deuxième découpage
32 36 40 60 64 68

MS
SC
LA
KY
MD
MO

Premier découpage
32 36 40 60 64 686864

68

SC
MS
LA
KY
MD
MO

MS
SC
LA
KY
MD
MO

SC
MS
LA
KY
MD
MO

MS
SC
LA
KY
MD
MO

Dernier découpage
32 36 40 60 64

4

2
,
I

3 4 2 5 8 T t 4
I  4 4 9

11 L4  29 57
J9

23
4U 4U 42 b7 Jtt 44

36 37 4L 46 35 42
35 38 48 50 36 45

Flc. 5.3 - Déroulement de l'algorithme One-way spl'itting, aaec les découpages suc-
cessifs. Les ualeurs enca,drées sont ignorées dans les étapes suiaantes, ca,r la, aariance
de ces blocs est inférieur au seui,l.

32 36 40 60 64 68

4
3  4258714
L 449

58
39

11 L4 29 23

37 39 44 50 36 44

Ftc. 5.4 - Représentation des résultats obtenus auec l'algorithme One-iaay splitting
sur les uotes républi,cains, auec les rnoqennes pour chaque uariable et pour chaque
classe.

Nous allons d'abord décrire les notations utilisées. On travaille sur la matrice
de données A(L,J) (1 < / 1 M,I < J S lf). L'algorithme créé les classes en
lignes I,2, . . . ,K R,les classes en colonnes L,2, . . . ,KC et les blocs de données (sous-
matrices) I,2,...,KD. Le bloc K est la sous-matrice obtenues avec les lignes dans
laclasse IR(K) etlescolonnesdanslaclasse IC(K). Lesclassesenlignesforment
un arbre, où la structure est décrite par une paire Mi,nR(I), MarR(I), qui sont les
deux plus grosses classes inclues dans la classe .[. Dans le cas de classes minimales
(indivisibles pour I'algorithme), ces valeurs seront négatives et représenteront le pre-
mier et le dernier objet de la classe. Les lignes sont réordonnées durant l'algorithme
pour avoir des classes avec des lignes contiguës. Similairement, on aura les classes
en colonnes décrites avec MinC(/) et MarC(I).

Pendant l'algorithme, V R(K) représente la variance moyenne des colonnes dans
le bloc K, etVC(K) Ia variance moyenne des lignes dans ce même bloc. V.R(K)
(respectivement VC(K)) est mis à zéro si toutes les variances des colonnes de K
(respectivement des lignes de K) sont inférieures au seuil. A la fin de l'algorithme,

4 2 5 8 7 t 4
L4 29 57 23

4
2
7

3 4 2 5 8 7 1 4
r  449 ô9

D T

39
t l  t4  29 23

4U 4U 42 b',( JO 44

36 37 47 46 35 42
35 38 48 50 36 45
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ces quantités seront donc nulles.

A chaque itération, une variance moyenne est calculée pour la classe .I en lignes,
en moyennant les VR(K), avec K tel que VR(K) l0 et IR(K): /, que I'on
notera par la suite Rszrn(I)IRDF(/). De la même manière, on définira une variance
moyenne Csum(I)ICDF(I) pour la classe .I en colonnes, en moyennant lesVC(K),
avec K tel que VR(K) I0 et IC(K) : L

L'algorithme peut donc être décrit de cette manière:

Étape 1 On fixe un seuil ? et on démarre avec les objets dans une seule classe,
ainsi que les variables. Ainsi, on initialise les différentes variables ainsi : Kd:
I, MinR(I) :  -1, MarR(l) - -r l j  MinC(I) - -1, MarC(L) : -d. Et
K r  :  I ,  Kc :  1 ,  /À (1 )  :  l ,  IC ( I )  :  I .
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vR(L):Éî;W# où z,:*L*

n d ,vco):tt (*;'ll où z; :lfe
i :r  i :r  n\a - L) o' O

Étape 2 On cherche ici à calculer les variances moyennes de chaque classe en lignes.
On pose Rsum(Lr) : RDF(L7) : 0 VLr. Et,YLd, on aL;

Rsum(I R(Ld,)) + - v R(Ld)(MarC(IC(Ld,)) - Mi,nC(IC(2,@) + t)

RDF(I R(Ld)) f : MarC(IC(Ld,)) - Mi,nC(IC(Ld)) + I

Étape 3 On cherche maintenant à calculer les va.riances moyennes de chaque classe
en colonnes. On pose Csum(Lc) : C DF(Lc) :0VLc. Et,VLd, on a:

Csum(IC(Ld,)) r: VC(Ld)(MarR(IR(Ld,)) - MinR(IR(z,a)) + t)

C DF(IC(LI)) f : ManR(I R(Ld)) - MinR(IR(Ld)) + t

Étape 4 Si la plus grande valeur de Hffi et ffi est égale àzêro, alors, on
stoppe l'algorithme. Sinon, on choisit la classe en lignes ou en colonnes .L qui a
la variance la plus grande. On combine les blocs .Ld, pour lesquels I R(Ld) : L
etVR(Ld) +0 (pour un découpage en lignes) ou pour lesquels IC(Li): L
et VC(Ld) + 0 (pour un découpage en colonnes), en une seule matrice. On
divise cette matrice en deux (en lignes ou en colonnes) avec I'algorithme binary
splitting, et on réordonne les lignes ou les colonnes de façon à avoir des lignes
ou des colonnes contiguës pour chaque classe. Nous avons donc des lignes ou
des  co lonnes  a ins i :  { / 1 , / 1 t  1 , . .  . , 12 }  e t  {12+7 ,12*2 , . . . , / 3 } .

1. pour simplifier l 'écriture, a *:b signifie a: a*b
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Etape 5 Maintenant, les deux nouvelles classes sont définies de cette manière:

découpaee en en colonnes
Kr* Ie tKr *2

Mi ,nR(Kr*1 ) : -71
MinR(Kr +2) :  -12 + |

MaxR(Kr* I ) : -12
MarR(Kr I2): -13

MinR(L) :Kr *L
ManR(L) :  Kr  *2

Kr :Kr *2
v Ld, I R(Ld) : L, V R(Ld) + 0

IR(Ld) :Kr* l
Kd, :  Kd+l

IR(KI) :  Kr  *2
IC(Kd) : IC(L{)

Ensuite, allez à l'étape 2.

Kc* Ie tKc*2
MinC(Kc*1) : -71

Mi ,nC(Kc+2) :  -12+ I
ManC(Kc* l ) : -12
MarC(Kc i2 ) :  -13

Mi'nC(L) : Kc* L
MaxC(L) : Kc* L

Kc :  Kc*2
vLd, IC(L{): L,

IC(L [ ) :  Kc*L
Kd, :  Kd+L

IC(KI ) :  Kc*2
IR(Kd) : IR(Ld)

Afin d'illustrer le comportement de cet algorithme, nous allons l'appliquer sur
I'exemple de (Hartigan, 1975), en détaillant ici aussi chaque étape. Pour ce tableau,
on choisit donc un seuil de variance égal à 25. Le déroulement est ainsi montré dans
Ia figure 5.5, et une représentation des résultats est donnée dans la figure 5.6.

Les premières conclusions sont sensiblement les mêmes qu'avec l'algorithme One-
way splitting (voir 5.4). C'est-à-dire que KY, MD et MO sont similaires pour toutes
les années. L'année 1694 présentent des similarités entre SC et LA. Mais de plus,
on peut aussi voir que les années 1932, 1936 et 1940 sont similaires pour chacun des
états MS, SC et LA, mais les deux premières (1932 et 1936) diffèrent de 1940 pour
les états KY, MD et MO. C'est ici que l'on peut voir Ia différence d'analyse entre les
deux algorithmes. Alors que le premier indiquait un similitude entre les trois états
MS, SC et LA pour 1932 et une différence pour 1936 et 1940, le second algorithme
montre que ces années sont similaires par états, et que chaque état présente un
comportement différent des autres.

Nous voyons donc que Two-way splitti,ng permet de retrouver une structure en
blocs plus fine et plus intéressante que One-way splitti,ng. Nous avons donc décidé de
nous intéresser dans la suite qu'à ce premier algorithme de classification directe. De
plus, traitant les lignes et les colonnes de la même manière, il nous permet d'éviter
de se focaliser sur un des deux ensembles.

5.2.3 Application sur des données binaires

Pour illustration de cet algorithme, nous avons choisi de I'appliquer sur des don-
nées binaires, de taille n :20 et d : 10. Afin de prendre le seuil le plus approprié,
nous avons testé les différentes valeurs de 0.1 à 1.0, par pas de 0.1. Les moyennes
des variances de chaque bloc sont reportées, pour chaque seuil, dans la figure 5.7. A
partir de 0.3, Two-way splitting ne sépare plus les données, et garde un seul bloc.
C'est pourquoi nous avons choisi de retenir un seuil de 0.2.
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MS
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Tableau initial
32 36 40 60 64 68

Deuxième découpage
32 36 40 60 68 64

Quatrième découpage
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Premier découpage
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Tboisième découpage
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Cinquième découpage
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Dernier découpage
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434 25 T4 87
21 .4 49 39 59

577 ITL4 29 23
4U 4U
36 37
35 38

42
47
48

57
46
50

44
42
45

36
35
36

MS
SC
LA
KY
MD
MO

MS
SC
LA
KY
MD
MO

MS
SC
LA
KY

MS
SC
LA
KY
MD
MO

MD
MO

FIc. 5.5 - Déroulement de l'algorithme Two-way splitting, auec les découpages suc-
cessifs

MS
SC
LA
KY
MD
MO

Flc. 5.6 - Représentation réduite des uotes républicains, basée sur les résultats de
l'algorithme Two-way splitting, aaec les rnogennes pour chaque bloc.
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0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

0

Flc. 5.7 - Matrice in'itiale et réordonnée selon les résultats de Two-way splitting
(auec les arbres hiérarchiques associés) et uariances rnoAennes pour chaque seu'il,
pour Ie tableau binaire.

Dans la figure 5.7, nous présentons la matrice réordonnée selon les blocs et les
hiérarchies en lignes et en colonnes fournis par Two-way splitting. Il est très clair que
cet algorithme propose un découpage en blocs clair. Nous allons maintenant étudier
plus en détail le comportement de cette méthode sur des données réelles.

5.2.4 Exemple des Poisson d'Antiard

Présentation

Afin de comprendre les différences que I'on peut obtenir entre Croeuc et I'algo-
rithme Two-way splitting, nous avons appliqué les deux méthodes sut l'exemple des
poissons d'Amiard.

24 mulets (sorte de rougets) ont été répartis dans trois aquariums radio-contaminés
de façon identique. A ces trois aquariums correspondent des durées de contact avec le
polluant radio-actif différentes. Les poissons ont été répartis de Ia manière suivante:

- de 1 à 8 dans le premier aquarium,
- de 9 à 16 dans le deuxième,
- de 17 à 23 dans le troisième.

16 caractéristiques ont été mesurées, et que l'on peut séparer en deux groupes
distincts:

1. Caractéristiques de radio-activité, de 1 à 9, avec dans I'ordre: radio-activité
des yeux, des branchies, des opercules, des nageoires, du foie, du tube digestif,
des reins, des écailles et des muscles.

2. Carantêristiques de taille, de 10 à 16, avec dans I'ordre: poids, taille, Iongueur,
Iongueur standard, largeur de la tête, largeur, largeur du museau et diamètre
des yeux.

0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
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Résultats

Avec la partition en bloc et les moyennes de chacun de ses blocs (voir figure 5.8),
ainsi qu'avec les arbres de découpages successifs en lignes et en colonnes présentés
dans les figures 5.9 et 5.10, nous pouvons faire les observations suivantes:

- Pour les poissons 1 à 4 (ainsi que pour Ie poisson 20), qui ont les caracté-
ristiques de radio-activités les plus faibles, on note qu'ils sont plus grands en
moyenne que le reste des poissons.

- Par contre, les poissons 6, 7, 9, 5 et 8, alors qu'ils présentent une radio-activité
moins importante que la moyenne, ont des tailles inférieures aux autres pois-

SONS.

- Les poissons \2,10,14, 18 et 19 présentent le profil inverse, ils montrent une
radio.activité assez importante et un développement physique en retrait par

rapport aux autres poissons.
- Enfin, les poissons 17, 22 et 2L, bien que présentant des caractéristiques de

radio-activité assez élevées, ont des tailles assez moyennes. Et à I'inverse, les
poissons !2, I0 el 74, ayant une radio-activité moyenne, ont des tailles plutôt

faibles. Et les poissons LI, 23, 13, 15 et 16 ont des tailles moyennes et une
radieactivité plutôt faible.

- En ce qui concerne les variables, l'algorithme arrive à séparer d'un côté les
variables concernant le physique (de 10 à 16), en leur adjoignant la variable
7 (radio.activité des reins), et de I'autre les caractéristiques de radio-activité
(de I à 6, plus 8 et 9), au sein desquelles il fait encore quelques découpages.

Il est ainsi difficile de conclure que la radio-activité a une influence directe sur le
développement des poissons, dans cet exemple. Mais une légère tendance permet de
montrer que les poissons les moins exposés semblent être plus grands que les autres.

Comparaison avec Croeuc

Afin de mieux cerner cet algorithme, nous allons comparer ces résultats à ceux
obtenus avec Croeuc dans un premier temps, puis avec ceux de I'Analyse des Com-
posantes Principales (ou ACP) ensuite. Voici les classes en lignes et en colonnes
obtenues avec Croeuc:

- En lignes

{5 ,6 ,7 ,9 ,14 ] t
{9,  10,  l l ,  12,13, 15, 16, 23}

{12, 18, Lg,2r,  22}

{L ,2 ,3 ,  4 ,20}

95

Z1

Z2

Z3

Z4

- En colonnes

\Ml  :  {1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  8}

w2 :  {10,  11,12,13,  L4,15,  16}

w3 : {5, 6, 7, 9}

Croeuc retrouve plutôt bien la classe des poissons du deuxième aquarium, en
leur ajoutant le poisson 23 (classe 2). Par contre, il découpe le premier groupe en
deux (classe 1 et 4), en leur ajoutant un poisson à chaque (respectivement 14 et 20).
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Enfin, la classe 3 correspond assez bien au troisième groupe de poissons. Pour les
variables, il retrouve parfaitement I'ensemble des caractéristiques de forme dans la
classe 2, et découpe les caractéristiques de radio-activité en 2 classes (classes 1 et
3 ) .

Les plus importantes différences entre l'algorithme Two-way splitting et Croeuc
résident dans l'association que fait le premier entre les poissons 6, 7 avec le 9, et dans
le regroupement des poissons 10 et L4, plus dans une moindre mesure les poissons
5,  8,  12 et  18.

Au vu des deux premiers plans factoriels pour les lignes (figures 5.11 et 5.12),
résultant d'une ACP (analyse en composantes principales), ainsi que le premier cercle
de corrélation pour les colonnes (figure 5.13), on remarque que l'axe 1 est plutôt
lié aux caractéristiques de taille. Les plus grands se trouvent donc dans la partie
droite du plan (poissons I à 4 et 20). L'a>re 2 est lui plus lié aux caractéristiques
de radio-activité (avec une opposition à la variable 6 à noter). Cette opposition
peut se retrouver avec les résultats de TWo-way. En effet, on voit que cette variable
est rapidement éca.rtée de l'ensemble des autres variables de ca,ractéristiques. Ainsi,
dans le tableau résultat (présenté dans la figure 5.8), on voit qu'elle présente un
comportement assez particulier pax rapport aux autres. De plus, on voit très bien
que la variable 7, pourtant caractéristique de radio-activité des reins, est très proche
des variables de taille, ce que n'arrive pas à détecter Croeuc.

Si l'on s'intéresse maintenant aux plans factoriels L et 2, on peut constater les
choses suivantes, qui vont dans le sens des résultats de Two-way splitting:

- Le poisson 20 est bien proche des poissons 1 à 4, alors qu'ils n'étaient pas dans
le même aquarium.

- Les poissons 6, 7 et 9 sont très proches, surtout sur le deuxième plan factoriel.
Il est donc normal q:ue Two-wag splitting les rassemble, au contraire de Croeuc.

- Les poissons 11 et 23 sont tous les deux proches de 6, 7 et 9. Et le groupe {13,
15, 16) est assez visible, surtout sur le plan 2. Tous ces poissons forment de
plus une classe assez compacte.

- Les poissons 5 et 8 sont à côté l'un de I'autre, et proche de 12, 10 et 14.
- Les poissons 18 et 19 sont seuls, ce que retrouve assez bien Two-way splitting.

Pour conclure, grâce aux plans factoriels, on comprend Ia principale différence
entre Croeuc et Two-way splitti,ng:

- Croeuc cherche à faire des classes plutôt sphériques, et linéairement séparable
sur le plan factoriel. Pour cet algorithme, grâce à I'approche mélange, nous
verrons qu'il y a une hypothèse implicite liée à la distribution des données
dans chaque bloc.

- Two-way splitting découpe les groupes en deux étape par étape, ce qui justifie
Ia séparation du groupe de poissons du premier et du deuxième aquarium en
deux groupes distincts. La structure ainsi obtenue est plus fine et plus riche
d'enseignement, mais parfois complexe à analyser.



5.2. Algorithmes de classifrcation directe 0 7

Ë

IO
t-{

s

r-{

ôr
F{

r-{

Fl

D-

oo

$

ôl

t-{

Ftc. 5.8 - Moyennes pl,r blocs des résultats de Two-way splitting sur les poissons
d'Amiard, standardisés, auec un seuil égal ù 1.

oo
F{

<l
Fl r-t

oo

I

$
t-{

:
t -
crl D-

I

t -

-i
c\

I

(o
(o

I

$rq

I

\r)
\
t-{

t-

I

ôIn ti

I

rr)
Â

I

F

æ
ôl
:

tiF
c\

rO

I

t -

I

$

I

F

oq
ôl

ôl-
j

t . -
lo
-

ôr
I

ôl
ôl
ôl

ôln
Ê

F{

.if

-i
I

I

ro

F-{ <{ ôl 6ô O (O b- Or'-r Câ Câ Mî (O tO OO ôl O $ æ t- ôl Fr O!
ôl F-{ ôl Fl Ê{ F{ t-t t-l t-{ t-{ t-{ ôl ôl t-{



98 Chapitre 5. Classifrcation uoisée
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FIc. 5.9 - Découpages success'iues des classes en lignes pour les poissons d'Amiard,
auec Two-wag splitting. Pour éuiter de surcharger, noLts aaons simpffier la notation.
1-23 signifie les poissons de 1 ù 23.
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1-6,8,9 7,10-16

FIc. 5.10 - Découpages successiues des classes en colonnes pour les poi,ssons
d'Amiard, auec Two-wag spli,tti,ng. Pour éuiter de surcharger, nou,s a,uons simpli-

fier la notation. 1-16 signifi,e les aariables de 1 ù 16.

L7 ,,,,

20
2316  ^  34- - L  " - - - - - +

15
11

t2
9

L4

86

57

FIc. 5.11 - PIan factoriel (1,2) des lignes (41 %, 23 %) pour les poissons d'Ami.ard
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FIc. 5.12 - Plan factoriel (1,3) des lignes (lrl %, I %) pour les poissons d'Amiard

F1c.5.13 - Cercle de corrélati,ons (1,2) des colonnes (17 %,23 %) pourlespoi,ssons
d'Am'iard. Les uariables 10, 11, 12, 13 et 1l ont sensiblementles mêmes coordonnées
sur le cercle des corréIations.
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Chapitre 6

Modèles de mélange croisé et
application

Les méthodes proposées par Govaert (1983), présentées dans le chapitre précé-
dent, reposent sur des critères métriques différents suivant le type des données. De
la même manière que pour le cas de la classification simple, il est naturel de savoir si
ces critères sont associés ou non à des modèles de mélange. En effet, cette extension
aux modèles de mélange nous permettrait de mieux appréhender les résultats fournis
par ces algorithmes, et nous donnerait ainsi une justification théorique de ceux-ci.

En utilisant I'approche probabiliste, nous présentons ici un modèle de mélange
croisé pour résoudre le problème de la classification en blocs. En restreignant les
modèles, nous parvenons ainsi à retrouver les critères optimisés par les algorithmes
Croeuc et Crobin, et à .leur donner un sens probabiliste. De plus, nous introduisons
une nouvelle méthode de classification croisée hiérarchique, noté HBCM, qui cherche
simultanément une hiéra,rchie en ligne et une hiérarchie en colonne.

Enfin, dans I'optique Fouille de Données qui nous motive, nous étudierons deux
stratégies de combinaison d'algorithmes de type classification croisée, sur des don-
nées simulées. En premier lieu, nous aborderons Ia possibilité d'utiliser conjointement
les algorithmes CEM croisé et Two-way splitting. Ensuite, nous aborderons la pos-
sibilité d'étendre la méthode mixte de Wong (1977) au cas croisé, avec modèle de
mélange. Nous terminons par une compa,raison de ces deux approches sur un même
tableau de données réelles.

6.1 Modèle de mélange croisê

6.1.1 Notations

Dans la suite, la matrice des données est notée et définie par x : {(dr);i e
.I and j e J\, où.I est l'ensemble des n objets (individus, lignes) et J est I'ensemble
des d variables (attributs, colonnes). Notre objectif est de trouver pour s et rn
supposés connus un couple de partitions (z,w), avec z : (2r,...,2") une partition
de I'ensemble .I en s classes et w : (wu...,,.xrn) une partition de I'ensemble J en m
classes. Par convenance, nous adopterons les notations suivantes pour une partition z
et qui seront également valables pour une partition w. Une partition z : (2t,. . .,2")
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peut être aussi représentée par z: (2t,. . . ,2n), où z; € {1,.. . ,g} indique la classe
de I'objet 'i. En outrë, zi: /c peut être reprêsenté par z;: (2t,. . .&is) ùvêc zi1": t
Et, zi1, :0 sinon. Ainsi la classe 26 corr€spond à I'ensemble des objets i tel que z; : k
otJ zi1, : I.

6.L.2 Extension

Plusieurs auteurs (Bock, 1979; Govaert, 1983; Hartigan, 1972; Hafiigan, 1975)
ont déjà étudié le cas de la classification croisée, en abordant le problème avec
I'optimisation d'un critère métrique. Se basant sur des distances ou mesures de
dissimilarité simples, ils ont ainsi pu proposé un certain nombre d'algorithmes (dont

Croeuc, Crob'in, Croki2, One-way et Two-way splitting que nous avons précédemment

décrits). L'intérêt des modèles de mélange pour la redéfinition de critères métriques
dans la classification simple nous permet d'envisager de faire la même opération
dans le cas croisé.

Robardet (2002) a proposé une méthode de bi-partitionnement non paramè-

trique, nommée Bi-Clust. Ici, I'objectif est de rechercher un ensemble de bi-clusters
tels que le nombre de relations entre un objet et une modalité d'une variable du
bi-cluster soit maximum, et tel que le nornbre de relations entre un objet et une
modalité d'une variable de bi-clusters différents soit minimum. Notons que dans
l'algorithme proposé, les nombres de classes en lignes et en colonnes sont les mêmes.

Dans l'objectif d'associer un critère probabiliste à un critère métrique tel que

celui de Croeuc (ou encore celui de Crobin), Bencheikh (1992) a proposé un modèle
de mélange croisé en considérant le produit cartésien des deux ensembles I et J
comme un échantillon de taille Card(/) x Card(J) d'une variable à valeurs dans
I'ensemble des réels IR. Puis, elle a étudié le problème du partitionnement sous
I'approche classification dans le cas où les proportions du modèle sont supposées
égales. Bien que la définition du modèle proposé par I'auteur repose sur l'écriture
du modèle de mélange classique, elle ne présente pas de lien avec ce dernier. Dans
le même sens, Bzioui (1999) a présenté un autre modèle de mélange en considérant
que le tableau de données est un échantillon de taille 1. Malheureusement, pour la
maximisation de ces critères, l'auteur a utilisé des algorithmes de type EM. Dans
ces deux approches, à partir des modèles, les auteurs ne justifient pas I'utilisation
de tels algorithmes.

Enfin, récemment, Govaert et Nadif (2003) proposent un modèle à partir duquel
ils ont proposé une extension de Croeuc et de Crobi,n. Dans la suite de ce travail,
nous nous inscrirons dans cette démarche.

6.1.3 Définition du modèle

Nous présentons ici la classification croisée sous l'approche modèle de mélange.
Govaert et Nadif (1993) considèrent que.la distribution des données est représentée
par la fonction de densité de probabilité suivante

p(x,o) : D p@;o)egl'; d),
u€U

(6  1 )
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où U correspond à l'ensemble de toutes les partitions de I'ensemble / x J. Si
nous restreignons ce modèle à l'ensemble Z x W défini par le produit cartésien des
ensembles des partitions de .I en s classes et de I'ensemble J en m classes, qui seront
supposés indépendantes, nous obtenons la décomposition suivante

e(x;0)  :  I  p@;0)p(w;0)e$lz,w;0) .
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(z,w)eZxW

En supposant que les { seront indépendants sachant que z; et wi sont fixés et
en notant 0:  (p,q,o) avec p:  (pr , . . . ,p")  et  q -  (qt , . .  . ,e^) ,  nous obtenons

P(z;0) : fto', '
i : l

d

p(w;o) : fl Ç*,,
j : l

p(xlz,w;0) : fIp,,*,(Co;o),
i r j

où gp2(r,a) est une fonction de densité de probabilité définie sur IR de paramètre
c. Ainsi. nous obtenons le modèle croisé suivant:

e$;o) :

où les densités tp1"2 àppartiennent à la même famille de densités, Ies paramètres p;

et ga sont les probabilités qu'une ligne et une colonne appartiennent respectivement
à Ia kième classe de z et à Ia /ième classe de w.

6.L.4 Approche Classification

Pour traiter le problème de la classification croisée, nous proposons d'utiliser
le modèle proposé précédemment. Comme pour le modèle de mélange classique,
ce problème peut être traité soit sous I'approche estimation soit sous l'approche
classification (Symons, 1981). Ici nous nous intéresserons à la deuxième approche
qui consiste à ma>cimiser Ia log-waisemblance complétée associée à notre modèle et
qui s'écrit:

L 
"(2,w,0) 

: L (x,z,w ; 0) : log (p (z ; 0)p(* ; 0) tp (xlz,w ; 0))

ou encore

f L s d , m

L.(2,w,0) : I D ziplog(p6) + D Drttlos(qz)

(6.2)

i = l  k : l j : I  2=l

n d , s r r l

+ Dt t D zl1"ll ielogpk2(f,;a).
i : l  j : l  k-L t: l

Comme la maximisation de L"(2,w,0) ne peut se faire directement, pour résoudre
ce problème nous proposons d'utiliser une extension de l'algorithme CEM (Celeux
et Diebolt, 1992) qui est une variante classifiante de I'algorithme EM.

t fln,nllq*, lle",n,(4; ù,
(z,w)eZxW i i  i , i
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6.1-.5 L'algorithme CEM croisê

Pour ma>rimiser L.(2,w,0): L"(2,w,(P,g,a)), nous proposons de maximiser al-
ternativement la log-waisemblance complétée avec w et q fixés puis avec z et p

fixés. Si nous supposons en plus que la fonction de densité de probabilitê gp2 admet
une statistique exhaustive zf , en notant u6: (u!,. . . ,uf) et ffw : (#wr,. . .,#w,,),
nous pouvons écrire

L.(2,w,0) : L.(2,0 / w) + g(x,w,q),

, ù a

L"(2,0 f w) : t D rnr\o1 (pk !n(un; a,#w)),
i :r k:l

,b*(ur;a,#w) est la fonction de densité de probabilité de u1 et g(x,w,q) est une
fonction qui ne dépend pas de z. Ainsi, la log-waisemblance conditionnelle L.(z,îlw)
correspond à Ia log-waisemblance associée au modèle de mélange classique, qui

s'écrit

Dpntbo(u;q#w).
&:1

De cette façon, la maximisation de L.(z,w,d) pour w et q fixés est équivalente
à la maximisation de la log-vraisemblance conditionnelle L.(z,?fw), qui peut être
réalisée par I'algorithme CEM appliqué au modèle de mélange (6.3).

Comme précédemment, la log-waisemblance complétée peut aussi s'écrire:

L.(2,w,0) : L.(w,0 I z) + g(x,z,P),

d m

L"(w,0 / z) : t D - t t log(q21b2(vi ; o,#r)).
j : l  t :L

Ici, vi : (u1,...,ai"), on u! est une fonction d'une statistique exhaustive de

{dn; i ,e z*} ,  #z:  (#2t , .  .  .  ,#2")  et  g(x,z,p) ne dépend pas de w.
Cette log-waisemblance conditionnelle L"(w,d f z), qticorrespond à la log-vraisemblance

associée au modèle de mélange classique

în rhrftr.",#z)
t : l

peut être maximisée par I'algorithme CEM appliqué à ce modèle de mélange.

Algorithme

Maintenant, nous pouvons décrire les différentes étapes de I'algorithme.

1. Initialisation avec une solution (z0,wo,oO).

2. Calcul de (z("+t),ïv("*1),4("+t)) à partir de (z("),w("),o(")):

(a) Calcul de (z("+t),O('+1),a') avec I'algorithme CEM sur les données (ur, . . . ,u",)
à Partir de (z("),P('),4(');.

(b) Calcul de (w('+t),q(c*l),o(c*t)) avec I'algorithme CEM sur les données
(tt,  ".  ,vd) à part ir de (w("),q("),a') '

3. Répéter les deux étapes jusqu'à la convergence.

ou

(6.3)

ou
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6.1.6 Application à des donnêes quantitatives

Ici, nous détaillons le modèle de mélange croisé pour des données continues (Go-
vaert et Nadif, 2002). Dans cette situation, Ia distribution de probabilité p*t(n!,i;a)
peut être choisie comme une distribution Gaussienne:

ç*t(d.i;o): a(do;etk,oo\: 
#*r (-# @ - sf")')

où le paramètre a : (gl,g?,.. . ,g?;os2). Dans la suite, nous supposons que le
paramètre réel os est fixé. Un choix judicieux de ce paramètre est discuté plus tard.
Ainsi, la log-vraisemblance complétée est donnée par

L"(2,w,0) : D#trlogpr + t ftw2logQr - ndlog(os\/2r)
k:L t:L

1

2osw(u'* '91' 
(6'4)

t,*xp* *o(ryWl)

zk+L) est définie en maximisant tap, ce qui est équivalent à

3#wt ,  o  t

Effia"-gil ' 
-Iostrt)'
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s r n

w(z,w,s): DD t De - sl) ' .
k=l l=l i€.zx jêuc

La maximisation de L.(2,w,0) est obtenue en maximisant les log-waisemblances
complétées conditionnelles L"(2,0/w) et L"(w,0f z). Ces log-waisemblances sont as-
sociées au modèle de mélange classique, où nous avons

L'algorithme

À l'étape 2(a), l'algorithme CEM calcule (z("+l),p("+l),o'), à partir de (z("),p("),o(");
selon les étapes suivantes:

E-step : Calcul des probabilités a posteriori

I ru{uo, a,#w) : fr,r@'r; gtk,o\l #wù avec ,t, : f i'do
) t:r i:i #wt
)  s  " , 2 ; x d l
| ,1.'t(ui;a,#z): l l o(ri ' gt ,o'l#rn) avec ulo:l -
(  È=1 * i  #zu '

C-step : La partition
minimiser
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M-step : Calcul des paramètres (p("+l),o'), ce qui revient à faire, pour la classe
k :

( rc+r #rf*')
lPi ' ' : - ' ; -

Di.."<"+tt ul
I bil'( #"L.*r)

Alternativement, et de la même manière, une itération de I'algorithme CEM
pour I'étape 2(b) de I'algorithme croisé, qui calcule (w('+t),q(c*l),oc*l) à partir de
(w("),q("),a'), sera décrite ainsi :

E-step : Calcul des probabilités a posteriori

tir,.QtII"*o l+rL4)')
k=r  \  2  \  os  ) l

C-step : La partitrlotr 2(c+1) est définie en maximisant t7z, qui est équivalent à
minimiser

{#zr ,
F^ffit*r- s2à2 - loe(qz)'

M-step : Calculer les paramètt"s (qj"+t),a("+r);, ce qui revient à calculer, pour la
classe /:

L'algorithme Croeuc

Quand les proportions sont supposées égales, il est facile de voir que maximiser
L.(2,w,0) est équivalent à minimiserW(z,w,g) qui est utilisé dans d'autres méthodes
(Hartigan, 1975; Bock, Ig79; Govaert, 1983; Govaert, 1995). Et nous avons une
signification probabiliste du critère optimisê par Croeuc (Govaert, 1983). Ainsi, il
est aisé de prouver que la mæcimisation des deux log-vraisemblances complétées
conditionnelles par I'algorithme CEM est équivalent à Ia minimisation de

W(z,glw) : t t l#w{ul - s')'
k:l  i€.zx t:L

,TL 8

W (w,slz) : t t \ #z*(u'x - sl)".
2=L jeutt lc:L

Ces critères sont utilisés par I'algorithme Croeuc et sont optimisés par I'algo-
rithme k-means, qui est une version restreinte de CEM dans ce cas. Ainsi, notre
approche par modèle de mélange nous perrnet de proposer un algorithme de clas-
sification croisée et de donner un sens probabiliste au critère optimisé par Croeuc.
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Tne. 6.1 - Décomptes d'objets et de uariables mal-classés pour CEM croisé et double
k-means, pour les trois tableaur de données cont'inues simulées (z et w représente
les partitions si,mulées).

Tableau 1
zw

Tableau 2
zv r

Tableau 3
zw

CEM croisé 0
double k-means 0

En effet, celui-ci cherche donc des classes sphériques et de mêrne taille, comme nous

I'avons remarquer dans le chapitre précédent. A partir (6.4), pour estim€r o6, rlotls

prenons ryÈ qui maximise L"(z,w,d). Pour cela, il est suffisant de lancer l'algo-

rithme Croeuc, avant d'appliquer CEM croisé.

6.L.7 Comparaison de CEM croisé et double k-means

Nous allons ici voir I'intérêt d'utiliser une approche croisée, avec CEM. Ce que

nous appelons pax la suite double k-means est Ia double utilisation de cet algorithme,

une fois pour avoir les classes en colonnes, puis pour avoir les classes en lignes. Cette

méthode correspond donc à I'utilisation d'algorithmes de classification simple. Pour

ceci, nous avons simuler trois tableaux différents avecn:1000, d:500, s:7 et

m : 6. La différence entre les derx premiers tableaux se situe sur les centres choisis,

décrits ci-après:

5000
6333900

0
0

5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0
5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 3.5
5.0 5.0 5.0 5.0 3.5 3.5
5.0 5.0 5.0 3.5 3.5 3.5
5.0 5.0 3.5 3.5 3.5 3.5
5.0 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5
3.5 3.5 3.5 3.5 3.5 3.5

5.0 5.0 5.0
5.0 5.0 5.0
5.0 5.0 5.0
5.0 5.0 5.0
5.0 5.0 3.5
5.0 3.5 3.5
3.5 3.5 3.5

5.0 5.0
5.0 4.O
5.0  3 .5
3 .5  3 .5
3 .5  3 .5
3 .5  3 .5
3.5 3.5

5.0
3.5
3.5
3.5
3.5
3.5
3.5

Les proportions sont supposées égales pour toutes les classes (pt: ! "t 
qt: *)

pour les deux premiers tableaux. Pour le troisième tableau, nous avons choisi de
prendre les premiers centres, ainsi que pz : O.6 et qa - 0.6 (avecpk : +V k : 1, . . .,6
et q2 : rtV l, :1, . . . ,5). Nous reportons dans le tableau 6.1 le nombre d'objets mal-
classés en lignes et en colonnes, pour les deux méthodes. Alors que pour le premier
tableau, elles trouvent les mêmes partitions, pour le deuxième tableau, CEM croisé
trouve 5 objets mal-classés en lignes et aucun en colonnes, contre respectivement 63
et 33 pour double /c-means. Pour le troisième tableau, avec les proportions différentes,
CEM croisé retrouvent exactement les partitions simulées en lignes et en colonnes.
Par contre, double k-means ne parvient pas à faire de même, et trouve 90 objets
mal-classés (mais aucune variable). Il est très clair que I'algorithme de classification
croisée CEM croisé est plus nettement plus performant qu'un double k-means.
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6.1.8 Application à des données binaires

Maintenant, nous allons nous intéresser aux données binaires, et décrire le modèle
de mélange associé (Govaert et Nadif, 2003). Dans cette situation, la distribution de
probabilité p*44;a) est la distribution de Bernoulli, qui peut être écrite de cette
manière:

pxt(dr; a) : (ato)'i (t - atol1-'-) .

Ainsi / , \
roeçor(d,; a) : {be ( #n) + los(r - a'Ik)"  \L -  a 'n/

et la log-waisemblance complétée peut être décrite comme suit:

L.(2,w,0) :  D+otos@r) +i+rr los(qz) .ËË #z*#wtrog( l  -of)
t : l k=l L: l

+ 
Ë-r_ËË 

atwitd,*(*)

Comme nous I'avons déjà précisé, la maximisation de L.(z,w,d) est obtenue en
maximisant les log-vraisemblances conditionnelles L.(2,0/w) et L.(w,|fz), associées
au modèle de mélange simple, avec

( n d .

| ,/n(u; at",#w) : fIr[xt(u!; ot*,#rt) avec 
"t, 

: Dritd
I l :L i=l
l 9 n

I 
Ot$t; at,#z) : g,hxt(dx; a\,#zn) avec 4 : D,ood

i : l

où llps(uto;crtx,#wt)est la distribution binomiale de param ètre (ctto,ffwa) et (tf')

est Ie coefficient binomial (identique uu"c ui et ff21,).

L'algorithme

Nous décrivons maintenant une itération de CEM, effectué dans la phase 2(a)
de notre algorithme, et qui calcule (z("+1),p("+l),a') à partir de (z("),p("),a) selon les
étapes suivantes

E-step : Calcul des probabilités a posteriori

tu, æ Pr"fir(t9 @L)i(L - atrl#-t-"1.

C-step :
maximiser

La partitiott ,(c+1) est définie en maximisant t;s qui est équivalent à

î,"ir"r ($,) . 
Ë 

ffzt2ros(r - oD+ rog(pe)
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M-step : Calcul des paramètres (p("+L) d'), ce qui revient à calculer, pour la classe
k

, ,  (c * l )

oo(c+l) - #zÈ
r k n

f 4:r*'"1
t  ^ L t t  i = l
\<tk) :;-G+Li 

- .
#zi, 

'#IDt

Alternativement, une itération de I'algorithme CEM de la phase 2(b), calculant
(w("+1),q("+1),o(c+1); à partir de (w("),O@),a'), avec les étapes suivantes:

E-step : Calcul des probabilités a posteriori

t i t  x Qtg (ff-) @L)i(r - atr l+"r- ' i .

C-step : La partitiss v(c*l) est définie en maximisant tiu qui est équivalent à
maximiser

n  
. 0 ,  - (  a f "  \Dr'rr"s (Ift ) 

.F_ffzkros(L - 
"'à + log(qg).

M-step : Calcul des paramètres (q("+l),a("+1);, ce qui revient à faire, pour Ia classe
k

^(c*r) - #r['*')
'tt 

d
d

E*li*D"I
(o f ;k+t l :  

+"æ

Modèles restreints

Comme nous I'avons vu auparavant, I'approche modèle de mélange, dans Ie cas
de Ia classification croisée, nous permet de définir le critère optimisé par l'algorithme
Croeuc (ainsi que par d'autres méthodes), et ainsi de proposer une explication pro-
babiliste de celui-ci. Maintenant, de la même manière que dans le cas Gaussien,
nous appliquons une paramétrisation de af" du modèle croisé de Bernoulli. Ainsi, la
fonction de densité de probabilité de Bernoulli peut s'écrire:

ç xdf,i ; @'o,rID : @tr1l'l-"i | ( 1 - etrlt-t*i - "'o1

si nous remplaçons chaque atnpar af e {0,1} et eene [0,1/2] avec

I oto : t et e21, : L - otr si af, e lLlz,Il
I oi : 0 et eto : ato si a2* e l0,ll2l.

109
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Après de simples calculs, la log-vraisemblance complétée associée peut ainsi être
écrite de la manière suivante:

L.(z,w,o) :  ÉÉiË zàkwjtror(r ' l^u) tC-r i l
i : t j :r k=t t: l \ r - crc,/

+ ttzi lçwit log(l  -ef)
i,i k,(.
s rfù

+ D#rrlos@*) +l#wtloe(qr).
/c:1 l= l

Comme la phase 2(b) de notre algorithme peut facilement être déduite, nous
décrivons seulement la phase 2(a). Ainsi, les différentes étapes seront

E-step : Calcul des probabilités a posteriori

t* x pr,fi(tfl @201t"!-+-"Él(1 - ezo)#*c-t"!-su2aeat .

C-step : La partitri6n 2(c+1) est définie en maximisant tip, qui est équivalent
maximiser

M-step : Calcul des paramètres (p("+t),(a',e')), qui revient à faire, pour la classe
k :

r n / r ( \ ' n

Dtoe l*lt"i- #rt"'ol+ D ffwflos(r - eb + loe(rk).
2 : l  \ r - ë f r , /  t : L

pf*') :
(otà' :

G'ù',:

z- (c*1)
t'k

t 
"Ïutr, #rf*t) #w(; osinon

l"l - +rf*t)#*r(ot)'l
F r

#rl!*" #rt

où u[: DLrD"*:tzttut Avec cette paramétrisation, nous voyons que chaque
bloc xf est caractérisé par le mode af, et le paramètre e[, qui varie dans I'intervalle

[0,1121, et qui indique le degré d'homogénéité du bloc. On peux noter que (1 -ef)

est simplement la proportion de valeurs dans Ie bloc x[ égales au mode of .
Par commodité, le modèle de mélange ainsi défini est noté lpu,e,e|). Comme

pour le modèle de mélange simple, il est évident que nous pouvons dériver de celui
ci différents modèles, en imposant certaines contraintes sur les paramètres p6, q2
et etp. Les hypothèses différentes sur ces paxamètres conduisent à 16 modèles. Par
exemple, on peut supposer ef tous égaux à ep pour (, : I,. . .,m,, ainsi que des
proportions pp et qa égales respectivement pour k : 7,. . .,s et t : 1,. . .,m. Nous
noterons ce modèle ainsi défini lp,q,e*). Avec cette notation, le modèle l_p,q,eJ est
le modèle le plus simple, tous les ef sont supposés égaux à e, inconnu.
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Lien entre CEM croisé et Crobin

Avec le modèle le plus simple, I'expression de L"(2,w,0)

L"(z,w,o): tog (r=) iiÉ É zi1"wilri
\ r - €,/ ' i :t 

i :7 k:t t:L

est réduite à

- atrl + n,

où D: {nd\og(L -e)-nlogs -dlogm}. En utilisant I'expression du critère de
I'algorithme Crobin, la log-vraisemblance complétée devient

L. (2,w,0) :  log (=)  W(z,w,a)  + D
\ r - e,/

De cette manière, maximiser L"(2,w,0) est équivalent à maximiser log(1-,3 )W (z,w ,a) ,
et donc à minimiser W(z,w,a), car on a log(fr) < 0. Ainsi, il est facile de montrer,
que dans cette situation, l'algorithme CEM croisé est exactement I'algorithme Cro-
bi,ndêcrit dans le chapitre précédent. Les maximisations de L"(z,?fw) et L"(w,0lz)
sont donc équivalentes aux minimisations respectives de W(z,alw) etW(w,af z).

On note qu'à la convergence, le paramètre a peut être estimé à partir de la paire

optimale (z*,w*) par
s n'ù

tDt t l"i-o'*l
k:l e:l i€.zi j elxi

nd

et (1 - e) représente le degré global d'homogénéité. La valeur 1 correspond alors
à une partition en blocs parfaite.

Application sur des données simulées

Pour illustrer Ie bon comportement de cet algorithme, nous I'avons appliqué sur
des données binaires simulées. Pour ceci, nous avons choisi de prendre n : 200,
d : 100, s : 4, m:3 et les noyaux et proportions suivants:

0.2 0.2 0.  6
0.2
0.2
0.2
0.4

Nous avons volontairement choisi des proportions différentes, afin de montrer
l'intérêt de CEM croisé, par rapport à CROBIN. Dans Ie tableau 6.2, nous repor-
tons le croisement des deux partitions obtenues en lignes et en colonnes avec celles
simulées, elles sont identiques. Dans la figure 6.1, nous présentons la matrice simulée
et la matrice réordonnée avec les classes de CEM croisé, Pour ce tableau, CROBIN
ne parvient pas à fournir de partitions sans classes vides. II est donc incapable de
traiter des cas avec des classes de tailles dramaticalement clifférentes.

c -

111
110
100
000
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Tee. 6.2 - Cro,i,sement des partiti,ons en li,gnes (ù gauche) et en colonnes (à, droi,te)
s'imulées z et w, et celles obtenues auec CEM cro'isé, sur les données b'inai,res s'imu-
lées.

CEM croisé CEM croisé
vt/

31 0
0  052
0 17  0

FIc. 6.1 - Matri,ce bi,nai,re ini,tiale (à gauche) et réordonnée (à, droite) selon les
parti,ti,ons en li,gnes et en colonnes fournies par CEM croisé.

z
37 0 0 0
0  0  093
02700
0 0 43 0
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6.2 Méthode hiérarchique de classification croisée
(HBCM

6.2.I Description

La classification hiérarchique classique est une méthode agglomérative de classi-
fication, démarrant avec chaque objet dans sa propre classe. Ensuite, par agglomé-
rations successives des paires de classes les plus proches, elle combine celles-ci pour
n'avoir plus qu'une seule classe à la convergence de l'algorithme, On peut représen-
ter cette séquence par un arbre hiérarchique, qui peut être couper à n'importe quel
niveau, pour fournir un nombre de classes spécifié.

Quand nous avons étudié l'utilisation de la classification croisée, pour partition-
ner simultanément les lignes et les colonnes, une âpproche simple est d'appliquer la
méthode de classification hiérarchique classique sur les objets, puis sur les variables,
séparément. Malheureusement, dans un contexte de classification croisée, nous cher-
chons à utiliser ensemble les informations des objets et des variables afin de mieux
les classifier.

Nous proposons une version croisée de l'algorithme de classification hiérarchique
classique (Nadif et a1.,2002; Jollois et al., 2003), que nous appelons HBCM (pour
Hi,erarchical Block Clustering Method). Dérnarrant avec chaque objet et chaque va-
riable dans leur propre classe, nous cherchons à chaque étape à combiner les deux
classes les plus proches (en ligne ou en colonnes). Les deux classes d'objet les plus
proches zp eL zpt sont regroupées conditionnellement à la dernière pa,rtition en co-
lonne v/, pour former une nouvelle classe zppr, rà,ssêmblant les deux anciennes. Il
en est de même en colonne, avec les classes de variables w2 et wg regroupées dans
une nouvelle classe w2g, selofi la partition en ligne z. Le but est de combiner toutes
les classes en ligne et en colonne entre elles, afin de n'avoir plus qu'une seule classe
d'objets et une seule classe de variables.

Les distances ou mesures de dissimilarité entre les classes d'objets A,(zp,z6,) ou de
variables L,(tus,wp,) sont définies de la même manière. Nous pouvons décrire L,(zp,zp,)
comme suit:

L,(z6,zp,) :  L"(z,î lw) - L.(z' ,0 f w),

où z'est la partition obtenu quand zp et, zp, sont regroupés. Comme L"(z',0f w) 3
L.(z,?fw), il est automatique que A,(2p,4.,) est défini de tel sorte que la waisem-
blance classifiante est minimisée à chaque étape.

A partir de la waisemblance classifiante décomposée selon les classes de cette
manière:

L.(z,olw) : f r"Q1,,eep1
k :L

TN

et L.(w,0lz) : lL"(ws,ïtfz1,
2: I

cette mesure de dissimilarité devient:
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A,(zp,zp,) : L.(2p,0 p I *) + L 
"(2p,,0 n' I *) - L 

"(24p,,0 *' I w). (6 5)
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Puisque L,(zp,zp,) et L,(w1,wa) dépendent seulement des objets et des variables
appartenant respectivement aux classes concernées par Ia fusion, toutes les autres
distances entre les autres classes restent inchangées. De plus, Ies paramètres 0p et 0t,
ainsi que les valeurs de L,(2p,21,,) eL L,(ru2,w2,) dêpendent uniquement des statistiques
exhaustives, qui sont stockées pour chaque classe.

6.2.2 Application aux données continues

Après quelques calculs, et à partir du modèle de mélange Gaussien croisé précé-
demment décrit dans ce chapitre, nous obtenons un modèle de mélange croisé adapté
aux données continues (Nadif et a1.,2002), décrit par

L,(z1r,z1r,) : 
ffi6Qr,rr,)

ou

6(zp,zp,)  :

avec M : diag(#wr, . . . ,#u,n), et 2p et 2p' représentent les moyennes des objets
dans les classes zp at 24,. Notons que A,(zp,z6,) est proportionnel à la distance entre
classes selon le critère de Ward, Comme pour les méthodes classiques, il y a une
simple relation de récurrence, pour mettre à jour Ie coût de regroupement des classes.
Dans la méthode classique, associée au critère de Ward, cette récurrence peut être
décrite de cette manière

n (nr + np,,)6(zp,zk,) + (n*, + np,,)6(2p,,21",,) - np',6(2r,ro,1
L,(2pp, ,21" , ' )  :

2oo2 T L p l r l p * n p , ,

+ (nr + nv)log
TL1ç I TL1"t

* np,,Içg
T 1 , 6 f n p ' l n k , , fi,p j np, -l ny'

où n; : #zn.Une fois que le coût initial de regroupement de chaque paire est
obtenu, I'algorithme peut se dérouler sans avoir à refaire une référence aux données.
Les tailles de chaque classe doivent seulement être retenues et mises à jour. L'espace
total nécessaire pour L,(zp,zp,) décroît quand le nombre de classes diminue.

6.2.3 Illustration de la méthode HBCM

Maintenant, pour illustrer cette méthode, nous utilisons un exemple simple. Dans
le tableau 6.3, nous présentons les pourcentages de votes républicains pour les pré-

sidentielles dans les états du Sud des États-Unis (déjà étudié dans le chapitre pré-

cédent, voir (Hartigan, 1975)). Il est naturel de chercher des classes d'états et des
classes d'années, afin d'analyser Ie comportement des états en fonction des années,
et les années en fonction des états.

Dans le tableau 6.4, nous décrivons I'historique du processus de classification.
Ensuite, grâce aux dendrogrammes de Ia figure 6.2, nous suggérons de prendre 2
classes en lignes et 3 classes en colonnes. Nous pouvons voir le découpage résultant

dans cette figure. Nous voyons que les états MD, MO, KY sont très proches. De

même, Ies années 1932, 1936 et 1940 le sont aussi. Et la différence entre cette classe

ttr: t'n' d2*(21",26,)
#zP'f frzPr
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d'années et celle composée de 1960 et 1968 est principalement due aux états LA,
SC et MS. L'annêe L964 est très particulière et ainsi seule dans sa classe. Il y a une
inversion entre les états MD, MO et KY votant légèrement moins républicains cette
année Ià que les états LA, SC et MS, contrairement à toutes les autres années. On
peut noter qtrc Croeuc lancé avec ces nombre de classes s : 2 et nz : 3 donne les
mêmes résultats.

Tee. 6.3 - Votes républ'ica'ins pour les états du sud des litats-Unis.

32 36 40 60 64 68
MS 4  3  4  258714
sc214495939
LA711t4295723
KY 40 40 42 54 36 44
MD 36 37 4L 46 35 42
MO 35 38 48 50 36 45

Tee. 6.4 - Hi,storique de l'algorithme HBCM (nous reportons'ici Ie critèreW plutôt
que Ie critère L", qu'i sont proporti,onnels).

itération classesformées
L 32 36 14.00
2 KY MO 52.75
3 KY MO MD 96.33
4 32 36 40 189.33
5 60 68 378.00
6 SC LA 808.17
7 SC LA MS 1705,22
8 32 36 40 60 68 40L2.00
9 SC LA MS KY MO MD 11124.03

10 32 36 40 60 68 64 L3715.64

6.2.4 Application aux données binaires

À partir du modèle de mélange binaire croisé précédemment décrit dans ce cha-
pitre, nous obtenons un modèle de mélange croisé pour données binaires (Jollois
et a1.,2003), et nous pouvons décrire Ia log-waisemblance classifiante associé à une
classe avec:

L. (21" ,w,0) :  D Ë f  dor lg(atk)+ (1 -  { )  log(1 -  o tk)
iêzp (.:l j€to2

Ainsi, avec ce calcul et celui de la distance entre deux classes (6.5), on défini les
paramètres de la classe zpp pàr

t #"*af, + ffzp,ato,
dLk , : - f i 21c* f f21 r ,

W
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FIc. 6.2 - Résultats de HBCM
arbres hi,érarchiques associés ) .

Partition
initiale

4r i46  42 ;35
48 !SO 45  136
42 t54  44  t 36

3 - - - - - - - l - - - -

14 i29  23 i57
4  49  39159
4 t25  14  r87

40 60 68 64

sur les uotes républi,cai,ns

Partition
initiale

MD 36
MO 35
KY 40
LA 

- -7

SC2
MS4

(matrice

32

37
38
40
11
1
3

36

réordonnée et

Malheureusement, nous n'avons pas trouvé de formule de récurrence pour ce
modèle, au contraire du modèle Gaussien croisé.

6.2.5 Comparaison entre HBCM et CAH classique, sur des
donnêes binaires réelles

Afin d'illustrer I'algorithme HBCM pottr données binaires, et de plus comprendre
son intérêt par rapport à une CAH simple, nous avons appliquer ces deux algorithmes
sur des données binaires réelles. Ce tableau décrit le diagnostic des images cardiaques
par tomographie d'émission monophotonique (ou SPECT). Chacun des 267 patients
est classé dans deux catégories: normal et anormal. A partir de 44 mesures continues
(par paires au repos et activé), 22 variables binaires ont été obtenues. Ici, nous
utilisons donc le tableau binaire.

Tnn. 6.5 - Croisement de la partiti,on initiale et des partiti,ons obtenues après dé-
coupages des arbres h'iérarchi,ques en li,gne pour CAH et HBCM, pour les données
binai,res SPECT.

Dans la figure 6.3, nous présentons les deux arbres hiérarchiques obtenus pour
les algorithmes CAH et HBCM, sur les patients, Ensuite, dans le tableau 6.5, nous
voyons le croisement entre la partition initiale et les partitions obtenues avec les
algorithmes CAH et HBCM. L'intérêt de l'approche croisée est clairement visible
ici, dans le sens où nous obtenons un taux de mauvais classement de L8.7 To avec
HBCM, contre 25.8 % pour CAH.

6.2.6 Boucles mérovingiennes

Comme autre exemple de comparaison entre une double CAH et notre méthode
HBCM, nous avons choisi un tableau concernant des plaques-boucles de ceintures, du
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FIc. 6.3 - Arbres hi,érarchi,ques des lignes de CAH simple (en haut) et de HBCM
(en bas) sur les données binai,res SPECT.
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i_____

I  r 2  6 1 2  t 6 l l  l {  1 9 1 5 2 5 2 {  l q r  2 0  8  r 0 2 l

Frc. 6.4 - Boucles mérouingi,ennes: données réordonnées selon les résultats obtenus
par une double CAH (à gauche) et par HBCM (ù droite)'

Nord-Est de la France, datant du VIème au VIIIème siècle. L'ensemble est constitué

de 59 boucles sur lesquelles ont été observées la présence ou I'absence (1 ou 0) d'une

sélection de 26 critères techniques de fabrication, de forme et de décor.

Les données réordonnées selon les résultats d'une CAH en lignes et en colonnes, et

des résultats de HBCM sont présentées dans la figure 6.4. Et les arbres hiérarchiques
en lignes et en colonnes sont présentés dans la figure 6.5 pour une double CAH et

dans la figure 6.6 pour HBCM. La répartition des boucles en sept classes et des

spécificités en cinq classes nous est apparue intéressante, et appropriée pour les

deux méthodes.

On voit que certains groupes de boucles sont très liés à certains groupes de

spécifités. Les classes L, 2, 3, 6 eI 7 obtenues avec double CAH sont les mêmes
respectivement que les classes 2, 3, 1, 6 et 7 obtenues avec HBCM. La différence

entre les deux méthodes repose sur les classes 4 et 5 de chacune, ainsi que sur le

regroupement de toutes les classes. Premièrement, on remarque qne HBCM regroupe

dans Ia classe 4 les boucles ayant la valeur 1 dans les classes 2 et 3 en colonnes. Ces

deux blocs sont d'ailleurs purs, car toutes les valeurs sont à 1. Ainsi, la structure
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Flc. 6.5 - Boucles mérouingi,ennes: arbres hiérarchi,ques en l'ignes (en haut) et en
colonnes (en bas), obtenus grâ,ce à une double CAH.
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Frc. 6.6 - Boucles méroui,ngi,ennes: arbres hiérarchiques en I'ignes (en haut) et en

colonnes (en bas), obtenus grô,ce à HBCM.
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fournie par HBCM semble être plus intéressante, car rnoins éparse que celle fournie
par une double CAH.

Les spécificités sont elles aussi regroupées différemment entre CAH et HBCM, Les
classes L, 4 et 5 de la première méthode correspondent respectivement aux classes 1,
2 et 3. Alors que la double CAH regroupe ces classes à Ia dernière itération, HBCM à"
I'avant-dernière étape, en les considérant ainsi comme proches. Cette soiution nous
semble plus cohérente.

Il est donc très clair que cette approche croisée permet de mettre en évidence une
évolution des techniques utilisées pour la fabrication des boucles. Les regroupements
effectués semblent plus en accord, dans l'optique d'une classification croisée.

6.3 Travail sur des grandes bases de données

6.3.1 Combinaison de CEM croisé avec Two-way splitti,ng

Puisque I'algorithme Two-way splitting travaille sur des attributs comparables,
il est possible de Ie combiner avec un algorithme de type CEM croisé. En effet,
ce dernier propose comme résultat une matrice d'information réduite, contenant
les moyennes de chaque bloc. Nous obtenons donc un tableau sur lequel Two-way
splitting peut parfaitement s'appliquer. Ainsi, nous allons utiliser le schéma de la
figure 6,7 pour les combiner.

Flc. 6.7 - Schéma i,llustrati,f décri,uant l'utili,sati,on des algorithmes CEM croisé et
Tw o-way splitti,ng combi,nés ensemble.

De plus, grâce à cette combinaison, nous pouvons nous affranchir du problème
du nombre de classes pour CEM croisé. En effet, lors d'une exécution, il sera alors
judicienx de choisir s et m assez grands. Et ensuite, nous pourrons appliqter Two-
waE splitting sur les centres obtenus et avoir ainsi une structure claire de la matrice
d'information (et donc des données de base).

Pour illustrer la méthodologie présentée, nous avons décidé de I'appliquer sur des
données simulées. Nous avons choisi n : 5000, d: 500, des proportions égales (en
lignes et en colonnes), chaque valeur f est obtenue avec une loi normale N(p,l), où
p est le centre du bloc auquel { appartient. Nous avons pris comme structure de
base la matrice présentée dans Ia figure 6.8 (à gauche).

( t , * )

(nd)
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Pour résumer Ia matrice de données, nous utilisons donc CEM croisé. Nous avons
choisi de prendre s : 10 et rrl :5, afin d'avoir une sous-matrice réduite très simple
à utiliser. Il est bien sûr possible de choisir d'autres nombres de classes, en fonction
de la granularité désirée.

Lorsque nous avons lancé Two-way splitt'ing, nous avons vu que pour un seuil
de 1, il fournit un découpage en bloc approprié, et identique à ceux fournis par les
seuils inférieurs (0.1, 0.2, 0.3, ..., 0.9). Nous avons donc décidé de garder ce seuil
de 1. Dans la figure 6.8, on voit très bien que la structure proposé par Two-way
splitti,ng est la même que celle simulée. Ces résultats sur des données simulées sont
très encourageant. De plus, celle-ci est applicable dans Ie cas où les variables sont
comparables (comme les données de type biopuces, données textuelles, tableaux de
pourcentage, .. .). Nous envisageons donc de tester cette méthode sur des données
réelles, et de plus comparer celle-ci avec notre méthode hybride hiérarchique HBCM
(Jollois et a1.,2003; Nadlf. et a1.,2002).

Ftc. 6.8 - Structure s'imulée (ù gauche) et structure obtenue à l'aide de Two-wag
spli,tti,ng appliquée sur les noAaur donnés par CEM croisé (à droite).

6.3.2 Combinaison de CEM croisé avec HBCM

Exemple de données continues

Notre méthode de classification hiérarchique croisée, bien que plus rapide d'une
double CAH sur les lignes et les colonnes, n'est pas réalisable sur de grands tableaux
de données. Mais, de la même manière que précédemment, il est possible de combiner
I'algorithme CEM croisé avec la méthode HBCM. Ainsi, avec le premier, nous syn-
thétisons I'information en une matrice réduite, et avec le second, nous recherchons
plus précisément le nombre de classes pour chaque ensemble (ligne ou colonne). Il est
évident qu'il faut choisir un nombre de classes suffisamment grand dans la première
partie. Ensuite, une fois que I'on a choisi le nombre de classes à prendre, on relance
CEM croisé avec une partition initiale déduite des résultats précédents.

Comme nous I'avons vu auparavant, un des problèmes majeurs de la classification
est de déterminer le nombre de classes à prendre. Ici, nous proposons de choisir celui-

-1
I

- 1 1

I

- 1

1
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ci en étudiant I'évolution du critère IrZ à chaque étape (proportionnel à -L" dans Ia
méthode HBCAI), et en identifiant le ou les points où un coude apparaît.

Pour illustrer cette méthodologie, nous avons simulé deux tableaux de données
(Set 1 : classes très séparées, Set 2: classes moyennement séparées), avec n : 1000
el d :500, à partir d'un modèle croisé gaussien. Les centres des classes sont respec-
tivement Br et Bz (décrits ci-après), la variance os2 est égale à 1 et les proportions
sont supposées égales en lignes et en colonnes.

8 t : e t  E z :

A partir de ces paramètres, nous obtenons une paire de partitions 2("),w("). Pour
Set 1, nous avons ffz(") :  (138, 143, 150, 138, 136, 156, 139) et #w(") :  (88, 71, 85,
64,79,113)  .  Et  pourset  2 ,  nous avons #zG):  (156,  744,L3I ,131,  145,  153,  140)  et

#w(") : (80,91,90, 84,67,88). Sur les deux tableauxsimulés, nous avons appliqué
CEM croisé avec s* :20 et 7n* :10 (ces valeurs correspondant respectivement à 2
% ùt nombre d'individus et de variables).

Dans la figure 6.9, nous pouvons voir un coude à l'étape 17. Ainsi, nous coupons
les deux arbres à la valeur du critère correspondant à cette étape. De la figure 6.10,
il apparaît clairement que s : 7 et m : 6 sont les nombres appropriés de classes.
Nous avons appliqué une seconde fois CEM croisé à partir d'une partition déduite
par HBCM, et nous obtenons la paire optimale de partitiolT(J.),y(h). Pour évaluer
la performance de notre méthode, nous utilisons les tables croisées qui montrent les
fréquences combinées des deux partitions 2(h),'2@) et des partitions *r(h),w(") (voir
le tableau 6.6). Nous voyons que notre algorithme trouve exactement les partitions
simulées. Notons que nous obtenons les mêmes résultats (non reportés ici) avec un
double k-means, avec s :7 et m: 6.

Flc. 6.9 - Iiuoluti,on du critère auec HBCM pour Set 1 (s* :20 and m* : !0).

De la même manière, nous reportons les résultats pour Set 2 (où les classes des
objets et des variables sont moyennement rnélangées) dans les figures 6.11 et 6.12.
Nous trouvons exactement les mêmes nombres de classes s :7 et m -- 6, ainsi que
de très bons résultats (voir tableaux 6.7 et 6.8). De plus, en comparant les partitions
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Frc. 6.10 - Arbres hi,érarchi,ques pour les lignes et les colonnes, à parii,r des centres
de CEM croisé (Set 1).

Tne. 6.6 - Croisement des partiti,ons en lignes et en colonnes si,mulées (z@ et wG) )
et obtenues o,uec CEM croisé fu(h) et*(n)), pour Set 1.

* (s )uG)

obtenues par CEM croisé (z(â),w(t'); et celles obtenues
(voir tableaux 6.7 et 6.8), on voit clairement notre
beaucoup mieux qu'un double k-means, qui fournit un
mal-classés.

par deux k-means (z(t),w(t);
méthode hybride fonctionne
grand nombre d'observations

0 s 1 0 1 5 2 0 2 5

Frc. 6.11 - liuolution du cri.tère auec HBCM pour Set 2 (s* :20 and m* : t0).

Exemple de données binaires

Puisque nous avons développé les méthodes CEM croisé et HBCM pour ce type de
données, nous allons voir ici une illustration du bon comportement de la combinaison
de ces deux algorithmes. Nous avons simulé un tableau de données de taille n : 1000

et d :100, avec cinq classes en lignes et trois classes en colonnes. Nous avons choisi

z(h)

0
0
0
0
0
0

139

13800000
00001430
00000150
01380000
00013600
00156000
000000

\M(h)

880 0  0  0  0
0 71 0 0 0 0
0  0850  0  0
0 0 0 64 0 0
0  0  0  079  0
00000113
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Flc. 6.12 - Arbres h'iérarchiques pour les li,gnes et les colonnes, à, partir des centres
de CEM croi,sé (Set 2).

Tee. 6.7 - Croisement des parti,ti,ons en li,gnes si,mulées (z{ù ) et obtenues auec CEM
croisé fu{ù 1 et double k-means fu(D 1, pour Set 2.

Tae. 6.8 - Croi,sement des partitions en colonnes s'imulées (*G) ) et obtenues aaec
CEM croisé fu{D1 et doublek-means fu(*)1, pour Set 2.

*(s) * ( s )

de prendre les noyaux suivants:

Le degré d'homogénêité, pour chaque bloc, varie entre 0.3 et 0.4. En premier lieu,
nous cherchons à réduire les données en une matrice d'information de taille réduite
à I'aide de CEM croisé. Pour ceci, nous avons choisi de prendre s : 20 et rrr, : 10
pour l'initialiser. Sur ce résumé, nous avons appliqué HBCM. Les noyaux obtenus
par CEM croisé, et les arbres hiérarchiques en lignes et en colonnes obtenus avec
HBCM sont présenté dans la figure 6.13. I1 apparaît clairement cette méthode est

zft)
156000000
014400000
000131000
000013100
000001450
000000153
001390001

z&)
093063000
000000 r44
1800000113
131000000
001450000
000015210
000001400

\M(h)

91  00000
0000090
0840000
0006700
0088000

w('h)

0000800
91  00000
0000090
0840000
0106600
0088000
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Flc. 6.13 - Matrice d'i,nformati,on obtenue o,aec CEM croi,sé, auec les arbres hié-
rarch'iques en lignes et en colonnes, obtenus o,uec HBCM, sur les données bùnai,res
simulées.

Ten. 6.9 - Croisement entre les partiti,ons si,mulées et celles obtenues auec CEM
croisé.

CEM croisé
CEM croisé

capable de retrouver la structure simulée avec cinq classes en lignes et trois classes en
colonnes. La figure 6.14 montre les données réorganisées selon la partition optimale
obtenue en coupant les arbres hiérarchiques.

Afin de comparer les partitions simulées avec celles fournies par notre méthode,
nous présentons dans Ia table 6.9 les croisements de celles-ci. Les valeurs en dehors
de la diagonale correspondent aux nombres d'objets et de variables mal-classés (8.9
% en lignes et 8% en colonnes).

simulé
i 0 2 5
1 0 0 0
168 L2 0
22 178 3
0 0 2 0 3

I
2 185
07
01
21
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Ftc. 6.14 - Données initi,ales réorganisées selon les parti,tions obtenues aaec HBCM.
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Conclusion et perspectives

La classification est un outil très intéressant, dans un contexte de Fouille des
Données, a,fin d'avoir un résumé informatif de la population étudiée. Malheureuse-
ment, nombre de méthodes proposées sont généralement basées sur une optimisa-
tion d'un critère métrique, avec certains défauts connus. Dernièrement, l'approche
probabiliste, et essentiellement les modèles de mélange, permettent de justifier ces
critères, et d'en proposer d'autres, plus génériques, et remédiant ainsi aux défauts
de ces algorithmes. Nous nous sommes donc tout naturellement inscrit dans cette
approche, en utilisant des algorithmes de type EM. Et comme les donnéeb réelles
sont rarement complètes, nous avons aborder le problème des données manquantes
sous cette approche.

Un des inconvénients majeurs d.'une classification est la connaissance requise du
nombre de classes. Bien évidemment, cette information est généralement peu dispo-
nible, principalement dans Ie cadre Fouille de Données, où le but est d'apprendre à
partir des données. Ainsi, nous avons proposé ici deux méthodes distinctes de choix
du nombre de classes. La première, très classique, réside dans I'utilisation de critères,
afin de tester plusieurs nombres de classes s candidats, et de ne retenir que celui qui
optimise ces critères. Nous en avons comparé certains sur des données qualitatives,
et les deux plus intéressants que nous avons retenu sont BIC et AIC3.

La seconde méthode consiste à tirer partie des deux types de méthodes de clas-
sification non supervisée, la classification simple et hiérarchique. En premier lieu,
nous résumons l'information contenue dans la table en une matrice de taille réduite.
Ensuite, nous recherchons un nombre de classes approprié en appliquant une mé-
thode hiérarchique ascendante sur les classes précédemment obtenues. Une fois ce
nombre s choisi, on lance une dernière fois un algorithme de classification simple,
pour obtenir une partition profitable de la population. Cette approche est connue
depuis longtemps dans Ie cadre d'algorithmes basés sur des critères métriques, nous
I'avons utilisée ici en exploitant les avantages du modèle de mélange. Les résultats
obtenus sont bons, et confirment I'intérêt évident d'une telle méthode.

Comme nous avons vu que l'algorithme EM peut parfois converger lentement
(plusieurs centaines d'itérations, voire milliers), nous avons présenté deux straté-
gies d'initialisation (avec CEM et eM), ainsi que plusieurs algorithmes permettant
d'accélérer cette convergence (IEM, SpEM et LEM). A partir de I'un d'entre-eux,
nous avons développé notre propre méthode LEM-D, qui s'avère plus performante
que les autres. De plus, alors que cet algorithme nécessite un paramètrage (seuil et
nombre d'itérations), nous proposons une méthodologie d'utilisation, qui permet de
retrouver les mêmes coefficient d'accélération que LEM-D, et qui de plus, obtient
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des paramètres et des partitions plus proches de ceux obtenus avec EM. Grâce à de
telles techniques d'accélération, il sera donc possible de tester différents nombres de
classes, en utilisant les différents critères de sélection.

Ensuite, et puisque la classification croisée apparaît maintenant comme un outil
très prometteur dans une optique Fouille de Données, nous avons présenté trois al-
gorithmes de partitionnement double, qui cherchent simultanément des classes en
lignes et des classes en colonnes. Puis, nous nous sommes intéressé à deux algo-
rithmes de classification directe, One-wag et Two-way splitti,ng, cherchant eux aussi
une structure en blocs des données, avec une contrainte hiérarchique sur les deux
ensembles. Ces deux dernières méthodes ne nécessitent pas de connaître le nombre
de blocs à obtenir, et se basent sur un seuil pour leur critère d'arrêt.

Enfin, à la manière de notre démarche dans le cadre classification simple, nous
avons présenté I'utilisation de modèles de mélange croisée, présentant ainsi CEM
croisé, dans le but de donner une justification théorique aux critères optimisés par
Ies algorithmes précédemment cités. Nous avons ainsi pu introduire notre méthode
innovante de classification hiérarchique en blocs, HBCM, permettant de s'afiranchir
de la connaissance du nombre de classes en lignes et en colonnes. Avec ces méthodes
ainsi présentées, nous avons étendu la classification mixte au cas croisé, en combinant
d'une part I'algorithme CEM croisé avec Two-wag spli,tting et en combinant d'autre
part CEM croisé et HBCM. L'intérêt de ces combinaisons s'est montré flagrant, elles
constituent donc des méthodes de recherches de pa,rtitions croisées très intéressantes.

À la suite de ce travail, plusieurs perspectives de travail nous semblent intéres-
santes. Puisque le choix du nombre de classes dans une population sera toujours
un problème ouvert, il peut être intéressant de proposer une alternative aux deux
solutions présentées ici. L'idée serait de partir avec un nombre de classes s choisi
par l'utilisateur, et de faire évoluer celui-ci, avec des règles de création, destruction,
réunion ou division de classes. Cet algorithme serait dérivé de EM et proche de la
version stochastique de celui-ci, SEM, qui ne fait que supprimer des classes. L'ex-
tension proposée permettrait ainsi de pouvoir tester un grand nombre de classes,
en se basant sur la connaissance déjà acquise des données. De plus, I'apport sto-
chastique permettrait de résoudre, partiellement, le problème de I'initialisation de
I'algorithme.

Ici, nous avons présenté I'approche Classification, avec l'algorithme CEM croisé.
Il serait donc intéressant de proposer la version Estimation de celui-ci, qui serait
donc l'algorithme EM croisé. Après avoir défini celui-ci, il serait très intéressant de
pouvoir développer les critères de choix du modèle et de choix du nombre de classes,
tels que BIC et AIC3, dans le cadre de la classification croisée. De plus, il semblerait
utile de proposer une gestion des données manquantes, d'une manière similaire à
celle utilisée ici, pour la classification simple.

Enfin, les méthodes de classification directe présentées dans ce travail, comme
I'algorithme Two-way splitting, reposent sur des critères métriques. Il nous semble
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nécessaire de réflêchir sur la notion d'un modèle de mélange associé à de telles
structures, pour:

- d'une part, apporter un éclairage sur I'algorithme utilisé (Two-way splitting),
et de réaliser une extension de celui-ci pour aborder des situations plus com-
plexes;

- d'autre part, résoudre le problème du choix du seuil, soit en proposant une
solution appropriée, soit en supprimant celui-ci.

L'avantage d'une telle démarche serait aussi de pouvoir, à l'aide de simulations,
tester et valider cette méthode, sur différents types de données (continues, qualita-
tives, binaires, ... ).

Dans le cadre de ce travail, et afin de pouvoir comparer les algorithmes utilisés en
terme de vitesse, nous avons donc du tous les écrire. Pour ceci, après avoir utilisé
C+ + pendant quelques temps, nous nous sommes intéressé à un langage de type
matriciel, nommé IML, avec le logiciel de statistiques ,9.A.9 System (SAS Institute).
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Résumé. La classification est une étape essentielle dans un processus de Fouille
de Données. Les méthodes usuelles que nous décrivons se basent sur des critères mé-
triques. Mais, I'utilisation des modèles de mélange dans la classification est devenue
une approche classique et puissante. En traitant la classification sous cette approche,
à partir des algorithmes de type EM, nous nous sommes intéressés aux problèmes
suivants: recherche du nombre de classes, gestion des données manquantes, straté-
gies d'initialisation et accélérations de I'algorithme.

L'algorithme EM est devenu quasiment incontournable dans l'approche mélange.
Alors que beaucoup de travaux sont effectués sur des données continues, nous avons
choisi de nous intéresser principalement aux données binaires et qualitatives. En
premier lieu, nous avons proposé une étude comparative de critères de choix du
nombre de classes les plus utilisés. Aussi, nous avons développé une méthode hybride
s'affranchissant de ce choix en combinant un algorithme de type EM et un autre de
type hiérarchique.

Pour la gestion des grandes masses de données, nous avons d'abord étudié plu-
sieurs stratégies d'initialisation et d'accêlération de cet algorithme, puis nous avons
proposé une nouvelle variante, très efficace. Enfin, nous nous sommes intéressés à
la classification croisée et directe. Nous avons rappelé les méthodes classiques qui
s'avèrent des cas particuliers de méthodes de type EM issus d'un modèle de mé-
lange croisé. A partir de ce modèle, nous avons proposé une nouvelle méthode de
classification croisée hiérarchique, innovante et performante. Celle.ci, combinée aux
méthodes de type EM, permet de traiter des grandes bases de données.

Abstract. Clustering is an essential step in Data Mining. The classical methods
described here are based on metric criteria. But, the use of mixture model in clus-
tering is now a classical and powerful approach. Tbeating clustering under this ap
proach, with EM type algorithms, we a,re interested in following problems: search
of number of clusters, management of missing data, initialization strategies and
speed-up methods.

The EM algorithm is now a popular and efficient method for clustering with
mixture models. Even though these methods are often focused on continuous data,
we are mainly interested in binary and categorical data. First, we have proposed a
comparative study of used criteria for the choice of the number of clusters. Then,
we have developed an hybrid method, which avoids this choice, combining an EM
type algorithm and a hierarchical algorithm.

To manage large database, we have first studied initialization strategies and
speed-up methods of the EM algorithm. And we have proposed a novel variant, very
efficient. Then, ïve are interested in block and direct clustering. We have described
classical methods, which are particular case of EM type methods, from a block mix-
ture model. Flom this model, we have proposed a new hierarchical block clustering
method, innovative and efficient. Combined with EM type methods, this algorithm
permits to manage large database.
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