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Partant du principe qu'un matériau artificiel comme un béton, ou bien un matériau naturel tel 
qu'une roche argileuse, peuvent être considérés comme des matériaux poreux polyphasiques, au 
sein desquels se produisent des interactions entre les phases solide, liquide et éventuellement 
gazeuse, les équations différentielles régissant le comportement couplé thermo-hydro-mécanique 
ont été établies dans le formalisme défini par Coussy (1995), par une démarche rigoureuse 
s'appuyant sur des arguments thermodynamiques. 

Pour certains problèmes, dans le cas de géométrie unidimensionnelle, une approche linéarisée 
peut être envisagée. Le schéma de résolution pour une étude linéaire est de type semi-explicite : les 
techniques existantes ont été étendues pour pouvoir résoudre des problèmes couplés thermo-hydro
mécaniques et deux méthodes d'inversion numérique des transformées de Laplace ont plus 
particulièrement été étudiées et validées (Stehfest, 1970 ; Piessens et al., 1983). L'intérêt des 
approches semi-explicites est double puisqu'elles permettent de valider les codes de calcul et 
qu'elles sont également très utiles du fait de leur rapidité pour réaliser des études de sensibilité. 
D'autre part, un code aux éléments finis a été développé au LAEGO pour résoudre le système 
d'équations généralement non linéaires. 

Ce cadre théorique et ces outils ont ensuite été mis à profit pour modéliser trois applications 
présentant un fort intérêt industriel, en relation avec Electricité de France. Une première étude 
concerne le stockage des déchets radioactifs de haute activité par le concept de Barrière Ouvragée 
(BO), et s'intéresse à la cinétique de ressaturation. Cette couche argileuse est initialement non 
saturée et s'hydrate progressivement en contact avec le massif environnant pour former une barrière 
autour des conteneurs de déchets. La deuxième étude traite du phénomène de retrait de 
dessiccation : après une étude générale sur des structures en béton idéales, une analyse de la 
ventilation dans une galerie argileuse est proposée pour expliquer le lien entre la dessaturation du 
massif et J'apparition d'une fissuration en paroi de la galerie, comme cela a pu être observé sur le 
site de Tournemire. Enfin, une troisième étude est relative au problème d'isolation thermique des 
murs de bâtiment. Un mur de bâtiment est modélisé comme un ensemble constitué de plusieurs 
couches (plâtre, béton, isolant, enduit) et deux agencements différents sont étudiés (isolation par 
l'intérieur ou J'extérieur). Les fortes variations climatiques extérieures induisent l'apparition de 
contraintes de traction dans le modèle qui peuvent être à l'origine de décohésion entre les 
matériaux. 



On the basis of the princip le that an artificial material like a concrete, or weil a natural material 
such as a clay, can be regarded as polyphase porous materials, in which occur interactions between 
the phases solid, liquid and possibly gas, the differentiai equations goveming the thermo-hydro
mechanical coupled behaviour were established in the formalism defined by Coussy (1995), by a 
rigorous step being based on thermodynamic arguments. 

For certain problems, in the case of one-dimensional geometry, a linearized approach can be 
considered. The diagram of resolution for a linear study is of semi-explicit type: the existing 
techniques were wide to be able to solve coupled problems and two numerical methods of inversion 
of the Laplace transfom1s were more particularly studied and validated (Stehfest, 1970; Piessens et 
al., 1983). The interest of the semi-explicit approaches is double since they make it possible to 
validate computer codes and they are also very useful to make sensitivity analyses thanks to their 
calculation speed. In the other hand, a fini te elements computer code, PARSAT, was developed in 
LAEGO to solve the system of equations which is general! y non-linear. 

This theoretical framework and these tools were then made profitable to mode! three applications 
being of strong industrial interest, in relation to EDF, the French electricity company. A first study 
relates to the storage of the high activity radioactive waste with the concept of Clay Barrier (CB), 
and is interested in the kinetics of ressaturation of the CB. This clay layer is initially not saturated 
and is hydrated gradually in contact with the surrounding rock mass to form a barrier around the 
waste containers. The second application is based on the phenomenon of desiccation shrinkage. 
After a general study on ideal concrete structures, an analysis of distribution in a clay gallery is 
proposed to explain the link between the dessaturation of the rock mass and the appearance of a 
cracking in the wall of the gallery, as it could be observed on the site of Tournemire. Lastly, a third 
study relates to the problem of insulating building wall. A wall is modelled like a unit made up of 
severa! layers (plaster, brick-masonry, polystyrene, rendering) and two different layouts are studied 
(internai or extemal insulation). The strong extemal climatic variations induce the appearance of 
tensile stresses in the mode! which can be at the origin of decohesion between materials. 
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«De nombreux matériaux, tant naturels qu'artificiels, sont des matériaux poreux dont l'espace 
interstitiel est saturé par un ou plusieurs fluides. La compréhension de leur comportement est 
importante dans plusieurs domaines d'application, comme le Génie Civil ou la Géophysique. Ces 
matériaux et les problèmes d'évolution de domaines qui en sont constitués représentent d'ailleurs 
l'objet essentiel d'étude des disciplines plus spécifiques que sont la Mécanique des Sols et la 
Mécanique des Roches.». Ainsi débute l'avant-propos du livre de O. Coussy (1991). Ces quelques 
phrases présentent parfaitement la démarche qui a été choisie pour mener ces travaux de recherche. 
En effet, un matériau artificiel tel que le béton, ou bien un matériau naturel tel qu'une roche 
argileuse, peuvent être considérés comme des matériaux poreux polyphasiques, au sein desquels se 
produisent des interactions entre les phases solide, liquide et éventuellement gazeuse. Ces 
interactions se répercutent sur le comportement du milieu poreux, dont les évolutions thermique, 
hydraulique et mécanique ne peuvent être considérées séparément. 

Coussy ( 1995) propose une loi de comportement couplée thermo-poro-élastique non linéaire 
isotrope, qui est reprise également par Lassabatère (1994, 1998), Olchitsky et al. (1998), Coussy et 
Lassabatère (1995). Pour pouvoir modéliser des problèmes couplés dans le cadre de la mécanique 
des milieux poreux, les équations différentielles régissant le comportement ont été établies dans le 
formalisme défini par Coussy, par une démarche rigoureuse s'appuyant sur des arguments 
thermodynamiques. Par la suite, la démarche qui a été suivie pour résoudre ce système d'équations 
est double. En général, les caractéristiques physiques des matériaux considérés varient de façon non 
linéaire, et un code de calcul aux éléments finis, PARSAT, a été développé au LA EGO pour 
résoudre des problèmes non linéaires partiellement saturés dans le cas particulier de géométrie 
unidimensionnelle. Mais pour certains problèmes, une approche linéarisée peut être envisagée, 
sachant qu'une linéarisation de ce type de problème n'est justifiée que par rapport au critère précis 
choisi pour linéariser et que sa validité ne s'étend pas au delà. Le modèle de référence à partir 
duquel est évaluée la qualité de la linéarisation est le modèle non linéaire. 

Le schéma de résolution pour une étude linéaire est de type semi-explicite : les techniques 
existantes ont été étendues pour pouvoir résoudre les problèmes couplés thermo-hydro-mécaniques. 
Le principe est assez simple puisqu'il consiste à appliquer une transformation de Laplace au 
système d'équations de champ couplées et de rechercher les solutions générales du problème dans 
le domaine transformé. L'étape suivante est un peu plus délicate car la détermination des solutions 
particulières à partir des conditions aux limites conduit à des systèmes den équations à n inconnues 
avec l'entier n qui est souvent proche de la dizaine, ce qui nécessite l'utilisation d'un logiciel de 
calcul formel pour mener à bien les calculs. Ces calculs sont de nature purement analytique, mais du 



fait de la complexité des solutions dans le domaine transfom1é, le recours à des méthodes 
numériques d'inversion des transformées de Laplace s'impose (et justifie le terme de méthodes 
semi-explicites). L'intérêt de telles méthodes semi-explicites est grand car elles permettent de 
valider des codes de calcul et d'étendre la gamme des problèmes accessibles par les méthodes 
analytiques. En outre, du fait de la rapidité des calculs, elles sont très bien appropriées pour la 
réalisation d'études de sensibilité des paramètres des modèles. 

Un travail conséquent sur ces méthodes d'inversion a été nécessaire car la bibliographie propose 
un éventail assez diversifié, et en général, leur simplicité et leur facilité de mise en œuvre sont 
inversement proportionnelles à leur précision et leur stabilité. Deux méthodes ont plus 
particulièrement retenu notre attention : la méthode de Stehfest (1970), qui se présente sous la 
forme des premiers termes d'une série, est très simple et rapide mais ne s'avère essentiellement 
adaptée que pour les problèmes en géométries cartésienne et sphérique. La seconde méthode, 
1 'algorithme de Talbot modifié par Pies sens (Pies sens et al., 1983), est très proche de l'inversion 
analytique : elle opère dans le plan complexe et propose un contour d'intégration particulier qui 
conduit finalement au calcul de trois intégrales. Elle est compatible avec les différentes géométries, 
elle est très stable et précise, mais requiert une mise en œuvre plus conséquente. Une analyse 
critique de ces deux méthodes est présentée à partir de plusieurs problèmes simples. Cela permet de 
montrer d'une part leur limite d'utilisation, mais d'autre part leurs avantages par rapport à des 
méthodes analytiques plus classiques (prise en compte d'un état initial discontinu, de conditions aux 
limites complexes, d'hétérogénéités, ... ). 

Nous avons ainsi à notre disposition un cadre théorique et les outils nécessaires pour simuler le 
comportement couplé de milieux poreux pour des problèmes en géométrie unidimensionnelle. Cette 
simplification au niveau de la géométrie permet de se concentrer sur le comportement du matériau 
et la diversité des couplages qui peuvent le caractériser. Une prise en compte générale de couplages 
thermo-hydro-mécaniques sur des problèmes à géométrie simple est en effet nécessaire pour guider 
les éventuelles hypothèses simplificatrices (découplage, linéarisation) souvent indispensables en 
pratique pour analyser le comportement de structures complexes. Ce problème se pose de manière 
encore plus cruciale dans les milieux poreux partiellement saturés que dans les milieux poreux 
saturés. Ces outils ont été mis à profit pour modéliser trois problèmes présentant un fort intérêt 
industriel. 

En relation avec la Division des Etudes et de la Recherche d'EDF, nous nous sommes tout 
d'abord intéressés au problème du stockage éventuel de déchets radioactifs de haute activité en 
couches géologiques profondes. En France, un tel stockage repose sur un concept multi-barrières : 
une couche d'argile partiellement saturée est placée entre le conteneur de déchets et le massif hôte. 
En contact avec ce milieu saturé, la couche argileuse se ressature progressivement et forme ainsi 
une banière naturelle, dite «Barrière Ouvragée (80)». La cinétique de ressaturation est fortement 
conditionnée par les caractéristiques du massif et de la 80, ainsi que par le dimensionnement de 
1' ouvrage. Cette première étude met 1 'accent sur les processus de diffusion hydrique en négligeant 
les couplages thermiques et mécaniques. Elle s'attache à faire ressortir l'importance relative sur le 
temps de ressaturation des non-linéarités et de la géométrie du modèle (monocouche ou bicouche). 
En outre, elle propose une étude de sensibilité originale réalisée à partir du modèle linéarisé en 
couplant les solutions explicites avec le logiciel PROBAN utilisé par EDF : grâce à des méthodes 
probabilistes, ce logiciel est capable de classifier les facteurs les plus importants sur le temps de 
ressaturation, et apparaît ainsi comme un outil de décision très intéressant pour orienter et cibler les 
investigations expérimentales. 
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La deuxième application concerne le phénomène de retrait de dessiccation qui avait été abordé 
par Lassabatère (1994). Cet auteur a présenté des solutions analytiques du comportement hydro
mécanique linéaire d'un mur de béton et cette étude a été complétée en recherchant des solutions 
semi-explicites pour les deux autres géométries. Le fait de prendre en compte une sphère pleine ou 
un poteau cylindrique modifie nettement la cinétique des processus hydriques et conduit également 
à des profils très différents des variables mécaniques. De façon similaire, on constate dans les 
ouvrages souterrains que des variations d'hygrométrie mettent en jeu des couplages hydro
mécaniques dans le massif rocheux. Une diminution d'humidité relative de l'air ambiant dans une 
cavité profonde se traduit par une dessaturation du massif proche qui peut s'accompagner dans des 
roches telles que des mames et argilites d'une fissuration au voisinage de la paroi, comme cela peut 
s'observer dans la galerie de Tournemire. Cette fissuration peut être attribuée à des effets de 
couplage hydro-mécanique: en effet, une dessaturation est susceptible d'engendrer des variations 
de contraintes de traction. Une étude de la ventilation dans une galerie argileuse est donc 
présentée et montre qu'un modèle couplé non linéaire pem1et bien de traduire les phénomènes 
observés in situ. Elle est complétée par des approches linéarisées qui apparaissent relativement bien 
adaptées pour évaluer les contraintes de traction maximales apparaissant en paroi de galerie. 

Enfin, une dernière étude s'intéresse au problème de l'isolation thermique et hydrique du 
bâtiment. En effet, EDF cherche à revaloriser le chauffage électrique et étudie différentes 
techniques de construction et d'isolation de bâtiments. Ainsi un mur de bâtiment a été modélisé par 
un ensemble quadricouche fom1é d'une couche intérieure de plâtre et une couche extérieure 
d'enduit. Entre les deux, une couche de béton et une autre de polystyrène Uouant le rôle d'isolant) 
sont placées différemment selon le concept d'isolation par l'intérieur (classique) ou par l'extérieur. 
Une telle étude permet de montrer comment les variations climatiques extérieures (thermiques et 
hygrométriques) se répercutent sur le comportement mécanique du mur par le biais des couplages. 
En effet, les couplages peuvent induire des variations de contraintes tangentielles plus ou moins 
fortes selon les matériaux, ce qui peut faire craindre une éventuelle décohésion entre deux 
matériaux due aux fortes discontinuités de part et d'autre de l'interface. En outre, cette étude met en 
évidence l'intérêt du modèle d'isolation par l'extérieur dans lequel la couche de béton est protégée 
de l'extérieur (et de ses fortes variations climatiques) par la couche de polystyrène. De plus, 
1' influence de différents paramètres et scénarios est analysée : outre une étude précise des 
couplages, on s'intéresse également à l'effet du coefficient de Fick sur la diffusion de la vapeur 
ainsi qu'aux conséquences des fluctuations climatiques saisonnières sur le comportement du mur. 

Pour des raisons de clarté, on adopte dans ce mémoire une notation simplifiée pour désigner les 
couplages. Une flèche entre les processus couplés indique le sens du couplage, comme par 
exemple: 

H---7M: Couplage de l'Hydraulique sur la Mécanique. 
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1.1- CADRE THEORIQUE 

1.1.1- Structure du milieu poreux 

En se plaçant dans le cadre de la mécanique des milieux poreux défini par Coussy (1991, 1995), 
un milieu poreux est un milieu constitué d'une matrice solide et d'un espace interstitiel connecté 
saturé par une ou plusieurs phases fluides. Lorsque l'espace poreux est constitué d'un seul fluide, 
on parle de milieu poreux saturé, alors que la présence de plusieurs fluides définit des milieux 
poreux partiellement saturés. Dans l'ensemble des problèmes qui vont nous intéresser, la phase 
fluide des milieux saturés sera assimilée à une phase liquide (figure 1 ), et dans le cas de milieux 
partiellement saturés, nous considérerons un espace poreux fom1é par deux phases, une phase 
liquide et une phase gazeuse, cette demière étant constituée par un mélange de vapeur d'eau et d'air 
sec; de plus, on prendra en compte le phénomène de changement de phase de l'eau sous ses deux 
formes liquide et vapeur (figure 2). 

Phase 
liquide 

Phase solide 

Phase liquide 

Squelette 

Fluide 
interstitiel 

Figure 1. Structure du milieu poreux saturé. 

Phase solide 

chgt <p 
..,... ...,. vapeur 

Phase gazeuse 

mr sec 

Squelette 

Fluide 
interstitiel 

Figure 2. Structure du milieu poreux partiellement saturé. 

Milieu 
poreux 

Milieu 
poreux 

Les interactions entre les différentes phases sont prises en compte par l'intermédiaire d'un 
modèle de comportement couplé. Dans le cas des milieux poreux saturés, on dispose d'une loi de 
comportement thermo-poro-élastique linéaire isotrope, et les travaux utilisant cette loi sont assez 
nombreux dans la bibliographie (Giraud, 1993 ; Chariez, 1995). Pour les milieux partiellement 
saturés, Lassabatère ( 1994) a formulé de manière détaillée un modèle de comportement poro
élastique isotrope non linéaire en conditions isothermes. Le modèle que nous utilisons est le modèle 
thermo-poro-élastique non linéaire isotrope formulé par Coussy ( 1995, chap.l 0). Nous 
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redétaillerons ce modèle en le comparant avec les formulations d'autres auteurs, notamment 
Thomas et al. (1996), Pollock ( 1986) et Moyne (1987). 

1.1.2- Modèle de comportement thermo-poro-élastique linéaire isotrope en milieu saturé 

Coussy (1995) définit le comportement thermo-poro-élastique par l'absence de dissipation 
intrinsèque dans toute évolution et donc de variables internes. Ainsi, l'énergie libre du milieu 
poreux s'exprime uniquement en fonction des variables d'état externes que sont le tenseur des 

déforn1ations ~' la température T, et l'apport de masse fluide m. Sous l'hypothèse des petites 
perturbations, l'auteur donne alors une expression de l'énergie libre qui pern1et d'établir les 
équations d'état du milieu poreux. Dans le cas d'un milieu isotrope, elles se mettent sous la forme 

de relations linéaires liant les variations de contraintes ç:-Q;0 , de pression interstitielle P-P 0 et 
d'entropie volumique S-S0 aux variables d'état: 

2-2, ~ ( K,-
2~ }~·! + 2~~- b(P- P0 )J- 3a0 K0 (T- Tol! 

m P-P 
fi = btr~ + M 

0 
- 3am (T-T 0 ) 

Po 
( 1.1) 

S-S0 -ms~10 =3a0 K 0 tr~-3am(P-P0 )+ ~~ (T-T0 ) 

0 

Ces relations de comportement sont caractérisées par sept variables physiques indépendantes : 

les modules de cisaillement f-1 et d'incompressibilité drainé K0 , le coefficient b et le module M de 

Biot, les coefficients de dilatation thern1ique linéique, drainé CY.._1 et différentielle du fluide par 

rapport au liquide an1o et la chaleur volumique drainée à déformation volumique constante C 
(Coussy, 1991 ). 

On définit ensuite les lois de conduction de la chaleur et de la masse fluide respectivement à 
partir de la loi de Fourier et de la loi de Darcy (exprimée en négligeant les forces de volume): 

( 1.2) 

avec g et M représentant respectivement les vecteurs courant de chaleur et de masse fluide, ÀT et À,, 

les conductivités thermique et hydraulique. 

De plus, les équations cie conservation cie la chaleur et cie la masse fluide s'écrivent (avec Q la 
production volumique cie chaleur interne au milieu poreux) : 

dm cl. -=- IVM 
dt 

T[dS + cliv(s mM)] = -clivq + Q 
dt -

( 1.3) 

Enfin, une dernière équation traduit l'équilibre mécanique (où E représente les etTorts massiques): 

( 1.4) 
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En combinant les équations de conservation et de conduction, et en y introduisant les relations de 
la loi de comportement, on peut établir trois équations de champ : 

- équation de Navier : 

-équation de diffusion de la chaleur: 

1 d' r d ] 1 dP dE, dT 
1\,H 1vlgra P =---+b---3a -

- M dt dt 111 dt 

- équation de diffusion hydraulique : 

'\ d. r dT]- c dT 3 dEy _ T dP _ Q 1\,T lVLgra - + a 0 K 0 T0 3a111 . 0 - dt dt dt 

( 1.5) 

( 1.6) 

( 1.7) 

Les différents termes qui apparaissent devant les opérateurs (dérivation temporelle, divergence, 
gradient) constitue les tem1es de couplages entre les processus thermique, hydraulique et 
mécanique. Suivant le problème étudié, ils ont une importance relative variable mais d'une manière 
générale, ils peuvent être schématisés comme le montre la figure 3. 

Thermique Hydrique 

Mécanique 

Figure 3. Schématisation des couplages thermo-hydro-mécaniques dans le milieu poreux. 

1.1.3 - Modèle de comportement thermo-poro-élastique non linéaire isotrope en milieu non 
saturé 

1.1.3.1 - Etablissement des équations de champ 

Le modèle de comportement couplé thermo-poro-élastique non linéaire que nous prendrons en 
compte sur la base de Coussy ( 1991, 1995) repose sur les hypothèses de base suivantes : 
HO: Hypothèses des petites perturbations. 
H 1 : Comportement isotrope. 
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H2 : Evolutions réversibles. 
H3 : Grains solides incompressibles en conditions isothermes ( K s --) oo ). 

H4 : Liquide incompressible en conditions isothermes ( K lq --) oo ). 

H5 : Changement de phase liquide-vapeur non dissipatif. 
H6 : Vapeur et air sec assimilés à des gaz parfaits. 

Ce modèle constitue une première approche. La principale hypothèse qu'il sera nécessaire de 
réexaminer concerne le comportement réversible du milieu. En effet, de nombreux matériaux 
présentent un comportement irréversible que l'on peut représenter par des modèles poroplastiques 
(Gens, 1995 ; Alonso et al., 1998) ou endommageables (Carmeliet, 1998 ; Shao et al, 1998). 

1.1.3.2- Etablissement des équations de champ 

La loi de comportement couplée thermo-poro-élastique non linéaire isotrope est caractérisée par 
les équations constitutives suivantes : 

avec les coefficients et modules de Biot définis par: 

Pvp 
Mvpvp = Mvplq = Mlqvp = --

<Pgz 

Pas 
Masas = Maslq = Mlqas =-

<Pgz 

M asvp = M vpas = 0 

1 dpcp Pgz 
Mlqlq =----

<Po+ Ev dSiq <Pgz 

( 1.8) 

Les apports de masse des différents constituants mi sont définis par Lassabatère ( 1994 p52) à 
partir des bilans de masse élémentaires : 

mlq = (1 + E, )PJq<PJq- P~1<P?q 

m vp = ( 1 + E' )p vp <P vp - p ~p <P ~P 

mas = (1 +Ev )Pas <Pas - P~s<P~s 

ce qui conduit, sous forme incrémentale, à : 

dmlq = (1 +Ev )d(Piq<Piq) + Piq<PlqdEv 

= p lq (1 + Ev )d<P lq + <P lq (1 + Ev )dp Jq + p lq <P Jq dE, 

= P1qd<P1q + <PiqdPiq + Piq<PlqdEv 

(1.10) 



dmvp ""Pvpd<J>vp +<l>vpdPvp +Pvp<l>vpdEv 

dmas ""Pasd<Pas + <l>asdPas + Pas<PasdEv 

(1.11) 

Les fractions volumiques <Pi (avec i = lq, vp, as) sont caractérisées par (Bear & Bachmat, 1991 
p328 ; Coussy, 1995 p402) : 

t+-,. = volume de la phase i 
'+' , O~<J>i ~ <1>, 

volume total 
(1.12) 

<1> désigne la porosité du milieu poreux, soit le rapport du volume des vides connectés et saturés 

par les différents fluides sur le volume total, et ( 1 - <1>) représente donc la fraction volumique de 

solide. 

On se propose d'établir les trois équations différentielles non linéaires de diffusion régissant les 
variations couplées de température, pression de liquide, pression d'air sec et défom1ation dans le 
cadre défini par Coussy (1995) et sous les hypothèses précédentes. En considérant en outre 
l'équation d'équilibre mécanique, le modèle couplé therrno-hydro-mécanique est ainsi 
complètement défini. Une synthèse est réalisée à partir des différentes formulations relevées dans 
les articles suivants : Pollock (1986), Geraminegad & Saxena (1986), Moyne (1987), Ewen & 
Thomas (1989), Thomas & King (1992), Thomas & Sansom (1995), Thomas & Li (1995), 
Selvaduraï ( 1996), Thomas, He, Sansom & Li (1996), Karmo, Kato & Yamagata (1996), Thomas, 
Rees & Sloper ( 1998). Les différents articles considérés sont caractérisés par le tableau 1. 

Tableau 1. Synthèse des différentes fommlations couplées 

Nature Matériau Porosité Inconnues \jf OU Pep 

Pollock ( 1986) TLVA Limon 0.35 T, S1q, Pgz \If= Piq- Pgz 

Gereminegad & Saxena ( 1986) TLVA Sol T,\jf,P,:u 

Lassabatère ( 1994) MLVA Béton 0.35 Pep = Pgz - Piq 

Moyne (1987) TLVA Béton 0.79 T,X(a*Siq), P,u 

Ewen & Thomas (1989) TLV Sable 0.389 T,\jf \If= (Piq - PgJ; P~q 
Thomas & King ( 1992) TLV Sable 0.389 T,\jf \If= ~~q -rgJ;'Yiq 

Thomas & Sansom (1995) TLVA Sable 0.389 T, \jf, P gz \If= (r Jq - P gJ; 'Y1q 

Thomas & Li ( 1995) TLV Sable 0.415 T, <l>1q \If= (Piq - Pgz ); 'Yiq 

Selvaduraï ( 1996) TLV T, <l>1q 

Thomas et al. ( 1996, cas 1) TLV Sable 0.415 T,\jf \If= (Piq - Pgz ); 'Yiq 

Thomas et al. ( 1996, cas 2) TLVA Limon 0.35 T, \jf, P gz \jf = ~lq - Pgz ); 'Yiq 

Kan no et al. ( 1996) TLV Bentonite 0.333 T,\jf \If = (r lq - P gJ; 'Y1q 

Thomas ct al. ( 1998) TLVA Sable 0.389 T, \jf, Pgz \jf = (Piq - Pgz ); 'Yiq 

avec M: mécanique, T: température, L: liquide, V: vapeur, A: air sec 
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Conservation de la masse d'eau 

L'application du principe de conservation de la masse à la phase liquide (Coussy 1991, (6) p 403) 
permet d'établir l'équation : 

am,q - . ( .. .< ) 

--- -drv\M_ 1q - m1q-0vp 
dt 

(1.13) 

ou encore en terme de saturation en liquide, pmsque c'est cette forme qu'utilisent tous les 
auteurs (sauf Lassabatère, 1994) : 

(1.14) 

Le premier ten11e représente l'emmagasinement de la phase liquide, le second le mouvement de 
cette même phase et le troisième le changement de phase liquide-vapeur. 

Grâce à la loi de comportement, on peut exprimer l'apport de masse liquide en fonction des 
pressions partielles et de la température : 

(1.15) 

Dans cette formulation, la saturation en liquide est une fonction non linéaire de la pression 
capillaire : cette courbe est appelée courbe de pression capillaire. La bibliographie offre différentes 
formes pour la courbe de pression capillaire présentées dans le tableau 2. 

Tableau 2. Quelques formes de courbes de pression capillaire. 
Alonso et al. ( 1998) S1q (pep)= a+ b x (1- Expl- c x Pep J) 
Matériau : argile (BO et argile de Boom) trois constantes a, b, c 
Gens (1995) S lq (p cp ) = a + b X Tanh l- c X p cp j 
Matériau : sol trois constantes a,b,c (a= 1, p. 13 8) 
Ozanam (1988, p.l61) citant Van !-SI~ 
Genuchten simplifié iiT ,~=2 S lq ( P cp) = S lq + 

( )p Matériau : sol 
1 

Pep 

~ + a 9865.65 

Olivella et al. ( 1998) citant Van { r r Genuchten p ]-/, 
s,q (r,,) ~(sm, - smio 1 + [ ~" + smio Matériau : sol 

deux constantes À et P 
Lassabatère ( 1994) 

S lq ~cp ) = [1 + (a X P cp )b ] c Béton PWT p205 et béton CO p209: 
Kan no et al. ( 1996) S1q(Pcp)= Exp(-cxpcplc=-7.9510-5 /y1 

10 



Thomas & King (1992) a 
Ewen & Thomas ( 1989) s,q(Pcp) = ( _

1 
t 

Thomas et al. ( 1996) b + 10 - X Pep 

a=0.0691, b=-2.41, c=0.5714 
BO (données expérimentales CEA) 

s,q(Pcp) = 
a 

Olchitsky (1995) 
a + (10 -4 X P cp t Ajustement avec une loi de type Vachaud 

& Vauclin a=175, b=0.69 
D01mées expéri. (Rakotondratsima, 1995) S1q (Pep)= a- bxExpl-cxp~rj Weibull 
Schistes carton sains, compacts p 116 
Schistes carton broyés-recompactés p 117 

d 
Bentonite compactée p 118 

s,q (Pep)= 
axb + CXPcp 

MMF Données expéri. (Daupley, 1997) d 

Ajustement avec différentes lois 
b+Pcp 

Pour les autres auteurs (Thomas et al., 1996 ; Moyne, 1987) qui formulent la conservation de la 
masse en terme de saturation, 1' influence de la température sur cette loi en conditions anisothem1es 
est introduite par 1' intermédiaire de la tension superficielle (appelée également énergie de surface 
dans le cas d'une interface liquide-gaz) cr qui n'est fonction que de la température et qui est 
indépendante du matériau considéré : 

( ) 
r ( ) cr(T) 

Pep s,q,T =Pep s,q ~ 
cr\T ) 

avec cr( T) = 0. 1 1 71 - 1 . 5 16 1 0-4 T (1.16) 

Dans ce cas, le terme d'emmagasinement peut être développé sous la forme: 

( 1.17) 

Quels que soient les auteurs, on a donc une forme générale du tem1e d'emmagasinement: 

(1.18) 

avec les termes de couplages développés dans le tableau 3 (pour Pollock, le terme de couplage 
avec la température est nul, et le couplage avec la mécanique n'est pris en compte que par 
Lassabatère, 1994 ). 

L'influence de la température sur la courbe S1q-Pcr n'est pas prise en compte dans le modèle que 
nous utiliserons par la suite. Un tel modèle constitue une première approche qu'il faudra compléter 
par les résultats de récents travaux (Olchitsky et al., 1998) utilisant une loi S1q (Pep, T). 
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Tableau 3. Tem1es de couplages de capacité pour la conservation de l'eau liquide. 
Lassabatère Thomas 

c<tl o dStq 
, ( dS,q J lqlq -Ptq<l>-- -Ptq<l> -d-

dpep Pep T 

c<tl o dStq 
0 

( dS,q J lqgz Ptq<l>-d- Ptq<l> -d-
Pep Pep T 

c(ll 3 0 lq 
, [ as,q J lqT - Ptqam 

Piq<l> dT 
Pep 

En ce qui concerne le mouvement de la phase liquide, on tient compte de la loi de Darcy 
généralisée pour expliciter le flux de liquide mais, dans les articles étudiés, on retrouve deux 
écritures de cette loi de Darcy : soit les auteurs considèrent que le potentiel du flux de liquide est 
composé des potentiels de pression de liquide et gravitationnel, tel que Coussy (1991, (82) p 76) le 
précise, soit ils remplacent la pression de liquide par la pression capillaire. Les différentes 
formulations de la loi de Darcy sont regroupées dans le tableau 4. 

Tableau 4. Différentes formulations de la loi de Darcy pour la phase liquide. 
Loi de Darcy pour le liquide 

Pollock ( 1986) M1q = -pfqÀtq grad(p 1q + y1qz) 
Thomas & Sansom ( 1992) 
Moyne ( 1987) 
Lassabatère ( 1 994) M1q = -pfqÀiqgradp1q 

Thomas & al. ( 1996) M lq = -pfqÀiq grad~ep + y1qz) 
Kanno & al. ( 1 996) 
Ewen & Thomas ( 1989) 
Thomas & King ( 1992) 

Lassabatère (1994) néglige la gravité, ce qui se justifie dans le cas du problème qu'il traite. La 
troisième formulation fait intervenir la pression capillaire : cela revient à considérer que la pression 
de mélange reste constante alors que la première est plus générale. De manière à simplifier les 
écritures, on négligera par la suite les termes de gravité. 

Le terme de mouvement de la phase liquide peut donc se mettre sous la forme : 

avec K(IJ - o À 
iqlq - P1q lq ( 1.19) 

La perméabilité relative au liquide est en général une fonction de la saturation ct la viscosité une 
fonction de la température : 

( 
·) kKr~'(s,q) 

À 1q s,q,l = ( ) (1.20) 
llJq T 
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et l'éventail des lois proposées dans la littérature pour la perméabilité relative au liquide est assez 
large (sauf pour les roches). Le tableau 5 en propose quelques exemples. 

Tableau 5. Quelques expressions de la perméabilité relative au liquide. 
Loi linéaire rel ( ) 
(cas particulier a=O : perméabilité 

K 1q S1q = axS1q + ~ 

relative constante) ~ : pem1éabilité relative résiduelle 

Bovet et al. ( 1995, p.160) Kf~'(s,q)= ax(s,q~ a= 1,~ = 5 
Matériau : sol 
Loi de Brooks & Corey citée dans 

( . J213À)/)c) s SIIT 
Schrefler & Zhan (1993) K ret (s ) = tq - tq 
Matériau : sol tq tq 1- si~ 

deux constantes : S ;~ , À Sable: s;~ = 0.2, "A= 2.0 

Loi de Van Genuchten simplifiée citée . \3 

dans Ozanam (1988) Kf~' (s,q) = 
s,q -SI~ 

Matériau : sol 1-S\~ 
Loi de Van Genuchten ( 1980) citée dans s - sirr 
Alonso & Battle ( 1995) p. 361 rel ( ) sirr sn lq 

Ktq Pep = tq + ~ ( ~r-I lb) 
Matériau : sol 1+ axpep 

quatre constantes : ssn 's:~ ,a,b 

Loi de Parker et al. ( 1987) citée dans 
ret( ) 1/2 [ ( (s rlier] Lassabatère ( 1994, p.l68) K1q s1q = s,q x 1- 1- tq 

Matériau : béton 
Le paramètre c est celui utilisé dans 1 'ajustement de 

la courbe de pression capillaire S1q (Pep) 

Alonso et al. ( 1998), voir également Kj-~ 1 (Pep)= [1+ax(Pep~ J Alonso et Battle ( 1995, p.362) 
Matériau : argile (BO et argile de Boom) trois constantes a,b,c ( c=-1) 

Ajustement avec une loi de type rel a 
a=200, b=0.75 Vachaud & Vauclin Ktq (Pep)= 

a+ (1 o-4 x Pep J Matériau argile (BO : données expé.) 
Moyne ( 1987) 

1.463 s,q - o.o7 
4 

Matériau : béton rel ( ) _ K1q s,q -
1.393 

Kanno et al. ( 1996) 
$S1q- 0.05 J Matériau : bentonite compactée Krcl _ q = 2 ou 3, lq -

<1>-0.05 

Thomas & King ( 1992) re 1 ( ) -1 0 ) l:: 2 j 
Ewen & Thomas ( 1989) 

K1q S1q =1.510 ExpaxS1q+bxS 1q 

Matériau : sable a=28.061, b=-12.335 

Pollock ( 1986) 
K rel (s ) = (s,q - 1 y Thomas et al (1996) si 0,1 <S 1q< 1 

Matériau : limon lq lq 0 9 7 
' 

rel ( ) K1q s 1q = o si O<S 1q<O, 1 
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Néanmoins, Olivella et al. (1998) ont montré que, pour des argiles à faible perméabilité, la 
perméabilité intrinsèque ne peut être considérée constante mais fonction du degré de saturation. Un 
modèle à double porosité (macroscopique <l>M et microscopique <)>111 ) est alors introduit : lorsque le 
milieu est presque sec, la porosité macroscopique prédomine alors que la porosité est 
essentiellement microscopique quand on s'approche de la saturation. Avec cette fom1ulation, la 
perméabilité intrinsèque est une fonction exponentielle de la saturation et les auteurs proposent : 

( 1.21) 

avec <l>M = <)> 0 exp(- ~Siq ), <l>o = 0.44, k0 = 10-13, ~ = 4.75 

De la même façon que pour la phase liquide, on applique le principe de conservation de la masse 
à la phase vapeur (Coussy 1991, (7) p 403) : 

dmvp _ . {.... ) 
--- -div\Mvp + mlq--wp 

dt 
( 1.22) 

Chez tous les auteurs (sauf Lassabatère, 1994), on retrouve une formulation en saturation avec 
un flux de vapeur qui est décomposé en deux : 

o d<j> vp _ · (, * * ) o 
P!q ar- -diV\Ivp + Pvp v gz + Ptq<l>Iq--->vp ( 1.23) 

Le premier terme représente l'emmagasinement de la phase vapeur, le second le mouvement 
d'une partie de la vapeur par diffusion du fait d'un gradient de pression de vapeur (loi de Fick/de 
Vries), le troisième le flux d'une partie de la vapeur sous l'effet du mouvement du mélange (loi de 
Darcy généralisée) et le quatrième le changement de phase liquide-vapeur. 

Dans 1 'approche de Lassabatère (1994 ), la masse de vapeur est exprimée à partir de la loi de 

comportement : 

(1.24) 

Les autres auteurs traduisent l'hypothèse selon laquelle la phase liquide est à tout moment en 
équilibre avec la phase vapeur par une équation de la forme (de Vries, 1958): 

( 1.25) 
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Puis par différentiation, on obtient le terme d'emmagasinement sous la forme: 

( 1.26) 

Les expressions développées des tem1es de couplages sont présentées dans le tableau 6. 

Tableau 6. Termes de couplages de capacité pour la conservation de l'eau vapeur. 
Lassabatère Thomas 

c(2) dSiq <PgzMvpPvp ( as,q l $g,M ,,p,, lqlq <PPvp --+ <PPvr -a- + a 
dper PfqRT Pep P1qRT 

c(2) dS 1q <PgzMvpPvp ( as,q l $g,M,,p," lqgz -<PPvp -d-- - <PPvp -- -
0 Pep PfqRT OPep P1qRT 

c(2) 3 vp 
( as,q J lqT - Pvpam 

- <PPvp oT 
2 

Pvp<Pgz ~ o ( ~ Iq vp x ))] Pep 

+ o Pep+ Piq Lo- cm- cm T- To 

+ $ [ h dp~, + p,,r,,M,,) P1qPvp T 

gz ' dT po RT2 
lq 

Différentes méthodes sont proposées pour exprimer le vecteur flux de vapeur. Cette diversité est 
inhérente au fait que 1 'on peut définir un flux molaire et un flux massique, et cela par rapport à une 
vitesse moyenne molaire ou massique. En outre, ces quatre flux peuvent être reliés à différentes 
variables : nombre de moles par unité de volume, masse volumique, concentration molaire, fraction 
massique (Welty et al., 1984 p473 ; Bird et al., 1960 p498). De plus, dans un tel problème avec 
deux phases vapeur et air sec, les définitions des flux de vapeur et d'air sec sont étroitement liées. Il 
est donc nécessaire de définir les différentes variables, vitesses et expressions de flux avant de 
s'intéresser à la formulation choisie par les différents auteurs. 

On peut tout d'abord définir la concentration massique d'un constituant comme le rapport entre 
la masse de ce constituant et le volume du mélange. Elle est aussi appelée masse volumique ou 
densité massique. La concentration massique totale est alors reliée à la concentration massique des 
différents constituants: 

Pgz = P,p +Pas ( 1.27) 

La fraction massique représente alors le rapport entre la concentration massique d'un constituant 
et la concentration massique du mélange : 

(1.28) 
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On peut aussi définir le nombre de moles d'un constituant rapporté au volume de mélange. 
Celui-ci peut, par définition, être relié à la concentration massique, et dans le cas particulier où les 
constituants et le mélange peuvent être considérés comme des gaz parfaits, aux pressions partielles : 

Pvp Pvp n ------
vp- M - RT 

vp 

Pas Pas 
nas =--=-

Mas RT 
( 1.29) 

Enfin, on peut introduire la fraction (ou concentration) molaire qui est définie par les expressions 
suivantes: 

(1.30) 

La définition des flux (tableau 7) peut se faire par rapport à différentes vitesses : 
* ViteSSe moyenne massique v<>z: 
"'" 

* p,,PV + P·1s· V V == -vp <--as V V 
-gz = Cùvp-vp + Cùas-as 

Pgz 

vitesse moyenne molaire v o· 
-V>Z 

Tableau 7. Vitesses et flux des constituants du mélange gazeux. 
Expression 

Vitesse du 
constituant A 
(A= vp, as) 
Flux massique 
de A 
Flux molaire 
de A 
Somme des 
flux massique 
Somme des 
tlux molaires 

Par rapport à des 
axes stationnaires 

M mol V 
-A =nA-A 

* 
M,.p +Mas= Pg, V gz 

M ~1;~)1 + M ::~ol = n gt. V gz 

Par rapport à une vitesse 

moyenne mass1que 

* V -V -A -gz 

* * 
tp +las= 0 

ni* ol* {, ,* ) Lr + la,; = 11 gz \Y g; - Y g; 

(1.31) 

(1.32) 

Par rapport à une vitesse 

moyenne molaire V"z 
"' 

1' p + Ls = P gz V :z - V gz ) 

J mol + J mol = () 
::..,·p '-a,; 

Différentes 
relations entre 
les flux 

Mmol _MA 
-A - M 

A 

1 1: =MA -coA(M_A +M 13 ) 1~ =M~01 -CA(M~ol +M~~ol) 
* * 

MA =li\ + P :\V gz 

Mmol _ 1mol + V 
-A - '--!\ 11 A -gz 
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Ces différentes vitesses s'expriment sous la forme de gradients de différentes variables, d'où les 
expressions de flux suivantes (avec D le coefficient de diffusion massique): 

(1.33) 

(1.34) 

Lassabatère (1994) raisonne avec des vitesses molaires et exprime les flux massiques de vapeur 
et d'air sec en utilisant la relation donnée par Coussy ( 1995, p405) : 

Mvp Mas (,, ) 
----- = <Pgz \Yvp- V as = -FgradCvp 
Pvp Pas 

( 1.35) 

De plus, les flux molaires des constituants du mélange gazeux sont reliés au flux molaire du 
mélange: 

M mol Mmol V Mmol 
-vp +-as = ngz<Pgz-gz = -gz (1.36) 

ou encore, en exprimant le flux molaire du mélange gazeux à partir de la loi de Darcy 
généralisée : 

On peut alors en déduire l'expression des deux flux massiques de vapeur et d'air sec: 

{

M "P = -PvpF(l- Cvp ~rad(Cvp )- PvpÀgz grad(pgJ 

Mas =Pas FCvp grad(Cvp )- PasÀgz grad(Pgz) 

(1.37) 

(1.38) 

Pollock ( 1986) et Moyne ( 1987) explicitent les flux massiques de vapeur et d'air sec (noté j, et ja 
par les deux auteurs) avec un raisonnement basé sur les vitesses massiques en fonction des fractions 
massiques (en citant Bird et al., 1960): 

{J:,: ~D ,.,,,fp,. gr,ad(w,,) 

Ls - D atm fp gz gi ad ( (ùas ) 

et ( 1 .39) 

avec f appelé facteur de résistance à la diffusion par Moyne ( 1987) (il en donne une valeur 
numérique pour le problème qu'il traite) et que Pollock ( 1986) définit de la forme suivante: 

( 1.40) 
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avec 1 un facteur de tortuosité et Datm un coefficient de diffusion moléculaire. 

Les deux flux massiques de vapeur et d'air sec sont donc de la forme : 

{

Mvp: -PgzDatmfgrad(Cùvp~- PvpÀgz.grad(Pgz) 

Mas - PgzDatnJgrad(Cùvp) PasÀgz gtad~gJ 
(1.41) 

Thomas et al. ( 1996) raisonnent également avec les vitesses massiques et ils expriment le flux 
massique de vapeur (noté g,) en fonction du gradient de la masse volumique de vapeur en 
s'appuyant sur les travaux de de Vries (1958) : 

l:p = -Datmnp 1<Jlgz grad~vp) avec 
Pgz 

np= 
Pgz- Pvp 

( 1.42) 

mais leur approche est un peu particulière puisqu'ils considèrent que le flux d'air sec est nul (la 
diffusion de l'air sec ne se fait que par un processus de diffusion du mélange de type Darcy 
généralisé). 

Quel que soit l'auteur, que son raisonnement soit basé sur des vitesses molaires ou massiques, on 
a montré que l'on aboutit toujours à l'expression des flux massiques de vapeur et d'air sec par 
rapport à des axes stationnaires. Les hypothèses de base des différentes formulations étant les 
mêmes, les flux massiques doivent être égaux : 

(1.43) 

On développe alors 1 'expression des flux en fonction des mêmes inconnues : 

- Lassabatère ( 1994) : 

. ( ) [ P vp ) 1 . (__ ) P vp ( ) gtad\Cvp = grad -- = -gtad\.Pvp -~grad Pgz 
Pw Pw Pw 

(1.44) 

De plus, à partir de 1 'équilibre thermodynamique liquide-vapeur, on montre que le gradient de 
densité de vapeur peut s'écrire comme une combinaison linéaire des gradients de température et de 
pressions partielles (les constantes A, 8 et C sont explicitées un peu plus loin) : 

( 1.45) 

d'où l'expression développée du flux de vapeur: 

( 1.46) 
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- Moyne (1987) 1 Pollock ( 1986) : 

On peut écrire le gradient de fraction massique de vapeur en fonction des inconnues, et en se 
servant à nouveau de l'expression générale du gradient de densité de vapeur, on trouve: 

Ivp =-Datmf- 1- Agrad T +Bgrad\Plq +\C-Cvp,.grad\Pgz ~ * P vp ( M vp - M as P vp } ( ) {__ ) ( \_ (__ )~ 
Pvp Mvp Pgz 

(1.47) 

* Si on identifie les expressions des deux flux Ivr et Ivp, on aboutit à une forme unique du 

coefficient F fonction non linéaire des trois inconnues : 

( 1.48) 

où Datm est une fonction non linéaire de T et Pgz (Pollock, 1986 citant Krischner & Rohnalter, 1940 ; 
Moyne, 1987). Le coefficient 't est alors le seul degré de liberté intervenant dans cet expression du 
coefficient de Fick. 

Il faut maintenant, pour expliciter le flux massique de vapeur en fonction des inconnues du 
problème, développer l'expression de Pvr et pour cela, on tient compte de l'hypothèse selon laquelle 
les phases liquide et vapeur sont en équilibre thermodynamique. Par conséquent, on obtient, en 
introduisant les équations d'état du liquide et de la vapeur, l'équation traduisant la loi de Clapeyron 
généralisée (Coussy 1995, p396) : 

1 dpvp 1 dplq vp Jq L 
-------=sm -sm= 
Pvr dT Piq dT T 

(1.49) 

avec L la chaleur latente de vaporisation qui est une fonction de la température et qui peut être 
approchée, dans une gamme de température assez large, par une expression de la forme (Coussy, 
1991,p.409): 

(1.50) 

En effet, loin d'une température cntlque qui est en général nettement supeneure aux 
températures qui concernent les problèmes considérés, ce coefficient~ s'écrit (Bruhat, 1962, p.258; 
Coussy, 1995 p.396) : 

R = Clq- C vp 
1-' rn rn 

avec c~ etc~ les chaleurs massiques du liquide et de la vapeur à pression constante. 

( 1.51) 

Dangla (communication personnelle) propose une forme générale que l'on adopte pour les 
calculs: 
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à partir de laquelle on retrouve la formule de Kelvin établie en conditions isothermes pour 
l'humidité : 

(1.53) 

En adoptant cette formulation, le gradient de pression de vapeur peut donc se mettre sous la 
forme: 

avec les coefficients A, B et C définis par : 

A _ M vpPvp f o (L ( lq vp ~T T ))~ 
- 0 2 IPcp + P!q o- \Cm -Cm .Â - o ~ 

p1qRT 

B = MvpPvp = -C 
PfqRT 

(1.54) 

(1.55) 

Quels que soient les auteurs, en tenant compte de l'expression développée du gradient de 
pression de vapeur, et du flux de vapeur, le terme de mouvement de la vapeur se met sous la forme : 

(1.56) 

avec les termes de couplages présentés dans le tableau 8. 

T bl a eau 8 T ermes d e coup ages d e con d uctlvlte pour d l' a conservatiOn e eau vapeur. 
Lassabatère Thomas 

K(2l 
lqlq (1- cvp )Fp~p Datmnp<J>MvpPvp 

0 
P1qPgz PfqRT 

K(2l kK~ 0- C,, )Fp,, ( P,, J kKrel D atm np <J>M vp P vp lqgz gz 
Pvr___ Cvr +-o- Pvp ___ 

PfqRT ll-gz Pgz Plq ll-gz 

K(2l (1- Cvp )Fp~r ~ D $( h ~+ p,,p,,M,, J lqT 
o cp atmnp r o RT2 

P1qPgz T P!q 

+pfq(L0 +(c~ -c~XT-T0 ))] 
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En faisant la somme membre à membre des deux équations de conservation pour le liquide et la 

vapeur, de manière à faire le bilan de conservation de la masse d'eau (ce qui revient à éliminer le 

terme de changement de phase), on obtient une équation de conservation de la masse liquide-vapeur 

de la forme: 

C dP1q +C dPgz +C dT +C dEv = 
lqlq dt lqgz dt lqT dt lqu dt 

div(Kiqlqgradp1q )+ div(Kiqgzgradpgz )+ div(KiqTgradT) 

avec 

C - C - C(l) +C(2) lqlq - - lqgz - lqlq lqlq 

C _ (1) c<2) 
lqT - ClqT + lqT 

c - (1) +c<2) 
lqu - clqu lqu 

K - K(l) + K(2) 
lqlq - lqlq lqlq 

K - K(2) 
lqgz - lqgz 

K - K(2) 
lqT- lqT 

Conservation de la masse d'air sec 

(1.57) 

(1.58) 

En ce qui concerne le principe de conservation de la masse d'air sec, Lassabatère ( 1994) utilise 
une fommlation comparable à celle de la vapeur : 

amas - ct· rM ) 
----IV~ dt as 

ou encore pour Moyne (1987) et Pollock (1986) : 

(1.59) 

(1.60) 

alors que Thomas et al. (1996) mettent en équation cette conservation de la façon suivante : 

(1.61) 

Ils prennent donc en compte le phénomène de dissolution de l'air sec dans l'eau par 
l'intermédiaire de la loi de Henry et du coefficient H. Les autres auteurs négligent ce phénomène 
mais la grosse différence réside surtout dans l'écriture du mouvement de l'air sec. En effet, Moyne 
(1987), Pollock (1986) et Lassabatère (1994) considèrent deux moteurs pour l'air sec : une diffusion 
de type Darcy généralisée pour le mélange (comme Thomas et al., 1996) mais aussi un mouvement 
de type Fick (ce que négligent ces auteurs). 
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En développant le terme d'emmagasinement, on montre que les différentes approches conduisent 

à une expression de la forme : 

dPiq dPgz é)T + C dEv 
Cgzlq --+ Cgzgz --+ CgzT gzu 

at at at at 
(1.62) 

avec les termes de couplages développés dans le tableau 9. 

T bl 9 T a eau . d d ermes e coup ages e capacite pour d l' . a conservat10n e mr sec. 
Lassabatère Thomas 

cgzlq dSlq <l>gzMasPvp , ( dS 1q ) ,. PvpM,.$ Pas<l>-d--
0 

Hp <j>- -H as a 0 Pep P1qRT Pep T p1qRT 

cgzgz 
$ ds,, $"'M" ( 1 Pvr J -H'p,.$(as,,) +H" M,.$(1+ p: J -p --+ +-

as dpcp RT Pfq dPcp T RT Piq 

CgzT 
3 as P vpPas<l>gz ~ • (as,,) - Pasam -

0 
cp - H Pas<!> é)T 

PiqPas T 

+pfq~o -(c~ -c~f XT-T0 ))] 

Pep 

_ H"M $[ Pgz + _1_( h~ + PvpPopM vp ]] 
as RT2 M po RT2 vp lq 

avec H* = 1- H et ** * ) H = 1-H S1q 

Le flux massique d'air sec a été défini en même temps que le flux de vapeur et le terme de 
mouvement de la phase d'air sec s'écrit donc sous la forme générale suivante: 

(1.63) 

avec les termes de couplages présentés dans le tableau 1 O. 

T bl a eau 10 T em1es d e coup ages d d f 't' t d l' . e con uc IVI e_pour a conserva Ion e mr sec. 
Lassabatère Thomas 

Kgzlq CvpFPasPvp kKrel D atm np <J>M vpP vp lq - Hp ---
0 as 

PfqRT P1qPgz lliq 

Kgzgz kK~) CvpFp,. ( Pvr J kK~~ Datmnp<J>MvpPvp 
Pas--+ Cvr +-o- Pas--+ 

llgz Pgz Plq llgz pfqRT 

KgzT _ CvpFPasPvr ~ _ D n $( h dp:, + PvrPopMvp J o cp 
P1qPgz T atm p r dT o RT2 

+pfq(Lo -(c~ -c~ XT-T0 ))] 

Piq 
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Equation thermique 

Sous l'hypothèse d'un changement de phase liquide-vapeur non dissipatif, l'équation thermique 
en milieu poreux partiellement saturé s'écrit (Coussy, 1995p393): 

T[dS + div(s~ MJ· )l = -divq- M j grad~ J 
dt J - Pj-

(1.64) 

ou encore en développant le premier terme de divergence : 

T[dS + s~div(MJ. )+ MJ· grad(s~ )l = -divq- M j grad~J·) 
dt - J - Pj-

(1.65) 

pms: 

[ds dm· ] ( ) M · ~ ) ( ) j J vp lq _ · - J j T --sm-- +m 1q~vpTsm -sm --d1vq--grad J. -TMJ·gradsm 
dt dt - Pj- -

(1.66) 

Enfin, en introduisant la loi de comportement : 

[
3a

0
K

0 
Tdëv- 3a~ T dpj + C dT]- L dmlq = -divq- Mj grad~J·)- TMJ-grad(s~)+ Ldiv(M1q) 

dt dt dt - p j - -

( 1.67) 

L'expression - M j grad~J·) constitue un terme de dissipation de type Darcy alors que 
Pj-

l'expression -TM j grad (s~) est un terme de convection. Pour les résultats présentés dans ce 

mémoire, ces deux termes sont négligés. L'équation thermique se met alors sous la forme : 

c ap,q + c OPgz + c dT + c OEy -
Tlq Ot Tgz ot TT dt Tu ot 

avec 

div(KTlq gradp1q )+ div(KTgz gradpgz )+ div(KTT gradT) 

CTiq = -3a~T + <j> dSiq p]q [L0 - (c~- c~ fT- T0 )] 

dpcp 

CTgz = -3a~T- <j> dSiq PÏq [L0 - (c~- c~ fT- T0 )] 

dpcp 

CTT =Cf+ 3a~Plq [L0 - (c~ - c~ fT- T0 )] 

CTu = 3a0 K0 T- SiqPiq [Lo - (c~ - c~ fT- T0 )] 
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kKrel 

KTlq = -pfq [L 0 - (c~- c~ XT- T0 )p 
1-llq 

KTgz = 0 

KTT = ÀT 

Chez tous les auteurs (sauf Lassabatère, 1994, qui traite un problème isotherme), l'équation 
thermique est fommlée différemment : 

l [c(T- T0 )+ (<1>- <1> 1 PvpL ]= -divq at - (1.70) 

L'emmagasinement de la chaleur est lié à la capacité calorifique volumique du milieu poreux C 
et à la chaleur latente de vaporisation de l'eau liquide en vapeur. 

(1.71) 

Le vecteur flux de chaleur est donné par l'équation suivante : 

(1.72) 

Il est constitué par un terme de conduction explicité par la loi de Fourier, deux termes de chaleur 
latente liés aux deux composantes du moteur de la phase vapeur et quatre termes de convection de 
chaleur (du liquide, des deux parties de la vapeur et de l'air sec). 

Mais les différents auteurs ne prennent pas en compte tous les termes de conduction, 
vaporisation et convection. Les différentes fommlations du transfert de chaleur sont récapitulées 
dans les tableaux 11 et 12 (en notant ~T = (T-T0)): 

- emmagasinement de la chaleur : [ 1] =~ ( C~ T + X) at 

Tableau 11. Les différentes formulations de l'emmagasinement de la chaleur. 
c 

Thomas & Sansom (1995) 
Pollock (1986) (1 <j> p s o <j> lq <j> vp <j> as 
Thomas & al. ( 1996, cas 2) 

- sem+ P!q lqcm + gzPvpcm + gzPasCm 

Ewen & Thomas ( 1989) 
Thomas & King ( 1992) (1-<j>psc~ +pfq<l>Iqc~ +<1>gzPvpc~ 
Kanno & al. ( 1996) 
Thomas & al. ( 1996, cas 1) (1 <j> p s o <j> lq <j> vp - sem+ P1q lqcm + gzPvrcm 

Selvaduraï (1996) pC 
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<1>gzPvpLo 

{j>gzPvpLo 
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- mouvement de la chaleur : [2]= div (g) avec g = ÀT grad(T) + (q) . . + (q) . __ vaponsatwn convectwn 
'----v----' 

( q) conduction 

Tableau 12. Les différentes formulations du mouvement de la chaleur. 

( q)vaporisation ( q) convection 

Thomas&Sansom (1995) 0 * * lq vp ~* * ). as * 
Thomas&al.(1996, cas2) 

P!qLo V vp + PvpLo V gz cmMlq +cm Jvp +Pvp V gz +Pascm V gz 

Pollock ( 1986) 0 * * 
P!qLo V vp + PvpLo V gz lq vp~* * ). as~* * ) cmMiq +cm Jvp +Pvr Vgz +cm Jas +Pas Vgz 

Ewen & Thomas (1989) 0 * 
P!qLo V vp lq vp ~* * ) Cm Mlq +Cm J vp + Pvp V gz 

Thomas & King (1992) 0 * //////////////////////////////// Kanno & al. (1996) 
P!qLo V vp 

Selvaduraï ( 1996) pLD<J>v grad( <Pt) //////////////////////////////// 

Pollock ( 1986) prend en compte un terme de convection supplémentaire en considérant le 
mouvement de la vapeur suivant une loi de type de Vries (diffusion moléculaire de l'air sec au sein 
du mélange gazeux): 

* (Pas J las = -Datma<J>gzPgzgrad -
Pgz 

( 1.73) 

Pollock (1986) exprime l'équation de conservation de la chaleur en fonction des enthalpies et des 
vecteurs de flux massique (Bird et al. 1960 p500) ; mais en développant cette expresswn, on 
retrouve une formulation similaire à celles des autres auteurs : 

avec 

hs = c~1 1'1T 
h 1 = c~L1T 

hvp =c~L1T+L0 
has = c~L1T 

h _ P vp h + Pas h 
gz vp as 

Pgz Pgz 

(1.74) 

(1.75) 

L'équation thermique conduit selon l'approche de Thomas et al. (1996) à la même équation 
générale que pour l'approche THMNL avec les termes de couplages suivants (pour l'approche 
THMNL): 
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+ Pvp<l>gz [L M ( vpM as \.T] 
0 

o vp+\cm vp-cmMasP. 
PlqRT 

(1.76) 

Equilibre mécanique 

D'un point de vue mécanique, l'équation de champ à résoudre traduit l'équilibre mécanique: 

div2+pf=0 (1.77) 

En introduisant la loi de comportement thermo-poro-élastique isotrope, 

(1.78) 

et en utilisant la formulation variationnelle conduisant à la mise en œuvre de la méthode aux 
éléments finis, on fait apparaître les termes de couplages suivants : 
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(1.79) 

Pour les milieux poreux partiellement saturés, l'ensemble des couplages peut être schématisé 
comme le montre la figure 4. 

Diffusion (Fick, Darcy) 
Changement de phase 

Figure 4. Schématisation des couplages en milieu poreux partiellement saturé. 

On peut récapituler les équations du modèle THMNL : 

-équation d'équilibre mécanique: divg: + p.E = 0 

-conservation de la masse d'eau: :t (m1q + mvp )= -div{M.1q + Mvp) 

-conservation de la masse d'air sec: ~(mas)= -div (Mas) at 
-conservation de la chaleur: T[dS + div(s~ MJ· )l = -divq- M j grad~ J 

dt 'J - Pj-

-conduction de l'eau liquide: M 1q = -pfqÂtq gradp 1q 

-conduction du mélange gazeux: Mgz = -PgzAgzgradpgz 

-diffusion de la vapeur au sein du mélange: Mvp -Mas = -FgradCvp 
Pvp Pas --
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( 1.81) 

(1.82) 

(1.83) 

( 1.84) 

(1.85) 

(1.86) 



ainsi que les matrices non linéaires de capacité et de conductivité intervenant dans le système 
couplé des équations de champ : 

lctqtq 

cgzlq 

CTiq 

clqgz 

cgzgz 

CTgz 

c l Ptq lqu 
C d Pgz 

gzu dt T 
CTu 

Ev 
[l

Ktqtq 

=div Kgzlq 

KTiq 

Ktqgz 

Kgzgz 

KTgz 

<l>gzP~p dStq {_ o ) <l>gzP~p dStq [_ o ) 
Ctqtq = o + <!>-d-'Pvr- Ptq , Ctqgz =- o - <l>-d-\Pvp- Ptq 

PvpPtq Pep PvpPtq Pep 
2 

C _ 3f_ vp o tq) Pvp<l>gz r o ( f tq vp 'v ))~ 
lqT -- \PvpCXm + PtqCXm + 0 !Pep+ Ptq Lo- \Cm- cm J._T- To ~ 

PtqPvp T 

(1.87) 

0 ( ) [ dSiq <l>gzPvp] [ dSlq <l>gz ( Pvp J~ Ctqu =Ptqstq +Pvp 1-Stq ,Cgztq =Pas <!>-d--
0 

, Cgzgz =Pas -<j>-d-+- 1+-o-
Pep PasP tq Pep Pas Ptq 



1.1.3.3- Comparaison du modèle THMNL avec celui de Thomas (Pollock, 1986) 

Pollock ( 1986) a modélisé un stockage de déchets radioactifs en profondeur dans un sol 
limoneux non saturé. Considérant un massif d'extension semi-infini, il a opté pour un modèle 
unidimensionnel avec la côte z comme variable d'espace (figure 5). 

bande de 

stockage 

0 

98m 

1 02m 

500 rn 

~r z 

surface 

Niveau de la nappe 

Figure 5. Géométrie de la zone de stockage. 

Le stockage est situé à 1 OOm de profondeur et sur une hauteur de 4 m au sein d'un massif de 
500m d'épaisseur. Le flux de chaleur qui s'en dégage est initialement de 2.5 Wm-3 et il décroît avec 
le temps. D'après les valeurs ponctuelles données par Pollock, on a cherché à réaliser un ajustement 
reliant le flux à la variable temporelle (figure 6). 

100 
! 

90 ! 
Q(t) ab+ ctd 

80: 
Qo b+ td 

70 ' 

60 ! a=99.177 

50 ' b = 32.040 
avec 

40 1 c=0.9813 

30 ; d = 1.0034 

20 i 

10 ! 

1 

1E+l 
1 Qi 
1 ' 

~E-6 1E-3 1 E+O 1 E+3 1 E+6 
temps (années) 

Figure 6. Ajustement du flux de chaleur dégagé avec les données de Pollock. 
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En ce qui concerne les conditions initiales et aux limites, on considère : 

t=O,O<z<475m: 

T = 293+0.03z K 

Pgz = 105Pa 

P!q = -4.805.106 + 9.80665.103 z Pa 

t > 0, z = 0: 

T = 293K 

Pgz = 105Pa 

OPJq 3 -1 Tz = Yiq = 9.80665.10 Pam 

t > 0, z = 500m : 

T = 307.25K 

Pgz = 105Pa 

OPiq 3 -1 Tz = Y!q = 9.80665.10 Pam 

(1.89) 

(1.90) 

(1.91) 

Il faut aussi préciser les deux non-linéarités que sont la courbe de pression capillaire et la 
perméabilité relative au liquide. La courbe de pression capillaire est présentée sur la figure 7. 

Slq 

0.25 

0.2 

0.15 

0.1\ 

0.05~ 
1 

--------------~---
. ' ' ' .. ' ' . 

2' 108 4' 108 
p::p(MPa) 

l' 109 

Figure 7. Courbe de pression capillaire du massif limoneux. 

Il faut noter que Pollock (1986) ne tient pas compte dans son approche (contrairement à celle de 
Thomas et al., 1996) de 1 'influence de la température sur 1 'évolution de la saturation et il adopte une 
simple relation S1q (pep) de manière identique au modèle THMNL, comme s'il traitait un problème 

isotherme. 
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Enfin, l'évolution de la perméabilité relative au liquide avec la saturation est aussi fortement non 
linéaire (figure 8). 

Krlq 

1 

0.4 

0.3 

1 

0.21 

1 

O.lf 
1 

1 -+--~-~~-'--~~~~==:___.__~~~~~~- Slq 
0.2 0.4 0.6 0.8 

Figure 8. Perméabilité relative du massif limoneux. 

Les calculs non linéaires ont été menés avec le code aux éléments finis PARSAT présenté en 
annexe 4. La discrétisation temporelle est réalisée selon un schéma implicite et on a utilisé un 
maillage de 583 nœuds (291 éléments de type Lagrange quadratique dont la taille a été diminuée au 
niveau de la bande de stockage). 

On peut maintenant s'intéresser à quelques résultats, et notamment ceux qui ont été présentés 
dans l'article de Pollock (1986) pour pouvoir les comparer entre eux. On constate une assez bonne 
adéquation entre les deux approches, comme le montrent les figures 9, 10, 11 et 12. 
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80 

60 
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20 
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1 10 100 1000 
temps (années) 

Figure 9. Evolution temporelle de la température au centre du stockage. 
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Figure 1 O. Evolution spatiale de la température et de la saturation (formulation de Thomas). 

32 



Il 
T {'C ) i T (C{:) 

20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 """ 120 HO 

0 +----' 01 
20 20 

40 40 

60 60 

BD 80 

I I - i ~ . 
~ ~ 

200 ;: 100 

Il 
., l 00 . • • ô ô ... li ... 

12 0 120 

.1 

il 
140 

il 
140 

l1 
160 i! 160 ,, 

Il 
180 Il 180 

lj 
1 

1: j " 200 l' 200 
:1 ,, 

S]<J S]<J 

0.1 JL OJ 0- o;o GJ 

---r--~--

20 20 

40 40 

60 60 

100 
80 80 

I 50 I 
~ -. ~ 

100 
~ 

lOC ., ., . . 
0 • ô ô ... ... 

120 120 

140 140 

l (,0 160 

1 

(\ 
1 

; 80 1 1 HO 

! 

;.:or) iOC, 

Figure 11. Evolution spatiale de la température et de la saturation (formulation THMNL). 
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Figure 12. Résultats présentés par Pollock (1986). 

Il existe des différences entre les modèles, qui concernent par exemple la diffusion de la vapeur, 
fornmlée différemment par les auteurs, ou encore une équation de transfert de chaleur qui néglige 
ou non certains termes de conduction et de convection. On ne cherche donc pas à superposer les 
résultats des trois approches mais cette comparaison de codes et de modèles permet d'évaluer la 
cohérence du modèle THMNL et de son implantation dans le code PARSAT. 
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~1 

1.2 -METHODOLOGIE DE RESOLUTION 

1.2.1 -Analogie entre les approches en milieux saturés et partiellement saturés 

On a donc établi les équations de champ qui gouvernent le comportement couplé thermo-hydro
mécanique du milieu poreux. Lorsque le milieu poreux est saturé, ces équations sont au nombre de 
trois, une équation d'équilibre mécanique et deux équations de diffusion, qui s'expriment en 
fonction d'une variable mécanique (la déformation volumique), une variable thermique (la 
température) et une variable hydraulique (la pression de fluide). En milieu partiellement saturé, il y 
a une équation de diffusion supplémentaire et deux variables hydrauliques au lieu d'une (les 
pressions de liquide et de mélange gazeux). En ce qui concerne l'équation d'équilibre mécanique, 
elle conduit à une équation dite de Navier qui peut se mettre sous la forme : 

- milieu saturé : 

(1.92) 

- milieu partiellement saturé : 

(1.93) 

On obtient donc une expression tout à fait analogue entre les deux fornmlations avec un ou deux 
termes de couplages H---7M. 

Il en est de même pour les équations de diffusion qui forn1ent un système couplé de deux ou trois 
équations que 1 'on peut synthétiser sous la forme matricielle suivante : 

- milieu saturé : 

(1.94) 

- milieu partiellement saturé : 

r clqlq clqgz clqT 

c,"" l P!q 

[lKiqlq Klqgz KlqT l lPiq J] 
cgzlq cgzgz CgzT 

c a Pgz 
=div Kgzlq Kgzgz ~~; grad pr gzu dt T 

CTlq CTgz CTT CTu KTiq KTgz 
êy 

(1.95) 

Néanmoins les modèles saturés et non saturés sont fondamentalement différents car les non
linéarités sont essentielles dans le modèle non saturé et il est donc nécessaire de disposer de 
méthodes de résolution numériques adaptées pour les problèmes non linéaires. Une fois la 
linéarisation effectuée (et seulement), on verra que la technique de résolution exacte de problèmes 
linéaires couplés est identique que le milieu soit saturé ou non. La saturation partielle ne se traduit 
que par une inconnue supplémentaire et, de fait, une équation supplémentaire. 
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1.2.2 - Approche non linéaire : résolution par éléments finis avec PARSAT 

La prise en compte de non-linéarités dans le modèle de comportement nécessite l'utilisation de 
méthodes numériques appropriées pour résoudre les équations de champ. Le logiciel PARSAT est 
un code de calcul aux éléments finis pour résoudre des problèmes couplés thermo-hydro
mécaniques en milieux poreux partiellement saturés dans le cas de géométrie unidimensionnelle 
(Giraud, 1996). Il a été construit de manière à être suffisamment général du point de vue de son 
architecture pour prendre en compte l'ensemble des phénomènes physiques couplés que l'on peut 
décrire dans le cadre de la mécanique des milieux poreux partiellement saturés et réactifs. Le 
principe de résolution est présenté dans l'annexe 4. 

Un premier travail a consisté en l'implantation de la loi de comportement THMNL dans le 
logiciel PARSAT avec les matrices de couplages définies par les relations ( 1.88). Puis pour chaque 
problème étudié, il a été nécessaire d'introduire les lois spécifiques aux différents matériaux 
considérés. 

1.2.3 - Approche linéaire : résolution semi-explicite 

Les équations de champ qui gouvernent le comportement du milieu poreux sont des équations 
aux dérivées partielles, faisant intervenir des dérivées temporelles et des dérivées spatiales. Lorsque 
les termes de couplages sont des constantes (cas particulier des modèles linéaires), on peut parfois 
espérer résoudre analytiquement ces équations si 1 'état initial, les conditions aux limites, la 
géométrie sont très simples. 

Pour illustrer cette difficulté, considérons l'équation suivante : 

1 av 
kat 

avec k une constante (1.96) 

On reconnaît une équation de diffusion de chaleur unidimensionnelle en géométrie cartésienne. 
Cette équation possède une infinité de solutions v(x, t) et, dans la résolution d'un problème physique 
particulier, il est nécessaire de choisir parmi toutes celles-ci, la solution satisfaisant certaines 
conditions particulières : des conditions imposées à la frontière (conditions aux limites) et des 
conditions définissant l'état du milieu à l'instant t=O (conditions initiales). 

D'après Carslaw & Jaeger (1959), la fonction définie comme suit est une solution possible de 
1' équation aux dérivées partielles : 

v( x, t) = Aerf( 2~ ) 
Si on considère les conditions particulières suivantes : 

{

x,t ~0: v=A 

x= 0, t: v= 0 

X~ oo,t: V= A 
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la fonction v(x, t) est bien une solution particulière, mais on se rend compte aisément qu'elle ne 
pourrait être utilisée de manière générale pour d'autres conditions. 

En outre, si on revient dans le cadre de la mécanique des milieux poreux, Lassabatère (1994) a 
réussi à formuler une solution analytique au problème couplé hydro-mécanique concernant le retrait 
de dessiccation d'un mur de béton (géométrie cartésienne) sous la forme d'une fonction à variables 
séparées. Mais ceci a été rendu possible grâce aux conditions particulières de chargement 
appliquées et à la géométrie cartésienne, car les calculs se compliquent rapidement en géométrie 
cylindrique, avec 1' apparition de fonctions de Bessel. 

Pour palier aux complications induites par les dérivations spatiale et temporelle, on a recours à la 
transformation de Laplace que l'on applique à l'équation aux dérivées partielles. Grâce aux 
propriétés de cette transfom1ation, la dérivation temporelle disparaît : 

L(f(t))= f(s)= J f(t)e-51 dt 
0 

et L(~~ )~ sL(f)- f(t=O) (1.99) 

Dans le cas de l'équation (1.96) par exemple, l'équation aux dérivées partielles se transforme en 
une équation différentielle dans le domaine transformé : 

d 2 ~(x,s) 1 r- ] 
----'--

2 
~ = -Lsv(x,s)- v(x, t = o) 

dx k 
(1.100) 

Si l'état initial est une constante par rapport à x, la solution générale d'une telle équation est de la 
forme: 

~(x,s)= A(s)e -xH + B(s)e xjf +~v(t = o) (1.101) 
s 

avec les fonctions A et B qui sont déterminées à partir des conditions aux limites. On a ainsi obtenu 
une expression analytique de v dans le domaine des transformées de Laplace. Les géométries 
sphérique et cylindrique se traduisent par des équations différentielles différentes mais dont les 
solutions générales sont également bien connues. 

Ensuite, comme les expressions des fonctions A et B sont souvent assez complexes, l'inversion 
de la transformée de Laplace ne peut généralement pas se faire de façon analytique. On doit alors 
recourir à une méthode numérique, ce qui explique la terminologie de méthodes semi-explicites. 

1.3 - SOLUTIONS SEMI-EXPLICITES : METHODE DE RESOLUTION DE PROBLEMES 
COUPLES THERMO-HYDRO-MECANIQUES 

1.3.1- Importance de la méthode de linéarisation 

En milieu poreux partiellement saturé, le comportement est très souvent fortement non linéaire : 
les non-linéarités se manifestent au niveau de la loi de comportement mais aussi par l'intermédiaire 
de variables dépendant les unes des autres. On peut citer à titre d'exemple les perméabilités 
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relatives au gaz et au liquide variant en fonction de la saturation en liquide ou encore la courbe de 
pression capillaire reliant la saturation en liquide et la pression capillaire. 

Pour pouvoir rechercher des solutions simplifiées semi-explicites, il est nécessaire que le modèle 
initialement non linéaire soit linéarisé, mais la technique de linéarisation n'est pas unique. Il faut 
tout d'abord choisir un point de référence pour la linéarisation: toutes les valeurs non linéaires sont 
alors calculées en ce point et «figées » pour les calculs à venir. En outre, la courbe de pression 
capillaire intervient dans les coefficients de couplage par l'intermédiaire de sa pente dS1qldpcp· Il 
faut donc lui affecter une valeur constante, ce qui revient à approcher une courbe non linéaire par 
une droite. 

Pour illustrer cette double difficulté, considérons la courbe de pression capillaire représentée sur 
la figure 13 (ajustement de type Vachaud & Vauclin utilisé pour le problème de laBO, chapitre 3). 
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Figure 13. Courbe de pression capillaire non linéaire. 

50 

Sur cette courbe, on peut toujours placer, pour un problème particulier, au moins un point, celui 
qui correspond à l'état initial: A(S1q

0
, Pcp0

). C'est souvent ce point qui est choisi comme point de 
référence. Une méthode de linéarisation consiste alors à prendre la tangente en ce point à la courbe 
non linéaire pour déterminer la pente de la courbe linéarisée (figure 14). C'est ce qui est fait par 
exemple par Lassabatère (1994) mais ceci n'est valide que pour de faibles variations autour du point 
de référence. Si la pression n'excède pas 10 MPa, l'ajustement linéaire est très proche de la courbe 
non linéaire, mais au-delà, l'écart croit rapidement et pour des pressions de l'ordre de 50 MPa, la 
saturation devient même négative. 

Dans certains problèmes, l'état final correspond à une condition aux limites et il est donc connu, 
ce qui permet de placer un second point B sur la courbe de pression capillaire. En gardant toujours 
le point A comme référence, une autre linéarisation consiste à relier les deux points extrêmes : on 
approche la courbe non linéaire par la corde (AB) (figure 15). 
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Figure 14. Linéarisation par la méthode de la tangente. 
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Figure 15. Linéarisation par la méthode de la corde. 

Avec la méthode de la corde, pour une même variation de pression capillaire, la saturation chute 
moins rapidement avec le modèle linéaire quand on est proche de l'état initial et plus rapidement 
quand on se rapproche de l'état final. Cette méthode présente l'avantage de ne pas diverger quand la 
pression augmente, comme c'est le cas pour la méthode précédente mais en revanche, 
l'approximation est globalement plus grossière entre A et B. 

On vient donc de voir deux façons différentes de procéder qui présentent toutes les deux un 
intérêt mais aussi des inconvénients. Suivant le problème considéré, l'une ou l'autre sera donc plus 
ou moins intéressante et adéquate. Pour les études qui sont présentées dans les chapitres suivants, 
d'autres méthodes, un peu plus complexes, ont également été testées et le choix a toujours été guidé 
par comparaison avec les résultats obtenus avec le modèle non linéaire. 
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1.3.2 - Détail de la méthode de résolution dans le cas particulier d'un modèle bicouche en 
géométrie cylindrique 

La méthode de résolution est classique, elle a été présentée par Coussy ( 1995) dans le cas du 
milieu thermo-hydro-mécanique saturé et par Lassabatère (1994) pour le milieu non saturé en 
conditions isothermes. Par rapport à Coussy (1995), l'aspect non saturé fait intervenir une inconnue 
supplémentaire (une pression) alors que par rapport à Lassabatère (1994), l'inconnue 
supplémentaire introduite par les couplages thermiques est la température. 

1.3.2.1 - Recherche de solutions générales dans le domaine transformé 

En milieu poreux partiellement saturé, on a montré que les équations de champ à résoudre sont 
constituées de trois équations de diffusion couplées : 

• • • • 
Ctu E+ Ct! Ptq + Ctg Pgz+ Cu T = KttV

2
Ptq + Ktg V

2
Pgz +Ku V

2
T 

• • • • 
Ctu E+ Cu Ptq+ Ctg Pgz+ Ctt T = KuV

2
Ptq + Ktg V

2
Pgz + KttV

2
T (1.102) 

• • • • 
Cgu E+ Cgt Ptq+ Cgg Pgz+ Cgt T = Kg1V

2p1q + Kgg V
2
pgz + Kgt V

2
T 

et de plus, l'équation d'équilibre mécanique, combinée avec la loi de comportement, donne 
1' équation de Navier, reliant les quatre inconnues et qui, du fait de la géométrie unidimensionnelle 
des problèmes considérés, s'intègre facilement pour donner la relation suivante : 

(1.103) 

avec les coefficients de couplages de capacité Cj et de conductivité Kij qui sont des constantes dans 
une approche linéarisée. 

La constante d'intégration dépendante du temps f(t) intervient dans le cas général d'un milieu 
fini (conditions aux limites imposées à une distance finie) en géométrie cylindrique et sphérique. 
Dans le cas d'un milieu d'extension infinie, quelle que soit la géométrie, elle s'annule du fait des 
conditions imposées à 1' infini. Elle peut être non nulle mais ne dépend pas du temps dans un milieu 
fini en géométrie cartésienne. 

En combinant l'équation de Navier intégrée avec les trois équations de diffusion de manière à 
faire disparaître la déformation volumique, on obtient un système couplé de trois équations reliant 
les trois inconnues (température et pressions partielles de liquide et de mélange) que l'on peut 
mettre sous la forme matricielle suivante : 

(1.1 04) 
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ou encore (1.105) 

L'étape suivante correspond au passage dans le domaine des transformées de Laplace, avec 
l'application de la transformation au système couplé: 

(1.106) 

L'indice o+ fait référence à l'état instantané : en effet, si on applique un chargement mécanique 
instantané, le matériau réagit instantanément avec une réponse de type élastique non drainée. On 
remplace alors les valeurs des différentes variables à l'état initial par les valeurs correspondantes 
pour 1' état instantané (la réponse intantanée est détaillée dans 1' annexe 3 ). 

On procède alors à un changement de variable qui fait disparaître la constante d'intégration 

(comme elle n'est fonction que du temps, V2f = 0): 

· pf+ ( ro+) - -
' ' 

Pi =pi--s--Xi f--s- , I=lq,gz P1q P1q 
-

=~CV 2 
-

' ' 
Pgz Pgz (1.107) 

T'= T-T"+ -x{r- r:+) s 
T' T' 

La matrice de diffusion est diagonalisable, à valeurs propres Ci réelles positives et vecteurs 
propres associés (Vi 1, Vi2 ,Vi3

). On notera que les matrices de capacité et de conductivité ne sont pas 
supposées symétriques (elles ne le sont d'ailleurs pas pour les problèmes étudiés dans ce mémoire). 
Les seules restrictions mathématiques intervenant dans le choix des composantes de ces matrices 
sont d'origine thermodynamique : les formes quadratiques associées respectivement aux matrices 

de capacité, de conductivité et au produit C = .A-18 doivent être définies positives (valeurs propres 
réelles positives). L'analyse de cohérence thermodynamique est effectuée au niveau de l'élaboration 
du jeu de données : les valeurs propres sont calculées et la condition de positivité vérifiée. 

On montre alors que les solutions générales du problème s'expriment dans le domaine 
transformé sous la forme explicite de combinaisons linéaires de fonctions propres : 

(1.108) 

p 
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Ai exp(- ffiix)+ Bi exp(ffiix) 

avec vi= Ailo(ffiir)+ BiKo(ffiir) 

Ai exp(-ffijf)+~exp(ffi/) 
r r 

géométrie cartésienne 

géométrie cylindrique 

géométrie sphérique 

~1 

(1.109) 

Les fonctions vi sont appelées les fonctions propres associées à chaque valeur propre Ci et P est 

la matrice de passage qui relie les variables aux fonctions propres, la i-ème colonne de la matrice 

P étant composée des trois composantes du vecteur propre associé à la i-ème valeur propre. 

1.3.2.2 - Recherche de solutions particulières à partir des conditions aux limites et de 
continuité 

Dans chaque problème étudié, il faudra donc déterminer six fonctions de s (Ai et Bi) et la 
-

constante d'intégration f, soit sept constantes, et pour chaque couche si le matériau est 
multicouche. On se sert alors des conditions aux limites et éventuellement des conditions de 
continuité, en ayant recours au logiciel de calcul formel Mathematica© pour trouver des expressions 
analytiques. Pour montrer à quel point le calcul formel est un outil indispensable à ce moment 
précis de la méthode de résolution, le détail des calculs est présenté pour un problème hydro
mécanique (comme le problème est isotherme, la matrice de diffusion est de dimension 2 et il n'y a 
que deux valeurs propres) avec un matériau bicouche, creux et d'extension finie avec des conditions 
initiales discontinues, des conditions aux limites complexes (flux hydriques nuls sur la paroi 
interne, température et pressions imposées sur la limite externe), chargement mécanique instantané 
sur la paroi interne. La géométrie et les conditions aux limites sont présentées sur la figure 16. 

Figure 16. Géométrie. 

conditions initiales : 

P
(l) = po(l) p(l) = po(l) U (1) = O 
lq lq ' gz gz ' 

P
(2) = Po(2) p(2) = po(2) u(2) = O 
lq lq ' gz gz ' 

(1.110) 
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conditions aux limites : 

_ dP1q dPgz 
r - a : -- = 0, -- = 0, cr rr = -rn 

dr dr 

conditions de continuité : 

P
(l) = p(2) p(l) = p(2) 
1q 1q ' gz gz 

r=b: 
M(1) _ M(2) (1) _ (2) 
-1q+vp- -1q+vp'Mas -Mas 

u<l) = u<2) 

0"(1) =0"(2) 
rr rr 

(1.111) 

(1.112) 

Pour chaque matériau (i), les expressions explicites des deux pressions de liquide et de mélange 
gazeux sont de la fonne : 

(1.113) 

Dans ce problème particulier, on doit déterminer cinq inconnues pour chacun des deux 
matériaux, soit dix inconnues. Il faut donc établir dix relations reliant ces inconnues. 

- conditions aux limites hydrauliques en r = a (deux équations) : 

-conditions aux limites hydrauliques en r = c (deux équations): 
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-conditions de continuité hydrauliques en r = b (deux équations) : 

(V) 

(VI) 

!
K (Il i_ -(1) K (Il i_ -(1) _ K (2) i_ -(2) K (2) i_ -(2) 

lg ar p gz + Il ar p lq - lg ar p gz + Il ar p lq 

K (1) i_ -(1) K (1) i_ -(1) - K (2) i_ -(2) K (2) i_ -(2) 
gg ar Pgz + gl ar Plq - gg ar Pgz + gl ar Plq 

(VII) 

(VIII) 

-conditions de continuité mécanique en r = b (deux équations): 

En géométrie cylindrique, la loi de comportement donne une relation entre la contrainte radiale 
et le déplacement : 

(i) . 
(i) - 2 (i) u -f(l) 

O"rr --Il --+ , 
r 

d'où l'on tire: 

b f(l) - f( 2) 

u(ll(b)=u(2l(b)= 2 (1)_1.1(2) 

f(l) = f(2) 

De plus, on peut relier le déplacement aux inconnues du problème : 

{

-(i) 1 d ( -(i)) 
E = -- ru 

r dr 

{À(i) + 211 (i) 't<il = b(i) { (i) _ po+(i) )+ b(i) { (i) _ po+(i) )+ f(i) 
~ o r f- lq \91q lq gz \9gz gz 
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Pour le matériau ( l ), on intègre de a à b : 

avec 

Pour le matériau (2), on intègre de b à c : 

Pour trouver les expressions explicites des dix fonctions de s, il faut résoudre un système de dix 
équations à dix inconnues, ce qui est de toute évidence impossible à réaliser sans un logiciel de 
calcul formel. Une fois que les différentes fonctions sont déterminées, on dispose d'une expression 
explicite des inconnues du problème dans le domaine des transformées. 

1.3.3 - Inversion numérique des solutions transformées 

La dernière étape consiste alors à revenir dans le domaine du temps, et faire le passage inverse 
de la variable s vers la variable t. Pour cela, on dispose d'un théorème d'inversion (Carslaw & 
Jaeger, 1959) : 

1 
c+ioo 

f st-
f(t) = -. e· f(s)ds 

2TCI . 
( 1.117) 

C-Ioo 

avec c suffisamment grand de manière à ce que toutes les singularités de f(s) se situent dans le 

demi-plan complexe délimité par ( c-ioo, c+ioo) : ce domaine d'intégration est appelé contour de 
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Bromwich. Comme ces singularités sont un nombre fini de pôles et de points de branchement, ou 
éventuellement un nombre infini de pôles localisés sur l'axe réel, il est possible de considérer un 
nouveau contour d'intégration et on distingue deux cas : 

-si f(s) est une fonction ayant une série de pôles le long de l'axe réel, on complète le contour AB 

par un demi-cercler de rayon R qui englobe toutes les singularités, comme le montre la figure 17a. 

- si f(s) possède un point de branchement en s = 0, on modifie le contour de manière à ce qu'il 
n'englobe pas ce point (figure 17b ). 

lm lm 

Re 

Figure 17 (a et b). Contours d'intégration dans le plan complexe. 

L'intégration le long de ce contour est relativement difficile du fait des oscillations de e51 quand 
Im(s) ----7 oo. Et en règle générale, on est incapable de réaliser l'inversion analytique des solutions 
transformées du fait de leur expression complexe. Par conséquent, on utilise des méthodes 
numériques approchées. De nombreux auteurs ont cherché à contourner ce problème, soit en 
modifiant le contour, soit en transformant l'intégrale dans le domaine complexe en une somme 
discrète de série dans le domaine réel. Une synthèse de quelques unes de ces méthodes est présentée 
en annexe 1. 

1.3.4 - Intérêt de ces solutions 

1.3.4.1- Validation de codes de calculs 

Les méthodes analytiques présentent un avantage essentiel par rapport à des approches 
numériques dans le sens où elles donnent des résultats exacts. Il n'y a donc pas à craindre une 
éventuelle erreur liée à des processus numériques que sont les discrétisations temporelle et spatiale 
pour des calculs avec un code utilisant la méthode des éléments finis. On comprend donc aisément 
que les calculs analytiques servent de validation aux calculs numériques, mais bien évidemment les 
premiers ne permettent pas d'appréhender des problèmes complexes et leur utilisation est limitée. 
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Dans le cas des calculs semi-explicites, la seule part d'incertitude provient de l'inversion 
numérique des transformées de Laplace puisque tous les calculs qui précèdent cette étape sont de 
nature explicite. Une fois que cette inversion est maîtrisée et validée, les méthodes semi-explicites 
peuvent alors prétendre valider des calculs numériques. Et ceci présente un réel intérêt car la 
gamme de problèmes accessibles par ces méthodes est nettement plus étendue que celles des 
solutions explicites (ce principe de validation est présenté dans 52Giraud et al., 1999). 

1.3.4.2 - Etudes de sensibilité 

D'une manière générale, un problème couplé thermo-hydro-mécanique dépend d'un grand 
nombre de facteurs tels que la géométrie, les caractéristiques physiques du ou des matériaux, les 
conditions aux limites, ... La détermination expérimentale des paramètres du modèle n'est pas 
toujours facile à mettre en œuvre et il existe toujours une incertitude plus ou moins grande sur leur 
mesure. Il peut donc s'avérer très intéressant de réaliser une étude de sensibilité de ces nombreux 
paramètres sur le comportement du milieu poreux pour pouvoir déterminer ceux qui jouent un rôle 
prépondérant. Ainsi, en retour, un effort expérimental plus important pourra être fourni pour affiner 
la valeur de quelques paramètres particuliers, alors qu'une valeur moyenne suffira pour les autres 
variables. Les méthodes semi-explicites, du fait de leur rapidité de calcul, semblent tout à fait 
appropriées pour de telles études de sensibilité nécessitant de multiples itérations. 

Nous avons choisi de réaliser ces études de sensibilité d'une manière originale en ayant recours à 
des méthodes probabilistes. Une approche similaire a été présentée par Homet et al. (1998) pour 
l'étude du comportement d'une cuve sous pression lors d'un accident grave. En fait, un événement 
quelconque peut être décrit par une relation de la forme : 

« G(X) > 0 » 

avec X un vecteur des paramètres physiques Xi et G(X) la fonction d'état limite (par exemple, « S1q 

>seuil» ou« cree< résistance à la traction»). 

A partir de cette fonction et de la distribution statistique des paramètres Xi, la théorie probabiliste 
permet d'évaluer (grâce à différentes méthodes numériques) la probabilité d'occurrence de 
l'événement ainsi que les facteurs d'importance de chacun des paramètres. Ces facteurs 
d'importance traduisent l'importance relative de la variation de chacun des paramètres sur la 
probabilité de l'événement étudié. En d'autres termes, si le facteur d'importance associé au 
paramètre xi est faible, l'utilisation de la valeur moyenne de xi n'entraînera pas de variation 
significative de la probabilité de l'événement. 

Il est tout d'abord nécessaire de définir l'événement que l'on veut étudier. Cela peut être par 
exemple une variable (pression, température, ... ) supérieure à une valeur seuil. Ceci détermine la 
fonction d'état limite qui correspond au modèle déterministe. Puis on définit les domaines de 
variation de chacun des paramètres à partir des données expérimentales ou de connaissances 
bibliographiques. L'ensemble des résultats et conclusions sont bien évidemment fortement liés aux 
intervalles choisis. 

On peut alors réaliser un premier calcul probabiliste en modélisant simultanément chaque 
paramètre par une distribution uniforme. Ceci permet de déterminer les facteurs d'importance 
associés à chaque paramètre. Partant du principe que la variation d'un paramètre à fort facteur 
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d'importance dans son intervalle de définition influence sensiblement la probabilité de l'événement, 
on peut donc aisément en déduire que l'étude de sensibilité doit être menée avec les paramètres dont 
les facteurs d'importance sont les plus élevés. 

On considère alors les deux paramètres à plus fort facteur d'importance, notés paramètres 1 et 2. 
On réalise alors une série de calculs probabilistes en fixant un des deux paramètres les plus 
importants à une valeur déterministe et en faisant varier les autres selon une distribution uniforme. 
Si la probabilité de l'événement est nulle, lorsque le paramètre 1 a une valeur déterministe, 
l'événement ne se produira jamais quelle que soit la valeur des autres paramètres du modèle, et à 
l'inverse, il aura toujours lieu si la probabilité vaut l. 

A partir de ces considérations, on peut découper le domaine d'étude en différentes régions dans 
le plan des deux variables les plus importantes (figure 18). 

Paramètre 2 

P=O 
P=l O<P<I 

Paramètre 1 

Domaine d'étude 

Figure 18. Décomposition du domaine d'étude grâce aux méthodes probabilistes. 

Pour une valeur fixée des paramètres l et 2, si on se trouve dans la zone « P=O », l'événement 
n'aura jamais lieu, et dans la zone « P=l », il aura toujours lieu quelle que soit la valeur des autres 
paramètres dans l'intervalle d'étude. Dans la zone intermédiaire, l'occurrence de l'événement 
dépend de la valeur des autres paramètres. 

Lorsque l'on réalise une étude de sensibilité par une approche déterministe, on fixe tous les 
paramètres sauf un que l'on fait varier. Une telle approche peut être problématique quand on doit 
étudier un grand nombre de paramètres, car il n'y a alors pas de notion de facteur d'importance et 
chaque paramètre a le même poids. De plus, une telle approche est discontinue et ne permet pas de 
prendre en compte une éventuelle dépendance d'un paramètre avec un autre. 
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tl!Jéthot.les .t'inversion 
numéri'lue t.le lA 

trAnsformAtion t.le ~AplAee 

«Nous ne savons rien. Le seul espoir de 
savoir, c'est de savoir tous ensemble, c'est 
de fondre toutes les classes dans le savoir 
et la science. » 

Lev Nikolaïevitch Tolstoï (1 828-1 910) 





2.1 -LES METHODES D'INVERSION RETENUES : DESCRIPTION ET MISE EN 
ŒUVRE 

La bibliographie propose un éventail assez diversifié de méthodes d'inversion numériques des 
transformées de Laplace (annexe 1 ). Les plus simples de ces méthodes procèdent à un 
échantillonnage de la fonction qui conduit à des solutions très simples et très rapides à mettre en 
œuvre: parmi celles-ci, nous avons retenu la méthode de Stehfest (1970) qui est citée par de 
nombreux auteurs. Mais sa simplicité limite son utilisation et ne permet pas de contrôler la précision 
des calculs. Lorsque ces méthodes sont plus proches de l'inversion analytique, le degré de 
complexité augmente, ce qui est le cas de la méthode de Talbot modifiée par Piessens et al. (1983). 
Celle-ci nécessite de travailler dans le domaine complexe et de séparer parties réelle et imaginaire 
de la fonction à inverser. Les contraintes d'utilisation sont donc plus grandes mais, en contrepartie, 
les remarques sur la méthode de Stehfest (1970) concernant les restrictions d'utilisation et l'absence 
de contrôle de la précision ne s'appliquent pas à la méthode de Piessens et al. (1983). 

2.1.1 -Méthode de Stehfest (1970) 

Cette méthode, développée par Stehfest (1970), est très simple puisqu'elle permet de calculer 

directement la fonction f à partir de f grâce aux premiers termes d'une série : 

(2.1) 

avec 

t 
min~N/2) kN/2(2k)l 

C = (-l)n+N/2 ~ · 
n k=E((n+l)/ 2) (N 12- k)!k!(k -1)!(n- k)!(2k- n)! 

Np air 

(2.2) 

Le seul paramètre intervenant dans cette méthode est N. Par exemple, si on considère la fonction 
f définie ci-dessous : 

t3 
f(t)=-

6 

- 1 
f(s)= 4 s 

(2.3) 

l'erreur relative lors de l'inversion évolue en fonction de N suivant une loi pseudo-parabolique, qui 
est représentée sur la figure 19. 

L'extremum pour cette fonction s'obtient pour N ~ 18-20. Mais a priori, il n'y a aucune raison 
que le nombre N optimal soit le même pour toutes les fonctions à inverser et il est donc nécessaire 
de tester différentes fonctions pour essayer d'en tirer une loi générale. Vingt fonctions, présentées 
en annexe 2, pour lesquelles l'inversion analytique est connue, ont ainsi été inversées. Les résultats 
sont montrés schématiquement sur la figure 20. 
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-1 
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-6 

-7 _j 

N 

Figure 19. Erreur relative en fonction du paramètre N. 

N=20 
5% 

N=22 
5% 

N=18 
80% 

N=16 
10% 

Figure 20. Valeurs deN optimales pour différentes fonctions. 

Globalement, on peut donc en conclure que N peut être considéré comme constant sachant que 
dans les quelques cas défavorables, l'erreur commise en prenant N=18 au lieu de 16 ou 20 est 
relativement faible. 

2.1.2- Méthode de Talbot modifiée par Piessens et al. (1983) 

La méthode développée par Talbot ( 1979) consiste en un changement du contour d'intégration 
dans le plan complexe : le contour de Bromwich est remplacé par un contour équivalent L (figure 
21) qui est tel que : 

- L englobe toutes les singularités de F 
- 1 F(s) 1 --7 0 uniformément dans Re(s) < y0 quand 1 s 1 --7 oo. 
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La fonction fest alors déterminée par 

f(t)=~ Je(Ap+cr)t<l>(s)ds 
21ttL 

(2.4) 

avec <l>(s) = F(Às+cr) , À et cr étant choisis de telle manière que le contour L, défini comme suit, 
englobe toutes les singularités de F. 

L ={sE C/s = 8cotan8+i8, -1t < e < 1t} (2.5) 

On peut encore réécrire f( t) sous la fom1e suivante : 

À CH n; 

f(t)= _e_. J e"-st<l>(s)~d8 
2m de (2.6) 

-1( 

Im(s) 

Figure 21. Contour d'intégration proposé par Talbot. 

Une bonne convergence de cette intégrale est assurée par le fait que l'intégrande et toutes ses 
dérivées s'annulent aux bornes ±rr. 

Une modification est apportée à cette méthode par Piessens et al. (1983) : ces auteurs choisissent 
en effet un autre contour noté R (figure 22). Ce contour est défini par: 

R = {s E C 1 s = a + iy, - ~ < y < ~} (2.7) 

avec a et~ choisis de telle sorte que R englobe toutes les singularités de F. 

En posant G(s) = Re(F(s)) et H(s) = Im(F(s)), Piessens et al. (1983) montrent que l'intégrale le 
long du contour R devient : 

(2.8) 
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~ 

Il =f G(a + iy) cos(ty)dy 
0 
~ 

avec 12 = f H(a + iy)sin(ty)dy (2.9) 
0 
at 

13 = J eu (G(u 1 t + i~)sin(~t) + H(u 1 t + i~)cos(~t)Xlu 

lm(s) 

~~ 

1~ 
R 

..... 
Re(s) 0 a 

.... 

Figure 22. Contour d'intégration proposé par Piessens et al. (1983). 

Dans cette variante de la méthode de Talbot proposée par Piessens et al. (1983), les seuls 
paramètres sont a et ~· Comme a et ~t sont deux bornes d'intégration, il est préférable de choisir les 
deux paramètres petits, surtout pour des t grands, mais d'un autre côté, le processus d'intégration 
risque d'être perturbé par l'influence des singularités qui se trouveraient près du contour R. Ainsi 
Piessens propose le compromis suivant : 

a=a+s_ 
t 

~=b+~ 
t 

(2.10) 

avec a et b choisis de manière à englober les singularités de F, et c1 et c2 deux paramètres 
dépendants de la fonction. 

Par conséquent, la mise en œuvre de cette méthode nécessite la séparation des parties réelle et 
imaginaire de la fonction à inverser, ainsi que l'étude des singularités de cette fonction pour 
déterminer les paramètres appropriés. 

Les différentes fonctions testées par cette méthode, ams1 que les valeurs des paramètres 
correspondants, sont présentées en annexe 2. 
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Pour le calcul numérique des intégrales 11, b et 13, on utilise la méthode de Gauss-Legendre 
(Press & al., 1992 pl47) qui se définit comme suit: 

tin NGL 

1 = f f(x)dx = Lffinf(xn) (2.11) 
début n=l 

où ffin et Xn sont respectivement les poids et abscisses des points de Gauss-Legendre, et NGL le 
nombre de points de Gauss. Pour un NGL fixé correspondent des ffin et xn particuliers : plus NGL 
est grand, plus la précision du calcul est grande, mais plus le temps de calcul est important. Pour 
palier à ce problème, on a choisi un NGL petit (=1 0) associé au processus de raffinement présenté 
sur la figure 23. 

a= debut 
resultat= 0 

calcul de 1 sur [a, a+e] 
calcul de l'sur [a, (a+E)/2] 

calcul del" sur [(a+E)/2, a+E] 

j1 = résultat 1 

Figure 23. Algorithme utilisé pour calculer les intégrales. 

Pour h, la borne supérieure n'étant pas réelle, on procède à un changement de variable : 

1- x 
u =at---

X 
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et h peut alors s'écrire : 

(2.13) 

2.2 -ANALYSE CRITIQUE DE CES DEUX METHODES 

2.2.1 -Limite de la méthode de Stehfest (1970) 

Cette méthode, très facile à mettre en œuvre, est relativement précise de manière générale pour 
les problèmes en géométries cartésienne et sphérique. Mais en géométrie cylindrique, on a constaté 
localement la présence d'instabilité dont la cause est difficile à expliquer. 

2.2.1.1. Validation pour une sphère pleine en diffusion pure 

On peut tout d'abord commencer par présenter un problème pour lequel la méthode de Stehfest 
s'est avérée très bien adaptée. Considérons une sphère pleine partiellement saturée et indéformable 
(figure 24). 

0 

Figure 24. Géométrie 

Les propriétés thermo-hydrauliques du milieu poreux correspondent globalement à un béton : en 
effet, les propriétés hydrauliques sont issues de données concernant la pâte de ciment PWT 
(Lassabatère, 1994) et les propriétés thermiques sont représentatives d'un béton standard (Remerant 
et al., 1998). Les données sont donc réalistes (tableau 13) à l'exception de la perméabilité au gaz 
qui, au même titre que 1 'état initial et les conditions aux limites, a été choisie de manière à accentuer 
1' effet des couplages. 
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T bl a eau 13 c t' 
0 

f arac ens 1ques TH d 1 h' d b' e a spl ere e eton 
Conductivité au liquide (m2/Pals) 10-15 

Conductivité au _g_az (m2/Pals) 10-l) 

Coefficient de Fick (m-/s) 2.4 10-/ 

Porosité 0.1 
Pente de la courbe de pression capillaire (Pa) -2 10° 
Conductivité thermique (W/m/K) 1.4 
Capacité calorifique volumique (PalK) 1.39 10° 

Enfin, la loi de comportement thermo-poro-élastique non linéaire est linéarisée autour de 1 'état 
initial et la courbe de pression capillaire linéaire, représentée sur la figure 25, montre le chemin 
hydrique suivi par le milieu poreux : il relie les états initial et final, ce dernier étant déterminé par la 
condition aux limites en r = a. 

p~ 

0 

Pep 

Conditions 
aux limites 

'o~ 
Pep .... 

s~ 

État 
initial 

Figure 25. Courbe de pression capillaire linéarisée 

Les données relatives à l'état initial et aux conditions aux limites sont les suivantes : 

t = 0, r: Sfq = 0.75, pfq = 5105 Pa, P~z = Patm = 106 Pa, T0 = 293K 

apl ap z aT 
t>O r=O: __ q =0-g-=0-=0 

' ar 'ar 'ar 

t>O,r=a: Sfq =0.70, pfq =-3105 Pa, P~z =105 Pa, Te =593K 

(2.14) 

Comme détaillé au chapitre 1, le système couplé reliant les trois variables de diffusion est de la 
forme: 

Pgz 

T 

yi 
2 

v} 
v? 

avec (2.15) 
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On considère les conditions aux limites pour déterminer les Ai et Bi, ce qui conduit à 
1' expression des solutions dans le domaine transformé : 

(2.16) 

avec 
1- exp( -2ffii r) 

f(ffii)=exp[ffii(r-re)] ( ) 
1-exp -2ffiire 

et ÔPiq = Pfq- Pfq, ÔPgz = P~z- P~z, 8T =Te- T
0 (2.17) 

et les variables a[ sont des combinaisons linéaires des termes Vij. 

Le passage du domaine des transfom1ées de Laplace au domaine du temps peut se faire 
analytiquement car on connaît la fonction inverse de f(Cùj)/s : elle est donnée par Carslaw & Jaeger 
(1959): 

1 [ ( )] l-exp(-2ffiir) -exp ffi r- re 
s 

1 
l-exp(-2wire) 

inversion f[erfc[(2n +!)re-r]_ erfc[(2n + l)re + r]J 
n=O 2.jC;t 2.jC;t 

(2.18) 

S. 
1 

Les solutions exactes s'expriment donc sous la forme de combinaisons linéaires des fonctions Si, 
et elles ont été comparées avec les solutions provenant de l'inversion numérique par la méthode de 
Stehfest (1970). On a alors constaté (figures 26) une adéquation parfaite entre les deux approches. 

Le fait d'avoir choisi des conditions initiales et aux limites particulières se traduit par des temps 
caractéristiques de diffusion hydraulique très proches : les variables hydrauliques présentent ainsi 
une évolution non monotone caractéristique de processus couplés (allures en «bosses » et sous
pressions de liquide, contrairement à la température qui se propage plus rapidement et de manière 
«découplée») qui permet de montrer la précision de la méthode de Stehfest (1970). 
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Figures 26. Evolutions de quelques variables (solutions exactes et semi-explicites). 

Outre la validation des solutions semi-explicites par les solutions analytiques, on peut également 
illustrer la notion de validation de codes de calcul. En effet, les mêmes calculs ont été menés avec le 
logiciel PARSAT et on a joué sur la finesse du maillage pour voir son influence sur les résultats 
numériques. La discrétisation spatiale a donc été réalisée avec x éléments répartis uniformément 
pour r variant de entre 0 et 0.4 et également x éléments entre 0.4 et 0.5, de manière à modéliser plus 
finement la zone près de la frontière où les variations sont plus fortes. Les figures 27 montrent les 
évolutions de la saturation pour des valeurs de x égales à 5, 10, 20 et 30 (au-delà de 30, les résultats 
sont inchangés) et environ 500 pas de temps. 

On observe nettement que pour des maillages trop grossiers avec peu d'éléments, les résultats 
numériques conduisent à des erreurs relatives fortes, comme le montre le tableau 14 en quelques 
points et instants particuliers. 

Néanmoins, il apparaît qu'au-delà d'une vingtaine d'éléments, le raffinement de la discrétisation 
spatiale ne permet plus de diminuer l'erreur relative: celle-ci se stabilise et son origine doit alors 
être recherchée du côté de la discrétisation temporelle. 
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Figures 27. Evolutions de la saturation pour différents maillages 

Tableau 14. Erreur relative entre les solutions numériques et explicites pour différents maillages 
t = 500s t = 2 1 Ojs t = 5 1 04s 

r = 0.4947m r = 0.4894m r = 0.4456m 
5 éléments 28.2% 2.9% 1.0% 
10 éléments 3.2% 0.9% 1.1% 
20 éléments 1.4% 1.3% 1.1% 
30 éléments 1.8% 1.4% 1.1% 
50 éléments 2.0% 1.3% 1.1% 
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Pour améliorer la discrétisation temporelle de façon appropriée aux processus de diffusion qui 
s'étalent sur des gammes de temps assez larges, on utilise une subroutine de gestion du pas de 
temps implantée dans PARSAT. Grâce à celle-ci, on divise de façon logarithmique chaque 
intervalle lOn- lOn+I avec y sous-intervalles égaux. On a alors repris le dernier calcul du tableau 14 
avec un maillage de 100 éléments (x = 50) et on a découpé les intervalles de temps avec y égal à 
100, 1000 et 10000. Le tableau 15 présente les résultats obtenus. 

Tableau 15. Erreur relative entre les solutions numériques et explicites pour différents pas de temps. 
t = 500s t = 2 lüjs t = 5 1 04s 

r = 0.4947m r = 0.4894m r = 0.4456m 
500 pas de temps 2.0% 1.3% 1.1% 
y= 100 => 104 pas 0.9% 1.1% 1.1% 
y= 1000 => l05 pas 0.7% 0.8% 0.9% 
y= 10000 => 106 pas 0.7% 0.8% 0.9% 

Dès lors que le pas de temps choisi est suffisamment petit, l'erreur relative chute en deçà du 
pour-cent. Ces résultats sont classiques et soulignent la nécessité d'une discrétisation temporelle 
fine en schéma semi-explicite. 

2.2.1.2. Instabilités en géométrie cylindrique 

Ceci est bien mis en évidence dans le cas de la fonction suivante (voir problème du creusement 
d'une galerie, annexe 2) : 

P(r' s')= Ko(r•-R) 
' s'K 0 (-R) 

(2.19) 

L'inversion analytique de cette fonction est donnée par Carslaw & Jaeger (1959, p335) sous la 
forme d'une intégrale : 

( 
') 2 oof ( 2, yo(ur')Yo(u)- Yo(ur')Jo(u) du 

P r' ,t = 1+- exp\-u t 2 2 -
re 

0 
J0 (u)+ Y0 (u) u 

(2.20) 

mais le problème, c'est que cette intégrale fait intervenir une fonction singulière à l'origine et 
oscillatoire avec une amplitude décroissant lentement. Son calcul nécessite donc un effort 
numérique important (Wong, 1994). L'inversion numérique n'a donc pas été validée par le calcul 
exact mais on a simplement cherché à comparer les résultats obtenus avec les deux méthodes 
d'inversion de Stehfest (1970) et Piessens et al. (1983). 

En utilisant la méthode de Stehfest ( 1970), on a dressé un tableau de valeurs de P pour 
différentes valeurs de ret de t (tableau 16). On constate une forte instabilité pour des temps compris 
entre 1 et 100. En revanche, avec la méthode de Piessens et al. (1983 ), les courbes sont bien 
continues : la figure 28 montre une évolution en fonction du temps réduit avec les deux méthodes. 
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Tableau 16. Valeurs de la pression avec la méthode de Stehfest (1970) pour différents couples (r, t). 
t r = 1,5 r = 2 r= 3 r=5 

0,01 0,0003 0 0 0 
0,01585 0,0041 0 0 0 
0,02512 0,021 0 0 0 
0,03981 0,0627 0,0003 0 0 
0,0631 0,1308 0,0035 0 0 

0,1 0,2169 0,0181 0 0 
0,15849 0,3091 0,0542 0,0002 0 
0,25119 0,3978 0,1138 0,0028 0 
0,39811 0,4778 0,1897 0,0148 0 
0,63096 0,5473 0,2716 0,0446 0,0002 

1 0,628 0,3585 0,0953 0,0022 
1,58489 -14,3513 -4,4515 -0,3946 0,0035 
2,51189 52,0439 17,0623 2,0945 0,0625 
3,98107 -50,9331 0,5261 0,2989 0,0759 
6,30957 -14,1147 14,8464 0,3637 0,129 

10 0,7837 -49,3899 0,4242 0,1883 
15,84893 0,804 0,6655 -20,869 0,2481 
25,11886 0,8213 0,6948 -5,5385 0,2969 
39,81072 0,8361 0,72 0,5572 5,079 
63,09573 0,8488 0,7417 0,5911 -15,1846 

100 0,8599 0,7605 0,6208 0,4463 
158,48932 0,8696 0,777 0,6468 0,4836 
251,18864 0,8781 0,7916 0,6697 0,5167 
398,10717 0,8856 0,8044 0,69 0,5462 
630,95734 0,8923 0,8158 0,7081 0,5726 

0.9 

0.8 
0 
o. 0.7 a:: 
Il 
ii 0.6 
Q) 
:!: 
::J 0.5 '0 

•Q) .... 
c: 0.4 .Q 
tf) 
tf) 0.3 Q) .... 
o. 

0.2 -- Talbot-Ressens 

0.1 - Stehfest 

0 

0.01 0.1 10 100 1000 10000 

Temps réduit (t'ft) 

Figure 28. Instabilités localisées de la méthode de Stehfest ( 1970). 
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2.2.2- Validité de la méthode de Talbot modifiée par Piessens et al. (1983) 

La méthode d'inversion numérique des transformées de Laplace initialement proposée par Talbot 
(1979) et modifiée par Piessens et al. ( 1983) permet de traiter une gamme de problèmes 
relativement large. Lorsque l'on souhaite résoudre un problème analytiquement, on est rapidement 
bloqué par des conditions aux limites complexes (flux décroissant avec le temps par exemple) ou 
exercées à une limite finie, par les conditions particulières liées aux modèles multi-couches 
(discontinuités des caractéristiques physiques, état initial discontinu et conditions de continuité), par 
les problèmes dephasage (état instantané modifié par un chargement mécanique). L'approche semi
explicite permet de passer outre ces difficultés et les différents exemples qui vont suivre permettront 
de démontrer l'intérêt de ces méthodes, avec toujours le souci de traiter des problèmes liés 
étroitement au domaine industriel. 

2.2.2.1 - Condition imposée à une limite finie 

On reprend un problème présenté par Djeran (1991 ), concernant la diffusion thermique dans une 
sphère creuse de rayon intérieur ra et de rayon extérieur rb (figure 29) soumis au chargement 
suivant: 

rT(r3 ,t)= T3 =este 

iT(rb,t)=O 

lT(r,O) = 0 

T=Ta 

ra 

T=Tb 

r 
rb 

Figure 29. Géométrie et conditions aux limites. 

(2.21) 

En géométrie sphérique, ce problème de diffusion unidimensionnel est caractérisé par l'équation : 

') 

ëYT 2 dT 1 dT 
--+--=--
dr2 r dr DT dt 

(2.22) 

Mise sous forme adimensionnelle : 

T' =_l 
2 

t 
' 

r 
p =.!:b. ra 

r - 't=-- t'=-
ra ra Ta 4DT 't 

s' = s't (2.23) 
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L'application de la transformation de Laplace conduit à la nouvelle équation : 

avec q'= 2~ (2.24) 

ou encore 
2 

~(r'T')-q'2 (r'T')= 0 
dr' 2 

(2.25) 

La solution générale est donc de la forme : 

r' T' = Aeq' r' +Be -q' r' (2.26) 

Les constantes A et B sont déterminées d'après les conditions aux limites du problème : 

r 1 
~ en r = 1 : T' = ~ 
l en r = p : T' = 0 

r . . 1 
Aeq +Be-q =-

=> ~ s' (2.27) 
lAeq'p +Be -q'p = 0 

La température au sein de la sphère creuse, exprimée dans le domaine des transfom1ées de 
Laplace, pour 1 < r' < p, est donc de la forme : 

--;-(, 1 exp[q'(p-r')]-exp[-q'(p-r')] 
T r s) =--:.....o..::........:...----'--~__;;~....:...._:........:...._':-! 

,. r' s' exp[q' (p -1)]- exp[--q' (p -1)] 
(2.28) 

puis l'inversion numérique par la méthode de Piessens et al. (1983) pem1et de calculer des valeurs 
de température en adéquation avec les valeurs données par la solution analytique proposée par 
Carslaw & Jaeger ( 1959, p352) sous la fom1e d'une somme de série : 

T '(, ')- l p-r' 2 "'[1 . (nrr(r'-l)J [ 4n
2

rr
2 ·)~ r t ------ L,; -sm exp - t 

' r' p -1 rrr' n=l n p -1 (p -1) 2 
(2.29) 

Djeran ( 1991) avait recherché la solution de ce problème par la méthode des résidus ce qui 
l'avait conduite à des expressions très lourdes qui n'avaient pas permis d'obtenir des résultats 
numériques. 

2.2.2.2. Adaptation aux temps réduits très petits 

Si on s'intéresse à des évolutions pour des temps réduits supérieurs à 10-3/10-4, J'inversion 
numérique ne pose pas de problèmes particuliers mais pour des temps plus petits, une difficulté 
d'ordre purement numérique apparaît. En effet, en prenant l'exemple du problème précédent, on est 
amené à calculer numériquement l'expression exp[q'(p-r')]. t' et s' sont liés globalement par un 

rapport inverse: si t'est petit, s' est donc grand et q' l'est également (q'=2 ~),et comme p - r' est 
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positif, on doit calculer une exponentielle qui dépasse rapidement les limites numériques des réels 
pour un ordinateur. Mais ce problème peut être contourné de la manière suivante : 

T'(r' s')= l exp[q' (p- r')] 1- exp[- 2q' (p- r')] = exp[q' (1- r')] 1- exp[- 2q' (p- r')] 

' r's' exp[q'(p-1)] 1-exp[-2q'(p-l)] r's' 1-exp[-2q'(p-l)] 
(2.30) 

Désormais, les exponentielles que l'on doit calculer tendent toutes vers 0 quand q' tend à 
augmenter, et il n'y a donc plus de problème numérique. Le même problème se pose également en 
géométrie cylindrique mais il est un peu plus délicat à contourner. 

Pour le mettre en évidence, on s'intéresse à un problème similaire, de diffusion hydraulique, en 
géométrie cylindrique. La géométrie est caractérisée par un cylindre creux fini et les conditions 
initiale et aux limites sont présentées sur la figure 30. 

r 
0 ra lb 

Figure 30. Géométrie et conditions aux limites. 

L'équation de diffusion traduisant le mouvement de la phase fluide est de la forme : 

ê)C- Dcdiv[grad(c))= 0 
dt -

(2 .31) 

avec C qui correspond à la concentration de l'eau, liquide et vapeur (l'indice supérieur g est destiné 
à éviter la confusion avec la concentration Cvp = Pvplpgz) : 

(2.32) 

On peut relier la concentration aux apports de masse utilisés dans le modèle THMNL : 

ill· = (1 + E )cg- Cgo 
1 v 1 1 

(2.33) 

et on peut également exprimer le coefficient de diffusion De en fonction de paramètres de diffusion 
utilisés dans le modèle THMNL: 

(2.34) 
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Mise sous forme adimensionnelle : 

r 
r'=- t'=..!_ s'= st (2.35) 

ra t 

Après passage dans le domaine des transformées de Laplace, les solutions générales du problème 
s'écrivent : 

- l 
C' =-+ AK 0 (oh')+ BI0 (m' r') 

s' 
(2.36) 

et les conditions aux limites permettent de déterminer A et B de manière à exprimer la solution 
particulière de ce problème dans le domaine transformé : 

C
' 1 (c~ -1 JI 0 (m')K 0 (m' r')- I0 (m' r')K 0 (m')]+ (1- C~ fi 0 (m' p )K 0 (m' r')- I0 (m'r')K 0 (m' p )] 
=-+ (2.37) 

s' [I 0 (m')K 0 (m'p )- K 0 (m')I 0 (m'p )]s' 

Pour des grandes valeurs de m', on est à nouveau face à un problème numérique puisque 
l'expression K0( m') tend vers l'infini et dépasse rapidement les limites numériques des réels. Les 
combinaisons qui existent entre les fonctions exponentielles ne sont plus applicables pour les 
fonctions de Bessel, et on alors recours à des développements en série valides pour des arguments 
grands (Abramowitz & Stegun, 1970). Cette méthode a été utilisée par Wong (1994). 

Io(z)=-e_·_ 1+ L (1-2k: =-e_-_4z-1 e8z z( oo l z 1 

~ k=l k!(8z)k ~ 4z 
(2.38) 

(2.39) 

En fait, on remarque que dans 1' expression de C', on peut faire apparaître uniquement des 
rapports de fonctions de Bessel K0 ou Io : 

(c' -Il I 0 (m') K 0 (m'r')_ I 0 (m'r')]+(1-c' 1K0 (m'r')_ I0 (m'r')K 0 (m'p)l 
- 1 b I 0 (m' p) K 0 (m') I 0 (m' p) a K 0 (m') I 0 (m' p) K 0 (m') 
C' = - + ----"'------------;=--...,----,-------='---...,----...,------=::;-------------= 

s' ~ _l__o (m') Ko (m' p) _1] s' l 10 (m' p) K0 (m') 

(2.40) 

ce qui conduit, en utilisant les développements limités, à des rapports de fonctions exponentielles et 
on retrouve ainsi des simplifications similaires à celles de la géométrie sphérique: 

' ' 312 ' ' (r'-p X8w'pr'-l) 
X(r')=Io(mr)=(E_) l-4rme ~Mpr' 

1 0 (m' p) r' 1 - 4pm' 

( 1-r' )(I+Xw'r') 
Y(r') = K0 (m' r') = _1_1- 4r' m' e Xco'r' 

K 0 (m') r• 312 1 - 4m' 
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et 
C' = _!_ + (c~ -1JX(1)Y(r')- X(r')]+ V- C~ JY(r')- X(r')Y(p )] 

s' [X(1 )Y(p) -1 ]s' 
(2.41) 

Le fait de s'intéresser aux temps réduits petits, autrement dit aux temps nettement plus petits que 
le temps caractéristique, n'est pas simplement d'un intérêt purement calculatoire. En effet, si on 
reprend le problème de diffusion hydraulique dans une enceinte de centrale nucléaire formulé par 
Gran ger ( 1991 ), le modèle est bien un cylindre creux fini en géométrie unidimensionnelle 
axisymétrique. L'auteur modélise le phénomène de séchage du mur avec les données 
suivantes correspondant au béton haute performance de Flamanville : 

(2.42) 

et un coefficient de diffusion variant de façon non linéaire avec la concentration et la température: 

Dc(C,T)=Aexp(BC)-exp -- ---T [ Q5 
( 1 1 )~ 

T0 R T T0 

avec A= 3.810-13 , B = 0.05, Qs = 4700K -l, T0 = 293K 
R 

(2.43) 

Granger ( 1991, p 190) s'est intéressé à un cas simplifié en considérant une diffusivité 
constante (il en donne une solution exacte en géométrie cartésienne): 

(2.44) 

Dans ce cas, le problème est linéaire et une approche semi-explicite est alors possible. On peut 
calculer le temps caractéristique -r : 

Î r-
'r = _a_ ""' 200 000 ans 

De 
(2.45) 

Les temps qui intéressent le modélisateur varient entre 1 et 50 ans, c'est-à-dire des temps réduits 
de l'ordre de 10-6 à 10-4

, et une approche utilisant les développements limités est incontournable. 
Pour valider cette approche, on peut comparer les résultats obtenus avec la solution analytique 
proposée par Carslaw & Jaeger (1959, p332) : 

C = C 0 +A-nB (2.46) 

avec 
A_ (Co -Ci )ln~)+ (Ce- Co )ln (fa) 

- ln(%) 

8 = I {e -Dca-~t Jo (ran )Y~ (ra an)- ~o (ran )J 0 (ra an) 

n=l lo(raan)-Jo(rban) 

J 0 (rb an )[(Cc - C0 )1 0 (ra an)+ (C 0 -Ci )1 0 (rb an)]} 
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(2.4 7) 

La figure 31 montre une évolution de la concentration dans le mur d'enceinte obtenue pour 
différents instants avec la solution semi-explicite et la solution analytique. On constate que les deux 
solutions se superposent parfaitement malgré les temps considérés qui sont très petits par rapport au 
temps caractéristique du problème. 
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Figure 31. Evolution de la concentration dans le mur d'enceinte. 

2.2.2.3. Modèle multi-couches et discontinuités 

Comme le montrent les applications des chapitres 3 et 5, un modèle multi-couches peut s'avérer 
utile et nécessaire lorsque l'on veut étudier des structures où différents matériaux sont juxtaposés. 
En outre, ce type de modèle pem1et aussi de prendre en compte, en première approche, ce que l'on 
peut appeler un« effet de peau» sur un matériau dont la surface peut être altérée du fait de l'action 
de l'environnement extérieur. Un même matériau est alors modélisé par deux couches, dont l'une 
peu épaisse, est caractérisée par des propriétés légèrement différentes, comme par exemple une plus 
forte perméabilité hydraulique suite à l'apparition d'une fissuration. 

Les solutions semi-explicites sont très bien adaptées pour étudier un tel problème multi-couches 
discontinu et nous allons l'illustrer en considérant une galerie creusée dans un massif argileux 
saturé. Ce problème a été présenté au congrès NUMGE'98 ( 131 Thouvenin & Giraud, 1998). Suite au 
creusement, on prend en compte une modification des propriétés thermo-hydro-mécaniques dans 
une fine couche en contact avec la paroi de la cavité. La géométrie est donnée sur la figure 32. 

Le problème satisfait les conditions initiales et aux limites suivantes : 
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- t = 0, r: 

- t > 0, r =ri : 

- t > 0, r ---7 oc : 

P(r =ri, t) = 0, T( r =ri, t) =Ti, crrr(r =ri, t) = -m 

P(r ---7 oo, t) = P0, T( r ---7 oo, t) = T 0, arr (r ---7 oo, t) = a0 

Massif 
rocheux 

(2) 

Figure 32. Géométrie. 

(2.48) 

Quant aux conditions de continuité entre les deux couches, en r = re, elles doivent permettre 
d'assurer la continuité des deux variables de diffusion, la pression et la température, ainsi que des 
deux flux qui y sont associés. De plus, d'un point de vue mécanique, le déplacement et la contrainte 
radiale sont eux aussi continus. 

Les paramètres du milieu poreux sont caractéristiques d'un tunnel profond dans un massif 
argileux (argile de Boom, Giraud 1993). Dans la« peau», on prend en compte une dégradation des 
propriétés avec une diminution de 50% des paramètres mécaniques Il et K0 , et une perméabilité 
hydraulique 10 fois plus forte. Les propriétés de la peau et du massif rocheux sont regroupées dans 
le tableau 17. 

Tableau 17. Propriétés thermo-hydro-mécaniques des deux matériaux. 
«peau» Massif rocheux 

Module d'incompressibilité drainé K0 (MPa) 50 100 
Module de cisaillement Il (MPa) 30 60 
Coefficient de Biot b 1 1 
Module de Biot M (MPa) 5500 5500 
Porosité <P 0.4 0.4 
Coeff. de dilatation therm. ~n (K- 1

) 4.43.10-) 3.54.10-) 

Coeff. drainé de dilatation therm. Œo (K- 1
) 

10-) 10-) 

Perméabilité hydraulique kw (ms-') 4.10-1/ 4.10_,_ 

Capacité calorifique C (Jm-JK') 2.85 1 ob 2.85 10() 

Conductivité thermique À:r (Wm- 1 K- 1
) 1.7 1.7 
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En outre, les données géométriques sont : ri = 1 rn et re = 2m, et 1' état initial est défini par : Po = 5 
MPa, T0 = 318 K, <J0 = -10 MPa. Les figures 33 représentent les évolutions de quelques variables 
pour différents temps (de 10 à 107 jours, tous les 1011

) en fonction du rayon. 
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Figures 33. Evolutions spatiales de quelques variables pour différents temps. 

8 

On constate que la pression est bien continue dans l'ensemble du modèle mais à l'interface entre 
les deux couches, il y a une nette rupture de pente du fait de la discontinuité de perméabilité 
hydraulique, et la pression chute beaucoup plus rapidement dans la peau. En outre, le déplacement 
(continu) négatif met en évidence un phénomène de traction, induit par couplage H----)M, qui se 
manifeste progressivement au cours du temps dans le massif alors que le régime permanent est 
atteint presque instantanément dans la peau. Du point de vue des contraintes, on vérifie la continuité 
de la contrainte radiale (et a fortiori la contrainte radiale effective car les coefficients de Biot des 
deux matériaux sont égaux) avec une manifestation du couplage H----)M à l'interface peau-massif 
pour les temps petits alors que la forte discontinuité de la contrainte orthoradiale traduit la 
diminution de 50% du module de cisaillement. 
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2.2.2.4 - Phasage et état initial discontinu 

Le stockage des déchets radioactifs en couches géologiques profondes repose sur un système 
multi-barrières. Le conteneur, qui forme une première barrière autour des déchets, est entouré d'une 
couche d'argile partiellement saturée (Barrière Ouvragée = BO), et cet ensemble est alors placé 
dans le massif hôte. Dans ce paragraphe, on ne prend pas en compte la phase de ressaturation de la 
BO : on considère un milieu poreux saturé et on va étudier les conséquences de la mise en place du 
conteneur avec le creusement du massif hôte et 1 'influence de 1 'augmentation de température sur les 
processus hydriques et mécaniques. On modélise cet ensemble multi-barrières par un modèle 
simplifié unidimensionnel constitué de trois couches (figure 34). 

Figure 34. Modèle tricouche Colis - BQ - Massif. 

avec les données géométriques suivantes : 
limite inférieure : r = 0 
interface colis-BQ : ra= 0.3 rn 
interface BQ-massif: rb= 1.3 rn 
limite supérieure : r ---7 oo (pour les calculs semi-explicites) 

r = 104 rb (pour les calculs numériques) 

Les caractéristiques physiques des trois matériaux sont issues de Lassabatère (1998) pour la BO, 
d'essais réalisés au LAEGO sur l'argilite de l'Est pour le massif et ont été choisies pour le 
conteneur de façon à simuler un milieu peu poreux, peu pennéable et fortement rigide (sachant que 
le conteneur n'est pas un milieu poreux mais l'intérêt de le considérer comme tel est surtout de 
pouvoir tester ainsi un modèle tricouche avec des milieux très différents). Le tableau 18 récapitule 
toutes les données des trois matériaux. 

Tableau 18. Caractéristiques physiques des trois matériaux 
Colis (1) BO (2) Massif (3) 

Module de Young drainé non drainé E (Pa) 1.6 1 0" 8.0 1 oy 

Coefficient de Poisson non drainé v 0.2 0.25 

Module d'incompressibilité drainé K0 (Pa) 8.89 10 11 8.89 1 o~ 5.33 10') 

Module de cisaillement !1- (Pa) 6.67 10 11 6.67 10~ 3.2 1 0'1 

Coefficient de Biot b 10-5 1 0.8 
Module de Biot M (Pa) 5.5 10 1

U 4.8864 1 ol) 9.2819 10" 

Coefficient de perméabilité À11 (m
2/Pa/s) 1 o-IX lo-I/ 10-1/ 

Porosité <P 0.01 0.3 0.13 

Dilatation linéique différentielle fluide/liquide a 111 ( 1/K) 9.00 10-/ 3.70 JO-) 1.97 10-) 

Dilatation thermique drainée as (1/K) 10-) 

Conductivité thermique ÀT(W/Kim) 1.7 
Capacité calorifique non drainée C (J/K/m3

) 2.85 106 
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On modélise le problème en trois phases de manière à prendre en compte le creusement du 
massif et la mise en place du conteneur et de laBO. Une première phase correspond à l'état initial 
du massif dans lequel le stockage va être réalisé : le modèle est alors constitué d'une seule couche 
correspondant au massif(figure 35). La seconde phase correspond à l'état précédent le creusement: 
une région (0 :s; r :s; b) représente le massif excavé et le reste du modèle (r :2: b) le massif dans lequel 
le creusement a provoqué une réponse instantanée non drainée (figure 36). 

0 

0 

a=0.3m 

cr0 = OMPa 

P0 = OMPa 

T0 = 293K 

1 

a=0.3m 

cr0 =-5MPa 

P0 =2.25MPa 

T0 =293K 

b= 1.3m 

Figure 35. Phase 1 :état initial. 

b=l.3m 

<Jo= <Jo+ 

Po= Po+ 

To = To+ 

Figure 36. Phase 2 : creusement du massif. 

r 
00 

1 .,. r 
00 

La troisième phase correspond à la mise en place du conteneur et de la BO. Cette étape peut être 
modélisée de deux façons. On peut tout d'abord prendre en compte l'influence du conteneur par 
l'intermédiaire de conditions aux limites en r =a: on a alors un problème bicouche (figure 37) et la 
production de chaleur se traduit par un flux surfacique sur la paroi interne de la BO. Une deuxième 
façon consiste à considérer le conteneur comme une «couche» avec des propriétés thermo-hydro
mécaniques et on doit alors résoudre un problème tricouche (figure 38). En r = 0, on applique des 
conditions de symétrie, en l'infini, des variations nulles par rapport à l'état instantané, et aux deux 
interfaces (conteneur/BQ et BQ/massif), on assure les continuités de la pression, de la température, 
des flux de température et de liquide ainsi que de la contrainte radiale et de la variation de 
déplacement par rapport à 1' état instantané. Le conteneur est caractérisé par une production 
volumique de chaleur Ov exponentiellement décroissante avec le temps. Ce modèle tricouche est 
certainement critiquable car on peut difficilement considérer le conteneur comme un milieu poreux 
mais son intérêt est néanmoins grand pour apprécier les limites des méthodes semi-explicites. 

Le lien entre les flux volumique et surfacique est établi en considérant le flux linéaire : 

(2.49) 
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Le dégagement de la chaleur dans le colis est de type exponentiellement décroissant avec un flux 
volumique initial choisi de manière à obtenir une augmentation maximale de température dans le 
milieu poreux de 1' ordre de 100 à 200 degrés et une décroissance thermique fournie par Giraud 
( 1993) : Qv(W /m3) = 400 e (-O.o24 

t) (t en années, t ~ 0) 

Continuité de P, T, 
aT aP 

ÀT- •ÀH-' U-UO+>(j 
ar ar 

/~ 

r 

0 a=0.3m b=l.3m 00 

\ U=0 

cr=cr~1 1 aP = 0 P =Po+ 
ar 

T=To+ 
aT =0 
ar 

Figure 37. Phase 3 : mise en place du conteneur et de laBO en problème tricouche. 
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dr ar 

u =0 

aP = 0 
dr 

b=l.3m 

~ dT_ Qo -mt 
1\,T dr - se 

00 

Figure 38. Phase 3 : mise en place du conteneur et de la BO en problème bicouche. 

L'indice 0+ fait référence à l'état instantané: en effet, lors du creusement du massif, on annule la 
contrainte radiale en r = b et la chute de contrainte dans le massif se traduit instantanément par un 
comportement élastique non drainé. La mise en place du conteneur et de la BO est donc réalisée à 
partir de l'instant 0+ et non pas de l'état initial. Ceci est un point important à souligner car cet état 
instantané est discontinu (que le modèle soit bicouche ou tricouche): il est très délicat à prendre en 
compte par une approche analytique (développement en série de Fourier) alors que cela ne pose pas 
de problème particulier avec une résolution semi-explicite. 
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La réponse mécanique instantanée (figure 39) dans le massif s'écrit (solutions de Kirsch) : 
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Figure 39. Réponse mécanique instantanée. 

8 10 

En ce qui concerne la réponse hydraulique, les variations instantanées par rapport à 1 'état initial 
sont liées linéairement à la déformation volumique instantanée (voir annexe 3), et on en déduit: 

(2.51) 

Le maillage utilisé avec PARSAT est composé de 190 éléments répartis comme suit : 9 éléments 
réguliers dans le colis, 40 éléments réguliers dans la BO, 40 éléments dans la partie du massif située 
en champ proche en progression géométrique de raison 1.11 puis 100 éléments dans le reste du 
massif en progression géométrique de raison 1.05. Pour la limite infinie, on a pris une valeur très 
grande, 125 km, soit 105*b, ce que l'onjustifiera par la suite. 

Pour les deux modèles, les figures 40 et 41 représentent les évolutions de la température, de la 
pression de pore, du déplacement et des contraintes radiale et orthoradiale. On note une 
superposition quasiment parfaite entre les courbes données par PARSAT (en bleu) et semi
explicites (en rouge): même dans les cas où il y existe une différence, l'erreur relative n'excède pas 
1%. Quel que soit le modèle, 1 'évolution thermique se traduit par une augmentation de la 
température, avec un paroxysme de 150 à 170°C au bout de quelques années, et du fait d'un fort 
couplage T --7H, cela se répercute sur la pression de pore qui augmente également (alors qu'il n'y a 
pas de chargement hydraulique). On observe bien les limites «physiques» du modèle tricouche car 
les pressions n'ont pas de sens dans le conteneur (milieu non poreux en fait), mais cette 
comparaison valide bien les solutions semi-explicites avec un modèle tricouche où les couches sont 
caractérisées par des comportements nettement distincts. D'un point de vue mécanique, la 
contrainte radiale et la variation de déplacement par rapport à 1 'état instantané sont continues mais 
pas le déplacement qui montre une forte discontinuité à l'interface BQ-massif du fait de la réponse 
instantanée du massif après excavation. En outre, on peut noter l'importance de la condition aux 
limites infinie qui doit être repoussée suffisamment loin car on observe que le déplacement varie 
dans une zone très étendue. 
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Figures 40 Evolutions spatiales de quelques variables en modèle bicouche. 
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Figures 41. Evolutions spatiales de quelques variables en modèle tricouche. 

Si on s'intéresse aux deux valeurs propres calculées pour les différents matériaux, on obtient 
pour le modèle tricouche les valeurs présentées dans le tableau 19. 

Tableau 19. Valeurs propres et temps caractéristiques dans les différents matériaux 
Valeurs Temps Temps réduit Cthcnniqu) Rapport de C 
propres caractéristiques mm!. Chydrauliquc entre 2 couches 
(m2/s) (s) 

Conteneur cthcnniquc 5.73 10"' 1.57 1 0) 200.9 2.9 1.0 

Chvdrauliquc 2.00 10-/ 4.50 1 0) 70.1 14.3 

80 Cthcrmiuuc 5.98 10-/ 1.51 10) 209.3 42.7 

ChvdraulitiUC 1.40 1 o-x 6.43 106 4.9 
Massif CthcrmicJuc 5.97 10-7 1.51 105 209.3 9.3 1.0 

Chvdrauliquc 6.38 10-X 1.41 106 22.4 4.6 
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On constate que les temps réduits ne sont pas trop petits : il n'y a donc pas besoin de réaliser 
de développements limités. En outre, le rapport entre les deux valeurs propres au sein d'une 
même couche d'une part, et le rapport entre une valeur propre d'une couche et son homologue 
dans la couche voisine d'autre part, donnent tous les deux des valeurs ne dépassant guère la 
centaine. Par conséquent, les discontinuités entre couches ne sont pas fortement marquées et 
pour tester la validité de la méthode de Talbot modifiée par Piessens et al. (1983) dans le cas de 
plus fortes discontinuités, nous avons décidé de faire décroître arbitrairement la perméabilité du 
conteneur (l o- 18

, lû- 19
, l0-20

, lû-21 m2/Pa/s ). Ainsi le rapport Chennique1Chyctrau1ique dans le 
conteneur est multiplié par un facteur 10, 100 puis 1000, ainsi que le rapport des valeurs propres 
hydrauliques entre le conteneur et la BO. Les évolutions de la pression pour différentes valeurs 
de perméabilités sont données sur les figures 42, en comparant les résultats semi-explicites et 
numériques. 
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Figures 42. Evolution spatiale de la pression pour différentes valeurs de À11 dans le conteneur. 
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L'erreur relative entre les deux approches reste faible même pour des rapports de perméabilités 
de l'ordre de l 03 

: elle avoisine au maximum l% pour t = 1 an. Ce problème bicouche ou tricouche 
est donc un bon exemple de validation des solutions semi-explicites et notamment de la méthode 
d'inversion de Talbot modifiée par Piessens et al. (1983), même si le fait de considérer le conteneur 
comme un milieu poreux n'est pas physiquement très acceptable. 
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tféebets rAifioAetifs eo eouebes 

séolosi'lues profondes : 
ressAtUrAtioo Ife lA 
J6Arrière OuvrAsée 

«Lorsque vous avez éliminé l'impossible, 
ce qui reste, si impossible soit-il, est 
nécessairement la vérité. » 

Sir Arthur Conan Doyle (1 859-1 930) 





3.1 -INTRODUCTION 

Ce chapitre aborde le phénomène de ressaturation de la BO dans le cadre de la mécanique des 
milieux poreux partiellement saturés. Pour simplifier la formulation et focaliser l'étude sur les 
processus couplés de diffusion, on fait l'hypothèse d'évolutions isothermes au sein d'un milieu 
poreux indéformable : dans les équations de diffusion, les couplages avec la mécanique et la 
thermique sont donc négligés. Différentes modélisations ont été réalisées avec un degré de 
complexité croissant, tant au niveau de la géométrie que du comportement. En effet, une première 
partie concerne une étude monocouche: la couche est représentative de la BO et l'influence du 
massif est prise en compte par le biais de conditions aux limites, alors qu'une seconde partie 
s'intéresse à un modèle bicouche, où le massif est considéré comme une couche au même titre que 
laBO. Pour chacune d'elles, les modèles non linéaire et linéaire sont comparés dans le but de faire 
ressortir le rôle joué par les non-linéarités, et notamment les deux principales, à savoir la courbe de 
pression capillaire et la conductivité au liquide. En outre, l'intérêt de ces modélisations est de 
comprendre le phénomène de ressaturation mais également d'appréhender le rôle de chaque 
paramètre du modèle sur le temps de ressaturation. Une étude de sensibilité est donc ensuite 
proposée par association des solutions semi-explicites avec le logiciel PROBAN et ses méthodes 
probabilistes, et elle est complétée par une étude discrète avec le modèle non linéaire. Les résultats 
présentés dans ce chapitre ont été exposés au congrès UPC98 (56Giraud et al., 1998) et aux 
« Journées Fiabilité » ( 138Thouvenin et al., 1998), et seront exposés au congrès ICASP8-1999 
( 

139Thouvenin et al, 1999). 

3.2- CARACTERISATION DE LA BARRIERE OUVRAGEE ET DU MASSIF HOTE 

3.2.1- Modèle de comportement de laBO et du massif 

Les données caractérisant la BO proviennent de rapports du service du CEA s'occupant de 
l'entreposage et du stockage des déchets nucléaires (Raynal, 1995 ; Raynal et al., 1994 ; Raynal et 
al., 1996), ainsi que de notes rédigées par EDF et divers autres rapports (Commission Européenne, 
Volckaert et al., 1996; rapport de DEA E.Olchitzky, 1995). En ce qui concerne le massif, on a 
choisi dans 1' optique d'une application dans l'Est de la France, une argilite raide provenant de cette 
région, dont les valeurs sont issues de mesures expérimentales réalisées au LAEGO. 

Les deux données principales concernent la courbe de pression capillaire et la conductivité au 
liquide qui varient toutes les deux de façon non linéaire. Pour la BO, les courbes de pression 
capillaire expérimentales ont été ajustées par une loi de type Vachaud et Vauclin de la 
forme (Olchitzky, 1995) : 

a 
SI=-----

q a + ( 1 OOp c )b 
avec a= 175 et b = 0.61 (3.1) 

De manière à simplifier la modélisation, et du fait d'une très bonne corrélation, on a choisi de 
considérer un ajustement de même type pour le massif, avec les paramètres a et b suivants : a = 
60.89 et b = 0.54 (figure 43a). 

En ce qui concerne la deuxième non-linéarité de ces deux matériaux, en l'occurrence la loi 
reliant la conductivité au liquide à la pression capillaire, les données concernant 1 'argilite de 1' Est 
font défaut alors que pour la BO, Olchitzky ( 1998) propose à nouveau une loi de type Vachaud et 
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Vauclin. On a donc choisi de considérer pour le massif une loi identique à celle de la BO avec un 
facteur Y2 pour mettre en évidence une diffusion plus lente dans le massif (figure 43b ) . 
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Figure 43. Les deux non-linéarités de laBO et du massif. 

Pour les autres paramètres de diffusion, le coefficient de Fick F et la conductivité au gaz Àgz sont 
les mêmes pour les deux matériaux (F = 5 10-7 m2/s et Àgz = 10-8 m2/Pa/s), et enfin la porosité du 
massif vaut 0.15, soit la moitié de la BQ. 

3.2.2 - Méthodes de linéarisation des courbes de pression capillaire 

Dans le cadre de l'étude du problème de ressaturation de la barrière ouvragée (BO) par le massif, 
1' état final correspond à la ressaturation totale de la BO : par conséquent, on connaît un point de la 
courbe linéarisée : S1q = 1, Pcr = 0 et il reste à définir un autre point pour que la linéarisation soit 
réalisée. Différentes méthodes ont été envisagées, puisqu'a priori, on a vu au paragraphe 1.3.1 qu'il 
est très difficile de privilégier l'une plutôt que l'autre, sur la base d'un critère que l'on pourrait 
appeler énergétique. En effet, lorsque l'on progresse sur la courbe de pression capillaire entre deux 
points extrêmes, l'aire sous cette portion de courbe est l'analogue d'un travail rapporté à un volume 
unité. On peut alors envisager deux écritures de ce travail : 

rer 
Pc 

Wl = f <j)S,qdPc 
0 

et 
1 

w2 = J <PPcds,q 
srcr 

lq 

(3.2) 

et rechercher le point de référence de telle manière que l'aire sous la courbe linéaire soit égale à 
1 'aire sous la courbe non linéaire. Pour chaque expression du travail, on peut ensuite distinguer trois 
façons de procéder (soit six méthodes distinctes) : 

so 



- méthode à saturation constante (figure 44) : 

Pep 

0 
Pep·· 

On recherche un triangle similaire à ceux 
qui sont tracés et dont 1' aire est égale à 
1 'aire grisée. Si le triangle rouge est la 
solution, on a alors : 

P
ref 
cp = Pq 

Figure 44. Méthode énergétique à saturation constante. 

aire grisée= J PcpdS 1q = 10-2 J a -
1
--1 dS 1q 1 1 [ ( )l]x 

so so s,q ____.._ pref 
~ ~ ~ ~ 

. p ~ef (1 - S f ) 
mre rouge = P q 

2 

méthode à pression capillaire constante (figure 45) : 

Pep 

On recherche un triangle similaire à ceux 
qui sont tracés et dont 1 'aire est égale à 

0 

Pep 

1 'aire grisée. Si le triangle rouge est la 
solution, on a alors : 

Sref _ .... : 
lq - ·' L; 

Figure 45. Méthode énergétique à pression capillaire constante. 

1 1 [ ( J~x, aire grisée= f PcpdS 1q = 1 o-2 f a -d- -1 dS 1q 

S" su lq ____.._ Srcf 
lq ·Jq ~. lq 

. p ~ (1 - s rcf ) 
mre rouge = P q 

2 

81 

(3.3) 

(3.4) 



-méthode avec point sur la courbe non linéaire (figure 46) : 

0 
Pep 

\ 

s~q s lq 

On recherche un triangle similaire à ceux 
qui sont tracés et dont 1 'aire est égale à 
1 'aire grisée. Si le triangle rouge est la 
solution, on a alors : 

srcf s 
lq = lq 

ref 
Pep = Pep 

Figure 46. Méthode énergétique avec point sur la courbe non linéaire. 

l l l ( )1]/t: aire grisée= J PepdS 1q = 10-2 J a f -1 dS 1q 

so so lq 
lq lq 

. p~ef (1- sref) 
arre rouge = P q 

2 

et sref - a 
lq - ( )b 

a+ 1 Oüp~~f 

~ S ref pref 
lq ' cp (3.5) 

En superposant les sept méthodes exposées ci-dessus (figure 47), on constate que le résultat de la 
linéarisation est très différent. Il faut en choisir une pour la modélisation mais il est assez délicat de 
justifier son choix avec des arguments physiques. En fait, après avoir réalisé quelques simulations 
avec ces différentes méthodes, nous avons décidé de conserver la méthode qui semblait donner de 
meilleurs résultats, en 1 'occurrence la méthode énergétique en considérant le travail W 1 et le point 
de référence sur la courbe non linéaire. 
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Figure 47. Les différentes méthodes de linéarisation de la courbe de pression capillaire. 
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3.2.3 -Application au cas particulier du bicouche BQ-massif 

Un problème se pose pour la linéarisation de la courbe de pression capillaire du massif dans le 
modèle bicouche car la saturation initiale est très proche de 1 (1-E), et par conséquent, si on prend 
un tel état comme point de référence, on obtient une pente quasi nulle et la saturation dans le massif 
reste toujours égale à 1. On peut représenter schématiquement sur les deux courbes linéarisées 
1' évolution de la saturation pour les deux matériaux à partir de 1' état initial (points bleus), monotone 
(augmentation progressive jusqu'à saturation totale) pour laBO et non monotone (diminution puis 
retour vers la saturation totale) pour le massif. 

Pep 

BO~ 

Figure 48. Schématisation du chemin de ressaturation dans les deux matériaux. 

Du fait de la continuité de la pression capillaire entre les deux matériaux, et puisque la pression 
capillaire de la BO ne peut excéder celle du point de référence, on considère donc un nouveau point 
« initial » conespondant au point de pression capillaire maximale de la BO, puis on linéarise avec la 
même méthode que dans la BO (figure 49). 

Pep 

Point de saturation 
mini Massif 

Point initial BO 

'q/ 

Figure 49. Linéarisation de la courbe de pression capillaire du massif. 

83 



3.3 -GEOMETRIES ET CONDITIONS AUX LIMITES 

On considère deux modèles unidimensionnels en géométrie cylindrique, l'un monocouche et 
l'autre bicouche (figure 50). 

b 

Massif 
(2) 

Figure 50. Géométries monocouche et bicouche. 

r 

Les données caractérisant la géométrie et les différentes conditions (aux limites, de continuité et 
initiales) sont les suivantes : 

- dimensionnement : 

a=0.4m 

b = 1.4m 

c = 100 * b 

-conditions aux limites (identiques pour les deux géométries) : 

dP!q dPoz 
r =a : -- = 0, _o_ = 0 

êlr êlr 
(débits nuls à la paroi du conteneur) 

r = b (monocouche)} 
. : s,q = 0.99, Paz = Patm 

r = c (b1couche) b 

conditions de continuité (pour le modèle bicouche): 

r =b. p(l) = p(2) p(l) = p(2) 
· lq lq ' gz gz 

M\~~vp = M\~~vp' M~~l = M~:l 

conditions initiales : 

Pgz = Patm 
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La deuxième condition porte sur la saturation initiale de la BO et du massif (en bicouche ). La 
BO est initialement partiellement saturée (S1q = 0.5) quelle que soit la géométrie mais dans le 
modèle bicouche, on constate une discontinuité initiale de la saturation, comme le montre la figure 
51. Ceci est une des justifications de l'utilisation de méthodes semi-explicites car, alors qu'une telle 
discontinuité initiale est relativement complexe à prendre en compte avec des méthodes de 
résolution analytiques (recours à des décompositions en série de Fourier), la résolution semi
explicite ne pose pas de problèmes. 

Slq 

1 
\1 as si f 

0.5 '-------' discontinuité 
80 

0~----~-----------------------r~~ r 
a b c 

Figure 51. Discontinuité initiale de saturation du modèle bicouche. 

3.4- ETUDE MONOCOUCHE 

3.4.1 - Modèle linéaire 

3.4.1.1 - Principaux résultats 

Dans 1 'approche linéaire, on est amené à diagonaliser une matrice de diffusion et les deux 
valeurs propres C 1 ct C2 ainsi trouvées permettent de calculer les deux temps caractéristiques 1:, et 
1:2 correspondant aux deux phénomènes de diffusion (Darcy ct Fick). On peut alors montrer que les 
deux valeurs propres s'expriment en tant que combinaison linéaire des trois paramètres physiques 
caractéristiques de la diffusion du milieu, les deux conductivités au liquide et au mélange et le 
coefficient de Fick, puisque trace et déterminant de la matrice à diagonaliser se mettent sous la 
forme: 

{

tr = A 1 A1q + A 2 Àgz +A 3 F 

det = 8 1 A1qAgz + 8 2 FA 1q + 8 3 FÀgz 
(3.1 0) 

et chacune de ces valeurs propres correspond à un mode de diffusion : or, dans ce problème, ces 
deux valeurs ne sont pas du même ordre : 
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{

cl = 5.75 10-3 m2s-1 

c2 = 7.48 10-lO m2s-1 
(3 .11) 

Par conséquent, on peut en déduire que les phénomènes correspondant aux deux modes de 
diffusion interviennent sur des échelles de temps très différentes, et tout se passe presque comme si 
les deux modes étaient découplés : le premier se produit presque instantanément (le temps 
caractéristique est de 1 'ordre de 1 'heure pour un rayon b de 1.4 rn) alors que le second est beaucoup 
plus lent (de 1' ordre de la centaine d'années). 

Pour comprendre alors quels sont les processus de diffusion qui interviennent majoritairement 
dans chaque mode, il suffit de considérer des valeurs très petites pour deux des caractéristiques (ce 
qui revient à annuler deux moteurs de la diffusion) et d'en conserver une à sa valeur puis de calculer 
la valeur propre correspondante (une des valeurs propres est bien sur nulle puisque l'on est ramené 
à un processus de diffusion simple) : 

diffusion simple de type Fick: C = 10-7 m2/s 
diffusion simple de type Darcy pour le mélange : C = 5.75 10-3 m2/s 
diffusion simple de type Darcy pour le liquide: C = 7.2 10- 10 m2/s 

Il est alors évident que le mode 1 correspond à un processus de diffusion de type Darcy du 
mélange très rapide, ce qui va provoquer l'établissement presque instantanément de l'équilibre de la 
pression de mélange, et lorsque le mode 2 commencera, on pourra considérer que la pression de 
mélange est constante. Ce mode 2 est très proche d'un mode diffusif de type Darcy du liquide avec 
une petite influence de la diffusion de la vapeur dans le mélange selon la loi de Fick (7.48 10- 10 

= 

7.2 10- 10 + E 10-7
). Le fait que la pression de mélange soit constante et égale à la pression 

atmosphérique est lié à la forte valeur de conductivité au mélange gazeux, mais cela ne serait plus 
valable pour des matériaux présentant une conductivité plus faible (Alonso et al., 1998). 

3.4.1.2- Etude de sensibilité 

Le principe d'une étude de sensibilité menée grâce à des méthodes probabilistes a été présentée 
au chapitre 1. Elle nécessite de se fixer un événement qui constituera la fonction d'état limite. 
L'objet de cette étude étant de déterminer les facteurs jouant un rôle majeur dans le processus de 
ressaturation de la BO, nous avons choisi de considérer l'endroit dans la BO le plus éloigné du 
massif (r =a, interface colis/BQ) puisqu'il correspond forcément au temps de ressaturation le plus 
long et de comparer la valeur de la saturation en ce point à une valeur seuil proche de la saturation 
totale au bout d'un temps donné (10 ans). L'événement est donc le suivant: 

« S1q > O. 95 en r =a et t = 10 ans » (3.12) 

Il faut également choisir des intervalles de vanat1on pour les variables d'entrée du modèle, 
sachant que le résultat de l'étude de sensibilité est fortement lié à l'étendue des différents domaines 
de variation. Une première façon de procéder est de considérer des intervalles d'extension 
équivalente pour toutes les variables, ce qui va permettre d'analyser, d'un point de vue théorique, 
1' influence des paramètres sur le modèle. On peut ensuite dans une deuxième approche déterminer 
les domaines de variation à partir des données expérimentales disponibles. Ceci va intéresser 
fortement 1' industriel qui discriminera ainsi les paramètres prédominants dans 1 'état actuel de 
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connaissance, et pourra alors orienter éventuellement de nouvelles investigations pour déterminer 
plus précisément les paramètres les plus importants. On notera que pour les deux approches une loi 
uniforme caractérise la distribution de chaque paramètre dans son domaine de variation, ce qui 
revient à donner un même poids à toutes les valeurs de cet intervalle. 

Le tableau 20 présente les domaines de variation choisis pour les différents paramètres du 
modèle monocouche en considérant les deux approches, théorique (domaines de variation de 20% 
de part et d'autre d'une valeur moyenne pour toutes les variables) et expérimentale (domaines de 
variation établis à partir des données expérimentales). Outre les paramètres de diffusion À1q, Àgz et F, 
les variables que l'on prend en compte dans l'étude de sensibilité sont la saturation initiale et 
l'épaisseur de laBO. 

Tableau 20 Domaines de variations des paramètres pour l'étude de sensibilité 
Valeur Approche théorique Approche expérimentale 

Variables Moyenne -20% +20% Mini. Maxi. 
Comportement 
F (mL/s) 5 10-' 4 l0-7 6 l0-7 lO-i> 10-7 

Àgz (m2/Pa/s) 10-1) 8 1 o-lJ 1.2 10-l> 2 10-IU 5.5 10-b 

À1q (m2/Pa/s) 5 10-l~ 4 10-ll> 6 10-ll> 10-11> 8.5 10-ll> 

Siq o 0.5 0.4 0.6 0.5 0.6 
Géométrie 
b (rn) 1.4 1.12 1.68 0.6 1.4 

L'étendue des domaines de variation des différentes variables apparaît très différente selon le 
type d'approche, et il n'est donc pas très surprenant de trouver des résultats également très 
différents dans 1' étude de sensibilité. Les calculs, menés avec le logiciel Pro ban (Olesen, 1992), ont 
permis de détem1iner les facteurs d'importance des variables sur le critère. Les valeurs 
correspondant aux deux approches sont regroupées dans le tableau 21. 

Tableau 21. Facteurs d'importance pour les approches théorique et expérimentale. 
Facteurs d'importance (%) 

Variables A_pproche théorique Approche expérimentale 
F (m~/s) 0.1 0.1 
Àgz (m2/Pa/s) 0.0 0.0 

À1q (m2/Pa/s) 3.0 64.2 
Slqo 77.9 0.1 
b (rn) 19.0 35.6 

Dans 1 'approche théorique, on constate que les paramètres de diffusion (À1q, Àgz et F) ont une 
influence négligeable sur le temps de ressaturation de la BO par rapport à la saturation initiale et 
l'épaisseur de laBO. Le rôle très important de la saturation initiale peut s'expliquer d'une part par 
le fait que le temps de ressaturation est d'autant plus court que la valeur initiale de la saturation est 
élevée, et d'autre part, S1q

0 intervient à plusieurs reprises dans les matrices de couplage de capacité. 
La sensibilité du modèle à ce paramètre est donc grande et pour l'épaisseur de laBO, on peut mettre 
en avant que le front de ressaturation progresse plus rapidement dans la BO si la distance à 
parcourir est faible. 
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En revanche, l'approche expérimentale met en évidence l'importance de la conductivité au 
liquide, qui varie dans un domaine beaucoup plus large que ±20% autour d'une valeur moyenne. 
Bien que le domaine de variation des autres paramètres de diffusion soit également très étendu, on 
remarque que leur facteur d'importance est négligeable, ce qui traduit en fait que le phénomène 
majeur de diffusion est la diffusion du liquide par un processus de type Darcy généralisé. 

On peut alors représenter une carte d'occurrence de l'événement dans le plan des deux 
paramètres les plus influençants À1q et b (figure 52). 
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Figure 52. Carte d'occurrence de l'événement dans le plan des variables principales. 

Cette carte permet de conclure que la saturation de la BO est toujours atteinte pour un 
dimensionnement suffisamment petit et une perméabilité au liquide suffisamment forte (domaine P 
= 1) quelles que soient les valeurs des autres paramètres. 

Cette étude de sensibilité ayant été réalisée avec le modèle linéaire, toutes les variables sont 
indépendantes. La prise en compte des non-linéarités de comportement nécessiterait de considérer 
les dépendances entre paramètres mais l'étude de sensibilité est alors plus lourde et nécessite des 
méthodes numériques appropriées, telles que la méthode par surface de réponse (Lemaire, 1998). 

3.4.2 -Comparaison du modèle linéaire et des modèles non linéaires 

3.4.2.1 - Modèle avec courbe de pression capillaire non linéaire et conductivité au 
liquide constante 

La notion de temps caractéristique n'a plus de sens dans le cas de problèmes non linéaires, mais 
on peut toujours comparer les deux valeurs propres qui sont alors fonction des inconnues du 
problème. De plus, comme la pression de mélange reste quasiment constante durant le phénomène 
de ressaturation, on peut en fait exprimer ces deux valeurs propres en fonction d'une seule 
inconnue, par exemple la saturation en liquide. 
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Comme la valeur propre importante dans ce problème, pour l'étude du temps de ressaturation, 
est la valeur C2, on a représenté, sur la figure 53, l'évolution du rapport de cette valeur propre 
obtenue pour les modèles non linéaire (C2NL) et linéaire (C2L). 
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Figure 53. Evolution du rapport des valeurs propres linéaire et non linéaire. 

Ceci est intéressant car on constate l'existence d'un point particulier (que l'on appellera point de 
transition) qui délimite deux domaines de saturation. Au début du phénomène de ressaturation, la 
saturation est égale à la saturation de référence et elle augmente progressivement. Avant le point de 
transition (soit S1q = 0.703), le rapport est supérieur à 1 : la valeur propre non linéaire est donc 
supérieure à la valeur propre linéaire. Ce point de transition peut être à rapprocher d'un autre point 
que 1' on appellera point de tangence et qui est mis en évidence sur la figure 54. 
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Figure 54. Courbe de pression capillaire et point de tangence. 
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Pour la partie du chemin de ressaturation en deçà du point de tangence (S1q ~ O. 717), la pente de 
la courbe de pression capillaire non linéaire est plus forte que celle de la courbe linéaire, et par 
conséquent la ressaturation doit se faire plus rapidement en suivant le chemin non linéaire, puis la 
tendance s'inverse au-delà du point de tangence. 

L'analyse de l'évolution spatiale de la saturation (figure 55) pem1et de confim1er les différentes 
observations précédentes (comparaison linéaire et non linéaire) : 

{

si S1q :S: 0.7, ressaturation NL plus rapide queL 

si S1q ~ 0.7, ressaturation L plus rapide que NL 

L'observation de ces évolutions comparées permet en outre de constater que finalement, à long 
tem1e, le modèle linéaire donne des temps de ressaturation plus petit que le modèle non linéaire. 
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Figure 55. Distribution de la saturation: modèles Let NL avec À1q constant. 

3.4.2.2 - Modèle avec courbe de pression capillaire linéaire et conductivité au liquide 
non linéaire 

Dans le modèle linéaire, le choix de la valeur de conductivité au liquide est fait au point de 
référence. Or l'évolution non linéaire de cette conductivité avec la saturation est une fonction 
monotone croissante (puisque décroissante en fonction de la pression capillaire), ce qui permet d'en 
déduire que la conductivité au liquide sera plus élevée dans le modèle non linéaire que dans le 
modèle linéaire, et que de plus, cet écart va aller en augmentant au fur et à mesure de la 
ressaturation (figure 56). 

Ce que l'on observe sur la conductivité au liquide se répercute de façon analogue sur la cinétique 
de ressaturation, comme le montre la figure 57, comparant le modèle linéaire et le modèle avec la 
conductivité au liquide non linéaire. Il est alors évident que dans le cas où la conductivité n'est pas 
prise au point de référence mais pour une saturation plus élevée, on observera le même type de 
phénomène que pour la courbe de pression capillaire, avec la présence d'un point de transition. 
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Figure 57. Distribution de la saturation: modèle Let modèle avec À1q NL. 

3.4.2.3 - Modèle avec les deux non-linéarités 

On a pu mettre en évidence que la prise en compte individuelle des deux non-linéarités se 
traduisait par des effets opposés sur le calcul des temps de ressaturation, et il est donc intéressant de 
savoir dans quelle mesure ces effets vont se compenser lorsque 1 'on considère les deux non
linéarités. On a donc représenté sur la figure 58 la comparaison entre les modèles linéaire et non 
linéaire. 
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On constate que le modèle linéaire n'est globalement pas très différent du modèle non linéaire et 
que l'estimation des temps de ressaturation à la paroi interne de la BO à partir d'un modèle 
simplifié linéaire conduit à donner des résultats du même ordre de grandeur. Le tableau 22 donne la 
valeur de la saturation au niveau de la paroi intérieure (r = 0.4) obtenue avec les différents modèles : 

Tableau 22. Comparaison de la saturation obtenue avec les modèles L et NL. 
Temps (années) 10 20 50 80 
Modèle L 0.73 0.89 0.98 0.99 
Modèle avec isot. et À1q NL 0.76 0.87 0.95 0.98 

3.5- ETUDE BICOUCHE 

3.5.1- Différences entre les modèles monocouche et bicouche 

Il y a une différence fondamentale entre les modèles monocouche et bicouche en ce sens que le 
massif n'est pris en compte qu'au niveau des conditions aux limites dans le modèle monocouche: 
on impose la condition de saturation totale uniquement sur la paroi extérieure c du modèle. Dans la 
modélisation bicouche, on peut, d'une part, mettre en évidence des propriétés différentes pour les 
deux matériaux, mais d'autre part, sur la paroi extérieure de la BO, qui correspond alors à 
1 'interface entre BO et massif, on impose des conditions de continuité sur les pressions et les flux de 
fluides (eau et air sec). 

La figure 59 montre les évolutions spatiales comparées de la saturation uniquement dans la BO 
(a< r < b) pour les deux modèles linéaires. 
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On constate tout d'abord que le front de saturation ne se propage pas de la même façon dans les 
deux modèles, surtout pour des temps grands. En outre, on peut également souligner que le temps 
de ressaturation est nettement inférieur dans le cas d'un modèle bicouche, ce que l'on peut attribuer 
aux propriétés différentes du massif. 

3.5.2 - Modèle linéaire 

3.5.2.1 -Principaux résultats 

La figure 60 représentant 1' évolution temporelle de la saturation pour différents rayons (quatre 
premières courbes = BO, cinquième = interface, six dernières = massif) montre que 1' on retrouve 
bien le phénomène mis en avant lors de la linéarisation de la BO et du massif, à savoir les 
évolutions monotone de la BO et non monotone du massif. 
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Figure 60. Evolution temporelle de la saturation. 
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De plus, cette figure permet d'appréhender la zone d'influence de la ressaturation dans le massif. 
En effet, on voit que pour un rayon r =Sb, la saturation reste quasiment totale(> 0.98) quel que soit 
le temps et on peut donc en conclure que le massif n'est pas affecté par ce phénomène de 
res saturation de la BO au-delà de 1 Ob. 

Si on représente les évolutions spatiales de la pression capillaire et de la saturation en liquide 
(figure 61 ), on remarque que 1' on assure bien la continuité de la pression capillaire à 1' interface 
entre les deux matériaux et la discontinuité observée pour la saturation traduit l'influence des deux 
pentes distinctes des deux courbes de pression capillaire linéarisées. 
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Figure 61. Distribution de la pression capillaire et de la saturation. 

Il est intéressant de noter que l'état de saturation dans la BO s'homogénéise au bout d'une 
centaine d'années et, à partir d'un tel temps, on peut donc estimer que le temps de ressaturation est 
indépendant de 1 'abscisse du point considéré (la saturation est la même en bordure du colis et à 
l'interface avec le massif). 

En outre, alors que la ressaturation semble relativement rapide dans sa phase de démarrage (on 
passe de 0.5 à 0.8 pour une durée de 100 ans environ), ensuite on vérifie que le temps de 
ressaturation est très sensible au critère que 1' on se fixe : en effet, selon que 1 'on considère que la 
saturation est atteinte à partir de 0.90, 0.95 ou 0.99, le temps de ressaturation varie d'un facteur 1 à 
10. 

De plus, on constate que le massif, initialement saturé, présente une saturation qui chute et peut 
se rapprocher de la valeur initiale de laBO, notamment à proximité de l'interface aux temps petits. 

3.5.2.2 - Analyse de sensibilité des paramètres du modèle 

L'analyse de sensibilité sur le modèle monocouche a montré, par l'approche expérimentale, que 
les deux paramètres les plus importants sur la cinétique de ressaturation étaient la surface extérieure 
b et la conductivité au liquide À1y de la BO. On a donc considéré ces deux paramètres dans l'étude 
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de sensibilité du modèle bicouche en y ajoutant la saturation initiale de la BQ (elle était peu 
importante dans la première étude mais on la prend tout de même en compte car la linéarisation des 
courbes de pression capillaire en modèle bicouche est plus complexe) et le rapport de conductivité 
massif/BQ (noté rÀ1q) pour tenir compte de la conductivité du massif. Enfin, on prend également en 
compte le seuil de saturation: il n'intervient pas en tant que paramètre du modèle mais en tant que 
critère (son traitement par le logiciel Pro ban est le même que pour les autres variables). Les 
intervalles de variation des cinq variables sont donnés dans le tableau 23. 

Tableau 23. Intervalles de variation pour l'analyse de sensibilité. 
Variable Intervalle de variation Unité 

Comportement 
Conductivité au liquide de la BQ [10- 111 

••• 8.5.10-ll)] m2/Pals 
Rapport de conductivité massif/BQ [1 o·L ... 1 02J 1 
Saturation initiale de la BQ [0.50 ... 0.60] 1 

Géométrie 
Interface BQ/massif [0.6 ... 1.4] rn 

Critère 
Seuil de saturation [0.90 ... 0.98] 1 

De plus, on étudie également l'influence des courbes de pression capillaire de laBO et du massif 
en considérant une seule courbe pour la BQ mais trois courbes différentes pour le massif (figure 
62). Ceci pem1et de prendre en compte la position relative des courbes de pression capillaire de la 
BQ et du massif (isoMI : a= 60.9, b = 0.538; isoM2: a= 175 , b = 0.61 ; isoM3: a= 2840, b = 
0.91). Enfin, de manière à distinguer les cinétiques lentes et rapides, on a réalisé l'analyse de 
sensibilité à des temps différents (10, 50, 100 et 1000 ans). Ainsi, on a réalisé 3 (courbes de 
pression capillaire du massif) x 4 (temps), soit douze études de sensibilité avec cinq variables. 
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Figure 62. Les trois courbes de pression capillaire du massif pour l'étude de sensibilité. 

Reste maintenant à preciser les événements sur lesquels on va étudier l'influence de ces 
variables, et d'après les résultats obtenus précédemment, on en a fixé deux : le tableau 24 précise 
ces événements et leur justification. 
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Tableau 24. Evénements de l'analyse de sensibilité 
Evénements Justification 

S1q > seuil en r = a Temps de ressaturation de laBO au point le plus long 
à ressaturer (interface conteneur/BQ) 

S1a > 0.98 en r = 2b et r =Sb Extension de la zone perturbée du massif 

Critère 1 : S1g > seuil en r = a 

Un premier résultat intéressant concerne les différentes cinétiques de ressaturation : la figure 63 
présente les facteurs d'importance des cinq variables pour les quatre temps 10, 50 100 et 1000 ans 
avec la courbe de pression capillaire isoM 1 du massif. 
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Figure 63. Facteurs d'importance en fonction du temps. 

On constate que les couples de facteurs les plus importants sont différents à 10 ans (cinétique 
rapide), à l 00 ans (cinétique moyenne) et à 1000 ans (cinétique lente). Les deux paramètres 
prépondérants à 10 ans sont ceux qui avaient été déjà mis en évidence pour la même valeur du 
temps avec le modèle monocouche, et on se rend compte que le poids de ces variables chute 
progressivement au cours du temps, au profit du rapport de conductivité massif/BQ vers 100 ans 
puis du seuil de saturation à 1000 ans. 

On peut alors tenter une explication physique en avançant que pour les cinétiques rapides, c'est 
la BO, par l'intermédiaire de son épaisseur et de sa conductivité au liquide, qui gouverne 
principalement le phénomène de ressaturation, alors que pour des cinétiques plus lentes, c'est la 
conductivité du massif qui devient progressivement le moteur de la ressaturation, puis enfin, à plus 
long terme, le seuil de saturation, pour lequel on a montré qu'il pouvait y avoir un facteur l 0 entre 
les temps de ressaturation à 0.95 et 0.98. Le poids de la variable seuil de saturation est néanmoins à 
nuancer car on aurait certainement trouvé un facteur d'importance beaucoup plus élevé si on avait 
considéré un intervalle de variation [0.9 ... 0.99]. 
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L'influence de la position relative des courbes de pression capillaire du massif et de la BO est 
montrée sur la figure 64. 
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Figure 64. Influence des courbes de pression capillaire sur les facteurs d'importance. 

Le fuseau des facteurs d'importance de chaque variable est très resserré, ce qui montre, de façon 
discrète, le faible poids du choix de la courbe de pression capillaire du massif, et on pourrait, sans 
faire une forte approximation, considérer une même courbe pour le massif et laBO. 

Une fois les facteurs d'importance déterminés, on peut alors représenter les zones d'occurrence 
de l'événement dans le plan des deux variables principales, ce qui conduit à trois plans différents 
pour les trois cinétiques considérées (figures 65, 66 et 67). Par exemple, sur la figure 65, si on 
choisit un couple (b,À1q) dans la zone « événement jamais réalisé », alors quelles que soient les 
valeurs des autres variables du modèle, l'événement ne sera jamais réalisé . 
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Figure 65. Plan des variables principales à 10 ans. 
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Figure 67. Plan des variables principales à 1000 ans. 

Le fait de pouvoir déterminer des facteurs d'importance grâce aux méthodes probabilistes de 
Proban pem1et de trouver rapidement les variables principales, et on peut alors représenter, de façon 
discrète, une carte de saturation dans le plan de ces variables principales. 

Les figures 68 et 69 en montrent un exemple à 10 ans et à 1 00 ans. 
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Figure 68. Saturation dans le plan (b, À1q) à 10 ans. 
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Critère 2 : S1g > 0.98 en r = 2b et r = Sb 

En r = Sb, les résultats démontrent que l'événement est toujours réalisé (à 99%) quelles que 
soient les valeurs des différentes variables : par conséquent, au delà d'un rayon Sb, on peut 
considérer que le massif n'est jamais affecté par le phénomène de ressaturation de la BO (au sens 
du critère 2). 

En r = 2b, ceci n'est plus vrai comme le montre la figure 70 représentant la probabilité 
d'occurrence de 1' événement en fonction du temps et pour les différentes courbes de pression 
capillaire du massif, surtout à court terme. 
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Figure 70. Probabilité d'occurrence de l'événement. 

Il est donc intéressant d'analyser les facteurs d'importance qui montrent qu'une variable a un 
poids nettement supérieur aux autres et d'autant plus fort que le temps augmente: il s'agit du 
rapport de conductivité entre massif et BO (figure 71), ce qui s'explique physiquement assez 
facilement. En effet, il était prévisible que la cinétique de ressaturation soit gouvernée dans le 
massif essentiellement par la conductivité du massif. 
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Ce résultat est particulièrement intéressant puisqu'il montre qu'une caractérisation expérimentale 
de la conductivité hydraulique du massif, en condition de saturation partielle, est indispensable pour 
le problème de ressaturation à long tem1e du modèle bicouche BQ/massif. 

On peut représenter le plan des variables principales, par exemple à 50 ans (figure 72): on 
constate que la limite entre les deux zones est proche de 1 'horizontale ce qui traduit le fort poids 
d'une des deux variables de ce plan. 

2-,---

! 

i 

l 
i 
' ._.._-1 

u 

1~ 
i g> 
1-

1 

1 

événement 
"Stq > 0.98" 

toujours réalisé 

: -2 !------·-···-··-----·---···· 

0.6 b(m) 

·~--··------------, 

événement 
"Stq > 0.98" 

peut-être réalisé 

i 

Figure 72. Plan des variables principales à 50 ans. 

3.5.2.3 - Comparaison avec une étude de sensibilité discrète non linéaire 

Une étude similaire avait été menée par Lassabatère (1998) au CEA en considérant un modèle 
bicouche non linéaire avec les mêmes discontinuités de paramètres entre la BO et le massif mais 
une même courbe de pression capillaire pour ces deux matériaux. De plus, les couplages H---tM sont 
pris en compte. Le problème a été résolu avec le logiciel CESAR. La figure 73 montre un exemple 
de ces résultats : les temps de ressaturation y sont présentés en fonction de la conductivité de la BO 
et du rapport de conductivité entre BO et massif (avec une épaisseur de BO de 1 m, un seuil de 
saturation de 0.99 et une saturation de 1 à l'infini). 

Par analogie, et de manière à comparer les ordres de grandeurs des temps de ressaturation, nous 
avons réalisé le même graphique (figure 74) mais avec deux courbes de pression capillaire 
différentes, une condition aux limites de 0.99 (des instabilités numériques liées à un mauvais 
conditionnement des matrices de couplage ne permettent pas de prendre en compte une saturation 
plus proche de 1) et un seuil de 0.985. 
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Figure 74. Temps de ressaturation (solutions semi-explicites). 

En tenant compte des différences entre les deux modèles, et notamment de la condition aux 
limites sur la saturation et de la sensibilité du temps de ressaturation au seuil que l'on choisit, on 
peut estimer que les résultats sont du même ordre, ce qui permet de justifier a posteriori l'hypothèse 
de découplage mécanique. 
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On observe, pour un rapport de conductivité massif/BQ donné, un facteur de proportionnalité 
(environ 1 0) entre le temps de res saturation et la conductivité au liquide de la BO, et il en va de 
même pour une conductivité au liquide donnée entre le temps de ressaturation et le rapport de 
conductivité massif/BQ (un peu plus de 10 pour l'étude non linéaire et un peu moins de 20 pour 
l'étude linéaire) : on met ainsi en évidence deux lois linéaires régissant l'évolution du temps de 
res saturation. 

3.5.3 - Modèle non linéaire 

3.5.3.1 - Discrétisations spatiale et temporelle 

Les calculs non linéaires ont été réalisés avec PARSAT en utilisant un maillage reliant les 
extrémités a et c du modèle par 197 éléments comme le montre la figure 75. En fait, un maillage 
plus fin, avec un nombre double de nœuds a été testé mais il s'est avéré que ce raffinement 
n'apportait pas de différences significatives. En outre, la taille de ces éléments a été détemünée 
selon une progression géométrique pour mettre en place des éléments plus petits dans la BQ et plus 
grossiers quand on avance dans le massif. 

nœud 1 nœud 101 nœud 299 nœud 395 
o~~~~----~0~----------~o~------------------------~o ._ r 

a=0.4 b=l.4 b'=5 c=100b 
Figure 75. Maillage du modèle 1 D bicouche. 

En ce qui concerne la discrétisation temporelle du modèle, nous avons réalisé les calculs avec 
500 instants de calcul selon un schéma de type implicite. Deux variantes ont été testées avec 
PARSAT. En effet, la discrétisation temporelle d'une fonction f(t) quelconque consiste à interpoler 
linéairement la fonction entre t11 _1 et t11 = t11 _1 + ~t par: 

avec ~1 = f(tn) 

On a considéré ~t = 1 pour tous les calculs mais pour la première méthode, il n'y a pas de test de 
convergence (un seul calcul par pas de temps) alors que pour la seconde, un test de convergence 
(test sur p1q, tolérance= 10-5

) est utilisé et on a donc une résolution de type point fixe. 

Ces deux méthodes ont bien sur été testées et la figure 76 en donne une représentation comparée. 
La méthode la plus adaptée à ce genre de calculs non linéaires correspond au schéma implicite, 
puisque celui-ci procède par calculs itératifs autour d'un point fixe jusqu'à l'obtention d'une erreur 
relative inférieure à une certaine tolérance fixée par l'utilisateur : les temps de calculs sont donc un 
peu plus longs mais l'erreur relative par le schéma explicite peut atteindre 1%. 
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Figure 76. Comparaison des schémas implicite et explicite. 

3.5.3.2 - Nécessité du lissage de la courbe de pression capillaire non linéaire 

L'état initial discontinu qui caractérise le problème de ressaturation bicouche pose un problème 
numérique concernant le nœud de l'interface : en effet, les inconnues nodales (pressions partielles 
de liquide et de mélange) ne sont pas définies en ce point (en rouge sur la figure 77). 

BO Massif 
,... ::: 

Stq=0.5 Stq=0.99 

élément i élément i+ 1 

Figure 77. Problème du nœud de l'interface BQ/massif. 

On choisit de lui affecter les valeurs de la BO : la discontinuité de saturation se traduit par 
1 'intermédiaire de la courbe de pression capillaire par une discontinuité de pression capillaire. Les 
pressions qui sont alors affectées aux 3 nœuds de 1' élément i+ 1 sont celles de la figure 78. 

P =3.94 107 
cp P =1()4 

cp P =1()4 
cp 
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Figure 78. Valeurs calculées aux nœuds de la pression capillaire pour l'élément i+ 1. 
Un point important, au niveau des calculs non linéaires, est que les différentes matrices sont 

fonction de la saturation, elle-même fonction de la pression capillaire. Cette pression capillaire est 
calculée par interpolation dans chaque élément fini et l'interpolation de la pression capillaire sur 
l'élément i+l (intervalle réduit avec r1 = -1 et r2 = l) conduit à des pressions capillaires négatives 

r1 + r2 entre et r2 (figure 79). 
2 

~~·~~~~----~-~------~~-/~~~~· 
-1 -0.5 ~ 0.~ 1 

-5'106 ~ 

Figure 79. Interpolation de la pression capillaire sur l'élément de contact i+ l. 

Ces pressions capillaires négatives n'ont pas de sens physique mais elles sont autorisées 
numériquement puisqu'elles correspondent au cas saturé. En revanche, pour des raisons 
mathématiques liées à l'expression de la courbe de pression capillaire, la saturation n'est pas définie 
sur cette partie de l'élément. 

Un lissage numérique s'impose de manière à prendre en compte ces pressions négatives. Le 
principe de ce lissage consiste à modifier l'allure de la courbe de pression capillaire au voisinage de 
la saturation (un lissage analogue est présenté par Giraud, 1996). Pour le calcul numérique, on 

considère que pour des pressions inférieures à une pression notée P~po, la courbe est remplacée par 

une autre courbe qui tend vers l mais pour des pressions tendant vers -oo (et non plus en 0) : 

s,q = { a )b 
a+ \Pep 

a 

S Iq = 1 - a(y- p ~P J 

a > a pour Pep - Pepo 

a a 
pour Pep < Pepo 

et il faut donc calculer les 3 paramètres a, ~ et y de manière à assurer : 

- la continuité de la saturation en P~po 

- la continuité de la dérivée de la saturation en P~po 

- S lq ( 0) = S lqo = 1 - E 

(3.13) 

Les figures 80 et 81 représentent les lissages obtenus respectivement pour le massif et la 80, 
ainsi que les paramètres correspondants. 
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s -- lq 
---l 

a= 0.000253 
~ = -0.33250 
y = 0.016188 

~ 1 ë = 0.001 => Slqo = 0.999 ,, 
0.99 \ 

r· 
0.998 + 
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0.997 + 

0.996 

l 

; l 

a= 60.89 
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i : p ~~ ) ) = ( j_ () l 
>--- ----+-----8;-995-r-------'l-'---------i------- -------~ 

-0.1 -0.05 0 
a 

Pep 

0.05 0.1 

1, 

Figure 80. Lissage de la courbe de pression capillaire du massif: E = 0.001 et P~po = 0.01 

a= 0.000556 

~ = -0.31014 
y= 0.150914 

-1 -0.5 
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0.996 
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. \!! 

-'\, 

a= 175 

b = 0.61 

0.995 

0.994 

0 
a 

Pep 

: p ~:p 1 
=() 1 

l 

0.5 

Figure 81. Lissage de la courbe de pression capillaire de la 80 : E = 0.001 et P~po = 0.1 

3.5.3.3 - Comparaison linéaire/non linéaire 
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La figure 82 représente les évolutions spatiales et temporelles des modèles linéaires et non 
linéaires à la paroi interne de laBO. Au vu de ces coupes et courbes, on constate que les allures sont 
globalement les mêmes. La cinétique linéaire apparaît plus rapide que la cinétique non linéaire quel 
que soit le temps ou le rayon considéré, mais en fait, ce qui nous intéresse, c'est le temps de 
ressaturation et la conductivité au liquide a été linéarisée de manière à ce que les temps de 
ressaturation linéaire et non linéaire soient comparables, et non pas toute la cinétique. 

Par conséquent, on peut comparer les temps de ressaturation obtenus avec les deux modèles pour 
un seuil de 0.98 et constater que les ordres de grandeur sont tout à fait comparables. 
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Figure 82. Evolutions temporelles et spatiales de saturation L et NL (r =a). 

3.5.3.4- Etude de sensibilité discrète de quelques paramètres du modèle 

184 

1E+4 

Un des avantages des solutions semi-explicites avec le modèle linéarisé est que l'on peut les 
coupler avec le logiciel Proban du fait de la rapidité du calcul. Pour le modèle non linéaire, ce 
couplage serait très lourd. La démarche suivie a consisté à réaliser à l'aide du modèle non linéaire 
une étude de sensibilité discrète sur les variables principales déterminées à l'aide du modèle 
linéaire. 
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Par exemple, l'influence de l'épaisseur de laBO est montrée sur la figure 83. On retrouve des 
résultats et des observations similaires au modèle linéaire mais il est intéressant d'observer 
l'évolution de la saturation au niveau de la paroi du conteneur (r =a) pour estimer l'importance de 
la variable b sur le temps de ressaturation (figure 84) 
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Figure 83. Etude de sensibilité discrète de la variable b. 
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Figure 84. Influence de b sur le temps de ressaturation. 
On constate que le temps de ressaturation varie d'un facteur 10 entre les deux valeurs extrêmes 

de l'épaisseur de 80 pour chaque seuil considéré, mais aussi d'un facteur 10 pour une même valeur 
de b d'un seuil à l'autre. 

De même, l'influence du rapport de conductivité entre le massif et la 80 intervient dans des 
proportions voisines, comme le montre la figure 85. 
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Figure 85. Influence de rÀ1q sur le temps de ressaturation. 

3.6- CONCLUSION 

• 9.2E10 

1.00E+11 

En raison de la nature fortement non linéaire des processus de diffusion hydraulique dans des 
milieux poreux partiellement saturés tels que les matériaux argileux de la 80 et le massif rocheux, 
et du fait de l'intervalle des états de saturation couverts (typiquement entre 50% et 1 00%), une 
linéarisation directe des équations de transfert est en général incorrecte : quels que soient les efforts 
du modélisateur, un problème non linéaire demeure ... non linéaire. Cependant, une méthodologie 
spécifique de linéarisation a été proposée, notamment en modèle bicouche, et s'est avérée donner 
une évaluation correcte du temps nécessaire pour atteindre la saturation à l'interface entre la BO et 
le conteneur. Son intérêt principal est une compatibilité avec les techniques semi-explicites de 
résolution, dont on peut tirer profit pour faire une analyse de sensibilité, à l'aide de méthodes 
probabilistes. 

Les résultats obtenus ont montré l'influence propre (et opposée) de chacune des deux non
linéarités (courbe de pression capillaire et conductivité au liquide) sur le comportement des deux 
matériaux pour finalement mettre en évidence la relativement bonne approximation du modèle 
linéaire face au modèle non linéaire. De plus, il est apparu que le modèle monocouchc permettait 
une première approche dans la compréhension des processus de diffusion mais il sous-estime assez 
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fortement les temps de ressaturation et ne fait intervenir le massif qu'au niveau des conditions aux 
limites. 

L'analyse de sensibilité réalisée sur le modèle bicouche a été très riche d'enseignements 
puisqu'elle a démontré l'importance des propriétés hydrauliques du massif. On a pu constater que la 
cinétique de ressaturation est gouvernée par des variables différentes selon qu'elle est plus ou moins 
rapide : les propriétés de la BO interviennent principalement dans le cas de cinétiques rapides alors 
que pour des cinétiques plus lentes, ce sont celles du massif, sans oublier le seuil de saturation qui 
devient alors très influant surtout lorsque l'on se rapproche de sa valeur maximale 0.98. Ce travail 
souligne donc l'importance d'une caractérisation expérimentale fine des caractéristiques 
hydrauliques du massif et pas uniquement de laBO. 

Des phénomènes non linéaires et irréversibles significatifs tels que l'hystérésis des courbes de 
pression capillaire ou les effets de la succion sur la réponse mécanique de l'argile (Alonso et al., 
1998) ont été négligés dans l'approche actuelle. Des perspectives de travail portent sur l'étude des 
effets couplés irréversibles hydro-mécaniques et également des effets de couplage thermique sur 
l'hydration de la barrière d'argile (ressaturation sous chargement THM). 
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« Qui pense peu se trompe beaucoup. » 

Léonard de Vinci (1452-1519) 





4.1 - INTRODUCTION 

Le phénomène du retrait de dessiccation a été présenté par Lassabatère ( 1994) à propos d'un mur 
de béton soumis sur sa paroi extérieure à une chute d'humidité. A partir des même caractéristiques 
physiques, et en adoptant une loi de comportement hydro-mécanique linéaire, nous avons cherché à 
étudier 1' influence de la géométrie (cartésienne, cylindrique ou sphérique) sur la cinétique des 
processus hydriques, ainsi que sur la manifestation des couplages, entre les processus de diffusion 
(Fick et Darcy) d'une part et de l'hydraulique sur la mécanique d'autre part. En outre, de tels 
couplages H~M permettent également de comprendre et d'interpréter des phénomènes observés au 
sein d'un matériau naturel tel qu'une argilite: en effet, des fissures ont été relevées en paroi de 
tunnel dans la galerie de Tournemire et nous présentons une étude couplée montrant le lien entre la 
dessaturation provoquée par la ventilation dans la galerie et l'apparition de fissures du fait des fortes 
contraintes de traction induites par cette dessaturation. Les résultats concernant les structures en 
béton ont été présentés au Congrès Biot e35Thouvenin et al., 1998) et les résultats relatifs à la 
ventilation de la galerie seront exposés au Congrès ISRM99 (55Giraud et al., 1999). 

4.2 - STRUCTURES EN BETON 

4.2.1 -Géométrie et conditions aux limites 

On considère un modèle unidimensionnel plein fini selon les trois géométries. La figure 86 
représente donc un mur, une sphère et un cylindre avec la variable d'espace (x en géométrie 
cartésienne ou r en géométries cylindrique et sphérique) compris entre 0 et a. 

0 

' 

e 
Pgz 

Figure 86. Géométries et conditions aux limites. 

On prend en compte des conditions de symétrie en r = 0 (déplacement, flux d'eau et d'air sec 
nuls) et sur la paroi extérieure, on applique un chargement mécanique équivalent à la pression 
atmosphérique d'une part, et d'autre part, des pressions de liquide et de mélange telles qu'elles 
simulent une diminution d'humidité : 

c 0 } Pgz=Pgz c 0 
c o => p cp > p cp => h c < ho 

P1q < P1q 

( 4.1) 
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4.2.2 - Propriétés hydro-mécaniques du béton 

On reprend les caractéristiques de la pâte de ciment PWT fournies par Lassabatère ( 1994 ). Les 
propriétés hydrauliques ont déjà été présentées au paragraphe 2.2.1. Quant aux données 
caractérisant le comportement mécanique, le module d'incompressibilité drainé est égal à 3.47 10 10 

Pa et le module de cisaillement 2.08 10 10 Pa. 

4.2.3 - Influence de la géométrie sur la cinétique 

En utilisant la méthode de Talbot modifiée par Piessens et al. (1983), les solutions semi
explicites permettent d'obtenir les résultats en régime transitoire pour les trois géométries. 
L'évolution de la saturation (figure 87) montre une allure comparable, quelle que soit la géométrie, 
et traduit le couplage entre les processus de diffusion hydrauliques. 
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Figure 87. Evolution de la saturation pour les trois géométries. 
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En effet, ce couplage entre les processus de Fick et Darcy se manifeste par des profils non 
monotones : pour un instant donné, un pic de faible saturation est atteint près de la limite extérieure 
(la saturation descend ainsi en-dessous de la valeur à la paroi) et celui-ci se déplace vers 1' intérieur 
de la structure au fur et à mesure que le temps augmente. Ces allures particulières s'expliquent par 
le fait que les deux temps caractéristiques de diffusion sont du même ordre de grandeur et les 
processus de diffusion se déroulent dans des gammes de temps qui se superposent. Néanmoins, si 
les évolutions sont comparables, l'effet de la géométrie est assez sensible sur la cinétique de 
dessaturation : on constate que le phénomène est plus rapide dans la sphère et plus lent dans le mur. 

4.2.4- Influence de la géométrie sur le couplage H~M 

L'évolution de la déformation volumique met en évidence le couplage H-7M avec l'apparition 
d'un retrait (déformation négative) induit par le phénomène de dessiccation, comme le montre la 
figure 88. L'intensité de ce retrait dépend fortement de la géométrie puisqu'un rapport de un à deux 
peut être relevé entre les géométries cartésienne et sphérique. 
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Figure 88. Evolution de la déformation volumique pour les trois géométries. 
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En outre, on remarque que, pour le cylindre et la sphère, la déformation n'est pas constante à la 
paroi contrairement au mur, ce qui est en fait la manifestation de la constante d'intégration f(t) 
apparaissant dans l'équation de Navier: 

(4.2) 

Mais l'influence de la géométrie la plus nette est observable sur les contraintes, et notamment la 
contrainte moyenne (figure 89). L'évolution est monotone dans le mur et montre des contraintes de 
compression à l'exception des temps petits vers le centre. A l'opposé, l'évolution est non monotone 
pour les autres géométries avec notamment des contraintes de traction dominantes dans la sphère. 
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4.2.5 - Influence des conditions initiales et aux limites sur le couplage H~M 

Quelle que soit la géométrie, la variation de déformation volumique entre l'état instantané et 
l'état asymptotique, et la valeur finale de déformation volumique peuvent se mettre sous la forme 
générale (voir annexe 3) : 

(4.3) 

avec A une constante dépendant des paramètres mécaniques E0 et V0 • 

Le signe de ~Ev et la valeur de E: sont par conséquent liés aux variations de pressions partielles 

de liquide et de mélange entre les états instantané et asymptotique, et celles-ci sont conditionnées 
par 1' état initial, le chargement mécanique instantané et les conditions aux limites portant sur les 
pressions partielles. Le tableau 25 présente les résultats obtenus pour différents scénarios. 

Tableau 25. Influence des conditions initiales et aux limites sur ~Ev et E:. 

ressaturation (pfq > Pfq) dessaturation ( Pfq < Pfq) 

o e 105 
Pgz = Pgz = ~Ev> 0 ~Ev< 0 (ù = 0 

E: > 0 E: < 0 
o e 105 

Pgz = Pgz = ~Ev> 0 ~Ev< 0 m = 105 

E: <0 E: < 0 

po =106>>pe =105 gz gz 
~Ev< 0 ~Ev <0 (ù = 0 

E: < 0 E: < 0 

o 106 e 105 Pgz = >> Pgz = ~Ev< 0 ~Ev <0 (ù = 105 

E: < 0 E: < 0 

L'interprétation du signe de ~Evest très simple puisqu'elle dépend simplement du signe des 

variations des pressions : ainsi, une ressaturation ( p fq > p fq) avec une pression de mélange réaliste 

provoque un «gonflement» (ou une dilatation) du milieu (~Ev > 0) alors que la prise en compte 

d'une pression de mélange initiale très forte (P~z >> P~z) se traduit toujours par un retrait, même si 

on n'applique pas de contrainte à la paroi. 

Pour 1' interprétation de E:, il faut s'intéresser aux valeurs de la contrainte instantanée ru 
puisqu'une valeur positive (compression) provoque un retrait instantané, auquel il faut ajouter la 
variation ~Ev. Par exemple, dans le cas d'une ressaturation avec chargement instantané, le 

chargement entraîne un retrait instantané ( E~+ < 0) puis le phénomène de ressaturation provoque 

une dilatation (~Ev > 0) et finalement le déformation volumique asymptotique est positive 

(E:>O). 
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4.2.6 - Conclusions 

Cette étude a permis de souligner l'importance de la géométrie sur la cinétique des processus 
couplés de diffusion ainsi que sur les couplages H---7M. En outre, elle a montré de quelle manière se 
répercutaient les conditions initiales et aux limites sur la réponse mécanique instantanée et le 
comportement asymptotique du milieu poreux. 

4.3- VENTILATION DANS UNE GALERIE PROFONDE 

4.3.1 -Introduction 

Des variations d'hygrométrie dans des ouvrages souterrains mettent en jeu des couplages H---7M 
dans le massif rocheux. Une diminution d'humidité relative de l'air ambiant dans une cavité 
profonde se traduit par exemple par une dessaturation du massif proche qui peut s'accompagner 
dans des roches telles que des marnes et argilites d'une fissuration au voisinage de la paroi, comme 
cela a pu être observé dans la galerie de Tournemire (figure 90). Cette fissuration est due à des 
effets de couplages H---7M : on montre en effet qu'une dessaturation se traduit par des variations de 
contraintes de traction. On s'intéresse principalement dans ce chapitre à modéliser les variations de 
contraintes dues à un chargement hydrique, en pratique une variation d'humidité relative 
(ventilation) en paroi d'une cavité profonde. 

Figure 90. Fissuration observée dans la galerie de Tournemire. 
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Ce problème constitue donc une étude générique de tunnel ventilé, pour les besoins de laquelle, 
les données de l'argilite de Tournemire et d'une argilite de l'Est ont été utilisées. Les 
caractéristiques hydriques et mécaniques de ces deux matériaux conduisent en effet au 
développement de très fortes succions dans le domaine partiellement saturé. 

4.3.2 - Géométrie et conditions aux limites 

La géométrie du problème est cylindrique unidimensionnelle, caractérisée par une variable 
d'espace unique, le rayon r (figure 91). La structure étudiée est une cavité profonde de section 
circulaire et de longueur infinie (déformation plane). On ne prend pas en compte le creusement de 
la galerie : on considère que le massif est en équilibre et on calcule des variations par rapport à cet 
état d'équilibre. Les conditions aux limites sont telles que la pression capillaire appliquée à la paroi 
de la galerie (r = a) est inférieure à la pression capillaire initiale de manière à simuler une 
dessaturation. En fait, l'humidité relative est imposée (he= 0.75) et la relation de Kelvin permet de 
reporter cette condition surla pression capillaire, et donc sur la pression de liquide. D'un point de 
vue mécanique, il n'y a pas de chargement (variation de contrainte normale m nulle): les contraintes 
qui peuvent apparaître dans le massif ne sont donc pas dues aux conditions aux limites mécaniques. 

lD=Ü 

Pgz = P!q = Patm 

Figure 91. Géométrie de la galerie. 

d. . . .. 1 0 0 { 0 0 so t) con rhons mrtra es : P!q = Pgz = Patm \Pep = , Iq = 

conditions aux limites : 

r=a: U'i=O, he =0.75, P~z =Patm 

0 00 0 00 0 
r ---7 00 

: (ij = ' p lq = p lq ' p gz = p gz 

4.3.3 - Caractéristiques physiques du massif rocheux 

4.3.3.1 - Argilite de Tournemire. 

On s'intéresse dans cette étude au matériau du site de Tournemire situé au niveau du tunnel: ce 
matériau est une argilite gris-noir micacée bien litée du Toarcien supérieur présentant une 
anisotropie (figure 92). Ce type de roche est souvent modélisé comme un matériau orthotrope ou 
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isotrope transverse. En se plaçant dans le cadre de déformations planes dans le plan de schistosité, 
Vouille (communication personnelle) propose une expression du module d'Young et du coefficient 
de Poisson équivalents qui permettent en première approximation de modéliser un matériau 
anisotrope par une loi de comportement isotrope : 

E = v~ 1 E 1 + (2v 23 + 1)E2 

(1 + v23? 
(4.4) 

avec E1 et E2 les modules d'Young dans les directions 1 et 2, v21 et v23 les coefficients de 
Poisson dans les plans (2,1) et (2,3), tels qu'ils sont définis sur la figure 92. 

2 

~--------~~-----. 3 

Figure 92. Orientation de l'anisotropie de l'argilite de Tournemire. 

Les paramètres mécaniques du milieu anisotrope varient en fonction de la contrainte moyenne 
(Niandou et al., 1997). Pour cette étude, du fait de la faible épaisseur de recouvrement au dessus du 
tunnel (200 rn environ, soit une contrainte de 5 MPa), on peut considérer les valeurs suivantes : 

E1 = 7500 MPa 

E2 = 27000 MPa => {E = 26953 MPa 

v21 = 0.23 v= 0.128 
(4.5) 

v23 =0.13 

Les données de diffusion hydraulique font défaut : on a donc choisi de considérer des valeurs 
constantes de perméabilité (perméabilité relative au liquide et au gaz égales à 1, pas de non
linéarités) et une perméabilité intrinsèque représentant un matériau sain (k = 10-21 m2

) ou un 
matériau altéré (k = 10-19 m2

). Pour le coefficient de Fick, on reprend la fonction non linéaire (1.48) 
établie au chapitre 1 avec un facteur de résistance à la diffusion 't de 0.5. 

La porosité de 1' argilite est également fournie par Niandou et al. (1997) : <j> 0 = 0.03 . Des mesures 

ont été effectuées par Daupley (1997) sur différents échantillons pour déterminer les courbes de 
pression capillaire de ce matériau, en suivant des chemins d'imbibition ou de drainage (figure 93). 
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Figure 93. Courbes de pression capillaire expérimentales pour l'argilite de Tournemire 
(d'après Daupley, 1997). 

Un ajustement de type Vachaud & Vaudin a été utilisé du fait de la bonne corrélation avec les 
données expérimentales (tableau 26). 

(4.6) 

Tableau 26. Valeurs de a et b pour l'ajustement de la courbe de pression capillaire de l'argilite de 
Tournemire. 

a b r 
CD 13 Imbibition 416.126 0.715 0.99 
CD21 Imbibition 56.120 0.504 0.98 
CD21 Drainage 128.787 0.555 0.94 
CD7 Imbibition 183.619 0.642 0.99 
CA3 Imbibition 156.023 0.602 0.99 
CA3 Drainage 657.342 0.715 0.96 

4.3.3.2 - Argilite de l'Est. 

Le comportement anisotrope de l'argi1ite de l'Est semble beaucoup moins marqué et en première 
approche, en se basant sur des mesures réalisées au LAEGO, on considère ce matériau comme 
isotrope avec les caractéristiques mécaniques suivantes : E = 8000 MPa, v = 0.25. La porosité est 
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plus élevée que celle de l'argilite de Tournemire: <j> 0 = 0.13. Les courbes de pression capillaire 

sont issues également de mesures au laboratoire : on a retenu des résultats se rapportant à des essais 
réalisés sur plusieurs échantillons compris entre les côtes 450 et 525m d'un même sondage. La 
figure 94 représente les mesures expérimentales de huit essais notés de A à H et le tableau 27 
regroupe la porosité de chaque échantillon ainsi que les valeurs des coefficients a et b intervenant 
dans 1' ajustement de type Vachaud & Vauclin. 
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1 

c 1 
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j-F~ 

40 - d H 
30 -

20 

0 10 20 30 40 50 60 
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Figure 94. Courbes de pression capillaire expérimentales de l'argilite de l'Est. 

Tableau 27. Valeurs de a et b pour l'ajustement de la courbe de pression capillaire de l'argilite de 
l'Est. 

Echantillon Porosité (%) a b r 
A 13 4478.43 0.930 0.97 
B 13 1257674.5 1.626 0.99 
c 13 17012.23 1.024 0.29 
D 11 11947.12 1.038 0.99 
E 11 2842.04 0.906 0.97 
F 11 248.34 0.619 0.95 
G Il 648.82 0.751 0.98 
H 9 6755.13 1.135 0.94 

Comme pour l'argilite de Tournemire, on ne dispose pas de données précises concernant la 
diffusion et on adopte les mêmes données. 
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4.3.4 - Etude non linéaire 

4.3.4.1 - Discrétisations spatiale et temporelle 

Le maillage 1 D pris en compte pour les calculs avec PARSAT est constitué de 200 éléments de 
Lagrange quadratique à trois nœuds (figure 95), un maillage plus dense à proximité de la galerie et 
plus large au-delà de 10 rn avec des éléments dont la taille croit avec le rayon. La limite infinie est 
repoussée à 1 05 m. 

150 

1 

50 

10 

Nb d'éléments 

r(m) 

Figure 95. Maillage de la galerie pour PARSAT. 

En ce qui concerne la résolution temporelle, on utilise une méthode implicite dite du point fixe 
avec 308 pas de temps. 

4.3.4.2 - Nécessité du lissage de la courbe de pression capillaire au voisinage de la 
saturation 

On retrouve un problème similaire à celui qui avait été rencontré pour la discontinuité initiale de 
saturation entre la Barrière Ouvragée et le massif. En effet, à la paroi de la galerie, on applique une 
pression capillaire non nulle alors que la pression capillaire initiale du massif est nulle (figure 96). 

nœud 1 nœud2 nœud 3 
$ • • 

Pcr=38.8 MPa Pcp=O Pcp=O 

Figure 96. Valeurs instantanées de la pression capillaire dans 1 'élément 1. 

L'interpolation de la pression capillaire sur cet élément (intervalle réduit [ -1,1] : nœud 1 en r=-1, 
nœud 2 en r=O et nœud 3 en r=1) conduit à des pressions capillaires négatives entre les nœuds 2 et 
3. Ces valeurs négatives n'ont pas de sens physique mais elles sont autorisées numériquement 
puisqu'elles correspondent au cas saturé. La saturation est ensuite calculée à partir des valeurs de 
pressions capillaires en utilisant la courbe de pression capillaire. Mais la fonction S1q(Pcp) n'est pas 
définie pour des valeurs de Pep négatives, d'où la nécessité d'un lissage de la courbe de pression 
capillaire. On procède donc à un lissage avec la technique présentée au paragraphe 3.5.3.2. 

4.3.4.3- Etude du modèle pour l'échantillon A avec k = 10-19 m2
• 

Quelles que soient la courbe de pression capillaire et la valeur de la perméabilité intrinsèque, les 
évolutions des différentes variables hydro-mécaniques sont globalement comparables. On va donc 
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! 

I.e 

s'intéresser en détail à un cas particulier (échantillon A et k = 10- 19 m2
) puis on étudiera les 

différences observées en changeant la courbe de pression capillaire ou la perméabilité intrinsèque. 

Le logiciel PARSAT est formulé d'un point de vue mécanique et les inconnues hydriques sont 
donc les pressions partielles. En revanche, dans ce problème, les conditions aux limites 
hydrauliques ne portent pas sur la pression capillaire mais sur l'humidité (la pression capillaire est 
déduite de l'humidité à partir de la loi de Kelvin). 

he= 0.75 => (4.7) 

L'évolution de l'humidité et de la pression capillaire traduisent le transport de l'eau au sein du 
massif (figure 97). La valeur initiale de l'humidité (ho = 1) décroît progressivement et tend à se 
rapprocher de la valeur imposée à la paroi de la galerie (he = O. 7 5), alors que la pression capillaire 
croît d'une valeur nulle vers la valeur limite de 38.8 MPa. On notera que du fait de la géométrie 
cylindrique et de l'extension infinie du massif, le régime permanent n'est pas défini. 
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Figure 97. Evolution spatiale de 1 'humidité et de la pression capillaire. 

La saturation (figure 98) est déduite de la pression capillaire par l'intermédiaire de la courbe de 
pression capillaire. La valeur limite de la saturation, vers laquelle le massif tend avec le temps, 
dépend donc de l'allure de cette courbe. Pour l'échantillon A, on obtient par exemple: 

P~p = 38.8 MPa => sr, = ~a )" = 0.67 
a+ e 104 

cp 
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Figure 98. Evolution spatiale de la saturation en liquide. 

L'évolution des variables mécaniques montre l'influence des couplages H~M puisque 
contraintes et déplacement sont uniquement induits par la dessaturation du massif. La contrainte 
radiale imposée nulle à la paroi présente une allure en cloche qui se propage vers 1' intérieur du 
massif avec un maximum croissant avec le temps, puis la contrainte s'atténue progressivement. 
Cette contrainte est positive ce qui traduit un phénomène de traction, qui est aussi mis en évidence 
par un déplacement négatif. 
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Figure 99 Evolution spatiale de la contrainte radiale et du déplacement. 
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En ce qui concerne les contraintes orthoradiale cree et axiale O"zz (figure l 00), on constate une 
valeur maximale de traction à la paroi qui est de l'ordre d'une vingtaine de MPa (20.9 MPa pour ce 
cas particulier) et une évolution qui tend à faire chuter ces contraintes progressivement vers 
l'intérieur du massif. La valeur maximale est très importante puisque le développement de 
relativement fortes variations de contraintes de traction au voisinage de la cavité pourrait être une 
source d'initiation de fissures de traction en paroi de galerie. 
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Figure 100. Evolution des contraintes orthoradiale et axiale. 

4.3.4.4 - Influence des différentes courbes de pression capillaire 

La courbe de pression capillaire est le moteur de la dessaturation : si la pente de la courbe S1q(Pcp) 
est forte, une petite augmentation de pression capillaire fait chuter fortement la saturation, alors que 
la dessaturation est nettement plus lente pour une pente plus faible. La pente de cette courbe joue 
donc à la fois sur la cinétique et sur la valeur minimale atteinte par la dessaturation, ce qui est 
illustré par les figures 101. La figure 101 a représente quatre échantillons distincts pour l' argilite de 
l'Est et la figure 101b montre l'évolution de la saturation dans le massif au bout d'une année en 
prenant en compte ces quatre échantillons. Il apparaît clairement que la saturation à la paroi de la 
galerie est différente selon les cas (alors que la pression capillaire à la paroi est fixée à 38.8 MPa 
dans tous les cas), et plus la pente de la courbe de pression capillaire est forte, plus sa valeur est 
petite. Le modèle avec l'échantillon H se dessature deux fois plus que le modèle avec l'échatillon C. 

Pour comprendre l'influence de la courbe de pression capillaire, il faut revenir à l'expression des 
matrices de couplages de capacité : 
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_ {dS1q f. ) Pvp ] _ [ dS 1q r, ) 1 [ Pvp ]1] Cgzlq -Pas -d--\\-Siq --
0
-, Cgzgz-Pas<l> --d-+v-Siq - 1+-o-

Pcr PasP Iq Pep Pas P Iq 
(4.9) 

Les valeurs respectives de la saturation et de la pente de la courbe de pression capillaire 
interviennent directement (en rouge) dans les matrices de couplages, et se répercutent sur la 
diffusivité hydraulique, même si on ne peut pas vraiment définir de diffusivité comme dans un 
problème de diffusion simple (K1q1q/CiqJq). 
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Figures 101 a et b. Influence de la pente de la courbe de pression capillaire sur 1' évolution 
de la saturation. 

En outre, si la courbe de pression capillaire présente une allure monotone, ce n'est pas toujours 
le cas de la pente de cette courbe (figure 102). En effet, l'ajustement de type Vachaud & Vauclin est 
défini par: 

et (4.10) 

La pente de la courbe de pression capillaire est donc strictement décroissante si b < 1 et non 
monotone (décroissante puis croissante) si b < 1, et les ajustements réalisés à partir des données 
expérimentales conduisent à des valeurs de b inférieurs ou supérieurs à 1. 

Mais il est nécessaire de mentionner un point théorique délicat à propos de ce paramètre b. 
Lassabatère (1994) a montré que la courbe de pression capillaire doit vérifiée: 

(
dSiq J -- ---70 
dp cp pcp---70 

( 4.11) 

et ceci n'est vérifié que pour b > 1. 
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Figure 102. Evolution de la pente de la courbe de pression capillaire. 

L'influence des courbes de pression capillaire sur le comportement hydrique se répercute 
également sur 1' évolution des variables mécaniques puisque les contraintes sont directement liées à 
la valeur de la saturation via la loi de comportement : 

( 4.12) 

Ainsi, les contraintes radiale, orthoradiale et axiale maximales qui se développent dans le massif 
sont d'autant plus fortes que la dessaturation est faible, comme le montre le tableau 28. Ceci 
s'explique par le fait que lorsque la pente est forte, il faut de faibles pressions capillaires pour 
dessaturer le massif: il y a alors peu de résistance du massif et les contraintes développées restent 
faibles. En revanche, une faible pente va induire une résistance supérieure de plusieurs MPa. 

Tableau 28. Relation entre les contraintes maximales dans le massif et la saturation en paroi. 
Echantillon slq à la paroi cr~ax pour t = 10 7 ans crmax crmax à la paroi ee ' zz 

H 0.36 6.7 15.6 
E 0.61 8.5 19.9 
A 0.67 8.9 20.9 
c 0.78 9.7 22.8 

4.3.4.5 - Influence de la perméabilité intrinsèque 

Tous les calculs ont été réalisés dans cette étude avec une perméabilité intrinsèque constante (k = 
10-19 m2

) mais relativement forte pour une roche argileuse, pour tenir compte d'une certaine 
dégradation du massif suite au creusement de la galerie. A titre de comparaison, on a regardé sur un 
cas particulier l'influence d'une valeur 100 fois plus petite (k = 10-21 m2

) représentant un massif que 
1' on pourrait qualifier de sain (figure 103, échantillon A). 
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Figure 103. Influence de la perméabilité intrinsèque sur l'évolution de l'humidité. 

L'évolution comparée de l'humidité montre que la diminution de perméabilité intrinsèque 
s'accompagne d'une diffusion hydraulique plus lente. Et on remarque que le facteur 100 sur la 
perméabilité se répercute de façon identique sur les temps de diffusion. De plus, l'évolution de 
1' étendue de la zone dessaturée est fortement conditionnée par la valeur de cette perméabilité, 
comme le montre le tableau 29. Par exemple, au bout d'une année, on obtient une étendue de zone 
dessaturée de Sm ou SOm suivant la valeur de k, d'où la nécessité d'une bonne détermination 
expérimentale de ce paramètre. 

D'un point de vue mécanique, seule la cinétique est affectée : les contraintes apparaissent pour 
des temps plus grands mais les valeurs maximales de contraintes restent inchangées. 

Tableau 29. Etendue de la zone dessaturée suivant la valeur de la perméabilité intrinsèque. 
k = 10- 1 ~ m1 k = 10-LJ fiL 

Temps (années) Zone dessaturée Temps (années) Zone dessaturée 
(rn) (rn) 

0.01 :::::5 0.1 ::::: 1 
0.1 ::::: 15 1 :::::5 
1 :::::50 10 ::::: 15 

100 :::::50 

4.3.4.6 - Influence des perméabilités relatives au liquide et au gaz 

Les perméabilités relatives sont en général des fonctions variant de façon non linéaire avec la 
saturation et sont en fait inconnues pour les roches faiblement perméables. Par conséquent, elles ont 
été estimées et les fonctions suivantes ont été introduites dans le modèle (figure 1 04) : 
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Figure 104. Exemples de perméabilités relatives au liquide et au gaz. 

(4.13) 

On constate alors que la dessaturation du massif est beaucoup moins rapide et affecte une zone 
moins étendue. Par effet induit, les contraintes de traction se développent également beaucoup plus 
lentement (figure 1 05). 
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Figure 105. Evolutions de la saturation et de la contrainte orthoradiale avec 

des perméabilités relatives non linéaires. 
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4.3.4.7- Influence du couplage H--7M 

Les contraintes maximales qui apparaissent à la paroi sont induites par la dessaturation, et donc 
par la valeur du saut d'humidité que l'on impose à la paroi. La figure 106 montre l'influence de 
deux valeurs distinctes d'humidité sur 1' évolution de la contrainte orthoradiale (échantillon 
CA3Imbib.). 

ha= 0.75 

1 E3 ans 

i 
! 

··- 1 

5 7 9 
r (m) 

Figure 106. Influence de la dessaturation en paroi sur la contrainte orthoradiale. 

Le calcul nous permet donc d'accéder à la valeur maximale de la contrainte de traction subie par 
le massif et en outre, on dispose pour l'argilite de Tournemire, de mesures expérimentales (réalisées 
au LAEGO) de la résistance à la traction en fonction de la pression capillaire (ces valeurs de 
résistance ont été obtenues sur des essais en flexion, et non en traction directe, ce qui explique les 
valeurs très élevées). Par comparaison des valeurs de la contrainte de traction maximale et de la 
résistance à la traction par flexion, on constate que l'on a bien une rupture qui doit se 
produire (figure 1 07). 
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Figure 107. Traction maximale et résistance à la traction. 

4.3.4.8 - Les principales différences entre argilite de Tournemire et argilite de l'Est 

Pour récapituler les principales différences entre les deux matériaux, on a placé dans le tableau 
30 les valeurs en paroi de la saturation, puisque c'est un bon indicateur de la pente de la courbe de 
pression capillaire, et donc du moteur de la dessaturation, ainsi que les contraintes radiales (à t = 107 

ans) et orthoradiales (en paroi) maximales, ce qui traduit l'importance du couplage H---7M. 

Tableau 30. Influence des courbes de pression capillaire sur le comportement hydro-mécanique. 
S1q (paroi) <Jrr (t = 107 ans) [MPa] cree (paroi) [MPa] 

CD13Imbib. 0.53 9.5 22.4 
CD21Imbib. 0.36 8.7 19.6 
CD21Drain. 0.57 9.6 22.5 
CD7Imbib. 0.48 7.7 19.9 
CA3Imbib. 0.52 9.2 21.3 
CA3Drain. 0.64 10.9 25.3 
Moyenne 0.52 9.3 21.8 
A 0.67 8.9 20.9 
B 0.65 9.5 21.9 
c 0.78 9.7 22.8 
D 0.69 9.2 21.5 
E 0.61 8.5 19.9 
F 0.60 7.9 18.5 
G 0.57 7.8 18.3 
H 0.36 6.7 15.6 
Moyenne 0.62 8.5 19.9 
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Tout d'abord, on constate une certaine disparité pour chaque matériau (figure 1 08) : en effet, les 
pentes des différentes courbes de pression capillaire sont assez différentes puisque les valeurs de 
saturation à la paroi sont parfois 20 à 30% plus grandes ou petites que la valeur moyenne. La 
répercussion sur les variables mécaniques est un peu atténuée puisque l'écart-type n'excède pas 1 
MPa. 
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Figure 108. Relation entre les contraintes maximales et la saturation en paroi. 

Si on compare les deux matériaux, on remarque que l'argilite de Tournemire se dessature plus 
fortement que 1 'argilite de 1 'Est (.!1S1q = 0.1 en moyenne) mais les contraintes maximales induites 
sont inférieures d'environ 1 MPa. En fait, les pentes des courbes de pression capillaire sont 
globalement plus fortes pour l'argilite de Tournemire ce qui explique une plus forte dessaturation 
mais du fait des caractéristiques mécaniques de l'argilite de l'Est, les contraintes sont plus faibles. 

Ko (Tournemire) 
1.2 1010 MPa 

> Ko (Est) 
8 109 MPa 

4.3.5 - Etude linéaire 

Il (Tournemire) 
5.3109 MPa 

> Il (Est) 
3.2 109 MPa 

4.3.5.1 -Méthodes de linéarisation de la courbe de pression capillaire 

(4.14) 

Comme pour le problème de ressaturation de la barrière ouvragée par le massif, la linéarisation 
est très importante car il n'y a pas unicité de la méthode et les résultats obtenus par les calculs 
linéaires peuvent être nettement distincts selon la méthode choisie. Cette linéarisation se fait 
toujours dans un but bien précis qui était dans le cas de la BQ 1' étude du temps de ressaturation : on 
a donc ajusté le modèle linéaire de manière à trouver des temps de ressaturation voisins par calculs 
linéaires et non linéaires. Dans ce nouveau problème, le critère choisi concerne les contraintes 
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(surtout orthoradiales) maximales qui sont générées dans le massif par couplages H---7M et par 
conséquent on va chercher un modèle qui nous permette d'estimer au mieux 1' ordre de grandeur de 
ces contraintes. 

La première méthode de linéarisation choisie est la méthode énergétique qui est utilisée pour le 
problème de ressaturation de laBO (figure 109) . 

. état initial L et NL 

point de référence pour la linéarisation 

état final NL 

0 
Figure 109. Linéarisation de la courbe de pression capillaire par une méthode énergétique. 

L'état initial du massif rocheux saturé, que le modèle soit linéaire ou non linéaire, est défini par 
le point A de saturation 1 et de pression capillaire nulle. A partir de ce point fixe, on cherche un 
triangle ABC, avec le point B sur la courbe non linéaire et le point C sur l'axe de la saturation, tel 
que 1' intégrale S1q.dPcp sous la courbe non linéaire (aire en grisé) soit égale à 1 'aire du triangle 
(représentant l'intégrale S1q.dpcp sous la courbe linéaire). En procédant de cette façon pour linéariser 
le problème, le point de référence B se trouve relativement près du point représentant 1' état final. 
On a donc voulu tester d'autres linéarisations avec un point de référence qui se rapproche de l'état 
initial en remontant la courbe de pression capillaire non linéaire (figure 11 0) . 

. état initial 

état final NL 

--lf----1--l-----l----+---+---------+ Pep 

P
eNL 
cp 0 

Figure 11 O. Autres linéarisations de la courbe de pression capillaire. 
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4.3.5.2 - Influence des différentes méthodes sur les réponses hydrique et mécanique 

- Méthode énergétique : 

Du fait de la similitude avec le problème de ressaturation de la BQ par le massif, on a choisi de 
tester cette méthode de linéarisation sur le problème de dessaturation de la galerie: en effet, on a 
toujours un point fixe correspondant à 1 'état saturé et un autre point, représentant 1 'état initial dans 
le problème de la BO et l'état final dans celui de la galerie. Et les résultats obtenus grâce à cette 
linéarisation sont intéressants pour estimer la valeur maximale de dessaturation du massif (valeur à 
la paroi de la galerie). 

T bl a eau 31 E f t d 1 t t dï r , · 'f s 1ma 1on e a sa ura 1on en paroi avec e mo e e mea1re energe 1que. 
Modèle linéaire Modèle non linéaire Erreur relative(%) 

1 A 0.71 0.67 6.0 
2 B 0.69 0.65 6.1 
3 c 0.81 0.78 3.8 
4 D 0.73 0.69 6.0 
5 E 0.65 0.61 6.6 
6 F 0.62 0.60 3.3 
7 G 0.60 0.57 5.3 
8 H 0.39 0.36 8.3 
9 CD13Imbib. 0.56 0.53 5.7 
10 CD21Imbib. 0.38 0.36 5.6 
11 CD21Drain. 0.58 0.57 1.8 
12 CD7Drain. 0.48 0.48 0 
13 CA3Imbib. 0.53 0.52 1.9 
14 CA3Drain. 0.67 0.64 4.7 

Figure 111. Erreur relative sur la saturation avec le modèle linéaire énergétique. 
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Le tableau 31 et la figure 111 montrent l'erreur commise par le modèle linéaire par rapport au 
modèle non linéaire pour les différentes courbes de pression capillaire. Le fait que cette méthode 
donne des résultats relativement bons sur cette valeur de saturation n'est pas surprenant puisque le 
critère qui nous a fait choisir cette méthode de linéarisation est un critère « hydraulique ». 

En outre, contrairement au problème de laBO, on constate que le régime transitoire n'est pas 
très différent entre les deux modèles linéaire et non linéaire, la cinétique linéaire est légèrement plus 
rapide que la cinétique non linéaire, comme le montre la figure 112 (courbe B). 

Il 

-----, 

1 l ! 

( 
! 

' i 

0.951 Non linéaire 
0.95 

Linéaire 
0.9 Î 

l' 
0.9 

0.85 -1 
1 lu 0.85 

0" 1 

V5 0.8 l lë/) 
1 0.8 
1 

\1 0.75 Î 
1( 

0.75 J li 
0.7 1 

1\ 

0.65 1 

1 0.7 
Il 

1 

1 

0.6 +- ~1, 
0.65 ' 

2 3 4 
1 

1 2 3 4 B. 
i 

r (m) l' r (m) 
_j 

Figure 112 Evolution de la saturation avec les modèles non linéaire et linéaire énergétique. 

Néanmoins, les résultats concernant les variables mécaniques sont très différents entre les deux 
modèles : 1' erreur relative commise pour 1' évaluation des contraintes radiales et orthoradiales 
maximales dépasse généralement les 25% (tableau 32 et figure 113). 

Tableau 32. Estimation des contraintes maximales avec le modèle linéaire énergétique. 
O"rr (t = 107 ans) cree (paroi) 

Linéaire non linéaire erreur(%) Linéaire non linéaire Erreur(%) 
A 6.4 8.9 28.1 15.3 20.9 26.8 
B 6.0 9.5 36.8 14.3 21.9 34.7 
c 7.4 9.7 23.7 17.6 22.8 22.8 
D 6.5 9.2 29.3 15.6 21.5 27.4 
E 5.9 8.5 30.6 14.1 19.9 29.1 
F 5.8 7.9 26.6 13.9 18.5 24.9 
G 5.5 7.8 29.5 13.2 18.3 27.9 
H 3.8 6.7 43.3 9.1 15.6 41.7 
CD13Imbib. 6.9 9.5 27.4 16.0 22.4 28.6 
CD21 lmbib. 6.0 8.7 31.0 14.3 19.6 27.0 
CD21Drain. 7.1 9.6 26.0 16.9 22.5 24.9 
CD7Imbib. 6.1 7.7 20.8 14.6 19.9 26.6 
CA3Imbib. 6.6 9.2 28.3 15.7 21.3 26.3 
CA3Drain. 8.0 10.9 26.6 18.8 25.3 25.7 
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La méthode de linéarisation énergétique est donc très bien appropriée pour estimer 1 'évolution de 
la saturation mais s'avère inadéquate pour évaluer les contraintes maximales, ce qui est le plus 
important dans ce problème. 

'ô' 
èS. 
~ 

45 

40 

35 

30 

~ 25 
~ ... 
:l 
Q) ... ... 
Q) 

différents cas étudiés 

a cree (paroi) 

ocrrr(t=107 ans) 

Figure 113. Erreur relative sur les contraintes maximales avec le modèle linéaire énergétique. 

- Méthode mécanique : 

On décide alors de faire évoluer le point de linéarisation entre les états initial et final sur la 
courbe non linéaire (figure 114), comme cela est précisé au paragraphe 4.3.5.1. On note a le rapport 
entre la pression capillaire de référence et la pression capillaire non linéaire appliquée à la paroi 
(38.8 MPa). 

Stq ~état initial (S1q=1, Pcp=O) 

Différents points 
de référence 

état final NL 
~ 

---lr--+----l--f---+---+----------. a:::5 
2 3 4 5 

Figure 114. Choix des points de référence en fonction du paramètre a. 
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Les résultats obtenus avec l'échantillon CD13Imbib. (figure 115) sont tout à fait similaires quelle 
que soit la courbe de pression capillaire considérée. Cette figure montre 1' évolution de la saturation 
et de la contrainte orthoradiale à la paroi de la galerie pour des modèles linéaires avec différents 
rapports a, et la valeur non linéaire pour comparaison (en pointillé). 

o.7 T 
1· ... 

0.6 + 
i 

0.53 l ................ . 
1 

05 + 
li) 1 

~ 0.4 t 
Ji:. 03 ~ 
0" 

(/) 
! 

02 -T-

Ol -· 

CD131mbib. 

25 

22.4 

20 

Cl 
Cl> 
Cl> 

15 ~ 
Ill 

"C 
Ill 

1 "" 

l1o 2· 
1 ~ 

+ 5 

"'0 
Ill 

0+:----------~--------~-----------r----------+-----------~· 0 

1 2 3 4 5 

rapport a*5 

Figure 115. Evolution de la saturation en paroi et des contraintes maximales en fonction de a. 

On constate qu'il est possible de trouver une valeur de a pour que la valeur linéaire approxime 
au mieux la valeur non linéaire, mais ce n'est pas la même valeur pour la saturation et la contrainte 
orthoradiale. Si on prend a= 4/5, les saturations linéaire et non linéaire sont quasiment égales (Sig= 
0.53) mais les contraintes sont très différentes (cree= 22.4 MPa pour le modèle non linéaire contre 
16.4 MPa pour le modèle linéaire). En revanche, si on choisit une méthode de linéarisation avec a= 
1/5, l'ajustement en saturation est très mauvais (Sig= 0.05) mais les contraintes sont correctement 
estimées ( <Jee = 22.5 MPa). 

Ceci prouve bien l'importance de la linéarisation et notamment du choix du critère. Dans ce 
problème, on cherche à appréhender correctement les valeurs maximales de contraintes de traction 
et il est donc intéressant de considérer la méthode avec a= 115, que l'on pourrait appeler méthode 
mécanique. 

Le tableau 33 et la figure 116 récapitulent les résultats sur la saturation et les contraintes à la 
paroi obtenus avec les différents échantillons. Alors que les valeurs non linéaires de saturation sont 
très mal estimées par les valeurs linéaires, on dépasse rarement les 5% d'erreur sur l'estimation des 
contraintes, ce qui est tout à fait satisfaisant. 
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Tableau 33. Saturation et contraintes maximales avec le modèle linéaire mécanique. 
S1q (paroi) 

L(a=l/5) NL 
A 
B 
c 
D 
E 
F 
G 
H 
CD13Imbib 
CD21Imbib 
CD21Drain. 
CD7Imbib. 
CA3Imbib. 
CA3Drain. 

:----·--
! 

'"0' 
~ 
Q) 

> :;:::; 
..!2 
Q) .... 
.... 
:J 
Q) .... .... 
Q) 

100 

90 

80 

70 

60 

50 

0.57 0.67 
0.83 0.65 
0.78 0.78 
0.66 0.69 
0.45 0.61 
0.14 0.60 
0.19 0.57 
0.05 0.36 
0.05 0.53 
-0.47 0.36 
-0.03 0.57 
-0.22 0.48 
-0.13 0.52 
0.35 0.64 

err.(%) 
14.9 
27.7 

0 
4.3 
26.2 
76.7 
66.7 
86.1 
90.6 
>100 
>100 
>lOO 
>100 
45.3 

crrr (t = 107 ans) 
L(a=l/5) NL err.(%) 

8.4 8.9 5.6 
9.1 9.5 4.2 
8.9 9.7 8.2 
8.7 9.2 5.4 
8.2 8.5 3.5 
7.5 7.9 5.1 
7.6 7.8 2.6 
7.2 6.7 7.5 
9.4 9.5 1.0 
8.0 8.7 8.0 
9.2 9.6 4.2 
8.4 7.7 9.1 
8.9 9.2 3.3 
10.3 10.9 5.5 

cree (paroi) 
L(a=l/5) 

20.3 
21.6 
21.4 
20.8 
19.6 
18.0 
18.3 
17.1 
22.5 
19.1 
22.0 
20.7 
21.3 
24.5 

NL err.(%) 
20.9 2.9 
21.9 1.4 
22.8 6.1 
21.5 3.3 
19.9 1.5 
18.5 2.7 
18.3 0 
15.6 9.6 
22.4 0.4 
19.6 2.6 
22.5 2.2 
19.9 4.0 
21.3 0 
25.3 3.2 

\ l!lcr8ID (paroi) : : 

!ocrrr(t=107 ans)!: 
! 1! 

\ o Slq (paroi) i [ 
1 

différents cas étudiés 13 14 

Figure 116. Erreur relative sur la saturation en paroi et les contraintes maximales avec le modèle 
linéaire mécanique. 
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4.3.6 - Prise en compte de l'influence du creusement de la galerie 

4.3.6.1- Phasage du problème 

Dans l'étude qui a été présentée précédemment, le creusement de la galerie a été négligé et on a 
considéré des variations des différentes variables hydro-mécaniques par rapport à un état 
d'équilibre. On va désormais s'intéresser à l'influence du creusement en décomposant le problème 
en trois phases : 

état initial : massif non perturbé 
creusement du tunnel 
dessaturation du massif 

Le creusement du tunnel va provoquer une réponse instantanée du massif, de type élastique non 
drainée puis on applique les conditions aux limites hydrauliques qui vont activer le processus de 
dessaturation du massif. 

phase 1 : état initial (figure 117) 
On considère le massif argileux à une profondeur de 200m : du fait de la hauteur de 

recouvrement, on prend en compte un état de contraintes initial isotrope de -5MPa et des pressions 
partielles de liquide et de mélange égales à 2 MPa (la pression capillaire est donc nulle puisque le 
massif est saturé). 

p~ = Piq = 2MPa 

a~r = cr~8 = a~z = -5MPa 

----------4----------------------.r 
0 

Figure 117. Phase 1 : état initial et massif non perturbé. 

- phase 2 : creusement=> réponse instantanée (figure 118) 

o+ o o+ o 
Ptq = Ptq ,pgz = Pgz 

massif 

\ 
Figure 118. Phase 2 : creusement de la galerie et réponse instantanée. 
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- phase 3 : dessaturation du massif (figure 119) 

o+ o+ 
P1q ,pgz 

e ----------+----------------------.r 
Pgz = Patm re 

Figure 119. Phase 3 : dessaturation du massif. 

4.3.6.2 - Application au modèle linéaire 

La réponse élastique non drainée du massif suite au creusement de la galerie se calcule 
facilement sachant que la géométrie est cylindrique et le milieu d'extension semi-infinie (figure 
120): 

ro
o.. 

-2 Œrr 

6 -4 
2 Œn 
c ·co 
.P -6 
c 
0 
(.) 

-8 

-10 

2 

r2 
(5°+=-5 u 0+=~ E0+=0 zz , , v 

r (m) 
3 

!lr 

4 

Figure 120. Evolutions instantanées des contraintes. 
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En outre, d'un point de vue hydraulique, puisque la déformation volumique est nulle, il n'y a pas 
de variations instantanées des pressions partielles de liquide et de mélange. 

On applique alors le principe de superposition en combinant cette réponse instantanée avec le 
régime transitoire trouvé précédemment et on obtient l'évolution des différentes variables hydro
mécaniques. On combine donc un état instantané caractérisé par des contraintes de compression 
avec des variations de contraintes de traction dues à la dessaturation du massif, ce qui tend à 
diminuer légèrement les valeurs des contraintes dans le massif. 

4.3.7- Conclusions 

Le modèle hydro-mécanique non linéaire a permis de mettre en évidence l'intérêt d'un modèle 
couplé pour traduire l'influence de la dessaturation sur le phénomène de fissuration du massif. Les 
contraintes de traction qui apparaissent en paroi de galerie sont de 1' ordre de quelques dizaines de 
MPa, et sont d'autant plus élevées que la dessaturation est forte. Ces contraintes étant supérieures à 
la résistance à la traction du massif, elles provoquent une fissuration de la roche. 

Les approches linéarisées ont souligné quant à elles 1' importance du critère qui est à la base de la 
linéarisation. En effet, l'approche dite énergétique, qui avait été utilisée précédemment pour le 
problème de barrière ouvragée, s'est montrée à nouveau intéressante pour appréhender l'évolution 
de la saturation mais complètement inadaptée pour estimer les contraintes de traction maximales 
dans le massif. En revanche, une autre approche linéaire dite mécanique a permis de calculer très 
rapidement des valeurs de contraintes avec une erreur relative inférieure à 5%. 

Ceci souligne 1' aspect fortement non linéaire du problème étudié. La linéarisation est délicate et 
sa validité est restreinte au critère choisi pour linéariser. En conclusion, on doit exploiter avec 
beaucoup de précautions des résultats issus d'un modèle linéaire. 

Cette étude va être poursuivie pour prendre en compte le comportement irréversible lié à la 
fissuration induite par les fortes contraintes de traction, et ses conséquences sur la perméabilité au 
voisinage du tunnel. Enfin, il est prévu de comparer les résultats de ce modèle avec ceux obtenus in 
situ à partir d'un ouvrage souterrain du tunnel de Tournemire. 
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oZ\pplieAtion À l'isolAtion 
thermique .tu bÂtiment 

« Une accumulation de faits n'est pas plus 
une science qu'un tas de pierres n'est une 
maison. » 

Henri Poincaré (1854-1912) 





5.1 - INTRODUCTION 

Dans le but d'améliorer l'efficacité du chauffage électrique, et de trouver la meilleure solution 
technico-économique possible, Electricité De France souhaite promouvoir l'utilisation du concept 
d'Isolation Thermique par l'Extérieur (ITE) dans les murs de bâtiment. Une application de ce 
concept place le matériau isolant (polystyrène expansé) entre la couche de maçonnerie et l'enduit 
hydraulique, contrairement à la solution plus classique de l'Isolation Thermique par l'Intérieur 
(ITI), où l'isolant est situé entre les couches de plâtre et de béton. Sous l'effet des variations 
climatiques extérieures, les phénomènes de diffusion intervenant dans de tels murs mettent en jeu 
des processus couplés complexes liés à l'état non saturé des différents constituants et à leur 
comportement très différent. Une telle étude s'avère très intéressante pour mieux apprécier les 
efforts subis par les différentes couches d'un mur du bâtiment en œuvre et d'évaluer les 
conséquences mécaniques d'un choix d'isolation. Une analyse du transfert couplé thermo-hydro
mécanique dans un mur multicouche non saturé est donc présentée de manière à faire ressortir 
l'intérêt du concept ITE et l'importance des couplages. Les résultats présentés dans ce chapitre 
seront présentés au congrès AUGC 99 C37Thouvenin et al., 1999) et à Bauklimatisches Symposium 
(

136Thouvenin et al., 1999). 

5.2 - GEOMETRIES 

Quel que soit 1' ordre des couches constituant le mur de bâtiment avec les concepts ITE et ITI, on 
peut modéliser ce mur par un ensemble de quatre couches, en géométrie cartésienne. En outre, on 
considère que l'épaisseur du mur est négligeable par rapport à son extension verticale, ce qui justifie 
un modèle unidimensionnel (figures 121). 
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x2=7 x3=22 x4=23 

Figures 121. Modèles de mur de bâtiment avec les concepts ITE et ITI. 
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5.3- CARACTERISTIQUES DES DIFFERENTS MATERIAUX DU MUR 

Les paramètres thermo-mécaniques proviennent du rapport EDF (Remerant et al, 1998). En ce 
qui concerne les autres paramètres nécessaires pour traiter le problème hydraulique, en l'occurrence 
les conductivités hydrauliques (au mélange gazeux et au liquide), le coefficient de Fick et la 
porosité, ce sont des valeurs estimées du fait de la pauvreté bibliographique à leur sujet. Pour le 
coefficient de Fick, on prend en compte l'expression non linéaire trouvée par comparaison des 
formulations THMNL et Moyne-Pollock. Seul le facteur de tortuosité 't dépend du matériau 
considéré et il a été choisi constant pour tous les matériaux (sachant que les seules données 
disponibles concernant ce paramètre sont une valeur constante de 0.5 donnée par Moyne, 1987 pour 
un béton et une valeur sensiblement identique prise par Pollock, 1986 pour un sable). 

La conductivité au mélange est très élevée de manière à négliger ce terme de diffusion très mal 
connu (la pression de mélange s'équilibre presque instantanément avec la pression atmosphérique). 
La conductivité au liquide est identique pour tous les matériaux (sauf pour le polystyrène qui est 
connu pour être quasiment imperméable à l'eau sous forme liquide) et elle est estimée pour un 
béton moyen (k = 10- 19 m2

). Toutes ces caractéristiques sont regroupées dans le tableau 34. 

Tableau 34. Caractéristiques des matériaux du mur. 
Plâtre Béton Polystyrène Enduit 

Po [kgm-3] 1440 2400 15 1200 

cp [Jkg-'K-'J 840 580 1200 580 

C = p0 CP [Jm-3K- 1
] 1.21 10° 1.39 10° 1.8 104 7 105 

AT [Wm-'K-1
] 0.48 1.4 0.039 0.3 

a
0 

[K- 1
] 2 10-) 10-) 7.2 10-) 2 10-5 

E0 [Pa] 5000 106 45000 10° 1500 10° 1400 10° 

V0 [ 1] 0.2 0.2 0.0002 0.2 

K 0 = ( Eo ) [Pa] 
2.778 10\1 2.5 10 10 5.002 1 OIS 7.778 lOIS 

3 1- 2v
0 

E 2.083 10\1 1.875 10 10 7.498 lOIS 5.833 lOIS 
~ = 0 [Pa] 

2(1 +v 0) 

A1q [m2Pa-'s- 1
] 1 o-'6 10-,b 10-LU 10

-,() 

Agz [m2Pa-'s- 1
] 10-12 1 o-u 1 o-IL 10-IL 

't[1] 0.5 0.5 0.5 0.5 

_<j>_[ 1] 0.5 0.2 0.8 0.2 

Il reste aussi à préciser les courbes de pression capillaire de chaque matériau. La figure 122 
représente celle du béton, dont 1' expression est issue de Lassabatère ( 1994 ). 
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Figure 122. Courbe de pression capillaire du béton. 

En ce qui concerne le plâtre (figure 123) et l'enduit hydraulique (figure 124), on a utilisé les 
données fournies par Kari et al. (1992). Un ajustement a été calculé pour représenter au mieux les 
courbes proposées par ces auteurs. 
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Figure 123. Courbe de pression capillaire du plâtre. 
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Figure 124. Courbe de pression capillaire de l'enduit. 

Enfin, pour le polystyrène (figure 125), ces mêmes auteurs ont proposé également une courbe de 
pression capillaire mais celle-ci met en évidence un comportement hygroscopique relativement 
important qui semble peu réaliste. Nous avons donc choisi de considérer ce matériau comme un 
matériau non hygroscopique (sa capacité à absorber de l'eau liquide est quasiment nulle) et par 
conséquent sa courbe de pression capillaire est telle que la saturation reste nulle quelle que soit la 
pression capillaire (sauf pour Pcr=O, S1q=1). Cette distinction est très importante car d'un point de 
vue du couplage H--7M, un matériau non hygroscopique n'est pas susceptible de présenter un retrait 
ou un gonflement hydrique (des résultats illustrent ce point dans la suite du mémoire). 
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Figure 125. Courbes de pression capillaire du polystyrène. 
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L'état initial a été choisi de manière à considérer un mur construit en été et soumis à un 
chargement extérieur hivernal : ce cas a été présenté par Remerant et al. ( 1998) comme le cas le 
plus défavorable en ce qui concerne l'apparition de fortes contraintes de traction. D'un point de vue 
thern1ique, on considère une température initiale constante de 30°C pour tous les matériaux 
(température de construction du mur en été). D'un point de vue hydrique, on fixe l'humidité qui, par 
la loi non linéaire de Kelvin, revient à fixer la pression de liquide (la pression de mélange est égale 
à la pression atmosphérique). On a donc une humidité, une pression de liquide et une pression 
capillaire constantes dans les différents matériaux. Mais la saturation est discontinue car celle-ci est 
calculée à partir de la pression capillaire grâce aux courbes de pression capillaire qui sont 
différentes selon les matériaux. Le profil initial de saturation est donné sur la figure 126. 
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Figure 126. Profil initial de saturation dans le mur. 

5.4 -ETUDE THERMO-MECANIQUE 

5.4.1 -Régime permanent: solutions analytiques 

1 

0.25 

Cette étude a été présentée par Remerant et al. (1998). Les auteurs considèrent les deux 
géométries ITE et ITI en appliquant des conditions aux limites d'échanges sur les deux parois du 
mur. En faisant l'hypothèse d'une température découplée, ils en déduisent l'expression analytique 
du champ de température dans les différents matériaux puis 1' équilibre mécanique leur permet 
d'exprimer les variables mécaniques. Nous en présentons rapidement les principaux résultats que 
nous compléterons ensuite par une étude en régime transitoire avec des solutions semi-explicites. 

résolution du problème thermique : 

L'équation découplée de diffusion de la chaleur en régime permanent s'écrit (avec l'indice 
faisant référence à la ième couche) : 
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=> (5.1) 

Les huit coefficients ai et bi sont déterminés à partir des huit équations traduisant les conditions 
aux limites et de continuité : 

x=xQ: h· rT -T(Il(x=x )]=-À(I)dT(Il(x=xo) 
mt L mt 0 T dx 

{

T(i) (x= xi)= T(i+l) (x= xi) 

X= Xi (i=l' 2, 3) : À(i) dT(i) (x= Xi)= À(i+l) dT(i+l) (x= Xi) 

T dx T dx 

(5.2) 

h rT(4) (x= x )- T ]= -À(4) dT(4) (x= x4) 
ext L 4 ext T dx 

On considère une température initiale T 0 de 30°C, des températures intérieure Tint et extérieure 
Text respectivement de 20°C et 4.8°C ainsi que des coefficients d'échanges intérieur hint et extérieur 
hext respectivement de 9W/m2fOC et 16.9 W/m2/°C. 
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Figure 127. Evolution de la température en régime permanent. 

On constate que le polystyrène joue bien le rôle d'isolant en absorbant le gradient de température 
(figure 127). De plus, l'isolation par l'extérieur présente l'avantage de maintenir dans le béton une 
température voisine de la température intérieure, sachant que celle-ci subit des variations de faible 
amplitude. En revanche, pour l'isolation classique par l'intérieur, la température du béton est 
conditionnée par la température extérieure, et le bâtiment subit donc les variations climatiques, ce 
qui induit alors un effet de fatigue. 
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résolution du problème mécanique : 

En considérant la relation d'équilibre mécanique, on en déduit que la contrainte radiale est nulle 
dans tout le mur : 

dcr~i;(x) = 0 => 
dx 

cr(i) (x)= cr(4) (x= x ) = 0 xx xx 4 (5.3) 

A partir de la loi de comportement thermo-élastique 1D, on peut alors exprimer le déplacement 
et la contrainte orthoradiale sous la forme : 

( i) ( i) 
aCil(x)=-E ao {T(i)_T) 

yy l (1) \ 0 -v 

u<il(x)= . a(i) a· -+(b· -T )x+c 1+v(i) [ x
2 

] 

1_ vC1) o 1 2 1 o 1 

(5.4) 

(5.5) 

et les 4 coefficients Ci sont détem1inés par les relations de continuité et aux limites portant sur le 
déplacement : 

x= x1 (i = 1, 2, 3) : u (i) (x= xi)= u (i+l) (x= xi) (5.6) 

Les résultats sont présentés sur la figure 128. La contrainte orthoradiale et le déplacement 
mettent en évidence un phénomène de traction dans le mur. On constate que l'isolation par 
l'extérieur diminue le risque de fissuration puisque l'amplitude des contraintes est nettement 
inférieure (facteur 2 entre ITE et ITI), et de plus, les sauts de contraintes aux différentes interfaces 
entre matériaux sont plus faibles, ce qui tend à limiter le risque de décohésion entre les couches. 
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Figure 128. Evolutions de la contrainte orthoradiale et du déplacement en régime permanent. 
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5.4.2 - Régime transitoire : solutions semi-explicites 

Pour appréhender le régime transitoire, on utilise dans un premier temps la transformation de 
Laplace sur l'équation thermique découplée : 

c<i) aT _ K (i) a
2
T 

TT at - TT ax2 
transf .Laplace d 2T<il c<i) -(i) 

---=--sT 
dx 2 À(i) 

T 

(5.7) 

d'où l'expression explicite de la température dans le domaine des transformées de Laplace: 

avec ffi·= 
1 

et la loi de comportement permet d'exprimer le déplacement dans ce même domaine: 

-(i) (") (") [ ] au l+v 1 
· -(i) T -(i) l+v 1 

· a b· 
--= . a~1)(T -~J=> u = . a~1 ) -

1 exp(wix)+-1 exp(-wix) +ci 
ax l-V( 1

) s l-V( 1
) (ûi (ûi 

(5.8) 

(5.9) 

Les trois constantes ai, bi et ci pour chaque matériau sont déterminées à partir des conditions aux 
limites et de continuité thermiques et mécaniques comme pour le régime permanent. L'utilisation de 
la transformation de Laplace permet donc de trouver une expression analytique de la température et 
des variables mécaniques dans le domaine transformé puis le retour dans le domaine du temps est 
réalisé grâce à la méthode d'inversion numérique de Stehfest (1970) qui est très efficace pour des 
problèmes en géométrie cartésienne. Les résultats présentés concernent la température (figures 129 
et 130) et la contrainte orthoradiale (figures 131 et 132) pour les deux modèles ITI et ITE. 
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Figure 129. Evolution de la température en régime transitoire (modèle ITI). 
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On retrouve bien le régime permanent présenté précédemment et celui-ci est atteint au bout 
d'environ une trentaine d'heures. Le calcul en régime transitoire est donc du plus grand intérêt si on 
veut appliquer sur la paroi extérieure du mur des conditions traduisant des variations journalières, 
car la période du cycle journalier est alors inférieure au temps nécessaire pour atteindre le régime 
permanent. 

5.4.3 - Modèle tricouche/quadricouche : importance du plâtre 

Dans un objectif de simplification, on peut être amené à se demander quelles seraient les 
conséquences d'une modélisation tricouche qui ne prendrait pas en compte la couche de plâtre sur 
la face inférieure du mur. La comparaison des résultats entre les modèles avec quatre et trois 
couches, autrement dit avec et sans la couche de plâtre, met en évidence des différences importantes 
dans le béton et le polystyrène (figure 133). La diffusion est plus rapide avec le modèle 
quadricouche, ce qui peut s'expliquer par le fait que la conductivité thermique du matériau 
intervient dans la condition aux limites d'échanges : 

dT 
hint [T(x = 0)- Tint]= -ÀT -(x= 0) 

dx 
(5.10) 

Comme la conductivité thern1ique du plâtre est inférieure à celle du béton, le flux de chaleur est 
plus important et la température du mur chute donc plus rapidement (on remarque surtout pour t = 
2h que la pente est plus forte pour x "" 0 avec le modèle quadricouche ). Le régime permanent ne 
semble pas affecté par la prise en compte de la couche de plâtre. 
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Figure 133. Evolution de la température avec (4c) et sans (3c) la couche de plâtre. 

D'un point de vue mécanique, on remarque que l'évolution est également plus lente avec le 
modèle tricouche (ce qui est dû au couplage T ~M), mais la grosse différence concerne l'amplitude 
des contraintes en paroi (figure 134). En effet, le plâtre possède un modèle d'Young neuf fois plus 
petit que celui du béton et les contraintes orthoradiales qui se développent dans le plâtre restent 
faibles. 
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Figure 134. Evolution de la contrainte orthoradiale avec ( 4c) et sans (3c) la couche de plâtre. 

5.4.4 - Influence des conditions aux limites : température constante imposée 

On reprend le modèle quadricouche précédent mais on applique cette fois des températures 
constantes comme conditions aux limites. On constate que les régimes transitoire et permanent sont 
affectés par ce changement de conditions aux limites. La diffusion est plus lente avec la condition 
d'échanges puisque dans ce cas la température à la paroi chute progressivement de 30°C vers 20°C 
au lieu d'être imposée instantanément à 20°C. Mais le régime permanent conduit finalement à des 
températures inférieures puisque la température à la paroi descend en dessous de 20°C pour des 
temps grands (figure 135). Les couplages T ~M induisent des observations du même ordre sur 
1' évolution des contraintes orthoradiales (figure 136). 
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Figure 135. Influence des CL (échanges ou T fixée) sur la température. 
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Figure 136. Influence des CL (échanges ou T fixée) sur la contrainte orthoradiale. 

5.5- ETUDE THERMO-HYDRO-MECANIQUE 

5.5.1 - Discrétisations spatiale et temporelle pour les calculs avec PARSAT 

Les maillages 1 D pris en compte pour les calculs avec PARSAT sont constitués de 128 éléments 
de Lagrange quadratique dont la répartition est montrée sur la figure 13 7 (le premier correspond au 
modèle ITE et le second au modèle ITI). 
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Figure 13 7. Discrétisation spatiale du mur (modèles ITE et ITI). 

En ce qui concerne la résolution temporelle, on utilise une méthode implicite dite du point fixe 
avec 216 instants d'impression. 

Avant de réaliser des calculs non linéaires avec PARSAT sur un modèle quadricouche, il nous 
est apparu intéressant de valider le code sur ce problème en considérant un modèle linéaire 
tricouche de manière à pouvoir comparer les résultats numériques et semi-explicites. 
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5.5.2 - Modèle linéaire 

5.5.2.1 -Solutions semi-explicites 

On reprend les quatre équations couplées: l'intégration de l'équation de Navier permet d'établir 
une relation explicite entre les quatre inconnues. Après passage dans le domaine des transformées 
de Laplace (la variable temporelle t est remplacée par la nouvelle variable s et la dérivation 
temporelle disparaît), et quelques transformations, on peut alors réécrire le système des trois 
équations de diffusion sous la forme matricielle suivante : 

- -
' ' 

P!q P!q 
-

= ~ôV'2 
-

' ' 
8 : matrice de diffusion 3x3 Pgz Pgz avec (5.11) 

s 
T' T' 

La matrice de diffusion étant diagonalisable à valeurs propres réelles distinctes positives bi, on 
détermine alors les solutions du problème de façon explicite dans le domaine transformé sous la 

forme de combinaisons linéaires de trois fonctions propres vi : 

avec (5.12) 

avec la colonne k de la matrice de combinaison 8 contenant les trois composantes du vecteur 

propre associé à la kièmc valeur propre de la matrice de diffusion, et les fonctions propres vi 

s'exprimant comme des combinaisons de fonctions exponentielles : 

~=A; exp(w;x)+ B; exp(-w;x) avec ffi; = Jf (5.13) 

Puis les coefficients Ai et Bi sont déterminés à partir des conditions aux limites et des conditions 
de continuité entre les matériaux. 

5.5.2.2 - Validation du régime permanent avec PARSAT 

Les trois valeurs propres permettent de déterminer trois temps caractéristiques de diffusion pour 
chaque matériau et ces temps sont fonction des propriétés thermo-hydro-mécaniques des différents 
matériaux. Par conséquent, on peut calculer des temps caractéristiques très différents pour un même 
matériau (les différents processus de diffusion se passent alors à des instants nettement distincts), 
ainsi que des temps très différents entre deux matériaux (du fait de fortes discontinuités de certains 
paramètres). 

Un problème numérique se pose alors dans ce cas. En effet, en régime transitoire, pour un temps 
donné t, on doit donc calculer exp(roix) : si test petit devant Ôi, s >> Ôi, et donc û)j est très grand. 

Ainsi il devient impossible de calculer exp(roi x). En revanche, en régime permanent, pour un temps 
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grand, Cùj est très petit et tend vers 0, ce qui ne pose pas de problème pour le calcul de 
l'exponentielle. C'est ce problème qui se pose avec les paramètres que l'on prend en compte pour le 
mur et il nous est uniquement possible de déterminer le régime permanent. Néanmoins le 
paragraphe suivant permettra de valider le régime transitoire sur un cas simplifié (les paramètres 
seront ajustés de manière à calculer des valeurs propres très proches au sein des matériaux et entre 
les matériaux). 

Par rapport à l'étude thermo-mécanique précédente, on conserve les conditions initiales et aux 
limites thermiques sans échange et il faut préciser les conditions hydrauliques. On considère que la 
pression de mélange est égale à la pression atmosphérique dans 1' état initial, ainsi qu'à 1' intérieur et 
à 1' extérieur du mur. Concernant la pression de liquide, on calcule sa valeur (grâce à la loi de 
Kelvin) de manière à prendre en compte une humidité initiale et intérieure de 50% (p1q = -97MPa) et 
une humidité extérieure de 20% (p1q = -225MPa). De plus, il est nécessaire de linéariser les courbes 
de pression capillaire des différents matériaux et la loi de Fick : ceci est réalisé simplement autour 
de 1' état initial (les résultats sont présentés pour le polystyrène non hygroscopique). 

On présente quelques résultats (figures 138) obtenus en régime permanent avec le modèle ITE, 
montrant une excellente adéquation entre les approches numérique (rose) et semi-explicite (bleu). 
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Figure 138. Comparaison des résultats en RP : PARSAT/solutions semi-explicites. 
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Le régime permanent thermique est tout à fait comparable à celui qui avait été observé avec le 
modèle thermo-mécanique, à savoir que le gradient de température est absorbé principalement par 
la couche de polystyrène. Et on constate un phénomène identique pour la pression capillaire. 
L'importance du caractère non hygroscopique du polystyrène (saturation nulle dans la couche) est 
mise en évidence par l'absence de couplage H~M: la contrainte est la même avec les modèles 
thermo-mécanique et thermo-hydro-mécanique, alors que dans la couche d'enduit, les fortes 
pressions induisent de fortes contraintes. 

5.5.2.3- Validation du régime transitoire pour un modèle simplifié 

On considère toujours la solution semi-explicite du problème tricouche mais avec le même 
matériau pour les trois couches (le béton présenté précédemment). Un tel modèle simplifié permet 
de valider le code de calcul PARSAT en régime transitoire. Les évolutions de la température (figure 
139) et de la contrainte orthoradia1e (figure 140) sur quelques instants mettent à nouveau en 
évidence que les calculs numériques (N) se superposent avec les calculs semi-analytiques (SA). 
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Figure 139. Evolution de la température pour le modèle simplifié (PARSAT et semi-expl.). 
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Figure 140. Evolution de la contrainte pour le modèle simplifié (PARSAT et semi-expl.). 
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5.5.3 - Modèle non linéaire quadricouche 

On s'intéresse maintenant au problème du mur quadricouche en prenant en compte un modèle 
non linéaire. On considère le cas de référence ITE et à partir des résultats obtenus, on étudie 
1' influence de différents paramètres ou propriétés des matériaux : 

- importance des couplages hydrauliques : même température initiale et aux limites 
- importance des couplages thermiques : même pressions initiales et aux limites 
-type d'isolation: modèle ITE/ITI 
- sorption du polystyrène : matériau hygroscopique ou non 
- importance de la diffusion de Fick de la vapeur 
- conditions aux limites extérieures : 
- été sec/hiver humide 
- non-linéarité de la conductivité thermique 

5.5.3.1 - Cas de référence 

L'évolution thermique est identique à celle du modèle thermo-mécanique ce qui montre que les 
couplages H --7 T sont négligeables dans cette étude et que 1 'équation thermique peut être découplée. 
Le régime pem1anent est atteint au bout d'une dizaine d'heures. Le gradient de température est 
absorbé majoritairement par la couche de plâtre et par la couche de polystyrène: on n'observe pas 
de fortes variations thermiques dans la couche de béton (figure 141 ). 
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Figure 141. Evolution de la température dans le cas de référence. 

D'un point de vue hydraulique, on peut déjà vérifier que la pression de mélange reste bien 
constante dans tout le mur, sa valeur étant égale à la pression atmosphérique (figure 142). En effet, 
du fait de la perméabilité au mélange qui a été délibérément choisie très forte dans les quatre 
matériaux, la pression doit s'équilibrer instantanément. On constate que la pression capillaire 
(figure 143) reste constante dans le plâtre et le béton: ceci s'explique par le fait que la condition 
aux limites intérieure n'impose pas de variation par rapport à l'état initial ct que sur la face 
extérieure du béton, le polystyrène montre sa propriété d'imperméabilité à l'eau liquide. En 
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revanche dans le polystyrène, une diffusion hydraulique a bien lieu : elle est très forte puisque ce 
matériau absorbe tout le gradient de pression, et elle est relativement lente puisque le régime 
permanent est atteint au bout d'environ un mois. 
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Figure 142. Equilibre instantané de la pression de mélange. 
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Figure 143. Evolution de la pression capillaire dans le cas de référence. 

Par le biais des courbes de pression capillaire, on peut alors en déduire 1' évolution de la 
saturation (figure 144) et on remarque que celle-ci n'a pas évoluée par rapport à 1' état initial. Dans 
le béton, ceci est dû à la pression capillaire qui est elle aussi constante, et dans le polystyrène, cela 
s'explique par le caractère non hygroscopique de ce matériau: quelle que soit la valeur de la 
pression capillaire, la saturation reste nulle (le polystyrène n'absorbe pas d'eau). 

D'un point de vue mécanique, les contraintes qui apparaissent sont tout à fait comparables à 
celles du modèle thermo-mécanique, tant pour leur intensité que pour leur vitesse d'apparition, à 
l'exception de la couche d'enduit, où elles sont nettement plus fortes (figure 145). On peut donc 
attribuer l'apparition des contraintes dans le plâtre, le béton et le polystyrène au seul couplage 
T ----7M alors que dans l'enduit, on a l'effet conjugué des couplages T ----7M et surtout H----7M. 
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Figure 145. Evolution de la contrainte orthoradiale dans le cas de référence. 

5.5.3.2- Importance des couplages hydriques 

Pour vérifier l'influence des différents couplages que l'on vient de mettre en évidence, on prend 
le cas de référence et on applique sur la paroi extérieure du mur une température identique à la 
température intérieure et à la température initiale. Il n'y a donc plus aucun chargement thermique. 
Néanmoins dans un tel problème couplé, la température ne reste pas figée à la valeur de 30°C 
(figure 146). On constate qu'elle s'écarte de la valeur initiale légèrement dans la couche de 
polystyrène (0.2°C maximum) ce que l'on peut attribuer au très faible couplage H----:)T (quasiment 
négligeable dans le cas considéré). 
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Figure 147. Influence du couplage H-?T sur l'évolution hydrique. 

En outre, l'évolution de la pression capillaire semble identique ce qui montre dans ce problème 
l'absence de couplage T -7H (figure 147). Enfin, d'un point de vue mécanique, on retrouve bien ce 
que l'on pressentait dans l'étude du cas de référence, à savoir que le couplage H-?M n'est actif que 
dans la couche d'enduit (figure 148). On constate alors qu'un modèle thermo-mécanique ne peut 
suffire car les variations de contraintes orthoradiales sont très fortes (environ Il MPa) ct montre 
bien que le revêtement du mur subît directement les effets des variations climatiques extérieures. 
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5.5.3.3 - Importance des couplages thermiques 

L'importance des couplages thermiques est mise en évidence en supprimant tout chargement 
hydrique dans le cas de référence : on applique des valeurs d'humidité à l'intérieur et à l'extérieur 
du mur égales à la valeur initiale. On constate un faible couplage T ~H qui n'excède pas 1 
MPa (figure 149). Ce couplage est donc faible mais il faut néanmoins se rappeler que l'amplitude 
des variations thermiques extérieures qui a abouti à ce profil est relativement faible (30°C 
initialement et 4.8°C sur la paroi extérieure) par rapport à ce qui est physiquement envisageable. 
D'autre part, 1' influence de la température sur la courbe de pression capillaire n'est pas prise en 
compte. La répercussion sur 1' évolution des contraintes ortho radiales (figure 150) pem1et de 
retrouver les résultats donnés par Remerant et al. (1998) pour le problème thermo-mécanique. 
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5.5.3.4- Type d'isolation : isolation classique par l'intérieur (modèle ITI) 

Pour le modèle ITI, l'évolution thermique est comparable dans la couche de béton à celle du 
modèle ITE puisque ce matériau est toujours entouré par deux matériaux qui absorbent 
principalement le gradient thermique, à savoir le polystyrène et le plâtre (figure 151 ). Le gradient 
hydraulique est toujours absorbé par la couche de polystyrène et la pression dans le béton et 1' enduit 
s'équilibre rapidement avec la pression extérieure, après une dizaine d'heures (figure 152). La 
saturation chute donc relativement rapidement dans le béton jusqu'à une valeur d'environ 7%) alors 
que dans le polystyrène la saturation est toujours nulle (figure 153). 

E 
1-

29 ; 

24 

19 

14 : 

9 

4 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 

x (m) 

-3.6E2s 

3.6E3s ,: 

8.64E3s 

3.6E4s 

:--3.6E5s 

\ 
~.-~.: 

0.25 

Figure 151. Evolution thermique avec le modèle !TI. 

163 



230 

210 

190 

'f 170 
~ 
a. 
" 150 

Q. 

130 

110 

1 

1 

90 -t-
0 0.05 

! 

1 

1 

_/////// 

1 

I

-3.6E2s :1 

~~-~~ 

i 

0.1 

-3.6E3s 11 

8.64E3s 1 

I-3.6E4s il 
,, 

-8.64E5s!i 
I

-3.6E5s ;i 

--~---~-'- ~:~_?~j 
0.15 0.2 0.2J! 

x (m) 

Figure 152. Evolution de la pression capillaire avec le modèle ITI. 

0.19 ~ 

! 

0.14 ; 

cr 
ëii 0.09 1 

0.04 i 

-0.01 : 

0 0.05 0.1 0.15 0.2 

x (m) 

~~~ 

I-3.6E2s 1 1 

--3.6E3s ! 

8.64E3s! ' 

! ---3.6E4s 
~---- 1 

0 2!'1 

Figure 153. Evolution de la saturation avec le modèle ITI. 

Les contraintes apparaissant dans la couche de polystyrène sont toujours du même ordre de 
grandeur quel que soit le modèle ITE ou ITI puisque la saturation reste nulle mais dans le béton, 
elles sont beaucoup plus fortes avec le modèle ITI: elles atteignent 25MPa (contre 6 pour le modèle 
ITE) d'où un fort risque de décohésion à l'interface polystyrène-béton mais aussi béton-enduit 
(figure 154). De plus, on constate que le couplage H--7M est beaucoup plus marqué puisque le 
modèle thermo-mécanique montrait des contraintes maximales de 14MPa. 
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5.5.3.5 - Influence des conditions aux limites extérieures 

Les conditions aux limites que l'on applique sur la paroi extérieure du mur peuvent être très 
différentes selon la saison, aussi bien en ce qui concerne la température que l'humidité. Et pour 
estimer leur influence, on s'intéresse à deux cas distincts: d'une part, un été sec avec une 
température élevée ( 40°C) et une humidité faible (20%) et d'autre part, un hiver humide avec une 
température basse (4.8°C) et une humidité élevée (80%). 

-été sec: l'évolution thermique montre toujours l'absorption principale du gradient them1ique par 
le polystyrène et le plâtre, avec une température relativement constante dans le béton (figure 155). 
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Pression capillaire et saturation sont inchangées du fait du très faible couplage T -7H. En 
revanche, on constate que les contraintes sont nettement différentes dans le béton et le polystyrène, 
mais pas dans 1' enduit (figure 156). Ceci confirme ce qui avait été précédemment mis en évidence, 
à savoir l'importance du couplage T-7M dans le béton et le polystyrène. L'augmentation de 
température tend à faire apparaître des contraintes de compression, alors que la décroissance de 
1 'humidité semble être source de contraintes de traction : les deux phénomènes sont donc en 
compétition et l'influence de la température est surtout manifeste dans le polystyrène. 
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Figure 156. Répercussion d'un été sec sur la contrainte orthoradiale. 

- hiver humide : la température est inchangée par rapport au cas de référence et la pression capillaire 
montre une évolution similaire : le gradient est absorbé par le polystyrène (avec des temps de 
diffusion identiques). La seule différence est que la pression chute au lieu de croître (figure 157). 
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On peut mettre à nouveau en avant les mêmes explications pour commenter l'évolution des 
contraintes dans le polystyrène et le béton (figure 158), avec l'effet prédominant du couplage 
T --7M, alors que dans l'enduit, le couplage essentiel est de nature H--7M et est très fort (contraintes 
de compression de près de 15MPa, d'où un fort risque de décohésion polystyrène/enduit). 
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Figure 158. Répercussion d'un hiver humide sur la contrainte orthoradiale. 

5.5.3.6 - Sorption du polystyrène : matériau hygroscopique ou non 

Si on reprend la courbe de pression capillaire du polystyrène correspondant à un matériau 
hygroscopique (Kari et al., 1992), l'évolution de la pression capillaire est très peu affectée mais 
l'évolution de la saturation est radicalement différente dans cette couche (figure 159). Ce matériau 
se dessature lentement d'une valeur initiale de 28% vers une valeur finale de 15%. Du fait de ces 
fortes valeurs de saturation, le couplage H--7M devient très important et conduit à l'apparition de 
contraintes atteignant près de 30MPa (figure 160). Ceci ne semble pas très acceptable physiquement 
et montre bien 1' importance de la courbe de pression capillaire et de sa bonne caractérisation. 
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Figure 159. Polystyrène hygroscopique et évolution de la saturation. 
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5.5.3.7- Couplage H--?M dans la couche d'enduit 

L'importance d'une bonne détermination de la courbe de pression capillaire est également 
valable pour l'enduit du fait du fort couplage H---7M qui est mis en jeu dans cette couche. Pour 
illustrer le rôle de cette courbe, nous avons choisi de considérer les nouvelles courbes S~t/Pcr) 

présentées sur la figure 161 (courbes 1 et 2) qui caractérisent des matériaux plus hygroscopiques. 

1. 

0.9 -
\ 

0.8 

0.7 

0.6 

C/)f! 0.5 

04 

0.3 

0.2 

0.1 

0 

0 50 

Enduit 

courbe du cas de référence 
(Karri et al., 1992) 

courbe i 

\}'" 
~~

---------------------~ 
\;',; 

-------'"'-

100 150 200 250 300 

Pep (MPa) 

350 

Figure 161. Courbes de pression capillaire pour des enduits plus hygroscopiques. 

168 



Les conséquences sur le couplage H~M sont loin d'être négligeables comme le montre la figure 
162. En effet, alors que le cas de référence avait montré une amplitude maximale de 12 MPa dans la 
couche d'enduit pour les contraintes orthoradiales, cette valeur avoisine 18 MPa avec la courbe de 
pression capillaire 1 et 25 MPa avec la courbe 2. 
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Figure 162. Evolution des contraintes orthoradiales avec les nouvelles courbes de pression 
capillaire de l'enduit. 

En outre, l'effet des variations hygrométriques extérieures est plus sensible avec ces nouvelles 
courbes. Le tableau 35 montre que les contraintes peuvent atteindre 40 MPa avec la courbe 2 si 
l'humidité extérieure est très faible (he= 10%) contre 25 MPa dans le cas de référence (he= 20%); 
en revanche, avec la courbe de Kari et al. (1992), le passage de 20% à 10% d'humidité extérieure ne 
se traduisait pas par une variation très importante des contraintes maximales ( 15 MPa au lieu de 12 
MPa). 

Tableau 35. Influence des courbes de pression capillaire et des variations hygrométriques 
extérieures sur les contraintes orthoradiales maximales dans l'enduit. 

Contraintes orthoradiales maximales dans l'enduit (MPa) 
Courbe Courbe 1 Courbe 2 

Kari et al. ( 1992) 
he= 10% 15 27 40 
he= 20% 12 18 25 
he= 50%= h0 1 1 1 
he= 80% -15 -17 -18 
he= 90% -22 -25 -26 
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5.5.3.8 - Importance de la diffusion de Fick de la vapeur 

Du fait de la très faible pem1éabilité du polystyrène à 1' eau liquide, la diffusion de 1' eau dans ce 
matériau qui a été observée pour des temps relativement petits (quelques heures) ne peut être due à 
un phénomène de Darcy et doit être attribuée à un mouvement de type Fick traduisant la diffusion 
de 1 'eau sous forme vapeur au sein du mélange gazeux. Pour valider cela, on considère un 
coefficient de Fick très petit de manière à négliger ce terme de diffusion et à ne prendre en compte 
que la diffusion du liquide par une loi de Darcy (figure 163). 
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Figure 163. Effet de la diffusion de Fick seule sur 1' évolution de la pression capillaire. 

On remarque que la diffusion dans le polystyrène a toujours lieu mais elle se déroule pour des 
temps beaucoup plus grands : dans le cas de référence, le régime permanent est atteint au bout de 
1 000 heures alors que pour ce même temps la diffusion n'a quasiment pas commencé sans 
mouvement de type Fick, et le régime permanent est finalement atteint après plusieurs dizaines 
d'années. 

Des études spécifiques sur la perméabilité à la vapeur d'eau dans les matériaux de construction 
sont assez nombreuses dans la bibliographie du fait de l'importance de ce phénomène de diffusion 
pour les applications du bâtiment. Ces mesures de perméabilité sont réalisées à pression 
atmosphérique constante et en reprenant la formulation de Coussy, on remarque que 1' on peut ainsi 
estimer le coefficient de Fick : 

Pgz = Patm 
Mvp = 

p vrF(1- Cvp) 
-----'--gradp vp 

Pgz --
'---.r------" 

rcvp 

170 

(5.14) 

(5.15) 



Pour une température et une humidité données, cette perméabilité est une constante. Concernant 
les quatre matériaux du mur multicouche, Duforestel (communication personnelle) propose les 
valeurs suivantes de 1tvr (en se basant notamment sur les travaux de Miquel, 1997) : 

- Béton, mortier, polystyrène : 300 10-5 g/(m.h.mmHg) 
- Plâtre : 1000 1 o-5 g/(m.h.mmHg) 

ou 
ou 

6.2 10- 12 s 
2.1 10-11 s 

L'unité g/(m.h.mmHg) de 1tvp est une unité couramment utilisée par les spécialistes de ce type de 
matériau du bâtiment et la valeur correspondante dans le système SI est également donnée (ens). 

Si on considère une humidité de 50% et une température de 20°C, on peut calculer les valeurs de 
Pvr et Cvp intervenant dans la formule (5.15) et en déduire une estimation du coefficient de Fick 
correspondant : 

-Béton, mortier, polystyrène : 7.3 10-5 m2/s 
-Plâtre : 2.4 10-4 m2/s 

On remarque donc que l'ordre de grandeur des valeurs de F, environ 10-4 m2/s, est nettement plus 
élevé que celui des valeurs utilisées par Moyne ( 1987), Pollock ( 1986) ou Lassabatère ( 1994 ). Et on 
retrouve cet ordre de grandeur dans différents articles (Kari et al., 1991 ; Baroghel-Bouny, 1997 ; 
Kumaran, 1998) avec des variations sensibles selon le niveau d'humidité (1' influence de la 
température n'a pas été rencontrée). 

Pour se rendre compte de 1' effet de valeurs plus élevées du coefficient de Fick sur la diffusion de 
la vapeur dans le mur multicouche, ainsi que les conséquences sur son comportement thermo
hydro-mécanique, le cas de référence ITE est repris avec la même expression non linéaire de F 
(formule 1.48) mais on joue sur le coefficient de tortuosité T en le multipliant par un facteur 100 
(figure 164) et 10000 (figure 165) dans les différentes couches, ce qui revient à considérer des 
valeurs de F de l'ordre de 10-4 et 10-2 m2/s (cette dernière valeur est peut-être un peu exagérée mais 
elle permet d'accentuer les couplages et de mieux estimer l'influence de la diffusion de la vapeur). 
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Figure 164. Influence de fortes valeurs de F sur l'évolution de la saturation (f,_-,JQ-
4 m2/s). 
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Figure 165. Influence de fortes valeurs de F sur l'évolution de la saturation (F""'l0-2 m2/s). 

On constate que la saturation, qui restait constante dans le mur avec le coefficient de Fick 
considéré initialement, évolue lorsque ce coefficient croît. Et on retrouve ce qui est observé 
généralement in situ, à savoir que la couche de béton se dessature pour des temps assez petits. En 
outre, les conséquences de ces valeurs de F se répercutent aussi sur l'évolution them1ique par 
l'activation d'un fort couplage H~T (figure 166). Ceci souligne bien l'importance d'une 
détermination précise du coefficient de Fick car malgré l'amplitude modérée du chargement 
thermique sur la paroi extérieure du mur, l'effet du changement de phase est sensible sur la 
diffusion de la chaleur. On ne peut plus alors considérer dans ce cas une équation thermique 
découplée. 
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Figure 166. Effet d'une forte valeur de F sur l'évolution de la température (F""'l o-2 m2/s). 
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5.5.3.9 -Non-linéarité de la conductivité thermique 

On sait que la conductivité thermique est un paramètre qui peut varier de façon plus ou moins 
non linéaire avec la saturation, et Moyne (1987) propose par exemple une formule 
d'homogénéisation tirée de Krischer (1962) qui tient compte de la conductivité thermique des 
différents constituants du milieu poreux en mettant en série les milieux parallèle et série : 

( J

-1 
l-a a 

ÀT= -+-
À. À-

À.= (1-<(>)Às +<l>1qÀ1 +<l>gzAa 

À-=(1-<1> + <l>1q + <l>gz)-l 
Às Àl Àa 

avec (5 .16) 

et a=0.223, Àa=0.03, À1=0.6, À5=1.5 

Cette non-linéarité est une forme de couplage H~T puisque la saturation influence directement 
la valeur de la conductivité thermique, et par conséquent la diffusion thermique. On constate que la 
température chute moins rapidement dans le béton et le polystyrène par rapport au cas de référence 
mais en revanche le régime permanent met en évidence une température inférieure (figure 167). 
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Figure 167. Conductivité thermique non linéaire et évolution de la température. 

La répercussion sur la pression capillaire est négligeable mais elle est relativement sensible sur 
l'évolution des contraintes (figure 168). En fait, les observations faites sur la température sont tout à 
fait identiques, surtout dans le béton: l'apparition des contraintes est moins rapide mais elles sont 
plus importantes quand on atteint le régime permanent. 
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Figure 168. Répercussion de la non-linéarité de la conductivité thermique sur la contrainte. 

5.6 - Conclusions 

Cette étude a montré l'importance d'un modèle couplé pour appréhender les évolutions 
thermique, hydrique et mécanique au sein de ce mur quadricouche. Les couplages habituellement 
mis en jeu sont montrés sur la figure 169. 

Figure 169. Les couplages THM dans le milieu poreux. 

Les couplages M-7H sont négligeables dans le problème traité puisqu'il n'y a pas de chargement 
mécanique sur le mur et avec le modèle de comportement THMNL, on ne prend pas en compte 
d'irréversibilité tel qu'un éventuel endommagement qui modifierait les paramètres de diffusion. En 
outre, dans le cas du mur, si on considère un chargement thermique extérieur d'amplitude modérée 
(30-40°C) de manière à ne pas trop activer le couplage T -?H, ainsi qu'une valeur de Fick dans les 
différents constituants qui n'excède pas 10-3 m2/s pour ne pas trop activer le couplage H-7T, alors 
dans ce cas, on peut simplifier le schéma des couplages (figure 170). 
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Figure 170. Couplages majeurs observés dans le mur. 

Dans ce problème, les couplages majeurs sont les couplages T --jM et H--jM et on a montré 
qu'ils se manifestaient différemment selon les matériaux puisqu'il y a une action conjuguée des 
variations de température et d'humidité sur le développement des contraintes orthoradiales dans 
l'enduit, alors que seul le couplage T--jMjoue un rôle dans le béton et le polystyrène. 

A titre d'exemple, suivant les courbes de pression capillaire prises en compte, 1' intensité des 
contraintes orthoradiales de traction dans l'enduit varie de 12 à 40 MPa (pour une humidité 
extérieure de 10% ). 

Selon les évolutions des variables de diffusion, on observe logiquement : 

/de température } 

1 
=> Variation de contraintes de compression 

d'humidité 

\d'humidité 
} => Variation de contraintes de traction 

\de température 

Cette étude a aussi mis en évidence l'importance de la diffusion de la vapeur au sein du mélange 
gazeux par un processus de type Fick dans la couche de polystyrène. En effet, du fait de sa très 
faible perméabilité à l'eau liquide, la seule possibilité de prendre en compte la diffusion de l'eau 
dans cette couche à court terme, est impossible par un processus de type Darcy sur la phase liquide. 

De plus, il est intéressant de comparer les deux approches d'isolation, un modèle classique qui 
place le polystyrène sur la face interne du béton, et un autre modèle qui envisage de placer l'isolant 
sur la face externe du béton. D'un point de vue thermique, les deux modèles montrent que ce sont 
les deux couches entourant le béton qui absorbent principalement le gradient de température (et 
dans l'ensemble de la couche de béton, la température varie peu) mais avec le modèle ITI, la 
température est plus élevée dans le béton, ce qui entraîne l'apparition de plus fortes contraintes et 
par conséquent un risque de décohésion entre le béton et le polystyrène. Et ce phénomène est encore 
accentué par le couplage H--jM : avec le modèle ITI, le béton est en contact avec les variations 
climatiques extérieures et dans le cas de référence, on a montré qu'il se dessaturait fortement, ce qui 
entraîne alors des contraintes plus importantes. 

175 



En fait le modèle ITE présente un très gros avantage par rapport au modèle ITI car les variations 
thermiques et hydriques les plus fortes sont bien évidemment observées sur la face externe du mur. 
Quel que soit le modèle, ITE ou ITI, on isole l'intérieur de l'habitation thermiquement et 
hydriquement mais avec le modèle ITE, on préserve la couche de béton des variations climatiques 
et les sollicitations mécaniques induites sont alors nettement plus faibles, d'où un meilleur 
vieillissement du mur et un risque de décohésion entre les matériaux fortement diminué. 

Les perspectives de ce travail concernent avant tout un enrichissement des données hydrauliques 
relatives aux différents matériaux ainsi que du modèle de comportement couplé thermo-hydro
mécanique. On peut citer l'influence de la température sur la courbe de pression capillaire et les 
effets capillaires d'une manière plus générale (domaines hygroscopiques, non hygroscopiques), ou 
bien l'irréversibilité du comportement. Une question posée actuellement concerne l'intensité des 
couplages hydriques et thermiques : les premières améliorations proposées au modèle de 
comportement sont destinées à y répondre plus précisément. 
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Ce mémoire a présenté des travaux de recherche orientés vers 1' étude de la modélisation couplée 
thermo-hydro-mécanique dans le cadre de la mécanique des milieux poreux défini par Coussy 
(1995). L'intérêt porté à de telles études est directement lié à des préoccupations d'ordre industriel 
intéressant notamment la Direction des Etudes et de la Recherche d'EDF. En effet, il apparaît 
clairement dans le domaine de la géotechnique qu'une grande diversité de matériaux, naturels ou 
artificiels, peut être assimilée à des milieux poreux saturés ou partiellement saturés au sein desquels 
se produisent des interactions entre les différentes phases. Ainsi il devient nécessaire de considérer 
un modèle de comportement couplé prenant en compte les interactions entre les processus 
thermique, hydraulique et mécanique pour espérer pouvoir modéliser au mieux des problèmes 
physiques concrets. 

Une formulation du comportement basée sur des principes thermodynamiques clairement établis, 
telle que celle qui est proposée par Coussy (1995), nous semble essentielle pour les milieux poreux 
partiellement saturés. A titre d'exemple, l'équilibre thermodynamique liquide-vapeur en conditions 
anisothermes doit être examiné avec un soin particulier (Coussy, 1995 ; Bruhat, 1962). En outre, il 
faut souligner que notre étude s'est restreinte au comportement réversible, sous certaines 
hypothèses simplificatrices, qu'il est nécessaire de réexaminer suivant les problèmes considérés : 

hypothèse d'incompressibilité des grains en conditions isothermes (Ks ___., oo) à reconsidérer si 
la porosité connectée est faible; 
prise en compte de l'influence de la température dans l'isotherme de sorption par 
l'intermédiaire de la tension capillaire (Olchitsky et al., 1998) en remplaçant la courbe 
Stq(Pcp) par Stq(pcp, T). 

Deux méthodes de résolution des équations de champ couplées ont été développées : une 
approche non linéaire requiert nécessairement une méthode numérique et nous avons donc introduit 
la loi de comportement thermo-poro-élastique non linéaire dans le code aux éléments finis 
PARSAT développé au LA EGO. Mais dans un souci de validation de ce code, et pour le faire sur 
des problèmes plus complexes que ceux qui sont abordables par des résolutions analytiques, nous 
nous sommes également intéressés à des approches semi-explicites. Les techniques existantes ont 
été adaptées aux problèmes couplés et un travail conséquent a été notamment nécessaire pour 
trouver l'expression analytique des solutions particulières dans le domaine transformé. En effet, la 
détermination des constantes à partir des conditions de continuité et aux limites conduit rapidement 
à la résolution de systèmes matriciels de dimension supérieure à 10 et cela n'est possible que par 
une maîtrise du calcul formel. Ensuite, l'inversion numérique a montré que la méthode de Talbot 
modifiée par Piessens et al. (1983) est remarquablement précise et stable, que ce soit sur des 
problèmes simples servant de validation ou des problèmes couplés. Des erreurs relatives inférieures 
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à 1% ont été calculées dans les cas extrêmes de modèles multicouches avec de fortes discontinuités 
ou d'applications faisant intervenir un phasage, et les seuls problèmes rencontrés pour les temps 
réduits petits (problèmes classiques, Wong, 1994) ont été résolus grâce à l'utilisation de 
développements limités. 

Outre l'utilisation des méthodes semi-explicites comme un outil de validation de codes de calcul, 
leur couplage avec le code Proban et ses méthodes probabilistes a permis de dévoiler un nouvel 
intérêt puisque l'on dispose ainsi d'un outil de décision permettant de discriminer les nombreuses 
variables du modèle, ce qui a été mis en évidence pour l'application du stockage des déchets 
radioactifs par le concept de la Barrière Ouvragée. 

Cette étude est la première des trois applications présentant un intérêt industriel pour EDF. On 
s'est placé dans le cadre d'évolutions isothermes en milieu incompressible de manière à étudier 
spécifiquement les processus couplés de diffusion et leur effet sur le temps de ressaturation de la 
BO. Un premier point intéressant concerne la linéarisation dans sa diversité et sa validité pour ce 
genre de problèmes initialement fortement non linéaire. On comprend aisément qu'il existe une 
multitude de techniques pour ajuster une courbe quelconque par une droite et le choix de 1 'une 
d'entre elles est guidé par la bonne adéquation entre les résultats linéaires et non linéaires sur un 
critère particulier. Un modèle linéaire ne se justifie donc que par rapport au modèle de référence 
non linéaire et on ne peut pas prétendre substituer un modèle linéaire au modèle non linéaire. Une 
bonne illustration est donnée par la comparaison des évolutions de la saturation au cours du temps : 
les régimes transitoires sont assez différents mais finalement le temps de ressaturation obtenu avec 
les deux modèles est très proche, ce qui était 1' objectif recherché lors de la linéarisation. 

En outre, le modèle monocouche a permis de souligner l'importance des deux non-linéarités qui 
sont les moteurs de la diffusion, à savoir l'isotherme de sorption S1q(Pcp) et la courbe de conductivité 
au liquide À1q(Pcp) par comparaison entre les modèles linéaire et non linéaire. Une variation de 
pression capillaire s'accompagne en effet d'une variation de saturation et de conductivité dont 
1' effet est inverse sur le phénomène de ressaturation. Il est apparu qu'un modèle monocouche, qui 
prend en compte l'influence du massif sur la BO par l'intermédiaire de conditions aux limites, 
permettait donc de comprendre les processus gouvernant la diffusion hydraulique mais en revanche, 
il sous-estime fortement le temps de ressaturation par rapport à un modèle bicouche où le massif est 
une couche au même titre que laBO. 

Le modèle bicouche est caractérisé par un état initial continu en terme de pression mais 
discontinu en terme de saturation du fait des deux isothermes de sorption distinctes pour la BO et le 
massif. L'évolution de cette saturation en régime transitoire montre une évolution monotone dans la 
BO qui se res sature progressivement alors qu'elle est non monotone dans le massif, avec une 
dessaturation à court terme puis une ressaturation. Les résultats linéaires et non linéaires donnent 
des valeurs assez proches quant au temps de ressaturation (24 70 ans pour le premier contre 2800 
pour le second). Le modèle linéaire a donc été utilisé pour réaliser une étude de sensibilité avec 
PRO BAN des paramètres pouvant jouer un rôle important sur les processus de diffusion et donc sur 
le temps de ressaturation. A partir de domaines de variation réalistes pour chaque variable, les 
méthodes probabilistes de type FORM-SORM ont permis de calculer les facteurs d'importance de 
chaque variable, mettant ainsi à jour des comportements différents à court et long terme. En effet, il 
est apparu que la cinétique est tout d'abord contrôlée par laBO, par le biais de sa conductivité au 
liquide et de son épaisseur, puis progressivement le rôle du massif devient prédominant et c'est 
alors sa conductivité au liquide qui est le moteur de la ressaturation. En outre, à long terme, le seuil 
de saturation, représentant la valeur à partir de laquelle on considère que le milieu est saturé, est 
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également un facteur influent. Ceci s'explique par le fait que les évolutions à long terme sont très 
lentes et les temps de ressaturation peuvent varier d'un facteur de 1 à 10 pour des seuils variant de 
0.95 à 0.98. 

Une deuxième application concerne le problème du retrait de dessiccation, autrement dit 
l'influence de la diffusion hydraulique lors d'un phénomène de séchage sur le comportement 
mécanique. Les travaux de Lassabatère (1994) à propos d'un mur de béton ont été repris pour les 
trois géométries de manière à réaliser une étude générique comparative sur les couplages H~M. A 
partir de données réalistes mais en jouant sur les conditions initiales, on a montré que l'on pouvait 
accentuer les effets de couplages et obtenir des allures de saturation caractéristiques d'une évolution 
couplée, où les diffusions de type Fick et Darcy ont lieu dans des gammes de temps qui se 
superposent. En outre, l'influence de la géométrie s'est manifestée sur les profils de saturation par 
des cinétiques différentes, plus rapide dans la sphère et plus lente dans le mur. Mais l'effet le plus 
visible a pu être noté sur l'évolution de la contrainte moyenne, monotone dans le mur avec des 
contraintes de compression prédominantes, alors que les deux autres géométries ont conduit à des 
résultats opposés. Ces manifestations dues à la géométrie sont importantes à connaître car on 
pourrait être tenter de modéliser un problème complexe en géométrie cylindrique par un modèle 
plus simple à traiter en géométrie cartésienne, et on se rend compte alors de l'erreur qui peut ainsi 
être commise. 

Dans cette même problématique de retrait de dessiccation, nous nous sommes ensuite intéressés 
à la fissuration pouvant apparaître en paroi d'une galerie profonde, comme cela a pu être observé 
dans le tunnel de Tournemire. Nous avons cherché à montrer le lien entre une telle fissuration et la 
ventilation de la galerie se traduisant par une dessaturation du massif, en utilisant un modèle couplé 
hydro-mécanique, à partir de données relatives à deux matériaux différents, l'argilite de Tournemire 
et l'argilite de l'Est. Quel que soit le matériau, les résultats en terme de contrainte orthoradiale ont 
permis de mettre en évidence des valeurs de traction maximales en paroi et nettement supérieures 
aux résistances en traction, ce qui explique de facto la rupture de la roche. Celle-ci est d'autant plus 
importante que la dessaturation est forte, et les facteurs les plus influents sur ce couplage H~M 
sont bien sur les moteurs de la diffusion hydraulique. C'est d'ailleurs là un point délicat car si les 
perméabilités intrinsèques sont en général bien connues pour le type de matériau considéré, la 
détermination expérimentale des perméabilités relatives fait défaut. Enfin, 1' étude linéaire qui est 
ensuite proposée permet d'insister sur l'importance de la linéarisation et du critère choisi pour la 
réaliser : en effet, selon que l'on souhaite estimer la saturation ou la contrainte orthoradiale par un 
modèle linéaire, la méthode de linéarisation de l'isotherme de sorption ne peut être la même. Mais 
si on linéarise correctement le problème, les résultats ont montré que l'erreur relative n'excède pas 
quelque pour-cent. 

Une dernière application porte sur le problème d'isolation thermique du bâtiment pour lequel 
EDF souhaite promouvoir le concept d'isolation par l'extérieur face au concept plus classique 
d'isolation par l'intérieur. Du fait de son imperméabilité à l'eau liquide et de ses propriétés 
isolantes, le polystyrène absorbe les gradients thermique et hydraulique et le béton est ainsi très peu 
affecté par les fluctuations environnantes. Et on comprend donc aisément que le fait de le placer sur 
la face extérieure du béton (modèle ITE) constitue un procédé intéressant puisque les variations 
climatiques extérieures sont d'une amplitude nettement supérieures à celles se produisant au sein 
d'un bâtiment. La répercussion sur le comportement mécanique du mur par couplages T ~M et 
H~M se traduit par des intensités maximales de contraintes tangentielles beaucoup plus faibles 
dans le béton avec le modèle ITE (6 MPa contre 24 MPa). La couche de béton est donc moins 
sollicitée ce qui est un avantage pour une bonne tenue du mur, et en outre, les risques de ruine du 
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mur par décohésion entre le béton et les couches qui 1' entourent sont également fortement réduits. 
Le polystyrène joue donc un rôle très important qui est facile à comprendre d'un point de vue 
thermique car son action est liée à sa forte diffusivité, mais d'un point de vue hydraulique, il faut 
tenir compte de plusieurs facteurs: l'isotherme de sorption tout à fait particulière qui traduit son 
caractère non hygroscopique et sa très faible perméabilité à l'eau liquide permettant une diffusion 
de l'eau essentiellement sous forme vapeur par la loi de Fick. On comprend donc que le coefficient 
de Fick est une variable incontournable qu'il sera nécessaire de mieux maîtriser pour modéliser plus 
finement le comportement du mur. 

En terme de couplages, 1' effet principal est celui du couplage T ~ M puisqu'une étude thermo
mécanique permet de retrouver des évolutions de contraintes comparables au modèle thermo-hydro
mécanique, excepté pour la couche d'enduit qui subit de manière très marquée les variations 
hygrométriques extérieures (fort couplage H~M). Comme on ne prend pas en compte dans le 
modèle l'effet irréversible de la mécanique sur les propriétés hydrauliques, il apparaît qu'un 
chaînage des processus pourrait convenir pour ce problème uniquement si l'amplitude des 
variations climatiques extérieures est faible et si le coefficient de Fick n'est pas trop fort. 

Les trois applications présentées ont bien montré l'intérêt d'une approche couplée dans le cadre 
de la mécanique des milieux poreux partiellement saturés. Cependant, un certain nombre de 
perspectives peut être envisagé : 

• Les variables intervenant dans le modèle sont nombreuses et elles ne sont pas toutes 
maîtrisées finement d'un point de vue expérimental. Une meilleure détermination s'avère 
indispensable notamment pour les paramètres de diffusion tels que le coefficient de Fick et 
les perméabilités intrinsèques et relatives. En outre, les différents calculs qui ont été réalisés 
sont essentiellement prédictifs et une validation avec des mesures in situ s'impose ensuite, ce 
qui est prévu par exemple pour l'étude sur la galerie ventilée à partir d'un ouvrage souterrain 
du tunnel de Tournemire. 

• Outre les hypothèses à la base de la formulation qui pourront être réexaminées (courbe 
S1q(Pcp, T), incompressibilité des grains), les phénomènes d'irréversibilité n'ont pas été 
introduits dans notre modèle. Nous pourrons en effet prendre en compte un modèle de 
comportement poroplastique (Gens, 1995 ; Alonso et al., 1998) ou endommageable 
(Carmeliet, 1998 ; Shao et al, 1998). 

• Enfin, les applications ont montré la diversité des matériaux pouvant être considérés comme 
des milieux poreux ainsi que la pluralité des problèmes que l'on peut aborder dans le cadre 
défini par Coussy : la porte est donc grande ouverte à de nombreuses autres études. 
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L'inversion des transformées de Laplace nécessite l'utilisation du théorème d'inversion (Carslaw 
et Jaeger, 1959) : 

1 
c+ioo 

f st-
f(t) = -. e f(s)ds 

21tl . 
(A 1.1) 

C-!oo 

L'intégration le long du contour défini dans le plan complexe est relativement difficile du fait des 
oscillations de e51 quand Im(s) ~ oo. Et différentes méthodes ont contourné ce problème, soit en 
modifiant le contour, soit en transformant l'intégrale dans le domaine complexe en une somme 
discrète de série dans le domaine réel. Davies & Martin ( 1979) en ont présenté un large éventail, 
auquel il faut ajouter une méthode souvent citée dans de nombreux articles, la méthode de Talbot 
(1979) qui semble celle qui est la plus proche de l'intégration analytique. 

Les diverses méthodes peuvent être séparées en plusieurs classes : celles qui procèdent à un 
échantillonnage de f, celles qui développent fen combinaisons linéaires de fonctions exponentielles, 
celles qui sont basées sur la quadrature de Gauss, celles qui utilisent une transformation bilinéaire et 
celles qui calculent f sous forme d'une série de Fourier. 

Al.l- Echantillonnage de f 

La fonction fest calculée à partir d'un échantillonnage de la forme: 

f(t)z In(t)= Jùn(t,u)f(u) (A 1.2) 

0 

avec les fonctions Ùn qui sont telles que l 0 (t) tend vers f(t) quand n tend vers l'infini. 

Sur ce principe, on trouve quelques exemples : 

Widder (1934) (Al.3) 

Ter Haar (1951) (A1.4) 

f(t)z-f-1 -( 1 ) 
2t 2t 

Schapery (1962) (A1.5) 

Stehfest ( 1970) (Al.6) 
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avec 
{ 

min~/2) kN/2(2k)' 
Cn = (-1)n+N/2 _L . 

k=E((n+l)/ 2) (N /2- k)!k!(k -1)!(n- k)!(2k- n)! 

Npair 

A1.2- Calcul de f comme combinaison linéaire d'exponentielles 

f(t)= i>np2n (e-rt) Papoulis & Lanczos (1957) 
n=O 

avec 

P2n :polynômes de Legendre 

an telquerf[(2k+1)r]= ± (k-m+
1

)m am 
m==O 2(k + 0,5)m+1 

(j) 0 = 1 et (j)n = j(j+ 1) ... (j+n-1) si n > 0 

f(t)= i>np~a,~)~e-rt -1) Miller & Guy ( 1966) 
n=O 

avec 

N 

P~a,b) :polynômes de Jacobi 

an telquerf[(b+k+1)r]= ± (k-m+
1
)m am 

m==O (b + k + l)m+1 

(j) 0 = 1 et (j)n = j(j+1) ... (j+n-1)si n > 0 

f(t)= Lffiikrf(kr) Bellman & al. (1966) 
k=1 

avec 1 ]-1 
N-1 k 1 1 +X 1 1 1 +X 
Lffiikx =-PN(- J-PN(-\x 
k=O X- Xi 2 O X- Xi 2 r 

00 

f(t)= Lak sin[(2k+l)e] Papoulis ( 1956) 
k=O 
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A1.3 - Méthode utilisant la quadrature de Gauss 

f(t)z i~exp(- anuJ 
n=l t t 

Piessens (1973) 

avec Kn et an des coefficients donnés dans des tables. 

2 ct oo 

f(t) = _e_ ~)n (t) 
t n=O 

Schmittroth (1960) 

avec {!" (t) ~ (-!)" ? r[ 1t(ro+: + O,S) }os(Pro)dro 
-0 5 

f(w) = -Im[f(c'+ iw)] 

A1.4- Méthode utilisant une transformation bilinéaire des 

avec 

avec 

Piessens ( 197 5) 

t
L~ : polynômes de Laguerre 

1 ~ k s+c-1 (s+c)a+ f(s)= L...J akz ,z=---
k=O s + c 

Piessens (1972) 

<l>n polynômes de Chebyshev 

1 ~ [ (2n +In)~ a =--L...J <1> cos---
0 N + 1 n=O N + 1 2 

2 ~ [ ( 2n + 1 1t J~ ( 2n + 1 kn J a =--L...J <1> cos--- cos---
k N + 1 n=O N + 1 2 N + 1 2 

( 
b Ja+l ( b J <l>(u)= - <1>-

1-u 1-u 
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(Al. 11) 

(Al.12) 

(Al.13) 

(A1.14) 



Al.S. Expression de fen série de Fourier 

Dubner & Abate ( 1968) (A1.15) 

ect oo [-( nk J~ (1tk J f(t)~T ~Re f c+iT ljcos T 

ect 
00 

[-( rrk )~ (1tk J -T ~lm f c+iT ljsin T Silverberg (1970) (A1.16) 

515 
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A2.1 - Quelques fonctions mathématiques simples 

A2.1.1 - Fonctions testées avec succès par la méthode de Stehfest (1970). 

Les différentes fonctions testées par cette méthode sont tirées de Abramo witz & Stegun ( 1970), 
Carslaw & Jaeger (1959) et Hladik (1969), notés A&S, C&J et H dans le tableau A2.1. 

Tableau A2.1. Fonctions testées par la méthode de Stehfest (1970). 
F(t) f(s) N Réf. 

-y -lnt ln s 18 A&S -
s 29.3.98 p1027 

t3 1 18 A&S -- s4 29.3.3 p 1022 
6 

4 1 22 A&S t exp(-t) 
(s + 1) 5 

24 29.3.10 p 1022 

sin(t) 1 18 H 

t..fiirt ~s+~ 
p 183 

Exp(-t) 1 18 A&S -
1+s 29.3.8 p 1022 

3 ex_e(-3q) 
q=JI 

18 A&S 
erfc 29.3.83 p 1026 2J2t s 

tf ( 9) ' 3 ex_e(-3q) 
q=JI 

16 C&J 
2 exp-- -3erfc -- 9 p 494 

8t 2J2t qs 

~ sinh(2J2t) _l e) 18 A&S 

27t s 2 exp -;- 29.3.79 p 1026 

2~:rrt 3 exp(-~) q=JI 
18 A&S 

exp(-3q) 29.3.82 p 1026 

cos( t) cosh( t) s3 18 H 

4+s4 p 180 

sin(t)- tcos(t) 1 18 H 

fi 3 p 183 

~1+s 2-(s+~Y t 
2 

1- exp( -t) 2 16 H 

tfirt .[; +Fs+i p 183 

-
1 ex{-~) q~Hi 18 A&S 

Ko(3q) 29.3.120 p 1028 2t 0,4t 

-
1 exp(- :!_) q=JI 

18 A&S 
Ko(3q) 29.3.120 p 1028 2t 8t 

cos(2.Ji.) expH) 18 A&S 

Jirt 29.3.76 p 1026 

.[; 
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10 (2J3t) ex pm 18 C&J 
24 p 495 

s 

10 (2Jû,ït) 

~ 
18 C&J 

24 p 495 s 

s 
sin(2t) 2 20 A&S 

4+s2 29.3.15 p 1022 

1 sin(2t) 1 2 KS) 18 A&S 
--coth-
4+ s2 ·1 4 29.3.73 p 1026 

}__~t(t + 4) 
1 18 A&S 
-; exp(2s) K1(2s) 29.3.121 p 1028 2 

A2.1.2- Fonctions testées avec succès par la méthode de Piessens et al. (1983) 

La méthode de Piessens et al. ( 1983) a été validée sur quelques exemples simples. Le tableau A2.2 
présente ces fonctions ainsi que 1' expression des parties réelle et imaginaire, et les quatre constantes 
intervenant dans le calcul. 

Tableau A2.2. Fonctions testées par la méthode de Piessens et al. (1983). 
- -

f(t) f(s) Re(f(s)), lm(f(s)) CJ,2 a et b 

exp( -t) 1 1+a -b - Re= lm= 
1+s (l+a)2+b2 (l+a)2+b2 2 a=O 

b=O 

Re= 
1+a2 -b2 

sin(t) 1 (1 + a 2 - b 2) 2 + 4a 2 b 2 
2 a=O -- -2ab 1 + s2 

lm= b=1 
(1+a 2 -b2)2 +4a 2b2 

Re= 
a 

1 a+~a 2 +b2 

1 1 a2 +~2 a=~ 2 a=O 

J1ct J";, -~ ~= b 2 b=O 
lm= 

a2 +~2 ~ 2( a + ~a 2 + b 2 ) 

ka '1 

exp! 10 (2/lct) 

;exp(~} Re= 
a2 + b2 

[ aco{.2 ~ b' }-bsin( a 2 ~ b' )] k=3 a2 + b2 2 a=O 

ka ' b=O 

10 (2/lct) 
exp 

a2 + b2 
[- bco{.2 ~ b' )-a sin( a'~ b' )] lm= k=0,1 a2 + b2 
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Re= 
(a 3

- 3ab 2 )(4 +a 4 - 6a 2b2 + b4
) + (3a 2b- b3 )(4a 3b -4ab3

) 

3 [4+a 4 -6a 2b2 + b4 f + [4a 3b-4ab 3 f a=1 s 
cos(t)cosh(t) 4+s4 lm= (3a 2b-b3 )(4+a4 -6a 2b2 +b 4 )-(a 3 -3ab2 )(4a 3b-4ab3

) 2 b=1 

[4 + a 4 
- 6a 2 b 2 + b 4 f + [4a 3b - 4ab 3 f 
Re=A Im=B 

1 ( ~9) K0 3[;f;' Fof a=O 
2texp 0,4t A+iB = K 0 3 5 b=O 

0,1 1 

Re= 
{a 2 

- b 2 + k 2 J -4a 2 b 2 

1 
[(a 2 - b 2 + k 2 ) - 4a 2 b 2 r + [4ab( a 2 - b 2 + k 2 ) :r sin(kt)-

(s2+k2J 
a=O 

ktcos(kt) 
- 4ab( a 2 - b 2 + k 2) 

2 b=2 
k=2 lm= 

[(a 2 - b 2 + k 2 
) - 4a 2 b 2 r + [4ab( a 

2 
- b 2 + k 

2
) :r 

exp(-ka) [ . ] 
Re= 2 2 acos(k~)-bsm(k~) 

a +b 

Erfc( ~) ~exp(-2~ 
exp( -ka) [ . ] 

a=O lm= 2 2 -bcos(k~)-asm(k~) 
a +b 2 b=O s 

a+~a 2 +b2 
~= b a=v 2 ~ 2( a + ~a 2 + b 2 ) 

ka 
exp -

[aco{a'~b' )+bsm(a,~b' )] Re= 
a2 + b2 

J 0 (2.Jkt) 1 ( ~k) a2 + b2 a=O 
;exp -s- / ka '1 10 b=O k=2 exp -

a2 + b2 [~bco{a'~b' }asm(a,~b' )] lm= 
a2 + b2 

A2.2 - Quelques exemples de problèmes 1D 

A2.2.1 -Sphère d'argile chauffée (Djéran, 1991) 

On considère une sphère creuse de rayon intérieur ra et de rayon extérieur rb (figure A2.1) 
soumise au chargement suivant : 

{

T(ra, t) =Ta =este 

T(rb,t)=O 

T(r,O) = 0 

(A2.1) 
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.... -· .. :•'' 

T=Ta 

r ra rb 

Figure A2.1. Géométrie. 

En géométrie sphérique, ce problème de diffusion unidimensionnel est caractérisé par l'équation : 

a2T 2 dT 1 ()T 
-+--=--
ar2 r dr DT dt 

avec (A2.2) 

Mise sous forme adimensionnelle : 

t' = .!. s'= s'C (A2.3) 
'C 

et le passage dans le domaine des transformées de Laplace conduit à l'équation : 

avec q'= 2,rs; (A2.4) 

ou encore (A2.5) 

La solution générale est donc de la forme : 

r' T'= Aeq' r' +Be -q' r' (A2.6) 

Les constantes A et B sont déterminées d'après les conditions aux limites du problème : 

{ 

1 { ' ' 1 en r'= 1: T'=- Aeq +Be -q =-
s' ~ s' 

en r'= p: T'= 0 Aeq'p +Be -q'p = 0 
(A2.7) 

La température au sein de la sphère creuse, exprimée dans le domaine des transformées de 
Laplace, pour 1 < r' < p, est donc de la forme: 

T'(r' s) = _1 exp(q' (p- r')]- exp[-q' (P- r' )] 

' r' s' exp[q' (P -1)]- exp[-q' (P -1)] 
(A2.8) 
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Carslaw & Jaeger (1959, p352) donnent la solution exacte de ce problème sous la forme d'une 
somme de série : 

- 1p-r'2 r1 (mt(r'-1)) ( 4n
2

n
2 Jl 

T'(r' ,t')=---- I l-sin exp t' J 
r' p- 1 m' n=l n p -1 (p -1)2 

(A2.9) 

Il est donc intéressant de comparer les deux méthodes de Stehfest (1970) et Piessens et al. (1983) 
avec la solution exacte. 

Pour la méthode de Piessens et al. (1983), il faut au préalable séparer partie réelle et imaginaire 
de la fonction à inverser : 

---;(, ) 1 1 exp[(a+i~)(p-r')]-exp[-Ca+i~)(p-r')] T r s = ----_ _;;...:.___;....._; __ _,___-=-----'---"----= 
' a+ib r's' exp[(a+ i~)(p-1)]- exp[-(a+i~)(p-1)] 

=a(X1X2 +Y1 Y2 )+b(-X1Y2 +X2Y1 )+i a(X1X2 +Y1 Y2 )+b(-X1Y2 +X2Y1 ) 

r' (a2 + b 2 )(X~ + Yj) r' (a2 + b 2 )(X~ + Yj) 

avec 

X 1 = [exp(2(p- r'p)- exp(- 2(p- r')a)]cos(2(p- r'~) 

X 2 = [exp(2(p -lp)- exp(- 2(p -1)a)]cos(2(p- r'~) 
Y1 = [exp(2(p- r'p )+exp(- 2(p- r')a )]sin(2(p- r'~) 
Y2 = [exp(2(p -lp)+ exp(- 2(p -I)a)]sin(2(p- r'~) 

Pour le calcul par cette méthode, les paramètres utilisés sont: a= 0, b = 1, c1 = c2 = 2. 

(A2.10) 

(A2.11) 

L'évolution de T' en fonction de t', en représentation semi-logarithmique, calculée avec la 
solution exacte de Carslaw & Jaeger (1959), est donnée par la figure A2.2, et les erreurs relatives 
commises par les deux méthodes d'inversion sont montrées sur la figure A2.3. 

0,18,......-----------------, 

0,16 

0,14 

0,12 

0,1 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

0,1 10 

t' 

100 1000 

Figure A2.2. Evolution temporelle de la température. 
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···~2. 

1,00E+09-r----------------------, 

--errStehf 
--err Talbot 

0,1 10 100 1000 

t' 

Figure A2.3. Erreurs relatives commises avec les deux méthodes d'inversion. 

On constate une évolution similaire de l'erreur relative montrant que pour des temps petits, le 
calcul numérique est peu précis car les valeurs de T' sont proches de O. Pour t' > 1, l'approximation 
numérique est bonne, avec une précision plus grande avec la méthode de Piessens et al. (1983). 

A2.2.2 -Creusement d'une galerie (Detournay & Cheng, 1988) 

On considère une galerie circulaire de rayon a (figure A2.4). La pression à la paroi est Po et à 
l'infini, on considère qu'elle est nulle. 

r 

Figure A2.4. Géométrie. 

Le problème de diffusion, en géométrie cylindrique, peut se mettre sous la forme suivante : 

cPP 1 dP 1 dP --+--=--
dr2 r dr c dt 

avec 
2Jql(l- v) 

c=--"----
1-2v 

(A2.12) 

Mise sous forme adimensionnelle: 

r'=~ P'=_!_ t'=.!_ 
a P0 1 

(A2.13) 
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Le passage dans le domaine des transformées de Laplace conduit alors à l'équation suivante : 

(A2.14) 

On reconnaît la forme de l'équation de Bessel et par conséquent, les solutions générales sont de 
la forme: 

P' = AI 0 (q'r')+ BK0 (q'r') avec q'=~ (A2.15) 

Les constantes A et B sont déterminées en considérant les conditions aux limites du problème : 

en r' ~ oo, 

en r' = 1, 

P'=O 

P' = 1 

:::? A=O 

_!_ = BK0 (q') 
s' 

(A2.16) 

et finalement la pression dans le domaine des transformées de Laplace, pour r' > 1, est donnée par la 
relation: 

P'(r',s')= Ko(q'r') 
s'K 0 (q') 

avec q'=~ (A2.17) 

L'inversion numérique de la pression est réalisée par les deux méthodes et les résultats sont 
comparés avec la solution exacte donnée par Carslaw & Jaeger (1959, p335). 

P( , ') 1 2
00J ( 2 •)Jo(ur')Yo(u)-Y0 (ur')J 0 (u)du r , t = + - exp - u t ~----"--'----'----.::......;___:______;:_c____:_--=-._;_~ 

n 0 J6(u)+YJ(u) u 
(A2.18) 

Pour utiliser la méthode de Piessens et al. (1983), il faut au préalable séparer parties réelle et 
imaginaire de la fonction à inverser: 

1 K 0 (r' (a+ i~)) 

a+ib K0(a+i~) 

= _1_ a1 +ib1 

a+ ib a
2 

+ ib
2 

avec 

(A2.19) 

a= 
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= a(a1a2 + b 1 b2 )+ b(b 1a2 - a1 b2 ) + i a(b 1a2 - a 1 b2)- b(a1a2 + b1 b2) 

(a2 +b2 )(a~+ b~) (a2 +b2 )(a~+ b~) 
(A2.20) 

Re(P (r' ,a+ ib )) Im(P (r' ,a+ib)) 

L'allure de la courbe P' en fonction de t', calculée par la méthode de Piessens et al. (1983) (avec a 
= b = 0, c1 = c2 = 10), est donnée dans le tableau A2.1 et sur la figure A2.5 pour différentes valeurs 
de r', sachant que la méthode de Stehfest (1970) est localement instable pour quelques couples (t', 
r'). En effet, on constate que certaines valeurs (en gras) paraissent totalement absurdes mais à priori, 
il est difficile de prévoir pour quelles valeurs de r et t, on va observer ces valeurs erronées. 

Tableau A2.1. Evolution temporelle de la pression pour différents rayons. 
t' r' = 1,5 r' = 2 r' = 3 r' = 5 

0,01 0,0003 0 0 0 
0,01585 0,0041 0 0 0 
0,02512 0,021 0 0 0 
0,03981 0,0627 0,0003 0 0 
0,0631 0,1308 0,0035 0 0 

0,1 0,2169 0,0181 0 0 
0,15849 0,3091 0,0542 0,0002 0 
0,25119 0,3978 0,1138 0,0028 0 
0,39811 0,4778 0,1897 0,0148 0 
0,63096 0,5473 0,2716 0,0446 0,0002 

1 0,628 0,3585 0,0953 0,0022 
1,58489 -14,3513 -4,4515 -0,3946 0,0035 
2,51189 52,0439 17,0623 2,0945 0,0625 
3,98107 -50,9331 0,5261 0,2989 0,0759 
6,30957 -14,1147 14,8464 0,3637 0,129 

10 0,7837 -49,3899 0,4242 0,1883 
15,84893 0,804 0,6655 -20,869 0,2481 
25,11886 0,8213 0,6948 -5,5385 0,2969 
39,81072 0,8361 0,72 0,5572 5,079 
63,09573 0,8488 0,7417 0,5911 -15,1846 

100 0,8599 0,7605 0,6208 0,4463 
158,48932 0,8696 0,777 0,6468 0,4836 
251,18864 0,8781 0,7916 0,6697 0,5167 
398,10717 0,8856 0,8044 0,69 0,5462 
630,95734 0,8923 0,8158 0,7081 0,5726 
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0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

0 
0,01 0,1 10 100 

t' 

1000 10000 

r'=1.5 
--r'=2 

r'=3 
--r'=5 

Figure A2.5. Evolution temporelle de la pression pour différents rayons. 

A2.2.3- Déformations autour d'une cavité circulaire (Senjuntichai & Rajapakse, 1993) 

On considère une cavité cylindrique de section 2a au sein d'un milieu poroélastique (figure 
A2.6). 

r 

Figure A2.6. Géométrie. 

On applique une traction radiale fonction du temps à la paroi et nulle en l'infini, et on cherche à 
évaluer le déplacement et la pression interstitielle dans le massif en déformations planes et en 
axisymétrie. 

D'après la théorie de Biot, de propagation des ondes en milieu poroélastique, les deux équations 
couplées régissant l'évolution du déplacement u et de la pression interstitielle P sont les suivantes : 

( 
2 1 } ( )ae * aç a

2 
r * ) V -- + Àc +1 --bM -=-\u+p w 

r 2 ar ar at 2 

bM * ae M* aç _ a
2 

{_ * ) b* aw -- ---l.p u+mw + -
ar ar at 2 ar 

(A2.21) 
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dU U 
avec e=-+-

ê)r r 

À =À+ b2M 
c ' 

~ 
et 

dW W 
Ç =----, P=MÇ- bMe ar r 

* M * P+~ p * 
M =~ , p =~, rn=~, 

où e et Ç représentent respectivement les dilatations des phases solide et fluide. 

(A2.22) 

Dans le formalisme de Co ussy (1991 ), les différents paramètres caractérisant le comportement 
dynamique du milieu poreux sont : les deux constantes de Lamé À et ~' le coefficient de Biot b, le 
module de Biot M, la densité du fluide Pth la densité du milieu poreux p, la porosité <j>, la viscosité 
du fluide ~11 , la perméabilité hydraulique ÀH. 

Pour un milieu élastique idéal, on ne considère que la propagation des ondes de cisaillement et 
l'équation régissant le déplacement radial est de la forme: 

Mise sous forme adimensionnelle : 

, r 
r=-

a 

t 
t'=-

't 

avec 

s'= s't 

c ~/+2fl 
p p 

' ~u U=-
foa 

et le passage dans le domaine des transformées de Laplace conduit à : 

? ( y d~ - 1 d - 1 
--u'+--u'- s' 2+- '=0 
dr' 2 r' dr' r' 2 

On reconnaît l'équation de Bessel modifiée dont les solutions générales sont de la forme : 

u' = AI 1 (r's')+ BK1 (r's') 

(A2.23) 

(A2.24) 

(A2.25) 

(A2.26) 

Le domaine étant considéré comme infini, A = 0, et la constante B est déterminée à partir de la 
condition aux limites en r' = 1 : 

(A2.27) 

-
- f(s')K (r's') 
u'(r',s')= * 1 

(À +2)s'K 0(s')+2K1 (s') 
(A2.28) 

Pour l'expression de f(s' ), on distingue 3 cas: 
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f(t') f(t') f(t') 

fo fo fo 

1 1 2 

1er cas : f(s') = _!_ 
s' 

échelon de pression 

-s' 
f(s') = 1- e 

s'2 
2ème cas: rampe de pression suivie d'un palier 

3ème cas: f(s') = (1- e -s'f 
s'2 

chargement de type pulse 

Pour la méthode d'inversion de Piessens et al. (1983), il est nécessaire de séparer parties réelle et 
imaginaire de la fonction à inverser : 

1er cas: 

. f(s')K 1 [r'(a+ib)] 
F1 (a+ 1b) = ------'--------

(À* +2)(a+ib)K0 (a+ib)+2K1 (a+ib) 

on pose 
{

A+iB = K1 [r'(a+ib)] 

C+iD = K0 (a+ib) 

E +iF= K1 (a+ ib) 

donc -, (, .b)- (Aa+bB)kÀ* +2)(aC-bD)+2Ej+(Ba-bA)kÀ* +2)(bC+aD)+2Fj 

(a 2 +b 2
) [cÀ* +2)(aC-bD)+2Ef +[(À* +2)(bC+aD)+2FJ 

ur r,a+1 - [ 12] 

+ i (Ba- bA)kÀ* + 2)(aC- bD)+ 2E J- (Aa + bB)kÀ* + 2)(bC +aD)+ 2F j 

(a 2 +b 2{[(À* +2)(aC-bD)+2Ef +[(À* +2)(bC+aD)+2Ff] 

2ème cas: 
l -(a+ib) 

F2(a+ ib)= F1(a+ib) -e . 
a+tb 
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=F ( 'b)[a(l- e -a cos(b )) +be -a sin(b) . - b(l- e-a cos(b )) + ae -a sin(b )] 
1 a+I 2 2 +I 2 2 

a +b a +b 
(A2.32) 

3ème cas: 

(A2.33) 

(A2.34) 

La figure A2. 7 représente le déplacement obtenu en fonction du temps, à la paroi de la cavité, 
par les deux méthodes dans le cas d'un chargement par un échelon de pression et la figure A2.8 
donne ce même déplacement calculé dans les trois cas par la méthode de Piessens et al. (1983). 

5 

4 

1: Stehfes, 

n --Talbot 
3 

2 

/\. ~~ 
~1 v 

2 ~ 4 6 8 10 12 1 
0 

1 

-1 

-2 

-3 

-4 

t' 

Figure A2. 7. Evolution temporelle du déplacement avec les deux méthodes dans le cas 1. 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 --échelor 
--rampe 
--pulse 

3 9 11 13 5 

Figure A2.8. Evolution temporelle du déplacement avec la méthode de Piessens et al. (1983) pour 
les trois cas. 
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··.··~2 

Comme on l'a déjà observé auparavant, la méthode de Stehfest (1970) présente à nouveau des 
instabilités pour quelques couples (r', t'). Sinon, les résultats obtenus par les deux méthodes 
semblent très proches et la représentation des trois cas sur un même graphe donne des courbes tout 
à fait similaires à celles obtenues par Senjuntichai & Rajapakse (1993). 

A2.2.4- Pulse-test dans un aquifère (Cooper et al., 1966) 

Le pulse-test permet de déterminer les caractéristiques hydrauliques d'un aquifère, en 
l'occurrence le coefficient d'emmagasinement S et la transmissivité T. Pour cela, on injecte à la 
surface d'un puits (figure A2.9) un fluide selon un chargement type pulse (la pression décroît à 
l'interface puits-aquifère selon une fonction du temps). En mesurant cette variation de pression au 
cours du temps par des capteurs, on peut ainsi comparer la courbe expérimentale obtenue avec des 
courbes-type fournies dans des abaques, et en déduire Set T. 

puits aquifère 

r 

Figure A2.9. Géométrie. 

En l'infini, on impose une pression nulle et en rr0 r, on exprime le fait que le flux d'eau circulant 
dans l'aquifère correspond au volume d'eau injecté dans le puits. Les conditions aux limites sont 
donc les suivantes : 

h(r -7 oo, t) = 0 

h(r = rfor>O) = H 0 

2mfor T ~ h(r = rfor, t) = nrz ~ h(r = rfor, t) 
ar at 

(A2.35) 

h représente la pression interstitielle dans l'aquifère : on va chercher son expression en fonction de r 
et t, et on en déduira l'évolution de cette pression à la paroi du puits en fonction du temps. 

L'équation de ce problème en géométrie sphérique se met sous la forme : 

a
2

h 1 ah s ah -+--=--
ar2 r ar T dt 

(A2.36) 

Mise sous forme adimensionnelle: le temps caractéristique est exprimé en fonction de la 
diffusivité, que l'on relie aux paramètres Set T du pulse: 

s 
avec Dp =

T 

2 
d'où 't=~ 

T 

14/33 

(A2.37) 



Le passage dans le domaine des transformées de Laplace conduit à l'équation suivante : 

a2h' 1 dh' -
--+---sh'=O 
dr' 2 r' dr' 

.A-eu-2 

(A2.38) 

On reconnaît l'équation de Bessel modifiée, et les solutions générales du problème sont donc de 
la forme: 

h'(r' ,s')= AI 0 (q'r')+ BK0 (q'r') avec q'= .Js' 

Les constantes A et B sont déterminées d'après les conditions aux limites : 

en oo: h' = 0 ==> A = 0 

dh' -
enr'= 1: 2-=s'h'-1 

dr' 
-2q' BK1 (q') = sBK0 (q')-1 

donc la pression, pour r' > 1, exprimée dans le domaine des transformées de Laplace est : 

h'(r' s')= Ko(q'r') 
' 2aq'K1 (q')+ s'K0 (q') 

avec q' = .Js' 

(A2.39) 

(A2.40) 

(A2.41) 

Carslaw & Jaeger (1959, p342) donnent une solution exacte à ce problème sous la forme d'une 
intégrale qui s'exprime ainsi : 

(A2.42) 

et de plus, il donne la solution exacte dans le cas particulier où r' = 1 : 

H l ( ')- 8a oof ( 2 ·) 1 du t - - exp\- u t J-;,--------,-------.,---------,--

rr2 0 [uJ 0 (u)-2aJ 1 (u)r +[uY0 (u)-2aY1 (u)r u 
(A2.43) 

Pour la méthode d'inversion de Piessens et al. (1983), il faut séparer parties réelle et imaginaire 
de la fonction à inverser : 

-( . ) K0 (r'.Ja+ib) 
h'r' a+1b =------.::...._-------:=--

' 2a.Ja+ibK1 (.Ja+ib)+(a+ib)K0 (.Ja+ib) 
(A2.44) 
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on note: 

x + iy = .J a + ib 

A+ iB = K0 [r' (x+ iy )] 

C+iD=K1(x+iy) 

E+iF = K0 (x+iy) 

d'où h
'( , .b) A[2a(xC- yD) + aE- bF ]+ B[2a(yC + xD) +bE+ aF] r , a + 1 = --...::_..:___..:...._..:....._ __ ____::....__--=:....___:::....__ _ __:. ___ ~ 

[2a(xC- yD) + aE- bF ]2 + [2a(yC + xD) +bE+ aF ]2 

. B[2a(xC- yD) + aE- bF]- A[2a(yC + xD) +bE+ aF] 
+ 1 i2 :J 

[2a(xC- yD) + aE- bF J + [2a(yC + xD) +bE+ aFj 

(A2.45) 

(A2.46) 

Cooper et al. (1966) fournissent des abaques donnant H' en fonction de a et ~ (=t') que l'on a 
retracés sur la figure A2.10 en utilisant la méthode de Piessens et al. (1983) avec a= b = 0, c1 = c2 = 
2, et la solution exacte de Carslaw & Jaeger (1959). On constate que les solutions semi-explicites 
donne des courbes qui collent parfaitement avec les solutions exactes. 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

a=O.OI 
--a=O.l 

a=I 
--a= JO 

l 
0+-----~----~-----+----~--~--~-~ 

1E-08 1E-06 1E-04 1E-02 1E+OO 1E+02 1E+04 

Figure A2.1 O. Evolution de la pression interstitielle H' en fonction de a et ~-

De plus, on a également comparé de la même façon les différents résultats obtenus par Carslaw 
& Jaeger (1959), Piessens et al. (1983) et Stehfest (1970) concernant la pression dans l'aquifère : le 
constat est toujours le même pour la méthode de Stehfest (1970) et ses instabilités localisées alors 
que celle de Piessens et al. (1983) approxime parfaitement les résultats exacts : la figure A2.11 
donne les valeurs de h'(r' ,t') en fonction der' pour différentes valeurs de t'. 
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500000 

450000 

400000 --t'=! 
--t'= JO 

350000 t'=50 

300000 --t'= lOO 

250000 

200000 

150000 

100000 

50000 
3 5 7 

r' 

Figure A2.11. Evolution radiale de la pression interstitielle h' pour différents temps. 

A2.2.5- Stockage de déchets en milieu multicouche (Giraud & Thouvenin, 1997) 

On considère un milieu composé d'une superposition de n couches horizontales d'extension 
infinie (figure 12) : la première couche est la couche superficielle, la dernière la couche profonde et 
une des intermédiaires une couche de stockage qui est subdividée en trois (couche supérieure, 
couche contenant les déchets exothermiques, couche inférieure). La source de chaleur est simulée 

par une production volumique de chaleur décroissante au cours du temps: Q(t)= Q
0

e-wt. 

x 

g~r~o~un_d_l~ev_e_l----~~~--------------------------~d 
layer 1 superficial layer 

6=========~=====================-========-=~CJ 

-:-----:----------------------, Cj-J 
layer i 

-~---------------------;ci 
' -------------------------T' Cj-2 

layer j-1 upper storage layer ..-...-.. ..... ...,....,.~-----~-. .......... --.-~"!"!"'!...,. ..... ...,.,..... Cj-1 =a 1 '.·layer:f.f1)~i;: :Fw~t~.;Qi~po~al:~~;. :·1t,;;it;ë$::~:;~:7:~:;*~+~l;~~;;):~t;~:.;i0f;~i,,::·,.·Jr;? , Cj = -a 

layer j+ 1 lower storage layer 
-----------------------;~+1 

layer n deeper layer 1 ~n-1 

Figure A2.12. Géométrie. 

Les conditions aux limites sont telles que T et P sont nulles pour x = d et x --7 oo, et on doit 
assurer la continuité de T et P à l'interface entre chaque couche. 
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Les équations gouvernant la consolidation non isotherme au sein d'un milieu poreux isotrope 
thermo-élastique saturé sont les suivantes : 

(A2.47) 

On suppose que le transfert de chaleur peut être découplé (Giraud, 1993), et on introduit des 
variables adimensionnelles : 

1 x 
x=-

a 
t' = .!_ 

t 

2 
a 

t=--
4Dr 

m' = tm (A2.48) 

Le passage dans le domaine des transformées de Laplace conduit alors à des expressions de la 
température de la forme : 

T'('') CT (')-aix' CT(')aix' 1 x , s = 2i _1 s e + 2i s e + ( ) 
2s' s' +m' 

--;( , ') _ T (')-aix' T (')aix' T x , s - C2i -1 s e + C2i s e 

avec 
_Qr_ 

~i-D~ 

couche de stockage (A2.49) 

autres couches (A2.50) 

(A2.5l) 

Les conditions de continuité à l'interface x'= c'i entre les couches i (c'i + E, E > 0) et i + 1 (c'i- E) 

se traduisent par : 

{

T'(x' = c'ï +E, s')= T'(x' = c'ï -E, s') 

d- d-
b·-T'(x'=C'·+E s')=-T'(x'=c'·-E s') 1 dx' 1 

' dx' 1 
' 

avec (A2.52) 

Les 2n-2 équations de continuité et les deux conditions aux limites permettent de calculer les 2n 

coefficients cJi_ 1 et cJi (i = 1, n). Le problème thermique se résume donc dans le domaine des 

transformées de Laplace en la résolution d'un système matriciel de la forme A TC T = B T, avec les 
composantes suivantes : 
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aT . = e -a;c\ . aT . = e a;c'; . aT . _ -e -a;+1c'; . aT . = -e a;+1c\ 
21,21-l ' 21,21 ' 21,21+1 - ' 21,21+2 

aT - aaT ·aT -aaT ·aT - 8 a aT 2i+l,2i-l -- i 2i,2i-l' 2i+l,2i - i 2i,2i' 2i+l,2i+l -- i+l i+l 2i,2i+l 

ViE {1 , .. , n} 

T 2 T T 
b2j-2 = 4 '(' ');b2j = -b2j-2 s s +ffi 

tous les autres coefficients aT et b T sont nuls. 

Pour déterminer la pression, on introduit une nouvelle variable v définit par : 

v=P+<pT 

.A-tu-2 

(A2.53) 

(A2.54) 

et les solutions de l'équation de diffusion dans le domaine des transformées de Laplace sont de la 
forme: 

(A2.55) 

avec 
4s' D~ 

Y·=- Ç·=-
1 t ' 1 Di 

~vi T 
(A2.56) 

Les conditions de continuités de Pet T à l'interface x'= c'i se traduisent sur v par: 

{

v'(x'= c'i+E,s')= v'(x'= c'i-E,s') 

~v'(x'=c'·+E s')-(1-~J~T'(x'=c'·-E s')=-
1 ~v'(x'=c'·-E s') 

d ' 1 ' d ' 1 ' d ' 1 ' x Pi x Pi x 

(A2.57) 

ÀIH 
avec Pi = Ài~l 

Le problème hydraulique peut donc se mettre sous une forme similaire au problème thermique 

A vCv Bv b · 1 v ' · d T b · ' ' ~ 1 = : on o tient es ai,k a part1r es ai,k en su stituant Yi a a; et Pi a Vi, et es autres 

coefficients bj sont donnés par : 

b v (R R )T'( ' ' '\bv ( l R R 1 °i Jo T'( ' ' ') 2i = i+l - i x = c i 's " 2i+l = - i+l - i + -- - x = c i 's 
Pi Pi a (A2.58) 

bv = Ç ·bv. =-bv. 
2j-2 2 '( ' •)' 2j 2j-2 s s +ffi 
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et finalement, à partir de v et T, on retrouve P par la relation suivante : 

P(x' ,s')= <pTa Lv(x' ,s')- T'(x' ,s')] (A2.59) 

Pour les deux problèmes thermique et hydraulique, la résolution du système matriciel a été 
réalisée par la méthode de la décomposition LU et l'inversion des transformées par la méthode de 
Stehfest (1970), qui n'a présentée aucune instabilité quelque soit la valeur de x' ou de t'. Les figures 
A2.13 montrent l'allure des courbes de T et P observées lors de la modélisation d'un site du bassin 
parisien (voir détail dans Giraud & Thouvenin, 1997). 

Profondeur (rn) Profondeur (rn) 

400 400 

300 300 

200 200 

100 100 

0 " 0 .... -... 
-100 

........ :,.. .. ::., 
-100 . .. . .. 

-200 
·,~ 

-200 

-300 
200 y. 

-300 

-400 -400 

0 20 40 60 80 100 0 2 3 4 5 6 

Température T (0 C) Pression P (MPa) 
Figures A2.13. Evolutions radiales de la température et de la pression pour différents temps . 

A2.2.6 - Transport d'un polluant par dispersion, convection, adsorption et décroissance 
radioactive 

On se place dans un cas unidimensionnel en étudiant le déplacement d'un polluant dans un milieu 
semi-infini en tenant compte des phénomènes de convection (1), de dispersion (2), d'échanges entre 
la phase stationnaire et la phase mobile (3), et de décroissance radioactive des deux phases (4). 
L'équation régissant le déplacement d'un polluant, en considérant ces différents mécanismes, est de 
la forme: 

[ac ] lac . J . ~= 1 <P -+ÀC +(1-<l>~s fixe +ÀCfixé =dtv D.grad(C)-CU 
dt '-v-' dt '-v--' '----.r----' ~ 

4 '-v--' 4 2 1 
3 

(A2.60) 
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On fait les hypothèses suivantes : 

- le polluant est de type traceur avec la vitesse U constante et on considère seulement la 
dispersion longitudinale : 

D = ai!JI = este 

et le membre de droite de l'égalité devient donc : 

- le partage entre les phases stationnaire et mobile est de type linéaire : 

et le membre de gauche de l'égalité devient donc : 

R = 1 + l- <l> Kd (appelé facteur de retard) 
<l> 

- conditions aux limites : 

{

C(x = 0)= C0 

(ac) _ 0 
ax x~oo 

0 
1 

C=Co 
.... x 

Figure A2.14. Géométrie 

On introduit les variables adimensionnelles suivantes : 

1 u x=-x 
D 

1 t 
t=-

't 

<j>RD 
't = -2-

u 
'A'= À't 

et le passage dans le domaine des transformées de Laplace conduit à l'équation : 

21 ' 
d C _ dC _ ('A'+s'~' = 0 
dt2 dt 

dont les solutions générales sont de la forme: 

21/33 

(A2.61) 

(A2.62) 

(A2.63) 

(A2.64) 

(A2.65) 

(A2.66) 
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avec Jl ± solutions de l'équation : J.1 2 -Il- ("-'+s')= 0 

Il± = _!_ ± _!_~1 + 4(À'+s') 
2 2 

Les constantes A et B sont déterminées à partir des conditions aux limites : 

(ac ) - o ==> B = o 
ax x~oo 

C'(x'=O)=l ==> 
- 1 
C'(x'=O)=- ==> 

s' 

1 
A=

s' 

(A2.68) 

(A2.69) 

(A2.70) 

et on peut alors en déduire les solutions particulières du problème exprimées dans le domaine des 
transformées de Laplace : 

- 1 [1 1 ] C'(x',s')=-;.exp 2 - 2.J1+4(A'+s') (A2.71) 

Pour l'inversion par la méthode de Piessens et al. (1983), on doit séparer parties imaginaire et 
réelle: 

C'(x',a + ib )= -
1
-. exp[_!_ _ _!_~l + 4(À'+a + ib )] 

a+ 1b 2 2 

= exp[(O,S- a )x] [acos(x'~)- bsin(x'~ )+ i(- asin(x'~ )- b cos( x'~))] 
a2 + b2 

avec 

a= 
À'+0,25 +a+ ~(À'+0,25 + a) 2 + b 2 

2 
b 

~=r7======~======~ 
2( À'+0,25 +a+ ~(À'+0,25 + a) 2 + b 2 

) 

(A2.72) 

(A2.73) 

Pour apprécier la précision de la méthode d'inversion, il est intéressant de comparer les résultats 
numériques avec ceux qui sont donnés par la solution exacte (de Mars il y, 1981) : 

1 (x'1 ( \ (x'-t'.Jl + 4À' )~ C'(x',t')= 2exp 2 exp-x'~À'+0,25frfc 
2
.J1' ~ 

1 (x'1 ( \ (x'+t'.J1+4À')~ + 2exp 2 exp x'.JA'+0,25 Frfc 
2
.J1' ~ (A2.74) 
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Les paramètres utilisés pour la méthode d'inversion sont : a= b = 0 et c1 = c2 = 2. Sur la figure 
A2.15, on a représenté les résultats numériques (confondus avec la solution exacte) de C' en 
fonction de x' pour différents t' (À' = 1) et sur la figure A2.16, t' est fixé à 1 et on fait varier À'. 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0 

T----------------------------------------, 

0 2 4 

--t'-1E-2 

--t'=1E-1 

t'=1 
--t'=10 

6 
x' 

8 10 

Figure A2.15. Evolution radiale de la concentration pour différents temps. 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,1 

2 4 

x' 

6 

·A=O 
--À;=! 

Àr=2 
--À;=5 
--À;=20 

8 10 

Figure A2.16. Influence de À sur 1 'évolution radiale de la concentration. 

A2.3 - Diffusion de chaleur 2D en régime permanent 

On considère un milieu dont la géométrie et les conditions aux limites sont définies sur la figure 
A2.20. 
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0 1 
-+-----------r--------------------~~y 

ou T = 1 ou T = 0 
flux = 1 flux = 0 

X=h 
ou 

X->oo T=O 
x 

Figure A2.20. Géométrie. 

L'équation générale régissant un problème de diffusion de chaleur en géométrie cartésienne 
bidimensionnelle est de la forme : 

1 a 
--T(x, y, t) 
DT dt 

=0 (RP) 

VT(x, y, t) 

~ 

a2 al 
dx2 T(x,y)+ al T(x,y) 

a2 a2 
donc -

2 
T(x,y)+-

2 
T(x,y)=O ax ay 

(A2.75) 

(A2.76) 

On utilise la transformée de Fourier (cosinus) pour faire disparaître la variable y de 
l'harmonique: 

00 a2 00 a2 
f - 2 T(x,y )cos( roy )dy+ f - 2 T(x, y )cos( roy )dy = 0 

-= dx -=dy 

d'où 
d2 
-2 e(x,ro)-ro28(x,ro)=0 
dx 

Les solutions générales de cette équation sont de la forme : 

S(x, ro) =A exp(-rox) + B exp(rox) 
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·· .... ·. 

Les constantes A et B sont déterminées d'après les conditions aux limites particulières du 
problème, et on va distinguer quatre cas différents : 

1er cas : CL portant sur la température en 0 et h 

T(x = h, y) = 0::::} A exp( -wh) + B exp( roh)= 0 

{
T(x = O,y < 1) = 1 ::::} 

T(x=O,y<l)=O 
e(x,ro)= {2Jl.cos(royXly = {2 sin(ro) -y-; 0 -y-; w 

donc 

d'où A+ B = {2 sin(w) 
-y-; ro 

{

A exp( -wh) + B exp( roh) = 0 

A+ B = {2 sin(ro) 
-y-; w 

A _ {2 exp( roh) sin( ro) 

- V-; w[exp( roh)- exp( -roh)] 

B __ {2 exp(-roh)sin(ro) 
- 'J-; ro[exp(wh)-exp(-wh)] 

donc e(x, ro)= {2 sin(w) exp[Cù(h-x)]-exp[-Cù(h-x)] 
-y-; ro exp( wh)- exp(-wh) 

La figure A2.21 montre la répartition des températures en fonction de x' et y'. 

1 

Figure A2.21. Evolution spatiale de la température pour le cas 1. 
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2ème cas : CL portant sur la température en 0 et oo 

T(x ~ oo, y) = 0 

{
T(x = O,y < 1) = 1 ::::} 

T(x=0,y>1)=0 

B=O 

A= {2 sin(oo) 
v~ (ù 

donc e(x,ro)= {2 sin(ro) exp(-rox) 
v~ (ù 

(A2.81) 

Dans ce cas, il est possible de déterminer la solution analytique de T(x,y), ce qui va permettre de 
comparer les résultats ainsi obtenus avec la solution par calcul numérique de l'intégrale. 

( ) 2 oof sin {û ( ) T x,y =- --exp -oox 
no ffi 

or sin rocos(roy) = _!_ [sin((l + y)ro)+ sin((l- y)ro)] 
2 

donc T( ) 1 oofsin((l+y)ro) ( )d 1 oofsin((l-y)oo) ( )d x, y =- exp -oox ffi+- exp -oox ffi 
no ffi no 00 

On fait le changement de variable suivant : v = (1 +y)ro 
x 

et a=-
l+y 

(A2.82) 

(A2.83) 

1 ooJ sin v 
et l'intégrale 11 s'écrit alors: 11 =- --exp(-av)dv (A2.84) 

1t 0 v 

0 d 1 
c . sin(t) . , 

1 
, 

n reconnaît la transformée de Laplace au point a e a 1onct1on -- , qm est ega e a 
t 

Arc tan(~) 

Par conséquent, en procédant de façon analogue pour h, on montre que : 

T(x,y )= ~[ ArctanC :y)+ ArctanC ~y)] 

La figure A2.22 montre l'évolution de la température en fonction de x et y. 
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Figure A2.22. Evolution spatiale de la température pour le cas 2. 

A2.4 - Diffusion de chaleur 2D en régime transitoire 

A2.4.1. - Diffusion de chaleur en géométrie cartésienne 

On reprend le problème de diffusion étudié au paragraphe précédent mais cette fois-ci, on le 
traite en régime transitoire. Il faudra alors vérifier que la répartition des températures que l'on va 
calculer va bien tendre pour des temps grands vers celle obtenue en régime permanent. 

L'équation générale régissant un problème de diffusion de chaleur en régime transitoire et en 
géométrie cartésienne bidimensionnelle est de la forme : 

1 a a2 a2 

--T(x,y,t)=-2 T(x,y)+-2 T(x,y) 
DT at ax ay 

Mise sous forme adimensionnelle : 

1 y y=-
a 

x'=~ 
a 

t'=.!.. 
't 

p' = p't 

et le passage dans le domaine des transformées de Laplace conduit à l'équation suivante: 
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a2 -( a2 - - ) 
ax2 T' x' ,y'' p' )+ dy2 T'(x' 'y'' p')- p' T'(x' ,y' ,p' = 0 (A2.88) 

On utilise la transformée de Fourier (cosinus) pour faire disparaître la variable y de 
l'harmonique: 

d
2

2 8'(x', m', p')- (Cù' 2 +p'}r(x', m', p') = 0 
dx 

Les solutions générales de cette équation sont de la forme : 

8'(x' ,ffi ,p')= Aexp(-q' x')+Bexp(q' x') avec q'= ~p'+m'2 

(A2.89) 

(A2.90) 

Les constantes A et B sont déterminées d'après les conditions aux limites particulières du 
problème: 

T(x ---7 oo, y)= 0 

{
T(x =O,y <1)= 1 ~ 

T(x =O,y >1)=0 

B=O 

fT'(x'=O,y'< 1)=~ 
lT'(x' = O,y'> 1) = g 

-( ) ~sin( m') ( donc 8' x',m',p' = - exp -q'x') 
rr p'm' 

d'où A= {2 sin( m') 
v~ p'm' 

L'inversion de la transformée de Fourier cosinus donne: 

T'( x'' y'' p') = 3. oof sin(Cù') exp(- q'x')cos(m' y')dCù' 
rr p'm' 

0 

(A2.91) 

(A2.92) 

(A2.93) 

Pour l'inversion de la transformée de Laplace par la méthode de Piessens et al. (1983), il faut 
séparer parties réelle et imaginaire de la fonction trouvée ci-dessus : 

T'( x', y', a+ ib) = 3. J sin~m') exp(- x'~ m' 2 +a+ ib )cos(Cù' y' )dm' 
rr 

0 
(a+ 1b )ro' 

2 oof (a- ib)sin(m') [ ( . )] ( )d =- exp-x' a+I~ cos Cù'y' m' 
rr o (a 2 + b 2 }'û· 

28/33 

(A2.94) 



avec a= 

2 oof sin(ro')cos(ro'y')exp(- x'a)r ( A) b · ( A)ll , = - { 2 2 }!) La cos xl-' - sm xl-' J.lCû 
n 0 a +b ' 

. 2 oof sin(ro')cos(ro'y')exp(- x'a)[ b ( A) · ( A)l.J , 
+ I - { }!) - cos xl-' -a sm xl-' J.lül 

1t a2+b2 , 
0 

(A2.95) 

Les paramètres utilisés pour la méthode d'inversion sont : a= b = 0, c1 = c2 = 2. Pour visualiser 
les résultats de cette double inversion (Laplace et Fourier), les figures 23 représentent des cartes de 
température T'(x', y') pour différents temps t' (lE-1, lEO, 3EO, lEI). On constate que la répartition 
des températures tend progressivement avec le temps vers celle qui avait été obtenue dans le cas du 
régime permanent. 
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A2.4.2- Transport d'un polluant par dispersion-convection (Leij & Dane, 1990) 

On considère le transport d'un polluant dans un milieu homogène et isotrope lors d'un 
écoulement régi par un phénomène de convection unidimensionnel associé à un phénomène de 
dispersion bidimensionnel (dispersions longitudinale DL et transversale DT), dont la géométrie et les 
conditions aux limites sont représentées sur la figure A2.24. 

c = g(y) y 

00 

~~~ =0 
y ~ --oo 

acl =0 dY 
y~oo 

00 

del =o ()x 
x ~00 

Figure A2.24. Géométrie. 

L'équation correspondante est donnée par : 

(A2.96) 

On applique une double transformation Laplace-Fourier: 

C(x, y, t) H ë(x,y,s) f--7 Cr(x,Ç,s) (A2.97) 

ce qui conduit à la nouvelle équation 

2- -
d Cr dCr { J:. 2 1;::;---

DL---v--- \s+~ 1--'r = 0 
dx 2 dx 

(A2.98) 

Les solutions générales sont de la forme : 

(A2.99) 

avec ~ solutions de l'équation : Düt
2 

- VJ.L- 0 + 1;2 )= 0 
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(A2.100) 

La condition aux limites quand x ---7 oo impose B = 0 et en considérant la condition aux limites en 
x = 0, on trouve : 

A =Eh. 
s 

donc les solutions du problème dans le domaine Laplace-Fourier sont: 

Cr(x,Ç,s)=ghexp(~J! exp(- ~ ~+DTÇ2 +sJ 
2DL ~ -vDL 4DL 

. h(s k(s) 

lh(t)=l J: [ ( v2 2) J:2] On sait que : "=> Ç "=> 

k(t) = -1~--=4=rr=D=L=t exp - 4DL +DT - 4DL t 

or, d'après le théorème de convolution, 

t t 

L-1 (h(s }k(s ))= h * k = J h(1 )k(t -1 )J1 = J k(1 )h(t -1 )J1 
0 0 

donc 

ce qui conduit à l'expression de la solution du problème : 

(A2.101) 

(A2.102) 

(A2.103) 

(A2.104) 

On applique à nouveau le théorème de convolution défini dans le domaine des transformées de 
Fourier par : 

(A2.106) 

sachant que 
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(A2.107) 

Ainsi, on montre que la solution du problème peut se mettre sous la forme : 

(A2.108) 

Grâce aux produits de convolution utilisés dans le domaine des transformées de Laplace et dans 
celui des transformées de Fourier, on dispose d'une solution exacte et d'une solution semi-explicite. 

On a étudié deux cas particuliers se distinguant par l'expression de la fonction g : 

-cas 1 : 

-cas 2: 

{
g(y < 0) = C0 

g(y>O)=O 

{ g(l~ < 1) = Co 

g(l~ > 1) = 0 

(A2.109) 

(A2.110) 

et on a représenté l'évolution de C' = C/C0 en fonction de x et y pour différents temps t (figures 
A2.25 et A2.26) avec les deux solutions exacte et semi-explicite. 

Les paramètres arbitraires utilisés sont : DL = 25 cm2 /s, DT = 5 cm2 /s et v = 50 cm/s. La 
précision du calcul numérique a pu être testée en comparant les résultats obtenus par Gauss
Legendre avec la solution exacte donnée par Leij et Dane ( 1990) dans le cas 1 lorsque l'on atteint le 
régime permanent : 

(A2.111) 
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Figures A2.25. Evolutions spatiales de la concentration pour différents temps (cas 1). 

Figures A2.26. Evolutions spatiales de la concentration pour différents temps (cas 2). 
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A3.1- Réponse hydrique instantanée 

A3.1.1 -Milieu poreux saturé 

Au moment de l'application de la contrainte m, le milieu subit une modification instantanée de 
son état qui est attribuable à un comportement de type élastique non drainé. En milieu poreux 
saturé, l'état instantané est caractérisé par une variation de masse fluide nulle (mo+ = 0) et un 
comportement adiabatique (So+ - S0 = 0). Par conséquent, la loi de comportement permet d'exprimer 
les variations de température et de pression interstitielle entre les états instantané et initial : 

(A3.1) 

(A3.2) 

En général, les variations instantanées de température sont très faibles, voire négligeables pour 
les problèmes que l'on a étudiés. 

A3.1.2- Milieu poreux partiellement saturé 

La réponse instantanée est comparable à celle du milieu saturé mais la condition de variation de 
masse nulle s'applique désormais à l'eau (sous forme liquide et vapeur) et à l'air sec: 

{

mfq+ +rn~;= 0 
ou encore 

m 0 + =0 as 
{ 

o+ o+ 
mvp = -mlq 

m 0 + =0 as 

(A3.3) 

En considérant des évolutions isothermes (puisque les variations instantanées de température 
sont très faibles), la loi de comportement permet d'écrire les trois relations suivantes à l'instant 0+: 

( 
o+ J ( rn o+ J ( o+ J o+ o o+ mlq o+ vp o+ mas 

P!q =P1q +Mlqlq -blqE +-
0

- +Mlqvp -bvpE +-
0

- +Mlqas -basE +-
0

-

P!q Pvp Pas 

( 
rn o+ J ( rn o+ J ( o+ J o+ o o+ lq o+ vp o+ mas 

Pas =Pas +Maslq -blqE +-
0

- +Masvp -bvpE +-
0

- +Masas -basE +-
0

-

P!q Pvp Pas 
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Par conséquent, en combinant ces équations avec les relations précédentes et en remplaçant les 
coefficients Mij par leurs expressions en fonction des données initiales, on obtient : 

o o o o o 'o (1 So ) 'o f1 So ho o 
o+ 0 PvpPgz - P!qPvp - PvpPcp - lq o+ Pep~ - lq ,P!q - Pgz o+ 

P Iq = P Iq + ( ~ rn Iq + ( ~ E 
1- Sjq lqP~p<l>o 1- Sjq 0 

(o o\o o 
o+ 0 \Pvp - P!q ,Pvp o+ Pvp o+ 

P -p + rn E 
vp - vp ~ 0 ~ 0 0 lq - ~ o ~ 

1- Slq IqPvp<l>o 1- Slq o 
(A3.5) 

0 0 
o+ o Pas rn o+ Pas Eo+ 

Pas =Pas+ {1-So Lo lq- {1-So L 
\ lq }'Iq<l>o \ lq /fo 

La loi de Kelvin permet d'établir une relation entre les pressions partielles de liquide et de 
vapeur, ce qui permet alors de déduire l'expression de l'apport de masse liquide et des différentes 
pressions partielles en fonction d'une seule inconnue, la déformation instantanée: 

(A3.6) 

A3.2 -Réponse mécanique instantanée 

A3.2.1 -Les paramètres élastiques non drainés 

En milieu saturé, les paramètres intervenant dans cette loi de comportement instantanée non 
drainé sont les paramètres À (ou K) et p_ alors que ce n'est pas le cas en milieu partiellement saturé. 
En effet, la loi de comportement donne : 

( 2p_} mj cr-cr = K-- l+2Gë-b·M··-I 
0 3 1 IJ O 

Pj 
(A3.7) 

~ x 
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En milieu saturé, il n'y a qu'un seul apport de masse fluide qui est nul à l'état instantané. Mais 
en milieu partiellement saturé, chaque apport de masse fluide (liquide, vapeur et air sec) n'est pas 
nul instantanément, puisque l'on a vu précédemment que l'apport de masse d'air sec est 
effectivement nul mais c'est l'apport de masse d'eau totale qui est nulle, et non pas de l'eau sous sa 
forme liquide d'une part et de l'eau sous sa forme vapeur d'autre part. Par conséquent, le terme noté 
X ne s'annule pas en 0+: 

o o o 1 o so 'o f1 So )'1 
xo+ = P1qPvp- Pvp IPgz- JqPcp ~- lq ~mo+ 

0 0 0 lq 
PJqPvp<l>gz 

(A3.8) 

et en substituant l'expression de l'apport de masse liquide en fonction de la déformation en 0+, on 
obtient: 

(A3.9) 

On peut donc reecnre la loi de comportement mécanique instantanée reliant uniquement 
contrainte et déformation : 

(A3.10) 

avec 

On peut relier le module K au module non drainé K 0 par la relation suivante : 

K=K +b·b·M·· 
0 1 J IJ 

ou 
o 'o o 2 

K=K +Pgz_PcpSiq 
0 0 ffi 

<l>gz 'l'o 

(A3.11) 

A3.2.2 - Evolution instantanée des variables mécaniques 

On connait la forme générale des variables mécaniques pour un matériau (i) dans les trois 
géométries lorsque le milieu se comporte de façon élastique non drainé (tableau A3.1 ). Pour obtenir 
ce tableau, on part du principe que comme le déplacement est irrotationnel, le champ déplacement 
dérive d'un potentiel de déformation de Lamé définit de la façon suivante : 

11X = C = este (A3.12) 
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Du fait de l'expression du Laplacien dans les différentes géométries, et puisque l'on s'intéresse à 
des problèmes 1 D, on en déduit la forme générale du potentiel : 

Cx 2 +Dx 

X= Cr 2 + D log(r) 

C +Dr2 
r 

(A3.13) 

et les variables mécaniques s'expriment directement en fonction de ce potentiel. 

Tableau A3.1. Comportement mécanique instantané. 
Géométrie Cartésienne Cylindrique Sphérique 

Déplacement a<ilx + pCi) p<i) pC il 
radial 

ca ca a(i)r + ..5!.__ a<ilr+~ 
u(i) ou u(i) 

cy r sp 2 
r 

x r 

contrainte (i) (i) 
radiale (J.:Ci)+2~(i) ~~~ 2(J.:(i) +~ (i) ~~~ - 2~ (i) pi (3J.,'(i) +2~ (i) ~~~ _ 4~ (i) Ps; 

()(i) ou ()(i) r r 
xx rr 

contrainte (i) (i) 
tangentielle J.:(ila(i) 2(À·(i) +~ (i) ~~~ + 2~ (i) pi (3À'(i) +2~ (i) ~~~ + 2~ (i) Ps; 
()(i) ou ()(i) ca r r 

yy 88 

contrainte (i) 
axiale À'(i) a Ci) 2À'(i) aCil (3À1(i) +2~ (i) ~~~ + 2~ (i) Ps; 

()(i) ou ()(i) ca cy r 
zz <p<p 

Déformation 
Volumique a<il 2a(i) 3a(i) 

ê (i) ca cy sp 

Les valeurs des coefficients a et p sont déterminées à partir des conditions aux limites et 
éventuellement des conditions de continuité pour chaque problème considéré, comme le montre les 
deux applications traitées ci-dessous. 

A3.2.3 - Application : milieu bicouche plein fini 

On considère un milieu bicouche plein fini soumis sur sa surface extérieure à un chargement 
mécanique (figure A3.1). 

5112 



Figure A3.1. Géométries. 

Conditions aux limites : 

- r = 0 : déplacement radial nul 
- r = d : contrainte radiale imposée, égale à -m 

Conditions de continuité : continuité du déplacement radial et de la contrainte radiale en r = c. 

- géométrie cartésienne : 

a(l) -m 

À'(!) +2J.1 (l) 

a<2) -{ù 

À'(2) +2J..l (2) 

~(1) 0 

~(2) {À'0 l -À'<2l +2J..l Cl)- 211 <
2) ~rn 

(À'(I) +2J..l (1) XÀ'(2) +211 (2)) 

- géométrie cylindrique : 

aOl - (À'C2) +2J..l (2) ~ 2m 

2(À'(2)+2J.1(2) XÀ'(I)+Il(l) +J.1(2) ~2 +2(À'(I)_À,(2)+J..l(l) _11(2) }.tC2lc2 

~(1) 0 

a<2l -(À'CI)+J..l<l) +J.1(2) ~2m 
2(À'(2) + 2J.1 (2) XÀ'(I) +Il (1) +Il (2) ~ 2 + 2(À'(I) -À'(2) +J..l (1) -Il (2) }.t (2) c 2 

~(2) (À'(I) -À'(2) +J..l (1) -I-l (2)~2c2m 

2(À'(2)+211c2J XÀ'(I)+J..l(l) +J.1(2) ~2 + 2(À'(l)_À,(2)+J..l(l) _
11

(2) }!C2)c2 
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- géométrie sphérique : 

a<I) - 3("'-'<2) +2!1 <2) ~3m 
(3À'(2) +2).l (2) x3À'(I) +2).l (1) + 4).l (2) Ji3 + 4(3À'(I)-3À'(2) +2).l (1) - 2).l (2) _hC2)c3 

~(!) 0 

aC2) - (3"'-'<1) +2!1 CI)+ 4!1 <2) ~3m 
(3"'-'(2) +2!1 (2) X3"'-'CI) +2!1 CI) + 4!1 C2)E3 + 4J3"'-'CI) -3~(2) + 2!1 Cl) - 2!1 (2) ~(2)c3 

~(2) (3À'(I)_3À'C2)+2).lc1) -211(2) ~3 c3m 
(3À'(2) +2).l (2) x3À,'(I) +2).l (!) + 4).l (2) ~) + 4(3À'(I)-3À'(2) +2).l (!) - 2).l (2) ~ (2)c3 

A3.3 - Régime asymptotique 

D'un point de vue hydraulique, l'état asymptotique est relativement aisé à établir puisqu'il 
découle directement du système des deux équations de diffusion couplées. En effet, cet état 
impliquant des dérivées temporelles nulles, on peut écrire : 

[

Klqlq 

Kgzlq 

et comme la matrice de conductivité est régulière, les deux laplaciens sont nuls. 

(A3.14) 

Suivant la géométrie, on peut donc en déduire la forme générale des solutions asymptotiques des 
pressions partielles de liquide et de mélange : 

pj(x)=A+Bx géométrie cartésienne 

p j (r) = A + B ln r géométrie cylindrique (A3.15) 

pj (r) = A+ B géométrie sphérique 
r 

et les coefficients A et B sont déterminés à partir des conditions aux limites. 

Par exemple, considérons les structures du paragraphe 4.1 (retrait de dessiccation d'un mur, d'un 
cylindre et d'une sphère en béton) : 

avec i = lq, gz (A3.16) 
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Quelque soit la géométrie, on montre que B = 0 et A= p~. Par conséquent, on trouve: 

p~(Ç)=p~ (A3.17) 

En ce qui concerne le comportement mécanique asymptotique, le raisonnement est analogue à 
celui d'un problème thermomécanique saturé (Berest & Weber, 1988 p.81 ). Mais il est important de 
noter que la résolution nécessite de considérer le régime permanent au travers de sa variation par 
rapport à 1 'état instantané : 

" oo = ( =- o+) + o+ " (A3.18) 

La loi de comportement en régime permanent s'écrit en termes de variations : 

(A3.19) 

soit E 0~~ = (1 + V 0 )~2- V 0 tr(~2)! + (1- 2V 0 )lblq~P!q + bgz~Pgz J 
~ 

(A3.20) 

~ 
3K0 

ou encore E0~~ = (1 +v 0 )~2- v 0 tr(~2)! + E0~8 avec (A3.2l) 

La résolution dépend maintenant de la géométrie considérée et de la forme des tenseurs de 
contraintes et de déformations correspondants. 

- géométrie cartésienne : 

La loi de comportement s'écrit : 

a(~u) ( ) 
E o --= ~cr xx -v o ~cr YY +~cr zz + E o ~e 

dX 

o = ~cr YY -v o (~cr xx + ~cr zz) + E o ~e 

0 = ~crzz -v o (~cr xx +~cr YY )+ Eo~e 

et 1' équilibre mécanique donne : --'a(_~cr_xx.....:...) = 0 a x 

Après intégration de cette relation d'équilibre, on trouve : ~cr xx = K = este 

or => 
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(A3.22) 

(A3.23) 

(A3.24) 

(A3.25) 

(A3.26) 

(A3.27) 



;~ ... '· ·. . ; 
.. ~ 

-E 
De plus, (A3.23)-(A3.24) => 11cryy = !1crzz = --0-/18 

1-V0 

Puis (A3.22) => a(l1u) = 1 +v o 118 
dx 1-V0 

Par intégration et en tenant compte que : 11u( x = 0) = 0, on trouve : 

1 +v /1u 
!1u =--0 118 et M: =-

1-v v x 
0 

récapitulation du régime permanent en géométrie cartésienne : 

00 -rn 
(j xx 

cr;; o+ 1 - 2v 0 ~ o ~ = o+ ) ~ o 'fp oo o+ )] cryy-
1
_v Slq Iq -Piq + 1-Slq gz -Pgz 

0 

(J~ o+ 1 - 2v 0 ~ o ~ oo o+) ( o 'fp oo o+ )] 
crzz-

1
_v Slq Iq -Piq + 1-Slq gz -Pgz 

0 

00 

o+ (1 +V 0 Xl- 2v 0 ) ~ o ~ oo o+) ~ o 'fp oo o+ )] ux ux + ( ) Slq Iq-Piq +1-Slq gz-Pgz x 
1-v 0 E 0 

11Ev (l+v 0 Xl-2vJ[so ~oo _ o+ )+(1-so 'fp= _ o+ )] 
(1-vo)Eo lq lq P!q lq gz Pgz 

00 E0 + + 11E Ev v v 

- géométrie cylindrique : 

La loi de comportement s'écrit : 

et 1' équilibre mécanique donne : 
a(!1cr rr) + /).(J rr -!!.cree = 0 

dr r 
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(A3.28) 

(A3.29) 

(A3.30) 

(A3.31) 

(A3.32) 

(A3.33) 

(A3.34) 



et en injectant la relation d'équilibre, 

~ [ ~u + 1 + v o ~cr rr] = 0 
dr r E0 

ou 

or ~cr rr ( r = a) = 0 
~u 1+V 0 ~u(a) 
-+--~<Jrr = 

r E 0 a 
=> 

(A3031)+(A3o32) => 

et en substituant ~crzz grâce à (A3033), on obtient: 

d'où 

or ~u( r = 0) = 0 => 

Par identification des deux équations (A3o37) et (A3.41), on trouve: ~crrr = 0 Vr 

0 1 0 d'' olob A A d(~crrr) 0 pms, re atJon eqm 1 re => u<J 88 = u<J rr - r = 
dr 

et (A3.42) => ~u = (1 + V0 )~8 r 

et ~Ev = 2 ~u = 2(1 +v 
0 
)~e 

r 
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(A3.35) 

(A3o36) 

(A3037) 

(A3o38) 

(A3039) 

(A3.40) 

(A3.41) 

(A3.42) 

(A3.43) 

(A3.44) 

(A3.45) 

(A3.46) 



récapitulation du régime permanent en géométrie cylindrique: 

00 -m O'rr 

crëe -m 
00 cr~; - (1- 2V 0 )lsfq ~~ - Pfq+ )+ (1- Sfq Xr;z - P~; )J O'zz 
00 

uo+ + (l+v 0 Xl-2v 0 )[so ~=-po+ )+(I-so Xr= -po+ )]r ur r E lq lq lq lq gz gz 
0 

~Ev 
2 (1+v 0 X1-2vo)[so ~oo _ o+ )+{I-so Xroo _ o+ )] 

E lq lq P1q lq gz Pgz 
0 

00 ê 0 + +~ê Ev v v 

- géométrie sphérique : 

La loi de comportement s'écrit : 

(A3.47) 

(A3.48) 

~cr zz = ~cree (A3.49) 

et l'équilibre mécanique donne : (A3.50) 

[a(~u) ~u] ( ) ( ) (A3.47)-(A3.48) => E 0 ----a;---r- = 1-V0 ~arr- 1+V0 ~cree (A3.51) 

r_È_(~u) 
ar r 

et en injectant la relation d'équilibre, 

(A3.52) 

(A3.53) 

=> ~u + l+V 0 ~arr= ~u(a) 
r 2E0 a 

(A3.55) 
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(A3.47)+2x(A3.48) => E
0
[a(ôu) + 2 ôu] = (1- 2v

0 
Xôcrrr + 2ôcr88 )+ 3E

0
ô8 

ar r 

1 a r 2 ) --\r ôu 
r 2 ar 

et en injectant la relation d'équilibre, 

or ôu( r = 0) = 0 => 

Par identification des deux équations (A3.54) et (A3.58), on trouve: ôcr rr = 0 \fr 

r a ô cr rr 
Puis, équilibre mécanique => ôcr88 = ÔO"mm = ôcrrr + ---= 0 

't"!' 2 ar 

et (A3.58) => ôu = ôS r 

et 

récapitulation du régime permanent en géométrie sphérique : 

00 -rn O"rr 
00 -rn cree 
00 -m cr <p<p 

00 

o+ (1-2vo)[so ~oo o+) ~ So :(poo o+ )] ur Ur + lq lq - P lq + - lq gz - P gz r 
Eo 

~Ev (1- 2v o) ~ o ~ oo o+) ~ so :(poo o+ )] 3 E Slq Iq -Piq + 1- Iq gz -Pgz 
0 

00 

€0 + +ôë Ev v v 
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(A3.55) 

(A3.56) 

(A3.57) 

(A3.58) 

(A3.59) 

(A3.60) 

(A3.61) 

(A3.62) 
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Le principe de la résolution numérique s'articule en trois phases : 

- discrétisation temporelle : on substitue aux dérivées temporelles à l'instant t des accroissements 

entre t et t + ~t et les inconnues du problème sont alors des champs d'accroissements entre t et t + M 

- développement de la formulation variationnelle du problème : on caractérise la solution du 

problème par la stationnarité d'une fonctionnelle scalaire 
- discrétisation spatiale : mise en œuvre de la méthode des éléments finis (Dangla, 1995 ; Shao, 
1995 ; Shao et al., 1998). 

La discrétisation temporelle est effectuée en terme d'accroissements : aux dérivées temporelles à 
l'instant t sont substitués des accroissements entre t et t + ~t. La solution du problème étant 
supposée connue à l'instant t, les inconnues sont des champs d'accroissement entre t et t + ~t. Cette 
méthode se place dans le cadre général défini dans Dangla (1995) et Coussy (1995). 

La discrétisation temporelle est réalisée à l'aide d'un schéma semi-explicite (0:::; 8 s 1, en 
pratique, on utilise souvent 8 ~ 1 ). Entre les instants tn et tn+ 1 = tn + ~nt une fonction X est 

approximée de la manière suivante : 

X= (1 - 8) Xn + 8 Xn+ 1 (A4.1) 

ou encore X = Xn + 8 ~nX avec ~nX = Xn+ 1 - Xn (A4.2) 

A chaque incrément de temps, le champ inconnu du problème discrétisé est le champ 
d'accroissement ~nX. 

En appliquant une formulation variationnelle au système matriciel THM couplé à résoudre, 
celui-ci s'exprime en milieux partiellement saturés sous la forme incrémentale suivante: 

cuu culq cugz CuT ~nu 0 0 0 0 un +8~nu 

clqu clqlq clqgz clqT ~nP!q 0 Klqlq Klqgz KlqT P!q.n + e~nPiq 
+~nt 

cgzu cgzlq cgzgz CgzT ~nPgz 0 Kgzlq Kgzgz KgzT Pgz.n + e~nPgz 

CTu CT!q CTgz CTT ~nT 0 KT!q KTgz KTT Tn +8~n T 

Classification et explicitation des différentes sous-matrices de couplage : 

- .!YQti : matrice de rigidité mécanique C uu 

cuu = f 1 (L.N)co.(L.N~n 
nel 

C 0 : matrice d'élasticité drainée isotherme 

=Ü 

(A4.3) 

(A4.4) 

N: matrice des fonctions d'interpolation (on a considéré en fait que ces fonctions étaient identiques 
pour les pressions de liquide et de mélange, la température et le déplacement). 

L : opérateur de dérivation 
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,...._, ,...._, ,...._, ,...._, ,...._, 

-~:matrice de couplage mécanique-diffusion: eulq' elqu, eugz' egzu, euT' eTu 

de la forme eux = Jeux .(L."N)"N<in et cxu = J exu·t"N.(L.-N}ln 
nel nel 

-~:matrices de capacité: clqlq, clqgz' clqT, cgzlq' cgzgz 'cgzT, CTlq' CTgz, CTT 

de la forme cxy = J exy·tN.Ndn 

nel 

-t~: matrice de conductivité: Klqlq, K 1qgz, KlqT, Kgzlq, Kgzgz, KgzT, KTlq, KTgz, Krr 

de la forme Kxy = JKxy·t V.VdQ 

nel 

V : matrice « gradient » des variables de diffusion. 

(A4.5) 

(A4.6) 

(A4.7) 

Enfin, pour la discrétisation spatiale, tous les calculs présentés dans ce mémoire ont été effectués 
à l'aide d'éléments finis de Lagrange quadratique linéaire à trois nœuds. 
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D'après Coussy (1995, 10.156 p412), le coefficient de dilatation thermique <1{) est donné par la 
relation (avec as le coefficient de dilatation des grains qui est fonction du matériau) : 

(A4.1) 

Le coefficient de dilatation thermique (K- 1
) du liquide est extrait du Handbook of Physic (Lide, 

1994): 

a 1q (T) = 9.52.10-5Ln(T- 273 )- 2.19.10-4 (A4.2) 

Pour l'air sec et la vapeur, considérés comme des gaz parfaits, on a (Coussy, 1995): 

(A4.3) 

et les coefficients de dilatation thermique sont donnés par les formules d'homogénéisation 
suivantes (Coussy, 1995 p412): 

(A4.4) 

Les entropies massiques (Jkg- 1 K 1
) sont données pour chaque phase (Li de 1994) : 

s~(T) = 12.2(T- 273)+ 81.7 sas= 6900 rn 
L 

s~(T) = T + s~ (T) (A4.5) 

La densité de vapeur d'eau en milieu saturé p~P est une fonction de la température que l'on 

retrouve chez la plupart des auteurs qui citent Mayhew & Rogers (1976) : 

1 po (T)- ----r-------------::-'t 
vp - 194,4 exp(- 0,06374(T- 273) + 0,1634.10-3 (T- 273) 2 ) 

(A4.6) 

On peut également en déduire 1 'expression de la vapeur saturante, à partir de la loi des gaz 
parfaits: 

(A4.7) 

217 



_ o (T) _ 2.37769 T 
-> Pvp - 194,4exp(-0,06374(T-273)+0,1634.10-3(T-273) 2 ) 

(A4.8) 

On trouve dans Abellan et al. (1995, p 136, citant la référence Houberechts 1962 p368) une autre 
expressiOn : 

(A4.9) 

ainsi que celle-ci tirée de Moyne (1987) : 

( 
512.25 J P~p(T)= exp 25.27- T (A4.10) 

encore une autre par Cadiergues ( 1978) : 

lo o (T) = 2 7858 + T- 273.15 
gJOPvp . 31.559+0.1354(T-273.15) 

(A4.11) 

et enfin une dernière par Olivella et al. (1998) : 

mais on vérifie sur la figure suivante que les différentes expressions sont tout à fait semblables 
dans la gamme de température habituellement considérée (figure A4.1 ). 

Pv0 (MPa) 

80000 

60000 

40000 

20000 

T(K) 

300 320 340 360 
Figure A4.1. Evolution de la pression de vapeur saturante en fonction de la température. 
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La viscosité de l'air Jlgz est considérée constante ( 1.846.10-5 Pa.s) d'après Thomas & Sansom 
(1995) et Thomas & He (1995) en se référant à Kaye & Laby (1973), alors que Pollock, en se 
réferant aux données de Wilke (1950), et Moyne (1987), la considèrent comme fonction de la 
température et de la composition du mélange. Moyne propose la forme suivante : 

( )
- (1- Xvp}.tas 

ll-gz T,Pvp•Pgz - ( \2 
1- Xvp + 0.2188xv 1 + 0.8876~Jlas 1 llvp J 

+ xvpll-vp 

Xvp + 0.2777(1- XvpX1 + 1.1266~Jlvp IJ..Las J 

avec 

!las (T) = 0.59.1 o-5 + 4.2.1 o-8T 

llvp (T) = -0.326.10-5 + 4.1245.10-8T 

Pvp 
xvp=-

Pgz 

(A4.12) 

(A4.13) 

En ce qui concerne la viscosité de 1' eau, presque tous les auteurs adoptent une même expression, 
citant Kaye & Laby (1973) : 

lltq (T) = 661.2.1 o-3 (T- 229 t 1
·
562 (A4.14) 

mais on trouve également une autre formulation (Abellan et al., 1995 p316) : 

Il (T) = 0.001779 
Iq 1 + 3.368.10-2 (T -273)+ 2.2099.10-4 (T -273f 

(A4.15) 

Les 2 fonctions précédentes se superposent dans la gamme de température considérée et 
conduisent à une forme fortement non linéaire (figure A4.2). 

0.00075 

0.0005 

0.00025· 

340 360 
T(K) 

Figure A4.2. Evolution de la viscosité de l'eau en fonction de la température 
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Une expression du coefficient de diffusion moléculaire Datm souvent utilisée par les auteurs (et 
notamment Pollock et Thomas) provient de Krischner & Rohnalter (1940) et est de la forme: 

t ) T2.3 
Datm\T,pgz = 5.893.10-6

--
Pgz 

Une autre formulation, très voisine, est donnée par Moyne (1987) : 

( 
T )1.81

101325 
Datm(T,pgJ= 2.23.10-S -

273 Pgz 

(A4.16) 

(A4.17) 

La représentation graphique de ces 2 expressions donne une même surface dans les gammes 
considérées de T et Pgz (figure A4.3). 

4 

Datm (m 2 /s) 3 

300 
320 

T(K) 340 

4.5 

360 

Figure A4.3. Evolution du coefficient de diffusion. 

Log10 ( Pgz )(MPa) 

En ce qui concerne les chaleurs spécifiques (massiques) des différents constituants liquide, 
vapeur, air sec et solide, les auteurs considèrent tous des valeurs constantes : 

c~ =800Jkg-IK-1 

c~ = 4180 Jkg -IK -l 

c~ =1870Jkg-IK-1 

c~ = 1000 Jkg-1K -l 

517 

(A4.18) 



et il en est de même pour la chaleur latente de vaporisation (L = 2.4 1 2.5 106 Jkg-1
), sauf 

pour Moyne qui prend en compte une évolution avec la température (figure A4.4): 

L(T) = 2500800- 2443(T- 273.15) (A4.19) 

T(K) 
300 320 340 

Figure A4.4. Evolution de la chaleur latente en fonction de la température. 

La conductivité thermique du sol partiellement saturé varie en fonction de la saturation en 
liquide et les différentes modélisations trouvées dans les articles étudiés proposent les relations 
suivantes (tableau A4.1): 

Tableau A4.1. Evolution de la conductivité thermique en fonction de la saturation en liquide. 

Relation AT- s,Q (W/mK) 

Pollock ( 1986) 0.5(1- S1q)+2 S1q 

Thomas & al. (1996, cas 2) 

Thomas & al. (1996, cas 1) 0.337+2.079(1-exp(-21.71<1> S1q)) 

Kanno & al. ( 1996) 0.93 

1 + 1.32 exp(- 2.68S1q) 

Thomas & King (1992) 0.256+2.548(1-exp(-22.94<1> S1g)) 

Ewen & Thomas (1989) 

Olivella et al. (1998) (Asec y-s,q (Asat ftq ' Àsec = 0.5, Àsat = 1.28 

Castagna et al. (1998) (A\ J-<P (JJ!f ys,q (A~ yo-s,q) 
<1> = 0.33, A~=0.01, A1.f=1.0 

A\ = 5.734 -1.838.10-2 T + 2.86.10-5T 2 -1.51.10-8T3 

Moyne (1987) ( r 1-a a 
-+- , a=0.223, A~=0.03, A1.f=0.6, A5T=1.5 
A. A .. 

,-1 

A.,=(1-<j>)A\ +<l>IqA
1
.f +<l>gzA~, A .. = 

1-<J> <l>Iq <l>gz 
--+-+-

As Alq Aas 
T T T 
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Ces différentes évolutions de la conductivité thermique mettent en évidence un comportement 
qui peut être fortement non linéaire suivant le matériau considéré (figure A4.5) : 

2.5 

2 

1.5 

Sl 
0.8 

0.5 

Figure A4.5. Evolution de la conductivité thermique en fonction de la saturation en liquide. 

Enfin, concernant les masses molaires de la vapeur et de l'air sec, Abellan et al. (1995) donnent 
les valeurs suivantes : 

Mvp = 0.018 kgmole- 1 

Mas = 0.029 kgmole-1 
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Partant du principe qu'un matériau artificiel comme un béton, ou bien un matériau naturel tel qu'une 
roche argileuse, peuvent être considérés comme des matériaux poreux polyphasiques, au sein desquels se 
produisent des interactions entre les phases solide, liquide et éventuellement gazeuse, les équations 
différentielles régissant le comportement couplé thermo-hydro-mécanique ont été établies dans le formalisme 
défini par Coussy (1995), par une démarche rigoureuse s'appuyant sur des arguments thermodynamiques. 

Pour certains problèmes, dans le cas de géométrie unidimensionnelle, une approche linéarisée peut être 
envisagée. Le schéma de résolution pour une étude linéaire est de type semi-explicite : les techniques 
existantes ont été étendues. pour pouvoir résoudre des problèmes couplés thermo-hydro-mécaniques et deux 
méthodes d'inversion numérique des transformées de Laplace ont plus particulièrement été étudiées et 
validées (Stehfest, 1970 ; Piessens et al., 1983). L'intérêt des approches semi-explicites est double 
puisqu'elles permettent de valider les codes de calcul et qu'elles sont également très utiles du fait de leur 
rapidité pour réaliser des études de sensibilité. D'autre part, un code aux éléments finis a été développé au 
LAEGO pour résoudre le système d'équations généralement non linéaires. 

Ce cadre théorique et ces outils ont ensuite été mis à profit pour modéliser trois applications présentant un 
fort intérêt industriel, en relation avec Electricité de France. Une première étude concerne le stockage des 
déchets radioactifs de haute activité par le concept de Barrière Ouvragée (BO), et s'intéresse à la cinétique de 
ressaturation. Cette couche argileuse est initialement non saturée et s'hydrate progressivement en contact 
avec le massif environnant pour former une barrière autour des conteneurs de déchets. La deuxième étude 
traite du phénomène de retrait de dessiccation : après une étude générale sur des structures en béton idéales, 
une analyse de la ventilation dans une galerie argileuse est proposée pour expliquer le lien entre la 
dessaturation du massif et 1 'apparition d'une fissuration en paroi de la galerie, comme cela a pu être observé 
sur le site de Tournemire. Enfin, une troisième étude est relative au problème d'isolation thermique des murs 
de bâtiment. Un mur de bâtiment est modélisé comme un ensemble constitué de plusieurs couches (plâtre, 
béton, isolant, enduit) et deux agencements différents sont étudiés (isolation par l'intérieur ou l'extérieur). 
Les fortes variations climatiques extérieures induisent l'apparition de contraintes de traction dans le modèle 
qui peuvent être à l'origine de décohésion entre les matériaux. 

Summary 

On the basis of the princip le that an artificial materiallike a concrete, or well a natural material such as a 
clay, can be regarded as polyphase porous materials, in which occur interactions between the phases solid, 
liquid and possibly gas, the differentia! equations governing the thermo-hydro-mechanical coupled behaviour 
were established in the formalism defined by Coussy ( 1995), by a rigorous step being based on 
thermodynamic arguments. 

For certain problems, in the case of one-dimensional geometry, a linearized approach can be considered. 
The diagram of resolution for a linear study is of semi-explicit type: the existing techniques were wide to be 
able to solve coupled problems and two numerical methods of inversion of the Laplace transforms were 
more particularly studied and validated (Stehfest, 1970; Piessens et al., 1983). The interest of the semi
explicit approaches is double since they make it possible to validate computer codes and they are also very 
useful to make sensitivity analyses thanks to their calculation speed. In the other band, a finite elements 
computer code, PARSAT, was developed in LAEGO to solve the system of equations which is generally 
non-linear. 

This theoretical framework and these tools were then made profitable to mode! three applications being of 
strong industrial interest, in relation to EDF, the French electricity company. A first study relates to the 
storage of the high activity radioactive waste with the concept of Clay Barrier (CB), and is interested in the 
kinetics of ressaturation of the CB. This clay layer is initially not saturated and is hydrated gradually in 
contact with the surrounding rock mass to form a barrier around the waste containers. The second application 
is based on the phenomenon of desiccation shrinkage. After a general study on ideal concrete structures, an 
analysis of distribution in a clay gallery is proposed to explain the !ink between the dessaturation of the rock 
mass and the appearance of a cracking in the wall of the gallery, as it could be observed on the site of 
Tournemire. Lastly, a third study relates to the problem of insulating building wall. A wall is modelled like a 
unit made up of severa! layers (plaster, brick-masonry, polystyrene, rendering) and two different layouts are 
studied (internai or externat insulation). The strong external climatic variations induce the appearance of 
tensile stresses in the mode! which can be at the origin of decohesion between materials. 




