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Introduction



Chapitre L. Intrcduction

Pour les systèmes non linéaires, la recherche d'observateurs à convergence exponentielle est
encore un domaine ouvert. Sans doute, I'influence des entrées mais aussi par exemple ltinexistence
de critères d'observabilité algébriques simples comme le critère du rang pour les systèmes linéaires
sont des raisons qui peuvent expliquer cet état de fait.

L'observabilité est une condition nécessaire pour la construction des observateurs. Cette thèse
ne porte pas sur la construction des observateurs, mais à l'étude des problèmes d'observation. Plus
précisêment, nous y étudions les problèmes de conservation de I'observabilité après discrétisation
et la généricité de l'observabilité des systèmes non linéaires discrets.

La théorie de I'observabilité est parfaitement établie depuis plusieurs années dans le cadre des
systèmes linéaires. Pour les systèmes non linéaires, beaucoup de questions sont encore ouvertes.

Ce travail est organisé comme suit :
Le deuxième chapitre est consacré à des rappels sur différentes notions d'observabilites intro-

duites surtout par R. Hermann, A. J. Krener et R. Kalman dans [30] et [26], J. P. Gauthier et I.
A. K. Kupka dans [22] et par Eduardo D. Sontag dans [54] et [53]. Nous rappelons aussi quelques
caractérisations de I'observabilité pour certaines classes de systèmes. Nous remarquons que la
carartérisation de I'observabilité pour les systèmes non linéaires est très différente de celle des
systèmes linéaires, vu que celle ci ne dépend pas des entrées. Nous y trouvons aussi des rappels
sur la théorie d'estimation d'état. Cette théorie est parfaitement établie depuis plusieurs années
dans le cadre des systèmes linéaires, I'observateur de Luemberg (Luenberger,1966), voir [44] ou le
filtre de Kalman (kalman et Bucy,1960),voir [3U sont des solutions standard largement utilisées
qui assurent pour les systèmes observableg la convergence exponentielle de I'erreur d'estimation
vers zéro quelle que soit I'erreur d'initialisation.

Ensuite, nous établissons le lien entre I'observabilité et les observateurs. Nous rappelons après
la notion d'observabilité infinitésimale introduite par J. P. Gauthier et I. A. K. Kupka dans [22]
qui joue un rôle important dans notre travail.

Pour un système observable, pour tout couple (oo, fo) d'états différents, il existe une entrée
admissible qui donne lieu à deux sorties différentes. L'entrée en question peut, naturellement,
dépendre du couple d'états que nous avons considéré.

En pratique, nous nous intéressons au cas où I'entrée u ayanl été fixée, tout couple d'états
différents donne lieu à des sorties différentes. En effet, dans ce cas seulement, nous pouvons
connaître l'état initial du système à partir de la connaissance de la sortie. Nous rappelons enfin
les conditions d'existence d'une telle entrée (universelle) étudiée par Eduardo D. Sontag dans
[5a] et Hector J. Sussmann dans [58].

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons au problème de la conservation d'obser-
vabilité après discrétisation. Si le problème de la conservation de l'observabilité des systèmes
linéaires est résolu depuis longtemps par R. Kalman et K. Narendra dans [26], pour les systèmes
non linéaires la question est beaucoup plus complexe. Notons qu'un problème analogue à pro-
pos de la contrôlabilité a été étudié par E.D. Sontag dans [55]. Nous donnons des conditions
suffisantes pour garantir la présenration de I'observabilité lors du passage du système continu à
son discrétisé. Ensuite, nous donnons des contres exemples pour dire que chaque hypothese est
indispensable. Ce travail a fait I'objet d' une publication à Controls and Systems Letters.

Nous donnons apres une autre méthode pour montrer l'observabilité locale du système discré-
tisé. Enfin, en ajoutant I'hypothese d'analyticité, nous montrons la conservation presque partout
de I'observabilité lors du passage du système continue à son discrétisé.
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Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à résoudre le problème de la généricité
de I'observabilité des systèmes discrets. Lorsque la dimension de I'espace d'état est supérieure à
celle des entrées I'observabilité devient une propriété générique. Autrement dit tout système peut
être approché par un autre système observable. Plus précisément, I'obeervabilité différentielle et
I'observabilité différentielle forte sont des propriétes génériques. Dirk Aeyels a montré dans [2]
et [3] quelques resultats concernant la généricité de I'observabilité pour les systèmes continus-
discrets. J. P. Gauthier et I. A. K. Kupka ont montré dans [22] la généricité de I'observabilité
pour les systèmes continus. Nous montrons dans notre travail la généricité de I'observabilité pour
une classe de svstème discrets.
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Observabilité des systèmes non linéaires



Chapitre 2. Observabilité des systêmes non linéairæ

2.L Introduction

Nous considérons des svstèmes non linéaires continus de la forme :

I e'@ = /(c(t), u(r))
t s(t) : â(c(r)) (2.1)

- oùc(t) e M,u(t) eU C R-, y(t) € Rp,t € R.MestunevariétédifférentiableC- appelée
espace d'état.

- u €. Z-(R, U), I'ensemble des fonctions mesurables essentiellement bornées à valeurs dans
U, ,-(R, U) est appelé I'espace des entrées.

- y e r(R,RP), l'ensemble des fonctions mesurables à valeurs dans Rp, r(lR,6r) e.st appelé
I'espace des sorties. Nous notons â(r) = f (æ,u), fu est un champ de vecteurs C- dêfini
sur M pour tout u dans U, que nous supposerons complet. L'application â définie de M
dans RP est de classe Cæ.

Les systèmes non linéaires discrets considérés sont de la forme :

[  , r * ,  =  F(æp,ua)

I yr = h(**)

- où c(k) e M, u(k) e U C R-, y(fr) e R,p,lc e Z,
- F : M xU -> M de C* ; h : M -+ RP de classe C-

(2.2)

Nous supposons que sont connues :
- les entrées du systèmes, qui sont issues de I'algorithme de commande,
- des sorties mesurées par des capteurs.

En général, pour des raisons de réalisabilité technique, de coût, etc . .. la dimension du vecteur
de sortie y(t) est inférieure à celle de l'êtat. Ceci entraîne qu' à un instant donné t,l'êtat î(t)
ne peut pas être déduit algébriquement de la sortie y(t) à cet instant. Par contre sous des
conditions d'observabilités, l'état a(t) peut être déduit de la connaissance des entrées et sorties
sur un intervalle de temps passé.

Nous introduisons maintenant la notion de distinguabilité pour les systèmes non linéaires
continus.

Définition 1. Deux états o6 et os sont dits distinguables par le système (2.1) s'il existe une
entrée admissible t + u(t) et un temps to ) 0 telle que h(ç(to,oo, ?r(.)) * h(ç(to,ue, z(.)). où
g(t,æo,z(.)) est la solution de (2.1) obtenue en appliquant le contrôle t + u(t) et de condition
initiale cs.

Remarque 1. 1. Deux états as et fs sont dits indistinguables par le système (2.1) si pour
toute entrée admissible t r+ u(t) et pour tout t ) 0 on a h(g(t,oo, u(.)) : h(ç(t,to, z(.)).

2. La définition de distinguabilité pour les systèmes discrets est analogue à la définition pré-
cédente.

Il edste dans la littérature plusieurs définitions de la notion d'observabilité introduites surtout
par Eduardo D. Sontag dans [54] et [53] et par R. Hermann, A.J. Krener dans [25] et [26],
J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka dans [22]. Nous donnons ci-dessous la définition classique de
I'observabilité :

Définition 2. Le système (2.1) est faiblement observable si et seulement si pour chaque couple
(c,ô) d'états différents, il existe une entrée admicaible t *> u(t) tel que le couple d'états est
distinguable par rapport à t r-r z(t) . il est uniformément oboervable, ou observable pour toute
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entrée, si et seulement si pour chaque couple (c, e) d'états différents et pour chaque entrée
t + u(t),le couple d'états est distinguable par rapport à t r+ z(t).

Du point de vue pratique, cette dêfinition équivaut à dire que la connaissance de la sortie
t +> y(t) pour t € [0, 

"] 
nous petmet de connaltre l'état initial du système.

Remarque 2. 1. Nous adoptons la même définition pour les systèmes discrets.

2. L'observabilité uniforme implique I'observabilité faible.

3. Lorsqu'il n'y a pa^s d'ambiguité, nous remplaçons faiblement observable par observable.

En ce qui concerne les systèmes linéaires du type

I t(r) : Ax(t) + Bu(t)
I y(t) = Cr(t) (2.3)

il est bien connue que I'observabilité du système (2.3) équivaut au fait que le rang de la matrice
(C CA CAn-r ) est égal à la dimension n de l'espace d'état. Nous remarquons alors
que pour les systèmes linéaires les deux notions d'observabilités (faible et uniforme) coincident.

Nous pouvons dire que loobservabilité pour les systèmes non linéaires est une propriété com-
plètement différente du cas linéaire. La raison fondamentale est que I'observabilité est une notion
qui dépend de I'entrée appliquée au système, ce qui n'est pas le cas pour les systèmes linéaires.
Ceci est illustré par I'exemple élémentaire suivant donnê sur R2 :

ù( t )  :

v(t) :
(2.4)

avec lr une fonction analytique de dérivée non nulle.

Remarquons que si nous appliquons I'entrêe t +r u(t) = 0 à (2.4) et si nous prenons deux
conditions initiales u (0) et d(0) sur un même cercle centré sur I'origine, puisque I'exponentielle
.  (  o  1 \

O. (. _; ô J "* 
une matrice de rotation, les sorties que I'on obtient sont les mêmes. Il est facile

de vérifier que pour toute autre entrée, ce n'est pa.s le cas. Deux conditions initiales différentes
produisent deux sorties différentes. Autrement dit, pour une entrée non nulle, connue, il y a
assez d'information dans la sortie pour reconstruire l'état initial. Une entrée z étant fixée ,
u * 0,I'application :

[ état initial+ sortie en tant que fonction] est injective.

2.2 Caractêrisation de I'observabilité

Si la caractérisation de I'observabilité pour les systèmes linéaires est simple, pour les sys-
tèmes non linéaires la question est beaucoup plus complexe. Dans le cas où le système (2.1) est
analytique, nous donnons une condition nécessaire et sufrsante pour qu'il soit observable, pour
cela nous allons introduire I'espace d'observation.

Dêfinition 3. Nous appelons espace d'observation de (2.1) le plus petit sous-espace vectoriel de
fonctions de classe C- sur M à valeurs dans R qui contient htr...1hp, êt qui est fermé pour
la dérination de Lie par rapport à tous les champs de vecteurs du types f"@) = f@,u);u € U,
f ixé,  où h(a)  -  (âr ( " ) ,  . . .  ,ho@)) .

/  n  r \
| "' i læ(t) + bu
\ - r  v /

h(al(t)  + al@)

(
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Rappelons que la dérivée de Lie de g par rapport à /" est simplement la dérivée directionnelle
définie par

Lt,ç@)=hWr;@,u)

Nous notons O l'espace d'observation de (2.1). O est simplement l'ensemble des combinaisons
linéaires à coefficients réels de termes de la forme i Lîu, o... o L!,rh;.

Si nous nous pla4ons dans le cas où le système (2.1) est analytique, nousr avonsl le théorème
suivant, voir [22].

Théorème 1. @ sépare les points de l'espace d'état si et seulentent si (2.L) est obseruable.(@
sépare les points de l'espace il'état est équiualent à dire que pour tout couple d'états dffirents
(ro, ro), il eriste g élément de @ tel que g(rs) # g(eo)).

Dans le cas des systèmes linéaires, I'espace d'observation O est engendré par les fonctions
x r> Cr,a *> CAær.. .  tn r> CA-rx. Cet espace est de dimension f in i .

L'espace d'observation est aussi de dimension fini pour les systèmes bilinéaires. Considérons
le svstème bilinéaire suivant

(2.5)

avec c(t) € R', y(t) e R,z(t) € IR.les éléments de @ sont des fonctions afrnes sur R' : g@):
oto I 0. La réciproque est vraie en un certain sens, M. Fliess et I. Kupka ont démontré le résultat
suivant dans [14].

Théorème 2. Si un systèrne ad.met un espace d'obseruation de dimension fini, alors il se plonge
dans un système bilinéaire.

Rernarque 3. Tout système linéaire observé polynomialement admet un espace d'observation de
dimension fini.
La théorie de I'observation des systèmes linéaires observés polynomialement se ramène donc à
celle des systèmes bilinéaires.

2.3 Diffêrentes notions d'observabilitê

Nous avons vu que I'espace d'observation d'un système linéaire O est engendré par les fonc-
tions c + Cara *> CAt,... ,r +> CA-ræ. Nous considérons dO I'espace des différentielles de
chacune de ces fonctions. En chaque point o, l'évaluation en o de dO est précisément engendré
par les colonnes de la matrice (C, CA,... ,CA"-').

Nous pouvons nous demander s'il existe un équivalent de la condition de rang pour les sys-
tèmes non linéaires. La notion d'observabilité est globale, chaque point est distinguable de tous
les autres, même s'ils sont tres éloignes. Au contraire, une condition de rang est de nature locale.
Nous ne pouvons alors nous attendre qu'à une équivalence partielle. Nous sommes donc amenés
à introduire de nouvelle notion d'observabilité locale pour pouvoir la caractériser.

Nous rappelons tout d'abord la notion d'observabilité locale.

Déffnition 4. Le système (2.1) (ou (2.2)) est dit localement observable en es si et seulement s'
il existe un voisinageV de ca tel que toutcouple (c,D) de V est distinguable.

I t(t) = Aa(t) + u(t)(Ba(t) + b)
I v(t) : ca(t)
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L'observabilité locale faible en un point î ç M a été introduite par R. Hermann et A. J.
Krener dans [26]. Avant d'en donner la dêfinition, rappelons que, étant donné un sous ensemble
W de M,les deux états to,ûo dans 17 sont dits indistinguables dans W (notê rslvvfrs) si nous
avons la propriété sui''rante :

Pour chaqueT ) 0 fixé, pour tout contrôle u pour lequel g(t,ao,u(.)) € W et g(t,es, z(.)) e
W.pou r tou t0< t<?onah (ç (T ,oo ,u ( . ) ) )=h (p (T ,eo , z ( . ) ) ) .Nousno tons , I l , y ( ( )  : =
{Ê'/€Iw€'}.
Définition 5. (2.1) est (HK - obs), s'il existe un voisinageW de c tel que pour tout voisinage
V ouvert de o contenu dans 17, nous avons Iv(*) - {c}.

Sontag a introduit dans [53] une nouvelle notion d'observabilité locale faible reliée au problème
de stabilisation (appelé I'observabilité de Liapunov).

Définition 6. (2.1) est (.L - obs), si pour tout voisinageW de c, il existe un voisinageV de n
contenu dans I,l/ tel que Iw(*) flV = {c}.

Nous donnons maintenant quelques notions qui seront utiles pour caractêriser I'observabilité
locale faible et celle de Liapunov. Nous notons I I'algèbre de lie engendrée par les champs de
vecteurs d" {â, u e U}. La condition de rang d'accessibilité en n €. M est donnée par dim
l(c) : n. Nous la notons (ARC),.

la condition de rang d'observabilité en x € M est introduite par R. Hermann et A. J. Krener
dans [26]. Elle est vérifiée si I'ensemble des différentiellæ d9@),9 € @, est de rang maximum en
chaque point c de I'espace d'état, nous la notons (OnC)r.

Nous énonçons par la suite quelques théorèmes démontrés dans [53] qui caiactérisent I'obser-
vabilité locale faible et celle de Liapunov.

Thêorème 3, Pour tout a,(ORC), - (HK - obs),.

Théorème 4. Si (2.1) est (HK - obs), pour tout æ d,ans M alors Ia condition (ORC), est
uérifiée dans un ouuert dense de M.

Thêorème 5. Si (2.1) est analytique et uérifie Ia condition (ARC) alors les ileur assertions
suiaantes sont équiualentes :

1. (ORC), est aérif.ée pour tout état x ile M.

2. (HK - obs), est uérifiée pour tout état æ de M.

Théorème 6. Si (2.1) uérifie la condition (ARC) alors les asserl,ions suiaantes sont équiua-
Ientes :

1. (L - obs)" est uérifiée pour tout étdt r de M.

2. (ORC), est uérifiée dans un ouuert ilense ile M.

Pour montrer ce théorème, Sontag a démontré les lemmes suivantes :

Lemme t. (H K - obs), + (L - obs),.

Lemme 2. Si (2.L) aérifie la (ARC) alors les assertions suiaantes sont équiualentes :

1. (L - obs), est aérifiée pour tout état x de M.

2. (L - obs)" est uérifiée dans un sous ensetnble dense de M.
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Lemme 3. Si (L - obs), est uérifiée dans un sous ensernble dense de M alors (ORC)" est ué-
rifiée ilans un ouuerl dense d.e M.

Sontag a montré aussi dans [53] la conservation d'observabilité de Liapunov après discrétisa-
tion en supposant que le système continue vérifie la condition de rang d'accessibilité forte.

Nous donnons tout d'abord la définition du discrétisé de (2.1).

Définition 7. Soit ô ) 0 , si on note g(t,xo,z(.)) la solution de (2.1) en appliquant le contrôle
t + u(t) et de condition initiale ao alors le discrétisé de (2.1) est le système

[  * o * ,  :  g ( 6 , o t , " Î ( . ) )

I ,* : h(r*)

ori zl(.) est le contrôle constant sur[O, ô] et égal à u(kô) sur cet intervalle.

(2.6)

Nous rappelons par la suite la notion de condition de rang d'accessibilité forte. Soit ls I'idéal
de I engendré par les champs de vecteurs de la forme 1"- 1" avec ?r,u dans U.La condition de
rang d'accessibilité forte en n €. M est donnée par dim /e(c) = n. Nous la notons (SARC)".

Soit 6 ) 0, nous notons ut1.; te contrôle constant par morceau et égal à tr(ed) si t e [,tâ;(k*
1)ô[. Soit W un sous ensemble de M,les deux états xotro dans ]7 sont dits ô-indistinguables
dans I,l/ (notê nslfics) si nous avons la propriété suivante :

Pour chaque r 2 0 fixé, pour tout contrôle u6(.) pour lequel nous avons g(trxo,ua1.17 eW
et g(t,to,uô(.)) € 17 pour tout 0 < t < rô alors h(9@6,,r0,uô(.))) = h(çt6,es,z6(.))). Nous
notons I$y :: {€' /elf'v€'}.

Nous donnons la définition d'observabilité de Liapunov du discrêtisé en un point æ € M
introduite par Sontag dans [53].
Définition 8. (2.1) est (,L - S - oôs), si pour tout voisinage W de x, il existe un réel ôo ) 0 tel
que ; pour tout 0 < ô < ôe ; il existe un voisinage V de c contenu dans I/ tel que tfr(*)fl V = {c}.

Sontag a aussi introduit dans [53] la condition de rang d'observàbilité du discrétisé en un
point z €. M.Elle est vérifiée s'il existe des entiers positifs lc,Trrr...tnk, un reel do > 0 et des
sui tes ( r t t , .  . .  ,urnr)  e .  [Jnt , . . .  , (uk ' r . . .  ,uknr)  e  (Jnk te l  que pour  tout  0  < ô (  ôs et  pour
toute suite de contrôler (,rtô(.);. . . ;ueô(.)) tel que ui6Q) - ui i ;  si t  e [a'ô,( i+ 1)ô[, nous avons:

/  dh(9@1ô,c,ut6( . ) ) ;  1
rrng ( : ) 

= z. Nous la notons (S.ORC),.

\ aa191"6 6, n,uk6 1.111 /
En utilisant ces dernières notions d'observabilités, Sontag a montré dans [53] le théorème

suirrant :

Thêorème 7. Si (2.L) uérif.ela$AnQ alorsles assertions suiuontes sont équiaalentes:

1. (L - obs)" est uérifiée pour tout état a ile M.

2. (ORC), est aérifiée dans un ouuert dense de M.

3. (L -,S - oôs)" est uérifiée pour tout état æ de M.

4. 6.ORC), est uérifiée dans un ouver-t dense de M.
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2.4 Observateur

La thèse ne porte pas sur les observateurs mais il nous semble intéressant de mentionner un
résultat important concernant les observateurs pour les systèmes non linéaires car nous voyons
que la notion d'observabilité joue un rôle essentiel.

Nous nous plaçons dans le cas où M : R' eI U : R-. Nous donnons par la suite la définition
d'un observateur asymptotique local pour le système (2.1). Considérons le système suivant

(2.7)

Définition 9. Le système (2.7) est un observateur asymptotique local pour le système (2.1) si
pour tout contrôle z :

1 .  Ve > 0; lô  > 0/ l lô(0)  - ' (0) l l  <  ô + l lô( t )  -  r ( t ) l l  <  e,  pour  tout  t  )  0 .

2.  3r  > 0/ l lô(0)  -  r (0) l l  <  r  +  l imsl -ô( t )  :  o( t ) .

Le système (2.7) est appelé un observateur asymptotique global si limla- ô(t) = c(t) pour
toute condition initiale â(0) - c(0). La définition d'un observateur exponentiel local est donnée
ci dessous.

Définition 1O. Le système (2.7) est un observateur exponentiel local pour le système (2.1) si
pour tout contrôle z :

1 .Ve>0 ;3d>0 / l l ô (0 )  - " ( 0 ) l l  <ô+ l l , û ( r ) - c ( t ) l l  <eexp ( - c t ) , pou r tou t t>0e tpou r
une certaine constante c.

Le système (2.7) est appelé un obeervateur exponentiel global Si Ve > 0,llâ(t) - 
"(t)ll 

<
eexp(-ct), pour tout t ) 0, pour une certaine constante c et pour toute condition initiale
e(0)  -  c(0) .

Un problème important de I'automatique est celui de la stabilisation par retour d'état du
système i(t) : l@(t),z(t)). Plusieurs auteurs ont abordé ce sujet en cherchant un feedback
r + u(n) qui rend le système globalement asymptotiquement stable. Cependant le feedback
z(c) ne permet pas de stabiliser le système lorsque nous ne connaîssons pas l'état c(t). Nous
sommes donc amenés à construire un observateur qui produit une estimation de l'état basée sur
des observations passées à tout instant.

La théorie de I'estimation de l'état est parfaitement établie depuis plusieurs années dans le
cadre des systèmes linéaires, I'obeervateur de Luemberg (Luenberger,l966) dans [44] ou le filtre
de Kalman (kalman et Bucy,1960), dans [31] sont des solutions standard largement utilisées qui
assurent pour les systèmes observables la convergence exponentielle de lterreur d'estimation vers
zéro quelle que soit I'erreur d'initialisation.

Pour les systèmes non linéaires, la recherche d'obeervateurs à convergence exponentielle est
encore un domaine ouvert. Sans doute, I'influence des entrées mais aussi par exemple I'inexistence
de critères d'obeervabilité algébriques simples comme le critère du rang pour les systèmes linéaires
sont des raisons qui peuvent expliquer cet état de fait.

Une idee classique en automatique est de ramener le problème non linéaire de départ à une
formulation linéaire que nous traiterons plus facilement. Dans cette optique, certains auteurs ont
utilisé des techniques consistant à transformer le système non linéaire en un système linéaire
ou bilinéaire modulo une injection de sortie et à appliquer ensuite les techniques d'estimation
linéaires (Krener et Isidori, 1983 dans [39], Krener et Respondek, 1985 dans [40], Hammouri et
Gauthier, 1992 dans [1fl). Toutefois, ces méthodes peuvent être difficiles à appliquer du fait de
conditions très restrictives qui traduisent la linéarisabilité ou bilinéarisabilité du système.

!  iutt l  :  s@(t),u(t),y(t))
I ô(0) = ôs
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Une autre méthode importante pour la synthèse d'observateur consiste à transformer le sys-
tème non linéaire de départ, qui est supposé uniformément obeervable, en une forme canonique
d'observabilité puis à construire un observateur grand gain (Gauthier et al., 1992, Deza et al.,
1eez).

Nous donnons maintenant une caractérisation de l'observabilité uniforme pour les systèmes
mono-entrée /mono-sortie qui sont affines en llentrée :

I t'(r) : /(o(r)) + s(æ(t))u(t)
t s(t) : h(a(t)) (2.8)

avec c (t) € R', y(t) e [t, z(t) e R .

Gauthier et Bernard, L981, voir [16], Gauthier et a1.,1992 ont donné une condition nécessaire
pour que (2.8) soit uniformément observable.

Théorèrne 8. Si Ie système (2.8) est uniformément obseruable alors iI eriste un système de
coordonnés locales en chaque point il'un ouuert dense de R' tel que (2.E) est transformé en un
système de la forme :

(2.e)

1

et le système de coordonnées locales est défini par I'application Q
X associe (h(X) ,  L  yh(X) , .  .  . ,  (L  y" - , )h(X)) .

Remarque f . L'observabilité d'un système analytique entraîne seulement que d est un difféomor-
phisme local presque partout (Gauthier et Bornard, 1981) dans [16]. Dans le cas où { est un
difféomorphisme global, nous avons alors : (2.8) est uniformément observable si et seulement
s'il est difféomorphe par / à un système de la forme (2.9) qui est appelee forme canonique
d'observabilité uniforme des systèmes non linéaires mono-sortie affine en I'entrée.

Nous allons voir maintenant qu'elle permet de construire effectivement dæ observateurs à
convergence exponentielle : les observateurs de type grand-gain.

Théorème 9. Sous les hypothèses :
- Ho) $ est un difféomorphisme global, (2.8) est uniformément obseruable (et donc d'après

Ia dernière rernorque, (2.8) s'écrit globalement sous Ia forme canonique).
- Hr) Les fonctions S et $ sont globalement lipschitziennes.
- nù L'entrée u est mesurable et bornée.

l'obseraateur granil-gain (ile type Luenberger) :

(2.10)

où L = (Lr,Lz,.. . ,Ln) est choisie tel le que A- LC soit stable (ce qui est possible), est un
obseruateur à conaergence erponentielle de (2.8) pour 0 > 0 sufisamment granil.

I  x = AX+,h6)+ô.] | ' ) "
Iv:  x1

o ù :

/o
I

. lA: I
\

dl(xr)  \
ô'(xu xz) 

lt l
ë"6) /

de R" dans R' qui à l'état

r)' 
'h(x)=( 

,"L, ) 
e'lQg): (
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Précisément en notant l'erreur d'estimation par e = X -X, nous avons :

l ( k  >  0 ,8  )  0 ,  À  )  0 ) ;V t  2  0 ;ve(0) ;Vd; l le ( t ) l l  <  0" -1 'Æl le (0) l leoe( - | t ^ ,  -28K) t ) .

Thêorème LO. (Deza et a1.,1992)
Sous les hypothèses Hs,HÉtH2 ilu théorème précédent, I'obseruateur grand gain donné par le
filtre de Kalrnan étenilu suiuant :

t  # = t*+,h{-: . )+0i. ] |^)"-PCrr-t(cx-y)
{  . _  (2 .11 )
|  # :  Qe- pcrr- rcp+ p(A+rh.6)+ô-(x)u)+(A+ rb.(x)+ô-(x)u)p

où Qe = 02L-IQL-ÉQ > 0 et A:diag(L,Lr,.. .  ,#) est aussi un obseraateur à conuergence
erponentielle de (2.8) pour 0 suffæamment grand, c.à.d :
3? > 0,1(k > 0,8 )  0 ,À )  0) ;Vt  )  

" ;Vp(O) 
> 0,Ve(O);V0; l le( t ) l l  <  în- r "Ælk@|

eap(  |Q, l -2BK)$-r ) .
(notation : /* est la jacobienne de {).

Remarque 5. 1. La convergence de I'observateur est assuré grâce à la forme triangulaire par-
ticulière de Q.Le fait que (A,C) soit observable et z est borné ne suffit pas.

2. Nous pouvons mettre { sous cette forme grâce à I'obserrrabilité uniforme du système non
linéaire.

3. Nous voyons bien que la notion d'observateur est lié directement à I'observabilité qui pré-
sente une condition nécessaire à la svnthèse d'un observateur.
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2.5 Entrées universelles

Nous déduisons immédiatement à partir de ce qui précède que pour un système observable,
pour tout couple (ro, fo) d'états différents, il existe une entrée admissible qui donne lieu à deux
sorties différentes. L'entrée en question peut, naturellement, dépendre du couple d'états que
nous avons considéré. En pratique, nous nous intéressons au cas où I'entrée u ayant été fixée,
tout couple d'états différents donne lieu à des sorties différentes. En effet, dans ce cas seulement,
nous pouvons connaître l'état initial du système à partir de la connaissance de la sortie.

Nous donnons par la suite la définition d'une telle entrée.

Définition 11. Une entrée z admissible est dite universelle si elle distingue toute paire d'états
qui est distinguable par une certaine entrée u.

Nous pouvons alors nous demander si une telle entrée existe, éventuellement sous des hypo-
theses convenables. Eduardo D. Sontag est la première personne qui a étudié ce problème dans

[54], puis Héctor J. Sussmann dans [58].

Sontag s'est intéressé aux systèmes discrets polynomiaux suivants

(2.12)

- où 26, xp et, yp appartiennent respectivement à des sous ensembles algébriques U de R*, X
de IR" et Y de RP.

- U est <irréductible>.
- P:X xU -> X eth:X -+ Y sont desfonctions polynomiales.
Rappelons qu'un sous ensemble ̂9 d'un espace affne Re, g 2 0 est algébrique s'il est défini par

des équations polynomiales S = {Q;@t...irq) = 0}. il est dit irréductible s'il n'est pa^s I'union
de deux ensembles algébriques propres. Dans ce contexte, un sous ensemble -E d'un ensemble
algébrique irréductible ,5 est générique lorsque son complémentaire est contenu dans un sous
ensemble algébrique propre de ,5.
Pour montrer l'existence d'une entrée universelle, Sontag a introduit une nouvelle notion d'ob-
servabilité.

Déffnition L2. Le système (2.L2) est <déterminable à l'état final> si et seulement s'il existe une
séquence d'entrée (uo,... , u") telle que pour tout couple d'état distincts (c, z)

-  ou b ien ( t r ( r ) ,  h(p(r ,uù) ,h(p(p(æ,ur) ,uz)) , , .  . .  ,h(p( . . .p(a,?rr ) , . .  .  ,u , ) )  #
(h(t), h(p(r, uù), h(p(p(z, ur), uz)), .  .  . ,  h(p(. .  .  p(z,ur), .  .  . ,  o"))

-  ou  b i en  p ( . . . p (æ,u r ) , . .  .  , u , )  :  p ( . . . p ( z ,u r ) , . . .  , u , ) .

Remarque 6. Si (2.I2) est <déterminable à l'état final> alors il existe une séquence d'entrée qui
permet de déterminer l'état du système obtenu après avoir appliqué cette séquence d'entrée.
Autrement dit, si deux états distincts produisent les mêmes sorties après avoir appliqué une
séquence d'entrée alors ces deux états coincident après avoir appliqué cette séquence d'entrée.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant démontré par Sontag dans [54]

Théorème 11. ,Si (2.I2) est obseraable (au sens de la définition 2) alors il existe un entier
naturel r et un sous ensernble R dense dans (J'*r tel que (2.L2) est crdéterminable ù I'état final>
pour  tout  ( t r0 , . .  .  ,ur )  e  R.

[ ,r*t = p(æn,un)

I Yt = h(r*)
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Hector J. Sussmann s'est intéressé aux systèmes non linéaires continus. Il a montré I'existence
d'une entrée universelle analytique pour un système analytique et même que l'ensemble des
entrées universelles est dense dans I'espace des entrées admissibles avec une topologie convenable.

Nous faisons maintenant les hypothèses suivantes :
- (Hr) : M est une variété analytique.
- (Hz) : U est un sous ensemble de lR- contenu dans la fermeture de I'intérieur de U et

I'intêrieur de U est connexe.
-  (Hs )  : f  :MxU->TMes t  ana ly t i que .
- (Hn) : h: M + RP est analytique.

Considérons aussi I'espace des fonctions de classe C- définies sur I'intervalle [o, ô] de R,, à valeurs
dans R-, que nous noterons C*(fo,ô],R-), muni de la topologie Cæ suivante :

Une suite de fonction {zo} converge vers u pour la topologie C- si et seulem 
"nt "i ffi

dju
converge vets 

ffi 
uniformément sur [o, ô] pour tout j, (topologie de la convergence uniforme de

la fonction et de toutes ses dérivés). 
"Nous noterons ensuite C*(lo,ô], [/) I'espace des fonctions de classes C- dêfinies sur I'inter-

valle [a,ô] de R, à valeurs dans I'intérieur de (J. C*(fa,ô],Û) est un ouvert de C-([a,ô],R-)
pour la topologie Cæ.

Nous pouvons alors énoncer les deux résultats suivants démontrés par Hector J. Sussmann
dans [58].
Théorème L2. Si (2.1) uérifie les hypothèses (H),(Hz),(Hs) et (Ha) olors (2.L) admet une
entrée uniuerselle analytique, c'est à dire une entrée permettant ile distinguer toute paire de
points distinguables par une certaine entrée.

Théorème 13. Si (2.L) aérifie les hypothèsgs (H),(H2),(I1a) et (Ha) alors I'ensemble des en-
trées uniuerselles est dense dans C-([0, T|,U) pour chaque réelT positif f'xé.

Remarque 7. En particulier si le système (2.1) est observable (au sens de la définition 2) et vérifie
les hypothèses (I11),(I/2),(fls) et (I{a) alors il existe une entrée permettant de distinguer tout
couple d'états distincts. (2.1) est uniformément observable si et seulement si toutes les entrées
sont universelles.

Comme nous I'avons vu précédemment, il existe des entrées qui ne distinguent pas deux états
distincts. Ces entrées sont appelées <mauvaises> entrées. Nous pourrons penser qu'il convient
tout d'abord de reconnaître les <mauvaises> entrées pour ensuite les écarter. Ceci n'est pas un
bon point de vue, malgré le fait que les mauvaises entrées d'un système non linéaire sont non
nombreuses.

En fait les mauvaises entrées constituent la singularité du problème d'observation, et que, en
tant que singularité, elles doivent jouer un rôle déterminant, comme c'est souvent le cas dans
l'étude des systèmes dynamiques sur le comportement du système <à côté>. II faudrait donc
seulement ne pasl les êcarter, mais plutôt les utiliser. Ce travail a été fait par J. P. Gauthier.

2.6 Observabilitêinfinitêsimale

J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka ont introduit dans [22] de nouvelles notions d'observabilités.
Comme nous avons vu précédemment, pour avoir la notion d'obeervabilité, I'application (état
initial -| sortie en tant que fonction) doit être injective.

Malheureusement, cette notion d'observabilité est instable pour de petites perturbations du
système. Pour cette raison, Gauthier et Kupka ont ajouté la condition d'immersion (injectivité
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infinitésimale) en plus de I'injectivité.
Pour u. fixé, le champ de vecteur /" peut être considéré comme une application C- de

M dans ?M. Nous pouvons alors considérer l'application tangente df" de TM dans T(TM),
malheureusement df, n'est pas un champ de vecteur. En effet, si nous notons [I' la projection
canonique de T(TM) dans TM définie ainsi

lI' : T(TM) -) TM
w F+ v tqw eT,(TM)

II' o d,fu n'est pas égal à I'identité de TM.
Nous donnons par la suite la construction de I'involution canonique w deT(TM). Soit (U,ç)

une carte sur M. Notons II la projection canonique de TM dans M. Une carte (V, $) sw TM
est définie ainsi

, h  ;  V= i l - t (U )  - f  p (U )xR"
u + (p(II(r)), r(u,à)

avec u(u,e) I'expression locale de u dans la carte (Urd.
On donne maintenant la formule de changement de cartes sw TM. Soient (Uugù, (Uz,çz)

deux cartes sur M tel que UtîUz f 0 et soient (Vt,rhù, (Vz,rbz) deux cartes sut TM. Le
changement de carte s'écrit

th" | : î r : 'bz(n- r (qnu2))  +  { t ( t r - t (qnu2))
(oz, uz) '+ (ç, o p; '  @z), d(çr o 9;r)(a2).u2)

Une carte (W,0) sv T(TM) est définie ainsi

0 :  W- (n ) - r (v )  - )  ,bV)xR2" -p (U)xR"xR2"
F+ ($ o Il'(w) , err ez)

= (go [ I  o [ I ' ( to),  e,eye2)

avec
- e = I'expression locale de u: II'(r) dans la cafte (U,g).
- ("r,ez) = I'expression locale de u dans la carte (V,rlt).
On donne maintenant la formule de changement de cartes sur T(TM). Soient (Uug),

(Uz,çz)  deuxcar tessurM te lqueUrîUz f  0 ,so ient  (Vt , r !ù , (Vz, rhz)  deuxcar tesswTMet
soient (Wr,0ù , (Wz,flz) deux cartes sur TT M . Le changement de carte s'écrit

f i o ï l r  :  02 ( (W1nWz) )  - )  ï r ( (Wrnwz) )
(a, e, e1, e2) r-> (çt o çrt @), d(p, o p;r)(a).e, d$h o ,bî')(o, e).(ey e2))

Sur 0(I7) on définit I'application

tte : 0(W) -f eW)
(a ,e ,eye2 )  +  (a ,e1 ,e ,e2 )

o, est clairement une involution qui échange les deuxième et troisième coordonnee. Sur W, on
définit c..r par u = 0-r oee o 0. En utilisant les changements de cartes ci dessus, on vérifie que a,
est bien définie, c'est à dire indépendent du choix de la carte (0,W).

Ce qui permet de définir I'involution canonique ar globalement sur fgM). ar est un difféo-
morphisme de classe C* car aroc.r est égale à I'identité deT(TM). On va vérifier maintenant
que I I ' ou=d , I l .
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Soient w eT"(TM), (V,rD une carte en u, (U, tp) une carte en c : tl(u). Posons g@) -- a et
soit e = I'expression locale de u : II'(r) dans la carte (U, g) et (e1,ez) : I'expression locale de
to dans la carte (V,rD.

On commence par donner l'écriture locale de dII(u)(tu). On a

g o II o ,b-t (o, e) : rp o II(u) : 9(æ) - a
d,(p o ïI o tl:-r)(a, e) : (/d 0)

On déduit alors que I'expression locale de dll(u)(to) est e1 dans la carte (U,g).On donne mai-
tenant I'expression locale de [I'o c.r(u) dans la carte (U,d.

u ( w )  :  0 - r o u e o 7 ( t a )
:  0-r  o ug(a, e,  e1, e2)
:  0 - t ( o , e 1 , e , e 2 )

II' o c.r(tr) : flt o 0-r (a, e1, e, e2)

II' o c.r(tl) a pour expression locale e1 dans la carte (U,d. On vérifie ainsi que II' o c..r - dn,
par suite fI'oar ou) = d,fIou: f['. En composant avec u),rtod,fuest un champ de vecteur car
f l 'ouod,fu- d, f lod,f"  = d(I I  o [u):  d(IdM) -  Idru.

Le relevé du système (2.1) sur T M est défini ainsi : Pour u fixé, à I'application / de M x U
dans TM, nous ixrsocions le champ de vecteur u o d,fu de TM dans T(TM) . D" même, la
différentielle de I'application h de M dans lRp est I'application dlz définie de TM dans Rp. Le
relevé du système (2.1) est alors le système

(2 .13)

Remarquons que les trajectoires de (2.1) et (2.13) sont reliêes ainsi :
Notons que si t -> rl:(t,€0, 

"(.)) 
est une trajectoire associée à ce champ de vecteurs (u o df)

de condition initiale (s avec un contrôle z sur [0, t], alors t F, n(b(tt€o, z(.))) est une trajectoire
de (2.1) issue de co : II(€o) et avec le même contrôle.

Nous énonçons maintenant la défi nition d'observabilité infinitésimale.

Définition 13. Pour (u,x) e L*(U) x M nous considérons I'applicatioî pu,, de TrM dans
I(nr; qui a tout €o €T"M associe la fonction t F+ dh(p(t,a,z(.)).((t) (€(t) est la solution de
((2.13)) de condition initiale €o).Le système (2.1) est infinitésimalement observable en (z,z)
si I'application linéaire pu,c €st injective et uniformément infinitésimalement observable s'il est
infinitésimalement observable pour tout couple (u,n) e L*(U) x M.

J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka ont donné une caractérisation des systèmes uniformément
infinitésimalement obeervable. Pour des raisons pratiques, ils supposent que â dépend de z. Nous
considérons alors le svstème suivant

I  i t t l  = uodf(((t) ,u(t))
I n(t) = d,h(17 o rh(t,€o,u(.))).€(t)

I t '(r) = f(a(t),u(t))
I  y(t)  :  h(a(t) ,u(t)) (2.r4)

avec / :  M xU +TM eth:  M xU - ,  Rp.  Nous notons:  h"(æ(t ) ) :  h(u( t ) ,z( t ) )  e t  f " (x( t )1  =

f  (a( t ) ,u( t ) ) .
Nous supposons dans la suite que (2.1) est analytiqnet rn ) p et p = I. Le théorème sui-

vant démontré par J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka dans [22] fait le lien entre les deux notions
d'observabilité et d'observabilité infinitésimale, il est vrai même pour p > L.
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Théorème 14. 1. Pour tout contrôle ît, l'ensemble 0(ûr) des états æ € M tel que (2.L4) est
infinitésimalernent obseruable en (it, x) est un ouuert de M .

2. Si (2.L4) est obseruable pour un contrôle û alors 0(û) est dense dans M.

3. Si (2.14) est ùnfinitésimalement obseruable en (it,n) alors il eriste un uoisinage ouuertV
de x tel que la restriction de (2.I\ àV est obseruable pour Ie contrôIe (it).

Nous considérons la famille de distribution D(z) : {Ds(u) ) D{u) ) ... ) D,,-1(u)} sur
M indexée par la valeur u €U du contrôle. Do(") = Ker(dxh"(t)), où dy est la différentielle
par rapport à la variable c. Pour 0 < k S n-L, D*+r(u) = Dr,(u)fiRer(d,7ç(Lk!:r@ù\). Cette
famille de distribution n'est pas en générale régulière, c'est à dire D;(z) n'a pas un rang constant
éga leàn - i - L .

Dêfinition La. D(u) est appelée le drapeau canonique associé au système (2.L4). Dans le cas
où D(z) est régulière et indépendante de a (notation:ùuD(u) = 0), elle est appelée uniforme.

J.P. Gauthier et I.A.K Kupka ont montré dans [22] qu'une condition nécessaire et sufrsante
pour que la restriction de (2.14) à un ouvert dense de M soit uniformément infinitesimalement
observable est que ô"D(u1: g.

Nous donnons tout d'abord le théorème suivant, démontré par J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka
dans [22], qui généralise celui de Gauthier et Bernard, 1981 dans [L6], Gauthier et al., 1992 dans
lequel ils donnent une caractérisation de I'observabilité uniforme pour les systèmes affines en
contrôle (résultat présenté dans le paragraphe rrobservateurrr).

Théorème 15. Le système (2.I4) admet un drapeau canonique uniforme si et seulement si pour
tout æs € M, il eriste un système de coordonné ile ro, (Vao.oo,... ,ï"-r) ilans lequel (2.L4)
s'écrit :

=  fs(ao, r r ,u)

:  f ; ( xo ro1 , . . . , r i r ' r u ) (2.15)
i

don-r
dt

v-

tel que V(c, z) €. V,o x U ; th @o ,, u) * 0;

Théorème 16. ^ti (2.14) admet un drapeau canonique uniforme alors pour tout xs e M, il existe
un aoisinage ouuert uro de xs tel que Ia restriction de (2.La) à uro est uniformément obseruable
et uniforrnérnent infinitésimalement obseraable.

Autrement dit, la condition de drapeau canonique uniforme, devient une condition suffsante
pour I'observabilité'infinitesimale uniforme sur un ouvert dense de M.

Nous considérons par la suite les hypothèses suivants :
- (Ifr) : U = I^,/ C R est un intervalle compact et le système est analytique.
- (Hù : U : lR-, f ef h sont algébriques par rapport à u.

(
t
I
I
!
I
I
I

I
I
I
I
I
I
I

t

dco
dt

d.i
dt

f n - t ( n o ,  î 1 ,  .  .  - ,  r n - t ,  u )
h(ao ,u)

8*@o,, tr,u) *o; . .  . ;  f f i1ro,. .  . ,  tn-r,u) + o.
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Nous notons Î le sous ensemble de U x M défini par

X : {@,n)ldyhl(r) n ..  .  A d,sçhi-t (c) = 0}

et nous notons X la projection de i sur M.

Théorème 17. Si (2.7) aérifie I'hypothèse (H) ou (H2) et s'il est uniformément infinitésima-
Iement obseruable olors :

1. X est <subanalytique> (sernisubanalylitique dans Ie cas de (H2)) ensemble de codimension
1. Dans Ie cas de H1, M est fermé.

2. La restriction de (2.I) à M \ X possède un drapeau canonique uniforme.

Remarque 8. Il est possible d'obtenir des résultats dans le cas non analytique. Cependant, ils
seraient faibles dans ce sens : Nous avons vu dans le théorème precédent que I'observabilité
infinitésimale uniforme est une condition suffisante pour que la restriction du système à un
ouvert dense de M uniformément par rapport à z possède un drapeau canonique. Dans le cas
non analytique, nous avons le même rêsultat, mais seulement sur un ouvert dense de M x U.
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3.L Introduction

Si le problème de la conservation de I'observabilité des systèmes linéaires apres discrétisation
est rêsolu depuis longtemps par R. Kalman et K. Narendra dans [30], pour les systèmes non
linéaires la question est beaucoup plus complexe. Notons qu'un problème analogue à propos de
la contrôlabilité a été étudié par E.D. Sontag dans [55].

Lorsqu'un système est réglé par commande numérique, le contrôle est appliqué pendant des
temps fixés 0,6,26,,.... Pour un système continu, la situation est modêlisée par le fait que le
contrôle appliqué est constant sur les intervalles [0,ô),[ô,26),.... De plus la mesure (partielle)
de l'état se fait aux instants 0, ô, 26, . . ..

Dans ce chapitre nous montrons la preservation de l'observabilité après discrétisation. Nous
utilisons la notion d'observabilité infinitésimale introduite par J.P. Gauthier et Kupka dans
[22]. Nous montrons que si notre système est infinitesimalement observable et uniformément
observable, le contrôle prenant ses valeurs dans un e€]pace compact alors le système discrétisé est
observable pour tout pas de discrétisation assez petit et pour tout contrôle dont la dérivée est
bornée. Ceci fait I'objet de I'article que nous donnons par la suite.

Nous présentons aussi une autre méthode pour montrer I'observabilité locale du système
discrétisé.

Enfin, en supposant que le système (2.1) est analytique et observable, nous montrons que
l'ensemble des couples d'états distinguables par le système (2.6) est partout dense dans M x M
(à condition que le pas de discrétisation soit assez petit).

Remarquons que Gerhard Kreisselmeir a montré dans [38] la conservation de I'observabilité
après discrétisation pour les systèmes linéaires en utilisant des pas de discrétisations non équi-
distants et périodiques. Pour tout pa^s de discrétisation de ce genre, le discrétisé est observable.

Comme nous I'avons vu précédemment, Sontag a montré la conservation de I'observabilité de
lyapounov après discrétisation en supposant que le système vérifie la condition de rang d'acces-
sibilité forte.

Nous présentons ci-après le texte d'un article que nous avons soumis à Systerns E Control
Let,ters.

On the preservation of the observability under sampling

Abstract In this paper, we investigate the problem of the preservation of observability under
sampling.

3.2 Introduction

When a system is regulated by a digital computer, control decisions are often restricted to
be taken at fixed times 0, 6,26,.. . For a continuous time system, the resulting situation can
be modelled through the constraint that the inputs applied are congtant on intervals [0,ô),
16,26),.... Moreover if the system is given with a meaÉ'urement map, the state is (partially)
measured only at the fixed times 0, 6,2ô, . . ..

The goal of this paper is to investigate the problem of the preservation of the obeervability
for such systems; notice that an analogous problem : the preservation of the controllability is
studied in [55].
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Before stating our main theorem, we will give some notations and definitions. Given a system

t t: = f@,u)
ty:  h(*) (3 .1 )

defined on a differentiable manifold M and a sampling time ô > 0, if we denote by ç(t,oo, u (.))
the solution of (3.1) with control t +> u(t) and initial condition ca, the ô-sampled system of (3.1)
i s :

(3.2)

where gi(.) ir the control constant on [0,ô] and equal to u(k6).
There exist many notions of observability, we will work with this definition :

Définition 15. We say that system (3.1) is observable for all input if for every triple (2, co, co),
where t *> u(t) is an admissible input, (oo * 

-no) are initial conditions, the set of t such that
h(ç(t,oo, u (.)) * h(ç(t,to, z(.)) has not zero measure.
Définition 16. We say that system (3.2) is observable for all input if for every triple (u, oo, ro),
where z is an admissible input, (cs and c6) are initial conditions, the set of indices /c such that
h("*) * Ir(d;,) is infinite.

We recall the notion of distinguishability :

Définition 17. We will say that the points os and de (or that the pair (os, -s)) are distin-
guishable by system (3.1) if there exists a control z such that the set of times t satisfying
h(ç(t,oo, u (.)) * h(ç(t,to, z(.)) ha^s not zero measure.

The definitions are analogous for the discrete.time system (3.2).
Assuming the observability of system (3.1), is it true that system (3.2) is also observable?

(at least for sampling times ô small enough). The answer is yes for linear system (see e.9. [56])
but, in general, the a.ssumption of observability is not sufficient to guarantee the preservation
of observability as we will see later. We need the notion of infinitesimal observability which was
first studied by J.-P. Gauthier and I. Kupka (see [20]) and that we recall below.

Suppose that the set of admissible controls is ,[-(U), the set of all measurable essentially
bounded U-valued functions (U c R-), the space of our output functions will be ,(Ro), the set
of al lmeasurableR,p-valuedfunctions.The"l i f tof system (3.1) onTM"is definedasfol lows:
the mapping f : M x U -| TM indrrces the tangent mapping df : TM x U -r T(TM), then
if ar denotes the canonical involution of T (T M), uodt defines a parametrized vector freld on T M .

If r z T M -r M denotes the canonical projection, let t r+ ,lr(t, €o, z(.)) be a trajectory of this
vector field associated with the control z and with initial condition {s, then t *> r(l:(t,€0, 

"(.)))
is the trajectory of (3.1) starting from cs = zr(€o). Moreover, the function h: M -) Rp has a
difierential dh : TM + RP. The lift of (3.1) is then the system :

t  € :  c.rod/(( ,z)
I  a  :  dà(z rorb( t ,Êo,u) ) '€ ( t )

(3.3)

where n denotes the canonical projection from TM into M.
We have the following definition for the infinitesimal observability :

Déffnition 18. Given (u, o) e Z- (U) x M , we consider the application P,,,, between T,M and
I(nr; which associates to (o e T,M trhe function t +> d,h(g(t, o, u(.)).€(t) (ç(t) being the solution
of (3.3) with initial condition €o). System (3.1) is called infinitesimally observable at (z,c) if the
linear mapping P.,,, is injective and uniformly infinitesimally observable if it is infinitesimally
observable at all (z,c) e tr-(U) x M.

[  , * * ,  :  g(6,at ,g i t . l l
I v* = h(**)
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3.3 Main result

The systems under consideration are of the form (3.1) where the state o belongs to a com-
pact smooth differentiable manifold, M of dimension d and the inputs z take value in a compact
subset U of R,-. We suppose that the u-parametrized vector fields /(., u) are smooth ; the space
of control functions will be the space ,- (R, U) of all essentially bounded applications from lR, to
U.

Given a positive number ô, we denot eby u6 ,a piecewise constant control which takes constant
value on intervals Ikd, (e+ 1)â[and we let uô(t) = u6*if t  € [f t6, (k+ 1)ô[.

The ô-sampled system of (3.1) (with time sample d) is the discrete-time system :

[  , r * ,  :  g (6 , r t ,g i ( . ) )
t yr+t : h(*n+r)

where r4(.) i. the application defined on [9, ô] by sf (t) = zf and p(6,tt,eÎ(.)) is the solution
of (3.1) with initial condition uÈ, control qi(.) ut time 6.

We will say that uô1.; is M D-bounded if there exists a derirrable application u such that
u61t1 = u(kô) for t elk6,(ft+ 1)ô[and the norm of the derivative of u is bounded by M (so

ll z(t + h) - u(t) ll< Mh for all à).
Our main result is the following :

Théorème 18. Assume that system (3.1) is obseruable for euery input u(.\ and uniformly infi-
nitesimally obseruable, then for all M ) 0, there eùsts a ôo > 0 such that the ï-sampleil system
o/ (3.t) is obseruable (in the sense of itefinition 15)for all6 3 6s anil alt M D-bounded input u6 .

Before proving this result, we want to discuss the assumptions of this theorem in order to
show that they are all essential

First, we consider the following system (without control) in R2 :

(3.5)

where c denotes the point of components (c1,o2) and ll ll the euclidean norm. The trajectories
of this system are circles centered at the origin; to be more precise, the solutions are given by :

I  , tQ) :  o1(0)cos( l l  r (0)  l l2 t )  -  c2(0)sin( l l  c(0) l l2 t )
I  ' r ( t )  :  a1(0)sin( l l  ' (0)  l l2 t )  + oz(0) cos( l l  c(0) l l2 t )

this system is obviously observable. Given d ) 0, consider now its ô-sampled :

( ,r(t) = - l l '(r) l l, *r(t)
I  tr( t)  = l l  c(r) l l2 c1(r)
(  y( t )  =  xr ( t )

(3.4)

(3.6)
( ,r((t '+ 1)ô) : c1(kô)cos(ll o(kd) l l t ô) - a2(k6)sin(l l c(/cô) l l2 ô)

| *r((*+ t)d) = c1(,tô)sin(l l c(/cô) l lr d)+ x2(k6)cosfl c(kd) l l2 d)
( y(kd) = c1(/cô)

and the initial conditions co: (0,.R) and o0 = (0,-n). If we choose.R = lfr
V ô ,we nave

obviously â(c0) = à(ro) and o(&ô) - ao, e(k6) = t0 for all k > 0; this proves that it is not
possible to find ô such that system (3.6) is observable.
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The same, slightly modified, idea provides the same result : consider the following system
given on Sl, the circle of radius 1 and center (0,0) in R2:

(1
i  J t  =  - - I 2
I  L - u
11
|  

, ,  :  - I_ux t

( lz(c) : 11

(3.7)

where the space U is equal to [0,1[. We can give explicitly the solutions of this system :

[ *t(t) = c1(0) cosU(t) - a2(0) sin U(t)

I rr(t) = c2(0) cosU(t) + a1(0) sin U(t)

1t ds
with U(t) : 

/, =æt ; so the ô-sampled of system (e.z) is

[ 
',,,* + 1)d) = u1(k6)".. 

ft 
- a2(k6)ri" #;[

J'r((t+ 1)ô) = a2(k6)*'# * a1(kd).t" 
#

I v(td) = o1(kô) 
n

(3.8)

^  7 . - 6
take now 

"î,: i 
for all ft ; all pairs of points (r1, rB) and (c!, -c!) are indistinguishable

(notice also that u6 is M D-bounded for all M).
These two examples show that it seems reasonable to work in the frame of compact manifold

with a compact set U. We want now to show that it is not possible to relax the hypothesis of
infinitesimal observability. Consider the following system given on the sphere 52 :

ù 1  :  - ( t s l l ) a 2

ù 2  :  ( c a f  1 ) c 1

ùs = 0
ur = h(*)
az = hz(r)

where the observation function à1 is equal to æ3 and â2 is defined by :

(  r  1  \  .  (  t 2  \  , r
h2(æ)=iexP(_;?+o?), l ' , \ f f i ) ,bz@ùif(o1,a2) l (0 '0)

(  0  i f  (c1,c2)  -  (0 ,0)

with r/r a smooth function with compact support [-t, t], positive on ] - 1,1[and ry'2 a smooth
function null on I - -,0 ], positive on ] 0, +æ [. If we use spherical coordinates :

(3.e)

[ 
" 

: coeocostP

i ' ,  :  cosos ing
( as : sin0
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we can easily see that, on the circle of altitude cs = sin 0o (0o e) -i,f, D, tn" function h2 is zero

excepted when -arcsin(cos3 0o) 3 p ( arcsin(cos30o). It is not difficult to prove that system
(3.9) is observable : the solution of this system is easily expressed as :

"r( t )nz(t)
os(t)

11(0) cos(zs(O) + l)t  - u 2(0) sin(ca(0) + l)t
c2(0) cos(cs(O) + l)t  4 c1(0) sin(o3(O) + t)t
as(o)

so if we take two trajectories c(t) and c(t), issued from initial conditions c(0) and f(0), such
that â(c(t)): I l( t(t)),  we see that ca(0) : t3(0), then if  we had (rr(0),rr(0)) I  (t l(0),ez(0)),
it would be possible to find a time ts ) 0 such that h2(x(ts)): 0 while h2(û(to)) + 0.

Let us show that the system (3.9) is not infinitesimally observable. More precisely, we will
check that it is not infinitesimally observable at the South Pole.

Let (V, !tr) a chart on ,52 where V : S2\{(0,0,1)} defined by

!û : V = S2\{(0, 0, 1)} -+ 6z
(n1,x2,æs) + ( f t , f r)

The reciprocal application of V is written

{r-1 : R2 -t 52
(u, yz) '' (ffiT, ffi,T{1ïri._l

While following the notations of the second method ( pag" ... ), in the chart (% V) the system
(3.9) is written

/("(t))

(à1 o r lr-r)(o(r))

(à2 o !û- r ) ( " ( t ) )

{

(

a(t)
yt(t)

vz(t)

(3.10)

One notices that (0,0,-1) are solution of (3.9), consequently !û(0,0,-1): (0,0) is solution of
the system (3.10). A simple calculation gives us

(tr,1 o i[-r)(ar(r), a2(r)) - ?t(t)z !-! '(t)2 - -t-v t t  -  
1*  o r ( t )2  +  oz$)2

or (t) =

however we can write

t+,*b
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cr (o)

"z(o)

cs(o)

1 - ca(0)

1*  oe(O)

ar(t)

oz(t)

what gives us

(lz1 o tlr- I ) ( ar(t),, az(t))

(â2 o ! [ -r  )  (  oq(t) ,  
"z(t))

2s{91-
Î+lid(o-)-ip

2az@l
ïTlt"OTp

l lo(o) l12-1
r+l lo(0) l12

T+lb(tZilt

2lla(o)ll2
r+l lo(o)l l ,

ar (o)cos(ffifi2r) - a2(o)sr"tffifr t)

az (o)cos(fffit) + a1 (0)s,;"tffifiot)

2((ar  (o))2+(oz(o))2)- r
t*2((or (o))2*(oz (o))2)

"*p-r;fr-rYnll%v'tr*tffi ffi I
v,(i-ffi)

= e*n_ffififfi

*r,(2"2(o)"""(#rr.Eft ifpt)1:1I-o]-":"!ffi t)Xr+.r(o)z+.2(o)z)',

8ot(0) Eoz(o)
.+taiaoP+tà2(0-)z r+';TfOT2o,Ïô)z

WW

Let us note that the system (3.10) is infinitesimally obeervable if the following imput output
application is an immersion

P : R2 -f .L(R, R2)
(ar(0) ,  

"z(0))  
+ P(a1(0) ,  az(O))

such a,s

P(a1(0) ,o2(O))( t )  =  (â,1o ,b- r (çQ,or(0) ,az(0)) ,  h2oû-r ( (e( r ,o1(0) ,oz(0)) ) )

dP(a1(o),e2(o)) (  f ;  )  
( ,)  = (

dP(o, 
") ( i : )r,r=(

0 0 \
0  0 )

what gives us
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We have just shown that d,P is not injective, it results from it that the system (3.9) .is not
infinitesimally observable.

We will see now that the ô-sampled of (3.9) is not observable. A sampling time 6 ) 0 being
given, the ô-sampled of system (3.9) is given by :

We will prove that there exist two distinct initial conditions (a?,r},c!) and (n?,ng,c$) with
same altitude c$ such that h2(æ(kô)) - /ù2(t(kô)) : 0 for all k > 0.

From number theory, we know that there exists a rational number r = + such that 0 <
b

I r l

; 
- 

; 
a 

o, i moreover, the numerator of r can be chosen arbitrarily large. Take such a number

r and let c! such that (c! + t)ô - 2rrt with this choice of c$, the trajectory issued from a
point c0 with altitude r$ is constituted by points on the circle of altitude ts = n! on ,S2. The
maximum of the angular distance between two consecutive points on this trajectory is at least

equal to 
T, "o 

if we can find a and ô such that 
T 

, ,arcsin(cos3 d6) (where 0o el - 
i,iO

we will be able to find a point (r?,rï,c$) such that â2(r(/c)): O for all k > 0 (indeed,it witt
be possible to choose this poiirt such that none of the points oo(/c) comes in the angular sector
-arcsin(cos30o) S d ( arcsin(cos3de)) and if we take t| : cr(ô), el= a2(6) and f$ = æ9, we
will also have /r,2(æ(/c)) : 0 for all /c.

Notice that we have the following equivalences :

arcsin(cos3 0) 
,ln 

cos3 d

1 1 3

,Jn ç- E
t l l  . 3= (f - arcsincal

ru ( t  -  a?)31'
5 3 = l

,Ë, 
23/2(1 - *")"1' '

So, if a is chosen large enough, we will have arcsin(cos3 0s) a , . rtlz$ - r$;3/2, no*

( ,r(n + 1)ô) = c1(&6) cos(ca(/cô) + 1)ô - a2(k6) sin(ca(/cd) + t)ô

i *r(n + 1)ô) = x2(k6)cos(o3(frd) + 1)ô+ c1(kô) sin(ca(kd) + t)ô

{ 
"((t 

+ 1)ô) : o3(/cô) (8.11)

i  y '((t+ 1)ô) = tu(a((k + 1)ô))
(  yz ( (k+1)ô)  =  h2(æ((k+1)ô) )

1- t3  =

s

2-2y
ô

-  - 1  7 r ,2rl; _ 
E)

2r
7
2

tb

24
i 

a3l2 b|lz

therefore

ô arcsin(cos3 0s)



which proves that 2 arcsin(cos3 d6) can be made less than
2n
b
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if o is large enough.

Now we will prove that we cannot relax the hypothesis on the D-boundedness of the control.
Consider the following system given in ^52 :

{ 
rt : -ux2(2 t xs)

I
I

I tt, : M{2+ q)
I
!  i s  =0

I lrt(") : 01

(3.12)

the space U being equal to { -1, 1}.

As far aÆl lve are concerned by the observàbility property, we can see that all pairs of points
are distinguishable, excepted the pair constituted by the points (0,0,1) and (0,0, -1).So, if we
add the (smooth) observation function lz2 defined by :

nrpl = {ts 
t'.'": 

:'/n
[ 0  i f ca )0 ,

system (3.12) becomes observable.
Besides, letusdenoteby L1fu theLiederivativeof functionhl withrespecttovectorf ield /

defined above and t r+ g(t,a,u(.)) the solution of (3.12) starting from c with control t + u(t).
An easy computation shows us that the differential of the mapping

a,+ (h1(p( t ,  * , " ( . ) ) ) ,  (L  f i1)  (g( t , , r ,  u( . ) ) ) )

between,s2 and R,2 is one-to-one (excepted, perhaps, for a finite number of t), so system (3.12)
is uniformly infinitesimally observable.

We will show now that if the sampling time 6 is small enough, the sampled system is not
observable (in fact it would be possible to show that the sampled system is unobservable whatever
the sampling time).

Assume that 0 < ô < r /4 and consider the function

f : as,-;
L - r ' "

l f c o t 2 ( c a f 2 ) ô

an easy computation shows that /'(0) ) 0 and 1'$) < 0 which proves the edstence of two
numbers, o3 and 53, such that 0 ( ca ( îs I L and /(ca) = /(ts). Consider now the two points
.A and À of coordinates (c1, e.2,ns) and (c1, Ez,ds) respectively with

a1 = {r@s) et@)
t2  :  \cot (2*os)d
î2 = olcot(2*ts)d

clearly these two points belong to,S2 and we have h(A) - tr(À). Take the control u= L, we have
xr, - nl = 0 and so â,(A) : h(Â) = (0,0) ; now on the interval 16,26), we take the control u: -I
and we return to our starting points A and Â, by switching from control u = | to u: -1, we
see that we will have à(Ar) = h(Â*) for all ft ) 0, so the pair (â, À) is indistinguishable.
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3.4 Proof of the theorem

Our strategy to prove theorem (18) is quite simple : first we will prove that if cs and os are
two different points in X, there exist two neighborhoods V"o and V5o of oe and to respectively
and a positive number 66 such that every point of V"o is distinguishable from every point of V6o
for all ô-sampled system (with ô < ô6) and all M D-bounded control. Then we will prove that,
for all cs, there exists a neighborhood.Wro of c6 and âo > 0 such that for all 6 < ôo and all M
D-bounded control, every pair of (difierent) points of Wro is distinguishable for the ô-sampled
system. We will conclude by using an argument of compactness.

The space Jl U endowed with the product topology is compact and so every sequence
t€R1

(1ù">o on this space admits (at least) one limit point but, generally, we cannot extract a
subsequence which converges to this limit point I nevertheless this is true if the fn's arc M
D-bounded.

Lemme 4. Let (rô")r,>o be a sequence of M D-bountled piecewise constant applications ilefined
on R.. with range in a compact subset U o/R-. Assume thatlim,.a*dr, = 0, then there erists
a subsequence (u6'r)n>-o ol (u6-)n>o uhich conuerges to a continuous function u.

Démonstration. LeI u be a limit point of the sequence (uô"(.)),,>o in the compact space fl U.

For every n, recall that there efsts a derivable application fi with derivative bounded Uv i7ïi.n

that uô"(4 = J"(l;] ô") ; by investigating the possible values for the difference 
t#] 

- 
t;]

([c] denotes the integer part of c) and using the uniform boundedness of the deiivaiivès of in,
we see easily that ll u6"(t + h) - u6"(t) llS zu max(l h 1,6*). Set t and à and let e ) 0, there
exists a such that ô," <l h l, ll u6"(t + lr) - u(t + h) ll< e/2 and ll u6"(t) - u(t) ll< el2, so we
have :

l l  u(r+â) -z( t )  l l  j  l l  u(r+ h)- f " ( t+h) l l  + l l  26"(r  +h) -u6.( t )  l l  + l l  "ô"(r )  
- " ( t )  l l

S e/2 * 2M max(6n, | /, l) * el2
:  €+2Mlh l .

Th i s i nequa l i t ybe ing t rue fo ra l l e )0 ,wehave l l  z ( t +h ) -u ( t ) l l sZM l t z l f o ra l l t , hwh i ch
proves that u is continuous. Take now a sequence_ of positive number (er,)r,>r converging to 0;

l e ta l  )0besuch tha t  2Ma1  <e r lSandp=  l+ l .Cons ide r thenumbers  0 ,a1 ,2a1 , . . . , pe r ,

the inequalities 
Lal J

I  u6 " (ka )  -  u (ka )  l <  e r /3  l c  =  0 , , . . . , p (3.13)

are true for an infinity of integers n I choose ??1 such that the inequalities (3.13) are satisfied and
such that 2M6q < er/3.Now if c € [0,1], we can write a = koq* â with 0 < h ( a1 and
0<&(pandwehave :

ll 26" (c) - 
"(') ll S ll u6u (ka1+ h) - u6", (kar) ll + ll ,ra.' (e"r) - z(,ta1) ll

+ l l  z(,to1) - u(ko4 + â) l l
2M max(6n,,lr) * er/3 +2Mh
€1

s
s
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Suppose inductively that we have p integers nt I ... l np such that for all c € [0,1] (1 <
1ç<n)  l l  , 6 " * ( c ) - z (c )  l l <e r , t hen ,by reason ingasabove ,wecan f indno . . , . l  ) nosuch tha t

ll zd"l".r' (o) - z(c) ll< ep+r for all -c € [0, 1 ].
Obviously, the subsequence (zô't)r2r conrrerges to z. tr

Lernme 5. We assulne that systern (3.1) is obseruable for atl input u. Let M ) 0 anil (co, Io)
a pair of distinct points in X, then there erist 6o > 0 and two neighborhoods Vro and Vlo of xs
and ds respectiuely such that for all ô ( ô0, eaery pair of points in Vro x V1o is ilistinguishable
by the ï-sampleil system of (3.t) for aII M D-bounded input.

Démonstration. The proof is by contradiction, assume that there exist a sequencè of positive
numbers (ô,)">r converging to 0, two sequences (rn)n>_, and (orr),"11 of points converging res-
pectively to ca and Is and a sequence of M D-bounded controls (zô")r,>r such that for all
/ c )0 :

h o g(k6*, *n, u6" ( ')) :  h o g(k6^, *n, u6'(-)) for al l  n ) I

The sequence (26'),">r being M D-bounded, we can suppose that it converges to a continuous
control u even if we have to consider a subsequence of this sequence. For this control z, there
exists a to such that

hog ( t s , co ,z ( . ) )  +  ho  g ( t s , t o , z ( . ) ) ;

this inequality remains true if we replace toby t €] ts-a, to*a Iwith a > 0 small enough. Now the
approximation lemma (see [56]) tells us rhat g(t,xn,u6^(.)) tends to g(t,ao,z(.)) uniformly on
an interval [0, 

"] 
provid-ed that the sequence of controls (ud"),"2r is equibounded and convergent

(which is the case of (26')r,20; this lemma leads us to the coniradiction. tr

We want to point out now a relation between infinitesimal observability and local observabi-
lity.

Lemme 6. Suppose that system (3.1) is uniforrnly infinitesimally obsensable at (us,as), then
system (3.1) rs locally obseruable for aII input closed enough to us. To be more precise, there
exist a neighborhood,s V of &s, opên interuals Jr, . . ., J4 such that :

Vc , r  €V ,1k  €  {1 , . . . , d }  |  V r  €  Jp ,  h (9 ( t , o ,u ( . ) )  * h ( ç f t , r , u ( . ) )

for all controlu closed enough to uo (uhen restrictedto an interaal[0,7] containing the Jp's).
This lemma is not very original, it is mentioned in [55] and in [56] a slightly weaker result is

proved I to prove our lemma, we will follow the rea.soning of [56].

Démonstration. We denote by dhd, i = I,...,p the components of dà, by p; (resp. t/;) the
point g(t;,co,uo(.)) € M (resp. ,b(t;,€o,uo(.)) € TM) and ï,e prove by induction the existence
of indices xr,...,i; and times t;,,,...,,ttia such that the mapping a which to €o e TroM a.æo-
ciates (d/rit(p;,) .rh;r,...,dhi"(g;r).rh;o) € Rd is one-to-one. Assume inductively that we have
constructed subspaces Ks ) . .. ) K, of TroM, indices ir,... ri, and, times t;, ,...rti, such that
Ko :T roM,and fo rL l j l r ,

K5 - -  {€o eT,oM I  d l r t ' (p i , )  .  th ; ,  = . . .  =  dhi i (v i ) .Qbi ,  :  gy

andsothatd im Ki=d- j .Takeanonzero€oinK",duetothein ject iv i tyof themapping Puo,ro,
there exist i".u1 and t;.*, such that dhir+r (g;,*r) . rbi,*r l 0, this provides the induction step ind
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the existence of the one-to-one application between TroM and Rd follows from the existence of

Kn.
Consider now the mapping O between a neighborhood of os and Rd defined by :

O ( r )  :  ( h "  ( ç ; r ( t i r , æ , z o ( . ) ) ) ,  . . . , h i o ( p ; o ( t ; r , c ,  z s ( . ) ) ) )

its differential at æ = ûo is the linear application a which is one-to-one. Thus by the inverse
function theorem, the mapping O is one-to-one in a neighborhood of os. Moreover, we can notice
that, in the inverse function theorem, the size of this neighborhood depends on the norm of the
differential. So, if the times t;o vary on small intervals Jr, . . ., Ja and if u is a control closed
enough to zs on an interval [0, 

"] 
) UJ3, the determinant of a remains far from 0 and so we can

conclude to the existence of a neighborhood V as in in the statement of the lemma. U

Lemme 7. We assume that system (3.1) is infinitesimal obseruable for all ànput u. Let M > 0
and, as a point in X, then there erist 6o ) 0 and a neighborhood Wro of xs such that for all
f q ô0, euery pair of distinct points in Wro , Wco is ilistinguishable by the ï-sarnpled system of
(3.1) /or all M D-boundeil input.

Démonstrotion. The proof is by contradiction, aÉlsume that there exist a sequence of positive
numbers (ô"),,2r converging to 0, two sequences (t")">t and (err),r;1 of distinct points converging
to cs and a sequence of M D-bounded controls (zo')rr>r such that for all /c ) 0 :

h o g ( k 6 * , a n , u 6 ^ ( . ) )  :  h o g ( k 6 n , i n , u 6 ' ( . ) )  f o r  a l l  n 2 I

The sequence (u6')r,>r being M D-bounded, we can suppose that it converges to a continuous
control ze €v€r if we have to consider a subsequence of it. For this control us, take a neighborhood
V of xs a.s in the preceding lemma. If z is large enough, the points cr. and -r, belong to V, and
for every Ic e {1, ...,d}, thereexists an integer 16 such that l;rô," € J6, moreover, the piecewise
constant control 26" is closed to ze. By application of the preceding lemma, we get

h o g(I1,6n,an,u6'( .))  + h o g(11,6n,r, , ,  zô"(.))

which is a contradiction. tr

ProoJ of the main result From lemmas (5) and (7), we know that for every pair (cs, îs) of M x
Mrlherc exist a neighborhood,Vro,6o of (cs,ôs) and â ôro,âo ) 0 such that every pair of points
in this neighborhood is distinguishable by every ô-sampled system of (3.1) and for all inputs if
ô ( ôro,ao. The neighborhoods yoe,â6 conetitute a covering of M x M, since this set is compact,
we can find a finite subcovering Vrro,to,...rVr6,E6of M x M and it is clear that, if we let de -

min{d"r,r ;  l i  = 1,. . . , r} ,everyô-sampledsystemof (3.1) isobservableforal l inputsi f  ô < ôo. tr
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3.5 Autre mêthode pour montrer I'observabilitê locale du sys-
tème discrétisê

Nous donnons dans ce para,graphe une deuxième méthode pour montrer l'observabilité locale
du système discrétisé. Plus précisement, le résultat que nous énonçons par la suite nous permet
de montrer par I'absurde le lemme (7) de I'article. Nous supposons dans la suite que le contrôle
u est continu.

Lemme 8. Si Ie système (3.1) est infinitésimalement obseruable en (û,,as) alors il existe ôo > 0
tel que pour tout d < ô0, Ie système (3.2) est localement obseruable êrù ts pour tout contrôle
assez proche de û,6 ( a6 est restreint à [0, ?], proche c'est au sens de la topologie de conuergence
uniforme)

Démonstration. Pour montrer notre lemme nous allons adopter la stratégie suivante. À partir du
système continu (3.1), nous allons considérer quatre systèmes : le linéarisé du continu le long d'une
trajectoire f1 (l.c) ainsi que le discrétisé de ce dernier système (d,.l.c), nous considêrons aussi le
discrétisé du système continu (d.c) puis le linéarisé de ce discrétisé le long d'une trajectoire f2
(l.d,.c). Nous supposons que le système (3.1) est infinitésimalement observable et nous montrons
les implications suivantes :

(3.1) est infinitésimalement observable + (.) est infinitésimalement observable =+ (l.c) est
obeervable + (d,.I.c) est observable + (l.d,.c) est observable + (d.c)est localement observable
+ (3.2) est localement observable.

Soit o6 un état dans M et (% r/) une carte en cs. Soit (rlrl)" le champ de vecteurs défini sur
'bv) ç R" par 

0hr),@) : d,rhkh-L(t))u,g,-t (c)), vc e rr,(v).

Pour tout t €] - e,e[ nous posons : a(t) : ,h@(t)),o(O) = as:Ib(æs) où c(t) est la solution de
(3.1) en appliquant le contrôle t+ u(t) et de condition initiale os. Nous posons aussi / : @f)
e t f i , : hoû - r .

Avec ces notations, dans la carte (V, t/) le système (3.1) s'écrit donc
Système (c)

(3.14)

Soit t r-+ d(t) une trajectoire du système (3.14) issue de de en appliquant le contrôle t *> A(t).
Le linéarisé du système (3.14) le long de cette trajectoire s'écrit :

Système (l.c)

[ ,(r) = lh{"{t),"tt))
I y(t) = tz(a(t))

I a@ = A(t)o(t) + B(t)u(t)
I v(t) = c(t)a(t)

A(t) ffi@{ù,rtù)
B(t) = ffi@$),*{r))

(3 .15)

tel que

c(t) = ffioro,at.ll)
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Nous savons que le système (3.1) est infinitesimalement observable en (us,cs), cela entraîne
que le système (c) est infinitésimalement observable en (u.s,as). Le relevé le long du trajectoire
a du système (c) coincide avec le système (l.c). Il s'ensuit d'après la définition de I'observabilité
infinitesimale que le système linéaire (l.c) est observable. 

à
Nous notons { la matrice fondamentale associée à A(t) ({ vérifie 

fr{O{t,s)) 
: A(t){(t, s) et

d(",") - Id).
Soit ô ) 0, le discrétisé du linéarisê de (3.1a) est le système suivant :
Système (d.l.c)

I or*, -- fu(k)oq, * B1(k)ug
I y* : C1(k)ap

h(k) = ô(& + 1)ô, kô)

r(,t+r)d
Br(k) = 

Jru ôrc + \6,r)8(r) dr

(3.16)

avec

cr(k) = c(k6)

La solution de (3.16) issue de ao et en appliquant le contrôle z(.) s'écrit :

k- l

o+ - r7c,o)a(o) +ln,]r, i  +r)tu(j)u1
j=o

avec
. .  f  Id  s i  k< jq(k ' i )=  

t  o , ( *  -  r )Ar(k  -z) . . .Ar( j )  s i  k  > j

Nous allons montrer maintenant que le système (d.l.c) est observable pour ô assez petit. Une
condition nécessaire et sufrsante pour que (l.c) soit observable sur I'intervalle [0, t1] est que
la matrice I3'ô$,O).C(I).C(t)ôft,0) dt soit définie positive où (*,) désigne la transposée d'une
matrice, voir [42].

Une condition nécessaire et suffsante pour que (d.l.c) soit observable est que la matrice
D!=ort(i,i).C(i6)-C(i6)q(i,a) soit définie positive pour un certain k ce qui est équivaut à

È

D(ôut, ( i  - 1)d) .. .ô$,o)).c(i6)-c(i6)(ôu6, ( i  - 1)ô) .. .ô$,o)) est définie posft ive
i=0

ce qui est équivaut aussi à

k

D d(;4, 0).c(id).c(i6)Ô$6,0) est définie positive
d=O

Nous posons g(t) = d(t,O).C(t).C(t)ô(t,0) et nous approximonr #t g(t) dt pat une somme de
Riemann du type Di*t *g(,t*). t u matrice

13' g(t) d,t est symétrique et définie positive, soit À-;,, sa plus petite valeur propre, À-;,., ) 0.
Soit maintenant e = *,il existe z6 tel que pour tout n à no :

u J" o@ " 
-Etlottlut.,
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Posons S = fi' g(t) dt et I - Di=i *g(t*), soit c un vecteur non nul, nous pouvons écrire

x *Q t :æ . (Q-S ) t+ t * .S t

Nous pouvons aussi écrire les inégalités suivantes

-**(Q- S) '  < l * - (e-  s) ' l  S l le -s l l l l ' l l ,  S el lc l l2

ce qui nous donne
æ*Qa

Nous venons de montrer que pour ô assez petit

k

D ôUt,o).c(iô).c(iô)é(iô, o)
r'=0

est définie positive, ce qui prouve que le système (d.l.c) est observable pour tout pas de discréti-
sation assez petit.

Soit â ) 0, si nous notons g(t,ao, u (.)) la solution de (3.1a) issue de ao et en appliquant le
contrôle t + u(t) alors le discrétisé du système (c) est définie ainsi

Système (d.c)

(3.17)

où 4(.) est le contrôle constant sur [0, ô] et égal à z(eô).
Une trajectoire, pour un système discret, est une suite de points (oo, or, . . . , @kt. . . ) avec a;

défini par la relation de récurrence ci-dessus. Soit (as, dr,...,dk,...), une trajectoirede (d.c)
issue de oo et en appliquant le contrôle constant par morceau t F+ u6(t) définie par t è ù6Q) -
z(/cô) si t e lk6, (e + 1)ô[. Le linéarisé de (d.c) le long de cette trajectoire est le système défini
ainsi

système (l.d.c)

I or*, = A2(k)ap* B2@)up
I Yr = Czov

Az(k) = ffiO,aÈ, d[(.))

Bz(k) = ffA d,,, ui(.))

(3 .18)

avec

cz(k) = ffOA
Nous allons montrer maintenant le fait que (d.l.c) est obeervable pour ô aseez petit entraîne que
(l.d.c) est obser\xable pour ô assez petit.
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Rappelons que d désigne la matrice fondamentale associêe à A(t). Nous avons aussi

ô,,
ù , ( ( ' 'ao '  

u ' ( ' ) )

est la matrice fondamentale associée à AdQ) = 
ffittr(t,oo,z6(.)), 

-r6uD.En effet,

ftrffiur,ao,u6(.))) = *r#n,ao,uô(.)))
= fttiuotr,ao, ut(.)), aô(.)))

: ffit V,ao, uô(.)), ùtA))(H((r,oo,uô(.)))

Nous posons dans la suite a61t1 : g(t,o,o,u6(.)).Nous voulons montrer que t r+ a(t) et
t,-l aô1t; sont tres proches sur [0,T1] pour ô assez petit. Plus précisément montrons que :

Ve > 0, lôo > 0/Vô ( 6s, Vt € {0,?11, lld(t) - a61t;;1 < e

Nous avons :
" i td(t) - a61t1 : 

Jo î{a{'),2(")) - /(a'("), zô1s;; as

Ce qui nous donne

l ld(r) - ôô(r)ll

fTr . fTr

fTr n--1 l1tar;e
S *, 

Jo' l la(") 
- dô(")l l  d,st KzD /.; 

'  '  
l la(s) - a(/cô)l l+

k=o J no

rTr
*, J^, llz(") - z(kô)llds

Puisque ù est uniformément continue sur [0, fi] nous avons

Ve > 0,)r7 > ÛlYs,t  e [0,Ti l  |  "-  
t  l< a + l lz(s) -  z(t) l l  < e

Ce qui nous donne

Ve > 0,3ôs = n>01Y6 (  ôs,Vs € [&ô, ( /c+ 1)ô] , ,1s-  kô lS a+ l lz ( " )  -  z (ed) l l  <  e

Nous avons par suite

l la(r) - dô(r)ll = o, 
Iolla(s) 

- d6(")l ds* KzrÉ

En utilisant le lemme de Gronwall, nous avons

lfô(r) - dô(r)ll S KzTÉeap(tKù 3 Ke.
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Nous venons de montrer que A(t) et A6 (t) sont très proches pour 6 assez petit. Plus précisément,
nous avons montré que

Ve > 0, fôo > 0/V6 S ô6, Vt € [0,?1], l lA(t) - a61t;;;  < e

Cornme conséquence, leurs matrices fondamentales sont très proches . En effet, pour e > 0, il
existe 6o > 0 tel que pour tout ô S ôo et pour tout t € [0, 

"t] 
nous avons

ât'

lld(r,0) - 
#tA,oo, zô(.))ll s lo'' llotùlllld(", q - #,Kr, ao, z6(.))llds

* lo" lla(") - Aô(")llll Hu",ao, uô(.))ll ds

En utilisant le lemme de Gronwall. nous avons

â,n

l ld(r,0) - 
#,((r,ao, zô(.))ll 1 eK2Teap(tKù S L€

Nous concluons alors que :

Ve > 0,160 > 0/Vô < do, l lAr(ft) - A2(k)l l < e

Nous montrons aussi que

Ve > 0,  fôr  )  0 lV6 < dr, l lCr(k)  -  Cr(È) l l  < e.

Nous savons qu'une condition nécessaire et suffisante pour que (d.l.c) soit observable est que
pour un certain entier K1 nous avons :

K1

D(a '  ( i  -  r )h ( i  -  2 )  . . .h (L )At  (0 ) ) . (c r ( i ) ) . (c r ( i ) ) (Ar  ( i  -  t )A t ( i  -2 ) . . .Ar (1 )Ar (0) )
i=0

est définie positive. Une condition nécessaire et suffsante pour que (l.d.c) soit observable est que
pour un certain entier K2 nous avons

K2

DçqrU, - t) A2(i - 2) . . . A2(L) Az0) ). (c, (i) ). ( c z(i)) (Az(i - r) A2(i - 2) . .. A2 ( 1) A2 (0) )
r'=0

et définie positive. Nous avons vu que si une matrice A est définie positive alors toute matrice
aussi proche est aussi définie positive. Puisque pour e > 0 il existe 6; > 0 tel que pour tout
ô (ô ; , nousavons l lA r (e ) -Az ( i ) l l ( ee t i l ex i s t eô j  >0 te l quepou r tou tôaô1 ,nousavons
llCr(i) - Cz(i,) l l< a pour i  = 0, . . . ,Kt,en plus pour un certain Kr ) 0 nous avons

Kt

D(a' ( i  -  L)h(i  -  2) . . .Ar(1)Ar(0)).(c '( i )) .(c ' t i ))(4( i  -  r)At( i  -  2) . . .Ar(1),4r(0))
r'=0

est définie positive.
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Cela implique que pour 6 assez petit nous avons

K1

DçqrU, -  r )A2( i  -  2)  . . .A2(r)A2(0)) . (cr( i ) ) . (cz( i ) ) (A2( i  -  L)A2( i  -  2)  . . .A2(L)A2(0))
i=0

est définie positive.
Nous venons de montrer que si (d.l.c) est observable pour ô assez petit entraîne que (l.d.c)

est observable pour ô assez petit. Par suite, en utilisant un résultat démontrer par Sontag dans
[56], nous avons (d.c) est localement ob'servable €r trs pour tout contrôle aussi proche de Zô et
pour tout ô assez petit ( ud est restreint à [0,"]).

Nous déduisons alors que (3.2) est localement observable en 16 pour tout contrôle assez proche
de Zd et pour tout d assez petit. En effet, puisque (d.c) est localement observable en os, il existe
W w voisinage de ca inclut dans {(V) tel que pour tout û(p) .t 4:(q) dans W

h1h@$,pi, zi(.)))) + hbb@$,qr, zi(.))))

Ce qui implique que :
h(ç$, pn, a!*(.))) * h(p(6,qr, zi (.)))

pour tout p, g dans ,b-t(W), ce qui prouve notre résultat.
tr
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3.6 conservation presque partout de I'observabilité après discré-
tisation

En éliminant l'hypothèse de l'observabilité infinitésimale et en supposant que notre système
continu est analytique et observable nous allons montrer la conservation presque partout de I'ob-
servabilité après discrétisation .
Nous énonçons par la suite le théorème suivant :

Théorème 19. St nous supposons que Ie système (3.1) est obseraable et analytique alors il eriste
6s tel que pour tout 6 inférieure ou égale d 6s I'ensernble A des couples (ro, ro) dans M x M\LM
tel que pour tout u e LR,*(U), il existe /c e N tel que h(ç$,rr,"i(.)) # h(ç@,Ek,u6k(.)) est
densedansMxM.

Dérnonstration. Nous voulons montrer qu'il existe ds tel que pour tout ô inférieur ou égal à 6s,
pour (cs, æe) dans MxM et pour tout Vro xVso voisinage de ("o, do), nouÉr avons VroxV1oÀA f A.

Pour montrer ce résultat nous allons raisonner par I'absurde. Supposons alors que pour tout
ôs, il existe 6 inférieur ou égal à ô6, il existe (ro,zo) dans M x M\LM, il existe V,oxVso
voisinage de (cs, to) tel que pour tout (o, ô) dans Vro x V1o, il existe z dans L* (U) tel que pour
tout /c dans N, h(ç(6,*n,"6n(.)) = h(g$,ar,u6n(ù.

Nous pouvons alors affirmer que
- Il existe V"o x V6o tel que pour tout (c, r) € Vro x V1o nous avons h(a) - k(n).
-  I lex is te ue Læ(U), i lex is teuntemps"r  > 0te lque g( t ,æ,?r( . ) )  €  V,o pour tout t  €  [0 , " r ]

et il existe un temps T2) 0 tel que g(t,î,u(.)) € V6o pour tout t dans [0,?2].
Soit ? le réel défini par T - min(T1,T2), par suite nous avons : pour tout t dans [0, ?]

h(ç( t ,o ,  u  ( . ) ) )  =  h(ç( t ,e ,  u( . ) ) )

Il en résulte que I'application qui à t associe h(ç(t, æ, u (.))) - h(ç(t,2, 
"(.))) 

est nulle partout
car elle est analytique, ce qui est absurde car (3.1) est observable. tr



Généricité de l'observabilité

4T



Chapitrc 4. Génêricité de I'observabilité

4.L Introduction

Nous étudions dans ce chapitre le problème de la généricité de l'observabilité. Plusieurs
rêsultats ont été montres dans le cas continu-discret par Dirk Aeyels dans [2] et [3] et dans
le cas continu par J.P. Gauthier et I.A. Kupka dans [22]. Nous commençons par les rappeler au
début de ce chapitre, ensuite nous présentons notre travail dans lequel nous nous intéressons à
l'étude de la généricité de I'observabilité pour les systèmes discrets avec contrôles.

Lorsque la dimension de I'espace de sortie (p) est strictement supérieure à celle de I'espace
d'entrée (rn), I'obeervabilité devient une propriété générique. Autrement dit tout système peut
être approché par un autre système observable. Plus précisément, I'observabilité différentielle et
l'observabilité différentielle forte qu'on définira plus loin sont des propriétés génériques.

4.2 Topologie de Whitney

Soient X etY deux rrariétés difiérentiables de classe C-. Nous notons C*(XrY) I'ensemble
des applications C- de X dans Y. Soient f eI g deux applications de classe C* telles que
1(ù = S@) = g. Nous dirons que :

L. f aun contact du premier ordre avec g en p si d,f(p) : dg(p).

2. f aun contact du /c" ordre avec g en p si d,f :TX + TY a un contact du (ft - 1)" ordre
avæ, d,g en tout point de QX.

Nous définissons ainsi une relation d'équivalence Nk en p. Autrement dit / -È g en p si
l@) - g(p) - q et si (U,,d étant une carte en p et (V,r/) une carte en g, les applications
,ho f og-L et'i.bogog-1 ont les mêmes dérivées partielles jusqu'àl'ordre k inclus en g(p). Nous
notons ators $,0(X, Y) I'ensemble des classes d'équivalence pour la relation æ6 €n p de toutes
les applications / telles que 1@) = q et nous notons aussi Je(X,Y) = U@,q)exxy4,q6,Y).
Jî(X,Y) est tout simplement égal à" X xY.

Étant donnée une application / dans C-(X,Y), nous définissons I'application jÈl de la
manière suivante :

jkr : x -) Jk(X,Y)
r Ff classe d'équivalence de / dans "Ij,11r)(X, 

y)

jof est simplement I'application :

j o f  :  X  - |  XxY
t à (o, /(r))

Si o est un élément de Jfr(X, Y) alors o appartienr à" $,q(X,Y) pour un certain (p,q) e X xY.
L'application source est définie par

a : Jklx,Y) -r x
o H p

p I  Jk(x,Y) - '  x
o+( l

L'application <but> est définie par
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Il est possible de munir Jb(X,Y) d'une structure de variété, de la façon suivante. Étant donné
(U,d une carte sur X, (V,rD une carte sur Y, on définit une carte Qk(Il,V),Tu,v) sur JÈ(X, Y)
de la façon suivante

Tu,v : Jb(U,V) -f p(U) x 9g) x Bl,^
f  -> (ro, . f ("0),  Tr(rb 

"  h o ç-r)(ro),  .  . . ,Tr(rb o 1* op- l ) (oo))

où
-  xo :  a ( f ) .
- d imX=n ,d imY=m.
- B|,*estlasommedirectedei = 1,.. .  ,  mde Af,,où Af estl 'espace vectorieldespolynômes

à n variables de degré S &, tel que le terme constant est nul.
- Tn(rh 

" l; " ç-r)(cs) est le polynôme en c de degré k donné par les premiers termes de la
série de Taylonh 

" f; 
o g-r en oo après le terme constant.

Soit k un entier positif et soit U un sous ensemble de Jk(X,Y). Nous notons : M(U): {.f e
C*(X,nl ikf 6) CU\. Nous remarquons que M(U)nM(V): M((InV). I l  est faci le de voir
que la famille d'ensemble {M(U)} où U est un ouvert de Jk(X,Y) est une base de topologie sur
C*(X,Y). Cette topologie est appelée la topologie CÈ de Whitney.

Si nous notons lft I'ensemble des ouvertsde C-(X,Y) pour la topologieCk de Whitney
alors la topologie C- de Whitney est la topologie de base W = UT=oW*. Ceci est bien défini car
Wn c Wt lorsque k S l.En effet, si nous considérons l'application tli, : Jt (X,y) -l Jo (X,Y) qui
a tout o dans Jt (X,Y) associe la classe d'équivalence de / dans Je (X, Y) où / est un représentant
de o. Nous aurons par la suite M(U) = M((III*)-t(U)) pour tout ouvert U de Jk(X,Y).

Nous donnons maintenant une description d'un voisinage de / dans C*(X,Y) pour la to-
pologie CË de Whitney. Puisque Jb(X,Y) est une variété différentiable de Cæ alors elle est
métrisable. Soit alors d une métrique sur Je(X, Y) compatible avec cette topologie. Nous défi-
nissons

Bt( l )  :  {g  e C*(x,Y) /va e X;d( jk7@),  jkg(r ) )  <  ô( ' ) }

où d : X + 1R..," est une application continue, Bd(f) est un ouvert pour tout ô. En effet; si
nous notons a I'application source de JÈ(X,Y) dans X et en considérant I'application continue
A,: Jk(X,Y) -r R, définie par o + ô(a(o)) - dUkf @(o),o) et en posant (J = A-t(0,oo), alors
U serait un ouvert de Jk(X,Y) et B5(f) - M(U).

Il est possible de montrer aussi que la collection {at(fl} forme un système fondamental de
voisinage de / pour la topologie CÈ de Whitney. Dans le cas où X est compact, la collection
{,B"(/)} forme un système fondamental dénombrable de voisinage de / où B"(1) - f,6,(/) et
6n(n) = * pou. tout c dans X. En effet, puisque ô est continue et X est compact alors ô est
borné par * pour ?2 assez grand. Il est facile de voir dans ce cas qu'une suite de fonction /, dans
C*(X,Y) converge vers / (pour la topologie Ce de Whitney) si et seulement si jel, converge
uniformément vers jkl.

Rappelons aussi que C*(X,Y) est un espace de Baire pour la topologie C- de Whitney.

4,3 Tlansversalité

Nous rappelons dans la suite quelques théorèmes qui jouent un rôle important pour montrer
les résultas de densité et d'ouverture.

Nous commençons par rappeler la notion de transversalité. Soient f : X + Y une application
C*, W une sous variété de Y et c un point de X. Nous dirons que / est transverse à I,7' en z
(/ ô 17) si
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t .  f  (a )  lw
2. ou /(a) €W et Tyç,f :T1çyW + d,f (r)(T,X)
Nous énonçons par la suite le théorème de transversalité de Thom démontré dans [23].

Thêorème 2O. Soient X et Y deux uariétés différentiables C* et W une sous uariété de
Jr(X,Y). SoitTw - {T e C*(X,Y)/jkr h W}, T,yy est résiduel dans C*(x,Y) pour Ia
topologie C* de Whitney. En plus si W est ferrné alors Ty est ouuert.

Nous utilisons souvent la version multijets de ce théorème. Avant de l'énoncer, nous rappelons
quelques notations.

So i t s€N I * , nousno tonsTç ( " ) - { ( " r , . . . , a " )  €Xs fa ;+ r j pou t  l < i<  jSs } .Cons idé -
rons I'application suivante

ot" :  Q|(X,Y))" -|  Xg
(o r , . . .  , o r )  ' - l  ( o (o t ) , . . .  ,  G (o " ) )

Nous posons 4(X,Y) = (a")-t1Xt");. Il est clair que {(X,Y) est une sous variété ouverte de
Jh(X,y). Si f z X -> Y est une application de classe C-, alors nous pouvons définir

j:f . ;ç(") -| fi(x,y)
( c r , . . . , o " )  +  Uk f@ù, . . . , i k l@) )

Nous énonçons si dessous le théorème de transversalité multijets démontré dans [23].
Théorème 21. Soient X etY deur uariétés C* et W une sous uoriéte de J!(X,Y). Soit
Tw = {1 e C*1X,Y)/j:f h W}, Tw est résiduel dans C*(X,Y) pour Ia topologie C* de
Whitney. De plus si W est compact alors Ts est ouuert.

Remarque 9. Si W est une sous variété de "If (X, Y) tel que a"(I,7) est un compact de X(") alors
Tw est un ouvert de C-(X, Y).

Avant d'énoncer le théorème d'Abraham qui joue aussi un rôle important pour montrer les
propriétés de densité et d'ouverture, nous rappelons quelques notations.

Soient A, X et Y des nariétés C*, p: A + C*(X,Y) une application.
Pour (o € A), nous notons po I'application de classe Cæ

pa :X - |Y
æ é p(a)(x)

p est une représentation C- si et seulement si I'application évaluation suivante

êup  :  AxX  - )  Y
(o,r) '+ p(a)(s)

est de classe C-.

Théorème 22. Soient A, X etY des aariétés C*, p: A + C*(X,Y) une C* représentation.
SoitW une sous uariété deY , nous notons Aw la parlie ile A défi,nie par Ayy - 1o e A/p" rhWl'.
Si nous supposons que

1. X est de dimension finie n et la codirnension deW ilansY est finie.
2. A et X satisfont le ileurièrne ariome de dénornbrabilité.

3. euo rh W.

alors Ay est résiduel ilans A pour Ia topologie C- de Whitney.
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Abraham a montré dans [1] le théorème d'ouverture pour I'intersection transverse.

Thêorème 23. Soient A, X et Y des uariétés C*. W une sous aariété fermée de Y , K un
compact d,e X. Soit p: A + C*(X,Y) une C* représentation et soit AKw : {a e Alp, rf,
W pour æ e Kj. Agyy est un ouaert.

Nous rappelons le théorème de plongement de Whitney, voir [23].
Théorème 24. Soient X etY deur uariétés C* tel que dimY ) 2 dim X *L et X est compact.
L'ensernble des applications f eC*(X,Y) tel que f est un plongement est un ouuert dense de
C*(X,Y) pour Ia topologie C* de Whitney.
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4.4 Gênéricitê de I'observabilitê des systèmes continus-discrets et
des systèmes continus

Nous rappelons dans ce paragraphe les travaux de Dirk Aeyels, voir [2] et [3], dans lesquels
il s'intéresse à la généricité de I'observabilité pour les systèmes discrets. Nous rappelons aussi
les, travaux de J.P. Gauthier et I.A. Kupka, (voir [22]), dans lequel ils prouvent la généricité de
I'observabilité pour les systèmes continus et d'autres resultats plus généraux.

Dirk Aeyels s'est intéressé au systèmes continus sans contrôles définis ainsi

I n'@ = /('(r))
I y(t) : h(r(t)) (4 .1)

avec / z M -> TM un champ de vecteurs de classe C- et h z M -r R de classe C- où M est
une variété compacte Cæ.

Il considère ensuite le discrétisé du système (4.1), défini au chapitre 2. Les observations sont
faites en temps discrets tt,t2,.... Soit P un programmed'échantionnage c'est à dire un ensemble
fini de points tr,... ,t; € [0,?] , où ? est un réel fixé. Dirk Aeyels a travaillé avec la définition
d'obser\xabilité suivante :

Définition 19. Le système (4.1) est P-observable si et seulement si pour tout couple de points
dist incts (*,y) e M x M, i l  existe t;  € P tel que h(ç(t i ,*)) + h(ç(t;,y)), où p(t;,a) est la
solution de (a.1) de condition initiale c.

Remarque 10. 1. Il est clair que si le système (4.1) est P-observable alors il est obserrrable.

2. Pour les systèmes linéaires la définition précédente est équivalentes à la définition classique
de I'observabilité.

Dans son premier théorème, Dirk Aeyels a montré que pour un champ de vecteurs fixé /, toute
fonction de sortie h peut être approchée par une autre fonction à tel que (/,Iz) est P-observable.
Arrant de présenter le théorème, nous donnons les deux lemmes suivantes.

Lemme 9. Soient T un réel finé et .A Ie sous ensemble des charnps d,e uecteurs possédant un
nombre fini ile points d'équilibres et dont le nombre il'orbites périodiques aaec période inférieure
ou égale àT est fini. "A est un ouuert dense de C*(M,f M),

Lemme lO. Soit f e A un champ de uecteurs de points d'équilibres tr,...ri. Le sous ensemble
B de C* (M, lR) des fonctions h tel que h(ri) # h(, ), i, { j , est un ower"t dense de C- (M, R) .

Théorème 25. Soient I e 'q, et T un réel firé, I'ensemble des applications h dans C@(M,R)
tel que (4.1) est P-obseruable est un ouuert dense de C-(M,R) pour presque tout programme
il'échantillonnage P constitué par (2n I l) points t;, 0 I t; I T.

Dans son deuxième théorème, Dirk Aeyels a montré que pour une fonction de sortie fixê h,
tout champ de vecteurs / peut être approché par un autre f t"l qu" (f, h) est P-observable.
Avant de présenter le théorème, nous donnons les deux lemmes suivantes.

Lemme LL. Sodt D Ie sous ensernble de C*(M,R) des applications h auec un nornbre fini
de points critiques non dégénérés n; et h(a;) # h(r) pour i + j.D est un ouuert dense de
c-(M,R).
Lemme L2. Soit h f,ré dansD, considérons le sous ensemble t intersection des ensembles tr,
t2 et 83 définis respectiuement par :

1. Deur points d'équilibres n'apparliennent pas à Ia même surface de niueau de h.

2. Deur points d'équilibres ne coincident pas auec des points critiques ile h.
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3. Aucune courbe intégrale ne contient ileur (ou plus) points critiques de h.

L'ensemble t est un ouuert dense de C*(M,f M).

Théorème 26. Soient T un réel firé et h une fonction firée ilans D. I'ensemble iles champs de
uecteurs f dans C*(M,TM) tel que (aJ) est P-obseruable est un ouuert dense ile C*(M,TM)
pour presque tout prograrnrne d'échantillonnage P constitué par (2n { 7) points t;, 0 1 t; 1 T.

Dirk Aeyels a construit dans [3] un exemple de système dynamique non observable pour tout
programme d'échantionnage constitué seulemenl de 2n points. Des petites perturbations de ce
système ne modifient pas la non observabilité du système.

Remarque 11. 1. Les résultats précédents peuvent être prolonges dans le cas où M est non
compacte. Dans ce cas, on remplace ouvert dense par un ensemble résiduelle.

2. En ce qui concerne P-observabilité , Dirk Aeyels a appelé un système (f ,h) P-observable
sur  [0 ,?]  s i  e t  seulement  s i  I 'appl icat ion r  ,+  (hoç( t t ,o) , . . . ,hog( t2n+r ,c) )  est  un
plongement de M dans R2"*1. Cette définition tient compte également des remarques
proposes pas Kalman et Sontag dans [52]. Les deux théorèmes précédents sont aussi vrai
avec cette définition d'observabilité forte.

Pour des raisons pratiques, il est plus facile de manipuler les systèmes où la fonction de sortie
à dépend de z. Les systèmes que nous considérons sont de la forme (2.L4). La topologie avec
laquelle nous allons travailler est celle de Whitney, voir [23].

L'observabilitê différentielle et I'observabilité différentielle forte pour les systèmes continus
ont été introduites par Jean-Paul Gauthier et Ivan Kupka dans [22]. Avant d'exposer ces notions,
nous introduisons quelques notations.

Nous notons zN = (z(o),...,2(N-t);. Nous supposons dans la suite que le contrôle z est
régulier. Nous considérons le champ de vecteur /N sur M x U y Xg(N-l)zn définie par

l* (r,r(o),..  .  ,  z( '-r); =iï, lr,ug*+ i Ë rr(t*t, =r,,, .
7=r 

' ori 7o 7=t ïuY,

avec ?r(i+l) - #(ùlr=oi0 ( j < N - L. Nous introduisons l,application suivante :

Sdjd 'o)  :  MxYaXg(N-t) 'n -)

(r 'u) +

Dêfinition 20. (2.L4) est différentiellement observable d'ordre N si S{jd'â) est injective. Il est
fortement différentiellement observable si S{jd'") est une immersion injective.

Remarque 12. La raison pour la quelle nous avons introduit cette définition est que lorsque p >
ræ, L'observabilité différentielle et I'observabilité différentielle forte est une propriété générique.

Nous supposons dans la suite que M et U sont des variétés compactes et p ) m. Nous
énonçons maintenant les résultats démontres par Jean-Paul Gauthier et lvan Kupka dans [22].

Thêorème 27. {(1,h) e C*(M x(J,TM x Rr)/S{jd'h) est une immersion } contient un ouuert
dense de C*(M x U,TM x RP) pour N )_2n.

Théorème 28. |U,h) e C*(M xU,TM x RP)/Sétil'h)est injectiae]1 contient un ensemble ré-

R N p x U x l t ( N - l ) l l ,

(à(o,  z(o) ; ,  L lnh(a,g,0) , .  . .  ,  ( t r l r )N-Lh(n,g) ,ux)

siduel dans Cæ(M xU,TM x Rp) pour N ) 2n*L.
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Théorème 29. {(f,h) e C*(M x(I,TM x Rp)/Sdjd'h)estunplongement} contient un en-
semble résiduel i lans C*(M xUITM x Rp) pour N > 2n*L.

Soit B un réel positif, on note Is:l-B,B).

Théorème 30. {(/, h) e C*(M x II,TM x Rp)/la restruction aes6\d'h) am x U x tf 
-rl^

est un plongernent\ est un ouuert i lense de C*(M xU,TM x Re) pour N ) 2n*L.

Si M est en plus analytique, on aurait le théorème suivant.

Théorème 31. {(/, h) e C'(M x U,TM x no)/Sé$'h)"rt un plongement} est dense dans
C* (M XU,TM x  RP)  pou r  N  22n*L .

Remarque 13. L. tous les resultats de densités sont aussi vrai si M et U sont non compactes.

2. tous les réeultas sont aussi vrai pour U variétés compacte à bord.
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4.5 Génêricité de I'observabilité d'une classe de systèmes discrets

4.6 Introduction

Nous étudions dans ce travail le problème de la généricité de I'observabilité pour une classe
de systèmes discrets. Lorsque la dimension de I'espace de sortie est strictement supérieure à celle
de I'espace d'entrée, I'observabilité devient une propriété générique. Autrement dit tout système
peut être approché par un autre système obeervable.

Notons que Dirk Aeyels a montré dans [2] et [3] quelques résultats concernant la généricité de
I'observabilité pour les systèmes continus-discrets et que J.P. Gauthier et I.A. Kupka ont montré
dans [22] la généricité de I'observabilité pour les systèmes continus. Plus précisément, ils ont
montré que I'observabilité différentielle et I'observabilité différentielle forte sont des propriétés
génériques.

Avant d'énoncer notre théorème, nous donnons quelques notations et définitions. Pour des
raisons mathématiques, nous supposons que lz dépend de z. Considérons le système suivant

[  ,o*, = f@r,un)
I  y r  :  h(ap,up) (4.2)

- f eI â sont deuxapplications respectivement de M xU dans M etde M x U danslRpde
classe C-.

- M et (/ sont deux variétés C- de dimension respectivement n et m.
ll existe beaucoup de notions d'observabilité, voir [26], nous travaillons avec cette définition :

Définition 21. Le système (a.2) est observable pour toute entrée si et seulement si pour tout
couple d'états (to, 

"o) 
et pour toute entrée admissible (zo, ... ,uk,...), i l existe un indice /c tel

que h(op, uk) + h(Ep,up).

Rappelons maintenant la notion de transversalité.

Dêfinition 22. Soient f : X + Y une application C*,,W une sous variété de Y et c un point
d e  X .  N o u s d i r o n s q u e . f  e s t t r a n s v e r s e à  1 4 /  e n r  ( f  h W )  s i  / ( o )  / W  o u  f ( æ )  e W  e t
716,f =Ty61W + df (x)Q,X).

La topologie utilisée sur I'espace C*(X,Y) est la topologie de Whitney, voir [23]. Nous
énonçons ci-dessous quelques théorèmes qui jouent un rôle important dans la démonstration de
nos résultats. Nous commençons par énoncer le théorème de transversalité de Thom démontré
dans [23].
Théorème 32. Soient X etY deur aariétés différentiables de classe Cæ etW une sous uariété
de Jk(x,,Y). soit Tw - {r e c*1x,Y)/jkr h w}, Ts est résiduel ilans c*(x,Y) pour Ia
topologie C* de Whitney. De plus si W est fermé alors Ty est ouuert.

Nous utilisons souvent la version multijets de ce théorème. Avant de l'énoncer, nous rappelons
quelques notations. Si o est un élément de Jb(X,Y) aJors o appartienr à $,q(X,Y) pour un
certain (p,q) e X x Y . Nous définissons I'application source par

ot :  Jb(X,Y)
o

Nous définissons aussi I'application <but> par

p I  Jk(x,Y)
o

-)x
+p

-)x
+q
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Soit s € Nl*, nous notons 7ç(") - {(rt, . . . , o") € X" f x; + î j post 1 < i < j S s}. Considé-
rons I'application suivante

ot' : (JÈ(X, y))" -f Xs
(o l ,  . . .  ,  o r )  +  (o (o t ) , . . .  ,  a (o " ) )

Nous posons l!(X,Y) - (a")-r1Xt"l;. Il est clair que "If (X, Y) est une sous variété ouverte de
J*(X,y). Si f : X -> Y est une application C- alors rrorrs pouuons définir

j! f i yG) -| t(X,y)
( c r , . . . , o " )  ' +  ( j k I@ù , . . . , i k f@) )

Nous énonçons par la suite le théorème de transversalité multijets démontré dans [23].
Théorème 33. Soient X et Y deur uariétés C* et W une sous uariété de fi(X,Y). Soit
Tw = {f e c*1x,Y)/j:f h w}, T14t est résiduel dans c*(x,Y) pour Ia topologie c* d"
Whitney. En plus si W est compact alors 71ry est ouuer"t.

Remarque 11. SiW æt une sous variété de.t!(X,Y) tel que a"(W) est un compact 6s X(")
alors fi,y est un ouvert de C-(X, Y).

Avant d'énoncer le théorème d'Abraham qui joue aussi un rôle important pour montrer les
propriétes de densité et d'ouverture, nous rappelons quelques notations. Soient A, X et Y des
variétes C*, p: A + C*(X,Y) une application.

Pour (a € A), nous notons po I'application de classe C-

pa :X - | y
æ è p(")(x)

p est une représentation C- si et seulement si I'application évaluation suivante

êup  :  AxX  - )  Y
(o,r) r+ p(a)(a)

est de clasge C-.

Théorème 34. Soient A, X etY des uariétés C*, p: A + C*(X,Y) une représentation C*.
SoitW une sous aariété deY , nous notons Aw la partie de A itéfinie par As - 

{o e A/p" rh W}.
Si nous supposons que

1. X est de dirnension finie et la codimension de W ilansY est finie,
2. A et X satisfont le deuûèrne axiome ile dénombrabilité.

3, eu, h W.

alors As est résiduel dans A pour la topologie C* ile lhitney.

Abraham a montré dans [1] le théorème de I'intersection ouvert.

Théorème 35. Soient A, X et Y des uariétés C-. W une sous uariété fermée de Y , K un
cornpact de X. Soit p: A + C*(X,Y) une représentation C* et soit AKw = {a e A/p" rh,
W pour a €. Kj, Ays est un ouuert.
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4.7 Résultat principal

Les systèmes considérés sont de la forme (a.2) où
- M et U sont deux variétés compactes, connexes.
- I'espace des entrées est I'espace des suites (uorurr... ,,tlkr...) à valeurs dans U.
-  p> rn .
- f Ga) est un difféomorphisme pour tout z. En effet, I'ensemble des difféomorphismes pa-

ramétrés est un ouvert.
Avant d'énoncer notre théorème, nous introduisons quelques notations et définitions. Nous notons

o 
( ro,  I t r t t  .  ,  . ,  u iv- r )

T(a,uo)
1U@,uo),ur)

/ ( . . .  ,  f  U@,zo) ,  ur ) ,  . . .  , ,uzn-r )

uN

r@,@
1'@,ur)

f'" (r, uzn)

Nous notons aussi

D = {f e C*(M x U, M)lf (., z) est un diféomorphisme pour z e U}

Nous munissons 2 de la topologie induite C- de Whitney. nous savons que l'ensemble des
fonctions 1 e C*1U, M) telle que .f est un difféomorphisme est un ouvert de C*(M,M). Nous
montrons aussi de la même manière que D est un ouvert de C*(M x U, M), voir [27]. En effet,
il est possible de montrer que D est I'intersection de deux ouverts D1 etD2 de C*(M xU,M)
définis ainsi :

Dr: {f e C*(M x U, M)lf (., z) est un plongement pour u e U}

Dz: {f e C*(M x U, M)/f (., u) est une submersion pour u e U}

Notons que .f (., u) est une submersion si et seulement si sa différentielle est surjective. /(., u) est
un plongement si et seulement si /(., z) est un homéomorphisme de M dans /(., u)(M) et f (.,u)
est une immersion. Considérons I'application

SOlj;!),  :  Mx(U12"+r -) 6(zn*1)rx(U)2n+r
( r ,uzn+t)  *+ (h(x ,us) ,h( f ( r ,uù, î r r ) , . .  . ,h(12"(a,d,uzn) ,uzn+r) )

Par analogie avec le cas continu, nous introduisons la définition de I'observabilité forte.

Définition 23. Le système (4.2) est dit fortement observable si et seulement si S{[l"f), est
injective.

Remarque /5. Si (4.2) est fortement observable alors il est uniformément observable.
Théorème 96. L'ensemble des applications (f ,h) eDxCæ(M xU,RP) tel que le système (4.2)
est foûement obseruable est dense dans D x C-(M x 4 RP).

Nous savons que le Théorème d'Abraham fonctionne avec des ouverts d'espaces de Banach, or
I'ensemble des couples (1",h") ne constitue pas un espace de Banach contrairement à I'ensemble
des couples (X",h") où X" est un champ de vecteur (conformément au travail de Gauthier-
Kupka).

Deplus, nouspouvons avoirdes égali tes detypes : ( |k(a,yf),u*) = (fk'(x,u*'),up,),(fk(x,,u*),u1,) =

Uk' (z , , r r t , ) ,û ,1, , )  e t  ( fk(æ,g) ,uk)  + Uh@,@,zy)  avec k ,k t  e  {0, .  . .  ,2n}  et  k  + k , .  pour  À
raisons nous introduisons les définitions suirrantes.
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Définit ion 24. Soit f  € D,nous posons S; = {(*,ur^+r) €. M xgzn+r f3k € {0, .  . .  ,2n},,1k' e

{0, . . .  ,2n} /k  # t t ' , |k ( r ,ù  = Tk ' (* , ,ù}
Définition 25. L. Soit I eD, nous posorrn Sj - M x Lr2'+r\S/ :{(æ,ùzn+r) €. M x

gzn+t  fY lc  € {0, . . . ,  2n} ,VIc t€ {0, . . . ,  2n-  L} /k  *  k ' ,  fk@,y l )  #  Tk ' ( r ,ù}

2. (Si x U1 : {(*o,urn+r, do) € Sj x M/æs * æo}

Nous allons partager Sï *. M en deux parties.

Définition 26. Soit I €D, nous posons Fy = {(ro,uzn+r,do) € 6ii. q/

f i r , . . . , f "  e t  j r , . . . r i ,  e .  { 0 , . . . , 2n }  t e l s  que  i 1 , . - . , i p ' son t  d i s t i nc t s  deux  à  deux  e t
{ ju . . . , j r }  =  o{ù, . . . , i " }  où o est  une permutat ion de r  é léments,  2  1 r  1  2n et ,

( ( . fd ' ( ro ,  %.) ,u ; r ) ,  .  .  .  ,  ( f i '@uu;" ) ,u ; , ) )  -  ( ( " f i '  (do,u i r ) ,u i ) ,  .  .  .  , ( f i "  ( ro ,ù,uù) \

Définit ion 27. Soit f  €D, nous posonsDy = Sj; M\4 = {(ro,uzn+t,do) € (Sï; M)/

V i r , . . . , i ,  e t  j r , . . . , j ,  €  {0 , . . . , 22 }  t e l s  que  i 1 , . . . , i "  son t  d i s t i nc t s  deux  à  deux  e t
{ ju . . . , j r }  :  o{û, . . . , i r }  où o est  une permutat ion de r  é léments,  on a

((/d'(oo,3d ,u;r)t .  .  .  ,  (1i '(*o,lJl ' .r),u;,)) * (1i '(Eo,rir),uir), .  .  .  ,  (f i" (ro,yL),uù)\

4.8 Preuve du résultat principal

La démonstration se fait en plusieurs lemmes.

Lemme tS, Soit Al l'ensemble iles applications (T, h) e D x C* (M x U, RP) uérifiant :
Sô{;I\@o,"r"+t) * Sô{;?r@o,uzn+r), pour æst' Es, (xs,uz,+t) er (es, 

"r"+ù 
dans Ss.

A1 contient un ouuert, dense 01 ile D x C*(M x t/, Re).

Lemme L4. Soit A2 l'ensemble iles applications (/, /r) e D x C@(M x U, Re) uérifiant :

S O{j;I\(, o, uzn+r) + S ô{;Ilr(* o, uzn+r), pour (x s,,ttr2n+r t i s) dans F y .
A2 contient un ouuert dense 02 de D x C*(M x 4 R1.

Nous considérons p la projection définie par

p  :  DxC* (M  xU ,Rr )  - |  D

U,h) *> t

Lemme L5. Pour I frré ilans p(O1fiOz), nous iléfinissons As corntne étant l'ensernble des
applications h e C*(M x 4 Rp) aérifiant :

S Olj;I\ (a o, uzn+ r) + S O!j;?r@ o,,tlzn+ r), pour (a s,, !zn+ r, d s) dans D y .
As est dense dans C*(M x 4RP).

4.9 Preuve du thêorème

Nous avons vu que 2 muni de la topologie induite C- de Whitney est un ouvert de C*(M x
UrM). D'après les lemmes L3 et 14 I'intersection de 01 avec Oz æt alors un ouvert dense de
D x C*(M x U, RP).
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. . !.oi, a.lors (/e, hs) eD x C*(M x 4Re) et V1 x V2 vn voisinage ouvert d" (.fo,hp)_. il existe
U,h) e (V1xV2) n (Ot îOz), par suite il existe UtxUz un voisinage ouvert d" ("f,[) tel qu"
U1x U2 Ç (Vr x V2)î (OrnOz).

Soit maintenant / € Ut et h e Uz, d'après le lemme L5, il existe h € Uz tel que ht € As.
Nousdédu isonsa lo rsqu ' i l ex i s te  (T ,hù  appar tenan tàA l f tA2e th r€Aa  pou r /€ t l r .  I l en
resulte qu' i l  existe ( l ,hù €DxC*(M x U,Rr) telque SOf;I\)@o,uzn+r) + SO{j;I :r)tro,uzn+r)
pour os f ds.

4.LO Preuve du lemme 13

La démonstration de ce lemme est très technique, elle est basée sur I'utilisation du théorème
de Thom multijets. Pour pouvoir utiliser ce théorème, nous allons decomposer I'ensemble ,5p.
Pour cela, introduisdns I'ensemble Si des éléments (x,uzn+t) dans M x (J2n+r vérifiant :

1. fs'  € {0, . . . ,  s - r} /  f"(a, u") :  f ' '  (x,u")

2 .  f i@,ù  #  f i@,u ) ,Y i , j  e  { 0 , . . . , s  -  1 } .

Il est facile de voir que .5y : U!3, Si. En effet, il est évident que U31r Si c Sy. D'autre part,
soit (c, @ € ^5;, nous considérons I'ensemble f dêfini ainsi

f :  {(k, k')/0 < k < k' <-2n et fk'@,@ - Tk(r,ù}

Nousposonss= min(&,1r ,yçr lc ' ,  i lex is tea lorskte l  0  (  k  < set  f ' ( r ,u" )= fk@,u;) .  i lestc la i r
que si i , j  e {0,.. . ,s - 1} alors l i(r,yù * f i@,u), ce qui prouv€ que 51 C U33, Sï.

Nous allons donc prouver le lemme 13 pour tous les couples (xoruzn+t) et (es,rtz^+t) avec
(ro,uzn+r) dans Sjl et (ds,dzr,+r) dans.Sj'?.

Soient alors (a6, 
"r"+ù 

€ Sit et (ao,uzn+r) e Si'z tels Çue os f es. Nous pouvons supposer
sans perte de générali té que s1 ) s2. I l  existe s',  e {0,.. .  ,  sl - l}  et sr, e {0, , . .  ,s2- 1} tels que

-  /o ' ( ro ,b) :  f " i ( ro , ,z" i )  e t  f ' r (ûo,ù = I 'L@o,!4) .
- d'autre part /d(ca, %) + | i@o,yjt) Vi, j  e {0,..1,", - 1} et f i@o,k) * f i@o,n),

V i , j e {0 , . . . , s2 -1 } .
Nous notons

æ; = f i (as, ! i ) ,2 ; :  1(a; ,u ; ) ,g ;  = h(c ; ,u ; )

h  -  f i (Eo ,k ) , z ; :  f  ( î ; , t r ; ) , g ; :  h (E ; ,ù ; )

Pour pouvoir utiliser le théorème de Thom multijets, nous allons étudier les relations entre les
(a;,u;) et (-;, ii;). Considérons les deux listes suivantes

L1  :  (ægru t ro tZo tyo ) , . . .  ,  ( oo r - r ,  Ue r - t rZq - t rgs r - r )

L2  :  ( î s ,  î . t o ,  2o ,ùo ) ,  .  .  . ,  ( d " r - r ,  ù r r -1 ,  2q - ! , û " r - r )

Tous les éléments de la liste Z1 sont distincts deux à deux, mais ce n'eet pas forcément le cas
pour les éléments de la liste .[2. Il peut se faire aussi que certains éléments de la première liste
soient égaux à des éléments de la deuxième liste. Remarquons que deux éléments (r;,u;, z;ry;) et
(îi,rtit2i,tù, respectivement (-;, rti,2i,yi) et (Ei, ù1,21,!i) sont égaux si et seulement si (z;, z;)
est égale à (ày, d;) respectivement (d;,ù;) est égal à (E j,tr).

Pour chaque indice fr tel que 0 < fr < sl - 1, considérons l'ensemble d'indices

Ie  -  { i /0  (  a ' (  s1  -  1e t  (æ* ,u* )  -  ( t i ,U i ) }
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Nous remarquons que les 11 sont disjoints deux à deux (éventuellement vides) et que sous I'hy-
pothèse uzn+t: tr2n+r et xs { ds, nous avons k / In car sinon fk@o,yt):.fÈ(ôo,ur), ce qui
entralne eue os : to car f (.,r) est un difféomorphisme.

Nous appelons partage de {0,1, ... , sr - 1} la donnée de s1 parties Io,. .. , /"r_l (éventuel-
l emen tv i des )  d i s j o i n tesdeuxàdeuxe t t e l l esquek / I n (pou r0S f t<s r -1 ) .É tan tdonné
un partage (10,... , /"r-r), nous dirons que les points (*o,rr"*r) et (dsruza+r) dans Sjr et
Sf (sr ) s2) respectivement, sont dans la configuration (/s, - J",-1) si f,ôFtout & tef que
0< f r (2nnousavonsuk= l t ke t s i pou r tou t / c t e l que0< f t ( s r - l nousavons l ' ensemb le
des indices f tel que 0 < i < sr - 1 et (c6, uk) = (û;,ù;) est égal à.Ir.

Soit maintenant P = (I0,.. .  ,  Io,_r) un partage de {0, 1,.. .  ,sr - 1}, soient (os, zzr+r) et
(Eo,Ttzn+r) dans Sil et Sf (s1 ) s2) respectivement, dans la configuration (.Is,...,1"1J en
écrivant toutes les égalites entre les éléments de la liste .L1 et les éléments de la liste ,L2, nous
aurons des égalités entre les u; et les u1. Sous I'hypothese %2n+t = Ir2n+rt ces egalites peuvent
être liees. Nous allons examiner la possibilité d'avoir une égffi-iiée.-

Nousappe l l e ronscha lne tou tesoussu i te " I ; r r . . . r l i , de {0 ,1 , . . . , s r - l } t e l l eque :

Remarquons qu'une chalne est définie à une permutation circulaire prés. Nous allons montrer
que deux chaines sont disjointes ou identiques. Soit ftr,...,fi, et lir,...,Iio deux chaînes avec
r 1. a. Si ces deux chalnes ne sont pas disjointes, nous pouvons supposer que .[, - .I1, donc
û = h et par conséquent ù € I;z(115, ce qui entralne que i2 - j2 car les ensembles sont-àeux à
deux disjoints. En raisonnant par récurrence, nous montrons les égalités

Maintenant, nous ne pouvons pas avoir r < a car sinon i, € I;, f /j,*, ce qui implique i1
jr+r = h, ce qui est absurde.

Soit ̂ I;, ,. . . , fi, une chalne, par définition nous pouvons écrire les égalités

:
1trir = ûir_,

Uû = tti,

Sous I'hypothèse uzrr+r = û2n+r, nous en déduisons que

Uir-,

itrir

i'1 € liz
i2 € I;s

ir-t ; I;,
i, € I;t

x 1 : J t

i 2 :  i z

o î  J f

Ui2 : llit

l.tis = îIiz

Ui2 = Tlir

uis = ui2

Uir =

ITù :
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mais il est clair que l'égalit6 uh e, peut se déduire des r - 1 fualites.
Reciproquement, considérons deuxsuites d' indices (ir, . . .  , i") et ( jr , . . . ,1") de 0,.. .  ,sr - 1

telles que :
- les j ; ,  sont dist incts deux à deux (/c: 1,.. . ,r).
-  i r e  / ( i 6 )  Pou r  k=L , . . .  ' r .

Nous en déduisons les égalités

d'où en supposant eue u21.r-1 = û2n+l

uir : uir

Supposons que I'une de ces égalités soit redondante, par exemple supposons que I'egalitê u,1, -- 'u,i,

puisse se déduire des r - 1 égalites précédentes. Il existe alors Ic1 tel que ik, = j, et nous avons
alors u;*, = 11i*r.

Si ft, - i" alors nous avons

in '= i ' '  €  l i r ' = I i '
j' € Ii,

d'où la chaîne I j,,Ii,.
S'il n'est pas possible de trouver k2 tel que i*, = ip, la dernière €alité ne peut pas se déduire

des (r - L) premières.
Plus généralement, la dernière égalité pourra se déduire des (r - 1) premières si nous pouvons

trouver des indices ' ikr,. . .  , iko*r, jkr,. . .  ,Jto tels que

avec jyo: irr ûlais nous pouvons alors écrire

i * r € l i r r = I i ,
i*, € lixz = Iir,

: :
i r=iho € l ixo = I j ro_,

i ' € I ; , = I i r o

dtoù la chalne l i ror l i ro_rr.  .  .  ,1 i , .
Pour chaque partage P: (1o,...,/rr-r),nous pouvons avoir /cha,lnee avec 0 < t < sr - 1.

Nous allons montrer que pour chaque partage 2 et pour chaque valeur de I I'existence d'un
ouvert partout dense O$ de D x C*(M x 4 Re) tel que si (/, â) daræ O$ et si (os, uzn+r) et
(îo,rtzn+t) dans,Sit et S"y2 (sr 2 

"z) 
respectivement, sont dans la configuration {/0,...,/",-r)

ltir = ùj,

'ltrir = û j,

l.Lir = U j,

i, : i*r
i*, = ixz

Jko : c,ko+r
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alors lr(c;, u;) I h(d;,Z;) pour un certain i entre 0 et s1 - 1. L'existence de cet ouvert Olp se
dêmontre par I'utilisation du théorème de Thom multijets.

Soit (. Ie,.. .  ,  I",-r) un partage de {0, 1,.. .  ,  sr - 1}, soient (æo,uzn+t) et (-s, Zz*+r) dans
Slr et Si' (sr > 

"r) 
respectivement, dans la configuration (.Is, . .. , /r,-r). Posons g = sr -

c r  - 1

! card .16, nous allons appliquer le theorème de Thom multijets à des ensembles différents
lc=0
suivant les valeurs de g et les valeurs de /. Il est évident que 0 ( g ( sr. Nous distinguerons dans
la suite deux cas.

Premier cas { = 0 : Nous commençons par montrer que si (. = 0 alors g ) 0. En effet, si
g = 0 alors nous avons dans ce ca,s e1 égalités entre les éléments de la liste .L1 et les éléments de
la liste.[2. Soit i1 tel que I;, f 0, comme ù É I;, il existe iz* ù tel que \ € I;", de même il
existe i3 tel que i,z €. I;s. Nous pouvons alors écrire

Iir*,

mais cette suite est finie, elle comporte au moins deux termes égaux, il existe alors & < I tel que
ir = it. Remarquons que I + k + L, nous pouvons alors écrire

I;z
I;s

i1  €
i 2 €

i1, è

€
€

;

Ii**,
Ii*r,

J;x

ce qui nous donne la chaîne lk,...,I1-1. Nous venons de montrer que si /= 0 alors 0 < g ( s1.
Nous considérons dans ce caa la liste L1 et la liste Lt2 extraite de L2 en supprimant tous les

termes dont les indices appartiennent à la réunion des ,Ip.

Lt, z (arr, ûrr, zr, trr)i . . .i (Err, ùrr, zrr, trr)

ôv€c 11 1 rz 1 ... I rc. Dans la liste .['2, il peut exister des egalités entre certains termes.
Nous ne conservons alors qu'un seul élément de chaque classe d'égalité, plus précisement, nous
conservons celui d'indice le plus élevé. Nous obtenons alors lalisre Ll.

L'l : (4r, ùtr, 2t, ttr) i . . . i (E t 0,, ltt o,, 2t o,, tt o,)

Il est facile de trouver s1 égalités dans.Ll entre les termes ri et zi. En effet, nous pouvons
écrire les égalités

2 9 : 1 1

2 1 = 4 2

2q-2

ix
i t  +r

i t-r

2 " t - !  =

o c r - 1

a r,,

Nous allons établir qu'il y a au moins g' egalites dans Lt/ entre les termes f; et entre les termes
ai et îi. Examinons deux termes consécutifs dans L'/ : (4rrrltr,Zti,Vtr); (tr*r,ût;11rZt;arrtt;ar)
avec  f  €  { 1 ; . . . ;  q ' -  1 } .
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- Supposons que t;11 : t; * 1, nous avons dans ce cas 2q: ori+,.
- sinon, t;+t ) ti * 1. Dans ce cas, le terme (Ir,+t, ûtr+trZtr+t,ùtr+r) a étê supprimé parce

que
-  o u b i e n  i l e s t é g a l à u n t e r m e d e , L l  e t p a r s u i t e i l e x i s t e ,  €  { 0 , . : . , s l - 1 }  a v e c  i  * t ; + t

tel que r,tr+t: cx', dtoù Zti = î j.
- ou bien il est égal à un terme de la liste L'l et par suite il existe i e {t;+r; . . .; to,} tel

que d1,"r-1 : E j el par suite 2t, = E j.
Nous constatons alors que les (g'- L) premiers termes de la liste L'l noue donnent (q'- 1) égalités
portant sur les 2;. Nous distinguons par la suite deux situations . Nous commençons par supposer
que to, ( sr - 1. Dans ce cas, le terme (dro,+t, tto,+rrîto,+2ryt,,+t) a été supprimé parce qutil

es téga l  àun te rmede.Lr .  I l  ex is tea lo rs  j  €  {1 , . .1 ,s r  - i }  aveè i  # tq ,  *1 te l  q red1o,a1-_  r i t
d'où 21r, : oit ce qui nous donne une égalité de plus.

L a è l e u x i è m e s i t u a t i o n s e p r o d u i t l o r s q u e t o , = s r - L . N o u s p o s o n s r : m a x { j / j < s r - 1 e t
(a1,ùi ,z i , t )  4 L| l \ .

Si r n'est pas défini alorc L'l comporte sr termes et nous avons l'égalité supplémentaire
do" = 1",. Si r est défini alors le terme (irrurr2r,,Ar) a été barré

-  pa ice  qu ' i l  ex is te  j  €  {0 , . . . , s I  -  1 }  avec  i  * ,  e t  (â " ,  ù r ,2 r ,9 , )  =  ( t i ,u i , z ; ,y ; ) .  Nous
avons par la suite /(ô", ur): f (ri,uù, c'est à dire Z" : zj, d'où Er*r: z1 \ui est une
égalité supplémentaire que nous n'avons pas comptée.

- ou bien il existe t; tel que r 1 t; ( sr - L et (c", ur) : (Etrrutr). Par suite, nous avons
2, = Zti, d'où f"11 - 21, qui est une égalité supplémentaire que nous n'avons pas comptée.

Nous venons de montrer I'existence d'au moins g'égalités entre les termes î1 de L'l et entre les
termes E1 et 81.

Nous examinons maintenant les relations entre (r0,..., o"r-t) et (û,1, ,...,uto,). Pour un lc frxê
tel que Ix # a nous posons f;, : {1r,...,1B}. Nous pouvons écrire les égalités

Sous I'hypothèse uzr.+r ='tt2n+r, nous en déduisons

ce qui nous donne B égalités entre les ui. Nous déduisons alors que nous avons au total

s r  -1

!  card /t :  sr - I
lc=0

égalites entre les u; (puisque le nombre de chaine est nul, il ne peut y avoir d'égalités redondantes).
Examinons maintenant la liste .D'2. Nous avons vu que nous pouvons avoir des classes d'égalités

entre ses termes. Nous avons gardé dans la liste Ll le terme d'indice le plus élevé dans chaque
cla.sse d'égalitê. Notons Crr...,Co, les classes d'egalités. La classe C6 nous donne card (C;) - 1

qt

égalités, & e {f , ...,r'lt du type û; = ttj. Nous avons au total D( cara (Ce) - 1) = g- q'egalités.
È=l

:  u l r

:  u lp

uk

uk

UIru k =

u k = ulp
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De plus les égalités suivantes sont vraies

utr : uq

au total nous avons donc s1 - q + q - q' * q' =s1 égalites entre les z; et les Zy.
Nous allons maintenant appliquer la version multijets du théorème de Thom. Considérons

I'application i?r+', (1,12) définie ainsi

i?rao,U,h) |  (M x u)(or+e') + {r+q,(M xu,M x RP)

((co, ro),.. . ,  (o"r-1, u"r-r), r+ ((to, ro, f  (ro,uo),h(ro, uo)),. . . ,

(dt, ttr), ..., (aro,, uto,)) (Etr, , îttr,, f (îtr,, ît1",), h(81r,, f4c,)))

Considérons maintenant I'ensemble W dæ éléments ((to, ro, zorAo),..., (oor-1, usr-rtz"t-r,

Uor-r)r  (Err, l t r r ,2t , t t r) , . . . , (*rr , ,ûtr , ,Zto,,Vto,))  de J|r+q'(M xU,M 
" 

3r)  qui  vér i f ient

1 .
I 1

t2

o " r  - 1

z  l - l

2. il y a g' égalités entre les termes ôi et entre les termes ai, Zi et 81.

3.
utr : utr Utr : ttt

ùrr, Ato, : ùto,

4. nous avons ("r - q') égalitês entre (us, ..., o"r-l), comme plus haut.

Il est facile de voir que W est une sous variété de J!r*',(M x U, M t 6r) de codimension égale
à ("r + qt\n+ qpn* q'p, or p ) m, donc supérieur à ("t + q')(, + m).Il s'ensuit que dire que

i9r+0,(1,h) est transverse àW en un point o signifie eue i|,+c,(/,h)(a) /W.
L 'ensembledesappl icat ions( / ,h)eDxCæ(M xU,Rp) te l lesque i ! raq, ( f ,â)  r t ro17pour

tout a dans (M x U)("r+e') forme un ouvert partout dense par application du théorème de Thom
multijets et la remarque (14).

En faisant varier les différents paramètres: les valeurs de s1,s2;s'1rs'r, les égalites entre les
termes tirii, zi et 2i. Nous obtenons un ensemble fini d'ouverts partout denses dont I'intersection
est évidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que I'ensemble des couples
d'applications (.f, â) vérifiant I'inégalité du lemme 13 pour des points ao # îo vérifiant les
hypothèses du paragraphe précédent (c'est à dfte I = 0) contient un ouvert partout dense.

Deuxième cas 1 1 I < s1 z Il existe dans ce cas / chaines

CHr  ,  1 r1 , . . . , 41 ,

îi
- tqt  - tq,

z g =

21 =

z"r-2

t r,,

:
u'n, =

CHt I r t r r . . .  r I ;g ,
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avec fl

les éléments d'indices i|,.. . , i{, sauf si l'un des fi est nul, auquel cas nous barrons f{. Nous
considérons aussi la liste Lt! extraite de L2 en prenant les termes de la liste L'/ (êventuellement
vide) qui est obtenue à partir de L2 comme expliqué au cas L = 0 et en y ajôutant les termes
d ' i n d i c e s  i t n r r . . . , , i l r r . N o u s p o s o n s d a n s l a s u i t e { a ' 1 , . . . , i " r - t } : { 0 , . . . r s 1  - 1 } \ { d 1 , . . . , i t } e r

{ i l r , .  . . , i t n r , t r , . . .  r t c , } :  { j u . . . ,  j r + q , }  a v e c  j 1  1 . . . {  j p q , .

L \  :  ( c ; , , ' t t i r r Z i r t A ; ) r . . . , ( t ; " r - r r u i , r _ . t z i " t _ t r U i " r _ r )

L ï  :  ( i j r , û i r , Z j p A i r ) , . . . , ( î j q c , , ù i r * o , , Z j u q , , y j r * o , )

Il est facile de voir que les termes de It1 U L',! sont distincts deux à deux. Nous commençons
par montrer que nous avonsi au moins q * q' égalites entre les termes c;*, les termes z;" et entre
les termes o;o et d1,. Examinons d'abord deux termes consécutifs de Ltr: (cr.,, n,1,,21,rAi,) et
( td " * r ,  u i ,11 tz i ,11rU; ,a1)  avec  r  €  {1 , . . .  ,81  -  I  -  L } .

- Si i"""1 : i, * 1 alors nous pouvons écrire I'egalité

zir = ti.+t

- Si i"+l = i, * 2 alors le terme (r;,+t t'ttri,+rt z;,+r, yi,+r) a été supprimé parce qu'il est égal
au terme (84*,Tt4r,2;1*,A;2) avec fr e {1, ... ,l}. Nous allons perdre dans ce cas les deux
égalités

zi, : oir+l

zir+t : îir+z

Par contre nous pouvons écrire l'égalité

E;hr : zir

De plus, ti (d;â*+r,Zif*+r,Zif,*+r,!râ**t) figure dans la liste Ll alors nous pouvons écrire
l'égalité 

z;h* = a;;r+r

Dans le cas contraire, le terme (f;;*+r,U;g*+r, Z;2r+r,Utg*+r) a été supprimé parce qu'il
est égal à
-un te rmedeL ' re tpa rsu i te i l ex i s tea€ { i4 , . . . , i u r - t }aveca+ i l *+ l t e lqueZ iâ r :

- ou bien il est égal à un terme de z1\.t', et par suite il existe i! e {il, ... ,i1} tel que
Otâ.*t - ciï,or o;ô - t;lo,ce qui nous permet d'ecrire l'égalité

E;b.u = 2;â*

- Ou bien il est égal à un terme de la liste It/ et par suite il existe c € {t1, ... ,tc,} tel que

rc = z;i*

Nous venons de voir que nous avons pu récupérer les deux egalités que nous avons perdues.
- Si i"+l = i, * d, avec 3 < d < /, alors les termeg

(oi"+t r 7tri,+tt zi,+t, Ai,+t), . . . , (ri,+d-t r 'ttr i,+d-tt zir+d-t, g;+a-r )
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ont été supprimes parce qu'ils sont égaux aux termes

( f r l , .  ,  ù ; \ t  ,2 ; \  ,ay.1t  ) , " ' ,  ( î r ro- ,  ,û ,ka- ,  ,Z,ka-r  , t rxo- ,  )'nÈl 'nkt 'nht 'atl 'nhd_, 'n*d_, 'nk'_, 

"*r_,

avec /c1, ... ,kd-t € {1,. .. , l}. Nous perdons dans ce cas les d égalités suivanteg

zir = od,+l

zi,+l = rir+2

:

zi.+d-l : ri,+d,

Par contre nous pouvons écrire l'égalité

fr;lr*, : zi,

De plus, comme nous venons de le voir, les termes

(tr l t  ,  û;!t  ,2;!t  ,a;2r. ), . . .  ,  (dr*o-, , ,û,*"-, ,Z,ka-, , t ,ro-, 1'nÈl 'nkt "n/rt 'ah! 'n*o_, ,nkd_, ,nial trla_t

nous permettent d'écrire (d - 1) égalites et de récupérer les d égalités que nous avons
perdues.
Nous distinguorur par la suite deux situations.
- Nous commençons par supposer que irr-t = sr - 1. Nous pouvons écrire alors l'égalité

zq-r = o", si 
"1 / { i1,.. .  , i !}  et s' i l  existe a € {1, . . .  , t} tel que s1 = i ï  alors nous

pouvons écrire l'égalité zq-r: îilo.
- La deuxième situation se produit lorsque irr-t * sr - 1. Nous posons i"r_l* 1 = a, Les

termes
( ro ruo ,  zo ,  Ao )  r .  .  . ,  ( t " r - r ,  us r -L t  zq - t t g " r - r )

ont été supprimés puisqu'ils sont égaux aux termeg

(rfi*,, a!: r,, r!: r,, g!:r,),. . ., (rl;:",: ., r!:i:,"_", r!::,,"_,, rh;:" I

avec &1,. . . ,&rr-o € {1,. . . ,1}.  Nous al lons perdre dans ce cas les sr -  i " , -2 égal i tés
suivantes

t .' l  
e t  - l

zirr-trl =
ti"r-t+l

r i " r - t1 .z

Z" t -2  =  ocr  - l

zq-r = cr,  s i  s '1 /  { i r rr . . .  , ier}
z c r - r  =  d ; 0 ,  8 i  s ' t  -  i l a v e c b €  { 1 ' . . . , / }

Par contre nous pouvons écrire l'égalité

î;l 'r, = zi"t-c

De plus, comme nous avons vu precédemment, Ies termes

@!:*,,a!:r,,2!:*r, gf,'n, ),... , (of;i,,: .,r!:i:,"_.,2::::,"_,,r,T";:, )
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nous donnent s1 - i", -2 - 1. égalités, ce qui nous permet de recupérer les sr - i"r -/ égalités.
En raisonnant comme dans le premier cas, les g' termes de la liste L'/ nous donnent g'
égalités. Nous déduisons alors que nous avons au total q I q' égalités entre les termes
c;*, les termes E6 et entre les termes x;^ et 81.

Nous allons maintenant prouver que nous pouvons écrire \ - I êgalites entre les termes z;
et entre les z; et ti;. Considérons la chaîne CHl et posons

t;l
t;L

= { i 'nr , i ! , , r , , . .
:  { i l , , i l , r , . .

{i l ,-t, i lr,r, '

,  i l ,-,)
, iL,^r\

. r i 'nr,^-r\I;r^t

Nous pouvons alors êcrire les égalites suivantes

ùrI
Itr:t'2 ,2

U;r : U;r Ll:r =.t  -nt .2
'Itr:r = 7I':t I.tr:t :

r l  ' l , 2  ' 2

: :
Itr;t = ùrr Ltr;r :' l  ' l , m t  ' 2

U:t = Ll;t' l  ' n l

u;l : ù;1,,

U:l  :  U; l' l  ' l ,m1

u;, : tril

û;r' 2 ,m2

Itr;r =- n l

u;t =
' n l

:
U;t :' n1

Ltr:r' n l  -1

tt;r' n l  
' 2

ûrt'nL,tutl

Remarquons que puisque le terme (r;lru;rr,z;rr,Ail) ne figure pas dans la liste .t'1, nous perdons
alors les mr * L égalités

Puisque le terme (f;1,, Z;;,, ,Zt;r,ùiy) figure dans la liste Lt{, nous pouvons écrire les rn1 égalités

'ttr:t = U:r' n l  ' 1 ,2

uil,r

u;L

'lt;r
' l , m l

ù.4r

Nous constatons alors que puisque les termes (c;1, u;1, z;1, U;l),. .. ,(*4,u;fzil,g;;) ont été sup
primés de la liste .L1 et puisque les termes (fi1, , Z;g, ,Zi;r,V;7), . . . , (E4r,ît;gr,,2;1r,,t;g) figurent
dans la liste Lt{, nous perdons / égalités.

En raisonnant comme dans le premier cas] nous déduisons que nous avons q - I' égalités
entre (us,...,ù"r-l), auxquelles il faut enlever /égalités, ce qui nous donne q-g' -/egalités.

Nous pouvons aussi écrire les g' égalités

tt+t

"rq'

= Utr

= uro,

au total nous avons \ - I égalités entre (us,. .. , u"r-r).
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Nous allons maintenant appliquer la version multijets du théorème de Thom. Considérons
I'applicatior i3,+0, (/, h) définie ainsi

j?r+o,U,h) : (M x U)Gr+o') - )  J ï r+q , (MxU,MxRp)

( (o ; , ,  u ; ,  ) ,  .  .  .  ,  ( r i " r_ r ,  u i " r_ r ) ,  + ( ( o r '  z ; ,  t  z i l t U i l ) , . . . ,

( r i r ,û i r ) , , . . . ,  ( î i r r " , , î t i r * r , ) )  '+  (E i+q, ,  ù iqc, ,Z iuc, rg5r*o, ) )
Nous mettons en évidence comme dans le paragraphe précédent uns sous 

-variété 
W de

{r+c,(M x(I,Mx Rp) de codimension égale à ("r + q')n+(q- t)m*(q,+l)p,or p> m,donc
supérieur à ("t + q')(n*m).Il s'ensuit que dire que j9,+c,(/,à) est transverse àW en un point
o signifie 9ue j9,+c,(/,h)(a) (W.

L'ensemble des applications (/, h) e O x C*(M x 4 Rp) telles que j9r+0,(f ,h) rho W pour
tout a dans (M x U)("r+o') forme un ouvert partout dense par application du théorème de Thom
multijets et la remarque (14).

En faisant varier les différents paramètres: les valeurs de s1, s278r1ts'r, les égalités entre les
termes ai, r it zi et 2i. Nous obtenons un ensemble fini d'ouverts partout denses dont I'intersection
est êvidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que I'ensemble des couples
d'applications (.f, â) vérifiant I'inégalité du lemme 13 pour des points xo # ûo vérifiant les
hypotheses du paragrapheprecédent (c'est à dire L < t< s1) contient un ouvert partout dense.

4.LL Preuve du lemme 14

La démonstration de ce lemme est analogue à celui du lemme 13 car elle est basée aussi sur
I'utilisation du théorème de Thom multijets.

Soient (so,uzn+r) dans Si et (Es,trz^+ù dans M x U2n+r tel que (*o,uzn+r,-s) soit dans
FJ .  I l  ex i s te  i r  ( . . . (  i "  e t  j : , . . . ,  j "  €  {0 * . . , 2n }  d i s t i nc t sdeuxàdeux te ' i@{ j r , . .  . , j , } :
o{ù,.. . , i"} où o est une permutation de r éléments, 2 I r 1 2n, et tel que

( ( /d ' ( ro ,  r ; , ) ,u i , ) , . . .  ,  ( . fd " ( "0 ,y ) ,u i , ) )  -  ( ( . f i '  ( *o ,u i ) ,u i r ) , . . .  , ( f i " ( i lo ,u i , ) ,u i ) )

Considérons les deux listes suivantes constituées des termes d'indices û,ùt 1,...,'ir-r -
1, i"-r

L1 z (æ;rrLt r i t  Z iy  U;r ) ,  .  .  .  ,  ( t i " - t  ,L t r i , - t ,  Z i , - t tU; , - t )

L2  t  ( n ; r , û i r , ,Z i r ,  i l ; , ) , .  . .  ,  ( t i , - r  , ù i , - r rZ i , - L r y ; , - ù

Nous remarquons que tous les éléments de la liste Z1 sont distincts deux à deux, mais ce n'est
pa.s forcément le cas pour les éléments de la liste .L2. Il peut se faire aussi que certains éléments
de la première liste soient égaux à des éléments de la deudème liste.

Comme dans la démonstration du lemme 13, pour chaque indice /c tel que û I k ( i" - 1,
nous considérons les ensembles

Ip=  { i / i 11 i  1 i ,  -  L  e t  ( | k ( ro ,ù ,u r )=  ( | i ( no ,a ; ) , a i ) }

Nous remarquons que les I; sont disjoints deux à deux (éventuellement vides) et que sous I'hy-
pothese !!2e: ttzn et, co * io, nous avons k / h. Nous introduisons aussi les notions de partage
et de chatnes comme dans la démonstration du lemme 13.

Pourchaque partage P: (I;r, . . . , / i ,-r),  nous pouvons avofu (. chaines avec 0 < t <i, -L.
Nous allons montrer que pour chaque partage P et pour chaque valeur de / I'existence d'un
ouvert partout dense O$ deD xC*(M x 4Rp) tel que si (/,/z) e Olp et si (cs,uzr+r) dans
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Sj, (Eo,trzn+r) dans M , gzn*r tel que (ro,uzn+r,c6) soit dans FJ, sont dans la configuration
(/i,,... ,Ii"-r) alors lz(o;, u;) I h(E;,Z;) pour un certain i entre \ et i, - 1. L'existence de cet
ouvert Ole se démontre par I'utilisation du théorème de Thom multijets.

Soi t  ( f t , , . . . ,4 , - r )  un par tage de { i1 ,  . . . , i ,  -  1 . } ,  so ient  ( ro ,  
" r "+ù 

dans S! ,  ( io ,ùzn+r)
dansMvl l2n*r  te lque (so,uz, ,+t , -s)  so i tdansFy,sontdanslaconf igurat ion( . I ; r , . . . , / i , - r ) .

i r - 1

Posons  Q= i , - i 1  -  
I  ca rd .16 .  Remarquonsque  i ,  Q { \ , . . . , i " - r }  ca r  j ,  f  i ' ca rs inon
Æ=t1

l'égalité ri, = i j, entrainerait eo - ôs, de plus (c;,, ùj",Zj,,yr'") 
"st 

différent de tous les termes
d e l a l i s t e  L l c a t  s i n o n , i l e x i s t e r a i t r ' d a n s  { h r . . . , i " - r } t e l q u e  î i , = a i , , , o t î 6  = o r . , , d ' o ù
a;" : ûi,,, ce qui est absurde car (asruz^+t) dans Si. Il en résulte que L ( g 3 i, - it.

Considérons la liste Lt2 exftaite de L2 en supprimant tous les termes dont les indices appar-
tiennent à la réunion des 16.

Lt,  :  (n.r ,  ùo, zo,tor) ,  .  .  . ,  (aoo, ùoo, zor,uor)

â,vêc lr1 1 a2 1 ... I ac. Dans la liste L'r, il peut exister des égalités entre certains termes.
Nous n'allons conserver alors qu'un seul élément de chaque classe d'égalité, plus précisément,
nous conservons celui d'indice le plus élevé, sauf pour la classe d'égalité qui contient le terme
(ii,rûj,,2j,rti,), nous conservons ce dernier. Nous obtenons alors lalisfe Ll,

L'l : (t 4, ùtr, 2t* ttr), . . ., (û rr,, uto,, 2t 0,, ttn,)

Nous allons appliquer le théorème de Thom multijets à des ensembles différents suivant les valeurs
de g et les valeurs de /. Nous distinguerons dans la suite deux cas.

Premier cas l:0 : Nous obtenons alors les deux listes 11 et L'1.

L 1  :  ( x ; r t u i l t  z i l t A ; ) ,  .  . .  ,  ( t d , - t ,  u i , - ! ,  z i , - r r y ; - r )

L'l : (Z 4, ùtr, 2t, Atr), . . ., (8 r 
",, 

Irt o,, 2t o,, tt o,)

Il est facile de trouver i, - ir - 1 égalités dans .L1 entre les termes c;. Nous allons établir qu'il y a
au moins g' -1-' l. égalités dans Ll enfte les termes f ; et entre les termes c i et d 1. Examinons deux
termes consécut i fs dans L' / :  (Eqrl t1r,2t i , t t ; ) , ,  (ôr,*r ,  r t r t4rrZt; ' r ,gr,*r)  avec i  € {1,.  . . , ,qt  -  l } .

- supposons que t;.r-1 :t;* 1, nous avons dans ce câs o1;*, - 2t.
- sinon, t;+t ) t; * 1. Dans ce cas, le terme (dr,+t ,ùt;qrrZtr+r,ùtr+t) a été supprimé parce

que
- ou bien il est soit égal à un terme de ,L1 et par suite il existe j e {ù,...,i, - 1} avec

j * t; * L tel que c1,.r-1 : oj, d'où 2t;: aj.
- ou bien il est égal à un terme de la liste Ll etpat suite il edste j € {ti+r,...,tn,} tel

que c1,.u1 - E1 et par suite Zti: ai.
Nous constatons alors que les (q'- 1) premiers termes de la liste L'l nors donnent (q' - L) égalités.
Nous ajoutons aussi l'égalité E j, = zi, - 1. Nous distinguons dans la suite deux situations, nous
commençons par supposer que tc' <-i, - 1. Dans ce cas, le.terme (frr,+r, lho,+rrlctr,+2rAtr,+t)
a é t é s u p p r i m é , i l e x i s t e a l o r s j € { i r , . . . , i , - L } a v e c j * t c ' + 1 t è l q u e d 1 o , . u 1  : o j , a ' o ù
ztr, = tit ce qui nous donne une égalité de plus.

La deuxième situation se produit lorsque to':'i, - 1. Dans ce cas, nous avons ii, = r, avec
r € {\, . . .irI, d'où l'égalité supplémentaire Zi.-r = 4". Nous venons de montrer qu'il existe au
moins q'+L é6alités entre les termes E1 de L'i et entre les termes El et xi.
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i r - l

Nous avons dans ce .* D card f; - i, - ir - I égalités entre les (uir,...,u;,-1). Nous
lc=ir

avons vu aussi que nous pouvons écrire q- qt égalites entre (urr,...,urq). Nous avons en plus

les égalites suivantes

urot = ut4

au total nous avons i, - ir égalites entre les a; et les ti;.
Considérons I'application ijo" -r, *0, ff ,, h) défi nie ainsi

jl,-ir+',(f,h) : (M x (I)$'-ir*q') - )  4 ,_ i r+q , (MxU,MxRp)

((o i r ,  o ; , ) ,  . . . , ( * i , - r ,u i , - r ) ,  r+  ( (n i ,u ; r ,  f  ( , ; r ,u ; r ) ,h(a; r ,  u i , ) ) ,  . . . ,

(ût,rrar),. . . , ,(aro,,t trn,)) (ûto,,uto,, f(rto,,u1o,),,h(x4,, Zro,)))
Nous mettons en évidence comme précédemment une sous variété W de Q,-tr+c,(M x(J, M x

Rp) de codimension égale à (i;, - ù I q')n + (i, - iù* + q'p, or p ) rn, donc supérieur à
(i, - it+ q')(n+ rn).Il s'ensuit que dire que Jio,-i,+q,(l,h) est transverse à 17 en un point a
signifie que il_i,+ o,U,h)(a) É W.

L'ensemble des applications (/, h) e D x C* (M x 4 RP) telles que i?,-;rao,(f ,â) ôo 17 pour

tout a dans (M x U)(r'-;r+c') forme un ouvert partout dense par application du théorème de
Thom multijets et la remarque (14).

En faisant varier les différents paramètres: les valeurs de f1,.. . , i , iy,, . , j",  les égali tés
entre les termes æ1ra5,zirZ1rui,ùi. Nous obtenons un ensemble fini d'ouverts partout denses
dont I'intersection est évidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que
l?ensemble des couples d'applications (.f,lz) vérifiant I'inégalité du lemme L4 pour des points
ao # ûo vérifiant les hypothèses du paragraphe précédent (c'est à dfte l: 0) contient un ouvert
partout dense.

Deuxième cas 1 < [. < i, - ir : Il existe dans ce cas / chaines

CHr  
:  

, " r , . . . , l " l n r

:
Ch  :  1 "7 , . . . , 1 "1 ,

avec el
mant les élémente d'indices el,...,ef , sauf si I'un des eJ, est nul, auquel cas nous supprimons
rir. No* considérons aussi la liste L|! extraite de L2 en prenant les termes de la liste L'l qui
est obtenue à partir de L2 comme expliqué au cas I = 0 et en y ajoutant les termes d'in-
d ices ef ,  , . . .  re l r r .  Nous posons dans la  su i te  { " r , . .  . ,e i , - i r - r }  =  { i r ,  . . . , i ,  -  t } \ { "1 '  . . . , "1}
e t {e | , , . . . ' e2n t , t r , . . . , t q ' } = {À ' , . . . ,Àz+o , }avecÀ1< . . . <

L i  :  ( o " ,  , u e t ,  z e r t U e ) t .  '  .  ,  ( t " , , - , r -  p r u e ; r - ; r - 2 ,  z " i , - i r - t r A " r r - r r - r )

L ' {  :  (ô r ,  ,û^ r r2^ r ,ù . r r ) , . . .  ,  (ô ) . * . , ,  l t \2* r , ,2 ) r r * r , r tx r *o , )

Un raisonnement analogue au deuxième cas du lemme 1.3 nous permet d'écrire i, - û * q'

égalités entre les o; et les f1. Nous avons aussi i" - a'1 - q'- I égalites entre (u;,,...,ùi" - 1).

utr = utL
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Nous pouvons aussi écrire les g'égalités

utr = 't!,tL

ù'", = u,r,

au total nous avons i, - it - / égalites entre (u;,,... ,ud. - 1).
Considérons I'application lro._r, *0, U, h) définie ainsi

i!,-;raq,(f ,h) , (M x (/)(i '-ir*e') -) 
{-ir+q,(M x (J,M x Rp)

( ( t " r ,  r " ,  ) ,  .  .  . ,  ( t  
" ; ,  

- ; ,  - t ,  ' â  ( ( r  
" r ,  

u " r ,  I  ( ,  
" r ,  

u . r ) ,  h ( r . r ,u " ,  ) ) ,

u " . , - i r - z ) ,  ( f r p  Z À r ) , . . .  ,  . . .  , ( d \ r + " , r û \ 2 * r , ,  t ( E s r * o , ,

(E Àr*0,, u^t+q,)) rt\r*r,), h(d xr*o,, z.lr*0, )))
Nous mettons en évidence comme dans le paragraphe préèédent unô soué'variêtê W de

f i , - i r + q , ( M x ( J , M  * ç r )  d e c o d i m e n s i o n é g a l e à ( i " -  ù * q ' ) n + ( i " -  \ - t ) m * ( q , +  ( ) p , o r
p ) rn, donc supérieur à (i,-ir*q')(n*m). Il s'ensuit que dire que Jjo,_;,+ q,(l,h) est transverse
ù W en un point a signifie que Jio"_;,+ o,U,h)(a) / W.

L'ensemble des applications (/, h) e D x C* (M x 4 Rp) telles que j?,_rr*',(f ,â) dro lZ pour
tout a dans (M x [/)(d'-dr+c') forme un ouvert partout dense par application du théorème de
Thom multijets et la remarque (14).

En faisant varier les différents paramètres: les valeurs de i1,... rirrju...,j", les égalités
entre les termes ailtitzilZitul,ui. Nous obtenons un ensemble fini d'ouverts partout denses
dont I'intersection est évidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que
I'ensemble des couples d'applications (.f, h) vérifiant I'inégalité du lemme 14 pour des points
æo * îo vérifiant les hypothèses du paragraphe precédent (c'est à dire 1 < t, < d, - iù contient
un ouvert partout dense.

4.L2 Preuve du lemme L5

Soit / fixé dans p(OrîOz). L'ensemble Dy æt évidemment un ouvert de M x (J2"11 x M.
Soit (cs,zzr+r,ao) € Dy etsoit

p : C*(M x U,RP) -| C*(Dt,tr3r(za+t);

la representation C- définie par I'application évaluation

êup : C*(M x U, Rr) x 2y -) [RP(2n+1)
(h,ro, ' t trot.. .  ,uzn,îo) r-r (h(ro, us) - à(ee, uo)),. . . ,  h$r"@o,ld,uzn)-

h(12n(Eo,Uà,uzn)

Nous allons voir que evo est une submersion en tout point (hræorttror... ,uznrio) €, C*(M x
U,Ro) xDt. Nous écrivons d'abord I'expression de deuo

d,erso(hsrûotrtrot . . .  t ' t t r2nrto)(â,€0, ?0, . . .  t r l2ntfo) = ( , / '0,  . . , r tzn)

avec

,b; = h(| i ( ro,yi ,u;)  -  hU;@o,y),  z;)  *  dlhs(Ji(as,ù,uù.eo - dzho(f i ( io, ! ! i ) ,  ud).€;

*dihs(t'@o, !i), u;).(m, ..., Tù - dâho(l'@o, yt, u;).0t0, ..., rti)
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pour i = 0r...r2nrle,s notations dr, dz et di designent les dérivés partielles respectivement par
r a p p o r t à c s , d s e t z s , . . . r ' t t r i .  L a r e l a t i o n  d e d e v o  p o u r { s = 0 , € o = 0 e t  I i : 0 r ' i , = 0 , . . . , 2 n
s'écrit

d,euo(hs,rotuot. . .  ,u2ntto)(12,0.. . ,0) = (â("0, zs) -  à(fs,  uo), . . . ,  h( | ' "@r,! !2r) ,uzn) -

h(f ' " (zr ,ù,uz^))

Pour montrer que d,euo(hsrrot'ttrot... tu2n,ôs) est surjective, il suffit de montrer qu'il existe
h e C*(M x 4RP) tel que

d,ev o(hs,, t o t 71o, . . . t uznt z z) (h r0, ..., 0) : (Wo, ..., Wzn)

pour tout (Wo,...,W2*) e R,(2n*1)r. Il suffit donc de trouver h e C*(M x U, Rp) tel que

(4.3)

Considérons les deux listes sui\xantes

L1 :  (ns,uo),  . . . ,  ( f 'n@o, !ù,  uzn)

L2 : (ds,uo), ..., (f'"(no, uz,,), u2n)

Les éléments de la liste ,L1 sont distincts deux à deux, mais il peut y avoir des egalités entre les
termes de la liste .L2 et des égalites entre les termes de.L1 et L2. Quitte à réordonner les termes
de la liste Iz2, nous pouvonsécrire que L2 est constituêe destermes (ot,.. . s&n,tôr,... ,b,rr) avec
n '  +n"  -  2n*  1 ,  @1, .  . . ,an t  €  Z1  e t  ô r , . . .  ,bn"  (  21 .  Nous a l lons  mont rer  l tex is tence d 'une
fonction lr prenant des valeurs données en les (x;,u;) et telle que lz(ô1) = ... = h(b",') - 0.

Considérons le système suivant donné 6utt. çr(2n*1)

{ n(ro, ro) - lz(es, zs) = Wo
J,
I
( lr(/'"(r0,,!!2o),u2n) - h(12"(ro,u2n\,u2n) : Wzn

2n
S Nas-\eiol = Ws
l=0

2n

ot2n-Dt;"q = Wzn
j=o

avec ei = 0r pour i  = 0,.. .  ,2n et |  - 0 ou L si i  /  i ,  de plus dans la l iste ({,, . . .  ,{,n;, i l  y .
au plus une fois le nombre L. Nous supposons aussi que pour tout ensemble d'indices i1r... ,i,o'
e t  h , . . , r i p '  €  {0 , . . . , 2 r }  t e l  que  i r , . . . , i o ,  son t  d i s t i nc t s  deux  à  deux  e t  U r , . . . , i e ' }  -

o{ù,..  .  ,  io,}où o est une permutation de y' éléments, nous avons (r} i , . .  .  ,r ' l r) + (L,.. .  ,1).
Nous allons considérer la matrice A associée au système linéaire (4.4)

(
I
I
I
I
I

I
I
I
I
I

(

(4.4)



4.L2. Preuve du lemme L5 6V

Nous allons montrer que det A = I. Nous pouvons écrire

detA = t
Szn+

(- 1;e(o)+t oStol . . . 
"7Tr*l

avec les af sont les coeffcients de A.
Remarquons que si o : Id, alors nous avons

( t)"(")+trStol..  .azl(rny - l

Dans lecasoù  o t ' l d , , nousposons {h r , . . . , kp , }= {0 , . . . , 2a } \ { i 1 , . . . , i p , } t e l queo ( f ) : ; s1
i dans {frr,. .  .  ,kp"}. Nous avons alors o{i1, . . .  , ip'}:  {fr,  . . .  , ip,}. Nous pouvons écrire

(-1;"(")+toSfol .  .  .oï(z^l: (-1;"(")+ret)r" , ïG,) .  .  .r ' !G,,)

o r  (e l ' ( i , ) ,  . . . , r ' ! 6 , ) )  +  $ , . . . , 1 ) , i l ex i s tea lo rs j  €  { i r ,  . . . , i o } te lque  4U l :0 .Nousdédu isons
alors que detA = 1.

Nous venons de démontrer I'existence d'un (22 + l)-uplets (o6, . . . j o.zn) satisfaisant les équa-
tions du système (4.4). Posons alors

(n i ,A)  = (x ; ,u i )

pou r0< i<2ne t0< j .<2n .
Il est claire que les { satisfont les propriétés énoncés ci-desus vérifient le système ( . ) du

fait que (ro,W,-xo) < Dt.Il est maintenant possible, pour ces valeure d* 4 de,trouver une
fonction ft, tel que h(n;, u;) = oi et h(bi) : 0, cette fonction â satisfait évidement le système (4.3).
Nous venons de prouver que l'évaluation eu, est une submersion en tout point (ô, asruzr+t, rs) €.
C*(M x U, Rp) xDy.Il en résulte qve eup est transverse à la sous \xariété {0} de lR(2n+l)p. D'après
le théorème d'Abraham, nous avons I'ensemble des lz dans C-(M x 4 RP) tel que p1, ô {0} est
résiduel dans Cæ(M x U,Re). Puisque Dy esI une sous variété ouverte de M x(J2"*r x M
de dimension2n*(2n+L)rn et la dimension de ç(2n+1h est égale à (2n* 1)p, nous aurons
(2n * I)p - (2n+ 1) - (2n * I)* >- 0, car p > rn. Donc dire jlue pn est transverse à {0} en
(ro,W,ôs) implique que euo^(rs,uz^+r,îo) * 0, c'est-à-dire

(h (ro, uo), . . . ,  h(12" (* o, lzà, uzn)) # (h(i o,uo), . . . ,  h(f '" (e o, yzt, urn)

ce qui achève la démonstration du lemme 15.

o €

;  ( t  s iq: lo  s inon
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