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2 Chapitre 1. Introduction

Pour les systémes non linéaires, la recherche d’observateurs & convergence exponentielle est
encore un domaine ouvert. Sans doute, 'influence des entrées mais aussi par exemple ’inexistence
de critéres d’observabilité algébriques simples comme le critére du rang pour les systémes linéaires
sont des raisons qui peuvent expliquer cet état de fait.

L’observabilité est une condition nécessaire pour la construction des observateurs. Cette thése
ne porte pas sur la construction des observateurs, mais 4 I’étude des problémes d’observation. Plus
précisément, nous y étudions les problémes de conservation de I’observabilité aprés discrétisation
et la généricité de ’observabilité des systémes non linéaires discrets.

La théorie de ’observabilité est parfaitement établie depuis plusieurs années dans le cadre des
systémes linéaires. Pour les systémes non linéaires, beaucoup de questions sont encore ouvertes.

Ce travail est organisé comme suit :

Le deuxiéme chapitre est consacré i des rappels sur différentes notions d’observabilités intro-
duites surtout par R. Hermann, A. J. Krener et R. Kalman dans [30] et [26], J. P. Gauthier et I.
A. K. Kupka dans [22] et par Eduardo D. Sontag dans [54] et [53]. Nous rappelons aussi quelques
caractérisations de ’observabilité pour certaines classes de systémes. Nous remarquons que la
caractérisation de I’observabilité pour les systémes non linéaires est trés différente de celle des
systémes linéaires, vu que celle ci ne dépend pas des entrées. Nous y trouvons aussi des rappels
sur la théorie d’estimation d’état. Cette théorie est parfaitement établie depuis plusieurs années
dans Je cadre des systémes linéaires, I'observateur de Luemberg (Luenberger,1966), voir [44] ou le
filtre de Kalman (kalman et Bucy,1960),voir [31] sont des solutions standard largement utilisées
qui assurent pour les systémes observables la convergence exponentielle de I’erreur d’estimation
vers zéro quelle que soit Verreur d’initialisation.

Ensuite, nous établissons le lien entre I’observabilité et les observateurs. Nous rappelons aprés
la notion d’observabilité infinitésimale introduite par J. P. Gauthier et I. A. K. Kupka dans [22]
qui joue un réle important dans notre travail.

Pour un systéme observable, pour tout couple (zo,Zo) d’états différents, il existe une entrée
admissible qui donne lieu & deux sorties différentes. L’entrée en question peut naturellement,
dépendre du couple d’états que nous avons considéré.

En pratique, nous nous intéressons au cas ol ’entrée u ayant été fixée, tout couple d’états
différents donne lieu & des sorties différentes. En effet, dans ce cas seulement, nous pouvons
connaitre I’état initial du systéme & partir de la connaissance de la sortie. Nous rappelons enfin
les conditions d’existence d’une telle entrée (universelle) étudiée par Eduardo D. Sontag dans
[54] et Hector J. Sussmann dans [58].

Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons au probléme de la conservation d’obser-
vabilité aprés discrétisation. Si le probléme de la conservation de ’observabilité des systémes
linéaires est résolu depuis longtemps par R. Kalman et K. Narendra dans [26], pour les systémes
non linéaires la question est beaucoup plus complexe. Notons qu’un probléme analogue 3 pro-
pos de la controlabilité a été étudié par E.D. Sontag dans [55]. Nous donnons des conditions
suffisantes pour garantir la préservation de ’observabilité lors du passage du systéme continu &
son discrétisé. Ensuite, nous donnons des contres exemples pour dire que chaque hypothése est
indispensable. Ce travail a fait I’objet d’ une publication & Controls and Systems Letters.

Nous donnons aprés une autre méthode pour montrer ’observabilité locale du systéme discré-
tisé. Enfin, en ajoutant ’hypothése d’analyticité, nous montrons la conservation presque partout
de ’observabilité lors du passage du systéme continue 4 son discrétisé.



Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons & résoudre le probléme de la généricité
de I’observabilité des systémes discrets. Lorsque la dimension de ’espace d’état est supérieure &
celle des entrées I’observabilité devient une propriété générique. Autrement dit tout systéme peut
étre approché par un autre systéme observable. Plus précisément, ’observabilité différentielle et
I'observabilité différentielle forte sont des propriétés génériques. Dirk Aeyels a montré dans [2]
et [3] quelques résultats concernant la généricité de I’observabilité pour les systémes continus-
discrets. J. P. Gauthier et I. A. K. Kupka ont montré dans [22] la généricité de I’observabilité
pour les systémes continus. Nous montrons dans notre travail la généricité de ’observabilité pour
une classe de systéme discrets.
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Observabilité des systémes non linéaires



6 Chapitre 2. Observabilité des systémes non linéaires

2.1 Introduction

Nous considérons des systémes non linéaires continus de la forme :

5t = fla(t),u)
{y(t) 0 21)

- ot z(t) € M, u(t) € U CR™, y(t) € RP,¢t € R. M est une variété différentiable C* appelée
espace d’état.

- u € L*(R, U), ’ensemble des fonctions mesurables essentiellement bornées 3 valeurs dans
U, L (R, U) est appelé 1’espace des entrées.

- y € L(R, RP), 'ensemble des fonctions mesurables & valeurs dans R?, L(R,RP) est appelé
I’espace des sorties. Nous notons f,(z) = f(z,u), fu est un champ de vecteurs C* défini
sur M pour tout u dans U, que nous supposerons complet. L’application h définie de M
dans RP? est de classe C*°.

Les systémes non linéaires discrets considérés sont de la forme :

F(zg, uk)

{ Tkt
Yk h(zk)

- ouz(k)e M,u(k) e U CR™ y(k) e R*, ke Z,
- F:MxU-—MdeC>®;h: M- RP de classe C®

il

(2.2)

Nous supposons que sont connues :

- les entrées du systémes, qui sont issues de I’algorithme de commande,

— des sorties mesurées par des capteurs.
En général, pour des raisons de réalisabilité technique, de coft, etc ... la dimension du vecteur
de sortie y(t) est inférieure & celle de ’état. Ceci entraine qu’ & un instant donné ¢, 1’état z(t)
ne peut pas &tre déduit algébriquement de la sortie y(t) & cet instant. Par contre sous des
conditions d’observabilités, 1’état z(t) peut &tre déduit de la connaissance des entrées et sorties
sur un intervalle de temps passé.

Nous introduisons maintenant la notion de distinguabilité pour les systémes non linéaires
continus.

Définition 1. Deux états zo et To sont dits distinguables par le systéme (2.1) s’il existe une

entrée admissible ¢ — u(t) et un temps ¢y > 0 telle que h(p(to, zo, u(.)) # h(¢(to, Zo, u(.)). ot

@(t, 2o, u(.)) est la solution de (2.1) obtenue en appliquant le contréle ¢ — u(t) et de condition

initiale zg.

Remarque 1. 1. Deux états zo et Zp sont dits indistinguables par le systéme (2.1) si pour
toute entrée admissible ¢ — u(t) et pour tout £ > 0 on a h(p(t, zo, u(.)) = h(e(t, Zo, u(.)).

2. La définition de distinguabilité pour les systémes discrets est analogue & la définition pré-
cédente. v

Il existe dans la littérature plusieurs définitions de la notion d’observabilité introduites surtout
par Eduardo D. Sontag dans [54] et [53] et par R. Hermann, A.J. Krener dans [25] et [26],
J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka dans [22]. Nous donnons ci-dessous la définition classique de
’observabilité : :
Définition 2. Le systéme (2.1) est faiblement observable si et seulement si pour chaque couple
(z,Z) d’états différents, il existe une entrée admissible ¢t + u(t) tel que le couple d’états est
distinguable par rapport & ¢ — u(t) . Il est uniformément observable, ou observable pour toute
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entrée, si et seulement si pour chaque couple (z,z) d’états différents et pour chaque entrée
t — u(t), le couple d’états est distinguable par rapport & ¢t — u(t).

~ Du point de vue pratique, cette définition équivaut & dire que la connaissance de la sortie
t — y(t) pour t € [0, T nous permet de connaitre ’état initial du systéme.

Remarque 2. 1. Nous adoptons la méme définition pour les systémes discrets.
2. L’observabilité uniforme implique 1’observabilité faible.

3. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous remplagons faiblement observable par observable.

En ce qui concerne les systémes linéaires du type

{ &(t)
y(t)
il est bien connue que I’observabilité du systéme (2.3) équivaut au fait que le rang de la matrice
( C CA ... cA™? ) est égal & la dimension n de I’espace d’état. Nous remarquons alors
que pour les systémes linéaires les deux notions d’observabilités (faible et uniforme) coincident.

Nous pouvons dire que ’observabilité pour les systémes non linéaires est une propriété com-
plétement différente du cas linéaire. La raison fondamentale est que I’observabilité est une notion

qui dépend de ’entrée appliquée au systéme, ce qui n’est pas le cas pour les systémes linéaires.
Ceci est illustré par I’exemple élémentaire suivant donné sur R? :

. 0 1
i () = ( 1 0 )z(t) + bu (2.4)
y() = hi@)+25(t)

Az(t) 4+ Bu(t)
cx(t§ ut) (2.3)

avec h une fonction analytique de dérivée non nulle.
Remarquons que si nous appliquons ’entrée ¢t — u(t) = 0 & (2.4) et si nous prenons deux
conditions initiales z(0) et Z(0) sur un méme cercle centré sur 1’origine, puisque ’exponentielle

de 01 (1) est une matrice de rotation, les sorties que ’on obtient sont les mémes. Il est facile

de vérifier que pour toute autre entrée, ce n’est pas le cas. Deux conditions initiales différentes
produisent deux sorties différentes. Autrement dit, pour une entrée non nulle, connue, il y a
assez d’information dans la sortie pour reconstruire 1’état initial. Une entrée u étant fixée ,
u # 0, ’application :

[ état initial— sortie en tant que fonction)] est injective.

2.2 Caractérisation de ’observabilité

Si la caractérisation de 1’observabilité pour les systémes linéaires est simple, pour les sys-
témes non linéaires la question est beaucoup plus complexe. Dans le cas ou le systéme (2.1) est
analytique, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’il soit observable, pour
cela nous allons introduire 1’espace d’observation.

Deéfinition 3. Nous appelons espace d’observation de (2.1) le plus petit sous-espace vectoriel de
fonctions de classe C™ sur M a valeurs dans R qui contient h;, ..., hy, et qui est fermé pour
la dérivation de Lie par rapport 4 tous les champs de vecteurs du types f,(z) = f(z,u);u € U,
fix¢, odt h(z) = (h1(z),...,hp(x)).
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Rappelons que la dérivée de Lie de ¢ par rapport & f,, est simplement la dérivée directionnelle

définie par
n

Lio() = Y. 208 (g, 0)

i

=1

Nous notons © Pespace d’observation de (2.1). © est simplement I’ensemble des combinaisons
linéaires & coefficients réels de termes de la forme : Ly, o...o Ly, h;.

Si nous nous plagons dans le cas oil le systéme (2.1) est analytique, nous avons le théoréme
suivant, voir [22].
Théoréme 1. © sépare les points de lespace d’état si et seulement si (2.1) est observable.(©
sépare les points de l’espace d’élat est équivalent a dire que pour tout couple d’états différents
(zo, Zo), il eziste g élément de O tel que g(xo) # g(Zo)).

Dans le cas des systémes linéaires, 1’espace d’observation © est engendré par les fonctions
z— Cz,z+ CAz,...,z— CA" 1z, Cet espace est de dimension fini.

L’espace d’observation est aussi de dimension fini pour les systémes bilinéaires. Considérons
le systéme bilinéaire suivant

{ &(t)
y(®)
avec z(t) € R, y(t) € R,u(t) € R. les éléments de © sont des fonctions affines sur R" : p(z) =

az + 3. La réciproque est vraie en un certain sens, M. Fliess et 1. Kupka ont démontré le résultat
suivant dans [14].

Az (t) + u(t)(Bz(t) + b)
Cz(t)

(2.5)

Théoréme 2. Si un systéme admet un espace d’observation de dimension fini, alors il se plonge
dans un systéme bilinéaire.

Remarque 8. Tout systéme linéaire observé polynomialement admet un espace d’observation de
dimension fini. :

La théorie de 'observation des systémes linéaires observés polynomialement se raméne donc &
celle des systémes bilinéaires.

2.3 Différentes notions d’observabilité

Nous avons vu que ’espace d’observation d’un systéme linéaire © est engendré par les fonc-
tions ¢ = Cz,z — CAz,...,z+— CA™" 1z. Nous considérons d© I’espace des différentielles de
chacune de ces fonctions. En chaque point z, ’évaluation en z de d© est précisément engendré
par les colonnes de la matrice (C,CA,...,CA™ ).

Nous pouvons nous demander s’il existe un équivalent de la condition de rang pour les sys-
témes non linéaires. La notion d’observabilité est globale, chaque point est distinguable de tous
les autres, méme s’ils sont trés éloignés. Au contraire, une condition de rang est de nature locale.
Nous ne pouvons alors nous attendre qu’a une équivalence partielle. Nous sommes donc amenés
4 introduire de nouvelle notion d’observabilité locale pour pouvoir la caractériser.

Nous rappelons tout d’abord la notion d’observabilité locale.

Deéfinition 4. Le systéme (2.1) (ou (2.2)) est dit localement observable en zg si et seulement s’
il existe un voisinage V' de z¢ tel que tout couple (z,Z) de V est distinguable.
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L’observabilité locale faible en un point z € M a été introduite par R. Hermann et A. J.
Krener dans [26]. Avant d’en donner la définition, rappelons que, étant donné un sous ensemble
W de M, les deux états o, To dans W sont dits indistinguables dans W (noté a:oIWaro) si nous
avons la propriété suivante :

Pour chaque T > 0 fixé, pour tout contrdle u pour lequel (¢, zo, u(.)) € W et p(t, Zo, u(.)) €
W pour tout 0 < t < T on a h(p(T,zo,u(.))) = h{e(T,Zo,u(.))). Nous notons Iy (§) :=
{€/etwe'}.

Définition 5. (2.1) est (HK — obs), s’il existe un voisinage W de z tel que pour tout voisinage
V ouvert de z contenu dans W, nous avons Iy (z) = {z}.

Sontag a introduit dans [53] une nouvelle notion d’observabilité locale faible reliée au probléme
de stabilisation (appelé ’observabilité de Liapunov).

Deéfinition 6. (2.1) est (L — obs), si pour tout voisinage W de z, il existe un voisinage V de z
contenu dans W tel que Iw(z) NV = {z}.

Nous donnons maintenant quelques notions qui seront utiles pour caractériser I’observabilité
locale faible et celle de Liapunov. Nous notons [ I’algébre de lie engendrée par les champs de
vecteurs de {f,,u € U}. La condition de rang d’accessibilité en = € M est donnée par dim
l(z) = n. Nous la notons (ARC),.

la condition de rang d’observabilité en z € M est introduite par R. Hermann et A. J. Krener
dans [26]. Elle est vérifiée si ’ensemble des différentielles dp(z), ¢ € O, est de rang maximum en
chaque point z de 1’espace d’état, nous la notons (ORC),.

Nous énongons par la suite quelques théorémes démontrés dans [53] qui caractérisent 1’obser-
vabilité locale faible et celle de Liapunov.

Théoréme 3. Pour tout z,(ORC), = (HK — obs);.

Théoréme 4. Si (2.1) est (HK — obs), pour tout = dans M alors la condition (ORC), est
vérifiée dans un ouvert dense de M.

Théoréme 5. Si (2.1) est analytique et vérifie la condition (ARC) alors les deuz assertions
suivantes sont équivalentes :

1. (ORC), est vérifiée pour tout état x de M.
2. (HK - obs); est vérifiée pour tout état x de M.

Théoréme 6. Si (2.1) vérifie la condition (ARC) alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. (L — obs)  est vérifiée pour tout état ¢ de M.

2. (ORC), est vérifiée dans un ouvert dense de M.

Pour montrer ce théoréme, Sontag a démontré les lemmes suivantes :
Lemme 1. (HK — 0bs)y => (L — obs);.

Lemme 2. Si (2.1) vérifie la (ARC) alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (L — obs), est vérifiée pour tout état x de M.
2. (L — obs); est vérifiée dans un sous ensemble dense de M.
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Lemme 3. Si (L — obs), est vérifiée dans un sous ensemble dense de M alors (ORC)  est vé-
rifiée dans un ouvert dense de M.

Sontag a montreé aussi dans [53] la conservation d’observabilité de Liapunov aprés discrétisa-
tion en supposant que le systéme continue vérifie la condition de rang d’accessibilité forte.
Nous donnons tout d’abord la définition du discrétisé de (2.1).

Définition 7. Soit § > 0, si on note ¢(t, Zo, u(.)) la solution de (2.1) en appliquant le contrale
t — u(t) et de condition initiale zo alors le discrétisé de (2.1) est le systéme

{wk+1 = 90(5,1%,”_2())

v = h(zx) (2.6)

ot u§(.) est le contréle constant sur[0, 8] et égal & u(k8) sur cet intervalle.

Nous rappelons par la suite la notion de condition de rang d’accessibilité forte. Soit Iy 'idéal
de | engendré par les champs de vecteurs de la forme f, — f, avec u,v dans U. La condition de
rang d’accessibilité forte en z € M est donnée par dim lo(z) = n. Nous la notons (SARC);.

Soit § > 0, nous notons u®(.) le contréle constant par morceau et égal & u(kd) si ¢ € [k8; (k+
1)4[. Soit W un sous ensemble de M, les deux états zq, Zo dans W sont dits é-indistinguables
dans W (noté zoIf,Zo) si nous avons la propriété suivante :

Pour chaque r > 0 fixé, pour tout contréle u®(.) pour lequel nous avons ¢(t, zg, u®(.)) € W
et o(t, Zo,u’(.)) € W pour tout 0 < t < rd alors h(p(ré, zo, u®(.))) = h(p(rd, Zo, u’(.))). Nous
notons If, := {€' /€I§,¢'}.

Nous donnons la définition d’observabilité de Liapunov du discrétisé en un point £ € M
introduite par Sontag dans [53].

Définition 8. (2.1) est (L — S — obs), si pour tout voisinage W de z, il existe un réel dp > 0 tel
que ; pour tout 0 < & < & ; il existe un voisinage V de 2 contenu dans W tel que If, (z) NV = {z}.

Sontag a aussi introduit dans [53] la condition de rang d’observabilité du discrétisé en un

point z € M. Elle est vérifiée 8’il existe des entiers positifs k,ny,...,nk, un réel §g > 0 et des
suites (u!l,...,ul™) € U™,...,(u*,.. . ub™) € U™ tel que pour tout 0 < § < o et pour
toute suite de contréles (u'®(.);...;u*®(.)) tel que u?(t) = w; si t € [i4, (i + 1)4[, nous avons :

dh(p(m8, z,u"(.)))
rang : = n. Nous la notons (S.ORC);.

dh(p(nid, z,u*(.)))
En utilisant ces derniéres notions d’observabilités, Sontag a montré dans [53] le théoréme
suivant :

Théoréme 7. Si (2.1) vérifie la (SARC) alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. (L — obs); est vérifiée pour tout état x de M.
2. (ORC), est vérifiée dans un ouvert dense de M.
3. (L — S — obs), est vérifiée pour tout état = de M.
4. (S.ORC), est vérifiée dans un ouvert dense de M.
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2.4 Observateur

La thése ne porte pas sur les observateurs mais il nous semble intéressant de mentionner un
résultat important concernant les observateurs pour les systémes non linéaires car nous voyons
que la notion d’observabilité joue un réle essentiel.

Nous nous plagons dans le cas o M = R” et U = R™. Nous donnons par la suite la définition
d’un observateur asymptotique local pour le systéme (2.1). Considérons le systéme suivant

{:((8 = g(()i(t),u(t),y(t)) (2.7)

Définition 9. Le systéme (2.7) est un observateur asymptotique local pour le systéme (2.1) si
pour tout contrdle u :

1. Ve > 0;36 > 0/||£(0) — z(0)|| < 6§ = ||Z(t) — z(t)|| < €, pour tout ¢t > 0.
2. 3r > 0/||2(0) — z(0)|| < r = lim¢00 £(2) = z(2).
Le systéme (2.7) est appelé un observateur asymptotique global si lim;_,, (¢) = z() pour

toute condition initiale £(0) — z(0). La définition d’un observateur exponentiel local est donnée
ci dessous.

Définition 10. Le systéme (2.7) est un observateur exponentiel local pour le systéme (2.1) si
pour tout controéle u :

1. Ve > 0;36 > 0/||2(0) — z(0)|| < 6 = ||Z(t) — z(¢)|| < eexp(—ct), pour tout t > 0 et pour
une certaine constante c.

Le systéme (2.7) est appelé un observateur exponentiel global Si Ve > 0,||&(t) — z(¢)|| <
gexp(—ct), pour tout ¢ > 0, pour une certaine constante ¢ et pour toute condition initiale
£(0) — z(0).

Un probléme important de ’automatique est celui de la stabilisation par retour d’état du
systéme £(t) = f(z(t),u(t)). Plusieurs auteurs ont abordé ce sujet en cherchant un feedback
z — u(z) qui rend le systéme globalement asymptotiquement stable. Cependant le feedback
u(x) ne permet pas de stabiliser le systéme lorsque nous ne connaissons pas 1’état z(t). Nous
sommes donc amenés a construire un observateur qui produit une estimation de 1’état basée sur
des observations passées i tout instant.

La théorie de I’estimation de 1’état est parfaitement établie depuis plusieurs années dans le
cadre des systémes linéaires, ’observateur de Luemberg (Luenberger,1966) dans [44] ou le filtre
de Kalman (kalman et Bucy,1960), dans [31] sont des solutions standard largement utilisées qui
assurent pour les systémes observables la convergence exponentielle de ’erreur d’estimation vers
zéro quelle que soit ’erreur d’initialisation.

Pour les systémes non linéaires, la recherche d’observateurs & convergence exponentielle est
encore un domaine ouvert. Sans doute, 'influence des entrées mais aussi par exemple 'inexistence
de critéres d’observabilité algébriques simples comme le critére du rang pour les systémes linéaires
sont des raisons qui peuvent expliquer cet état de fait.

Une idée classique en automatique est de ramener le probléme non linéaire de départ & une
formulation linéaire que nous traiterons plus facilement. Dans cette optique, certains auteurs ont
utilisé des techniques consistant & transformer le systéme non linéaire en un systéme linéaire
ou bilinéaire modulo une injection de sortie et a appliquer ensuite les techniques d’estimation
linéaires (Krener et Isidori, 1983 dans [39], Krener et Respondek, 1985 dans [40}, Hammouri et
Gauthier, 1992 dans [17]). Toutefois, ces méthodes peuvent étre difficiles & appliquer du fait de
conditions trés restrictives qui traduisent la linéarisabilité ou bilinéarisabilité du systéme.
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Une autre méthode importante pour la synthése d’observateur consiste & transformer le sys-
téme non linéaire de départ, qui est supposé uniformément observable, en une forme canonique
d’observabilité puis & construire un observateur grand gain (Gauthier et al., 1992, Deza et al.,
1992).

Nous donnons maintenant une caractérisation de 1’observabilité uniforme pour les systémes
mono-entrée /mono-sortie qui sont affines en ’entrée :

£(t) = f(z@))+g(z()u(t
{y(t; ey OO 28

avec z(t) € R™, y(t) € R,u(t) e R.

Gauthier et Bernard, 1981, voir [16], Gauthier et al.,1992 ont donné une condition nécessaire
pour que (2.8) soit uniformément observable.

Théoréme 8. Si le systéme (2.8) est uniformément observable alors il eziste un systéme de
coordonnés locales en chague point d’un ouvert dense de R™ tel que (2.8) est transformé en un
systéme de la forme :

X = AX +%(X)+ ¢(X)u
{ = (2.9)
o 0 1 0 ot (X1)
. . . 2 X’
A .ot 1 ; B(X) = 0 et $(X) = &*( :Xz)
0 P (X) ¢"(X)

et le systéme de coordonnées locales est défini par l’application ¢ de R™ dans R™ qui & [’état
X associe (h(X), Lsh(X),...,(Lsn-1)h(X)).

Remarque 4. L’observabilité d’un systéme analytique entraine seulement que ¢ est un difféomor-
‘phisme local presque partout (Gauthier et Bornard, 1981) dans [16]. Dans le cas ol ¢ est un
diffeomorphisme global, nous avons alors : (2.8) est uniformément observable si et seulement
g’il est diffeomorphe par ¢ a un systéme de la forme (2.9) qui est appelée forme canonique
d’observabilité uniforme des systémes non linéaires mono-sortie affine en I’entrée,

Nous allons voir maintenant qu’elle permet de construire effectivement des observateurs &
convergence exponentielle : les observateurs de type grand-gain.

Théoréme 9. Sous les hypothéses :
- Hy) ¢ est un difféomorphisme global, (2.8) est uniformément observable (et donc d’aprés
la derniére remarque, (2.8) s’écrit globalement sous la forme canonique).
- H,) Les fonctions ¢ et 1 sont globalement lipschitziennes.
- Hj) L’entrée u est mesurable et bornée.
Pobservateur grand-gain (de type Luenberger) :

{ i = AX+9X)+o(X)u - (6L1,6°Ls,...,0°L,)(CX - y) (2.10)

Yy CX=X1

ot L = (Ly,Ly,...,Ly,) est choisie telle que A — LC soit stable (ce qui est possible), est un
observateur & convergence exponentielle de (2.8) pour 6 > 0 suffisamment grand.
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Précisément en notant ’erreur d’estimation par e = X — X, nous avons :

1

3(k > 0,B > 0,1 > 0); Vt > 0;Ve(0); V6; |le(t)|| < 6™ 'VBl|e(0)||exp( 2(/\0 — 2BK)t).

Théoréme 10. (Deza et al.,1992)
Sous les hypothéses Hy, HyetH, du théoréme précédent, ’observateur grand gain donné par le
filtre de Kalman étendu suivant :

(42 = AR +9(X)+é(X)u- PCTr1(CX - y) -~
i &£ = Qs PCTr-'CP+ P(A+ ¢*(X) + ¢*(X)u) + (A + ¥*(X) + ¢*(X)u) P '

ot Qo = 2A_1QA_1;Q > 0 et A =diag(1, %, . ,5,71:1-) est aussi un observateur & convergence
ezponentielle de (2.8) pour 6 suffisamment grand, c.a.d :
ar > 0,3(k > 0, B> 0, > 0);Vt > T;Vp(0) > 0,Ve(0); V6; |le(t)|| < 6"~ 1v/Blle(T)||
exp(—3(A0 - 2BK)(t - T).
(notation : ¢* est la jacobienne de ¢).
Remarque 5. 1. La convergence de I’observateur est assuré gréce & la forme triangulaire par-
ticuliére de ¢. Le fait que (A, C) soit observable et u est borné ne suffit pas.
2. Nous pouvons mettre ¢ sous cette forme gréce a ’observabilité uniforme du systéme non
linéaire.
3. Nous voyons bien que la notion d’observateur est li¢ directement a ’observabilité qui pré-
sente une condition nécessaire 4 la synthése d’un observateur.
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2.5 Entrées universelles

Nous déduisons immédiatement a partir de ce qui précéde que pour un systéme observable,
pour tout couple (zg, Zo) d’états différents, il existe une entrée admissible qui donne lieu 4 deux
sorties différentes. L’entrée en question peut, naturellement, dépendre du couple d’états que
nous avons considéré. En pratique, nous nous intéressons au cas ou ’entrée u ayant été fixée,
tout couple d’états différents donne lieu & des sorties différentes. En effet, dans ce cas seulement,
nous pouvons connaitre I’état initial du systéme a partir de la connaissance de la sortie.

Nous donnons par la suite la définition d’une telle entrée.

Définition 11. Une entrée u admissible est dite universelle si elle distingue toute paire d’états
qui est distinguable par une certaine entrée v.

Nous pouvons alors nous demander si une telle entrée existe, éventuellement sous des hypo-
théses convenables. Eduardo D. Sontag est la premiére personne qui a étudié ce probléme dans
[564], puis Héctor J. Sussmann dans [58].

Sontag s’est intéressé aux systémes discrets polynomiaux suivants

Ther = p(Tk,ux) )
{ ;k — h(zy) (2.12)

— ou ug, T et yx appartiennent respectivement a des sous ensembles algébriques U de R™, X

de R" et Y de RP.

— U est «irréductible».

-~ P:XxU— Xeth:X —Y sont des fonctions polynomiales.

Rappelons qu’un sous ensemble S d’un espace affine R?, ¢ > 0 est algébrique 8’il est défini par
des équations polynomiales S = {Q;(z1;...;z4) = 0}. Il est dit irréductible s’il n’est pas ’'union
de deux ensembles algébriques propres. Dans ce contexte, un sous ensemble R d’un ensemble
algébrique irréductible S est générique lorsque son complémentaire est contenu dans un sous
ensemble algébrique propre de S.

Pour montrer I’existence d’une entrée universelle, Sontag a introduit une nouvelle notion d’ob-
servabilité.

Définition 12. Le systéme (2.12) est «déterminable a I’état final» si et seulement s’il existe une
séquence d’entrée (ug, ..., u,) telle que pour tout couple d’état distincts (z, 2)
— ou bien (h(m)v h(p(z, ul))v h(p(p(a:, ul)’ u2))v T ,h(p(. . -p(iL‘, ul)a ceey u,.)) #
(h(2), h(p(z,u1)), h(p(p(z, u1), u2)), ..., h(p(. . .P(2, 1), ..., ur))

- ou bien p(...p(z,u1),... %) = p(...p(2,v1), ..., U).
Remarque 6. Si (2.12) est «déterminable a ’état finaly alors il existe une séquence d’entrée qui
permet de déterminer ’état du systéme obtenu aprés avoir appliqué cette séquence d’entrée.
Autrement dit, si deux états distincts produisent les mémes sorties aprés avoir appliqué une
séquence d’entrée alors ces deux états coincident aprés avoir appliqué cette séquence d’entrée.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant démontré par Sontag dans [54]
Théoréme 11. Si (2.12) est observable (au sens de la définition 2) alors il eziste un entier

naturel r et un sous ensemble R dense dans UT*! tel que (2.12) est «déterminable & I’état finaly
pour tout (ug,...,u,) € R.
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Hector J. Sussmann s’est intéressé aux systémes non linéaires continus. Il a montré ’existence
d’une entrée universelle analytique pour un systéme analytique et méme que ’ensemble des
entrées universelles est dense dans 1’espace des entrées admissibles avec une topologie convenable.

Nous faisons maintenant les hypothéses suivantes :

- (Hy) : M est une variété analytique.

- (Hj) : U est un sous ensemble de R™ contenu dans la fermeture de I'intérieur de U et

Pintérieur de U est connexe.
- (H3) : f: M x U — TM est analytique.
- (Hyg) : h: M — RP est analytique.
Considérons aussi ’espace des fonctions de classe C* définies sur l'intervalle [¢,b] de R, & valeurs
dans R™, que nous noterons C*([a, b], R™), muni de la topologie C* suivante :

Une suite de fonction {u,} converge vers u pour la topologie C* si et seulement si dtJ'a
du , . . .
converge vers — uniformément sur [a, b] pour tout j, (topologie de la convergence uniforme de
la fonction et de toutes ses dérivés).
Nous noterons ensuite C*([a, b], U) P’espace des fonctions de classes C* définies sur l'inter-
valle [a,b] de R, 4 valeurs dans l'intérieur de U. C*([a, b], U/) est un ouvert de C*([a, b],R™)
pour la topologie C°.

Nous pouvons alors énoncer les deux résultats suivants démontrés par Hector J. Sussmann
dans [58].

Théoréme 12. Si (2.1) vérifie les hypothéses (H,),(H3),(Hs) et (Hy4) alors (2.1) admet une
entrée universelle analytique, c’est & dire une entrée permettant de distinguer toute paire de
points distinguables par une certaine entrée.

Théoréme 13. Si (2.1) vérifie les hypothéses (Hy),(Hz),(Hs) et (Ha) alors 'ensemble des en-
trées universelles est dense dans C*([0,T],U) pour chaque réel T positif fixé.

Remarque 7. En particulier si le systéme (2.1) est observable (au sens de la définition 2) et vérifie
les hypothéses (H,),(Hz),(Hs) et (H,) alors il existe une entrée permettant de distinguer tout
couple d’états distincts. (2.1) est uniformément observable si et seulement si toutes les entrées
sont universelles.

Comme nous ’avons vu précédemment, il existe des entrées qui ne distinguent pas deux états
distincts. Ces entrées sont appelées «mauvaises» entrées. Nous pourrons penser qu'’il convient
tout d’abord de reconnaitre les «mauvaises» entrées pour ensuite les écarter. Ceci n’est pas un
bon point de vue, malgré le fait que les mauvaises entrées d’un systéme non linéaire sont non
nombreuses.

En fait les mauvaises entrées constituent la singularité du probléme d’observation, et que, en
tant que singularité, elles doivent jouer un réle déterminant, comme c’est souvent le cas dans
I’étude des systémes dynamiques sur le comportement du systéme «a coté». Il faudrait donc
seulement ne pas les écarter, mais plutot les utiliser. Ce travail a été fait par J. P. Gauthier.

2.6  Observabilité infinitésimale

J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka ont introduit dans [22] de nouvelles notions d’observabilités.
Comme nous avons vu précédemment, pour avoir la notion d’observabilité, I’application (état
initial — sortie en tant que fonction) doit étre injective.

Malheureusement, cette notion d’observabilité est instable pour de petites perturbations du
systéme. Pour cette raison, Gauthier et Kupka ont ajouté la condition d’immersion (injectivité
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infinitésimale) en plus de l'injectivité.

Pour u fixé, le champ de vecteur f, peut étre considéré comme une application C'*®° de
M dans TM. Nous pouvons alors considérer I’application tangente df, de TM dans T(T'M),
malheureusement df, n’est pas un champ de vecteur. En effet, si nous notons Il la projection
canonique de T'(T'M) dans TM définie ainsi

n : M) - ™™
w — vtqw € T,(TM)

Il o df,, n’est pas égal a V'identité de TM. :

Nous donnons par la suite la construction de I’involution canonique w de T'(T'M). Soit (U, ¢)
une carte sur M. Notons II la projection canonique de TM dans M. Une carte (V,¥)sur TM
est définie ainsi

v V=IYU) = p(U) x R™
v — (SO(H(U))a U(U,cp))

avec v(y,,) |’expression locale de v dans la carte (U, ¢).

On donne maintenant la formule de changement de cartes sur TM. Soient (Uy, 1), (U, ¢2)
deux cartes sur M tel que Uy N Uz # O et soient (Vi,41), (V2,%2) deux cartes sur TM. Le
changement de carte s’écrit

P 0 ’(/}2_1 : ’(bg(ﬂ—l(Ul N Ug)) - ’t/Jl(H_l(Ul N Ug))
(a2, v2) = (1005 (a2),d(¢1 0 93 ") (az) v2)

Une carte (W, 0) sur T(T' M) est définie ainsi

6 : W=M")1(V) = ¥(V)xR¥"=pU)xR"xR™
w — (’ll) ] H’(’W) y €1, 62)
= (pollo I'(w), e, €1, €2)

avec

— e = l’expression locale de v = IT'(w) dans la carte (U, ¢).

— (€1, €2) = ’expression locale de w dans la carte (V, ).

On donne maintenant la formule de changement de cartes sur T(TM). Soient (U, 1),
(Us, p2) deux cartes sur M tel que Uy N Uz # @, soient (Vi,%1), (Va,%;) deux cartes sur TM et
soient (W),60,), (Wa, 02) deux cartes sur TT'M. Le changement de carte s’écrit

b10671 : 6(WinW)) — 01 (W1 N W2))
(@,e,e1,€2) = (p1097"(a),d(p1097")(a)-e,d(r10 %7 ")(a,€).(e1, €2))

Sur #(W) on définit I’application

wg o(w) — (W)
(a'vevel’e2) — (a’el)eae2)

wy est clairement une involution qui échange les deuxiéme et troisiéme coordonnée. Sur W, on
définit w par w = 87! owy o §. En utilisant les changements de cartes ci dessus, on vérifie que w
est bien définie, c’est & dire indépendent du choix de la carte (6, W).

Ce qui permet de définir I'involution canonique w globalement sur T(T'M). w est un difféo-
morphisme de classe C* car w o w est égale 4 I'identité de T(T'M). On va vérifier maintenant
que II' ow = dII.
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Soient w € T,,(T'M), (V, ) une carte en v, (U, ¢) une carte en z = II(v). Posons ¢(z) = a et
soit e = ’expression locale de v = II'(w) dans la carte (U, ¢) et (e;, e2) = I’expression locale de
w dans la carte (V, 9).

On commence par donner ’écriture locale de dII(v)(w).On a

polloyl(ae) = poll(v)=p(a)=a
d(poTlop)(ae) = (1 0)

On déduit alors que ’expression locale de dII(v)(w) est e; dans la carte (U, ¢). On donne mai-
tenant I’expression locale de II' o w(w) dans la carte (U, ¢).

ww) = 67 1owgob(w)
= 0 lowgy(a,e,eg,e2)

- (a1 €, €, 62)

MNow(w) = M'o#(a,e,e,e3)

II' o w(w) a pour expression locale e; dans la carte (U, ). On vérifie ainsi que II' o w = dII,
par suite [I' cowow = dll ow = II'. En composant avec w, w o df, est un champ de vecteur car
Nowodf, =dllodf, =d(Ilo f,) = d(Idp) = IdrMm.

Le relevé du systéme (2.1) sur T'M est défini ainsi : Pour u fixé, & I’application f de M x U
dans TM, nous associons le champ de vecteur w o df, de TM dans T(TM) . De méme, la
différentielle de ’application 2 de M dans RP? est ’application dh définie de TM dans RP”. Le
relevé du systéme (2.1) est alors le systéme

) = wodf(€(t),u(t))
{ n(t) = dh(llop(t, &0, u(.)))£(2) (2.13)

Remarquons que les trajectoires de (2.1) et (2.13) sont reliées ainsi :

Notons que si t — 1(t, &, u(.)) est une trajectoire associée a ce champ de vecteurs (w o df)
de condition initiale &, avec un contrédle u sur {0, ¢], alors t — II(4(¢, &0, %(.))) est une trajectoire
de (2.1) issue de zo = II(&) et avec le méme controdle.

Nous énongons maintenant la définition d’observabilité infinitésimale.

Définition 138. Pour (u,z) € L*(U) X M nous considérons ’application p,, de T,M dans
L(RP) qui a tout & € T, M associe la fonction ¢ — dh(p(t,z,u(.)).£(t) (£(t) est la solution de
((2.13)) de condition initiale &). Le systéme (2.1) est infinitésimalement observable en (u,z)
si I’application linéaire p, ; est injective et uniformément infinitésimalement observable s’il est
infinitésimalement observable pour tout couple (u,z) € L= (U) x M.

J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka ont donné une caractérisation des systémes uniformément
infinitésimalement observable. Pour des raisons pratiques, ils supposent que h dépend de u. Nous
considérons alors le systéme suivant

z(t), u(t

{ &(t)
y(t) h(z(t), u(t))

avec f: M XU > TMet h: M xU — RP. Nous notons : h,(z(t)) = h(z(t), u(t)) et fu(z(t)) =
f(=z(t), u(t)).

Nous supposons dans la suite que (2.1) est analytique, m > p et p = 1. Le théoréme sui-
vant démontré par J.P. Gauthier et I.A.K. Kupka dans [22] fait le lien entre les deux notions
d’observabilité et d’observabilité infinitésimale, il est vrai méme pour p > 1.
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Théoréme 14. 1. Pour tout contréle @, l’ensemble (i) des états x € M tel que (2.14) est
infinitésimalement observable en (i, ) est un ouvert de M.

2. Si (2.14) est observable pour un contréle i alors (i) est dense dans M.

3. Si (2.14) est infinitésimalement observable en (i, ) alors il existe un voisinage ouvert V
de z tel que la restriction de (2.14) a V est observable pour le contréle ().

Nous considérons la famille de distribution D(u) = {Do(4) D D1(u) O ... D Dyp_1(u)} sur
M indexée par la valeur v € U du contréle. Do(u) = Ker(dxhy(z)), oit dx est la différentielle
par rapport 4 la variable z. Pour 0 < k < n — 1, Di41(u) = Dg(u) ﬂKer(dX(L?:'l (hu))). Cette
famille de distribution n’est pas en générale réguliére, c’est & dire D;(u) n’a pas un rang constant
égalean—-i¢—1.
Définition 14. D(u) est appelée le drapeau canonique associé au systéme (2.14). Dans le cas
ou D(u) est réguliére et indépendante de u (notation :9, D(u) = 0), elle est appelée uniforme.

J.P. Gauthier et I.A.K Kupka ont montré dans [22] qu’une condition nécessaire et suffisante
pour que la restriction de (2.14) & un ouvert dense de M soit uniformément infinitésimalement
observable est que 8, D(u) = 0.

Nous donnons tout d’abord le théoréme suivant, démontré par J.P. Gauthier et [.A.K. Kupka
dans [22], qui généralise celui de Gauthier et Bernard, 1981 dans [16], Gauthier et al., 1992 dans
lequel ils donnent une caractérisation de 1’observabilité uniforme pour les systémes affines en
controle (résultat présenté dans le paragraphe "observateur").

Théoréme 15. Le systéme (2.14) admet un drapeau canonique uniforme si et seulement si pour
tout zo € M, il eziste un systéme de coordonné de xg, (Vg,,2° ...,2" 1) dans lequel (2.14)
s’écrit :

( 0
dst = fO(zovzlvu)
de* _  £(n0 .1 i+1
J = _ fi(z% 2, . 2t ) (2.15)
dgn—! 0 .1 n-1
7 = fa-1(2% 200,27 )
\ y = h(z%u)

tel que V(z,u) € Vg x U; 25 (2%, u) # 0; gﬁ-(wo,zl,u) #0;...; %%(zo, N E X}

Théoréme 16. Si (2.14) admet un drapeau canonique uniforme alors pour tout zo € M, il eziste
un voisinage ouvert vz, de zq tel que la restriction de (2.14) & vy, est uniformément observable
et uniformément infinitésimalement observable.

Autrement dit, la condition de drapeau canonique uniforme, devient une condition suffisante
pour I’observabilité infinitésimale uniforme sur un ouvert dense de M.

Nous considérons par la suite les hypothéses suivants :

- (Hy) : U =1I™,I C R est un intervalle compact et le systéme est analytique.

- (Hy) : U =R™, f et h sont algébriques par rapport a u.
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Nous notons X le sous ensemble de U x M défini par
X = {(u,2)/dxh2(z) A...Adxh>*(z) = 0}

et nous notons X la projection de X sur M.
Théoréme 17. Si (2.1) vérifie Uhypothése (Hy) ou (Hj) et s’il est uniformément infinitésima-
lement observable alors :

1. X est «subanalytiquey (semisubanalylitique dans le cas de (H3)) ensemble de codimension
1. Dans le cas de Hy, M est fermé.

2. La restriction de (2.1) ¢ M \ X posséde un drapeau canonique uniforme.

Remarque 8. 11 est possible d’obtenir des résultats dans le cas non analytique. Cependant, ils
seraient faibles dans ce sens : Nous avons vu dans le théoréme précédent que ’observabilité
infinitésimale uniforme est une condition suffisante pour que la restriction du systéme a un
ouvert dense de M uniformément par rapport & u posséde un drapeau canonique. Dans le cas
non analytique, nous avons le méme résultat, mais seulement sur un ouvert dense de M x U.
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Préservation de ’observabilité aprés
discrétisation
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3.1 Introduction

Si le probléme de la conservation de ’observabilité des systémes linéaires aprés discrétisation
est résolu depuis longtemps par R. Kalman et K. Narendra dans [30], pour les systémes non
linéaires la question est beaucoup plus complexe. Notons qu’un probléme analogue & propos de
la controlabilité a été étudié par E.D. Sontag dans [55].

Lorsqu’un systéme est réglé par commande numérique, le contréle est appliqué pendant des
temps fixés 0, 4,24, .... Pour un systéme continu, la situation est modélisée par le fait que le
controle appliqué est constant sur les intervalles [0, 8),[4,24),.... De plus la mesure (partielle)
de I’état se fait aux instants 0, 6,24, . ...

Dans ce chapitre nous montrons la préservation de ’observabilité aprés discrétisation. Nous
utilisons la notion d’observabilité infinitésimale introduite par J.P. Gauthier et Kupka dans
[22]. Nous montrons que si notre systéme est infinitésimalement observable et uniformément
observable, le contréle prenant ses valeurs dans un espace compact alors le systéme discrétisé est
observable pour tout pas de discrétisation assez petit et pour tout contrdle dont la dérivée est
bornée. Ceci fait ’objet de ’article que nous donnons par la suite.

Nous présentons aussi une autre méthode pour montrer ’observabilité locale du systéme
discrétisé.

Enfin, en supposant que le systéme (2.1) est analytique et observable, nous montrons que
’ensemble des couples d’états distinguables par le systéme (2.6) est partout dense dans M x M
(& condition que le pas de discrétisation soit assez petit).

Remarquons que Gerhard Kreisselmeir a montré dans [38] la conservation de 1’observabilité
aprés discrétisation pour les systémes linéaires en utilisant des pas de discrétisations non équi--
distants et périodiques. Pour tout pas de discrétisation de ce genre, le discrétisé est observable.

Comme nous ’avons vu précédemment, Sontag a montré la conservation de I’observabilité de
lyapounov aprés discrétisation en supposant que le systéme vérifie la condition de rang d’acces-
sibilité forte.

Nous présentons ci-aprés le texte d’un article que nous avons soumis & Systems & Control
Letters.

On the preservation of the observability under sampling

Abstract In this paper, we investigate the problem of the preservation of observability under
sampling.

3.2 Introduction

When a system is regulated by a digital computer, control decisions are often restricted to
be taken at fixed times 0,4,24,... For a continuous time system, the resulting situation can
be modelled through the constraint that the inputs applied are constant on intervals [0, 4),
[6,28),.... Moreover if the system is given with a measurement map, the state is (partially)
measured only at the fixed times 0, 4, 24, .. ..

The goal of this paper is to investigate the problem of the preservation of the observability
for such systems; notice that an analogous problem : the preservation of the controllability is
studied in [55].
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Before stating our main theorem, we will give some notations and definitions. Given a system

z = fl(z,u
{y = hg) ) S

defined on a differentiable manifold M and a sampling time é > 0, if we denote by ¢(t, zo, u(-))
the solution of (3.1) with control ¢ — u(t) and initial condition z¢, the §-sampled system of (3.1)
is :
shir = @(6,2x, % (1))
{ w = h(z) 3.2
where u(-) is the control constant on [0, §] and equal to u(k$).

There exist many notions of observability, we will work with this definition :

Définition 15. We say that system (3.1) is observable for all input if for every triple (u, zq, o),
where t — u(t) is an admissible input, (z¢ # Zo) are initial conditions, the set of ¢ such that
h(p(t, zo, u(-)) # h{e(t, Zo, u(-)) has not zero measure.

Définition 16. We say that system (3.2) is observable for all input if for every triple (u, zg, Zo),
where u is an admissible input, (zo and Zo) are initial conditions, the set of indices k such that
h(zr) # h(Zx) is infinite.

We recall the notion of distinguishability :

Définition 17. We will say that the points o and Zo (or that the pair (zg, Zo)) are distin-
guishable by system (3.1) if there exists a control u such that the set of times t satisfying
h(p(t, zo, u(-)) # h(e(t, T, u(-)) has not zero measure.

The definitions are analogous for the discrete-time system (3.2).

Assuming the observability of system (3.1), is it true that system (3.2) is also observable ?
(at least for sampling times § small enough). The answer is yes for linear system (see e.g. [56])
but, in general, the assumption of observability is not sufficient to guarantee the preservation
of observability as we will see later. We need the notion of infinitesimal observability which was
first studied by J.-P. Gauthier and 1. Kupka (see {20]) and that we recall below.

Suppose that the set of admissible controls is L (U), the set of all measurable essentially
bounded U-valued functions (U C R™), the space of our output functions will be L(R?), the set
of all measurable RP-valued functions. The “lift of system (3.1) on TM” is defined as follows :
the mapping f : M x U — TM induces the tangent mapping df : TM x U — T(T M), then
if w denotes the canonical involution of T'(T'M), wod f defines a parametrized vector field on T M.

If 7 : TM — M denotes the canonical projection, let ¢ — (¢, o, u(-)) be a trajectory of this
vector field associated with the control v and with initial condition &p, then t — w(3(t, o, u(-)))
is the trajectory of (3.1) starting from zo = 7(§o). Moreover, the function b : M — RP has a
differential dh : TM — RP. The lift of (3.1) is then the system :

{ f = def(é.’u) (33)
n = dh(mo "/J(tvaa u)) ' f(t) '
where 7 denotes the canonical projection from T'M into M.

We have the following definition for the infinitesimal observability :
Définition 18. Given (u,z) € L (U) x M, we consider the application P, ; between T;M and
L(RP) which associates to &y € T M the function t — dh(p(t, z, u(-))-£(t) (£(t) being the solution
of (3.3) with initial condition £p). System (3.1) is called infinitesimally observable at (u, z) if the

linear mapping P, . is injective and uniformly infinitesimally observable if it is infinitesimally
observable at all (u,z) € L*(U) x M.
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3.3 Main result

The systems under consideration are of the form (3.1) where the state z belongs to a com-
pact smooth differentiable manifold M of dimension d and the inputs u take value in a compact
subset U of R™. We suppose that the u-parametrized vector fields f(-, ) are smooth ; the space
of control functions will be the space L*(R, U) of all essentially bounded applications from R to
U.

Given a positive number &, we denote by u?, a piecewise constant control which takes constant
value on intervals [ k4, (k + 1)6 [ and we let ué(t) = v if t € [k6, (k+ 1)6].

The é-sampled system of (3.1) (with time sample §) is the discrete-time system :

Tk = (,0(6,.’1,‘]6,@6(-))
{yk: = h(oeyr) | (3.4)

where uJ(-) is the application defined on [0 8] by ul(t) = uf and ¢(8, zx, ul(-)) is the solution
of (3.1) with initial condition z, control u$(-) at time &.

We will say that u®(-) is M D-bounded if there exists a derivable application u such that
ud(t) = u(ké) for t € [ké, (k + 1)§[ and the norm of the derivative of u is bounded by M (so
| u(t + ) — u(t) |< Mh for all A).

Our main result is the following :

Théoréme 18. Assume that system (3.1) is observable for every input u(-) and uniformly infi-
nitesimally observable, then for all M > 0, there ezists a 6o > 0 such that the §-sampled system
of (3.1) is observable (in the sense of definition 15)for all § < & and all M D-bounded input u.

Before proving this result, we want to discuss the assumptlons of this theorem in order to
show that they are all essential.
First, we consider the following system (without control) in R2 :

((€1(t) = -2 |2 22(0)
£() = |2() | z(0) (3.5)
y(t) = =i(t)

where z denotes the point of components (z;,z2) and || || the euclidean norm. The trajectories
of this system are circles centered at the origin ; to be more precise, the solutions are given by :

{-’vl(t) = 21(0) cos(|| 2(0) ||? £) — z2(0) sin(]| =(0) ||? 2)
z2(t) = z1(0)sin([| 2(0) [1? £) + 22(0) cos(|| z(0) [I* )

this system is obviously observable. Given § > 0, consider now its §-sampled :

( z1((k+1)d) z1(ké) cos(|| z(k6) ||2 &) — z2(kd) sin(|| z(kd) ||? &)

zo((k+1)8) = =z;(ké)sin(|| z(ké) || 6) + :l:z(kts) cos(|| z(ké) ||? 8) (3.6)
y(k) = 2(kd)
and the initial conditions z° = (0, R) and z° = (0, —R). If we choose R = 2%, we have

obviously h(z°) = h(z°) and z(kd) = z°, Z(kd) = z° for all k > 0; this proves that it is not
possible to find § such that system (3.6) is observable.
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The same, slightly modified, idea provides the same result : consider the following system
given on S, the circle of radius 1 and center (0,0) in R? :

;‘ & = - 1 i =22

. 1
i PR (3.7)
Lh(z) = =

where the space U is equal to [0, 1[. We can give explicitly the solutions of this system :

{ Z (t)
z4(t)
d

with U(t) = At — Z(s)

z1(0) cosU(t) — z2(0) sin U(t)
z9(0) cosU(t) + z1(0) sin U(¢)

; so the é-sampled of system (3.7) is

z1((k+1)8) = a:l(ké)cosl J 5 -—:cg(ké)sinl d

(
{ 22((k+1)8) = 3(k6) cos —— + 2, (k8) sin (3.8)
! . 1- ui - 'U,i

U y(k8) = z1(ké)

- for all k; all pairs of points (29, z9) and (29, —z9) are indistinguishable
(notice also that u? is M D-bounded for all M).
These two examples show that it seems reasonable to work in the frame of compact manifold

with a compact set U. We want now to show that it is not possible to relax the hypothesis of
infinitesimal observability. Consider the following system given on the sphere S? :

T
take now uf =

l{ :i)l = —(23+1)$2

i 22 = (z3+ 1)z

{ g3 = 0 (3.9)
vy = k()

Ly = ha)

where the observation function h; is equal to z3 and A is defined by :

1 x .
ha(z) = {! P ('z';’+z%> i (m) (1) if (21,22) # (0,0)

1 2
\ 0 if (z1,%2) = (0,0)

with 9; a smooth function with compact support [—1,1], positive on ] — 1,1[ and %, a smooth
function null on ] — 00, 0], positive on ] 0,400 [. If we use spherical coordinates :

(2, = cosfcosyp
Ty = cosfsingp
z3 = sinf
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T T
we can easily see that, on the circle of altitude z3 = sin 6y (6 €] — 313 [), the function h; is zero

excepted when — arcsin(cos® 6p) < ¢ < arcsin(cos® 6p). It is not difficult to prove that system
(3.9) is observable : the solution of this system is easily expressed as :

[ z1(t) = z1(0)cos(z3(0)+ 1)t — z2(0) sin(z3(0) + 1)t
z2(t) = z2(0)cos(z3(0) + 1)t 4+ z1(0) sin(z3(0) + 1)¢
z3(t) = =3(0)

so if we take two trajectories z(t) and Z(t), issued from initial conditions z(0) and #(0), such
that h(z(t)) = h(Z(t)), we see that 23(0) = Z3(0), then if we had (z,(0), 22(0)) # (Z1(0), Z2(0)),
it would be possible to find a time ¢y > 0 such that hy(z(to)) = 0 while hy(Z(to)) # 0.

Let us show that the system (3.9) is not infinitesimally observable. More precisely, we will
check that it is not infinitesimally observable at the South Pole.

Let (V, ¥) a chart on S? where V = $%\{(0,0,1)} defined by

¥ V=8%7\{0,01} - R?
(21,22, 23) = (1_2?3’%)

The reciprocal application of ¥ is written

-1 . R = S?
2 2y 1I.$L|J_2_2—1
(y1,92) + (1+||y||§)’ LH[9l1%)* 1+]lll )

While following the notations of the second method ( page ... ), in the chart (V, ¥) the system
(3.9) is written

F(a(t))
(hy 0 ¥~1) (a(t)) (3.10)
 02() = (hao¥7)(a(t))

[ &)

.
<
[
~—
Y
~—
l

One notices that (0,0, —1) are solution of (3.9), consequently ¥(0,0, —1) = (0, 0) is solution of
the system (3.10). A simple calculation gives us

aq (t)2 + az(t)2 -1
1 + (s3] (t)2 + az(t)z

(h10 ¥ )(aa(t), 0a(t)) =

however we can write

1
ay (t) = lf:lca t

_ z1{0)cos({14+z3(0))t)—z2(0) sin((1+x3(0))t)
- 1-z3(0)
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21(0) = TR

22(0) = )]

z3(0) = %
1-2z3(0) = WZ(O)IF

2
1+25(0) = T+
2 . a 2
e1(t) = a1(0)cos(FMLt) — ar(0)sin(ZlxCUt)

a 2 . o 2
oat) = oz(0)cos(FiHgEt) + o (0)sin(Fgp?)

what gives us

24 (0 (0))2) —
(P10 U~ 1)(ay(t), 02(t)) = f+;1(21(0-3 +2(:2 0)) ;

o 232 . ( M ”a s m2)3)
(ha 0 O~ Y) (a1 (t), a2(t)) = exp — (40:1714(-1,‘)+;a%)2(t)‘p1 (2 2 24;;:4;2;2 )

20q(t
V(o)

_ (141 (0)%+a2(0)3)?
409 (0)2 +4a2 (0)2

= | exp

v (2a,(o)cos(ﬂl“%:(%|;7t)+al (O)sin(ﬂlﬁ%%%t))(l+al(0)2+az(0)2)3 )
(4a1(0)°+4a2(0)?)?

2 2 . o) 112
2a1(0)cos(—l|—(—)-"—;1+lrut()o)“ t)-ag(O)sm(—JI—-(—uL;lilra(o)" t)

2( (11 (07 (az (07 )

Let us note that the system (3.10) is infinitesimally observable if the following imput output
application is an immersion

P R? L(RRY
(21(0), 2(0)) — P(a1(0), a(0))

such as

P(01(0), @2(0)) () = (h1 0 %™ ((t, 1(0), @3(0)), k2 0 ™" ((p(t, @1(0), 22(0))))

h 8a;(0) 8a2(0
dP(a;(0), a2(0)) ( h; > (t) = < 14204 (0)2+2a2(0)? 14201 (0)°+2a3{0) >

3(ha0W¥—1)(¢(t,a1(0),a2(0 B(h20¥ 1) ((t,a1(0),a2(0
dai (0 da2(0

what gives us

dP(o,o)(Z; )(t)=<g g)
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We have just shown that dP is not injective, it results from it that the system (3.9) i is not
infinitesimally observable.

We will see now that the §-sampled of (3.9) is not observable. A sampling time § > 0 being
given, the §-sampled of system (3.9) is given by :

( z1((k+1)8) = =z1(kd)cos(x3(kd) 4+ 1)8 — zo(ké) sin(z3(kd) + 1)

| z2((k+1)0) = =z2(kd)cos(za(ké) + 1)6 + z1(kd) sin(z3(kd) + 1)8

{ a:3 (k+1)8) = z3(kd) (3.11)
P ni((k+1)8) = hi(z((k+1)8))

Lo 08 = hetatiks108)

We will prove tha.t there exist two distinct initial conditions (29, 3,29) and (29,29, 29) with
same altitude zJ such that hy(z(k8)) = ha(z(kd)) = 0 for all k£ > 0.

. . a
From number theory, we know that there exists a rational number r = 3 such that 0 <
1 =

7~ 3 < gz moreover, the numerator of r can be chosen arbitrarily large. Take such a number
a

r and let z3 such that (2§ + 1)§ = 2xr, with this choice of z3, the trajectory issued from a
point z° with altitude 2 is constituted by points on the circle of altitude z3 = 23 on S2. The

maximum of the angular distance between two consecutive points on this trajectory is at least

equal to gg— so if we can find a and b such that 27 > 2arcsin(cos® 6p) (where 6y €] — g g[)

we will be able to find a point (z, 23, 23) such that hy(z(k)) = 0 for all k£ > 0 (indeed, it will
be possible to choose this point such that none of the points z°(k) comes in the angular sector
— arcsin(cos® 6p) < 0 < arcsin(cos®6p)) and if we take 2§ = z,(6), ) = z,(8) and a:3 = z9, we
will also have hy(Z(k)) = 0 for all k.

Notice that we have the following equivalences :

arcsin(cos®) ~  cos®d
0=n/2

s 3
~ -—0
O0=n/2 (2 )
3
= (E — arcsin z3)
L 2\3/2
oz, (1-a3)
~ 21— 2g)¥
3=

So, if @ is chosen large enough, we will have arcsin(cos® 6p) < 2 - 2/2(1 — 29)*%, now

1-28 = 2-220

therefore

- _24
b arcsin(cos®6p) < a3/2pi/2
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27

b

which proves that 2 arcsin(cos® 6) can be made less than — if a is large enough.

Now we will prove that we cannot relax the hypothesis on the D-boundedness of the control.
Consider the following system given in S? :

(& = —uzy(2+ z3)
{ :i:z = urn (2 + 173) (312)
: 3.33 = 0
( m(z) = =
the space U being equal to { -1,1}.

As far as we are concerned by the observability property, we can see that all pairs of points
are distinguishable, excepted the pair constituted by the points (0,0,1) and (0,0, —1). So, if we
add the (smooth) observation function Ay defined by :

hg(l‘) _ {:v;; ?f z3 < -1/4
0 ifazz3>0,
system (3.12) becomes observable.
Besides, let us denote by L¢h; the Lie derivative of function h; with respect to vector field f
defined above and t — (¢, z, u(-)) the solution of (3.12) starting from z with control ¢ ~— u(t).
An easy computation shows us that the differential of the mapping

z = (ha(p(8 2, u(")), (L 1) (g (2, 2, ("))

between S? and R? is one-to-one (excepted, perhaps, for a finite number of t), so system (3.12)
is uniformly infinitesimally observable.

We will show now that if the sampling time § is small enough, the sampled system is not
observable (in fact it would be possible to show that the sampled system is unobservable whatever
the sampling time).

Assume that 0 < § < 7/4 and consider the function

2
1—2z3

fiaa— 1+ cot?(z3 +2)6

an easy computation shows that f'(0) > 0 and f’(1) < 0 which proves the existence of two
numbers, z3 and Z3, such that 0 < z3 < Z3 < 1 and f(z3) = f(Z3). Consider now the two points
A and A of coordinates (z,, z3, z3) and (z1, Z2, Z3) respectively with

z1 = flz3) (=vf(Z3))
zg = zjcot(2+ z3)d
Z; = zycot(24 Z3)6

clearly these two points belong to S? and we have h(A) = h(A). Take the control u = 1, we have
2} = #! = 0 and so h(A) = h(A) = (0, 0) ; now on the interval ] §, 25 ], we take the control u = —1
and we return to our starting points A and A, by switching from control u = 1 to u = —1, we
see that we will have h(Ax) = h(Ay) for all k > 0, so the pair (4, A) is indistinguishable.
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3.4 Proof of the theorem

Our strategy to prove theorem (18) is quite simple : first we will prove that if ¢ and Zy are
two different points in X, there exist two neighborhoods V;,, and V;, of zo and Z¢ respectively
and a positive number &g such that every point of V;, is distinguishable from every point of Vs,
for all 4-sampled system (with § < &) and all M D-bounded control. Then we will prove that,
for all o, there exists a neighborhood W,, of z¢ and §p > 0 such that for all § < & and all M
D-bounded control, every pair of (different) points of W,, is distinguishable for the §-sampled
system. We will conclude by using an argument of compactness.

The space H U endowed with the product topology is compact and so every sequence

teR 4
(fa)n>o on this space admits (at least) one limit point but, generally, we cannot extract a
subsequence which converges to this limit point; nevertheless this is true if the f,’s are M
D-bounded.

Lemme 4. Let (u‘s")n?_o be a sequence of M D-bounded piecewise constant applications defined
on Ry with range in a compact subset U of R™. Assume that lim,,_,o, 6, = 0, then there erists
a subsequence (u's"k)kzo of (u¥")n>0 which converges to a continuous function u.

Démonstration. Let u be a limit point of the sequence (u‘s"(-))nzo in the compact space H U.

teR4
For every n, recall that there exists a derivable application f, with derivative bounded by M such
that ud»(t) = f,( [Et_] d») ; by investigating the possible values for the difference [t;_ ] - [%]
([z] denotes the intgger part of z) and using the uniform boundedness of the derivatives of }1,,,
we see easily that || ub (¢ + h) — u%(2) ||< 2M max(| & |,6,). Set ¢ and k and let £ > 0, there
exists n such that 6, <| A |, || u®(t + h) ~ u(t + h) ||< &/2 and || ©®"(t) — u(2) ||< €/2, so we
have :

< Nu(t+h) —u (@ +h) |+ [ @+ k) - o® @) ||+ || wP () - u(t) |
< €/2+2M max(b,,| h|) +€/2
= €+2M|h]|.

|| u(®+h) —u() |

This inequality being true for all € > 0, we have || u(t + h) — u(¢) ||< 2M | h | for all ¢, A which
proves that u is continuous. Take now a sequence of positive number (g,)n>1 converging to 0;

1
let a; > 0 be such that 2May < &;/3 and p = [a—] Consider the numbers 0, o, 204, . .., pay,
1

the inequalities
| ubn(kay) — u(key) |[< €1/3 k=0,...,p (3.13)
are true for an infinity of integers n ; choose n; such that the inequalities (3.13) are satisfied and

such that 2Mé,, < €;/3. Now if z € [0,1], we can write z = koy + h with 0 < h < oy and
0 < k < p and we have :

lufm(2) —u(@) || < || P (ke + k) - uP™ (ke) || 4 || w¥ (kay) — u(key) |
+ [ u(ken) — u(kas + ) |
< 2M max(dy,,,h) +€1/3+2Mh
< &
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Suppose inductively that we have p integers n; < .-+ < n, such that for all z € [0,1] (1 <
k < p) || ©®* () — u(z) ||< €k, then, by reasoning as above we can find npyy > np such that
|| u®me+1 (z) — u(z) ||< epys for all z € [0,1].

Obviously, the subsequence (u°"t);>; converges to u. O

Lemme 5. We assume that system (3.1) is observable for all input u. Let M > 0 and (zo, Zo)
a pair of distinct points in X, then there exist do > 0 and two neighborhoods V;, and Vz, of zo
and To respectively such that for all 6 < &9, every pair of points in V,, x Vg, is distinguishable
by the 8-sampled system of (3.1) for all M D-bounded input.

Démonstration. The proof is by contradiction, assume that there exist a sequence of positive
numbers (d,),>1 converging to 0, two sequences (Z,)n>1 and (Z,)>; of points converging res-
pectively to zo and Zy and a sequence of M D-bounded controls (u‘s"),,z] such that for all
k>0:

" hop(kbn,2n, v (1)) = hop(kén, Ty, ul(-)) foralln>1

The sequence (u5")n21 being M D-bounded, we can suppose that it converges to a continuous
control u even if we have to consider a subsequence of this sequence. For this control u, there
exists a fp such that

hocp(to,mo,u(')) # hoy(to, Zo, u(-));

this inequality remains true if we replace o by t €]to—a, to+a [ with @ > 0 small enough. Now the
approximation lemma, (see [56]) tells us that ¢(¢, zn, u®(-)) tends to (t, 2o, u(-)) uniformly on
an interval [0, T'] pr0v1ded that the sequence of controls (u‘s")n>1 is equibounded and convergent
(which is the case of (u®*),50 ; this lemma leads us to the contradiction. O

We want to point out now a relation between infinitesimal observability and local observabi-
lity.
Lemme 6. Suppose that system (3.1) is uniformly infinitesimally observable at (uo,zo), then
system (3.1) is locally observable for all input closed enough to ug. To be more precise, there
exist a neighborhoods V of zo, open intervals Jy,...,Jq such that :

Ve,z €V, k€ {1,...,d} | Vt€Ji, h(o(t,z,u(-)) # h(e(t, z,u(")

for all control u closed enough to up (when restricted to an interval [0,T) containing the Ji ’s).

This lemma is not very original, it is mentioned in [55] and in [56] a slightly weaker result is
proved ; to prove our lemma, we will follow the reasoning of [56].

Démonstration. We denote by dhf, i = 1,...,p the components of dh, by ¢; (resp. ;) the
point ¢(¢;, Zo, uo(:)) € M (resp. ¢(t,,§o, up(:)) € TM) and we prove by induction the existence
of indices 4;,...,iq and times ¢; ,...,t;, such that the mapping @ which to & € Tyy M asso-
ciates (dh (i) - ¥i,, .- dh“((,a, NE z/). .) € R is one-to-one. Assume inductively that we have
constructed subspaces Ko D+ D K, of T;yM, indices 14,,...,%, and times ¢;,,...,¢; such that
Ko=T;;M,andfor1<j<r,

K; = {&€ToM|dh" (pi) -y == dh%(py) -9, = 0}

and so that dim K; = d— j. Take a nonzero & in K, due to the injectivity of the mapping P, ,,
there exist 1r+1 a.nd ti,,, such that dh'r+1 (¢;, +1) " Vi, # 0, this provides the induction step and
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the existence of the one-to-one application between T, M and R¢ follows from the existence of
K,.
Consider now the mapping © between a neighborhood of zo and R? defined by :

O(z) = (h (i (tiyr2,%0())), .., H (@i, (tiyr 2, 10())))

its differential at z = z¢ is the linear application o which is one-to-one. Thus by the inverse
function theorem, the mapping © is one-to-one in a neighborhood of zo. Moreover, we can notice
that, in the inverse function theorem, the size of this neighborhood depends on the norm of the
differential. So, if the times ¢;, vary on small intervals Ji,...,Jq and if u is a control closed
enough to ug on an interval [0, 7] D UJ, the determinant of & remains far from 0 and so we can
conclude to the existence of a neighborhood V' as in in the statement of the lemma. |

Lemme 7. We assume that system (3.1) is infinitesimal observable for all input u. Let M > 0
and z¢ a point in X, then there exist & > 0 and a neighborhood Wy, of z¢ such that for all
& < &g, every pair of distinct points in Wy, X Wy, is distinguishable by the §-sampled system of
(3.1) for all M D-bounded input.

Démonstration. The proof is by contradiction, assume that there exist a sequence of positive
numbers (4, )n>1 converging to 0, two sequences (Z,)»>1 and (Z,)n>1 of distinct points converging
to zg and a sequence of M D-bounded controls (u‘s")nZI such that for all k > 0 :

ho@(kbn, Zn, u’"(:)) = hop(kby, En,ub(-)) foralln>1

The sequence (u‘s")nzl being M D-bounded, we can suppose that it converges to a continuous
control ug even if we have to consider a subsequence of it. For this control ug, take a neighborhood
V of zg as in the preceding lemma. If = is large enough, the points z,, and Z, belong to V, and
for every k € {1,...,d}, there exists an integer [; such that [;é, € Ji, moreover, the piecewise
constant control u» is closed to ug. By application of the preceding lemma, we get

hOLp(lk5n,wn,U6”(')) # ho‘P(lk‘SmEmus"('))

which is a contradiction. O

Proof of the main result. From lemmas (5) and (7), we know that for every pair (zo, Zo) of M X
M, there exist a neighborhood V;, z, of (2o, Zo) and a é, .z, > 0 such that every pair of points
in this neighborhood is distinguishable by every §-sampled system of (3.1) and for all inputs if
8 < 04,z,- The neighborhoods V, z, constitute a covering of M x M, since this set is compact,
we can find a finite subcovering Veigise s Vapapof M X M and it is clear that, if we let do =
min{ézg £ |i=1,...,r},every §-sampled system of (3.1) is observable for all inputs if § < §,. O
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3.5 Autre méthode pour montrer ’observabilité locale du sys-
téme discrétisé

Nous donnons dans ce paragraphe une deuxiéme méthode pour montrer ’observabilité locale
du systéme discrétisé. Plus précisement, le résultat que nous énongons par la suite nous permet
de montrer par ’absurde le lemme (7) de 1’article. Nous supposons dans la suite que le contréle
u est continu.

Lemme 8. Si le systéme (3.1) est infinitésimalement observable en (&, zo) alors il existe o > 0
tel que pour tout § < &, le systéme (3.2) est localement observable en zo pour tout contréle
assez proche de @° ( 4l est restreint a [0, T), proche c’est au sens de la topologie de convergence
uniforme)

Démonstration. Pour montrer notre lemme nous allons adopter la stratégie suivante. A partir du
systéme continu (3.1), nous allons considérer quatre systémes : le linéarisé du continu le long d’une
trajectoire I’y (I.c) ainsi que le discrétisé de ce dernier systéme (d.l.c), nous considérons aussi le
discrétisé du systéme continu (d.c) puis le linéarisé de ce discrétisé le long d’une trajectoire I'y
(1.d.c). Nous supposons que le systéme (3.1) est infinitésimalement observable et nous montrons
les implications suivantes :

(3.1) est infinitésimalement observable == (c) est infinitésimalement observable = (l.c) est
observable = (d.l.c) est observable => (I.d.c) est observable = (d.c) est localement observable
= (3.2) est localement observable.

Soit 7o un état dans M et (V, ) une carte en zg. Soit (¢ f), le champ de vecteurs défini sur
$(V) € R™ par |

(¥ f)u(z) = dp($~ (@) (fu(¥ 7 (2)), V2 € H(V).

Pour tout ¢ €] — &, €[ nous posons : a(t) = P(z(t)), a(0) = o = (o) ol z(t) est la solution de
(3.1) en apphquant le contrdle ¢ — u(t) et de condition initiale zo. Nous posons aussi f = (¥ f)
et h=hoy L.

Avec ces notations, dans la carte (V, 9) le systéme (3.1) s’écrit donc

Systéme (c)

a(t) = (flal),u(t)
{y(t) = h(a(t)) (3.14)

Soit ¢t —» @(t) une trajectoire du systéme (3.14) issue de & en appliquant le controle ¢ — (t).
Le linéarisé du systéme (3.14) le long de cette trajectoire s’écrit :

Systéme (l.c)
{ a(t)
y(®)

4w = Diae,u)
o

A(t)a(t) + B(t)u(?)

C(t)alt) (3.15)

tel que

o) = 2w, a)
(

cty = 2, u)
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Nous savons que le systéme (3.1) est infinitésimalement observable en (ug, o), cela entraine
que le systéme (c) est infinitésimalement observable en (ug, ap). Le relevé le long du trajectoire
a du systéme (c) coincide avec le systéme (l.c). Il s’ensuit d’aprés la définition de ’observabilité
infinitésimale que le systéme linéaire (l.c) est observable.

Nous notons ¢ la matrice fondamentale associée & A(t) (¢ vérifie %(d)(t, s)) = A(t)(t, s) et
o(s,9) = 1d).

Soit § > 0, le discrétisé du linéarisé de (3.14) est le systéme suivant :
Systéme (d.l.c)

ary1 = Ai(k)ag + By(k)uk
{ yr = Ci(k)ax (3.16)
avec
A(k) = é((k+ 1), ké)
(k+1)8
Bik) = [ #((k+1Em)B()dr
Ci(k) = C (ko)
La solution de (3.16) issue de ag et en appliquant le contréle u(.) s’écrit :

k-1

a; = n(k,0)a(0) + Y_ n(k, j + 1) B1(j)u;
3=0

avec
(k.5) = Id si k<j
MEI=\ Ak —-1)A1(k-2)... A1) si k> j

Nous allons montrer maintenant que le systéme (d.l.c) est observable pour é assez petit. Une
condition nécessaire et suffisante pour que (l.c) soit observable sur 'intervalle [0,t;] est que
la matrice [3! ¢(t,0)*C(t)*C(t)¢(t, 0) dt soit définie positive ol (*) désigne la transposée d’une
matrice, voir [42].

Une condition nécessaire et suffisante pour que (d.l.c) soit observable est que la matrice
Y% o 1(3,3)*C(i8)*C(i8)n (i, 1) soit définie positive pour un certain k ce qui est équivaut &

k .
3 (8(6, (i = 1)8) ... .$(6, 0))*C(i8)*C(6)($(i8, (i — 1)) . .. 6(5, 0)) est deéfinie positive
=0

ce qui est équivaut aussi &

k
Z #(18,0)*C(i6)*C(i8) $(¢4, 0) est définie positive

=0

Nous posons g(t) = #(t,0)*C(t)*C(t)$(t,0) et nous approximons f3* g(t) dt par une somme de
Riemann du type Y7o ig(i2). La matrice
g‘ g(t) dt est symétrique et définie positive, soit Anin sa plus petite valeur propre, Ay, > 0.

Soit maintenant € = A‘gm, il existe ng tel que pour tout n > ng :

n—1

h .t
Y gy <e

=0

[ o0y de-
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_ b S W TN I TR R -
Posons § = [j' g(t) dt et Q@ = 37—y Zg(i%), soit & un vecteur non nul, nous pouvons écrire
*Qzr =2*(Q - S)z +z*Sz

Nous pouvons aussi écrire les inégalités suivantes

—z"(Q - §)z < |27(Q - )=l < |1Q — S||lj=|f? < el|=||?

ce qui nous donne

*Qr > z*Sz—¢l|z|?
2 O 9l
> (Agin)z|?

> 0

Nous venons de montrer que pour § assez petit

k
Z #(1d,0)*C(i6)*C(id) (36, 0)

=0

est définie positive, ce qui prouve que le systéme (d.l.c) est observable pour tout pas de discréti-
sation assez petit.

Soit & > 0, si nous notons ¢(t, ap, u(.)) la solution de (3.14) issue de ag et en appliquant le
contréle ¢ +» u(t) alors le discrétisé du systéme (c) est définie ainsi

Systéme (d.c)

{ Qpy1 = 20(6, ak1’u’_i(‘)) (3 17)
e = h{ax)
ol uf(.) est le contréle constant sur [0, ] et égal & u(ks).
Une trajectoire, pour un systéme discret, est une suite de points (ap, y,. .., 04,.. .) avec aj
défini par la relation de récurrence ci-dessus. Soit (&g, @, ... ,ax,...), une trajectoire de (d.c)

issue de ap et en appliquant le contrdle constant par morceau ¢ -+ @’ (t) définie par ¢t — @° @) =
u(kd) si t € [kd, (k + 1)d]. Le linéarisé de (d.c) le long de cette trajectoire est le systéme défini
ainsi

systéme (l.d.c)

{ Qpt1 Aa(k)ak + Ba(k)uy (3.18)
Y = (jbak -

avec

Ay(k) = z—z(é,&k,ﬁ_i(-))
By(k) = 3. (6 e 3())
Co(k) = gg(ak)

Nous allons montrer maintenant le fait que (d.l.c) est observable pour § assez petit entraine que
(l.d.c) est observable pour & assez petit.



36 Chapitre 3. Préservation de ’observabilité aprés discrétisation

Rappelons que ¢ désigne la matrice fondamentale associée & A(t). Nous avons aussi

22 ((t,0,7°()
est la matrice fondamentale associée & A%(t) = %f)(( (t, 0, 88(.)), @(t)). En effet,
B2t a() = 2 (%2 (1,00, ()

= a—a(f((‘P(t,ao, ﬁ‘s())1ﬁ’6()))

= %l(‘:o(t,ao, ﬁs(-))’ﬂa(t))(g_(:‘((t,ao,ﬁs(_)))

Nous posons dans la suite @(t) = ¢(t, ao, #(.)). Nous voulons montrer que ¢t — @(t) et
t — &% (t) sont trés proches sur [0, T}] pour & assez petit. Plus précisément montrons que :

Ve > 0,38 > 0/Vé < 8o, Vt € [0, T4, ||&(t) — &°(t)] < €

Nous avons : ;
a(t) - &(t) = [ F(&(s), 5(s)) - F(&(5), 2(s)) ds

Ce qui nous donne

e - @I < [ 17(ats),8(6) - F@(6), o)l ds
< K [ la(s) - aH(@)lds+ Ka [ late) - # (o)l ds
< K [ o) - dEds+ Ko T [ fae) - s+

k=0
Ty
Kz [ lla(s) - a(ks)|| ds
Puisque % est uniformément continue sur [0, T}] nous avons
Ve > 0,3n>0/Vs,t € [0,T1]/ | s—t|< n=||a(s) — a(t)]| < e
Ce qui nous donne
Ve > 0,380 = > 0/Vé < 8o, Vs € [k6, (k+ 1)6],,|s — kd |< 6 = ||a(s) — w(kd)|| < e
Nous avons par suite
late) - & () < K [ lla(s) - o(9) ds + KTie
En utilisant le lemme de Gronwall, nous avons

fa(t) — @ @) < K:Tieezp(tK;) < Ke.



3.5. Autre méthode pour montrer I'observabilité locale du systéme discrétisé 37

Nous venons de montrer que A(t) et A%(t) sont trés proches pour § assez petit. Plus précisément,
nous avons montré que

Ve > 0,38 > 0/Vé < &, Vt € [0, 1], ||A(t) - A%(®)|| < €

Comme conséquence, leurs matrices fondamentales sont trés proches . En effet, pour ¢ > 0, il
existe do > 0 tel que pour tout § < g et pour tout ¢ € [0, 7}] nous avons

A

166,0) - 32 (a0 EDI < [ HAGIIGE,0) ~ 2E((s, a0, 5()l ds

+ [14G) - A NIZE (s, 20,2 ()l do

IA

n 9¢ -5
Ly [ 16(s,0) - 5E((s, 00,88 ()ll ds+ LaTs,
0 !
En utilisant le lemme de Gronwall, nous avons
Op -5
l16(2,0) — 5 ((t, 00, @°())l| < eKsTezp(tKy) < Le
Nous concluons alors que :
Ve > 0,360 > 0/Vé < bo, J|Ar(k) — A2(k)|| < €
Nous montrons aussi que
Ve > 0,36, > 0/Vé < &, ||C1(k) — Ca(k)|| < e.

Nous savons qu’une condition nécessaire et suffisante pour que (d.l.c) soit observable est que
pour un certain entier K; nous avons :

K, .
3 (A1(i - 1) A1 (i - 2) ... A1 (1) A1(0))*(C1(5))*(C1(5)) (A1 (6 — 1) A1 (i — 2) ... A1 (1) A1(0))

=0

est définie positive. Une condition nécessaire et suffisante pour que (l.d.c) soit observable est que
pour un certain entier K5 nous avons

K>
Z(Ag(i —1)Azx(i — 2)...A2(1)A2(0))*(C2(7))*(C2(2)) (A2(é — 1) A2(i — 2) ... A2(1) A2(0))

1=0

et définie positive. Nous avons vu que si une matrice A est définie positive alors toute matrice
aussi proche est aussi définie positive. Puisque pour ¢ > 0 il existe §; > 0 tel que pour tout
8 < 6;, nous avons ||A; (i) — A2(?)]| < € et il existe &/ > 0 tel que pour tout § < 8!, nous avons
lIC1(2) = C2(3)|| < € pour i = 0,..., K}, en plus pour un certain K; > 0 nous avons

K,

Z(Al (6 - 1)A1(i = 2) ... A1 (1) A1(0))*(C1(4))*(C1()) (A1 (i — 1) A1 (5 — 2) ... A1 (1) A1 (0))

=0

est définie positive.
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Cela implique que pour § assez petit nous avons

K
Z(Ag(i — 1)Az(i - 2) ... A2(1) A2(0))*(C2(4))*(C2(4) ) (A2(i — 1) Az(i — 2) ... A2(1) A2(0))

=0

est définie positive.

Nous venons de montrer que si (d.l.c) est observable pour § assez petit entraine que (l.d.c)
est observable pour § assez petit. Par suite, en utilisant un résultat démontrer par Sontag dans
[56], nous avons (d.c) est localement observable en ag pour tout contréle aussi proche de @ et
pour tout & assez petit ( @’ est restreint [0, T]).

Nous déduisons alors que (3.2) est localement observable en zq pour tout contréle assez proche
de @’ et pour tout & assez petit. En effet, puisque (d.c) est localement observable en ay, il existe
W un voisinage de ap inclut dans ¢(V) tel que pour tout ¥(p) et ¥(g) dans W

h(% (0 (8, pr, T () # h(%( (6 ar, 8E())))

Ce qui implique que :

pour tout p, ¢ dans ¢~1(W), ce qui prouve notre résultat.
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3.6 conservation presque partout de I’observabilité aprés discré-
tisation

En éliminant I’hypothése de 1’observabilité infinitésimale et en supposant que notre systéme
continu est analytique et observable nous allons montrer la conservation presque partout de I’ob-
servabilité aprés discrétisation .

Nous énoncons par la suite le théoréme suivant :

Théoréme 19. Si nous supposons que le systéme (3.1) est observable et analytique alors il existe
do tel que pour tout & inférieure ou égale a &y ’ensemble A des couples (zg, Zo) dans M x M\AM
tel que pour tout u € LR°(U), il eziste k € N tel que h(p(8, zk, u(.)) # h(p(8, Tk, ul(.)) est
dense dans M x M. o _

Démonstration. Nous voulons montrer qu’ il existe o tel que pour tout § inférieur ou égal & &y,
pour (zg, To) dans M x M et pour tout V,, xVz, voisinage de (zo, Zo), nous avons V,, xVz,NA # 0.

Pour montrer ce résultat nous allons raisonner par ’absurde. Supposons alors que pour tout
do, il existe ¢ inférieur ou égal & do, il existe (zo,Zo) dans M x M\AM, il existe V,, x Vg,
voisinage de (zg, Zo) tel que pour tout (,Z) dans Vg, X Vg, il existe u dans L*(U) tel que pour
tout k dans N, h(cp(&,zk,u_i(.)) = h(p(4, :T:k,u_i(.)).

Nous pouvons alors affirmer que

- II existe Vz, X V3, tel que pour tout (z,Z) € V;, x Vz, nous avons h(z) = h(Z).

— Il existe u € L*°(U), il existe un temps T > 0 tel que (¢, z,u(.)) € Vg, pour tout ¢ € [0, T}]

et il existe un temps T3 > 0 tel que ¢(t, Z, u(.)) € Vz, pour tout t dans [0, T3).

Soit T le réel défini par T = min(Ty,T3), par suite nous avons : pour tout ¢ dans [0, T

h(e(t 2, u(.))) = hp(t, 2, u(.)))

Il en résulte que I’application qui a ¢ associe h(p(t, z,u(.))) — h(p(t, Z, u(.))) est nulle partout
car elle est analytique, ce qui est absurde car (3.1) est observable. a
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4.1 Introduction

résultats ont été montrés dans le cas continu-discret par Dirk Aeyels dans [2] et [3] et dans
le cas continu par J.P. Gauthier et I.A. Kupka dans [22]. Nous commencons par les rappeler au
début de ce chapitre, ensuite nous présentons notre travail dans lequel nous nous intéressons a
P’étude de la généricité de I’observabilité pour les systémes discrets avec contréles.

Lorsque la dimension de ’espace de sortie (p) est strictement supérieure 3 celle de 1’espace
d’entrée (m), 'observabilité devient une propriété générique. Autrement dit tout systéme peut
é&tre approché par un autre systéme observable. Plus précisément, ’observabilité différentielle et
’observabilité différentielle forte qu’on définira plus loin sont des propriétés génériques.

4.2 Topologie de Whitney

Soient X et Y deux variétés différentiables de classe C°. Nous notons C*°(X,Y) I’ensemble
des applications C*° de X dans Y. Soient f et g deux applications de classe C™® telles que
f(p) = g9(p) = g. Nous dirons que :

1. f a un contact du premier ordre avec g en p si df (p) = dg(p).

2. f a un contact du k° ordre avec g en psidf : TX — TY a un contact du (k — 1)° ordre
avec dg en tout point de TpX.

Nous définissons ainsi une relation d’équivalence ~j en p. Autrement dit f ~; ¢ en p si
f(p) = g(p) = q et si (U,¢) étant une carte en p et (V,4) une carte en g, les applications
Yofoplet Ppogoyp! ont les mémes dérivées partielles jusqu’a I’ordre k inclus en ¢(p). Nous
notons alors Jl,‘,q(X ,Y) Pensemble des classes d’équivalence pour la relation ~; en p de toutes
les applications f telles que f(p) = ¢ et nous notons aussi J*¥(X,Y) = U(p,9)e Xny,’,‘,q(X ,Y).
J°(X,Y) est tout simplement égal & X x Y.

Etant donnée une application f dans C*(X,Y), nous définissons ’application j*f de la
maniére suivante :

*f X = JE(X,Y)
z > classe d’équivalence de f dans J} .\ (X,Y)

j°f est simplement I’application :

Of : X o XxY
z — (z,f(z))

Si o est un élément de J*¥(X,Y) alors o appartient & JX (X, Y) pour un certain (p,g) € X x Y.
L’application source est définie par

o : JEX)Y) - X
o - P
L’application «but» est définie par
B JEX,Y) = X
o — g
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Il est possible de munir J*(X, Y) d’une structure de variété, de la facon suivante. Etant donné
(U, ¢) une carte sur X, (V, %) une carte sur Y, on définit une carte (J*(U, V), Ty,v) sur J*(X,Y)
de la fagon suivante

Tyv - ']k(Ua V) - e(U) x SD(V) X B'r,:,m
f — (2o, f(20), Te(¥ o fro ™) (%0)s - - s Tk(P 0 fm 0 1) (z0))

ol
- g = Ot(f)
- dim X =n,dim Y =m.
- B,’i,m est la somme directede i = 1,...,mde A¥, ol A% est I’espace vectoriel des polynémes

a n variables de degré < k, tel que le terme constant est nul.

— Ti(¥ o fi o p~1)(zo) est le polynéme en z de degré k donné par les premiers termes de la

série de Taylor ¥ o f; 0 ¢~ en z¢ aprés le terme constant.

Soit k un entier positif et soit U un sous ensemble de J*(X,Y). Nous notons : M(U) = {f ¢
C*(X,Y)/j*f(X) C U}. Nous remarquons que M(U)N M (V) = M(UNV). 1l est facile de voir
que la famille d’ensemble {M(U)} ot U est un ouvert de J¥(X,Y) est une base de topologie sur
C>(X,Y). Cette topologie est appelée la topologie C* de Whitney.

Si nous notons W I’ensemble des ouverts de C*°(X,Y) pour la topologie C* de Whitney
. alors la topologie C*° de Whitney est la topologie de base W = U2, W;.. Ceci est bien défini car
Wi C W, lorsque k < I. En effet, si nous considérons l’application I1}, : J'(X,Y) — J*¥(X,Y) qui
a tout o dans J'(X,Y) associe la classe d’équivalence de f dans J*(X,Y) ot f est un représentant
de 0. Nous aurons par la suite M (U) = M((I1})~}(U)) pour tout ouvert U de J*(X,Y).

Nous donnons maintenant une description d’un voisinage de f dans C*(X,Y) pour la to-
pologie C* de Whitney. Puisque J*(X,Y) est une variété différentiable de C™ alors elle est
métrisable. Soit alors d une métrique sur J*(X,Y) compatible avec cette topologie. Nous défi-
nissons

Bs(f) = {g € C*(X,Y)/Vz € X;d(5*f(z), i*¢(z)) < §(2)}

ot § : X — Ry est une application continue, B;s(f) est un ouvert pour tout §. En effet ; si
nous notons ¢ 1’application source de J*¥(X,Y) dans X et en considérant ’application continue
A: JE(X,Y) — R définie par 0 — &§(a(0)) — d(j*f(a(c), o) et en posant U = A~1(0, o0}, alors
U serait un ouvert de J*¥(X,Y) et Bs(f) = M(U).

Il est possible de montrer aussi que la collection {Bj(f)} forme un systéme fondamental de
voisinage de f pour la topologie C* de Whitney. Dans le cas oti X est compact, la collection
{Bn(f)} forme un systéme fondamental dénombrable de voisinage de f ou B,(f) = Bs, (f) et
én(z) = L pour tout z dans X. En effet, puisque § est continue et X est compact alors § est
borné par % pour n assez grand. Il est facile de voir dans ce cas qu’une suite de fonction f,, dans
C*(X,Y) converge vers f (pour la topologie C* de Whitney) si et seulement si j*f, converge
uniformément vers j* f.

Rappelons aussi que C*(X,Y) est un espace de Baire pour la topologie C*® de Whitney.

4.3 Transversalité

Nous rappelons dans la suite quelques théorémes qui jouent un réle important pour montrer
les résultas de densité et d’ouverture. .

Nous commengons par rappeler la notion de transversalité. Soient f : X — Y une application
C>, W une sous variété de Y et z un point de X. Nous dirons que f est transverse & W en z

(fh W) si
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L flz)¢W

2. ou f(z) € W et Ty)Y = Tp)W + df (z) (T X)

Nous énongons par la suite le théoréme de transversalité de Thom démontré dans [23].
Théoréme 20. Soient X et Y deuz variétés différentiables C™ et W une sous variété de
JE(X,Y). Soit Tw = {f € C®(X,Y)/i*f h W}, Tw est résiduel dans C®(X,Y) pour la
topologie C* de Whitney. En plus si W est fermé alors Tw est ouvert,

Nous utilisons souvent la version multijets de ce théoréme. Avant de 1’énoncer, nous rappelons
quelques notations.

Soit s € N*, nous notons X(®) = {(z,,... &) € X°/z; # 2 pour 1 <4< j < s}. Considé-
rons ’application suivante

o* : (JHX,Y)) —= Xs
(01,.-.,05) = (a(01),...,a(0s))

Nous posons J¥(X,Y) = (@*)~1(X(®)). 1l est clair que J¥(X,Y) est une sous variété ouverte de
J¥(X,Y).Si f: X = Y est une application de classe C*, alors nous pouvons définir

jkf X () - JE(X,Y)
(@1y...125) = (GFf(z1),..., 5 f(zs))

Nous énongons si dessous le théoréme de transversalité multijets démontré dans [23].
Théoréme 21. Soient X et Y deuz variétés C® et W une sous variété de J5(X,Y). Soit
Tw = {f € C®°(X,Y)/j5f h W}, Tw est résiduel dans C®(X,Y) pour la topologie C® de
Whitney. De plus si W est compact alors Tw est ouvert.
Remarque 9. Si W est une sous variété de J5(X,Y) tel que a*(W) est un compact de X(® alors
Tw est un ouvert de C*°(X,Y).

Avant d’énoncer le théoréme d’Abraham qui joue aussi un role important pour montrer les
propriétés de densité et d’ouverture, nous rappelons quelques notations.

Soient A, X et Y des variétés C*, p: A = C*(X,Y) une application.

Pour (a € A), nous notons p, ’application de classe C*

P X = Y
z — pla)(z)

p est une représentation C™ si et seulement si I’application évaluation suivante

ev, : AXX - Y
(a,z) = p(a)()
est de classe C'°.

Théoréme 22. Soient A, X etY des variétés C®, p: A - C®(X,Y) une C® représentation.
Soit W une sous variété de Y, nous notons Aw la partie de A définie par Aw = {a € A/p, h W}.
Si nous supposons que

1. X est de dimension finie n et la codimension de W dans Y est finie.
2. A et X satisfont le deuziéme axiome de dénombrabilité.
3. ev, hW.

alors Aw est résiduel dans A pour la topologie C™° de Whitney.
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Abraham a montré dans [1] le théoréme d’ouverture pour I’intersection transverse.
Théoréme 23. Soient A, X et Y des variétés C®°. W une sous variété fermée de Y, K un
compact de X. Soit p: A = C®(X,Y) une C*™ représentation et soit Akw = {a € A/p, thy
W pour x € K}. Akw est un ouvert.

Nous rappelons le théoréme de plongement de Whitney, voir [23].

Théoréme 24. Soient X etY deuz variétés C™ tel que dimY > 2 dim X +1 et X est compact.
L’ensemble des applications f € C®(X,Y) tel que f est un plongement est un ouvert dense de
C®(X,Y) pour la topologie C*™ de Whitney.
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4.4 Généricité de ’observabilité des systémes continus-discrets et
des systémes continus '

Nous rappelons dans ce paragraphe les travaux de Dirk Aeyels, voir [2] et [3], dans lesquels

s e 9,4

2 v v, s

Pobservabilité pour les systémes continus et d’autres résultats plus généraux.
Dirk Aeyels s’est intéressé au systémes continus sans contréles définis ainsi

e(t) = f(=(t)
{y(t) = h(z(t)) (4.1)

avec f : M — TM un champ de vecteurs de classe C*® et h : M — R de classe C* ou M est
une variété compacte C'°.

Il considére ensuite le discrétisé du systéme (4.1), défini au chapitre 2. Les observations sont
faites en temps discrets ¢y, ;... Soit P un programme d’échantionnage c’est & dire un ensemble
fini de points t1,...,t; € [0,T], o T est un réel fixé. Dirk Aeyels a travaillé avec la définition
d’observabilité suivante :

Deéfinition 19. Le systéme (4.1) est P-observable si et seulement si pour tout couple de points
distincts (z,y) € M x M, il existe t; € P tel que h(p(t;,z)) # h(p(t:,y)), ot ¢(t;,z) est la
solution de (4.1) de condition initiale z.

Remarque 10. 1. 1l est clair que si le systéme (4.1) est P-observable alors il est observable.

2. Pour les systémes linéaires la définition précédente est équivalentes a la définition classique
de ’observabilité. _
Dans son premier théoréme, Dirk Aeyels a montré que pour un champ de vecteurs fixé f, toute
fonction de sortie A peut étre approchée par une autre fonction A tel que (f, I~z) est P-observable.
Avant de présenter le théoréme, nous donnons les deux lemmes suivantes.

Lemme 9. Soient T' un réel fizé et A le sous ensemble des champs de vecteurs possédant un
nombre fini de points d’équilibres et dont le nombre d’orbites périodiques avec période inférieure
ou égale a T est fini. A est un ouvert dense de C*°(M,TM).

Lemme 10. Soit f € A un champ de vecteurs de points d’équilibres z,,...2;. Le sous ensemble
B de C*(M,R) des fonctions h tel que h(z;) # h(x;), ¢ # j, est un ouvert dense de C*(M,R).

Théoréme 25. Soient f € A et T un réel fizé, l’ensemble des applications h dans C*°(M,R)
tel que (4.1) est P-observable est un ouvert dense de C*°(M,R) pour presque tout programme
d’échantillonnage P constitué par (2n + 1) points t;, 0<t; <T.

Dans son deuxiéme théoréme, Dirk Aeyels a montré que pour une fonction de sortie fixé A,

tout champ de vecteurs f peut é&tre approché par un autre f tel que f, h) est P-observable.
Avant de présenter le théoréme, nous donnons les deux lemmes suivantes.

Lemme 11. Soit D le sous ensemble de C*(M,R) des applications h avec un nombre fini
de points critiques non dégénérés z; et h(z;) # h(x;) pour i # j. D est un ouvert dense de
C*(M,R).

Lemme 12. Soit h fizé dans D, considérons le sous ensemble £ intersection des ensembles €1,
E? et £3 définis respectivement par :

1. Deuz points d’équilibres n’appartiennent pas a la méme surface de niveau de h.

2. Deuz points d’équilibres ne coincident pas avec des pbints critiques de h.



4.4. Généricité de ’observabilité des systémes continus-discrets et des systémes continus 47

3. Aucune courbe intégrale ne contient deuz (ou plus) points critiques de h.
L’ensemble £ est un ouvert dense de C®°(M,TM).

Théoréme 26. Soient T un réel fizé et h une fonction firée dans D. l’ensemble des champs de
vecteurs f dans C°(M, T M) tel que (4.1) est P-observable est un ouvert dense de C*®(M,T M)
pour presque tout programme d’échantillonnage P constitué par (2n + 1) points t;, 0 < t; < T.

Dirk Aeyels a construit dans [3] un exemple de systéme dynamique non observable pour tout
programme d’échantionnage constitué seulement de 2n points. Des petites perturbations de ce
systéme ne modifient pas la non observabilité du systéme.

Remarque 11. 1. Les résultats précédents peuvent étre prolongés dans le cas ot M est non
compacte. Dans ce cas, on remplace ouvert dense par un ensemble résiduelle.

2. En ce qui concerne P-observabilité , Dirk Aeyels a appelé un systéme (f, h) P-observable
sur [0,T] si et seulement si ’application z — (h o ¢(t1,2),...,h 0 ¢(tant1,2)) est un
plongement de M dans R?"*!. Cette définition tient compte également des remarques
proposés pas Kalman et Sontag dans [52]. Les deux théorémes précédents sont aussi vrai
avec cette définition d’observabilité forte.

Pour des raisons pratiques, il est plus facile de manipuler les systémes ot la fonction de sortie
h dépend de u. Les systémes que nous considérons sont de la forme (2.14). La topologie avec
laquelle nous allons travailler est celle de Whitney, voir [23].

L’observabilité différentielle et 1’observabilité différentielle forte pour les systémes continus
ont été introduites par Jean-Paul Gauthier et Ivan Kupka dans [22]. Avant d’exposer ces notions,
nous introduisons quelques notations.

Nous notons uy = (u(o), —t ‘1)). Nous supposons dans la suite que le contrdle u est
régulier. Nous considérons le champ de vecteur fN sur M x U x R(N=)m définie par

N-2m
fN(w, u(o)’ e ’u(n_l) Zf“ T u(o))_ + Z Zu§i+1) (')

1=0 j=1
avec uli+l) = d';#(t) /t=0;0 < 7 < N — 1. Nous introduisons ’application suivante :

Se™ . MxUxRW-Um _, RVP x U x RWN-1)m
(z,upn) (h(z,u®), Lnh(z,u3,0),..., (Lpn)Vth(z, un), uy)

Définition 20. (2.14) est différentiellement observable d’ordre N si qu%"‘) est injective. Il est

fortement différentiellement observable si S¢>Ur "/ est une immersion injective.

Remarque 12. La raison pour la quelle nous avons introduit cette définition est que lorsque p >

m, L’observabilité différentielle et I’observabilité différentielle forte est une propriété générique.
Nous supposons dans la suite que M et U sont des variétés compactes et p > m. Nous

énongons maintenant les résultats démontrés par Jean-Paul Gauthier et Ivan Kupka dans [22].

Théoréme 27. {(f,h) € C®(M xU,TM x R”)/qu%'h)est une immersion } contient un ouvert
dense de C*(M x U,TM x RP) pour N > 2n.

Théoréme 28. {(f,h) € C°(M x U,TM x RP) /S¢%'h)est injective } contient un ensemble ré-
siduel dans C*(M x U,TM x RP) pour N > 2n + 1.
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Théoréme 29. {(f,h) € C*°(M x U,TM X RP)/SqS%'h)est un plongement } contient un en-
semble résiduel dans C°(M x U,TM x RP) pour N > 2n+1.

Soit B un réel positif, on note Ig = [~ B, B).
Théoréme 30. {(f,h) € C®(M x U,TM x RP)/la restruction deS¢%’h) aM x U x II(BN_I)'"
est un plongement } est un ouvert dense de C*°(M x U,TM x RP) pour N > 2n + 1.

Si M est en plus analytique, on aurait le théoréme suivant.

Théoréme 31. {(f,h) € C¥(M x U,TM x R”)/qu%’h)est un plongement } est dense dans
C®(M x U,TM x R?) pour N > 2n+ 1.

Remarque 13. 1. tous les résultats de densités sont aussi vrai si M et U sont non compactes.

2. tous les résultas sont aussi vrai pour U variétés compacte a bord.
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4.5 Généricité de ’observabilité d’une classe de systémes discrets

4.6 Introduction

Nous étudions dans ce travail le probléme de la généricité de ’observabilité pour une classe
de systémes discrets. Lorsque la dimension de ’espace de sortie est strictement supérieure 3 celle
de I’espace d’entrée, I'observabilité devient une propriété générique. Autrement dit tout systéme
peut é&tre approché par un autre systéme observable.

Notons que Dirk Aeyels a montré dans [2] et [3] quelques résultats concernant la généricité de
’observabilité pour les systémes continus-discrets et que J.P. Gauthier et I.A. Kupka ont montré
montré que ’observabilité différentielle et 1’observabilité différentielle forte sont des propriétés
génériques. :

Avant d’énoncer notre théoréme, nous donnons quelques notations et définitions. Pour des
raisons mathématiques, nous supposons que h dépend de u. Considérons le systéme suivant

{wk+1 = f(zk,ur)

v = h(zkw) (4.2)

— f et h sont deux applications respectivement de M x U dans M et de M x U dans RP de
classe C*°.
— M et U sont deux variétés C* de dimension respectivement n et m.
Il existe beaucoup de notions d’observabilité, voir [26], nous travaillons avec cette définition :

Définition 21. Le systéme (4.2) est observable pour toute entrée si et seulement si pour tout
couple d’états (zo,Zg) et pour toute entrée admissible (ug, ..., u,...), il existe un indice k tel
que h(zg, ug) # h(Zk, uk).

Rappelons maintenant la notion de transversalité.

Définition 22. Soient f : X — Y une application C°, W une sous variété de Y et z un point
de X. Nous dirons que f est transverse & W en z (f th W) si f(z) ¢ W ou f(z) € W et
Tf(_.,:)Y = Tf(z)W + df(a:)(TzX)

La topologie utilisée sur I’espace C*°(X,Y) est la topologie de Whitney, voir [23]. Nous
énongons ci-dessous quelques théorémes qui jouent un réle important dans la démonstration de

nos résultats. Nous commencons par énoncer le théoréme de transversalité de Thom démontré
dans [23].

Théoréme 32. Soient X et Y deuz variétés différentiables de classe C*® et W une sous variété
de J¥(X,Y). Soit Tw = {f € C®(X,Y)/j*f h W}, Tw est résiduel dans C®(X,Y) pour la
topologie C*° de Whitney. De plus si W est fermé alors Tw est ouvert,

Nous utilisons souvent la version multijets de ce théoréme. Avant de I’énoncer, nous rappelons
quelques notations. Si o est un élément de J*(X,Y) alors o appartient & J},‘,q (X,Y) pour un
certain (p,q) € X x Y. Nous définissons I’application source par

a : JEX)Y) = X
o — P

Nous définissons aussi ’application «but» par

B : JX,)Y) - X
o — q
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Soit s € N*, nous notons X(®) = {(zy,...,2,) € X*/z; # zj pour 1 < i< j < s}. Considé-
rons ’application suivante

ot (JEX,Y)) = X
(01y...,05) = (afo1),...,a(0,))

Nous posons J¥(X,Y) = (a®)~}(X(®)). 11 est clair que J¥(X,Y) est une sous variété ouverte de
JE(X,Y). Si f: X Y est une application C* alors nous pouvons définir

ikf o X () - JE(X,Y)
(@1,...125) = (G*f(z1),...,5%F(2s))

Nous énongons par la suite le théoréme de transversalité multijets démontré dans [23].

Théoréme 33. Sotent X et Y deuz variétés C* et W une sous variété de J¥(X,Y). Soit
Tw = {f € C®(X,Y)/j5f h W}, Tw est résiduel dans C(X,Y) pour la topologie C™ de
Whitney. En plus si W est compact alors Ty est ouvert.

Remarque 14. Si W est une sous variété de J¥(X,Y) tel que o®(W) est un compact de X(*)
alors Tw est un ouvert de C*°(X,Y).

Avant d’énoncer le théoréme d’Abraham qui joue aussi un réle important pour montrer les
propriétés de densité et d’ouverture, nous rappelons quelques notations. Soient A, X et Y des
variétés C°, p: A — C*°(X,Y) une application.

Pour (@ € A), nous notons p, ’application de classe C®

Pa + X = Y
s o p(a)()

p est une représentation C™ si et seulement si I’application évaluation suivante

ev, : AxX - Y
(a,z) + p(a)(z)
est de classe C'°,

Théoréme 34. Soient A, X etY des variétés C®, p: A — C®(X,Y) une représentation C*.
Soit W une sous variété de Y, nous notons Aw la partie de A définie par Aw = {a € A/p, th W}.
Si nous supposons que

1. X est de dimension finie et la codimension de W dans Y est finie.
2. A et X satisfont le deuziéme aziome de dénombrabilité.
3. ev,hW.

alors Aw est résiduel dans A pour la topologie C* de Whitney.
Abraham a montré dans [1] le théoréme de I'intersection ouvert.

Théoréme 35. Soient A, X et Y des variétés C®. W une sous variété fermée de Y, K un
compact de X. Soit p: A =+ C®(X,Y) une représentation C* et soit Axkw = {a € A/p, thy
W pour z € K}, Axkw est un ouvert.
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4.7 Reésultat principal

Les systémes considérés sont de la forme (4.2) ol
— M et U sont deux variétés compactes, connexes.
— P’espace des entrées est 1’espace des suites (ug, uy,...,uk,...) & valeurs dans U.
-p>m. .
— f(.,u) est un difféomorphisme pour tout u. En effet, ’ensemble des difféeomorphismes pa-
ramétrés est un ouvert.
Avant d’énoncer notre théoréme, nous introduisons quelques notations et définitions. Nous notons

%

un = (4o, ®1,. .., UN-1)
f(w7ﬂ) = f(zv'U'O)
fz(xvﬂ) = f(f(wvuo)’ul)

f2n(zv%)

f( .. 1f(f(x’u0)a ’u'l)a e 1“211—1)

Nous notons aussi
D={feC®MxU,M)/f(.,u) estun difffomorphisme pour u € U}

Nous munissons D de la topologie induite C*® de Whitney. nous savons que I’ensemble des
fonctions f € C*°(M, M) telle que f est un difféomorphisme est un ouvert de C*°(M, M). Nous
montrons aussi de la méme maniére que D est un ouvert de C°(M x U, M), voir [27]. En effet,
il est possible de montrer que D est I'intersection de deux ouverts D; et D; de C®(M x U, M)
définis ainsi :

Dy ={feC®M xU,M)/f(.,u) estun plongement pour v € U}
Dy ={fe€C®(M xUM)/f(.,u) est une submersion pour z € U}

Notons que f(.,u) est une submersion si et seulement si sa différentielle est surjective. f(.,u) est
un plongement si et seulement si f(., u) est un homéomorphisme de M dans f(.,u)(M) et f(., )
est une immersion. Considérons ’application

S¢g{z,-¢-)l T M X% (U)2n+l - R(Z"'H)’? % (U)2n+1
(:L‘, u2n+1) -3 (h(.'L‘, uO), h(f(zaﬂ)v ul)a seey h(fzn(wayzﬂ)a u2n)’ u2n+1))

Par analogie avec le cas cdntinu, nous introduisons la définition de ’observabilité forte.
Définition 23. Le systéme (4.2) est dit fortement observable si et seulement si S¢§{,ﬂ est
injective. :
Remarque 15. Si (4.2) est fortement observable alors il est uniformément observable.
Théoréme 36. L’ensemble des applications (f, h) € Dx C®(M xU,RP) tel que le systéme (4.2)
est fortement observable est dense dans D x C°(M x U, R?).

Nous savons que le Théoréme d’Abraham fonctionne avec des ouverts d’espaces de Banach, or
’ensemble des couples (f,, hy) ne constitue pas un espace de Banach contrairement 3 1’ensemble
des couples (X, h,) ou X, est un champ de vecteur (conformément au travail de Gauthier-
Kupka).

De plus, nous pouvons avoir des égalités de types : (f*(z, u), ux) = (¥ (=, up), upr), (F5(z, uk), ux)
(F¥ (2, B), W) et (f*(z, up), uk) # (F*(Z, Uy), trs) avec k, k' € {0,...,2n} et k # k. Pour ces

raisons nous introduisons les définitions suivantes.
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Définition 24. Soit f € D, nous posons Sy = {(z, ugny1) € Mx U1 /3k € {0,...,2n},3k €
{0,...,2n}/k # K, f*(z, ue) = f¥ (z,us)}
Définition 25. 1. Soit f € D, nous posons S§ = M X U?nt\§; = {(z, Ui3n41) € M X
U+ Yk € {0, ..., 2n}, VK’ € {0, ...,2n — 1}k # k', f*(z,ux) # f¥ (2, up)}
2. (8% X M) = {(%0, Uan41,%0) € S5 X M/30 # Zo}
Nous allons partager S¢ X M en deux parties.

Définition 26. Soit f € D, nous posons Fy = {(zo, U2nt+1, Zo) € (S; % M)/

iy, ... .0 et Ji,..., 5 € {0,...,2n} tels que 4j,...,%, sont distincts deux & deux et
{71, dr} = o{i1,...,ir} o0 o est une permutation de r éléments, 2 < r < 2n et

((fil (zov_uil_)i Uiy)yene s (fir(wo’&)’ u;,)) = ((fjl (3—70,&), u.’ix)’ cee (fjr(jovﬁ)’ u.ir))}
Définition 27. Soit f € D, nous posons Dy = 5§ X M\Fy = {(20, Y2nt1, To) € (S% X M)/

Viyyeoo iy €6 J1y..., 3, € {0,...,2n} tels que ¢;,...,7, sont distincts deux & deux et
{71,---,3r} = 0{t1,...,%,} ol o est une permutation de r éléments, on a

((f’.l (30’21'_1_)’ Uiy)yooo s (fir(movuﬁ)v u;,)) # ((fjl (anﬁ)’ '”'.7'1)7 ceey (fjr(jo’ﬁ), u;,.))}

4.8 Preuve du résultat principal

La démonstration se fait en plusieurs lemmes.
Lemme 13. Soit A; I’ensemble des applications (f,h) € D x C®°(M x U,RP?) vérifiant :

S¢g{{-’:)1($0,_"2£1_) # S¢g’:{i)1(fo,w), pour To # To, (To, Yany1) €t (To, Uzny1) dans Sy.
A; contient un ouvert dense Oy de D x C*°(M x U, RP).

Lemme 14. Soit Ay l’ensemble des applications (f,h) € D x C°(M x U, RP?) vérifiant :

SO (w0, zng1) # S (Z0, Bans1), pOUr (20, a1, Fo) dans Fy.
A3 contient un ouvert dense Oz de D x C*(M x U, RP).

Nous considérons p la projection définie par

p @ DxC®MxURP) — D
(fih) - f
Lemme 15. Pour f fizé€ dans p(O1()O3), nous définissons Az comme étant l’ensemble des
applications h € C*°(M x U,RP) vérifiant :

S¢§{,i’1 (To, U2n41) # S¢g{,’i)1(fo,u2n+1), pour (Zo, U2n41, Zo) dans Dy.
Az est dense dans C°(M x U,R?P).

4.9 Preuve du théoréme

Nous avons vu que D muni de la topologie induite C'° de Whitney est un ouvert de C*°(M x
U, M). D’aprés les lemmes 13 et 14 'intersection de O, avec O; est alors un ouvert dense de
D x C(M x U,RP).
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Smt alors (fo, ko) € D x C*(M x U,RP) et V; x V2 un voisinage ouvert de (fo, ho) Il existe
(f,h) € (V1 x Vo) N (01 N O3), par suite il existe U; x U, un voisinage ouvert de (f, &) tel que
Uy xU; C C (V1 X V2) N (01 r\Oz)

Soit maintenant f € U, et h € U, d’aprés le lemme 15, il existe h; € U, tel que hy € As.
Nous déduisons alors qu’il existe (f, h;) appartenant & A; N Az et hy; € A3 pour f € Uy. Il en
résulte qu’il existe (f, k1) € D x C=(M x U, R?) tel que S¢g{1’+‘1)(wo, Ugny1) # S¢2n+1)(zo, Uzn41)
pour Zg # Zo.

4.10 Preuve du lemme 13

La démonstration de ce lemme est trés technique, elle est basée sur ’utilisation du théoréme
de Thom multijets. Pour pouvoir utiliser ce théoréme, nous allons décomposer I’ensemble S;.
Pour cela, introduisons I'ensemble S} des éléments (z, ugny1) dans M x U?™+! vérifiant :

1. 3¢’ € {0,...,s— 1}/ f*(z, us) = f*' (2, uy)
2. fi(:v’ﬂ) 75 f](z,_’u_]),VZ,] € {01 ceey S 1}'

It est facile de voir que Sy = 321 S}. En effet, il est évident que Uf;l S} C Sy. D’autre part,
soit (z,ugn+1) € Sy, nous considérons ’ensemble I' défini ainsi

I={(k,K)/0<k<k <2net f¥(z,u) = f*(z,u)}

Nous posons s = min wer ¥/, il existe alors k tel 0 < k < s et f*(z,u,) = f*(z, _u_k) Il est clair
quesi i, j € {0,...,5— 1} alors fi(z,u;) # fi(, u;), ce qui prouve que Sy C {J22
Nous allons donc prouver le lemme 13 pour tous les couples (zo, Uzny1) €t (a:o, U2n+1) avec
(Zo, Uzn41) dans S3 ¢ et ($0,u2n+1) dans S% 7
Soient alors (2o, Ugn41) € S7 ¥ et (Zo, u2n+1) € S¢ #* tels que zg # Zo. Nous pouvons supposer
sans perte de generallte que 51 > s3. Il existe s} € {0 y81—1} et 85 € {0,...,8,—1} tels que
- f (:L‘o, usl) = fs1 (an us ) et fsg (.’1)0, u32) f82 (z07 )
- d’autre part fz(z01 ut) 71: fJ(il:o,’U,]) Vi,j € {0 s1 — 1} et f'.(-’fo,@i) # fj(fo,ﬂ),
Vi,j € {0,...,s; — 1}.
Nous notons _
= fi(anli)’ 2= f(zi, ui)a Y = h(:c,-, ’ll,,‘)
= fY(Zo, W), % = f(%i, W), % = h(Zi, u)
Pour pouvoir utiliser le théoréme de Thom multijets, nous allons étudier les relations entre les
(zi,u;) et (Z;, %;). Considérons les deux listes suivantes

Ll . (z01 Ug, 20, yO)a ey (zsl—l’ Ugy—1429;~1, ysl—l)

Ly : (Zo, Uo, 20, J0)s - - - » (Zay—15 sy —1, Zay =1, Psy -1)
Tous les éléments de la liste L; sont distincts deux & deux, mais ce n’est pas forcément le cas
pour les éléments de la liste L. Il peut se faire aussi que certains éléments de la premiére liste
soient égaux i des éléments de la deuxiéme liste. Remarquons que deux éléments (@i, usy 24, yi) €t
(Z;, 5, Z;, ), respectivement (Z;, 4, Z;, %) et (Z;, 4j, 2;, ;) sont égaux si et seulement si (z;, u;)
est égale & (Z, i;) respectivement (Z;, @;) est égal & (Z;, &;).

Pour chaque indice k tel que 0 < k < s; — 1, considérons ’ensemble d’indices

IL={i/0<i<s —1et (zky u) = (%, %)}
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Nous remarquons que les Ij; sont disjoints deux 4 deux (éventuellement vides) et que sous I’hy-
pothése ugn41 = %ign41 €t To # o, nous avons k ¢ Iy car sinon fk(a:o,ﬂ) = fk(io,ﬂ), ce qui
entraine que z¢ = Zp car f(.,u) est un diffeomorphisme.

Nous appelons partage de {0,1,...,s; — 1} la donnée de s; parties Iy, ..., I,,_; (éventuel-
lement vides) disjointes deux & deux et telles que k ¢ I (pour 0 < k < s; — 1). Etant donné
un partage (lo,...,J5—1), nous dirons que les points (zo, Ugnt1) et ($0,u2n+1) dans Sj;‘ et

7 (512 s2) respectlvement sont dans la configuration (I, ..., I,,—;) si pour tout k tel que
0 g k < 2n nous avons u; = i et si pour tout k tel que 0 < k S s1 — 1 nous avons ’ensemble
des indices i tel que 0 < ¢ < sy — 1 et (zk, ug) = (&, 4;) est égal & I;.

Soit maintenant P = (I, ..., I, 1) un partage de {0,1,...,s, — 1}, soient (To, Ugnt1) et
(Zo, Uzn41) dans S7 + et SP? (s1 > s2) respectivement, dans la conﬁguratlon (o, .+ ,Is;—1)- En
écrivant toutes les égalités entre les éléments de la liste L; et les éléments de la llste L,, nous
aurons des égalités entre les u; et les @;. Sous ’hypothése Ugnt1 = B2nt1, ces égalités peuvent
étre liées. Nous allons examiner la possibilité d’avoir une égalité liée.

Nous appellerons chaine toute sous suite I;,,...,I;, de {0,1,...,s — 1} telle que :
il € Ii2
ia € Iis
ir—l € Ii,-
i, € I

Y

Remarquons qu’une chaine est définie & une permutation circulaire prés. Nous allons montrer
que deux chaines sont disjointes ou identiques. Soit Liy,...,I; et I;),..., I, deux chaines avec
r < a. Si ces deux chaines ne sont pas disjointes, nous pouvons supposer que I;, = I;, donc
i1 = J1 et par conséquent i; € I;, N I;, ce qui entraine que i3 = j, car les ensembles sont deux 3
deux disjoints. En raisonnant par récurrence, nous montrons les égalités

i1 = J
2 = J2
tr = Jr

Maintenant, nous ne pouvons pas avoir r < a car sinon i, € I;, N I, 4+ ¢e qui implique 7; =
Jr+1 = J1, ce qui est absurde.
Soit I;, ..., I;, une chaine, par définition nous pouvons écrire les égalités

’l.l.,2 = u,l
u; = U,
u"r - ﬁ'ir—l
U, = 4,

Ui, = U
U, = ’U,,z
u"r - uir—l
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mais il est clair que ’égalité u;, = u;, peut se déduire des r — 1 égalités.

Réciproquement, considérons deux suites d’indices (¢, ... ,1,) et (j1,...,Jr) de0,...,5, — 1
telles que :
- les ji sont distincts deux & deux (k=1,...,r).

- je€I(ig) pourk=1,...,r.
Nous en déduisons les égalités

U, = Uj

Ui, =
d’ol en supposant que Ugny1 = fign41

U, = Uj

Ui, = U

Supposons que I'une de ces égalités soit redondante, par exemple supposons que I’égalité u;, = u;,
puisse se déduire des r — 1 égalités précédentes. Il existe alors k; tel que éx, = j, et nous avons
alors Uiy, = Uj, -

Si jk, = i, alors nous avons

=i € Ly =1I;
jr € Iir

d’ot la chaine I;,, I;,.

S’il n’est pas possible de trouver k; tel que jx, = ix,, la derniére égalité ne peut pas se déduire
des (r — 1) premiéres.

Plus généralement, la derniére égalité pourra se déduire des (r — 1) premiéres si nous pouvons

trouver des indices i, ... ,%kqy ;9 Jkes- -+ ) Jka tels que
jr = ikl
Jey, = Tk,
Jea = ika-l—l

avec ji, = t,, mais nous pouvons alors écrire

b € Ly = I
e € Ly, = I
ir=Jra € Iy, = I.ik,_,_l
jr € Iir = Ijka
d’ou la chaine I, , I, _ ..., Ij.
Pour chaque partage P = (Io,...,I;,-1), nous pouvons avoir £ chaines avec 0 < £ < s; — 1.

Nous allons montrer que pour chaque partage P et pour chaque valeur de ! ’existence d’un
ouvert partout dense O% de D x C®(M x U,RP) tel que si (f, h) dans O et si (2o, t2n41) et
(%o, Ban41) dans S;‘ et S}’ (s1 2 s3) respectivement, sont dans la configuration (Io, ..., I; 1)
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alors h(z;,u;) # h(Z;, ;) pour un certain i entre 0 et s; — 1. L’existence de cet ouvert O%, se
démontre par l'utilisation du théoréme de Thom multijets.

Soit (Io,...,Is—1) un partage de {0,1,...,s; — 1}, soient (2o, Uznt1) €t (Zo, U2n41) dans
S}‘ et S}’ (sy > s2) respectivement, dans la configuration (lo,...,Is—1). Posons ¢ = s; —
s;—1
Z card Ij, nous allons appliquer le théoréme de Thom multijets & des ensembles différents

k=0
suivant les valeurs de q et les valeurs de £. Il est évident que 0 < g < s;. Nous distinguerons dans

la suite deux cas.

Premier cas £ = 0 : Nous commengons par montrer que si £ = 0 alors ¢ > 0. En effet, si
g = 0 alors nous avons dans ce cas s; égalités entre les éléments de la liste L; et les éléments de
la liste L,. Soit ¢; tel que I;, # @, comme i, ¢ I;, il existe iz # i, tel que 43 € I;,, de méme il
existe i3 tel que i3 € I;,. Nous pouvons alors écrire

u € I
i € I;
w € Iy,

mais cette suite est finie, elle comporte au moins deux termes égaux, il existe alors k < [ tel que
ix = 1;. Remarquons que [ # k + 1, nous pouvons alors écrire

ik € Iik+1
et+1 € Iik+2

-1 € I
ce qui nous donne la chaine Ii,..., ;—;. Nous venons de montrer que si £ =0 alors 0 < ¢ < s;.

Nous considérons dans ce cas la liste L; et la liste L) extraite de Ly en supprimant tous les
termes dont les indices appartiennent a la réunion des Ij.

LI2 : (irl’ 'U’"l ' 2"1 ! g"l); ceey (irzp 'Erq’ Erqa g"q)

avec r; < rg < ... < rg. Dans la liste Lj, il peut exister des égalités entre certains termes.
Nous ne conservons alors qu’un seul élément de chaque classe d’égalité, plus précisément, nous
conservons celui d’indice le plus élevé. Nous obtenons alors la liste L.

", (= = 5 &= Y. (= 7 3 -
L2 . (ztnutuztnytl)’ sy (thn utqnthnytq/)

Il est facile de trouver s, égalités dans L; entre les termes z; et z;. En effet, nous pouvons
écrire les égalités

20 = Z
2] = Ty
25-2 = T5 -1
25-1 = za;

Nous allons établir qu’il y a au moins ¢’ égalités dans LY entre les termes Z; et entre les termes
cg 2 J

z; et Z;. Examinons deux termes consécutifs dans Ly : (Z¢;, Us;, 2t Je:) 3 (Beiyrs Utigys Ztigys Prigr)

avec i € {1;...;¢' — 1}.
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- Supposons que t;y; = t; + 1, nous avons dans ce cas z;, = Ty, .
- sinon, t;41 > t; + 1. Dans ce cas, le terme (Z4,41, Bt;41, 2,41, J1;41) @ été supprimé parce

que

— ou bien il est égal & un terme de L; et par suite il existe j € {0,...,81—1} avec j # t;+1
tel que Z4,41 = z;, d'out Z; = ;.

— ou bien il est égal & un terme de la liste L} et par suite il existe j € {tiy1;...;tq'} tel

que 7441 = T; et par suite Z;; = Z;.
Nous constatons alors que les (¢’ — 1) premiers termes de la liste L5 nous donnent (¢’ — 1) égalités
portant sur les Z;. Nous distinguons par la suite deux situations . Nous commengons par supposer
que ty < s1 — 1. Dans ce cas, le terme (:th,4.1, ﬂtq,+1,5:tq,+2,ytq,+1) a été supprimé parce qu’il
est égal & un terme de L;. Il existe alors j € {1,...,s; — 1} avec j # ¢ty + 1 tel que L1 41 = 25,
d’ou Zi, = Tj, e qui nous donne une égalité de plus.
La deuxiéme situation se produit lorsque ¢y» = s; — 1. Nous posons r = max{j/j < s; — 1 et
(%;,15,%;,7;) € L3} '
Si r n’est pas défini alors L) comporte s; termes et nous avons 1’égalité supplémentaire
Zs, =Ty Si r est défini alors le terme (Z,, @, Zr, §r) a été barré
- parce qu’ il existe j € {0,...,81 — 1} avec j # r et (Z,, Uy, %, ¥r) = (%}, uj, 2j,y;). Nous
avons par la suite f(Z,,%,) = f(zj,u;), cC’est & dire z, = z;, d’olt Z,4; = z; qui est une
égalité supplémentaire que nous n’avons pas comptée.
- ou bien il existe t; tel que r < t; < 57 — 1 et (Z,,%,) = (%4, Us,). Par suite, nous avons
Z, = %, d’o0l 41 = Z; qui est une égalité supplémentaire que nous n’avons pas comptée.
Nous venons de montrer |’existence d’au moins ¢’ égalités entre les termes Z; de L5 et entre les
termes Z; et T;.
Nous examinons maintenant les relations entre (ug, ..., 4s,—1) €t (%, ..., ﬁtq,). Pour un k fixé
tel que Iy # @ nous posons Iy = {l1,...,{g}. Nous pouvons écrire les égalités

uy =

U = ’E[ﬂ

Sous ’hypothése ugy41 = %2n+1, NOus en déduisons

U = ull

Uy = U,

ce qui nous donne § égalités entre les u;. Nous déduisons alors que nous avons au total

s1-1

Z card I, = s; — ¢
k=0

égalités entre les u; (puisque le nombre de chaine est nul, il ne peut y avoir d’égalités redondantes).

Examinons maintenant la liste L},. Nous avons vu que nous pouvons avoir des classes d’égalités

entre ses termes. Nous avons gardé dans la liste L7 le terme d’indice le plus élevé dans chaque

classe d’égalité. Notons Cj, ..., Cy les classes d’égalités. La classe Cy, nous donne card (Ck) — 1
ql

égalités, k € {1, ..., ¢'} du type @; = ;. Nous avons au total Z( card (Ci) — 1) = ¢ - ¢ égalités.
k=1
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De plus les égalités suivantes sont vraies

'u't] = ’l_l,tl

Ut d ﬁ't o

au total nous avons donc s; — ¢+ ¢ — ¢’ + ¢’ = s; égalités entre les u; et les ;.
Nous allons maintenant appliquer la version multijets du théoréme de Thom. Considérons
Papplication j2 , ,(f,h) définie ainsi

34 (fih) (M x U)a1+e) - J? 1o (M x U, M x RP)
((301 uO), seey (zsl—lyusl—l), — ((an Uo, f(ZOa uo),h(zo, uO))a veey
(Etli ’utl)’ ey (thn ﬁtql)) (thu ﬁtqn f(itqn ’a’tql)’ h(a—:tqn ﬂtql)))

Considérons maintenant ’ensemble W des éléments ((zo, %o, 20, Y0), -y (Zs3—1, Ysy—1, Zs; ~1,
y81—1)1 (:Et“ ’l_l,tl, th y gtl)’ veny (a‘:tq,, ’th,, th,, ‘gtq,)) de ng_l_q/(M X U, M x Rp) qul vérifient
1.

20 = Z
2 = 22
252 = Tg-1

Tsi, = Zs-1

2. il y a ¢’ égalités entre les termes Z; et entre les termes z;, z; et Z;.
3.

uy, = Uy Yy = Yy

U, = Uy Yru = Yty
4. nous avons (s; — ¢') égalités entre (ug, ..., %s,~1), comme plus haut.

Il est facile de voir que W est une sous variété de Jfl +¢(M x U, M x RP) de codimension égale
a (s1+ ¢)n+ sym + ¢'p, or p > m, donc supérieur a (s; + ¢’)(n + m). 1l s’ensuit que dire que
32 4o (f, ) est transverse 4 W en un point a signifie que jj 4 .(f,h)(a) ¢ W.

L’ensemble des applications (f,h) € D x C*(M x U, RP) telles que j2 +¢'(f1 1) ha W pour
tout a dans (M x U){#1*9) forme un ouvert partout dense par application du théoréme de Thom
multijets et la remarque (14).

En faisant varier les différents paramétres : les valeurs de sy, sz, 5}, 85, les égalités entre les
termes z;, Z;, z; et Z;. Nous obtenons un ensemble fini d’ouverts partout denses dont I'intersection
est évidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que I’ensemble des couples
d’applications (f,h) vérifiant I'inégalité du lemme 13 pour des points zo # Zo vérifiant les
hypothéses du paragraphe précédent (c’est & dire £ = 0) contient un ouvert partout dense.

Deuxiéme cas 1 < £ < 8; ¢ Il existe dans ce cas £ chaines

CHI H I"},... I

1 '”1

CH; : I-z,...,I-z

ty ’"l
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avecil < ... < znl, LB << .+ Nous con31derons la liste L extraite de L, en supprimant
les éléments d’indices l,... 1, sauf si I'un des zl est nul, auquel cas nous ba.rrons zg Nous
considérons aussi la liste L3’ extraite de L en prenant les termes de la liste L} (éventuellement
vide) qui est obtenue & partir de L, comme expliqué au cas £ = 0 et en y ajoutant les termes
d’indices i} ,...,if,. Nous posons dans la suite {iy, ... ,is5—¢} = {0,...,8; — 1]\ {&},... ¢} et

(i, it bt = {1y ) Jere} avec f1 < ..l < fppgr.

A . . . . . . . . .
Ll . (wtl y Uiy y 24y ytl)v LR (zt,1_¢, ui,l_u z’q—l’ y;,l_,)

I VT Ty TR
L2 ¢ (zJ] 1 qu Y z]l ) y]l ), LA | (mjl.,_qli th+qI$ z][+qli y]‘+ql)

Il est facile de voir que les termes de L] U Ly’ sont distincts deux & deux. Nous commencons
par montrer que nous avons au moins s; + ¢’ égalités entre les termes z;,, les termes Z i €t entre
les termes z;, et Z;. Examinons d’abord deux termes consécutifs de L] : (=;,,u,, 2., ;) et
(Tipgry Wirgrs Zipgr> Yirgr) AVeC r € {1,... 81 — Z‘— 1}.

- Si ¢r41 = ¢y + 1 alors nous pouvons écrire P’égalité

zi'r = zir-l-l
= Si tp41 = i, 42 alors le terme (z;, 41, %i,+1, Zir+1, ¥i,+1) 2 été supprimé parce qu’il est égal
au terme (T , Uk ,Zx ,Px ) aveck € {1,...,£}. Nous allons perdre dans ce cas les deux
k k k
égalités
2, = T4l
Zip41 = Ti42
Par contre nous pouvons écrire 1’égalité
:ci-ﬁk = 2z,
De plus, si (:T:,-gk 1) ﬁi’,;k +11 2"5;; 1) ;(7,-5"“) figure dans la liste L] alors nous pouvons écrire
Pégalité

Ek = fik
tn n

k +1

k

Dans le cas contraire, le terme (iiﬁk +11 ﬁiﬁk“’ Zik _H,y,k +1) @ été supprimé parce qu'il

est égal &

- un terme de L] et par suite il existe a € {i;,...,%,,—¢} aveca # i" +1 tel que 2,-5”‘ = z,.

- ou bien il est égal & un terme de L;\L} et par suite il existe i € {i},...,4#} tel que
T 1T T, OF T =T . e qui nous permet d’écrire 1’égalité

e, T %

b k

— Ou bien il est égal 4 un terme de la liste I et par suite il existe ¢ € {¢;,...,¢,/} tel que
03 2 p ' q q

Te = Z"ﬁk

Nous venons de voir que nous avons pu récupérer les deux égalités que nous avons perdues.
~ Si i,y =1, +d, avec 3 < d < £, alors les termes

(Tigt 1y Wit 1y Zip 1y Y1) s+ -+ o (Tipbd=1y Uippd—1y Ziptd=1, Yir+d—1)
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ont été supprimés parce qu’ils sont égaux aux termes

(Il:'.kl ,ukl zk, ykl ),...,(:i:t_kd__1 ,ukd_ ,de 1 ykd_ )
nky o mky o mky o trkg Tha_y Mgy kgoy kg

avec ky,...,k4—1 € {1,...,£}. Nous perdons dans ce cas les d égalités suivantes

2, = Ti41
Zip4l T Ti42
Zip4d-1 = Ti.4d

Par contre nous pouvons écrire ’égalité

Z x, = 2z

‘""1 r

De plus, comme nous venons de le voir, les termes

(z"l y Uk 2k 1y"1 )1"')(xl‘dl yUkg_y 3 2Zkg_y 1ykd— )
I T R R hy_y MPkgly kgl TPRgly

nous permettent d’écrire (d — 1) égalités et de récupérer les d égalités que nous avons

perdues.

Nous distinguons par la suite deux situations.

— Nous commengons par supposer que i, _; = 81— 1. Nous pouvons écrire alors ’égalité
Zg -1 = Ty i 8] & € {i1,...,i{} et s'il existe a € {1,...,€} tel que s} = i alors nous
pouvons écrire Pégalité z,, 1 = Zig .

~ La deuxiéme situation se produit lorsque i5,—¢ # 51 — 1. Nous posons i,, s+ 1 = @, Les
termes

(Tas Yas Zas Yo )y - - - (Tsy—1,Usy—1, Zs1-1) Ys,—1)
ont été supprimés puisqu’ils sont égaux aux termes

=k ~k1 sk1 =k _kal—a k’l'a —k’l_° _kal_u
(xi”kl 1'”1,'"k zznk ’y'"kl ), ceey ( "‘k,l . z. A )

avec ky,...,ks;—o € {1,...,£}. Nous allons perdre dans ce cas les s; — i,,_, égalités

suivantes
zial—l = z‘sl—l“'l
zial—l+1 = m'.al—l+2
25,-2 = Tsy -1
Zgy-1 = Ty 8i 81 € {il,...,4f}
Zy-1 = Ep si 8 = avec b€ {1,...,£}

Par contre nous pouvons écrire 1’égalité

Tk = 2z
l,.}‘l tey—t

De plus, comme nous avons vu précédemment, les termes

k1 -k —k1 k'] —a
(zt ui Z' 1 Y5 )1 1(2: 1
ky kg Tk Ry ‘l —-a "“al -a

'-lf:al—n E.k’l—ﬂ —.kll - )

1~ 172
nkal - nkal -
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nous donnent s; —3,, ¢ —1 égalités, ce qui nous permet de récupérer les s; —i,, _, égalités.
En raisonnant comme dans le premier cas, les ¢’ termes de la liste L% nous donnent g’

égalités. Nous déduisons alors que nous avons au total s; + ¢’ égalités entre les termes

;,, les termes Z;_ et entre les termes z;, et T;,.
Nous allons maintenant prouver que nous pouvons écrire s; — £ égalités entre les termes u;
et entre les u; et %;. Considérons la chaine CH; et posons

—y
Il

1 -1
{znl_l, by 20

-1 -1 .
{znl,zl_z, ceesyd

{,ml}

{":%v i%m et i%,mz}

Nous pouvons alors écrire les égalités suivantes

i"l"'lrmnl }

Un = Uj U1 = U1 U = Un

4 tny 12 L5 ‘e iy t"l -1
Up = Ua Ug = Ua Uy = i

il 2 i i3,2 e ih LE
U = ﬁ'l U;: = ﬁ'l v U1 = ’l—l,-l

Y 31,m, 2 2,mg tn, tny,mn,

Remarquons que puisque
alors les m; + 1 égalités

Uy = U
11 1'.1
un = Ua
Y 1.2
Uy = Ua
Y 'l,ml
Uy = U
2 Y

Puisque le terme (Z;; N WES WY 1) figure dans la liste LY, nous pouvons écrire les m, égalités

'"l

U = Ua
tny 1.2

U1 = 1,
t"’l 51 »my

wy o=y,

Nous constatons alors que puisque les termes (:c,-{ 1 Uidy 24 y,-i), vy (a:t-f, Uty 2t y,-f) ont été sup-
primés de la liste L, et puisque les termes (:T:,-;i1 v it 2y 0Bl ) R
dans la liste L5, nous perdons £ égalités.
En raisonnant comme dans le premier cas nous déduisons que nous avons s; — ¢’ égalités
1—9

entre (uo, ..., U, 1), auxquelles il faut enlever £ égalités, ce qui nous donne s; — ¢’ — £ égalités.
Nous pouvons aussi écrire les ¢' égalités

i, 0 Ui 22 + Ui ) figurent

’l._l.tl = Uy

ﬁ'tq/ = utql

au total nous avons s; — £ égalités entre (ug,..., %5 —1)-
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Nous allons maintenant appliquer la version multijets du théoréme de Thom. Considérons
Papplication j9 | /(f, h) définie ainsi

Jo4q(fiB) = (M x U)(ortd) —~  J0 (M x UM xR?)
((@iys wir), - ’(mial—"u‘.sl—l)’ = ((wl'nuiuzinyil)"'- )
(Ejnﬂjl)n--- ’(Ejl+q”ﬁjl+q')) = (ijl+q"ﬂjl+q”2jl+q”gj[+q'))

Nous mettons en évidence comme dans le paragraphe précédent une sous variété W de
J21+q’ (M x U, M x RP) de codimension égale & (s; + ¢')n+ (sy — £)m + (¢’ + £)p, or p > m, donc
supérieur & (1 + ¢')(n + m). Il s’ensuit que dire que j , ,(f,h) est transverse & W en un point
a signifie que 50 . /(f,h)(a) ¢ W.

L’ensemble des applications (f, k) € D x C®°(M x U, RP?) telles que jf,’l +¢' ([ B) he W pour
tout a dans (M x U)(#1+¢) forme un ouvert partout dense par application du théoréme de Thom
multijets et la remarque (14). '

En faisant varier les différents paramétres : les valeurs de sy, sz, s}, s}, les égalités entre les
termes z;, Z;, z; et Z;. Nous obtenons un ensemble fini d’ouverts partout denses dont I’intersection
est évidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que ’ensemble des couples
d’applications (f,h) vérifiant I'inégalité du lemme 13 pour des points zo # Zo vérifiant les
hypothéses du paragraphe précédent (c’est & dire 1 < £ < s,) contient un ouvert partout dense.

4,11 Preuve du lemme 14

La démonstration de ce lemme est analogue & celui du lemme 13 car elle est basée aussi sur
’utilisation du théoréme de Thom multijets.

Soient (o, Uzn41) dans S§ et (Zo, Ugnya) dans M x U?"*+! tel que (2o, Ugns1, Zo) soit dans
Fy. Nl existe iy < ...< 4 et ji,...,Jr € {0,...,2n} distincts deux 4 deux tel que {j,...,5} =
o{i1,...,i,} ol 0 est une permutation de r éléments, 2 < r < 2n, et tel que

((fi1 (zOvﬂl_)’ ui1)1 ceey (fir(xfh%)’ uir)) = ((fj‘ (fo,ﬁ), ujl)’ veey (fjr(io,_u.l)v ujr))

Considérons les deux listes suivantes constituées des termes d’indices iy,4; + 1,...,4_; —
11 ir—l
Ll . (xinuim ziuyl'l)7 veey (zi,——lvuir—lv zl'r-l’yir—l)
Ly 2 (Ziyy Uiy 200y Uiy)y - - - 5 (Zip—1y Tip—1, Zip 1 Tip—1)

Nous remarquons que tous les éléments de la liste L; sont distincts deux & deux, mais ce n’est
pas forcément le cas pour les éléments de la liste Lo. Il peut se faire aussi que certains éléments
de la premiére liste soient égaux & des éléments de la deuxiéme liste.

Comme dans la démonstration du lemme 13, pour chaque indice k tel que i; < k < 4, — 1,
nous considérons les ensembles

Ik = {2/7’1 < t <ir—1let (fk(zo,u_k),"k) = (fi(i"O’_@i)aﬁl')}

Nous remarquons que les I; sont disjoints deux & deux (éventuellement vides) et que sous I’hy-
pothése ug, = %y, et o # To, nous avons k ¢ I;. Nous introduisons aussi les notions de partage
et de chaines comme dans la démonstration du lemme 13.

Pour chaque partage P = (I;,,...,I;,—1), nous pouvons avoir £ chaines avec 0 < £ < i, — 1.
Nous allons montrer que pour chaque partage P et pour chaque valeur de ¢ ’existence d’un
ouvert partout dense Of, de D x C°(M x U,RP) tel que si (f,h) € O% et si (zo, Uzn41) dans
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S%, (Zo, Ugn41) dans M x U?™*1 tel que (2o, Ugny1, o) soit dans Fy, sont dans la configuration
(Ziyy .+« 4 Ii,—1) alors h(z;, ;) # h(Z;, ;) pour un certain i entre i; et i, — 1. L’existence de cet
ouvert O% se démontre par l'utilisation du théoréme de Thom multijets. '
Soit (I;,...,Ii,—1) un partage de {iy,...,i, — 1}, soient (z¢, Uzp4+1) dans S, (%o, B2n41)
dans M x U?"*! tel que (2o, U2n+1, Zo) soit dans Fy, sont dans la configuration (I;,, ..., I;, ;).
ir—1
Posons ¢ = i, — 4; — Z card I;. Remarquons que j,. € {i,...,%,_1} car j. # i,, car sinon
k=i,
’égalité z; = Z;, entrainerait z¢ = Zo, de plus (Z;,, 4;,, Z;,, ¥;,) est différent de tous les termes
de la liste L car sinon, il existerait ' dans {4y,...,%,—1} tel que Z;, = z;,, or Zj, = x;,, d’ou
T;, = T;,, ce qui est absurde car (2o, u2n41) dans 5. 1l en résulte que 1 < ¢ <4 — 45,
Considérons la liste L extraite de L, en supprimant tous les termes dont les indices appar-
tiennent A la réunion des Ij.

Ly : (Zays Bayy Zayy Jon )y - -+ 1 (Bags Bagr Zags Jog)

avec a; < a3 < ... < og. Dans la liste L}, il peut exister des égalités entre certains termes.
Nous n’allons conserver alors qu’un seul élément de chaque classe d’égalité, plus précisément,
nous conservons celui d’indice le plus élevé, sauf pour la classe d’égalité qui contient le terme
(%;,,%;,, Z;,,¥;,), nous conservons ce dernier. Nous obtenons alors la liste L}.

", (= = = = = = = -
L2 . (ztl ’ utnztlaytl)a ceey (thn utqn thn ytql)

Nous allons appliquer le théoréme de Thom multijets & des ensembles différents suivant les valeurs
de g et les valeurs de £. Nous distinguerons dans la suite deux cas.

Premier cas I =0: Nous obtenons alors les deux listes L; et L7.
Ll : (xiu Uiy, 24y yil)v ey (zir—h Ug 1, zir—l’yi,-—l)

N.(= = = = = = = =
L2 . (mtnutn ztl’ytl)’ L] (thn utqn thnytql)

Il est facile de trouver i, —4; — 1 égalités dans L, entre les termes z;. Nous allons établir qu’il y a
au moins ¢’ 41 égalités dans L3 entre les termes Z; et entre les termes z; et Z;. Examinons deux
termes consécutifs dans LY : (Z;, s,y Zt;, Ut;)s (Ftigyy Btigys Ztiyys Jtiy,) avec i € {1,...,¢ - 1}.
~ supposons que t;+; = t; + 1, nous avons dans ce cas Tt = 2
- sinon, t;31 > t; + 1. Dans ce cas, le terme (Z;,41, ;41, Zt,41, Jt;+1) @ été supprimé parce
que
- ou bien il est soit égal & un terme de L; et par suite il existe j € {4;,...,4 — 1} avec
J #ti +1 tel que Z44 = zj, dou z; = z;.
— ou bien il est égal 4 un terme de la liste L) et par suite il existe j € {ti}1,...,ty} tel
que T4 = Z; et par suite Z;; = T;.
Nous constatons alors que les (¢’ — 1) premiers termes de la liste L% nous donnent (¢’ — 1) égalités.
Nous ajoutons aussi 1’égalité z; = z;, — 1. Nous distinguons dans la suite deux situations, nous
commengons par supposer que ¢ty < i, — 1. Dans ce cas, le terme (f:tq,H, ﬁtq,+1,:itq,+2, gtq,H)
a été supprimé, il existe alors j € {i1,...,4, — 1} avec j # ¢ty + 1 tel que T1,+1 = T, d'ol
Z, = zj, ce qui nous donne une égalité de plus.
La deuxiéme situation se produit lorsque t;» = i, — 1. Dans ce cas, nous avons Z; = z, avec
r € {i1,...1,}, d’ou ’égalité supplémentaire Z; _; = z,. Nous venons de montrer qu’il existe au
moins ¢’ + 1 égalités entre les termes Z; de L7 et entre les termes Z; et z;.
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ir—1
Nous avons dans ce cas Z card Iy = i, — i; — ¢ égalités entre les (u;,,...,%;—1). Nous
k=t
avons vu aussi que nous pouvons écrire ¢ — ¢’ égalités entre (u,,,... ,u,q). Nous avons en plus
les égalités suivantes
’I._l,tl = Uy

ﬂtqr = uiq/

au total nous avons i, — i; égalités entre les u; et les u;.
Considérons P’application jP _; . /(f,h) définie ainsi

jg.—il+q’(f, h) : (M X U)(ir_il-l-ql) — Jg-—t'1+q'(M X U,M X RP)
((Ziyy Uiy)yoeey (Tip=1y Uipm1)y > ((®iy, Uiy, F(Tiy ue)y B(T4, 63,)), oony
(Etl ) ﬁ'h)) eeey (ftqn ﬁtq/)) (jtqn ﬁtqn f(itqn ﬁ‘tql)a h(itqn atql)))

Nous mettons en évidence comme précédemment une sous variété W de J?r —iyaq (M XU, M X
R?) de codimension égale & (i, — i1 + ¢')n + (¢, — é1)m + ¢'p, or p > m, donc supérieur &
(ir — i1 + ¢')(n + m). 1l s’ensuit que dire que 57 —i,+¢'(fy B) est transverse &4 W en un point a
signifie que j) _; , .(f,h)(a) g W.

L’ensemble des applications (f, h) € D x C®°(M x U, RP) telles que jj —iy+¢'(fyh) ha W pour
tout a dans (M x U)Ur—#1+¢) forme un ouvert partout dense par application du théoréme de
Thom multijets et la remarque (14).

En faisant varier les différents paramétres : les valeurs de iy,...,1,,J1,...,Jr, les égalités
entre les termes z;, Z;, 2;, Zj, ¥;, &;. Nous obtenons un ensemble fini d’ouverts partout denses
dont ’intersection est évidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que
’ensemble des couples d’applications (f, k) vérifiant I'inégalité du lemme 14 pour des points
To # Zp vérifiant les hypothéses du paragraphe précédent (c’est & dire £ = 0) contient un ouvert
partout dense.

Deuxiéme cas 1 < £ < i, —i; ¢ Il existe dans ce cas £ chaines

CH1 : Ie}""7Ie3.1

CH1 : Iz,...,Ieﬁl

€1
avec el <...<e},... e <. <el .- Nous considérons la liste L) extraite de L, en suppri-

mant les éléments d’indices e}, ... ,e{, sauf si 1'un des e} est nul, auquel cas nous supprimons

e}. Nous considérons aussi la liste Ly’ extraite de L, en prenant les termes de la liste L3 qui

est obtenue a partir de L, comme expliqué au cas £ = 0 et en y ajoutant les termes d’in-

dices €} ,..., e . Nous posons dans la suite {ei,...,ei—i-¢} = {i1,...,ir = 11\ {el,..., et}
et {el ... €, b, atp} = {A1. 0 A} avec A <. < Agyg

! .
Ly ¢ (%eysUeys Zeys Yey)s - - 1 (Teipmiymr Yeiy iy —1 Zeip—iy -t Yeigiy —t)
N N N = T 5 =
L2 * (m'\l ! u’l\l’ z)\l t yl\l)v MR | (z)\“,qn uz\“_qn z/\H_ql ) yA,+q;)

Un raisonnement analogue au deuxiéme cas du lemme 13 nous permet d’écrire ¢, — ¢; + ¢’
égalités entre les z; et les Z;. Nous avons aussi i, — i) — ¢’ — £ égalités entre (u;,,...,u;, — 1).
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Nous pouvons aussi écrire les ¢’ égalités

Uy, = Uy
U, = U,
au total nous avons i, — i; — £ égalités entre (u;,,...,u; —1).
Considérons ’application j?r —iy+q ([ h) définie ainsi
32 ipg(Frh) (M x U)lr=i1+d) - I iivg(M x U, M x R?)
(Zeystier)s-ov (Zesy_iy=ts 2 ((Teys ey, F(Teys Uey )y A(Teyy Uey)),
Ueip i —£)s (Zgs Bay)y e oo s ,(:i,\[ﬂ,,ﬂ,\“q,,f(i,\“q,,
(Zrgy g0 By ) Uy )s (TN 0 Try, )

Nous mettons en évidence comme dans le paragraphe précédent une sous variété W de
IP i 49 (M x U, M x RP) de codimension égale & (i, — i1 + ¢')n + (i, — 4 — )m + (¢’ + £)p, or
p > m, donc supérieur & (i, — 43 +¢')(n-+m). Il s’ensuit que dire que j?r +(f, h) est transverse
& W en un point a signifie que j) _; . .(f,h)(a) ¢ W.

L’ensemble des applications (f, h) € D x C*° (M x U, R?) telles que j?r —iy+¢'(fyR) he W pour
tout @ dans (M x U )("“1+ql) forme un ouvert partout dense par application du théoréme de
Thom multijets et la remarque (14).

En faisant varier les différents paramétres : les valeurs de iy,... ,%,71,...,jr, les égalités
entre les termes z;, 7, z;, Z;, u;, ;. Nous obtenons un ensemble fini d’ouverts partout denses
dont Vintersection est évidemment un ouvert partout dense. Nous pouvons donc conclure que
'ensemble des couples d’applications (f,h) vérifiant I'inégalité du lemme 14 pour des points
Zo # To vérifiant les hypothéses du paragraphe précédent (c’est & dire 1 < £ < i, — i;) contient
un ouvert partout dense.

~i1+¢

4.12 Preuve du lemme 15

Soit f fixé dans p(O; () O;). L’ensemble Dy est évidemment un ouvert de M x U2"+1 x M.
Soit (zo, Uzn+1, Zo) € Dy et soit

p i C®(MxURP) — C°(Dy,Rr(t1)

la représentation C*° définie par I’application évaluation

ev, : C°MxURxD;y — RP(2n+1)
(h, Zos %o, - - - , Uz, To) +  (h(Zo,uo) — h(Zo, U0)), ..., A(F*™(0, Ugg), U2n) —
h(f*"(Zo, uzn), tizn)
Nous allons voir que ev, est une submersion en tout point (h, o, ug, . .. , gy, To) € C>®(M x

U,RP) x Dy. Nous écrivons d’abord I’expression de dev,

dev,(ho, To, Uo, - . - ; Uzn, F0) (B, €0y M0y « -« ; T2my €0) = (Y0, v, Y2n)
avec
%i = h(f (20, w), w) — h(f (o, m), w:) + diho(f (20, ws), u:).€o — daho(f* (Zo, w), ws) &o
+d3ho(f* (20, 2), )-(Mo, -y M) = diho(f* (Zo, 1), ©5).(0y -y M)
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pour i = 0, ...,2n, les notations d;, d, et di désignent les dérivés partielles respectivement par
rapport & zg, Zo et ug,...,u;. La relation de dev, pour §g = 0,§g =0et 9, =0,¢=0,...,2n
s’écrit

dev,,(ho, Loy UQy++ o 5 UDp,y fo) (h, 0..., 0) = (h((to, ’uo) - h(fo, 'U:Q), . h(fzn(zl,%), 'u,g,,) -
h(fzn(i%yﬁ)’ u2n))

Pour montrer que dev,(ho, Zo, %o, - - - , U2n, Zo) €st surjective, il suffit de montrer qu’il existe
h € C°(M x U,RP) tel que

devp(ho, T, UQy .+ + 4 U2n, .’172)(’7,, 0, aeny 0) = (Wo, aeny Wgn)
pour tout (Wp, ..., Wa,) € RE+1)7_ 1] guffit donc de trouver b € C®(M x U, RP) tel que

( h(zo,uo) — h(Zo, o) = Wo

: (4.3)
i h(fzn(mo’uﬂ)’ u2ﬂ) - h(f2n(50’ uﬁ)a u2n) = Wi :

Considérons les deux listes suivantes
Ly: (:L‘o, uO)a eony (f2n(z01ujﬂ_)1 u2n)
Ly : (Zo, 4g)y ey (F*™(Z0, Uzn)s Uzn)

Les éléments de la liste L; sont distincts deux & deux, mais il peut y avoir des égalités entre les
termes de la liste Lo et des égalités entre les termes de L; et L,. Quitte & réordonner les termes

de la liste Ly, nous pouvons écrire que L, est constituée des termes (a3, ... @y, by,. .., b,n) avec
n+n"=2n+1,ay,...,a, € Ly et by,...,bn € L. Nous allons montrer ’existence d’une
fonction h prenant des valeurs données en les (z;, u;) et telle que h(b1) =...= h(b,») = 0.

Considérons le systéme suivant donné dans RP(27+1)

( 2n
0
ao—ZEjOIj = Wo
=0

< : (4.4)

2n
2n
azn—Ze‘j o = Wi,
\ j=0

avec gl = 0, pour i = 0, ... ,2net€f = 0 ou 1si ¢ # j, de plus dans la liste (e{,,... ,e;n), ilya

au plus une fois le nombre 1. Nous supposons aussi que pour tout ensemble d’indices iy, ... ,iy

et ji,...,Jp € {0,...,2n} tel que 4;,...,4, sont distincts deux & deux et {j,...,Jp} =

o{iy,...,iy}ol 0 est une permutation de p’ éléments, nous avons (6‘;11 Yoo ,e;-i',) #(1,...,1).
Nous allons considérer la matrice A associée au systéme linéaire (4.4)

1 -9 €% ... S

1 1
_60 1 —62 s o _6211.
A .

- 1 = .1
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Nous allons montrer que det A = 1. Nous pouvons écrire

det A = Z (—1)5(”)"'10,2(0) . a?”(zzn)
gES2n+1

avec les a] sont les coefficients de A.
Remarquons que si o = Id alors nous avons

(—1)5(0)““2(0) - -“Z?zn) =1

Dans le cas ol o # Id, nous posons {ki,...,kp} = {0,...,20}\{41,...,ip} tel que a(i) =1si

i dans {ky,...,kpn}. Nous avons alors o{41,...,iy} = {i1,...,ip}. Nous pouvons écrire
"o i1
()M a5q) ... a3 = () OT-1)e ) e

or (sf,l(‘.l), e 1527('1',,)) #(1,...,1),il existe alors j € {71,...,1,} tel que 571(;‘) = 0. Nous déduisons
alors que det A = 1.

Nous venons de démontrer ’existence d’un (2n+ 1)-uplets (o, .. . , @2,) satisfaisant les équa-
tions du systéme (4.4). Posons alors

e = { (1) s (Z5,8) = (30, w)
sinon
pour 0 <i<2net0<j<2n.

Il est claire que les £ satisfont les propriétés énoncés ci-desus vérifient le systéme (4.4) du
fait que (zo, U2n+1,Z0) € Dy. Il est maintenant possible, pour ces valeurs des e;’ de trouver une
fonction h tel que h(z;, u;) = a; et h(b;) = 0, cette fonction h satisfait évidement le systéme (4.3).
Nous venons de prouver que I’évaluation ev, est une submersion en tout point (h, o, ¥an+1, Zo) €
C*®(M x U, RP) x D;. 1l en résulte que ev, est transverse i la sous variété {0} de R(2*+1)?, D’aprés
le théoréme d’Abraham, nous avons ’ensemble des h dans C*®(M x U, RP) tel que pj, h {0} est
résiduel dans C®°(M x U,RP). Puisque Dy est une sous variété ouverte de M x U2+l x M
de dimension 2n + (2n + 1)m et la dimension de R{?"*1)? est égale & (2n + 1)p, nous aurons
(2n+1)p—-(2n+1) - (2n+ 1)m 2> 0, car p > m. Donc dire que p; est transverse & {0} en
(%0, U2n+1, To) implique que ev,, (2o, U2n+1, To) F 0, C’est-a-dire

(h(T0, o), ey A(f¥* (0, Ugn), U2n)) # (B(Zo, Y0); -y A(F*™(T0, Uzn), Uzn)

ce qui achéve la démonstration du lemme 15.
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