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Introduction.

Le problème de désintégrer la restriction d'une représentation unitaire zr d'un groupe
localement compact G à un sous-groupe fermé H, a inléressé plusieurs chercheurs dans
la theorie des représentations. Dans ce cadre, on peut citer les travaux de Corwin et
Greenleaf qui ont étudié ce problème pour les gtoupes de Lie nilpotents. Leur résultat
essentiel apparut dans [5] concerne les multiplicités des représentations de f/ dans la
désintégration centrale canonique de zr;r. En utilisant toujours la méthode des orbites,
F\rjiwara a établi dans [8] un résultat plus général puisqu'il prouve que si G est un groupe
de Lie résoluble exponentiel, alors

n"(o) o d,u(o) ,

où Ia multiplicité n^(o) de o € fi est le nombre des .F/-orbites qui sont contenues dans
Oc(r) îp-t(O"(")), ce qu'on définit en notant :

. p: g* .--.-+ f;* l'application qui restreint une forme linéaire I e g* à [1,
o flc ( respectivement fls pour le sous-group" H ),la correspondence biunivoque de

Kirillov entre I'ensemble G des classes d'équivalence de ses représentations unitaires
et irréductibles, et g*/Ad'*(G), I'ensemble des orbites coadjointes.

L'innovation qu'apporte cette thèse est qu'on donne une description concrête et explicite
à cette désintégration de'rÈ) eL utilisant une méthode différente de celle des orbites.
L'idée a pour origine les travaux de Mackey qui datent depuis les annees 50. Ce dernier
a prouvé dans [16] que si zr est induite à partir d'une représentation p de B à G, alors sa
restriction (lndiùW sur un sous-gïoupe fermé ff se désintégre sur I'ensemble des double
classes H\G,/B muni d'une certaine mesure bien précise. L'objectif du chapitre 3 est
de concrétiser cette désintégration quand il s'agit d'un groupe de Lie nilpotent, connexe
et simplement connexe G: expg, puis d'expliciter un opérateur d'entrelacement T qui
justifie l'équivalence

Qru.,lx,)w = [* oG),ItG) ,
J E\G/B

où I désigne une forme linéaire srrr g vérifiant < I,IX, X'l >: 0, pour tout X et, X'
éIéments de b :: Lie(B), il s'en suit que x, : :D : expx t--+ s-à1t'x> est alors
un caractère sur B. L'expression de la classe d'équivalence o(i) dans I'ensemble des
représentations unitaires du sous-groupe fermé et connexe I/, sera précisée ultérieurement
pour tout î e H\G/B. Une étude de I'ensemble des doubleclasses est alors indispen-
sable, détaitlee dans le chapitre 2, elle a permis de bien décrire cet espace dans le
théorème 2.!.9, puis de le munir d'une "bonne" mesure d7 qu'on explicite en énonçant

"r" = I:

3



Ie théorème 2.2.LO. Grâce à cette mesure, on prouve au théorème 3.1.2 que 7 une

isomètrie. On peut enfin se référer au travail de Ludwig et de Baklouti [3] concernant la

désintégration des représentations monomiales pour aboutir à la désintégration de zrlt

en irréductibles, et finir par appliquer ce résultat pour désintégrer le produit tensoriel de

représentations.

La théorie étudiée au chapitre 4 est plutôt indépendante des résultats obtemrs dans

les degx premiers, sans toutefois sortir du cadre des représentations des groupes de Lie

exponentiels. EIle concerne en effet les noyaux d'opérateurs des représentations unitaires

et igfiuctibles des groupes de Lie exponentiels, dans ce cadre, un résultat de Leptin
qu'il prétend. prouver dans [13], sera mis en cause. La méthode des orbites développée
p* XiriUov ei Bernat dans tai, q"i paramétrise le dual unitaire ô d',to groupe de Lie

résoluble exponentiel G : exp g pax son espace des orbites coadjointes, permet d'écrire

une représentation zr unitaire et irréductible de G comme I'induite à partir d'un caractère

X, d'un sous-groupe de Lie B, dont I'algèbre de Lie b est une polarization de Pukanszky

dà g en une certaine forme linéaire I e g*. En gardant la notation zf1 pour la représentation

ae .Ll1C; associée à q :: ind,""x, e ê, et qu'on définie par

on obtient une représentation irréductible de Il(G) sur Ie même espace 7{n, et associant

à toute fonction f e Lr(G), un opérateur zq(/) qui est à noyau. Dans le cas des groupes

de Lie nilpotents, toute fonction F à support compact et inflniment dérivable sur G x G,

et satisfaisant une propriété de covariance (1.3.3) qu'on précisera, est le noyau lC",U)

d'un certain opérateur ntff), où / e Lt(G). Howe a traduit ce résultat par l'existence

d'un rétracte
R:  C?(G/BxG/B;Y, )  - - - - - |  L t (G)

F H R(F) : :  7

qui provient de la srujectivité deKn,: S(G) '----- S(Gr/BxG/B i X), associant àtoute

fonction / de Schwartz sur G, Ie noyau rc",ff) de I'opérateur n'1(/) qui est une fonction

de Schwartz sur G x G modulo B x B, qui vérifie la relation de covariance (1.3.3), (d'où

la notation S(G//B x G/B; Xr) pour l'ensemble d'a,rrivé de K,,). Cependant, dans le

cas plus général des groupes de Lie exponentiels, ce résultat n'est plus vrai même si on

impose à la polarization b d'être apprivoisée, c'est à dire vérifiant certaines conditions
que Leptin juge être sufrsantes pour établir son résultat dans [13]. Un contreexemple

sera exhibé au chapitre 4 de sorte que la fonction proposée F e Cî(G/B x G/B;y,)

ne puisse être Ie noyau d'aucune fonction f e LL(G), pourtant, Ia polarization b : LieB

est apprivoisée comme il sera vérifié au début de l'exemple. On terminera Ie chapitre

par regarder Ie cas où la polarization est un idéal, dans lequel on construit un rétracte

7? comme ci-dessus, tout en prouvant que ce résultat, énoncé dans le théorème 4.3-12,

devient wai.

o,(f): fuAV,tg)dg, f eLL(G),



Chapitre 1

Notations et rappels.

Sans avoir recours à le rappeler ultérieurement, Ies notations, définitions et conven-

tions introduites ci-dessous seront adoptées pour tous les autres chapitres.

1.1 Généralités.

G désigne toujours un groupe de Lie résoluble exponentiel, connexe et simplement

connexe, dont l'algèbre de Lie g est engendrée par les n vecteurs de sa ba'se Z :

(Zr, " ' ,  Zn)'

Définition 1.1.1 Z est di,te une base de Malceu de g si, dans la sui'te de sous-espI,ces

uectori,els (gn) rgng,*, donnée par

g" ,+r  : :  {0}  ç  ç  g; : :  uect ,  <  2t , . . . , ,  Z ,  }  Ç ç  5r :  9 ,  (1 .1.1)

tous les g;, i e {2, ...,n}, sont des sous-algèbres de Li,e de g , et uéri,fient si' 96 n'est pas

un i,d,éal d,e g, alors gt-r et g;+r le sont. Si, de plus, toutes ces sous-algèbres de Li,e sont

des i,déatn de g, alors Z sera di,te une base de Jordan-Hôlder.

Proposition 1.L.2 Une algèbre de Li,e est résoluble si, et seulement si elle possède

une base d,e Malceu. Eile admet une base de Jordan-Hôlder si, et seulement s'i elle est

co mpl èt em ent r é s o lub le.



Démonstration.

Voir [a].

L.1.1 Notations et conventions.

1. Le groupe de Lie G étant exponentiel, on notera " Log" I'inverse du diffeomorphisme
e)!p : g + G. Par la formule de Campbell-Baker-Hausdorff, cette application
permet de munir I'algèbre de Lie d'une la loi de composition interne, définie par :

CBH(X,Y) : Log(exPX.exp Y), VX,Y e g. (1.1.2)

2. Par convention, si Ur, ...,(J* € g, avec k t 2,, alors la notation Ur...U* désigne
l'élément erp(U)...erp(Ux) de G.

3. On a degx systèmes de coordonnées sur G.Le premier, dit système de coordonnées
de première espèce est définit par la bijection

t: G ------+ R'ù

g  * - *  ( 4 , . . . , 2n )  l g : " "p (É rnZn ) .
i :L

Par contre, le système de coordonnées du seconde espèce s'obtient par

Qt G ------+ Rn
g , -  ( f r r , . . . ,nn)  I  g :  f i1Z1. . . rnZn 

(1 '1 '4 )

4. Les représentations adjointes de g et de G, notées respectivement ad :: adn et

Ad, :: Ad,ç sont données par :

s -+ End(g)
X r----+ adX

(1.1.5)

il s'agit d'un morphisme d'algèbres de Lie, où pour tout X €. g, ad X est I'en-

domorphisme de g, Y v+ IX,Y|

Ad:  G ---f Aut(s)

I

(1.1.3)

(1.1.6)
r : expX  r . - . . - r  Ad r :  edx

cet homomorphisme de groupes est de classe C-. Pour tout r € G, I'automor-
phisme Ad, r de g, st lié à celui de G noté i,: y r---+ rAï-r, par la relation

Yr e G, i,("*pY): exp (,ad 
" 

(Y) ), V Y e g. (1.1.7)



5. Un sous-gtoupe de Lie B de G désigne toujours un sous-groupe fermé, connexe et

simplement connexe de G.

Toutes les bases qu'on considère sont des bases de Malcev. En notant b I'algèbre de

Lie d'un sous-gloupe fermé B de G, on lui fixe une base de Malcev X : (Xt, ..., Xo)

corlme celle de g qu'on a noté Z : (Zr...,Zn). Ainsi, les groupes G et B sont

munis canoniquement de leurs mesures de Haar invariantes à gauche, notées res-

pectivement F" & lrs, Qd sont définies de sorte que

Yf e C.(G), f  (  zrZy. .z^Zn) dz,  (1.1.8)

C"(G) est l'ensemble des fonctions f , G ----+ C qui sont continues et à support

cààpact, et d,z: d,zt...d,zn est la mesure de Lebesgue sur R". ( Parei| Pou lro).

Cet ensemble est d.ense dans I'espace normé Lt(G)': {.f : G - A' p"(l/l) < oo}'

7. Les groupes de Lie unimodulaires faisant exception, généralement Ia mesure dr"(g-)

souvent notée tout simplement dg, n'est pas invariante à droite. La fonction module

de G caractérise la quasi-invariance à droite de la mesure de Haar, par la formule :

vr e G, l" r{nr1 dg:ac(") l. rct on.

Dans [14], il est justifié que A6 est bien définie ainsi, indépendemment de la fonction

f eC"(G), et qu'on a

Ac(r) : ldet Ad,nl-r : s-tr o'iln(Loe a), Vr e G. (1.1.10)

Il est aussi utile de rappeler que cette fonction module vérifie la propriété

vf e Lt(G), t /(g-')ac( g-') dg : I f (ù dg. (1.1.11)
Jc JG

8. Une base de Malcev de g relative à b, - notée Z(b) :: (Zor, "', Zx) avæ' p: n-q

est Ia codimension de b -, est aussi construite de façon canonique à partir de Z.

Pou rce la ,onpoSe f / , . : { ze1 r , . . . , n } ,Zn fb *g t+ r } : ' { k1< . . . <
vérifie alors qu'il y'a au moinsune sous-algèbre de Lie de g, parmi deux sous-espâces

vectoriels consécutifs de la suite obtenu

6o+ t ' : f i  Ç  ç  b i : : F *Zx tO . . .OF .Zke  @ b  ç  ç  b1  : g .  ( 1 .1 .12 )

Les vecteurs formant cette base, dite aussi une base coexponentielle de g relative

à b, nous fournissent le difféomorphisme Ds suivant :

Dai nRP + G,/B
w : (wtr.. .rwp) r-+ w1Zpr...wpZ,r '  B

p"ff): l. rr' d,"(g) ': l.

(1.1.e)

(1.1.13)



II s'en suit que I'espace C.(G//B) des fonctions numériques (P : G/B'---+ C, qui

sont continues et à support compact, se confond avec C"(R'r) et se munit de Ia

mesure image de la mesure de Lebesgue sur Rp. Notee drr,u(b) :: Dn*(dru) avec

il :: g . B e GrZ B, cette dernière se définit pour toute fonction I e C"(G/B) p*

trn,u(v) : 
1.,." 

v(it) d,it ': 
t 

P(ta1zo,"'wpz*o' B ) ùa , (1.1.14)

où dg : dro(ù et dw est la mesure de Lebesgue sur lRp'
g. Notons qu'à partir deDB, on obtient un 3è'" système de coordonnées @ pour G,

( autre que @ 
",t 

V ), il est décrit pa,r le diagramme suivant :

IR'

1,0
I
x IRc

G

""1
G/B x B

e-------)

-------------+ IRp
Ds-rxiFs

(1.1.15)

tel que pour g € G, on a

( * , :  (Ar,.. . ,Ao) et r : :  (Up+r,.. . ,An) vérif ient 
\

@(g) :  (au-.. ,un) <+ |

\ r"(',) 
:s.B er s:wgbs"ù { î:,':ir:;,:!;1.x,)

En fait, si on decompose Ie difieomorphisme Os en' (O"r,,Oar), alors il est don-né par

I  Oat@): g'  P où { yn,:  wrZx,. 'wo(y

\ o"r(g) : wiLg [ (urr, ",wp) : DE'k ' B)
(1.1.16)

Remarque L.1.3 Souuent on utli,se la notati,on p pour dési'gner un i,d,éal de g, si, c'est

Ie cas d,e la sous-algèbre d,e Li,e b:'p, c'est à d,i,re pour toutY €g, [y,p] C p, alors la

restri,cti,on d,e ad,n(Y) àp est un endomorph'isme de p. On consen)e la notat'ion adp pour

le prolongement de la représentati,on adjoi,nte de p sur toute I'algèbre g.

-----+ End(p)
r-.---+ adnY

Aussi, on peut consi,ilérer la restricti,on de la représentati,on adjointe adn de g à l'i'déal p,

End(g)
adn X

d,onc l'end,omorphi,sme de b d,éfini, par ad,sft ;: adnr, - ada est nul si' b est un i'déal.

ado: :  @ i  g
Y

adsb: P ----|

X r ->



L.L.z LJne ttancienne" version pour définir la représentation
induite.

B éta;nt un sous-groupe de Lie de G,7l a été prouvé dans [14] que la mesure dg définie

st;d- G/B ci-dessus, est quasi-invariante à gauche. Faisant intervenir sur G un ca,ractère

réel y, on peut écrire une formule similaire à (1.1.9) qui est :

Ye e C.(G/B), t ç@g ' B) d,i : x@) [ e(iù d,!], Yr e G. (1.1.17)
JcTa JG/B

On montre dans le premier chapitre de [14], que ce caractère de G est une extension de

celui qu'on définit sur B par

^ / \ Ac(rt
4","(") ': 

i;Ë 
: s-tt ailn1a(Loe "), Yr e B, (1.1.18)

de plus, que toute fonction f e C.(G) vérifie

f 1

I f@) ag : I ç,Gt) dit
JG JG/B

où ç, (it,---- [ x(gb) f (su) au) e c.(G/B).
,  

JB

On a donc I'égalité

Yf ec.(G), I rta on : t I x@u) Tbu) db di) (1.1.1e)
JG JG, /B  JB

1 f: I I Qil(@rzo,-.woz1r)b) du aw.
JRp JB

Considérons maintenant une représentation unitaire (p,7{) du sous-groupe B, et notons

7r son induite de B à G. Sur le sous-espaneC.(G/B,p) des fonctions continues sur G,

formé par

(
C.(G/8,ù: tn: 

G -'L{p, continue et à support compact modulo B,

tel que rt@b) : p(b-\(q(g)), V(e, b) e G" t 
),

on définit une norme en posant poru tout q e C.(Gr/B, p),

ll,tll?: 1",," lln(o)lli, as.



Pour justifier que cette norme est bien définie, on associe à ry e C"(G/B,p) la fonction

g, , 9. 8 r+ g,Gù -- llnjgitll?r, . Se rappelant de la relation de covariance vérifiee par

4 et du fait que p est unitaire, on a,ffirme eue g,, e C"(G/B), bien définie et positive.

Maintenant, on exprime mieux cette norme par

l l ,7ll, : ( uo(v,))à.

L'espace de Hilbert obtenu en complètatt C.(G/Erp) po* cette norme, sera noté
'lLn :: L2(G/B; P) : C"(G,/8, P)'

Il s'agit de I'espace de zr : tnfie sur lequel, -en tout point r e G-,1'opérateur unitaire

z'(r) agit de la façon suivante :

?tn n(*) ' ?{n € U(,t") '

q -* r(t)q'I 
I x@)àTr-'nl

pemarque L.L.A Quelque soi't r € G, on a :

l ln(*)rt l l?,: I W@)à ,t@-'g)l 'd,(1:v@) [^ ^ t,t@-'g)l 'di) '' Jczn Jc/n

C'est d,onc la propri,été 0.I.L7) qui permet d'en ti,rer que l'opérateur r(t) est i,somètri'que.

Le but de rappeler cette définition de la représentation induite adoptee par Leptin, est

de mettre en évidence qu'elle est équivalente à celle détaillée ci-dessous. La comparaison

des deux expressions du noyaux d'opérateurs permettra à la fin, de conclure que les

résultats obtenus sont indépendants de la méthode choisie pour la réaliser.

L.1.3 LJne delxième méthode pour définir la représentation

induite.

Une delxième façon pour réaliser la représentation r : indÊ p induite à pa,rtir d'une

représentation unitair e (p,Ttr) d'un sous-groupe de Lie B de G, consiste à introduire :
- les espaces :

,* K(G,B): 
{,," 

* C, continue et à support compact modulo B,

tel que içbb) :4.,"(b)-t((g),V(g, b) e G t 
" )

10



(
* K.(G,B): 

{e 
' C +7{p, continue et à support compact modulo B,

€(gb) : 4","(b)-à p@-')({(g)),V(g,b) e c x a 
}

une forme linéaire positive et G-invariante sur K(G,B), notee F",t on souvent

ecrite sous forme intégrale :

f
p",,(e): 

f"," e@) dpc,,(!t), Y( e K(G,B)' (1.1.20)

Son existence est assurée pæ [4], -oir on a,ffirme aussi son unicité à un scalaire

multiplicatif prés-, de sorte que si porrr .f e c.(G) on définit I'application (, par

e/g),: I o",,(u) r@u) dr,(b)
Ja

alors celleci appartient à K(G, B) et vérifie

{ c,(g) d*","(i) : 
l" ral d,"(g) .

J 
"/"

En e>çlicitant ces notations après avoir remplacé (y pax son expression, Ia formule devient

Yf ec"(G), f r(g) ag: 6 ( [ o","(u) f(su) au) dir . (1.1.21)
J G  J C I P  J B

Remarque 1.1.5 Tout comme la mesure Fn1u, la forme I'inéai,re pc,B sur K(G,B) est

aussi, coÀnue d,e façon erpli,ci,te, pui,squ'i,l suffii d,e se ramener d'une foncti,on Ç e K(G,, B)

à ta foncti,on 4)< e C.(G/B) qu',on défini,t par ûe@) = x@)ç@), vg e G/8. On aura :

tt","(Ç : trau(tpe) ou encore { e(g) dr","(i) : 
[^ .^ +rfn) dr,,o(it)-

J cts J G/B

Enfin, on peut écrire

6 c@) ai : I x(s)c(g) di : [ (xe)@,2r,"'wozpo) d'w '
J ot" J c/ a "/RP

On retrouue alors (1.1.19) pui,sque (1.1.21) deuient

r f f f
vf ec.(G), I tal a,g: I x@)e,@) d'ù: l- _ xb) l^Lo,"(u) f(gu) db di).

Jc Jc,za Jc/B JB

11



Ceci, permet de compléter K(G,B) pour la forme linéai,re F"." et d'obteni'r

I

T@:  { ( :  G*C,  te l  que  ( (gô) :4 " , " (b ) - ' ( (g ) ,V (g ,b )  eGx B
\ , r t

et p"." (l(l) :: t lx(g)e@)l ai)
JcTe )

Ladernièreétapeconsisteàmunir Ko(G,B) d'unenorme ll'llr. Pourcela, remarquons
qu'à toute fonction { e K.(G,B), on peut associer une fonction ( e K(G,B) qu'on
définit par C(g) ,: ll€(g)111., . O" pose alors

ll€ll? ,: { e@) ait : { w(s)ll!., as,
J cla J clB

et 77n le complété de Ko(G, B) pour cette norme qu'on note

'tL :- L2(G/8, fi : KpQ.

Il s'agit de I'espace de la représentation induit e 7t : lnfiO, sur lequel elle agit par
translation à gauche :

yr € G, n(n): { r-----+ r,(r)€ (i I 61f,rl ) 
; n@) eu(r'çcZB,p)).

La G-invariance de p",, sur K(G, B) fait de z-(r) une isomètrie, pour tout r € G.

Remarques 1.L.6

1.  Dansle cas par t ' icu l ' ier  où L" t " :  L*  c 'est  à  d i ' re  L" , " :L  sur  B,  e t  doncy: I

sur G, la forme li,néai,re p,",, n'est autre que la mesure G-'inuariante sur G/B et

les deur défini,ti,ons de la représentati'on i,ndui'te cor,nci'dent.

2. Dans le cas général, on cons'idère I'i,somètri,e

@ln,p) )rt - x-Èrl::€ e WB
qui, est un entrelacement pour les deur réali,sati,ons de la représentation i'ndui'te,
elles sont donc équi,ualentes.

Dans ce qui suit, on utilisera la deuxième méthode poru défrnir la notion de représenta-
tions monomiales, c'est l'induite à partir d'un caractère de B. On s'intéresse plus par-
ticulièrement à I'ensemble des représentations unitaires et irréductibles de G, dont I'en-
semble des classes d'équivalence est noté ô. Sa para.métrisation par I'espace des orbite.s
coadjointes est brièvement rappelée ci-dessous.
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L.2 La théorie de Kirillov.

Au début, et seulement dans ce paragraphe, on fait distinction entre une représenta-

tion unitaire zr de G, et sa classe notée n formee par les représentations unitaires de G
qui lui sont équivalentes. après, toute représentation sera confondue avec sa classe.

Sur le dual de g noté g*, ensemble des formes linéaires su g, définissons les représenta-

tions coadjointes de g et de G, notées respectivement ad* :: a4 et Atr :: Affc, par :

aff: g ------+ End(g")
X r.----+ aùX

où pour tout I € g*, atr X (I) :Y v+ I(- ad X (Y) ) :. l, lY,Xl >'

Atr: G ----+ Aut(g*)
r r-_+ Atrr

(1.2.1)

tel que n.I :: Atr r (r), ( , € g* ), est la forme linéaire : Y r----r( l,Ad r-t (y) >.

Notation. L'orthogonal dans g* d'une sous-algèbre de Lie b de g est noté

bt : {.f € g*, io 
- 0}.

Soient pour I € g*, les définitions suivantes :

Définitions L.2.1-

1. G .I :: {r.I,r €. G} l'orbi'te de I pour l'acti,on coadjoi,nte de G sur g* '

Plus généralement, si, B est un sous-groupe fermé quelconque de G, alors on note

B . l : :  {n . I r r  €  B} .

2 .  no tons  pourL< i<n*L ,
- l;::11n. la restricti,on lel sur Ia sous-algèbre 96, aue conln'Le éIément du gi,
- Si,(Iù,: {X € 9r,<-I,lX,Yl ):0 Vlz e 961. dtt le stabi'I'isateur de I; d,ans ga,

soi't s:: d,im g(l), la di'mensi,on du stabi,Ii,sateur de I dans g,

3. d,ési,gnons par St l'ensemble de toutes les sous-algèbres de Li,e de g qui' sont subor-

données à1, c'est à di,re les sous-algèbres de Li,e'isotropes pour la forme bi'Ii'néai're

alternée sur g assocùée à1, qu'on défini 't par B1(X,Y) ::( I, lX,Yl>.

Sr : {tt : sous-algèbre de Li'e de g, 11, [tt, tt] >: 0].

Son sous-ensemble formé par les sous-algèbres de di,mensi,on mari,male est noté

M1. D'aprè, l4], il n'est autre que M1: {b e Sr, ùm$l) :ry: s * Çt

(r.2.2)
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(n- t est pai,r pui,sque g(t) : ker(B) est le nogau d'une forrne bi'li,néai,re alternée).
On appelle M1 I'ensemble des polari,sati,ons de g en l.

RemarqueL.2.2 SibeSl, alors onpeut défini,r sur son groupeB le caractèrey, par

X,(exPX) : e-i<t'x>, VX e b'

La représentati,on monomi,ale tnd,""X, est notée r1t,b1, et on pose P7 le sous-ensemble de

51 formé par les sous-algèbres \ tel que nre,h) est i,rréducti'ble.

Pt: {t) € Sr, r(r,t) € ô}.

Proposition 1.2.3 Soi't b e 51. On a :

bePt  <+  B . I : l+b t ,  (1 .2 .3 )

et d,ans ce cas, b est une polari,sati,on de g enl (b e M), di'te polari,sati'on de Pukanszky.

Démonstration.
Voir [21].

T

Exemples L.2.4

1. Notons b(I) la sous-algèbre de g donnée pûr

b(r) :: f nn{,,), (L-2-4)
i=1

c'est Ia polari,sati,on de Vergne, qu'i est une polarisati,on de Pukanszky de g en I.

2. Si G est nzlpotent, alors Mt: Pt.

Théorème L.2.5 En notant g*,/G ,: {G.1, I e 9*}, 9n défi'ni,t une bi'iecti'on entre cet

ensemble de toutes les orbi,tes coadjoi,ntes et l'ensemble G des classes des représentati'ons

uni,tai,res et i,rréd,uct'ibles de G. Notons @ cette applicati,on appelée Ia bi,jecti,on de Ki'rillou,

elle est donnée par
@ : g*,/G --) G

G.I -* frQ,a) où b ePt 
(1'2'5)

dl sa bi,jecti,on réci,proque est défini'e par

@-t(r) :: O(z) : G .I <+ lb e Pt, ( et doncYb ePù, Tç,a1 e tr '

Démonstration.
Voir [14]. 

I

t4



1.3 Noyarur dtopérateurs.

Soit zr une représentation unitaire et irréductible de G. Fixons B : exP b et I e g*
tels que ,r : T(t,b). La représentation de ,Ll(G), qu'on définit ci-dessous, a Ie même espace
'11*: K*r(G,B): L2(G/8,X,) que zr, elle aussi sera notée zr. Associant à une fonction

f e LL(G), I'opérateur écrit sous sa forme intégrale

rU): If@)*(ùon
JG

agit sur L2(G/8,X,) de la façon suivante :

/G  - - )
T { ,  >€  " (J ) ,  " ( / )€ ' ( ;  , *

(1.3.1)

e 7{n

Notation. Notons pour "f dans ,Ll(G), la fonction K"(f) définie sur presque tout G x G
par

l"r(g)t"8lgl f,l ag)

(1.3.2)

Propriétés. Fixons f efL(G).
1. Il est facile de justifier que rc"(/) vérifie : pour presque tout couple (r,g) e G x G,

K^(f)@b,yb') : X,(b)x,(b')tÇ(f)@,ù, Vb,ti e B. (1.3.3)

L'ensemble des fonctions F : G x G --+ C, vérifiarrt cette relation de covariance

et qui s'identifient, -moyennant le diffeomorphisme De-, avelc- des fonctions de

Cf (Rr t Ro), sera noté C?(GlB x GIB ;X,). Cette identification se généralise

en confondant Ç(/) avec

F : R.P x IRP -----+ C
("r , . . . ,so; t t , . . . , t r )  K*( f ) (s f i6r . . .soZxo, f iZpr . - . tpZpo)

2. Laformule (1.3.3) permet de construire une fonction de K(G,B) pour presque tout
r frxé dans G et pour tout { fixé dans L2(G/8,X,).A celleci qu'on définie par

K"U)@,.)€ : C ) a- K"(l)@,y)€(y) € C, (1.3.4)

on peut appliquer la forme linéaire F"." po* obtenir

K*$)(r,v) : a"1( v) I" 
L",,@)à r@w-L)v,(b) d'b-
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f","ou)@,v)€(s) ou: f","(o;'(r) I" o","ru)i f(*w-\x,(b) au) {u) au ,

or d'après (1.1.11), on a

l" 
o",,ru)* f @w-\x,@) db : 

I" 
o","ru1-t 7çru-'v-\x,(b-1)aB(b-') dh

: 
I, il*@b)-')x,Q)-'1"141-à6 'Q)-à au

et comme x,@-t)€(y) :4","(b;àE194;, ators

f", " 
ou' rr) ( | " 

r f" tub) -' ) a" (a) - * l" (a) - t v,çu1-t a) et ) at, :

t' ",, 
ou' rrl ( I, t o rsb) -' ) a" ( u)- à n " @)- à L ", " çu1à 4vu1 a') ri' :

f ", " 
ou' ro\ | 1" ao1 

- 1 ; l" 1a) - 1 n" 1a; à l" 1a1 - à 4 
",' Q)È €@u1 a) ait :

f",,( l"rr"roul-')1"(sa)-'l","(b)€ tuu)û)ùit :, f","( l,r,,.rr,rt","çulau)au,
où.f6," estlafonctionde11(G) qu'ondéfiniep*,fr,.(u) ,: f (*a-t){(g)A"(g)-r, Vy e G.
La formule (1.1.21) ecrite po* /r," donne

f","( l"rr,,{r')t",'çu1au)au 
: 

l. ,r,"rr, da : l* tarl{fiL;t(fi da

: a"("-') 
l" ffru')-')€(v'-rn)L;t(ur-\ aa

: 
l" Xo-l€(s")^;'( a) du,

ce dernier passage provient de la définition même de la fonction module.
De nouveau, on applique (1.1.21) pour conclure que

f",,orr)@,a)€(a) où: I"r(a)€(v-'*) ds: l"rat("(v)€) @) ary: ('(/)€)(")'

Cette étude se résume par la proposition suivante :
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Proposition 1.3.1- Pour toute foncti,on f e LL(G), I'opérateurn(f) donné par (L.3.1)
est un opérateur à nogau. L'appl'icati,on Ko : f - K^U), assoc'iant à f e LL(G) le

noyo,u d,e I'opérateur r(f) est donnée, pour presque tout (t,A) e G x G, par

K*(fl(r,v) : a"'( v) I, 
L","Q)à f @w-L)v,(b) d'b'

Remarque L.3.2 Le calcul du nogau obtenu par la premi,ère méthode donnera'it :

K*U)@,s) :y@)Èt;'(ùx@)L I a",c(b)-à f@W-\x,Q) db. (1.3.2)'
J g

La fo rmu le  decouar iance  deu i ,en t  a lo rs :  V ( r ,ù€G xG,  V  (b ,h )eBxB,

K*(f)(rb,ah) :4","(b)â4,,"(h)Èx,@)x,(h) K*(f l@,ù. (1'3'3)'

Elle perrnet d'en ti,rer que K"U)@,.) e t'2(GlB,X,), et de justi,fier l'égali,té :

I

"(flË@) 
: I K*(fl(r,ù€@) aù Yr e G. (1.3.4)'

J 
"/t

Enfin, ces deur erpress'ions du noyau coïnc'ident éu'idemment, dès nu, Le 
b: 

Lo, pu'is-

qu'elles deui,ennent :

K*U)@,s): L;'@) [ Î@aa-\xt@) db. (1.3.5)
_  

J B

L.4 Quelques outils.

Certaines notions n'aulont pas I'occasion d'être développees dans les chapitres qui

suivent, leur introduction ci-dessous sera supposée connue.

L.4.1 Topologie de Zariski.

La notion d'ouverts de Zariski est indispensable pour le 2"d chapitre. On consacre

alors ce paragraphe pour donner les définitions suivantes :

Définition 1.4.1 Si P e R[X,..., X,"f , alors S(P) :: {r € R', P(t) : 0} esl di't un

ensemble algèbrique.
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Remarques L.4.2

1. Aun polEnômes constants 1 et 0 , sont assoc'iés respecti'uement les ensembles

alsèbri,ques S(1) : 0 et $(O) : lR''.

2. Il est clai,r que si (Pn)eq est une fami,lle f,ni,e de polEnômes sur Rn, alors

lrCel :3(t P:) '
i€.l iel

Il s'en sui,t que les ensembles algèbri,ques sont les fermés d'une topolog'ie ( moi'ns

fine que la topologi,e naturelle ) sur IR", di,te la topolog,ie de zari,ski,.

Définition L.4.3 Soi,t G un groupe de Li,e ni,lpotent, connere et si,mplement connere, et

Z : (Zt, ..., Zn) une base de Jordan-Hôlder de son algèbre de Li,e g. U est d'i't un ouuert

d,e Zari,ski, d,e G son'i.mage parV ( etlou parë ) est un ouuert de Zariski' de iR.''

I.4.2 Espaces de Schwartz et, transformée de Fourier.

Dans le dernier chapitre, on dewa rappeler Ia définition de ts(G,zB x G/B ; y,)

poru un gïoupe de Lie G résoluble exponentiel. Ceci nécessite d'abord les définitions

suivantes :

Définitions L.4.4 Soi't q € N*.

1. Notons
Co(Ro) ,: {h: lRq ----+ C, cont'inut , 

,,"r,0-__h(r) 
:61.

2. $(me; d,ési,gne I'espace de Schwariz. Il est consti,tué par les applicoti'ons h : IRq + C,
qui, sont i,nfini,ment dériuables et à décroissance rapi'de.

h e s(Re) ç \B € Nq, VP e R[Xr, ...,Xo), PQPD € 6(Ro),

où on note f " - atet h
)Fh : 

æ, 
", 

_ N, 
( auec lgl ,: 7ft...*Bo pour B : (flt, ",0ù)'

3. Son sous-espace formé par les foncti,ons à décroi,ssance erponenti,elle sera noté

S(ne;. Une appli,cati,on h de cet espace uérifie :

Vo : (or, .., ao) € Ro, VB : (0t, .., 0à € Nq, t"(DPh) € Cg(Rc),

où to d,ési'gne l'appli,cati'on : IRc ) r -- (rr, --,r,o) =-+ 
"''laiai 

€ lR' '
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l. Pour L < j 1 q, I'opérateur transformée de Fourier parti,elle sui,uant h iemu
di,recti,on sera noté Fi. Il agi,t sLLr LIne foncti,on de Schwartz h e S(Rq) par

F5h: s:  (s1, . . ,s0) , - '  I  OGr, . . ,s j . - r ,  t ,s i+rt . . , ro)"-n " i t  dt .
JR.

La composée f6, o .. .  o Fu, quand {ir,  . . , i" I  C {1, . . ,  q}, sera notée Fin,.. , ir .

5 .  Notons. , l  :  (^ f t , . . , "y)  €  {0,1}o aaec^ l i  -  1<==+ i  e  Ur , . . . , i , " } : :  J ,  Ie  choi , r

des d'irect'ions {jy..., j,,} parrni, {1,.., q}. Ensui'te, on pose
- P est, le polgnôme de IR[X1, -.. ,Xo] '

( * r , . . . ,xo) t+ l+ l r ] ,
içJ1

- Rr le sous-ensen'Lble de Rq for' né par
lRl  : :  {o  :  (or ,  . . ,dq)€ Rq,  a i  *  0  g j  e  Jr } .

Défini,sons tyS(Rq) le sous-esgtace uectoriel des foncti'ons â e S1n01 uéri,fi,ant

v/c e N,Vo € ]R1,VB e Nq, Pke'1Dqh) e Co(Rq).

Il s'agi,t de I'espace des foncti,ons de Schwartz szr Rq qui, sont à décroi,ssance er-
ponenti,elle dans les di,recti,ons jr, ..., jrn, et à décro'issance rapi,de dans les autres

di,recti,ons.
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Chapitre 2

Ensemble des double-classes sur les
groupes de Lie nilpotents.

Dans tout ce qui suit, G désigne un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement
connexe, et Z : (2r,..., Zn) :une base de Jordan-Hôlder de son algèbre de Lie g, avec Zn

central. L'idéal engendré pæ {Zo, Zt+r,..., Z.} est noté g; et G son sous-groupe de Lie.

2.L Description de l'ensemble des double-classes.

Soient H et B deux sous-gïoupes de Lie de G. Comme pou g, fixons des bases de

Jordan-Hôlder J2 : (h, ...,Y,n) et, X : (Xt, ..., &) po* leurs algèbres de Lie respectives

Ie tb .

Définition 2.1.1 On d,éfini,t la double-classe relati,ue à H et B d'un élément g e G, et on

Ia  no te i :  H .g- 'B , le  sous-ensemble  d ,eG d ,onné par :  H 'g 'B :  {h .g .b , (h ,b )  e  HxB} '
L'ensemble de toutes ces doubles-classes sera noté I{\G/B'

Notations.
L. Notons par t''' , T et T(\,b) les sous-ensembles respectifs de (1, ..,n) suivants :

- f / '  : {z e {1, ..., n}, Z; ê b + 9r+r}, et de même se définit //",
_T_ f l rn f lo ,
- enfin, T(b,b) est le sous-ensemble de Z caractérisé par :

i eI(g,b) <+ 
il existe un ouvert de Zariski non vide tA ç G,

tel que Yg etÇ, Z, # tt + Ad' g b * gr+r. 
(2'1'1)



2. Désignons aussi pæ Wr, pour tout indice i de X,la partie de G donnée pax :

(2.r.2)

Remarque 2.L.2 Dans ces ensen'Lbles d'i,ndi,ces et ces ensen'ùbles de G, c'est la sui,te

i|'1d,éaur formée par les (g6)ç;an et obtenue par la base Z, qui, i,nflue sur leurs défini'ti'ons.

On peut alors remplacer tout uecteur Zn (L 3 i < n) de la base, par

Z'n :: Z'i * (J+t, où (J+t € 9*t,

sans mod,i,fier ces ensembles. Par conséquent, on peut trauai,ller auec une base de Jordan-

Hôld,er !' ,: (y;,...,Y)) d,e ty, formée par d,es uecteurs d,e la nouuelle base Z' , en cho'i,-

si,ssant pour tout ix e {1,.. . ,n} '-f / '  : i  { i t , . . . , i , ,}  ( et donc Zi* e \ * gi*,r1), un

couple (Yi,ui**r) e Il x gj*+r, qui, réali,se z j* : Yi -uir*t. Ai,nsi,, forcément les uecteurs

Yi: Zi* ' iÛ;-,*;: ,  zr-,( 'k e t l , . . . ,  m\), fàrm"nft un"- base de Jordan-Hôlder ! '  de \ '

Proposition 2.L.3 Les Wt ont la propri.été (P) de stabi,lité par multi'pli,cati,on à droi'te

auec des éléments de B et à gauche auec des éléments de H.

Démonstration.
La stabilité par multiplication à droite avec des éléments de B est évidente. Main-

tenant si g € G et h € I/, alors il est clair que U;11(â) :: Ad, h-'(Zo) - Z; € g;-.,'1 et donc

. r^ ,  _  I  {geG,Zt# f r+Adgb +ge+r}  s i ie  T(b ,b) ,
" t - I  {geG,Zteb+Adgb +gc+r}  s inon.

Z;eb+Adgb *g ;+ t

il s'en suit que g €Wt

Remarque 2.L.4 Les sous-groupes de Li,e H et B
toutes les défini,ti,ons précédentes. En part'i'culi,er, on

<+ z;*U+t(h): Adh-'(zo) € I)+ Ad s b *9r+r
<+ Z;eb+Adhgb *g , i+r
<+ hg eWt .

I

jouent des rôles symètrùques
aT(b ,b ) :T (b , tù .

dans
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2.L.L Outi ls.

Bien que cette partie fait appel à de simples résultats algèbriques, elle présente un
moyen indispensable dans la suite du chapitre.

Lemme 2.L.5 Soi,t une fami,tle F(t): {V'(t),..,Vu(t)} formée de k aecteurs deRn,
qui, dépendent polynômi,alement d'un paramètre t € R', c'est à di,re, i,I eri,ste un ensemble
de  po lynômes {  r y  €R [Xr , . . ,Xn f ,  L1 r  Sk ,L<  i  <n ]  ué r f f i an t :

v ' ( t ) :Ë g( t )z i ,  YL<r<k.  (2.1.3)
j :L

Notons i,ci., Z : (2t,.., Zn) Ia base canon'ique de 1R', et r : Uor{rong (F(t)),t € R"}.

On a alors le résultat su'iuant :

1. V,: {t e R", rang (F(t)) : 
"} 

est un ouuert de Zariski' de lR'.

2. Pour tout i € {1, ...,n}, c'est l'ensemble {t € R', Zi ( uec't, < f(t) }}, ou b'ien
c'est son complémenta'ire, qui, conti,ent un ouuert de Zari,ski,lf non ui,de deR.

Démonstration.
Tout d'abord, si A e M(n,k, R ) est une matrice réelle n lignes et k colonnes,

alors une sous-matrice carrée de A notée A" € M(r, IR ), d'ordre r 1 min{n,k}, qui
correspond aux choix des lignes {Lnr, .., Ln,} et des colonnes {Cor, ..,C*"}, sera identifiée
avec c : (nr,..,fl, i leu..,lç).Ainsi, on note :

( on oto \ / onr*, .. a,rÈ" \
A:  I  i  ' . .  :  I  o  A . :  |  |  :  (n r , . . ,n , i k t , . . , l e , ) : c

r ' f l l
\ "rt 

Uu / \ 0","t" " an,k, /

L'ensemble de toutes les sous-matrices carrées d'ordre r sera rroté C :

C :  { " :  (n r , . . r f r ,  i  le t r . . r l c r ) ,  L  1  n1-  
t -  

\ - - r r  - - r ' - ,  1  ' - L ,  - - ,  - - .  l t  
)

Pour le premier point, considérons pour tout t € R', la matrice At des vecteurs
(yt(t), ..,Vo(t)) dans la base canonique de IR'.

/ plft) Pf(r) \
.q,r : l  :  . . .  ,  I

\ ",'(r) 
P*&) )

Définissons aussi, pour toute sous-matrice c € C, le polynôme P. € R[Xl, ..., X'] par :

P"(t) : det,(A!"), vt e R'.



II s'en suit que :
(

V, : 
{t e m.", 1c e C,P.(t) + 0\

: 
{t e n", \ P:trl + o\.

c€C

Ceci finit la preuve de L.

Pour le second point, c'est une conséquence du premier. Soient en effet, i e {1,...,n},
n(ù -- 

{V'(t),..,V0(t),Vk+L(t) ,: Zn} et r;: mar{r.ans(Fdù, t € lR"}- e {r,r + 1}'

Posons aussi, -comme pour la famille f-, I'ensembleV',r,: {t € R', rang (F6(t)) : 
"t}.- Si ri : r, a,lors Yt e V,nv:r,rang{Vr(t),..,Vo(t)} : rang{Vt(r),..,Vk(t),zn}.

Donc, l'ouvert de Zariski non vide de lR' défini pæ t4::V, n Vi. est inclu dans

{t e R', Z6 €. aect < F(t) >}.
- Si 

"o 
:r* 1, alors i l est clair qtrel ' l i . :V|rg {t € Rn,Zn (uect, <f(t) >}.

I

Proposition 2.I-.6 Dans I'erpression (2.1.2), chaque sous-ensenxbleW; de G, (i e T),
conti,ent un ouuert de Zari,sk'i non u'i,de de G, notéUa.

Démonstration.
Soit i € Z. Définissons la famille f(t): {yt(t), ..,Vo(t)} de la façon suivante :
- Ies vecteurs I/'(t), (1 < 

" 
S q), engendrent AdG(b), on prend

V'(t): Ad,(tf lt" ' tnzn)X*, Vl S r 1Q,

qui s'écrivent sous la forme (2.1.3), puisque G est nilpotent.
- les autres vecteurs {Vo+t,...,V0) sont constants et forment un système générateur

de I) * &+r.
Ainsi, le lemme précédent appliqué à ta fa,mille polynômiale F(t) qui engendre l'espace
vectoriel ft + AdG(b) * gn+r, donne un ouvert de Zariski non vide de R' correspondant
à I'image par le diffeomorphisme O-1, de I'ouvert cherché Ue ÇWr.

I

Remarque 2.L.7 Si,l,l; ne uérifie pas (P), alors on le remplace par

U o'w'u
\EE

qui, reste un ouaert de Zariski, de G et contenu dans Wt. Enfi,n, on obti'ent un ouuert de

Zari,ski, non ui,de de G et uérifiant (P), en posant

u:À14.
ieT
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L'ensemble d'ind,i,ces I(J),b) caractérisant I'ensemble des double-classes H\G/8, est

alors :

T$,b): {i € I, Yg e l, l, Zi êb + Adgb * 9r+r}.

Posons T(b,b):  {h

(2.1.5)

Notations.

1 .

2.

3.

4.

$: Pa --+ G
(h,...,ta) r--> fiZar...taZ;o

V : ô-r(U) :: {t € Rd, ôQ) €U}

p: G + I{\G/B
g  l ->  9 :H 'g 'B

ù : p(U) :: {fr,s eU}

6,, V ---+ U
( t r , . . . , ta )  - . -+  H.ô( t ) .8

(2.1.6)

(2.r.7)

(2.1.8)

(2.1.e)

(2.1.10)

Proposition 2.1.8 (i) L'ouuertV d,onné par (2.I.7), est u,n ouuert de Zari,ski de R.d.
(ii) Muni.ssons H\G/B de la topologi,e quoti,ent, ( c'est Ia plus fi,ne topologi'e qui

rend la projecti,on cont'inue ), alors p est auss'i ouuerte.

Démonstration.
(i) C'est immédiat, puisque / est polynômiale, et-donc I'image réciproque d'un ouvert

de Zariski de G est un ouvert de Zariski de R'd.
(ii) Soit 0 ln ouvert de G. Pour montrer que son image p(0) est un ouvert de

H\G/8, il faut vérifier que p-l(n(O)) est un ouvert de G.
Soit pour tout (â, b) e H x B, I'ouvert de G donné par : h.Q.b 1: {hrb,n € O}.
Il est clair que

p-'(p(o)) : U h'o'b
(h,b)eHxB

est un ouvert corrme réunion d'ouverts. 
t
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2.L.2 Théorème fondamental-

Généralement, il n'est pas évident de déterminer l'ensemble des doubleclasses point

par point. D'ailleurs cela n'est pas nécessaire puisque tout ce qui nous intéresse, c'est

â,explicter I'ensemble û représentant les classes de presque tous les éléments de G. Ava,nt

d'énoncer le théorème décrivant I'ensemble cherché, exhibons un exemple pour se rendre

compte de la structure compliquée de /J^fG/B. Il y sera clair que Ie calcul tait à Ia

méthode "traditionnelle" est trés pénible bien qu'on est dans les meilleurs des cas : I et

b abéliennes, plusieurs produits commutent, petites dimensions,...

2.1.2.L Exemple.

On considère I'algèbre de Lie g : uect, I Zu ..., Zz ) dont les seuls crochets non nuls

sont donnés par :

lZ1, Zal: 26 IZY Z5l: 27 lZ2' Zsl: 27

Considérons les sous-algèbres deLie [ : ued < Za, Zs, Zz > et b : uect I Zz, Za, 27 ]'

et notons I/ : e>rp b et B : exP b leurs groupes de Lie respectifs.

Soit g : zrZr...zzZ7 Ç G, avec (21,.-., zz) € R'7.

En utilisant Ie fait que certains produits commutent, on peut écrire :

lJ : z1Z1.zsZs.2222.2626.zsZ3.zaZa'27 27'

2121. z5Z5 : Z1Z5Z7' Z5Z 5' z1Z Y

donc

9 :  H '  g '  B :  H '  (2121-zsZs) .2222.2626' (zsZs 'zaZa'2727) '  B

: H' (z1zsZ7.z5Zs.z1Z1).2222.2626' B

:  H ' z1Zyz2Z2 .z6Z6 'B -

De plus, pour tout (rr, 
"r,26) 

€ R* x lR x 1R, on a

z1Zyz2Z2.z6Z6 : ,-TtU.rrZr.zrZr-(fZn)

+ H.z1Zyz2Z2.z6Z6 'B  :  H 'z1Z1.z2Zz 'B

On en deduit que si V désigne lR* x IR., alors I'ensemble des doubles-classes est :

H\G/B 
={, 

.ztzt.zzzz.?,T,, z2) ev) 
: 

{H .az,.Xt;r;,T,(zz,za) € R'}

Ot,



Ainsi, le sous-ensemble lf' :: p(G \ Gr) d" H\G/B représenta,nt les double-classes de

presque tous les éIéments de G, est donné par

ti '  : {H . z1Zyz2Z2- B,("r,22) e IR* >< R}.

2.L.2.2 Cas général.

Ce résultat se généralise pax Ie théorème suivant :

Théorème 2.L.9 ô, ,  t  :  (ù , . . . , tg)  -  H '  t1Z6' . . . t626o'  B,  donnée par  (2 ' I '10) ,

est un homéomorphi,sme de V dans U.

Plan de la démonstration.

Pour démontrer ce theorème, on a besoin de certains résultats que nous énonçons

ci-dessols, sous forme de lemmes. La preuve générale se base sur un raisonnement par

récurrence sur Ia cod.imension de b, notee p. L'exploitation de I'hypothèse de récurrence

appliquee à une sous-algèbre de Lie c :: Lie(C) définie convenablement, permettra de

p*r"t de H\G/C à H\G/B tout en prouvant le résultat voulu. La discussion que

nécessite ce passage, porte sur une comparaison entre T(0,c) et I(t1,b).

Ennotant  l - -marf t '  :  {k ,  <  . . .<ko: : l } ,  qu ivér i f ie  9r+r  C b et  Z1f  b ,  on

obtient une sous-algèbre de Lie de g pax considération du sous-espace vectoriel

c : :bORZ:b*gr . (2.1.11)

Pour distinguer les différences entre les éléments caractéristiques de /flG/B et de

H\G/C,on aura besoin d'introduire, aussi porrr c, les définitions et notations analogues

à celles faites pour b.

1 .  No tons  f  : f / ' n f / " :7 ' . { t } ,  ca r  /a / "  - t ' / o  " ' { t } : { k t  < . . .<kp- r } '

On rencontre les deux situations suivantes :

a) T :f v {l}. C'est dans le cas o'ul eTnlh , ou encore Zt Éb * gr+r'

b) f : I. C'est dans le cas contraire : 21 € b * gr+r'

2. Soit I(11,c) I'ensemble d'indices ca,ractérisant les doubleclasses relatives à H et C.

g. Comme on a noté A: H.g. B Iadoubleclasse d'un éIément g eG relativement

à I/ et B, on tote j - H '9'C e H\G//C celle relative à H et C'
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4. soit aussi, comme dans (2.1.4), l'ouvert de Zariski non vide de G

u" : )u:. (2.r.4)"
tef

5. De même que dans (2.1.6),..., (2.1.10) pour \G/8, on définit respectivement

ô" ,V" ,p" ,X 
"t 

6i, potx H\G/C.

Rappelons (2.1.5) qui nous donne :

I(tt,c) : { i ef , Vg e U" , Zn (tt * Ad,gc* gr+r}. (2'1'5)"

Comme,

Yi eI '.. {r}, i <1, et donc $ C gr+r.

Il s'en suit que pour tout I € G,

b + Adgc*9r+r :  b + Adg(b*gr)  *gr+r
:  î+Adgb*g ;+ r .

On en dduit que :
-vi€f,u;-ur.
-  I (VJ ,c ) :A (b ,b ) :  { l } '

Par suite, le cas a) : I e 7, se partage en deux sous-cas :

a-L) I  € T(b,b).

Cette situation se caractérise par le fait que dans I'ouvert de Zariski Ut nLon

vide de G, donné pa,r la proposition 2.1.6, on a Vg €U, Zt ê b + Adgb '

a-2) t (r(b,b).
Ce cas correspond à T(b,c) : I(b,b) tout comme Ie casb) : f : T' De

plus, pour tout g €l,lt, on a 21 € b + Adgb, (gr+r Ç Adgb)'

Enfin, on simplifie encore le problème en supposant que la base de Jordan-Hôlder de

f; est formee par des vecteurs de Z. Cette supposition ne fait pas perdre de généralites

corrme on I'a sigualé dans la remarque 2.t.2.

Lemme 2.L.L0 L'acti,on d"e Gt sur l'ensemble des double-classes H\G/B donnée par

Q x H\G/B -+ H\G/B
( r ,A :H.g .B)  r -+  H 'wgw-L 'B

est tri,ui,ale.
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Démonstration.
Vérifions que cette action est triviale en même temps qu'elle est bien définie. Poru

cela, considérons un triplet (h,g,b) e. H x G x B, et montrolxi que Yw €. Gt, H '

whgbw-L .B : î .
Posàns Z ::Iog(hgb) e g, X :: Iogur € gt, et notons X1 et Xz les vecteurs respectifs

d" g,*t et, ilt+zt donnés Par :

I  xr, :  (eax - Id)(z): e"dx(z) - z - lx,zt]+rlx, lx,zl ]+.. .

ltr': cBH(-2, xr) * z - xt : Ll-2,&l + ilxr,lz, xrll - #llz, x'1, zl + --.

Il est facile d'établir les égalités suivantes :

w hgb w-r : i-(exP Z) : exP(Ad r(Z))
: exp(e"dxZ) : exP(Z 1Xr)
: ("*p Z)("ry?Z) exp(Z + X1))
: (hsb) exp (Canç-2, Z + XL))
: (hgb)ee(Xr * Xz)

I l s 'ensu i t  que  H.w hgbw- r -B  -  H .hgbexp(X t  +  Xr ) 'B  -  H 'hgb 'B  -  H 'g '8 .
I

Lemme 2.L.lL Dans le cas parti,cul' ier oùl'une des sous-algèbres de Li'e\ oub, estun

i,déal de g, le résultat du théorème 2.L.9 est i,mmédi,at.

Démonstration.
La symètrie du problème signalée dans la remarque 4.3.5 permet de se contenter pa,r

prouver le lemme en supposant que l) est un idéal de g, dans quel cas, I) + b : Lie(H.B)

est aussi une sous-algèbre de Lie de g. De plus, vu que

Yg e G, Adgb: tt,

alors c'est clair que
f $),b) : I Àf rtt+t' '

Or,
f ru+r Cf/ ,  nXnl ,  : I ,

et donc 
x(b'b) - f l tt+t '

Enfi.n, fr, n'est autre que l'application
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cax pour tout g € G, on a

H.g .3 :  {hgb ,he  H,be  B) :  {7h 'b ,g - thg : :h '  €  H ,be  B) :  g 'H .8 .

D'après (1.1.13), et vu qtrc Z(J1+b) : (Znr,...,26o) 3:st la base coexponentielle de g

relative à b + b obtenue à partir de Z, on déduit que ô est un difféomorphisme.
I

Remarques 2.1.L2

1. Si, on auai,t supposé que b est un i,déal de g au li,eu de \, Ia preuae du lemme c'i-

d,essus aurai,t fai,t i,nter"uen'ir l'ensemble des classes à droi'te I/.B\G au I'ieu de celui,

d,es classes à gauche. Ceci, ne change pas grandes choses uu que ces deur ensembles

sont d'ifféomorphes.

2. Le résultat est d,onc urai' si' P : l, en effet, s'i la sous-algèbre de Li'e b est de

codi,mensi,on I, alors elle est un i,déal de g.
Notre hypothèse de récurrence : ualidi.té du résultat du théorème cons'idéré, sera

supposée ura,ie pour toute sous-algèbre de Li,e de di,mensi,on strictement i,nféri,eure

à celle de b. En parti,culier, pui,sque la cod'imensi,on de c est p - I, on suppose que

ô1, V" -*ù" c H\Gr/C est un homéomorphi'sme.

Notation. Il nous sera utile de faire intervenir Ia projection

À": H\G/B -----+ II\G/C
H 'g '  B F-----+ H 'g 'C Q'L '12)

pour la preuve du lemme ci-dessous.

Lemme 2.L.tg 6,, V ------+ U est bi,jecti'ue'
(h , . . . , ta )  ' -  H '  t7Z6r . . . t6Zao '  B

Démonstration.
La surjectivité de ô' ot équivalente à :

H.ô(V) .B :U (2 .1 .13)

où on note
H.ôV) .B : :  {hô$)b ,h  e  H, t  eV,b  e  B} .
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En efiet, tout élément H .g.B eù, avec g Ç.ll: H.Ô(V).B, s'écrit alors comme

H 'g 'B

:  H 'ô ( t ) 'B -ô , ( t ) .

Remarquons que Ia preuve de (2.1.13) nécessite seulement Ia vérification de I'inclusion

H.ôV\B ) u (2.r.r4)

en efiet, I'autre inclusion est une conséquence directe de la propriété (Pr) d" stabilité

de tt par multiplication à droite, respectivement à gauche, avec des éIéments de B,

respectivement de I1.

Pour montrer I'injectivité de fr,^ uinsi que Ie point (2.1.14), on applique I'hypothèse

d.e récurrence : ôi bijective, et on discute tous les cas possibles expliqués dans le plan

de la démonstration.

Cas a-L) I  eT(?1,b) :  { i t ,  - - . , ia:  I } .

lihrivons tous les éléments utiles pour la caractérisation de H\G/C.
-  T(b,c)  :  X(b,b) ' .  {J}  :  {ù,  . . . , ia-r} .

ô" t Rd-l --+ G

s:  ( t r ,  . . . , ta- r )  r+ t1Zi r . . . t4-1Zio- ,

- V" : ô"-'(1,t"): ouvert de Za,riski de JRd-l, carl,l" est un ouvert de Zariski de G.

Remarquons que À lÇ:Ll" ) I'l :î,1" nU-
tef

-  ù"  :  {T :  H '9 'C,g el ' t " } '

Oi, V" --+ U"
s :  ( t r ,  . . . , ta - t )  r . .+  H '$" (s ) 'C

. f" est surjective? Prouvons (2.I.I4), sachant qu'on a

H.ô" (V").C 21,1" . (2.L.r4)"

Soi t  u €l , l : l / "  ÀUt,
corlme u el,l", donc, -d'après (2.1.L4)"-, il existe h e H,s: (sr,"',sa-1) € V"

et c €. C, tel que u : hÔ" G)c.
En écrivant c: (ery lZùb où b e B et ? € R,
et en posant t : (tr, ..., sd-1, ta::7) € Rd,
on obtient que u: hÔ(t)b .
Mais t € V car Ô(t) : h-Lub-L eîl, totjours grâce à (A)'
D 'où  z  eH.ôV) .B .
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. fr" est injective ?
Soient t :  (h,... , ta),1' :  (t \ , .-, , t 'a)€ V tels 99" // '  Ô(t) '  B : H' Ô$') '  B'
Posons s: (tr, ...,t lo-r),r ' : (t 'r,...,t 'a-r) € Rd-l.
Justifions que /"(s) € U", pour en tirer que s eV" '

Com-e t eV, aots 461 €l,l:1,1" nl 'ï et donc Ô$) eU" '

Rappelons que d'après (A), on a la stabilité de l,I" p* multiplication à droite

avec des éléments âe C, et puisque 21 € c, alors Ô"G): d(t)"ry(-t6Z) e 1,1".

Ainsi s e V" . De même s' e V" .

Maintenant, du fait que

H .  ôU) '  C -  H'  f iZ i , .* taZ;o'  C :  H'  Ô" G)exp(t6Z) '  C -  H'  S" @)'  C,

et  de même, H'  Ô(t ' ) '  C -  H'  $"(s ' ) '  C,  ont i re :

H .ô( t ) .  8  -  H .ÔQ' )  .B  =+

+
H.ô( t ) .C-H.ô$ ' ) .C

H.ô"G) 'C -  H '$" (s ' ) 'C
+s :s

ce dernier passage découle de I'injectivité de Si.

En f in ,so i t  h :€xPYeH e t  b :exPXeB,  te lque  Ô( t ) :hÔ( t ' )b '  Ona

donc : Ô$)Ô$')-L : hÔ$')b Ô(t')-'.
Détaillons chacun des termes de cette égatité.

ôQ)ôQ')-t : d"(")"*p ((to-t'o)21)$"(s)-t : exp ((td -i)2,) modlGgl

: h (ô(t')bô(r')-') : (e'ç Y) exp (Aa6(/Xx))

De cette égalité, puis, par passage à I'algèbre de Lie, on peut écrire :

) [J+t € 9r+r, ery ((ra - t'o)z,+ Ur+r) : ("ry y) exp (U6çi XX))

("*p -v) ery ((ta - t'o)z,+ LL+r) : exp (Aa6(/XX))

c B H (-Y, (td - t'd)zr i u+ù : AdÔ(t')(x)
: -Y + (t6 - t'a)21 modlglal

On obtient

(t6-t')21 : Y+Ad'$(t'Xx) modlglal

€ b + AdÔ(t')(b)

Ce qui permet de déduire que t4 : t'd, vrque /(t') Çtl et 4 # b+Adgb Yg eU'
Et comme s : s', alors t : t' et on conclut Que d" est aussi injective'
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Cas a-2)  I  eT  mais  I  # I (b ,b ) :  { i1 ,  . . . , ia } .

Écrivons, comme pour l'autre ca.S, les éléments ca,ractéristiques de H\GrtC.
-  X(b ,c ) : I (b ,b )  :  { i r ,  . . . , ia } .

ô" : ô: lRd -----f G

t:  ( t t , . . . , ta) r---+ f iZar. . . t6Zao
- Soit l,lt un ouvert de Zariski non vide de G, caractérisé par :

YgeUt ,  Z teb+Adgb.
- V" : ô-'(t/"): ouvert de Za,riski de Rd, contenant V : Ô-'(U) cax Ll" ) U,

on a en effet,,l,l" : n tA ) 1,1:11" nU.
;,ef

-X: { l :H 'g 'C,geî ,1" } .

O: ,  V"  -+ t f
t : (tr,...,ta) l--.-.+ H . ô(t) . C

Remarquons que la projection Â", définie dans (2.1.12), permet décrire

6i,": L" o 6, (2.1.15)

. f" est surjective ? prouvons (2.1.L4) : H.S(V).B ) î,1, en utilisa,nt le fait que

H.ô(V").C)1.1". (2.r.r4)"

Soit u €î,1 :1,1" ÀL4.
De même que pour le cas précédent, puisque u e 1,1", il s'ecrit sous la forme
u:hô" ( t ) c :hÔ( t )c ,  où  h  e  H ,c :exp(1Z t )beC e t  teV"  c  V .

Ensuite, on a u € Lfi, donc 21 € b + Ad' u b, il existe alors Y :: logy € b et
X :: logr € b, tels que

jZ t :Y  +  Ad 
"  

(X) .  (1 )

De plus, si on pose

(J+t :: CBH(Y,tZ1) -Y - ^tZ, =!VrZÀ+ ... € 9r+r
L

't:t)1 :: ?lzr).04 * Ur+r) € G+t C B

alors on obtient :

exp(y) exp(121-Y) : exp (CAn(Y,lZt - y))

: ery(lZ * t/r+r)
: exP(1Z)wL :: '.1) € Gt. Q)



Ainsi, de (1) et (2) on déduit que

exp(Ad 
" 

(X)) : exP(1 21 - Y)
: oP(-Y)ur

Par suite, urLt-L : A-Lw.

or u: hô$)c, d'où 'u,nu-L : hSQ)c, 
"-r6(t)-Lh-1,

donc, en notant b' : sgç-r e B, les deux égalités ci-dessus permettent d'écrire :

Y-LwhS(t) : hÔ(ùt; '

La multiplication à droite ce ces deux membres, pa,r c' donne :

y - rwu :  hS( t )b 'c
: hS(t)b'(ea"rZùb,

ou encore, wub-t -- A hÔQ)b'(exP7Z).

Soit h' ;:gheH, donc: ub-L : ' tD-L (h'Ô(t)b')e4'YZt.

On en tire que ub-r w1 : w-r(h'Ô(t)b')(exp'YZù wt,
et par suite

H .  ub-|w1. B -  H -  w-t(h '  S$)b')w'  B.

Enfin, vu que 'ur,b,d e B,h' €. H,w € G1, et grâce à (2.1.10), on déduit que :

H .u .B  -  H .h 'ôQ) r ;  .B  -  H .ÔQ) .8 .

Conclusion : u € H.Ô(V).B, ce qui prouve (2.1.14). En particulier' ça prouve

anssi que 
H.ôu).c : H.ô(v).' (2.1.10)

qui nous sera utile pour le prochain lemme.

. f" est injective ? Il suffit de se rappeler de (2.1.15) : I'applicatiol6i6: Â" o fr' est

injective par hypothèse de récurrence, il doit être le cas aussi poul O'.

Casb)  lÉ f  : f  ouencore  Z teb*9r+r .
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Nécessairement 21€ [1, en effet, la base ] de [1 est formée par des vecteurs de Z.
Ce cas est facile puisque les éléments caractéristiques suivants, sont les mêmes pour
H\G/B et pour H\G/C :

-  T(b,c)  :  I (b,b) :  { i t ,  . . . , ia} .
- ô " : ô

- l , l" : t / :  frtA etV" : ô"- 'Q,1"): ô-'(U): V.
iÉ7

La différence est seulement pour d; qui est donnée par :

6i: tt" o ô, : v ------+ u"
t: (tr,...,ta) *-, H . ô(t) .C Q'L'17)

. fr" est surjective ? D'après I'hypothèse de récurrence' on sait que

l,l :1,1" : H.ô" (V").C : H.ô(V).C, (2.1.13)"

donc, pour montrer (2.1.14), il suffit de vérifier que H.S(V).C ç H.ÔV).8.

Soi t  û:hô$)c e H.ôV).C où h,  t :  ( t r , . . . , ta) ,  c:exp("yZt)b,7 et  b
sont des éléments respectivement de H, V, C, R et B.
Ona:

u : hS(t)c : hô(t)exp(1Z)b
: (h exp(1 Z)) 

"*p(-z 
Z,)ô(t) exp(1 Z) b

d'où
H .u . B : H . (hexp(tzù) ery?tzùd(t) e*p(r zùb' B

: I/ '  
"ry(-rzt)ô(t)exp(12)' 

B-

Ce dernier pa,ssage est dû au fait que h, eryOZù € H et b e B.
Enfin, d'après le lemme 2.1.10, on obtient u € H . Ô(t)'8, ce qui finit Ia preuve.
Remarquons aussi que (2.1.13)" donne alors (2'1.16) : H.SQ).C: H.Ô(V).B.

. fr, est injective ? C'est une conséquence imméd.iate de I'injectivit e de $i. En effet,

d'après (2.L.LT), on a : 6i: L" 
" 6,.

I

Lemme 2.L.t4 6, est bi'conti,nue.

Démonstration.
Puisque les applications rf et p do_nnées respectivement par (2.1.6) et (2.1.8) sont

continues, alors c'est aussi le cas de Ô, : p o dlr. Pour conclure, il faut prouver que



cette application est aussi ouverte, ce qu'on fait par récurrence sur p. Mais tout d'abord,

écrivons que

ô' æt ouverte 
= fffiJï ïJ:ï,îl',l:'rî,i,|?; r",il:tr# de G

On a déjà remarqué que si p : 1, alors on n'â pas de problèmes puisque f' serait un

difféomorphisme. Supposons alors que ôi of ouverte, et reprenons la discussion des ca.s

précédents.
soit w un ouvert de v, montrons que H.S(W).B est un ouvert de G.

- Si on est dans I'un des deux derniers cari ( Ca" a-2) ou Cas b) ), W est alors un

ouvert de V", et I'hypothèse de récurrence donne rye H.$(W).C est un ouvert de

G. Mais les calculs faits dans la preuve précédente qui ont permis de montrer que

H.ôU).C : H.ô(V).B (2.1.16)

permettent de voir aussi que H.Ô(W).C : H.Ô(W).B , et donc tout marche bien.
- Dans le Cas .-1), on doit pa.sser par I'application

E:  f f  xRdxB -+  G
(h , t ,b )  r . - - ->  hÔ( t )b

et montrer qu'elle est ouverte, sachant, -par hypothèse de récurrence-, que c'est le

cas de E" définie par :

E" :  f / x jRd_1  xC _ -_+  G
(h , t" ,, c) '-----* hf"(t")c

nne fois c'est fait, on d&uit directement que I'image par E de I'ouvert H xW x B,
-qui est H.Ô(W).B-, est un ouvert de G.
Considérons un pavé de H x IRd x B qui s'écrit comme produit cartésien d'ouverts

H' ,W et, B' respectifs de I1, Rd et B, où W' : W'" x f est aussi produit d'un

ouvert de Rd-l pax un ouvert de R. ( Il suffit de considérer les ouverts qui sont de

cette forme et montrer que leurs images sont des ouverts). Il est clair que I'ensemble

C' :: {exp(12)b,7 € f,b e B'} es! un ouvert deC. Enfin, onvoit directement

que E(È' x'W' x B') : =" (H' x W'" x C') qui est un ouvert de G par hypothèse

de récurrence. 
I

Démonstration du théorème 2.1.9. C'e.st les résultats des deux lemmes précédents.
t
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1.L.2.3 Retour à l'exemPle.

Revenons à I'algèbre de Lie 9: uect 1 Zu "', Zz > avec ses crochets

lZv Za]: 26 lZ1, 25): 27 lZ2, Zsl: 27

et ses sous-algèbres de Lie I1 : aed 1 Za, Zs, 27 ) et b : uect I Zz, Zu Zz >' On a

f  / '  :  {1 ,2 ,J ,6 } ,  rn lu  :  {1 ,  2 ,5 ,6 }  e t  donc  T :  {L ,2 ,6 } .

De plus, si g: z1Zy..z7Z7 €. G, avæ, (rr,...,rr) € JR7, alors les calculs donnent que

Ad; b :1 zs, za * 2126, zz ).II s'ensuit que dans I'ouvert de Zariski u6 :: G '. G2,

ona :
Vg €1,/ .6,  Zs eb+ Ad g b + 9z :< Zs,Za,Z5,z126,Zz ) ,

par contre, pou i: lr2, on a

VgeG: :U ; ,  Z rÉb+Adgb *  g i+ r .

Par suite

I ( t t ,b ) :  { z  e  T :  { I ,2 ,6 } ,  Z iê f t+  Ad ,  gb  *  g r+ r  Vg  e t / :G" .  ç r ) :  { t 'Z } '

Le reste des éléments caractéristiques de /l:G/B sont :

$: R2 ---+ G
(tr,tz) r_-+ t1Zyt2Z2

V : ô-'(U) :: {t € R2, t1Z1.t2Z2 € G'.. Gz}: lR* x R.

U:p (U) :  {H .z1Zy . . . z7Z7 'B ,z :  (2 r , . . . ,27 )  €  lR*  x  R6}

6,, IR* x lR -----+ U
(tr,tr) t-..-+ H'fiZ1.t2Zz'B

Le théorème 2.L.5 a,ssurant que d, est un homéomorphisme, -et en particulier qu'elle

est surjective, permet de confirmer le calcul fait précedemment au bout duquel, on a

trouvé que

p(G... Gz) : ô,.(R. x R) .
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2.2 Mesure sur ltensemble des double-classes.

Soient .Ff : exp 11 et B : exp b deux sous-groupes de Lie, du groupe de Lie nil-
potent, connexe et simplement connexe : G: expg. Toutes les notations et conventions
introduites dans la section précédente, restent valable jusqu'à la fi.n du chapitre.

2.2.L Préliminaires.

Dans cette partie préliminaire où on se concentre sur le groupe de Lie ,F/, fixons un
élément A e H et un sous-groupe de Lie K : exp t de H.

Rappel. Rappelons qu'une base coexponentielle de I relative à t est donnée par ](t) ::

(Yir, ..,Yr'") otr {jr, ..., i,} : î' /' . Deplus, le difféomorphisme

t r :  lRr + H/K (2.2.1)
s : (s1,.., sr) r-----+ s1Yir...srYi,. K

nous fournit une mesure p*,/* su H,/ K, définie de la façon suivante : pour toute appli-
cation g €. C"(H/.I(), on pose

1 . . . . f r
ttn,,(ç) : I g(h)d*^,,(lz) :: 1 ç@t(s))ds: I v?rVi,...s,Yj,. K)ds (2.2.2)

J n/x et l  JR" JR"

or) Yh e H, û,:: h- K e H,/K et d,s ::..d,s1...ds" est la mesure de Lebesgue sur lR".
Quand il n'y'a pas de confusions, on note d,h:: d*u,r(h).

Proposition 2.2.L Notons P l'acti,on du groupe H i,dentifié à R"', sur l'ensemble
H/K i,denti,fié àR', défini,e par :

P : lR* x lRr ---) lRr
(u : (ar, ...,a^),s : (sr, .'., 

"')) 
'----- a ' s :: ("i, "', "l)

tel que UrYr...A^Y*.s1Yir.. .srYi,.K 
- , ' rYir.. .r 'rYj" - K.

Alors cette acti,on est décri,te par r - I polynômes P2,,..., P, de Ia façon su'iuante :

s' : P (g, 
") 

<=+

s ' r : s r *U i t

8'2: s2 + Aj, + Pr(Yr, -..,Ajr-t i st)

" l  
:  

"n 
* Ui, * Pn(yrr.. . ,  . . . ,  Ujr-r i  st,. . . ,  si=r)

, l  :  ," * yi,  * Pr(Arr.. . ,  . . . ,  . . .rUj,-r i  sI,. . . ,  . . . ,  s"-r)

(2.2.3)
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Démonstration.
Voir [19].

I

Corollaire 2.2.2 La mesure Fn1, définie en (2.2.2), est'inuariante à gauche.

Notations.
1. On note :

Ls : H -+ H ^+ | K' ,: aKY-r : Ls(K)
h ,* AhA-L :: h' 

ef, 
| t' ,: Lie(K'): Ad, U t

2. Définissons aussi r, par :

rv: ..H/K 
-+ H,/K'

h: h. K F-----+ yhy-L . K' :: H

On justifie dans la proposition ci-dessous, etr€ cette application est bien définie,
que c'est même un diffeomorphisme qui transporte la mesure P,,r* st H/K en

une mesurê lf,'nrt:îv*F,,/rinvariante sw H/K'et définiepa,r: Yrlt eC"(H/K')

r  / , t  I  t / r , \p:n/,(rD : 
J r, *,4)(h')dp',,/,(h') 

: Tu*tt'b/r(1b)

: 
1",,*'h(roçi'17a'0"(')' 

(2'2'4)

3. Enfin, le difiéomorphisme P :: tJt o io o tp décrit par le tableau ci-dessous,
possède une particularité intéressante, Qd fera l'objet du prochain lemme.

H,/K 4 , H./K'
1 ls, | | {e*,;-'
l +

lRr ----) lRr
P

(2.2.5)

Proposition 2.2.3 L'appli,cat'ion To est bi,en défi,ni,e, de plus, c'est un di,fféomorphi'sme.

Démonstration.
C 'es t  c la i rque s iheH e t  keK,a lo rs  g (hk)A- ' 'K '  :Ahy- t 'K ' .

En efiet, oo puot écrire A(hk)A-' : Uh y-LA tcy-r : (AhA-') k' où k' :: AlcA-L €' K' -
Donc I'application ru est bien définie.
C'est un difféomorphisme paxce que ,s est un automorphisme de ff.

T
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Lemme 2.2.4 Le di.fféomorph'isme P : tir otuoQ est polynômi,al. Plus préc'isément, i,l
er i ,ste d"es polynômes Pa € R[Xr,  . . . ,X+r] ,  i  e {2, . . . , r } ,  te ls que. '  Vs:  ("r , . . . ,s.)  € R' ,

s' :: P(s) : ("r, sz * &(sr) , ..., si* P,;(s;-1, .., sr), ..., s, * Pr(s,-t,.., tt)) (2.2.6)

Démonstration.
Il faut utiliser un raisonnement analogue à celui de la proposition 2.2.L, après avoir

prouvé que la ba,se coexponentielle de l; relative à t est la même que celle relative à f'.

Ceci revient à prouver qu" f " :T'/" .
Soit i € {1, ..., ml, onsuppose que X € t*[rr+r, soit donc U;+r e br+r tel gue[*Ut+r € f.
Ainsi, AdaTn * U+ù e Ad s(t),
et comme AùA(Y * Uaa) =\ modl\aal, alors  YeAdA(t )+t t+ t .

En conclusion, i €.Tb/' ç Y, #t +l),;+r {=* V ç Ad y(t) +l)t+r {# i eIo/''

I

Corollaire 2.2.5 La mesure prr,r, i,nuariante sur H/K' qll'on obti,ent comme dans

(2.2.2) par le di,fféomorphi.sme tr,, n'est autre que la mesure îa*Fn* défini,e dans (2.2.4).

Frlr' : ltr,/, (2.2.7)

Démonstration.
En se rappelant que les bases coexponentielles de [1 relatives à t et relative à [' sont

Ies mêmes, on peut écrire pour tout rlt eC"(HlK'),

t'r/,(lù : lr,*rt,t rir)drn1,(r) : 
lo,rt,(r"{ss(s) )) as

f  , r , ,: 
/o,f 

('r"t,"' ' ' ,Yi,'K') d's

où 
" ' : ( " ' r , . . . ,s ; ) :€ i ' ( r . ; ( te (sr , . . . , " " ) ) )  

:p (s)  €R" ,  v ( r r , . . . ,s ' ) :s€ lRr ,
:  ( " r ,  sz*&(sr) , . . . ,  s i *4(s ; -1, . . ,  s r ) , . . . ,  s ' *  P, ( "n-r . , . . ,  t t ) )  d 'après (2.2.6) .

Ce changement de variable s'effectue moyennant un diffeomorphisme de Jacobien 1 :

/ T _
v t p  - : ]

1 . . .
n t9B '

osi

:  " .  :

:0  1
0 01



donc,

2.2.2 Mesure sur l'ensemble des doubles-classes

Commençons pa,r introduire les définitions et notations suivantes :

Définitions 2.2.6 Pour tout g e G, et pour toute appli,cati,on g e C.(GIB), conti,nue
et à suppori compact modulo B, notons :

1. Kn:: HÀgBg-' le sous-groupe de Li'e de H, d'algèbre de Lie ts:bÀAdgb-

2.
gs: -.H,/Ks 

------+ C
h:  h .  Ks  * *  p (hg-  B)

Justifions que pour tout g € G et pour tout g e C.(G|B), I'application pn est bien

définie. Pour cela, soient h et â' deux éléments de H tels que h : h', c'est à dire
h-rh' :: k € Kn c gBg-1. On a donc

es( i )  :  e(h 's .B) :  e(@k)s 'B) :  ç((nù@-'kg) 'B) :  ç(hg'  B) :  en(h).

Remarque 2.2.7 Il sera uérif,é dans la rernarque 2.2.L6, que si, g est une appli,cati,on

conti,nue dont le support est un compact i,nclu dans U, alors

Yg e1,.1, (ps e LL(H/KL), (2.2.8)

mai,s pour le moment, on admet ce résultat pour énoncer la proposi,ti,on su'iuante.

Proposition2.2.8 Soi,t pour toute foncti'on I e C"(G|B), Qui uérif'e sury(g) çU,
I'appli,cati,on

Q: ù c H\G/B -----+ c
i :  H .s.B çG)

aaec

QG) ,: t,, ..- pn(ir)dro,,"(i;) : 
[,, ,-^----,p(hg'B)dp,,/,,(iL)- 

(2.2.g)
J nTxn tr 'e J HTnngag-r

Alors ,Q est bi,en défi,ni,e.

i, /,klù : t 4t (s'1Yi,... s',Yi,' K' ) dJ :, u,,, (rl,).



Démonstration. Assurons-nous qu'en tout point g e î/,la valeure de A@ est

indépendente du representant de Ia double-classe. Pour cela, soit g' € G tet gue Ç' : g,,

ecrivons alors g' : ygr oir g..€ H et n € B.
Co*mepougs: H/Kn )  h:h.Kn r----> g(hg.B) € C, notoîsgst  lafonct ion:

gn , :  H /Kn,  >  h -h 'Kg '  t -+  9 (h9 '  'B )  €  C.

Ensuite, adoptons les notations utilisées dans le corollaire 2.2.5 qui finira par nous
donner le résultat. Kn' 

: '!rlr;r::
: H n g'Bg'-L
: Kn,

En particulier, ts' :: Lie(Kn') : Lie(Kg,) :: t,n, : Ad g ts.

Enfin, on obtient que

- f

Q@')  :  |  9n ' (h)dp^/ , , (h)
JH/K., 

- "r 'n '

f _
: I 'v;(h)d''"' (h)

JuZx'"  "  ' t t l ts

cax ltrq1rn, : F,,1rn d'aPrès (2'2'7)'

r
: | çr(Dd*^,,^(h)

J nTxn 
- ut'e

d'après sa définition donnee par (2.2.4),

:  ç@.
I

Remarques 2.2.9

1. La proposi,ti,on c,i-dessus permet de consi,dérer seulement les éléments g de U qu'i

sont sous la forme g : ttZh...taZ;o: Ô(t) :t { ltt où t eV.

2. Le lemme 2.L.5 permet aussi, de ti,rer que, dans un,ouuert de Zariski, Uo non

ui,d,e d,e G, on a la constance d,e l'ensemble d,'i,nd,i,ces f "o , ai,nsi,Ia base d,e Malceu
de fi relati,ue à ts, notée Xtr) :: (Yjr,...,Yi,) est la même pour tout I eUo.
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S. Dans son erpressi,on d,onnée par (2.1.4), on remplace U par un ouuert de Zari'ski,,

encore plus peti,t et non ui,de de G. Dorénauant, U dési'gne :

u :: )t4 A l,lo. (2.1.4)'
ieî

/r. compte tenu de ces renùl,rques, I'erpressi,on de l'appli,cati,on Q deui,ent :

Yg: ô(t),  t  eV, AG) : t
J nTunsBs-r

ç(hg . B)drr,,,(h)

: 
lo,v{rrurr...s,Yi,.t1Z;r..-taZlo' 

B)d,s. (2.2.L0)

2.2.3 Théorème fondamental.

Corrme dans la section 2, on énonce ci-dessous le théorème fondarnental concernânt

la mesure sur I'ensemble des double'classes, puis on le prouve pa,r récurrence sur la

codimension de B en discutant les mêmes cas.

Théorème 2.2.LO Il eri,ste une mesure d1 sur H\G/B, di'te la n1,es1ffe associ,ée à

la foncti,on rati,onnelle F défini,e surV et notée F :: F6,e, € R (Xr,..,Xo), cette mesure

est d,écrite d,e la façon su'iuante : pour toute foncti,on t! : H\G/ B -- C, conti,nue et à

support compact dans U,

f f.t(10 : | ,tttil d,"'t(g) : I ,r@ 'fi2;,...taZio' B) lF(tt, ...,td)ldt (2.2.rr)
JH\c/B Jv

où d,t:: d'h...d,ta est la n'Lesure de Lebesgue sur IR'd.

De plus, cette mesure uéri,fi,e : Yg €C.(G\B), 'Y@): 
Ïct"ç@)dg ' olr encore :

[-, ç(i)ag : t.^ ̂  .^ ( t,, p(hg'B) du,1,nrhl) alE) Q:l2)
Jcla tîTr", x JnTwnsas-t

: | ( l- ,ftrYi,...r,Yi,.\z;,-..t6zao'B) as) lr(t)lat Q-2-r3)
Jv \ J]R"

Plan de la démonstration.

Signalons l'importance de revenir sur tous les détails précisés dans le plan de la

démonstration du théorème 2.L.9. La preuve se base sur un raisonnement par récurrence
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analogue à celui fait dans la section précédente. Donc on supposera par la suite, que pour

le soù-groupe de Lie C - exp c, ed est de codimension plus petite que celle de B, il

existe une mesure dîf sur I'ensemble des double'cla.sses \G/C, vérifiant l'énoncé

du théorène 2.2.LO. De plus, il nous faut définir pour \G/C aussi, Ies éléments

suivants :

1. Pour tout g" e C.(G\C), définissons I'application 7 : H\G/C --' C par :

f ^ :
,p" fn ,: Jrr"nn"n_,P" 

(h9 ' c)d*r,,"(h),

où
-  tn" :bnAdgc:Ue(K) ,
-  h :h '4  €  H, /HîgCg- ' ,
- 1f,. ,.o est ia mesure st:u- H/H î gCg-t obtenue à partir de la base de Malcev de

t t l " g

l; relative à I, n Ad,gc, qu'on note )(t,) et qui est la même pour tout g eLl"'

2.  Soi t  ï ( t l ,c) : { i r , . . . , ia,} ,uu"" di  e{d-I ,d}  d 'aprèslasect ionprecédente.

Soit aussi F" :: Ffr,à.1€ lR(Xl, ...,Xd,,) *" fonction rationnelle définie sur V" et

décrivant la mesure d"y" sur I'ensemble des double'cla'sses H\G/C coame dans

(2.2.II) , V û" : H\G/C * C, continue et à support compact dans U",

,b" (H .f i26r...ts zoo, .c) lF" (tr,. . . , ts)ldt.

On suppose que la relation (2.2.12) est vérifiée pour \G/C' c'est à dire, pour

toute fonction g" e C"(G/i) continte et à support compact modulo C dans I'1" ,

t ç" (g.c)d,i : [ ( t .ç" (hg'c){r.,." (À)) dry" (n' (2'2'12)"
Jclc '  Jn"czc\JuTnnscs- '  

' r ' / t6 /

Ensuite, d.istinguons les caractéristiques de chacun des cas à discuter. Il nous faut

comparer y (U") avec !(t/), les bases de Malcev de ! relatives à b n Adgc, respec-

tivement à b n Adgb, pour g quelconque dans l,/.

Ca.s a-L) I  eT(11,b) :  { i t ,  . . . , ia:  I } .

Rappelons que dans ce cas' on a : T(tl,c) :I(b,b).. {l} : {ù, "',ia-t]. , (d : d'-I)'

Vérifrons que XU) : !" (L1") : (Yr,...,Yi,), ce qui provient du fait que

b n Ads(b): b n Ads(c), Ys eU.

En efiet, si I'inclusion était stricte : \nAdg(b) çbnAdg(c) pour un certain g €u, alots

=X e b tel que Y :: Ad,s(X * Zù € f, n (Ad s(c) '. Ad 9(b))'

i" 0b\ : Ir,,.rrrb" 
(n h" (û : Ir"



Dans ce cas. on aurait

Y - Ad s(x) € tr + Ad s(b)
21 mod lglal

ce qui contredit cette situation puisqu'on est dans le cas où 4 êb * Ad g b, Yg eU.

Cas a-2) I eI mais I f f(tt,b) : {it, ..., ia|.

On a vu que T(tl,c) : I(b,b) : {ir, ...,ia}, (d : d). Par contre, on verra que
y(U): (Yi,,...,Yi) + y"(l ' |"), provenant du fait que \n Adg(b) ç bnAdg(c). Ce
cas étant caractérisé par : Yg eU, Zt €b * Ad g b, soit donc pour tout I €U, un
couple (Yn,X) e b x b quivérif ie 4:Ys+Ad,g Xs.Ildevientfaciledevérif ierque
Yn e b n Adg(c) sans qu'il appartienne à b n Adg(b). En effet, notons les éIéments Us
ef Vn de gr+r, et donc de b, donnés par (Jn:: Ad g (Zù - 21 et Vn r: Ad g-r (Ut).
On peut alors écrire :

Y' : 1;,fl,i f *,?à |T; :fonn'[î,' ) ;,:o':,)6à
€ (eag( ' ) \Ade(b))  nr , car  Z t -Xs-Vnec \b .

Comparons maintenant pour tout L < i 1 rn, et pour tort g € U, l'intersection de
I'idéal bt i: uect < Y;,..,Y* ) avec Ad g (b) et celle avec Ad g (c). Vu que :

bnAdg (c) : (6nea 9 (b)) eR%, alors on a la caractérisation de ce cas pax

YseU,aUe{L, . . . ,m},

Avec un raisonnement utilisé au paravant, le lernme (2.1.5) permet de supposer que

l, est Ie même pour tous les g € U,noté alors 1", et la base de Malcev de I relative à

ft n Ad g(c) est donc !" (1,1") :  (Yir,. . . ,Yjb_r,4,o*r,. . . ,Yj,),  pour tout g el, l" .

Cas b)  4€b.
Dans ce cas, c'est le vecteur Yj, : 21 qrti disparait dans !" Q,l"). Eo effet, tout

d'abord, si g € l,l, alors 21est, un vecteur de Ia base de Malcev de I relative à\nAd g(b)
car si non, il serait dans Ad g(b) contredisant ainsi Ie fait que Z, ê b *$+r : b, (par
définition, I: mar.t'/o). Ensuite, 21 e Ad, g(c) car Ad, g-'(Zù: 21mod,lgr+r] et gt c c,
d 'où ,  21€ I )n  Ad g(c )  e t  donc  4  #U"@1") .  Enf in ,  s iZ l :Yr , "uunIs  1 r  -1 ,  a lo rs
on anrait bj,-, Clrj,o: ûÀb C g1, et donc bi, C 9r+r C Adg (b), Yg eU. Ce qui

est absurde puisque Yy" est un vecteur de la ba"se de malcev y(U) de I relative à

b n Ad g (b). On a donc lo: r et par suite J/"(Z') : (Yr,...,Yj,-,,).

Ad s(21) :

=

( t4rn ea sg)) o lRyg si 1 ( i < i,n
b inAdg(c) :  {  \ :'" r \ ' ' 

t bo n Ad g(b) ti J,n < o =Aî,n,



Afin de procédér par récurrence, il est utile de taire intervenir I'application 7 sui-

vante :
T: C.(G/B) -----f C"(G/C)

I r---.-+ T(g):, p"

f
s" (n .C) : I p(nexp(wrz,)' B) d.o .

rR 
e.2.Ls)

où g" est donnée par :

II suffit de se rappeler que les mesures sw G/ B et G/C sont définies respectivement à

partir des diffeomorphismes to eJ t, suivants :

nRp €0, G,/B
s-(u1,..,wp) r+ wtZpr..-u9Zpo'B

. Rp-1 ê" , G,/C
et

so:( ta1, . . , top-t )  H w1Z6r. . .up-tZ*o-r 'C

et que kp: mar f /o : l, pour remaxquer que l'application T vérifre :

Ve eC.(G/B), t p(g' B)di) : [  -ç"(g'C)d,i,  où P" :r(p)'  (2'2'16)' 
Jcle JGlc

Enfin, pour Ia preuve du théorème, on anua besoin des lemmes ci-dessous, dans cer-

tains passages de la discussion des trois cas.

Lemme 2 .2 .LL  Pour tou t  Xe g  e tpour toz t  o€ IR,  ona:  X .aZ1.B -  aZ.X 'B .

Démonstration.
Soit r : exp(X) € G, et soit o € lR' On a :

(- a z ) . x . a z 1 : erp (- a z ) e)rp (x ) exp (a z ) : en p (Ad(exp (- a z )) x)'

Or Ad,(exp(-aZ,))(X) -  
" -aad 

z 'X:  X+Y où Y : :  -a lZt ,Xl++lzr , . lZuXl l* .1. ,

donc (-X) .(-aZ).X.aZ1: erp(-X)exp(X+f) : e1n(CBH(-X-,X+Y)) :: exp(Z),

avec z:y +Li-x,Yl+ #[[-7ç,Y],x +v] -  -1[ [-x 'v] ' -x]  1. . .€ sr*t  carY
anssi est dans cet idéal g1..1- C b. Donc Z eb, et alors X.aZt'B - aQ.X 'B. 

I

Lemme 2.2.12 Rappelons que d,ans le cas a-2), on a pour tout g €U" , la base de Malceu

d,e\  re la t i ,ue àt1nAd,  g(c)  esty"( t / " ) :  (Y i r , . . . ,Y i ro- r ,4ro*r , . . . ,Y i , ) , i ' l  s 'en su ' i t  que :

(i) Yj," e Ad g(c) *bj,"+t, ma'is Yi," ê Ad 9(b) + t)i,"+t.

(ii) La caractérisati'on (2.2.14) deuient :

vs €r, tn(Ade(c)+bc) : 
{l ii::;l:]il,] 

.o"o" 
î ;,::f!; (2.2.r4)'



(iii) Défi,ni,ssons l'appli,cati,on Q:V ) t F-+ 8(t) € R cornrne sui't :

* Consi,d,érons pour g ,: ôQ) : ttZ;r...taZro e 11, un choi,r quelconque d'un couple
(Rn,sr) € (bn'qag(c)) x v)i,"+r, Yi,o : Rn+Sn € U)nAdg (c) ) * bi,"*r'

* Notons alors as :: Q(t) la coordonnée dans Ia di,recti,on de Zt du uecteur
Ad  g - t  (n  )  e  c :R '4@b.

L'appli.cati,on Q est bi'en défi,ni,e, à ualeures dons IR.*, et elle uéri,fie :

Vt e ) '  
I^nru) d(r) '  B: Ô$)exp(aZ)'B (2.2.t7)', Ye € JK, exp (g,,r,

Démonstration.
Pour (i), c'est clair que Yj," € t, n Ad g(c) * v)i,"+t, puisqu'il n'apparait pas parmi

les vecteurs de Ia base coexponentielle !"Q/"), et donc Yt," e Ad g(c) *bir"*t.

Par contre, si on pouvait écrire Yito : Aa gg) + gs, où (fn,9) € b x bi,o+r, alors

on aurait : Ad" g(fr) - Yi,o - 9n e I, n Ad g(b), et donc Yt," e l, n Adg(b) + bi,"+t.

Ceci est absurde, en effet, Yrr" 
"" 

un vecteur de !(U).
Le point qui nécessite une preuve est le (iii).

Tout d'abord, écrivons Ad g-L (Er) po* g : Ô(t) avec t € )/, sous Ia forme :

Ad g-t (Âr) : dgzt * Tg avec Tn e b et an : Q(t) '

Si 8(t) : o, alors on aurait Yj,o : Rn + Sn : Ad, g (Tt) + St € Ad g (b) + 
\1,"*r,

ce qui est faux d.'après (i), et doné Q est à valeures dans R*. Pour démontrer qu'elle est

alssi bien définie indépendemment des choix de .R, et de Sn, il suffit de remarquer que

la somme RZ e (la g (b) + bi,"*r) est une soûrme directe. En effet, si ce n'était pas

Ie cas, on aurait Zt €. Ad, g (b) + f)ir"+r, et ça serait alors le ca's aussi de Yiu ca,r :

Yi'" Rn+ sn 
= î,^+'i:i t;:Fi;,f,(",fi". 

u;n': Ad s (21) - z7 € e';+r
: tsZt mod I Ad g (b) * bi,"+t ] (2.2.r8)

Ainsi, Q : t r-+ a6ç1 est bien définie par la projection de Yi," sur Ia direction de Zt,

orthogonalement à I'espace vectoriel Ad Ô(t) (b) + t)i,"+t.
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Enfi.n, pour justifier l'égalité (2.2.L7), soient t €.V, o € lR et R661 :Yi,o - Sotrl

bi,, '- bj,,*, comme ci-dessus. On a :

ô$)-' .*( 
Aâ 

Roçt )ô$) : exp ( Ad ô(t)-L ( 
@ 

no6l ) )

: "'rp ( ffi oo ôQ)-' ( arpr ) )
: ocp (ffiraalzt+roa))
:  ea@Z) modlB l

ce qui donne ""n (nfun orùô(ù . n : /(t) exp(o z,)' B .

Corollaire 2.2.L3 De son erpress'ion donnée par (2.2.L8) : pour tout t eV, Q(t) n'est

autre que la coord,onnée d,u uecteurYir" selonla directi,on d,e 21, on peut dédui're que la

foncti,on Q est rati,onnelle.

Démonstration. Notons k:: d,im(Ad g (b) -F br,,+r) (la même pour tout tes I eU).

Considérons la famille Fs : f61ty pour g : Ô(t), avec t € V, formée par les vecteurs

{Vt(t),...,Vo(t),Vk+t(t) 
: ZL+r '- Yi,"} qu'on définit de la façon suivante.

- Pour r : rn* 1, ..., k, (^ : d,ùmb < k), on pose V'(t) ,: Z', e bi,"+, qu'on choisit

de sorte que Ad Ô(t) (b) + bi,^+r: Ad, d(t) (b) O RZ;+1 e "' @ F.Z;, Vt € V'

Un tel choix est possible commË conséquence du lemme 2.t'5'
- Pour L 3 r 1m, onpose V"(t) :: Ad,Ô(t) (X,.). Ses coordonnées (Qi(t), .-.'Q;(t))

dans la base Z sont polynômiales en t et permettent de I'écrire sous la forme

n k*L

w (t): t Qî(t)zn = D ry(ùz; mod, lued{{zr, ..., zn} ' {z'r, "'', zL*t}\l
à:l j:r

(2.2.1e)

*  les  Qî , ry  € lR[X l , . . ,Xa7,V1 <r (n ,  sa t is font  à  Zr , :Z ]+Qi :4 ,

x les Z', sont connus pour j : nL*L,...,k* 1 et seront precisés ci-dessous pour
j  :  r r  " ' )n1"

Notons alors que (yt(t), ...,Vk(t), ZL+, : Yy,, ) devient une base de I'espace vectoriel

Fn: F6ç1.-  pYj , ,  A Adg (b) + V) i , "+r:  u€ct  <V'( t ) , . . . ,Vr( t ) ,Vk+'Q) ' -Yr," ,  .

Puisque Ia matrice des vecteurs de la fa,mille f41t1 dans la base Z, (fotmee Pax n lignes

et lc+ 1 colonnes), est de rang k+I, alors on'choisit rn vecteurs Z'r,..-rZ^, qttt avec
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z"^*r, ..., z; et z;+L: Yjr^, correspondent au choix de k * 1 colonnes aboutissant à une

sous-matrice carrée inversible d'ordre /c+1. A une permutation prés, cette dernière s'écrit

comme :

A(r) : € GL(k + 1,IR).

Imposons le choix de Z', :: Zr, ceci est possible pour les deux raisons suivantes :

* Zt ê {Z'r**r, ..., ZL, ZL*r} car tous ces vecteurs, -contrairement à Zr, sont dans [1'

* on ne peut pas avoir Prl(t) : ... : ry(ù: 0, qui contredit notre hypothèse de ce

cas :  21e aect,  <V'( t ) , . . - ,Vo(t) ,Yi ,"  u Fô$):  RZ e Ad g (b) *bi , "* t '

Enfin, notons B(t) I'inverse de la transposée de A(t) q"i s'écrit sous la forme :

( Rl(r) nf*'(t) \
B(t) :("41t1;- ' : ,  I  :  ' . .  :  |  € GL(k+1,]R) '

\ El*,(t) Ri+i@ I

Un simple exercice d'algèbre linéaire permet de démontrer que Q coïncide urr"" 
;fo.

Q est alors rationnelle puisque c'est le cas de toutes les fonctions E € IR(XI, ...,Xa).

Eæercice z Q: 
#,

Complètons F66 pæ des vecteu$ ZL*r, -.., Z; de telle sorte que

v (t) :: {yt(t), ...,vk(t),vk+t(t) : zL+t, ..-,v"(t) ,: z,}

soit une base de g pour tous les t e V.
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La matrice de cette

Son inverse est alors :

P v(t)-z' :

I'ancienne base Z' := (Z'r,..., Z'.) est :nouvelle base dans

l' 
oti) :

"n,: I
l. ?'

P zt-

00

:0 :
00

1 0 . . .0  0
À

U U

0 0 . . .0  1

00

:0 :
00

1 0 . . .0  0

00

0 0 . . .0  1

€ GI(n, R).

:  Mat(z',v(t)).

d'après (2.2.L8)

("lil)

*

En regardant de prés cette matrice, on constate que sa première colonne, qui correspond

anx coordonnées de Z', : Zt dans la base V (t), est donnée par :

[ ï ]

Ainsi,

zt : Àl(r)vl(r) +... + 4,(ùvk$) + Rl*'(t)Yi,"

= Rl*'(t)Yi," mod I Ad ô(t) (b) + bi,"+,
1= 

fu",," 
mod I Ad ô(t) (b) + bi,"+r)

1
D'où Q : ,-*r.

rLl .

I
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Remarque 2.2.L4 Toujours d,ans le cadre du lernme 2.2.L2, on peut fai,re une preuue

analogui à celle qui montre que Q est rati,onnelle en t e V , uti,Ii,sant de si,mples résultats

d,,algèbre li,néai,re, et permettant d,e d,éfini,r d"es appli,cati,ons qui, sont auss'i rat'ionnelles

R,(respect,iuernent S) : V - R,t r----+ R6ç1,(respecti,uement t r-.-+ SOttl), et qui'

présentent des soluti,ons du sgstème d'équati,ons su'iuant :

(^rn',*Sor'l - Yi,o

\*rn,  € u,nAd ô(t )  (c)

ISofrl € V)i,"*,

: t ,1," (n d4" (n
J H\G/C

:  [  , t"  @ .t1Za,.. . to, Zni '  C) lF" ( tr ,  . . . . , td ') ld,t ,
Jv"

Ye eC"(G,/B), l.,rv(0)ait: l, 
( l*,v{rrv,,...s,Yi,-t1zi,...tazto'r) 

as )

L(t) :

Ce système ad,met toujours d"es soluti,ons au qy,e Yiu € I, n Ad Ô(t) (r) + bi,o+r, Vt e V,

par contre, 'il faut se restre'ind,re à un ouuert d,e Zari,ski, V' non ui'de de Rd, encore plus

peti,t queV, où une fami,lle {L'(t),t eV'l' de sous-matri,ces carcées ertrai,tes des matri,ces
'{L$fJ 

Ç V'l d,u sgstème ionsi,'d,éré, soi,ent i,nuersi,bles et de même rang r que celui, de

)rr'rqu, tous les L(t),t eV. Qui,tte à supposer I'ouuert de Zariski'U de G encore plus

peti,t, ( en l',intercepta,nt auec I'ouuert H.Ô(V').8 de G ), on a une constructi,on rati,onnelle

des appli,cati,ons R et S.

Démonstration du théorème 2.2.LO. A partir de la fonction rationnelle -F " :

F1n,c) € R(Xl, ...,Xd,) qui décrit la mesure dry" sur I'ensemble des doubleclasses

H\G/C par : Yrlt" e C"(H\G/C),

"Y" $b")

(2.2.rr)"

construisons F: F(r,") € R(Xr,...,Xa) qui satisfait à l'énoncé du théorème. Il faut

prouver que la fonction iationnelle F', proposée dans chacun des cas à discuter, vérifie :

lF(t)ldt.

Soit tp eC"(G/B). Posons g" ::f(d e C"(G/C), qu'on a définie dans (2'2'15) par :

e"Gù :  I  r@w@Zt) '  B)  da,  V ù :  t '  C eG' /C'
JR.

Puisque, d'après (2.2.L6), on a

r f

I ç(ilai : I e" (ild,it,
JG|B JG|C
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alors, le problème revient à vérifier que

t ( t s4rYi,..*,Yi,.t1z6,'taz;o' B) d's ) lr{t)la' :
Jv \ Jn"

t ^ ^ ( t,, . ( [^v@sexp(az1)'B) d,a) d,,",fb) ar"@' (2'2'20)
J a'rc,rc \ J n/ nngcs-l JR.

Ca,s a-1) t  eT(11,b) :  { i t ,  . . . , ia: I } .

Définissons .F e R(Xr, ...,Xa) par : .F'(t) :: F" (tr,...,ta-r), Vt : (tr, " '.,t6) eY'

( Remarquo* qo'ào u déià iustifié dans (2.1.9) que t" t: (tr, "',ta-r) e V",Vf e 7 )'
èrâce à l'étude précédente, et d'après I'hypothèse de récurrence' on obtient :

lr',"r" 
( Lrrnscs-'l( { e(hsea"zno)'B) d'o) d*'20'l)a'"@ :

I" 
( {" 

( 
lov4rU,"'s,Yi,'t1z;,"'ta-tz;o-,exp(tazio) 

' B) dtù ds)lF" (t")ldt" :

f r f

-/r",o ( t" 
(vGrY,,"'s,Yi,'t1z;'"'ta-tzto-,'tazio'B) ) at )lrt')lat"a'o 

:

I ( A, e(s1Yi,... s,Yi,'t1z i, "'t az ro' B) d's ) t rttl t a''

Ce qui prouve l'égalité (2.2.20).

Cas a-2) I  eT mais I  {T(b,b):  { i r ,  . . . , ia} .

On pose dans ce cas, f' le produit des deux fonctions rationnelles F" et Q.
Tout d'abord, notonspourtout s: (sr,. ' .,sr) € ]R', s" :: (st,...s,o-r,s,oa.,"'s") € R'-r '

Ensuite, rappelons que si g : Ô$) où t e v, alors Yi," s'écrrt sous la forme

Yj,o: R6ç1* Sotrl € Uln 'q'a d(t) (c) ) + br,,*t,

et que d'après le lemme 2.2.L2, on a I'égalité (2.2.L7) vérifiee Ptr Q, qui sert à justifier

le second passage dans Ie calcul ci-dessous :

Irrunn"u, 
(;( v(hsexp(az')'B) ao) d',",(À):

t-, 
( 

lov k'V' "'s'o-'Yi,o-,'s'o*'Yi,o*, "'s'Yi') Ô$) exp(a z 1)' B) d'o ) d'" :

{"-, 
( l*vk'v""'s'o-'Yi,o-,'s'o*'Yi,o*,""s'Yi')uta 

(abnd('))d(t) 'B) d'a) 0""
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En efiectuant le changement de variable s,o r: 
ffi,le 

dernier terme de l'égalité devient :

t , ( l*vktv,'"'s'o-'Yi,o-r's'o*'Y!,o,,1"'s'Yi"s'"R6ç1)$Q) 
'B) lQ$)ld's'" ) 

d"" :

.s ro*rYi ro*r...srYi,. s ro&ôG)Ô(t)' B) ds'

Vu qu'en remplaçant Yrr" p* Yjro - Sn : Rs, on obtient toujours une base de Malcev

(R66,Yr,o*,, ...,Yi,) de 6i," relative à \i," 11 Ad' 9 (bl ( 
:ï 

t, e 
-b-i,"+)-,-et 

compte tenu

de Ia profàsition 2.2.L,in peut identiËer l'action 6s H!r" sr;r. Hi,",/Hir"igBg-r avec

une fonction polynômiale P : lR'-iro*l X lRr-I"*l + lRr-I"+l, et en tirer que

sro*rYjro*r.. .srYi".sroL6ç1: s'roL6ç),s1"atYit"*r--.r 'rYi,.Tôtrl  ,  (s,,, . . . ,  t ;) :  P (90 ; so)

(Uo  , :  (A i ,  : } rU i ro+ t :  0 ,  " ' ,  0 ,U i ro * r :  s ,o+ r ,0 ,  " ' , 0 ,  A i , :  s "0 '  " ' 'A ' :  0 ) '

où  {  ss  : :  ( s ro ,0 , . . . , 0 ) ,

|.trn, € t)jt" n Ad Ô(t) b,,( donc exp(4t'l)d$)' B : Ô(t)' B )'

De plus, on connait Ia forme explicite de sf :: (si",..., si) donnee par (2.2.3), qui suite à

un simple calcul devient :

si":s,"*o

s'ro+r:0 * Ujr"*r+ P2(0'  "" 'U!ro*r-L: 0 I  s1")

: sro+1 * Qr(sr")

s l  :  0  *  y i ,  *  P" (0 ,  . . . ,  } rU j ro* r :  s ,o4r ,  . . . rA i , -L :  0  ;  s ,o ,0 ,  " ' ,0 )

:  s "  *  Ç(s , " ,  s ro+r r . . . ,  s " - r )

lA(t) | lu,v 
(Grv,,...s,o-,Yi,o-,

s'o: Uo. so (4
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Ainsi, un dernier changement de variables s'

S1

,,,-,

sro*,

"r-,s'.
s,

l o

est Ie difféomorphisme

::s € R",  (2.2.2L)

:: Q ("), où Q

51

"rr-,s,
.o

R' )  s : l--..-+ s,o*, * Qz(s,")

Sr-t * }r-r!r,", Sro+r, ..., S"-r)

s ,  *  Q r ( s r " ,  s ro+ r , . . . ,  s " - r )

dont Ie jacobien.est 1' permet de finir le calcul précédent :

Irrrnn"u, (l v(hsea@z')'B) ao) d',i(À) :

f

l  0 ( ') l  
J u, 

r ((t,"r, " 's,o - rYi,o-r's, o*rYi,o*r " 's'Yi' 's' " 
Roa) Ô (t\ '  n) as :

lA(r)l 
[o,r(rr"rr...sro-rYi,o-r.rr"RôG).r'ro*rYi,o*r...r',Yi,) 

ery(Toa)Ô(fi ' a) as:

I A(t) | 
lo,v 

(6rVrr... r',o-rYj,o-r. s',"R6ç1. 
"',o*rYi,o*r... 

r',Yi,) ôç)' B) d,s' :

f  , . _ .  _ \
lA(t)l 

Jrrrnn"n_,ç(@)g 
' A) d*o(h), ca'r (Yi,, " ',Yi,o-,,R6ç1,Yi,.+,, " ',Yi,)

est une base de Malcev de f; relative à b n Ad g b'

Enfin, on en déduit l'égalité (2.2.20) cherchée, puisque

t  (  t  ,(  [^v@sexp(az1)'B)da)o,,zf i ' l )a,"O:JiJ . .c , tc  \  Jnrznnscg-r '  J lR.

I" 
( la(t)l Irrrnn"u,e(h(tLz''"'tdzid)' 

B) d",&))lF"(t)ldt :

I" 
( ;|" çGtY,"'s,Yi,\2i,"'taz;o'B) d's) tof'ltlF"(t)ldt :

I" ( ;f" 9(s1Yi'"'s'Yi''t1z;'"'taz;o' B) d's ) ttttlt ot'

Cas b) Zt e b.

Dans ce c&s, il sufÊt d'utiliser le lemme 2.2.1L dans le second passage du calcul ci-

dessous, avarrt de remarquer que Yj, : 21, polJl conclure que la fonction rationnelle



F : V ) t v+ F(t) :: F" (t), répond au problème. En effet, on a :

t  (  t  , (  [^v@sexp(az1) 'B)d'a)dp, i fhl)n"fn:J n'rc,zc r J n7 uîgCg-t 
' 

JR

Iu" 
( 

{"-, 
( 

luv4,Ur"*'-LYi,-'t1z;,,t6z6*azt' 
B) d'o) at") lF" (t")ldt" :

t ( t ( [ vGrv,,"'s,-rYi,-,'az1't1za,"'tazto' B) d'a ) a"") lF" (t)ldt :
Jv  \  . , / p " - r ' JR '

I U"-, { fuv4'v,,"'s'-rYi,-t's'Yi,'t1Z;'"'taZ;'o' 
B) its' ) ot") lFft)ldt :

t ( t^ e4rYi,..'s,Yi,t1za,"'taz;o' B) d's ) Ittt)l at'
Jv  \  Jn" '

I

Corollaire 2.2.L5 Il s'agi,t d'un corollai,re de la preuue et non pas de l'énoncé même du
théorème : I 'ouuert D"t(U,Zn) : {. € Rp, ag eLl, g'B : wrZ*r..-wpZxo'Bl, est
homéomorpheà lR 'xV .

Démonstration.
Notons 0 cet ouvert de Zariski de Rp et défrnissons l'application T : lR" xV -'-', 0 par

T(s, t) :: Dsr(srYir...srYi,.t1Z6r...taZù ' B), Vs : (sr,..., s') € R", Yt : (h,...,t6) eV.
Pour montrer que cette application est un homéomorphisme, ( toujours par récurrence
sur cod.imension de b ), on suppose qu'au niveau H\G/C,1'application T" est un
homéomorphisme. Faisons intervenir aussi les difféomorphismes

Dc: lR.P-l + G,/C Cs: R ------+ C,/B
' l i )o r-r  w1Z7"r. . .wpaZno-r 'C '  a F----+ expaZl 'B'

la projectionp: C > g l-----+ c.B e C/8, et l'application continue suivante:

rn :  Rp- l  -> G
w" : (wt,.. . , .o-r) ' .-  (-wo-t)Z*o-r.. .(-*r)Zo,

- Dans le Cas a-1) où ia: I : Icp, T" est l'homéomorphisme

Rr x V" --+ O"
( r, t" ) r---+ DA'GrYir.. .s,Yi,. f iZ6r... ta-rZ;o-r 'C)

Pour tout s € IRr et t € V, en notant t" : (tt,...,ta-t) €V", on peut vérifier que

T(s , t )  :  (  T " ( " ,  t " ) ;  a (s , t " )  + td ) ,



où a(s, t" ) designe C u' o P (m o T" (t, t" ) (stYir.:. s,Yi,.tv Z 6r -..ta-t Z u-))'.
En eÈet, posons ." 1 (-r.,'...,up-t):: T"(s,t"), alors il existe c: exp(oZ)b e C,

(avec o € IR, b e B), tel que s1Yir...s1'Yi,-t1Zir..-ts-tZro-r: (w1Zpr"'wo-tZno-)-c'

or, rn(T"(s,t")) : (-wo_t)zn"_r...(-wr)znÛ et donc en le multipliant à gauche

pa,r les deux membres de légalité précédente, on obtient

yn o T" (s, t" ) (t rYi r... s rYi,.t1 Z ;r...t a-t Z ù-r) : ",

ou encore,

C"t op(m oT"(r, t")(s;YiL...s,Yi,. t1Z6r... ta-rZù-r)) :  Cut@xp(az)b'B) : o'

Mais aussi,

s1Y5r...srYi,.tyZir...t6-12io-r.t62io : (wrZxr...up-tZno-) exp(aZ1)bexp(t6Z)

: (w 1 Z 1"r.. .w r- r Z ko - r. (a + t a) Z o,) exp (-t a Z 1)b exp (t 6 Z 7)

et donc

s1Yir . . .srYi , . f iZ6r . . . ta-1Zao-r . taZio 'B:wrZxr . .np- tZ*o-r ' (o* td)Zkr 'B

par suite,

D ur (s 1Yir... s,Yi, -t 1 Z ir...t a-r Z ; o-r -t aZ u) : (w t, "','tr p-r t a * t a)

ce qui justifie l'expression donnée pour T, et fait d'elle une application continue.

Enfin, pour montrer la continuité de T-l à partir de celle de

(T"it, T"tt) :: T"-r : O" -----+ IR' x V"
,u)o '-.t (s : T"11(*"),t" : T"tt(."))

la même manipulation que précédemment permet de prouver que si on décompose

T-1 en (Tr t, Ttt), alors pour tout tu : (1D" ,u) e O, on a

f  T, t ( ' )  :  T" i l (u")

l t ; t ( r )  
:  ( t "  :T"; t (w")  ,  ta- ' tnp- aoT"-1(tr . ' " ) )

D'où T-1 est aussi continue, et alors T est un homéomorphisme.
- Si on est dans Ie Cas ^'2), alors l'homéomorphisme T" devient I'application qui à

tout s"  :  (sr ,  . . . ,sro-rrs,o*1, . . .s")  € Rt- l ,  et  t :  ( t t , . . . ,  t6)  eV",  associe

T"(r",  t )  :  DcL(stYjr . . .sr"-rYiro-r.sro*rYjro*r. . .srY!, . t1Zir . . . t6Zao' C) e O" .

Tout d'abord, on considère pour t fixé dans 7, Ie diffeomorphisme de lR.', qu'on note

R(., r) ,: tîfà" €l<tl: la composee de deux diffeomorphismes explicités ci-dessous :



ErG): î = ,,r,:(l,ir,j'Àfr[i)*ar
et t'r61 défini pareillement, mais en considérant une autre base coexponentielle de

! relâi'ive à f, n ad'$(t)b, qui est donnee pa" (Yir, ...,Yi,o-r,R6ç1,-!i,"rr,"',.Yi,)'
Grâce au fait que le vecteur ,R4p; est rationnel en t coin-e on l'a signalé dans la

remarque 2.2.I4,1'applicatioo'itr (s,t) r---+ e;$oe'tn(s) estcontinuedelR''x7

dans lR', et c'est aussi Ie cas de R' : (s,t) r---+ t'U!r"ttftl(t).

Soient s € lR' et t € V. Posons 
"' 

: ("'r,...,t,'l) t: R'(s,t) et notons,.-comme

drns l 'expression (2.2.21)-, r" : (" 'r, ...,sto-rrs,"*r,.. ' :si,si,) t: Q-t(t.),. ( on a

déflnit le difféomorphisme Q de R' dans"lô câC 
-a-2) 

de lâ preuve .Précédente)-
Ensuite, utilisons fhypothèse de récurrence pour définir u)o : T"(""",t) e Rn-t

où s"o ': (" 'r,..., , ' ,^-rrr ',1^*r,,...,";) € Rt-r. r s'en suit quti l existe c € B, qui

s'écrit sous la?ot-.'â: i$ç"2,1u,( avec o € lR et b e B), tel que

u1Z1çr...wo;Zxo-r: (s'rYr'r...s'ro-r,Yro-r.r'rl"*rYir"*r.--t'iYr,,trzrr...t6Zio)c

c'est à dire

w1z7çr...wp-tzko-, : (s'rYir...s'ro-rlrro-r.r'rl"*rYir"*r....s'iYt,16çt) exp(az)b. (2.2'22)

Rappelons que d'après la formule (2.2.L7) prouvée dans le lemme 2.2.t2, on a

vB e R, "w(ftinot,r)O(t) 
-B -d(t)e*p(É z,)'B

qui, -en l'appliquant pour B i: s',"Q(t)-, permet de tirer de (2.2.22) que si on pose

, : (*" ,w) e RP, pour uro € R, alors on obtient qure Ds(w) :.rZrr..'woZpr'B :

(r 'ryjr. . .r 'r"_rYjro_r." 'r lo*rYjro*r.. . t ' ;Yi,)oç(sj".Ra1ùôQ)exp((o - t ' r"Q(t)*wo)z)'B

: (s'rYir...r'u-rYir.-r.s'r"R61t1.s'ro*rYiro*r...s'rYi)Ô(t) 
"*p((o 

- s'r"Q(t) * w)z) ' B

carQ(s'r, ...r-r'ro_rr'r'rl,o+1,..., s'irsr") - 
"', 

(voirCescalCulsdanSlapreuvepréCédente).

Et puisque R(s" t) I 
", 

alors il existe u\,t) e H n Ô(t)BÔ(t)-l tel que pour la

valeure up t-- s',"Q(t) - o, on obtient de l'égalité precfiente ce qui suit

w1Z1rr...wpZ,r 'B : (srYir.-.sro-rYlro-r,. lroYiro.sro*rYiro*r" 'srYi)AGrt)Ô(t) 'B

: ("rYi, ... s, o - rYi, o -r's, oYj ro's, o*rYi ro*r "'srYi ) Q(t)' B

ce qui prouve que

DE' G rYir.. . . . .  s,Yi,. ty Z ;r.. . t  62 ;o' B) : (w", w o),



ou encore 
T(s, t )  -  (T"(r"" ,  t ) ,s ' , "Q(t)-  o) .

Mais I'application Q-l o R' : (s, t) r--+ ," : (r"" ; ";") 
est continue sur JR' x V,

ainsi que a : (s",t) }--.-+ a: a(s",t), sauf que son expression est légèrement

mod.ifiée par rapport au cas précédent puisqu'elle devient

a(s" ,t) - c"-'op(moT" (s"" ,t)(s'rY5r...r'ro-rYiu-r.r'rl,o*r.Yiro*r-..t'iYi,..t1zit.-.tdzi)) '

L'important, c'est que de nouveau, Ia continuité de T" implique celle de T'

Maintenant, pou tirer la continuité de T-1 : (Tit, Ttt) à partfu de celle de T"-1,

reprenons les calculs ci-dessus dans le sens inverse, on trouve alors que pour tout

w: (wt,...,wp) e O,T-L(w) s'obtient en posant y" ,:^(yr," '.,wo-r)^ € 0",

, ' :  i " r , . . . r ' r ro " r rs , , * r , . . . , sJ  i :T" r t ( r " )  €  R" -1 ,  t "  : :T" î r (w" )  e '  v "  :v re t

, ,: ("", s,o ,: *tulpl € R', alors on obtient que les composantes de T-1

I rl @) : n(Q(s), T";' (r"))

I r;' (') : T" iL (w" )

sont continues.

- Enfin, pour Ie Cas b), des calculs beaucoup plus simples permettent d'aboutir à

T(s, t )  :  ( r" :  T"(so,  t )  ;  wo: sr  *  o(s", t ) ) ,  V (s, t )  € IR'  x 7,

où (s, t) ---+ s" et (s, t) r-+ a(s", t) sont continues sur R' x V et données par

s" :  (sr , . . . ,s,- r )  et  a(s", t ) :  -Cs(moT"(s", f ) (s1Yir . . .s,- tYi , - r ' t1zir" ' tdzi)) '

On trouve aussi que

T-t(r)  :  ( " :  (s '  , :  T" i t ( . " ) ,  sr :  up- o(s",  t ) )  ;  t :T";L(w")) ,  V* e O

où tu" :: (wt, ...r.o-r) € Oo , s" ,: (st, ..., s"-r) € ]Rt-1 pour tout (', t) € O x R'''

On en deduit que T est un homéomorpisme.
I

Remarques 2.2.L6

1. Comme conséquence d,e ce corollai,re, on justi,fi,e l'hEpothèse (2.2.8) qu'on a admi'se

en d,éfi,ni,ssant tp pour tout I €. C"(G/B).

2. On obti,ent une d,ési,ntégrati,on de L2(G/B) en 
u.X.r"L2(H/H 

tlgBg-r,xn.)'

ô (



2.2.4 Exemple.

Reprenons l'algèbre de Lie g -- uect, I 2u..., Zz > de I'exemple proposé dans Ia

section précédente :

lZ1, Za): 26 lZ1, Z5): 27 lZ2' Zsl: 27

Considérons aussi les mêmes sous-algèbres de Lie qu'au paravant :

t) : uect < Za, Zs, Zz >: Lie(H) 
"t 

b : aect' I Zs, Zt, Zz >: Lie(B)'

Rappelons que l'étude precédente de cet exemple a permi de décrire I'ensemble des

douUle-classes de G modulo H et B. On en a déduit que l'ouvert de Zariski de I\G/B

d.es classes présentées pàr t t: G '.. G2, eSt homéomorphes à V : IR.* x R' par

6,, R" x IR. -----+ î/: {A,g €U} .
1 : (tr,t2) r-+ H' t1Z1.t2Zz' B

Le but consiste à mlnir H\G//B pax une mesure al!) : F(t)dt colnme I'indique Ie

théorème 2.2.LO:
- F - F1n,q est une fonction rationnelle définie sur V,

ic i ,e l lees imêmepo lynômia lee tes tdonneeparF( t ) : t t ,V t : (h , t , )1V,
_ pouÏ toute fonction lh : H\GzzB -+ C, continue et à support compact flans U,

't(rD : [ 4,G) d,"t(g) : [ 't'@ 't1zvt2z2' B) ll(t,,t2)ldt.dt2'
Ja.. c,zn Jv

- pouï toute fonction I e C"(G|B), on a :

|","v(i)ait 
: 

Ir,,"r" ( Lrr*"n-,e(hn 
' B) drrl,ntù) algl'

Essayons d,'adopter_Ies notations qui nous ont servi dans ce chapitre'

D'abord, puisque Tnlu - {L,2,5,6}, (p:4), Ia base de Malcev de g relative à b est

(Zo, ,: Zt, Zx, :: 22, Zk" :: Zs, Zxo:: Za)'

Le difféomorphisme

Pa €, , G,/B
u :  (wtr. . rwt) r-> u1Zpr. . .w4zko'  B

décrit alors la mesrue dg sur G/B pax z

I,, 
"ç(g 

' B)di : 
I*,9(wvz1.w2z2.wszs'waz6 

' B)d'w , YP e c.(G I B) '
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Ensuite, comme pour tout g : Ô(t) : ttZrtzZz €1't,( avec t : (h,t2) eV ), on a :

tn :: 11 n Ad' g b : uect I Z+, Zs, Zz ) îuect I Zs, Za * t126, 27 ): RZ7,

alors rp est définie pour toute fonction I eC"(G/B), en g -- H 't121.t222'B e Û1, par '

f r , -
pG) ,: I p(hg' B) d*,,,^(â) : l^^ç(trzn.s2Zs.t1Z1.tzZz' B) dsfis2'

J nlnnsas-' 
'  ' tr 'e JR2

un simple calcul donne s1za.s2z5.t1z1.t2z2 - B - fi21.t222.s225.(-t1s1)zu ' B, donc Ie

changement de variable (rr,,*n)t: (se, -trsr) transforme I'integrale ci-dessus, en

II s'en suit que

f

I çtsl
J Iî\G/ B

Q(il : lo,, 
(atr.t2z2.raszs.wtza' \ ljlawsawn-

dr,t(g) : 
L 

Q@ 't1Zyt2Z2' B) lF(tr, t2)ldtfit2

: 
{.,u 

( 
lu,v(azr.t2z2.w3zs.w+zo 4 W) ftrlatrat,

: 
.f.,o lo,v(rrzr.t2z2.w3z5-waza' 

B) dwsdwa d'ti'tz

: t ç@'B) di) '
JG,/B
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Chapitre 3

Désintégration de la restriction
d'une représentation unitaire et

irréductible sur un grouPe de Lie

nilpotent.

Soit G un groupe d.e Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, d'algèbre de Lie g

engend.ree p* ,u ùase de Jordan-Hôlder Z : (Zr, ..., Zn). Soit I/ un so*s-groupe de Lie

ae"C et !': (Yt,...,Y,n) une base de Jordan-Hôlder de son algèbre de Lie 11 :: Lie(H)'

Considérons une forme'tioéaire I € 9*, et b :: Li'e(B) une polarisation de g en l' Soit

tr : ind"rx, la représentation unitaire et irréductible de G, induite à partir du caractère

Xt; B J r: êxP X t+ e-i<t'x>.

3.1_ Désintégration de lnd,f,x,l, en irréductibles.

Commençons ce chapitre par rappeler briévement les résultats essentiels du chapitre

précdent, dont le but éiait de fournir Ie matériel nécessaire pour résoudre le problème de

ia désintéglation de ind""X,1, ,* I'ensemble des double-classes H\G/B' On s'engage

alors à respecter les notatioiË et les définitions qui ont été introduites précédemment, et

à les adopter dans tout ce qui suit.

Rappels.
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1. L'ensemble d'indices introduits dans (2.1.5) :

T(tr,b) : {i €X, Yg eLl, Zi É b + Adgb * 9r+r} : {iu.., ia},

caractérise H\G/ Bpar son ouvert de Zariski non vide U : {g : H' g' B, g et/}
qui est, -d'après le théorème 2.!.g-, homéomorphe à un ouvert de Zariski de Rd :

6,, V ------+ U
( t t , . . . , ta )  , *  H .ôQ) .8  

(2 '1 '10)

2. En munissant H\G/B par sa mesure donnee par le théorème 2.2.LO' toute
fonction (p €C"(G|B) vérifie (2.2.t2) :

[^,^ç( i )ag: [ .^  ̂  . -  (  t  .ç@g'B) d,o1,nt i , l )  alEl  .
Jc ln '  Jn r ' c / n \ JuTvnsas - t

3.1-.1 IJne première désintégration

Proposition 3.I-.1 Pollr tout g e G, notons o(g) Ia représentati'on monomi,ale de H

d,onnée par o(g):: ind, '*nxnrrn, or"" Ks-- H ngBg-' et g.I:  Affg(I). On a alors

Vz € 9, o(z) - o(s). (3.1'1)

Souuent, o(g) sera confondue auec o(!) : sa classe d'équi'ualence dans l'ensemble des

représentat'ions uni,tai,res de H.

Démonstration.
Soit z : ygr €. !, avec g e H et, r €. B. Considérons l'isomètrie

A: L2(U7H n gBg-r,Xn.,) :T{o(s) + ?{o@): L2(H,/H (\ zBz-1,y..,)

définie pour tout € e L2(H/H n gBg-L,Xn.,), par Æ : H > h;+ {(hy) € C .
Il est clrair que At e L2(H / H (1 zBz-r.,X).,), eîeftet si h e H et k € H fi zBz-1, alors

'At(hk):î",Vr;Éflx-'"ù)

De plus, en notant K :: Kg : H n gBg-1 comme dans le paragraphe préIiminatre 2,

alors I(' :: aKa-t : H iagBg-rg-L : H n zr-LBrz-1 - Kr.II s'en suit que

^  f  - r .  f  . , t

llÆlh"r", : 
J r,, *,1Æ@\l'drr,,,(h) 

: 
J r, *,rh(ù)drr,,,(â) 

: pr/,,(lt)

où lt : H/H ll zBz-L -----+ C
h. K' r+ 1,,4Ê(h)l'
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Mais d'après le corollaire 2.2.5, on a (2.2.7) , Frlr, : F',,/r, qui permet de déduire que

llAtllî.,,, : t'r/,bh) : t,i klù : Ir r*rlt(vhv-L' 
K')dpr,/,(il)

d'après la définitio n de p,lr,rdans (2.2.4)

r f: I Wfrha-r)lrdr^,_(h): I lt@n)lrdr,,,(h)
Jnzx '  

t t t '  Jnzx  " t '

f ^
: 

l-_ _-le(h)l2dpb/,(h) 
grâce au corollaire 2'2'2

J H / K

: ll€i11..",.
On jlstifie ainsi que.A est une isomètrie. Enfin, on vérifie aussi que cet opérateur entrelace
les denx representations considérées, puisque pour tout { e7{og1, on a

A("(g)€)(â) : 
"(g)€(hy): 

€(g-'hs): At@-'h): 
"(ù(-a€(ù), 

Ys,h e H.

I

Théorème 3.L.2 La dési,ntégrati,on de la restri,cti,on d'une représentati,on un'ita'ire et

i,rréd,ucti,ble ir : tnfiX, e G, à un sous-groupe de Li,e H de G, se fai't sur l'ensemble des

double-classes H\G/ B de la façon su'iuante :
rO

rt, = 
J*,."r""(î)hG)' 

(3'1'2)

Démonstration. Défi.nissons I'opérateur

T : Lz(G/8, y) -' L'z(H\G/" t 
urX",,BL2(H/H 

î\ sBs-|,x".,) )

€ H T €

de Ia façon suivante : v g e H\G/B, 
I Sef|r) e L2(H/HngBg-r,Xn.,) .

Tout a été fait pour que 7 soit une isomètrie, en efiet, pour tout { e L2(G/8, X,), en

définissant l'application ge € LL(G,/ B) Par gE . g . B ,- l{(g)l', à Iaquelle on applique
la formule (2.2.L2), on obtient :

w€ll:-^ : t.^ ̂.^ ( t, - .l€(r,g)P dh) d't(s)
nt@ JH\GIB \ JHTnnsBs-r'H\G'/B: 

t  ( t  -v,(ho'B)dit)  
"rEl: [ '^e€(i))d'sJa ' re, ,a \JuTnnsns- t  

-  /  Jc lB
f ^: I Êrglf di : ll€llI. .
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Enfin, I'isomètrie T est un entrelacement qui justifie I'équivalence (3.1.2)' vu que pour

tout gr € I/, on a:

' (n,,(ù€) : ( I:", "'G)atû))(a)(r€)' 
v € € 7{^'

en effet, si ! € H\G/8, alors on a:

vheH, , ( " , "@)€)(O)fo l  :  q*@)€(hg)
: €@-'hg) : re(g)@-'n)
: 

"(s)(y)("e (s))fnl
t f @: ( l.: ̂  .-o(s)d't(ol)tu)("e(s)) tol
\ J H\G/B

I

Remarque 3.L.3 L',inuerse de l'opérateurT s'obti,ent à l'ai,de de I'homéomorph'ismeT.
En effet,

T-L:  L2(H\G,/B; U LZ(H/HAgBg-t ,x, . , ) )  - -+ L2(G/8,7,)
g€H\G/B

assoc'i,e à toute foncti,on q : H\G/B ----+ 
u.X"r"L2(H/H 

ÀgBg-L,Xn.) '

I'appli,cati,on (::T-Lry € L2(G/8, 7) ,
qui. est défi,ni,e en tout po'int u €U de la façon sui,uante :
s i ,  ù :u .B ,onposea lo rs  w : :DEr (ù )€ (?c lRp ,  e t  ( " , t ) :T - t ( t l l )  €  R 'xV ,

l''image de u par { n'est autre que

€(") : \(H .f i2;,...t626". B)(stYi, ...s,Yi).

3.L.2 La désintégration d'une représentation monomiale en

irréductibles.

L'ecriture de zr;, sous la forme donnée par (3.1.2), n'est pas encore sa désintégration

finale, vu que les ieprésentations o(j) de H ne sont pas généralement irréductibles'

Cependent, ce problème a été déjà résolu par Ludwig et Baktouti dans [3]. On rappelle ci-

dessous leurs résultats essentiels à ce propos. Ainsi certaines notations qu'ils ont adoptées



seront conservées, sauf qu'on traite ici la désintégration d'une représentation monomiale
de H qui est induite à partir d'un caractère sur un sous-groupe fermé de .F/.

Notations. Dans toute cette section, on désigue par f un paramètre qu'on suppose
fi*é, ( donc ne jouant aucun rôle pour l'instant ).

1. On considère une forme linéaire lt € b*, et une sous-algèbre de Lie de [1, notee tt,
qui est subordonnée à It. On définit sur son groupe Kt - elip tt, le caractèrê X* :

X,, (exP x) : e-i<It'x> , YX e tt.

2. désiguons par fp l'espace a,ffine homéomorphe à lR' suivant

l p : :  I t  + ( k t ) L :  { " f  e  b * , 1 f ,Y  > :< l ' ,Y  }  YY  e t t } .

3. La représentation monomi ale indiXlr €st notee o(rt,Et)) et sa désintégration en
irréductibles s'écrit :

où I'espace de désintégration lf, ses éléments ft, sa mesure dÀt, ainsi que les
représentations p., € f/, seront précisés dans ce qui suit.

3.L.2.L Orbites saturées et orbites non saturées.

Aûn de déterminer I'ensemble d'indices décrivant I'espace de désintégration, on a
besoin de définir la saturation d'une orbite. On verra que cette notion ne dépend que de
la suite d'idéaux

b-+r ::  {0} ç ç t1i : :  uec.t 1Yi,.. . ,Y^ > ç .. .  ç br : [ ,  .

On s'interre.sse à I 'action unipotente de f/ sur b* donnée pa,r la représentation coadjointe

H x b* ---+ [r*
(h , f )  r - - l  h . f  :  AùhU)

Vu que Yr* est -Fl-inva,riante pax cette action, alors pour toute forme linéaire / € [1*, on
rencontre I'une des deux situations suivantes :

( i )  /+m.r;çH.f  ,
( i i )  /+nr;nH.f  : { f } .

Définition 3.L.4 Dans la Lè'" situation, on di,t que l'orbite de f est saturée dans la
di,recti,on de IRY'* : ît. Dans le second cas, H . f est non saturée.
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Remarque 3.L.5 La noti,on de saturati,on se défini,t pour toute act'ion uni,potente d'un
groupe de Li,e nilpotent N, connere et si,mplement connete, sLLr un espace uectoriel réel

V de di,mensi,on fi,ni,. En firant une di,recti,on pl,r un uecteur a eV qui, est N-i,nuariant,

tout éIément r €.V déterrni'ne une droi'te Lo: ï *lRo el on a l'un des deur cas préci,sés

ci,-dessus qu,i détermi,ne la saturati,on ou la non-saturati,on de l'orbi,te N . r dans cette

di,rection.

Considérons maintenant la base de Malcev de I relative à tt associée à la base ] :

(y1,..., Y-). On rappelle qu'elle est donnée par Xft) :: {Yir,...,Yi,} où les jp sont les

ind.ices deT"/" :  { i  e {1,.-. ,  m}, Yi çt '+l lr*r}.En plus, el le permet de définir ta

suite de sous-algèbres de Lie de [1 suivante :

( r t ) ' + l  : : t t  ç  ç  ( f t )È : : lRy j ko . . . o lRy j "o r t  ç  ç  ( f t ) t : b .

La remarque 2.L.2 permet de considérer pour les ir n'appartenarrt pa,s àl/*, donc
jr, e {j,+r
tt ( ceci en répétant la même manipulation décrite dans la remaxque : c'est à dire quand

Yi* e E' * bj**r, considérer un nouveau vecteur Yj* de t' frYi* * bi*+, qui prendra la

place deYi*, la nouvelle base obtenue est toujours une base de Jordan-Hôlder de b). E"

complètant la suite de sous-algèbres de Lie précédente qui pa.sse pil tt, on obtient celle

assosciée à )'(t) :: (vi@ :: Y|,,...,Y:(t) ,: Yi, ; Yi+r(t) :: Y|,*,,...,Y;(t) ,: Y;-)
qui est une nouvelle base de Malcev de f . Notons les sous-algèbres de cette suite par

( f t ) -* t  : :bt^+t :  {0}  E ( t t ) - : :  t l ' * :<Y}- ,  ç . . .  ç ( t ) ' * ' , : t ) ' ,+zÇ ( t t ) ' * t  :  f t

t ' : t ) ' ,+ t  ç  G\ ' : t l ' ,  ç  . - -ç  ( t t )o :  ' r f * :1Y i , , . ,Y j^ ,  ç  ç  ( t t ) t :  b ' r : r r '

Soit maintenant pour tout /c e {1, ...,r * 1} et pour tout / € lp, f* ,: "ft,,* Iu restriction

de / sur bl lrue corrme une forme linéaire sur cette algèbre de Lie, alors la dimension
de son orbite, notée dx(f) :: d,im( Hl . To ), Pour I'action coadjointe de H!:: e>rp(fri),
n'est autre que le rang de la matrice de la forme bilinéaire alternee a.ssociée à lt.

d*(f): dim ( ItI. fr,): 'u"s (((/, 14U),Yi,$)l))rso,n,s^).

II est clair que d"11(lt) : 0 puisque ft est subordonnee àtt, (Yi'$),41'(t) e et Vi,i' ) r*I,
et donc toute la matrice est nulle ). Oo a même d"+r(/) : 0 V"f € fs' : F + (tt)r.

Enfin, I'argument d'algèbre linéaire qu'on a souvent utilisé permet de définir de la même
façon que precédemment, un ouvert de Zariski Wf non vide de lp où toutes les formes
linéaires .f ont le même d*(il.( Il est donc maximal d'après le lemme 2.1.5). On pose

d4,: :p-o+ar(/)  :dnT)Y f  eW!,,
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Définition 3.1.6 Les éléments de Wt :: n Wl sont di,ts en posi'ti'on générale.
1(lc(r

Remarques 3.1.7 Soi,t f € fir.

1. Les o,ssert'ions su'iuantes sont équi,ualents :
(i) la II!-orbi,te de f est saturée par rapport à b',+t' ,
(ii') bi$,) Çtf,*t ,
( i i i )  d,u)+0.

2. On générali,se alors cette not'ion pour /c e {1, ...,r1 par l'équi,ualence :

ta lfr-orbi,te de f est saturée si' et seulement si, d*U) > dn+tf) .

3.L.2.2 Résultat de Baklouti-Ludwig.

Adoptons leurs notations que les auteurs ont utilsé pour établir leur résultat dans [3].

Notations.

1. Notons .It ( resctivement .Lt ), l'ensemble d'indices de saturations, ( respectivement
de non-saturation ).

F :  {k € {1, . . . ,  r } ;  d* > do*r}  et  L '  :  {k € {1, . . . ,  r } ;  d*:  do*r} ,

et posons Lt :: {kt < ... ak;}.

2. Ensuite, soit lt' le sous-espace a,ffine de fp constitué par les formes linéaires

frq : f * I oi Yl,* , o: ("' "'' oa) e IR'i'
L<j<i

3. tt étant homéomorphe à Ri, il sera muni de la mesure de Lebesgue :

V f t  :  f lq  € t ,  d ' ( f ) :  do.

4. Adoptons aussi la notation l33 po* l'ouvert de Zariski de lf décrit dans [3] à la
page 168, "sur lequel tous les objets suivants seront bien définis". Pour toute forme
linéaire f eto, nous considérons

* une polarisation b(l) de b "o f ,
* une base de Malcev X(l\ : (Xie), ..., Xlff')) a" ff relative à b(/t),

* une ba.se de Malcev UU') : (VlU'),...,Y:(f)) de b(l) relative à tt n b(/'),

* et enfin une base de Malcev tL(f) : (ulu,),...,utv)) de tt relative à rtnb(f).
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Dans ces défi.nitions, les entiers a,c et b ne dépendent pas de /t e !36. Eo outre tous
les vecteurs XIU\,Y;(f) et Uj(f) varient de façon rationnelle et C* avec f :

ftq e l1[, ils sôront nôtés respeètivement dans cet ordre Xi(t,o),Yi(t,o) et Ui(t,o)

oii'l" p*ulrrètre o décrit I'ouvert de Zariski de lR.i noté Ot ,: {o € Ri, fO', e W")
qui est homéomorphe à Ef, En particulier les dénominateurs de ces expressions
ne s'annulent pas sur Ot. Baklouti et Ludwig ont bien détaillé dans leur article [3]
Ie processus de construction de tous ces objets, qui se fait par récurrence. Nous
allons seulement énoncer leur théorème 3.3 juste après la définition suivante :

Définition 3.1.8 Pour f €|f,o', dési,gnons par

- b(/t) la polari,sati,on ci,-dessus, et

B(f \ : :  exp (b(/ ' ) )

son groupe de Li,e,

- Ia mesure
d,tt :: dpt17r1761yt1"r, (ri)

qui est B(ft)-i,nuari,ante sur B(ft)/ B(f') À Kt et qu'on obti'ent grâce à Uff).

Alors on défini,t I'i,ntégrale

Ts6r1,xr€(h):: €(hu)x,,(u)dù (3.1.3)

Ceci, estqui, eri,ste pour toute foncti,on de Schwartz { dans S(H/I(,X,) eth dans H.
justi,fi,é dans lQ où Coruti,n et Greenleaf prouuent que

TB6t1,x, : S(H/Kt,y,,) ------+ S(H/B(f),Xy,)

€ r-..--+ Te6r1,xr€

est une appl'icati,on li,néai,re, conti'nue et suriecti'ue.

Théorème 3.1.9 (BaMouti-Ludwig). La dési,ntégrati,on de la représentati,on monomi,ale

oltt,tt) : ind,'*rXr, en i'rréilucti'bles est donnée par

Ë

Iur*,r"r,'rn*'
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où l'espace de d,ési,ntégrati.on Û, est l'ouuert de Zari,ski, préci,sé c'i-dessus, qui, permet Ie

choi.r conti,nu de polari,sations b(ft) de t7 en f e tr.
(On rappelle aussi, que d,Àt est la tnesu,re de Lebesgue sur |0to et P t, 

: ind,f,çr1Xy, e H).

De plus, l'opérateur

(Jt :  Lz(H / I(,  X,,) ------+ L'(to; U Lz(H / B$'),X) )
rétib 

r (3.1.5)

€Hu '€

qu'on défini, au début sur S(H/Kt,y,,) par :

Û(€)(f) :: T3ç,1,xr€,

( cette erpress'ion étai,t préci'sée d,ans (3.1.3) pour tout € e S(H/K',\*) 
"t lt eE:ù,

cet opérateur se prolonge en un opérateur li,néai,re et isométrique sur L2(H/Kt, Xrr) Qui,
entrelace les deur termes de l'équ'iualence (3.I.4).

Démonstration.
Voir le théorème 3.3 dans [3].

I

Remarques 3.1.10

1. De mani,ère plus erpli,ci'te, le résultat précédent se résume en

o( r t ,E t )=  
I : . * ,P , t " rd ,  

(3 .1 .4 ) '

et que ces deur représentati'ons sont entrelacées par

(Jt : Lz(H / I(, X,,) -+ L'( O' t 
"yo, 

L2(H / B(fi"),Xri"r) ) (4.1.b)'

où pour tout { e S(H/Kt,X,r), et o € Ot, on a : Yh e H,

I

l(6;1o11lz; : Taç1"r1,x,t(h): l^... . €(hu)x,,(u)dù
J BUL)/B$1"1)nx'

: [^ - e (n lr rt (t, o) . ..a.:%çt, Q)) x,, (v rh(t, o) . . .v "Y.(t, 
o)) da

JlRc \ .

aaec une uari,ati,on rati,onnelle (C* ) des uecteurs Yi(t,o) par rapport à o e Ot.
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2. Ajoutons que dans l3l, i,l a été prouué que l''inuerse de Ut noté'W est l'opérateur

vt : L'( o' t 
"yo, 

L2(H / B(f[),x,i") ) ------+ L2(H / Kt, X,,)

tel que I'i,mage V'(rù d'un uecteur q

Ot ) o Lq@) € L2(H//B(f("),x,,r,)

est donné par la formule sui,uante :

. f
v?ù(n) : 

Jo,'*',trr'v(n(o))(h) 
do

: t 
lu,n@(n@{r(t,o)...u6t}6(t,o)))xru,,, 

(u{t1(t,o)...u6(16(t,o))d,u d'o.
" / e t ; f su . . . \  

' ' /  

( 3 . 1 .6 )

3.1.3 La désintégration finale.

Une autre façon d'énoncer le théorème 3.L.2 est la suivante :

Théorème 3.L.2' La restriction de r -- iruIlX, € ê, au sous-groupe I{ se d.ésintégre en

1ert,. = 
Jr.u,"(0,@)lF(t)ldt, 

(3.1-2)',

où on por" o(ô(t)) : indÏrr,rx,,:: o(tt,tt) pour tout t eV ,

( avec Ô(t): fi26,...ta2;o e U et KôG): H nÔ(t)BÔ(t)-t :: I( dont I'algèbre de
iie t' :: Log Kt est subordonnée à la forme linéaire It :: Affô(tXl)r,, € b- ).

L'opérateur 7 qu'on a proposé dans la preuve de ce théorème s'écrit alors

T : L2(G/8, y,) -----+ L'(V ; 
nQrt"@71(,x,) 

)

€  r+  T€ :  V> t r+  H '€ (ù , rC ,  eL2(H/ I ( ,X , , )
h è €(hô(t))

Ensuite, il suffit de combiner ce résultat avec Ie précédent pour obtenir Ia désintégration
de zr1, en irréductibles, qui est

rt" = 
I: ( I: 

p,t do) tF(t)tdt .



6€(r,  o)(h):  
; [ .

On obtient corlme opérateur d'entrelacement

5 : L2(G/8, y,) + t ' ( ,  ,  
nurt ' (O' 

,  
" |o,no, i"r))

€ r - - - -+6€ :  t r ->6{ ( f )

avec 6€(t) :ut(r{l) : Ot

dont la valeure en un point h e H, devient grâce à la première remarque 3.1-.10 :

e (n,(zrrr( t,o)...u.Y.(t, o)) (t1Zi,...t6Z;"))r,,(uf1(t,o)...u"Y.(t,o))d,u.

Remarque 3.1.11 En fai,t, dans la forrnule c'i-dessus, on a supposé que Ia codi,mensi,on
c de tt n b({,1) dans b(f(.r) est Ia même pour tout t eV et o € Ot. Ceci, est tout à fai't
légi,ti,me comme on l'a souaent justi,fi"é par le lemme2.l.5. On peut même aller plus loi,n
et consi,d,érer au li,eu d,e l'ouuert {(o,o),u €V,o e Otl de IRd x Ri, un ouaertt deRd+i
uéri,fi,ant "la propri,été de li,ssi,té" qLl'on erpli.que et qu'on justi,fi,e dans le rappel sui,uant.

R"appel. Il est utile de rappeller quelques détails techniques dans la construction dss
vecteurs Xjjfi,Yj(fïl) etuj(frr) introduits précédemment comme dans [3]. Dans leur
article, les auieurs utilisent un raisonnement par recurrence sur s € {0,...,di'm(h)} ef
effectuent des remplacements du type

4*,({,r) * 4+,({,,t - ,(&lj*.'!rj",J,l.'f#11, w*,ui"t)
$(a, lw!*r({,1 ), Ts+t\r 1o1 ) t I

pour certains vecteurs des bases coexponentielles considérées. Pour t fixé dans V, Ia
variation rationnelle par rapport à o € IRi des vecteurs

$ft ' r r1 :Si( t ,o) ,  (4:  x ' , ,Y;  ou q)

était alors une conséquence immédiate de cette construction qui fait de ces vecteurs des
fonctions rationnelles et C- stlr Ot. Le même argument reste valable pour généraliser
cette propriété sur un ouvert de Zariski 2û non vide de Rd+i de sorte que si on note un
élément quelconque tr.r de 2[ comme

* : ( . r r . . . ,wa+r ) :  ( t : :  ( r r , . . . ,wa) ,  o : : (wa+r , . . . ,wa+; , )  )  g  R 'XRi ,

alors on obtient que t € V et que les fonctions S.i, ( Si : Xi, Yi ou tli ) ,

Si: 2U ç Pa+r
w:  ( t ,o )

--+ rt
r-----+ Si(t,o) : fi(ftù)
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sont des fonctions rationnelles bien définies sur 2[.

La conclusion de l'étude de la désintégration de zr1, en irréductibles, se résume dans

le theorème suivant :

Théorèm e 3.L.L2 Consi,d,érons la représentati,on uni,tai,re et i,rréd,uct'ible r : ind""X,

de G associ,ée à la forrne li,néai,re I e g*. La dési,ntégrati,on en représentati,ons uni'ta'ires

et i,rréduct'ibles de sa restri,ct'ion au sous-groupe fermé H, s'obti,ent de la façon sui,aante.

- On prend nos bases de Jordan-Hôlder Z et ! respecti,uement de g et b de telle sorte
que y soit formée par des aecteurs de Z.

- On détermi,ne l 'ensemble d' i ,ndi,cesT(lr,b):: {ù,.. . , ia} et l 'ouuert de Zari 'ki 'V de

Rd caractér,isant I'ensemble des double-classes H\G/B par Ie théorèrne2.L.9.

On muni,t H\G//B de la mesure

atg) : lFs,a{t)l dt

qu'on a préci,sée dans le théorème 2.2.10.

Pour  tout t  eV,  on 0,  une sous-a lgèbre de L i ,e  de\ ,  notée t t :bnAdÔ(t )b,  qu ' i

est subordonnée à la forme li,néai,re lt: AdiÔ(t)(r)fo € b*.
En cherchant les i,ndi,ces de non-saturati,on pour les orbi,tes des forrnes li,néai'res qui'

sont en posi,ti,on générale d,ansl1r:lt * (t')t, on obti,ent un ensemble d,'i,ndi,ces
L t : { l q< . . . < / cn }  -  L ,

qui, est le même pour presque tout t eV, ( dans un ouuert de Zari,ski, deV )-
Il permet alors de défi,ni,r sur \ les formes li,néa'ires décrites dans la secti'on 3.1.2.

f  ( t ,o) , :  f lq: I t  *  D ot Yl,* ,  o: (ot, . . . ,  oa) € lRi.
rsisi

On construi,t ensui,te, -grâce à13], un ouuertt de Rd+i dans lequel on a

* un choi,r cont'inu

C : t  > (t ,o),----  O(f(t ,  o)) çb,

de polarisati,ons b(/(t, o)) de \ en f (t,o) € b* ,

,r la propri,été de li,ssi,té est uéri,fi,ée pour les foncti'ons

xi, Yi, Ui :  t  ) (t ,o) t-* Xi(t,o), Yi(t,o), Ui(t,o) € b,

qui, forment des uecteurs respecti'fs pour
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. ' t lne base ile Malceu æ(/(t,o)) : (Xr(t, o),..-,X"(t,o))
d,e \ retati,ue à b(f (t, o)) ,

. 'uTL€ base d,e Malceu D(f Q,o)) : (Vr(t,o),...,Y(t,o))
d,e b(f Q, o)) relati,ue à tt n o (/(t, o)) ,

. ,t!,r le base d,e Malceu u(f $,o)) : (ur(t,o),..., U6(t,o))
d,e tt retatiue à tt n r (/(t, o)) .

- On note maintenant pour tout w : (t,o) € t, la représentati,on un'ita'ire et

i,rcéducti,ble de H,

p(w):: Prr", : ir4urr,o11xrtt,") € H'

Alors, on a

@ rt, = f P@) d,w, (3'1'7)
JW

où Ia mesure d,w sur t ç Ro*,' est d,onnée pour w : (t,o) e IRd x R'i par le produi't

dw : lF(t)ldt ao ,

F: Fqn,e1 , dt et d,o sont les n'Lesures d,e Lebesgue respecti,uement sur IR.d el Ri.

@ L'équi.ualence (3.L.7) est m,ise en éu'idence par l'entrelacement i,somètri'que sui'uant

o : L2(G/8, y,) t'(. t li ?t^-, d'w)

€  r - +  g € :  I n  r + 6 € ( u )

où pour tout w : (t,o) €t, t 
s€("), 

ç e 7{p*,1: L2(H,/B(/(I '  o)) ,xyç'1)
h t+ 6{(u)(lz)

est donné par

g€(r, o)(h): [^.e (n("rrr(t,o)...u.Y"(t,o)) (t1zi,...t6zi"))x,,(u1Y1(t,o)...u"Y.(t,o))d,u.
JR"

@ L''inuerse de cet opérateur d'entrelacement est

5-1 : t '(, ; If i  x^-,  ̂ ) --+ L2(G/8, v,)
q r--+ 6-t(rl)

qui, a pour erpress'ion



s-t(,?) :T-L( (("r) ) , où

o l'opérateur T-r est donné dans la rernarque 3.1.3 ,

.  pourtout q r t '( t ;  I i  Hor-, d*), lopérateur

((t) e t'2(n'ç7n ; U L2(H/H isBs-t,x,.,))
geH\G/B

est d,éfini, en tout poi,nt g:6,Q) etlt,çt €V) , po'r :

C(,lXt),:ÇUùG) : v'((r) € L2(H/Kt,x,,)
H-+C
h ((('rXt))(t )

aaec . Vt est l'i,nuerse de (Jt dont l'erpress'ion est donnée par la forrnule (3.1.6),

et . où on d,éfini,t €h € L'( O' , 
"9, 

L2(H / B(ffi,x,i"r) ) sur l'ouuert

d,e zari,ski, non ui,d,e ot :: 
{ 

, a Rn, (t, 
"1 

ew\ d,e Rn, par

€,,, Ot ) o r-----+ rt\,o) € L'z(H/B(1(t,o)),X1,,"1).

Donc ((rfXt) est la foncti,on de L2(H/I(,y,,) sui,uante :

((ryXt), o - 
[^r | [,(z(t,,))(a 

(u]]{t,o)...u6u6(t,,)))
JOt L JRI

X yç,"1(up{t, o)...u6U6(t, o)) do 
) 

a".

Démonstration.
La seule partie qui n'a pas été prouvée encore est le point @ concernant l'inverse

de I'opérateur 6. Sa preuve découle immédiatement de la deuxième remarque 3.1.10
et du théorème 3.4 de [3]. 

I

3.2 Désintégration du produit tensoriel.

Dans cette partie, on va donner une solution au problème de la désintégration du
produit tensoriel r18n2 de deux représentations unitaires et irréductibles de G. Il s'agit
donc d'une application directe du resultat précédent puisqu'il suffit de considérer



t  
G : :GxG

qui est un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe ayant

Ç : : gxg

comme algèbre de Lie,

o Ia représentation unitaire et irrfiuctible

fI:: nt x rz

d,e G, dont I'espace est le produit tensoriel (voir [22]) de ceux de n1 et 12 ;

7{n: '}1n'67{nr.

7\8r2 est alors equivalente à la restriction de fI au sous-groupe fermé de G, noté fn,

formé pax ses éléments diagonaux.

1187rz= [ lo ,  où A:  { (g ,  g) ,g  e G}: ,  ]HI .

Grâce au théorème 3.1.L2, on sait désintégrer cette restriction en des représentations

unitaires et irréductibtes du groupe 1lil qui s'identifie avec G.

3.2.L Application de l'algorithme de désintégration.

Réalisons nos représentations 11 et T2 de G par

tri :rt(Ii,b): ind,G, Xr, € ê,

oùpou r j : L ,2 ,
- bi est une polarisation de g en Ii € g* ,
- yr. est le caractère sur ,B3 : exp(bi) défini par

x,, (exP x) : 
"-i1l5tx'. 

, YX e bi.

Notons 7 p (\,12) la forme linéaire sur ç : g x g qu'on définit par

l : ( I t , l 2 ) :  gxg  +  R .  €  ç * .
Z=  (X ,Y )  r - l  < l ,Z ) : (  h ,X  )  I  <12 ,Y  >
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Alors II est la représentation unitaire et irréductible de G, induite à partir du caractère

X,(exp Z) : e-i<I'(x'Y)>, V Z: (X,Y) € b1x b2,

du sous-groupe IE :: Br X 82: ery(br x bz) , à G :

fI : \ X 7r2 : indZlT",xu,,,,, € G.

En fait, son espace L'(G x G/ & x Bz,X<,r,rrt) n'est autre que

f2 (G78, y,) : L2 (G,/ Br, X,,) a f'z @7 Br, x,,).

3.2.L.L Notations et choix de la base pour Ç.

Partant de Ia base de Jordan-Hôlder Z : (2y..., Zn) de g, on se propose de définir

une "bonne" base de Jordan-Hôtder (Zr,...,Zrn) de I dans le sens qu'elle permet de

- construire une ba'se de Jordan-Hôlder

(Yr, ..., Y,) pour An ,: {(2, Z), Z € g} : Lie$n)

formée par des vecteurs de la ba.se de Ç,

- déterminer facilement les indices Ï(An, b1 x b2) pour I'ensemble des double-classes

[illGZB en fonctions def /" et t'/u' .

Un choix qui convient trés bien est donnée par

Z, ,-- [ \4t,zù. si i :2i - 1 est imPair

| (zi, -zi) sî i : 2i est pair 
'' 

U € {1' "'' n'})'

La ba,se de An est alors donnée pa,r les Yr' :: (Zi, Z) : Zzj-t, i :1,...,n.
Notons enfin que la suite d'idéaux de Ç qu'on obtient de cette base est

Çzn+t t: {0} ç Ç Çzi+t : Dêct l Zzj+t, -..,Zrn }-- [i+t x $i+r

ç Çzj : uect l Zri,Zri*t, ...,Zrn ): ilj+t x 9j+r @R(Zi, -Zi)

ç  Zz i - r : 9 i x9 i  ç  ç  Ç r :ued<Zr , " ' , Z rn> : ç '
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3.2.t.2 L'ensemble des double'classes.

vu que T.n 'on -  
{z e 1r,  . . . ,2n},  Zn É Ln* Ç+r) :  {z i ,  i  :  L, . . . ,n) ,

a lo rs  ie  n :nn 'onnOs/oÙt ' z  s ie tseu lements i  i  es tpa i r ( i :2 javæ, r€ {1 , . . . ,n } ) ,
et vérifiant

z6 :  (z i , -z )  ç  b1  x  b2  *Ç+t .

Mais b1 x b2 tÇ+t:  (br  *gr+r)  x (bz +gi+r) ,  et  donc n:  {2 i ,  i  eTnru'  uf ' " } .

Proposition 3.2.I-
I(An, b1 x b2) : {zj, j  eT(byb2)). (3.2.1)

Démonstration.
Tout d'abord, gardons la notation îl pow l'ouvert de Zariski non vide de G où

I'ensemble d'indices I(br,b2) caractérisant l'ensemble des double'classes Bt\G/ Bz est
donné par la formule (2.1.5)

T(br,bz):  { j  efr"  aTn/o' ,  Vg €î ,1,  z i  #\+ Ad,gb2*gr+r} .

Il s'en suit que I'ensemble définit par

[J ': {{nr,nr) e G, elte, €u}

est un ouvert de Zariski non vide de G. C'est lui qui nous permettra de définir I'en-
semble d'indices I(An, b1 x b2) caractérisant m:.G,2ts par la formule analogue à (2.1.5)
suivante :

l l(An, b1 x b2) : 
{, 

. l l , v(gr, gz) eW, Zn É Ln+ Ad(gr,gz) (btx bz) * Çr*t).

o Commençons par prouver I'inclusion' )' pour l'égalité (3.2.1).
Soit donc j e T(br,b2) et posons i :: 2j qui appartient déjà à ll puisqu'on sait que

T(br,br)  Ç T:I l ra '  nf / ' "  et  que n:  {2 i ,  i  ef 'o '  ut ' 'u ' } .

II sufit alors de montrer que V(g1, 92) e lU,

Z i : (Z j , -Z j )  ê  Ln+Adgr  (b r )  x  Adg,  (bz)  +  g j+ r  xg j+r ,  Q.2 .2)

ce qu'on prouve par absurde. Supposons qu'il existe une couple (gr, gr) e Ï.I pour
lequel (3.2.2) est fausse. Ecrivons donc

(zi,-zt) : (v,v) + (Ad h (Xù , Ad sz (&) )+ (u,v)



pour certains vecteursY,Xl,Xz,U et V respecivement dans g, bybz et gi+r.

La soustraction des deux égalités du système obtenu

I  z j  :  Y+Adh(xù+u
\-zt :  Y+Ads2(x2)+v

permet de tirer que Zi : Ad, s, (+) + Ad g, (+) *' ;' '

II est clair qu'en appliquant Ad grt et en regardant modulo gj+r, la dernière égalité

donne

zj = + * Ad (g,'gr) f*l mod,ls1a1l

€ br + Ad g (b2) mod lgi-',1

où 9 :: gtLgz € U (par définition de U ). Ceci contredit le fait que i €T(bL,b2).

o Pour I'autre inclusion : I1An, b1 x b2) ç {Zi, i eI(fu,br)) , partons d'un indice

i du premier ensemble, il est donc pair (i::2j) J ca,r on sait d'après ce qui précède

qo. Î1an,b1 x b2) c r c {zi, i  ef lo' uf ' ' }  .
Utilsons de nouveau un raisonnement pa^r absurde. La formule (3.2.2) qui sera

contredite provient de la défrnition même de Ï(An, b1 x b2). En effet, il existe un

ouvert de Zariski non vide lU' de G où on a

Y(gr,sr) € U', (zi,-z) É an * Ad' h (bù x Ad gz (bz) -F gr+, x gi+r'

1è'" étape. Elle consiste à prouver tout d'abord que j eT - f '" nf /o' '

Supposons que ce n'est pa.s le cas, par exemple que i ç f 
'o'. Soit donc & e bz

qui vérifie Zi - X, € 1i+t, et alors pour tout I € G,

Ad s (Z) : Ad s (X2) mod lgi'rl
= Zj mod lgial

Ainsi, on peut définiï pour tout g € G, un vecteur Un € gi+, de sorte que

zj : Ad' g (xz) *Ur

On peut maintenant tirer Ia contradiction en ecrivant pour tout (gt,gr) € U',

(zi,-zi): (z,,zt) + (o,.l,agze2xz)) + (0,-2un,).

2è-' étape. Vu que i €T ( d'après I'étape 1 ), on a alors



j  #I(bbbz) <+ Zi eb1+ Ad9b2* [i+t, Y s € U,

c'est ce qu'on suppose.
Soit (g1,g2) un élément de I'ouvert de Zariski non vide de G qu'on définit par

LJ" r: [J'n lU. Ainsi g :: gtLgz €1,1, on lui considére alors des vecteurs X1, X2 el
[/ respectivement dans b1, b2 et gi'rl tels que Zj: Xt+ Adg(X2) +U-
D'où Ad gt (Z) = Ad gt (Xr) + Ad 92 (X2) mod lgi',] et Zi s'écrit alors

zi : Ad h (xù + Ad 92 (x2) +V avec v € g,i+r-

Posons enfin Y :: -Ad, g1. (Xù + Ad gz (Xz), on vérifie facilement que

(2,,-zt) : (v,v) + ( Aa g', (2Xr) , Ad sz (-zxr) ) + (v,-v)
€ An * Ad h $ù x Ad s, (br) + 1j+t x 1i+t

ce qui est impossible à cause de (3.2.2) puisque (gr,gz) € U', et alors j eT(b1,b2)-

I

Notations.

1.  Notons ï(br,br)  : ,  { i ,  < . . .  < ia] ;  et  [ (An,b1 x b2) : :  { i r ,  . . . , ia}  ,  ( fu : :2 jp)-
L'application qui lui correspond comme dans (2.1.6) est

pa  - )  G :GxG
(h, ..., ta) r----+ trZa...taZu : (hZ jr, -tt Z ù...(t6Z i a, -taZ io)

Par suite, l'ouvert de Zariski de lRd homéomorphe à celui de HIfGZIE qu'on
obtient du théorème 2.L.9 est {t € Rd, Ô(t)-'Ôet) eU}, où @(t) : fiZi,...taZio
pour tout t : (h, ...,ta) € lRd. Son intersection avec {t ç R1 Ô(t) e Ll}, notee V,
est un ouvert de Zariski de lRd valable à la fois pour IHI\G /ts et pour 81\G,/ Bz.

2. Désignons pax F la fonction rationnelle définie sur 7 qui munit ltilfG,zlE de sa
mesure décrite dans le théorème 2.2.LO.

3. Soit pour t € V, la forme linéaire ssr g, notee (l'r,6') et défi.nie pa,r :

(Fr , l ; ' ) :  sxs )  (X,Y)  r - - - - -< Atô( t ) ( I r ) ,X >+< AtÔet) ( lz) ,Y >€ R.

Sa restriction sur An s'identifie alors avec lt :: Aù Ô(t) (Iù+Atr Ôet) (lr) e g*.

4. Si , € V, on pose

bt, x b;t :: Ad, d(t) (bt) x Ad Ôeù (br) :' Lie(Bt, x B;')

qui est une pola,risation de I en (I'r,,6'), et on note tt xtt son intersection avec An.
C'est clair que tt est la sous-algèbre de Lie de g obtenue pa^r I'intersection

Ad ô(t) (b,) n Ad ôeù (bz) : t, .



Donc les représentations de IFil,

o(t ) : : " ( [ i l . (o , ,or)  . ts)  où te v ,  ]HI ' (gr ,gr) 'B: l f i l ' (d( t ) ,d(-O) 'B

qui apparaissent dans la première désintégration (3.1.2) coûlme on l'a énoncé dans
le théorème 3.L.2, s'identifient aux représentations de G, -qu'on a notées o(tt,pt)-)
et qui sont iduites à partir du ca,ractère X,, de Kt : exp(tt).Ceci permet d'énoncer
un premier théorème pour la désintégration du produit tensoriel n1@ 7r2.

Théorème 3.2.2

n1c '2 = f o(g)atd)
J Bt\G/Bz

N 
J, 

o\t,tt) lF(t)ldt ,

où oçr,rr1_ ind,"*rXt.

Démonstration.
On applique le théorème 3.1.2 à Ia représentation II du gïoupe G, restreinte au

sous-groupe [{. L'étude ci-dessus donne immédiatement le résultat.
I

Remarque 3.2.3 Les formes li.néa'ires It : Aù Ô(t) (tr) + Aù Ôet) (12) associ'ées
aun représentations 

"(6,@),t 
e V, apparti,ennent à G.h + G. lz. Ceci' nous rassure

pui,sque d,ans 1111, Ki,riltou prouue que les représentati,ons o e G qui apparaissent d,ans la
dési,ntégrati,on du produi,t tensori,el T r Intz correspondent aua orbi,tes qui, sont contenues
dans la son'Lnxe des orbi,tes Clr * Clz, oùQi:: f l(r-r-) : G.Ii, j  :I,2.

3.2.L.3 Les indices de non-saturation.

Rappelons que pour presque tous les t € Rd,, on a la même base coexponentielle

ZG\:: (Zjr,...,Zi) où les j1 sont lesindices def /" : { i e {1,..., n}, Zi #t'+gi+r).
II est donc justifié de supposer Ia constance de cette base de Malcev de g relative à
toutes les sous-algèbres tt pour t dans V. On note comme avant {(tt)o}r.*.,"*, Ia suite
décroissante de sous-algèbres de Lie de g qui en résulte

( t t ) '+ l  : : t t  ç  ç  ( t t ) k : : lRz jeo . . .oRz j "o f t  ç  ç  ( t t ) t :g .

On cherche ensuite l'ensemble des indices de non-saturation. Il est aussi indépendant de
t eV et donné pæ L : {k € {1, ..., r}; dt : do*r): {kt
on peut pa.s avoir plus de précisions quant à ces indices qui dépendent des choix de
polarisations. On recommalrde I'exemple suivant pour souligner cette dépendence.
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3.2.t.4 Exemple.

Soit g I'algèbre de Lie engendrée par < Zb ..., Zz ), avec les seuls crochets non nuls

lz1, zsl: 27 lz2, zsl: zg lz2, 26l: 27

lzr, Znl -- -Za fza, zs]: z7

II est clair que la base Z formée pax ces vecteurs dans cet ordre, est une base de Jordan-

Hôlder de g -: Lie(G). De plus, il est évident que le centre de g est ô : RZz et que toute

formel inéaire l  eg*, '  ooorrol l "suâ, apourorbi te G.f  :AtrG)f  :  T+âL'
Considérons une forme linéaire I e g* ne s'annulant pas sur les vecteurs Zz, Za, tt Zs.

7

l :  I afi l , d,5,e,6,d.7 € IR*.
i :L

Son stabilisateur est alors réduit à 3 : g(l) : IR'27' Cependant' il y'a plusieurs po-

Iarisations de g en l, on en choisit bt,bz,bs et ba données ci-dessous, et on note les

représentations zq :: i,n6.X,, i: L,2,3,4, qu'on distingue de leru classe d'équivalence

dans l'ensemble des représentations unitaires et irréductibles notée n, €. G.

b1 :: ued 1 Zz, Za, Zs, Zs ),b2 ;: uect < Zz, Z+, Zr, Zt ),b4 i :  ued < Zz, Za, Za, 21)

et

b3 :: aect, 1 27, Z6*a6Zs*asasZz*o,6221(1+{)Zt, Zs*asZs*Zz**Zu Za*aaZz } .

1. Désintégration de z'1 I rz.

Vu que h*bz - g, alors T(bt,bz): A ef Bt\G/82 æt trivial. Cette condition qui

sera exa,minée dans la suite est évidemment nécessaire pour l'iréductibilité du produit

tensoriel. Par contre, elle est insuffisante comme on le verra sur cet exemple.

Ainsi, d'après le théorème précdent, on a

11 8 7t2 = o(t,tt), t : 0, oçr,t 1 : ind,"rrnrrXrr.

La base de Malcev Z( t ) : :  (Z i r :21, . . . ,2 j , :  26)  de g re la t ive à t :  \ îbz-  RZz,

donne la suite

V+L -1 . : gz  Ç  Ç  t k : :RZ3*O . . .QF ' .Z i ,  @ F .Zz :5x  Ç  Ç  t ' : g ,

et en calculant, -pour une forme linéaire f € ht : 2I * tI : 2az ZT + RZ-Ë O ... O RZi-'

tous les stabil isateurs tf t(f t ,*) :gr("fr) :  {X € 9r,, 1 f, lx,gt] ):  {0}} '  k: 1," ' ,6,

on détermine l'ensemble des indices de non-saturation qui est
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f : {k € {1,...,6}, gr(/*) *go*, Y f e ht en position générale }

Lacalcul donnepour I :2azZî+Dt, B6Zi e 121, ( où Én € IR, i : 1,...,6 ), que

go( /o )  :  9o  ç  9z  +  6eL,
gs(/s) : gs ç go ===+ 5e L,
ga1ù :  9a c 9s =:+ 4ÉL,
gs ( , f s )  :  uec t  lZz ,Z6Zs-#zu ,  ç  g t  +  3eL ,
gzffz) : uect< Zz, Zz - #*Zu * tZu, c 5s =:à 2 # L,
g(/)  :  9z c 9z ==+ lçL.

On en déduit que -L : {kr :3,lcz:$,ke:6} et que I'espace de désintégration 23 est
l'ensemble des formes linéaires

f@):2t  + D oi  Z* i  ,  o:  (or ,or ,q) e JR3
ki€L

qui sont sur la même orbite G .21 : lzt : 2l + ât :i O(r").
Enfin, la formule (3.1.4) donnée par le théorème de (BafuoutïLudwig). donne

o1zt,e1 æ 
l* o, d'^'U')

N [* o" d,o
Jn, 

' r(")

où Pr<"1 : i'4$r"r)Xt("\: r, e ê'
Utilsons en seconde étape les deux autres représententes de la classe de zr, pour vérifier
qu'on a toujours r,8 n, - Â*, Tr, fu.

2. Désintégration de zr3 I ra.

Du fait que
- t ' / ' "  :  {4,8,6}, f  

/ 'n :  {2,3,5} et  donc T: {b}
-  Zs (be '+Ad '  g  (b+)  *go :  bs*  ba  :uad  1Zz ,Za ,Zs*  Zz ,Z$Ze,21>  Yg  eG

découle que Z(b3, ba) : {5}. Remarquons qu'on rencontre ici un cas particulier qu'on
a déjà discuté, c'est que ba est un idéal d" g, et donc I'ensemble des doubleclasses
&\G/84 n'est autre que BBB4\G qui est homéormorphe ( même difféomorphe ) à lR,
et s,(t) - Bz .tz| . 84 vr e lR.

Ensuite, il faut calculer la fonction rationnelle F' e R(X1 ,...,Xa) qui donne la mesure
sur ]HI\G/]B. Matheureusement, bienque cet ensemble de doubl+classes est caractérisé
par les mêmes indices, le même ouvert de Zariski 7 de IRd, ils n'ont pas la même fonction
qui défrnit leurs mesures. C'est ce qu'on peut mettre en évidence après le calcul suivant.
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o Pour déterminer F qui donne la mesure sur Bs\G/B4,"remarquons" que
- bs n Ad g (ba): be n bt : uect I Zz,Za+ *Zr >, il s'en suit que Ia base

coexponentielle déterminant Bs/BBn84 est donnée Pax (Yi'Yir) où
Y j r :  Z+*aaZa ,  e t  Y j r :  26*a6 (Zs*asZs t ,  Zz )  + (1+  * ) z r .

- pour tout f € lR et tout couple (sr, s2) € R2, on a

stYir.szYir.tZs' Ba: szdaZz.sp6Zs.(t * s2a6 - "fÉ"u)tu' Ba .
- enfin, par un simple changement de variable, on justifie l'égalité

;( f lo,rGrouz2.s1d6zs.(t 
+ s2a6 - 

fflzs' Bn) d"s1d"s2)*7 at :

I p@rzr.wsZs.wsZs' Ba) d,w : t p(s' Bq) di] ,
JR3 JG/84

pour toute fonction g eC.(G/F.4).

Or, le premier membre de cette égalité n'est autre que

f f ^ f . f
l ( l  ç(trYi, .s2Yi,. tzs.Ba)d,sf i ,s2)a?uat: l ( l  v(hexp(tzt).84)diL)lF(t) ldt

./R JIR2 JIR J Bsl BsnBa

où on pose ,t' la fonction rationnelle sur R qui vaut la constante ofr. Compte tenu
du dernier membre de cette égalité, on en deduit que c'est F : F1B",Bny la fonction
qui définit la mesure sur B3\G/Ba.

o Pour déterminer maintenant IF, il faut écrire l'égalité suivante, qui se justifie par la
résolution d'un système provenant du passage des coordonnées de seconde espèce
à celle de première espèce.

Pour tout (tr, 
"r, 

s4r sb: s6,t) € lR6, on a

s2Z2.ssZs.saZa.s5Zs.s6Z6.tZs' Bs : waZa.wsZs.w6Z6' Bs
s2Z2.ssZs.saZa.s5Zs.s6Z6.(-tZs)' Bn : u2Z2.usZ3.t' Zs' Ba

(u2,us, t ' )  :  ( " r ,  t r ,  ss  -  t )

avec 
w4 : s4 - 93=ve5

ws :  s5*t- ' Ï i+ (3 '2 '3)

w6 :  s6-s3s4+*+W-W

On se sert de ces égalités pour effectuer un changement de va,riables dans I'intégration
d'une fonction O e C"(G/ts) :

f^ 
* ( (rrzr.rrZs.saZa.ssZs.s6Z6.tZs,s2Z2.ssZs.saZa.ssZ5.s6Z6.(-tZs))' fA " "n))JR.6 \

(ds2...ds6) dt



qui n'est autre que

Âo,.u I I^,.^^uo( {4, h)(exp(tzs),exp(-tzs)) B) d@|'h)lar(ftil 't(zu,-zu)'ts)

D'autre part, vu que la bijection ("r, 
"r, 

s4, sb: s6, t) r--+ (*n,rur'ut6,'ttr2ruzrt') est un
difféomorphisme de lR6 dont le Jacobien est 1, alors en efiectuant le changement de
varibale décrit par Ia formule (3.2.3) cette intégrale devient

[^^ 
*( @nrn.rszs.u6z6,u2z2.u3zs.r' zu) ' (8, t Bù) ar^ d,ws d'w6 du2 d,us d,t'

JIR.6 \

qui vaut

t  -  o( (g,e') .B) d(g,g') ,
JGIB

ce qui prouve que 1F est la constante 1.

Passons enfin au résultat donné par le théorème 3.2.2 qui se traduit par

,.s}na= [* olrt,tt) lF'(r)ldt , avec
"/R

oqtt,tt) - inf*x,r, oir on pose lt : Aù exp(tzs)(\ + 'qd* exp(-tZs)(l) : 2t, et
Lie(I() : tt : Adexp(tz) (bs) n Adexp(-tzu)(bn): be f'l ba: uect I zz, za+ *4 >.

Donc, si on note o : i,nd,"*X, avec K : Bs n Ba, alors

t4e ' *a=  [ *  o  d , t .
"/R

Enfin, on cherche les indices de non-saturations, on obtient que.L : {kt:5,k2:6} et
on en déduit que 

10
o = 

Ju,r ,do '
Finalement, on retouve la première expression de la désintégration de rr 8 T, :

trs 81tn = [* o d,t - [- ( [* n,, do) d,t - 7t1@ 7t2 .
JR. J]R 

-J]R,2
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3.2.2 Critère d'irréductibilité du produit tensoriel.

Il est évident que l'étude faite dans cette section permet de tirer qu'une condition
nécessaire et sufrsante pour eue rrr I zr,, soit irréductible est qu'il existe deux pola-
risations br et bz d" g, respectivement en \ et 12, qui satisfont aux deux propriétés
suivantes :

I tçur,ur1 : A
I bl n b2 est une polarisation de g en \ * 12

(3.2.4)

Proposition 3.2.4 Une condit'ion nécessa'i,re et suffisante pour auoi,r T(bt,bz) : 0
est que hi Adgbz: g pour tout g dans un ouuert de Zariski. non ui,de de G.

Démonstration.
La condition est suffisante par définition de T(bL,b2).

Elle est aussi nécessaire. En effet, supposons que dans l'ouvert de Zariski non vide de
G donné par U,no, ,: {g € G, dim(br + Adgb2) est maximale}, cette dimension est
strictement inférieure à n, on la note d*o, 1n. On définit de même les ouverts de
Zariski (t/r)rrrr,non vides de G pa^r Lli :: {g e G, dim(b1* Adgb2*g3) est maximale}
et(d, . ) , .o. , , lesdimesionscorrespondantes. I lestc la i rqued,, :n>.. .>
Soit i I'iiilice maximal vérifiant da: rù, donc i < n et dt+r 1n. Il s'en suit que pour tout
g da,ns l'ouvert de Zariski non vide U.i1\14+r, on a b1 * Adgbz+ gt+t Ç g : br t Adgb2+ gi
et par stite Z; êbt+ Adgb2*gr+r, Vg €l[Ol[+t, ce qui implique que i e T(bt,b2) et
cet ensemble ne serait pas alors vide.

I

Corollaire 3.2.5
T(br,bz) :0 +=+ bt * bz: g.

Démonstration. Il sufit de justifier que la condition \ -l Adgbz - g est vérifiée pour
tout g dans un ouvert de Zariski U non vide de G, si et seulement si elle est waie
dans Ç tout entier. On obtiendrait alors la première implication grâce à Ia proposition
précfi.ente, (g,: e). Ensuite, pou I'autre sens, on se "déplace" sur I'orbite coadjointe
de 12 par I'action de g € G. Ainsi, pour g quelconque dans G,Ia repésentation

To.r, i: unoZrrr.r, ? Tr, € ê, avec B'r: gBzg-L : exp(Ad,gb2),

dont le produit tensoriel o,'uêc 7e, reste irréductible, permet de tirer que Z(b1, Adgb2) : Q,
et en particulier \ * Adgb2: gt (grâce au 1" sens appliqué à b;:: Lie(BL) : Adgbz).

En conclusion, tout ce qu'il faut prouver, c'est que b1*Adgbz: g, Yg € G, en supposant
qte U est un ouvert de Zariski non vide de G où cette égalité est vraie. On utilise un
argument topologique, c'est que le produit BtBz est à la fois ouvert et fermé dans G :

84



o c'est un fermé coûIme produit de deux sous-groupes fermes connexes d'un groupe
de Lie nilpotent,

o c'est un ouvert cornme réunion quelconque d'ouverts qu'on précise ci-dessous.
Ra,ppelons que l'étude de I'ensemble des doubleclasses (1"'paragraphe du second
chapitre ), traduit l'égalité \* Adgb2: gt Yg eU, par Ie fait qu'on est dans le
cas où on a une seule double-classe et qui est Ia même A : Bt' g' Bz - B1'r' Bz
pour tout g €U, (r frxé dans U). On peut toujours se rarnener au cas où Ie neutre
de G est daas l.l, ceci en conjugant Bz pN c et en travaillant avec B, : rBzr-L.
Donc on obtient A : ë, Vg eU. Ainsi, U ç BLB2-
On en tire que B1UB2: U bLUb2 Ç Bfiz.

(h,bz)€.BrxBz

L'autre inclusion étarrt une évidence, on vient justifier que BrBz est aussi un ouvert.
Enfin, puisqu'on est dans un connexe, G : BtBz. De nouveau, on se sert des resultats
établis dans Ie pragraphe qui décrit I'ensemble des doubleclasses, plus précisément,
comme conséquence de Ia proposition 2.L.3,I'intersection des ensembles Wn qui donne

{g e G,\  *  Ad'  s bz:  9}

vérifie la propriét é (Pù de stabilité par multiplication à droite avec des éléments de 81 et
à gauche avec des éléments de Bz. Mais puisqu'il contient U, alorc il contient B1UB2: Q,
c'est donc G tout entier.

T

Une deuxième preuve pour la proposition consiste à utiliser le lemme suivant, ce qui
nous aurait dispensés de revenir sur Ies résultats établis dans le second chapitre.

Lemme 3.2.6 Soi,ent b1 et b2 deur sous-algèbres de Li,e de g, et 81 et 82 leurs groupes
repecti,fs. Alors on a b1*b2: g si, et seulement si, B1B2: ç.

Démonstration.
Le sens qui nécessite une preuve 

"ttr 
r'3". Mais en supposant que BtBz: G, on

revient àT(bbbz):0, qoi d'après la proposition 3.2.4 est équivalent a I'existence de
l'ouvert de Zariski l,l non vide de G vérifiant h* Adgbz: 9, Vg e.U. De nouveau grâce
à I'implication directe, on a Yg el,l, Bt(gBzg-L) : G. En particulier, pour tott g €U,
G ) g-r : h(gbzg-t) po* un certain couple (br,h) € .B1 x 82, et g : bLLb;L €. F,1E,2.
On obtient quel,I Ç BtBz et puis, -par I'argument topologique précédent-, on en déduit
que B1B2: Q.

I

Remarques 3.2.7

1. Par consi,dérati,on des classes d'équiualence des représentat'ions uni,tai,res et i,rréduc-
ti,bles de G, il est clai,r que si, un choi,r de polari,sati,ons comme (3.2.Q eri.ste, alors
tout autre cho'in entraîne aussi, Ia sati,sfact'ion de ces deun condi,tions.
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2. La théori,e de Ki,ri,llou qu'on a rappelée dans le théorème L.2.5, permet d'énoncer
le cri,tère d'i,rcéducti,bi,Ii,té du produ'it tensori,el en sa uers'ion orb'itale. En effet, on a

Proposition 3.2.8 Soi,ent T1 t: 7f qtr,br1rt(2 t: î(t",br) e G d,eur représentat'ions uni,tai,res
et irréducti,bles de G. Notons Q(ai) : G.Ii, (j :1,2), leurs orbi,tes respect'iues pour I'ac-
ti,on coadjoi,nte. Alors I'i,rréducti,bi,Ii,té du produ'it tensori,el rt&'rz i,mpli,que que la sornrne
des orbi,tes est l'orbi,te de la somme. Autrement di,t, s''il en'iste un choi,r de polari,sati,ons

b1 et b2 de g, (respecti.uement en \ et I2), tel que

I  b1 lb2 :  g ,

t bt n b2 est une polari,sat'ion de g en h * Iz

alors nécessa'irement
G. \ lG-12 :G. ( l ra Iz ) .

(3.2.4)

(3.2.5)

Démonstration.
On prouve l'implication " (3.2.4) a (3.2.5)" par récurrence sur la dimension de g.

Dans le cas de l'algèbre de Lie abélienne de dimension 2, les orbites sont ponctuelles et le
résultat est alors trivial. Supposons donc que I'implication considérée a lieux pour toute
algèbre de Lie t1 de dimension strictement inférieure à n, (n > 3). On suppose que de
telles polarisations br et b2, de g respectivement en \ eh 12, existent. Soit 11 un idéal de
g de codimension 1, et contenant br. (On évite le cas trivial oùl'une des représentations
est un caractère sur G, puisque le resultat devient évident). liicrivons g : J) O IRX où
X e g(lz) :. [, ceci est possible et traduit la non-saturation de G .Iz pæ rapport à

br, cil sinon, on aurait que Ie stabilisateur de 12 est inclus dans [, il s'en suit que la
polarisation de Vergne b!, de g en 12, relativement à une base de Jordan-Hôlder passant
pil b, est ̂ aussi incluse dans [. Par conséquent b1 + b'2 ç tl Ç g contredisant ainsi que
r187r2 € G. Notons qu'au niveau de !, on a les polarisations Fr :: bt , Pz:: bzÀtl Ç bz,
respectivement en lt:: lrlr, fr '- lzç, € b*, ed sont "convenables", c'est à dire

h*P2:  br  *  (b ,  n  I l )  :  b ,
Fr fl Pz : br f'l bz Ç b,c'est donc une polarisation de b en h * lz

(3.2.4)"

Par hypothèse de récurrence, on en tire que H . fr+ H .12: H. (/t + fù.Lu conclusion
découle de [6] oir on précise I'influence de la saturation des orbites sur la structure de
leurs projections. En effet, ça permet de tirer

o de la saturation de l'orbite de 11, que (G . tt)t,, : 
*t "*(, 

X) . (U . fr),

o de la non-saturation de I'orbite de 12, que (G .lr)V : H . fz.
o Mais on sait aussi que I'orbite de lr*lz est saturee, puisque btObz Ç I) est que c'est

nne polarisation de g en \ * 12, d'où G. (1, + lz)tr: 
![exn(tX) 

. (H. (/t + "fr)).
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Avec I'hypothèse de récurrence, ces égalités permettent de montrer I'inclusion qui nécessite

.ro. p."rrrr" G.h+G.lz Ç G.(It*12), I'autre est évidente. Écrivons donc pour i : L,2,Ies
formes linéaires Ii : fi * aiX* où ar' € lR et fi : h6 € !* est confondue avec une forme

linéaire srrr g. Soient aussi pour j : L,2, gi : exp(tiX)hi € G, avec (ti,h) e lR x I/.

Dans les égatités qui suivent, on justifie le passage à Ia seconde Iigne par le fait que

X e g(12) et celui à Ia troisième ligne par I'hypothèse de récurrence :

e'l',': * sz'Iz : nlifl] : [ï :'Î i;'iI !:;!i":';.
:  exp( t l x l )  . (h . ( f t+  D)  * (o t  +oe)X* ,  Pow uncer ta in  he  H,

exp(t1X1) .  ( l r . ( t ,  aIr))  € G. (h+lz)

T

Remarque 3.2.9 La réci,proque de l'i,mpli,cati,on précédente est fausse, con'ùn'Le on le uoi't

sur le groupe d,e He,isenberg (lX,,Yl: Z). En effet, bien que la somme de deur orbi'tes est

une orbi,te, (les orbi,tes généri,ques sontles hyperplans{15: ôZ*+Ry*+iRX*,ô e R), le
prod,ui,t tensori,el est généri,quement non i,rréducti,ble. Faut-i,l donc ajouter LLne deuni'ème

condi,ti,on auec (3.2.5) pour obteni,r l'équi,ualence ?

Proposition 3.2.I-0 Si, on est dans les mêmes hypothèses que la proposi'ti'on 3.2.8,

alors I'i,rréd,uctibi.ti,té d,u produi,t tensorùel 11 I 7T2 i,mpli,que que l''intersecti,on des sta-

bi,I,isateurs est le stab'ili,sateur de la sonxnxe. Cela ueut di're que si, b1 et b2 sont deun

polari,sati,ons de g, (respecti,uement en\ etI2), tel que

(3.2.4)

alors
g( l r )+g( lz ) :s . (3.2.6)

Démonstration.
Commençons pax montrer que " (3.2.4) + g(tr) n g(rr) : 9(h 11")" .

Vu que l'inclusion " C" est triviale, iI suffit de vérifier que les dimensions sont égales.
Notons les dimensions des sous-espaces vectoriels de g comme suit :

.  s j i  r :  r t im g(I)  et  p i : - -  d, imOr:T ,  i  :1,2 -

. s r: d,im g(h + tz) et p :: d;im (b1n b2) : 
ry 

car b1 O bz est une polarisation

en lr + 12 d'après (3.2.4).

(  b r *bz :g '

I Ot n b2 est une polarisati,on de g en h * Iz
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En plus, coûtme bt*bz - g, alors p -- h*P?-n qui permet de tirer que q - s1*s2-n'

M;;-;',: it^ 6çrli gfirl) : ,, + ir--i's" ,- où on pose s' :: dim (g(lt) n g(t'))'

et donc 
" 

< ,'. ô, g(Xr) n g(tz) Ç 9(lr + l2), en particulier t' S s, et on conclut que

s : s' et que g(rt) n g(tz) : g(h + Iz). Enfin, pour déduire (3.2.6), réécrivons que

n '  :d , im (g ( r t )+g( rz ) )  : s r *  sz -8 ' : s t *  s2 -s :n  '  
t

Théorème 3.2.L1 Les assertions su'iuantes sont équi,ualentes :

1 .  7 r \8  r r ,  €  G

2. i,l eri,ste (et d,onc pour toutes) polarisati,ons by et bz, (respect'iuement en 11

br*bz :5 '
brÀbz est une polarisati,on de g en h * lz

et 12),

(3.2.4)

3. Ies orbi,tes coad,ioi,ntes associ,ées par la bi,jecti'on de K'iri,lloa à rr, et n," uéri'fi'ent

G.Ir+G.12: G.( t r ' t r lz) ,  (3.2.5)

et la somme des stabi,Iisateurs est g tout entière :

g(lr) + s(Iz): s. (3.2.6)

Démonstration.
On a déjà prouvé que (1) €+ (2) + (3).

Pour montrer l'implication (3) + (1), on se réfère aux travaux de Corwin, Green-

leaf et Fujiwara reliant les multiplicités des représentations qui apparaissent dans la

désintégraiion de la restriction de n(e G) à un sous-groupe fermé H de G, au nombre

des f/-orbites qui sont contenues dans Oc(zr') îp-L(On(o)). La désintégration centrale

canonique de r1r, notee de manière générale par

n"(o) o d'u(o) ,

dewait s'écrire, -pour dire que le produit tensoriel est irrductible', de la façon suiva,nte

.  , Â c
Trr S'Tr, a ind"rn"rX1rr,rr,, :: o(rr.,rr) €

= Trr+r, €

II faut donc prouver seulement que la multiplicitê n1\rrnrr(or,r,,rr) est 1' En effet, du

fait que G .lt + G .12 est une orbite, on sait déjà (voii re-marque 3.2.3) que seule la

représentation zr,,*,^ a.ssociee à I'orbite de la somme, qui intervient dans la désintégration.

OLprar tb] et t8j;-c?,tte multiplicité est le nombre des ÂG-orbites contenues dans

"r, = I:

[c
G.
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dlcrc(T,, x T,r) t\p-r (Oaç(ou,,,ry)).

On rappelle que la projection p qui à une forme linéaire sru g x g, associe sa restriction
à la sous-algèbre diagonale, est donnée par

P:  g*Og* - )  (ôg)-  :  g*

ff', fù -* h* f2

d'où l'équivalence suivante

(fr, ïz) e Oc*c(zr, , X T,r) np-'(Oac(o1,,,,r,)) o 
{'l:lUrr|""t.ir|;l' 

'

on en deduit que

dlcrc(T,, x T,;) Àp-' (Oaç(o1,r,,rr )) : { (g, . rr, gz.lz),1g e G, gr.h * gz. 12 : ! . (h + Iz)}

En prus, cetre intersecrion conrienr; ,1r1 À5;l't-:ï-g;3;i lr;,"r,1!;$r.,.i'J;
telle que sa AG-orbite soit contenue dans G .\ X G.12, alors nécessairement elle est sur
la AG-orbite de (h,lr).En effet,

o d'une part, AG . (fr, fr) ç G.\ x G.12. Enparticulier, il existe (gr, gr) e G x G,
tel que (fr, fù : (h . h, gz . Iz).

o D'autre part, d'après (3.2.6), on a g(11)* g(lz) : g, et donc G(IL)G(I2) : G grâce au
lemme 3.2.6. Ainsi, iI existe (rr,rr) € G(rl) x G(12), tel que r:: gr|92: rrrlr.
Par  su i te ,  g : :  g t : tL :  gznz  vér i f ie  (g ,g ) . (h , I r ) :  (g .h ,g . Iz ) :  (h .h ,gz . lz ) .

Finalement fft, fr) € AG . (It,b).
I

Exemple 3.2.L2 Soi,t g l'algèbre de Li,e engendrée par < ZL, ..., Za ), auec les seuls
crochets non nuls

lzy Z2l: Z5 lz2, zsl: 26
lza, z1l: zs lzs, zal: 27

On consi,dère les forrnes li,néai,res h: Zë,,12: ZË € g*, et les polari,sati,ons respecti,ues

b1  : :  uec : t  <  Za rZz rZo rZs rZa rZs ,Z l )  e t  b2 : :aec t ,  l  Za rZz ,Za rZs rZa rZs rZz )  .

II est éui,dent que la somme de ces deur polarisati,ons (qui, sont aussi, des i,déaur de g), est g
tout enti,ère. La premi,ère condi,t'ion du cri,tère d'i,rréducti,bilité (3.2.4) est alors sati,sfai,te.
Leur i,ntersection est b :: uect, 1 Za, Zz, Zo, Zs, Zz, Zz ) qui, est une polarisati,on de g en

h*lz. On en dédui,t que le produi,t tensori,el des représentat'ions uni,tai,res et i,rréductibles
assoc'iées à ces formes li,néai,res est 'irréd,uct'ible, c'est à d,i,re n1r 8 ru € ê.
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Chapitre 4

Noyaux d'opérateur pour les
représentations unitaires et
irréductibles des groupes de Lie
exponentiels.

Soi,t G un groupe de Li,e résoluble erponenti,el, connere et si,mplement connere. Une

base de Malceu Z : (2u..., Zn) de son algèbre de Li,e g est firée pour tout Ie chapi,tre.

4.L Rappels de quelques résultats.

On a établi, d,ans la proposit'i,on !.3.! que si, n : infly, est la représentati,on

uni,tai,re et i,rréducti,ble de G, i,ndui,te à parti,r du caractère Xt associ,é à la forme li,néai,re

I € g*, de B: expb àG, (b ePr est une polari,sati,on de Pukanszky), alors l'erpress'i,on

du nogau de l'opérateur r(f), quand f e LL(G), est donnée po,r

K*$)(r,y) -- t;'@) [ 4",,(b)â f @W-\x,(b) db, Y(r,v) e G x G-
J g
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A.L.L Cas des groupes de Lie nilpotents.

Soi't n : TQ,b) e ê, et so'it pour tout f e Lt(G),

rc"U):  GxG --+ C
(r,y) r--- K"(f)(r,u): I" f@W-')x.Q) db

le noEau de l'opérateur r(f).
Auant d'énoncer le résultat de Howe pour les groupes ni,lpotents, renxarquons d'abord que

ta d,éfini,ti,on c,i-dessous est'indépendente de la base de Jordan-Hôlder Z consi'dérée.

Défi,ni,ti,on /r.1.1 L'espace de Schwartz S(G) est I'ensemble des foncti,ons I , G ..----+ C,

qu'i s''ind,enti,fi,ent à des foncti,ons I t lR' ) (2t,...,2n) t-> f(z1Z1...znZn) €.C, qui, sont

de Schwartz szr IR'.

Ceci, est aussi,ualablepourl 'espaceS(G/BxG/B; y,) des foncti,ons F: G xG ._.-+ C,

uéri,fi,ant la relati,on de couari,ance (1.3.3) :

K*(f)(rb,yb') : X,@)x,Q')K^(f)(r,y), Yr,y € G,Vb,Ë e B,

et qui, se confondent, -grâce au d,i.fféomorphismeDe-, auec d,es foncti,ont F e 5@.r xRo)

défi"ni,es par

F(*r,, . . . ,up , 'u)1,.. . ,wo) ::  F(w1Z1rr...wpZxo , w'rZ1rr.-.wloZ6o) Yu),tD' € R'p. (4.1.1)

Théorèrne 1.1.2 L'appli,cati,on

Kn: S(G) -* S(G/B x G/B ; Y,)
f '-- K"U)

est un épi,morphi,sme conti,nu et ouuert.

Démonstration.
Voi,r 1101. 

I

4.L.2 Cas des groupes de Lie exponentiels.

La noti,on d'espace de Schwartz E(G) n'as pas généralement de sens pour les groupes

de L|e erponenti,els, au que si,l'on défini,t conxn'Le ci,-dessus pour les groupes de Li'e ni'lpo-

tents, on obtiendrt, un ensemble qui, dépend de la base de Malceu choi,si,e. Ceci, n'est pas
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I'uni,que ra,ison qui, empêche la générali,sati,on du résultat de Howe, en effet, l'enemple

sui,uant montre que la foncti,on F auec laquelle se confond le noEau de l'opérateur r(f),

n'est même po,s une foncti,on de Cs(lR2) bi,en que f e Ci (G) ' Par conséquent, r(f) n'est

pas un opérateur compact.

4.L.2.L Exemple.

Intercessons-nous au groupe " ar * U' dont Ie seul crochet non nul de son algèbre

d,e Li,e g : R[/ o Ry est fu,vl : v. on commence par di,sti,nguer l'i,nfl,uence sur la

" d,éfiniii,àn" d,e S(G), d,e passer d,e la premi,ère base de Malceu 21 : (21 :: U, 22 :: V)

à la deuri,èrne 4 où on pose (21 :: V, Zz ,: U).
t Jne fonc t i , on f :G - rCs ' i , d ' en t i , f i eauec . f r 'R '> (o ,9 ) r_ - -+ f r ( 4 ,0 ) , : f ( aU .BV)eA
(respecti,uement auec f2: lR2 > (o,0 - fz(a,0),: f @V.gU) eC), par cons'idérati,on

de Ia base 21, (respect'i'uement par consi,dérati'on de 22)'

Et comme aV.BtJ: B[J.e-eaV , alors fz@,Ê): h(0,e-9a), Y(o,p) € ]R2' I l  s 'en

su'it qu'on a pas équi,aalence entre /r e S(R2) et f2 e S(R').

Mai,ntenant, on consi.dère la forme li,néai,re I ;: V* € g*, et b : iRV la polarisati'on de

Pukanszky d,e g enl. Son groupe de Li,e B: expb étant uni'modula'ire, on uérffie qu'on

a alors 4"," : A" = L pui,sque A"(exp(oU + PV)):s-a, Vo,,0 € lR. // s'en su'it que

l'erpressi,oid,u noEau de n(f), où r :: r(I,b) et f e L'(G), se rédu'it à

K*U)@,a) : L;'@) [ f @hu-\xt(h) dh, vr,v e G. (1'3'5)
J B

Mai,s K*(f) se confond, auec l'applicat,ion F': lR2 ) (u,u') r+ K"(/)(exp u(I,expu'U) eC

qui, deui,ent

F(u,u') : a;l(oæ u'0 [ l@u'Àv'(-u'u))e-i<t'\v> 67
J]R.

On en dédui,t que F ne possède pas forcément une li,mi,te nulle en l'infi'ni'e, et donc

I'opérateur r(f) n'est pas compact.

4.L.2.2 Les résultats de Ludwig et de Ludwig-Leptin.

Le problème d,e construi,re pour n : inflX, un rétracteT?o, qui, associ,e à une fonction
F e S(GrzBxG/B i X), lafoncti,on f e LL(G), de sorte que F so'it lenogl,u der(f),

: 
""' Io r @ - u' ' À"u')"-i^ d'x

t  f  '  
l rÀ')e-tx ' ' - ' '  

" -u 'd^'
:  

""  Ju f \u- t

: fzT@ - u' ,€-u ).



ne possè4e pas d,e soluti,ons pour les groupes de Lie erponentiels. Il a fallut alors i,ntrodui're

les espaces esQ/ B x G/B ; X) et €S(G) que Ludwi,g a caractéri,sés dans l15l par les

cond,i,ti,ons c,i-d,essous, pour prouaer I',enistence d'une telle appli,cati,on

R*: IS(G/B xrG/B ; x) 
: 

t;ii\

uérffiant K"(TU@)) : r.

(4.1.2)

Définiti,on 1.1.3 Une foi,s la base Z est rtaée, ai,nsi. que la polari'zati,onb et la base

coerponenti,elte Z(b) : (2r,r,..., Z*r) assoc'iée, on peut défini,r pour un choi'r de di'recti'ons

{ j r , - . . . , i ^ } : ,  J ; , 'auec1€ {0,L}2r ,  I 'espace t rS(G/B xG/B ;  x) '  C 'est  I 'espace

îr-ritonrt âes foncti,ons F ; G x G - C_, uéri,f"ant la relati,on de couariance (1.3.3) et

s'i,d,enti,fi,ant par (A.L.I) à d,es foncti,ons F qui' sont dans f"S(nzr;. De même se défi'ni't

e6S(G)à parti'r de É6S(R'), si, 6 € {0, 1}"'

Pour énoncer le résultat d,e Ludwi,g, mettons-nous dans le cadre de ses hEpothèses où on

suppose que la sui,te (L.L.I) prouenant de la base Z, passe par un i,déal ni'lpotent n qui,

cont'ient [g,g]. ( Par abus de langage, on di,t que Z po,sse parn)'

g , , + r  : : { 0 }  ç  ç  g i : : aec t , 1  Z r . . . , Zn }  Ç  . . .Ç  r t  Ç  ç  9 r : 9 '  ( 4 ' 1 ' 3 )

On suppose auss,i que b est la polari,sati,on de Vergne de g en I relati'ue à cette base.

Dans la d,éfi,ni,ti,on d,e €,dS(G), 6 ua jouer le rôle de I'ensemble des di'rections qui, sor-tent

d,en, et cet espace seranoté85(G,n) outout si,mplement tS(G). Sans entrer dans les

d,étai,ls trés techni,ques qui, permettent de détermi,ner l'ensemble des di'recti,ons 1, l'espace

,SG//B x G/B ; y,) est formé par les foncti'ons F e t.rS(G,/B x G,/B i X,), qui

par n'i,mporte quelle transformée d,e Fourier par-t'ielles f;r,..,;nF, su'iuant des di'rections

bi,en préci,ses, restent d,ans cet espace. Le résultat en sa, uers'ion améli,orée dans l1ll, se

résume par le théorème sui'uant :

Théorème /+,1.4 Si,b est la polari,sati,on de Vergne de g enI relati,ue à Z, alors l'espace

SE(G/ BxG,/ B ; y,) est bien défini, i,ndépendemment de toute base de Malceu Z passant

py,r un i,d,éat nilpotent n qui, contenant lg, gl. E, plus, toute fonction F de cet espace est

le noyau d,,un opérateur r(f) où f e tS(G). On construi,t enfin un rétracte continue

con'ùnxe dans (4.L.2).

Démonstration.
Voir l1ll.

I
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4.L.2.3 Le résultat d'Andele.

On suppose qu'on a les mêmes hgpthèses que dans le paragraphe précédent, sauf qu'on

n"impose pas à b d'être la polari,sati,on de Vergne. Cette cond'ition est trop forte, Andele
général,ise dans sa thèse l1l le théorème 4.L.4 pour toute polari,sati,on qui, soi,t fortement
adaptée à n. Une telle polari,sati,on est défini,e cornn'ùe su'it :

Définition 4.1.5 Soi.t rt un 'idéal n'ilpotent de g et contenant lg,g]. Lo polarisat'ion b
de g en I e g*, est di,te fortement adaptée â n, s'i,l eri,ste une base de Malceu Z de g
passant po,r rL, et que si, on a

- b n î est une polari,sati,on de n en l1^,
- b est g(11)-i,nuari,ante.

Souuent, on consi,dère Ie ni,Iradi,cal de g, c'est I'i,déal ni,lpotent mari,mal m, obtenu par Ia

sowln'Le de tous les i,déaur ni,lpotents de g.

4.L.2.4 Le "résultattt de Leptin.

Pour auoi,r un résultat semblable 0,u co,s des groupes de Li,e ni,lpotents, où toute fonc-
t i ,on F eS(G/BxG/B; y,) estlenoEau d'un opérateurr(f) auec f €S(G), Lepti 'n
a trai,té dans l13l le cas part'iculi,er où la polari,sati,on b est appriuoi,sée, en espérant que

ça pemnettrai,t d'auoi,r, -pour les groupes de Li,e erponent'iels-, le résultat plus parti,culi'er

su'iuant
c:(c/B x G/B ; x) ç {K"(l), f e LLG)}. (4.1.4)

La défini,tion de I'espace C?(G/B x G/B ; y) s'obt'ient de façon analogue à celle de

l'espace S(G/ B x G/ B ; 7) donnée après la d,éfinition 4.L.L pour les groupes de Li,e
ni.lpotents, (o, y remplace E par Cf; tout si,mplement). En fai,t, contrai,rement à I'espace
des foncti,ons de Schwartz, la base coerponenti,elle Z(b) sert;ant à l'i,denti,ficati.on (4.1.1)

de C?(Grz B xG/ B ; y,) auec Cf;(mr x Rp) n'a pas d'i,nfl,uence sur la "bonne défi,ni,ti'on"
de cet espl,ce, uu que ses foncti,ons sont à supports compacts. Si,gnalons enfin que Lepti'n

a prouué que la polarisation appri,uoi,sée eri,ste toujours, uoi,ci, sa défini'ti'on.

Définition 1.1.6 Soi,tb une polari,sati,on de g enI € g*. Elle est di,te appri,uoisée, s'i

c'est la polarisati,on de Vergne relati,uement à une base de Malceu Z qui, pa,sse par le

ni,Iradi,cal m de g, et qui passe auss'i par un idéal \ uéri'fi'ant :

(") s: s(,) + I,, (p) r, n (s(l) * m) : 6

(f) V X € b n b, tr(ad6,r.,uX) : 0.
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4.2 LJn contre-exemple.

Malheureusement, ce d,ern'ier résultat est 'incorcect. En effet, I''inclusi,on (4.L.4) n'a

pas li,eu pour le groupe d,e Li,e G: expg de I'erpemle ci.-dessous, bi,en que les hgpothèses

de Lepti,n sont sati'sfai'tes'

4.2.L La structure de g.

Soi,t l'atgèbre d,e Li,e g -< 2r,..., Zs > défini,e par les crochets non nuls sui,uants :

IZr, Zrl - -Zz lZr, ztl - -zt lz2, zal: za

lZ1, Zs): Zs lZ2, Z5l: Zs lZr, Zul: -Za

lZ1, 22]: Zs lZs, Zs]: Zs lZa, 26l: Zs

Sa base d,e Malceu Z : (Zu...Zs) est une base de Jordan-Hôlder pui,squ'elle défini't la

su'ite d'i,déaur :

g ro : {0 }  ç  ç  g ; i : aed ,<Z* . . . , Zs }Ç  ç  9 r : 9 .

Le groupe d,e L,ie connere et si,mplement connere, G : exp g qui, lui' est assoc'ié, est alors

complètement résoluble, erponenti,el, d,e plus i,l est uni,modulai,re pui'sque Ia somme des

rac'ines est nulle.

4.2.2 fn _ [g, g] : gg.

Si' on s'i'ntéresse à I'i 'déalge :( 23,"''Zs> de g' alors on ren'Ùa'rque que
- cette algèbre de Li'e est défini,e seulement par les crochets

lZs, Z5l: Zs lZa, 26): Zs

qui, fai,t d,'elle l'algèbre d,e Hei,senberg bz:1 Zs, Za, Zs, Za, Zs 2 si' on oubli'e 27 et

Zs Qui, n'Y jouent aucun rôle,
- c'est aussi, I'i,déal ni'lpotent mari,mal i û : 9s,
- enfi,n, on alg,g): gs.

4.2.3 La polarisation b est apprivoisée-

Consi,d,érons mai,ntenant la fonne li,néai,re I :: Zl € g*, dont le stabili'sateur est

g ( l )  :<  Zz 'Za 'Zs )  '
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L'i,déal95 étant abél' ien, on ag5(t5):95:< z5'... 'zs). calculonslereste des stabi' l i 'sa-

\  t "ur ,  ,  jnçtn! :1 Zs,Zz,Za,Zs),  ge( ls)  :1 Zz,Zs,Zs) et  92(12):1 Zz,Zz,Za,Zs),

pour ti,iei que la polarisati,on de Vergne de g en I relat'iuement à Ia base Z est

10

r :  I f t (L) :< Zz,Zs,Za,Zz,Zs,Zs)  '
i :L

Ensui,te, i,t suffit d,e prend,ret) t: g d,ans la défini,tion 4.L.6 pour conclure que b est une

polari,sati,on appri,ui,i,sée. En efret, le premier poi,nt est éui'dent ( les condi'ti,ons (a) et (P)

sont sati,sfait;;). Le second, poi,nt d,écoule d,u fai,t que B: exP b est aussi' uni'modulai're,

et donc 4"," : l. Par conséquent, on a (1) :

t r (ad,nrrX):0:  t r (ad, t r t rnoX),  VX € b:  bnb'  (  t l :g ) '

4.2.4 Conventions et notations.

La représentati,on n : infrXt a pour espace?{n : L2(G/ B,X) qui s'i'denti'fie grâce à

Da : R3 --+ G,/ B

r :  ( r t r rsr ra)  r -> r lZ l . rsZs. raZa'B

auec L2(Rs). Ceci. en iléfin'issant I'appli'cati,on (: r : (r1,rs,ra) -+ {(r121'rsZ3'raZa),

pour tuàt € e L2(GrzB,X). On procède de Ia rnême façon pour i'denti,fier

- C|G/B x G/B ; Y,) auec Cf (Ru),

où toute foncti,on F : G x G .---+ c qui" -en parti'culi':r-, uéri,fie la rela-

ti,on de càuari,on"" (1.3.3), se confond, auec l'appli'cati,on F e Cf;(R'6), tel que

F(rr, frs, fiai Ar, As, Un) :: F (r121'rsZs'raZa i UtZbUsZz'AaZa)'

- Lt(G) auec.Ll(Re),

en posant f (rr,12,... ,"n) t:  f  (n1Z1.n2Z2""rsZg), pour toute foncti 'on f qui

est i,ntégrable sur G.

par conuenti,on, d,ans les notati,ons qu'i aont su'iure, on ne fait plus la di,sti,cti'on entre F

et F, ni, entre f et f qui' seront notées respecti'uement F et f '

4.2.5 Calcul du noYau.

Rappelons que d,ans ce cas parti,culi'er où L"tr:4", on a pour toute fonction f e

Lt(G), l'erpress,ion (1.3.5) d,u nogau d,e l'opéare* 
"(l), 

qui,, -cornpte tenu du fai't que G



est uni,modulai're-, deui,ent

K^ff)@,a) : 
l" Î@av-\x.Q) db

: t f (r Qrzr.tsZs.taZa.tzZz'taZa'tnZn) Y-t )e-itn dt'
J]R,6

Effectuons ce calcul pour (r :: rtZr.frsZs.raZa ; g :: atZt'AsZs'AnZa) e G x G'

où (r1,tg,ra,At,Usi,A;) e m'u. O" 
-obir'ent 

que les coord'onnées du seconde espèces de

" Q)zr.tuzu-t6Z6.t727..tBZB.tsZs) a-r :: nbta-L, sont données po'r

QçrUrg- t ) :  ( r r -Ar , tzret ' r ; -yzre- t ' t r t -Utr tsr t6re-ar tTre l t te , ts*At tz IAa ' to+Ast1)

et donc, l'erpressi,on du noyau deui'ent

f
rc^u)@,r): t, 

e-its

I (r, - U t r tz, et' rs - Ys r e-t' r 4 - U tr ts r t6, e-sr t7' ear ts' ts * Yttz * U +ta * yets)

dts dta d,tz d,ta d'ts d'tz

par le changement d,e uariables tln:: ts * y1t2 * a+ts * asts, cette i,ntégrale deuient

f
K^(il@,r) : 

/u, "i(sfi2*vat6rssts)

[ "-n'n 
I (r, - Utrtz, et'r1 - Ya, e-t'14 - U+rts,t6, e-srt7 ' &tte'ln) dis

Jn
dtr dtz d,ta d'ts d'tz

: t 4artz eiantu eivstu
Jnt

t f
\ /*, 

r.nf (rr-A1,t2ret2rs-As,e-t'ï4-Aa,ts,t6,t'7,t'r,I) dt'rat:r) ato d'ts d'tz

où t'r:: eeLt; et t', i: e-!'t7, et donc dt'B dt:, : dia d'tz'

On a d,e nouaeau d,es transformées d,e Fourier parti,elles relati,uement aur 7 èrne '7 g ème

uariables d,e f en 0, pui,s d,ans les d,i,rections des 5 è*" et 6 è^" uari,ables, respect'iuernent

en -Ae 
"t 

-An. Fi,nalement, on obti'ent

&;U)@ry) : I  Fs,al,a,s1(t, - U't,etrfr" - Uerê-tzfrt - Ua,,-As,-Aa,O,0, ] ' )  eis]z dtr '

"rR
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4.2.6 F n'est pas un noyau.

Consi.d"érons mai,ntenant une appli,cati,on non nulle / e Cf;(n), choi,s'ie de sorte que :

( tuw(ù cl-un,il,
1 Ô est Pa'ire et Pos'iti,ue,

[ *t Â $ç"y a": d(o) : 1.

Posons F :: E.6ô, la foncti,on de Cf;(R6) d,éfini'e par F(z) : Ô@)'Ô@u), Y' €. lR6'

On ua ra,isonner par absurd,e et supposer que la foncti,on de Cî(GztB x-G/B ; X) qui

s'i,d,enti,f.e à F, est le nogau rc"ff) pour une certai,ne foncti,on f e LL(G)- Du calcul

précéd,ent, on ti,re que pour tout z: (frt,r;,t4 i Ut,Us,ya) e lR'6, on o

f  ^  ^  r \  '

F(z) : I  fn,r,r,u,uf(r, - !1,s,r..srs - Usrê-"14 - Ab -az, -Unr0,0, L) e"sr" ds'
JR

Donc, s' i  z '  : :  (rr+Arrrz,r+ i  A1 -Uzr-Ua), alors son i 'mage par F est

F ("' ) 
: I{;: 

;,;rt;;,î,îrî,îi,,*^Jo',' 
u3' u4'0' 0' 1) eis'" ds

ceci, est d'après l'erpressi,on d,e F et la pari,té de S. Ensu'ite, uu que dans cette égali'té,

l'i,ntégrale est une transformée d,e Fouri,er en -h de la fonction qu'on note 0,

0 : s r-+ Fs,s,z,a,s f (r 1, s, es rg I y3, e- s r 4 * Ua, Us, ya, 0, 0, l),

et qui, d,onne aussi la foncti,on d,e schwartz: t ----+ (Ô@ùÔ@n)Ô@ùÔ@n))Ô@r+t)Ô(t),

alors on obti,ent 0 par transforrnati'on de Fouri'erinuerse :

o(a,) : * l"âç-t1"0'o' 
dt

r f
: 

çO@ùÔ(r')Ô@a)Ô(rù JoÔ@' 
+ t)S(t)eitu' dt

:  fn,r,r,u,uf (rtrAL,êurrs I gsre-arra * UnrAerUb0,0, 1)

:  Fn, r , r ,u ,uf  ( *LtULt f r2 tUzrUsrga,0,0,  1)  ,

auêC fr2 :: eurfrs * gz et Az 1: e-urtrA * An. En parti,culi,er, on peut défini'r szr lR'6 la

fonct'ion I par

O(rr, Ur, fr 2, Uz, Ae, y +) : fn,",r,u,u f (, I t Ut t ï2 t Uz, Us rga, 0, 0, 1-)

1 f .
: 

]ô{"-n' 
(r, - as))ô@u' (a, - aaDô(wùÔ(u.) / Ô@' + t)$(t)eàtu' dt



Or, f € ,l(Re), et donc

g :  ( r r rArr r2,UzrUs,Un)  -  Fn," , r f  ( r r ,Ar , f iz rU2rUs,Anr0,0,1)  €  ,L1(  iRG ) ,

ma'is, toujours par des transformati'ons de Fouri,erinuerses, on a

g(rr,yr,r2,,Uz,as,Ua) : 
+f ,frU,"r, 

Ur,î2,a2,r,,s)eôrasei"so dr ds

1 3 f
:  ( : )  I  ô(" t+t)SQ)ei tu 'dt' 2T '  

Jn '
f

I ôk-r'(xz - r))ô("n' (a, - tDô(r)ô(s)e"ua s'"ua dr ds
J]R2

1 3 f
: (;) 

J*Ô@, 
+ t)Q(t)eitu' dt

f f

Joô{"-n'(r, 
- r))$(r)ei'v' o, 

JoÔ@n'(az 
- s))/(s)e'"!o ds-

Soi,t E ,: {": (2r,...,26) € R6 , l"ul 3 e"r), et so'it L" sa foncti,on caractéristi,que.

Posons 6 7 (2r)slglL" qui, est alors dans ,Lt(Ru) pui'sque c'est le cas de g. En plus, i,l

est faci,le de uéffier que

h(rr,vr,î2,u2,us,aa):o I I*rOr+t)s(t)ettu'dtl l lor{"n'( 'r-r))$(r)ei 'v"drl

f
où a : Ls(rr,ar,ï2,az,us,aù | 

J*ôkn' 
(gr- s))/(s)e-i(sz-s)v"iszst4t1

- 
J {s€iR,leur (s,-41<â}

cars ' i lanlsesL et leo ' (ar-s) l<î ,  abrs lya(yz-s) l  =î"d,onc cos(an(ar- , ) )a+,

Ai,nsi, ,  d: i  d(rt,. . ,u+) > 
àrrrrr,. . ,rù I*ôko'(ar-s))/(s) 

ds .

L'appli,cati,on k défini,e surR2 Par

k(rt,ar) : I lh@r,a;,ï2,Uz,Ue,aa)l d'tz d,az dus dyd
J]R.4



d,eurai,t être alors i,ntégrable sur R2 car h e rt(Ru), elle uérifi,e aussi' I'i,négali,té sui'uante :

t  (rr ,ur) )  g(rr,ar) 7(r1,s,) I /  Ô@,,+t)Ô$)eit ! 'dt l

auec

g@r,ar) : t | [ ô@-"(r"-r))S@)ei'usd,rld,r2d,vs
JR2 JR

^t(nt'a) : tn 
|o*,r",,, 

(J[ rl*ot"'@'- ù)Ô(s)d's) d'v2)d'sa '

Détai,llons l'erpress'ion d,es foncti,ons B et7 en foncti,on d'e la constant'e c: Â d(t)at t O'

'y : '# 
l" ( loo@-r,)ds,)ôG)a,: tÆ{ t[ oollaa,)ô(s)ds : 'Æê ,

r  I  f  f  , .  . .  - ,
p

l f f

Par su'ite,

k(rr,yr) Z2t/2rcs "o'l [ ô@,.+t)ôft)eits'\dtl ,
JR

ça i,mpli,que que la fonct'ion

( {", , sr ) - "" I*Ô@r 
+ t)$(t)etta' at ) € 't (R') '

entraînant que s?, on I'i,ntègre par rapport à ry, on obtient une foncti,on de .Ll(R) , i,l s'agi,t

de l'appli,cati,on

urt--.-+ "o, [  
( [  O@r-s)/(s)e-r"at d,s) n, :  eut 

" 
ô@r)

Jn 
'JR.

Finalement, la parité d,e $, et d,onc d"e $, permet de dédui,re de ce qui, précède que

ur r_+ 
"tot 

ô@r)

est d,ans rt(R), contred,i,sant ai,nsi le lemme qui, ua su'iure puisqu'on a supposé que Q t' 0'

Lemrne 4.2.1 Soi,t r[ e Cf;(R). Alors on o, :

iû : t t+ e\llr$) est i'ntégrable € 'l'= 0'
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Démonstration.
Supposons que V est i,ntégrable.

Pour tou tz :a* ib€  C  auec  lb l  <1 ,  ona

f

I G* lsl)lec'"t/(s)lds < oo .
J]R.

On obti,ent d,onc une ertensi,on holomorphe t1t a" tfs sur tout le domai'ne 2 :: IR*i]- 1,1[

de C, défini,e par : 
_ f
,trQ),: 

Joet""t/.!)ds 
Y zeD.

L'analyci,té d,etlt, qu,i cotnci,d,e o,uec{ sur IR, ef donc nulle sur un i'nterwalle deR de la

forme [a, *oo[, i,mpli,que que ces deur appli,cati,ons sont i,dent'iquement, nulles' 
I

4.2.7 Conclusion.

En conclusi,on, il n'est pas sffisant que la représentati,on r e. ê, soi,t indui'te à par-

ti,r d,'une polari,sati,on appri,uoi,sée b de g en I € g*, pour que toute appl'icati'on F e

c?(GlB x GIB;y,) soi,t le noyaurc"u) d'un opérateurr(f) pour une certaine fonc-
ti,on f 

'e 
LL(G). La pïochai,ne sect'ion a pour but de rectifi"er ce résultat et de l'améli'orer

par la constructi,on d,'un rétracte, ceci, est sous réserue de remplacer I'hgpothèse "la po-

lari,sati,on est appri,uo'isée" par "la polarisati,on est un i'déal d" g"'

4.3 Cas où la polarisation est un idéal.

Soi,t n : ind,ÏX, Ia représentati,on uni,tai,re et i,rréducti,ble de G, 'indui,te à parti,r du

caractère X, d" É, qui, est associ,é à Ia forme li,néai,reI e g*, et qu'on défini't par

x,(e*pX) 
- e-i<t'x>, VX € b,

et tel que la polari,sation b: Lie(B) soit une polari,sati,on de Pukanszkg de g en l'

Fai,sons référence à la section 1.3 où on a d,éfini,t l'espace C?G/B x G/B ; X).
L,objecti,f est d,e prouuer que si, b:: P : Lie(P) est un i'déal de g, alors cf;(G/P x

G,/P ; yr) est i,nclu d,ans I'ensemble des noyaur. On ui,ent de prouuer par le contre-

eremple qu" ," n'est pas le cas si, on suppose que Ia polari,sati,on est seulement appri,uoi,sée.

Auant d,e généraliser notre résultat, i,I est uti,Ie de reprendre les calculs sur Ie même

eremple c,i-d,essus, mai,s en choi,si,ssant une autre polarisati,on p qui' sera un i'déal de g'
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4.3.L Exemple.

sur I'algèbre d,e Lie g : I)act I 2t,..., zs > défi,ni,e dans le paragraphe 4.2.L, on

consi,d,ère toujours la forme li,néai,re I : Zl, mais on choi,si,t cette foi,s conlnxe polarisation

d,e PukanszkE d,e g en I, t'i,déal p ::( Zr, Zs, Zu Zz, Za, Zs > d" g'

Soi,t n : mâTX, e G. Pour tout f e LL(G), l'erpressi,on du noyau de r(f) est :

K-U)@,ù: I l@hv-\xlh) dh.
J P

Si, r : r2Z2.nsZs.raZa rnod,(P) et U : UzZz.UsZs.AoZo mod(P) alors ,

K*u)@,a) : 
L 1@ha-\x'@)dh

î
: 

J, 
f ( @zzz.rszs.r6z6) h (yrzr.yuzs-uaza)-t )x,(D an

: I f (@zzz.nszs.n6z6)(hzr-tszs.taza.t727-tszs.tszs)(v2zz'uszs'uazu)-')e-itn dt
J]R.6

: [ ilrr, nz-Az, e-s'tr, e!'ta, * @u-Ur), e-u (ra-Aa),tz,ta,ts-tp2-tsn5-tar6)e-tts dt
JlR6

ceci, est en ad,optant nos conuenti,ons et notati,ons préci,sées dans la secti'on 4.2-4, et su'ite

au calcul qu'i donne

(r2Z2.rsZs.1626)(t2Z2.tsZs.t6Z6.tzZz.taZa.tsZs)(arZz.asZs.UaZa)-t:ttZt'('r-az)Zz

.e-v2ts,Zs.es'taZa.&'(ns - Us)2*"-* ("u - yu)Zu.t727.tsZs.(ts - tfiz - tzrs - tar6)Zs

Si, on achèue ce calcul con'Lrne on a fai,t précédemment dans la sectr,on 4-2.5 pour calculer

le nogau, alors on obt' ient que K"(f)@r,rs,roiAz,Us,Aa) :

Fs,B,7,43,rf (rr, ,, - A2, eu'fi1, ê-e'16, &' ('u - Ys) , e-v' (ra - ya) '0' 0' 1) '

Soi.t g € CfG.) tel que p(0) : L, et so'itT I'opérateur qui, "déforme" une appli,cati,on

f a â-@b)' "n 
f i '  e C;' imn), d,e lafaçon sui 'uante: pour tout Z: (2t,",:b) € Re,

TF(Z) : F (zt, e"2-"'zs, e"'-" 24, zL- 22, ezz-zr (',- 
"u), 

e"-"'z4- z6)ÔQ?)ÔQùÔQn-t)'

Prouu ons que l' aPPli,cation

R*: cî(G/p xrG/p ; x) 
: R^(F) ,: (1,:l)r,s,r)_1(?F;

est un rétracte, c'est à di're qu'elle uérif'e

rc"( IU(F) ) :4 vF'e c?(G/PxG/P; x) '
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soi.t F € c?(G/P x G/P ; x) qu',on i,d,enti,fie auec une foncti,on de c"'"(Ru). on^note

f l,appli,cahàn ae Lt(G) qui, se-confond, auec celle de,Ll(Re) défi,ni,e entout Z eF(e par

f (Z) :: (fn,r,r,n,r,r)-L (f f)ç21.

Il est cla'ir que / € rl(Re) pui,squeTF eC"'"(Rn). De plus, le calcul précédent donne

K"(f) @r, rs, nai Y2, 95, Y6)
: Fn,r,r,n,r,rf (rrrr, - U2rd2r5rê-Mî6r"n'(*u - ys),e-s'(re - Ua)r0,0,1)
:  TF(n2,rz -  azt&'nsre-u'r6,""(ru -  Us)rre -  aa,O,0,1)
:  F ( * r r f rs , ra iUzrUsrAa) ,

d'où rc"U):  F.

4.3.2 Particularité de ce cas.

On suppose d,ans tout le reste de la secti,on qu''il eri,ste une polari'sation de Pukanszky p

d,e g enI, qui, soi,t aussi, un i,d,éal de g. D'après I'erpressi'on (1.1.18) de L",, et la remarque

qui l'o précéd,ée, i'l est clai'r qu'on a L",, : L. Ains,i,, pour toute foncti,on f e LL(G),

àn a I'erpression (1.3.5) d,u noyau de r(f) qu'i, -pour presque tout (r,ù € G x G-, est

donnée par 
r

K"(f)(r,u) : L;'@) 
J, f @hs-',)x,(h) dh.

Moyennant le changement d,e uari,able u:: yhU-L dans l'i'ntégrale ci'-dess'us, on obti,ent

K*$)(r,y) : 
"tr(attsloo 

a) 
[ f @a-'u)x,(y-'ua) "-tr(ad's(Ios 

ù6 )4u

,  
t '

: d@ 
J, 

f @Y-'u)xeavç1(u) du, (4'3'1)

o,ù ô(expY) :: 
"tr(ad'nY)u-tr(oi1sY1, 

) - 
"t'1oanv)-tr(odpY), 

YY e g.

Proposition 1.3.7 Pour tout y € G, on a 6(y) : 6(Ab), Yb e P'

Démonstration.
Soi,ent y e G et b e P. D'une Part, on a

rc"ff)(r,yb) : x'(b)K-(f)@,a)
: x,Q)t(a) [ f @a-'r)xna.sç1(u) d,u.

J p
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D'autre part, on peut écri,re, -Par défi'ni,ti,on de l'appli'cation 6-, que

K*(f)(r,vb) : t(au) [ f (rb-rv-ru)xaa.1ra;1r;( u) d'u

: u,rourt Ï r@a-'ùxAd.(ub)(D(aw-Lw) d,w,
JP

ceci, est obtenu par le changement d,e uari,able w :: (yb-'a-')u qui, reste dans P pui'sque

c'est un sous-groupe di'stingué de G.

On remarque auss,i qu" ed.UQlo ) : llo, d,tr, au fait que p stabi'l'ise llo , (< l1o, [F, p] >: {0})'

II s'en su'it que

Xu*1st11t1@W-t) : Xea*s1t1 (exp(Ad y (Log b) )
: 

"-i<klls(I)'Ad 
s (Los ô)> : Xr(b) ,

qui,, -en la remplaçant d,ans l'i,ntégrale précéd'ente-, permet de dédui're que 6(yb): ô(g)

Enfi,n, i,l est prati,que d,e si,mpti,fier le problème en supposant que la poilari'sati'on P est

abéli,enne. It faut d,onc justi,fier qu'on ne perd pas de générali,tés auec cette suppos'it'ion.

4.3.3 Un problème équivalent.

Notations.
1. De la formule d,e Jacobi,, on peut ti,rer que la sous-algèbre de Lie fp,pl est aussi'

un i,d,éal d,e g, notons [P,P] :: exp([F,p]) son groupe de Li,e qui' est alors un sous-

groupe ferrné di'sti,ngué de G.

Z. Posons G : G f lP, P) et g ,: gllp,pl son algèbre de Li'e.

S. Dufai,t quep est subord,onnée à1, onpeut d,éfini,r surglaformeli,néai'rel e g* par

<T,X>: :< I ,X ) ,  VX :  X+ [P,P]  € 0.

I. It s'en su,it quep::pllp,pl est une polarisation de Pukanszky, abéli,enne de g en

T.
i. Enfin, consid,érons Ia représentation uni,tai,re et i'rréd,ucti'ble d,e G, notée f : i'n\Xr'

Pour énoncer la propositi,on su'iuante, on se seru'ira de la projecti,on canoni'que

s : î ê r 'lP, P) , de G sur le groupe quoti'ent G'

proposition 1.3.2 Les ileur représentati,ons r et n o s sont équi,ualentes dans I'en-

semble d,es représentati,ons uni,tai,res et i,rcéducti,bles de G'
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Démonstration.
En remarquant que GIP et GIP : (GlIP,Pl) I elv,Pl) sont i'somorphes,

i,I suffit d,e consi,d,érer l'opérateurl,l ci,-desso'tls, et de uérffier qu'i,l s'agi't d'une i'somètri'e

qui, entrelace ces deur représentati,ons.

Ll:  r ' (Clr ; -x,) :h -+ ?{*: t " (Gl l ;xr)  \  } - , - \  . , , , . \  (4.g.2)
€ r+ t/€:, € où {(n) ,: €(t)

on uo'it alors que pour tout f e G f P, on a

u(n(s)t)@) : ffi (e):"(g)€(")
: €(g-tr) : €@-'{)
: r(oX€J(u) ,

ce qu'i d,onne U("(g)€) : (tro sXg) (Z,l€). (4'3'3)

I

Notations.

1. comme pourLl d,éfi,ni. d,ans (4.3.2), soi,tv I'ertensi,on sur L2(G/P x G/P ; y)

de l'opérateur

ciG/P x G/P ; y,) ----+ cî(G/P x-G/P ; Y,)
F r..* F , F(a,g)=F(*,u)

c'est auss'i, une i,somètri,e pour le choi,r conuenable des mesuret drn,o@'p) sur G/ P

ut dru,u@-P) sur G7P, décri,tes dans (L-I.LA).

2. Soi,t auss,i s: Lr(G) > f - f e L|(G) , l'épi,morphi,sme canoni,que qui, réali,se

vf e L'\(G),, t f (g) dg: I f (s) aE .
J G J G/\P,P]

Rernarque I.S.S Pour f e LL(G), i,t suffit de remplacer r(f) par son erpressi'on

d,onnée d,ans (1.3.L), pour trouuer une formule analogue ri (4.3.3), c',est

u("(f)€) : (n osx/) (e/€). (4'3'3)'

Auec ces notations et cette rernarque, on peut prouuer le théorème sui'uant :
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Théorème 4.9.4 Le di,agramrne su'iuant est commutati'f,

Lr(G) -- Lr(G)

tc" 
I J"" (4.3.4)

L2(G/P x G, /P;x, ) -TL2(G/P x G,zP;x, )

Autrement d,i,t, en partant d,e f e Lt(G), alors le no\au rc"U) de I'opérateur r(f) est

ti,é à Kfr(î), ( celu'i d,e r(f) où f : s(/) € L'(G)), par la relati'on

rc-G) --ç6 , (î,9),-- K"U)@,a).

Démonstration.
Soi,t ( e 7{*, on doi,t montrer que

n(î)€(z) : [- -ffifiçn,ùë@) d,(s'P) Ya e G-
JGlP

Comme €: €, où {:U-'€ e'11*, alors

r(f)€(a) : r o s(/)t/({)(e)
: u(tr(f)t)@) d"aPrès (4'3'3)"
: r(/)€(r)

I

: I rc"ff)@,ù€@) dit
Jcle

et c'est par d,éfi'ni,ti,on d,eLl, -qui, est une i'somètrie-, qu'on peut conclure'
I

Corollaire /r.3.5

F ecf;(G,/PxG,/P; x,)  F eciQlf  lQ/ l ;  .xt)
est Ià noAv'u rc"@ d,e r(f) € est Ie novau K7(1-) !" n$)

pour f eilçc1 pour f eLr(G)

Ceta justi,fie notre supposi.ti.on, d,ans tout Ie reste du paragraphe, que P est commutati'f. En
particuli,e:r, i,l serai,d,entifié aaec son algèbre de Li'ep, etmuni, delamesure de Lebesgue'
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4.3.4 Lemme de la condition suffisante.

La représentati,on uni,tai,re et i,rréd,ucti,ble n : ind,ÏX, de G, est supposée i'ndui'te

d,,une polari,sati,on d,e Pulcanszkg P : Lie(P) qui, est auss'i un i,déal abéli,en de g. Toute

bar" i : (Xr, ..., X*) est une base de JoriJ,an-Hôlder de p = P : lR- qui, le munit de la

nlesure de Lebesgue :

f  f  - f  - -
vf ec"(p), tt,(f) : 

J, 
f Ol dr,@): |,u^ T(axr..-r,nx,o) dr

I
: I f (exp( rrxl + ... + r, X*) ) dr.

Jm-

Notons {l :: O(r) : G .l I'orbi,te coadjoi,nte de l, et {ls sa restricti,on sur p.

f,)s ::  {Aty(I)6: AtA(tb) :t  U '16, A € G} ç p*'

Rernarques 1.3.6
1. Vu que p est une polari,sati,on abéli,enne, en parti,culi,er elle stabi,li'se 16, et donc on

a que G lP et {ls sont di'fféomorphes grâce à la bi'jecti'on

Â , G lP -----f 0s (4.s.b)
y .P  - . -+  A . I l o

2. Le di,agramme sui,uant nous seru'ira à la fin de cette sect'ion,

tRp  
o ,  

A (n r ; gR-
r 1'  

' to* (4.3'6),,I I 
to.

G,/P -T f,io Ç P*

d,ans lequel, si w : (wr,.. . ,up) € Rp et Q, : (a;," ' ,a^) € R-, alors on a

l'équi,ualence

A(w) : s <+ u1Zpr"'uoZ*r'Ilo : o.^XI + "' + a' X;'

( L,i,d,enti,ficati,on d,ep* auec lR- est notéeCp*, et permet de confondre

f : c',tXî + ... + a*Xh € p* auec ses coordonnées Cr"(l): (or, ...,a^) € R- ) '

S. On reuiend,ra auss,i sur Ia d,escri,pti,on de cette paramètrisati'on des orbi,tes de l'acti,on

coad,joi,nte d,u groupe erponentiel G sur p* . Pour les détails de cette descri,pt'ion, on

fait référence à1171, d'où on peut ti,rer Ia li,ssi,té de A, ai,nsi, que celle de son inuerse.

Il s,en sui,t enfin que A(Rp) est une sous-uariété (lisse) de R-.
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4.g.4.L Les espaces Cî (C lP x p*; x) et CS (G lP x p, G) '

Définiti,on /r.g.7 Introd,ui,sons l'espace Cf; (C lexp.;X) forma par toutes les foncti'ons

i , G x_p* ._-+ C, qui, satùsfont aur propriétés su'iuantes :

(i) I _est i,nfin'iment déri,uable sur G x p*,

(ii) f uérifie la relation de couariance

V(r ,q)€ G x P* ,  i@n,ù :  No(h)  f@,q) ,  Yh e P,

où xc est le caractère sur P associ,é à la forrne li,néai,re q € p* j

Xo(ery X) : 
"-i<Q'x'., 

VX e P.

Qii) î est à support compact dans Gf P x p* '

(4.3.7)

Remarques 1.3.8
1. De façon naturelle, toute foncti,on f e Ci (C1f xp.;X) uéri,fie la deuni,ème relati'on

de couariance suiuante

V(" ,q)  €  G x p* ,  i ( r ,Ad*b(q))  :  l@,q) ,  Vbe P (4.3.8)

pu,isque Ia commutati,ui,té d,ep entraîne sa stabili,satr,on à toute forme li,néa'ire q e p*'

2. Comme les espaces d,éfini,s précéd,emment, et toujours grô'ce au di'fféomorphi'sme

Dp, on confond, aussi. Cf;(Clp x p*;X) auec Cf;(Rp x IR-), en i,denti'fiant une

foncti,on i d'u pr"*'ier espace auec celle de Cf;(R'') ;

( (rr, ...,wp) i (nt,...,r*) ) --* f (wfi1,r"'wrZ*o,rrXI+ "' + r,"Xk)'

Notations. On ua ad,opter d,es notations semblables à celles de la défi,ni'tionL.4.4'

1.  Pourp,m e N, fe l  quep*m: n,  so' i tCS(p,m,R')  le sous-espace de tr t (R')

forrni par les foncti,ons d,e Schwartz qui, sont à support compact dans les di,recti'ons

des p prem'ières coordonnées.

Z. Grâce à (1.1.16), on a le d,i,fféomorphi,sme Op Qui, identi,fie G auec Gf P xp, et

qu,i a serui,t pour d,éfi,ni,r le 3" " sgstime iJe coord,onnées sur G obtenu par @. Ceci,

permet l,ertension d,e ta d,éfi,ni.ti,on d,e cs(p,rn, R') pour le groupe G ' On note alors

bSlClfxp,G) I 'espaced,etouteslesfoncti,ons f : G - C, dontlacomposée

po, @-t d,onne une foncti,on de CS(p,m, R')'

cs(GlPxp,G) : { f  :  G -  c ,  l "@-tecsk) ,nt ,R")}  cLt (G) '
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S. L'opérateur d,e transformée d,e Fouri,er parti,elle 'i,nuerse Fp* d,ans la di,recti,on de P" ,

asi,t sur CiçlP x P*;y) Par

Fr. î, (r,u)*' (+)- [ î@,q)"''o'u' d,q.
At .  J  F *

Conséquence.
Onpeut d,éf i ,nlr  àpar-t i . r  de i  eC?(CIP xp*;X) , lafonct i ,on I  eCS(GIP xp,G)

par la formule
f @ù,: Fo.i(r,Log u) ,. Yr € G, Vu e P. (4.3'9)

En effet, tout ce qu'i,l faut uéri,fi,er, c'est que f est bien défi,ni,e par cette erpression,
pulsque la cond,i,ti,on d,u support, compact dans la di,recti,on de GIP et de Schwar-tz dans

les autres, prouient d,es propriétés d,e la transforrnati,on de Fourier qu'on a appli,quée

parti,ellement à une foncti,on de support compact.

Soi ,ent  i lonc r ,A €G, U,V eP,  te ls  que rexpU :Uexpy '

Posons h:: exp(U -V) e P qui, est abéli ,en, et donc rh: rexpUexp(-V):A.

Ains,i, en se rappelant d,e la propri,été de coaariance (4.3.7), on obti,ent

/(serç v) : Fo.î@,v) : f*l* L.îrrn,q)"n'n'v'dq
1 f

: (*)- I x'@) î(',q)"''o'"dq
z1t J p*

: fll- [ "n,.o,u-" 
î(*,q)ei<o'v>d,q'27t '  

Jp*

:  Fo.f  @,U): f(rexPIl) '

4.3.4.2 La condition suffisante.

Fi,rons F eCiGrZP xG/P; x,).Défin'issons surG X f,)0, lafoncti,on 1o Par

io ,  GxOs -+  C
(r,a .Ib) r_* 6(y)-LF(ry,s)

Proposi.tion 1.3.9 is est bi,en défi,ni,e, d,e classe C* et à support compact szr G x f,ls

modulo P. De plus, elle uéri'fie la relati,on de couariance

Y(r,y.lto) e G x os, îo(rh,a .lb) : Xy.tto@) îo(r,y .I l) , Yh e P' (4'3'7)0

On résume ces propri,étés en écriuant îo e C7 G I 
p x Clo; X).
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Démonstration.
pour Aue fo soi,t bi,en d,éf,ni,e, i,I faut s'assurer que si, dans (7s, on a A .IE z.l1o

( qui,, -d,'après (4.3.5)-, est équi'ualent à A' P : '' P ), alors fs(r,U .'Il) 
:-fo(r' z '16)'

birl, prorl,"nt eà effei d,u fai,t que F(ny,a) : F(rz, z) à cause de la relati,on de coua,iance

(1.8.t) sati,sfai,te par F, d,e plus,_la proposition 4.3.L donne ô(g) : ô(z) et permet de

conclure la bonne défini,ti'on d" 10.
Ensui,te, pour la relati,on d,e couari,ance, so'ient r Ç. G et y. l1o € f,)s, alors pour tout

heP,  ona

io(rh,a -It,) : 6(fi-t r@ha,a) : 6(a)-L F (("ù@-'nù'a)
: ô(s)-t x,,o(a-thu) F (*a,a) : xv-qo(h) fo(",v'tç)'

Enfin, prouaer Ia lissi,té d, î0, c'est se ran'ùener à I'ai,de des cartes décri,tes dans (4.3.6).à

la foncti,onlR.p x Rp ) (r, ii - 6(u1Z1"r...uoZo")-tF((w121"r...-.-apZa),@1Zpr"''oZ*'))
et d,,en ti,rer qu'elle est C* con1,n'Le prod,u'it d,e foncti'ons li,sses' La compaci,té du support

d,e in d,écoule aussi, d,e celle d,u support d,e F. En effet, soi't K un conxpact de G uéri'fiant

F est nulle "à l 'ertéri,eur" de K'P x K'P, ou encore

Yr ,y€G,  ( " 'PAK:A ou  Y 'PnX:A)  a f (n ,g ) :0 '

II est éui,d,ent que le sous-ensen'Lble K' ,: {, e G,K îlr-r'K + A}-est un compact

d,e G, en efiet, ce n'est rien autre que {g-Lz, (y,") e K x K}: K-'\' Du fai't que

P est di,sti,ngué d,écoule aussi' que K'P': KPK-L : {r e G,,K ?"-tf 
'P + 0}'

c'est d,onc un cornpu,ct d,e GlP. Sa particutari,té est qu'on a si, (r,g) e G x G tel que

r .  PÀK'  :A  ou  a  -  PnK -$ ,  a lo rs  fo@,y)  :0 ,  en  e f fe t
-  Si  U'  P n K -  û,  a lors F(,y,9) :  0 et  donc fo( ' ,A) :0 '
- S'inon, c'est r' P n K' - 0, et i'l eri'ste b e P tel que gb :: c e K'

Rai,sonnons par absurd,e, s,i on suppose que rA.PnK *A, abrs on pourrai't écrire

ryh :: a e k pour un cer-tai,n h e P. La contradi,cti.on apparai,t dès qu'on remplace

c :ub :a - r i l ï r - rbe r - IKPnK +Q a  reK 'P  ( fau rcar  n .PnK ' :û ) .

Alnii, nA ' P À K :0, et par sui,te F(ry,U) :0 : fo(*,A)' .
En conclusi,on, supp("i") c K'P x KP,( compact de GIP x GIP)' 

I

Lemme 4.3.10 Soi , t  î  e C?(Clpxp*;x)  ,  et  soi ' t  f -eCS(GlP' ! ,G) comme (4'3 '9) '

Si ,  pour tout  r  €.  G et  pour tout  A. lb e{ ls,  on a fo@,A' l lo)  :  f ( r ,y '11) '  a lors le

nogau de r(f) est K^(f) : f ' Autrement di't, on a

io" 'o :Â + F:K"(T) ' (4.3.10)
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Démonstration.
Supposons que la cond,i'ti'on i",ro : fo est uérffiée' .

D,opréi (4.g.1), l,erpression d,u noyàu de n(f) en (r,A) € G x G est donnée par

K*(1)@,ù : t(ù 
J,r@s-tu)xea.s1t1(u) 

du

I

: a@ 
J"l@a-'expu) "-i<Ad*s(I)'u' 

dU

r-
: 4ù JrFo.i@a-t,(J) "-otoo*s(16)'u> 

471.

Le d,ernier passa,ge est justi,fié par la formule (4.3.9). Enfi'n, par transformée de Fouri'er

d,'une transformée de Fouri'erinuerse, on abouti't à ce que

K,(fl (",s) : 6@) î ('a-t, At a (Iù)'

mai,s i coinci'd,e oue" fs sur G X f,)0, et donc

K^(fl(r,y):6(a)îo(ry-' ,Atrv(i1,)):6(a) ( ,(r)- 'r '(  (*a-\u, ,) ) 
:  F(n,a)'

I

On se rend compte mai,ntenant d,e I'uti,li,té d,e Ia proposition 4.3.g, pui,sque io oo""

ses propriétés d,e lissité, d,e compaci'té d,u support modulo P, et de coaari'ance, est un bon

cand,i,d,at pour auoi,r une ertens'ion en une foncti'o, f e Ci GIP x p*;x)'

4.3.5 Théorème du rétracte-

On a établi,t d,ans le lemme 4.3.L0 la suffisance d'e la cond,i,ti,on Aue îo ad'met une

ertensi,on î e C?(Clp x p.;X) , pour que F so'it un noAl,u, et dans ce cas, on a la

formule 1a.e.O1 [u'i,'n|u, proruié ù Tonci'i,on f :: R*(F) e CS(G lP 'P,G) .réali'sant'rc^(fl:'F. 
On aa prouuer d,ans ce qui, sui,t, que cette condi,ti,on esttoujours réalisée'

4.3.5.1 Construction de I'extension.

Le but d,e ce paragraphe est d,e prouuer que toute foncti'on d,eCf;(Gllx!lo; X).se
protonse en une ion"itoi d,eCf;(Clp x p.;X) . Soi,t d,onc F €C?(G/P xG/P ; x) et

10,  Gxf )e - - - - )  
€  Ci (GlpxOo;X) .

(r,a. l t)  r_-+ 6(s)-LF(rY,s) 
\
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Rappelons le di,agramme (4.3.6)

A@r; g R-

1',.
0oÇF*

qui, paramétri,se l'orbi,te f,)s : {g.llo, y e G} C P*, par la sous-uari'été di'fférenti'able de

R* décrite par

M::  {o t  l : '  (A t ( , , )  , . . . ,Æ"( - ) ) ,  u . ,  e  RP} ,

où les appl'icati,ons .N e C-(Ro), pour tout | 3 i < m'
Un élément e,: (or,..., a*) e M çF(*, correspond àQa: atXI +..-+ a*XI- € C)0,

qui, proui,ent d,e I'acti,on ,oodiointe d,'un élément uni,que de la forme w1Zpr...wpZ7,, € G,

sur l1o. Ai'nsi,, on a l'équi,ualence A(w) : o <+ wlZpr""tDpZ*o'Ib : atXI + "' + a,.Xh'

Tout d,'abord,, fi,rons une forme li,néai,re q" :: dixî+...+dïXh: wiZnr-..wiZrl1o € Oo'

Pour constru'ire un prolongement d" î0,- en prem'ière étape-, dans un uoi'si,nage V" de

q" = a" : (oi,...,dT) dans R*, énonçons Ia proposi,ti,on suiaante.

Proposition 1.3.11 Soi,t M une sous-uariété di,fférenti,able d'une uari,été N, ( de dl-

mens ' ionsnotéesd, im(M) : :p  e t  d ' im( ' l ' f ) : :m) '  So i ' ta "  €M'  A lo rs i ' l e r i ' s teun

système d,e coord,on à"t b: (Ct,...,U") ualable d,ans un uoi,si,nageV" de a" dans N,

tels que C'(o") :  . . .  :  C*(o") :0,  et  te l  que

(J" : :  {a eV",  C*r(a):  . . .  :  C-(o) :  0}

auec les restri,cti,ons d,e (CL,...,CP) sLr (f", forment un atlas de cartes locales de M

contenant e,".

Démonstration.
Il s'ag'it de la proposi'ti,on 3.2 (P. 23) , de 1181. 

I

On appli,que cette proposi,tion pour la sous-uariété M: A(IRP) de N t= R*, elle nous

procure alors un aifraàmorphi,sme local C : (C', ...,C*) au uoisi,nage V" de d," ,

c
R- 2 V" ----+ C(V") ç lRrn

a r - l  C( " )  : (C l (c ) , . . . ,C- (o ) )

qui uérifie C(o"): gç.-, et tel que Ie uoi'si'nage d,ans P* de q" : aiXI +..' + a"*Xi* ,

V*(q",F*)  : :  V* : :  {qo . :  a$i+. . .  + a*Xh, a eV"}

[ R p  
o ,

I
D o l' I

G,/P --:+
A
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soi,t caractéri,sé par

Vq :qo€W,  Ç€Oo  <=+  U* t (o ) : " ' :C " ( " ) : 0<+a€ (J " '

Qui,tte à prend,re un raAon R > 0 tel que le paué ouuert de lR-, -centré enÙ et de rayon

R-, soi,t i,nclu dans C(V"), pui,s trauailler dans ce nouueau ouuert, on peut supposer que

V" est Ie uo'isi,nage d,e ao , d,onnée par V" :: C-L( t 
- R,Rf 

): 
t: part'iculi'er, sa

fermeture est un compact d" p*, d,e plus, l'ouuert W ::C-t ( I - l,if ) 
uéri'fie

W" cW cv" (4.3.11)

Soi,t g e Cf;@) d,ont le support est i,nclu dansl - R,Rl et tel que P(0) : 1.

. En premi,ère étape, on erpli,que la procéd,ure pour défini'r I "n 
un poi'nt (',ù I

G x p* d,ans le ,ii'ri,nog, G x V* d,e (r,q"). Donc sù on note Q :i Qo, alors a € V"

e tona
Q € Qo <+ C(a) :  (C'(o), . . . ,Co(o),O, . . . ,0) .

a)  Notons q: :=c-t  ( (ct(d),  . . . ,  co(o),0,  . . . ,0))  € v" =v*.

On a bi,en qZ € Qo, de plus, qlo : qo # qo € Oo'

b) on pose en tout po,int (r,q) e G x p* d,ans le uoi,si,nage G xV* de (r,Q"), où
'  

t : :?r- ' (ù,p,)  (auecù: r-  P eG/P etpr€.P sont donnés comme dans

le di,agramme I.L.I1), et Q:t Qa,

1@,q) t:xs-(P,)xn".(P,) lo(',q"') ft v@@)
j:P*t

o En second,e étape, on uoi,t que cette mani'ère proposée pour d,éfini,r i, permet la

uérificati,on d,es propri,étés de li,ssi.té et d,e couariance à cette foncti'on, et qu'elle

coinci,de effectiuement aaec fs sur G x (fts n y")'

a\ Li,ssi,té : toutes les foncti,ons qu'i apparaissent dans la défini,ti'on de f sont de

classes C* , ai,nsi, que les sgstème de coordonnées C qui est un di,fféomorphi'sme.

b) Couariance : c'est grô'ce à (4.3.7)0, pour tout h e P, on a

f (rt,q') : Xo.(p@n))xo".(Pt n') fo('h,q;) ft e@j@))
j:P+L

ln

: (xo.{o,n)Xqz(p,)xqz@) ) x,z(h) r/e,n1, 
,I[, 

ç(ci (o))

: ( xo.(h)xoz(pàxo.(p,) ) Â(", qï fr çQi @))
i:r*t

: Xo.(h) î(r,q,). (4.3.7)
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c) Si Ço € Oo, alors, qZ: qo et C*L(a): ... : Ct(") :0, cec'i i'mpli'que que

î (*, q.) : io(r, q:,) : 1o(r, q.).

En d,emi,ère étape, parei,llement à l'ertensi,on i :, 1@\ d,e is sur le uoi,si,nageV" , et
d,e la même man'ière d,étai,ttée c'i-d,essus, on constrai,t d,es ertensi,ons îkr1,..., f kol
d" io, respecti,uement sur d,es uoi,s'inages Vt , -.-,Vo d,ans p*, d,es forrnes li,néaires

e'r...,qo qu'on préci,se tout d,e sui,te.

a\ La compaci,té d,u support d,e fs per"m,et d,'auoi,r un conxpact K de Qs Qui uéri,f,e

Vq € ()s \ K, fo@,q) :0 Vr e G.

Couurons alors ce compact pa,r un nombre f,ni, d,e uoisi,nages W'r..., et Wo
d,ans p*, respecti,uement d,e certai,nes formes li,néai,res Q' ,...,qo € f,)0, où on a
d,es ertensi,ons respectiues igr1, ..., f goo) € C? (C/p x p.; x) d" îo,.d,écrites par

laLè'" étape. ( Enfai.t, I'ertension f çr1 est défi,ni,e sur I'ouuertV' qui, est plus

grand d'après notre constructi,on (4.3.11), et ceci, pour tout j e {L,...,d}).

b) Notons R :- ÛW qu'i est un con'ry)act d,e p*, et soit pour tout q d,ans son
j:r

complémentai,re, B(q,ro) une boule ouuerte centrée en q et de ragon ro, et qui,
est i,ncluse dans cet ouuer"t p* .. Ê. Ai,nsi,, on peut couurir F* par une fami,Ile
d' ouuerts, en éari,uant

d

p*: (Uo)U (U"tn,",) ).j:r cÉR

Vu qu''il s'ag'it d'un espace pré-compact, on peut défini,r de ce recouurement
une fam'ille ((I')a d,'ouaerts "plus peti,ts" (d,ans le sens que chaque (J' est
'inclu ou bi,en d,ans une boule ouaerte B(q,ro), ou bi,en d,ans un certai,nVi),
tels que
- toute forrne li,néai,re g € p* n'appart'ient qu'à un nombre fi,ni, de ces ouuerts,
- on 0, une fami,lle de fonct'ions (h;);ç1, di,te une parti,ti,on C* de l'uni,té, dont

l'eristence est assurée par 112], et qui, uéri,fie

Pui,sque tout ouuert U' agant une i,ntersecti,on non ui,de auec K, est forcément
'inclu d,ans un certai,nv' ( i :: i(i) est même uni,que par constructi,on), alors

( n, e ci(P.),
I supp(h;) cU',
1 0  th i l l ,

t à h;:r'
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on peut défi,ni,r sur G x p* la foncti'on

ei : (r,q) - {n'a>i,'',(''q)' 
si' q e u'

vr 
l0 s'i non.

Du fai,t que supp(h1) çtl' ÇVt, d,écoule que gj eCf;(G x p*).
Enfin, et toujours parceque K est un con'Lpact, on peut supposer que de tels
ouuerts U' ( qui l'i,nterceptent), sont en nombre fini,. Posons {ù,...,ip} leurs
i,ndi,ces associ,és et {i u ..., i,.}': {l (ir), ..., i (ix)}.

c) Défi,ni.stort i con'Ln'ùe la somme des gi,

et uéffions que c'est b'ien une ertens'ion d,e is comme dési,rée.
- soi,t (r,q) a^G x flo. 

rn

i  ' : loi,
J:L

î(",q): I si(n,q) : t k@)f s,{r,q) : îo(r,q)ln @) : io(r,q).
j:r ilqeVr i4-.I

- pour la couari,ance, (4.3.7) est une coséquence'immédi,ate du fai't que toutes
les fonctions f et sati,sfont à cette propri.été. On obti,ent donc que pour tout
r  €  G,q  € 'p*  è th  e  P ,

1@n,ù : Ë h;@)iror@h,q)
i/qevi

fn

: t hn(q) xn@) îs'1@,a)
j/cevj

: No@)î(",q).
- enfi,n, f est éui,demment dans C?(G x p*) pui'sque c'est la son'Ln1,e finie de

foncti,ons de ce tgpe.

4.3.5.2 Conclusion.

C'est Ie théorème suiuant.

Théorème .4.9.12 So,ient G un groupe de Li,e résoluble erponenti,el, connere et sim-

plement connere, et I une forme li,néai,re sur son algèbre de Li,e g. Si P :: Lie(P)^est

une polarisation d,e Pukanszky d,e g en l, qui, est auss'i un i,déal de g, et r : inffrXr;

alori pour toute fonction F eC?(G//P x G/P i X), iI eri,ste une foncti,on f e L'(G)

admettant F comme noAau pour n(f).
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