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Introduction

Tout est nombre. En reprenant cette ancienne idée pythagoricienne et en la
recombinant avec le fait qu'un nombre est le résultat d'un calcul, nous pouvons re-

formuler la phrase ci-dessus en disant que tout est calcul. Nous pouvons retrouver

des exemples de calcul dans de nombreux domaines, mais I'exemple le plus fascinant

est celui de la vie. Il n'est pas facile de donner une définition exacte à ce phénomène

complexe, mais à I'heure actuelle on suppose que I'ingrédient le plus important de

la vie est I'acide désoxyribonucléique, I'ADN, qui est parfois remplacé par I'acide

ribonucléique, ou ARN. En effet, tous les êtres vivants que I'on connaît possèdent

cette molécule et la nature utilise des opérations simples de type copier, coller, in-

sérer, effacer etc. pour Ia manipuler. On voit que I'on a besoin seulement de petites

briques, I'ADN, et de règles simples pour exprimer certains aspects structuraux des

êtres vivants et peut-être même la diversité de la nature. On peut remarquer un pa-

rallèle avec la théorie de la calculabilité, où on utilise aussi des éléments très simples
pour construire des fonctions qui calculent des choses complexes. Cette analogie nous

conduit à la réflexion que la nature calcule, mais peut-être d'une manière différente
que nous ne comprenons pas encore complètement. Du chaos à la matière inorga-

nique, de la matière morte à la matière vivante, de l'inconscient à I'intelligence,
peut-être toute l'évolution de I'univers est-elle une histoire de calculs qui deviennent

de plus en plus compliqués. Tout cela paraît une spéculation métaphysique, mais,
qui sait, peut-être notre conception actuelle des calculs est-elle liée à l'évolution de

l'humanité, comme I'utilisation de la base dix pour compter est liée au fait que I'on

a dix doigts. De même que les hommes ont commencé à utiliser d'autres bases pour

compter, il est peut-être temps de trouver de nouvelles conceptions du calcul qui

seront différentes de celles utilisées auparavant.

Un premier pas a été fait par L. Adleman en 1994 qui a montré pour la pre-

mière fois comment il est possible d'utiliser ces nouvelles opérations et structures

de données pour résoudre des problèmes concrets. Son expérience montre comment
résoudre une instance du problème d'un chemin hamiltonien dans un graphe à I'aide

de moyens biologiques uniquement. C'est incroyable, mais en utilisant des molécules

d'ADN, des enzymes et d'autres substances chimiques et en manipulant des éprou-
vettes, il est possible de trouver une solution à un problème mathématique concret.
L'expérience d'Adleman, publiée dans << Science >>, voir [1], a stimulé I'étude des
nouveaux modèles de calcul fondés sur la biologie en provoquant une explosion d'ar-
ticles liés à ce sujet. Divers aspects des mécanismes biologiques ont été étudiés d'un
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point de vue de la calculabilité et les résultats sont très prometteurs, car les mo-
dèles obtenus permettent, bien sûr thêoriquement, de dépasser la puissance de calcul
des ordinateurs existants. La structure compacte des données, le parallélisme massif
et la consommation modeste d'énergie, sont les atouts importants qui affirment la
supériorité, au moins théorique, d'un ordinateur fondé sur des principes biologiques.

Nous remarquons que l'étude théorique des systèmes biologiques d'un point de
vue de la calculabilité a commencé bien avant 1994. En effet, déjà en 1987, T. Head
dans son article < Formal Language Theory and DNA : an Analysis of the Generative
Capacity of Specific Recombinant Behaviors ,, [12], a montré des connexions entre
la biologie moléculaire et la théorie des langages formels. Sa vision pionnière de la
recombinaison moléculaire lui a permis d'apercevoir, longtemps avant I'expérience
d'Adleman, I'importance et le potentiel énorme des calculs fondés sur des principes
biologiques. Les systèmes qu'il a introduits et que nous appelons aujourd'hui des
systèmes de Head, fondés sur I'opération de la recombinaison, représentent, même
à présent, une branche importante du domaine. L'idée de Head était très simple :
on remplace des molécules d'ADN par des mots et des enzymes par des règles de
recombinaison. Puis, en mélangeant tout dans un tube à essai, on laisse le système
êvoluer. Mais, malgré ces travaux, nous pouvons dire que la naissance du domaine
des calculs (bio)-moléculaires date de l'expérience d'Adleman qui a montré que les
choses considérées auparavant comme fantastiques deviennent désormais réalisables.

Quels sont les buts dans ce domaine ? Bien sûr, le but le plus important est de
construire un ordinateur fondé sur des principes biologiques. Mais, à présent, il est
encore difficile de conjecturer quand nous pourrons travailler sur des ordinateurs de
ce type. Un autre but qui est aussi très important, est de comprendre comment la
nature calcule et de trouver peut-être de nouveaux paradigmes de calcul qui pourront

être implantés, même sur des supports ordinaires. De même que l'étude du cerveau
a permis de concevoir les réseaux neuronaux et l'étude de l'évolution a débouché
sur la création des algorithmes génétiques, nous espérons apprendre de la nature de
nouvelles méthodes de calcul que nous pourrions utiliser ensuite.

L'ADN n'est pas la seule source d'inspiration pour trouver de nouveaux para-
digmes de calcul. Nous pouvons changer d'optique et nous placer au niveau cellulaire.
En effet, la cellule vivante est une machine étonnante que la nature perfectionne de
plus en plus. Tout est présent ici : la communication avec I'environnement, la recon-
naissance des signaux, la recherche dans la base de données de I'ADN, la réaction,
Ia production et Ia consommation d'énergie... En bref, la compréhension du com-
portement de la cellule est peut-être la clef qui nous permettra de comprendre les
secrets de la vie. Mais, si on peut imaginer des calculs avec I'ADN, on peut aussi
imaginer des calculs avec des cellules. Dans ce cas I'aspect structurel devient de plus

en plus important, car Ia cellule peut être vue comme un ensemble de membranes
imbriquées les unes dans les autres. Le premier modèle de calcul fondé sur la struc-
ture de la cellule et sur les processus cellulaires a été proposé en l-998 par Gh. Pàun
qui est considéré comme père de ce domaine : le calcul à membranes. Depuis, plus

d'une centaine de variantes ont été proposées et leur nombre croît constamment. Vu
le niveau technologique actuel, il n'y a pas encore d'implantation pratique in uiuo
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ou in u'itro, mais comme nous I'avons dit auparavant, une des raisons pour lesquelles
on étudie les modèles issus de la biologie est de trouver de nouvelles possibilités de
calcul différentes de celles que nous avons utilisées jusqu'à présent.

D'une part, la théorie des langages formels est fondée sur I'opération de Ia ré-
écriture. D'autre part, la nature utilise des opérations différentes du genre copier
et coller, ainsi que des structures de données différentes. C'est pourquoi il est très
important de pouvoir reconstruire les anciens paradigmes de calcul dans ce nouvel
environnement. Même si ce n'est pas très important pour une réalisation pratique,
cette reconstruction est cruciale pour des applications informatiques.

Nous nous arrêtons ici pour les spéculations métaphysiques et nous renvoyons
à I'article [16] qui contient une introduction excellente dans le domaine, ainsi que
beaucoup de réflexions philosophiques dont nous n'avons présenté ici qu'une petite
partie. De même, les ouvrages [44] et [43] contiennent une présentation très détaillée
des motivations et des attentes concernant le domaine des calculs moléculaires, du
calcul à membranes et du calcul naturel en général.

La présente thèse essaie de répondre à certaines questions ci-dessus. Nous nous
concentrons sur I'étude de certains modèles de calculs moléculaires et de calcul à
membranes pour montrer leur équivalence avec des modèles classiques comme les
grammaires formelles et les machines de T\rring. Nous faisons même un pas en avant
en montrant d'une manière directe, sans passer par les systèmes classiques, l'équiva-
lence de certains modèles considérés. Finalement) nous avons conçu une méthode qui
permet de simplifier la démonstration de ces équivalences, ainsi que la construction
de systèmes spécifiques répondant à certains besoins. Nous remarquons que tous les
modèles que nous considérons ont un trait commun : ils sont fondés sur I'opération
de la recombinaison. Nous pouvons donc dire qu'on effectue une étude approfon-
die de cette opération qui, en effet, est très puissante par elle-même et, comme Ie
montrent les nombreux exemples de ce travail, quelques petits ajouts suffisent pour
qu'elle devienne aussi puissante que la réécriture.

Nous remarquons aussi que notre travail est purement théorique et que nous
considérons l'aspect mathématique des calculs moléculaires et non pas I'aspect bio-
logique.

Nous allons décrire maintenant le contenu de la thèse chapitre par chapitre.

Chapitre 1-

Dans ce chapitre nous présentons brièvement certaines définitions de la théorie
des langages formels pour fixer les notations que nous utilisons ensuite.

Chapitre 2

Nous introduisons d'une manière informelle les systèmes dont nous parlerons au
cours de ce travail et nous donnons l'état de I'art.
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Chapitre 3

Dans ce chapitre nous introduisons les notions centrales de notre thèse : I'opé-

ration de la recombinaison et les systèmes de Head. Nous considérons les deux défi-

nitions possibles de Ia recombinaison : Ia recombinaison simple et la recombinaison

double et nous étudierons pour la première fois la relation entre les classes de lan-

gages fondés sur la recombinaison simple et sur la recombinaison double. Nous mon-

trons qu'entre ces deux familles il existe une relation d'inclusion stricte. De même,

dans ce chapitre nous présentons de nombreux exemples de systèmes de Head, ainsi

que des langages rationnels qui ne peuvent pas être des langages de recombinaison.

Chapitre 4

Dans ce chapitre nous introduisons une extension des systèmes de Head : les

systèmes de Head étendus et nous présentons la méthode << faire-tourner-et-simuler >>
qui est souvent utilisée pour dêmontrer une équivalence avec une grammaire formelle.

De même, nous introduisons les systèmes distribués à changement de phase qui sont

un modèle de calcul à la fois simple et puissant. Nous remarquons que la simplicité de

la structure de ces systèmes permet de nombreuses utilisations, ce que nous avons

souvent fait ensuite. Nous montrons qu'avec deux composants il est possible de
produire tous les langages récursivement énumérables et qu'avec un seul composant

il est possible de simuler le comportement d'une famille de systèmes de Post qui

contient des systèmes universels. Nous rerlarquons que ce dernier système possède

une description très compacte. Dans le même chapitre nous présentons des résultats

obtenus à I'aide d'un logiciel de simulation des systèmes distribués à changement

de phase à I'ordinateur, nommé TVDHsin. En effet, ce logiciel a permis de trouver

des inexactitudes dans certains articles sur les systèmes distribués à changement

de phase et nous présentons les systèmes correspondants tout en proposant des

modifications pour leur redonner un comportement correct dans les cas où c'était
possible. Nous ajoutons que ce même logiciel nous a permis d'acquérir une grande

expérience de construction des systèmes fondés sur la recombinaison en soulignant

des pièges cachés dans lesquelles plusieurs auteurs sont tombés auparavant. Nous

remarquons enfin que tous les systèmes distribués à changement de phase présents

dans ce travail ont été contrôlês à I'aide de ce logiciel.

Chapitre 5

Le chapitre 5 introduit une extension des systèmes distribués à changement de

phase : les systèmes distribués à changement de phase étendus qui possèdent un

comportement plus complexe. Nous montrons que trois composants sont suffisants

pour produire tous les langages récursivement énumérables.

Chapitre 6

Le chapitre 6 contient une analyse des techniques de démonstration utilisées au

cours des deux chapitres précédents. Cette analyse débouche sur une nouvelle mé-
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thode, la méthode des molécules assistantes, qui permet, d'une manière inattendue,

de diminuer la complexitê des systèmes correspondants en montrant qu'ils possèdent

un contrôle additionnel que nous avons mis en évidence. En utilisant ce contrôle in-

trinsèque nous pouvons diminuer facilement le nombre de composants nécessaires

pour obtenir la puissance d'expression d'une machine de Thring. Ainsi, nous arrivons

aux limites de ces systèmes en montrant pour eux la frontière entre la décidabilité

et I'indécidabilité. À la fin de ce chapitre nous proposons une généralisation de la

méthode des molécules assistantes que nous allons utiliser ensuite aux chapitres 7

et 8.

Chapitre 7

Dans ce chapitre nous considérons une autre extension des systèmes de Head :

les systèmes de tubes à essai. Nous montrons que le problème ouvert de la puissance

d'expression des systèmes de tubes à essai avec deux tubes a stimulé I'apparition de

nombreuses variantes de ces systèmes. Nous introduisons ici une nouvelle variante :

les systèmes de tubes à essai avec filtres alternants et nous montrons que dans ce

cas deux tubes suffisent pour produire tous les langages récursivement énumérables.

De plus, nous pouvons placer les règles du système de façon à ne pas avoir de règle

dans le deuxième tube qui est utilisé uniquement comme une poubelle. En outre, ces

systèmes permettent de montrer que les systèmes de Head sont déjà assez puissants

et il suffit d'y apporter de petites modifications pour passer de la rationalité à

I'universalité. La méthode des molêcules assistantes joue un rôle important dans ce

chapitre et la plupart des démonstrations I'utilisent pleinement.

Chapitre 8

Ce chapitre comporte une autre variante des systèmes de tubes à essai : Ies

systèmes de tubes à essai modifiés. Un petit détail différencie ces systèmes, mais il

est suffisant pour atteindre la puissance d'expression d'une machine de T\rring avec

deux tubes uniquement. Nous remarquons que ce résultat est très difficile à obtenir

sans utiliser la méthode des molécules assistantes, car le système correspondant

possède un comportement extrêmement complexe. De même, le concept de poubelle

mobile, quand les molécules indésirables évitent les règles qui peuvent leur être

appliquées, nécessite une bonne synchronisation entre différentes parties du calcul.

Chapitre I

Dans ce chapitre nous nous concentrons sur les systèmes à membranes) en parti-

culier sur les variantes qui utilisent I'opération de la recombinaison. Nous montrons

que la définition originale des systèmes à membranes avec recombinaison possède

des lacunes et nous proposons plusieurs solutions. Nous montrons aussi que Ia puis-

sance d'expression de ces systèmes ayant une seule membrane dépend de la solution

choisie. Dans le même chapitre, nous considérons d'autres variantes des systèmes à
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membranes fondés sur la recombinaison : les systèmes à membranes avec recombinai-
son non-étendus et les systèmes à membranes avec recombinaison et communication
immédiate et nous montrons comment il est possible de diminuer leur paramètre
de complexité principal : le nombre des membranes. Nous présentons une solution
définitive, car nous montrons une frontière entre la décidabilité et I'indécidabilité
pour ces systèmes. Nous montrons aussi que la méthode des molécules assistantes
est applicable dans ce nouvel environnement.

Finalement, nous présentons quelques conclusions et quelques problèmes ou-
verts.



Chapitre 1

Prérequis

Dans ce chapitre nous fixons les notations que nous allons utiliser par la suite.

Pour plus de détails concernant la théorie des langages formels voir [15] et la7l.

1.1- Mots et langages

Nous notons N l'ensemble des entiers naturels {0, 1,,2, . . . } "t 
N+ I'ensemble des

entiers strictement positifs {I,2,.. . }. Nous notons aussi 0 I'ensemble vide et P(X)

I'ensemble de tous les sous-ensembles de X. Le nombre d'éléments d'un ensemble X

est noté Card,(X).
IJn alphabet est un ensemble fini et non-vide de symboles .Un mot sur un alphabet

V est une concaténation de symboles, dits atssi lettres, de V. La concaténation vide

est appelé le mot ui,de et elle est notée e. L'ensemble de tous les mots sur V est noté

I/*. L'ensemble de tous les mots sur un alphabet V, excepté le mot vide, est noté

I/+. Tout sous-ensemble de V* est appelê langage sur I'alphabet V'

Si r : fr1r2 avec trtr2 QV*, on dit que le mot 11 est un préfire de r et que le

mot n2 est un suffire de r. Si ï : ltr121g avec trit2,,IB €V*, f2 est appelê facteur

de r. L'ensemble des préfixes, suffixes et facteurs d'un mot r est noté Pref(r),

Suf @) et Fact(r), respectivement.

La longueur du mot r e V" est le nombre de symboles qui apparaissent dans r

et elle est notée lrl. Le nombre des occurrences d'un symbole a e V dans r € V* est

noté lrlo. Si r € V* et U =C V, on note lrly le nombre d'occurrences des symboles

de [/ dans r.

On note les opérations booléennes sur les langages d'une manière habituelle :

I'intersection est notée fl, I'union U ou * et la différence \.

La concaténation de deux langages.Ll et -L2 est définie par:

L 1 L 2 : { n y : r e L r U ç L z } .

On définit I'itération de la concaténation de la manière suivante :
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Lo : {e},
L+ t : LL i ,  i ) 0 ,

oo

L* : U Ln (la clôture de Kleene).
i=0

On dit qu'une famille de langages F est fermée par rapport à une opération
n-aire g si le résultat de I'application de g aux langages Lt,...,Lnappartenant à.F
appar t ien t  auss i  à  f  :  g (L1 , . . . ,L )  e  F .

L.2 Grammaires formelles

Une grammaire formelle est un quadruplet G: (N,T,S,P), où N et ? sont
deux alphabets disjoints, ^9 € N, I'axiome, et où P est un ensemble fini des règles
de la forme Lt, -+ ,u1 u,u e (N U 

")- 
avec lul1,, ) 0. L'alphabet N, respectivement T,

est appelé l'alphabet non-terminal, respectivement terminal, de G. Les règles de P
sont appelées aussi des productions.

Pour r, g € (N U 7)* on écrit :
r l u  s i

G "
r  :  r t l t r : t2,A :  rLur2 àyec r1,r2 e (NUT)* et s ' i l  existe une product ion u -+ u e P.

Dans ce cas on dit que r produit directement g. Nous pouvons omettre G si
le contexte le permet. Nous notons 3 la clôture réflexive et transitive de +. Nous

écrivons *4y s ' i l  existe des mots ' t r r , t . . . ,u.r1 tels que ui  )wi+r, i  )  0 et wo: n et
wk:A. Nous écr ivons r5 y,où Ptest un sous-ensemble de P, si  pour obtenir  y à

partir de r nous utilisons des productions faisant partie de P'uniquement.
Chaque mot u.r e (lf U")- dérivé à partir de I'axiome de la grammaire G : S 1w

est appelé forme syntarique de G.
Le langage produit par G, L(G), est défini par :

L(G) :  {u  eT* :  S3u} .

Selon la forme de leur règles les grammaires formelles peuvent être de différents
types.

- Grammaires arb'itraires (de type 0) :
Les product ions sont de laforme u-+,u) où u,u € (NUT)* et lz l l , t  > 0.

- Grammaires contertuelles (de type 1) :
Les productions sont de la forme u1Au2 -+ urru2) où u1, u2 e (NUT)*, A e .f/
e t r € ( n f U T ) + .

- Grammaires algébriques (de type 2) :
L e s p r o d u c t i o n s  s o n t  d e l a f o r m e  A - + r ,  o ù A €  N  e t r  €  ( N U ? ) - .

- Grammaires rationnelles (de type 3) :
Les productions sont soit de la forme A -+ aB et A -+ a, soit de la forme
A - +  B a  e t  A - +  o ,  o ù , 4 .  B  e  N  e t  a € T .
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Nous notons respectivement RE, CS, CF et REG Ia famille des langages plo-

duits par, respectivement, les grammaires arbitraires, contextuelles, algébriques et

rationnelles. Les familles RE, CS, CF et REG sont respectivement appelées la fa-

mille des langages récursivement énumérables, contextuels, algébriques et rationnels,

respectivement. Ces familles forment Ia hiérarchie de Chomsky. Nous notons aussi

FlN la famille des langages ûnis. Les inclusions strictes suivantes ont lieu.

F I N C R E G C C F C C S C R E .

Les propriétés de fermeture des familles ci-dessus par rapport aux opérations sur

les langages sont montrées au tableau 1'1'

Tes. 1.1 - Les propriétés de fermeture des familles de Ia hiérarchie de Chomsky.

Opération RE CS CF REG

Union Oui Oui Oui Oui
Intersection Oui Oui Non Oui

Concaténation Oui Oui Oui Oui
Clôture de Kleene Oui Oui Oui Oui

Intersection avec REG Oui Oui Oui Oui

rJn système de Post simplifié de degré m ) 0, voir [4] et [32], est un triplet

T :  (m,V,P) ,  où  V:  {o r , . .  . ,an+r )  es t  un  a lphabet  e t  où  P es t  un  ensemble  de

productions de la forme a,,i 1 P,i,L < i < n, P6 e V*. Le symbole d2a1 est appelé

le symbole d'arrêt. Une configuration du système ? est un mot u.r. Nous passons

d.'une configuratiorvu : &h.. &1^u à la configuration suivante z en êliminant les

rn premiers symboles de ur et en ajoutant P;, à la fin du mot : tu + z, si z : uJtPir.

Le calcul de ? sur un mot r e V* est une suite de configurations rr+'..*U,

où soit  U :  an+ta^.. .di*-rA' ,  soi t  A'  :  A et lA' l  (  rn.  Dans ce cas on di t  que 7

s'arrête sur r et que g' est le résultat du calcul de ? sur t. On dit que 7 reconnaît

un langage .L si pour tout r e L, T s'arrête sur r et ? ne s'a,rrête que sur les mots

de L.
Nous ajoutons que les systèmes de Post simplifiés de degré 2 sont capables de

reconnaître Ia famille des langages récursivement énumérables, voir [+] et [32].
Nous rappelons une notion importante d'we constante pour un langage rationnel

,L qui a été définie par Schutzenberger dans [48]. Nous présentons une définition

équivalente, mais qui est plus simple, donnée dans [12, 13]'

Dêfinition L.z.L. [12, 13] Un mot u e V* est une constante pour un langage,L si

toutes les fois que les mots rwy et uwu font partie de ,L, les mots ru.ru et utag font

aussi partie de .L.

Nous allons utiliser souvent la remarque suivante'
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Remarque 1.2.1. Soit L çV* un langage rationnel. Il est clair que si cçV,le mot
c est une constante pour les langages Lc, cL et LcL.Il est facile de voir aussi que si
c,d / I/, les mots c et d sont des constantes pour le langage cL + Ld. Finalement,
I'ensemble {ca : a € V} est un ensemble fini de constantes pour le langage cLc.

1-.3 Automates finis et machines de Turing

Un automate fini est un quintuplet M : (Q,V,Qo,F,ô), où Q est un ensemble
fini d'états, où V est un ensemble fini de symboles, où qe € Q est l'état initial, où
F ç Q est I'ensemble des états finaux et où ô : Q xV -+ P(Q) est la fonction de
transition de I'automate. Nous définissons I'opération de transition F d'une manière
ord ina i re  :  (s ,a r )  F  (s ' , z )  s i  s '  €  ô (s ,o ) ,  où  s ,s t  e  Q,  a  eV e t  r  eV* .Nous no tons
par F* la fermeture rêflexive et transitive de F.

Le mot r  est di t  accepté par M si  (qo, r) ts* (q,e) et q€ F.Le langage accepté
par M est :

L(M) :  {r  € V* ,  (qo, *)  l*  (q,  e),  q e F}.

Nous utiliserons aussi une notation graphique pour définir un automate fini.
Dans ce cas, un automate fini sera représenté par un graphe orienté et étiqueté dont
les noeuds représentent les états de l'automate et dont les arêtes sont définies par la
fonction de transition de I'automate. Plus précisément, il existe une arête marquée
par a entre les noeuds qiet qj du graphe siqi € 6(qt,a). Les états finals sont entourés
d'un double cercle.

Une machine de Tirring est un 6-uplet M : (Q,T,a0,eo,F,ô), où Q est un
ensemble fini d'états, ? est I'alphabet du ruban, où o6 € ? est le symbole vide, où
qo € Q est l'état initial, où .F' Ç Q est I'ensemble d'états finaux et où d est une
fonction de transition. Chaque règle de ô, appelée aussi instruction, est de la forme
q6apDalqi, où qr, qj e Q, ap,o,1 e 7 et où D e {L,,S,.,t?}.La sémantique de la règle
q.;apDapi est Ia suivante : si dans I'êtat q,; la tête de la machine voit le symbole
o/c sur le ruban, elle change son état en Qj, remplace ak par o, et se déplace d'un
pas à gauche si D :,L, d'un pas à droite si D : Â ou reste sur place si D :,9.
Nous remarquons que pour chaque machine de Tirring qui possède des instructions
stationnaires, c'est-à-dire sans déplacement, il est possible de construire une machine
équivalente qui n'aura aucune instruction stationnaire.

Une confi,gurat'ion de la machine de T\rring M est le mot suivant u1e6apw2, où
uLakwz est la partie du ruban qui contient des symboles non-vides, Ç; est l'état de
la machine et a;, est la case qui est examinée par la tête de la machine.

Un calcul de la machine de Tirring M sr;;- un mot r € T+ est une suite de
configurations qgl +...urqlwz, où 8î e F. La configuration initiale peut être de
Ia forme urqyu2, où r: ?r1u2, mais nous pouvons supposer sans perte de généralité
qu'elle est qsr. Dans ce cas nous disons \ne u(n2 est le résultat du calcul de M sur
le mot r.



Chapitre 2

L'état de l'art

2.L L'opération de recombinaison

L'expérience d'Adleman, voir [1], a lancé l'étude des différentes opération biolo-
giques d'un point de vue de la calculabilité. Les opérations qu'il a utilisé : synthèse,
amplification, séparation, extraction et détection, ainsi que des opérations similaires

ont été reprises par des divers auteurs qui ont montré comment il est possible de ré-

soudre plusieurs problèmes mathématiques à I'aide de ces opérations. Par exemple,

des solutions polynomiales pour SAT, DES et d'autres problèmes ont été proposées,

voir [19]. Une caractéristique importante de toutes ces opérations est qu'elles cor-
respondent à de vraies opérations biologiques, par conséquent, il est possible de les

implanter réellement. D'autre part, leur formalisation est difficile, car beaucoup de
paramètres quantitatifs d'origine physique doivent être pris en compte. C'est pour-

quoi certains auteurs ont choisi une autre approche en formalisant des opérations

biologiques, mais en idéalisant les contraintes d'origine physique. Les opérations

obtenus, comme insertion, effacement, recombinaison etc. présentent de nombreux

avantages théoriques, mais leur réalisation en pratique reste difficile. Nous remar-
quons que les deux approches sont intéressantes, mais nous nous concentrons surtout

sur la deuxième. Plus précisément, nous étudions l'opération de la recombinaison et

des divers systèmes fondés sur cette opération.

Nous précisons que l'étude théorique de la recombinaison a commencé bien avant

I'expérience d'Adleman. En 1987 déjà, dans son article [12], T. Head a trouvé une

connexion inattendue entre la biologie moléculaire et la théorie des langages formels.

En formalisant le processus de l'action des enzymes de restriction et de ligation, il a

obtenu une opération de recombinaison définie sur des chaînes de caractères. Ainsi
les systèmes de recombinaison, ou systèmes de Head, ont été introduits comme un

nouveau moyen de production de langages.

Nous ne présenterons pas ici toutes les réflexions nécessaires pour passer de
l'événement biologique jusqu'à I'opération formelle, tous les détails pouvant être
retrouvés dans [44, 12]; nous commencerons directement par la description for-
melle. Une règle de recombinaison sur un alphabet A est le quadruplet suivant
(ut,uz;us,u1),ui e. A* que nous noterons aussi de la façon suivante i uL#u2$u3#u4,

11
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où {#, g} ç A.Nous appliquons cette règle à une paire de mots, dits aussi molé-

cules, r : rtutu2:rz et A : ALugu4A2 et nous obtenons deux mots : 'tD : $rutu4y2
et z : Aruyuz:t2. On cherche donc dans les mots initiaux les sous-chaînes indiquées
dans la règle de recombinaison, qui sont appelés des sites de la recombinaison. Puis,
les chaînes initiales sont coupées à I'endroit précisé par la règle et leurs extrémités
sont échangées et collées. Plus exactement, I'opération de recombinaison échange les

extrémités de deux mots, I'endroit où on effectue l'échange étant indiqué par la règle.

Nous notons ce fait par (r, A) t, (w,z). Dans ce cas nous parlons aussi de la recom-

binaison double. Si nous considérons seulement ?, comme résultat, nous parlons de

la recombinaison simple. La recombinaison double est une opération plus faible que

la recombinaison simple et peut être facilement simulée par celle-ci. C'est pourquoi

Ia recombinaison double est généralement utilisée dans Ia littérature, car tous les

résultats obtenus pour la recombinaison double peuvent être facilement traduits en

termes de recombinaison simple.

La définition de la recombinaison présentée plus haut est celle proposée par Gh.

Pàun dans [37]. Il existe encore deux définitions de la recombinaison, une proposée

par T. Head dans [12] et l'autre proposée par D. Pixton dans [33]. Ces définitions

comportent des propriétés similaires; une comparaison de la puissance d'expression

de ces trois définitions peut être trouvée dans [61]. La définition la plus répandue

et généralement acceptée est celle de Pàun et nous nous concentrerons dans ce qui

suit sur celle-ci.

Nous observons qu'une molécule peut contenir plusieurs sites identiques qui

contiennent les sous-chaînes de la règle de recombinaison. Un de ces sites est alors

choisi d'une manière non-déterministe pour effectuer la recombinaison. Puis nous

supposons que le nombre de molécules x et y qui participent à la recombinaison
n'est pas borné, x et y peuvent donc être utilisés à nouveau pour une recombinaison,
c'est à dire qu'ils ne sont pâs consommés par la recombinaison. Cette considération
est d'origine physique, car dans quelques grammes d'une solution il y a un nombre

de molécules de I'ordre l-022.

Soit I/ un alphabet et R un ensemble de règles de recombinaison. On dit alors
que o : (V, R) est un schéma de recombinaison. Maintenant nous pouvons définir
I'opération de recombinaison o(.L) sur un langage .L qui est le résultat de toutes les

recombinaisons possibles des mots de .L. Les propriétés de la recombinaison sur les

langages sont discutées en détail au chapitre 7.2 de faal.

2.2 Les systèmes de Head

Maintenant, nous allons montrer comment il est possible d'utiliser l'opération

de recombinaison comme moyen de production de langages.

Nous pouvons définir une itération de o(I) de la manière suivante :

oo7L1 : 7,
oi+r (L) : oi (L) u o(oi (L)), i > o,
o. (L) :  U;>ooi (L).
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Un système de Head est le couple H : (o,A) où o est un schéma de recombi-
naison et A Ç I/* un ensemble de mots appelés axiomes. Le langage produit par un
tel système est L(H): o*(A). Le langage d'un système de Head est donc le résul-
tat d'une application itérative de I'opération de recombinaison sur I'ensemble des
axiomes. Intuitivement le travail d'un système de recombinaison correspond à I'expé-
rience biologique suivante : on mélange dans une éprouvette des molécules d'ADN,
qui correspondent aux axiomes, et des enzymes, qui correspondent aux règles de
recombinaison, et on attend jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de rêaction. D'autre part,

le procédé décrit ci-dessus permet de produire des langages à partir d'un ensemble
fini de mots initiaux et à partir d'un ensemble fini de règles de recombinaison.

Ces systèmes ont été considérés pour la première fois par T. Head qui a réussi à
montrer des propriétés intéressantes. Plus tard, K. Culik II et T. Harju dans [6] ont
montré que la puissance d'expression de ces systèmes est bornée par la famille des
langages rationnels. Puis, des systèmes de Head dont l'ensemble d'axiomes ou celui
des règles n'est pas fini ont été considérés. Si on note par H(F1,F2) la famille de
langages produits par les systèmes de Head dont les axiomes font partie de la famille

f1 et dont les règles de recombinaison font partie de la famille F2, on connaît les

résultats suivants présentés dans le tableau 2.L ci-après, voir aussi [44].

Tee. 2.1 - La puissance d'expression des familles H(fi,F2)

F I N REG LIN CF CS RE
F I N FIN,REG I l 1 \ I l l , t ) F I N , R E FIN,RE FIN,RE F I N , R E
RBG REG REG,RH REG,RE REG, RE HEG,HT' HbG,HL,

LIN LIN,CI LIN,RE LIN,RE LIN,RE LIN,  HE LI l\ ,ItE)

CF CF CF,RE CF,RE CF,RE ufr,H.b u,F 1H.L

CS CS,RE CS,RE CS,RE CS,RE u5,ft.L CS,RE
RE RE RE RE RE RE RE

Dans le tableau, à I'intersection de la ligne ît et la colonne f2, est placée la

famille H(Fr,fz). S'il y a deux éléments îz et f+ dans la case correspondante, on

a I'inclusion stricte Fz C H(fr,F2) C îa.
Nous soulignons trois résultats de ce tableau :

H ( F I N , F I N )  C  R E G ,
H(REG,F/N) :  REG,
H(FIN,REG)  C RE,
Ces inclusions montrent les limites de la recombinaison itérative. Même si nous

utilisons un ensemble rationnel d'axiomes nous ne pouvons pas franchir le seuil de la

rationalité dans le cas où un ensemble fini de règles est utilisé. La situation change

si un ensemble rationnel de règles est permis. Mais cette approche satisfaisant les

demandes d'un théoricien semble être loin du modèle biologique qui suppose que ces

deux paramètres soient finis. De plus, en affirmant que les systèmes de Head sont un
moyen de production de langages, comme les grammaires formelles ou les machines

de Ttrring, nous supposons qu'un langage infini est produit à partir de paramètres

finis. Nous parlerons plus loin de certaines des solutions qui auront un nombre fini

13
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de composants tout en gardant une grande puissance d'expression, mais celles-ci
nécessitent un contrôle additionnel.

La première inclusion ci-dessus a été montrée pour la première fois dans [6] en
utilisant des propriétés algébriques des langages de recombinaison. Puis D. Pixton
dans [33] a simplifié la preuve en utilisant des automates finis et elle peut être
retrouvée avec tous les détails dans [14]. Une nouvelle simplification de la preuve
pour le cas de la définition de Pàun a été donnée dans [44]. Récemment, V. Manca
dans [20] a proposé une preuve fondée sur la décomposition de I'opération de la
recombinaison en trois opérations : couper, coller et effacer.

La même inclusion pose le problème de la caractérisation de la famille des lan-
gages produits par un système de recombinaison ayant des composants finis. Ce
problème n'est pas résolu jusqu'à présent mais il existe des solutions partielles. Par
exemple, T. Head dans [13] a caractérisé la famille des langages produits par des
systèmes de recombinaison ayant des règles de la forme uffe$uffe or effu$efiu. Ces
systèmes présentent une connexion intéressante avec le concept de constante pour un
langage rationnel introduit par Schutzenberger dans [48]. Plus précisément, les mots
qui apparaissent comme sites des règles de recombinaison sont des constantes pour
le langage produit. Dans le même article [13], on trouve des connexions intéressantes
avec la théorie des automates finis.

Des caractérisations de classes de langages de recombinaison sont présentées
dans [12, 11]. S.M. Kim dans [17] a donné une réponse partielle pour le cas de la
variante de Head de la définition de la recombinaison. Une condition suffisante pour
qu'un langage rationnel soit un langage de recombinaison est donnée dans la thèse
de R. Zizza [61] et à présent un article sur ce sujet est en cours de publication. Dans
la même thèse, un aperçu des travaux dans cette direction est donné.

Un autre problème qui n'a pas été étudié est celui de la comparaison entre les
systèmes de Head fondés sur la recombinaison simple et ceux fondés sur la recombi-
naison double. Une première remarque que la recombinaison double peut être imitée
par la recombinaison simple a été faite dans [44]. Mais on ne savait pas si cette in-
clusion est stricte. Nous avons étudié ce problème et nous avons prouvé dans [56] en
collaboration avec R. Zizza que l'inclusion est stricte, la preuve pouvant être trouvée
au chapitre 3 de cette thèse.

2.3 Extensions des systèmes de Head

L'étude des systèmes de Head a montré vite leurs limites, c'est pourquoi diverses
extensions en ont été proposées. Un premier pas a été d'introduire un alphabet ter-
minal. Un système de Head étendu est un système de Head 11 muni d'un alphabet
terminal T. Le langage produit par un tel système consiste en tous les mots pro-

duits par 11 qui font partie de I'alphabet terminal. Dans le cadre de ce modèle, il
est possible de produire tous les langages rationnels en partant d'un nombre fini
d'ingrédients.

Une autre idée proposée ensuite est de considérer deux ensembles finis de sous-
chaînes associées à chaque règle. L'application de la règle est contrôlée par ces
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ensembles de la manière suivante : I'application est permise sur deux mots si et
seulement si tous les éléments du premier ensemble apparaissent, respectivement
n'apparaissent pas, dans le premier mot et tous les éléments du deuxième ensemble
apparaissent, respectivement n'apparaissent pas, dans le second mot. Pour le reste,
le fonctionnement ressemble à celui des systèmes de Head étendus. Les systèmes
obtenus portent le nom de systèmes de recombinaison avec contexte permissif, res-
pectivement restrictif. Il est possible d'atteindre la puissance d'expression d'une
machine de T\rring en utilisant ces modèles, aussi bien permissifs que restrictifs.

En même temps que les systèmes de Head étendus un autre modèle qui leur
ressemble a été proposé. En effet, ce modèle utilise des multi-ensembles de mots à la
place d'ensembles. À nouveau il est possible de simuler une grammaire quelconque

et de produire donc tous les langages récursivement énumérables.
Il existe d'autres modèles qui sont des modifications des systèmes de Head et qui

permettent d'obtenir la puissance d'expression d'une machine de Ttrring. Un aperçu
de ces modèles et de leurs propriétés peut être trouvé au chapitre 8 de [aa].

2.4 Systèmes de tubes à essai

Comme nous I'avons dit un peu plus tôt, les systèmes de Head ne possèdent

pas par eux-mêmes une grande puissance de calcul. Afin de simuler de plus près

les phénomènes biomoléculaires et d'obtenir une puissance de calcul suffisante, un
nouvel ingrédient a été apporté à ces systèmes qui consiste à introduire plus ou
moins de distribution dans les calculs. La plupart des modèles s'inspirent à la fois

des systèmes de Head et des grammaires distribuées, voir [47]. Nous nous concentrons

sur certains d'entre eux, un aperçu des modèles existants est donné dans [44].
Un des premiers modèles s'inspirant des grammaires distribuées est Ie modèle

de tubes à essai introduit par E. Csuhaj-Varjri, L. Kari et G. Pàun dans [5]. Ce

modèle introduit des tubes à essai qui sont composés d'un ensemble d'axiomes, d'un

ensemble de règles de recombinaison et d'un ensemble de lettres appelé filtre. Le

calcul d'un tel système qui comporte un nombre fini de tubes, consiste en deux

étapes répétées itérativement. Pendant la première étape, celle du calcul, chaque
tube évolue comme un système de Head ordinaire. Pendant la deuxième étape, celle

de la communication, les molécules présentes dans chacun des tubes sont envoyées
vers tous les tubes, et les molécules qui franchissent le filtre d'un tube, c'est-à-dire qui

sont composées uniquement des lettres qui forment I'ensemble du filtre, restent dans

le tube correspondant et forment le langage initial pour l'étape suivante du calcul. Si
une molécule peut franchir plusieurs filtres, chacun des tubes correspondants reçoit

une copie de cette molécule. Les molécules ne pouvant franchir aucun filtre restent

dans le tube dans lequel elles ont été produites. Le langage produit par un système

de tubes à essai consiste en tous les mots produits par le système qui sont dans le
premier tube et qui font partie d'un alphabet terminal.

Da.ns I'article introduisant ces systèmes, leur universalité a été montrée sans
indiquer de limite sur le nombre de tubes. Puis, dans [59], les auteurs ont montré que

L0 tubes suffisent pour pour produire tous les langages récursivement énumérables.
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Un peu plus tard les mêmes auteurs ont montré que I tubes suffisent [60]. Le nombre
de tubes nécessaires pour obtenir Ia puissance d'expression d'une machine de Thring
a été réduit jusqu'à 6, voir [39], et finalement établi à 3, voir [34]. Nous remarquons
qu'en ayant un seul tube, nous obtenons les systèmes de Head étendus et nous ne
pouvons donc produire que des langages rationnels. Le problème de la puissance

des systèmes de tubes à essai avec deux tubes n'est pas résolu jusqu'à présent,

mais Gh. Pàun suppose dans [44] que les langages produits par de tels systèmes
appartiennent à la famille des langages algébriques.

Ce dernier problème a stimulé l'apparition de variantes des systèmes de tubes à
essai. Dans la plupart des cas, les changements interviennent seulement au niveau du
filtrage. Par exemple, dans la variante proposée par R. Freund et F. Freund dans [8],
les filtres sont des unions finies d'ensembles et une molécule franchit un filtre si et

seulement si elle est composée des éléments des ensembles et à condition que tous
les éléments du même ensemble soient présents.

Le modèle obtenu est puissant et, dans ce cas, deux tubes suffisent pour produire

tous les langages récursivement énumérables.

Une autre variante a été proposé par P. trYisco et C. Zandron dans [10]. Cette
variante possède un filtre spécial à deux lettres qui contient des lettres ou des couples

de lettres. Une molécule franchit le filtre si et seulement si elle est composé des lettres

du filtre à condition que les deux lettres d'un couple apparaissent dans la molécule.
À nouveau deux tubes permettent d'avoir la même puissance d'expression que les
machines de T\rring.

Nous avons introduit dans [55] encore une variante de systèmes de tubes à essai :

les systèmes de tubes à essai avec filtres alternants. Dans cette variante, les filtres

classiques sont remplacés par des n-uplets de filtres, chaque filtre d'un n-uplet restant

un simple ensemble de lettres. A chaque itération, le filtre suivant du n-uplet est
considéré comme filtre actif, c'est-à-dire à utiliser. Quand le dernier filtre du n-uplet
est utilisé le premier filtre devient ensuite actif.

A nouveau deux tubes à essai avec deux filtres suffisent pour produire tous les

langages récursivement énumérables. Il est possible de faire en sorte que les deux
filtres du premier couple coïncident ou que les deux filtres de chaque couple diffèrent
seulement par une lettre. Nous avons aussi obtenu un résultat inattendu : il est
possible de produire tous les langages récursivement énumérables avec deux tubes

où le deuxième tube ne contient pas de règles et qui est utilisé seulement comme une
poubelle, I'universalité est donc obtenue avec (< un tube et demi > ! Un autre apport

de ce résultat est qu'il montre que les systèmes de Head sont déjà assez puissants

et qu'il suffit d'y apporter de petites modifications pour passer de la rationalité à

I'universalité. Tous ces résultats se trouvent au chapitre 7 de cette thèse.

Nous avons proposé encore une variante des systèmes de tubes à essai. Cette
variante, les systèmes de tubes à essai modifiés, diffère de la définition originale par

un < simple > détail : si une molécule peut franchir le filtre d'un tube différent
de celui dans lequel elle a été produite, alors elle ne peut plus rester dans le tube

initial même si elle peut franchir son filtre. Cette différence, en apparence pas très
importante, permet de contrôler l'élimination des mots du tube et, par conséquent,
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permet aux systèmes de tubes à essai modifiés de simuler les grammaires arbitraires.

Les résultats concernant ces systèmes se trouvent au chapitre 8 de ce travail.

Nous remarquons que la démonstration de ces résultats sur les variantes des

systèmes de tubes à essai utilise la méthode des molécules assistantes qui est décrite

dans notre chapitre 6.

2.5 Systèmes distribués à changement de phase

Peu après I'introduction des systèmes de tubes à essai une autre possibilité de

distribution des calculs a été considérée par Gh. Pàun dans [39]. Il est parti de

I'observation biologique suivante : à chaque moment, il y a un groupe d'enzymes

actifs qui agissent en fonction des conditions de I'environnement. Si I'environnement

change (température, acidité, ou autre paramètre), le jeu d'enzymes actifs change

aussi. Dans Ie modèle proposé, I'ensemble des règles de recombinaison change pério-

diquement. PIus exactement, le modèle comporte un ensemble de mots, les axiomes,

et un nombre fini d'ensembles de règles de recombinaison, les composants. À chaque

étape du calcul, les mots présents se recombinent une fois selon l'ensemble courant

de règles et le résultat de cette recombinaison forme I'ensemble des mots pour I'ité-

ration suivante. Nous remarquons que cette condition d'élimination est très forte

et qu'elle permet d'obtenir une grande puissance de calcul. Les systèmes obtenus

portent le nom de systèmes distribuês à changement de phase.

Initialement Gh. Pàun a montré que 7 composants sont suffisants pour obtenir

tous les langages récursivement énumérables, voir 140, 44]. Son résultat a été amé-

lioré par M. Margenstern et Yu. Rogozhin qui ont montré d'abord que 2 composants

sont suffisants pour I'universalité des systèmes distribués à changement de phase,

voir [22], puis qu'avec 2 composants il est possible de produire tous les langages

récursivement énumérables, voir [21,24). Leur preuve se fondant sur la simulation

d'une machine de Thring est strictement séquentielle : une seule molécule principale

qui code le ruban et l'état de la machine doit être présente dans le système. Or, cela

ne conespond pas à la nature parallèle des transformations biologiques où plusieurs

évolutions se déroulent en même temps. Entre temps, une autre solution a été donnée

par A. Pàun dans [35] qui a montré qu'avec 4 composants il est possible de simuler

le travail d'une grammaire arbitraire. Dans sa solution, plusieurs évolutions de molé-

cules se font dans le même temps, sa variante est donc parallèle. Ses résultats ont été

améliorés par M. Margenstern et Yu. Rogozhin qui ont montré qu'une grammaire

arbitraire peut être simulée avec 3 composa,nts, voir [23]. Les mêmes auteurs ont

réussi à démontrer que les systèmes distribués à cha,ngement de phase avec un seul

composant sont universels, voir [27], puis, qu'il est possible de produire tous les lan-

gages rêcursivement énumérables d'une manière séquentielle, voir [26]. Nous avons

amélioré les résultats ci-dessus en montrant, en collaboration avec M. Margenstern

et Yu. Rogozhin, qu'avec 2 composants il est possible de produire tous les langages

récursivement énumérables d'une manière parallèle, voir [28]. Finalement, dans le

cadre de la même collaboration, le point final a été mis en montrant qu'avec un seul

composant, il est possible de produire tous les langages récursivement énumérables
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d'une manière parallèle, voir [29]. Ces deux résultats peuvent être retrouvés aux
chapitres 4 et 6 de cette thèse.

Nous ajoutons aussi qu'un logiciel de simulation des systèmes distribués à chan-
gement de phase développé par I'auteur dans le cadre de son DEA a été fortement
utilisê pour la construction et pour la recherche d'erreurs dans les deux derniers
systèmes. Ce logiciel a permis aussi de trouver des inexactitudes dans plusieurs ar-
ticles concernant les systèmes distribués à changement de phase. Par exemple, les
articles [23] et [44] nécessitent des petites corrections et la preuve donnée dans [35]
doit être complètement révisée. Les détails sur ce sujet peuvent être trouvés au
chapitre 4 du présent travail.

Une étude des systèmes distribués à changement de phase du point de vue de
la calculabilité a été faite dans le mémoire de DEA de l'auteur [51] où des systèmes
distribués à changement de phase pour les opérations arithmétiques de base (ad-
dition, multiplication, exponentiation et division) et la fonction d'Ackermann ont
été explicitement donnés. Une réalisation de I'algorithme d'Euclide dans les sys-
tèmes distribués à changement de phase peut être trouvé sur le site web de l'auteur,
voir [49], ainsi que le logiciel développé.

La grande puissance des systèmes distribués à changement de phase est obtenue
grâce à leur définition et en particulier grâce au fait qu'une seule recombinaison
est faite et que seul le résultat de cette recombinaison est gardé. D'un point de vue
biologique il est plus logique de supposer que le nombre des recombinaisons n'est pas
borné et que toutes les molécules qui peuvent prendre part dans une recombinaison
ne sont pas éliminées. Ces observations nous conduisent aux systèmes distribués
à changement de phase étendus introduits par M. Margenstern et Yu. Rogozhin
dans [23]. Ces systèmes étant une combinaison à la fois des systèmes distribués à
changement de phase et des systèmes de Head, il est possible de les regarder comme
des systèmes distribués à changement de phase où chaque composant agit comme
un système de Head. L'élimination est permise seulement dans le cas où la molécule
considérée ne peut s'accorder avec aucune règle du composant courant, c'est-à-dire
elle ne contient aucun site d'une règle de recombinaison du composant courant.

Maintenant un seul composant n'est plus suffisant pour obtenir une grande puis-
sance d'expression et, dans ce cas, le langage produit est borné par la famille des
langages rationnels. Mais deux composants suffisent pour produire tous les lan-
gages récursivement énumérables, fait démontré par M. Margenstern et Yu. Rogoz-
hin dans [25]. Comme cette solution utilise une simulation des machines de T\rring,
c'est-à-dire une simulation séquentielle, le même problème de la production parallèle
des langages récursivement énumérables peut être posé. Nous nous sommes intéres-
sés à ce problème et nous avons trouvé progressivement des solutions, premièrement
avec 4 composants, voir [50], puis avec 3, voir [52], et finalement avec 2, voir [54].
Pour ces systèmes, le problème de la production parallèle des langages récursivement
énumérables est donc résolu. Les deux derniers résultats peuvent être trouvés aux
chapitres 5 et 6.
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2.6 Systèmes à membranes

Jusqu'à présent nous avons parlé des systèmes de Head, ainsi que de leurs exten-

sions et modifications. Nous remarquons que I'inspiration pour ces modèles vient des

procédés par lesquels les êtres vivants manipulent leur ADN. Une autre approche a

été suivie par Gh. Pàun qui, se plaçant au niveau de la cellule vivante et s'inspirant

des processus intra et extracellulaires, a crêê un nouveau paradigme de calcul : les

systèmes à mer.nbranes ou systèmes P.

La cellule est considérée comme un ensemble de membranes imbriquées les unes

dans les autres et pouvant contenir des objets et des règles d'évolution. L'arrange-

ment spatial des membranes peut être représenté par un diagramme de Venn, voir

figure 2.1, ou par un arbre dont les noeuds représentent les membranes et dont les

arêtes sont définies par Ia relation < être contenu dans >>, voir figure 2.2.La même

structure peut être définie à I'aide d'un mot du langage algébrique où les parenthèses

correspondantes ont la même étiquette. Par exemple, la structure représentée à la

f i gu re2 .1  peu tê t redécr i tepar lemot :  [ ,  [ r ] ,  L ] r  L  h ] r  h ]u ]n ] t .

Frc. 2.1 - Une structure de membranes

Le modèle de base est très abstrait et il ne spécifie ni la nature des objets
ni la nature des règles. De nombreuses variantes spécifient ces deux paramètres

en obtenant une multitude de modèles de calcul. Il existe maintenant plus d'une
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,/l\
/ \

Ftc.2.2 - L'arbre représentant la structure des membranes de la figure 2.1

centaine de variantes et leur nombre croît constamment. Plus de détails peuvent
être trouvés sur la page web [58] qui contient un excellent recueil de références sur
les systèmes à membranes.

Les compartiments délimités par les membranes contiennent des multi-ensembles
d'objets. La nature de ces objets peut être très variée. D'abord on peut considérer
des objets non-structurés en faisant une analogie avec des substances chimiques à
I'intérieur de la cellule. Puis, il est possible de structurer les objets et on peut les
considérer comme des chaînes de caractères. Il existe même des variantes qui tra-
vaillent avec des objets compliqués comme des graphes, des images, etc. Davantage
de précisions sur ces variantes peuvent être trouvées dans [43], ainsi que sur la page
web [58].

Les règles qui sont généralement placées dans les membranes, présentent aussi
une grande variété. Leur complexité dépend du type d'objets utilisés. Pour les ob-
jets simples, les règles transforment un multi-ensemble d'objets en un autre multi-
ensemble d'objets. Pour les objets structurés comme des chaînes de caractères, des
règles de réécriture ou de recombinaison sont utilisées.

Une propriété importante des systèmes à membranes est la communication.
Toutes les règles contiennent des indicateurs de cible. Si la règle contient I'indicateur
<< out >>, le résultat de son application est envoyé dans la membrane immédiatement
supérieure; si la règle contient I'indicateur << here >, le résultat reste dans la même
membrane; si I'indicateur << in > est présent, le résultat est envoyé dans une mem-
brane intérieure choisie d'une manière non-déterministe.

Cette propriété de communication est tellement puissante qu'elle seule suffit
pour obtenir une grande puissance d'expression, comme dans le cas des systèmes
à membranes à communication de types symport/antiport. Ces derniers systèmes
comprennent deux types de règles de communication : la règle de type symport,
quand plusieurs objets passent ensemble d'une membrane à I'autre et la règle de
type antiport, quand plusieurs objets de deux membranes sont échangés. Malgré la
simplicité apparente, une membrane suffit pour simuler une machine à registres et,
par conséquent, pour produire tous les ensembles récursivement énumérables.

Une autre variante des systèmes à membranes permet la modification de la struc-
ture des membranes par création ou suppression de membranes. Ces systèmes sont
très intéressants parce qu'ils permettent de résoudre des problèmes NP-complets
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dans un temps polynomial et même linéaire, voir [43, 58].

Nous nous intéressons à une classe particulière des systèmes à membranes :

les systèmes à membranes avec recombinaison qui sont un mélange de systèmes à

membranes et de systèmes de Head. Ces systèmes ont comme objets des chaînes de

caractères et comme règles des règles de recombinaison enrichies par les indicateurs

de cible. De plus, contrairement à la plupart des systèmes à membranes, on considère

des ensembles de mots dans chaque membrane et non plus des multi-ensembles. Une

étape de calcul représente une application parallèle des règles dans chaque membrane

suivie de la communication des molécules résultantes selon les indicateurs de cible.

Le résultat consiste en toutes les molécules faisant partie d'un alphabet terminal qui

sont envoyées à I'extérieur de la membrane principale'

Ces systèmes ont été introduits par Gh. Pàun dans [41] où leur universalité avec

4 membranes a été démontrée. Le nombre de membranes nêcessaires pour produire

tous les langages récursivement énumérables a été réduit à 3 dans [45], puis à 2

dans [36]. Le dernier résultat a été amélioré du point de vue de la taille des règles

de recombinaison par P. Flisco dans [9].
Nous nous sommes intéressés aux systèmes à membranes avec recombinaison

ayant une seule membrane. Nous avons trouvé que la définition initiale donné par

Gh. Pàun dans [41] n'est pas complète et qu'elle nécessite quelques précisions. Même

la définition révisée apparue dans [43] ne comprend pas toutes les possibilités. Nous

avons complété cette définition en proposant 5 variantes et nous avons montré que Ia

puissance d'expression dépend de la variante utilisée. Nous avons montré que pour

la variante la plus proche de celle proposée par Gh. Pàun, la puissance d'expres-

sion est limitée à la famille des langages rationnels. Puis, nous avons montré qu'en

considérant trois autres variantes, on obtient tous les langages récursivement énu-

mérables. Pour la variante restante nous n'avons pas encore trouvé une description

du langage produit, mais nous supposons qu'il est rationnel. Plus de détails peuvent

être trouvés au chapitre 9.

Nous nous sommes intéressés aussi à la variante non-étendue des systèmes à

membranes avec recombinaison. Dans ce cas il n'y a plus d'alphabet terminal et

toutes les chaînes sorties à l'extérieur de la membrane principale sont considérées

comme résultat. Gh. Pàun dans [43] a montré comment à I'aide de 2 membranes

additionnelles il est possible de transformer un système étendu en un système non-

étendu. Comme il existe des systèmes étendus avec 2 membranes qui produisent tous

les langages récursivement énumérables, Ia même puissance d'expression est obtenue

avec 4 membranes dans le cas non-êtendu. Nous avons montré qu'en arrangeant

soigneusement les règles il est possible de parvenir à deux membra,nes seulement. Ce

résultat ne peut plus être amélioré car avec une membrane dans le cas non-étendu

on ne produit qu'un sous-ensemble des langages rationnels. Ce même résultat a été

démontré dans [53] et peut être trouvé au chapitre 9.

Une autre variante des systèmes à membranes avec recombinaison, les systèmes

à membranes avec recombinaison et communication immédiate, a été proposée par

C. Martin-Vide, Gh. Pàun et A. Rodriguez-Patôn dans [30]. Dans cette variante, Ies

résultats de I'application de chaque règle doivent quitter la membrane da^ns laquelle
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ils ont été produits. En effet, c'est un cas particulier des systèmes à membranes
avec recombinaison où toutes les règles possèdent les quatre combinaisons possibles
des indicateurs de cible < in > et << out >>. Ces systèmes sont capables de produire
tous les langages récursivement énumérables, mais I'article original n'indiquait pas
de nombre fixe de membranes. Nous avons trouvé des parallèles entre ces systèmes
et les systèmes distribués à changement de phase et nous avons montré que 2 mem-
branes suffisent pour produire tous les langages récursivement énumérables. Nous
avons aussi montré qu'avec une seule membrane il n'est possible de produire que
des langages finis, nous avons donc trouvé la frontière entre la décidabilité et I'in-
décidabilité pour ces systèmes. De même, nous avons trouvé une connexion avec les
systèmes à membranes avec des règles de recombinaison placées sur des membranes
et non plus dans les régions, voir [7].

Maintenant, nous pouvons passer à une analyse formelle de l'opération de re-
combinaison et des systèmes de Head.



Chapitre 3

La recombinaison simple par
rapport à la recombinaison double

Dans ce chapitre nous introduisons les notions centrales de notre thèse : I'opéra-

tion de la recombinaison et Ies systèmes de Head. Nous étudierons les deux définitions

possibles de la recombinaison : la recombinaison simple et la recombinaison double,

et nous montrons des classes de langages appartenant aux familles de langages des

systèmes de Head fondés sur la recombinaison simple et la recombinaison double.

Ces classes sont obtenues à partir des langages cL, Lc, LcL, cLc, où ,L Ç V* est

un langage rationnel et où c / V. Nous montrons pour la première fois que cer-

taines classes qui sont des langages de recombinaison simple, ne peuvent pas être

des langages de recombinaison double. Cette dernière famille est donc strictement

plus petite que I'autre. Nous montrons aussi des classes de langages rationnels qui

ne sont pas des langages de recombinaison simple.

3.1 La définition formelle des systèmes de Head

Dans cette section nous donnerons la définition formelle des systèmes de Head

ainsi que certains rêsultats connus.

On comprend par we molécule (abstraite) un mot sur un alphabet.

Définition 3.1.1-. IJne règle de recomb'inaison, (sur un alphabet V) est un quadru-
plet (u1, ll2tlrztua) où ur,'ttr2tuz,'t 't4 e V* . On l'écrit souvent comme ur#u2$.u3#u4,

{$, #} /.V ol encore en deux dimensions : . Les chaînes utu2 et z3u4 sont

appelés si,tes de recombinaison.

Nous disons qu'un mot r s'accorde avec la règle r s'il contient une occurrence

d'un des deux sites de r. Nous disons aussi que r et y sont complémentaires par

rapport à la règle r si r contient un site de r et 3t contient I'autre. Quand n et g

àvec r : ixluru2rxZ et A : AruBu4A2 sont complémentaires par rapport à la règle

r : ur#uz$,uz#uE on peut définir l'application de r au couple n,y dont le résultat

23
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est u et z où w : :tru1u4y2 et z : Arulu2.x2. On écrit ce fait de la manière suivante :

@,A) l, (., 
").Dans 

ce cas, on dit qu'on effectue rne recomb'inaison double. Si dans
la définition précédente on considère seulement u.r comme résultat, on dit qu'on

effectue une recomb'inaison simple. On l'écrit de la manière suivante : (r,g) l, w.

Nous pouvons aussi écrire I'application d'une recombinaison double de la manière

suivante :
U,uI u2r2

Utuz u+Uz
| :XtutU4A2
Tr 

atww."
D'une

simple.
manière similaire nous pouvons écrire I'application d'une recombinaison

Exemple 3.1.1.

On considère la règle r :

bien :

et on l 'applique aux molêcules chasse et

, chien-'-E;;;t

La paire o : (V,R) où V est un alphabet et -R est un ensemble de règles de

recombinaison est appelée w schéma de recomb'ina'ison ott schéma.
Pour un schéma de recombinaison o : (V,-R) et un langage formel L Ç V* on

définit :
o 1 ( I )  9  { w  e V . l l r , U  e  L , ) r  € .  R :  ( r , a )  f ,  w } .

r . r  d e f  (  -o 2 \ r ' )  :  \ ' . i ) 1 2  e V * l 1 r , U  e  L , 1 r  e  R ,  ( r , y ) t ,  ( w , z ) \ .

Maintenant, on peut introduire I'itération de I'opération de recombinaison.
ooi(L) :  L,

oi+r Q) : o'i@) u o1@'1QD, i ) o,

oj (t') : U,;,2so'j(L),
o ù  j  €  { 1 , 2 } .
Nous montrons maintenant que I'opération de recombinaison préserve la ratio-

nalité d'un langage.

Thêorème 3.1-.1-. Soi,ent L çT* un langage rat'ionnel et o : (7, R) un schéma de
recombi,na'ison. Le langage L: o{L) est aussi un langage rat'ionnel.

Démonstrafion. Nous allons construire une grammaire rationnelle qui produit ,C.
Pour obtenir cette grammaire, nous prenons une grammaire rationnelle G1 qui pro-

duit .D et nous transformons son ensemble de productions en ajoutant des produc-

tions rationnelles et en éliminant certaines productions initiales, ce qui permettra

de simuler I'application de o sur .L.
Nous considérons donc la grammaire rationnelle Gr : (Nc,T,S,P) telle que

L(Gr): .L. Nous ne détaillons les symboles de N6, car ce n'est pas important pour

notre démonstration. Nous pouvons considérer que toutes les règles de Pr sont de la
forme A -+ aB et A -+ a, où A,B e Nc et a €.7. Nous pouvons supposer aussi que

G1 ne contient pas des productions avec e et qu'elle ne possède pas des symboles
inaccessibles.
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Considérons aussi I'ensemble suivant des productions :

P{ : qui consiste en toutes les productions de Pr où un prime est ajouté à chaque
symbole non-terminal.

(  A-+ub ), " 1
P" :  1  U,n  -  F t  (F  I  e )  :  (A ,B,C,D,E,F)  e  ParseRule t l .

I  U ' " -+e(F :e )  )
où l'ensemble ParseRule.i est défini par :

( .
P ar seRule; : 

{ 
(,a, B, C, D, E, F) : =o 

à"n 
B 

àuiruiC, 
=, 

à""8 àuiu\r,

=r, : "i l"? € R).'  u : r lu i  )

Nous observons que C et F peuvent être égaux à e. Si F : €, la deuxième
production de P" devient Ux" -+ e.

En termes usuels, P4 contient les productions qui permettent de simuler I'appli-

cation des règles 16 € R, P{ contient une copie des productions initiales et P" fait la

connexion entre Pr et les deux ensembles ci-dessus.

Considérons maintenant P : P1 \ {A -+ a €. Pl} u Plu Pau P".

Posons G:  ( l / ,T ,S ,P) ,  où .1 [ :  NcUNâ U{U 's ,U ' r : ) r , ;  €  Â} .  I l  es t  fac i le

de voir que G est une grammaire rationnelle. Les règles de P1 et P{ sont déjà de

la bonne forme, tandis que les règles de Pa et P" peuvent être facilement transfor-

mées en forme nécessaire en utilisant des procédés standard comme l'élimination des

renommages et des productions vides.

Nous observons que pour obtenir un mot dans G nous devons utiliser soit une

production de P!, soit une production de la forme UL - e de P., car nous avons

éliminé de P toutes les productions terminales de Pr.

La figure 3.1 illustre comment la grammaire G1 est transformé en G. Nous sub-

stituons deux dérivations dans G1, indiquées par une ligne en pointillés, par une

dérivation dans G, indiquée par une ligne continue, qui correspond à la recombinai

son des mots initiaux. De même, les dérivations initiales deviennent inaccessibles

dans G.
Nous affirmons que L(G): ot\).

La figure 3.1 illustre aussi I'idêe de la démonstration. Une ligne continue re-

présente une dérivation dans G, tandis que les lignes en pointillés représentent des

dérivations dans G1. Pour une inclusion, nous devons construire une dérivation in-

diquée par la ligne continue à partir des deux dérivations indiquées par la ligne en
pointillés, tandis que pour I'autre inclusion nous reconstruisons les deux dérivations

indiquées par la ligne en pointillés à partir de la dérivation indiquée par la ligne

continue. De même, Ia règle de .R appliquée peut être reconstruite à partir de ces

dérivations.

L .  L  ç  L ( G ) .

25
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atD

\
; F

aflin
\
\
\

rp\ux2C x1u\u'aUfi

rru\ux4Fl

; ;
r lu iu:2t2 rp\uxa y2

FIc. 3.1 - Tbansformation de G1 dans G

Soit tr dans ,C. Dans ce cas ?r,r € ?* et il existe des mots ryu\u\r2 et y1u[u'ay2

dans 4 et une rede 4l+dans .R tels que (*,y) l, w : rp'1u\y2.
% lu4

Comme rp\uir2 est dans .C, nous avons la dérivation suivante dans G1 :

S l rrA3 *ru\B 1rruiu' ,C + rru\uirz.
P r ' P t P r P r

D'une manière similaire Afl'su'qyz € 4 implique qu'il existe Ia dérivation sui-
vante :
S 1s1D fturu'tU 7uru'z"Lr fruru'y"'+az.

Il existe alors une dérivation dans G :
S 3 r t A 1 r pfi 1 r p\u'aUfi 4 * piru\F' 3 r p\u'ny2, câr si r 

7 
uz, alors F' ] y2.

Nous avons aussi rlziuLAz eT*,pu, .or,.éq.rent, u.r € L(G).

2.  L(G) ç  L.
Nous observons qu'il est impossible de produire un mot terminal dans G sans

avoir utilisé des productions de P{, ou une des productions U'" -+ e de P". De même,
pour arriver à un symbole non-terminal ayant un prime, ol àrU$, nous devons utiliser
des productions de Pp et Pa.

Nous rappelons aussi que I'idée de la démonstration est de transformer une
dérivation dans G en deux dérivations dans G1 qui produiront les deux mots auxquels
une règle de recombinaison a été appliquée.

Soit tu dans I(G). Il existe alors une ûgleUfi -+ F'dans P. (le cas de la règle

/

*run,

I l

nru\B

YPlutaF,.
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UL - e e P" est similaire) telle que l'on ait la dérivation suivante de u :

^9 3 r, A1r',U'" 4 r ' ,uiu'^UT 4 * ' ,uiuiF' 3 rtu;,uiuz : w.-  
P t - '  P "  

' - D P n  r  r  t  o P "  r  r  a  
P i  

L  L  a v 1

Par conséquent, il existe une règle r;:

suivantes dans G1 :

dans R et on a les dérivations

S !  r1A.3- ,p i rB 5 * tu iu '2c + rp\uir2.
P t - P r P r P l

S 3 y1D 
fiuru'ta 1uru'zu'aF 1uru'2"'nuz.

L'existence de A,B,C,D,E,F est garantie par la définition de P". De même,

nous pouvons produire le deuxième mot, car D est accessible depuis l'axiome.

Nous obtenons d.onc r: rru\uir2 et y: yp$u\Uz 9lui font partie de I(Gr).

Dans ce cas r et y sont dans .L.

Nous pouvons donc appliquer ri à r et y : 
#Wl,n 

rp\u\y2.

Comme u e T*, nous obtenons que trr est dans ,C.
n

Si nous itérons Ie processus de construction de G à partir de Gr en utilisant
à chaque fois la grammaire nouvelle obtenue à la place de G1 et sans éliminer les
productions de P1, on obtient une grammaire qui simule I'itération de o sur L. La
preuve de cette affirmation n'est pas triviale et elle peut être retrouvée dans [44], où
ce résultat est démontré en termes d'automates finis.

Définition 3.t.2. [L2, t4lUn système d,e Head est définit par la donnée du couple
H : (o,A) : ((V,R),A), écrit plus simplement H : (V,A,R), où V est un alphabet
frni, A Ç V* est un ensemble de mots initiaux, appelés axiomes, et.R Ç V* xV* x
V* x V* est un ensemble de règles de recombinaison.

Le système de Head f/ est dit fini si ,4. et .R sont des ensembles finis.
Le langage produit par le système de Head -FI fondé sur la recombinaison double,

respectivement simple, est I(/1) E oî@),respectivement L(H)9"11a1'
Donc, le langage produit par le système de Head I/ est I'ensemble de toutes

les molécules produites par I'application itérative des règles de -R aux copies des
molécules obtenues précédemment et en partant de,4 comme ensemble de molécules
initiales.

Exemple 3.L.2.
Dans cet exemple on utilise la recombinaison double.

On considère le système H: ((V,R),A) ouV = {a,b}, R= {r t  +l+}
I  a l a  J

et A: {abaa}.
On commence avec abaa. Donc, o!(A) = {abaa]r. On peut appliquer la règle r

à cette molécule et à elle-même: (albaa,abala)1, (aa,ababaa), où on a souligné
par I fes sites de recombinaison. On obtient ol(A) = {abaa,aa,ababaa}. A l'étape
suivante on a les applications suivantes :

(albaa, ala) l, (aa, abaa),
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(albaa, ababala) l, (aa, abababaa),
(albabaa, ala) l, (aa, ababaa),
(albabaa, abala) l, (aa, abababaa),
(albabaa, ababala) l, (aa, ababababaa) .
Cela don ne o| (11 : {abaa, aa, ababaa, abababaa, ababababaa}
On voit que chaque recombinaison ajoute des (ob)* à gauche de la molécule

existante. Le langage produit par ce système est donc L(H): (ab)*aa.

Maintenant, on considère le même système où on prend tr: {aab}. Le fonc-

tionnement du nouveau système I/ '  est différent. Premièrement on applique oob

à elle-même par la règle r : (aalb,alab) l, (aaab,ab). Puis on a les possibil i tés

suivantes :
(alb, alab) l, (aab, ab),
(alb, alaab) t, (aaab, ab),
(aalb, alaab) l, (aaaab, ab),
(aaalb, alaab) t, (aaaaab, ab),
On voit facilement qu'on ajoute des a à gauche des molécules existantes. Le

fangage produit par H' est donc L(Ht) : a+6.

Remarque 3.1.L. Soient S : (V,A, R) et S' : (V, A,R') deux systèmes de Head et

R Ç R ' .  O n a I ( S )  ç L ( S ' ) .

Nous notons par f11(f'IN,FIN) la famille des langages produits par des sys-

tèmes de Head finis fondés sur la recombinaison simple. Pareillement, nous notons
par H2(FILr,.FIN) la famille des langages produits par des systèmes de Head finis

fondés sur Ia recombinaison double. Le langage produit par un système de Head

fondé sur la recombinaison simple, respectivement double, est appelé tn langage de

recomb'inaison simple, respectivement double.
Dans le reste de ce chapitre nous considérons uniquement des langages rationnels

non-finis et des systèmes de Head finis.

Propos i t ion  3 .1 .2 .  [14 ,  44 ]  H2(FIN,F IN)  ç  H{FIN,F IN) .

Cette proposition se fonde sur le raisonnement suivant. Un système de Head

est appelé symétrique si pour chaque règle r : ur#uz$uz#u4 e .R, R contient
la règle r' : us#u+ïu1ffu2. Il est facile d'observer qu'un système de Head fondé

sur la recombinaison double est implicitement supposé symétrique. Par conséquent,

chaque langage produit par un système dans H2(FIN,FIN) peut être produit par

un système dans f/i(tr'IN,FIN) qui est symétrique. Cet argument a été utilisé

dans [14].
Cette propriété est une des raisons pour lesquelles la recombinaison double est

généralement utilisée dans la littérature, car tous les résultats obtenus pour la re-

combinaison double peuvent être facilement traduits en termes de recombinaison
simple.

Maintenant nous montrons les limites des systèmes de recombinaison finis.

Théorème 3.1.3. [33, 14, 44] H{FIN,FIN) ç REG.

Le résultat énoncé reste vrai même si un ensemble rationnel d'axiomes est utilisé.

La preuve de ce résultat peut être trouvée dans [33] et [14]. L'ouvrage [44] contient
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une preuve de ce résultat fondée sur la simulation de I'opération de la recombinaison

par un automate fini, laquelle est beaucoup plus simple que les deux précédentes.

En effet, la démonstration utilise une construction similaire à celle utilisée pendant

la preuve du théorème 3.1.1, mais traduite en termes d'automates finis.

Maintenant, nous montrons que I'inclusion précédente est stricte.

Propos i t ion  3 .1 . .4 .  Loa:  (aa)*  e  ÂEG \  H1(FIN,F IN) .

Démonstrateon. Nous procédons par contradiction. Soit S - (V, A,,R) un système de

Head qu ip rodu i t  Loo.OnaV:  {a } .  So i t  r  e  R, r :ok#a*$6nf f6a .  Cons idérons

un en t ie r  i  >  l  te l  que k  *m* i>  p - l  q  e t  que k+m*z  es t  pa i r .  Cons idérons

maintenant * - ok*m*'. Par hypothèse r e L(S). Considérons maintenant deux cas

selon la parité de k + q.

L. k + q est pair. On a alors I'application suivante de la règle r à r et à lui-même.

(aak la^ ai-I, ok*m*i,- (e+ù ap las) l, sk*o+t É L oo.

Ceci contredit I'hypothèse, car ,5 est fermê par rappolt à la recombinaison.

2. k*q est impair. On a alors I'application suivante de la règle r àr et à luimême.

(akla^ ai, ah+rn+i-(p+ù op1oo1 F, ak*o É L oo.

Ce oui est une contradiction.

On obtient donc le résultat suivant.

Théorème 3.1.5. H{FIN,FIN) c REG.

3.2 Exemples des classes de langages de recombinaison

Dans ce qui suit nous nous concentrons sur des langages obtenus par union

à partir d'un langage rationnel L ç V* et des langages Lc, cL, LcL et cLc, où

c / V , c'est-à-dire c est une constante pour ces langages. Le théorème suivant est

une conséquence d'un résultat plus général énoncé par T. Head dans [13]. Il montre

que parmi les langages ci-dessus, certains sont des langages de recombinaison.

Théorème 3.2.L. [13] Soi't L ç V* un langage rationnel et c,d /. V. Alors, les

langages Lc, cL, LcL, cLc et cL * Ld sont dans H2(F/N, ]?/N). De plus, chaque

règle du'système de Head produ'isant Lc, respect'iuement cL, LcL, cLc et cL+ Ld,

est de la forme mfte$mtffe ou effm$effmt, où m et mt sont des constantes pour

Lc, respectiaement cL, LcL, cLc et cL + Ld, et où m et mt contiennent aussi c dans

Ie cas des langages Lc, cL, LcL et cLc.

Remarque 3.2.1,. Nous remarquons que dans [13], I'auteur a utilisé Ia recombinaison

simple. Mais, comme il a été montré dans [2, 3], ce résultat reste valide pour Ie cas

de la recombinaison double.

tr
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3.2.L Langages de recombinaison double

Maintenant, nous présentons quelques classes de langages de recombinaison dou-
ble obtenus à partir des langages ci-dessus.

Proposition 3.2.2. Soit L ç V* un langage rationnel et c / V. Les langages
rat ionnels L: LILc* et L ' :  L*c*L sont des langages de recombinaison double.

Démonstration. Considérons le langage L. En vertu du théorème 3.2.1 nous ob-
tenons qu'il existe un système de Head fondé sur Ia recombinaison double ^9 :
( I /u {c } , ,4 . , -R)  qu i  p rodu i t ,Lc .  So i t  S :  (V  U{ " } ,  A ,Ru { r } ) ,  où  r :  e#c$c#e. I l
est clair que Z(S) C ,(S), voir remarque 3.1.1.

Il est facile d'observer que I(^9) : ,C. Si on applique r àIcetIc,l e .L, on obtient
I et lcc. Si on applique encore une fois r à lc et lcc, on obtient lccc, etc.

Plus rigoureusement, nous allons montrer d'abord qlue L ç ,(S), par récurrence.
Soit r.u dans 4. Si tr.r est dans Zc, on obtient que ?r,r est dans I(^9) qui est un sous-
ensemble de f (S). Si r.o est dans tr, le mot tuc se trouve dans Lc et, par conséquent,
on peut le produire dans S. Dans ce cas nous pouvons appliquer r à wc et à lui-
même : (wc,wc) l, (w,wcc) en obtenant tl.

Maintenant, supposons que ?t,r est dans Lci,'i ) 0, c'est-à-dire que 1r : u)tci,
où trl e .L. Montrons que utci+r € .L(S). Comme wc et uci sont dans I(S) par
hypothèse de récurrence, nous obtenons wci*t en appliquant r à ces deux mots :
(uc ,wc i - r )  l ,  (u ,uc i ) .

Inversement, soit u.r dans I(5). Nous utilisons la récurrence sur le nombre k
d'itérations de o utilisées pour produire tl. Si k : 0, le mot tl est dans A qui fait
partie de I(S) qui est égal à.Lc. Considérons maintenant un mot u-r qui est produit
en k * 1 itérations de a. Soit la dernière application de o : (r,y) lr, (ta1,w2) et
w € {u1,u2}.Par hypothèse de récurrence, r et y sont dans,C. Si r/ est une règle
de .R, on obtient que r et g sont dans -Lc+, car les sites de r/ contiennent c, voir
théorème 3.2.1 et, par conséquent, u.r est aussi dans.Lc*. Si r': r, nous obtenons
que u : rrr2t àvêc 11 €. Lc* et 12 e c+ et g - grg2, àvec at € Lc+ et y2 €c*. Dans
ce cas, wr: îrA2 fait partie de Lc* etw2- yp2fait partie de Lc+, c'est-à-dire que
tr,r est dans ,C.

Il est possible de montrer d'une manière similaire que Lt est un langage de
recombinaison double. tr

Proposition 3.2.3. Soi,t L ç V* un langage rationnel et c / V. Les langages
rationnels L: L I Lc et L' : L * cL sont des langages de recombina'ison si,mple.

Démonstrafaon. Nous utilisons la même construction que dans la proposition précé-
dente.

Comme c / V, c est une constante pour .Lc. Il existe donc un système de re-
combinaison simple S : (V U {"}, A, R) tel qlue Lc: L(S) (théorème 3.2.1). D'une
manière similaire à la proposition 3.2.2 nous considérons la règle r : e#c$c#e etle
système S: (V U {"} ,  A,RU {r}) .  i l  est c lair  que.L I  Lc:.L(^9),  car Ies règles de
R permettent de prodtire Lc, tandis que r permet de produire L. Nous observons
qu'il est important que la recombinaison simple soit utilisée. n
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Nous ne savons pas si ce résultat reste vrai si on utilise la recombinaison double,

mais nous pensons que c'est le cas.

Conjecture 3.2.1. Soit ,D ç V* un langage rationnel et c /. V. Les langages

rationnels L: L* Lcet Lt : L -f c.L sont des langages de recombinaison double.

Nous montrons maintenant une possibilité de résolution de cette conjecture. Suppo-

sons qu'il soit possible de trouver un entier n ) 0 et des mots z; e V* et w.; € L,

L < i < rz tels que pour tott nw6y € ,L les deux conditions suivantes soient satis-

faites :
a ) r w 6 e L
b) Vtl' e L : w : rltzi + wy : wt zty € L

S'il est possible de trouver de tels zi et wà) alors, en ajoutant les mots ui aux

axiomes, les règles z;ftc$'wiffe permettent de produire -L à partir de Lc. Des condi-

tions similaires peuvent être formulées pour produire .L à partir de cL.

La motivation de I'énoncé précédent est Ia suivante. Tout d'abord, nous obser-

vons que nous pouvons produire le langage Lc, voir théorème 3.2.1' Puis, I'idée

principale est de produire le mot r de L à partir du mot rc € Lc en effaçant le c à

Ia fin. Ceci peut être obtenu si on utilise les règles ziffc\w6ffe. Les conditions a) et

b) garantissent la cohérence des mots obtenus, car les deux mots résultants doivent

appartenir à -L où à -Lc.

Exemple 3.2.1.
Les langages a* + a*b, a* +ba* sont des exemples qui confirment la conjecture

ci-dessus. Pour le premier langage il suffit de prendre i : 7, 'trr = a êt z1 = 6
pour satisfaire les deux conditions ci-dessus. La règle effb\afre permet alors de
produire o* à partir de a*ô. Nous observons que le langage a*b peut être produit
par un système de recombinaison double (théorème 3.2.1).

Exemple 3.2.2.
Considêrons le langage rationnel -L reconnu par I 'automate fini suivant :

b b

Si nous prenons i -- 2 et z1 - a, z2 : b, w1 = ababa, wz : abbb, les
deux conditions ci-dessus sont satisfaites. Dans ce cas, les règles affc$ababaffe
et b{c$abbbfe permettent de produire .L à partir de Lc. Nous observons que .Lc
peut être produit par un système de recombinaison double (théorème 3.2'1).

Exemple 3.2.3.
Considérons le langage rationnel -L reconnu par l 'automate fini suivant :

b

Dans ce cas, i = 4 et les 4 règles suivantes baffc$ababa#e, aa#c$abbb#e,
abfrc$abbbffe et bbffc$,aôôbfe satisfont les deux conditions ci-dessus. Êlles per-
mettent donc de produire Z à partir de Lc. Nous observons que .Lc peut être
produit par un système de recombinaison double (théorème 3.2.1).



32 CHAPITRE 3. LA RECOMBINAISOI{ SIMPLE PAR RAPPOHT. . .

3.2.2 Classes de langages de recombinaison simple qui ne sont pas

des langages de recombinaison double

La proposition suivante montre une classe de langages rationnels qui ne sont pas

des langages de recombinaison double.

Proposition 3.2.4. Soi,t L Ç V* un langage rat'ionnel et c,d / V. Le langage L
défini par L: L t cL + Ld n'est pas un langage de recomb'inaison double.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par contradiction. Nous supposons
qu'il existe un système de recombinaison double S : (V,A,,R) tel que .D(S) : f,.
Nous considérons chaque règle r € R et nous montrons qu'en utilisant cette règle

nous obtenons soit un mot ne faisant pas partie de .4 parce qu'il contient deux

occurrences de lettres deVt, où V/ : {",d}, soit les deux mots résultants contiennent
une occurrence de c ott d, c'est-à-dire que nous ne pouvons pas produire des mots

de .L en utilisant cette règle. Nous remarquons aussi la propriété de fermeture de L:

L : oz(L) où o est Ie schéma de recombinaison (V, R).
Considérons donc une règle r : u1ftu2$qftua € R et soient {x : :xru{tt2:02)

A : Alu3u4A2, 'txl : rIuLu4A2, 'tt)2 : Alu3u2:x2 tels que nous pouvonS avoir I'appli-
cation suivante de r : (r,g) l, (tay,u2).

Il est clair qre lu1u2ly, ( 1 et lqualy, ( 1. On a donc les cas suivants quant au
nombre de c et d dans les composants z; de la règle, I 1i I 4 :

I. lutlv, : 0. Nous obtenons une contradiction si nous prenons r dans cL et y

dans .Ld, càr 't1)l contiendra c et d à la fois.

2. lup2ly, : 0 et usu4 e Fact(cL)' Nous avons deux sous-cas possibles :

(u) ,s I e. Si nous prenons r dans Ld et y dans c.L, nous obtenons que

l.zlv' :2, ce qui est une contradiction'

(b) 
"s 

: e. Si nous prenons r et g dans ctr nous obtenons une contradiction,
car Ie mot résultant u1 contiendra deux lettres c.

3. Nous pouvons raisonner d'une manière similaire pour les autres combinaisons
où I'un des sites ne contient aucune lettre de 7/ et l'autre en contient une
seule.

4. u1u2 e Fact(cL) et u3u4 e Fact(cL). Nous avons 3 sous-cas :

( a )  , s : €  e t  u t * e  ( o u u 1  : e  e t  w l e ) .  S i n o u s p r e n o n s  r  e t y  d a n s c - L ,
nous obtenons un mot résultant contenant deux occurrences de c.

(b) ur,ItB: €. Les deux mots résultants sont identiques aux mots initiaux.

(c) rr, us * e. À nouveau, les deux mots résultants font partie de cL.

On en déduit qu'en utilisant des règles de ces deux derniers types nous
ne pouvons pas produire de mot dans -L.

5. Nous pouvons raisonner d'une manière similaire pour le cas où u1u2€Fact(Ld)
et usu4 e Fact(Ld).
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6. u1u2 e Fact(cL) et usu4 e Fact(Ld). Nous avons 4 sous-cas :

(u) ,r, ,+ * e.Nous obtenons une contradiction si nous prenons r dans cL

et gt dans Ld, car tl1 contiendra c et d à la fois.

(b )  u r  *  e ,u+ :  e .  On ob t ien t  que l t r . ' 11" :1  e t  baz la : r .

(.) ,r : €,'t14 I e. On obtient que l'r'r.t1la : I et lu2l.: 1'

On voit qu'en utilisant des règles de ces deux derniers types nous ne

pouvons pas produire de mot dans -L.

(d) ,r, ,u4 : e. Nous obtenons une contradiction en prenant u dans cL et y

dans Ld, car le mot résultant u.r2 contiendra c et d à la fois.

En résumé, nous avons des règles de deux types. Les règles du premier type

produisent des mots ayant une occurlence de c ou d, ces mots ne peuvent donc pas

appartenir à ,. Si nous supposons que nous pouvons produire .L en utilisant les

règles de I'autre type, nous pouvons alors montrer pour chaque règle de cette sorte

un exemple de mots tels qu'en leur appliquant cette règle un des mots résultants

contiendra deux occurrences de lettres de Vt, de sorte qu'on aura un mot qui ne

fait pas partie de L. Ce qui contredit le fait que 4 est fermé pal rapport à la

recombinaison. Par conséquent, nous obtenons une contradiction avec le fait que

L: L + cL + Ld est un langage de recombinaison double. tr

Nous pouvons facilement obtenir le même résultat en posant lv'l : 1, ce qui

s i g n i f i e e u e c : d .

Corollaire 3.2.5. Soi,t L ÇV* un langage rationnel et c /.V. Le langage Lt défi'ni

par L' : L * cL + Lc n'est pas un langage de recombinai'son double.

Les théorèmes suivants montrent que les langages ci-dessus appartient à la famille

H{FIN,F/N). I ls sont donc dans H1(FIN,,F/N) \  f /2(F1N' FIN).

Théorème 3.2.6. Soit  L ÇV* unlangage rat ionnel etc,d /V. Lelangage L d'éf ini

par L: L + cL + Ld est dans H{FIN,FIN) \  112(f /N, FIN).

Démonstration. La proposition 3.2.4 nous donne que 4 défini par L: L + cL + Ld

n'est pas dans f12(F/If,F/lf). II suffit maintenant de montrer que É est dans

H{FIN,f'lN). Comme c est une constante pour ctr et comme d est une constante

potn Ld, cL et Ld sont des langages de recombinaison double, voir théorème 3.2.1 et,

par conséquent, des langages de recombinaison simple, voir proposition 3.1.2. Soient

5" : (VU{ c}, A",.R") le système de Head qui produit c-L, c'est-à-dire Z(,S") : cL, et

Sa : (V U {d}, Aa, Ra) Ie système de Head qui produit .Ld, c'est-à-dire Z(S4) : Ld.

Le langage cL+Ldest aussi un langage de recombinaison double, voir thêorème 3.2.1.

Nous affirmons que le système S : (V U {c,,d},A"U A4, R"lJ Ra U {"})' où r :

e#d$d#e, produit .C, c'est-à-dire L : ,(,S). Nous observons que nous pouvons

aussi utiliser la règle r : €#c$,cffe. En effet, nous pouvons produire cL et Ld en

utilisant les règles de .R" et Ra. Finalement, la règle r : €#d$dfe qui s'applique

uniquement à une paire de mots dans ,Ld, permet de produire les mots de .L pa^r
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une recombinaison simple. Nous remarquons que le système ,S ainsi obtenu est un
système de recombinaison simple, car la règle r ne peut pas être utilisée pour une
recombinaison double. !

Le résultat précédent reste valide pot;;r L' : L-fcL+ Lc. Plus exactement, nous
observons que la preuve que .C : L + cL + Ld est un langage de recombinaison
simple utilise l'hypothèse que c et d sont deux constantes pour .C. D'autre part il
est possible de montrer que L' : L * cL + Lc est un langage de recombinaison
simple, car {ca I a e V} et {ac I a e V} sont deux ensembles finis de constantes
pour ,C'. Dans ce cas, pour produire .L nous pouvons utiliser I'ensemble de règles
ra : a#c$acffe , respectivement ra: e#ca$cffa, pour tout a € I/. Une telle règle
ro s'applique à deux mots de .Lc, respectivement c.L, produisant ainsi un mot de Z.

Théorème 3.2.7. Soi,t L Ç V* un langage rationnel et c / V , Le langage rationnel
L: L t LcL n'est pas un langage de recomb'inaison double.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par contradiction. Nous supposons
qu'il existe un système de recombinaison double S : (V,-4,.R) tel que ,L(^9) : f,.
Nous considérons chaque règle r € R et nous montrons qu'en utilisant cette règle
nous obtenons soit un mot ne faisant pas partie de 4 parce qu'il contient deux
occurrences de c, soit deux mots qui contiennent c. Cela veut dire qu'il n'est pas
possible de produire des mots de .L en utilisant cette règle. Nous remarquons aussi
la propriété de fermeture de 4 : L : oz(L) où o est le schéma de recombinaison
(V,R).

Considérons donc une règle r : u1ffu2\qffua € rB et soient :x : :xr'u,rll2û2j

A : AtuBu4U2, wt : rLuIuyy2t rr2 : Atuyu2r2 tels que nous pouvons avoir I'appli-
cation suivante de r : (r,y) F, (w1,u2).

Il est clair qrelup2l" ( 1 et lusuql" ( 1. On a donc les cas suivants quant au
nombre de c dans les composants q de la règle, I 1i 1 4 :

1.  lu r l " :0 , i : I , . . . ,4 .
Nous obtenons une contradiction si nous prenons r, y tels que lr1l" : l7zl" : I,
car alors lwtl" :2.
Nous affirmons qu'il est possible de trouver de tels r et y du fait de la définition
de L. C'est-à-dire si nous pouvons appliquer r à r et à y avec lz1l" : 0,
nécessairement, r : î(tltlr2lr'cw". Comme fr1u1u2wt e L, il existe un mot
frt : j,Dlctrrrr'u2rut e LcL pour lequel lr\1":lw3cr1l":1 et tel que la règle r
puisse être appliquêe à nt et à y.

2. lul": luzl": 0 et lu3ual":1

(u)  l r r l " :  L  et  donc lua l " :0  :  s i  nous prenons r  te l  que l r2 l " :1 ,  nous
obtenons une contradiction, car alors lwzl":2.

(b )  l " s l " : 0  e t  donc  l ua l " :1  :  s i  nous  p renons  r  t e l  que  l r1 l " : 1 ,  nous
obtenons de même une contradiction, car cette fois ltr'11":2.

2'. D'une manière similaire nous obtenons une contradiction dans le cas où I'on a

lrel" :  lunl": o et donc lu1u2l" :  1.
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3.  l r r l " :  1  e t  donc  lz2 l " :0  a ins i  que lu3ua l " :  1

(u)  l rs l " :1e t  donc  lza l " :0 ;on  a '  par  conséquent ,  que lu . '11"  : lu tz l " :L ,

et en utilisant cette règle on en déduit qu'on ne peut pas produire de mot

dans .L.

(b) l"al" : 1 et donc lu3l" : 0, de sorte que nous obtenons une contradiction,

car dans ce cas, lwl" :2.

3'. Il en va de même si lu2l": 1 et que, par conséquent,lutl": 0 et lusual": L

En résumé, nous avons des règles de deux types. Les règles du premier type pro-

duisent des mots ayant une occurrence de c, ces mots ne peuvent donc pas appartenir

à l,. Si nous supposons que nous pouvons produire .L en utilisant les règles de I'autre

type, nous pouvons alors montrer pour chaque règle de cette sorte un exemple de

mots tels qu'en leur appliquant cette règle un des mots résultants contiendra deux

occurrences de c, de sorte qu'on aula un mot qui ne fait pas partie de 4. Ce qui

contredit le fait que .C est fermé par rapport à la recombinaison. Par conséquent,

nous obtenons une contradiction avec le fait q.ue L : L * LcL est un langage de

recombinaison double. !

Nous ne savons pas si le langage ci-dessus est un langage de recombinaison simple,

mais nous pensons que c'est le cas'

Conjecture 3.2.2. Soit Z Ç I/* un langage rationnel et c /.V.Le langage L+ LcL

est dans H1(FIN,FIN), mais pas dans I /2(FIN,FIN).

Une des possibilitês de résolution de cette conjecture, c'est-à-dire que Z * LcL e

H1(FIN,F/N), est étroitement lié àla solution proposée pour Ia conjecture 3.2.L,

à savoir que.L * Lc e H2(FIN,FIN). Nous rappelons que la conjecture 3.2.1 est

vraie si nous pouvons trouver z,; e V* et wi e ,L tels que pour totft rw;g dans -L les

deux conditions suivantes soient satisfaites :

a) ru; e L,
b) Vtr,' € L : w : trt zi + wA : wt ziA € L.

Dans notre cas, les règles ziffc$cw6fte permettent de produire L à partir de LcL.

La motivation de cet énoncé est la même que pour la conjecture3.2.L, mais dans ce

cas le problème est encore plus simple car la condition a) est toujours vraie.

Exemple 3.2.4.
L = a* I  a*ba* e HL(FIN,F' IN) \  H2(FIN,F' /N).
En vue du théorème 3.2.7, nous obtenons L ç H2@IN'FlN). Maintenant,

nous utilisons la remarque donnée plus haut et nous posons u)r: o'et z1 - e' ll est
facile d'observer que la condition b) est satisfaite. La règle effb$,baffe permet donc
de produire o.* à partir de a*ba* . Pour finir la preuve nous remarquons que a*ba* est
un langage de recombinaison double et, par conséquent, de recombinaison simple,
voir théorème 3.2.1.

Exemple 3.2.5.
Si nous considérons le langage .L de I'exemple 3.2.2, nous obtenons immédia-

tement que .L + LcL est un langage de recombinaison simple. Le même résultat
est vrai pour le langage Z de I'exemple 3.2.3.
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3.2.3 Exemples de classes de langages rationnels qui ne sont pas
des langages de recombinaison simple

Nous présentons ici une classe de langages rationnels qui ne sont pas des langages
de recombinaison simple. Cette classe est construite à partir du langage cLc, L C V*,
c lv .

Théorème 3.2.8. Soi,t L ÇV* un langage rationnel et c /.V. Le langage L défini,
par L: L + cLc n'est pas un langage de recomb'inaison s'imple.

Démonstration. Nous allons prouver l'énoncé par contradiction. Supposons qu'il
existe un système de recombinaison simple S: (V,A,R) tel que I(S):.4. Nous
considérons chaque règle r de -R et nous montrons qu'en utilisant cette règle nous
obtenons soit un mot ne faisant pas partie de 4 parce qu'il contient une seule oc-
currence de c, soit un mot qui contient deux c, de sorte que nous ne pouvons pas
produire de mot de -L en utilisant cette règle. Nous remarquons aussi la propriété
de fermetur e de L : ot(L) ou o est le schéma de recombinaison (V, ,R) .

Considérons donc une règle r : ut#uz$uz#u+ € -R et soient :x : :xrutu2r2 e L
et A - AruBu4A2 € .C. Nous posons ar le résultat de I'application de la règle r sur ces
deux mots.

Nous observons que luruzl" I 2 et lusr+|. < 2.Il faut donc considérer les cas où
chaque lui l . , i  -  1...4, varie entre 0 et 2. Nous pouvons écarter les cas où lz1l";9
ou bien Ie cas où lual" ) 0, car dans ces cas nous ne pouvons pas obtenir de mot de
L.

À présent, fixons lul": lunl":0 et considérons 0 l luzl",lrsl" < 2. Cela nous
donne I cas. Nous numérotons les cas par deux chiffres; le premier chiffre indique
le nombre de c dans u2 et Ie deuxième chiffre indique Ie nombre de c dans 23.

Cas 00 : soit lu2l" -0: luel". Il existe donc r/,gr'dans ,L tels q.ue (cr'c,yt) ts, w et

lwl":1, et donc w / L.

Cas 01 : soit lu2l" :0 et lrel" : 1. Prenons un y qui contienne le site usua dela
règle r.
Si uay2 I e, il existe r' dans .L tel que (r',A) l, w et lwl" : L puisque

lu+azl " :  I '
Si uay2: 6, il existe r' dans tr tel que (cr'c,y) l-" u puisque u) : r1u1 et

I tu l "  :  1 .
Dans les deux cas ID É L.

Cas 02 : soit ua : e. Il existe donc r'dans.L tel que (crtc,g) F, w et lul": I
puisque 'u : r(ttrr j de sorte qtue w /. L.

Cas 10 : Ce cas est similaire au cas 01. Nous prenons gr' dans tr et nous choisissons
y' ott cy'c en fonction de r et nous obtenons que lwl":1, ce qui entraîne
w /L .

Cas 11 : ici nous avons 4 sous-cas et r,y e L :
a) rP1 : u4Y2: € : nous obtenons u) : €.
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b)  rp1 ,u+Uz*  € :  comme lu r l " : luz l " :1nous  ob tenons l r ru t l " :  l z1 l "  
-  1

et luay2l. : lAzl": 1. Dans ces conditions, lul" : 2 et u.r ne peut donc pas

être dans .L.

c,d) soi t  r( t r1:  e,  soi t  u4A2: e. Si  r1u1 :  6 '  on a u) :  u4y2 et lu l"  :  1.  Si

u4y2: €, on a u):  i f ,L,u4 et lu, '1":1.  Dans les deux casrw / .  L.

Cas 12  :so i t  z4 :  e .  I l  ex is te  donc  r 'dans .L  te l  que (c r ' c ry ) l rw  e t  so i t  u :  €  ,
ce qui se produit  s i  r1u1: €, soi t  l r l l " :  1.

Cas 20 : soit z1 : 6. D'une manière similaire au cas 02, nous pouvons trouver g'

dans .L tel que (r,cy'c) l, w et lul": L.

Cas 21 : soit u1 : 6. D'une manière similaire au cas 12, nous obtenons qu'il existe

3l'dans,L tel que (r,cy'c) f, w et soit ru : €, ce qui se produit quand u4U2: €,

soi t  l t r l "  :  1.

Cas 22 : Nous produisons e.

En résumé, les règles sont de trois types. Les règles du premier type permettent

de produire uniquement e; les règles du deuxième type permettent d'obtenir des

mots tu tels que lul" : 2. Par conséquent, en utilisant ces deux types de règles

nous ne pouvons pas obtenir des mots de .L. Les règles du troisième type permettent

d'obtenir des mots d'un type différent. Mais pour chaque règle, nous pouvons indi-

quer des exemples de mots de ,L et cLc tels que le résultat tr.r de I'application de Ia

règle à ces mots contienne une seule occurrence de c, et, de ce fait, w /. L. C'est

une contradiction avec le fait que .C est fermé par rapport à la recombinaison. Par

conséquent) nous obtenons une contradiction avec Ie fait que ,C est un langage de

recombinaison simple.

3.3 Conclusions

Nous avons introduit dans ce chapitre I'opération de recombinaison et Ies sys-

tèmes de Head. Nous nous sommes intéressés à la comparaison de la puissance d'ex-

pression des systèmes de Head fondés sur la recombinaison simple et des systèmes

de Head fondés sur la recombinaison double et nous avons montré que I'ensemble

Hr(FIN,tr'IN)\ l/2(FIN, tr'IN) n'est pas vide. Les langages utilisés pour montrer

ce résultat sont construits à partir des langages constants où la constante est définie

par une lettre c / V. Nous remalquons que nous pouvons remplacer cette lettre par

des mots qui seront des constantes pour le langage considéré. Même si ces langages
peuvent paraître plus intéressants, leur structure est identique à celle des langages

présentés plus haut.
Les systèmes de Head introduits dans ce chapitre présentent un grand intérêt,

mais leur puissance d'expression n'est pas grande. C'est pourquoi nous allons les

enrichir avec des mécanismes de contrôle et de distribution du calcul, ce qui per-

mettra d'atteindre la puissance d'expression d'une machine de Ttrring. Nous allons

complexifier progressivement les systèmes obtenus et le chapitre suiva^nt présente

une première extension des systèmes de Head.
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Chapitre 4

Systèmes distribués à changement
de phase

Dans ce chapitre nous introduisons une extension des systèmes de Head : les

systèmes de Head étendus. Nous montrons que ces derniers sont un peu plus puis-

sants que les systèmes de Head en montrant qu'ils peuvent produire la famille des
Iangages rationnels lorsqu'un ensemble fini d'axiomes et de règles est utilisé, ou
la famille des langages récursivement énumérables, lorsqu'un ensemble rationnel de
règles est utilisé. Nous décrivons aussi la méthode <faire-tourner-et-simuler> utilisée

souvent dans le cadre des systèmes de Head et de leurs extensions pour simuler une
grammaire arbitraire, ce qui permet donc de montrer leur grande puissance d'ex-
pression. Nous introduisons aussi une autre extension des systèmes de Head : les

systèmes distribués à changement de phase qui sont fondés sur I'observation bio-

logique que les enzymes, simulés par des règles, ne sont pas tous accessibles da,ns

le même temps, mais à certains moments. Nous montrons que deux jeux de règles,
que nous appellerons plus tard composants, suffisent pour produire tous les langages

récursivement énumérables en simulant une grammaire arbitraire; la preuve de ce

résultat est fondée sur la méthode <faire-tourner-et-simuler>. À la fin du chapitre
nous montrons quelques résultats obtenus à I'aide du logiciel développé pendant le

DEA de l'auteur. PIus précisément, nous avons contrôlé quelques articles publiés sur

les systèmes distribués à changement de phase et nous y avons trouvé des erreurs à

I'aide de notre logiciel. Nous montrons aussi comment il est possible de corriger ces

erreurs dans certains cas.

4.L Systèmes de Head étendus

4.L.L Définitions et résultats

Définition A.L.L. IJn système de Head étendu est un quadruplet 'y: (V,T,A,R),
où V est un alphabet fini, ? Ç V est un alphabet terminal, A çV* est un ensemble
de mots initiaux, appelés axiomes, et .R est un ensemble de règles de recombinaison.

Le langage produit par le système de Head étendu 7 est

39
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L ( l ) :  o . ( L )  n 7 * ,  o ù  o :  ( V , R ) .

Le langage produit par le système de Head étendu 7 consiste donc en tous les

mots produits par le système de Head H : (V,A,.R) qui font partie de I'alphabet
terminal ?.

Nous notons par EH(f1,,F2) la famille des langages produits par Ies systèmes

de Head étendus dont I'ensemble des axiomes appartient à la famille â et dont
I'ensemble des règles appartient à la famille f2.

Les systèmes de Head étendus sont un peu plus puissants que les systèmes non-

étendus.

Théorème 4.1.L. REG ç EH(FIN,F' / l f )

Démonstration. Nous présentons ici la preuve donnée dans [44].
Soit ,L C ?* un langage rationnel produit par une grammaire rationnelle G, et

soit G : (ff, T, S,P).
Nous construisons le système de Head étendu suivant :

? : (N u 7 u {Z},7, At u Azu As, R1u Rz),

ou

Rr :

R 2 :

Si nous effectuons une recombinaison avec le mot ZrX en utilisant une règle de
R1,le résultat sera de la forme ZraY et ZX.II est facile de voir qu'à partir de ces
mots nous ne pouvons pas obtenir de mot terminal. En effet, nous ne pouvons pas

éliminer le symbole Z si ces mots sont utilisé comme premier terme de la recombinai-
son. De plus, aucune règle n'est applicable au mot ZrX, où lrl I t, si nous essayons
de I'utiliser comme deuxième terme de la recombinaison. Par conséquent, la seule
possibilité d'obtenir un mot terminal est de partir de S en utilisant les règles de .Rr

et de terminer avec une règle de ,Rz. Ainsi, nous pouvons voir que le premier terme
de la recombinaison est celui que nous obtenons par la recombinaison précédente et
que le deuxième appartient à Az ou à -43, pour la dernière étape. Ceci correspond à
une dérivation dans G. Nous obtenons donc .L(7) : L(G) : L. !

Il est clair que I'inclusion inverse a lieu, car la famille des langages rationnels est
close par rapport à l'intersection.

Ar :
A2 :
A3 :

{,s},
{ZaY I X -+ aY e P,X,Y e N,a €T},

{ZZal  X -+ a e P,X e N,  a €T} ,

{+#-l  
x -+ aY e P'x'Y e'nr 'o e r} '

{ ; } * tx -+ae 
P,Xe N,  

" " \ '
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4.L.2 La méthode <<faire-tourner-et-simuler>>

Maintenant, il suffit de faire un petit pas en avant dans le cadre de notre modèle

pour obtenir une grande puissance d'expression.

Théorème 4 .L .2 .  RE çEH(FIN,REG)

Démonstration. Nous présentons ici la preuve donnée dans [44].
Soit G: (N, T,,S,P) une grammaire arbitraire. Posons U : N UTU{B}, où B

est un nouveau symbole. Considérons le système de Head étendu suivant

. y :  (V ,T ,A ,R) ,

V :  N  U?U {X ,X , ,B ,Y ,Z }U {Y" IAEU} ,

A: {XBSY, ZY,XZ}
U{ZuY lu -+ueP}
tJ {ZYo,  X 'aZ laeU} ,

et .R contient les groupes de règles suivants :

Si,muler : L. Xw#uY$Z#uY, pour ?r -+ u e P,w e U*,,

Fai,re tourner : 2. XwfraY\ZffYo, pour o e U,w € U* ,
3 .  X 'a#Z$X#wYo,  pour  a  €U,w €U* ,
4. XtwffYo$7ffY, pour 0 e U,w €U*,
5. XffZ$X'f fwY,,  pour ?, €U*,

Terminer : 6. efiZY$XB#wY, Pour u € ?*,

7. e#Y$XZ#e.

Nous affirmons que L(l) : L(G)'

Posons o : (V,R). Nous examinons le fonctionnement de o, plus exactement les

possibilités d'obtention de mot dans 7*.

Aucun mot de A n'est dans 7*. Toutes les règles de .R exigent un mot contenant

le symbole Z, mais ce symbole n'apparaît pas dans le premier mot produit par la

recombinaison. De plus, le deuxième résultat de la recombinaison contient Z et ne

peut contenir de site que de Ia règle 7, mais il est facile d'observer qu'on ne peut pas

obtenir un mot terminal dans ce cas. À chaque étape, nous devons donc recombiner

un mot de A avec Ie résultat de la recombinaison de l'étape précêdente, excepté à

la première étape, quand I'axiome XBSY est utilisé.

Le symbole B marque Ie début des formes syntaxiques de G simulées par o.

Les règles du groupe L permettent de simuler les règles de P. Les règles des

groupes 2 à 5 transfèrent des symboles de la droite du mot considéré à sa gauche.

Ce procédé permet la simulation des règles de P à la droite du mot produit pax o.

Comme le symbole B qui marque le début du mot est toujours présent, nous pouvons

reconstituer le mot à chaque fois. Plus précisément, si le mot considéré dans o est

4L

ou
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de la forme Byu1Bu2B2, où Ér, B2 sont des parenthèses de type X, X',Y,Yo, àvec
a e. U, w2w1 est une forme syntaxique de G.

Nous partons de XB,9Y, c'est-à-dire de I'axiome de G marqué à gauche par B
et entouré par les parenthèses X, Y.

Nous allons voir maintenant comment fonctionnent les règles 2 à 5. Considérons
un mot XuaY pour a €U,et pour r, € [/*. En utilisant une règle du type 2 nous
obtenons :

(X ulaY, Z lY") ts (X wYo, Z aY ).

Le symbole Yo mémorise le fait que a a été effacé de la droite de wa. Seule une
règle du type 3 peut s'appliquer maintenant à XwYo :

(Xt alZ, XluY") |  (Xt awYo, X Z).

Nous remarquons que le symbole a, efracê à l'étape précédente, est placé devant
u.r. Maintenant, il n'existe qu'une possibilité de continuer : c'est d'utiliser une règle
du type 4 :

(X' awlYo, Z lY) t (X' awY, ZY").

Si nous utilisons maintenant une règle du type 7, alors Xt (et B) ne pourront
jamais être éliminés, le mot ne pourra donc jamais devenir terminal. Cela nous oblige
à utiliser une règle du type 5 :

(XIZ, Xt lawY) | (XawY, X' Z).

Nous sommes partis de XwaY et nous avons obtentt XanaY. Nous pouvons
répéter ce processus un nombre de fois arbitraire. Par conséquent nous obtenons
toutes les permutations circulaires du mot considéré et rien de plus, car à chaque
étape nous avons une occurrence de B.

On voit facilement que chaque règle de P peut être simulée, où que soit son site
d'application dans une forme syntaxique de G. Pour cela, nous faisons tourner le mot
d'une lettre par les règles 2 à 5 comme décrit plus haut, jusqu'à ce que le membre
gauche de la règle à simuler arrive à la fin de la forme syntaxique que I'on fait
tourner. Puis nous pouvons appliquer une règle du type L qui simule l'application
de cette règle de la grammaire.

Par conséquent, pour chaque forme syntaxique w de G, il existe un mot de la
forme XBwY produit par o et, réciproquement, si XwlBu2Y est produit par o j
w2w1 est une forme syntaxique de G.

La seule possibilité d'effacer les symboles ne faisant pas partie de ?, est d'utiliser
Ies règles des groupes 6 et 7. Plus précisément, les symboles X et B peuvent être
effacés dans les conditions suivantes :

(1) Y est présent : nous ne pouvons donc pas utiliser la règle 7 avant la règle 6
pour effacer Y, car sinon, on ne pourrait plus appliquer de recombinaison au mot
résultant qui, de ce fait, ne pourrait être terminal.
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(2) Le mot présent est entouré par des parenthèses X etY et il contient unique-
ment des lettres terminales

(3) B est juste après X.
Dans ce cas nous pouvons effacer XB, puis Y et le résultat est un mot terminal u.

En vue des réflexions présentées plus haut, il est clair que u est dans .[(G), donc
t (l) C L(G).Inversement, chaque mot de I(G) peut être produit de cette façon, et
donc ,D(G) Ç t'(l).Cela donne l'égalité L(G) : L(1), ce qui prouve l'énoncé. n

Nous utilisons dans ce qui suit plusieurs variantes de cette technique appelée
<<faire-tourner-et-simuler>. Cette technique venant de la réécriture a été adaptée par

Gh. Pàun dans [38] pour le cas des systèmes de Head.

4.2 Systèmes distribués à changement de phase

L'approche suivie ci-dessus utilise des objets infinis, elle est donc purement ma-
thématique. Il est difficile de voir pour I'instant son utilité d'un point de vue biolo-
gique. Plus bas, nous présentons un modèle qui permet d'avoir une grande puissance

d'expression, tout en gardant le caractère fini du système. Pour cela il suffit d'intro-
duire un peu de distribution dans les calculs, ainsi qu'une procédure de contrôle, ce
qui est peut être plus réaliste en l'état actuel de nos connaissances dans le domaine
de la biologie.

Définition 4.2.L, Un système di,stri,bué ù changement de phase de degré n est le
n * 3-uplet suivant

D :  (V,7, A, R1, Rz,.  . . ,  Rn),

où I/ est un alphabet,T Ç I/ est I'alphabet terminal, AÇ I/* est un ensemble fini
d'axiomes et où À;, 1. <i < n, les composants, sont des ensembles finis de règles de
recombinaison.

Àchaque ins tan t  k :n .  j l i ,où  j  >  0 ,  1 ( ' i  ln ,seu les lesrèg lesducomposant

R; sont utilisées pour la recombinaison des mots existants. Plus précisément, nous

définissons

L t :  A ,
L k + t : o i l L * ) ,  p o u r i  - l ç -  1  ( m o d  n ) + I ,  k l L , I < i < r l t  o i : ( V , R t ) '

En effet, à chaque étape k, les mots présents, .Ltr, sont recombinés une fois selon
les règles du composant Ri,i: k-I (mod n)+1 et Ie résultat de cette recombinaison
forme I'ensemble des mots suivants, Lx+t; les mots restants sont éliminés.

Nous disons que le composant R,; d'un système distribué à changement de phase
rejette le mot u.r, s'il n'existe pas de mot complémentaire à 'u par rapport à une
règle de,Rl. Dans ce cas) on écrit tuln;.Nous pouvons omettre.ft si le contexte le
permet. En particulier, 'u.r est rejeté par .R; si u; ne s'accorde avec aucune règle de
Re.

43
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Le langage produit par un système distribué à changement de phase D consiste
en tous les mots faisant partie de I'alphabet terminal et qui sont produits à une
étape quelconque du calcul.

L(qg (u*r , .16) n ?*.

Nous notons par VDHn la famille des langages produits par les systèmes distri-
bués à changement de phase de degré au plus rz.

Exemple 4.2.L.

Considérons le système distribué à changement de phase suivant :

D :  ( V , T , A , R ) , o ù  I / :  T :  { o , b , c } ,  A :  { c a b } ,  A :  I r =  "  |  ?  ] .
t '  

-  
" lb I 'Nous avons L1 = {cab}. Nous pouvons appliquer la règle r à cab et à lui-

même : (clab,calb) l, (cb,caab). Cela donne 12 - 
{"b,caab}. Nous pouvons

maintenant  appl iquer  r  à caab:  (c laab,caalb)1,  (cb,caaaab),  ce qui  nous donne

L2 = {cb,caaaab}. On voit facilement que trp - {"b,ca2"b},le langage produit
par D est donc le suivant : L(D) - 

{"b,caz"b}, n ) 0 qui n'est pas un langage
algébrique.

4.3 La puissance d'expression des systèmes distribués à
changement de phase

Nous voyons que les systèmes distribués à changement de phase sont assez puis-

sants, même avec un seul composant. Dans ce chapitre nous montrons que deux
composants suffisent pour obtenir la même puissance d'expression que celle d'une
machine de Tliring. Nous observons que le même résultat peut être obtenu avec un
seul composant et nous présentons cette preuve au chapitre 6, voir théorème 6.3.1.

Théorème 4.3.L. Soit G: (N,T,P,S) une granxnxa'ire arbitraire. II eriste un
système distribué à changement de phase de degré 2, Dc : (V,,7,A,R1,R2) qui,

simule G et pour lequel L(G) : L(Dc).

Démonstrati,on.

Définition du système

Posons DG : (V,7, A, Rt, Rz).
So ien t  N  U?  U  {B }  :  { a r ,  az , . . . , an }
Dans ce qui suit nous supposons que :

a€Nu7u{B} .
L'alphabet V est défini par V : NU?U { B}U {X,Y, Z, Zt, 2", Xi,Y, Xl,Y:', Xj',

Yi",  X' ,Y' ,  X",Y", ,  Crr C2, Dç D2lt
L'alphabet terminal ? est celui de la grammaire formelle G.
Les axiomes sont définis par : A : {X SBY} U {ZYi, ZYi', ZYi" , Xt Z, Xtt Z, ZY,

XiaiZ, XlZ,, Xlt Z, ZY: ZYtt, X Z, XiZ, CrZ: Dr, ZttCz, nz]r U {ZuYi,lu -+ uai € P}.

(on :  B )  e t  B  ç .  N  uT .
1  <  i  <  n ,  I  I  j  <n -L ,2 (  k  (  n  e t
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Les composants du système sont définis de la manière suivante.

Composant .R1 :

uY:

aiY

,  ) u -+ua i€P ; ,  1u -+e€P ;

45

uY
1 .1

Yi
Y,,. ,o .x '1"

X"IZ '

,o .  t lY i '
z lY:  ' 1 .10 :

Composant .R2 :

and .Re contiennent aussi les règles suivantes :

A, sauf XSBY.

Nous affirmons que L(Dc): L(G).

Nous allons prouver cette affirmation de la manière suivante. Nous montrerons

comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,

par conséquent, nous obtiendrons que I(G) Ç L(Dc).Dans le même temps, nous

montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n'aboutissent pas à un mot

terminal, ce qui prouvera l'énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode <faire-tourner-et-simuler), voit sec-

tion 4.1.2. Nous utilisons une technique similaire à celle qui est utilisée dans [23, 40,

44]. Nous commençons avec le mot Xwa6Y dans le composant .R1. Après I'applica-

tion de la règle I.2,Ie composant R2 reÇoit le mot XwY. Dans.R2 la règle 2.1. est

appliquée et R1 reçoit les mots xiaiwYi, G < i < 
"r). 

À partir de cet instant' le

système Dç lait décroître les indices i et j simultanément. Les mots pour lesquels

j I i sont éliminés et seuls les mots Xp;wYl restent. Puis, nous obtenons le mot

XaiwY, nous avons donc fait tourner le mot Xwa,iY d'une lettre. Si a6tu :a,;u'B

et a,iw' eT*,ce dernier mot faisant partie du résultat est aussi produit.

Schéma du calcul

Le calcul dans Dç suit le schéma présenté à la figure 4.1. Les sommets du schéma

représentent une configuration de mots pendant le calcul. Nous énumérons toutes les

configurations possibles et nous mettons leur numéro dans le coin supérieur droit.

Les composants .R1 and .R2 contien
o 

I 
u pour chaque axiome a €

a l e .
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Le symbole w dans les configurations est considéré comme une variable et il prend
des valeurs différentes dans des configurations différentes. Par exemple, si dans la
configuration 1le symbole w est égal à wta6,dans laconfiguration 2 savaleur peut
être w' . Nous allons montrer que le calcul suit le schéma de la figure 4.1, c'est-à-dire
que tous les mots produits dans une configuration seront éliminés, excepté les mots
appartenant à la configuration suivante.

7

lrv <- XtttA --- Xttwytl

-t-'

82t''

XwY"

I
v1

Début XwY

I
ll 2

xwY

o

YI

5

YI

4

Yt

Xttw

I
I

Xtw

I
I

X,W

X'^' .w

î
I
I

Xl-1w

Xi*Y

\ s
Y-r XlwYl-,

72 l"
Y|-, X'r-twY,i-r

\ 'at'
Xj_t*4,!r

Ftc. 4.1 - Le schéma du calcul

Nous remarquons que la règle 1,.10 permet de produire le mot Z' à partir des
axiomes CtZ' et D1. Ce mot apparaîtra donc dans le deuxième composant. D'une
manière similaire, la règle 2.9 permet de produire le mot Ztt qt;j apparaîtra dans
le première composant. Cette astuce est utilisée afin d'éviter un calcul erroné et la
sous-section 4.5.L contient plus d'information sur ce sujet.

R,otation

Considérons le mot Xua,;Y (tr.' e (NU"U{B})-), 1. < i < n. Nous sommes dans
la configuration 1. Nous allons montrer comment la rotation de wa6 est effectuée.

(Xwla6Y, ZIY) ln (XwY, Za6Y t).
Le mot ZalY ne peut s'accorder avec aucune règle de.R2, il est donc éliminé.
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Maintenant nous sommes dans la configuration 2.
( X l w Y , X a a p l Z )  l - 2 . 1  ( X p a p w Y i , X Z ) , 7  1 i , k  1 n '

Le mot X Z est un axiome.
Si z: 1, nous pouvons avoir aussi le calcul suivant :
(XulY1, ZIY') ts2.a (XwY' 1,, ZYr).

Le mot ZYt est un axiome et le mot XuYt est éliminé.

Nous sommes dans la configuration 3. Il existe, maintenant, 4 cas possibles :

a) XiaswYl;  b) Xp,uV; c) Xia"wY,;;  d) Xla"wYr; i ,  i  )  1,  1 1 s 1 n

a ) X ; a " w Y r , j ) 1 .
Le mot XiaruYl ne peut s'accorder avec aucune règle de .R1, il est donc éliminé.

b) X1a,wYi, , i  )  \ .
Ici on a deux possibilités :
(i) (X1a,wlY, ZlYi) ts1.s (XpsuYi; 1, ZY).

Le mot ZY6 est un axiome. Le mot XprwYl4 ne peut s'accorder avec aucune règle

de R2, il est donc éliminé.
(i i) (X1la,uY, X'lZ) l1.s (X' a,wY 1, XrZ).

Le mot X1Z est un axiome. Le mot XtarwY6 ne peut s'accorder avec aucune règle

de Rz, il est donc éliminé.
Dans ces deux cas, le calcul n'aboutit donc pas à de nouveaux mots.

c) \a"wYi, i . , i  )  L.
(XiaswlY, i ,  ZlYi)  113 (XiaswYh, ZY).

Le mot ZYi est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 9.
(X la,wYl-, Xl -rl Z) r 2.2 (Xt, -a,wYla, X i Z).

Le mot XiZ est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 10.

(x j - p'wlYi- r, z lYi') ts 1.a (X j - p,wYl'- 1, zYi) .
Le mot ZYI-, est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 11.
(x j - la,uYi'- L, x I - | z) r 2 3 (X | - ta,wYl'a, x'j - P ) .

Le mot X'jiZ est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 12.
(x i - p'w lYi'- y Z lY - ù | 1.s (X'l - p,uYi - r, zY:'- )'

Le mot ZYi\ est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 13.
Maintenant il existe deux possibilités de poursuivre le calcul.
(i\ (xi-p,wlY1, ZIY') ts2.a (Xl-p,uY' 1, zYù.

Le mot ZY1 est un axiome et le mot Xl-prtoY' est éliminé.

(ii) (X i - la,lnYi - r, X 1 - | z) l-2.s (X.; - 1 a"ï/Yi- 1, X'; I Z ) .

Le mot Xi_fi est un axiome. Nous observons que nous sommes arrivé à nouveau

dans la configuration 1. Il est facile de voir que les indices de X et Y ont été diminués

simultanément. Nous pouvons continuer jusqu'à ce que I'un des indices devienne 1,

nous serons donc dans I'un des cas (a), (b) ou (d).
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d) X1aswY1.
(XylarwYl,  X' lZ) ts1.s (Xta,uY1, X1Z).

Le mot X1Z est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 4.
(X'a,ulY1, ZIY')  l24 (XtarwYt, ZY1).

Le mot ZY1 est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 5.
(Xt larwYt,  X" lZ) 11.6 (Xtt  a,uYt,  X'  Z).

Le mot XtZ est un axiome.
Nous sommes dans la configuration 6.
Nous avons maintenant trois possibilités :

(i) (X"la,uY' , XIZ) ts2.6 (Xa,uY' 1, X" Z).
Le mot XttZ est une axiome. Le mot XaruYt ne pouvant s'accorder avec aucune
règle de .R1, il est éliminé.

( i i )  (X/ ' la,uY', lZt)  12.7 (a,uY' 1,X" 2'  1).
Les mots aruYt et XttZt ne pouvant s'accorder avec aucune règle de Æ1 , ils sont
éliminés.

( i i i )  (X"a"wlYt,  ZlYtt)  l2.s (Xtta,uY", ZY') .
Le mot ZYt est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 7.
(*)  (Xtta,ulYt ' ,  ZIY) F1.7 (Xtta,uY, ZY").

Le mot ZYtt est un axiome.
Nous sommes dans la configuration 8.
(**)  (X"lorwY,XIZ) F2.6 (Xa"wY,X" Z).

Le mot XttZ est un axiome.
Nous sommes arrivé dans la configuration 1, nous avons donc fait tourner Ie

symbole a". Il est possible d'appliquer les règles L.8 et 2.7 dans les cas marqués par
(*) 

"t 
(**), mais ces applications seront discutées plus tard.

Simulation des productions de la grammaire

S'il existe une production u -+ uai (ou u -+ e) et un mot XutuY (Xu"aiuY),
nous pouvons appliquer la règle 1.1 (1.1/).

(XwtluY, ZluY) ly.1 (XutuY,,  ZuY J).
Le mot ZuY ne pouvant s'accorder avec aucune règle de Rz est éliminé.

(Xwttla,iuY, ZIY) 4t, (X*"Y,i, Za6uY f).
Le mot ZaiuY ne pouvant s'accorder avec aucune règle de R2 est éliminé.

Puis, le système fonctionne comme dans le cas de la rotation. Par conséquent,
nous simulons I'application de la règle u -+ ua,i (u -+ e) de la grammaire G.

Obtention du résultat

Si nous avons le symbole B à la fin du mot dans le cas (+), nous pouvons appliquer
la règle 1.8 :
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(Xttarw' lBY" ,  Z" l)  F1.s (Xttarwt ,  Z' t  BYtt  1).
Le mot Ztt BYtt est éliminé.

(Xtt larw', lZ ')  lz.z ( ."* '  1,  X" Z'  t ) .
Les mots X" Zt et o"tu' sont éliminés. Si le mot arru' e T*, aru)t fait partie du résultat

du calcul.
Il était possible d'appliquer la règle 2.6 :
(X"larw' ,  XIZ) 126 (Xa,wt î ,  X" Z).

Le mot Xt'Z est un axiome et Xarwt est éliminé.

Nous observons que par définition nous avons à chaque étape un nombre illimité

de copies de chaque mot. Dans le cas ci-dessus, les deux applications se font donc en
parallèle et une de ces applications produit le résultat du calcul, tandis que I'autre

n'aboutit pas à de nouveaux mots.
Considérons maintenant le cas (**). n est possible d'appliquer la règle 2.7 :

(X" larwY,lZ')  lz.z (a,wY, X" Z'  1).
Le mot XttZt est éliminé.

(arw' la1Y, ZIY) l --r t ,  r . r ,  ou r .2 (or. 'Y, Za$ f) ,  1 3 t  < n.

Le mot ZatY est éliminé.

Si t + 1, Ie mot arw'Y est éliminé.
S i  t :  1 ,
(a"w'1Y1.,  ZIY')  F2.a (arutY'  1,  ZYù.

Le mot ZYl est un axiome et le mot aru)'Y'est éliminé.

Ce calcul n'aboutit donc à aucun mot nouveau.

Autres calculs avec les axiomes

Nous pouvons avoir les calculs suivants entre les axiomes, mais ils n'aboutissent

pas à des mots nouveaux.

(Zr lY,z lYi)  Fys (ZuYi- t1,ZY,) ,2I  i '  I  n.

(X1laf l ,X' IZ) tys (X'af l  f  ,XrZ).
(XplapZ, XL-rlZ) t2.2 (X'u-rapZ J, XpZ), 2 3 k I n.

(ZulY1, ZIY') F2.a (ZuY' 1, ZYt).
Comme nous avons examiné tous les cas, notre analyse est maintenant complète.

Remarques finales

Nous observons qu'il était possible d'utiliser le mot ClZt ù la place de Zt et ZttC2

à la place de Zt' dans certains endroits du calcul ci-dessus, mais ces applications,

introduisant C1 et C2 dans Ie mot considéré, ne changent pas le fait du rejet du mot

par le composant suivant.
II est facile de voir qu'en suivant le schéma du calcul nous obtenons tous les mots

de I(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que le

système ne produit pas d'autres mots. tr
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Un système distribué à changement de phase << pe-
tit > qui est universel

Nous allons montrer que les systèmes distribués à changement de phase avec un
seul composant sont indécidables. Pour cela nous montrons qu'avec un seul compo-
sant il est possible de simuler un système de Post simplifié. De même, comme les
systèmes de Post simplifiés ont êté utilisées pour obtenir des machines de Tirring de
taille petite, voir [46], le système obtenu a une description qui est très compacte.

Nous définissons aussi un entrée pour un système distribué à changement de
phase. Une entrée pour le système D est un mot ?, sur I'alphabet de D. Le calcul
de D sur I'entrée u.r est effectué en ajoutant w aux axiomes et en laissant le calcul
de D se dérouler comme d'habitude.

Théorème 4.4.L. Soi,t T : (2,V, P) un système de Post si,mplifié et u e V* . il
eriste un système distribué à changement de phase D de degré 1, D : (V' ,V, A, Rt),
qui en lui, donnant cornrne entrée le mot LXwY s'imuleT sur I'entrée w, c'est-à-dtre
que :

1. pour chaque mot u sur lequelT s'arrête produi,sant le résultat w',le système
D produit un résultat unique ut .

2. pour chaque motu, sur lequelT ne s'arrête pas, Ie système D calcule i,nfi,nl-
ment sans produire de résultat.

Démonstrat'ion.
S o i e n t  V  :  { o t , . . . , a n + L }  e t  P  :  { P t , . . . ,  P n } .
Dans ce  qu i  su i t  nous  cons idérons  que 1< i  <  ne t  a ,b ,c  €  {o r , . . . ,an} .
Nous définissons D de la manière suivante.
L 'a lphabet  V t  es t  dé f in i  par  :V t :VU{X,Y,L , ,X t ,Y ' ,R ,2} .
Les axiomes sont définis par: A : {LXwY,ZP1Y,X'E,RY'l;.
Les règles de .R1 sont définies de la manière suivante :

Règles principales :

Règles secondaires :

-  ZP i IYt : *.-lvr;
Règles pour Ie résultat :

LXanayb
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Nous montrons maintenant comment on simule le calcul de ?. Nous avons dans Ie

système un mot de la forme LXwY qui correspond au mot u.r sur lequel on travaille

dans ?. Nous détachons d'abord les deux premiers symboles de u et nous marquons
par Xt le début du mot, ce qui nous donne deux moléctles : XaiaiD et XIwtY,

où ru : ai&ju . Puis nous collons la partie détachée à la fin du mot en obtenant

Xtw'Y Xa,iai,E, ce qui permet de la remplacer par la bonne production : X'w'P1Y .

Finalement, on enlève le prime de X en obtenant : LXwtP,iY et on peut recommencer
le processus. Nous nous arrêtons lorsque le premier symbole est orra1. Dans ce cas,
nous enlevons les parenthèses LX et Y et nous obtenons le mot-résultat.

Nous détaillons par la suite ce que nous venons de dire, en considérant toutes
les évolutions possibles.

Étape 1-.
LXa6b uY X'wY

F1
LXa6bE '

Z P6,Yl
RY

Etape 2.
XtwY

F2
X'wY XatbE

L
LX

XaftE
a';bE

L1
LXbE

l o

L ^
, d t

LXa6 bE
l -

LXaiaabÛ t 
'

ZP,iY_ 
RY,-

Etape 3.
XtwP6Y

ZYXa,ibE 1
LXE

r7

LXbbE 1 
',

Z P,;Yt
RY

Étape 4.
, LXuP,iY
14 ---TE-,

, Z P,;Y
18 --RYî-

Nous observons que nous avons simulé une étape de calcul dans ? et que toutes

les molécules non-désirables ont été éliminées. Nous pouvons continuer ce processus
jusqu'à ce que le premier symbole de tl devienne a?r+1 . Comme nous avons besoin

de quatre étapes pour simuler une étape de ?, la situation ci-dessus arrive lorsque

on est à l'étape 4k+L, k > 0. Dans ce cas nous pouvons enlever les parenthèses LX

et Y et obtenir le mot-résultat :

wY

F3

Étape 4k+1.
LXa"4b I wY

l-e
LXant ftX'E
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Étape 4k+2.
't1) t n I

'  ru LXan*1bX'EY 1
Comme nous n'aurons plus de mot de la forme LXuY ,le calcul suivant consis-

tera en application des règles 7 et 8 sans produire un mot terminal.
n

4.5 Correction des systèmes existants

Comme nous I'avons dit au Chapitre 2, nous avons utilisé un logiciel de simula-
tion des systèmes distribués à changement de phase, développé pendant le DEA de

l'auteur. Nous avons contrôlé plusieurs articles existants sur les systèmes distribués
à changement de phase et nous avons trouvé que certains d'entre eux contient des
erreurs. Dans cette section nous présentons les systèmes correspondants, nous mon-

trons les erreurs trouvêes, ainsi que les corrections nécessaires pour que Ies systèmes
retrouvent un fonctionnement correct. Nous avons trouvé que certaines erreurs sont
communes à plusieurs auteurs, nous espérons donc que notre correction permettra

de les éviter dans le futur.
Chacun des systèmes considérés simule une grammaire arbitraire G: (V,7, S, P).

4.5.1 Correction du système TVDHS

Nous commençons par le système distribué à changement de phase présenté

dans [23]. La figure 4.2 contient la description de ce système, appelé TVDH3.

Le fonctionnement du système TVDH3 n'est pas correct. Les auteurs n'ont pas

observé la situation suivante : I'application de la règle 2.5 produit le mot XtZ' quj

ne fait pas partie des axiomes et qui n'est pas éliminé du système grâce à la règle

Ztffe$Ztffe. Puis, à l'aide de la règle 2.4, on obtient XZ'. Ce mot utilisé avec la

règle 2.1 produit les mots Xia,;Zt et X*a6Zt, où m I 'd. Finalement, la règle 2.5
permet d'introduire ces préfixes dans n'importe quel mot. Plus précisément :

(Xt lwYt, lZ')  l r .u (X'  Z' ,  uY') .
XtZt est présent à chaque étape grâce à la règle Ztfte$Z'ffe.
(X' lZ '  ,  XIZ) 12.4 (X Z'  ,  X'  Z).
Maintenant, la règle 2.1 s'applique à XZt, qui est toujours présent, et à un de

ses mots complémentaires Xia.;Z :
(XIZ'  ,  X6a, lZ) 12.1 (X Z, Xia;Zt) .
Les mots XiaiZtsont toujours présents. À partir d'eux on peut obtenir X|-ta5Zt :

(X6la;Z' ,  X:-r lZ) ts 1.s (X,;2,  X!- tai  Zt) .
On continue et on obtient d'une manière similaire Xtt-taiZt, X.;-1a,iZt, et fina-

lement XtaiZt et Xaizt.
Maintenant, soit XtwY' une évolution correcte. La règle 2.5 du deuxième com-

posant permet alors d'insérer û,i devant w :
(Xt luYt ,  Xa; lZt)  l2.s (XtZt,  Xa6wY'),
ce qui n'est pas une évolution correcte.
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Considérons le système TVDH3 - (V,T,A,Rr,Rz,Rs).
S o i e n t  N U " U  { B }  :  { a r , a z , . . . , a n }  ( a "  :  8 1  e t  B  Ç N U ? .

Soient i, j et k avecl < i < n, I 1 j I n - t, 2 1 Ic I n.
L'alphabet V est défini pax V = N U ? U {B} U {X, Y, Z, X;,Y;, X'i,Yj, X'j ' ,Y;',

X t r Y ' r Z ' r Z " \ '
Les axiomes A sont donnés par A - {XSBy}U {ZaY,1u : u I aa; €

P, ô e {L,... ,n - L}} u {zYt, Xl z, X' Z, X;aiZ, ZYI', Xi Z, x z, zY;, zY', X'j '  z,
ZY, Z, ,2,, .

Composant Rr :

1 a , .  x t  l  ex ' lz  '

Z  l " Y i

Composant .R2 :

, =u -+ uai € P; t.Z t jf{;

ts,ffi; 1 .6 ,  =1 " *Y  ,  3u -+eeP ;z l  Y i  '  - -

2 . 4 :
x ' lu-T lz '

, r .  ' lY j
Z  IY i  

'

zs,fi/;
Composant Às :

n,_fifi;
l .a,t-! f t ;

X  l e
X;ai. I Z

" " .  
r  l Y t
z  lY '  

'

Note.
Les composants Rr, Rz et Rs contiennent aussi les règles suivantes :

a l e
# 

pour chaque axiome a € A, saû. XSBY-

Frc.4.2 - Le svstème TVDHS

On voit bien que le problème est causé paï le mot X Zt . Pour Ie résoudre il suffit
de remplacer la règle 2.4 par l'ensemble de règles suivant :

o,i
, I  1 i  1 n .

Dans ce cas le mot X Zt ne peut pas être produit et le système reprend un

fonctionnement correct.

Nous présentons ici encore une solution au problème ci-dessus qui sera utilisée

dans le futur. Cette solution concerne les mots qui se terminent pat Z' : tuZ'. Nous

observons, que le dysfonctionnement du système TVDHS est du au fait que ces

mots, une fois produits, persistent tout le temps grâce à la règle Z'ffe$Z'ffe. Nous

pouvons remplacer cette règle par I'ensemble de règles suivant :

53
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Il faut ajouter arssi C Zt et D aux axiomes. Dans ce cas, seul C Zt est persistant et
tous les autres mots se terminant en Zt sont éliminés, ce qui résoud notre problème.

Nous observons que dans le système présenté dans le théorème 4.3.L cette deux-
ième approche a été utilisée pour éviter le même problème que celui posé dans la
section présente.

4.5.2 Correction du système TVDH4

Nous continuons avec le système présenté dans [35] que nous appelons TVDH4.
Sa définition est donnée à la figure 4.3.

Nous supposons que la grammaire G est dans la forme normale de Kuroda. Nous
p o s o n s  N U f  U { . F ' } :  { o r , o r , . . . , a n l ,  ( a "  =  F )  e t  F  (  { N U 7 } .  S o i e n t  i ,  j  e t  s
a v e c  1  (  i 1  I ,  m + 1  < j  (  I  e t  L  1  s  L m .

Soient u6 ) u* e P,n*l < k ( rn les règles hors contexte de P, et soient
uk -+ ah ê. P, m+ 1 < /ç ( J les autres règles de P. Posons ub = ah : o& pour
I 1 k  1 n .

Considérons le système TVDH4 = (V,T,A,R7,R2,Rs,Rq).
où
V = N uT u {X,Y, Z, Z'  ,  Zo, Z'o,  F, Xs,Ys, Xi,Y,Y; ,  Z' i } ,
A = {XSFY,XZ' , ZY, Zs, Z'o,XsZ' , ZYs,XiZ' , ZYi, X;u;Z'i, ZYi},

, rn, iÊ\
u 

{a.s 
'

Rn :  eu{n,  ,

u j :  D E ,  D , Eou

et

q =  
{ , , ,

z le  e l z '  z " l e  e l zA  e l z ! 1-rÏ;, 22: -fz-, ,t' -ùo-fe , tn' -w, "t' 7ÏT]'

z lY ;  ' - "
Xo l  r .  o r .
X  l z "  " - '

FIc. 4.3 - Le système TVDH4

Le fonctionnement du système TVDH4 n'est pas correct. Il y a trois erreurs :
1) Une erreur du même type que dans l'exemple précédent : la règle 4.2 permet

d'obtenir le mot XsZ', qrui n'est pas éliminé. Puis, comme plus haut nous pouvons
obtenir X Zts, X,iuiZ',, XuiZ's, etc. Considérons maintenant une évolution correcte
XswY . En utilisant la règle 4.2 on insère u; devant u.r :

(XslwY, Xu6lZt) | 4.2 (XoZ'o,, Xu,iwY),
ce qui n'est pas un fonctionnement correct.
Pour retrouver un fonctionnement correct, Ia règle 4.2 doit être remplacée par

l'ensemble de règles Xo#a$X#Z', | 1i 1n.
2) Une application répétée de la règle 4.4 produit des mots XpuiZl, k < j qui

deviennent persistants. Maintenant la règle 4.3 permet d'insérer Xpait j I k devant
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un mot, ce qui conduit à une rotation incorrecte.
Pour résoudre ce problème il suffit de remplacer les règles 4.3 par Xffe$Xiu1ffZl.

3) Ce cas présente un problème similaire avec celui du cas (1), mais à I'autre

extrémité du mot. La règle 3.2 permet de produire le mot ZsFYs qui est persistant.

Une fois produit, ce mot introduit des erreurs dans le calcul :
(XplFYs, Zy\FYy) 132 (X1wFYs, ZsFYs).
(X1luFYs, XolZ')  ta.a (XswFYs, X1Z') .
Puis, Xs?rFyg arrive inchangé dans le troisième composant, c'est-à-dire que le

mot incorrect XrwFYo devient XswFYs qui est un mot correct.
Nous n'avons pas trouvé de solution à ce problème, une réécriture complète du

système est donc nécessaire.

4.5.3 Correction du système TVDH7

Nous continuons avec le système présenté dans [44] que nous appelons TVDH7.

Sa définition est donnée à la figure 4.4.

So i t  NU?  =  {a r ,  . . . , o ,n - r } , f l )  3 ,  e t  P  :  { u ; . -+  o i  |  1  <  i  <  ^ } .  So i t  a ,  :  6
un nouveau symbole. Soient i et j avec 1 < i < m et L < j < n.
Posons TVDHT - (V,7, A, Rr,.. . , Àz), où

V  :  N u ? u  { X , Y , Y ' , Z , B , Y s , X o , Y d , Y 1  , Y j  , X i } ,
A = {XBSY,ZY,ZY',ZZ,Zu;Y,ZYi,ZYj,X1aiZ,X1Z},

Bt = {1.1 : egu;Y$Zfiu1Y, L.2: effY$ZffY, L.3: effY1$ZSYi},
p.r :  {2.L: ef faiY$ZffYi,  2.2: eSY$ZffY' ,  2.3: ef iYi$ZffYj} ,

B, = {3.1 :  XSeïX1aif tZ, 3.2: e#Y'$.Z#Y, 3.31e#Y;SZ#Yjl ,
pn = {4.L: ef tY1$ZffYi- t ,  4.2; eSY$ZffY},
^R5 : {5.1: Xiffe$Xi-rff7, 5.2: e$Y$ZffY},

4u : {6.1 : e#Yo$,Z#Y, 6.2: e#Yo$.ZZffe, 6'3: eftY$.ZffY', 6.4: effYi$ZffYj},

R7 = {7.L: Xo#e$X#Z, 7.2: XsBffï#ZZ, 7.3: eftY'$ZSY, 7.4: e#Y;$Z#Yj}

Tous les composants contiennent la règle z.l:Zffe$Z$e.

FIc. 4.4 - Le système TVDHT

Le fonctionnement du système TVDHT n'est pas correct. Il présente les erreurs
suivantes :

1) Il faut ajouter ZYn, ZYI et XsZ dans les axiomes.
2) Le problème de la règle 2.1. L'utilisation de cette règle permet d'obtenir des

mots incorrects :
(X p1 Zl, ZIZ) ts 

"r 
(Xiai Z Z, Z),

(X p1 Z Zl, ZIYù 1,.1 (Xiai Z ZYa, Z).
Maintenant nous pouvons obtenir tous les mots X.;aiZZYs possibles.

F foo
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Finalement, on a I'application suivante conduisant à une erreur :
(XsBlwY, X ai)Z ZYp) 17.2 (X a6uY, XsB Z ZYù.
Une erreur similaire est causée par Ia règle 6.2, mais à l'autre extrêmité du mot.
Une solution pour cette erreur est de remplacer Z Z par un nouveau symbole

Z', mais cela crée un nouveau problème, similaire au problème de TVDH3. Dans
ce cas on produit XsBZtpar la règle 7.2 qui est transformé en XiaiBZl qui, étant
utilisé dans la règle7.2 avec XsBwY6, conduit à un mot erroné. On peut résoudre
ce deuxième problème par la deuxième méthode présentée pour TVDH3 en plaçant

les règles correspondantes dans le composant 6.

4.6 Conclusions

Les systèmes distribués à changement de phase introduits dans ce chapitre pos-

sèdent beaucoup de propriétés intéressantes. Grâce à la stratégie d'élimination ils
ont un contrôle très puissant qui permet de les manipuler facilement et qui les rend
très simples. C'est pourquoi ces systèmes peuvent jouer un rôle important, car leur
structure simple donne la possibilité de les simuler par d'autres types de systèmes
fondés sur la recombinaison. Nous verrons aux chapitres 6 et 9 des exemples de
systèmes qui simulent des systèmes distribués à changement de phase.

Pour le contrôle des systèmes obtenus nous avons utilisé le logiciel TVDHsin qui a
été développé pendant le DEA de I'auteur. Ce logiciel permet d'effectuer une simu-
lation d'un système distribué à changement de phase étape par étape. L'utilisation
de ce logiciel a permis de découvrir les erreurs dans les systèmes présentés à la
section 4.5.

Dans Ie chapitre suivant nous considérons des systèmes qui ressemblent beaucoup
aux systèmes dont nous avons parlé dans ce chapitre et nous pourrons réutiliser
certaines idées dans le cadre de ces nouveaux systèmes.



Chapitre 5

Systèmes distribués à changement
de phase étendus

Les systèmes distribués à changement de phase présentés dans le chapitre précé-

dent sont fondés sur l'idée suivante : Ies mots de I'ensemble courant sont recombinés

une fois et seul le résultat de cette recombinaison forme I'ensemble des mots sui-

vants. Or, à l'instant, cette recombinaison unique est presque impossible à réaliser

dans la pratique. À I'heure actuelle, il est plus naturel, d'un point de vue biolo-

gique, de supposer qu'à chaque étape nous pouvons effectuer un nombre illimité de

recombinaisons de la même manière que ce qui a été fait dans le cas des systèmes de

Head, voir Ia section 3.1. Ceci nous conduit aux systèmes distribués à changement

de phase étendus, introduits par M. Margenstern et Yu. Rogozhin dans [23], où cette

considération a été prise en compte. Dans ce chapitre nous donnons une définition

formelle de ces systèmes, ainsi qu'une description de leur puissance d'expression.

5.1 Définition formelle

Soit o : (V,R) une schéma de recombinaison. Nous définissons I'opération ô,

cf. l23l:
ô(L) : ô(Lt u 7"1d= o*(.L'),  où
L' : {wr e Ll1w2 e L : 1u,ra' e V* : ir e R' (tor, wz) ts, (ur,'r.u') ou

(rz,.t) ts, (w,u')), L" : tr \  tr ' .
Plus précisément, pour obtenir o(L) nous prenons les mots de .L qui sont com-

plémentaires par rapport à une règle de -R (c'est-à-dire L') et nous appliquons o*
à cet ensemble. Comme résultat nous obtenons toutes les recombinaisons itératives
de ces mots, ainsi que les mots initiaux de tr'.

Déffnition 5.1.1. Un système distribué à changement de phase étendu de degré n
est le n * 3-uplet suivant

E :  (V,T,  A,  R1,  R2, . .  . ,  R*) ,

û 1
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où V est un alphabet,T ç I/ est l'alphabet terminal, AÇ I/* est un ensemble fint
d'axiomes et où.R6, I <i < n, les composants, sont des ensembles finis de règles de
recombinaison.

À chaque instant k -- n.j Ti,,oùl à 0, 1 ('i l n,seules les règles du composant
.R; sont utilisées pour la recombinaison des mots existants. Plus précisément, nous
définissons

L t :  A ,
L k + t : 6 r ( L n ) ,  p o u r i  - l ç -  1  ( m o d  n ) + I ,  k ) 7 , I < i < n ,  o i : ( V , R ) '

En termes usuels, ceci signifie qu'à chaque étape k le composant .R; d'un système
distribué à changement de phase étendu pour lequel i,: k - 1 (mod n) *1 applique
d'abord un filtre sur I'ensemble des mots courants, c'est-à-dire qu'il élimine les mots
ne possédant pas de mot complémentaire par rapport à une des règles de .R;; puis
le système fonctionne comme un système de Head ordinaire.

Nous disons que le composant Â; d'un système distribué à changement de phase
étendu rejette le mot tr.r, s'il n'existe pas de mot complémentaire àTl par rapport à
une règle de R,i.. Dans ce cas, on êcrit w fnu. Nous pouvons omettre -R6 si le contexte
le permet. En particulier, u est rejeté par -R; si tl ne s'accorde avec aucune règle de
Re.

Le langage produit par un système distribué à changement de phase étendu -E
consiste en tous les mots faisant partie de I'alphabet terminal et qui sont produits

à une étape quelconque du calcul.

L@) Ei (uurrL1,) nT..

Nous notons par EVDHnla famille des langages produits par les systèmes dis-
tribués à changement de phase étendus de degré au plus n.

Exemple 5.1.1.
Reprenons I'exemple 4.2.1, mais cette fois dans le cadre des systèmes distribués

à changement de phase étendus.

E:  (V ,T ,A ,R) ,où  V :  T  =  {a ,b ,c } ,  A=  {cab} ,À=  { "  
:  

:+ }
Nous avons L1 : {cab}. Nous pouvons appliquer la règle r à cab et à lui-même :

(clab,calb) ts, (cb,caab). Cela donne .L2 - {"b,cab,caab}. Nous pouvons mainte-
nant appliquer r à caab : (claab,caalb) F, (cb,caaaab), ainsi que à cab et à caab :
(clab,caalb)1, (cb,caaab), ce qui donne L2: {cb,cab,caab,caaab,caaaab}. On
voi t  fac i lement  que Lp :  {cb,cab, . . . ,cakb} ,  et  que le langage produi t  par  .E est
donc le  suivant  :  L(D) = canb,  n)  0,  qui  est  un langage rat ionnel .

5.2 La puissance d'expression des systèmes distribués à
changement de phase étendus

Dans cette section on va s'occuper de Ia puissance d'expression des systèmes
introduits ci-dessus. Maintenant, un seul composant ne suffit plus pour produire
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tous les langages récursivement énumérables. Plus exactement, nous avons le résultat
suivant :

Théorème 5.2.L. EV DHr : REG.

Démonstration. Soit E : (V,7, A, R) un système distribué à changement de phase

étendu. Selon Ia définition, on a .L1 : ,4. Soient A' les mots de ,4. qui possèdent un
mot complémentaire par rapport à une règle de.R. Dans ce cas, Lz: o*(A'). Soient
Lt,les mots de L2 qt:j possèdent un mot complémentaire par rapport à une règle de
.R. Alors, Le : o* (Ltz). Il est facile de voir que Lz : Ls. En effet, L2 est la plus petite

clôture de A' par rapport à la recombinaison. Comme A' ç Li Ç Lz: o*(At), on
obtient rye o. (L'r) : L2. D'tne manière similaire on obtient qrue Lp : L2, Ic > 2. Le
langage produit par E est donc L(E) : o*(A') O ?*. Comme o*(A') est un langage
rationnel, voir théorème 3.1.3, et que la famille des langages rationnels est close
par rapport à I'intersection, on obtient L(E) ç REG. L'inclusion inverse résulte du
théorème 4.1.1.

Nous observons que les systèmes distribués à changement de phase étendus avec
un composant ressemblent beaucoup aux systèmes de Head étendus. L'exemple sui-
vant montre la différence entre les deux modèles qui réside dans I'application de la
règle de filtrage.

Exemple 5.2.L.
Considérons le système distribué à changement de phase étendu suivant

E  =  ( V , T , A , R ) ,  o ù  V :  T :  { c , a , b } ,  A =  { c a b , c a a b }  e t  R :

hW\ Considérons aussi le système de Head êtendu EH : (V,T,A,R),

f l est facile de voir que L(EH) : canb, n ) 0,n + 3.Pour le système E, le mot
cabesl éliminé tout de suite, car il ne peut pas participer à une recombinaison. Le
langage produit par ce système est donc L(E) = o. ({caab}) : ca2nb, n ) 0.

Maintenant, nous montrons que les systèmes distribués à changement de phase

étendus ont la même puissance d'expression que les machines de T\rring.

Théorème 5.2.2. Soi,tG: (N,T,P,S) une granTnTaire arbitrai,re. II ex'iste un sys-
tème di,stribué à changernent de phase étendu de degré3, Ec: (V,T,A,Rr,Rz,Rz)
qui simule G et pour lequel L(G) : L(Ec)

Démonstrat'ion.

Définition du système

Posons Eç - (V,T,A,R1,R2,R3).

S o i t  l f  U ? U  { B }  :  { o t , o z , . . . , a n }  ( B  :  a n )  e t  B  ( N  U ? .
Dans ce qui suit nous supposons que L < i < n, L I j < n- 1, 2 1 I 1 n, L I

k 1 5 , a € N U " U { B } .

D
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L 'a lphabet  V  es t  dé f in i  parV:  NUTU{B}U {X,Y,Xt ,Y ,X l ,Yu ' , ,X I ,Y ; ' ,X  ,
Y ' ,x "  rY" ,x " ' rY t t t rY Iv  ,  Z ,  ZnrCrCt rCz, ,  D ,  D1,D2,  z$ \ .

L'alphabet terminal ? est celui de la grammaire formelle G.
Les axiomes sont définis par:.4 : {XSBY,X:Z'E,ZhYi,ZYi,XttZ,ZYIV,

Xia,iZ, ZY;t , Xt Z, ZYt , XiZ, Zy, ZYttt ,, X Z, XI Z, ZYtt , Xt't Z, ZY,

C Z$,C ZB, ZbD, Z7D,C2Z", D2, ZtCl,Dr) u {ZuY :  1u -+ u € P}.
Les composants du système sont définis de la manière suivante.
Composant -R1 :

r t  t  Z I "Y,  .  fu  -+ u € P;  r .2
Z l u Y  1  - *

tn,+#; l.b

, r ,4Æ; 18

no,ffi; 1.11

Composant .R2 :

o 1 .  x  l a

2 . 5 :

, r .  u l  Y i
Z  1Y, " ,  '

I  r - r

ca .  u lY "
Z  IY ' "  

1

,o.x l lz 'pc lz ' ' "  '

, ' r ,  .  z 'p  lY i
Z ï ID '

2.10 :

2 . t 2 :

Composant .R3 :

Zo

35,++;_
,o .  z "  lY i

z 'u l  D '

Les composants -R1, R2 et Rs contiennent aussi les règles suivantes :

:+pour chaque axiome a e A, saû X SBY, Xflh et ZfiYr.
a l e

Nous affirmons que L(Ec): L(G).
Nous allons prouver cette affirmation de la manière suivante. Nous montrerons

comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,

,

ZI  Y

",4#
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par conséquent, nous obtiendrons que I(G) Ç L(Ec).Dans le même temps, nous
montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n'aboutissent pas à un mot

terminal, ce qui prouvera l'énoncé.

Notations

Nous allons utiliser Ia notation suivante :

wtw2

où * indique une occurrence possible de f. Dans la partie gauche, I'application de la
règle r $fi wrw2 et u'rw\ est indiquée, tandis que la partie droite contient les mots
résultants w1wt2 et wl.z. Nous allons aussi utiliser la convention suivante : la partie

supérieure des deux cotés contiendra les mots dont nous sommes intéressés, tandis
que la partie inférieure contiendra soit un axiome soit un mot contenant Z et qui

n'altère pas le calcul ultérieur. Le symbole f indique que le mot considéré est rejeté
par le composant suivant. Le terme optionnel dans la partie droite de la formule,

u!,D2, est omis si ce mot, qui en principe fait partie de I'ensemble des mots suivants,

est rejeté par le composant suivant. Si ce n'est pas Ie cas, il est alors écrit.

Notre simulation est fondée sur la méthode <<faire-tourner-et-simuler>, voir aussi

la section 4.1-.2. Nous utilisons une technique similaire à celle qui est utilisée dans [23,
40, 441, voir aussi le théorème 4.3.1. Nous commençons avec le mot Xua'iY dans

le composant -Rr. Après I'application de la règle L.2, le composant Rz reçoit XuY.

Dans .R2, la règle 2.L est appliquée et ,R3 reçoit les mots XiaiwY,i G < i < 
"). 

À
partir de cet instant, Ie système E6 f.ait décroître les indices 'i et j simultanément.

Les mots pour lesquels j I'i sont éliminés et seuls les mots X1a;uYy subsistent.
Puis, nous obtenons le mot Xa,;uY, nous avons donc fait tourner le mot Xua'iY

d'une lettre. Si a;tlr : airutB et a;ust e T* , ce dernier mot faisant partie du résultat

est aussi produit.

Le système est construit de telle façon que les mots XiZn apparaissent dans

le premier composant seulement pendant une étape paire du calcul, c'est-à-dire
que si nous avons ces mots dans le premier composant, la prochaine fois que nous

serons dans ce composant, en fait dans 3 étapes, ces mots (XiZn) n'existeront plus.

C'est une propriété importante du système et elle permet d'effectuer une simulation

correcte.

Cette propriété est réalisée de la manière suivante. Nous avons dans le système
un mot X:Zo" et à chaque étape, nous incrémentons p modulo 5 en utilisa^nt les

règles 1.7, 1.8, 2.9,2.10,3.7, et  3.8. Lorsque p :0,  nous obtenons XIZB. Notts

commençons avec XIZÈ, ce qui permet d'avoir XiZ" dans le premier composant

uniquement pendant les étapes paires du calcul.

Une condition analogue est observée pour les mots ZnYi.Ils apparaissent dans
le troisième composant seulement pendant une étape impaire du calcul.

Le mot Zt est produit dans Ie premier composant et il apparaît seulement dans
le deuxième composant; le mot Z" est produit dans le deuxième composant et il
apparaît seulement dans le troisième composant.

rr
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Les motivations pour ces dernières affirmations sont les mêmes que pour Ia mé-
thode des molécules assistantes et elles peuvent être trouvées au chapitre 6 où une
approche plus méthodique est développée.

Le schéma du calcul

Le calcul dans .E5r suit le schéma présenté à la figure 5.1. Les sommets du schéma
représentent une configuration de mots pendant le calcul. Nous énumérons toutes les

configurations possibles et nous mettons leur numéro dans le coin supérieur droit.

Le symbole w dans les configurations est considéré comme une variable et il prend

des valeurs différentes dans les différentes configurations. Par exemple, si dans la

configuration l-4 le symbole w est égal à tl'a6, dans la configuration 15 sa valeur
peut être u'. Nous allons montrer que le calcul suit le schéma de la frgure 5.1, c'est-

à-dire que tous les mots produits dans une configuration seront éliminés, excepté les

mots appartenant à la configuration suivante.

y,,,*y\r{- y,,,*1)1,, y,,*11,,

\1
V 1 3  \  l e

XWYIV XIIIWY XIIWY'I

l1
y 1 4  I  1 8

Début XwY X"'yY XtwY"

t1
y r 5  , /  |  t

XwY;z X'wYl

r1
{ t  z  |  3

X i*Y,i --------------> X i*4' ------------> XiwVi

1l
l u u f 4

Xl-twYt --- XI-rwYl\ --- XjwYi!1

w

I
I
I

-X"w

Ftc. 5.1 - Le schéma du calcul

Comme Ia longueur des deux cycles est un nombre pair, la parité de I'étape de

calcul est la même pour tous les mots dans une configuration particulière. De plus,

il est facile de vérifier que les mots d'une configuration arrivent toujours dans le

composant ayant le même numéro. Nous pouvons donc dire que chaque configuration
a un numéro de composant et une parité d'étape de calcul associés.

On voit que la décrémentation simultanée des deux indices est effectuée par le

cycle inférieur, tandis que le cycle supérieur effectue la rotation des lettres.

Comme nous avons un système distribué à changement de phase étendu, il existe

deux types de mots qui passent à l'étape suivante : les mots produits et les mots qui

les ont produits, car ces derniers font partie de o*. Nous montrons que généralement
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ils seront éliminés pendant l'étape suivante, ainsi que les mots produits par ceux-ci
pendant l'étape suivante. Nous discutons aussi en détail les autres cas pour montrer
que nous effectuons une simulation correcte.

Nous montrons maintenant quelques étapes de calcul, puis nous discuterons
chaque configuration en détail.

Nous commençons avec le mot XuY : Xwta,iY, pour un i tel que L I i I n.

Les mots Xuta6Y et XwtY.i passent dans le composant suivant.
Considérons l'évolution de XwtarY :

tsz.t
Xpapw'a,iY t

xz ) k  e  {1 , . .  . , n } .

On voit qu'on ne produit pas de mot nouveau.

rtz +#-, xw'|a,iY.

rz.t 4w!-, x.,Y,
Pout Xw'Y6 nous avons :

/ c  e  { t ,  . . . , n ) .

Les mots Xu'Y et XxanwtY passent dans le composant suivant.

Nous avons une étape impaire. Les mots ZsYl existent donc et nous pouvons

appliquer la règle suivante :

Et les mots Xpapw'Y et X1apwtYlpassent dans Ie composant suivant.

Et on pourrait continuer de Ia même façon.

Maintenant, nous discutons précisément les configurations en les regroupant par

similitude de comportement ultérieur des calculs, ce que nous présentons ci-après

sous sept rubriques intitulées Groupe i, pour i de 1 à 7.

Groupe 1- Les configurations 4,5, 6,7,L7,13,15 qui ont un comportement simple'

Nous allons discuter en détail la configuration 5.

Le mot Xu'Yt est éliminé. Pot;l- Xpapw'Y; nous obtenons :

,  Xw'Y'T
F Ô T' r ' r  

Z n Y

, Xka*w'Yl
r3'1 

z,v

Fr.+ g#, x!-pYl)t, 21i,, i  1n.

Le mot Xi-VYt est dans la configuration 6.
Le mot Xl-VYi'-t est éliminé pendant l'étape suivante :

Xi-pYi'-r 1
x!  .z

Un calcul semblable à celui qui est donné ci-dessus et qui nous permet d'avancer

dans le schéma du calcul, se produit pour chaque configuration, excepté pour la
configuration 3. Dans ce qui suit, nous examinons les autres possibilités de calcul
existant pour les autres configurations.

Groupe 2 La configuration 14, liée à I'application de la règle u -+ u de la gram-

maire.

l-z.s

xi-rw lYiLl

xi_, I wYl|t
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Outre les calculs similaires à ceux du groupe 1, nous avons I'application de la

règle 1.1 pour simuler l'application de la règle u -+ a de G.

Le mot XwuY peut être utilisé ensuite pour une recombinaison dans le même

composant pour un calcul similaire à celui du groupe L.

Groupe 3 Les configurations 8 et 10 où I'on a les mots Z' ott Z" complémentaires.

Outre les calculs similaires à ceux du groupe 1 nous avons l'application de la

règle 2.7, ou 3.5 pour la configuration 10, mais cela ne conduit pas à de nouveaux

mots. Ci-dessous, nous donnons toutes les étapes de ce calcul pour la configuration

10.

t-r.r 4#-, xwuY.

4i lVt l l
L^ - Yt'uJYt" ,' , r . o  

X , t Z t t  
)  ' -

, X".YIV I
'  r .o 

Zy, i l  
1

, X,,,,, It-n q ,{."w" BYtt ,'  z . t  
Z ,By i l  

)  '

wf-vrzrr .

Y,il , WYIV 1'  r .o  
Zyn l

Groupe 4 La configuration 9 où il est possible de déboucher sur un résultat.

Outre les calculs similaires à ceux des groupes 1 et 3, nous pouvons appliquer Ies

règles 2.7 et 3.5 consécutivement. Dans ce cas nous pouvons ajouter ur au résultat

si 'u.r € 7*.

r3.5

Groupe 5 Les configurations 1 et 2.
Outre les calculs similaires à ceux du groupe 1 nous pouvons avoir le calcul

suivant, dans le cas de la configuration 1 :

Fs.r  J#,  xpy,  1(  i :n.

C'est un des
immédiatement.

Le mot X1wY6t est dans la configuration 2.

,  X,,WY
F r  ô'  r 'ù XtZn

cas où un mot générateur produit un mot qui n'est pas éliminé

, X''Y 1
'  Z . , t  v l  z

A l z

x' , l ,V-T,I 
z
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Les mots XlrY et XtwY6 sont rejetés par le composant suivant, car, l'étape

suivante étant une étape paire et les mots ZBY;| n'existant pas, nous ne pouvons

pas appliquer la règle 3.1.
Pour la configuration 2 nous avons le calcul suivant :

r - r .e 
W, 

x1,uYl ,  1(  k1n.

Le mot X'ouYi est dans Ia configuration 3.

, XPuY'
r2.4 --Zy- ,

, XpwY't trB.3 ----ZVr- .

Les mots XptuYt et X1ruY" sont rejetés par le composant suivant, car, l'étape

suivante étant une étape impaire et les mots XtiZB n'existant pâs, nous ne pouvons

pas appliquer la règle 1.3.

Groupe 6 La configuration 3 où on contrôle si on est arrivé à la fin de la rotation.

Il y a 4 cas selon les valeurs de i et j :

a )  X l w Y l , b )  X t w Y i , c )  X t t w Y i , d )  X j w Y i , 2 I i , j  I n

a) Le cas XjwYl.

tsz+ 4#, xltuYi,

- , s . z Xi-rwYi I
XiZ

Il y a deux règles qui peuvent s'appliquer à XtawY'

Xt;uY" 1
ZY,, )

xl-pY'1
XiZ

, Xt:-',uY" 1-3.s --'-ZT-

l-s.e

- , z . z

Nous pouvons appliquer encore une fois les règles3.3 et 3.2 aux mots ci-dessus

Ce calcul ne produit donc pas de nouveaux mots.
b) Le cas X"wYl.
Il y a deux règles qui peuvent s'appliquer à XlwYl : 2.2 et 2.3. Nous obtenons :

r2.2

r2.3

Nous pouvons appliquer encore une fois les règles 2.3 et 2.2 a:ux mots ci-dessus,

ce qui nous donne :
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Ce calcul ne produit donc pas de nouveaux mots.
c) Le cas X'rwY'r.
Il y a deux règles qui peuvent s'appliquer à XlwYl : 2.4 et 2.3. Nous obtenons :

, XlwYl
r2.4 __ .Zya ,

Xl lwYi F^ ̂ x'wYl1-7ïT-Z- f23 -- 
xlz

Nous pouvons appliquer encore une fois les règles 2.3 et 2.4 arx mots ci-dessus
et nous obtenons :

rz.s 
V, 

x,1uY,.
Le mot X'uY' est dans la configuration 7.

x'ru I v' L^ ̂  XluY't 1
z I Y,, ' r.r zYt

d) Le cas XjwY{, i,j > t.

*y | _tJ' rzt x,uyJi,_, x,otoyi .
z lYi!, 

'  z'z zYn' ) - '

Le mot X'uwYi'-1est dans la configuration 4.

, Xl-rwYl IrB.2 --=XTZ-

Groupe 7 La configuration 12 qui permet une introduction d'une branche paral-
lèle.

Le mot XwYIv

'-^ ̂  xuYlv 
xtttu)ylvr2.8 

Xnt Z t

est dans la configuration 13.

, Xtt'uY
13.6 

-l;TV-,

t X"'w'YiI tz  
f f i ,  

X t "u 'a6Y,  1( i1n,

r2.8
XwY
)(ilz 

1

Les mots obtenus XwY et XwtY6 sont les mêmes que ceux obtenus en suivant
le schéma du calcul et ils existent donc pendant cette étape.

Fo o x-:l,YJ . x,,,ru,y .'  2 .6 
Xt t ,  Z 

)  /L

,  Xt". 'Y,!. j
r3'1 

zEYt
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Remarques finales

Nous observons qu'il était possible d'utiliser le mot CtZt àla place de Z' et Zt'Cz

à la place de Ztt dans certains endroits du calcul ci-dessus, mais ces applications,

introduisant Cr et C2 dans le mot considéré, ne changent pas le rejet du mot par le

composant suivant.
Il est facile de voir qu'en suivant le schéma du calcul nous obtenons tous les mots

de I(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que Ie

système ne produit pas d'autres mots.
tr

Nous observons que le même résultat peut être obtenu avec deux composants et

nous présentons cette preuve au chapitre 6, voir théorème 6.2'1.

5.3 Conclusions

Malgré la complexité des systèmes distribués à changement de phase étendus

nous avons réussi à diriger le calcul et à produire tous les langages récursivement énu-

mérables avec trois composants seulement. La démonstration repose sur les mêmes

principes que celle du chapitre précédent, mais elle est beaucoup plus compliquée.

Il est donc très difficile d'avancer en suivant la même approche. Le chapitre suivant

présente une approche différente qui permet de diminuer le nombre des composants
jusqu'à deux tout en restant simple.
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Chapitre 6

La méthode des molécules
assistantes

La technique de preuve utilisée dans les deux chapitres précédents a atteint

ses limites et ne peut plus être utilisée pour diminuer le nombre de composants

des systèmes considérés. Dans ce chapitre, nous analysons cette technique et nous

montrerons une nouvelle méthode qui nous permettra de réduire Ie nombre de com-

posants des systèmes considérés auparavant. Cette nouvelle technique, Ia méthode

des molécules assistantes, est fondée sur une réorganisation du flux du calcul, ainsi

que sur une bonne synchronisation entre différentes parties de celui-ci. De plus, cette

méthode, étant très générique, peut s'appliquer à une multitude de systèmes fondés

sur I'opération de recombinaison, voir aussi les chapitres 7, 8 et 9.

6.1 Description de la méthode

Nous analysons d'abord le calcul dans les systèmes présentés dans les théo-

rèmes 4.3. 1 et 5 .2.2. L'idêe principale de ces calculs est la suivante : le mot codifiant

une forme syntaxique de Ia grammaire est changé à une de ses extrémités en se re-

combinant avec un axiome, dont nous dirons qu'il est associé à la règle utilisée. Nous

sommes intéressés par un seul résultat de cette recombinaison et les règles sont ar-

rangées dans les composants d'une manière qui permette l'élimination du deuxième

mot, ainsi que du mot initial dans le cadre des systèmes distribués à changement

de phase étendus. Pour préserver I'axiome utilisé, nous faisons appel à des règles

spéciales qui conservent les axiomes.

Dans Ie cadre de cette méthode, une simulation correcte de la grammaire est faite

par le choix judicieux de I'emplacement des règles dans les composants. Comme

les axiomes nécessaires sont présents tout le temps, n'importe quelle règle d'un

composant est utilisable chaque fois qu'on arrive dans ce composant. Or, à chaque

fois, il n'y a qu'une seule règle à appliquer et le reste des règles peut poser des

problèmes pour une simulation correcte.

C'est pourquoi nous proposons une nouvelle méthode de simulation qui corrige
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certains défauts de la méthode ci-dessus. Maintenant, nous ne permettons plus aux
axiomes d'être présents à chaque étape, mais uniquement pendant les étapes où
ils sont vraiment utilisés. Pour cela, nous les marquons par un nombre, l'état, et à
chaque étape nous I'incrémentons modulo k. Lorsqu'on arrive à zêro, le bon mot
est recréé et peut être utilisé pour la recombinaison. Nous appelons ces mots des
molécules assistantes. L'apparition d'une molécule assistante à une étape quelconque
dépend donc de sa période k et de son état initial.

Ceci étant dit, observons maintenant les changements intervenus au niveau du
calcul. L'application d'une règle est contrôlée maintenant non seulement par son
emplacement, mais aussi par la période de la molécule assistante associée à cette
règle. À chaque étape, seules les règles nécessaires peuvent d.onc s'appliquer, les
autres règles du même composant ne pouvant plus s'appliquer puisque le deuxième
mot qui participe à Ia recombinaison, c'est-à-dire la molécule assistante associée,
n'est pas présent. Cela nous donne la possibilité de raffiner le contrôle imposé par
les composants et, en réarrangeant les règles, de diminuer le nombre de composants
nécessaires pour simuler une grammaire.

Dans ce qui suit nous montrons deux exemples d'utilisation de cette technique
où on diminue le nombre de composants nécessaires pour simuler une grammaire
arbitraire par les systèmes distribués à changement de phase et par l'extension de
ces derniers.

6.2 Systèmes distribués à changement de phase étendus
de degré 2

Dans cette section nous montrons comment il est possible d'appliquer les ré-
flexions ci-dessus. Nous considérons les systèmes distribués à changement de phase
étendus et nous montrons que deux composants suffisent pour simuler une gram-
maire arbitraire.

Théorème 6.2.L. Soit G: (N,T,P,S) une gran'Lnxa,ire arbitrai,re. II eriste un
systèrne distri,bué à changement d,e phase étendu de degré2, Ec: (V,T,A,R1,R2)
qui si,mule G et pour lequel L(G) : L(Ec).

Démonstration. Nous allons prouver cette affirmation de la manière suivante. Nous
montrerons comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire for-
melle G et, par conséquent, nous obtiendrons que I(G) Ç L(Ec).Dans le même
temps, nous montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n'aboutissent pas
à un mot terminal, ce qui prouvera l'énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode <<faire-tourner-et-simuler>, voir aussi
la section 4.1.2. Nous avons déjà décrit comment adapter cette méthode aux sys-
tèmes distribués à changement de phase étendus au cours de la démonstration du
théorème 5.2.2.

Nous donnons d'abord le schéma du calcul ainsi qu'une description de la méthode
que nous utilisons, puis nous donnons la définition formelle du système.
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Le schéma du calcul

Le calcul dans -Eç suit le schéma présenté à la figure 6.1. Les sommets du schéma

représentent une configuration de mots pendant le calcul. Nous énumérons toutes les

configurations possibles et nous mettons leur numéro dans le coin supérieur droit.

Le schéma est composé de deux parties : la partie supérieure et Ia partie inférieure.

Les configurations ayant le même numéro dans les deux parties se produisent au

même instant. Il est facile de voir que dans la partie inférieure les indices de X et Y

sont décrémentés simultanément, de sorte qu'on continue avec la partie supérieure

seulement dans le cas où les indices de X et Y sont tous les deux égaux à un. La

partie supérieure complète donc la rotation, effectue la simulation des règles de Ia

grammaire et permet d'obtenir un mot-résultat. Il est facile de vérifier que les mots

d'une configuration arrivent toujours dans le composant ayant Ie même numéro.

Nous pouvons donc dire que chaque configuration â un numéro de composant associé.

Le symbole w dans les configurations est considéré comme une variable et il prend

des valeurs différentes dans les diffêrentes configurations. Par exemple, si dans la

configuration 8le symbole w est égal àw'a;, dans la configuration 1 sa valeur peut

être u'. Nous allons montrer que le calcul suit le schéma de la figure 6.1, c'est-à-dire
que tous les mots produits dans une configuration seront éliminés, excepté les mots

appartenant à la configuration suivante.

Les molécules assistantes

La transition entre deux configurations est faite en effectuant des changement

à une des extrémités du mot. Pour cela le mot est recombiné avec des molécules

assistantes de la forme ZpTp ou T*Z* qui effectuent des changement à I'extrémité

droite, respectivement gauche, du mot. La méthode des molécules assistantes nous

permet d'éviter les branches erronées du calcul.

Les molécules assistantes, voir aussi la section 6.1, sont créées seulement au

moment où elles sont nécessaires. Par exemple, les molécules assistantes pour la

configuration 5 (ZaYjtt , X Zu, CtZw) sont créées à l'étape précédente et elles n'exis-

teront pas dans la configuration 8. Chaque molécule peut être da,ns I'un des huit

états et à chaque étape l'état de Ia molécule est incrémentê modulo 8. Lorsque

l'état de la molécule est zéro, et dans ce cas nous I'omettrons, nous obtenons Ia

molécule assistante qui peut être utilisée ensuite. Par exemple, nous sommes dans

la configuration 5 et nous avons la molécule assistante X Zu,. Nous la marquons

avec L à I 'a ide de la règle I .2.5: (XlZu,Zlzla) ly." .s (XZl+,ZZu).  À l 'étape sui-

vante la molécule XZla, change son état en 2 à la suite de I'application de la règle

2.2.1. Nous continuons d'une manière similaire et nous obtenons le calcul suivant :

XZs+ XZln+ XZ?q,+.. .  + XZln+ XZu. Ceci di t ,  Ia molécule XZs apparaît

donc avec une période égale à 8 et elle est présente dans les configurations 4, 5 et 6,
mais elle n'est utilisable qu'à la configuration 5, voir page 74.

Cette technique permet donc de raffiner le contrôle de I'application des règles

du même composant et elle permet leur division en sous-ensembles activés par des
molécules assistantes spécifiques.
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Xttwyttl lil

t
I
I

l :  1
L _  L

6
1/lll' i - l

xi'-tw

1
I

x ' . ! t ,w

1
I

xl-.ioo

Xt! ,wY!' ,
1 -  |  L -  L

Ftc. 6.1 - Le schéma du calcul

La définition formelle du système

Maintenant nous donnons Ia définition formelle du svstème.
Posons Eç - (V,T,A,Rt,Rz).
So ien t  N  UT  U  {B }  :  { a r ,û2 t . . .  , an }  (B  -  an )  e t  B  /V  UT .
Dans ce qui suit nous supposons que :

1  <  i  <  n , ' 1 .  I  j  <n -L ,  2  1 .1  1n ,  1  <  k  <  7 I , I 2<m 120 ,  L  4  s  47 ,
a ,b€  NUTU{B} .

L'alphabet V est défini par
V : N UTU iB} U {X,Y, XI,,YI XII,Y",Y"',  XI,Y, X'J,Y;, Xi,Y; ' ,  XI ' ,Y;", ZP, Zf,,
Z*, Zfn, Z,C1,C2).

L'alphabet terminal 7 est celui de la grammaire formelle G.
Les axiomes sont définis par :

A : {X B SYlt u {X6aa,Z6, ZsYi, XI' Zln, ZlY, X Z?4, Ct Z\s, Z?Y;", Xi Zlr, ZIY"',
zïcr, x" zîr, ztyi,xizlr,28y,,, zfy;,zgy,,X,zfr,Xiztro, zl.oy\ u {212, zf,z,

,-tt'

XwYt"

Y 7
Début XwY

I
I
I
' l s

XiwY
--t-\

,-t '
Y-t X;wYl ,

J  
' L _  

L

I
{ :

xj_tyLt

I
* o

X', .wY.!t .
J - L

-t'

,. '/ '

xrwY, .*x/rw

1
l s

XtwYtl
t
I
l z

XtwY'

xi*Y
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Z Z*, Z Z;n,\  v {Z[tuY :  )u 1 u e P].

Maintenant nous allons donner la définition des composants du système. La- nu-

mérotation des règles n'ayant pas de z dans leur nom suit les conventions suivantes.
- Le premier numéro indique à quel composant appartient la règle.
- Le deuxième numéro indique dans quelle configuration cette règle peut être

utilisée.
- Le troisième numéro indique la position sur le schéma du calcul de la molécule

à laquelle cette règle peut s'appliquer : s'il est égal a 1, la règle s'applique à

une molécule qui est dans une configuration de la partie inférieure du schéma

et s'il est plus grand que 1, la règle s'applique à une molécule étant dans une

configuration de la partie supérieure du schéma.

La numérotation des règles ayant z dans leur nom suit les conventions suivantes.
- Le premier numéro indique à quel composant appartient la règle.
- Le deuxième numéro, qui est après z, indique la parité de l'étape d'utilisation

de la molécule assistante à laquelle cette règle s'applique. Si ce numéro est

entre 1 et 8, la règle s'applique à une molécule assistante qui est utilisable

pendant une étape impaire; si le numéro est entre 9 et 16, la règle s'applique

à une molécule assistante qui est utilisable pendant une étape paire.

Composant .R1 :
Règles pour la transition entre les configurations :

a 1.1 .3  :

1 .5 .1  :1 .3 .1  :

t . 5 . 2 :

a lY i
z t  lY i  

1 "  lY i-zlr;r

x " l  a
7 . ,  ,

Règles pour la création des molécules assistantes :
Molécules assistantes pour les étapes impaires :

L z . I :

I .2 .5 :

zn, I Tn,-vk,I- z '
zi
4 I . 2 . 4 :

;  1 . 2 . 8 :zL,

Molécules assistantes pour les étapes paires :

T  l z 7
;r .z.t6'f f f f i t

a l Y t
Zt  lY i - t

Ct Zs
a  | Y ! "
zs lY i

Txt
Z

T^, zk
zr

Composant .82 :
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Règles pour la transition entre les configurations :

,  L r .  a b
Zz

2 . 4 . 3 :

2 . 8 . 2 :

a BY"

2 . 2 . 2 :

;  2 . 6 . 1 :

2.8.3 :

1
X

aX'o' I a
v t l t l z ln i  |  " t s

Yttt x,,,,

a ar.Y
Zrc

Règles pour la création des molécules assistantes :
Molécules assistantes pour les étapes impaires :

t  , " r  .  zà ,  lTx ,
ZÉ,1  Z  1

T*,zI

2 .2 .7  :

2 . 2 . 4 :

.  ) 2 9 , .

zE" lr"
Z !  I Z  1

N 2  l

r^, I z&'
Z IZK"  

'

Molécules assistantes pour les étapes paires :

z.r .s,  z- : "  lTro-  :  2.2.10,  Tt"  1" ,  ;  2.z. r r :
z È r l  z  '  o k z t  u

2.z . r ; :  'Y ' I  Z : '  :  2 .2 .14,  ' y ' I  ZT '  ;  2 .2 .15:z lzk,  lzT,

z l , l Tu "  .  t , 1 r .
zE , l  z  '  ' ' ' ' La '

4+;22t6:
où 1 (  k1 5,6 < kz < IL ,12 1m1 116,  17 (  m2 4 20.
Les symboles fi, et fl, sont donnés par les tableaux suivants :

Les composants -R1 et .Rz contiennent aussi les règles suivantes :

:l+où a € {ZnZ,ZÊz,ZZm,ZZî,}a l e

Notations

Nous allons utiliser la même notation que celle utilisée dans le théorème 5.2.2 :
'.DL l'.D2 , w(a'l*

,1-----i- -r , UlU2
w't I w'z UtU2

La signification de cette notation peut être retrouvée à la page 61.

Description du calcul

Il est facile de voir qu'à chaque configuration n nous avons trois types de molé-
cules assistantes qui sont présentes :

ZsCz

zl. I Tx,
- " - F .

Zi , I  Z  '

k 1 2 3 4 o 6 I 8 I 10 11
Ty Yi YI Y:' Yl" Y,i Y,, Yilt Cz Y Yt uY

n'I 12 13 t4 15 16 I7 18 19 20
Tm X, X" X Ct x$t xi xi x',!' X.;
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- Les molécules assistantes pour la configuration précédent e, fl-1, car elles ont
participé à une recombinaison à l'étape précédente et, faisant partie de o* par

définition, elles sont présentes pendant cette étape.
- Les molécules assistantes pour la configuration courante, nt cat elles ont été

créées à l'étape précédente.
- Les molécules assistantes pour l'étape suivante, n*I, car, étant créées pendant

cette étape, elles peuvent participer tout de suite à une recombinaison à cause
de la définition des systèmes distribués à changement de phase étendus.

Le fonctionnement de toutes les configurations est similaire. Nous discuterons
maintenant le comportement des configurations 5 et 1, voir Ia figure 6.L.

La configuration 5. Nous avons les molécules suivantes : XttuY"', X'l-#YlLt
(i, j > 1), ainsi que les molécules assistantes suivantes : X Zs, CtZrc, ZaYj" , XI Zrt,

ZTY"' , ZaCz, XI'Zrn, ZsY. Les trois premières molécules sont les molécules assis-

tantes pour la configuration 5. Nous sommes dans le premier composant et nous

âvons le calcul suivant :
, XwYt'trr.s.z -flà;, x"uY"' ,

, aY"'Fr.s.e ire;z;, xt'u)Yt't ,

, x'.!_,usY"'Fr.s.r 
f f i ,  

xf_pYl\.
Les mots XwYttt et Xi-pYi!, sont dans la configuration 6. Les molécules

X"ruY"', wYtt' et Xi-*Y,i\ sont éliminées à l'étape suivante :

, X"'Y 1t -2 .6.2 
_;yr_,_,

,  wYI
12.6.2 

Z;y-îîr,
X'.!t .wY!' , I

. l - L  L - t  '

x'.! , zto
Nous avons donc montré que nous obtenons les molécules XwYttt et Xt!-pYi'!'

et que les autres molécules sont éliminées, c'est-à-dire que rro,r, *, t;i;f. il#;
du calcul.

La configuration 1. Nous avons les molécules suivantes : XiwY.i, ainsi que les
molécules assistantes suivantes : Z1Yj, ZzY' , X'Zn, ZnYt, X jZzo, X'iZt , ZaY" .

Nous allons distinguer 4 cas :
a ) i , i >L

, t* |=Y: Frrr  * , :Yi . - ' ,  x j -y.
21 lY i - t  

'  r ' r ' r  ZrY 1

La molécule XiwYl-1est dans la configuration 2. La molécule XirY est éliminée
pendant l'étape suivante :

rzzt 4#L

lz.o.t

X'i-t I Zn
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b)  i , i  : 1

Nous pouvons appliquer deux règles : 1..L.2 ou 1.1.3 :

Nous pouvons appliquer encore une fois la règle 1.1,.3 ou 1.1.2 au résultat de
I'application précédente :

, XgaYt
t-1.I.2 

Z2yr '

,  X 'wYt I
11.1.3 

xlzn 
.

[ - r . r .s  
#,xsoYt .

, XtwY" 112.2.2 --Z6Yî- .

,  xpY/- , î
r1.r.r ---Zî-,

'  X 'wYI
11.1.3 

xrzn

La molécule XtwYtest dans la configuration 2. La molécule XlwYtsera éliminée

à l'étape suivante :

Nous pouvons appliquer encore une fois
obtenues plus haut :

X 'uY l  . I
L _  L  I

zrYc

la règle 1.1.1 ou 1,.1.3 aux molécules

or 2.2.2 aux molécules

X'. I Yt-z,fTr,
d ) ? : I , j > l

Fr . r . t

Irt.z -W, xiruYl.

Xi l-Y, L_ _ Xl-.lnYrI
,i-JZ; r2'2'r --Ttzu '

Xi  l .Y '  ,  X 'o- tuY'  1-TIJZ; r2'2't -"Tizt? '

Xiw I Y' L^ ̂  ̂  XjwYtt 1
26 | Y" 

' z'z'z ZaY'

Nous pouvons appliquer encore une fois la règle 2.2.1
obtenues plus haut :

, X|-',wY" 1rz.z.r --i4r?

Les molécules XiwYl et XiwYtsont éliminées pendant l'étape suivante :

Nous avons donc obtenu les molécules XiwY6t-, et XtuY'. Dans le même temps
toutes les autres molécules ont été éliminées, c'est-à-dire que nous avons suivi le
schéma du calcul.

c ) i , > I , j : I

X1 l -Y"
x|-11 zn
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Remarques finales

D'une manière décrite plus haut nous passons d'une configuration à I'autre en
suivant le schéma du calcul de la figure 6.1. La simulation de la règle u -+ u de
la grammaire est faite à la configuration 8 à l'aide de la règle 2.8.3. Nous avons
donc réalisé Ia méthode <faire-tourner-et-simuler> qui permet une simulation de la
grammaire.

Afin d'obtenir le résultat, nous appliquons dans la configuration 4 la règle 2.4.3,
puis la règle 1.5.3 :

ltdt -42=-, X"'BY"'  z'+'r 
ZaCzBY"

,  w î
r-1.5.3 -X1îCtZrs

,  xwI
rr.5.2 -VrTz_ .

Si u.r € ?*, il fait partie du résultat. Nous remarquons que les molécules ZsC2BYtl
et XttClZyb, une fois produites, persistent, mais elles ne permettent pas de produire
de nouveaux mots.

Il est facile de voir qu'en suivant le schéma du calcul nous obtenons tous les mots
de I(G), voir aussi la section 4.L.2, et en vue des réflexions présentées plus haut il
est clair que le système ne produit pas d'autres mots.

!

6.3 Systèmes distribués à changement de phase de degré
l.

Dans cette section nous montrons un autre exemple de l'application de la mé-
thode des molécules assistantes. Nous considérons les systèmes distribués à chan-
gement de phase et nous montrons qu'un seul composant suffit pour simuler une
grammaire arbitraire.

Théorème 6.3.1-. Soit G: (N, T,P,S) une grarnrnaire arbi,traire. II etiste un
système d,i,stri,bué à changement de phase de degré I, Dc: (V,T,A,R) qui, simule
G et pour lequel L(G): L(Dc).

Ce théorème est un corollaire du théorème 4.3.1- et du lemme suivant.

Lemme 6.3.2. Pour tout système di,stribué à changement d,e phase DI construi,t
con1n1,e au théorème 1.3.1 il y a un système di,stribué à, changement de phase de
degré 1, DG: (V,T,A,R) qui s ' imule DI et pour lequel L(Dà: L(D2à.

Ie lemme nous transformons,Démonstration. Potlr prouver le lemme nous transformons, pour des raisons tech-
niques, le système distribué à changement de phase D2" drt théorème 4.3.1, en lui
donnant une forme plus approprié pour notre simulation. Pour cela, certaines lettres
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sont numérotées et certaines règles ont des sites plus grands, mais ces transforma-

tions n'altèrent ni le fonctionnement du système, ni le Iangage produit. Nous ne fai-

sons plus la distinction entre le système transformé et le système du théorème 4.3.1

et nous nous référons à lui dans ce qui suit par D2ç, voir figure 6.2. Ce système
possède les propriétés suivantes :

- Il a deux composants.
- Il possède deux sous-ensembles indépendants d'axiomes qui persistent pen-

dant le calcul. Un de ces sous-ensembles est utilisé pour les recombinaisons

dans le premier composant uniquement, tandis que l'autre est utilisé pour les

recombinaisons dans le deuxième composant uniquement.
- Les règles sont faites de telle façon, que les molécules codifiant les différentes

étapes de la simulation de la grammaire sont complémentaires seulement avec

les axiomes de ces deux sous-ensembles.

Nous allons utiliser la méthode des molécules assistantes pour simuler D2*. Pre-

mièrement, nous plaçons les règles 1.1 à 1.9 de R2, et 2.I à 2.8 de À1, que nous

appelons règles principales, dans un seul composant. On voit facilement que les

règles principales permettent de réaliser la méthode <faire-tourner-et-simuler)>, tan-

dis que les autres règles permettent de propager les axiomes. Chaque axiome du

système initial faisant partie de A! ott A|, c'est-à-dire associé à une règle principale,

devient une molécule assistante de période 2. Comme nous avons un seul état, nous

remplaçons son numéro par un prime. On dira que la molécule assistante est à l'état

passif lorsqu'elle est primée, sinon on dira qu'elle est à l'état actif.

Maintenant nous organisons le calcul d'une manière à avoir les molécules as-

sistantes de A! à l'état actif pendant une étape impaire et à l'état passif pendant

une étape paire. D'une manière similaire, nous faisons apparaître les molécules as-

sistantes de Al à l'état passif pendant une étape impaire et à l'état actif pendant

une étape paire. Nous observons que les molêcules assistantes qui sont à l'état passif

ne s'accordent qu'avec les règles qui permettent de les faire passer à l'état actif.

Les molécules assistantes qui se trouvent à l'état actif s'accordent avec les règles

qui permettent les faire passer à l'état passif, ainsi qu'avec les règles correspondant

aux règles principales de D2". Nous observons aussi que les molécules assistantes

possèdent leur complément par rapport aux règles de changement d'état.

On voit que par ce procédé nous simulons le comportement du premier compo-

sant pendant une étape impaire et le comportement du deuxième composant pendant

une étape paire, voir les figures 6.3 et 6.5, ce qui conduit à une simulation correcte

du système D[.Latransformation du système D2" en D5r est montrée à la figure 6.4.

Par exemple, nous avons Ia molécule ZzY à une étape impaire. Elle peut être

utilisée pour une recombinaison comme complémentaire par rapport à Ia règle 2,

dans ce cas nous simulons la règle 1.2 du système D2a, On peut aussi désactiver

cette molécule par la règle z2: (Z2Y,i,ZLRù 1"2 (ZtYi,ZzRù. À l'étape suivante

qui est paire, la molécule Z2Yi n'est plus accessible et la règle 2 ne peut donc pas

s'appliquer. D'autre parr, nous pouvons activer la molécule Z!2R1en utilisant la règle

z2t , car la molécule complément aire ZzRr a été produite à l'étape précédente. Nous

obtenons donc à nouveau la molêcule Z2Ri et nous sommes à une étape impaire. À
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D2. = (V2 ,T' , A' , R?, Rï.
S o i e n t  N  V T  U  { B }  :  { a t , a z , . . . t a n }  ( a n  =  B )  e t  B  ç  N  U f  .
Dans ce  qu i  su i t  nous  supposons que 1< i  <  n ,7  3  j  <  n -L ,21k1n,

a , b  €  N U T U { B } .
L'alphabet V2 est défini par

V2 :  N  U ?  U {B}  U {X ,Y,X i ,Y ,X i ,Y i ,XJ"Y: " ,X"Y"  X" ,  Y ' "  CT,  CZ,
D t , D z , Z ^ \ ( l < r n < 1 8 ) .

L'alphabet terminal T2 esl celui de la grammaire formelle G.
Les axiomes sont définis par : A2 : {XSBY} U A?U AZU {Cûrc, ZzCz,

Dr, Dz), où Al : {Z1uYi,3u -+ uai e P}U{ZLY, ZzYi, ZsYi, ZnYi' , Z5Yi" , ZaY,
X' Zs, X" Zsj et A] : {XiaiZy, XjZrt, Xj' Zrn, ZnY', ZtsY", XrcZ, X:Zrr}.

Les composants du système sont définis de Ia manière suivante.
Composant -Rf :

y1t  - ) -1, {  ,  1u-+ua;€Pi  1.1 '  :
2 1 l u Y ;  I ' *  "

aiY

,t,ëW;!4:;#,
Yt  zz lY  I

1 <  X 1  l a b  1 A .  X ' l uL.o | -XrfZ; ; r.o | -N,TIZ; ;

r.T'; ; lY; ;  1.8,ë)+

Composant R! :

ab ,.t,ffi;2.4:à#,
Xiai

q ,
2 7 1 7 . ^  I

o o.--"-LY'-"  '  Z r , lY "
X"

Les composants Rf et R/ contiennent aussi les règles suivantes :
a l €

# 
pour chaque axiome a e A2, sauf X,SBY.

Xy
xL-t

Frc. 6.2 - Le système Dfi

la figure 6.5 nous pouvons voir une illustration de ce qui a été dit tout à I'heure.
Un raisonnement similaire s'applique à toutes les molécules contenant Z avec

des indices.
Les règles 1.8, 1.10, 2.7 et 2.9 sont util isées en D2" pour obtenir un mot terminal-

résultat. En Dç, pour des raisons techniques, elles sont simulées d'une manière
spéciale par les règles 7, L6, n.I, r.2, et r.1 à r.16.

Description formelle du système

À présent nous donnons une définition formelle de notre système.
Posons DG:  (V ,T ,A,R1) .
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- z > < ,

/ ' - - - -

Db

Dç

Frc. 6.3 - Simulation des composants du système D[. Dans les cases Ie numéro de
l'étape est indiqué.

So ien t  NU?U {B i  :  { a t , a2 t . . . , an }  (B  :  an )  e t  B  É  N  UT .

Dans ce qui suit nous supposons que :
1< i  <  n ,  l 1 j  <n -1 ,2<k<n )  se  {0 ,2 } ,  a ,b  €NU?U{B} .

L'alphabet V est défini par V:{Ir ' \{Ct, Cz,D1,D2}}U{,R1, Rz, Z',n (1<rnS18)}U

{Cî,Ci, R, ZI, Zïu, Zoo,Z$ $<n<z), Dl, Eâ, Zo, Zn}.

L'alphabet terminal ? est celui de D2" (T :?2), c'est-à-dire celui de la gram-
maire formelle G.

Les axiomes sont définis par : A: {XSBY} U,4r U A2U /6, où

A1 : {ZpY,i:  fz J uai e P} U {ZrY :1u -+ e e P} U

{ZzY, ZsYi, ZtYl ,, ZsYjt , Z6Y, Xt Zs, yrt Zs} U {Zkh\ I m 1 7), RrZ'8, hz's}.

A2 : {Xia,;211, XiZl2, XjZ't , XI Z'tn, X Z'tu, Z'rzY' , ZlsYt'} U

{Z v Rz, Z B Rz, Rz Z *GtS*< 16) }.

An : {ClZta,C?z?u, RZlu, RZla,z+C3,
zlc\, zlR, 27R, Dlzb, D?zl,Rz'o, RZo, znE\,zkn|, zrER, zs*Rj.

Les axiomes de /1 et /2 sont utilisé pour la simulation du comportement du
premier et, respectivement, du deuxième composant. Les axiomes de Aa sont utilisés
pour I'obtention du résultat.

Simulation des règles du premier composant du système original (le numéro

I 3
N.

2
\
4

Y

1
,

2 \3 4



Le système D,G

Composant I

Règle 1.2 :

Axiome :

Règle pour I'axiome :
(présente dans les deux

composants)

a  l a 6 Y-z;lz-
ZzYt

Z2Yi, Z!2R1

ze.  z r lY
ZLIR,

"et .  
zLlu
Z,> I RI- l

Composant l l

Règle 2.2 :

Axiome :

Règle pour I'axiome :
(présente dans les deux

composants)

(1 composant)

xlzt'

XlZtt, RzZn

Règle 2 :

Axiomes :

Règles pour
les axiomes :

Le système Dç

Zzl  Y
Règle 13 :

Axiomes :

Règles pour
les axiomes :

213: #+
zIst: ffi

6.3. SYSTÈMES DISTRIBUES À CHANGEMENT DE PHASE DE DEGRN TAT

original

1 (1 .1 )  :

3(1.e)  :

Frc. 6.4 - La transformation du système D2ç en Dç.

est donné entre parenthèses) :

(au-+uai€P), L'(1.1') :
a,;uY

(32-reeP)i  2(1.2) :
r l  Y t

a lY i
af{;

6(1.2) , ;#; z(1.8) : +#; e(l 6)
X, ,  IZS  

';  8(1.5)  :

Simulation des règles du deuxième composant du système original

original est donné entre parenthèses) :

(le numéro

11(2 1) ,é#à t2 (2 .8 ) :

15(2.6) :

18(2.5) :

L3(2.2) :

t6(2.7) :

xL-t
X,, a

A(2 .3 ) : Z r c 1

5(1.4)  :

x| l a
xi I z'n

X t t l  a

Zrc

a lY '-Z"TT-17(2.4),+p,



L'évolution de

Le système Dfi

Étape impaire (dans Ie composant 1)

Nous avons ZaY/ et XLZts.

Xsasw XsaswYi
ZaYs

ZqYi
Z+YJ

xLZn
XLZB

XsaswY3

Le système D6

Étape impaire

Nous avons ZaY/, ZtaR1, XLZ'rt,
RzZB.

TxLZrz

Étape parre (dans le composant 2)

X3 XlraswYi
XzZB

Z+Yi
z$l
xLzrs

zaYi I e-Z- {;-V

ZaYi I e-27;t;

X[Z6 | e-xnil;

x!, I z!"
Rz l z r c

Étape

ZLY;
Za,Rr

xLzrz
RzZis

parre

X3 | aswY}-T-',T-Z;

ZLIY{
Z q l R t

XLazwY'j
XsZn

z{l
Z'nRt'

XLZ],g
RzZr,z

xLI z*-F.,;1Z;;
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Ftc. 6.5 - L'évolution de Xsa3wY3 dans les deux systèmes.

Création des molécules assistantes de -4?

Règles de désactivation :

.  zr luYzt:2114-;

.  zslv i '
t ^  ' & .

z | l  R '  1

zz I Y,i
z*Rt ;

zu l  y-zf,w'

ZiIY
qh'
zâl  Y-z;w,

z2

z6

z2'

z6'

z3

z8

z3'

z8'

zz lY i-ztw'
X' lZ t_RJZI ,

z4

z9

z4'

z9'

zt4

XI'

Rr

Zs

Règles d'activation :

z l ' :

Z J :

z| l rY-zrT' z't I vi
Z;W'
x' I z',-atl 

zt '

+ !

zq , l  h  
1

x" I z'n
R;w',

ZT IYi '
-Rr 

I

Création des molécules assistantes de A3 :
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Règles de désactivation :

Xpt

CHANGEMENT DE PHASE DE DEGRE 1 83

z'!.\t :

z lSt  :

;  zL2 l

zI7'

;  zr2

z L 7

r . 10 :

r . I 4 :

z't I Y'-z;lË
;  z73t

; z1'8'
x Iz;,
Rl-t;

x" I z'r, zllt . xi I z'rn
Rz lZrc  Rz lZrn  '

ZIO I Y"
--s+--.
z f t l  Rz  1

Règles d'activation :

z l l  :
xpr Zn xi lzu-f;fzT;x'i I ztt z1a .

R r l z ' r t  
1  e L L '

z* |Y"-zrÇI 
R2 ''

#w; 14
#1+; r8
4#; rr2

4+; 116

Xi Zn

zI5 :

Règles pour le résultat :

r.9

r .13

X  l Z t n-ar1z;, ztz I Y'-7-rJE

;  zr3

;  zr8

r . 7

r.7

r.5

r.3
rts I z3v l  I  zL6-RI 

h6 '

DTI ZI- 
R-f zD; '

Z?ICi
Z;W,
ztt I a;
zE1 n,

r.7

r .L I

r .15

Le fonctionnement et le résultat

Il est facile de voir que chaque règle principale de D2" est simulée directement
par une règle de D6. Nous nous concentrons maintenant sur I'obtention du résultat
dans notre système. Dans le système initial les molécules Zt et Ztt ont été utilisées
pour enlever les parenthèses X et Y. Ces molécules apparaissaient I'une à une étape
paire et I'autre à une étape impaire du calcul. Intuitivement il est clair que pour

simuler ce comportement, des molécules assistantes avec une période égale à quatre

sont nécessaires. Nous changeons d'abord les parenthèses X et Y en Ci et Cj pour
que la molécule ainsi obtenue ne s'utilise que pour l'obtention du résultat. Puis nous
utilisons les molécules assistantes ClZ6 et Z7C$ avec une période égale à quatre qui
permettent d'enlever les parenthèses Cf et C$. L'indice s, qui représente l'étape de
calcul modulo 4, est utilisé pour diminuer le nombre des molécules dans Ie système.
Cette idée vient de I'utilisation du logiciel TVDHsin, voir [49], développé par I'auteur
pendant son DEA, pour construire le système. Du coup, la diminution du nombre
des molécules a permis de contrôler le système obtenu pour dépister les erreurs
éventuelles.

cf I a
e I DiZp

ci. I zlu
Rlz lu  1

Di] ZL ,
Rlzi '
zl I cÊ,

, t  .

Zi I  R '

z'u I Er-zTw,
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Remarques finales

II est clair qu'en simulant D2ç de la manière décrite ci-dessus nous obtenons tous

Ies mots de t'(D2") et il est facile de voir que nous ne produisons pas d'autres mots,

car pour produire un mot dans notre système nous devons utiliser les règles 7 et 16,

ce qui correspond à une production de mot dans Dfi.

Maintenant, nous parlerons de la complexité de la simulation. Toutes les règles

de D2" sauf 1.8, 1..I0, 2.7 et 2.9 sont simulées en une étape de calcul, c'est-à-dire
que pour simuler une étape de D2" nous utilisons une étape dans notre système. Les

règles 1.8, 1.10, 2.7 et 2.9 sont utilisées dans D[ pour obtenir un mot terminal-

résultat. Dans D6 nous avons besoins de deux étapes de plus pour obtenir le même

résultat.
Nous voulons aussi remarquer qu'à chaque étape l'ensemble des molécules cou-

rantes est différent de I'ensemble précédent, c'est-à-dire que Lp î Lp+ : 0. C'est

une propriété importante de notre système et elle sera utilisée plus tard. n

6.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons introduit la méthode des molécules assistantes.

Nous avons aussi donné deux exemples d'application de cette méthode en montrant

comment il est possible de diminuer le nombre des composants des systèmes distri-

bués à changement de phase et systèmes distribués à changement de phase étendus.

Maintenant nous allons présenter d'une manière informelle une abstraction de la

méthode des molécules assistantes.

Soit ,S un système fondé sur la recombinaison, qui est distribué, c'est-à-dire
qu'il est constitué à partir de plusieurs composants. Supposons aussi que ̂ 9 permet

l'élimination de molécules dans le sens suivant. Pour éliminer une molécule soit on

I'enlève du système, soit on l'envoie hors de la portée des règles de son composant.

Par exemple, l'élimination d'une molécule dans le cas des systèmes distribués à

changement de phase est faite directement, tandis que dans le cas des systèmes

de tubes à essai qui seront introduits au chapitre suivant on élimine une molécule

d'un composant en l'envoyant à un autre composant. Soient Rt,. ' ', Âr, les règles du

système distribués dans n composants. Soient At,. . ., A' les axiomes correspondant

aux  composants .  Ma in tenant  so ien t  R!1Ç h , , . . . ,R ;  Ç Rn e t  A \  Ç h , . ' . ,Ah  ç
A, tels que pour chaque axiome fr : :tru31r4r2 de.Al, il existe une règle r dans

R| avec un site qui s'accorde avec cet axiome : r : ut#uz$us,#uq et il existe une

règle rf e$ nffe dans & \ Ài. En utilisant la méthode des molécules assistantes nous

pouvons raffiner Ie contrôle du système ,S. Pour cela nous transformons les axiomes

de ,4! en molécules assistantes apparaissant avec une certaine période. La création de

ces molécules liée à l'étape du calcul doit être dirigée par I'un des procédés suivants :
- Création par numérotation et élimination.
- Création directement par le contrôle.
- Création par imbrication.

Le premier procédé est réalisable s'il est possible d'éliminer certaines molécules à
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certains moments du calcul. La molécule assistante possède un numéro, son état, et à
chaque étape cet état est incrémenté modulo k. Pour cela il faut pouvoir incrémenter
l'état de la molécule, ainsi qu'éliminer la molécule de l'état précédent. La preuve du
théorème 6.2.L est un exemple d'utilisation de ce procédé.

Le deuxième procédé permet de réaliser I'apparition des molécules assistantes
pendant certaines étapes directement par le contrôle du système. Au chapitre suivant
nous donnons plusieurs preuves utilisant ce procédé.

Le troisième procédé est utilisable si on considère des modèles où il est possible
d'avoir des applications itératives des règles de recombinaison pendant la même
étape. Dans ce cas, nous pouvons avoir deux niveaux de molécules assistantes. Les
molécules assistantes du premier niveau sont crées à l'aide des molécules assistantes
du deuxième niveau, ces-derniers pouvant être crées par I'un des procédés ci-dessus.
Le théorème 7.2.2 au chapitre suivant utilise ce procédé.

Si la création des molécules assistantes liée à l'étape du calcul est réalisable, le
système résultant possédera un contrôle supplémentaire Iié aux périodes des molé-
cules assistantes, ce qui permettra I'application de certaines règles à des instants
précis. Des exemples d'application de cette technique à différents types de systèmes
distribués fondés sur la recombinaison sont donnés aux chapitres suivants.
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Chapitre 7

Systèmes de tubes à essai avec
filtres alternants

Dans ce chapitre nous introduisons un autre modèle distribué de calcul fondé

sur la recombinaison : les systèmes de tubes à essai. C'est I'un des premiers mo-

dèles distribués fondés sur la recombinaison qui a été considéré et il est très étudié.

L'inspiration pour les systèmes de tubes à essai vient à Ia fois des systèmes de Head

et des grammaires formelles distribuées. En effet, ces systèmes se composent d'un

nombre fini de tubes qui sont des systèmes de Head avec des filtres additionnels.

Le fonctionnement d'un tel système comporte une étape de calcul et une étape de

communication qui sont synchronisées. La distribution des résultats du calcul pen-

dant l'étape de communication est faite selon des règles spécifiques inspirées des

règles similaires des grammaires distribuées. Les systèmes de tubes à essai ont un

fonctionnement complexe et une multitude de résultats concernant leur puissance

d'expression sont connus. Par exemple, trois tubes suffisent pour produire tous les

langages récursivement énumérables. D'autre part, la puissance d'expression des

systèmes de tubes à essai avec deux tubes est un problème ouvert à présent. Ce pro-

blème a suscité des modifications des systèmes de tubes à essai. Ces modifications,

intervenant au niveau de la communication, permettent d'obtenir la puissance de

calcul d'une machine de Tirring avec deux tubes uniquement. Nous proposons aussi

une nouvelle variante de systèmes de tubes à essai : les systèmes de tubes à essai

avec filtres alternants où le processus de filtrage, utilisé pour la communication, est

modifié. Cette modification, permet d'obtenir une grande puissance de calcul avec

deux tubes seulement. De plus, il est possible de placer les règles dans Ie premier

tube d'une ma.nière qui permette de ne plus avoir de règles dans le deuxième tube
qui est utilisé seulement comme une poubelle. Nous montrons aussi comment il est
possible d'appliquer la méthode des molécules assistantes à ces systèmes, malgré le

fait qu'ils ne comportent pas d'élimination des molécules.
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CHAPITRE 7. SYSTEMES DE TT]BES À ESSAI AVEC FILTRES...

Les systèmes de tubes à essai

Définition 7.L.L. [5] Un système den tubes à essai est la construction suivante:

A : (V, T, (At, Rr, Fr), . . ., (Ar, Rn, Fn)),,

où V est un alphabet,T Ç I/ est I'alphabet terminal, Ai Ç I/* sont des ensembles
finis d'axiomes, Â;, sont des ensembles finis de règles de recombinaison et où F,i ÇV,
les filtres, qui sont des ensembles finis de lettres, 4 ÇV, I 1i 1n.

Chaque triplet (At,Rt,Fù, I < i < n est appelê tube ù essa'i, ou simplement
tube, de A. Nous pouvons l'appeler atssi cornposant.

Une conf igura t ion  du  sys tème es t  le  n -up le t  (L1 , . . . ,Ln) ,  L t  ÇV* , I1 i  1n ;

Li est appelé aussi le contenu 4r, dième tube. Nous définissons la transition entre
deux configurations (h,. . . , Ln) et (L\,. . . , L;) de la manière suivante :

( L t , . . . , ,  L n )  + ( L \ , .  .  . , , 1 ! )  s s i

où o;: (V,Rù est le schéma de recombinaison associé u,r;ième tube du système.
En termes usuels, ceci signifie que le calcul consiste en deux micro-étapes répétées

itérativement. Pendant la première micro-étape, celle du calcul, chaque tube évolue
comme un système de Head ordinaire. Pendant la deuxième micro-étape, celle de la
communication, les molécules présentes dans chacun des tubes sont envoyées vers
tous les tubes, et les molécules qui franchissent le filtre d'un tube, c'est-à-dire qui

sont composées uniquement des lettres qui forment I'ensemble du filtre, restent dans
le tube correspondant et forment le langage initial pour l'étape suivante du calcul. Si
une molécule peut franchir plusieurs filtres, chacun des tubes correspondants reçoit
une copie de cette molécule. Les molécules ne pouvant franchir aucun filtre restent
dans le tube dans lequel elles ont été produites. Ce protocole de communication est
inspiré de la théorie des grammaires formelles distribuées et il est susceptible de
changer lorsqu'on considère des variantes différentes de systèmes de tubes à essai.

Le langage produit par un système de tubes à essai A consiste en tous les mots
produits par le système qui sont dans le premier tube et qui font partie de I'alphabet
terminal.
, ( A )  :  f u u  e  T * l u  e  L 1 , , ) L 1 , . . . , L n Ç V *  ,  ( A t , . . . , A n ) * ( L t , . . . , L " ) ) .

Nous observons que, par définition, Ies systèmes de tubes à essai ne possèdent pas

d'élimination de molécules, c'est-à-dire qu'une fois produites elles existent toujours.
Par contre, une molécule peut quitter le tube dans lequel elle a été produite si elle
peut franchir le filtre d'un autre tube et si, dans le même temps, elle ne peut pas

franchir Ie filtre du tube dans lequel elle a été obtenue.
Nous notons par TTn la famille des langages produits par les systèmes de tubes

à essai ayant au plus n tubes.
Il est facile de voir que les systèmes de tubes à essai avec un seul tube sont, en

effet. des svstèmes de Head étendus. On obtient donc le résultat suivant.

,, : 
W,oj(Li). 

4*) u (";tr,l n (u. - _q"))
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Théorème 7.L.1. TTr:  REG.

Si on considère plusieurs tubes, on obtient une grande puissance de calcul. Tbois

tubes suffisent déjà pour produire tous les langages récursivement énumérables,

voir [34].

Théorème 7.L.2. [34]rn: RE.

Quant aux systèmes de tubes à essai avec deux composants, le problème de

leur puissance de calcul est ouvert, mais, comme le montre I'exemple ci-dessous, ces

systèmes peuvent produire des langages qui ne sont pas rationnels.

Exemple 7.L.I .

Nous reprenons I'exemple donné dans [5] et [a+].
Considérons le système suivant.

f : ({o, b, c, d, e}, {a, b, c}, (Ar, Rt, Vt), (Az, Rz,Vz)),

Ay = {cabc,ebd,dae},
fu = {bffc$effbd, daffe$cfta},

V y :  { a , b , c } ,
A2:  {ec ,ce} ,
R2 : {bffd,$eSc, cffe$dffa},

V 2 :  { a , b , d , } .

Les seules recombinaisons possibles dans le premier tube sont les suivantes :

(r f t lc,elbd) 11 (rybbd,ec),  pour o1 e {a,b,c,d,e}*,
(d,ale,clar2) 12 (d,aar2,ce),  pour t2 € {a,b,c,d' ,e}*.

On voit que ces applications permettent d'ajouter un o, respectivement b, aux
mots de la forme cafr2, ftSpèctivement rtbc, en remplaçant dans le même temps
c par d. Soit maintenant canbnc, n,m ) 1 un mot dans le premier composant
(initialement n = rn = 1). En utilisant les règles du premier tube nous pouvons
produire le mot da'*1 bn+t d qui est envoyé dans le deuxième tube. Nous observons
que les deux règles de ,81 doivent être utilisées, sinon le mot contient le symbole
c et ne peut pas franchir le filtre du deuxième tube'

Dans le deuxième composant nous avons les applications suivantes :

(aaiVld,e lc)  F1 (aaiVc,ed) ,  a e {c ,d} ,

(c le,d la iV a)  12 (caiV a,de) ,  a e {c ,d} .

Seul le mot caibJc est envoyé dans le premier tube.

Le processus ci-dessus peut être itéré et, par conséquent, on obtient :

I ( f ) : { c a n b n c l t  > 1 } ,

qui n'est pas un langage rationnel.

On a donc le résultat suivant :
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Proposition 7.1.3. TTz\ REG * 0.

Les auteurs de [5] et [44] supposent que la famille des langages produits par les
systèmes de tubes à essai avec deux tubes est incluse dans la famille des langages
algébriques.

7.2 Les systèmes de tubes à essai avec filtres alternants

Définition 7.2.L. Un système d,e n tubes à essa'i auec m fiItres alternants estle
n * 2-uplet suivant :

r  :  (u,, ,  (or,À,,  r ' I t ) ,  .  .  . ,  F{*)), .  .  . ,  (An, Rn, FfD,. .  . ,  F;*))),

où V, T, At et À; sont définis comme dans le cas des systèmes de tubes à essai.
À la place du filtre 4 pour chaque tube z, se trouve un rn-uplet de filtres d'),
I l r 1rn, dans lequel chaque filtre,Ç("'j est défini comme dans le cas précédent.

À chaque étape k ) 1, seul le filtre F|ù,, : (k - 1) (mod m) +1., est actif,
c'est-à-dire utilisable, pour le tube i.

Nous définissons la transition entre deux configurations de la manière suivante :

t r&+r1 :  (û , ,
\j=r

( r i ' , ,  . . . ,  LP) :  (At , . . . ,  A,)

\ /
(t5-,) n Fl'). I , ("; (rl-,) n

/ \
(u.-g*"'.))

où o; - (V, Rt) est le schéma de recombinaison associé un 4ième tube du système.
Les systèmes obtenus sont très similaires aux systèmes de tubes à essai. La seule

diffêrence réside dans Ie fait qu'à la place d'un filtre unique f| nous avons un rn-uplet
de filtres F:') . . .F:*) et le filtre à utiliser dépend du nombre d'étapes qui ont été
faites.

Le langage produit par I est le suivant :

I ( f )  :  { w e T . l S k t u e  f ' \ k ) } .

Nous disons que I produit le langage vide si pour tout k, I'ensemble ,Lfft) ne
contient aucun mot terminal.

Nous notons par TTF,- la famille des langages produits par les systèmes de
tubes à essai avec des filtres alternant ayant au Dlus n tubes et rn filtres.

7.2.L La puissance dtexpression de TTF2,2

Dans cette section nous allons montrer un système de tubes à essai ayant deux
composants et deux filtres et qui simule une grammaire arbitraire. De plus, les deux
filtres du premier tube coïncident.
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Théorème 7.2,L, Soi,t G : (N,T,P,S) une granlnxaire arbi,traire. Il eriste un
système de tubes à essa'i auec fiItres alternants ayant deur tubes et deur filtres, | :

( r , r , (or ,* t , r {1) , r1zl ;  , (or ,R2,F[r) , , r / , ' ) )  qui  s i ,mute G et  pour lequel  on a

,(f) : L(G). De ptus, r{r) : plzl .

Démonstrafzon. Nous construisons f de la manière suivante.
S o i e n t  N U T  U { B }  :  { a t , a 2 t . . . , a " }  ( B : a n )  e t  B  /  N U ? .
Dans ce qui suit nous supposons que :

7 <  i  <  n ,aeNUTU {B} ,b  e  NU?U {B}  U  {o } , r  e  {a , f l } .
L'alphabet V est défini par :

V : N u 7 u {B} u {",  0} u {oi  u {X,Y,Xo, XB, XL,Y,,Y!,Y8, Z, z '} .
L'alphabet terminal 7 est celui de la grammaire formelle G.
Les tubes du système sont définis de la manière suivante.

Tube I :
Règles de R1 :

91

1 F 7 .  x L l "L't ' -7:r-T '

, " .  a lBy
Z  l oYp  

'

16 .  b l pY"
z lYP  1

to .  7 l aY"
z lY :  IxB0

Filtres :
F, :  F{ t )  :  F l ' ) :  NU"u{B}  u{o ,Ê}  u{o}u  {x ,Y,xL,Y ' } .

Axiomes de A1 :

{X B SY, Z PdiYâ, Z o Yp, X o 0 Z, X B 0 Ê Z, ZYp, X o Z, X p 0 Z, ZYI} u

{ZuY : )u -+ u € P} .
Tube II :

Règles de .R2 :

Filtres :
Fl') :  N uTu {B} u {o, 0}u {o} u {x.,Yl},
F; ') :N u ? u {B} u {o, 0}u {o} u {xp,Yp}.

Axiomes de A2:

{ZYo, X'oaZ, ZY, X aiz, Zt }.
Nous a,ffirmons que.t(f) : L(G).
Nous allons prouver cette affirmation de la manière suivante. Nous montrerons

comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,
par conséquent, nous obtiendrons que I(G) ç .L(f). Dans le même temps, nous

, t .  a t l Y P
Z IY 

'

a

z
atY

pdx- rY l

X

1  lY :
ZTY.-'
XpBaiB I a--Ta;-T 

z ,

x o  l l
+ r

X ' "a lZ  '

xp00 | "--Z--TZ1- 2 .6 :
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montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n'aboutissent pas à un mot
terminal, ce qui prouvera l'énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode <<faire-tourner-et-simuler>>, voir aussi
la section 4.1-.2. Nous utilisons une technique similaire à celle qui a été utilisée
dans [34, 42, 441, voir aussi les théorèmes 4.3.1 et 5.2.2. Nous faisons tourner le
mot Xua,;Y d'une lettre en trois étapes. Premièrement, nous codons a,; par Bai
et nous obtenons XoBwBai-lYj. Puis, nous transférons les a de I'extrémité droite
du mot à son extrêmité gauche. Finalement, nous décodons Bai B en oi et nous

obtenons Xa,;wY. Plus précisément, nous commençons avec le mot Xua,;Y dans le
premier tube. Le deuxième tube reçoit le mot XoBwBai-lfj du premier composant.
À partir de cet instant, le système fonctionne dans une boucle où un a est inséré à

I'extrémité gauche du mot et dans le même temps un c est effacé de son extrémité

droite. La boucle se termine lorsqu'il n'y a plus d'a à I'extrémité droite. Après cela,

nous obtenons le mot X6Bai/uYa dans le deuxième composant et dans ce mot nous
pouvons décoder oi en obtenant Xa1wY.

Si nous avons le mot XuBY, il est possible d'enlever les symboles X, Y et B

en produisant tl qui, s'il est un mot terminal, fait partie du résultat.

Notations

Nous observons que le site inférieur de chaque règle représente une molécule
qui est déjà présente dans le tube correspondant. De même, un des résultats de la

recombinaison contiendra Z et ne pourra plus participer à la production du résultat.

Nous omettrons donc ces molécules et nous écrivons :

Xwa6Y 1 XuBai-rYl à la place de-  
1 . 2

(Xwla6Y, ZlPdi-LYi l  t1.2 (XwBat-rYâ, Za6Y)
où par I nous avons souligné les sites de recombinaison. Dans ce qui suit nous mar-
quons les molécules qui peuvent évoluer dans le même tube par @ et nous marquons

les molécules qui doivent être envoyées au premier, respectivement deuxième, tube
par @, respectivement @. Nous écrivons aussi rn f si la molécule rn ne peut s'accor-

der avec aucune règle du tube dans lequel elle se trouve et si, dans Ie même temps,

elle ne peut pas être envoyée à I'autre tube.

Nous allons montrer l'évolution des mots de la forme XualY. Nous indiquons
les règles de recombinaison qui ont été utilisées, ainsi que les molécules rêsultantes.

Nous remarquons) que dans notre système, grâce au parallélisme, plusieurs molécules

de cette forme coexistent avec des formes intermédiaires qui évoluent en parallèle.

Ces molécules n'interagissent pas les unes avec les autres et nous nous concentrons

sur une seule évolution de ce type.

Rotation

Nous montrons comment faire tourner d'une lettre le mot Xwa;Y se trouvant

dans le premier tube.
Étape 1 .
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Tube l.
xua6Y @ _-l xupsi-ryr @ .t xoBwBai-tYl@."  r .2 t .4

Nous pouvons utiliser ces deux règles dans I'ordre inverse, ce qui donne le même
résultat. Nous pouvons aussi utiliser Ia règle 1.5 à Ia place de la dernière application.

Ceci produit :
Xu7ai-ly! @ ___+ XnB7u7ai-ry:. t.I  u  

l . s  
F '  '

Nous pouvons avoir aussi I'application suivante :
Xua,;Y @ --+ X6BBua$@.

"  l . s  t

La molécule XoBuBai-rYl est envoyée au deuxième tube, car elle peut franchir
/ r  \

le filtre 4" ; l"r autres molécules ne peuvent franchir aucun filtre du deuxième tube.

Comme nous I'avons dit avant, il y a d'autres applications des règles de recom-

binaison sur d'autres molécules, mais ces applications ne sont pas importantes pour

notre évolution. Nous ne mentionnerons plus ce fait dans le futur.

Tube l l .

Comme nous I'avons dit avant, il y a d'autres applications des règles de recom-

binaison sur d'autres molécules, mais ces applications ne sont pas importantes pour

notre évolution. Nous ne mentionnerons plus ce fait dans le futur.

Étape 2.
Tube l l .
x o Bu B ai-t yj @ 

i? 
x 

" 0. 0 ai-r Yo, 
;i 

X:'o,Bw B ai- I y" o.

Seule la molécule X'oaBwBai-lYo peut franchir le filtre F1.

De cette manière nous avons transféré un o de I'extrémité droite du mot à son

extrémité gauche.

Étape 3.
Tube l .
x'.aBwBai-tYo @ ----+ xt a7wBai-2yr t 

? 
xoaBwBai-'v:a.

Nous pouvons avoir aussi les applications suivantes :

x'.aBwBai-ly" @ 
Ti 

xB\"PwBai-rYot ;? 
xpBa7w7ai-2Y:1.

Seul le mot XoaBuBsi-tyt peut franchir le filtre .Ejl).
Étape 4.
Tube l l .
X oa B w B ai 

-'v: a ---+ X oa g w 0 oi 
-' Yo, 

; 
X'oaa B w B at 

-zyo @ .

Seule la molécule X'oaaBwBat-2Yo peut franchir le filtre Fr.

De cette manière nous avons transféré encore un a de I'extrémité droite du

mot à son extrémité gauche. Nous pouvons continuer jusqu'à ce que nous obtenions
pour Ia première fois X'oaiBugYo dans le deuxième tube à une certaine étape p.

Cette molécule est envoyée au premier tube où nous pouvons utiliser la règle 1.6 en

complétant la rotation de a;.

Étape p+1.
Tube l .
x'oaiBuBYot t? 

X'oaiBwYpt 
;A 

XBBaiBwYp@.
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Nous pouvons avoir aussi les applications suivantes :

Xt^a'gwÊYo@ + X.,ax BwBYo@ - =+ Xoa'BwY6 !.
7 . 7  1 . 6

Seul le mot XpBaoPrYp peut franchir le filtre Fr(2). Norm observons aussi que
p+1 est un nombre impair. La molécule XBBaiBvYB restera donc pour une étape
de plus dans le premier composant, car le filtre utilisé dans le deuxième composant

pendant une étape impaire est Fjl). À l'étape suivante, p+2, cette molécule, qui

reste inchangée, sera envoyée au deuxième tube, car le nouveau filtre d2) permet

son passage.

Étape p+3.

Tube l l .

XBBaiBuYB,  
e  

Xa iwYpt ;  Xa iwY@.

Le mot Xa.;uY est envoyé dans le premier tube.

On voit qu'on a fini la rotation de a6.

Simulation des productions de la grammaire

Si nous avons la molécule XwuY dans le premier composant, nous pouvons

appliquer la règle 1.1 de notre système pour simuler la règle u -+ u de la grammaire.

Obtention du résultat

Nous allons montrer maintenant comment il est possible d'obtenir le résultat. Si
nous avons une molêcule de la forme XuBY, nous pouvons effectuer la rotation de
B comme il est décrit plus haut. Nous pouvons aussi enlever les parenthèses X et Y.

Dans ce cas, si w €. T* , il fera partie du résultat. Nous allons montrer comment il est
possible d'enlever les parenthèses. Supposons que XuBY apparaît pour la première

fois dans le composant un à une étape quelconque q. Il est facile de vérifier que q

est pair.

Étape q.

Tube 1.

XwBY @ -- Xw oYa@ -) Xa7Êu oYp@.
r . 3  n  1 . 5  P "

Nous pouvons avoir aussi I'application suivante :
XwoYe@ 1XoÊuoYp1 .t s  1 À

Le mot XpflÊ*oYB peut franchir le filtre Fr(2).
Étape q+t.
Tube l l .
Xp00,  oYB@ 

t? 
.  oYp@ 

; i  
.@.

Si u; € ?*, il fait partie du résultat.
n
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7.2.2 TTFz,+ avec poubelle

Dans cette section nous présentons un système de tubes à essai avec filtres al-

ternants qui possède deux composants et quatre filtres. En outre, ce système ne

contient aucune règle dans le deuxième composant qui est utilisé seulement comme

une poubelle. Nous ajoutons aussi que les quatre filtres du deuxième composant sont

identiques.

Théorème 7.2.2. Soit G: (N,T,P,S) une granxnxa'ire arbitraire. Il eriste un

système de tubes ù essai auec filtres alternants ayant deur tubes et quatre fi,ltres,

" :  
(u , r , (o r ,Rr , r ' { ' ) , . . . , r ' {n ) )  , (o r ,R2,F t ' ) ,  , " i " ) )  qu i  s imuteG e t  pour

lequel r(l) : L(G).De plus, le deurième composant d,el ne contient aucune règle,

c'est-à-d,ire que R2:A, et auss'i, F[L) : "' - p(4) '

Démonstrafeon. Nous construisons f de la manière suivante.

S o i e n t  I ' r U ? U  { B }  :  { a r , a 2 t . . . , a " }  ( B  -  a n )  e t  B  / N  U ? .

Dans ce qui suit nous supposons que :

|  <  i  <  n ,L  3  i  <  4 ,a  €  Nu?u  {B} ,b  € .ô t ru  Tu  {B}u  {o } ,  t  e  {a ,Ê} .
Posons aussi V : Iy' U f U {B} U {o, 0} u {o}.

L'alphabet I/ est défini par :
V : V U {X, Y, Xo, XB, XL,Y,,Yâ,Yp, Z, Zt, Zi, Ri, Li}.

L'alphabet terminal ? est celui de la grammaire formelle G.

Les tubes du système sont définis de la manière suivante.

Tube I :
Règles de .R1 :

95

1 . 1 . 1

1 .1 .4

7.2.r

1.3 .1

L.3.4

t .4.r

t .4.4

r . t .2

1 .1 .5

L.2.2

t.3.2

e  l uY-Rt f f f - '

a t  l Y p_R;fY '

1 . 1 . 3 :

a lnv-R;f&p '

xLl "-N;W,

b lpn
T;l YB '

X o l l_XI;W,

XpBaiB I a- -Xa t -W 't .4 .2
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1.1 .1 '

L.1.4'

t .2.r '

1.3 .1 '

t .3.4'

1 .4 .7 '

t .1 .2 '

1 .1 .5 '

r.2.2'

L.3.2'

21  l uY_T;W,

X" lZs_T;TT;,

zs  lYp-î;fr;'

x"alh_E;I 
LI '

1.4.2' r .4.3t :

Filtres :
Fit) : v u {xo,Y[, R2, L2],

F{4 :vu{xL ,Yq ,R3,Ls } ,
F{t) : v u {xp,YB, Ra, La},
F {n ) :vu {X ,Y ,R1,L1} .

Axiomes de A1 :

{X B SV, X og Zt., X B B 0 Zt, h P aiYl, Z o YB, ZzYo, X'oa 22,
XoZt, XpÊZu ZzYl, ZYp, Z+Y, XaiZ4, Z'Za, R1L1j l-)

{ZuY :1u  -+  a  e  P} .

Tube II :
Aucune règle : Rz: A.
Filtres :

F; i )  :  v u {X,Y, Xo, Xp, XL,Y,,YI,YB, Z' ,  Ri,  Li} .
Axiomes de A2:

{RzLz,, RsLt, R+L+}
Le système est semblable à celui que nous avons construit à la section précédente.

Il contient les même règles et ces règles sont placées dans le premier tube. Les
règles sont divisées en quatre sous-ensembles, 1.1.r à L.4.r, qtlj ne peuvent pas
tous être utilisés en même temps. Pour atteindre ce but, nous utilisons la méthode
des molécules assistantes, voir le chapitre 6 et, en particulier, la section 6.4. Nous
utilisons les molécules assistantes RiLi qui voyagent d'un tube à I'autre. Lorsque la
molécule assistante RiLi apparaît dans le premier tube, elle active le sous-ensemble
j de règles qui peuvent être appliquées ensuite. Plus précisément, la partie inférieure
de chaque règle est faite d'une manière spéciale : le site correspond à une molécule
assistante qui est produite uniquement si la molécule RiLi correspondant au sous-
ensemble est présente dans le premier tube. Par exemple, la règle 1.1.3 est utilisable
si et seulement si la molécule XBÊ|Ly est présente. Mais cette molécule est présente

uniquement si le mot R1.L1 est présent dans le premier tube, et elle est produite en

Y:
Ls
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appliquant Ia règle 1.1.3t à I'axiome Xp\gh et à la molécule assistante Rth. A

I'étape suivante le mot Xp/Êh est envoyé dans Ie deuxième tube et il n'est plus

présent dans le premier.

On a donc une imbrication des molécules assistantes et les molécules assistantes

du premier niveau qui correspondent aux sites des règles sont créées à I'aide des

molécules assistantes du deuxième niveau, RiLi, qui voyagent d'un tube à I'autre et

leur apparition est dirigée par les filtres alternants. Les filtres agissent aussi comme

des sélecteurs pour les molécules correctes et le calcul est fait de la ma,nière suivante :

les molécules sont envoyées dans Ie deuxième composant d'où les molécules correctes

sont extraites dans le premier composant où elles sont transformées ensuite. !

Nous observons que les opérations effectués dans le premier et Ie troisième

groupes sont indépendantes et que les molécules utilisées ont une forme différente. Il

est donc possible de combiner le premier et le troisième groupes, ainsi que les filtres

correspondants 2 et 4. Nous obtenons donc :

Théorème 7.2.3. Soi,t G: (N,T,P,S) une granxnxa'ire arb'itrai're. II eriste un

système de tubes à essai auec fi,ltres alternants ayant deur tubes et trois filtres, | :

( r , r , (or ,^r ,  F{ ' ) , .  ,  a{ t ) )  , (or ,R2,FID , .  . .  ,  t i t ' ) )  qui  s i rnute G et  pour tequel

I(f) : L(G).De plus, le deurième composant del ne cont'ient aucune règle, c'est-

à,-d,i,re que R2 -- A, et oursi' F[r) : ' " - p(3) .

7.2.3 TTF2,2 avec poubelle

Dans cette section nous présentons un système de tubes à essai avec filtres al-

ternants qui possède deux composants et deux filtres et qui n'a aucune règle dans le

deuxième composant. De plus, les deux filtres de chaque composant diffèrent seule-

ment par une lettre. La preuve de ce résultat est aussi différente : nous simulons une

machine de T\rring à la place d'une grammaire arbitraire.

Nous définissons la fonction de codage / de la manière suivante. Pour chaque

configuratior urqw2 d'une machine de T\rring M, nous définissons I'application de

$: $(wgwz): XwtSewzY, où X,Y et S sont trois symboles ne faisant pas partie

de ?.
Nous définissons atssi I'entrée d'un système de tubes à essai avec filtres alter-

nants. Une entrée pour le système I est un mot u.r sur I'alphabet de f. Le calcul

de I sur I'entrée tr.r est effectué en ajoutant ?tl aux axiomes du premier tube et en

Iaissant le calcul de I se dérouler comme d'habitude.

Lemme 7.2.4. Soi,ent M :  (Q,T,,as,ss,F,6) une mach' ine Turing etw une entrée.

Il eriste un système de tubes à essai auec fi,ltres alternants ayant.deur composants et

deur f i t t res t :  (u,rr , (Ar,Âr,r ' {1) ," , ( ' ) ) , (or ,^r , r lD,r f ) ) )  qui ,  en lu i  don-

nant comme entrée Q(w), simule M sur I'entréew, c'est'à,-dire que :

1. pour chaque mot u sur lequel M s'arrête dans Ia conf,guration wLqu2' Ie sys-

tème I produit un résultat unique Ô(wtq.z).
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2. pour chaque mot u, sur lequel M ne s'arrête pas, le système I produi,t Ie
Iangage uide.

Démonstrat'ion.

S o i e n t  T  :  { o 0 , . . . , a m - L } ,  Q  :  { q 0 , . . . , Q n - t } ,  a  €  T  U  { X } ,  b , d , e  €  ? ,
c e T U {y}, qe Q, où as est le symbole blanc.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité eue u1?r,r1 ne contient aucun
symbole a0 et que M ne possède pas d'instructions stationnaires.

Nous construisons I de la manière suivante :
L'alphabet I/ est donné par :

V : T U 8 U {X,Y, S, St, R, L, R', L', RR, Zf ,, Z x, Zv, R!, Z!, R\, Zl}.
L'alphabet terminal 7 est donné par :

Tr : T \ {oo} u {x,Y, ^9} u {q : q e F}.
Les composants sont définis de la manière suivante :

Tube I :
Règles de.R1 :

Pour chaque règle q,;ap&alqi € ô nous avons le groupe suivant de 4 règles :

1 . 1 . 1 . 1 . t . t . 1 .2 .

1 1 1 r  R S q i a * l b  1 1 1 /  " l  
Lr'r'r'o' -W"tSÇ;ïZf' r'r'r'+' ÀflTESGd '

Pour chaque règle q.;apLa1qi € d nous avons le groupe suivant de 5 règles :

1 .1 .2 .1 . t .7 .2 .2 .

r .7.2.4.

Nous avons aussi le groupe suivant de 3 règles :

Finalement, nous avons le groupe suivant de 3 règles :

Filtres :
F { t ) :  {R t ,L ,L t } ,
Fl ')  :  {R,,L,L'}:  (Frt \  {R'}) U {R}.

. r o 1  a b l ^ S ' q d
L.'.1. -Hl--Lt I L2.2. 1:,,s: lg. r.2.8.RILS I zi '

r i ô o  R b S q ; a x  I  c
L.L.z.o. -WÇrqpa,fq,

nl +w-, B2 4\+;, 13.3 'o.' l*
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Axiomes de A1 :

{Ry asY, X as Z y, R\S zl, RL} u {R{ a$' q1 Z { : )q6apRaûj e 6} u

{RlS'qfiafi! :)q,iapLalqi e 6).

Tube II :
Aucune règle : Rz est vide.
Filtres :

F;t)  :  Q uru {X, Y, S, R, L, Rt,  Lt ,  R?, Rr,  R},

F ; U  :  Q U f  U  { X ,  Y , S t , R , , L , R t , L t , R ! , R f  , R \ }  :  ( F }  -  { S } )  u  { S ' } .
Axiomes de A2:

{R,L,) .
La partie du ruban de M qui contient de I'information est codé de la ma-

nière suivante : pour chaque configuratior.LlD1Qw2 de M il existe une configuration

XulSqw2Y dans f . Le ruban est donc entouré par X etY et nous avons Ie marqueur

,5q1 qui marque sur Ie ruban la position de la tête de la machine et son état.

Le système f simule chaque étape de M en deux étapes. Pendant la première

étape il simule une étape de la machine de Tirring et il prime le symbole ,5 par les

règles 1.t.r.2 à 1..1.r.4. Nous disons que ces règles sont associées à la règle corres-

pondante de la machine M. Pendant la seconde étape le système enlève le prime

de,S'à I 'a ide des règles l .2.r .Le ruban peut être étendu par les règles 1.1.r .1,  ou

restreint par les règles 1.3.2. Le système produit un résultat si et seulement si M

s'arrête sur le mot initial u-r.
Pour effectuer Ia séparation en deux étapes nous utilisons deux sous-ensembles

de règles da^ns le premier tube, ainsi que les molécules assistantes RL et R'Lt qtlj

apparaissent d'une manière alternative dans le premier et le deuxième tube en acti-

vant le premier (1.1.r) ou le deuxième (1.2.r) sous-ensemble de règles, voir aussi la

section 7.2.2 et le chapitre 6. Toutes les molécules qui ne sont pas de la forme cor-

recte sont envoyées au deuxième composant qui est considéré comme une poubelle,

car seules les molécules assistantes .R.L et R'Lt peuvent passer du deuxième tube au

premier.
Les molécules RyasY, Rf afitqiZ{, Xaszy,R!S'qibalZ! et R\SZ{ sont pré-

sentes tout le temps dans le tube 1. De même, toutes les molécules contenant le

symbole Z avec des indices restent dans le premier tube.

Nous commençons avec xwlsQowzY dans le premier tube, où wrq,u2 est la

configuration initiale de M.

La simulation

Nous allons décrire la simulation de I'application de la règle q,iapRagi € ô, à

la configuration Xu.rr,Se6apw2Y. Nous omettrons de notre description les molécules

RyasY, Rla$'qiZf , XasZy, RIS'qibafi! et R\SZl qui sont toujours présentes

dans le premier tube. D'une manière similaire, les molécules contenant Z avec des

indices et qui n'altèrent pas le calcul seront omises de la description après une étape

de calcul.
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Nous observons que le deuxième composant peut contenir d'autres molécules,
obtenues aux étapes précédentes, car il agit comme une poubelle. Nous omettrons
aussi ces molécules, car elles n'altèrent pas notre simulation.

Étape 1.
Recombinaison :
Tube 1 :
Nous avons : Xw1Sq6apw2Y,RL.
Nous pouvons appliquer les règles suivantes qui font partie du groupe 1,.1,.L.r :
(X u 1l S q6a pw 2Y, Rl L) l- r. r. r.z (X w 1 L, R S q,ia pw2Y ) .
(RSqiaplw2Y, Rf agtqilZf) i-r.t.t.t (Rf ag'q1w2Y, RSq6apZf).
(X w I L, Rf la 1 S' q 1 u zY ) | t t.t.+ (X w 1 agt q i w2Y, Rl L) .
Tube 2 :
Nous avons : R'Lt. Comme nous I'avons dit plus haut, nous pouvons avoir ici

d'autres molécules obtenues pendant une étape précédente de calcul qui n'altèrent
pas le calcul. Nous les omettrons et nous ne mentionnerons plus ce fait dans le futur.

Pas d'application de règles.
Communicat ion :
Les filtres courants sont :

F{ t )  :  {R ' ,L ,L t }  e t  F ; ' )  :  QuT u  {x ,  y ,S ,R,L ,R ' ,L ' ,R l , ,R f  ,R} .
Molécules envoyées du tube 1 au tube 2 :
RL, Xw1Sq6a1çw2Y, Xu1L, RSq.iapw2Y, RlL.
Molécules restant dans le tube 1 :
Rf a1 S' qiu2Y, RS qiap Z {, X w 1a1 S' Qi*rY.
Molécules envoyées du tube 2 au tube 1 :
R,LI .

Molécules restant dans le tube 2 :
aucune.
La molécule Rsqiapf ne peut plus évoluer, nous l'omettrons donc dans le futur.

De même, la molécule RlalS'qiw2Y seraenvoyée du premier tube au deuxième tube
à l'étape suivante.

Étape 2.
Recombinaison :
Tube 1 :
Nous avons : Rfa$' qiu2Y, XulalSt qiut2Y, Rt L' .
Nous appliquons les règles suivantes qui font partie du groupe I.2.n :
(Xu1a1lS'qiu2Y, RtlLt) 11.2.1 (Xw1a1Lt , RtStqirzY).
(R'S'lqiw2Y,, R\SlZl) 1L2.2 (RlSqjw2Y, Rt St Zl).
(Xu1a1lL'  ,  R\ lSq1w2Y) Fr.z.s (Xwp1Sqiw2Y, R\L') .
Tube 2 :
Nous avons : Xw1Sq,;apw2Y, RL, XwyL, RSq6apw2Y, R\Lt .
Pas d'application de règles.
Communicat ion :
Les filtres courants sont :

l n { ' )  :  {R , ,L ,L t }  e t  F ; ' )  :  euT u  {x ,  y ,S t ,R,L ,R, ,L , ,R ! ,Rf  ,R \ } .
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Molécules envoyées du tube 1 au tube 2 :
R' Lt , Rfafi'gi.rY, Xw1afitqiw2Y, XwplLt , Rt S'qiu2Y, RIL' '
Molécules restant dans le tube 1 :
Rt S' Z 1, R\ S qiw2Y, X up1 S qiu2Y.
Molécules envoyées du tube 2 au tube 1 :
RL.
Molécules restant dans le tube 2 :
R'L' , Rf a$'Qi*rY, XwplS'qiw2Y, Xw1a1L' , R'S'qiw2Y, R\L' ,
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XwrSqp*w2Y, Xw1L,, RSq,;apw2Y, Rf L'

De même, la molécule R\Sqiw2Y sera envoyée du premier tube au deuxième

tube à l'étape suivante.

Nous avons donc simulé I'application de la règle q,;apRalqi de Ia machine M.Il

est facile d'observer que si u)2 : €, nous appliquons d'abord la règle 1'1'1'1 pour

élargir le ruban à droite et après 'tD2 : a6. Nous remarquons, que I'application

des règles d'élargissement et de restriction du ruban produit plusieurs copies de la

molécule principale qui code l'état de la machine de T\rring. Ces copies différent par

le nombre de symboles as situés à leurs extrémités et elles n'altèrent pas le calcul,

même si les règles I.L.r.A s'appliquent aux parties issues de molécules différentes.

Nous remarquons aussi qu'il existe une seule molécule qui ne possède aucun symbole

os ânx extrêmités. De même, il est facile de contrôler que les molécules qui ont été

produites et qui n'ont pas la forme correcte (Xw1Sqiapu2Y, Xw1L, RSqiapu2Y,

nf L, nfalS'qiu2Y, RSq';apZf , Xula$tqiw2Y, R'Stqiw2Y, RtS'21, R\Sqiu2Y,

Xwlafitqiw2Y , Xu1a1L') soit sont envoyées au deuxième composant, soit n'altèrent

pas le calcul.
Pour le déplacement à gauche, nous procédons de la même manière, sauf que

nous nous assurons d'avoir au moins deux symboles à gauche de ,S.

Nous observons que nous simulons étape par étape I'application des règles de M.

II est facile d'observer que c'est Ia seule possibilité d'effectuer le calcul, car la molé-

cule qui code Ia configuration de M déclenche I'application des règles de f .
tr

Théorème 7.2.5. Soi,t L ÇT* un langage récursiuement énumérable. Il eriste un

système de tubes à essa'i auec fiItres alternants aya?! deur composants et deur fiItres

f : (n ,,(or,R,, r'{1), a{')) , (or, ^r, rl' ,rl})) , qui prod,uit L, c'est-à-d,i're que

L :  L ( t ) .  De  p lus ,  Rz :  A .

Démonstratfon. Nous procédons d'une manière similaire à ce qui a été fait dans [24]
et [26].

Soit ,C : {uro, 1ilLt. . . }. II existe une machine de Ttrring Tx qtli calcule ur;O . . .0

à partir de 01i+1 où 0 est le symbole blanc.
Il est possible de construire une telle machine de la manière suivante. Soit G

une grammaire qui produit 4. Nous pouvons construire une machine de Thring M1
qui simule les dérivations de G, c'est-à-dire que nous obtiendrons toutes les formes
syntaxiques de G. Nous devons simuler des dérivations bornées pour prévenir une

e gil$z
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récurrence éventuelle dans la dérivation. Après avoir dérivé un nouveau mot, la
machine contrôle si ce mot est terminal, et, si c'est Ie cas, elle contrôle si c'est Ie
iiè-t terminal obtenu. Si la dernière condition est vraie, la machine efface tout le
ruban, excepté le mot.

En outre, cette machine n'est pas stationnaire, c'est-à-dire que la tête doit se
déplacer à chaque étape, et elle ne visite jamais les cases situées à gauche de 0
dans la configuration initiale, c'est-à-dire que le ruban est semi-infini à droite. Dans
I'ouvrage [18] on peut trouver comment il est possible de satisfaire ces conditions.
La machine ?4 transforme donc la configuration q601e+r en qywp\...0.

Maintenant, à partir de la machineTx, il est possible de construire une machine
TI qt;j calcule 0Lk+2Mq'rw,k0...0 à partir de q601ft+1. Puis, en utilisant I nous

détachons uÈ et nous continuons le calcul à partir de la configuration q601ft+2. Par
ce procédé, nous produisons ,C mot par mot.

Pour simplifier la démonstration, nous considérons la machine Tt/ qi fait la
même chose que la machine Tl, mais à la fin elle déplace sa tête à droite jusqu'au
premier zéro, c'est-à-dire qu'elle produira 01,k+2Mwnqi0...0 à partir de q60Lk+1.
Nous utiliserons aussi deux machines de Tirring T1 et T2 ayant comme alphabet de
ruban I'alphabet de TI étendu par l'ensemble {X, y, S} La première machine, fi,
se déplace à gauche jusqu'à ce qu'elle rencontre M, puis elle s'arrête dans l'état q}'.

L'êtat initial de fi est qI.Lu deuxième machine, ?2, se déplace à gauche jusqu'à ce
qu'elle rencontre 0, puis elle s'arrête dans l'état qs. L'êtat initial de cette machine
est gl.

Considérons maintenant f qui est très similaire au système construit dans le
lemme précédent. En effet, nous prenons la machineTt/ et nous construisons I pour
cette machine comme il a été fait plus haut. Puis, nous prenons les règles de ?r et
7z et nous ajoutons les règles de recombinaison associées et les axiomes qui leurs
correspondent à f . Finalement, nous ajoutons les règles de recombinaison suivantes :

o ù  e  :  { 0 , 1 } .
Nous ajoutons aussi Xq1}IY, ainsi que les mots Z$q!bd, X2eSq\IIY et Zl

aux axiomes du premier tube et nous considérons 7 comme alphabet terminal.
Nous affirmons que I produit .4. Premièrement, ce système simule la machine

Tt, 1l permet donc de passer de la configuration X,5q001fr+1Y à la configuration
yglk+zX1.oSq'j}...0Y. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que tr.r7, a
au moins trois lettres. Maintenant, nous pouvons utiliser la règle 2.1. Cette règle
détache Ie mot 0. . . 0y qui est envoyé dans le deuxième tube et il nous reste la
molécule yglh+214r'rsq!ab (rr : wtrab). Nous observons que maintenant nous
pouvons simuler le travail de ?r, car Ia seule condition qui doit être satisfaite est la
présence d'un symbole à la droite de la position de la tête de la machine. À partir
de ce moment, le système I simulera donc le travail de ?r et nous arriverons à la
molécule suivante : X0Ik+2SqtrMrr. À cet instant, les règles r.2 et r.2'détachent

e I ttsqr,tttt
X2 | eSqlI7Y '
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tr.r; eui représentera le résultat, et nous obtenons la molécule X}lk Sq?lIY. D'une

manière similaire, nous pouvons simuler le travail de Tz et nous arriverons dans

Ia configuration X,5q601k+2y. Maintenant nous pouvons recommencer Ie calcul ci

dessus et produire uk+t, par conséquent nous produirons tous les mots de 4'
!

7.3 Conclusions

Nous avons vu dans ce chapitre la puissance de l'élimination. En effet, comme le

montre les exemples de ce chapitre, il suffit d'ajouter une possibilité d'élimination

aux systèmes de Head étendus pour qu'ils acquièrent une grande puissance de calcul.

Les molécules assistantes jouent aussi un rôle important. Nous avons vu qu'en les

utilisant il est possible de raffiner le contrôle d'un système de tubes à essai ayant

deux tubes à un tel point qu'il n'est plus nécessaire d'avoir de règle dans le deuxième

tube.
Le contrôle des systèmes à tubes à essai avec filtres alternants est très puissant

et il permet d'appliquer facilement la méthode des molécules assistantes. Dans le

chapitre suivant nous montrons un autre exemple d'utilisation de cette méthode

pour des systèmes dont le contrôle est beaucoup plus fin.
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Chapitre 8

Systèmes de tubes à essai modiflés

Dans ce chapitre nous continuons l'étude des systèmes de tubes à essai et nous

introduisons une autre variante de ces systèmes. Nous intervenons comme avant au

niveau du protocole de communication, mais cette fois-ci nous n'ajoutons aucun

ingrédient supplémentaire. La modification que nous faisons vise les molécules qui

peuvent partir d'un tube. Dans ce cas, nous ne permettrons plus à ces molécules de

rester dans le tube initial, même si elles peuvent franchir son filtre. Par conséquent,

nous pouvons diriger jusqu'à une certaine limite l'élimination de ces molécules. Le

contrôle obtenu est beaucoup plus fin que le contrôle par les filtres alternants, mais

il nécessite une manipulation délicate. Nous montrons que deux tubes suffisent pour

produire tous les langages récursivement énumérables. La méthode des molécules

assistantes joue un rôle important dans la démonstration de ce résultat qui est

très difficile à obtenir autrement. Une autre particularité intéressante du système

obtenu est le processus d'élimination qui n'est pas statique comme dans le cadre des

systèmes de tubes à essai avec filtres alternants où on envoie les molécules incorrectes

dans I'autre tube où elles ne peuvent plus évoluer, mais dynamique et la molécule

éliminée voyage d'un tube à l'autre sans pouvoir participer à une recombinaison, car

à l'étape correspondante il n'existe pas de molécule qui lui soit complémentaire par

rapport à quelque règle que ce soit.

8.1 Systèmes de tubes à essai modifiés

Définition 8.1-.L. lJn système de n tubes à essai modifi,és est la construction sui-
vante :

|  :  (% T , , (A t , ,Â r , .F r ) ,  . . . , , (An ,Rn ,Fn ) ) ,

où V, T, At,, Ri et 4 sont définis comme dans le cas des systèmes de tubes à essai.

Les systèmes de tubes à essai modifiés et les systèmes décrits au chapitre précé-

dent possèdent un protocole de communication différent. Plus exactement, on définit
la transition entre deux configurations de Ia manière suivante :

(L r , . .  . , ,  L " )  + (L \ ,  .  .  . , . L1 )  ss i
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On voit que dans I'union de la première parenthèse le cas j : i, est exclus.
En termes usuels, ceci signifie que si une molécule peut franchir un filtre d'un tube

diffêrent de celui dans lequel elle a été produite, elle ne reste pas dans le tube initial,
même si elle peut franchir son filtre. Cette modification permet d'organiser une
élimination des molécules et, par conséquent, d'appliquer la méthode des molécules
assistantes.

Cette définition est applicable dans le cas où on a au moins deux tubes. Lorsque
n : L, nous posons, par définition, que -L" : oi(Aù.

Nous notons par TTM, la famille des langages produits par les systèmes de
tubes à essai modifiés ayant au plus n tubes.

Nous remarquons la propriété suivante des systèmes introduits ci-dessus. Soit
I un système de tubes à essai modifiés ayant 2 tubes. Soit M une molécule qui
peut franchir les filtres des deux tubes et supposons qu'initialement elle se trouve
dans le tube L. Il est facile de voir qu'après la première étape de calcul, M est
envoyée dans le deuxième tube et aucune copie de M ne reste dans le premier tube.
À l'étape suivante, comme M pert franchir le premier filtre, cette molécule revient
au premier tube et aucune copie d'elle ne reste dans le deuxième tube. A chaque
étape M change donc de tube, c'est-à-dire qu'elle apparaît dans chaque tube avec
une période égale à deux. Par ce procédé il est donc possible de créer des molécules
assistantes de pêriode 2 et dont I'apparition est dirigée par le contrôle, voir aussi la
section 6.4.

Théorème 8.1-.1. Soit G: (N,T,P,S) une gro,nxnxa'ire arbitraire. Il eriste un sgs-
tème d,e tubes ù essai, modifi,és ayant deur tubes, f : (% T, (At, Rt, Fr), (A2, R2, F))
qui si,mule G et pour lequel on ait r(f) : L(G).

Démonstration. Nous construisons I de la manière suivante.
S o i e n t  N U T U  { B }  :  { a t , a 2 t . . . , a n }  ( B  :  a n )  e t  B  /  N  U T .
Dans ce qui suit nous supposons que :

aeV  u?U  {B } ,  b  eV  UTU {B }u  {o } ,  c  eW,  t  e  { a ,0 } .
Posons Vd : V U? U {B} U {", 0}.
Posons aussi I /46 : {A*,Br},r e {XbP,YÂ,XL,YI,X,Y,Xoa,Yo,X',Yt} et

Vco:  {D, ,Ca} ,  où r  €  {X,XbP,X'o,Xoa,X' }  e t  y  € {Y| ,Y,YÂ,Y, , ,Y ' } .
L'alphabet V est défini par :

V : Va U Vea U Vco U {Zx, ZBy, Zo, Zyu, Zyu} lJ

{x ,Y,  x , ,Y, ,  Xo,Yo,  X p,YB,  XL,Y: ,  Xb,Yi } .
Les tubes du système sont définis de la manière suivante.

Tube I :
Axiomes de A1 :

{X B SY}u{ZouY : u I u e P}u{Cy,Y[, X Dy, CyY, X\PD x6a, Cv;Yf, XtoD y, ]u

{Zyu B aiY, X a6 Z y n, ZvpYB} U {Ay, By,, B x A x} U {B y. A y,, Ayo Byo, Ay, By, } .

",: (yroj(Li)"q) u (";osn (u. É"))
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Règles de.R1 :

r07

1 q r .  a  I  a i Y
zvn I Ba'Y

11 r .  x ' l  I
X lAx

2.3 .2 :

2 .L .2 :

2 .2 .2 :

2 .L .3 :

1 . .3 .4 :

YCsy e Ar

2. r .4 :
A IYé-T|TT-

Av,

X
T .2 .T :

2.3 .1 . :

2 .T ,L :

BA. r :

A*bp

,  VrD* e. A1, AB.y:
Bo ' ,

Filtre .F1 :
VdUVtn  U {X" ,  Yo,X ' ,Y ' } .
Tube I :

Axiomes de A2:

{XoaDy.o,CyoYo,Cy,Yt,XtDy,} U {Zx, Zav} U {By, Ay,}  U

{BxbAxb, AvÂBvÉ, BxLAxL,, AvBv}.
Règles de Rz :

aY

xbl p-Tf14(

BA. r : , VrD, € 42, AB.y : Bu '
VC'sg e Az

Filtre l72 :
Vo tJ Ven U {X, Y, X'p,Yi,  XL,Yâ, Xo,Yt}.

Nous affirmons que r(f) : L(G).

Nous allons prouver cette affirmation de la manière suivante. Nous montrerons

comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,

par conséquent, nous obtiendrons que .D(G) ç ll(f)' Dans le même temps, nous

montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n'aboutissent pas à un mot

terminal, ce qui prouvera l'énoncé.

Notre simulation est fondé sur la méthode <faire-tourner-et-simuler>. Nous utili-

sons les mêmes idées que celles utilisées pendant la démonstration du théorème 7.2.1.

Plus précisément, nous faisons tourner le mot XwalY d'une lettre en trois étapes.

Premièrement, nous codons ai par Bai et nous obtenons XuBaif. Puis, nous

transférons les o de I'extrémité droite du mot à son extrémité gauche en obtenant

XBaiuY. Finalement, nous décodons Bai en oi et nous obtenons XaawY.

bd

T
a
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Pour réaliser le procédé ci-dessus nous utilisons la méthode des molécules assis-
tantes, voir chapitre 6. Nous considérons deux types de molécules assistantes. Les
molécules assistantes du premier type, qui dirigent l'application des règles et qui
sont de la forme rD, ott Cy! 1 sont crées par imbrication à I'aide des molécules assis-
tantes du deuxième type. Les molécules assistantes du deuxième type qui sont de la
forme AoBo ott BrA*, sont crées par le contrôle de la manière suivante. Les filtres
de chaque tube permettent le passage de ces molécules et, par conséquent, elles ap-
paraissent dans un tube avec une période égale à deux, voir les réflexions données
plus haut. On obtient donc que les deux types de molécules assistantes apparaissent
avec une période égale à deux.

En utilisant ces molécules assistantes nous séparons les règles du système en trois
groupes :

L. Les règles du premier tube qui sont applicables pendant une étape impaire
uniquement et les règles du deuxième tube qui sont applicables pendant une
étape paire seulement.

2. Les règles du premier tube qui sont applicables pendant une étape paire uni-
quement et Ies règles du deuxième tube qui sont applicables pendant une étape
impaire seulement.

3. Les règles des deux tubes qui sont applicables à n'importe quel moment.

On dit que les règles sont activées aux étapes pendant lesquelles elles sont ap-
plicables et désactivées pendant les autres étapes.

Les numéros des règles permettent de savoir dans quelle groupe la règle corres-
pondante est placée. Plus précisément, le premier numéro d'une règle indique le tube
auquel elle appartient, tandis que le deuxième numéro indique le groupe auquel la
règle appartient.

En effet, la séparation des règles en ces groupes ci-dessus permet d'obtenir Ia
propriété suivante : si une règle s'applique a une molécule et si le résultat est ensuite
envoyé da,ns I'autre tube où il est changé par une autre règle et est envoyé à nouveau
dans le tube initial, les deux règles qui ont été utilisées font partie du même groupe.

Maintenant, nous montrons avec plus de détails comment on active les règles des

groupes (1) et (2). Nous prenons comme exemple la règle 1.2.L :

Dans f les objets suivants existent qui sont associés à cette règle :
Dans le tube I :
L'axiome : Xtp7Dx,uy.
Les règles

I . 2 .T :
xB0

xBÊ | Axbp et BA.Xtp,  Bhp A*bB
Une partie du filtre F1 : By,uB,AxbÊ.
Dans le tube II :
L'axiome : By, pAy,uB.
Aucune règle.
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Une partie du filtre F2 : Xtp,8x50, Axbp.

La molécule assistante BrbBA*bB voyage d'un tube à I'autre et elle apparaît

dans le premier tube pendant une étape paire seulement. Par conséquent, la molécule
assistante du premier niveau XfiFAx,'O apparaît dans Ie premier tube pendant les

étapes paires uniquement et après son utilisation elle est envoyée tout de suite dans
le deuxième tube. Ceci implique que la règle 1.2.1 est utilisable pendant une étape
paire uniquement, car seule Ia molécule assistante X'pÊAx5O s'accorde avec son site

infêrieur. On obtient donc que la règle 1.2.1 fait partie du groupe (2).

Toutes les autres règles des groupes (t) et (Z) sont définies d'une manière simi-
laire.

Nous observons que les règles du troisième groupe sont utilisables à n'importe
quel moment, car leur site inférieur correspond à une molécule qui est déjà présente

dans le tube correspondant et qui ne peut pas franchir le filtre de l'autre tube à
cause de la présence du symbole Z avec des indices.

Notations

Nous observons que le site inférieur de chaque règle correspond soit à une molé-

cule assistante, soit à une molécule qui est déjà présente dans le tube correspondant.
De même, une des molécules résultantes soit contient le symbole Z avec des indices

et ne peut s'accorder avec aucune règle, soit est envoyé dans I'autre tube où soit elle
reste pour toujours, soit elle voyage à chaque étape entre les deux tubes et n'altère
pas le calcul. C'est pourquoi nous omettrons ces molécules et nous écrirons :

XualY ---+_ XwBa'Y àla place de-  
1 .3 .2

(Xwla,iY, Z4lBaiV) l--n2 (Xw|aiY, Zy"alY)
où par I nous avons souligné les sites de recombinaison. Dans ce qui suit nous mar-
quons les molécules qui peuvent évoluer dans le même tube par @ et nous mar-
quons les molécules qui doivent être envoyées dans le premier tube, respectivement
le deuxième, par O, respectivement @. Nous écrivons aussi rn t si la molécule rn ne
peut s'accorder avec aucune règle du tube dans lequel elle se trouve et si, dans le

même temps, elle ne peut pas être envoyée dans l'autre tube.
Nous allons montrer l'évolution des mots de la forme XwalY. Nous indiquons

les règles de recombinaison qui ont été utilisées, ainsi que les molécules résulta.ntes.
Nous remarquons, que dans notre système, grâce au parallélisme, plusieurs molécules

de cette forme coexistent avec des formes intermédiaires qui évoluent en parallèle.

Ces molécules n'interagissent pas les unes avec les autres et nous nous concentrons
sur une seule évolution de ce type.

Rotation

Nous montrons comment faire tourner d'une lettre le mot XwalY se trouvant
dans le premier tube.

Étape L.
Tube 1.
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Xua.;Y t 
AiXwBaiY 

@.

Tube 2.
Pas d'applications de règle.
Étape 2.
Tube 1.
Pas d'applications de règle.
Tube 2.
Xwa6Y t;1 rua,iY J.
Xwa,;Y t 

;T 
Xoawa,iY t.

Xu7aiY @ --+ u7aiY @ ---+ uBai-rYo@.'  2 .3 .1  2 .1 .2

XwÊaiY @ --+ XoanuÊaiY @ ---t XoaBBai-tyoo.'  2 . r )  -  2 .1 .2
Les deux dernières règles peuvent être appliquées dans I'ordre inverse, mais cela

donne le même résultat.
Étape 3.
Tube 1.
wBai-rY @ -J wBai-rYt @.

1 . 1 . 1

x oaw Bai-tYo @ 
;11 

x.atn \oi-rYr 6.

Tube 2.
Pas d'applications de règle.
Étape 4.
Tube 1 .
XoawBai-tYo @ 

;, 
XLaugai-rYo@

XoawBai-'Y:@ ---+ X'oauBoi-rYr q

Tube 2.
w7ai-ryl@ ___+ wÊai-ryt @

2 . t . 3

Étape 5.
Tube 1.
uBa i - rY t@.
X'oauBai-tf* @ ---+ XLaw7oi-rYr q.

Tube 2.
X'oauBai-tYj @ ---+ X'anu7oi-rYr 6.

Le mot wBai-ryt n'est pas changé, car on est à une étape impaire et la règle

1.2.4 n'est pas activée. Il voyagera donc d'un composant à I'autre sans être changé,

par conséquent il ne pourra pas participer à la production du résultat.

Étape 6.
Tube 1.
Pas d'applications de règle.
Tube 2.
X'oaw Bai-'Yâ @ ---+ xLau: /ai'- 

rY | @.

X t aw B qi - | Y: @ 
rr---+, 

X t aw B ai - LY | @ .
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Étape 7.
Tube 1.
Xt ann Bai-rt ' ,  i I  

X aw Bai-rY' @.

Tube 2.
X'oawBai-IY'@ ---+ Xtaw/ai-rYt @.

Étape 8.
Tube 1.
Xt aw Bsi-rv' @ 

uj 
X' aw Bai-rY @ .

Tube 2.
X aw Bai-rY', ;J, 

X .,aanu Bai-rY' @.

Si i : 1 nous pouvons appliquer aussi la règle 1.3.4, mais cette application sera
discutée plus tard à l'étape 82. De même, nous discuterons plus tard l'évolution des
mots de la forme XowYt.

Étape 9.
Tube 1.
XoaawBai-rY'@.
XtawBsi-r"t 

,r l  
XanuBai-rY @.

Tube 2.
Pas d'applications de règle.
Nous avons donc fait tourner le mot XwBai-raY d'un a.
Nous continuons jusqu'à ce que nous obtenions XaiwBY à l'étape 8i*1. Dans ce

cas nous avons le calcul suivant que nous détaillons à partir de l'étape précédente,
8'd, pour montrer I'application de la règle 1.3.4.

Étape 8i.
Tube 1.
XtaiwBY @ -+ X'aiwYp@.'  1..3.4
Tube 2.
Pas d'applications de règle.
Étape 8i+1.
Tube 1.
X'aiwY6t - XaiwYB@.'  1 . 1 . 2

XtaiuBY ---+ Xaiu/Y --- XaiwYBl.

Tube 2.
Pas d'applications de règle.
Étape 8i+2.
Tube 1.
XaiuYa@ ---+ XaiwYf@.

"  1 .2 .2

X aà wY[@ ---+ X'BgaiwYf @.
P  1 . 2 . 1

Les deux applications précédentes peuvent être effectuées dans I'ordre inverse ce
qui conduit au même résultat.

Tube 2.
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Pas d'applications de règle.
Étape 8i+9.
Tube 1.
Pas d'applications de règle.
Tube 2.
XL 0a' uY;,@ ---+ X' Ba'uYA @.

P' ,  P  2 .2 .2  P

Étape 8i+4.
Tube 1.
Pas d'applications de règle.
Tube 2.
XBaiwYl@ ---+ XoBaiuYf@ :,-t XoaBaiwY'@.'  P  2 .1 .1  t '  2 . 1 .4

XL Ba'uYA@ ---+ XLBa' wYt @.
t J '  t "  2 . 1 . 4  P '

X' 7a'wYA@ ---+ Xt Ba'uYt @.'  P  2 .1 .4
Après cet instant l'évolution est similaire à l'évolution après l'étape 6 et après

plusieurs étapes on obtient X BaiwY dans le premier tube. Puis nous pouvons appli-
quer Ia règle 1.3.3 : XBaiuY ---+ XaNY, par conséquent, nous avons fait tourner

Xwa6Y d'une lettre.
Nous observons que malgré la justesse du calcul ci-dessus nous ne pouvons pas

être sûrs que le système fonctionne correctement. En effet, le calcul du système

dépend de la parité de l'étape de calcul et si une molécule pouvait apparaître pendant

une étape avec une autre parité, elle provoquerait un calcul erroné. C'est pourquoi

nous montrons ci-dessous que nous ne pouvons pas obtenir des molécules incorrectes
pendant une autre étape de calcul que celle montrée ci-dessus.

Pour cela nous analysons les molécules qui peuvent passer du deuxième tube au
premier tube et qui sont entourées par des parenthèses X etY avec des indices. Cela
nous donne 4 possibilités :
a) Molécules de type XowYt.
b) Molécules de type XtwYo.
c) Molécules de type XouYo.
d) Molécules de type XtwYt.

La première éventualité est possible pendant une étape paire uniquement, car il
faut que nous ayons utilisé une des règles 2.LI, 2.I.3 or 2.'l-.4 qui sont du premier

groupe. Dans ce cas la molécule XouY' apparaît dans le premier tube pendant

une étape impaire et les règles avec lesquelles elle s'accorde ne sont pas activées
pendant cette étape. Par conséquent, cette molécule est envoyée inchangée dans le

deuxième tube. De même, dans ce tube il n'y a pas de règle avec laquelle elle pourrait

s'accorder. Comme il a été décrit plus haut, cette molécule changera donc de tube
à chaque étape. Par ce procédé nous avons implanté une poubelle qui n'est pas fixe

et dont le contenu se déplace dans I'autre composant à chaque étape.
Nous allons montrer que (b) n'est pas possible. Premièrement, nous observons

que pour obtenir X'wYo nous aurions du utiliser les règles 2.2.2 et 2.L.2, par consé-
quent, nous aurions du avoir XfiwY dans le deuxième tube. Ceci est possible unique-

ment si ce mot avait été envoyé précédemment depuis le premier tube. Pour avoir le



8.2. CO.NTCIUSTO,NIS

mot XIpuY dans le premier tube nous aurions du avoir le mot XwY dans le premier

tube pendant une étape paire. Il est facile de voir que ce n'est pas possible. Si nous

avons le mot XwY dans le premier tube pendant une étape impaire, il est envoyé

tout de suite au deuxième tube. De même, si nous avions ett XtwYt et si nous avions

appliqué la règle 1.1.2, le mot résultant XuYt aurait tout de suite été envoyé dans

le deuxième tube.

Nous analysons maintenant les possibilités restantes. Nous remarquons d'abord

que dans le deuxième tube nous pouvons ajouter au plus un cv au début d'un mot

et effacer au plus un a à la fin. De même, pour obtenir le cas (c) ou (d) il faut

appliquer les deux règles une fois, ce qui laisse inchangé le nombre d'a dans le mot.

Si nous avons le cas (c), seuls les mots XtowY! et X"utY[ sont envoyés dans le

deuxième tube. Le premier mot représente une évolution correcte et il est transformé

en XtuYtce qui constitue Ie cas (d). Le deuxième mot peut devenir XowYt ce qui

représente le cas (a) déjà étudié.

Si nous avons le cas (d), nous obtenons XtwY'dans le premier tube.

Maintenant, si nous sommes pendant une étape impaire, nous appliquons la

règle 1.1.2 et éventuellement la règle 1.3.3 en obtenant XwYt qui est envoyé dans

le deuxième tube où il peut évoluer en XoawY' ce qui constitue le cas (a).

Si nous sommes pendant une étape paire, nous appliquons la règle l-.2.4 en ob-

tenant XtwY. Puis, pendant une étape impaire nous appliquons la règle 1.1.2 en

obtenant XwY qui représente une évolution correcte. Nous pouvons appliquer aussi

les règles L3.4,t.2.2 ou 1.2.1 en obtenant XtwYp, XuYp, XwYj ou X[uYf . Le qua-

trième mot représente une évolution correcte. Les deux premiers mots peuvent évo-

luer vers le troisième mot uniquement. Le troisième mot est envoyé da.ns le deuxième

tube où il est transformé en XowY' ce qui représente le cas (a).

Simulation des productions et le résultat

Il est facile de voir que nous effectuons une simulation correcte des productions de

la grammaire par la règle 1.3.1 et que nous obtenons un mot correct de la grammaire

en utilisant les règles 2.3.1 et 2.3.2.
tr

8.2 Conclusions

Dans ce chapitre nous finissons l'étude de la méthode des molécules assistantes.

Au cours des trois derniers chapitres nous avons montré différents exemples utilisant

cette méthode qui permet de simplifier beaucoup les démonstrations. La clé de cette

méthode, la création dirigée fondée sur l'élimination, peut être réalisée de différentes

manières, même si on n'a pas d'élimination physique. Les systèmes étudiés dans ce

chapitre sont intéressants par la façon dont on effectue l'élimination qui est dyna-

mique. De même, la < poubelle >> contenant les molêcules indésirables voyage d'un

composant à I'autre. Ce procédé nécessite une bonne synchronisation des différentes
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parties du calcul et peut servir comme point de dépa.rt pour une amélioration de la
méthode des molécules assistantes.

Nous nous arrêtons donc ici et nous considérons au chapitre suivant des systèmes
qui ont une inspiration et une structure différentes, mais qui présentent des liens forts
avec des systèmes que nous avons déjà étudiés.



Chapitre 9

Systèmes à membranes avec
l orecomDrnarson

Aux chapitres précédents nous avons parlé des modèles de calcul inspirés par la

façon dont les êtres vivants manipulent leur ADN. Par conséquent, notre point de

vue était placé au niveau moléculaire. Dans ce chapitre, nous changeons d'optique et

nous nous plaçons au niveau cellulaire en considérant les systèmes à membranes qui

sont inspirés des différents processus intra- et inter-cellulaires. La cellule est consi-

dérée comme un ensemble de compartiments imbriqués les uns dans les autres et qui

contiennent des objets et des règles d'évolution. Le modèle de base ne spécifie ni la

nature des objets ni la nature des règles. De nombreuses variantes spécifient ces deux

paramètres en obtenant une multitude de modèles de calcul. Nous nous intéressons

aux modèles dont les objets sont des chaînes de caractères et dont les règles sont

des règles de recombinaison. Les systèmes ainsi obtenus portent le nom de systèmes

à membranes avec recombinaison. II est connu que deux membranes suffisent pour

produire tous les langages récursivement énumérables. Nous nous sommes intéressés

aux systèmes n'ayant qu'une seule membrane. Nous avons trouvé certaines lacunes

dans la définition originelle donnée par Gh. Pàun et nous proposons plusieurs va-

riantes pour compléter cette définition. Nous montrons que le choix de la variante

est crucial et la puissance d'expression en dépend directement. Nous montrons aussi

des similitudes entre les systèmes à membranes avec recombinaison ayant une seule

membrane et les systèmes distribués à changement de phase de degré 1. Ces simi-

litudes permettent la simulation de certains types de ces derniers systèmes pa.r les

premiers.

Nous étudierons aussi les systèmes à membranes avec recombinaison non-éten-

dus, c'est-à-dire qui n'ont pas d'alphabet terminal. Nous donnons Ia frontière entre la

décidabilité et I'indécidabilité pour ces systèmes en montrant que deux membranes

suffisent pour produire tous les langages récursivement énumérables, tandis qu'avec

une seule membrane la puissance d'expression est bornée par Ia famille des langages

rationnels.
Dans le reste du chapitre nous nous intéressons à une autre variante des systèmes

à membranes avec recombinaison : les systèmes à membranes avec recombinaison et
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communication immédiate. Dans ces systèmes, le résultat de I'application des règles
de recombinaison est envoyé dans toutes les membranes adjacentes. Ces systèmes
possèdent des liens forts avec les systèmes distribués à changement de phase et nous
montrons que deux membranes suffisent pour produire tous les langages récursive-
ment énumérables. Dans le même temps, nous montrons qu'avec une membrane on
ne peut produire que la famille des langages finis, on obtient donc dans ce cas une
frontière entre la décidabilité et I'indécidabilité.

La méthode des molécules assistantes est aussi utilisable pour les systèmes à
membranes avec recombinaison. Même si nous ne donnons pas des preuves en utili-
sant cette méthode, il est toujours possible de I'appliquer et nous I'indiquons par la
suite.

9.1 Systèmes à membranes avec recombinaison

Dans cette section nous donnons quelques notions sur les systèmes à membranes
et nous introduisons les systèmes à membranes avec recombinaison.

Une structure de membranes d'un système à membranes est I'arrangement hiérar-
chique des membranes imbriquées dans la membrane principale qui sépare le système
de l'enuironnement. Une membrane qui ne contient aucune membrane est appelée
élémentaire. Chaque membrane détermine :une reg,ion. La région d'une membrane
élémentaire est I'espace contenu dans cette membrane, tandis que la région d'une
membrane non-élémentaire est I'espace entre la membrane et les membranes incluses
dans celle-ci. La figure 9.1 illustre ces notions. Nous marquons les membranes par
des numéros entiers positifs. Nous observons qu'il existe une correspondance bijec-
tive entre les membranes et les régions qu'elles déterminent, c'est pourquoi nous ne
ferons plus la différence entre les membranes, leurs régions et leurs numéros.

L'arrangement spatial des membranes peut être représenté par une diagramme
de Venn, voir figure 9.1, ou par un arbre dont les noeuds représentent les membranes
et dont les arêtes sont définies par la relation < être contenu dans >, voir figure 9.2.
La même structure peut être définie à I'aide d'un mot du langage algébrique où
Ies parenthèses correspondantes ont la même étiquette. Par exemple, la structure
représentée à la figure 9.1 peut être décrite par le mot : [, b], [], L []u h]u ]n ]r.

Définition 9.1.1. Un système ù membranes aaec recombinaison de degré rn ) 1
est le 2m * 3-uplet suivant :

I I  :  ( V ,  T ,  1 f , ,  A t , . .  . ,  A ^ ,  R t , . . . ,  R ^ ) ,

où V est un alphabet, T ç V est l'alphabet terminal, p est une structure de
membranes contenant rn membranes, A5 Ç V* sont des langages associés aux ré-
gions 1, .. . )m de p,, R; sont des ensembles finis de règles d'évolution de la forme
(r;tar1,tar2), où r est une règle de recombinaison : r -- uyffu2$uz#ut et tar1,tar2 e

{here,in,out} sont des indicateurs de cible.

Nous pouvons aussi écrire li:i;l à la place de (u v ff u2$, uz # u s; t ary, t ar 2) .
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élémentaire

FIc. 9.1 - Une structure de membranes

Nous disons que le système fI possède des règles globales si R1 : . . . - R 
".

lJne confi,gurat'ion de fI est un rn-uplet (lfr,. .., N-), où Ni çV*. Nous définis-

sons la transi t ion entre deux conf igurat ions (N1, ' . . ,N-)+(Ni '  . - . ' 'Nk) de la ma-

nière suivante. Pour arriver d'une configuration à I'autre, nous appliquons les règles

de recombinaison de chaque région de p, en parallèle, à tous les mots possibles qui se

trouvent dans les régions correspondantes et nous distribuons le résultat de chaque

recombinaison en fonction des indicateurs de cible. Plus précisément, s'il existe des

r,y dans Nr et r : (u1ffu2$uz#u+;tar;tar2) dans R;, tels que (r,y)t, (u,z), les

mots t4 et z sont envoyés dans les régions indiquées par tar1, respectivement tar2.

Nous notons ce fait par (2, A) ts, (w,z)(tarçtar2). Si tari : herê,la molécule reste

dans la membrane i; si tari - u.tt,la molécule est envoyée dans la région située

immédiatement à I'extérieur de la membrane i, dans ce cas la molécule peut aussi

sortir à I'extérieur du système ; si tari : in,la molécule est envoyée dans une région

située directement à I'intérieur de la membrane i et qui est choisie aléatoirement.

Comme les mots figurent avec un nombre arbitraire de copies, après I'application

de la règle r dans Ia membrane i, les molécules r et y sont toujours présentes dans la

même région. Il y a cependant quelques cas particuliers qui sont discutés plus bas.

lJn calcul dans un système à membranes avec recombinaison II est une suite de

transitions entre les configurations de II qui commence à partir de la configuration

Membrane
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,/l\
, / \

/ \

FIc. 9.2 - L'arbre représentant la structure des membranes de la figure 9.1

initiale (At,...,A*). Le résultat du calcul consiste en tous les mots sur I'alphabet
terminal 7 qui sont envoyés à I'extérieur du système à n'importe quel moment du
calcul. Nous notons par .L(fI) le langage produit par le système IL

Si nous avons une seule membrane, nous omettons les parenthèses et nous écri-
vons M1 è Mz +.. . =+ Mx (Mt: At) pour une suite de transitions.

Nous pouvons rencontrer le problème suivant : comment procéder si nous avons
un mot u.r dans une membrane, que nous produisons le même mot tu par une cer-
taine règle r et qu'il est envoyé à I'extérieur de la membrane. Il existe deux solutions
possibles : la première solution est de garder I'ancien tu dans la membrane et d'en-
voyer une nouvelle copie de u à l'extérieur I la deuxième solution est d'envoyer tl à
I'extérieur et de l'éliminer de la membrane.

Un problème semblable se pose dans le cas où il existe deux règles qui produisent
le même mot tu, I'une ayant I'indicateur de cible here et l'autre ayant I'indicateur
de cible 'in ou. out. Les deux situations décrites ci-dessus peuvent apparaître simul-
tanément.

Pour résoudre les problèmes ci-dessus, nous devons considérer tous les cas pos-
sibles et nous obtenons plusieurs solutions que nous allons présenter.

Soit maintenant tu une molécule qui est produite par une règle r dans la mem-
brane z et qui est envoyée à I'extérieur de la membrane. Nous avons les possibilités
suivantes :

1. La molécule u.r est envoyée à I'extérieur de la membrane et aucune copie de rl
ne reste dans Ia même membrane.

2. La molécule u.r est envoyée à I'extérieur de la membrane, mais une copie de u.r
reste dans la même membrane si I'une des conditions suivantes est satisfaite.

(a) La molécule tu est déjà présente dans la même membrane.

(b) n existe une autre règle r' qui produit w avec un indicateur de cible âere.

(c) Les deux conditions 2a et 2b sont satisfaites.

(d) L'une des conditions 2a ou 2b est satisfaite.

Dans la variante 1 on envoie donc tous les occurrences du mot ul à I'extérieur
de la membrane. Dans les variantes 2a et 2d, si w est produit dans une membrane,
il y reste pour toujours. Les variantes 2b et 2c se trouvent entre les deux extrêmes
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ci-dessus. Les variantes 2a et 2d ont été considérées par Gh. Pàun dans [43], mais

sans les différencier.
Nous disons que le système à membranes avec recombinaison est de type r si

nous considérons la variante t poul résoudre les problèmes décrits plus haut.

Nous notons par ELSP^(spl,i,n) la famille des langages produits par les sys-

tèmes à membranes de type 2d et de degré au plus rn et par ELSP*(spl,in.) la

famille des langages produits par les systèmes à membranes de type 2a et de degré

au plus rn. Nous notons aussi par ELSP^(spl,in t) la famille des langages produits

par les systèmes à membranes de type L et de degré au plus rn.

Les problèmes ci-dessus peuvent être évités lorsqu'on considère des systèmes

ayant plus d'une membrane, voir [36, 9, 43), plus précisément, il est possible de

construire un système à membranes avec recombinaison ayant 2 membranes qui

produit tous les langages récursivement énumérables sans rencontrer une des situa-

tions ci-dessus. Par contre, nous montrerons que dans le cas d'une seule membrane

le choix de Ia définition est très important et les systèmes obtenus ont une puissance

d'expression différente. Dans le reste de cette section nous considérons donc unique-

ment les systèmes à membranes avec recombinaison ayant une seule membrane.

9.1.1 Résultats de décidabilité

Nous montrons ci-dessus les limites de la famille ELSPl(spl,in).

Considérons les systèmes à membranes avec recombinaison de type 2d. Soit

fI : (v,,?,[r]r, Mt,Rù un tel système. Nous considérons aussi dans cette sec-

tion la recombinaison simple à Ia place de la recombinaison double. Cette consi-

dération ne restreint pas le langage produit, car nous pouvons remplacer chaque

règle de la forme (ur#uz$us#u4;to,rr,tar2) pat les règles (u1ftu28us{ua;tar1) et

(usffua$u1ffu2;tar2), voir aussi la proposition 3.1.2 à ia page 28'

Dans ce cas nous pouvons décomposer Rt : Rt: R?U.R!, où Rf contient toutes

les règles ayant I'indicateur de cible here et Rf contient toutes les règles ayant

I'indicateur de cible ozf . Nous notons aussi par oho : (Vuf ,Rf) et ohn : VUf , R?)

les schémas de recombinaison correspondants et par H1 : (hn,Mt) le système de

Head correspondant.

Lemme 9 .L .1 .  Mk+r :  ohn( IWr) ,  où  M14 Mo*r .

Démonstration. Nous allons prouver cette affirmation par récurrence. Le cas initial

de la récurrence est vrai, car les deux ensembles sont égaux à Mt.II est facile de

voir que Ie passage de k à k + L est vrai aussi, car pour obtenir M1a1 nous ajoutons

à M; Ies molécules obtenues par I'application des règles ayant I'indicateur de cible

here sur I'ensemble Mp, c'est-à-dire que Mn+t: MpU o4(Mù. !

Lemme 9.L.2. ,L(I I )  :  o6"(L(H6)) nT..

Démonstration. Soit u € I,(II). Cela signifie que trl e T*, w: rruru4A2 et il existe

un nombre /c e N et des mots t, A € Mn+t tels que fr : rLuLu2r2 et A : ALu3u4A2.
II existe aussi une règle r : (uyffu2$us#u4; out) e ,Rf telle que Ie mot u.r a été

119



120 CHAPITRE 9, SYSTEMES A MEMBRANES ,|VEC RECOMBINA/SON

produit par I'application suivante : (r, A) ts, u.r. En vu du lemme précédent on
obtient ï,A € 

"ho(Mt) 
Ç L(Hù.Par conséquent, u.r € o1,,(L(H) ) n 

"-.Inversement, si nous avons u, ç oho!@ù) n ?*, il existe un nombre k € N,
des mots r,U e 

"ho(Ur) 
et une règle r € Àf tels que (2, A) ts, u. Dans ce cas

r,U € Mplrt voir lemme 9.I.2, et u.r est envoyé à I'extérieur du système par r. De
même, w e T*. Cela implique u.r € ,(n). tr

Comme la famille des langages rationnels est close par rapport à la recombinaison
et à l'intersection, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 9.1.3. ELSPl@pL,in) Ç REG.

L'inclusion inverse est aussi vraie.

Lemme 9.L.4. REG ç ELsPr(spl, i ,n).

Démonstration. ll est facile de voir que nous pouvons simuler un système de Head
étendu ,S par un système à membranes avec recombinaison de type 2d fI qui a une
seule membrane de la manière suivante : pour chaque règle r du ,S nous considérons
deux règles (r;here,here) et (r;out,ouf) dans fI. Dans ce cas, la première règle
permet de simuler la règle r du système ̂ 9, tandis que la deuxième règle permet
d'envoyer à I'extérieur de Ia membrane le résultat du calcul. !

Nous avons donc montré :

Théorème 9.L.5. ELS Pr(sp|,i,n) : REG.

9.L.2 Résultats d'indécidabilité

Dans cette section nous considérons la famille ELSP*(spl,int).
Nous allons montrer le théorème suivant.

Théorème 9.1.6. ELSPl(spl,i, 1) : RE.

Définissons :

Ou t (ù :  
{

(out)
(out)'

(out)
.  ,  ' ,  -
laut) )

Nous allons montrer maintenant comment il est possible de simuler un système
distribué à changement de phase de degré 1 par un système à membranes avec
recombinaison de type 1. L'idée principale est de simuler une application de la règle
r d'un système distribué à changement de phase de degré 1 par les règles suivantes :

I .  ( r ;here ,here) .
2. Out(r) .
La règle (1) permet de simuler I'application de r, tandis que les règles (2) éli-

minent les molécules initiales.
Pour démontrer le théorème nous montrons d'abord le lemme suivant.
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Lemme 9.L.7. Soi,t D - (V,T,A,R) un système distribué à changement de phase

de degré 1 qui a les propriétés suiuantes :
- LpÀLpat: A, c'est-à-d'ire que les molécules produites à l'étape k et k*L sont

di,fférentes.
- Pour obtenir un mot-résultat nous utili,sons une seule foi,s une règle de I'en-

semble Rn Ç R et le deurième résultat de cette recombinaison peut être éli,rniné
sans altérer le langage produi,t.

Alors, il eriste un système à membranes aaec recombinaisonfl € ELSh(spl,inl)
qui si,mule D et pour lequel r(tl) : L(D).

Démonstrat'ion.
Nous construisons le système à membranes suivant fI : (V,T,[lt, M1, R'), ott

Mr: A et Rt :  Âr U R2U Rs avec

R1 :  { ( r ,  here ,here) ,Out ( r )  :  r  e  R\  Ra} ,

R2:  { ( r ,ou t ,ou t ) ,Out ( r ) : r  €  R1 ' } ,

(  . l €  ( o u t \  . ' l, rs: l  #iZi i  , -€Al.
\  * t '  )

Nous observons que) par la construction du système II, si M6 contient une mo-

lécule qui ne peut s'accorder avec aucune règle de fI, cette molécule restera pour

toujours dans la membrane et ne pourra plus intervenir dans le calcul et produire

un mot-résultat. Nous allons considérer la classe d'équivalence définie par la relation

<< s'accorder avec une règle >>, c'est-à-dire nous ne considérerons plus les molécules
qui ne peuvent s'accorder avec aucune règle de la membrane dans laquelle elles se

situent. À chaque étape, toutes les molécules du système s)accordent donc avec une

règle de fI et, à cause de Ia forme des règles, participent à une recombinaison.

Nous affirmons que r(II) : L(D).

Pour prouver cette affirmation, nous devons démontrer les propriétés suivantes :

1 .  I r \ T * : M k .
2. Ln+tÀT* :  on"(Mx) f l?*,  où oho: (V,R')  et  R, cont ient toutes les règles

de E' ayant I'indicateur de cible ozt.

Démonstration de 1. Nous allons montrer que .L1 \ ?* : M6, c'est-à-dire que

I'ensemble des molécules non-terminales de Lç coïncide avec Mp.

Nous allons prouver cette affirmation par récurrence. Le cas initial de la récur-

rence est vrai, car les deux ensembles sont égaux à A. Supposons maintenant que

nous avons trt \ 7* - Mp et prouvons que tr61r \ T* : Mn+t.

Soit r.u € L*+t \ 7-. Il existe alors des mots z et gt dans Lp et une règle r

dans .R \.Ra tels que u est produit par I'application suivante : (x,A) ts, (.,").

Nous remarquons que la deuxième propriété de D implique que la règle r appartient
à I'ensemble A \ R6", cl,r, dans Ie cas contraire, z.r aurait fait partie de l'alphabet

terminal T. Les mots tr.r et z ne sont donc pas des mots terminaux et ils sont différents
de r et y grâce à la première propriété de D. Par hypothèse de récurrence, r et y
font partie de Mp. De même, par construction, il existe une règle (r;here,here)

121
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dans fI que nous pouvons appliquer à r et gr en produisant u.r et z : (r,A) l,
(w, z)(here,here). Nous observons que, grâce à la première propriété de D, les mots
u et z sont différents de n'importe quels r et y complémentaires par rapport à
une règle de D, c'est-à-dire que nous ne pouvons pas produire les molécules u et z
avec I'indication de cible out. Les seules molécules qui peuvent donc être envoyées à
I'extérieur sont les molécules de Mp, excepté les axiomes qui sont envoyé à I'extérieur
pas les règles de Rz. On obtient donc tr, z e Mpay

Inversement, soit u e Mx+t Il existe alors des mots r et g dans Mp com-
plémentaires par rapport à la règle (r, here,here) € À/ tels que u soit produit
par I'application suivante : (r, A) t, (w,z)(here,here). Nous remarquons que si on
considère une règle ayant les indicateurs de cible out,le résultat de I'application de
cette règle ne fera pas partie de Mpa1. Les deux résultats w et z restent donc dans
Ia membrane. Dans le même temps, les mots r et y sont envoyés à I'extérieur par

Ies règles de Out(r). Comme r et y sont dans Lp par hypothèse de récurrence et il
existe, par construction, une règle r €. R, nous avons I'application suivante dans D :
(*,A) ts, (*,, r), c'est-à-dire que u, z e Lpy1.

Nous avons donc montré que -L;r-,.1 \ ?* : Mn+t.

Démonstration de 2. Nous allons montrer que tr7r-pr 1)T* : on"(Mn) O7*, c'est-
à-dire que les mots terminaux de Z6-u1 sont les mots terminaux envoyés à I'extérieur
de la membrane à l'étape k + 1.

Soit tu € Ln+r n 7*. Il existe alors des mots r et g dans .L4 et une règle r dans
-Rn tels que ?, soit obtenu par la recombinaison suivante: (r,A) l, (w,z). Nous
remarquons que la deuxième propriété de D implique que la règle r appartient à
I'ensemble R;", càr, dans le cas contraire, u) n'aurait pas fait partie de I'alphabet
terminal T.La même propriétê de D implique que fi,U e trr\7*.Par conséquent,
fr,A e Mp.De même, il existe, par construction, une règle (r,out,out) e R'et nous
pouvons recombiner r et y dans fI à I'aide de r en envoyant les mots résultants tu
et z à I'extérieur de la membrane.

Inversement, si un mot terminal T.o € ?* est envoyé à I'extérieur de la membrane
par la règle (r, out,out), où r € R6", ce u.r peut être obtenu en utilisant la règle r
dans D. D'autre part, si un mot tu est envoyé à I'extérieur de la membrane par une
règle (r, out,out), oùr / Rs, ce mot contiendra des lettres non-terminales grâce à
la deuxième propriété de D.

n

Maintenant pour prouver le théorème 9.1.6 il suffit d'observer que Ie système dis-
tribué à changement de phase construit dans le théorème 6.3.1 satisfait les conditions
du lemme précédent.

Il est possible aussi d'utiliser Ia méthode des molécules assistantes pour dé-
montrer le théorème 9.1.6. Nous pouvons reprendre le schéma du calcul présenté à
Ia figure 4.1, voir page 46, et introduire les molécules assistantes nécessaires. Par
exemple, en suivant les notations du théorème 6.3.1, voir figure 6.2 à la page 79,
nous considérons la molécule assistante Z2Y,i qt;j doit apparaître avec une période
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de 8. Pour cela il suffit d'avoft les mots Z2Yi,

axiomes, ainsi que le 
zf-r I v (here)s regres --Zar-IT 

in"r"1,

Z2Z, ZlZ, I S k ( 7 parmi les
zl lV 6*"y z tv l ,  (out)  o,
Zr lZ  (he re ) )  Z tY " l 6  @u t ) " "

tzi\l,r < k < 7 parmi les règles de la membrane.

9.L.3 Systèmes de type 2b,2c et 2a

Dans cette section nous montrons que les systèmes à membranes de type 2b et 2c
produisent tous les langages récursivement énumérables.

Théorème 9.1-.8. Soit D: (V,T,A,R) un système di,str ibué à changement de
phase de degré 1. Il eri,ste un système à rnembranes aaec recornbinaison de type 2b
et de degré 1,fL, qui, simule D et pour lequel L(I\:  L(D).

Démonstrati,on. Considérons fI: (V,?, [r]r,.4, R'), où
(  o t ,  |  t r  / - - . r \  

' l

R' : {(r,here,here); (r,out,out);Out(r) : r € n} U { # l"i i . i .4,, € Al.'  
t  w l e  \ u u L )  )

Il est facile de voir que II simule D. Soient r,A € Lp qti sont complémentaires
par rapport à la règle r € E. On a l'application suivante dans D : (r,y)1, (w,z).

Dans fI, nous avons (*,A)1, (ta,z) et les mots u et z sont envoyés à l'extérieur de

la membrane, tout en gardant leurs copies à I'intérieur. Les mots x et y sont envoyés

à I'extérieur par Out(r) et il ne restent plus dans la membrane. On obtient donc

L(D) ç r(i l).
Il est clair que I'inclusion inverse est vraie. Si nous utilisons une suite des règles

(r1,here,here), . . . , (rn,out,out)  pour obtenir  une molécule u.r  dans f I ,  la sui te ho-

mologue rrt. . ., r, permet d'obtenir le même mot tl dans D.
tr

Comme VDHt: RE nous obtenons :

Corollaire 9.L.9. Les systèmes à membranes o,aec recomb'ina'ison de type 2b et de

degré 1 produisent tous les langages récursiuement énumérables'

Pour les systèmes de type 2c nous avons un résultat similaire.

Théorème 9.I-.10. Les systèmes ù rnembranes aaec recombina'ison de type 2c et de

degré 1 produisent tous les langages récursiuement énumérables.

Plus précisément, ce théorème est un corollaire du théorème 9.1.6. Si nous re-

considérons la démonstration de ce théorème, nous observons que la situation quand

une copie de lu reste dans la membrane ne peut pas se produire.

Par contre, nous n'avons pas trouvé la puissance d'expression des systèmes de

type2a avec une seule membrane, mais nous supposons qu'ils n'ont pas une gra,nde
puissa,nce d'expression.

Conjecture 9.1.1. ELS fi(spl, inr) : REG.
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On voit que ce cas est très similaire à celui de la section 9.1.1. En effet, il est
facile de voir que

Mk+t:  Mlr lJ {o1,o(M*) \  on"(Mn)},
en utilisant les notation de cette section-là.

De même, il est facile de voir que si une molécule to est produite dans la mem-

brane avant d'être envoyée à I'extérieur, elle y restera pour toujours. Dans le cas

contraire elle ne sera jamais présente dans la membrane. Ce point est I'argument
principal de notre conjecture.

9.2 Systèmes à membranes avec recombinaison non-éten-
dus

Dans cette section nous considérons les systèmes à membranes âvec recombinai-
son non-étendus qui différent des systèmes introduits auparavant par le fait qu'ils ne
possèdent pas d'alphabet terminal. Tous les mots envoyés à I'extérieur du système
forment donc le résultat du calcul.

Nous notons par LSP^(spl,i,n) la famille des langages produits par les systèmes
à membranes non-étendus de degré au plus rn. Nous n'indiquons pas le type du
système considéré, car, comme le montre le théorème suivant, une membrane ne
suffit plus pour obtenir une grande puissance d'expression et avec deux membranes
nous pouvons éviter les problèmes qui nous ont obligé d'introduire les différentes
définitions.

Théorème 9.2.L. LSPl(spl , in) c REG.

Ce théorème est un corollaire du lemme 9.I.2 et du théorème 3.1.3, voir aussi Ie
tableau 2.1,.

Théorème 9.2.2. Soit G: (N,T,S,P) une grarnnxaire arbitrai,re. Il eriste un
système à membranes aaec recomb'ina'ison non-étendu de degré 2, fI, ayant des règles
globales qui, simule G et pour lequel L[\ : L(G).

D émonstration. P osons fI : (V, blz lz)t, M r, Mz, Rt u Rù .
S o i e n t  N U T U { B }  :  { a r , a 2 t . . . , a n }  ( a n :  B )  e t  B  ç  { N  U 7 } .  S u p p o s o n s

aussi que T :  {orr . . .  ran-t} .
Dans ce qui suit nous supposons que :

1 <  i  <  r z , 0  (  j < n -  1 ,  a €  N U T  U { B } ,  s  <  p  < n -  1 ,  s  -  L  <  q  1 n - 2 .

L'alphabet V est défini par :
v :  N u? u {B}  u  {x ,Y,x i ,Y i ,X l ,Y i ' ,xo,Yo,x ' ,Y ' ,z t ,zz ,v ,w,v i ,Wi ,
Vi ,Wi ,V"-1,Wr-1,Vt  ,Wt ,Vn,Wn,V| ,W'" ,VË,  E,  Zv,  Zw\ '

Les axiomes sont définis par :
Mr : {X S BY} U {ZpYi : 1u -+ uai e P} U {ZrY, Z1Ys, ZlYi', Xt 21, X 21,
XyB21, ZrYlry,XIZt, Z1Wp, Z1W[, ZtWr-r,V'21,V Zy,VaZr, ZrW'n,VhZ,,,
V#Zr, Zw, Zvj.

M2 : {XiaiZ2, XttZr, X:Zr, XoZz, Z2Yt , Z2Y, ZzYw, Z2W,V Z2,VoaoZ2,
VâZr,VrZr,Vr-tZz,hzW' , Z2W, Z2WB, Z2W'$, nZz\.
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Les règles du système sont définis de la manière suivante.
Règles de -R1 :

t25

,, ' ffilooil, si rz -+ u € P;

tr,if*rf,!,)"); rs,fi (i")

(here)

(here) .
(i") '

(here)

(in)

(i")

(here)

( i " )  '  * ' " '  X lz ,
( h e r e ) .  1 R . " l Y w
(i")  '  ^ 'v '  

Zt  lYiry
,  o. X, I B (here) .

xi I z' (i") '

t . ro '  { -=YlE-  . !0") , ,  t . t t ,  3 IY=Y.x'ti I z, (here)' z, I w

I . T 2

1 . 1 5

t . t 7

t .20

t.22

e I aoW (i")-Z'lW; 
(here)

V"-r I a (here)--V'-fT 
U")

;  1 . 1 3

;  1 .16

1.18

1.27

t . r4 :

1 . 1 9 :

(i")
( h e r e ) '

(here) .
\xn)

(here) .
(out) '

(here)
(out)

(here)
(^tt)

(here) .
(out) '

V ' l ^  ( he re ) .
Vn I Zr (i") 1

Règles de R2 :

(here)
(att)

a (here) .
v I z'' (i") '

a I w'; (i")

" I Wn (here) .-z'fw 
U") '

vbl  "  U")-VEIZL 
(here)'

E l  a  ( i " )-;Iz7 
@ut)'

e (àn)

2 .1

2.4

(here) .
(out) '

2.6

2 .9

2 .12

2.74

. l Y o  @ u t )  o r .  ^ l Y '  ( o u t )-ZIT- 
(here) '; 

z'ù -7;lT- 
(here)'

a l B Y '  ( o u t )  q n .  " l Y i 4 ,  @ u t )
z;TW- (here) 1 a'' ' -z;TW 

(here)'
V | " 

(here) . o .,n. Vo | "b 
(here) .

Voao I 22 (out) ' V{4 | Zz (out) '

u lW, - t  @" t )  , , t e , .  ^ lW '  ( ou t )
Zz I Wt (here) Z, I W (here)'

a l B w '  ( o u t )  o r E .  " l W $  
@ u t )

z;Tw; (here)' ''Lù ' -z;IW 
(here)' 2 . 1 6 :

Nous affirmons que r(II) : L(G).
Nous allons prouver cette affirmation de la manière suivante. Nous montrerons

comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,

Y'
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par conséquent, nous obtiendrons que Z(G) ç -L(n). Dans le même temps, nous
montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n'aboutissent pas à un mot
terminal, ce qui prouvera l'énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode <<faire-tourner-et-simuler>>, voir aussi
Ia section 4.I.2 et le théorème 4.3.1. Nous effectuons la rotation et la simulation des
règles de la grammaire par les règles 1.1 à 1.6 et 2.7 à 2.5. Lorsque nous avons B à la
fin du mot, nous substituons les parenthèses X et Y par V et W à I'aide des règles
1.7 à 1.11 et 2.6 à 2.8. Puis nous effectuons une étape de rotation, mais nous faisons
tourner Ie mot d'une lettre uniquement si cette lettre est une lettre terminale de la
grammaire. Les règles 1.12 à 1.16 et 2.9 à 2.1,3 permettent de réaliser ce procédé.

Quand on a à nouveau Ie symbole B en fin de mot, nous savons que le mot considéré
est terminal et qu'il est de la forme correcte. À cet instant, nous éliminons les
parenthèses V et W par les règles 2.14 à 2.L6 et 1.17 à 1.22. Nous observons que,
par construction, ces règles permettent d'envoyer à I'extérieur du système des mots
terminaux uniquement.

Nous observons aussi que les règles sont symétriques par rapport aux parenthèses
X,Y etV,W : les règles 1.2 à 1.11 et 2.1 à 2.8 sont ident iques aux règles I .L2 àI.27
et 2.9 à 2.16 si on effectue la transformation suivante : X -+ V,Y ) W, Xy -+ V6,
Yw -+ Ws et 0 -+ s - 1. Cette symétrie est due au fait que nous effectuons deux
fois des étapes similaires : la rotation et la fixation du résultat. La différence est
seulement dans le fait que la deuxième fois nous considérons uniquement des lettres
terminales pour la rotation.

Nous remarquons que ce procédé de répétition de la rotation a été proposé par
Gh. Pàun dans [43], mais le système obtenu possédait quatre membranes.

Notations

Nous observons que le site inférieur de chaque règle représente une molécule qui
est déjà présente dans la membrane correspondante. De même, un des résultats de la
recombinaison contiendra Z et ne pourra plus participer à la production du résultat.
Nous omettrons donc ces molécules et nous écrirons :

XwalY --l XuY(tar1) à" la place de-  
t . 2

(Xwla6Y, ZIY) tstz (XwY, Za{) ( tarçtar2).
Comme dans la section précédente les règles sont construites de telle sorte que

si une molécule ne s'accorde avec aucune règle, elle ne pourra jamais participer à
une recombinaison et ne contribuera donc pas au résultat. Nous écrivons u.' I si Ia
molécule u.r est dans une telle situation.

Nous observons aussi que, par construction, les règles de -R1 peuvent être utilisées
uniquement dans la première membrane, car elles contiennent au moins un indica-
teur de cible in, et les règles de -R2 sont utilisables dans la deuxième membrane
uniquement, car elles contiennent au moins un indicateur de cible out.

Rotation

Nous commençons avec XwapY dans la première membrane.
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XwapY --+ XuYxQ,n),

X wYç 
;1 

X.;a.;wYp(out).

Nous avons maintenant 4 cas :
a) Nous avons des molécules de la forme XsakwYi,i ) 0, dans la première

membrane. Dans ce cas :
XsakwY,i ---+ XtanwY(i") 1.

b) Nous avons des molécules de la forme X,;akwYs,i > 0, dans la première

membrane. À nouveau elles ne peuvent plus évoluer :
X;akwYs J.
c) Nous avons des molécules de la forme XiapwY,;, i,i > 0, dans la première

membrane. Nous avons le calcul suivant :
X i apwYi 

1! 
X fl nwYl-t(i,n),

X i apwYl_1 ; Xj -**.Yl-r@ut),
Xi -p*wY| -, i Xl -pnuYt(in),
X'i-pnwYr-r 1l 

X.i-rarwYl-1(out) ot Xiaaxwyo 
i 

Xl-pxwY'(out) t.

Nous avons décrémenté simultanément les indices de X et Y.

d) Nous avons des molécules de la forme XsakwYs, dans la première membrane.

Ceci nous donne :
X sakLDYs ---+ Xt a4wYs(i'n),-  

1 . 5

X' akwYs ----+ Xt apwY' (out),"  - 2 . 4

(*) X'apwYt ---+ Xa*wY'(in),

(**) XapwY'---+ XapwY(out) ot XapuYt 
; 

Xra,;apwYt(out)t.

Nous avons donc fait tourner le mot Xwa6Y d'une lettre. Il est possible d'appli-

quer les règles I.7 et2.6 dans les cas marqués par (*) et (**), mais ces applications

seront discutées plus tard.

Simulation des productions de la grammaire

Si nous avons un mot XuuY dans la première membrane et s'il existe une

production u -+ u € P, nous pouvons appliquer la règle L.1 qui produit XwuY,

c'est-à-dire qu'on a simulé la production correspondante de la grammaire.

Contrôle de la terminaison

Nous obtenons X'wYtdans la première membrane (cas (*)). À cet instant nous

pouvons utiliser les règles suivantes :
XtwYt 

1] 
XvBuYt(tn),

XyBuYt --+ XvBwt\t7(out) s\ w : wtB,

XyBwtYs ---+ XvBw'Ylr(here) ot XyBwtY14l

Xy ButYlry ---+ Xl B w'Y,fin Q,n),
Xty B wt Ylo, ---+ X Ç B wt Y,{/, (out),

1 XÇBw'Y,,y(in) l,
1 . 9
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XlBwtYl/, ---+ X$Bw'Yl/,(here) ou XlBu'Yll, ---+ XlBw'W(tn) 1,
X li B u' Ylln --+ XII B w' W (i,n),

Xtd Bwt W ---+ VBw/\M(out).

L'évolution deVButW sera examiné plus bas.
Autres évolutions possibles :
1. (cas (**)) XwYt ---+ XwtYw@ut) (w - *'B),

XwtY',y 
17 

XwtYin(here) J.
2. XyBwY' 

t? 
rrrwY(out),

XyBwtalY --+ XvBw'YQn) t o't XyBwY ---+ XÇwY(i,n) t.

Rotation des terminaux

Maintenant nous effectuons la rotation des lettres terminales de la grammaire
uniquement, c'est-à-dire nous contrôlons si u.,' € T*. Le calcul est très similaire à
la rotation générale, voir plus haut, et si on substitue X par V, Y par W et 0 par
s - 1, on obtient la même évolution.

Nous avons VwapW dans la première membrane.
VwapW ---+ VwWn(in),

VwWp 
z? 

V.i":*\Mç(out).

Nous avons maintenant 4 cas :
a) Nous avons des molécules de la forme Vs-1apwWi,i ) s - 1, dans la première
membrane. Dans ce cas :

Vs-lakwWi ---+ Vta*wW,i\") 1.
b) Nous avons des molécules de la forme VanwWs-t,'i ) s - 1, dans la première
membrane. À nouveau elles ne peuvent plus évoluer :

V6apuW'-11.
c) Nous avons des molécules de la forme ViapwW,i,, i,j ) s - 1, dans la première
membrane. Nous avons le calcul suivant :

ViapuWi 
;\a*uWlaQn),

ViapwW!_y 
; 

Vj_*xwW!_r(out) ,

Vl -pnwWl; r] 
vi -*pwWi-y(i,n),

V i - p xwW'i -r 11| Vi - r apwWl- 1 (ou t) ot V I aa nrWo ;i V i -a nwW' (out) J.
Nous avons décrémenté simultanément les indices de V et W.

d) Nous avons des molécules de la forme Vs-lapwWs-1, dans la première membrane.
Ceci nous donne :

Vs -1apwW s-r ;f 
V t apuW, -1(i,n),

V I apwW r-1 ---+ Vt a*wW' (out),

(l) V'apwW' ---+ Vakuwt(in),

(++) VapuW' 
;À 

Valw'W(ouf) ou VapwW' 
;]Va.ia*wWt(out) J.
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Nous avons donc fait tourner le mot VuapW d'une lettre. Il est possible d'ap-
pliquer les règles LIZ et 2.15 dans les cas marqués par (+) et (++), mais ces
applications seront discutées plus tard.

Obtention du résultat

Nous obtenonsV'wW'dans la première membrane (cas (+)). À cet instant nous
pouvons utiliser les règles suivantes :

VtwWt 
TT 

VnwWt(in),

VnwYt + Xvw'Wn(out) si'tr :'utB,

VBu'W6 
13 

VnwtWfi(here) ot VBw'WB 
73 

Vfiu'Wn\r) 1,

VButWfi 
73V$wtW'uQn),

V[w'W'B ;Vfrutw$(out),
V[wt W fi 3 Vfiwt w ti(her e) or V[wt W $ ; V[wt (in) 1,
V[w'W'] 

;V[u'(i,n),
VËr' 

;i 
Ewt(out),

Ur'TÀwt(out).

Dans ce cas, le mot u' qui est terminal est envoyé à I'extérieur et il fera partie
du résultat du calcul.

Autres évolutions possibles :
1. (cas (++)) VuWt 

2fiVw'Wt(out) 
(w -. 'B),

VwtWB 
;VwtW'n(here) t.

2. VBwWt 
;VeuW(out),

VBu'aoW ---+ Vnw'WoU") 1 o'n VBwW 
13 

VfiwW (i") 1.

Il est facile de voir qu'en suivant le calcul ci-dessus nous obtenons tous les mots
de I(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que le
système ne produit pas d'autres mots.

tr

9.3 Systèmes à membranes avec recombinaison et com-
munication immédiate

Dans cette section nous considérons les systèmes à membranes avec recombi-

naison et communication immédiate qui différent des systèmes introduits dans Ia

section 9.L par le fait que le résultat de chaque recombinaison doit partir de la

membrane dans laquelle il a été produit. PIus précisément, on peut voir un système

à membranes avec recombinaison et communication immédiate comme un système

à membranes avec recombinaison dont les règles ne possèdent pas d'indicateur de

cible here et, dans le même temps, chaque règle de recombinaison apparaît avec les

quatre combinaisons possibles des indicateurs de cible in, et out.
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Nous notons par ELSP*(spl,moue) la famille des langages produits par les
systèmes à membranes avec recombinaison et communication immédiate de degré au
plus rn. Comme dans la section précédente nous n'indiquons pas le type du système
considéré, car nous pouvons éviter les problèmes qui nous ont obligé à examiner
différentes variantes.

Si on a une seule membrane, à chaque étape du calcul nous envoyons les mêmes
molécules à I'extérieur lesquelles sont effectivement le résultat de la recombinaison
des axiomes. Par conséquent, on a le résultat suivant :

Théorème 9.3.1. ElSPl@pl,moue) :  FIN.

Deux membranes suffisent déjà pour avoir une grande puissance de calcul.

Théorème 9.3,2, Soit G: (N,T,S,P) une granxnxaire arb'itraire. Il eriste un
système à, membranes auec recombina'ison et commun'ication i,mmédiate de degré 2,
fl, qui, s'imule G et pour lequel -t(II) : L(G).

D émonstrat'ion. P osons fI : (V, T, ltlz lzlr, M u M2, Ry, R2)) .
S o i e n t  N U T U { B i :  { a r , a 2 t . . . , a , }  ( a n : B )  e t  B  ç { N U T } .
Dans ce qui suit nous supposons que :

1  <  i  <  n , 0  1 j < n - 1 ,  1  (  k (  n ,  a €  N U " U { B } .
L'alphabet V est défini par :

V :  N  U T U  { B }  U  { X , Y , X i , Y , X o , Y o , X j , Y l , X ' , Y ' , Z , Z y , Z y } .
L'alphabet terminal ? est celui de la grammaire formelle G.
Les axiomes sont définis par :
Mr : {X S BY} U {ZuYi I u -+ uai € P} U {ZYi, ZYs, ZYj', X' Z, X Z, Z y}.

M2 : {XiaiZ, XlZ, XiZ, ZYt, ZY, Zy}.
Les règles du système sont définis de la manière suivante.
Règles de .R1 :

si 3z -+ uai € P; r . \ t  :

e  l a l Y

Règles de R2:

Xiai

11 .  €  luYz luY
s i l u -+e€P ;

2.7

a lYç

xp  la

Nous affirmons que r(II) : L(C).
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Nous allons prouver cette affirmation de la manière suivante. Nous montrerons

comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,

par conséquent, nous obtiendrons que I(G) C ll(fl). Dans le même temps, nous

montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n'aboutissent pas à un mot

terminal, ce qui prouvera I'énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode <<faire-tourner-et-simuler>>, voir aussi

la section 4.I.2 et le théorème 4.3.L. Nous commençons avec le mot Xwa'iY dans la

première membrane. Après l'application de la règle 1.2, le mot XwY est envoyé dans

la deuxième membrane. Puis la règle 2.1- est appliquée et la première membrane reçoit

Ies mots XiaiwY; (1 < j < 
"r). 

À partir de cet instant, le système II fait décroître

les indices i et j simultanément. Les mots pour lesquels j * i sont éliminés et seuls

Ies mots Xsaiu)Yg restent. Puis, nous obtenons le mot XaiuY, nous avons donc fait

tourner le mot XwarY d'une lettre. Si a6a.' : aiw'B et a;wt€ ?*, ce dernier mot

faisant partie du résultat est aussi produit et envoyé à I'extérieur du système.

Nous allons souligner certaines des similitudes entre le système construit et les

systèmes distribués à changement de phase, en particulier le système Dç présenté

au théorème 4.3.1.
- Les membranes peuvent être considêrés comme composants.
- Seul le résultat de la recombinaison participe au calcul dans le composant

suivant, respectivement dans la membrane suivante.
- Si un mot ne possède pas de molécule complémentaire par rapport à une règle,

il est éliminé. Dans le cas du système fI ce mot ne pourra jamais participer à

, une recombinaison et, par conséquent, ne pourra pas contribuer au résultat.

Pour obtenir le troisième point nous avons construit les règles d'une manière

particulière : Ie site inférieur de chaque règle représente une molécule qui est déjà

présente dans la membrane correspondante. Par conséquent, si une molécule ne

s'accorde avec âucune règle, elle ne pourra jamais participer à une recombinaison

et ne contribuera donc pas au résultat. Nous écrivons u f si la molêcule tr.r est dans

une telle situation.
Il y a cependant des différences entre le système que nous venons de construire

et le système Dç :
- Si une molécule possède une molécule complémentaire par rapport à une règle,

cette molécule restera pour toujours dans la membrane correspondante et par-

ticipera à chaque étape à une recombinaison.

Comme nous simulons une grammaire, à chaque étape nous avons plusieurs molé-

cules qui codent des branches différentes de la simulation et qui évoluent en parallèle.

C'est pourquoi notre système est construit d'une manière qui permet de gérer ce pa-

rallélisme. Par conséquent, les différences ci-dessus ne sont pas importantes pour

notre démonstration.
La démonstration est donc très similaire à la dêmonstration du théorème 4.3.1

et le calcul du système fI suit de près le calcul fait par le système D6r.

En vue des mêmes arguments que ceux utilisés pendant la démonstration du

théorème 9.2.2, nous écrivons :

Xua,iY --+ XwY à la place de'  
t . 2
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(Xwla6Y,  Z IV)  - . t . z  (XwY,  Zag) .
Nous remarquons que la molécule résultante est envoyée immédiatement hors de

la membrane dans laquelle elle a été produite. À chaque étape elle change donc de
membrane. Par conséquent, il n'est pas nécessaire d'indiquer la membrane courante,
car l'indication du numéro de la règle suffit pour lever toutes les ambiguïtés.

Rotation

Nous commençons avec XuapY dans la première membrane.
XwapY 

1! 
XwYn,

XuYp 
1] 

X;a;wYt.

Nous avons maintenant 4 cas :
a) Nous avons des molécules de la forme XsakwYi,i ) 0, dans la première

membrane. Dans ce cas :
XsakwYi ---+ XtanwYl.

b) Nous avons des molécules de la forme X,;akwYs,i > 0, dans la première
membrane. Comme dans le cas précédant elles ne peuvent plus évoluer :

X,;akwYs l.
c) Nous avons des molécules de la forme XiapwYi, i,j > 0, dans Ia première

membrane. Nous avons le calcul suivant ;
XiapwY6; XianwYla,

X i apuY6t_1 
; 

Xj _*x.4'_r,

Xi -*xuYi; 1] 
X'i -rahuY-t,

X'i-g*uYt; 
;! 

X;-raçwYi-l, otr

XJ-pxwYo 
; 

X'1taxr,)Y' I (Xj-pNuYo 
; 

Xj-*nu 1).
Nous avons décrémenté simultanément les indices de X et Y.
d) Nous avons des molécules de la forme XsakwYs, dans la première membrane.

Ceci nous donne :
XsaklnYs --+ XtapwYs,"  1 . 5
(*) XtahwYs + X'akwY',

(**) Xtapw"' 
TÈ 

XapwYt,

XaywYt---+ XaçwY or XapwYt ---+ X&,ianwY'1.

Nous avons donc fait tourner le mot XuapY d'une lettre. Il est possible d'appli-
quer les règles 2.6 et 1.7 dans les cas marqués par (t) et (**), mais ces applications
seront discutées plus tard.

Simulation des productions de la grammaire

Si nous avons Ie mot XwuY dans la première membrane et si la règle z -+ r.r
existe dans P, nous pouvons appliquer Ia règle 1.1 ou 1.1/ pour simuler la production
correspondante de la grammaire et puis nous continuons comme décrit plus haut.
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Obtention du résultat

Nous obtenons Xta1,uY6 dans la deuxième membrane (cas (*)).À cet instant

nous pouvons utiliser les règles suivantes :

Xtakw'BYs --+ Xtapw' (. : , 'B),' "  "  2.6
X'a*w' ---+ aput."  t .7
Dans ce cas si aput € 7*, il fera partie du résultat.

Nous pouvons aussi appliquer la règle 1.6 :

Xtapw' ---+ Xapwt,' -  
1 .6

Xa;w' -+ Xiaiapw't .' -  
2 .1

Autres évolutions possibles :

Nous avons le mot X'apwYtdans Ia première membrane (cas (**)).
X'apwY' 

17f 
anuY',

apwYt --_} agwY,"  2.5
akwtaiY )  aputYi l .

r .2
Il est facile de voir qu'en suivant le calcul ci-dessus nous obtenons tous les mots

de I(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que le

système ne produit pas d'autres mots. De plus, le calcul suit de près les calculs des

systèmes présentés aux théorèmes 4.3.1, et 9'2.2.
!

9.4 Conclusions

Dans cette section nous réunissons certains traits communs des systèmes cons-

truits précédemment dans ce chapitre.
Nous observons que tous les systèmes de ce chapitre éliminent les molécules non-

désirées par deux procédés. Le premier procédé consiste à envoyer ces molécules à

I'extérieur du système, tandis que le deuxième les garde dans les membranes d'une

manière qui ne permet pas leur utilisation par la suite. Pour atteindre ce but, Ies

règles sont faites d'une manière particulière et si une molécule ne s'accorde avec au-

cune règle, elle ne pourra jamais participer à une recombinaison et, par conséquent,

elle ne pourra jamais contribuer au résultat. Ces éliminations que nous appelons

externes et respectivement, internes, jouent un rôle important pendant le calcul.

Nous remarquons aussi que les systèmes présentés dans ce chapitre possèdent des

liens forts avec les systèmes distribués à changement de phase. En effet, le calcul dans

les systèmes à membranes avec recombinaison de ce chapitre, modulo I'élimination

interne, suit de près le calcul dans les systèmes distribués à changement de phase

correspondants.
Finalement, Ia méthode des molécules assistantes est applicable pour les systèmes

qui permettent une élimination externe puissante, plus précisément les systèmes à

membranes avec recombinaison de type I,2b et 2c.
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Conclusions

Da,ns ce travail nous avons étudié des systèmes de Head et leur extensions ou,
plus généralement, des divers systèmes fondés sur I'opération de la recombinaison.
Nous avons vu que cette opération est très puissante et seulement des petits ajouts
sont nécessaires pour obtenir la puissance d'expression d'une machine de Tirring.
Ceci n'est pas étonnant, car I'opération de la recombinaison prêsente des éléments
dépendants du contexte et la dépendance du contexte dans la théorie des langages
formels est presque I'universalité.

Nous avons vu que, sans ajouter d'autres ingrédients, l'opération de la recombi-
naison permet de produire des langages rationnels uniquement. Nous avons étudié
pour la première fois Ia relation entre la recombinaison simple et la recombinaison

double et nous avons montré que la famille des langages de recombinaison double

est strictement incluse dans la famille des langages de recombinaison simple. Nous

avons trouvé aussi des exemples non-triviaux de langages rationnels qui ne peuvent

pas être des langages de recombinaison.

Puis nous avons étudié les systèmes distribués à changement de phase qui sont

à la fois simples et puissants. Nous avons montré que ces systèmes ont une grande
puissance d'expression avec deux composants et même avec un seul composant. Nous

avons aussi montré à I'aide d'un logiciel que nous avons créé auparavant que certains

articles sur les systèmes distribués à changement de phase possèdent des erreurs et

nous avons montré comment il est possible de les corriger.

Le point central de cette thèse, la méthode des molécules assistantes, nous a per-

mis d'uniformiser les démonstrations de plusieurs résultats en les rendant beaucoup
plus simples. Les systèmes distribués à changement de phase, les systèmes distribués

à changement de phase étendus, les systèmes de tubes à essai avec filtres alternants,

les systèmes de tubes à essai modifiés et même les systèmes à membranes avec re-

combinaison ont constitué le champ d'application de cette méthode que nous avons
introduite. En généralisant, nous pouvons dire que I'opération de la recombinaison
en combinaison avec l'élimination de molécules dans le sens décrit à la fin du cha-
pitre 6, suffisent pour atteindre la puissance d'expression d'une machine de T[rring.

De cette manière, nous récapitulons certaines réflexions sur Ia recombinaison faites
par différents auteurs.

De même, I'opération de la recombinaison en combinaison avec les membranes
donne un outil très puissant et il n'est pas étonnant qu'on arrive facilement à obtenir
une grande puissance d'expression.
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Ce travail laisse plusieurs problèmes ouverts. D'abord, nous avons fait un petit
apport à la résolution du problème de la caractérisation des langages de recombi-
naison. Comme le montre notre travail, il faut considérer désormais deux cas : les
langages de recombinaison simple et les langages de recombinaison double.

Nous avons aussi montré que les systèmes distribués à changement de phase sont
de bons candidats pour une < machine de Ttrring >> dans le domaine des calculs molé-
culaires. Comme nous I'avons vu, plusieurs systèmes présentent des similitudes avec
les systèmes distribués à changement de phase ou peuvent même se réduire à ceux-
ci. Nous croyons que des études dans cette direction pourront apporter beaucoup
de résultats intéressants. C'est pourquoi nous avons aussi présenté au chapitre 4 un
système distribué à changement de phase universel qui a une description très com-
pacte. Nous continuerons des recherches dans cette direction afin de trouver, d'une
manière semblable à ce qui a été fait pour les machines de Thring, des systèmes qui

seront de plus en plus petits. Nous croyons que la recherche des systèmes minimaux
en combinaison avec la structure et le fonctionnement simple des systèmes distribués
à changement de phase peuvent apporter des résultats intéressants.

Une autre direction de recherche consiste dans l'étude et le développement de
la méthode des molécules assistantes. Comme c'est une méthode très générique,
nous croyons qu'elle pourra avoir beaucoup d'applications pour différents systèmes
fondês sur la recombinaison, mais aussi pour d'autres types d'opérations rù-aires, avec
n ) 2. Par exemple, comme nous avons clos le chapitre des systèmes à membranes
avec recombinaison en présentant des résultats définitifs, nous espérons appliquer Ia
méthode des molécules assistantes à d'autres types de systèmes à membranes qui ne
sont pas fondés sur la recombinaison.

Nous nous sommes aussi rapproché de la résolution du problème de la puissance

d'expression des systèmes de tubes à essai avec deux tubes. Les variantes que nous
avons proposé différent de moins en moins de la définition originelle, c'est pourquoi

nous espérons que le travail que nous avons fait apportera de la lumière sur ce
problème ouvert. Ces variantes présentent aussi des propriétés intéressantes comme
les poubelles fixes et mobiles dont l'étude n'est pas encore terminée.

Pour conclure, nous voulons ajouter que l'étude des systèmes d'inspiration biolo-
gique est très fascinante et elle peut apporter des gains colossaux. C'est peut-être le
moment d'apprendre des nouvelles choses et en reformulant Wordsworth, [57], < que

la nature soit notre professeur >>.
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Résumé

Ce travail se situe au coeur d'un domaine récent : les calculs (bio)moléculaires

qui se place à la rencontre de la biologie et de l'informatique. La recherche dans ce

domaine porte sur des modèles de calcul ayant une inspiration biologique.

Les systèmes de Head, fondés sur l'opêration de la recombinaison, ainsi que leurs

extensions représentent des modèles de calcul parmi les plus importants du domaine.

Nous nous sommes concentrés sur l'étude de différentes extensions des systèmes

de Head en présentant souvent des rêsultats d'universalité optimaux par rapport aux

paramètres principaux de ces systèmes ce qui a permis d'établir plusieurs frontières

entre Ia décidabilité et l'indécidabilité pour ces extensions. De plus, nous avons

trouvé certains traits communs de ces systèmes et nous avons conçu une méthode

générique permettant de démontrer facilement des équivalences avec des modèles de

calcul classiques.
Nous avons aussi considéré les systèmes à membranes qui sont inspirés par la

structure et le fonctionnement de la cellule vivante. Nous nous sommes particulià

rement intéressés à Ia combinaison de ces modèles et les systèmes de Head : les

systèmes à membranes avec recombinaison et nous avons résolu une série des pro-

blèmes ouverts pour ces systèmes.
Ce travail manipule des notions fonda,rnentales de la théorie de la calculabilité

et du calcul moléculaire et donne des solutions à certains problèmes importa,nts de

ce dernier domaine en posant dans'le même temps plusieurs questions intêressantes'

Abstract

This work is situated in the heart of a recent domain : (bio)molecular compu-

ting, which is a domain where biology and computer science meet. This domain

investigates models of computing having biological inspiration.

Head splicing systems, based on the splicing operation, as well as their extensions

are one of the most important models of computing in this domain.

\il'e concentrated on the study of different extensions of Head systems by showing

often optimal universality results with respect to main pa,rameters of these systems

what permitted us to establish several frontiers between decidability and undeci-

dability for these extensions. Moreover, we found several common features of these

systems and we desigrred a generic method that permits to prove easily equivalences

with classical models of computing.
We also considered membrane systems that are inspired by the structure and

the firnctioniag of a living cell. \Me were particula,rly interested in the combination

of these models and Head systems : splicing membrane systems a,nd we solved a

number of open problems for these systems.
This work manipulates fuBdamental notions of the theory of computing and of

the molecular computing. It gives solutions to certain important open problems of

the last domain and it poses at the sa,ûIe time several interesting quætions.




