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Introduction

Tout est nombre. En reprenant cette ancienne idée pythagoricienne et en la
recombinant avec le fait qu’un nombre est le résultat d’un calcul, nous pouvons re-
formuler la phrase ci-dessus en disant que tout est calcul. Nous pouvons retrouver
des exemples de calcul dans de nombreux domaines, mais ’exemple le plus fascinant
est celui de la vie. Il n’est pas facile de donner une définition exacte a ce phénoméne
complexe, mais & 'heure actuelle on suppose que 'ingrédient le plus important de
la vie est ’acide désoxyribonucléique, ’ADN, qui est parfois remplacé par l'acide
ribonucléique, ou ARN. En effet, tous les étres vivants que I'on connait possédent
cette molécule et la nature utilise des opérations simples de type copier, coller, in-
sérer, effacer etc. pour la manipuler. On voit que l'on a besoin seulement de petites
briques, ’ADN, et de régles simples pour exprimer certains aspects structuraux des
étres vivants et peut-étre méme la diversité de la nature. On peut remarquer un pa-
ralléle avec la théorie de la calculabilité, ot on utilise aussi des éléments trés simples
pour construire des fonctions qui calculent des choses complexes. Cette analogie nous
conduit & la réflexion que la nature calcule, mais peut-étre d'une maniére différente
que nous ne comprenons pas encore complétement. Du chaos & la matiére inorga-
nique, de la matiére morte & la matiére vivante, de l'inconscient & l'intelligence,
peut-étre toute 1’évolution de 'univers est-elle une histoire de calculs qui deviennent
de plus en plus compliqués. Tout cela parait une spéculation métaphysique, mais,
qui sait, peut-étre notre conception actuelle des calculs est-elle liée & I’évolution de
I’humanité, comme 'utilisation de la base dix pour compter est liée au fait que I'on
a dix doigts. De méme que les hommes ont commencé a utiliser d’autres bases pour
compter, il est peut-étre temps de trouver de nouvelles conceptions du calcul qui
seront différentes de celles utilisées auparavant.

Un premier pas a été fait par L. Adleman en 1994 qui a montré pour la pre-
miére fois comment il est possible d’utiliser ces nouvelles opérations et structures
de données pour résoudre des problémes concrets. Son expérience montre comment
résoudre une instance du probléme d’un chemin hamiltonien dans un graphe & l’aide
de moyens biologiques uniquement. C’est incroyable, mais en utilisant des molécules
d’ADN, des enzymes et d’autres substances chimiques et en manipulant des éprou-
vettes, il est possible de trouver une solution & un probléme mathématique concret.
L’expérience d’Adleman, publiée dans « Science », voir [1], a stimulé P’étude des
nouveaux modéles de calcul fondés sur la biologie en provoquant une explosion d’ar-
ticles liés & ce sujet. Divers aspects des mécanismes biologiques ont été étudiés d’un
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2 INTRODUCTION

point de vue de la calculabilité et les résultats sont trés prometteurs, car les mo-
déles obtenus permettent, bien siir théoriquement, de dépasser la puissance de calcul
des ordinateurs existants. La structure compacte des données, le parallélisme massif
et la consommation modeste d’énergie, sont les atouts importants qui affirment la
supériorité, au moins théorique, d’un ordinateur fondé sur des principes biologiques.

Nous remarquons que 1’étude théorique des systémes biologiques d’un point de
vue de la calculabilité a commencé bien avant 1994. En effet, déja en 1987, T. Head
dans son article « Formal Language Theory and DNA : an Analysis of the Generative
Capacity of Specific Recombinant Behaviors », [12], a montré des connexions entre
la biologie moléculaire et la théorie des langages formels. Sa vision pionniére de la
recombinaison moléculaire lui a permis d’apercevoir, longtemps avant l’expérience
d’Adleman, 'importance et le potentiel énorme des calculs fondés sur des principes
biologiques. Les systémes qu’il a introduits et que nous appelons aujourd’hui des
systémes de Head, fondés sur 'opération de la recombinaison, représentent, méme
a présent, une branche importante du domaine. L’idée de Head était trés simple :
on remplace des molécules d’ADN par des mots et des enzymes par des régles de
recombinaison. Puis, en mélangeant tout dans un tube & essai, on laisse le systéme
évoluer. Mais, malgré ces travaux, nous pouvons dire que la naissance du domaine
des calculs (bio)-moléculaires date de ’expérience d’Adleman qui a montré que les
choses considérées auparavant comme fantastiques deviennent désormais réalisables.

Quels sont les buts dans ce domaine ? Bien str, le but le plus important est de
construire un ordinateur fondé sur des principes biologiques. Mais, & présent, il est
encore difficile de conjecturer quand nous pourrons travailler sur des ordinateurs de
ce type. Un autre but qui est aussi trés important, est de comprendre comment la
nature calcule et de trouver peut-étre de nouveaux paradigmes de calcul qui pourront
étre implantés, méme sur des supports ordinaires. De méme que 1’étude du cerveau
a permis de concevoir les réseaux neuronaux et I’étude de I’évolution a débouché
sur la création des algorithmes génétiques, nous espérons apprendre de la nature de
nouvelles méthodes de calcul que nous pourrions utiliser ensuite.

L’ADN n’est pas la seule source d’inspiration pour trouver de nouveaux para-
digmes de calcul. Nous pouvons changer d’optique et nous placer au niveau cellulaire.
En effet, la cellule vivante est une machine étonnante que la nature perfectionne de
plus en plus. Tout est présent ici : la communication avec ’environnement, la recon-
naissance des signaux, la recherche dans la base de données de ’ADN, la réaction,
la production et la consommation d’énergie... En bref, la compréhension du com-
portement de la cellule est peut-étre la clef qui nous permettra de comprendre les
secrets de la vie. Mais, si on peut imaginer des calculs avec ’ADN, on peut aussi
imaginer des calculs avec des cellules. Dans ce cas 1'aspect structurel devient de plus
en plus important, car la cellule peut &tre vue comme un ensemble de membranes
imbriquées les unes dans les autres. Le premier modéle de calcul fondé sur la struc-
ture de la cellule et sur les processus cellulaires a été proposé en 1998 par Gh. Paun
qui est considéré comme pére de ce domaine : le calcul & membranes. Depuis, plus
d’une centaine de variantes ont été proposées et leur nombre croit constamment. Vu
le niveau technologique actuel, il n’y a pas encore d’implantation pratique in vivo
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ou ¢n vitro, mais comme nous I’avons dit auparavant, une des raisons pour lesquelles
on étudie les modeles issus de la biologie est de trouver de nouvelles possibilités de
calcul différentes de celles que nous avons utilisées jusqu’a présent.

D’une part, la théorie des langages formels est fondée sur 'opération de la ré-
écriture. D’autre part, la nature utilise des opérations différentes du genre copier
et coller, ainsi que des structures de données différentes. C’est pourquoi il est trés
important de pouvoir reconstruire les anciens paradigmes de calcul dans ce nouvel
environnement. Méme si ce n’est pas trés important pour une réalisation pratique,
cette reconstruction est cruciale pour des applications informatiques.

Nous nous arrétons ici pour les spéculations métaphysiques et nous renvoyons
a larticle [16] qui contient une introduction excellente dans le domaine, ainsi que
beaucoup de réflexions philosophiques dont nous n’avons présenté ici qu’une petite
partie. De méme, les ouvrages [44] et [43] contiennent une présentation trés détaillée
des motivations et des attentes concernant le domaine des calculs moléculaires, du
calcul & membranes et du calcul naturel en général.

La présente thése essaie de répondre a certaines questions ci-dessus. Nous nous
concentrons sur ’étude de certains modéles de calculs moléculaires et de calcul &
membranes pour montrer leur équivalence avec des modeéles classiques comme les
grammaires formelles et les machines de Turing. Nous faisons méme un pas en avant
en montrant d’une maniére directe, sans passer par les systémes classiques, I’équiva-
lence de certains modéles considérés. Finalement, nous avons congu une méthode qui
permet de simplifier la démonstration de ces équivalences, ainsi que la construction
de systémes spécifiques répondant & certains besoins. Nous remarquons que tous les
modeéles que nous considérons ont un trait commun : ils sont fondés sur ’opération
de la recombinaison. Nous pouvons donc dire qu’on effectue une étude approfon-
die de cette opération qui, en effet, est trés puissante par elle-méme et, comme le
montrent les nombreux exemples de ce travail, quelques petits ajouts suffisent pour
qu’elle devienne aussi puissante que la réécriture.

Nous remarquons aussi que notre travail est purement théorique et que nous
considérons ’aspect mathématique des calculs moléculaires et non pas ’aspect bio-
logique.

Nous allons décrire maintenant le contenu de la thése chapitre par chapitre.

Chapitre 1

Dans ce chapitre nous présentons briévement certaines définitions de la théorie
des langages formels pour fixer les notations que nous utilisons ensuite.

Chapitre 2

Nous introduisons d’une maniére informelle les systémes dont nous parlerons au
cours de ce travail et nous donnons 1’état de ’art.
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Chapitre 3

Dans ce chapitre nous introduisons les notions centrales de notre these : 'opé-
ration de la recombinaison et les systémes de Head. Nous considérons les deux défi-
nitions possibles de la recombinaison : la recombinaison simple et la recombinaison
double et nous étudierons pour la premiére fois la relation entre les classes de lan-
gages fondés sur la recombinaison simple et sur la recombinaison double. Nous mon-
trons qu’entre ces deux familles il existe une relation d’inclusion stricte. De méme,
dans ce chapitre nous présentons de nombreux exemples de systémes de Head, ainsi
que des langages rationnels qui ne peuvent pas étre des langages de recombinaison.

Chapitre 4

Dans ce chapitre nous introduisons une extension des systémes de Head : les
systémes de Head étendus et nous présentons la méthode « faire-tourner-et-simuler »
qui est souvent utilisée pour démontrer une équivalence avec une grammaire formelle.
De méme, nous introduisons les systémes distribués a changement de phase qui sont
un modéle de calcul 4 la fois simple et puissant. Nous remarquons que la simplicité de
la structure de ces systémes permet de nombreuses utilisations, ce que nous avons
souvent fait ensuite. Nous montrons qu’avec deux composants il est possible de
produire tous les langages récursivement énumérables et qu’avec un seul composant
il est possible de simuler le comportement d’une famille de systémes de Post qui
contient des systémes universels. Nous remarquons que ce dernier systéme posséde
une description trés compacte. Dans le méme chapitre nous présentons des résultats
obtenus & ’aide d’un logiciel de simulation des systémes distribués & changement
de phase & l'ordinateur, nommé TVDHsim. En effet, ce logiciel a permis de trouver
des inexactitudes dans certains articles sur les systémes distribués & changement
de phase et nous présentons les systémes correspondants tout en proposant des
modifications pour leur redonner un comportement correct dans les cas ou c’était
possible. Nous ajoutons que ce méme logiciel nous a permis d’acquérir une grande
expérience de construction des systémes fondés sur la recombinaison en soulignant
des piéges cachés dans lesquelles plusieurs auteurs sont tombés auparavant. Nous
remarquons enfin que tous les systémes distribués & changement de phase présents
dans ce travail ont été contrélés a 1’aide de ce logiciel.

Chapitre 5

Le chapitre 5 introduit une extension des systémes distribués & changement de
phase : les systémes distribués & changement de phase étendus qui possédent un
comportement plus complexe. Nous montrons que trois composants sont suffisants
pour produire tous les langages récursivement énumeérables.

Chapitre 6

Le chapitre 6 contient une analyse des techniques de démonstration utilisées au
cours des deux chapitres précédents. Cette analyse débouche sur une nouvelle mé-
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thode, la méthode des molécules assistantes, qui permet, d’une maniére inattendue,
de diminuer la complexité des systémes correspondants en montrant qu’ils possédent
un contrdle additionnel que nous avons mis en évidence. En utilisant ce contrdle in-
trinséque nous pouvons diminuer facilement le nombre de composants nécessaires
pour obtenir la puissance d’expression d’une machine de Turing. Ainsi, nous arrivons
aux limites de ces systémes en montrant pour eux la frontiére entre la décidabilité
et I'indécidabilité. A la fin de ce chapitre nous proposons une généralisation de la
méthode des molécules assistantes que nous allons utiliser ensuite aux chapitres 7
et 8.

Chapitre 7

Dans ce chapitre nous considérons une autre extension des systémes de Head :
les systémes de tubes & essai. Nous montrons que le probléme ouvert de la puissance
d’expression des systémes de tubes & essai avec deux tubes a stimulé ’apparition de
nombreuses variantes de ces systémes. Nous introduisons ici une nouvelle variante :
les systémes de tubes & essai avec filtres alternants et nous montrons que dans ce
cas deux tubes suffisent pour produire tous les langages récursivement énumérables.
De plus, nous pouvons placer les régles du systéme de fagon & ne pas avoir de régle
dans le deuxiéme tube qui est utilisé uniquement comme une poubelle. En outre, ces
systémes permettent de montrer que les systémes de Head sont déja assez puissants
et il suffit d’y apporter de petites modifications pour passer de la rationalité a
l'universalité. La méthode des molécules assistantes joue un réle important dans ce
chapitre et la plupart des démonstrations I'utilisent pleinement.

Chapitre 8

Ce chapitre comporte une autre variante des systémes de tubes & essai : les
systémes de tubes & essai modifiés. Un petit détail différencie ces systémes, mais il
est suffisant pour atteindre la puissance d’expression d’une machine de Turing avec
deux tubes uniquement. Nous remarquons que ce résultat est trés difficile & obtenir
sans utiliser la méthode des molécules assistantes, car le systéme correspondant
posséde un comportement extrémement complexe. De méme, le concept de poubelle
mobile, quand les molécules indésirables évitent les régles qui peuvent leur étre
appliquées, nécessite une bonne synchronisation entre différentes parties du calcul.

Chapitre 9

Dans ce chapitre nous nous concentrons sur les systémes & membranes, en parti-
culier sur les variantes qui utilisent I’opération de la recombinaison. Nous montrons
que la définition originale des systémes a membranes avec recombinaison posséde
des lacunes et nous proposons plusieurs solutions. Nous montrons aussi que la puis-
sance d’expression de ces systémes ayant une seule membrane dépend de la solution
choisie. Dans le méme chapitre, nous considérons d’autres variantes des systémes a
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membranes fondés sur la recombinaison : les systémes & membranes avec recombinai-
son non-étendus et les systémes & membranes avec recombinaison et communication
immeédiate et nous montrons comment il est possible de diminuer leur paramétre
de complexité principal : le nombre des membranes. Nous présentons une solution
définitive, car nous montrons une frontiére entre la décidabilité et I'indécidabilité
pour ces systémes. Nous montrons aussi que la méthode des molécules assistantes
est applicable dans ce nouvel environnement.

Finalement, nous présentons quelques conclusions et quelques problémes ou-
verts.



Chapitre 1
Prérequis

Dans ce chapitre nous fixons les notations que nous allons utiliser par la suite.
Pour plus de détails concernant la théorie des langages formels voir [15] et [47].

1.1 Mots et langages

Nous notons N P’ensemble des entiers naturels {0,1,2,...} et N+ ’ensemble des
entiers strictement positifs {1,2,...}. Nous notons aussi § 'ensemble vide et P(X)
’ensemble de tous les sous-ensembles de X. Le nombre d’éléments d’un ensemble X
est noté Card(X).

Un alphabet est un ensemble fini et non-vide de symboles. Un mot sur un alphabet
V est une concaténation de symboles, dits aussi lettres, de V. La concaténation vide
est appelé le mot vide et elle est notée . L’ensemble de tous les mots sur V est noté
V*. L’ensemble de tous les mots sur un alphabet V| excepté le mot vide, est noté
V+. Tout sous-ensemble de V* est appelé langage sur I’alphabet V.

Si £ = 119 avec z1,29 € V*, on dit que le mot 1 est un préfire de = et que le
mot 5 est un suffize de x. Si z = z1z223 avec z1, 2,23 € V¥, T2 est appelé facteur
de z. L’ensemble des préfixes, suffixes et facteurs d'un mot z est noté Pref (z),
Suf(x) et Fact(z), respectivement.

La longueur du mot £ € V* est le nombre de symboles qui apparaissent dans z
et elle est notée |z|. Le nombre des occurrences d’un symbole a € V dans z € V* est
noté |z|,. Si £ € V* et U C V, on note ||y le nombre d’occurrences des symboles
de U dans z.

On note les opérations booléennes sur les langages d’une maniére habituelle :
I'intersection est notée N, I'union U ou + et la différence \.

La concaténation de deux langages Ly et Ly est définie par :

LiLy = {zy:z € L1,y € Lo}
On définit l'itération de la concaténation de la maniére suivante :

7
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L= {e}
Li+1 = LL17 1 > Oa

oo
L*=|JL' (la cloture de Kleene).
=0

On dit qu’une famille de langages F est fermée par rapport & une opération
n-aire g si le résultat de I’application de g aux langages L1,..., L, appartenant 3 F
appartient aussi & F : g(Ly,...,L,) € F.

1.2 Grammaires formelles

Une grammaire formelle est un quadruplet G = (N, T, S, P), ou N et T sont
deux alphabets disjoints, S € N, 'axiome, et ot P est un ensemble fini des régles
de la forme u — v, u,v € (N UT)* avec |u|x > 0. L’alphabet N, respectivement T
est appelé I'alphabet non-terminal, respectivement terminal, de G. Les régles de P
sont appelées aussi des productions.

Pour z,y € (N UT)* on écrit :

z ? y si
T = T1UT2, Y = T1VT2 avec T1,Z2 € (NUT)* et s’il existe une production u — v € P.

Dans ce cas on dit que z produit directement y. Nous pouvons omettre G si
le contexte le permet. Nous notons = la cloture réflexive et transitive de =. Nous
écrivons =k$ y s'il existe des mots wy, ..., wy tels que w; = w;y1,7 > 0 et wg = z et
wy, = y. Nous écrivons z Iz.}y, ou P’ est un sous-ensemble de P, si pour obtenir y 3

partir de z nous utilisons des productions faisant partie de P’ uniquement.
Chaque mot w € (NUT)* dérivé a partir de l’axiome de la grammaire G : S =;> w

est appelé forme syntazique de G.
Le langage produit par G, L(G), est défini par :

LG)={weT: 83w}
Selon la forme de leur régles les grammaires formelles peuvent étre de différents
types.
— Grammaires arbitraires (de type 0) :
Les productions sont de la forme u — v, ot u,v € (NUT)* et |u|y > 0.
— Grammaires contextuelles (de type 1) :
Les productions sont de la forme u; Aug — ujzug, ot ug,ug € (NUT)*, A€ N
etz e (NUT)™ .
— Grammaires algébriques (de type 2) :
Les productions sont de la forme A -+ z, o0 A€ N etz € (NUT)*.
— Grammaires rationnelles (de type 3) :
Les productions sont soit de la forme A — aB et A — a, soit de la forme
A— Baet A—a, o0 A, BENetaeT.
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Nous notons respectivement RE, CS, CF et REG la famille des langages pro-
duits par, respectivement, les grammaires arbitraires, contextuelles, algébriques et
rationnelles. Les familles RE, CS, CF et REG sont respectivement appelées la fa-
mille des langages récursivement énumérables, contextuels, algébriques et rationnels,
respectivement. Ces familles forment la hiérarchie de Chomsky. Nous notons aussi
FIN la famille des langages finis. Les inclusions strictes suivantes ont lieu.

FIN C REGCCFCCSCRE.

Les propriétés de fermeture des familles ci-dessus par rapport aux opérations sur
les langages sont montrées au tableau 1.1.

TAB. 1.1 — Les propriétés de fermeture des familles de la hiérarchie de Chomsky.

| Opération | RE | CS | CF | REG |
Union Oui | Oui | Oui | Oui
Intersection Oui | Oui | Non { Oui
Concaténation Oui | Oui | Oui | Oui

Cloture de Kleene Oui [ Oui | Oui | Oui
Intersection avec REG | Oui | Oui | Oui | Oui

Un systéme de Post simplifié de degré m > 0, voir [4] et [32], est un triplet
T = (m,V,P), ot V = {a1,...,an41} est un alphabet et oi P est un ensemble de
productions de la forme a; - P;,1 <i <n, P, € V*. Le symbole a4+ est appelé
le symbole d’arrét. Une configuration du systéme T' est un mot w. Nous passons
d’une configuration w = a;, . ..a;,w' & la configuration suivante z en éliminant les
m premiers symboles de w et en ajoutant P;; & la fin du mot : w=2, 81 z = w'F;, .

Le calcul de T sur un mot € V* est une suite de configurations z=...=y,
oll S0it ¥ = Gn41Gs, - - - @i,y _, Y, SOIt ¥ = y et |y'| < m. Dans ce cas on dit que T
s'arréte sur z et que y' est le résultat du calcul de T sur z. On dit que T reconnait
un langage L si pour tout z € L, T' s’arréte sur x et T' ne s’arréte que sur les mots
de L.

Nous ajoutons que les systémes de Post simplifiés de degré 2 sont capables de
reconnaitre la famille des langages récursivement énumérables, voir [4] et [32].

Nous rappelons une notion importante d’une constante pour un langage rationnel
L qui a été définie par Schutzenberger dans [48]. Nous présentons une définition
équivalente, mais qui est plus simple, donnée dans [12, 13].

Définition 1.2.1. [12, 13] Un mot w € V* est une constante pour un langage L si
toutes les fois que les mots zwy et uwv font partie de L, les mots zwv et uwy font
aussi partie de L.

Nous allons utiliser souvent la remarque suivante.
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Remarque 1.2.1. Soit L C V* un langage rationnel. Il est clair que si ¢ € V, le mot
c est une constante pour les langages Lc, cL et LcL. 1l est facile de voir aussi que si
c,d ¢ V, les mots c et d sont des constantes pour le langage cL + Ld. Finalement,
I’ensemble {ca : a € V'} est un ensemble fini de constantes pour le langage cLc.

1.3 Automates finis et machines de Turing

Un automate fini est un quintuplet M = (Q,V, qo, F, §), ot Q est un ensemble
fini d’états, ot V est un ensemble fini de symboles, ol gy € @ est 1’état initial, on
F C Q est 'ensemble des états finaux et ou § : Q@ X V — P(Q) est la fonction de
transition de 'automate. Nous définissons ’opération de transition - d’une maniére
ordinaire : (s,az) F (s',z) si s’ € 6(s,a), ou 5,5’ € Q,a € V et z € V*. Nous notons
par F* la fermeture réflexive et transitive de +.

Le mot z est dit accepté par M si (qo,z) F* (¢,¢) et ¢ € F. Le langage accepté
par M est :

L(M) = {IL'E V*: (qo;x) = (q’s)aqu}'

Nous utiliserons aussi une notation graphique pour définir un automate fini.
Dans ce cas, un automate fini sera représenté par un graphe orienté et étiqueté dont
les noeuds représentent les états de I’automate et dont les arétes sont définies par la
fonction de transition de ’automate. Plus précisément, il existe une aréte marquée
par a entre les noeuds g; et g; du graphe si g; € 6(g;, a). Les états finals sont entourés
d’un double cercle.

Une machine de Turing est un 6-uplet M = (Q,T,ao, qo, F,5), ot Q est un
ensemble fini d’états, T est ’alphabet du ruban, ou ag € T est le symbole vide, ou
go € @ est I'état initial, o F' C @ est I'ensemble d’états finaux et ol & est une
fonction de transition. Chaque régle de §, appelée aussi instruction, est de la forme
giaxDa;q;, ol g;,q; € Q, ag,a; € T et ou D € {L, S, R}. La sémantique de la régle
giaxDayg; est la suivante : si dans I’état ¢; la téte de la machine voit le symbole
ay, sur le ruban, elle change son état en g;, remplace aj par a; et se déplace d'un
pas & gauche si D = L, d’un pas a droite si D = R ou reste sur place si D = §S.
Nous remarquons que pour chaque machine de Turing qui posséde des instructions
stationnaires, c’est-a-dire sans déplacement, il est possible de construire une machine
équivalente qui n’aura aucune instruction stationnaire.

Une configuration de la machine de Turing M est le mot suivant w;g;axws, ot
wiapwsy est la partie du ruban qui contient des symboles non-vides, ¢; est I’état de
la machine et ay est la case qui est examinée par la téte de la machine.

Un calcul de la machine de Turing M sur un mot £ € T est une suite de
configurations goz =>...w1q;we, ot g5 € F. La configuration initiale peut étre de
la forme ujgou2, 0l T = u;uy, mais nous pouvons supposer sans perte de généralité
qu’elle est goz. Dans ce cas nous disons que w;ws est le résultat du calcul de M sur
le mot z.



Chapitre 2

L’état de D’art

2.1 L’opération de recombinaison

L’expérience d’Adleman, voir [1], a lancé I’étude des différentes opération biolo-
giques d’un point de vue de la calculabilité. Les opérations qu'’il a utilisé : synthése,
amplification, séparation, extraction et détection, ainsi que des opérations similaires
ont été reprises par des divers auteurs qui ont montré comment il est possible de ré-
soudre plusieurs problémes mathématiques & I’aide de ces opérations. Par exemple,
des solutions polynomiales pour SAT, DES et d’autres problémes ont été proposées,
voir [19]. Une caractéristique importante de toutes ces opérations est qu’elles cor-
respondent & de vraies opérations biologiques, par conséquent, il est possible de les
implanter réellement. D’autre part, leur formalisation est difficile, car beaucoup de
paramétres quantitatifs d’origine physique doivent étre pris en compte. C’est pour-
quoi certains auteurs ont choisi une autre approche en formalisant des opérations
biologiques, mais en idéalisant les contraintes d’origine physique. Les opérations
obtenus, comme insertion, effacement, recombinaison etc. présentent de nombreux
avantages théoriques, mais leur réalisation en pratique reste difficile. Nous remar-
quons que les deux approches sont intéressantes, mais nous nous concentrons surtout
sur la deuxiéme. Plus précisément, nous étudions 1’opération de la recombinaison et
des divers systémes fondés sur cette opération.

Nous précisons que 1’étude théorique de la recombinaison a commencé bien avant
’expérience d’Adleman. En 1987 déja, dans son article [12], T. Head a trouvé une
connexion inattendue entre la biologie moléculaire et la théorie des langages formels.
En formalisant le processus de I’action des enzymes de restriction et de ligation, il a
obtenu une opération de recombinaison définie sur des chaines de caractéres. Ainsi
les systémes de recombinaison, ou systémes de Head, ont été introduits comme un
nouveau moyen de production de langages.

Nous ne présenterons pas ici toutes les réflexions nécessaires pour passer de
I’événement biologique jusqu’a l'opération formelle, tous les détails pouvant étre
retrouvés dans [44, 12]; nous commencerons directement par la description for-
melle. Une régle de recombinaison sur un alphabet A est le quadruplet suivant
(u1,u2; u3,u4),u; € A* que nous noterons aussi de la fagon suivante : u; #uz$us#ua,

11
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ou {#,$} ¢ A. Nous appliquons cette régle & une paire de mots, dits aussi molé-
cules, £ = riuusZ2 et Yy = Y1uguaye et nous obtenons deux mots : w = T1UIULY2
et z = yiuguszs. On cherche donc dans les mots initiaux les sous-chaines indiquées
dans la régle de recombinaison, qui sont appelés des sites de la recombinaison. Puis,
les chaines initiales sont coupées a ’endroit précisé par la régle et leurs extrémités
sont échangées et collées. Plus exactement, 'opération de recombinaison échange les
extrémités de deux mots, ’endroit ot on effectue I’échange étant indiqué par la régle.
Nous notons ce fait par (z,y) b, (w, 2). Dans ce cas nous parlons aussi de la recom-
binaison double. Si nous considérons seulement w comme résultat, nous parlons de
la recombinaison simple. La recombinaison double est une opération plus faible que
la recombinaison simple et peut étre facilement simulée par celle-ci. C’est pourquoi
la recombinaison double est généralement utilisée dans la littérature, car tous les
résultats obtenus pour la recombinaison double peuvent étre facilement traduits en
termes de recombinaison simple.

La définition de la recombinaison présentée plus haut est celle proposée par Gh.
P3un dans [37]. Il existe encore deux définitions de la recombinaison, une proposée
par T. Head dans [12] et lautre proposée par D. Pixton dans [33]. Ces définitions
comportent des propriétés similaires ; une comparaison de la puissance d’expression
de ces trois définitions peut étre trouvée dans [61]. La définition la plus répandue
et généralement acceptée est celle de Piun et nous nous concentrerons dans ce qui
suit sur celle-ci.

Nous observons qu’une molécule peut contenir plusieurs sites identiques qui
contiennent les sous-chaines de la régle de recombinaison. Un de ces sites est alors
choisi d’'une maniére non-déterministe pour effectuer la recombinaison. Puis nous
supposons que le nombre de molécules x et y qui participent & la recombinaison
n’est pas borné, x et y peuvent donc étre utilisés & nouveau pour une recombinaison,
c’est & dire qu'ils ne sont pas consommeés par la recombinaison. Cette considération
est d’origine physique, car dans quelques grammes d’une solution il y a un nombre
de molécules de ’ordre 1022,

Soit V un alphabet et R un ensemble de régles de recombinaison. On dit alors
que o0 = (V, R) est un schéma de recombinaison. Maintenant nous pouvons définir
Popération de recombinaison o(L) sur un langage L qui est le résultat de toutes les
recombinaisons possibles des mots de L. Les propriétés de la recombinaison sur les
langages sont discutées en détail au chapitre 7.2 de [44].

2.2 Les systémes de Head

Maintenant, nous allons montrer comment il est possible d’utiliser 1’opération
de recombinaison comme moyen de production de langages.

Nous pouvons définir une itération de o(L) de la maniére suivante :

o%L) =L,

o"*t1(L) = (L) Ua(o*(L)), i >0,

o*(L) = Ui>00'i(L).
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Un systéme de Head est le couple H = (0, A) ou o est un schéma de recombi-
naison et A C V* un ensemble de mots appelés axiomes. Le langage produit par un
tel systéme est L(H) = 0*(A). Le langage d’un systéme de Head est donc le résul-
tat d’une application itérative de 'opération de recombinaison sur I’ensemble des
axiomes. Intuitivement le travail d’un systéme de recombinaison correspond & l’expé-
rience biologique suivante : on mélange dans une éprouvette des molécules d’ADN,
qui correspondent aux axiomes, et des enzymes, qui correspondent aux régles de
recombinaison, et on attend jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de réaction. D’autre part,
le procédé décrit ci-dessus permet de produire des langages & partir d’un ensemble
fini de mots initiaux et & partir d’un ensemble fini de régles de recombinaison.

Ces systémes ont été considérés pour la premiére fois par T. Head qui a réussi a
montrer des propriétés intéressantes. Plus tard, K. Culik II et T. Harju dans [6] ont
montré que la puissance d’expression de ces systémes est bornée par la famille des
langages rationnels. Puis, des systémes de Head dont I’ensemble d’axiomes ou celui
des régles n’est pas fini ont été considérés. Si on note par H(Fy,F2) la famille de
langages produits par les systémes de Head dont les axiomes font partie de la famille
F1 et dont les régles de recombinaison font partie de la famille 5, on connait les
résultats suivants présentés dans le tableau 2.1 ci-aprés, voir aussi [44].

TAB. 2.1 — La puissance d’expression des familles H(F;, F3)

FIN REG LIN CF CS RE

FIN |FIN,REG | FIN,RE | FIN,RE | FIN,RE | FIN,RE | FIN,RE
REG REG REG,RE | REG,RE | REG,RE | REG,RE | REG,RE
LIN | LIN,CF | LIN,RE | LIN,RE | LIN,RE | LIN,RE | LIN,RE

CF CF CF,RE | CF,RE | CF,RE | CF,RE | CF,RE
cSs CS,RE CS,RE | CS,RE | CS,RE | CS,RE | CS,RE
RE RE RE RE RE RE RE

Dans le tableau, & l'intersection de la ligne F; et la colonne F3, est placée la
famille H(F;,F2). S’il y a deux éléments F3 et F4 dans la case correspondante, on
a l’inclusion stricte F3 C H(F1,F2) C Fy.

Nous soulignons trois résultats de ce tableau :

H(FIN,FIN) C REG,

H(REG,FIN) = REG,

H(FIN,REG) C RE.

Ces inclusions montrent les limites de la recombinaison itérative. Méme si nous
utilisons un ensemble rationnel d’axiomes nous ne pouvons pas franchir le seuil de la
rationalité dans le cas ol un ensemble fini de régles est utilisé. La situation change
si un ensemble rationnel de régles est permis. Mais cette approche satisfaisant les
demandes d’un théoricien semble étre loin du modéle biologique qui suppose que ces
deux parameétres soient finis. De plus, en affirmant que les systémes de Head sont un
moyen de production de langages, comme les grammaires formelles ou les machines
de Turing, nous supposons qu’un langage infini est produit & partir de parameétres
finis. Nous parlerons plus loin de certaines des solutions qui auront un nombre fini
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de composants tout en gardant une grande puissance d’expression, mais celles-ci
nécessitent un contréle additionnel.

La premiére inclusion ci-dessus a été montrée pour la premiére fois dans [6] en
utilisant des propriétés algébriques des langages de recombinaison. Puis D. Pixton
dans [33] a simplifié la preuve en utilisant des automates finis et elle peut étre
retrouvée avec tous les détails dans [14]. Une nouvelle simplification de la preuve
pour le cas de la définition de Piun a été donnée dans [44]. Récemment, V. Manca
dans [20] a proposé une preuve fondée sur la décomposition de l'opération de la
recombinaison en trois opérations : couper, coller et effacer.

La méme inclusion pose le probléme de la caractérisation de la famille des lan-
gages produits par un systéme de recombinaison ayant des composants finis. Ce
probléme n’est pas résolu jusqu’a présent mais il existe des solutions partielles. Par
exemple, T. Head dans [13] a caractérisé la famille des langages produits par des
systémes de recombinaison ayant des régles de la forme u#e$v#e ou e#uSe#v. Ces
systémes présentent une connexion intéressante avec le concept de constante pour un
langage rationnel introduit par Schutzenberger dans [48]. Plus précisément, les mots
qui apparaissent comme sites des régles de recombinaison sont des constantes pour
le langage produit. Dans le méme article [13], on trouve des connexions intéressantes
avec la théorie des automates finis.

Des caractérisations de classes de langages de recombinaison sont présentées
dans [12, 11]. S.M. Kim dans [17] a donné une réponse partielle pour le cas de la
variante de Head de la définition de la recombinaison. Une condition suffisante pour
qu’un langage rationnel soit un langage de recombinaison est donnée dans la thése
de R. Zizza [61] et & présent un article sur ce sujet est en cours de publication. Dans
la méme thése, un apercu des travaux dans cette direction est donné.

Un autre probléme qui n’a pas été étudié est celui de la comparaison entre les
systémes de Head fondés sur la recombinaison simple et ceux fondés sur la recombi-
naison double. Une premiére remarque que la recombinaison double peut étre imitée
par la recombinaison simple a été faite dans [44]. Mais on ne savait pas si cette in-
clusion est stricte. Nous avons étudié ce probléme et nous avons prouvé dans [56] en
collaboration avec R. Zizza que 'inclusion est stricte, la preuve pouvant étre trouvée
au chapitre 3 de cette thése.

2.3 Extensions des systémes de Head

L’étude des systémes de Head a montré vite leurs limites, c’est pourquoi diverses
extensions en ont été proposées. Un premier pas a été d’introduire un alphabet ter-
minal. Un systéme de Head étendu est un systéme de Head H muni d’un alphabet
terminal 7. Le langage produit par un tel systéme consiste en tous les mots pro-
duits par H qui font partie de ’alphabet terminal. Dans le cadre de ce modéle, il
est possible de produire tous les langages rationnels en partant d’un nombre fini
d’ingrédients.

Une autre idée proposée ensuite est de considérer deux ensembles finis de sous-
chaines associées a chaque régle. L’application de la régle est contrélée par ces
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ensembles de la maniére suivante : 'application est permise sur deux mots si et
seulement si tous les éléments du premier ensemble apparaissent, respectivement
n’apparaissent pas, dans le premier mot et tous les éléments du deuxiéme ensemble
apparaissent, respectivement n’apparaissent pas, dans le second mot. Pour le reste,
le fonctionnement ressemble & celui des systémes de Head étendus. Les systémes
obtenus portent le nom de systémes de recombinaison avec contexte permissif, res-
pectivement restrictif. Il est possible d’atteindre la puissance d’expression d’une
machine de Turing en utilisant ces modéles, aussi bien permissifs que restrictifs.

En méme temps que les systémes de Head étendus un autre modéle qui leur
ressemble a été proposé. En effet, ce modéle utilise des multi-ensembles de mots a la
place d’ensembles. A nouveau il est possible de simuler une grammaire quelconque
et de produire donc tous les langages récursivement énumérables.

Il existe d’autres modéles qui sont des modifications des systémes de Head et qui
permettent d’obtenir la puissance d’expression d’une machine de Turing. Un apergu
de ces modéles et de leurs propriétés peut étre trouvé au chapitre 8 de [44].

2.4 Systémes de tubes i essai

Comme nous l'avons dit un peu plus tot, les systémes de Head ne possédent
pas par eux-mémes une grande puissance de calcul. Afin de simuler de plus prés
les phénoménes biomoléculaires et d’obtenir une puissance de calcul suffisante, un
nouvel ingrédient a été apporté a ces systémes qui consiste & introduire plus ou
moins de distribution dans les calculs. La plupart des modéles s’inspirent & la fois
des systémes de Head et des grammaires distribuées, voir [47]. Nous nous concentrons
sur certains d’entre eux, un apergu des modeles existants est donné dans [44].

Un des premiers modéles s’inspirant des grammaires distribuées est le modele
de tubes & essai introduit par E. Csuhaj-Varju, L. Kari et G. Piun dans [5]. Ce
modéle introduit des tubes & essai qui sont composés d’un ensemble d’axiomes, d’un
ensemble de régles de recombinaison et d’un ensemble de lettres appelé filtre. Le
calcul d'un tel systéme qui comporte un nombre fini de tubes, consiste en deux
étapes répétées itérativement. Pendant la premiére étape, celle du calcul, chaque
tube évolue comme un systéme de Head ordinaire. Pendant la deuxiéme étape, celle
de la communication, les molécules présentes dans chacun des tubes sont envoyées
vers tous les tubes, et les molécules qui franchissent le filtre d’un tube, c’est-a-dire qui
sont composées uniquement des lettres qui forment '’ensemble du filtre, restent dans
le tube correspondant et forment le langage initial pour I’étape suivante du calcul. Si
une molécule peut franchir plusieurs filtres, chacun des tubes correspondants regoit
une copie de cette molécule. Les molécules ne pouvant franchir aucun filtre restent
dans le tube dans lequel elles ont été produites. Le langage produit par un systéme
de tubes & essai consiste en tous les mots produits par le systéme qui sont dans le
premier tube et qui font partie d’un alphabet terminal.

Dans Varticle introduisant ces systémes, leur universalité a été montrée sans
indiquer de limite sur le nombre de tubes. Puis, dans [59], les auteurs ont montré que
10 tubes suffisent pour pour produire tous les langages récursivement énumérables.
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Un peu plus tard les mémes auteurs ont montré que 9 tubes suffisent [60]. Le nombre
de tubes nécessaires pour obtenir la puissance d’expression d’une machine de Turing
a été réduit jusqu’a 6, voir [39], et finalement établi & 3, voir [34]. Nous remarquons
qu’en ayant un seul tube, nous obtenons les systémes de Head étendus et nous ne
pouvons donc produire que des langages rationnels. Le probléme de la puissance
des systémes de tubes & essai avec deux tubes n’est pas résolu jusqu’a présent,
mais Gh. P3un suppose dans [44] que les langages produits par de tels systémes
appartiennent 4 la famille des langages algébriques.

Ce dernier probléme a stimulé apparition de variantes des systémes de tubes &
essai. Dans la plupart des cas, les changements interviennent seulement au niveau du
filtrage. Par exemple, dans la variante proposée par R. Freund et F. Freund dans (8},
les filtres sont des unions finies d’ensembles et une molécule franchit un filtre si et
seulement si elle est composée des éléments des ensembles et & condition que tous
les éléments du méme ensemble soient présents.

Le modéle obtenu est puissant et, dans ce cas, deux tubes suffisent pour produire
tous les langages récursivement énumérables.

Une autre variante a été proposé par P. Frisco et C. Zandron dans [10]. Cette
variante posséde un filtre spécial & deux lettres qui contient des lettres ou des couples
de lettres. Une molécule franchit le filtre si et seulement si elle est composé des lettres
du filtre & condition que les deux lettres d’un couple apparaissent dans la molécule.
A nouveau deux tubes permettent d’avoir la méme puissance d’expression que les
machines de Turing.

Nous avons introduit dans [55] encore une variante de systémes de tubes & essai :
les systémes de tubes & essai avec filtres alternants. Dans cette variante, les filtres
classiques sont remplacés par des n-uplets de filtres, chaque filtre d’un n-uplet restant
un simple ensemble de lettres. A chaque itération, le filtre suivant du n-uplet est
considéré comme filtre actif, c’est-a-dire & utiliser. Quand le dernier filtre du n-uplet
est utilisé le premier filtre devient ensuite actif.

A nouveau deux tubes & essai avec deux filtres suffisent pour produire tous les
langages récursivement énumérables. Il est possible de faire en sorte que les deux
filtres du premier couple coincident ou que les deux filtres de chaque couple différent
seulement par une lettre. Nous avons aussi obtenu un résultat inattendu : il est
possible de produire tous les langages récursivement énumérables avec deux tubes
oil le deuxiéme tube ne contient pas de régles et qui est utilisé seulement comme une
poubelle, 'universalité est donc obtenue avec « un tube et demi » ! Un autre apport
de ce résultat est qu’il montre que les systémes de Head sont déja assez puissants
et qu’il suffit d’y apporter de petites modifications pour passer de la rationalité a
l'universalité. Tous ces résultats se trouvent au chapitre 7 de cette thése.

Nous avons proposé encore une variante des systémes de tubes & essai. Cette
variante, les systémes de tubes & essai modifiés, différe de la définition originale par
un « simple » détail : si une molécule peut franchir le filtre d’'un tube différent
de celui dans lequel elle a été produite, alors elle ne peut plus rester dans le tube
initial méme si elle peut franchir son filtre. Cette différence, en apparence pas trés
importante, permet de contrdler I’élimination des mots du tube et, par conséquent,
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permet aux systémes de tubes & essai modifiés de simuler les grammaires arbitraires.
Les résultats concernant ces systémes se trouvent au chapitre 8 de ce travail.

Nous remarquons que la démonstration de ces résultats sur les variantes des
systémes de tubes & essai utilise la méthode des molécules assistantes qui est décrite
dans notre chapitre 6.

2.5 Systémes distribués & changement de phase

Peu aprés I'introduction des systémes de tubes & essai une autre possibilité de
distribution des calculs a été considérée par Gh. Piun dans [39]. II est parti de
I'observation biologique suivante : & chaque moment, il y a un groupe d’enzymes
actifs qui agissent en fonction des conditions de I’environnement. Si I’environnement
change (température, acidité, ou autre paramétre), le jeu d’enzymes actifs change
aussi. Dans le modéle proposé, ’ensemble des régles de recombinaison change pério-
diquement. Plus exactement, le modéle comporte un ensemble de mots, les axiomes,
et un nombre fini d’ensembles de régles de recombinaison, les composants. A chaque
étape du calcul, les mots présents se recombinent une fois selon I’ensemble courant
de régles et le résultat de cette recombinaison forme 1’ensemble des mots pour l'ité-
ration suivante. Nous remarquons que cette condition d’élimination est trés forte
et qu’elle permet d’obtenir une grande puissance de calcul. Les systemes obtenus
portent le nom de systémes distribués & changement de phase.

Initialement Gh. Piun a montré que 7 composants sont suffisants pour obtenir
tous les langages récursivement énumérables, voir [40, 44]. Son résultat a été amé-
lioré par M. Margenstern et Yu. Rogozhin qui ont montré d’abord que 2 composants
sont suffisants pour l'universalité des systémes distribués & changement de phase,
voir [22], puis qu’avec 2 composants il est possible de produire tous les langages
récursivement énumérables, voir [21, 24]. Leur preuve se fondant sur la simulation
d’une machine de Turing est strictement séquentielle : une seule molécule principale
qui code le ruban et 1’état de la machine doit étre présente dans le systéme. Or, cela
ne correspond pas 4 la nature paralléle des transformations biologiques ou plusieurs
évolutions se déroulent en méme temps. Entre temps, une autre solution a été donnée
par A. Piun dans [35] qui a montré qu’avec 4 composants il est possible de simuler
le travail d’une grammaire arbitraire. Dans sa solution, plusieurs évolutions de molé-
cules se font dans le méme temps, sa variante est donc parallele. Ses résultats ont été
améliorés par M. Margenstern et Yu. Rogozhin qui ont montré qu’une grammaire
arbitraire peut étre simulée avec 3 composants, voir [23]. Les mémes auteurs ont
réussi & démontrer que les systémes distribués & changement de phase avec un seul
composant sont universels, voir [27], puis, qu’il est possible de produire tous les lan-
gages récursivement énumérables d’une maniére séquentielle, voir [26]. Nous avons
amélioré les résultats ci-dessus en montrant, en collaboration avec M. Margenstern
et Yu. Rogozhin, qu’avec 2 composants il est possible de produire tous les langages
récursivement énumérables d’une maniére paralléle, voir [28]. Finalement, dans le
cadre de la méme collaboration, le point final a été mis en montrant qu’avec un seul
composant, il est possible de produire tous les langages récursivement énumérables
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d’une maniére paralléle, voir [29]. Ces deux résultats peuvent étre retrouvés aux
chapitres 4 et 6 de cette thése.

Nous ajoutons aussi qu’un logiciel de simulation des systémes distribués a chan-
gement de phase développé par I'auteur dans le cadre de son DEA a été fortement
utilisé pour la construction et pour la recherche d’erreurs dans les deux derniers
systémes. Ce logiciel a permis aussi de trouver des inexactitudes dans plusieurs ar-
ticles concernant les systémes distribués & changement de phase. Par exemple, les
articles [23] et [44] nécessitent des petites corrections et la preuve donnée dans [35]
doit é&tre complétement révisée. Les détails sur ce sujet peuvent étre trouvés au
chapitre 4 du présent travail.

Une étude des systémes distribués & changement de phase du point de vue de
la calculabilité a été faite dans le mémoire de DEA de I’auteur [51] oa des systémes
distribués a changement de phase pour les opérations arithmétiques de base (ad-
dition, multiplication, exponentiation et division) et la fonction d’Ackermann ont
été explicitement donnés. Une réalisation de l'algorithme d’Euclide dans les sys-
témes distribués a4 changement de phase peut étre trouvé sur le site web de I'auteur,
voir [49], ainsi que le logiciel développé.

La grande puissance des systémes distribués a changement de phase est obtenue
grace & leur définition et en particulier grace au fait qu’'une seule recombinaison
est faite et que seul le résultat de cette recombinaison est gardé. D’un point de vue
biologique il est plus logique de supposer que le nombre des recombinaisons n’est pas
borné et que toutes les molécules qui peuvent prendre part dans une recombinaison
ne sont pas éliminées. Ces observations nous conduisent aux systémes distribués
& changement de phase étendus introduits par M. Margenstern et Yu. Rogozhin
dans [23]. Ces systémes étant une combinaison a la fois des systémes distribués a
changement de phase et des systémes de Head, il est possible de les regarder comme
des systémes distribués & changement de phase ou chaque composant agit comme
un systéme de Head. L’élimination est permise seulement dans le cas ou la molécule
considérée ne peut s’accorder avec aucune régle du composant courant, c’est-a-dire
elle ne contient aucun site d’une régle de recombinaison du composant courant.

Maintenant un seul composant n’est plus suffisant pour obtenir une grande puis-
sance d’expression et, dans ce cas, le langage produit est borné par la famille des
langages rationnels. Mais deux composants suffisent pour produire tous les lan-
gages récursivement énumérables, fait démontré par M. Margenstern et Yu. Rogoz-
hin dans [25]. Comme cette solution utilise une simulation des machines de Turing,
c’est-a-dire une simulation séquentielle, le méme probléme de la production paralléle
des langages récursivement énumérables peut étre posé. Nous nous sommes intéres-
sés & ce probléme et nous avons trouvé progressivement des solutions, premiérement
avec 4 composants, voir [50], puis avec 3, voir [52], et finalement avec 2, voir [54].
Pour ces systémes, le probléme de la production paralléle des langages récursivement
énumérables est donc résolu. Les deux derniers résultats peuvent &tre trouvés aux
chapitres 5 et 6.
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2.6 Systémes & membranes

Jusqu’a présent nous avons parlé des systémes de Head, ainsi que de leurs exten-
sions et modifications. Nous remarquons que ’inspiration pour ces modéles vient des
procédés par lesquels les étres vivants manipulent leur ADN. Une autre approche a
été suivie par Gh. Psun qui, se placant au niveau de la cellule vivante et s’inspirant
des processus intra et extracellulaires, a créé un nouveau paradigme de calcul : les
systémes 4 membranes ou systémes P.

La cellule est considérée comme un ensemble de membranes imbriquées les unes
dans les autres et pouvant contenir des objets et des régles d’évolution. L’arrange-
ment spatial des membranes peut étre représenté par un diagramme de Venn, voir
figure 2.1, ou par un arbre dont les noeuds représentent les membranes et dont les
arétes sont définies par la relation « étre contenu dans », voir figure 2.2. La méme
structure peut étre définie 4 'aide d’un mot du langage algébrique ot les parenthéses
correspondantes ont la méme étiquette. Par exemple, la structure représentée a la .

figure 2.1 peut étre décrite par le mot : [1 [2]2 [3 ]3 [4 [5]5 [6]6 ]4 ]1.

M 4 \\

>
)

Membrane Membrane
non-élémentaire principale

Membrane

217 . Reégions
élémentaire g

Fia. 2.1 — Une structure de membranes

Le modeéle de base est trés abstrait et il ne spécifie ni la nature des objets
ni la nature des régles. De nombreuses variantes spécifient ces deux parametres
en obtenant une multitude de modéles de calcul. Il existe maintenant plus d’une
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F1G. 2.2 - L’arbre représentant la structure des membranes de la figure 2.1

2

centaine de variantes et leur nombre croit constamment. Plus de détails peuvent
étre trouvés sur la page web [58] qui contient un excellent recueil de références sur
les systémes & membranes.

Les compartiments délimités par les membranes contiennent des multi-ensembles
d’objets. La nature de ces objets peut étre trés variée. D’abord on peut considérer
des objets non-structurés en faisant une analogie avec des substances chimiques 3
l'intérieur de la cellule. Puis, il est possible de structurer les objets et on peut les
considérer comme des chaines de caractéres. Il existe méme des variantes qui tra-
vaillent avec des objets compliqués comme des graphes, des images, etc. Davantage
de précisions sur ces variantes peuvent é&tre trouvées dans [43], ainsi que sur la page
web [58].

Les régles qui sont généralement placées dans les membranes, présentent aussi
une grande variété. Leur complexité dépend du type d’objets utilisés. Pour les ob-
jets simples, les régles transforment un multi-ensemble d’objets en un autre multi-
ensemble d’objets. Pour les objets structurés comme des chaines de caractéres, des
régles de réécriture ou de recombinaison sont utilisées.

Une propriété importante des systémes 4 membranes est la communication.
Toutes les régles contiennent des indicateurs de cible. Si la régle contient I'indicateur
« out », le résultat de son application est envoyé dans la membrane immédiatement
supérieure; si la régle contient 'indicateur « here », le résultat reste dans la méme
membrane ; si I'indicateur « in » est présent, le résultat est envoyé dans une mem-
brane intérieure choisie d’une maniére non-déterministe.

Cette propriété de communication est tellement puissante qu’elle seule suffit
pour obtenir une grande puissance d’expression, comme dans le cas des systémes
4 membranes & communication de types symport/antiport. Ces derniers systémes
comprennent deux types de régles de communication : la régle de type symport,
quand plusieurs objets passent ensemble d’'une membrane & 'autre et la régle de
type antiport, quand plusieurs objets de deux membranes sont échangés. Malgré la
simplicité apparente, une membrane suffit pour simuler une machine a registres et,
par conséquent, pour produire tous les ensembles récursivement énumérables.

Une autre variante des systémes & membranes permet la modification de la struc-
ture des membranes par création ou suppression de membranes. Ces systémes sont
trés intéressants parce qu’ils permettent de résoudre des problémes NP-complets
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dans un temps polynomial et méme linéaire, voir [43, 58].

Nous nous intéressons & une classe particuliére des systémes & membranes :
les systémes & membranes avec recombinaison qui sont un mélange de systémes a
membranes et de systémes de Head. Ces systémes ont comme objets des chaines de
caractéres et comme régles des régles de recombinaison enrichies par les indicateurs
de cible. De plus, contrairement 4 la plupart des systémes & membranes, on considére
des ensembles de mots dans chaque membrane et non plus des multi-ensembles. Une
étape de calcul représente une application paralléle des régles dans chaque membrane
suivie de la communication des molécules résultantes selon les indicateurs de cible.
Le résultat consiste en toutes les molécules faisant partie d’un alphabet terminal qui
sont envoyées & 1’extérieur de la membrane principale.

Ces systémes ont été introduits par Gh. Piun dans [41] ot leur universalité avec
4 membranes a été démontrée. Le nombre de membranes nécessaires pour produire
tous les langages récursivement énumérables a été réduit a 3 dans [45], puis & 2
dans [36]. Le dernier résultat a été amélioré du point de vue de la taille des régles
de recombinaison par P. Frisco dans [9].

Nous nous sommes intéressés aux systémes & membranes avec recombinaison
ayant une seule membrane. Nous avons trouvé que la définition initiale donné par
Gh. Piun dans [41] n’est pas complete et qu’elle nécessite quelques précisions. Méme
la définition révisée apparue dans [43] ne comprend pas toutes les possibilités. Nous
avons complété cette définition en proposant 5 variantes et nous avons montré que la
puissance d’expression dépend de la variante utilisée. Nous avons montré que pour
la variante la plus proche de celle proposée par Gh. Pdun, la puissance d’expres-
sion est limitée a la famille des langages rationnels. Puis, nous avons montré qu’en
considérant trois autres variantes, on obtient tous les langages récursivement énu-
mérables. Pour la variante restante nous n’avons pas encore trouvé une description
du langage produit, mais nous supposons qu'’il est rationnel. Plus de détails peuvent
&tre trouvés au chapitre 9.

Nous nous sommes intéressés aussi a la variante non-étendue des systémes a
membranes avec recombinaison. Dans ce cas il n’y a plus d’alphabet terminal et
toutes les chaines sorties & l’extérieur de la membrane principale sont considérées
comme résultat. Gh. Piun dans [43] a montré comment & 'aide de 2 membranes
additionnelles il est possible de transformer un systéme étendu en un systéme non-
étendu. Comme il existe des systémes étendus avec 2 membranes qui produisent tous
les langages récursivement énumérables, la méme puissance d’expression est obtenue
avec 4 membranes dans le cas non-étendu. Nous avons montré qu’en arrangeant
soigneusement les régles il est possible de parvenir & deux membranes seulement. Ce
résultat ne peut plus étre amélioré car avec une membrane dans le cas non-étendu
on ne produit qu’un sous-ensemble des langages rationnels. Ce méme résultat a été
démontré dans [53] et peut étre trouvé au chapitre 9.

Une autre variante des systémes & membranes avec recombinaison, les systémes
3 membranes avec recombinaison et communication immeédiate, a été proposée par
C. Martin-Vide, Gh. Piun et A. Rodriguez-Patén dans [30]. Dans cette variante, les
résultats de application de chaque régle doivent quitter la membrane dans laquelle
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ils ont été produits. En effet, c’est un cas particulier des systémes & membranes
avec recombinaison oil toutes les régles possédent les quatre combinaisons possibles
des indicateurs de cible « in » et « out ». Ces systémes sont capables de produire
tous les langages récursivement énumérables, mais l'article original n’indiquait pas
de nombre fixe de membranes. Nous avons trouvé des paralléles entre ces systémes
et les systémes distribués & changement de phase et nous avons montré que 2 mem-
branes suffisent pour produire tous les langages récursivement énumérables. Nous
avons aussi montré qu’avec une seule membrane il n’est possible de produire que
des langages finis, nous avons donc trouvé la frontiére entre la décidabilité et 1’in-
décidabilité pour ces systémes. De méme, nous avons trouvé une connexion avec les
systémes & membranes avec des régles de recombinaison placées sur des membranes
et non plus dans les régions, voir [7].

Maintenant, nous pouvons passer a une analyse formelle de 'opération de re-
combinaison et des systémes de Head.



Chapitre 3

La recombinaison simple par
rapport a la recombinaison double

Dans ce chapitre nous introduisons les notions centrales de notre thése : 'opéra-
tion de la recombinaison et les systémes de Head. Nous étudierons les deux définitions
possibles de la recombinaison : la recombinaison simple et la recombinaison double,
et nous montrons des classes de langages appartenant aux familles de langages des
systémes de Head fondés sur la recombinaison simple et la recombinaison double.
Ces classes sont obtenues & partir des langages cL, Lc¢, LcL, cLe, ou L € V* est
un langage rationnel et ou ¢ ¢ V. Nous montrons pour la premiére fois que cer-
taines classes qui sont des langages de recombinaison simple, ne peuvent pas étre
des langages de recombinaison double. Cette derniére famille est donc strictement
plus petite que ’autre. Nous montrons aussi des classes de langages rationnels qui
ne sont pas des langages de recombinaison simple.

3.1 La définition formelle des systémes de Head

Dans cette section nous donnerons la définition formelle des systémes de Head
ainsi que certains résultats connus.
On comprend par une molécule (abstraite) un mot sur un alphabet.

Définition 3.1.1. Une régle de recombinaison (sur un alphabet V') est un quadru-
plet (u1,uz,us,us) 00 uy, U2, u3, uqs € V*. On 'écrit souvent comme ui FuoSusHug,

. . Uy | U2 -
{8, #} & V ou encore en deux dimensions : ﬂ— Les chaines ujus et usu4 sont
3 | Usg

appelés sites de recombinaison.

Nous disons qu'un mot z s’accorde avec la régle r s’il contient une occurrence
d’un des deux sites de r. Nous disons aussi que = et y sont complémentaires par
rapport & la régle r si z contient un site de r et y contient I'autre. Quand z et y
avec T = T1ujUsTy et Yy = y1uUsuqye sont complémentaires par rapport a la régle
r = uy #usSus#uy on peut définir Papplication de r au couple z,y dont le résultat -

23
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est w et 2 o0 w = T1uju4Ys €t 2 = Yruzuszo. On écrit ce fait de la maniére suivante :
(z,y) Fr (w, 2). Dans ce cas, on dit qu’on effectue une recombinaison double. Si dans
la définition précédente on considére seulement w comme résultat, on dit qu’on
effectue une recombinaison simple. On I'écrit de la maniére suivante : (z,y) b w.
Nous pouvons aussi écrire l'application d’une recombinaison double de la maniére
suivante :

T1Uy [ U2T2 F, T1ui1uay2 _

Yus | ualy2 Y1u3u2Z2

D’une maniére similaire nous pouvons écrire ’application d’une recombinaison
simple.
Exemple 3.1.1.
On considére la régle r : Z (il et on l'applique aux molécules chasse et
bien :

ch | asse chien
b | ien " basse

La paire 0 = (V,R) ou V est un alphabet et R est un ensemble de régles de
recombinaison est appelée un schéma de recombinaison ou schéma.

Pour un schéma de recombinaison o = (V, R) et un langage formel L C V* on
définit :

o1(L) o {we V*3Iz,ye L,Ir € R: (z,y) Fr w}.

oa(L) e {w,z € V*|3z,y € L,3Ir € R: (z,y) I (w, 2)}.

Maintenant, on peut introduire I'itération de ’opération de recombinaison.

0’? (L) =L,
gt (L) = o}(L) U g;(o}(L)), i 2 0,

0;(L) = Ui>o03(L),

ouj € {1,2}.

Nous montrons maintenant que 'opération de recombinaison préserve la ratio-
nalité d’un langage.

Théoréme 3.1.1. Soient L C T* un langage rationnel et 0 = (T, R) un schéma de
recombinaison. Le langage £ = o1(L) est aussi un langage rationnel.

Démonstration. Nous allons construire une grammaire rationnelle qui produit L.
Pour obtenir cette grammaire, nous prenons une grammaire rationnelle G; qui pro-
duit L et nous transformons son ensemble de productions en ajoutant des produc-
tions rationnelles et en éliminant certaines productions initiales, ce qui permettra
de simuler I’application de o sur L.

Nous considérons donc la grammaire rationnelle G; = (Ng, T, S, P1) telle que
L(G1) = L. Nous ne détaillons les symboles de Ng, car ce n’est pas important pour
notre démonstration. Nous pouvons considérer que toutes les régles de P; sont de la
forme A - aB et A— a,o00 A, B € Ng et a € T. Nous pouvons supposer aussi que
G1 ne contient pas des productions avec € et qu’elle ne posséde pas des symboles
inaccessibles.
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Considérons aussi ’ensemble suivant des productions :

Pr= {U; — wiuiUL < 3 = TH—UQ' € R}.
3 4

P : qui consiste en toutes les productions de P oi1 un prime est ajouté a chaque
symbole non-terminal.

AU
P.= U - F' (F#¢) * (A,B,C,D,E,F) € ParseRule;
Ub > e (F=e)

ou I’ensemble ParseRule; est défini par :
ParseRule; = {(4,B,C, D, B, F) : 3A3 ui B3 uiuiC, 3D 3 uE S ujuiF,
Gy Gt G G1

’U,i ui
Ir; = —}’—2 € R}.
Uz | Uy

Nous observons que C et F peuvent étre égaux a €. Si F = ¢, la deuxiéme
production de P, devient Uf — €.

En termes usuels, Pg contient les productions qui permettent de simuler ’appli-
cation des régles r; € R, P| contient une copie des productions initiales et P, fait la
connexion entre P; et les deux ensembles ci-dessus.

Considérons maintenant P =P\ {A 2 a € P,}UP/UPRUP,.

Posons G = (N,T,S,P), oo N = NgUN;U {Ug,UIiE : Ir; € R}. 1l est facile
de voir que G est une grammaire rationnelle. Les régles de P, et P sont déja de
la. bonne forme, tandis que les régles de Pg et P, peuvent étre facilement transfor-
mées en forme nécessaire en utilisant des procédés standard comme ’élimination des
renommages et des productions vides.

Nous observons que pour obtenir un mot dans G nous devons utiliser soit une
production de P{, soit une production de la forme U};3 — ¢ de F,, car nous avons
éliminé de P toutes les productions terminales de P.

La figure 3.1 illustre comment la grammaire G est transformé en G. Nous sub-
stituons deux dérivations dans Gi, indiquées par une ligne en pointillés, par une
dérivation dans G, indiquée par une ligne continue, qui correspond & la recombinai-
son des mots initiaux. De méme, les dérivations initiales deviennent inaccessibles
dans G.

Nous affirmons que L(G) = o1(L).

La figure 3.1 illustre aussi l'idée de la démonstration. Une ligne continue re-
présente une dérivation dans G, tandis que les lignes en pointillés représentent des
dérivations dans G;. Pour une inclusion, nous devons construire une dérivation in-
diquée par la ligne continue & partir des deux dérivations indiquées par la ligne en
pointillés, tandis que pour lautre inclusion nous reconstruisons les deux dérivations
indiquées par la ligne en pointillés & partir de la dérivation indiquée par la ligne
continue. De méme, la régle de R appliquée peut étre reconstruite & partir de ces
dérivations.

1. £LC L(G).
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Fic. 3.1 — Transformation de G; dans G

Soit w dans L. Dans ce cas w € T* et il existe des mots wluiugmg et yluguiyg

ul | ub .
5 1] U —
dans L et une régle u—g’?; dans R tels que (z,y) Fr w = z1ulujye.
Comme zjuubzs est dans £, nous avons la dérivation suivante dans Gy :
* 172 * ’
N : RS - .
S I:DT z1A 1=3: T1ul B }=3? ziujusC ;T TiujuyTs.
D’une maniére similaire yluguiyz € L implique qu’il existe la dérivation sui-
vante :
S = y1D = yi1us B = yiujul F = y1uiulys.
Py P P P
Il exisiie alors une déI‘iV&tiOI} dans G :
N , e % o - )
S = 1A = z1U% = 1uiusUp = s1ujuy F' = z1ufufys, car si F =y, alors I = 1.
1 (3 R Fe P| P, P]

Nous avons aussi zjulujys € T*, par conséquent, w € L(G).

2. L(G) C L.

Nous observons qu'il est impossible de produire un mot terminal dans G sans
avoir utilisé des productions de Pj, ou une des productions U};J — ¢ de P,. De méme,
pour arriver & un symbole non-terminal ayant un prime, ou & U}'E, nous devons utiliser
des productions de Pg et P..

Nous rappelons aussi que l'idée de la démonstration est de transformer une
dérivation dans G en deux dérivations dans G qui produiront les deux mots auxquels
une régle de recombinaison a été appliquée.

Soit w dans L(G). Il existe alors une régle U, — F’ dans P, (le cas de la régle
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UE — € € P, est similaire) telle que lon ait la dérivation suivante de w :
S => 1A :> :leS = x1u1u4UE => riutul F' => r1utulys = w.

U’l

Z
Par conséquent, il existe une régle r; = —; uf dans R et on a les dérivations
u
3| Ug

suivantes dans G :
* * ; * i * i g
S :> A => z1u}B => z1ujubC :> z1ulubTs.
1

S => yD => y1us B => yrujugF => yrufuiye.

L’ ex1stence de A, B C,D,E, F est garantie par la définition de P,. De méme,
nous pouvons produire le deuxiéme mot, car D est accessible depuis ’axiome.

Nous obtenons donc z = zjulubzs et y = yrujulys qui font partie de L(Gy).
Dans ce cas z et y sont dans L.

Nous pouvons donc appliquer 7; a z et y : 14 | Uy Fr, z1uduiys.
yiug | ugy2

Comme w € T*, nous obtenons que w est dans L.
O

Si nous itérons le processus de construction de G a partir de G en utilisant
3 chaque fois la grammaire nouvelle obtenue & la place de G et sans éliminer les
productions de Pj, on obtient une grammaire qui simule l'itération de o sur L. La
preuve de cette affirmation n’est pas triviale et elle peut étre retrouvée dans [44], o
ce résultat est démontré en termes d’automates finis.

Définition 3.1.2. {12, 14] Un systéme de Head est définit par la donnée du couple
H = (0, A) = ((V, R), A), écrit plus simplement H = (V, A, R), od V est un alphabet
fini, A C V* est un ensemble de mots initiaux, appelés axiomes, et R C V* x V* x
V* x V* est un ensemble de régles de recombinaison.

Le systéme de Head H est dit fini si A et R sont des ensembles finis.

Le langage produit par le systéme de Head H fondé sur la recombinaison double,

respectivement simple, est L(H) df o o3(A), respectivement L(H) =] o} (A).

Donc, le langage produit par le systéme de Head H est 'ensemble de toutes
les molécules produites par 'application itérative des régles de R aux copies des
molécules obtenues précédemment et en partant de A comme ensemble de molécules
initiales.

Exemple 3.1.2.

Dans cet exemple on utilise la recombinaison double.

On considére le systéme H = ((V,R),A) ou V = {a,b}, R = {r : _Z.’%}

et A = {abaa}.

On commence avec abaa. Donc, 09(A) = {abaa}. On peut appliquer la régle r
a cette molécule et a elle-méme : (albaa, abal|a) -, (aa,ababaa), ot on a souligné
par | les sites de recombinaison. On obtient o1 (A4) = {abaa, aa, ababaa}. A I'étape
suivante on a les applications suivantes :

(a|baa, ala) Fr (aa, abaa),



28 CHAPITRE 3. LA RECOMBINAISON SIMPLE PAR RAPPORT. ..

(albaa, ababaja) F, (aa, abababaa),

(a|babaa, ala) F, (aa, ababaa),

(a|babaa, abala) +-, (aa, abababaa),

(a|babaa, ababala) -, (aa,ababababaa).

Cela donne ¢2(A) = {abaa, aa, ababaa, abababaa, ababababaa}

On voit que chaque recombinaison ajoute des (ab)* 3 gauche de la molécule
existante. Le langage produit par ce systéme est donc L(H) = (ab)*aa.

Maintenant, on considére le méme systéme ot on prend A = {aab}. Le fonc-
tionnement du nouveau systéme H' est différent. Premiérement on applique aab
a elle-méme par la régle r : (aalb,alab) -, (aaab,ab). Puis on a les possibilités
suivantes :

(alb, alab) k. (aab, ab),

(a|b, ajaad) t, (aaab, ab),

(aalb, alaabd) &, (aaaab,ab),

(aaalb, alaad) F, (aaaaab, ab),

On voit facilement qu'on ajoute des a & gauche des molécules existantes. Le
langage produit par H' est donc L(H') = a*b.

Remarque 3.1.1. Soient S = (V,A,R) et S’ = (V, A, R') deux systémes de Head et
RC R On a L(S) C L(S).

Nous notons par Hy(FIN,FIN) la famille des langages produits par des sys-
témes de Head finis fondés sur la recombinaison simple. Pareillement, nous notons
par Hy(FIN, FIN) la famille des langages produits par des systémes de Head finis
fondés sur la recombinaison double. Le langage produit par un systéme de Head
fondé sur la recombinaison simple, respectivement double, est appelé un langage de
recombinaison simple, respectivement double.

Dans le reste de ce chapitre nous considérons uniquement des langages rationnels
non-finis et des systémes de Head finis.

Proposition 3.1.2. [14, 44] Hy(FIN,FIN) C H{(FIN,FIN).

Cette proposition se fonde sur le raisonnement suivant. Un systéme de Head
est appelé symétrique si pour chaque régle r = u;#uoSus#us € R, R contient
la régle ' = uz#usSuiFug. Il est facile d’observer qu'un systéme de Head fondé
sur la recombinaison double est implicitement supposé symétrique. Par conséquent,
chaque langage produit par un systéme dans Ho(FIN, FIN) peut étre produit par
un systéme dans Hi(FIN,FIN) qui est symétrique. Cet argument a été utilisé
dans [14].

Cette propriété est une des raisons pour lesquelles la recombinaison double est
généralement utilisée dans la littérature, car tous les résultats obtenus pour la re-
combinaison double peuvent étre facilement traduits en termes de recombinaison
simple.

Maintenant nous montrons les limites des systémes de recombinaison finis.

Théoréme 3.1.3. [33, 14, 44/ Hi(FIN,FIN) C REG.

Le résultat énoncé reste vrai méme si un ensemble rationnel d’axiomes est utilisé.
La preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [33] et [14]. L’ouvrage [44] contient
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une preuve de ce résultat fondée sur la simulation de 'opération de la recombinaison

par un automate fini, laquelle est beaucoup plus simple que les deux précédentes.

En effet, la démonstration utilise une construction similaire & celle utilisée pendant

la preuve du théoréme 3.1.1, mais traduite en termes d’automates finis.
Maintenant, nous montrons que l'inclusion précédente est stricte.

Proposition 3.1.4. L, = (aa)* € REG \ Hi(FIN, FIN).

Démonstration. Nous procédons par contradiction. Soit S = (V, A, R) un systéme de
Head qui produit Lae. On a V = {a}. Soit r € R, r = a*#a™$aP#a?. Considérons
un entier ¢ > 1 tel que k +m +1 > p + ¢ et que k + m + ¢ est pair. Considérons
maintenant £ = a*¥+™ 1%, Par hypothése x € L(S). Considérons maintenant deux cas
selon la parité de &k + g.

1. k+ q est pair. On a alors ’application suivante de la régle r & z et & lui-méme.
(aak|amai—1,a,k+m+i"(p+‘1)ap|aq) Fy agk+atl ¢ Lqa.
Ceci contredit ’hypothése, car S est fermé par rapport a la recombinaison.

2. k+q est impair. On a alors I'application suivante de la régle r & z et & lui-méme.
(aFla™mat, abtmti=(P+0)gP|ad) b, a* 9 & Ly,

Ce qui est une contradiction.

On obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 3.1.5. Hi(FIN,FIN) C REG.

3.2 Exemples des classes de langages de recombinaison

Dans ce qui suit nous nous concentrons sur des langages obtenus par union
a partir d’un langage rationnel L C V* et des langages Lc, cL, LcL et cLe, ou
c € V, c’est-a-dire c est une constante pour ces langages. Le théoréme suivant est
une conséquence d’un résultat plus général énoncé par T. Head dans [13]. Il montre
que parmi les langages ci-dessus, certains sont des langages de recombinaison.

Théoréme 3.2.1. [13] Soit L C V* un langage rationnel et c,d ¢ V. Alors, les
langages Lc, cL, LeL, cLe et cL + Ld sont dans Ha(FIN,FIN). De plus, chaque
regle du systéme de Head produisant Lc, respectivement cL, LcL, cLe et cL + Ld,
est de la forme m#te$m'#te ou e#mSe#m’, ou m et m' sont des constantes pour
Le, respectivement cL, LcL, cLe et cL+ Ld, et ou m et m' contiennent aussi c dans
le cas des langages Lc, cL, LcL et cLc.

Remarque 3.2.1. Nous remarquons que dans [13], ’auteur a utilisé la recombinaison
simple. Mais, comme il a été montré dans [2, 3], ce résultat reste valide pour le cas
de la recombinaison double.
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3.2.1 Langages de recombinaison double

Maintenant, nous présentons quelques classes de langages de recombinaison dou-
ble obtenus & partir des langages ci-dessus.

Proposition 3.2.2. Soit L C V* un langage rationnel et ¢ € V. Les langages
rationnels L = L+ Lc* et L' = L + ¢*L sont des langages de recombinaison double.

Démonstration. Considérons le langage £. En vertu du théoréme 3.2.1 nous ob-
tenons qu’il existe un systéme de Head fondé sur la recombinaison double S =
(V U{c}, A, R) qui produit Le. Soit § = (V U {c}, 4,RU {r}), ot r = e#tcScfte. Il
est clair que L(S) C L(S), voir remarque 3.1.1.

1l est facile d’observer que L(S) = L. Si on applique 7 4 Ic et Ic, | € L, on obtient
[ et lcc. Si on applique encore une fois r 4 lc et lec, on obtient lcce, etc.

Plus rigoureusement, nous allons montrer d’abord que £ C L(S), par récurrence.
Soit w dans £. Si w est dans Lc, on obtient que w est dans L(S) qui est un sous-
ensemble de L(S). Si w est dans L, le mot wc se trouve dans Lc et, par conséquent,
on peut le produire dans S. Dans ce cas nous pouvons appliquer r & wc et & lui-
méme : (we, we) b, (w, wee) en obtenant w.

Maintenant, supposons que w est dans Lct, i > 0, c’est-a-dire que w = w'c,
ot w' € L. Montrons que w'c¢tt! € L(5). Comme wc et wc* sont dans L(S) par
hypothése de récurrence, nous obtenons wc**! en appliquant r & ces deux mots :
(we, wct 1) bk, (w, wet).

Inversement, soit w dans L(S). Nous utilisons la récurrence sur le nombre k&
d’itérations de ¢ utilisées pour produire w. Si & = 0, le mot w est dans A qui fait
partie de L(S) qui est égal & Le. Considérons maintenant un mot w qui est produit
en k + 1 itérations de o. Soit la derniére application de o : (z,y) bp (w1, w2) et
w € {w;,wy}. Par hypothése de récurrence, z et y sont dans L. Si 7’ est une régle
de R, on obtient que z et y sont dans Lc™*, car les sites de 7’ contiennent c, voir
théoréme 3.2.1 et, par conséquent, w est aussi dans Lct. Si ' = r, nous obtenons
que T = T1T9, avec T1 € Lc* et zo € ¢ et y = y1y0, avec y1 € Lt et yo € ¢*. Dans
ce cas, wy = T1¥» fait partie de Lc* et wo = y1x9 fait partie de Le™, c’est-a-dire que
w est dans L.

Il est possible de montrer d’une maniére similaire que £’ est un langage de
recombinaison double. O

Proposition 3.2.3. Soit L C V* un langage rationnel et ¢ ¢ V. Les langages
rationnels L = L + Lc et L' = L + cL sont des langages de recombinaison simple.

Démonstration. Nous utilisons la méme construction que dans la proposition précé-
dente.

Comme ¢ € V, ¢ est une constante pour Le. Il existe donc un systéme de re-
combinaison simple S = (V U {c}, 4, R) tel que Lc = L(S) (théoréme 3.2.1). D’une
maniére similaire & la proposition 3.2.2 nous considérons la régle r = e#c3c#e et le
systéme § = (V U {c}, A, RU{r}). Il est clair que L + Lc = L(S), car les régles de
R permettent de produire Lc, tandis que r permet de produire L. Nous observons
qu’il est important que la recombinaison simple soit utilisée. a
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Nous ne savons pas si ce résultat reste vrai si on utilise la recombinaison double,
mais nous pensons que c’est le cas.

Conjecture 3.2.1. Soit L C V* un langage rationnel et ¢ € V. Les langages
rationnels £ = L + Lc et L' = L + cL sont des langages de recombinaison double.

Nous montrons maintenant une possibilité de résolution de cette conjecture. Suppo-
sons qu’il soit possible de trouver un entier n > 0 et des mots z; € V* et w; € L,
1 < i < n tels que pour tout zw;y € L les deux conditions suivantes soient satis-
faites :

a) zw; € L

b)Vwe L:w=wz=>wy=wzy€L

S’il est possible de trouver de tels z; et w;, alors, en ajoutant les mots w; aux
axiomes, les régles z;#c$w;#¢e permettent de produire L & partir de Lc. Des condi-
tions similaires peuvent étre formulées pour produire L & partir de cL.

La motivation de 1’énoncé précédent est la suivante. Tout d’abord, nous obser-
vons que nous pouvons produire le langage Lc, voir théoréme 3.2.1. Puis, I'idée
principale est de produire le mot z de L & partir du mot zc € Lc en effagant le c &
la fin. Ceci peut étre obtenu si on utilise les régles z;#c$w;#e. Les conditions a) et
b) garantissent la cohérence des mots obtenus, car les deux mots résultants doivent
appartenir & L ou & Lec.

Exemple 3.2.1.

Les langages a* +a*b, a* +ba* sont des exemples qui confirment la conjecture
ci-dessus. Pour le premier langage il suffit de prendre i = 1, w; = a etz =¢
pour satisfaire les deux conditions ci-dessus. La régle c#bSa#e permet alors de
produire a* a partir de a*b. Nous observons que le langage a*b peut étre produit
par un systéme de recombinaison double (théoréme 3.2.1).

Exemple 3.2.2.

Considérons le langage rationnel L reconnu par |'automate fini suivant :

b b
a
— D@D
Si nous prenons i = 2 et 23 = a, z2 = b, w; = ababa, wa = abbd, les
deux conditions ci-dessus sont satisfaites. Dans ce cas, les régles a#tc$ababa#te

et b#cSabbbfte permettent de produire L 3 partir de Lc. Nous observons que Lc
peut &tre produit par un systéme de recombinaison double (théoréme 3.2.1).

Exemple 3.2.3.

Considérons le langage rationnel L reconnu par I'automate fini suivant :

b a
Dans ce cas, i = 4 et les 4 régles suivantes ba#c$ababa#te, aa#cSabbb#e,
ab#cSabbbite et bb#cSabbbite satisfont les deux conditions ci-dessus. Elles per-
mettent donc de produire L 3 partir de Lc. Nous observons que Lc peut étre
produit par un systéme de recombinaison double (théoréme 3.2.1).
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3.2.2 Classes de langages de recombinaison simple qui ne sont pas
des langages de recombinaison double

La proposition suivante montre une classe de langages rationnels qui ne sont pas
des langages de recombinaison double.

Proposition 3.2.4. Soit L C V* un langage rationnel et c,d € V. Le langage L
défini par L = L + cL + Ld n’est pas un langage de recombinaison double.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par contradiction. Nous supposons
qu'il existe un systéme de recombinaison double § = (V, 4, R) tel que L(S) = L.
Nous considérons chaque régle r € R et nous montrons qu’en utilisant cette régle
nous obtenons soit un mot ne faisant pas partie de £ parce qu'’il contient deux
occurrences de lettres de V', ou V' = {¢, d}, soit les deux mots résultants contiennent
une occurrence de ¢ ou d, c’est-a-dire que nous ne pouvons pas produire des mots
de L en utilisant cette régle. Nous remarquons aussi la propriété de fermeture de £ :
L = o2(L) ou o est le schéma de recombinaison (V, R).

Considérons donc une régle r = uj#uz8us#us € R et soient £ = z1ujuaT2,
Y = Y1usuale, W1 = T1U1U4Y2, Wy = Y1U3UzZ2 tels que nous pouvons avoir 'appli-
cation suivante de r : (z,y) Fr (w1, w2).

Il est clair que |ujuslyr <1 et |ugus|yr < 1. On a donc les cas suivants quant au
nombre de ¢ et d dans les composants u; de la régle, 1 <2< 4 :

1. |uilyr = 0. Nous obtenons une contradiction si nous prenons z dans cL et y
dans Ld, car w; contiendra c et d & la fois.

2. luuzlyr = 0 et uzug € Fact(cL). Nous avons deux sous-cas possibles :
(a) ug # e. Si nous prenons z dans Ld et y dans cL, nous obtenons que
|wa|yr = 2, ce qui est une contradiction.
(b) u3 = . Si nous prenons z et y dans cL nous obtenons une contradiction,

car le mot résultant w; contiendra deux lettres c.

3. Nous pouvons raisonner d’une maniére similaire pour les autres combinaisons
o I'un des sites ne contient aucune lettre de V' et l'autre en contient une
seule.

4. uyug € Fact(cL) et uzug € Fact(cL). Nous avons 3 sous-cas :
(a) ug =€ et u; # ¢ (ouu; =e et ug # €). Si nous prenons z et y dans cL,
nous obtenons un mot résultant contenant deux occurrences de c.
(b) u1,u3 = €. Les deux mots résultants sont identiques aux mots initiaux.

(c) u1,u3 # €. A nouveau, les deux mots résultants font partie de cL.

On en déduit qu’en utilisant des régles de ces deux derniers types nous
ne pouvons pas produire de mot dans L.

5. Nous pouvons raisonner d’une maniére similaire pour le cas ot ujus € Fact(Ld)
et ugug € Fact(Ld).
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6. uijug € Fact(cL) et ugug € Fact(Ld). Nous avons 4 sous-cas :

(a) u1,us # €. Nous obtenons une contradiction si nous prenons = dans cL
et y dans Ld, car w; contiendra c et d & la fois.

(b) u1 # €,u4 = €. On obtient que |wy|c =1 et |wa|g = 1.
(c) u1 = €,u4 # €. On obtient que |wy|q =1 et |wz|. = 1.

On voit qu’en utilisant des régles de ces deux derniers types nous ne
pouvons pas produire de mot dans L.

(d) u1,u4 = €. Nous obtenons une contradiction en prenant z dans cL et y
dans Ld, car le mot résultant wy contiendra c et d & la fois.

En résumé, nous avons des régles de deux types. Les régles du premier type
produisent des mots ayant une occurrence de ¢ ou d, ces mots ne peuvent donc pas
appartenir & L. Si nous supposons que nous pouvons produire L en utilisant les
régles de I’autre type, nous pouvons alors montrer pour chaque régle de cette sorte
un exemple de mots tels qu’en leur appliquant cette régle un des mots résultants
contiendra deux occurrences de lettres de V', de sorte qu’on aura un mot qui ne
fait pas partie de £. Ce qui contredit le fait que £ est fermé par rapport a la
recombinaison. Par conséquent, nous obtenons une contradiction avec le fait que
L = L+ cL + Ld est un langage de recombinaison double. |

Nous pouvons facilement obtenir le méme résultat en posant V'] = 1, ce qui
signifie que ¢ = d.

Corollaire 3.2.5. Soit L C V* un langage rationnel et c € V. Le langage L' défini
par L' = L+ cL + Lc n'est pas un langage de recombinaison double.

Les théorémes suivants montrent que les langages ci-dessus appartient & la famille
Hi(FIN,FIN). Ils sont donc dans Hy(FIN, FIN)\ Hy(FIN, FIN).

Théoréme 3.2.6. Soit L C V* un langage rationnel et c,d ¢ V. Le langage L défini
par L = L+ cL + Ld est dans H(FIN,FIN)\ Hy(FIN, FIN).

Démonstration. La proposition 3.2.4 nous donne que £ défini par L =L +cL + Ld
n’est pas dans Ho(FIN,FIN). 1l suffit maintenant de montrer que £ est dans
H{(FIN,FIN). Comme c est une constante pour cL et comme d est une constante
pour Ld, cL et Ld sont des langages de recombinaison double, voir théoréme 3.2.1 et,
par conséquent, des langages de recombinaison simple, voir proposition 3.1.2. Soient
S, = (VU{c}, Ac, R.) le systéme de Head qui produit cL, c’est-a-dire L(Sc) = cL, et
Sq = (VU{d}, Ag, Ry) le systéme de Head qui produit Ld, c’est-a-dire L(Sq) = Ld.
Le langage cL+ Ld est aussi un langage de recombinaison double, voir théoréme 3.2.1.
Nous affirmons que le systéme S = (V U {¢,d}, Ac U Aq, R:URgU {r}),our =
e#d$d#te, produit L, c'est-d-dire L = L(S). Nous observons que nous pouvons
aussi utiliser la régle r = e#c$c#e. En effet, nous pouvons produire cL et Ld en
utilisant les régles de R, et Ry. Finalement, la régle r = e#d8d#te¢ qui s’applique
uniquement & une paire de mots dans Ld, permet de produire les mots de L par
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une recombinaison simple. Nous remarquons que le systéme S ainsi obtenu est un
systéme de recombinaison simple, car la régle r ne peut pas étre utilisée pour une
recombinaison double. O

Le résultat précédent reste valide pour £' = L+ cL + Lc. Plus exactement, nous
observons que la preuve que £ = L + c¢L + Ld est un langage de recombinaison
simple utilise I'hypothése que ¢ et d sont deux constantes pour £. D’autre part il
est possible de montrer que £ = L + cL + Lc est un langage de recombinaison
simple, car {ca | a € V} et {ac | a € V} sont deux ensembles finis de constantes
pour £'. Dans ce cas, pour produire L nous pouvons utiliser I’ensemble de régles
To = aftcSac#e, respectivement r, = e#ca$cfta, pour tout a € V. Une telle regle
ro S’applique & deux mots de Le, respectivement cL, produisant ainsi un mot de L.

Théoréme 3.2.7. Soit L C V* un langage rationnel et ¢ € V. Le langage rationnel
L =L+ LeL n'est pas un langage de recombinaison double.

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par contradiction. Nous supposons
qu'’il existe un systéme de recombinaison double S = (V, A, R) tel que L(S) = L.
Nous considérons chaque régle r € R et nous montrons qu’en utilisant cette régle
nous obtenons soit un mot ne faisant pas partie de £ parce qu’il contient deux
occurrences de ¢, soit deux mots qui contiennent c. Cela veut dire qu’il n’est pas
possible de produire des mots de L en utilisant cette régle. Nous remarquons aussi
la propriété de fermeture de £ : £ = 02(L) ol o est le schéma de recombinaison
(V,R).
Considérons donc une régle r = uy#usSus#us € R et soient £ = ziujuszs,
Y = Y1UsUala, W1 = T1U1U4Y2, We = YLUsUsZo tels que nous pouvons avoir I’appli-
cation suivante de r : (z,y) Fr (w1, ws).
Il est clair que |ujug|c < 1 et |ugug|le < 1. On a donc les cas suivants quant au
nombre de ¢ dans les composants u; de la régle, 1 <i<4:
L. Juile=0,i=1,...,4.
Nous obtenons une contradiction si nous prenons z, y tels que |z1|. = |y2|c = 1,
car alors |wi|. = 2.
Nous affirmons qu’il est possible de trouver de tels z et y du fait de la définition
de L. C’est-a-dire si nous pouvons appliquer r & = et & y avec |z1]. = 0,
nécessairement, z = ziuugw' cw”. Comme ziujusw’ € L, il existe un mot
z' = wyeziuiugw’ € LeL pour lequel |7, = |wsezi|c = 1 et tel que la régle 7
puisse étre appliquée & z' et & y.
2. |u1le = |uzle =0 et Jugug|. =1

(a) |us|lc = 1 et donc |usg|. = O : si nous prenons z tel que |z2|, = 1, nous
obtenons une contradiction, car alors |wal, = 2.

(b) |us|lc = 0 et donc |us|c = 1 : si nous prenons z tel que |z1|. = 1, nous
obtenons de méme une contradiction, car cette fois |wi|, = 2.

2'. D’une maniére similaire nous obtenons une contradiction dans le cas ou ’on a
|U3|c = |U4lc =0 et donc IU1U2|c = 1.
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3. |ui|c = 1 et donc |ug|c = 0 ainsi que |uzuslc =1

(a) Jus|c = 1 et donc |usg|c = 0; on a, par conséquent, que |wi|c = jwlc = 1,
et en utilisant cette régle on en déduit qu’on ne peut pas produire de mot
dans L.

(b) |uglc = 1 et donc |uz = 0, de sorte que nous obtenons une contradiction,
car dans ce cas, jwilc = 2.

3'. 1l en va de méme si |us|. = 1 et que, par conséquent, |ui]. = 0 et |ugugfc = 1.

En résumé, nous avons des régles de deux types. Les régles du premier type pro-
duisent des mots ayant une occurrence de ¢, ces mots ne peuvent donc pas appartenir
a L. Si nous supposons que nous pouvons produire L en utilisant les régles de 'autre
type, nous pouvons alors montrer pour chaque régle de cette sorte un exemple de
mots tels qu’en leur appliquant cette régle un des mots résultants contiendra deux
occurrences de ¢, de sorte qu’on aura un mot qui ne fait pas partie de £. Ce qui
contredit le fait que £ est fermé par rapport a la recombinaison. Par conséquent,
nous obtenons une contradiction avec le fait que £ = L 4+ LcL est un langage de
recombinaison double. a

Nous ne savons pas si le langage ci-dessus est un langage de recombinaison simple,
mais nous pensons que c’est le cas.

Conjecture 3.2.2. Soit L C V* un langage rationnel et ¢ ¢ V. Le langage L+ LcL
est dans Hy(FIN, FIN), mais pas dans Hy(FIN,FIN).

Une des possibilités de résolution de cette conjecture, c’est-a-dire que L+ LcL €
H1(FIN,FIN), est étroitement lié & la solution proposée pour la conjecture 3.2.1,
a savoir que L + Lc € Ha(FIN, FIN). Nous rappelons que la conjecture 3.2.1 est
vraie si nous pouvons trouver z; € V* et w; € L tels que pour tout zw;y dans L les
deux conditions suivantes soient satisfaites :

a) zw; € L,

b)Vw € L:w=w'z =>wy=w2zyec L.

Dans notre cas, les régles z;#c$cw;#¢ permettent de produire L & partir de LcL.
La motivation de cet énoncé est la méme que pour la conjecture 3.2.1, mais dans ce
cas le probléme est encore plus simple car la condition a) est toujours vraie.

Exemple 3.2.4.

L =a* +a*ba* € H(FIN,FIN)\ Ho(FIN,FIN).

En vue du théoréme 3.2.7, nous obtenons £ ¢ Ho(FIN,FIN). Maintenant,
nous utilisons la remarque donnée plus haut et nous posons wy = a et z; = €. Il est
facile d'observer que la condition b) est satisfaite. La régle e#b$ba#e permet donc
de produire a* a partir de a*ba*. Pour finir la preuve nous remarquons que a*ba* est
un langage de recombinaison double et, par conséquent, de recombinaison simple,
voir théoréme 3.2.1.

Exemple 3.2.5.
Si nous considérons le langage L de I'exemple 3.2.2, nous obtenons immédia-
tement que L + LecL est un langage de recombinaison simple. Le méme résultat
est vrai pour le langage L de I'exemple 3.2.3.
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3.2.3 Exemples de classes de langages rationnels qui ne sont pas
des langages de recombinaison simple

Nous présentons ici une classe de langages rationnels qui ne sont pas des langages
de recombinaison simple. Cette classe est construite & partir du langage cLe, L C V*,
cg€V.

Théoréme 3.2.8. Soit L C V* un langage rationnel et ¢ ¢ V. Le langage L défini
par L = L + cLc n'est pas un langage de recombinaison simple.

Démonstration. Nous allons prouver I’énoncé par contradiction. Supposons qu’il
existe un systéme de recombinaison simple S = (V, A, R) tel que L(S) = L. Nous
considérons chaque régle r de R et nous montrons qu’en utilisant cette régle nous
obtenons soit un mot ne faisant pas partie de £ parce qu’il contient une seule oc-
currence de ¢, soit un mot qui contient deux ¢, de sorte que nous ne pouvons pas
produire de mot de L en utilisant cette régle. Nous remarquons aussi la propriété
de fermeture de £ = 01(L) ou o est le schéma de recombinaison (V, R).

Considérons donc une régle r = ujFusSus#ug € R et soient £ = z1ujugz € £
et y = y1usugys € L. Nous posons w le résultat de I'application de la régle r sur ces
deux mots.

Nous observons que |ujug|, < 2 et |ugug|. < 2. Il faut donc considérer les cas oul
chaque |u;|c, 7 = 1...4, varie entre 0 et 2. Nous pouvons écarter les cas ou |u1|. > 0
ou bien le cas ou |ua|, > 0, car dans ces cas nous ne pouvons pas obtenir de mot de
L.

A présent, fixons |u;}. = Juale = 0 et considérons 0 < |ug|c, |us|c < 2. Cela nous
donne 9 cas. Nous numérotons les cas par deux chiffres; le premier chiffre indique
le nombre de ¢ dans us et le deuxiéme chiffre indique le nombre de ¢ dans us.

Cas 00 : soit |ug|. =0= |ugl.. Il existe donc z’,y’ dans L tels que (ez'c,y’) br w et
|lwle =1, et donc w & L.

Cas 01 : soit |ug|c = 0 et |ug|. = 1. Prenons un y qui contienne le site uzus de la

régle r.

Si ugyy # ¢, il existe ' dans L tel que (z/,y) b, w et |w|. = 1 puisque
luayele = 1.

Si ugys = ¢, il existe ' dans L tel que (cz'c,y) b, w puisque w = zju; et
|lw|e = 1.

Dans les deux cas w & L.

Cas 02 : soit ug = €. Il existe donc =’ dans L tel que (cz'c,y) br w et |w|. =1
puisque w = zu1, de sorte que w & L.

Cas 10 : Ce cas est similaire au cas 01. Nous prenons ' dans L et nous choisissons
y' ou cy'c en fonction de z et nous obtenons que |w|. = 1, ce qui entraine
wé¢ L.

Cas 11 : ici nous avons 4 sous-cas et z,y € L :

a) T1u] = ugys = € : NOUS obtenons w = €.
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b) z1u1, ugys # € : comme |ug|. = |uz|. = 1 nous obtenons |zi1ui|. = |z1|c =1
et |ugy2|c = |y2]c = 1. Dans ces conditions, |w|. = 2 et w ne peut donc pas
étre dans L.

c,d) soit T1u; = €, s0it ugyr = €. Si z1u; =€, on a w = uyys et jw|c = 1. Si
ugy2 = €, on a w = Tyu; et |w|. = 1. Dans les deux cas, w € L.

Cas 12 : soit ug = €. Il existe donc ' dans L tel que (cz'c,y) br w et soit w = ¢
ce qui se produit si z1u; = ¢, soit |w|. = 1.

Cas 20 : soit u; = €. D’une maniére similaire au cas 02, nous pouvons trouver y'
dans L tel que (z,cy’c) br w et |w|c = 1.

Cas 21 : soit u; = . D’une maniére similaire au cas 12, nous obtenons qu’il existe
y' dans L tel que (z, cy’c) b, w et soit w = €, ce qui se produit quand uays = €,
soit |wl|, = 1.

Cas 22 : Nous produisons &.

En résumé, les régles sont de trois types. Les régles du premier type permettent
de produire uniquement ¢; les régles du deuxiéme type permettent d’obtenir des
mots w tels que |w|. = 2. Par conséquent, en utilisant ces deux types de régles
nous ne pouvons pas obtenir des mots de L. Les régles du troisieme type permettent
d’obtenir des mots d’un type différent. Mais pour chaque régle, nous pouvons indi-
quer des exemples de mots de L et cLc tels que le résultat w de 'application de la
régle 3 ces mots contienne une seule occurrence de c, et, de ce fait, w ¢ L. Clest
une contradiction avec le fait que L est fermé par rapport & la recombinaison. Par
conséquent, nous obtenons une contradiction avec le fait que £ est un langage de
recombinaison simple. O

3.3 Conclusions

Nous avons introduit dans ce chapitre ’opération de recombinaison et les sys-
témes de Head. Nous nous sommes intéressés a la comparaison de la puissance d’ex-
pression des systémes de Head fondés sur la recombinaison simple et des systémes
de Head fondés sur la recombinaison double et nous avons montré que ’ensemble
H\(FIN,FIN)\ Hy(FIN,FIN) n’est pas vide. Les langages utilisés pour montrer
ce résultat sont construits & partir des langages constants ou la constante est définie
par une lettre ¢ € V. Nous remarquons que nous pouvons remplacer cette lettre par
des mots qui seront des constantes pour le langage considéré. Méme si ces langages
peuvent paraitre plus intéressants, leur structure est identique & celle des langages
présentés plus haut.

Les systémes de Head introduits dans ce chapitre présentent un grand intérét,
mais leur puissance d’expression n’est pas grande. C’est pourquoi nous allons les
enrichir avec des mécanismes de contréle et de distribution du calcul, ce qui per-
mettra d’atteindre la puissance d’expression d’une machine de Turing. Nous allons
complexifier progressivement les systémes obtenus et le chapitre suivant présente
une premiére extension des systémes de Head.
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Chapitre 4

Systémes distribués a changement
de phase

Dans ce chapitre nous introduisons une extension des systémes de Head : les
systémes de Head étendus. Nous montrons que ces derniers sont un peu plus puis-
sants que les systémes de Head en montrant qu’ils peuvent produire la famille des
langages rationnels lorsqu’un ensemble fini d’axiomes et de régles est utilisé, ou
la famille des langages récursivement énumeérables, lorsqu’un ensemble rationnel de
régles est utilisé. Nous décrivons aussi la méthode «faire-tourner-et-simuler» utilisée
souvent dans le cadre des systémes de Head et de leurs extensions pour simuler une
grammaire arbitraire, ce qui permet donc de montrer leur grande puissance d’ex-
pression. Nous introduisons aussi une autre extension des systémes de Head : les
systémes distribués & changement de phase qui sont fondés sur 1’'observation bio-
logique que les enzymes, simulés par des régles, ne sont pas tous accessibles dans
le méme temps, mais & certains moments. Nous montrons que deux jeux de regles,
que nous appellerons plus tard composants, suffisent pour produire tous les langages
récursivement énumérables en simulant une grammaire arbitraire ; la preuve de ce
résultat est fondée sur la méthode «faire-tourner-et-simulers. A la fin du chapitre
nous montrons quelques résultats obtenus & l’aide du logiciel développé pendant le
DEA de ’auteur. Plus précisément, nous avons contrdlé quelques articles publiés sur
les systémes distribués & changement de phase et nous y avons trouvé des erreurs a
'aide de notre logiciel. Nous montrons aussi comment il est possible de corriger ces
erreurs dans certains cas.

4.1 Systémes de Head étendus

4.1.1 Définitions et résultats

Définition 4.1.1. Un systéme de Head étendu est un quadruplet v = (V, T, A, R),
o V est un alphabet fini, 7' C V est un alphabet terminal, A C V* est un ensemble
de mots initiaux, appelés axiomes, et R est un ensemble de régles de recombinaison.

Le langage produit par le systéme de Head étendu +y est

39
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L(vy) =o*(L)NT*, ou o = (V,R).

Le langage produit par le systéme de Head étendu v consiste donc en tous les
mots produits par le systéme de Head H = (V, A, R) qui font partie de l’alphabet
terminal 7T'.

Nous notons par EH (Fy,F2) la famille des langages produits par les systémes
de Head étendus dont ’ensemble des axiomes appartient & la famille F; et dont
I’ensemble des régles appartient a la famille Fo.

Les systémes de Head étendus sont un peu plus puissants que les systémes non-
étendus.

Théoréme 4.1.1. REG C EH(FIN,FIN)

Démonstration. Nous présentons ici la preuve donnée dans [44].

Soit L C T* un langage rationnel produit par une grammaire rationnelle G, et
soit G = (N, T, S, P).

Nous construisons le systéme de Head étendu suivant :

¥ = (NUTU{Z},T,A1 U Az U A3, R U Ry),

ou

Ay ={S}a
Ay={ZaY | X - aY € P,X,Y € Nja €T},
A3s={ZZa|X - a€ P, X € NaeT},

e | X
Rl—-{ AP |X—>aYEP,X,Y€N,aET},

e | X
Rg—{ AR |X—)a€P,X€N,a€T}.

Si nous effectuons une recombinaison avec le mot ZzX en utilisant une régle de
Ry, le résultat sera de la forme ZzaY et ZX. Il est facile de voir qu’a partir de ces
mots nous ne pouvons pas obtenir de mot terminal. En effet, nous ne pouvons pas
éliminer le symbole Z si ces mots sont utilisé comme premier terme de la recombinai-
son. De plus, aucune régle n’est applicable au mot ZzX, ou |z| # 1, si nous essayons
de 'utiliser comme deuxiéme terme de la recombinaison. Par conséquent, la seule
possibilité d’obtenir un mot terminal est de partir de S en utilisant les régles de R;
et de terminer avec une régle de Rp. Ainsi, nous pouvons voir que le premier terme
de la recombinaison est celui que nous obtenons par la recombinaison précédente et
que le deuxiéme appartient & A3 ou & As, pour la derniére étape. Ceci correspond &
une dérivation dans G. Nous obtenons donc L(y) = L(G) = L. O

Il est clair que l'inclusion inverse a lieu, car la famille des langages rationnels est
close par rapport a l'intersection.
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4.1.2 La méthode «faire-tourner-et-simuler»

Maintenant, il suffit de faire un petit pas en avant dans le cadre de notre modele
pour obtenir une grande puissance d’expression.

Théoréme 4.1.2. RE C EH(FIN,REG)

Démonstration. Nous présentons ici la preuve donnée dans [44].
Soit G = (N, T, S, P) une grammaire arbitraire. Posons U = NUT U {B}, ou B
est un nouveau symbole. Considérons le systéme de Head étendu suivant

Y= (V’TaAa R)a

ol
V=NUTU{X,X',B,Y,Z}U{Y,, | a € U},

A={XBSY, ZY,X Z}
U{ZvY |u—veP}
U{ZY,, X'aZ |aeU},

et R contient les groupes de régles suivants :

Xw#uY$Z#vY, pouru—v€E PweU”,
Xw#aYS$Z#Y,, poura€UweU*,
X'a#Z$X#wY,, pour a € U,we U*,

Simuler : 1
2
3.
4. X'w#Y,$3Z#Y, pourcaeU,weU*,
5
6
7

Faire tourner :

X#Z$X'#wY, pour w € U*,
e#ZYSXB#wY, pourw€ T,
e#Y $SX Z#e.

Termainer :

Nous affirmons que L(vy) = L(G).

Posons ¢ = (V, R). Nous examinons le fonctionnement de o, plus exactement les
possibilités d’obtention de mot dans T*.

Aucun mot de A n’est dans T*. Toutes les régles de R exigent un mot contenant
le symbole Z, mais ce symbole n’apparait pas dans le premier mot produit par la
recombinaison. De plus, le deuxiéme résultat de la recombinaison contient Z et ne
peut contenir de site que de la régle 7, mais il est facile d’observer qu’on ne peut pas
obtenir un mot terminal dans ce cas. A chaque étape, nous devons donc recombiner
un mot de A avec le résultat de la recombinaison de I’étape précédente, excepté a
la premiére étape, quand l'axiome X BSY est utilisé.

Le symbole B marque le début des formes syntaxiques de G simulées par o.

Les régles du groupe 1 permettent de simuler les régles de P. Les regles des
groupes 2 & 5 transferent des symboles de la droite du mot considéré a sa gauche.
Ce procédé permet la simulation des régles de P a la droite du mot produit par o.
Comme le symbole B qui marque le début du mot est toujours présent, nous pouvons
reconstituer le mot & chaque fois. Plus précisément, si le mot considéré dans o est
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de la forme BywyBwsfB2, ot By, B2 sont des parenthéses de type X, X',Y,Y,, avec
a € U, waw; est une forme syntaxique de G.

Nous partons de X BSY, c’est-a-dire de ’axiome de G marqué a gauche par B
et entouré par les parenthéses X,Y . ‘

Nous allons voir maintenant comment fonctionnent les régles 2 & 5. Considérons
un mot XwaY pour o € U, et pour w € U*. En utilisant une régle du type 2 nous
obtenons :

(Xw|aY, Z|Y,) F (XwY,, ZaY).

Le symbole Y, mémorise le fait que « a été effacé de la droite de wa. Seule une
régle du type 3 peut s’appliquer maintenant & XwYj, :

(X'a|Z, X|wYs) b (X awYy,, X Z).

Nous remarquons que le symbole a, effacé a ’étape précédente, est placé devant
w. Maintenant, il n’existe qu'une possibilité de continuer : c’est d’utiliser une régle
du type 4 :

(X'aw|Yy, Z|Y) F (X' awY, ZY,).

Si nous utilisons maintenant une régle du type 7, alors X' (et B) ne pourront
jamais étre éliminés, le mot ne pourra donc jamais devenir terminal. Cela nous oblige
& utiliser une régle du type 5 :

(X|Z, X'|awY) F (XawY, X'Z).

Nous sommes partis de XwaY et nous avons obtenu XawY. Nous pouvons
répéter ce processus un nombre de fois arbitraire. Par conséquent nous obtenons
toutes les permutations circulaires du mot considéré et rien de plus, car & chaque
étape nous avons une occurrence de B.

On voit facilement que chaque régle de P peut étre simulée, ol que soit son site
d’application dans une forme syntaxique de G. Pour cela, nous faisons tourner le mot
d’une lettre par les régles 2 & 5 comme décrit plus haut, jusqu’a ce que le membre
gauche de la régle a simuler arrive & la fin de la forme syntaxique que l’on fait
tourner. Puis nous pouvons appliquer une régle du type 1 qui simule I’application
de cette régle de la grammaire.

Par conséquent, pour chaque forme syntaxique w de G, il existe un mot de la
forme X BwY produit par o et, réciproquement, si Xw;BwsY est produit par o,
wow, est une forme syntaxique de G.

La seule possibilité d’effacer les symboles ne faisant pas partie de T', est d’utiliser
les régles des groupes 6 et 7. Plus précisément, les symboles X et B peuvent étre
effacés dans les conditions suivantes :

(1) Y est présent : nous ne pouvons donc pas utiliser la régle 7 avant la régle 6
pour effacer Y, car sinon, on ne pourrait plus appliquer de recombinaison au mot
résultant qui, de ce fait, ne pourrait étre terminal.
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(2) Le mot présent est entouré par des parenthéses X et Y et il contient unique-
ment des lettres terminales

(3) B est juste aprés X.

Dans ce cas nous pouvons effacer X B, puis Y et le résultat est un mot terminal v.
En vue des réflexions présentées plus haut, il est clair que v est dans L(G), donc
L(v) C L(G). Inversement, chaque mot de L(G) peut étre produit de cette fagon, et
donc L(G) C L(v). Cela donne légalité L(G) = L(v), ce qui prouve I’énoncé. [

Nous utilisons dans ce qui suit plusieurs variantes de cette technique appelée
«faire-tourner-et-simuler». Cette technique venant de la réécriture a été adaptée par
Gh. Paun dans [38| pour le cas des systémes de Head.

4.2 Systémes distribués & changement de phase

L’approche suivie ci-dessus utilise des objets infinis, elle est donc purement ma-
thématique. Il est difficile de voir pour l'instant son utilité d’un point de vue biolo-
gique. Plus bas, nous présentons un modéle qui permet d’avoir une grande puissance
d’expression, tout en gardant le caractére fini du systéme. Pour cela il suffit d’intro-
duire un peu de distribution dans les calculs, ainsi qu’une procédure de contréle, ce
qui est peut étre plus réaliste en ’état actuel de nos connaissances dans le domaine
de la biologie.

Définition 4.2.1. Un systéme distribué ¢ changement de phase de degré n est le
n + 3-uplet suivant
D= (Vv’TvAaRl-;RZa""Rn),

ou V est un alphabet, T C V est 'alphabet terminal, A C V* est un ensemble fini
d’axiomes et ou R;, 1 < i < n, les composants, sont des ensembles finis de régles de
recombinaison.

A chaque instant ¥ = n-j+i, 007 > 0, 1 <1 < n, seules les régles du composant
R; sont utilisées pour la recombinaison des mots existants. Plus précisément, nous
définissons

Ly = A4,
Lyyi =o0i(Lg),pouri=k—1 (modn)+1, k>1,1<i<n, o;=(V,Ry).

En effet, & chaque étape k, les mots présents, L, sont recombinés une fois selon
les régles du composant R;, 1 = k—1 (mod n)+1 et le résultat de cette recombinaison
forme I’ensemble des mots suivants, Lgy; ; les mots restants sont éliminés.

Nous disons que le composant R; d’un systéme distribué a changement de phase
rejette le mot w, §’il n’existe pas de mot complémentaire & w par rapport & une
régle de R;. Dans ce cas, on écrit w Tr,. Nous pouvons omettre R; si le contexte le
permet. En particulier, w est rejeté par R; si w ne s’accorde avec aucune régle de
R;.
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Le langage produit par un systéme distribué & changement de phase D consiste
en tous les mots faisant partie de lalphabet terminal et qui sont produits & une
étape quelconque du calcul.

def *

bués & changement de phase de degré au plus n.

Exemple 4.2.1.

|
Nous notons par V. DH,, la famille des langages produits par les systémes distri- !
|
|
Considérons le systéme distribué 3 changement de phase suivant : ‘

D=(V,T,A,R), ot V=T={a,bc} A={cab}, R= {r = %’i}

Nous avons L; = {cab}. Nous pouvons appliquer la régle r & cab et a lui-
méme : (c|ab, calb) F, (cb,caab). Cela donne Ly = {cb,caab}. Nous pouvons
maintenant appliquer 7 a caab : (c|aab, caalb) F, (cb, caaaab), ce qui nous donne
Ly = {cb, caaaab}. On voit facilement que Ly = {cb, cazkb}, le langage produit
par D est donc le suivant : L(D) = {cb,ca®"b}, n > 0 qui n’est pas un langage
algébrique.

4.3 La puissance d’expression des systémes distribués a
changement de phase

Nous voyons que les systémes distribués & changement de phase sont assez puis-
sants, méme avec un seul composant. Dans ce chapitre nous montrons que deux
composants suffisent pour obtenir la méme puissance d’expression que celle d’une
machine de Turing. Nous observons que le méme résultat peut étre obtenu avec un
seul composant et nous présentons cette preuve au chapitre 6, voir théoréme 6.3.1.

Théoréme 4.3.1. Soit G = (N, T,P,S) une grammaire arbitraire. Il existe un
systéme distribué & changement de phase de degré 2, Dg = (V,T, A, R1,Ra) qui
simule G et pour lequel L(G) = L(Dg).

Démonstration.
Définition du systéme

Posons Dg = (V,T, A, Ry, Ry).

Soient NUT U{B} ={a1,0a9,...,an} (an=B)et B¢ NUT.

Dans ce qui suit nous supposons que : 1 <i<n, 1<j<n—-1,2<k<net
ae NUTU({B}.

L’alphabet V est défini par V = NUTU{B}U{X.,Y, Z, Z', Z",Xi,Yi,XJf, Y}’,Xjf’,
Y‘Vi”a X,’ Yla X”’ YH) Cla CZa Dy, DZ}

L’alphabet terminal T est celui de la grammaire formelle G.

Les axiomes sont définis par : A = {XSBY'} U {ZY;, 2Y], 2Y{", X'Z, X" 2, ZY ,
X;a;Z, XJfZ, XJf’Z, ZY|ZY" XZ,X;Z,C1Z] D1, Z"Cy, Do} U {ZvYj, Ju — va; € P}.
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Les composants du systéme sont définis de la maniére suivante.
Composant R; :

& . !

1.1: AG A Ju — va; € P; 1.1 AR Ju—eeP
e |aY a| Y al|Y’

1.2 — ; 1.3: , 14: —1-d .
A7 AR Z |y
Xila X' |a alY”

1.5: —X—,_T H 1.6: X7 7 1.7: —Z—- Yy
a | BY" a|Y/ Ci | Z

18—t 1.9 ﬂ_YQL 110 —Hp—

Composant R :

Xx a|Y,
Xa, TTX] X" AVEE
a ‘ Y' ‘ ] Cy
Z YII ’ " ’ 27 e ZI ? X Z € ’

Les composants R; and Rs contiennent aussi les régles suivantes :

—Z—‘% pour chaque axiome a € A, sauf XSBY.

Nous affirmons que L(D¢g) = L(G).

Nous allons prouver cette affirmation de la maniére suivante. Nous montrerons
comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,
par conséquent, nous obtiendrons que L(G) C L(Dg). Dans le méme temps, nous
montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n’aboutissent pas & un mot
terminal, ce qui prouvera l’énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode «faire-tourner-et-simuler», voir sec-
tion 4.1.2. Nous utilisons une technique similaire & celle qui est utilisée dans [23, 40,
44]. Nous commengons avec le mot Xwa;Y dans le composant R;. Aprés I'applica-
tion de la régle 1.2, le composant Ry recoit le mot XwY;. Dans Ry la régle 2.1 est
appliquée et R; recoit les mots Xja;wY; (1 < j < n). A partir de cet instant, le
systéme D¢ fait décroitre les indices ¢ et j simultanément. Les mots pour lesquels
j # i sont éliminés et seuls les mots Xja;wY; restent. Puis, nous obtenons le mot
Xa;wY, nous avons donc fait tourner le mot Xwa;Y d’une lettre. Si a;w = a;w'B
et a;w’ € T*, ce dernier mot faisant partie du résultat est aussi produit.

Schéma du calcul

Le calcul dans D¢ suit le schéma présenté 4 la figure 4.1. Les sommets du schéma
représentent une configuration de mots pendant le calcul. Nous énumérons toutes les
configurations possibles et nous mettons leur numéro dans le coin supérieur droit.
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Le symbole w dans les configurations est considéré comme une variable et il prend
des valeurs différentes dans des configurations différentes. Par exemple, si dans la
configuration 1 le symbole w est égal & w'a;, dans la configuration 2 sa valeur peut
étre w'. Nous allons montrer que le calcul suit le schéma, de la figure 4.1, c’est-a-dire
que tous les mots produits dans une configuration seront éliminés, excepté les mots
appartenant & la configuration suivante.

7

w X”w X”WY”
8/ \ .
Xwy” X'"wY'
l 1 T 5
Début =——= XwY X'wY’
. B
XwY; X'wY;
\ 3/
X;wY;
13/ \ 9
X wYi-1 XwYl,
T 12 l 10
X WY, XiwYi
ll/
X wY{,

F1G. 4.1 — Le schéma. du calcul

Nous remarquons que la régle 1.10 permet de produire le mot Z’ & partir des
axiomes C1Z’ et D;. Ce mot apparaitra donc dans le deuxiéme composant. D’une
maniére similaire, la régle 2.9 permet de produire le mot Z” qui apparaitra dans
le premiére composant. Cette astuce est utilisée afin d’éviter un calcul erroné et la
sous-section 4.5.1 contient plus d’information sur ce sujet.

Rotation
Considérons le mot Xwa;Y (w € (NUTU{B})*), 1 <1 < n. Nous sommes dans
la configuration 1. Nous allons montrer comment la rotation de wa; est effectuée.

(Xwla;Y, Z|Y;) 12 (XwY;, Za;Y 1).
Le mot Za;Y ne peut s’accorder avec aucune régle de Ry, il est donc éliminé.
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Maintenant nous sommes dans la configuration 2.
(Xl'in,XkaHZ) Fo1 (XkaxwY;, XZ), 1 <4,k <n.
Le mot X Z est un axiome.
Si 7 = 1, nous pouvons avoir aussi le calcul suivant :
(Xw|Y1, Z|Y') o4 (XwY' 1,2ZY1).
Le mot ZY; est un axiome et le mot XwY”' est éliminé.
Nous sommes dans la configuration 3. Il existe, maintenant, 4 cas possibles :
a) X,a,wY1; b) X1a,wY;; ¢) XjaswYs; d) XiaswY1;4,7>1,1<s<n
a) Xjaisl,j > 1.
Le mot XjaswY; ne peut s’accorder avec aucune régle de Ry, il est donc éliminé.
b) Xja,wY;j, i > 1.
Ici on a deux possibilités :
(i) (X1asw|Y;, Z|Y] ;) Fi3 (X1a,wY]; 1, 2Y3).
Le mot ZY; est un axiome. Le mot Xja,wY; ; ne peut s’accorder avec aucune régle
de Ry, il est donc éliminé.
(ii) (Xi|aswY;, X'|Z) F15 (X'aswY; 1, X12Z).
Le mot X1Z est un axiome. Le mot X'a;wY; ne peut s’accorder avec aucune regle
de Rg, il est donc éliminé.
Dans ces deux cas, le calcul n’aboutit donc pas & de nouveaux mots.
C) Xjaisi,z',j > 1.
(Xjasw|Y;, Z|Y] ;) i3 (Xja,wY] |, ZY;).
Le mot ZY; est un axiome.
Nous sommes dans la configuration 9.
(XjlaswY_y, X} _1|Z) Fa2 (Xj_jaswYi_y, X;Z).
Le mot X;Z est un axiome.
Nous sommes dans la configuration 10.
(X]"—laswlyil—l’Z|Yi’il) Fra (Xj_qaswYy, ZY] ).
Le mot ZY]_; est un axiome.
Nous sommes dans la configuration 11.
(X;‘—1|aswyi’il,X§’—1|Z) k2.3 (X]I"—laSin’Ll’X;'—IZ)'
Le mot X;_;Z est un axiome.
Nous sommes dans la configuration 12.
(X;'I_.laswnfilip Z‘Yi—l) F1.9 (X;’_las’in_l, ZYill_l)-
Le mot ZY}”; est un axiome.
Nous sommes dans la configuration 13.
Maintenant il existe deux possibilités de poursuivre le calcul.
(1) (X;-’_las'w|Y1,Z|Y') Fo.4 (X}'_lais’ 1, 2ZY).
Le mot ZY) est un axiome et le mot X} _jaswY’ est éliminé.
(ii) ( ;’_1|a3w1’}_1,X]~_1|Z) |_2.8 (Xj_lasWYi_l,X;-’_1Z).
Le mot X;_;Z est un axiome. Nous observons que nous sommes arrivé & nouveau
dans la configuration 1. Il est facile de voir que les indices de X et Y ont été diminués
simultanément. Nous pouvons continuer jusqu’a ce que 'un des indices devienne 1,
nous serons donc dans 'un des cas (a), (b) ou (d).
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d) Xlaisl.
(Xllaisl,X’|Z) |"1_5 (X'aisl,XlZ).
Le mot X;Z est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 4.
(X’asw|Y1, Z'Y’) |_2,4 (X’as'wY’, ZYl).
Le mot ZY7 est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 5.

(X'aswY', X"|Z) 16 (X"aswY’, X'Z).
Le mot X’'Z est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 6.

Nous avons maintenant trois possibilités :

(1) (X"|aswY', X|Z) bag (XaswY' 1,X"Z).
Le mot X"Z est une axiome. Le mot Xa,wY’ ne pouvant s’accorder avec aucune
régle de Ry, il est éliminé.

(ii) (X"|aswY",|Z") Far (aswY' 1, X"Z"' 1).
Les mots a;wY’ et X" Z' ne pouvant s’accorder avec aucune régle de Rj, ils sont
éliminés.

(iii) (X"asw|Y', Z|Y") Fo5 (X" as,wY", ZY").
Le mot ZY”’ est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 7.

*) (X"asw|Y",Z|Y) F1.7 (X"aswY, ZY").
Le mot ZY" est un axiome.

Nous sommes dans la configuration 8.

(**) (X"|aswY, X|Z) a6 (XagwY, X" 7).
Le mot X" Z est un axiome.

Nous sommes arrivé dans la configuration 1, nous avons donc fait tourner le
symbole a;. Il est possible d’appliquer les régles 1.8 et 2.7 dans les cas marqués par
(*) et (**), mais ces applications seront discutées plus tard.

Simulation des productions de la grammaire

S’il existe une production u — va; (ou u — ¢€) et un mot Xw'uY (Xw”a;uY),
nous pouvons appliquer la régle 1.1 (1.1).
(Xw'|uY, Z|vY;) F11 (Xw'vY;, ZuY 1).
Le mot ZuY ne pouvant s’accorder avec aucune régle de Ry est éliminé.
(lellaiuya Zlifz) F11 (X'LU”Y;;, ZauY T)
Le mot Za;uY ne pouvant s’accorder avec aucune régle de Ry est éliminé.
Puis, le systéme fonctionne comme dans le cas de la rotation. Par conséquent,
nous simulons 'application de la régle u — va; (u — ¢€) de la grammaire G.

Obtention du résultat

Si nous avons le symbole B ala fin du mot dans le cas (*), nous pouvons appliquer
la régle 1.8 :




4.3. LA PUISSANCE D’EXPRESSION DES SYSTEMES DISTRIBUES... 49

(X"agw!|BY", Z"|) 18 (X"asw', Z"BY" 1).
Le mot Z"BY" est éliminé.

(X" |asw',|2') Fo7 (asw' 1, X"Z' 1).
Les mots X" Z' et asw' sont éliminés. Si le mot asw' € T*, asw' fait partie du résultat
du calcul.

Il était possible d’appliquer la régle 2.6 :

(X"|asw', X|Z) Fog (Xasw' 1,X"Z).
Le mot X"”Z est un axiome et Xasw' est éliminé.

Nous observons que par définition nous avons a chaque étape un nombre illimité
de copies de chaque mot. Dans le cas ci-dessus, les deux applications se font donc en
paralléle et une de ces applications produit le résultat du calcul, tandis que ’autre
n’aboutit pas & de nouveaux mots.

Considérons maintenant le cas (**). Il est possible d’appliquer la régle 2.7 :

(X")|aswY,|Z") ka7 (aswY, X"Z' 7).

Le mot X" Z' est éliminé.

(asw'|alY, Z|Yz) F11, 1.1 ou 12 (@sw'Y3, ZaY 1), 1 <t < n.
Le mot Za;Y est éliminé.

Si t # 1, le mot asw'Y; est éliminé.

Sit=1,

(as'w’|Y1, ZlYI) |—2.4 (asw’Y’ T, ZYl).

Le mot ZY; est un axiome et le mot a;w'Y’ est éliminé.

Ce calcul n’aboutit donc & aucun mot nouveau.

Autres calculs avec les axiomes

Nous pouvons avoir les calculs suivants entre les axiomes, mais ils n’aboutissent
pas & des mots nouveaux.

(Zv|Y;, Z|Y]_y) F13 (Z0Y_; 1,2Y5), 2 <i <.
(X1|a1Z,X’|Z) |"1‘5 (X’alZ T, X1Z).
(XklakZ, X}, _11Z) Fa.2 (Xi_j0xZ 1, XxZ),2<k<n.

(Z'U|Y1, ZlY’) Fa.4 (ZUY’ Ta ZY’l)
Comme nous avons examiné tous les cas, notre analyse est maintenant compléte.

Remarques finales

Nous observons qu'il était possible d’utiliser le mot C; Z’ 4 1a place de Z' et Z"C,
3 la place de Z” dans certains endroits du calcul ci-dessus, mais ces applications,
introduisant C; et Co dans le mot considéré, ne changent pas le fait du rejet du mot
par le composant suivant.

11 est facile de voir qu’en suivant le schéma du calcul nous obtenons tous les mots
de L(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que le
systéme ne produit pas d’autres mots. O
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4.4 Un systéme distribué a changement de phase « pe-
tit » qui est universel

Nous allons montrer que les systémes distribués 4 changement de phase avec un
seul composant sont indécidables. Pour cela nous montrons qu’avec un seul compo-
sant il est possible de simuler un systéme de Post simplifié. De méme, comme les
systémes de Post simplifiés ont été utilisées pour obtenir des machines de Turing de
taille petite, voir [46], le systéme obtenu a une description qui est trés compacte.

Nous définissons aussi un entrée pour un systéme distribué & changement de
phase. Une entrée pour le systéme D est un mot w sur ’alphabet de D. Le calcul
de D sur 'entrée w est effectué en ajoutant w aux axiomes et en laissant le calcul
de D se dérouler comme d’habitude.

Théoréme 4.4.1. Soit T = (2,V, P) un systéme de Post simplifié et w € V*. Il
existe un systéme distribué o changement de phase D de degré 1, D = (V',V, A, Ry),
qui en lui donnant comme entrée le mot LXwY simule T sur Uentrée w, c’est-a-dire
que :
1. pour chaque mot w sur lequel T s’arréte produisant le résultat w', le systéme
D produit un résultat unique w'.

2. pour chaque mot w, sur lequel T ne s’arréte pas, le systéme D calcule infini-
ment sans produire de résultat.

Démonstration.
Soient V = {a1,...,an41} et P={Py,...,Pp}.
Dans ce qui suit nous considérons que 1 <i <net a,b,c € {a1,...,an}.

Nous définissons D de la maniére suivante.

L’alphabet V' est défini par : V! =V U{X,Y,L, X', Y'" R, Z}.
Les axiomes sont définis par : A = {LXwY,ZPY,X'E, RY'}.
Les régles de R; sont définies de la maniére suivante :

Reégles principales :

1.LXa,-bc_ 2_cY £ _3.aYXai_ 4 X' la
X' |E’ " L | Xa;bE ’  Z| BY " LX|E '

Reégles secondaires :

s, LX |abE . LX |bE  ZR|Y = ZBR|Y'
"IXe; | BE ' " LXb|E ° ''"R|Y ' TR |Y

Regles pour le résultat :

LXa,1b| ¢ c ] Y

- X'E ; 10 : ;

9 LXa, bX'E | e
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Nous montrons maintenant comment on simule le calcul de T'. Nous avons dans le
systéme un mot de la forme LXwY qui correspond au mot w sur lequel on travaille
dans T'. Nous détachons d’abord les deux premiers symboles de w et nous marquons
par X' le début du mot, ce qui nous donne deux molécules : Xa;a;E et X'w'Y,
o w = a;a;w’. Puis nous collons la partie détachée & la fin du mot en obtenant
X'w'Y Xa;a;E, ce qui permet de la remplacer par la bonne production : X'w'FY.
Finalement, on enléve le prime de X en obtenant : LXw'P;Y et on peut recommencer
le processus. Nous nous arrétons lorsque le premier symbole est a,1. Dans ce cas,
nous enlevons les parenthéses LX et Y et nous obtenons le mot-résultat.

Nous détaillons par la suite ce que nous venons de dire, en considérant toutes
les évolutions possibles.

Etape 1.
LXab | wY - X'wY
X | E 1 "LXabE
ZB|Y | ZRY
R |[Y 4 RY
Etape 2.
XwY| e L X'wYXabE
L |XabE ? L1 :
LX |abE LXbE
LXa; | bE ° "LXaabET ’
ZR|Y'  _ZRY
R ‘Y 8 TRY -
Etape 3.
X'w|YXabE X'wPY
Z | BY 3 TZYXabET
LX |bE LXE
LXb| E 6 TLXBWET ’
ZP|Y ZRY
R |[Y 4 RY
Etape 4
X’ wP,-Y - LX’wPiY
ILX| E 4 X'E
ZR|Y' | = ZRY
R|Y 8 TRY

Nous observons que nous avons simulé une étape de calcul dans T et que toutes
les molécules non-désirables ont été éliminées. Nous pouvons continuer ce processus
jusqu’a ce que le premier symbole de w devienne an41. Comme nous avons besoin
de quatre étapes pour simuler une étape de 7', la situation ci-dessus arrive lorsque
on est & I’étape 4k + 1, k > 0. Dans ce cas nous pouvons enlever les parenthéses LX
et Y et obtenir le mot-résultat :

Etape 4k+1
LXap1b | wY - wY
e |XE ° LXappbX'E -
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Etape 4k-+2.
w | Y L w T
LXant1bX'E | € 0 TXa, 1 bX'EY T
Comme nous n’aurons plus de mot de la forme LXwY', le calcul suivant consis-
tera en application des régles 7 et 8 sans produire un mot terminal.

O

4.5 Correction des systémes existants

Comme nous ’avons dit au Chapitre 2, nous avons utilisé un logiciel de simula-
tion des systémes distribués a4 changement de phase, développé pendant le DEA de
lauteur. Nous avons contrdlé plusieurs articles existants sur les systémes distribués
a changement de phase et nous avons trouvé que certains d’entre eux contient des
erreurs. Dans cette section nous présentons les systémes correspondants, nous mon-
trons les erreurs trouvées, ainsi que les corrections nécessaires pour que les systémes
retrouvent un fonctionnement correct. Nous avons trouvé que certaines erreurs sont
communes i plusieurs auteurs, nous espérons donc que notre correction permettra
de les éviter dans le futur.

Chacun des systémes considérés simule une grammaire arbitraire G=(V, T, S, P).

4.5.1 Correction du systéme TVDH3

Nous commengons par le systéme distribué a changement de phase présenté
dans [23]. La figure 4.2 contient la description de ce systéme, appelé TVDH3.

Le fonctionnement du systéme TVDHS3 n’est pas correct. Les auteurs n’ont pas
observé la situation suivante : ’application de la régle 2.5 produit le mot X'Z’ qui
ne fait pas partie des axiomes et qui n’est pas éliminé du systéme grace a la régle
Z'#e$7"'#¢. Puis, a 'aide de la régle 2.4, on obtient X Z'. Ce mot utilisé avec la
régle 2.1 produit les mots X;a;Z' et X,a,Z', ou m # 4. Finalement, la régle 2.5
permet d’introduire ces préfixes dans n’importe quel mot. Plus précisément :

(X'wY",|Z") Fos5 (X' Z', wY').

X'Z' est présent & chaque étape grace a la régle Z'#e$2'#e.

(X'\Z2',X|Z) bo4 (XZ', X' Z).

Maintenant, la régle 2.1 s’applique & X Z’, qui est toujours présent, et & un de
ses mots complémentaires X;a;Z :

(XlZI,Xiai|Z) |—2.1 (XZ, Xla,Z’) R

Les mots X;a;Z' sont toujours présents. A partir d’eux on peut obtenir X;_;a;Z’ :

(XilaiZ,sz{—llz) |"1.3 (XiZ, X{_laiZ’).

On continue et on obtient d'une maniére similaire X!' ;a;Z’, X;_1a;Z’, et fina-
lement X'a;Z' et Xa;Z'.

Maintenant, soit X'wY’ une évolution correcte. La régle 2.5 du deuxiéme com-
posant permet alors d’insérer a; devant w :

(X’]wY’,Xai|Z') |_2.5 (X’Z’,Xati’),

ce qui n’est pas une évolution correcte.




4.5. CORRECTION DES SYSTEMES EXISTANTS 53

Considérons le systéme TVDH3 = (V, T, A, Ry, Rz, R3).

Soient NUT U {B} = {a1,a2,...,asn} (an =B)et B¢ NUT.
Soient i, jet kavec1<i<m,1<j<n—-1,2<k<n

L’alphabet V' est défini par V = NUT U {B}U{X,Y, 2, X, Y;, X}, Y}, X/, Y},
X’,Y’,Z’,Z”}.

Les axiomes A sont donnés par A = {XSBY}}U {ZvY;,3u : v — wva; €
P ic{l,...,n—1}} U {2Y;, X} 2,X'2, X:0:2, ZY]', X; 2, X2, ZY], ZY', X} Z,
zY, 7', 7",

Composant R; :

e juy ) . e |aY | Xk | e
1.1: ALk Ju s va; € P; 1.2: ZTy 1.3: X_.[Z
CXile e |y e | awwY
14T~7, ISTT, 1.6: 7 Y, ) Su—)EGP,

Composant R :

X |e e | Y/ X! | e
21 N Xiai Z 3 22 . Z },J,, 3 23 . T’T ¥

X' |e X' e
241 S 25 ———r;
Composant R3 :
. E Yk - . XI. E . . E Yl .
31— 3.2.—)?3;,—2 ; 33:
e |Y e | BY’
341 — 1y 35—
Note.
Les composants R, Ry et R3 contiennent aussi les régles suivantes :
a

= Z pour chaque axiome « € A, sauf XSBY.

Fi1G. 4.2 — Le systéme TVDH3

On voit bien que le probléme est causé par le mot X Z'. Pour le résoudre il suffit
de remplacer la régle 2.4 par 'ensemble de regles suivant :

! R
%’“—l,mign.

Dans ce cas le mot XZ' ne peut pas étre produit et le systéme reprend un
fonctionnement correct.

Nous présentons ici encore une solution au probléme ci-dessus qui sera utilisée
dans le futur. Cette solution concerne les mots qui se terminent par Z’' : wZ'. Nous
observons, que le dysfonctionnement du systéme TVDHS3 est du au fait que ces
mots, une fois produits, persistent tout le temps grace a la régle Z'#e$Z'#¢. Nous
pouvons remplacer cette régle par I’ensemble de régles suivant :

(] !
lc; Z eRlet{ gg,lz gli }eRlnRgﬂRa.
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Il faut ajouter aussi CZ' et D aux axiomes. Dans ce cas, seul CZ' est persistant et
tous les autres mots se terminant en Z’ sont éliminés, ce qui résoud notre probléme.

Nous observons que dans le systéme présenté dans le théoréme 4.3.1 cette deux-
iéme approche a été utilisée pour éviter le méme probléme que celui posé dans la
section présente.

4.5.2 Correction du systéme TVDH4

Nous continuons avec le systéme présenté dans [35] que nous appelons TVDH4.
Sa définition est donnée a la figure 4.3.

Nous supposons que la grammaire G est dans la forme normale de Kuroda. Nous
posons NUT U{F} = {ai1,02,...,ar} (an = F) et F ¢ {N UT}. Soient ¢, j et s
avec 1 <i<Iim+1<j<letl <s<m.

Soient upy — vx € P, n+1 < k < m les régles hors contexte de P, et soient
up = vg € P, m+1 < k <1 les autres régles de P. Posons ux = vy = ax pour
1<k<n.

Considérons le systéme TVDH4 = (V, T, A, R1, R, R3, R4).

ol

V=NUTU {X>YaZ) Z/;Z07Z(l),F7X07Y0aX'i)}/ia},jle1€})

A={XSFY,XZ',ZY, 2,2y, X0Z', ZYo, X: Z', ZY;, Xiv: Z}, ZY} },

_ . . e|Yi . elYy
Rl-Qu{m. 1 L2: 5|Yi’1'4' 7 }

J
_ o X e AR . Xile
R2-—QU{2IT'T7 22 E|YO72-3- Xils}7
_ e Y e | FYs o e |uY e | Y
R3—QU{3.1. 7 Y,3.2. Zo| < , 3.3 ABA ,3.4.%}
|
|

u{3.5: ; 3.6 ott u; = DE, D,EEN},

3 C Xo| e KXo € X e X e
R4_QU{41 T{T’ 4.2 : c Z(I) s 4.3: c ‘Z{ ,44 Xi—l I 7 )

et
o= Z|e Ce|Z  Zo e e Zg el 2z
=421 ZlE’zz. E'Z,,z:;. ZOlE,Z4. E’Z(,),zs. 5| .

Fi1G. 4.3 — Le systéme TVDH4

Le fonctionnement du systéme TVDH4 n’est pas correct. Il y a trois erreurs :

1) Une erreur du méme type que dans ’exemple précédent : la régle 4.2 permet
d’obtenir le mot XyZj qui n’est pas éliminé. Puis, comme plus haut nous pouvons
obtenir XZj, X,v;Zj, Xv;Z), etc. Considérons maintenant une évolution correcte
XowY . En utilisant la régle 4.2 on insére v; devant w :

(X0|'wY, Xv,-|Z(',) |—4.2 (XoZ(l),X’U,;’wY),

ce qui n’est pas un fonctionnement correct.

Pour retrouver un fonctionnement correct, la régle 4.2 doit étre remplacée par
Pensemble de régles Xo#a;$X#2',1 <1< n.

2) Une application répétée de la régle 4.4 produit des mots kajZJ’~, k< j qui
deviennent persistants. Maintenant la régle 4.3 permet d’insérer Xya;, j # k devant
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un mot, ce qui conduit & une rotation incorrecte.

Pour résoudre ce probléme il suffit de remplacer les régles 4.3 par X #e$X;v;#Z;.

3) Ce cas présente un probléme similaire avec celui du cas (1), mais & l’autre
extrémité du mot. La régle 3.2 permet de produire le mot ZyF'Y; qui est persistant.
Une fois produit, ce mot introduit des erreurs dans le calcul :

(X1w|FY0, Z()'FYO) |—3.2 (lewFYo, ZQFK))

(X1|wFYy, Xo|Z') bFaa (XowFYy, X1 Z').

Puis, XowFY} arrive inchangé dans le troisiéme composant, c’est-a-dire que le
mot incorrect X wFY) devient XowFYy qui est un mot correct.

Nous n’avons pas trouvé de solution & ce probléme, une réécriture compléte du
systéme est donc nécessaire.

4.5.3 Correction du systéme TVDH?7

Nous continuons avec le systéme présenté dans [44] que nous appelons TVDH7.
Sa définition est donnée & la figure 4.4.

Soit NUT = {ai,...,on-1},n >3, et P = {u; =+ v; |1 < i< m}. Soit an = B
un nouveau symbole. Soient i et javec1 <i<met1<j<n.
Posons TVDHT7 = (V,T, A, R, ..., Rr), ol

vV = NUTU{X,KY17Z7B)Yo,X07Y()17Y}'7},jI7Xj}1
A = {XBSY,ZY,ZY' ZZ,ZvY,2Y;,2Y;, X;a; Z, X; Z},

Ri = {1.1: e#w;Y$Z#uv;Y, 1.2: e#YSZ#Y, 1.3: e#Y;8Z#Y;},

Ro = {2.1: e#a; YSZ#Y;, 2.2: #YSZ#Y', 2.3: e#Y;$Z#Y;},

Rs = {3.1: X#e$SX;a;#2Z, 3.2: e#Y'SZ#Y, 3.3: e#Y;$Z#Y;},

Ry = {4.1: e#Y;8Z#Y;_1, 4.2: e#Y$Z4#Y},

Rs = {5.1: X;#e$X;_1#2Z, 5.2: e#Y$Z#Y},

Re = {6.1: e#YoSZ#Y, 6.2: e#Yo3ZZ#e, 6.3: e#YSZ#Y', 6.4: e#Y;$Z#Y]},
Ry = {7.1: Xo#eSX#2Z, 7.2: XoB#S#2ZZ, 1.3: e#Y'$Z#Y, T.4: c#Y;$Z#Y;}.

Tous les composants contiennent la régle z.1 : Z#e$Z#e.

F1G. 4.4 — Le systéme TVDHY

Le fonctionnement du systéme TVDH7 n’est pas correct. Il présente les erreurs
suivantes :

1) 1l faut ajouter ZYy, ZYy et XoZ dans les axiomes.

2) Le probléme de la régle z.1. L'utilisation de cette régle permet d’obtenir des
mots incorrects :

(Xj()!jZl,ZIZ) l_z.l (XjOthZ, Z),

(XjCYjZZl, Z|Yk;) |—z,1 (XjajZZYk, Z).

Maintenant nous pouvons obtenir tous les mots X;0;ZZY}, possibles.
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Finalement, on a ’application suivante conduisant & une erreur :

(XoB|wY, Xa;|ZZY}) Fr72 (XoywY, XgBZ ZYy,).

Une erreur similaire est causée par la régle 6.2, mais a ’autre extrémité du mot.

Une solution pour cette erreur est de remplacer ZZ par un nouveau symbole
Z', mais cela crée un nouveau probléme, similaire au probléme de TVDH3. Dans
ce cas on produit XoBZ’ par la régle 7.2 qui est transformé en X;o; BZ’ qui, étant
utilisé dans la régle 7.2 avec XoBwYj;, conduit & un mot erroné. On peut résoudre
ce deuxiéme probléme par la deuxiéme méthode présentée pour TVDH3 en placant
les régles correspondantes dans le composant 6.

4.6 Conclusions

Les systémes distribués a changement de phase introduits dans ce chapitre pos-
sédent beaucoup de propriétés intéressantes. Grace a la stratégie d’élimination ils
ont un controle trés puissant qui permet de les manipuler facilement et qui les rend
trés simples. C’est pourquoi ces systémes peuvent jouer un role important, car leur
structure simple donne la possibilité de les simuler par d’autres types de systémes
fondés sur la recombinaison. Nous verrons aux chapitres 6 et 9 des exemples de
systémes qui simulent des systémes distribués a changement de phase.

Pour le controle des systémes obtenus nous avons utilisé le logiciel TVDHsim qui a
été développé pendant le DEA de l'auteur. Ce logiciel permet d’effectuer une simu-
lation d’un systéme distribué & changement de phase étape par étape. L’utilisation
de ce logiciel a permis de découvrir les erreurs dans les systémes présentés a la
section 4.5.

Dans le chapitre suivant nous considérons des systémes qui ressemblent beaucoup
aux systémes dont nous avons parlé dans ce chapitre et nous pourrons réutiliser
certaines idées dans le cadre de ces nouveaux systémes.




Chapitre 5

Systémes distribués a changement
de phase étendus

Les systémes distribués a changement de phase présentés dans le chapitre précé-
dent sont fondés sur l'idée suivante : les mots de ’ensemble courant sont recombinés
une fois et seul le résultat de cette recombinaison forme 1’ensemble des mots sui-
vants. Or, & l'instant, cette recombinaison unique est presque impossible & réaliser
dans la pratique. A ’heure actuelle, il est plus naturel, d’'un point de vue biolo-
gique, de supposer qu’a chaque étape nous pouvons effectuer un nombre illimité de
recombinaisons de la méme maniére que ce qui a été fait dans le cas des systémes de
Head, voir la section 3.1. Ceci nous conduit aux systémes distribués & changement
de phase étendus, introduits par M. Margenstern et Yu. Rogozhin dans [23], ot cette
considération a été prise en compte. Dans ce chapitre nous donnons une définition
formelle de ces systémes, ainsi qu’une description de leur puissance d’expression.

5.1 Définition formelle

Soit ¢ = (V, R) une schéma de recombinaison. Nous définissons ’opération &7,
cf. [23] :

5(L) = &(L' U L") ¥ o*(L"), ot

L' = {w € LIFw; € L : 3w,w' € V*: Ir € R : (w,w2) b (w,w’) ou
(’UJQ,’wl) }—r (w,w’)}, L” =L \ LI.

Plus précisément, pour obtenir 6(L) nous prenons les mots de L qui sont com-
plémentaires par rapport & une régle de R (c’est-a-dire L) et nous appliquons o*
3 cet ensemble. Comme résultat nous obtenons toutes les recombinaisons itératives
de ces mots, ainsi que les mots initiaux de L'.

Définition 5.1.1. Un systéme distribué ¢ changement de phase étendu de degré n
est le n + 3-uplet suivant

E= (V,TaAaRlaR%'“an))

87
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oil V est un alphabet, T' C V est 'alphabet terminal, A C V* est un ensemble fini
d’axiomes et ou R;, 1 <1 < n, les composants, sont des ensembles finis de régles de
recombinaison.

A chaque instant k = n-j+14, ouj > 0, 1 <4 < n, seules les régles du composant
JTi,ouyg ) g

R; sont utilisées pour la recombinaison des mots existants. Plus précisément, nous

définissons

L1=Aa
Liy1=06i(Lg),pouri=k—1 (modn)+1, k>1,1<i<n, o, =(V,R;).

En termes usuels, ceci signifie qu’a chaque étape k le composant R; d’un systéme
distribué & changement de phase étendu pour lequel 1 = k—1 (mod n)+1 applique
d’abord un filtre sur ’ensemble des mots courants, c’est-a-dire qu’il élimine les mots
ne possédant pas de mot complémentaire par rapport & une des régles de R;; puis
le systéme fonctionne comme un systéme de Head ordinaire.

Nous disons que le composant R; d’un systéme distribué a changement de phase
étendu rejette le mot w, s’il n’existe pas de mot complémentaire & w par rapport &
une régle de R;. Dans ce cas, on écrit w Tgr,. Nous pouvons omettre R; si le contexte
le permet. En particulier, w est rejeté par R; si w ne s’accorde avec aucune régle de
R;.

Le langage produit par un systéme distribué a& changement de phase étendu E
consiste en tous les mots faisant partie de I’alphabet terminal et qui sont produits
a une étape quelconque du calcul.

L(E) ¥ (Ugo1 L) N T".
Nous notons par EV DH,, la famille des langages produits par les systémes dis-
tribués & changement de phase étendus de degré au plus n.

Exemple 5.1.1.

Reprenons I'exemple 4.2.1, mais cette fois dans le cadre des systémes distribués
a changement de phase étendus.

E=(V,T,AR), o0 V=T ={a,b,c}, A={cab}, R= {r= Tf}T}

Nous avons L; = {cab}. Nous pouvons appliquer la régle r a cab et a lui-méme :
(c|ab, ca|b) &, (cb, caab). Cela donne Ly = {cb, cab, caab}. Nous pouvons mainte-
nant appliquer r 3 caab : (c|aab, caa|b) t-, (cb, caaaab), ainsi que a cab et 3 caab :
(c|ab, caalb) F, (cb, caaab), ce qui donne Lo = {cb, cab, caab, caaab, caaaab}. On
voit facilement que Ly = {cb,cab,...,ca*b}, et que le langage produit par E est
donc le suivant : L(D) = ca™b, n > 0, qui est un langage rationnel.

5.2 La puissance d’expression des systémes distribués a
changement de phase étendus

Dans cette section on va s’occuper de la puissance d’expression des systémes
introduits ci-dessus. Maintenant, un seul composant ne suffit plus pour produire
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tous les langages récursivement énumérables. Plus exactement, nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 5.2.1. EVDH, = REG.

Démonstration. Soit E = (V,T, A, R) un systéme distribué a changement de phase
étendu. Selon la définition, on a L; = A. Soient A’ les mots de A qui possédent un
mot complémentaire par rapport & une régle de R. Dans ce cas, Ly = 0*(A’). Soient
L% les mots de Ly qui possédent un mot complémentaire par rapport a une regle de
R. Alors, L3 = 0*(L}). Il est facile de voir que Ly = L3. En effet, L est la plus petite
cloture de A’ par rapport & la recombinaison. Comme A’ C L}, C Ly = 0*(A4'), on
obtient que o*(L4) = Lo. D’une maniére similaire on obtient que Ly = Lo, k > 2. Le
langage produit par E est donc L(E) = o*(A') NT*. Comme o*(A’) est un langage
rationnel, voir théoréme 3.1.3, et que la famille des langages rationnels est close
par rapport & I'intersection, on obtient L(E) C REG. L’inclusion inverse résulte du
théoréme 4.1.1. ]

Nous observons que les systémes distribués & changement de phase étendus avec
un composant ressemblent beaucoup aux systémes de Head étendus. L’exemple sui-
vant montre la différence entre les deux modeéles qui réside dans I'application de la
régle de filtrage.

Exemple 5.2.1.

Considérons le systéme distribué 3 changement de phase étendu suivant

E=(V,T,AR), o0 V =T = {c,a,b}, A = {cab, caab} etR={ aca a:v

¢ |ab

aaa | b

Il est facile de voir que L(EH) = ca™b, n > 0,n # 3. Pour le systéme E, le mot

cab est éliminé tout de suite, car il ne peut pas participer a une recombinaison. Le
langage produit par ce systéme est donc L(E) = o*({caab}) = ca®"b, n > 0.

}. Considérons aussi le systéme de Head étendu EH = (V,T, A, R).

Maintenant, nous montrons que les systémes distribués & changement de phase
étendus ont la méme puissance d’expression que les machines de Turing.

Théoréme 5.2.2. Soit G = (N, T, P,S) une grammaire arbitraire. Il existe un sys-
téeme distribué a changement de phase étendu de degré 3, Eg = (V,T, A, Ry, Ry, R3)
qui simule G et pour lequel L(G) = L(Eg).

Démonstration.

Définition du systéme

Posons Eg = (V,T, A, Ry, Ro, R3).

Soit NUT U{B} ={ai1,as,...,an} (B=ay) et BENUT.

Dans ce qui suit nous supposons que 1 <i1<n, 1 <j<n-1,2<I<n, 1<
k<5ae NUTU{B}.
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L’alphabet V est défini par V.= NUTU{B}U{X,Y, X;,Y;, X;, Y/, X7, Y;", X',
Y, X" Yy" X" y" vV, 7 Zg,C,C1,Cs D,D1,Ds, ZE}.

L’alphabet terminal T est celui de la grammaire formelle G.

Les axiomes sont définis par : A = {XSBY, X!Z},Z4Y!, Z2Y;, X" Z,ZY1V,
X;a;Z, ZY]-”,X’Z, zZY',X;Z,2Y,ZY", X Z, X;’Z, ZY" X" Z,ZY,
CZE, CZg, ZED, Z5D,Cr2", Dy, Z'C4, Dl} U {ZUY :du—vE P}.

Les composants du systéme sont définis de la maniére suivante.

Composant R; :

1.7: )éf’ gﬁ ; 1.8: )C('I g% : 1.9: gﬁ %I :
1.10: ZE ’g ; 111 gi 6;1 ;

Composant Ry :

21 X)jai 7 22 Y}Zl ;2.3 );;1 —; 2.4;%‘%1:;
x5 i(f] LI s LI o
2.9: )g % ; 2.10 : )é:' 2 :

211: % }g ; 2.12: g% 11/),' : 913 : C;z g’; ’

Composant Rj :

Y, X! |a alY’ X" |a

31: g 32 Xln’l ; 3-3=7’W? S CAPA
!

i .

[+

i
x" a a YIV
3-5- T, 3-6.7’T,
C Xi|2; X2y . Ze Y . Zg | Y
3.7.—5,—*—25—, 3.8: 5 7 3.9: 7LD 3.10: ZATD

Les composants R;, Ry et R3 contiennent aussi les régles suivantes :

%’% pour chaque axiome a € A, sauf XSBY, X;Z} et Z}iﬂYi.

™

Nous affirmons que L(Eg) = L(G).
Nous allons prouver cette affirmation de la maniére suivante. Nous montrerons
comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,
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par conséquent, nous obtiendrons que L(G) C L{Eg). Dans le méme temps, nous
montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n’aboutissent pas & un mot
terminal, ce qui prouvera ’énoncé.

Notations

Nous allons utiliser la notation suivante :

IE]
w1 | W - W1W,

r ? w1w2

wh | wh wjwy
ou * indique une occurrence possible de 1. Dans la partie gauche, 'application de la
régle r sur wywy et wjwh est indiquée, tandis que la partie droite contient les mots
résultants wjw) et wjwy. Nous allons aussi utiliser la convention suivante : la partie
supérieure des deux cotés contiendra les mots dont nous sommes intéressés, tandis
que la partie inférieure contiendra soit un axiome soit un mot contenant Z et qui
n’altére pas le calcul ultérieur. Le symbole 1 indique que le mot considéré est rejeté
par le composant suivant. Le terme optionnel dans la partie droite de la formule,
wyws, est omis si ce mot, qui en principe fait partie de ’ensemble des mots suivants,
est rejeté par le composant suivant. Si ce n’est pas le cas, il est alors écrit.

Notre simulation est fondée sur la méthode «faire-tourner-et-simuler», voir aussi
la section 4.1.2. Nous utilisons une technique similaire & celle qui est utilisée dans [23,
40, 44], voir aussi le théoréme 4.3.1. Nous commengons avec le mot Xwa;Y dans
le composant R;. Aprés l'application de la régle 1.2, le composant Ry regoit XwY;.
Dans Ry, la régle 2.1 est appliquée et Rj recoit les mots Xja;wY; (1 < j <n). A
partir de cet instant, le systéme E¢ fait décroitre les indices i et j simultanément.
Les mots pour lesquels j # 4 sont éliminés et seuls les mots Xia;wY; subsistent.
Puis, nous obtenons le mot Xa;wY, nous avons donc fait tourner le mot Xwa;Y
d’une lettre. Si a;w = a;w’'B et a;w’ € T*, ce dernier mot faisant partie du résultat
est aussi produit.

Le systéme est construit de telle fagon que les mots X Zg apparaissent dans
le premier composant seulement pendant une étape paire du calcul, c’est-a-dire
que si nous avons ces mots dans le premier composant, la prochaine fois que nous
serons dans ce composant, en fait dans 3 étapes, ces mots (X;Zg) n’existeront plus.
C’est une propriété importante du systéme et elle permet d’effectuer une simulation
correcte.

Cette propriété est réalisée de la maniére suivante. Nous avons dans le systeme
un mot X{Z% et a chaque étape, nous incrémentons p modulo 5 en utilisant les
régles 1.7, 1.8, 2.9, 2.10, 3.7, et 3.8. Lorsque p = 0, nous obtenons X;Zg. Nous
COmMmengons avec X{Z%, ce qui permet d’avoir X;Zg dans le premier composant
uniquement pendant les étapes paires du calcul.

Une condition analogue est observée pour les mots ZgY;. Ils apparaissent dans
le troisiéme composant seulement pendant une étape impaire du calcul.

Le mot Z’ est produit dans le premier composant et il apparait seulement dans
le deuxiéme composant ; le mot Z” est produit dans le deuxiéme composant et il
apparait seulement dans le troisiéme composant.
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Les motivations pour ces derniéres affirmations sont les mémes que pour la mé-
thode des molécules assistantes et elles peuvent étre trouvées au chapitre 6 ot une
approche plus méthodique est développée.

Le schéma du calcul

Le calcul dans Eg suit le schéma présenté a la figure 5.1. Les sommets du schéma
représentent une configuration de mots pendant le calcul. Nous énumérons toutes les
configurations possibles et nous mettons leur numéro dans le coin supérieur droit.
Le symbole w dans les configurations est considéré comme une variable et il prend
des valeurs différentes dans les différentes configurations. Par exemple, si dans la
configuration 14 le symbole w est égal & w'a;, dans la configuration 15 sa valeur
peut étre w’. Nous allons montrer que le calcul suit le schéma de la figure 5.1, c’est-
a-dire que tous les mots produits dans une configuration seront éliminés, excepté les
mots appartenant & la configuration suivante.

12 11 10

XMy TV —— XMy <—— X"wY" w

O\ ]

XwY!V X"wY X'wy! —X"w

14 8
Début ——=> XwY X"'wY; X'wy"
15 7
XwY; X'wY'
1 2 3
X;wY; X;wY;/ ————>X]’-in’

6 5 4
" " " " ! "
Xj_le,_l I Xj—1WYi—1 - ijYi_l

Fic. 5.1 — Le schéma du calcul

Comme la longueur des deux cycles est un nombre pair, la parité de ’étape de
calcul est la méme pour tous les mots dans une configuration particuliére. De plus,
il est facile de vérifier que les mots d’une configuration arrivent toujours dans le
composant ayant le méme numéro. Nous pouvons donc dire que chaque configuration
a un numéro de composant et une parité d’étape de calcul associés.

On voit que la décrémentation simultanée des deux indices est effectuée par le
cycle inférieur, tandis que le cycle supérieur effectue la rotation des lettres.

Comme nous avons un systéme distribué a changement de phase étendu, il existe
deux types de mots qui passent a I’étape suivante : les mots produits et les mots qui
les ont produits, car ces derniers font partie de o*. Nous montrons que généralement
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ils seront éliminés pendant 1’étape suivante, ainsi que les mots produits par ceux-ci
pendant ’étape suivante. Nous discutons aussi en détail les autres cas pour montrer
que nous effectuons une simulation correcte.

Nous montrons maintenant quelques étapes de calcul, puis nous discuterons
chaque configuration en détail.
| Nous commencons avec le mot XwY = Xw'a;Y, pour un 7 tel que 1 <7 < n.
: ! . N
: XZU) aij/ |—1‘2 —);ijl{; y X’U)laiY .
Les mots Xw'a;Y et Xw'Y; passent dans le composant suivant.
Considérons ’évolution de Xw'a;Y :

X |vaY Xrapw'a;Y 1
F N (Y
Xk;ak 7 2.1 XZ ) ke {17 an}
On voit qu’on ne produit pas de mot nouveau. Pour Xw'Y; nous avons :
X |v'Y; Xpapw'Y; /
Xear | Z Fo1 %7 Xuw'Y;, ke{l,...,n}.

Les mots Xw'Y; et X,a,w'Y; passent dans le composant suivant.
Nous avons une étape impaire. Les mots ZgY; existent donc et nous pouvons
appliquer la régle suivante :
Xw' | Y u Xw'Y] 1
ZE Yi’ 3.1 ZEYL
Le mot Xw'Y; est éliminé. Pour X;a;w'Y; nous obtenons :
Xkakw’ Yz - Xkakw’Yi’
75 Y 31 Ty,
Et les mots Xzaxw'Y; et Xxarw'Y; passent dans le composant suivant.
Et on pourrait continuer de la méme fagon.
Maintenant, nous discutons précisément les configurations en les regroupant par
similitude de comportement ultérieur des calculs, ce que nous présentons ci-apres
sous sept rubriques intitulées Groupe 4, pour i de 1 & 7.

Groupe 1 Les configurations 4,5,6,7,11,13,15 qui ont un comportement simple.

Nous allons discuter en détail la configuration 5.

X qw| Y, - X wYioy
7 | Yz . 14 ZY;”_ )
Le mot X]’-’_l'in_l est dans la configuration 6.
Le mot X ;wY"; est éliminé pendant I’étape suivante :
X7 |w ) - Xj1wY’, 1
Xj—l I 7 2.5 ;/_1 VA .

Un calcul semblable a celui qui est donné ci-dessus et qui nous permet d’avancer
dans le schéma du calcul, se produit pour chaque configuration, excepté pour la
configuration 3. Dans ce qui suit, nous examinons les autres possibilités de calcul
existant pour les autres configurations.

, XI_wY!,, 2<ij<n

Groupe 2 La configuration 14, liée a ’application de la régle v — v de la gram-
maire.
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Outre les calculs similaires a4 ceux du groupe 1, nous avons l'application de la
régle 1.1 pour simuler Papplication de la régle u — v de G.
Xw | uY XwvY
+ —— Y.
Z [ov W Tgay o Kwe
Le mot XwvY peut étre utilisé ensuite pour une recombinaison dans le méme
composant pour un calcul similaire & celui du groupe 1.

Groupe 3 Les configurations 8 et 10 ot I'on a les mots Z’ ou Z” complémentaires.

Outre les calculs similaires & ceux du groupe 1 nous avons l'application de la
régle 2.7, ou 3.5 pour la configuration 10, mais cela ne conduit pas & de nouveaux
mots. Ci-dessous, nous donnons toutes les étapes de ce calcul pour la configuration

10.
XII wylll wylll
s Tz T X XY
qu Y/// X"’wYIV T
Z |Y Fre  —Zymr
w| Y" - wYV 4
Z|Y 1.6 ZYym

Groupe 4 La configuration 9 ou il est possible de déboucher sur un résultat.
Outre les calculs similaires & ceux des groupes 1 et 3, nous pouvons appliquer les
régles 2.7 et 3.5 consécutivement. Dans ce cas nous pouvons ajouter w au résultat

siw € T*.
X" " ",
Z’l;u Bzf g7 %I_, X"w'" BY" ,
X" | w = w1
c A 3.5 xXgm

Groupe 5 Les configurations 1 et 2.
Outre les calculs similaires a ceux du groupe 1 nous pouvons avoir le calcul
suivant, dans le cas de la configuration 1 :

)
);1:) }{Z, F31 %, XwY;, 1<i<n.
Le mot X 1'in’ est dans la configuration 2.
X1 wY} - X{wY,
X{ Zg 13 X117k )

C’est un des cas ol un mot générateur produit un mot qui n’est pas éliminé
immédiatement.

X | wY;
X' | z

X'wY; 1
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Les mots XjwY; et X'wY; sont rejetés par le composant suivant, car, 'étape
suivante étant une étape paire et les mots ZgY; n’existant pas, nous ne pouvons
pas appliquer la régle 3.1.

Pour la configuration 2 nous avons le calcul suivant :

/ 7 !
-))((Z Uéil k13 —);“I:UT};, XpwY{, 1<k<n.
Le mot X;wY{ est dans la configuration 3.
ka Yl, - kaY’
VA Y’ 2.4 _—’ZT )
ka Y’ - Xk'wY" T
z [ym % zym

Les mots XzwY’ et XpwY" sont rejetés par le composant suivant, car, I’étape
suivante étant une étape impaire et les mots X;Zg n’existant pas, nous ne pouvons
pas appliquer la régle 1.3.

Groupe 6 La configuration 3 ou on controle si on est arrivé a la fin de la rotation.
Il y a 4 cas selon les valeurs de ¢ et j :

a) XjwYy, b) XjwY/, ¢) XjwY{, d) XjwY/, 2<4,j<n

a) Le cas X;wY];.

Xw | Y/
7Ty 24

)5( vl 3.2 —L—X’.,_ﬁ/UY{T :
Tz X/Z

Il y a deux régles qui peuvent s’appliquer & X ;.wY’ : 3.2 et 3.3. Nous obtenons :

X'wY!
—gvr XYl

X'wl|Y XwY!
7 3.3 ’—_J_//‘T— )
Z Y zZY

X! | wY! o X wY'? .
Xii| Z ' X;Z

Nous pouvons appliquer encore une fois les régles 3.3 et 3.2 aux mots ci-dessus
et nous obtenons :

Xl w|Y' X! wY” 4
Z |Y" 3.3 ZY' ‘

Ce calcul ne produit donc pas de nouveaux mots.
b) Le cas X{wY]|.
Il y a deux régles qui peuvent s’appliquer a XjwY; : 2.2 et 2.3. Nous obtenons :

Xw| ¥/ XYt
7 Yi'Ll 2.2 ZY;’ )
X | wY! = X'wY] 1
bd 7 2.3 X{Z
Nous pouvons appliquer encore une fois les régles 2.3 et 2.2 aux mots ci-dessus,
ce qui nous donne :
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Xw| Y - Xwyit
Z YL, oy

Ce calcul ne produit donc pas de nouveaux mots.
c) Le cas XjwY].
Il y a deux régles qui peuvent s’appliquer & X{wY] : 2.4 et 2.3. Nous obtenons :

Xijw | Y{ - XjwY’
z Yy~ ¥ Tzyl
- X] | wY! X'wY{ t
7 Fos —=7—
X'\ Z X1Z
Nous pouvons appliquer encore une fois les régles 2.3 et 2.4 aux mots ci-dessus
et nous ,obtencl)ns : )
X! | wY X'wY'’
X% 7 2.3 X7 XjwY'.
Le mot X'wY' est dans la configuration 7.
Xjw | Y’ XiwY" 1
7 v " Ty
d) Le cas X}wY{, i,j>1.
Xw| Y/ X wY!
oAb — g ko=l XY
Z v, A% K

Le mot X,wY;” est dans la configuration 4.

X; |wY! X w¥i 1
xr |z 32 Xz

Groupe 7 La configuration 12 qui permet une introduction d’une branche paral-

lele.

xm ,wylV X’wYIV

X[z ¢ —xmgo XY
Le mot XwY Y est dans la configuration 13.
X" YIV - X"wY
", .t . ", 1y,
XZw a;vY |_1.2 )(Za:w}/}/Z 3 X,”wla'iY 9 1 S i S n,
1 1
X" | wY - XwY
X 7 2.8 X"z
X" | w'Y; Xw'Y;
X 7 ! i—g.g T’ZZ, X’”w’Yi .

Les mots obtenus XwY et Xw'Y; sont les mémes que ceux obtenus en suivant
le schéma du calcul et ils existent donc pendant cette étape.

",
X"w i
]

Zg Y,

X"’w'Yi’ T

F3.1 57
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Remarques finales

Nous observons qu’il était possible d’utiliser le mot C;Z’ ala place de Z' et Z"C
a la place de Z" dans certains endroits du calcul ci-dessus, mais ces applications,
introduisant C; et Cy dans le mot considéré, ne changent pas le rejet du mot par le
composant suivant.

11 est facile de voir qu’en suivant le schéma du calcul nous obtenons tous les mots
de L(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que le

systéme ne produit pas d’autres mots.
O

Nous observons que le méme résultat peut étre obtenu avec deux composants et
nous présentons cette preuve au chapitre 6, voir théoréme 6.2.1.

5.3 Conclusions

Malgré la complexité des systémes distribués & changement de phase étendus
nous avons réussi a diriger le calcul et & produire tous les langages récursivement énu-
mérables avec trois composants seulement. La démonstration repose sur les mémes
principes que celle du chapitre précédent, mais elle est beaucoup plus compliquée.
1l est donc trés difficile d’avancer en suivant la méme approche. Le chapitre suivant
présente une approche différente qui permet de diminuer le nombre des composants
jusqu’a deux tout en restant simple.
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Chapitre 6

La méthode des molécules
assistantes

La technique de preuve utilisée dans les deux chapitres précédents a atteint
ses limites et ne peut plus étre utilisée pour diminuer le nombre de composants
des systémes considérés. Dans ce chapitre, nous analysons cette technique et nous
montrerons une nouvelle méthode qui nous permettra de réduire le nombre de com-
posants des systémes considérés auparavant. Cette nouvelle technique, la méthode
des molécules assistantes, est fondée sur une réorganisation du flux du calcul, ainsi
que sur une bonne synchronisation entre différentes parties de celui-ci. De plus, cette
méthode, étant trés générique, peut s’appliquer a une multitude de systémes fondés
sur I'opération de recombinaison, voir aussi les chapitres 7, 8 et 9.

6.1 Description de la méthode

Nous analysons d’abord le calcul dans les systémes présentés dans les théo-
rémes 4.3.1 et 5.2.2. L’idée principale de ces calculs est la suivante : le mot codifiant
une forme syntaxique de la grammaire est changé & une de ses extrémités en se re-
combinant avec un axiome, dont nous dirons qu’il est associé & la régle utilisée. Nous
sommes intéressés par un seul résultat de cette recombinaison et les régles sont ar-
rangées dans les composants d'une maniére qui permette ’élimination du deuxiéme
mot, ainsi que du mot initial dans le cadre des systémes distribués & changement
de phase étendus. Pour préserver 'axiome utilisé, nous faisons appel & des régles
spéciales qui conservent les axiomes.

Dans le cadre de cette méthode, une simulation correcte de la grammaire est faite
par le choix judicieux de I’emplacement des régles dans les composants. Comme
les axiomes nécessaires sont présents tout le temps, n’importe quelle régle d’un
composant est utilisable chaque fois qu’on arrive dans ce composant. Or, & chaque
fois, il n’y a qu’une seule régle & appliquer et le reste des régles peut poser des
problémes pour une simulation correcte.

C’est pourquoi nous proposons une nouvelle méthode de simulation qui corrige

69
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certains défauts de la méthode ci-dessus. Maintenant, nous ne permettons plus aux
axiomes d’étre présents a chaque étape, mais uniquement pendant les étapes o
ils sont vraiment utilisés. Pour cela, nous les marquons par un nombre, I’état, et &
chaque étape nous l'incrémentons modulo k. Lorsqu’on arrive & zéro, le bon mot
est recréé et peut étre utilisé pour la recombinaison. Nous appelons ces mots des
molécules assistantes. L’apparition d’une molécule assistante a une étape quelconque
dépend donc de sa période k et de son état initial.

Ceci étant dit, observons maintenant les changements intervenus au niveau du
calcul. L’application d’une régle est contrdlée maintenant non seulement par son
emplacement, mais aussi par la période de la molécule assistante associée & cette
régle. A chaque étape, seules les régles nécessaires peuvent donc s’appliquer, les
autres régles du méme composant ne pouvant plus s’appliquer puisque le deuxiéme
mot qui participe & la recombinaison, c’est-a-dire la molécule assistante associée,
n’est pas présent. Cela nous donne la possibilité de raffiner le contrdle imposé par
les composants et, en réarrangeant les régles, de diminuer le nombre de composants
nécessaires pour simuler une grammaire.

Dans ce qui suit nous montrons deux exemples d’utilisation de cette technique
ol on diminue le nombre de composants nécessaires pour simuler une grammaire
arbitraire par les systémes distribués & changement de phase et par l'extension de
ces derniers.

6.2 Systémes distribués & changement de phase étendus
de degré 2

Dans cette section nous montrons comment il est possible d’appliquer les ré-
flexions ci-dessus. Nous considérons les systémes distribués a changement de phase
étendus et nous montrons que deux composants suffisent pour simuler une gram-
maire arbitraire.

Théoréme 6.2.1. Soit G = (N,T,P,S) une grammaire arbitraire. Il existe un
systeme distribué a changement de phase étendu de degré 2, Eq = (V,T, A, Ry, Ry)
qui simule G et pour lequel L(G) = L(Eg).

Démonstration. Nous allons prouver cette affirmation de la maniére suivante. Nous
montrerons comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire for-
melle G et, par conséquent, nous obtiendrons que L(G) C L(Eg). Dans le méme
temps, nous montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n’aboutissent pas
a un mot terminal, ce qui prouvera l’énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode «faire-tourner-et-simuler», voir aussi
la section 4.1.2. Nous avons déja décrit comment adapter cette méthode aux sys-
témes distribués & changement de phase étendus au cours de la démonstration du
théoréme 5.2.2.

Nous donnons d’abord le schéma du calcul ainsi qu’une description de la méthode
que nous utilisons, puis nous donnons la définition formelle du systéme.



6.2. SYSTEMES DISTRIBUES A CHANGEMENT DE PHASE ETENDUS... 71

Le schéma du calcul

Le calcul dans Eg suit le schéma présenté a la figure 6.1. Les sommets du schéma
représentent une configuration de mots pendant le calcul. Nous énumérons toutes les
configurations possibles et nous mettons leur numéro dans le coin supérieur droit.
Le schéma est composé de deux parties : la partie supérieure et la partie inférieure.
Les configurations ayant le méme numéro dans les deux parties se produisent au
méme instant. Il est facile de voir que dans la partie inférieure les indices de X et Y
sont décrémentés simultanément, de sorte qu’on continue avec la partie supérieure
seulement dans le cas ou les indices de X et Y sont tous les deux égaux & un. La
partie supérieure compléte donc la rotation, effectue la simulation des régles de la
grammaire et permet d’obtenir un mot-résultat. Il est facile de vérifier que les mots
d’une configuration arrivent toujours dans le composant ayant le méme numéro.
Nous pouvons donc dire que chaque configuration a un numéro de composant associé.
Le symbole w dans les configurations est considéré comme une variable et il prend
des valeurs différentes dans les différentes configurations. Par exemple, si dans la
configuration 8 le symbole w est égal & w'a;, dans la configuration 1 sa valeur peut
étre w'. Nous allons montrer que le calcul suit le schéma de la figure 6.1, c’est-a-dire
que tous les mots produits dans une configuration seront éliminés, excepté les mots
appartenant & la configuration suivante.

Les molécules assistantes

La transition entre deux configurations est faite en effectuant des changement
4 une des extrémités du mot. Pour cela le mot est recombiné avec des molécules
assistantes de la forme Z; T} ou Ty, Z,n qui effectuent des changement & l'extrémité
droite, respectivement gauche, du mot. La méthode des molécules assistantes nous
permet d’éviter les branches erronées du calcul.

Les molécules assistantes, voir aussi la section 6.1, sont créées seulement au
moment ot elles sont nécessaires. Par exemple, les molécules assistantes pour la
configuration 5 (Z4Yj"' , X Z14, C1Z15) sont créées a 'étape précédente et elles n’exis-
teront pas dans la configuration 8. Chaque molécule peut étre dans I'un des huit
états et & chaque étape 1’état de la molécule est incrémenté modulo 8. Lorsque
Pétat de la molécule est zéro, et dans ce cas nous I’omettrons, nous obtenons la
molécule assistante qui peut é&tre utilisée ensuite. Par exemple, nous sommes dans
la configuration 5 et nous avons la molécule assistante X Zi4. Nous la marquons
avec 1 a laide de la régle 1.2.5 : (X|Z14, Z|Z1,) F1.2.5 (Xle4,ZZl4). A Détape sui-
vante la molécule X Z], change son état en 2 a la suite de P’application de la regle
2.z.1. Nous continuons d’une maniére similaire et nous obtenons le calcul suivant :
XZ1y=>XZl,=XZ% =... > XZ],= X Z4. Ceci dit, la molécule X Z14 apparait
donc avec une période égale a 8 et elle est présente dans les configurations 4, 5 et 6,
mais elle n’est utilisable qu’a la configuration 5, voir page 74.

Cette technique permet donc de raffiner le contréle de l'application des régles
du méme composant et elle permet leur division en sous-ensembles activés par des
molécules assistantes spécifiques.
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Y'III w
XWY”/ \ Y4"._.._.__,XIW
l 7 T 3
Début =—= XwY X'wy"
l 8 T 2

\/
/\

8 2
X Wi X;wY,,
!, |
XIII 1WY’” X_;'—lwyi,—l
X! LYG."' X! \l;vyf."
j-1 i—1 Jj-1 i—1
\XH 1‘A’};”l/

F1G. 6.1 — Le schéma du calcul

La définition formelle du systéme

Maintenant nous donnons la définition formelle du systéme.

Posons Eq = (V,T, A, R, Ry).

Soient NUT U {B} = {a1,a2,...,an,} (B=a,) et BV UT.

Dans ce qui suit nous supposons que :
1<i<n, 1<5<n—-1,2<1<n, 1 <k<1L,12<m<20, 1<s<7,
a,be NUTU({B}.

L’alphabet V est défini par
V=NUTU{B}U{X,Y, X" Y'X" Y"Y" X, Y; X;,YJ’,X" Y” X”’ Y”’ y Ziy Zi,
Zma ana Z, Cla 02}

L’alphabet terminal T est celui de la grammaire formelle G.

Les axiomes sont définis par :
A = {XBSY}U{X;a;Z16,Z5Y;, X]'-”leg, ZYY, X 72,,C1 7%, ZZY].”’, X;’Zf‘g, zZ3y",
Z3Cy, X"Z1,, Z?‘}Yj”, X]’-Z157, Z3Y", Zf’Yj’, Z8Y", X' 78, XjZ270, ZL,Y:Yu{ZZ, 237,
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Z7m, 225, U{Z]vY : Ju - v € P}.

Maintenant nous allons donner la définition des composants du systéme. La nu-

meérotation des régles n’ayant pas de z dans leur nom suit les conventions suivantes.

— Le premier numéro indique & quel composant appartient la régle.

- Le deuxiéme numéro indique dans quelle configuration cette régle peut étre
utilisée.

— Le troisiéme numéro indique la position sur le schéma du calcul de la molécule
3 laquelle cette régle peut s’appliquer : §’il est égal a 1, la regle s’applique a
une molécule qui est dans une configuration de la partie inférieure du schéma,
et s’il est plus grand que 1, la régle s’applique & une molécule étant dans une
configuration de la partie supérieure du schéma.

La numérotation des régles ayant z dans leur nom suit les conventions suivantes.

— Le premier numéro indique & quel composant appartient la régle.

— Le deuxiéme numéro, qui est aprés z, indique la parité de ’étape d’utilisation
de la molécule assistante a laquelle cette régle s’applique. Si ce numéro est
entre 1 et 8, la régle s’applique a une molécule assistante qui est utilisable
pendant une étape impaire; si le numeéro est entre 9 et 16, la régle s’applique
3 une molécule assistante qui est utilisable pendant une étape paire.

Composant R; :
Régles pour la transition entre les configurations :

Al Yy, al% X |a
LLL: g — 1.1.2.#, 1131 g
X' | a

o a|Y] ) a | Y
1.3.1.———J—j Stz 1Bl

Z3 | YV
X" a X" a a |Y" X a
1.5.2: ;0 1.5.3: — ; 1.7.1: —L— 1.7.2: ;
5 X | Zis e | CiZss Zs | Y; Xia; | Zie

Regles pour la création des molécules assistantes :
Molécules assistantes pour les étapes impaires :

;0 1.3.2:

C Zky | Ty, CZE | Tw, . Ze | Tk, 73 | Ty,
1.z.1: 7L Z ;0 1.2.2: 722z ;o 1.z23: Zi 1 2 ;0 lz4: 212

Ty | Zmy Ty | 20, Ty | 25,  Tmy | 2,
1.2.5: Z |25 1.26: Z (25, 1.2.7: 7 (25, 1.2.8: zZ (2.

Molécules assistantes pour les étapes paires :

ZI 1Ty Z3 | Ty 75 | Ty ZI | T
1.2.9: X 2. 1.2.10: =k 2. 1.z.11: 5k 2. 1.212: =2k z .
722 Z Zi 2 Z8 l Z Zk, | Z
. Tmz Zrln . . Tm2 an . . Tm2 Zgz . . Tmz ZZn .
1213 a7l Lot e 1215 —Z2 12,16 —papome;

Composant R; :
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Régles pour la transition entre les configurations :

X Y' X;| a ab yr
2.2.1 . ﬁz_ Y” XI, le 2 4 2 Y,II 3

BY// XI/ a Y/II XI/I
2.43: 2802 2615 Z19 262: T}ﬁ
a |aY
2.8.2: t :
Zy | Y l

Reégles pour la création des molécules assistantes :
Molécules assistantes pour les étapes impaires :

941 Z,% Tkl Tk1 23 Z,“:f Ty, . Tk1
z.1: 7 : ;
Tma Z,ln T, Z3
2.2.5 z Zm1 ; 2.2.6: Z [ 7L 2.2.7 7 12 2.2.8: Z Zm1 ;

Molécules assistantes pour les étapes paires :

Ty | Tk, ) z2 | Ty, Zio | Ty  Zp, | Thy
2.2.9: Zl 1z 2.2.10: Zi1 2z 2.2.11: 7] Z 2.2.12: 2L Z
Ty | Zmy T, | 22, T, | ZE, T, | Z§,
2.2.13: Z 25 2.z.14: Z |25, 2.2.15: Z (25, 2.2.16: Z (20,

oul<k €5 6<ky<11,12<m; £16,17 <mg <20.
Les symboles T et T;, sont donnés par les tableaux suivants :

k|12 (3|4 |56 7 [8]|9]|10]11
Tk Y*]I YI Y'?II YT-I” Y} YII YIII 02 Y Y’z 'UY

m [12 [ 13 [14]15] 16 [17] 18 | 19 [ 20
T | X' | X7 | X | C1 | Xaai | X, | X7 | X7 | X;

Les composants Ry et Ro contiennent aussi les régles suivantes :

z oV & € {ZZ, Z3Z, % T, ZZ5,}.

Notations

Nous allons utiliser la méme notation que celle utilisée dans le théoréme 5.2.2 :
1 *
wy | w W W
H— b ——2—, wiw

La signification de cette notation peut é&tre retrouvée a la page 61.

Description du calcul

11 est facile de voir qu’a chaque configuration n nous avons trois types de molé-
cules assistantes qui sont présentes :
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— Les molécules assistantes pour la configuration précédente, n — 1, car elles ont
participé & une recombinaison a I’étape précédente et, faisant partie de o* par
définition, elles sont présentes pendant cette étape.

— Les molécules assistantes pour la configuration courante, n, car elles ont été
créées 4 ’étape précédente.

~ Les molécules assistantes pour ’étape suivante, n+1, car, étant créées pendant
cette étape, elles peuvent participer tout de suite & une recombinaison & cause
de la définition des systémes distribués & changement de phase étendus.

Le fonctionnement de toutes les configurations est similaire. Nous discuterons

maintenant le comportement des configurations 5 et 1, voir la figure 6.1.

La configuration 5. Nous avons les molécules suivantes : X"wY™", X7 jwY/”,
(i,j > 1), ainsi que les molécules assistantes suivantes : X Z14, C1215, Z4Y}", X} Z1s,
ZyY", ZgCs, Xj'Z19, Z9Y . Les trois premiéres molécules sont les molécules assis-
tantes pour la configuration 5. Nous sommes dans le premier composant et nous
avons le calcul suivant :

XII wYIII X’U)Y’” " "
X | Zu F1.5.2 m", X"wY™,
XII leIl ’U)YI” " "
Gz e Xz
Xi 1w l i, le"—l"”Yi’L

|—1 5.1 Xl-’ U)Y-”
" 0. " ’ j—1 i—1"
Z4 l i—1 Z4Y 1

Les mots XwY"” et X" .wY!", sont dans la configuration 6. Les molécules
j—1 i—1
X"wY", wY™ et X ;wY;”, sont éliminées a I'étape suivante :

X”’LU YIII X”’LUY T
Zo |V Fa.6.2 AL
w | Y wY 1
7o ¥ Fo.6.2 ey
i1 | wY{’, XZ,'"—leilil T

Nous avons donc montré que nous obtenons les molécules XwY " et X ;.'_lei'L' 1
et que les autres molécules sont éliminées, c’est-a-dire que nous avons suivi le schéma
du calcul.

Fa6.1
m -0, "

La configuration 1. Nous avons les molécules suivantes : X;wY;, ainsi que les
molécules assistantes suivantes : Zle’, ZY', X' Z19, Z10Ys, X Zo, X;-Z17, ZsY".
Nous allons distinguer 4 cas :

a)i,j>1
ij Yz Xj’wY-’_l
F =l XY,

La molécule X;wY;_; est dans la configuration 2. La molécule X;wY; est éliminée

pendant 1’étape suivante :
X; |wY; - X! jwY;t
221 —L=m—m.
Xi_ 1| Zir X;Z17



76 CHAPITRE 6. LA METHODE DES MOLECULES ASSISTANTES

b)i,j=1
Nous pouvons appliquer deux régles : 1.1.2 ou 1.1.3 :
Xw | = X wY!
Zs | Y L1z T
X1 ’U)Y']_ X’le T

— F —.
X' | Zio 1.1.3 X171
Nous pouvons appliquer encore une fois la régle 1.1.3 ou 1.1.2 au résultat de
Papplication précédente :
X; |wY’ X'wY’
—7 Fi13 ——5—
X Z12 X 1 Z12
La molécule X'wY”’ est dans la configuration 2. La molécule X;wY"’ sera éliminée
a I'étape suivante :

Xle' .

Xiw | Y L XwY" 1

Z6 Y” 2.2.2 ZGY’ .
Qi>1,j=1

Xw| Y = XiwY] 1

7 Y, L Ty

X | wY; X'wY; 4

+ —.
Nous pouvons appliquer encore une fois la régle 1.1.1 ou 1.1.3 aux molécules
obtenues plus haut :

X'w Y, - X”LUYiI_1 T
Zl Yll_l 1.1.1 le/;, *
di=1,j>1
ij Yl ijY' ]

Les molécules X;wY; et X;wY' sont éliminées pendant I’étape suivante :

X, | wY; X! wY;
7 Z L boai —7)_(1—1T
j—1| 417 iZ1t
X, |wY’ X! wY!
XIJ z *—2.2.1 _'LX'LZ—_L y
j—1 17 J41T7
Xw|Y’ XjwY" 1

ZG Y” *_2.2.2 ZGYI
Nous pouvons appliquer encore une fois la régle 2.2.1 ou 2.2.2 aux molécules
obtenues plus haut :

X; |wY” X!_jwY" ¢
bd 7 Fogn —IF——.
j-1| 417 XjZ17

Nous avons donc obtenu les molécules X;wY;_; et X'wY’. Dans le méme temps
toutes les autres molécules ont été éliminées, c’est-a-dire que nous avons suivi le
schéma du calcul.
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Remarques finales

D’une maniére décrite plus haut nous passons d’une configuration & ’autre en
suivant le schéma du calcul de la figure 6.1. La simulation de la régle u — v de
la grammaire est faite & la configuration 8 & ’aide de la régle 2.8.3. Nous avons
donc réalisé la méthode «faire-tourner-et-simuler» qui permet une simulation de la
grammaire.

Afin d’obtenir le résultat, nous appliquons dans la configuration 4 la régle 2.4.3,
puis la régle 1.5.3 :

Xllw BY” X”w
’z‘;c;‘{—?“ P43 ZopyTy XwBYT

X" w = w1
e |CiZs L83 X Zys
X" w L Xw?
—:X_— Z14 1.5.2 X"—ZM )

Siw € T*, il fait partie du résultat. Nous remarquons que les molécules ZgCo BY"
et X"C1Z5, une fois produites, persistent, mais elles ne permettent pas de produire
de nouveaux mots.

11 est facile de voir qu’en suivant le schéma du calcul nous obtenons tous les mots
de L(G), voir aussi la section 4.1.2, et en vue des réflexions présentées plus haut il
est clair que le systéme ne produit pas d’autres mots.

O

6.3 Systémes distribués & changement de phase de degré
1

Dans cette section nous montrons un autre exemple de ’application de la mé-
thode des molécules assistantes. Nous considérons les systémes distribués & chan-
gement de phase et nous montrons qu'un seul composant suffit pour simuler une
grammaire arbitraire.

Théoréme 6.3.1. Soit G = (N,T,P,S) une grammaire arbitraire. Il existe un
systéme distribué o changement de phase de degré 1, Dg = (V,T, A, R) qui simule
G et pour lequel L(G) = L(Dg).

Ce théoréme est un corollaire du théoréme 4.3.1 et du lemme suivant.

Lemme 6.3.2. Pour tout systéme distribué & changement de phase D2G construit
comme au théoréme 4.3.1 il y a un systéme distribué a changement de phase de
degré 1, Dg = (V,T, A, R) qui simule D% et pour lequel L(D¢) = L(D%).

Démonstration. Pour prouver le lemme nous transformons, pour des raisons tech-
niques, le systéme distribué & changement de phase D%; du théoréme 4.3.1, en lui
donnant une forme plus approprié pour notre simulation. Pour cela, certaines lettres
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sont numérotées et certaines régles ont des sites plus grands, mais ces transforma-
tions n’altérent ni le fonctionnement du systéme, ni le langage produit. Nous ne fai-
sons plus la distinction entre le systéme transformé et le systéme du théoréme 4.3.1
et nous nous référons & lui dans ce qui suit par Dé, voir figure 6.2. Ce systéme
posséde les propriétés suivantes :

— Il a deux composants.

— 11 posséde deux sous-ensembles indépendants d’axiomes qui persistent pen-
dant le calcul. Un de ces sous-ensembles est utilisé pour les recombinaisons
dans le premier composant uniquement, tandis que P’autre est utilisé pour les
recombinaisons dans le deuxiéme composant uniquement.

— Les régles sont faites de telle fagon, que les molécules codifiant les différentes
étapes de la simulation de la grammaire sont complémentaires seulement avec
les axiomes de ces deux sous-ensembles.

Nous allons utiliser la méthode des molécules assistantes pour simuler Dé. Pre-
miérement, nous placons les régles 1.1 4 1.9 de R? et 2.1 & 2.8 de R2, que nous
appelons régles principales, dans un seul composant. On voit facilement que les
régles principales permettent de réaliser la méthode «faire-tourner-et-simuler», tan-
dis que les autres régles permettent de propager les axiomes. Chaque axiome du
systéme initial faisant partie de A? ou A2, c’est-a-dire associé & une régle principale,
devient une molécule assistante de période 2. Comme nous avons un seul état, nous
remplagons son numéro par un prime. On dira que la molécule assistante est a ’état
passif lorsqu’elle est primée, sinon on dira qu’elle est & I’état actif.

Maintenant nous organisons le calcul d’une maniére 3 avoir les molécules as-
sistantes de A? & P’état actif pendant une étape impaire et & 1'état passif pendant
une étape paire. D’une maniére similaire, nous faisons apparaitre les molécules as-
sistantes de A3 & l’état passif pendant une étape impaire et a I’état actif pendant
une étape paire. Nous observons que les molécules assistantes qui sont a I’état passif
ne s’accordent qu'avec les régles qui permettent de les faire passer a I'état actif.
Les molécules assistantes qui se trouvent a l’état actif s’accordent avec les régles
qui permettent les faire passer & ’état passif, ainsi qu’avec les régles correspondant
aux régles principales de DQG. Nous observons aussi que les molécules assistantes
possédent leur complément par rapport aux régles de changement d’état.

On voit que par ce procédé nous simulons le comportement du premier compo-
sant pendant une étape impaire et le comportement du deuxiéme composant pendant
une étape paire, voir les figures 6.3 et 6.5, ce qui conduit & une simulation correcte
du systéme D?;. La transformation du systéme Dé en Dg est montrée 3 la figure 6.4.

Par exemple, nous avons la molécule Z,Y; & une étape impaire. Elle peut étre
utilisée pour une recombinaison comme complémentaire par rapport & la régle 2,
dans ce cas nous simulons la régle 1.2 du systéme Dé. On peut aussi désactiver
cette molécule par la régle 22 : (Z2Y;, Z4Ry) b2 (Z5Y:, ZoRy). A V'étape suivante
qui est paire, la molécule ZyY; n’est plus accessible et la régle 2 ne peut donc pas
s'appliquer. D’autre part, nous pouvons activer la molécule Z3 R, en utilisant la régle
22!, car la molécule complémentaire Zy R a été produite a I’étape précédente. Nous
obtenons donc 4 nouveau la molécule ZoR; et nous sommes & une étape impaire. A
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Dé = (V27 T2, A2, R%a R%)

Soient N UT U {B} = {a1,az,...,a,} (ap =B) et B¢ NUT.

Dans ce qui suit nous supposons que 1 <i<n,1<j<n—-1,2<k <n,
a,be NUTU{B}.

L’alphabet V2 est défini par
VZ=NUTU {B} U {X, Ya Xi)lfianI)Y:jlaXj“>Yj”aXI7Y’7 XH, Y”, Cl, 027
D1, Dz, Zn}(1 < m < 18).

L’alphabet terminal T2 est celui de la grammaire formelle G.

Les axiomes sont définis par : A2 = {XSBY}U A2 U A2 U {C1Z16, Z7Cs,
Dl, Dz}, ol A% = {Zle}, Ju — vaj € P}U{lefi, Z2Yi, Z31/j, Z4Y;-’, Z5}/j", ZSY,
X'Z8,X"Zo} et A3 = {XiaiZ11, X[ Z13, Xj' Z14, Z17Y", Z1sY", X152, X Z12}.

Les composants du systéme sont définis de la maniére suivante.

Composant R? :

1.1:%3—}):,%—)%,@; 1.1 Za “‘;ﬁy , Ju—eeP; 1.2: ; “}‘,Y ,
1 J 1 i 2 i
~ab| % a |Y - X1 |ab o X' | a
13: 5ty =i 14— —J—Yj,, L L5t 16t
Ca |y" _a |BY" Cal|vr G| Ze
LT: 5y 18— 1'9'734_1’3-" 1.10: — 70

Composant R3 :

X | a Xy | ab | S Xi| a a |
2.1.44———)(“1i 7 2.2.’—’—)(1,(_1 7o 23 yeaw ek 24 g

LN -26-X“Ia g7 X'l a .o X' a _Zn | G
77 2 % 7 : .

2.5

Les composants R? et R2 contiennent aussi les régles suivantes :

% pour chaque axiome a € A%, sauf XSBY.

F1G. 6.2 — Le systéme Dé

la figure 6.5 nous pouvons voir une illustration de ce qui a été dit tout a I’heure.
Un raisonnement similaire s’applique & toutes les molécules contenant Z avec
des indices.
Les régles 1.8, 1.10, 2.7 et 2.9 sont utilisées en Dé pour obtenir un mot terminal-
résultat. En D¢, pour des raisons techniques, elles sont simulées d’une maniére
spéciale par les régles 7, 16, z.1, 2.2, et r.1 & 7.16.

Description formelle du systéme

A présent nous donnons une définition formelle de notre systéme.
Posons D¢ = (V,T, A, Ry).
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—
-

el -

-

-

N4

Dg 1

FIG. 6.3 — Simulation des composants du systéme DZG. Dans les cases le numéro de
P'étape est indiqué.

Soient NUT U{B} = {a1,a2,...,an} (B=gan) et BENUT.

Dans ce qui suit nous supposons que :
1<i<n,1<j<n—-1,2<k<n, s€{0,2}, a,be NUTU{B}.

L’alphabet V est défini par V = {V2\{C}, C, D1, D2} }U{Ry, Ra, Z},, (1<m<18)}U
{Cfa Cga R7 Z;), Z{)e,’ 2%7 Z]I;‘ (1<p<3), f’ Ega ZD7 ZE}

L’alphabet terminal T est celui de D% (T = T?), c’est-a-dire celui de la gram-
maire formelle G.

Les axiomes sont définis par : A = {XSBY} U A; U A2 U AR, o
Ay ={Z1vY; : 3u = va; € P}U{Z1Y;: 3u - e€ P} U
(2:Ys, Z3Y;, ZaY], ZsY]', Z6Y, X' 25, X" Zs} U {Z}p Ri(1 < m < 7), Ry Z}, R Z3}.
Ap = {Xi0i 21, X; B, X} 2y XU B4y X 2}, Z07Y', ZigY "} U
{Z17Ry, Z18R2, RaZ (11<m<16) }.
Ar= {C{)Zlﬁa 012Z126? RZ116’ RZ%Gv Z%Cga
Z3C2, Z2R, Z;R, DVZ}, D273 RZ%, RZp, ZpEY, ZLE2, ZLR, Z3R}.

Les axiomes de A; et As sont utilisé pour la simulation du comportement du
premier et, respectivement, du deuxiéme composant. Les axiomes de Ag sont utilisés
pour l'obtention du résultat.

Simulation des régles du premier composant du systéme original (le numéro
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A 2
Le systéme Dg
Composant | Composant |l
\ ) a |aY \ )
Régle 1.2 : 7, Y, Reégle 2.2 : #
Axiome : Z9Y; Axiome : XiZ13
~ '
Reégle pour I'axiome : ?? d Régle pour 'axiome : i,gw d
(présente dans les deux “27¢ € (présente dans les deux 5“3 €
composants) composants)
Le systéme Dg (1 composant)
a |aY X; | ab
Regle 2 : . Regle 13 :
& Z| Y & X, | Zis
Axiomes : ZoY;, Z4Ry Axiomes : X;Z13, RyZ;3
. X Z
Régles pour 22: Z? Yi Régles pour 213 : }3
. Zy | By : Ry | 734
les axiomes : 71 v les axiomes : %' | 7
22 2| i 213 : | ~13
Ry Ry | Z13
FiG. 6.4 — La transformation du systéme Dé en Dg.
original est donné entre parenthéses) :
. a |uY ] a;uY a |aY
1(11) A7 (Fu—va,; €P); 1 (1 1 ) 7—‘— (Fu—recP); 2(12) 2, Y
a Y.” ab | Y Y/
3(1.9) : 7] YJ ; 4(1.3) Za v 5(1.4) Y”
a |Y” a | BY” X' | a
6(1.7) : Z v 7(1.8) FARCE 8(1.5) : X' Z ;5 9(1.6) : X2,

Simulation des régles du deuxiéme composant du systéme original (le numéro
original est donné entre parenthéses) :

X a
11(2.1) . TX—iaT'Z_ll’ 12(2-

X/ | a
17(2.4) : ;f; ;fl, L 18(2

X"l a X, | ab
8) : L ;o 13(2.2) : ;
) X; | Z12 22) Xio1 | 213
XII a XII a
6): X1z 16(2.7) : G [ Zs
YI
'5) . le Y” ’
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L’évolution de X3aswYs

Le systéme D% Le systéme Dg

Etape impaire
Nous avons Z,Yy, ZyR1, X3Z13,

Etape impaire (dans le composant 1)

Nous avons Z,Y; et X}Z3.

RyZ13.
!
Xzazw 1/31 - XB(IBU)YE Xsazw | Y3 - XgangZ’
Zy | Y, Z4Y3 Zy |Y, Z4Y3
Z,Y] | € Z4Y,
Z4Y2’ el Z4Y2’ Z Y, 2
1Yy e Zy | Ry Z4R,
X\Z13 | € X537
ngls . X%le X5 | Zi, L X573
2413 | € 2413 Ra | 213 R2Z{3
Etape paire (dans le composant 2) Etape paire
i !
X;? ang2 - X2(13'U)YQI X3 | a,3'wY2' L Xéangz
X3 Z13 X3Z13 X} | Z13 X32Z13
ZY] | e Z4Y;
Z4Y2’ = Z4Y2' Z | Y - 2
419 4+2 Zy4 | R, ZiRl
X}z X2
i £+ Rl Xy | Zs | X321
9213 | € 2213 Ry | Z33 RyZy3

Fi1G. 6.5 — L’évolution de X3as3wY3; dans les deux systémes.

Création des molécules assistantes de A3 :
Régles de désactivation :

zl:iv—yi' z2:—g—2—— Yi | 23 Z3|Y; 24 - Zy | Y

Zi | Ry’ Zy | Ry’ Zy | Ry’ Zy | R’

z5: —2—2——}};{-— ; 26 : gz });1 ; z8: )Rfll gz ; 29 : )Ig: ZZ ;
Régles d’activation :

21 gi 12? s 22 —% 1?1 i 23 gé }?1 . 24 gé 1}; ;

25 : —%——27%— T %—RYT— i 28 )Rfll gé o 29 )}g: gﬁ ;

Création des molécules assistantes de A2 :
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Reégles de désactivation :

Xia; | Z X YA X\ | Z; X"\ Z;
211’ ‘1 2L L 212 12 I 13 s 214 14
Ry | Z11 le Ry | Zy3 Ry | Z14
v, X |21 ' Z17 i v, Zig | Y
z15 Ry | Zis 217 : Zon R2 ; 218 : Zis | Ba ;
Reégles d’activation
Xia; Z11 X; Zlg X! Z13 X" Z14
11 Al 12 1 ;o z13: : 14 : :
TR [z PRz, T TRy 2, T TRy 2,
X | Zis  Zy | Y _ Zig | Y
z15 o Zis ; 217 Z{7 R 218 : Zis 7
Régles pour le résultat
Cf a
ZEES e | DiZp ’
. Zlﬁ Y1 Z116 Ct | Zis . O | Zis
r.1: R Z16 r.2: R[22 r.3: R|Z r4 . R [ Z
D32 o ni|zh Dt | 2} D; | 2,
r.5: R[Z r.6: 7 7;, r.7 R[Z25 r.8 Rz
. 2| C5 . 27|63 L Z7| e AL
7‘9771— R ) ’I‘].O—Zg— R 5 Tll_Z—;’_ R ; r.12 : Z7 R N
Zg | BY . Zp| B3 . Zg | B3 . 2y | B5
r.13: ZLTR r.14: AN r.15: Z3TR r.16 : Zo | R

Le fonctionnement et le résultat

Il est facile de voir que chaque régle principale de Dé est simulée directement
par une régle de Dg. Nous nous concentrons maintenant sur ’obtention du résultat
dans notre systéme. Dans le systéme initial les molécules Z' et Z” ont été utilisées
pour enlever les parenthéses X et Y. Ces molécules apparaissaient I'une & une étape
paire et l'autre & une étape impaire du calcul. Intuitivement il est clair que pour
simuler ce comportement, des molécules assistantes avec une période égale & quatre
sont nécessaires. Nous changeons d’abord les parenthéses X et Y en C} et C3 pour
que la molécule ainsi obtenue ne s’utilise que pour ’obtention du résultat. Puis nous
utilisons les molécules assistantes C5Z16 et Z7C5 avec une période égale & quatre qui
permettent d’enlever les parenthéses C} et C3. L’indice s, qui représente 1'étape de
calcul modulo 4, est utilisé pour diminuer le nombre des molécules dans le systéme.
Cette idée vient de 'utilisation du logiciel TVDHsim, voir [49], développé par 'auteur
pendant son DEA, pour construire le systéme. Du coup, la diminution du nombre
des molécules a permis de controler le systéme obtenu pour dépister les erreurs
éventuelles.
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Remarques finales

Il est clair qu’en simulant D% de la maniére décrite ci-dessus nous obtenons tous
les mots de L(D%) et il est facile de voir que nous ne produisons pas d’autres mots,
car pour produire un mot dans notre systéme nous devons utiliser les régles 7 et 16,
ce qui correspond & une production de mot dans Dé.

Maintenant, nous parlerons de la complexité de la simulation. Toutes les régles
de DZG sauf 1.8, 1.10, 2.7 et 2.9 sont simulées en une étape de calcul, c’est-a-dire
que pour simuler une étape de Dé nous utilisons une étape dans notre systéme. Les
régles 1.8, 1.10, 2.7 et 2.9 sont utilisées dans D2G pour obtenir un mot terminal-
résultat. Dans D¢ nous avons besoins de deux étapes de plus pour obtenir le méme
résultat.

Nous voulons aussi remarquer qu’a chaque étape l’ensemble des molécules cou-
rantes est différent de I’ensemble précédent, c’est-a-dire que Ly N Lgy1 = 0. Clest
une propriété importante de notre systéme et elle sera utilisée plus tard. O

6.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons introduit la méthode des molécules assistantes.
Nous avons aussi donné deux exemples d’application de cette méthode en montrant
comment il est possible de diminuer le nombre des composants des systémes distri-
bués & changement de phase et systémes distribués a changement de phase étendus.
Maintenant nous allons présenter d’une maniére informelle une abstraction de la
méthode des molécules assistantes.

Soit S un systéme fondé sur la recombinaison, qui est distribué, c’est-a-dire
qu’il est constitué & partir de plusieurs composants. Supposons aussi que S permet
l’élimination de molécules dans le sens suivant. Pour éliminer une molécule soit on
P’enléve du systéme, soit on ’envoie hors de la portée des régles de son composant.
Par exemple, I’élimination d’une molécule dans le cas des systémes distribués &
changement de phase est faite directement, tandis que dans le cas des systémes
de tubes 3 essai qui seront introduits au chapitre suivant on élimine une molécule
d’un composant en I’envoyant & un autre composant. Soient Ry,. .., R, les régles du
systéme distribués dans n composants. Soient Ay, ..., A, les axiomes correspondant
aux composants. Maintenant soient R} C Ry,..., R, C Ry et A} C Ay,..., A}, C
A, tels que pour chaque axiome = = Tjuguszy de A}, il existe une régle r dans
R; avec un site qui s’accorde avec cet axiome : 7 = u1FusSuz#Huy et il existe une
régle z#e$z#e dans R; \ R;. En utilisant la méthode des molécules assistantes nous
pouvons raffiner le contréle du systéme S. Pour cela nous transformons les axiomes
de A} en molécules assistantes apparaissant avec une certaine période. La création de
ces molécules liée & I’étape du calcul doit &tre dirigée par I'un des procédés suivants :

— Création par numérotation et élimination.

— Création directement par le contrdle.

— Création par imbrication.

Le premier procédé est réalisable s’il est possible d’éliminer certaines molécules a
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certains moments du calcul. La molécule assistante posséde un numéro, son état, et a
chaque étape cet état est incrémenté modulo k. Pour cela il faut pouvoir incrémenter
I’état de la molécule, ainsi qu’éliminer la molécule de I'état précédent. La preuve du
théoréme 6.2.1 est un exemple d’utilisation de ce procédé.

Le deuxiéme procédé permet de réaliser I’apparition des molécules assistantes
pendant certaines étapes directement par le contréle du systéme. Au chapitre suivant
nous donnons plusieurs preuves utilisant ce procédé.

Le troisiéme procédé est utilisable si on considére des modéles ou il est possible
d’avoir des applications itératives des régles de recombinaison pendant la méme
étape. Dans ce cas, nous pouvons avoir deux niveaux de molécules assistantes. Les
molécules assistantes du premier niveau sont crées a ’aide des molécules assistantes
du deuxiéme niveau, ces-derniers pouvant étre crées par l'un des procédés ci-dessus.
Le théoréme 7.2.2 au chapitre suivant utilise ce procédé.

Si la création des molécules assistantes liée & ’étape du calcul est réalisable, le
systéme résultant possédera un contréle supplémentaire lié aux périodes des molé-
cules assistantes, ce qui permettra ’application de certaines régles & des instants
précis. Des exemples d’application de cette technique & différents types de systémes
distribués fondés sur la recombinaison sont donnés aux chapitres suivants.
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Chapitre 7

Systémes de tubes a essal avec
filtres alternants

Dans ce chapitre nous introduisons un autre modeéle distribué de calcul fondé
sur la recombinaison : les systémes de tubes & essai. C’est I'un des premiers mo-
deles distribués fondés sur la recombinaison qui a été considéré et il est trés étudié.
L’inspiration pour les systémes de tubes & essai vient a la fois des systémes de Head
et des grammaires formelles distribuées. En effet, ces systémes se composent d’un
nombre fini de tubes qui sont des systémes de Head avec des filtres additionnels.
Le fonctionnement d’un tel systéme comporte une étape de calcul et une étape de
communication qui sont synchronisées. La distribution des résultats du calcul pen-
dant I’étape de communication est faite selon des régles spécifiques inspirées des
régles similaires des grammaires distribuées. Les systémes de tubes & essai ont un
fonctionnement complexe et une multitude de résultats concernant leur puissance
d’expression sont connus. Par exemple, trois tubes suffisent pour produire tous les
langages récursivement énumérables. D’autre part, la puissance d’expression des
systémes de tubes & essai avec deux tubes est un probléme ouvert & présent. Ce pro-
bléme a suscité des modifications des systémes de tubes a essai. Ces modifications,
intervenant au niveau de la communication, permettent d’obtenir la puissance de
calcul d’une machine de Turing avec deux tubes uniquement. Nous proposons aussi
une nouvelle variante de systémes de tubes & essai : les systémes de tubes & essai
avec filtres alternants ou le processus de filtrage, utilisé pour la communication, est
modifié. Cette modification, permet d’obtenir une grande puissance de calcul avec
deux tubes seulement. De plus, il est possible de placer les régles dans le premier
tube d’une maniére qui permette de ne plus avoir de régles dans le deuxiéme tube
qui est utilisé seulement comme une poubelle. Nous montrons aussi comment il est
possible d’appliquer la méthode des molécules assistantes & ces systémes, malgré le
fait qu’ils ne comportent pas d’élimination des molécules.

87
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7.1 Les systémes de tubes & essai

Définition 7.1.1. [5] Un systéme de n tubes & essai est la construction suivante :

A= (‘/,T, (A17R1, Fl)a ceey (AnaRnaFn)),

ou V est un alphabet, T C V est I'alphabet terminal, A; C V* sont des ensembles
finis d’axiomes, R;, sont des ensembles finis de régles de recombinaison et o F; C V,
les filtres, qui sont des ensembles finis de lettres, F; CV,1<i<n.

Chaque triplet (A;, R;, F;), 1 < i < n est appelé tube ¢ essai, ou simplement
tube, de A. Nous pouvons l'appeler aussi composant.

Une configuration du systéme est le n-uplet (Li1,...,L,), L; CV* 1 <3 <n;
L; est appelé aussi le contenu du ime tube. Nous définissons la transition entre
deux configurations (L1,...,Ly) et (L},..., L) de la maniére suivante :

(Ly,...,Lp)=(LY,..., L) ssi

L= Lnj o}(L;)NF; | U (@(Li) n (v* - 0 F,:))
k=1

i=1

ot 0; = (V, R;) est le schéma de recombinaison associé au ™€ tube du systéme.

En termes usuels, ceci signifie que le calcul consiste en deux micro-étapes répétées
itérativement. Pendant la premiére micro-étape, celle du calcul, chaque tube évolue
comme un systéme de Head ordinaire. Pendant la deuxiéme micro-étape, celle de la
communication, les molécules présentes dans chacun des tubes sont envoyées vers
tous les tubes, et les molécules qui franchissent le filtre d’un tube, c’est-a-dire qui
sont composées uniquement des lettres qui forment 'ensemble du filtre, restent dans
le tube correspondant et forment le langage initial pour I’étape suivante du calcul. Si
une molécule peut franchir plusieurs filtres, chacun des tubes correspondants regoit
une copie de cette molécule. Les molécules ne pouvant franchir aucun filtre restent
dans le tube dans lequel elles ont été produites. Ce protocole de communication est
inspiré de la théorie des grammaires formelles distribuées et il est susceptible de
changer lorsqu’on considére des variantes différentes de systémes de tubes a essai.

Le langage produit par un systéme de tubes a essai A consiste en tous les mots
produits par le systéme qui sont dans le premier tube et qui font partie de l’alphabet
terminal.

L(A) = {w e T*|w € L1,3Ly,..., L, CV*: (A1,...,An) >(L1, ..., L)}

Nous observons que, par définition, les systémes de tubes & essai ne possédent pas
d’élimination de molécules, c’est-a-dire qu’une fois produites elles existent toujours.
Par contre, une molécule peut quitter le tube dans lequel elle a été produite si elle
peut franchir le filtre d’un autre tube et si, dans le méme temps, elle ne peut pas
franchir le filtre du tube dans lequel elle a été obtenue.

Nous notons par T'T, la famille des langages produits par les systémes de tubes
A essai ayant au plus n tubes.

Il est facile de voir que les systémes de tubes & essai avec un seul tube sont, en
effet, des systémes de Head étendus. On obtient donc le résultat suivant.
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Théoréme 7.1.1. TT} = REG.

Si on considére plusieurs tubes, on obtient une grande puissance de calcul. Trois
tubes suffisent déja pour produire tous les langages récursivement énumérables,
voir [34].

Théoréme 7.1.2. [34] TT; = RE.

Quant aux systémes de tubes a essai avec deux composants, le probléme de
leur puissance de calcul est ouvert, mais, comme le montre l'exemple ci-dessous, ces
systémes peuvent produire des langages qui ne sont pas rationnels.

Exemple 7.1.1.

Nous reprenons I'exemple donné dans [5] et [44].
Considérons le systéme suivant.

= ({a’a b7 c, da 6}, {aa b; C}, (Allei‘/l)a (A27R2;I/2))7

A; = {cabc, ebd, dae},
R, = {b#cSe#bd, da#eSc#al,

Vi = {a,b,c},
Az = {ec, ce},
Ry = {b#dSe#c, c#eSd#a},
Vo = {a,b,d}.

Les seules recombinaisons possibles dans le premier tube sont les suivantes :

(z1blc, e|bd) 1 (z1bbd, ec), pour z1 € {a,b,c,d,e}",
(dale, clazz) 2 (daazs,ce), pour z2 € {a,b,c,d,e}".

On voit que ces applications permettent d'ajouter un a, respectivement b, aux
mots de la forme caz,, respectivement z;bc, en remplagant dans le méme temps
¢ par d. Soit maintenant ca™™c, n,m > 1 un mot dans le premier composant
(initialement n = m = 1). En utilisant les régles du premier tube nous pouvons
produire le mot da™t1b™+1d qui est envoyé dans le deuxiéme tube. Nous observons
que les deux régles de R; doivent étre utilisées, sinon le mot contient le symbole
¢ et ne peut pas franchir le filtre du deuxiéme tube.

Dans le deuxiéme composant nous avons les applications suivantes :

(0a'b?|d, e|c) b1 (aa’bc ed), a € {c,d},
(cle,d|a’b ) ko (ca’t a,de), a € {c,d}.

Seul le mot ca’b’c est envoyé dans le premier tube.
Le processus ci-dessus peut étre itéré et, par conséquent, on obtient :

L(T) = {ca™"c|n > 1},
qui n'est pas un langage rationnel.

On a donc le résultat suivant :
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Proposition 7.1.3. TT> \ REG # 0.

Les auteurs de [5] et [44] supposent que la famille des langages produits par les
systémes de tubes & essai avec deux tubes est incluse dans la famille des langages
algébriques.

7.2 Les systémes de tubes i essai avec filtres alternants

Définition 7.2.1. Un systéme de n tubes a essai avec m filtres alternants est le
n + 2-uplet suivant :

= (VT (4 R, O, ™), (A Re B, EE)),

ou V, T, A; et R; sont définis comme dans le cas des systémes de tubes & essai.

A la place du filtre F; pour chaque tube i, se trouve un m-uplet de filtres Fi(r),

)

1 < r < m, dans lequel chaque filtre Fi(r est défini comme dans le cas précédent.

A chaque étape k > 1, seul le filtre Fi(r), r = (k—1) (mod m) + 1, est actif,
c’est-a-dire utilisable, pour le tube 3.
Nous définissons la transition entre deux configurations de la maniére suivante :

(L(ll),...,Lg)) = (A1,..., Ap)

L = Lnj o7 (L) nF* | <a; () n (V* - ;Ql F;S”"))

j=1

ot 0; = (V, R;) est le schéma de recombinaison associé au ™€ tube du systéme.

Les systémes obtenus sont trés similaires aux systémes de tubes & essai. La seule
différence réside dans le fait qu’a la place d’un filtre unique F; nous avons un m-uplet
de filtres Fi(l) et Fi(m) et le filtre & utiliser dépend du nombre d’étapes qui ont été
faites.

Le langage produit par I' est le suivant :

L) = {we T*3k : w e LM}

Nous disons que I' produit le langage vide si pour tout k, ’ensemble Lgk) ne
contient aucun mot terminal.

Nous notons par TTF, ,, la famille des langages produits par les systémes de
tubes & essai avec des filtres alternant ayant au plus n tubes et m filtres.

7.2.1 La puissance d’expression de TTF,,

Dans cette section nous allons montrer un systéme de tubes & essai ayant deux
composants et deux filtres et qui simule une grammaire arbitraire. De plus, les deux
filtres du premier tube coincident.
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Théoréme 7.2.1. Soit G = (N,T,P,S) une grammaire arbitraive. Il existe un
systéme de tubes a essai avec filtres alternants ayant deuz tubes et deuz filtres, I' =

(V, T, (Al,Rl,Fl(l),Fl(Q)), (Ag,Rg,Fél),Féz))) qui simule G et pour lequel on a
L(T) = L(G). De plus, F = F®.

Démonstration. Nous construisons I' de la maniére suivante.
Soient NUT U {B} = {ay,a,...,an,} (B=an) et BE NUT.
Dans ce qui suit nous supposons que :

1<i<n,ae NUTU{B},be NUTU{B}U{o},v € {a, B}
L’alphabet V est défini par :

V=NUTU{B}U{a,B}U{c} U{X,Y, Xs, X, X}, Yo,Ys,Ys,Z,2'}.
L’alphabet terminal 7" est celui de la grammaire formelle G.
Les tubes du systéme sont définis de la maniére suivante.

Tube I:
Régles de R; :

g |uY . a aY . a|BY
1.1.#, 12: oty 13 oy,
X |a | X ja . b | pY,
1.4.W’7, 1-5- Xﬁ/Bﬂ Z 3 16. Z Yﬂ 3
X, |a | Xy o oy | oYy
L7: 3o 18: ot 19: 5ty

Filtres :
F=FY=F%=NUTU{B}U{a,B}U{} U{X,Y, X}, Ya}.
Axiomes de A; :
{XBSY, ZBaiY!, Z o Y3, XoBZ, X3BBZ, ZYs, XoZ, XpBZ, ZY!} U
{ZvY : 3u — v € P}.
Tube II :
Régles de Ry :

1Y KXo |7, . @i | Vs
2-1-7%:7 2-2.7&;{7, 2.3. Z Y ]
_ XpBaifla ~ XpBB| a _a |oYp |
2.4: BT 2.5.7‘7, 26—t

1Filtres :
F{Y = NUTU{B}U{a, B} U{o} U{Xa, Y.}
F{) = NUTU{B}U{a, B} U {0} U {Xp,Yp}.

Axiomes de Aj :
{Z2Yy, X0Z,ZY,Xa;Z,Z'}.

Nous affirmons que L(T") = L(G).

Nous allons prouver cette affirmation de la maniére suivante. Nous montrerons

comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,
par conséquent, nous obtiendrons que L(G) C L(T'). Dans le méme temps, nous
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montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n’aboutissent pas & un mot
terminal, ce qui prouvera 1’énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode «faire-tourner-et-simuler», voir aussi
la section 4.1.2. Nous utilisons une technique similaire & celle qui a été utilisée
dans [34, 42, 44], voir aussi les théorémes 4.3.1 et 5.2.2. Nous faisons tourner le
mot Xwa;Y d’une lettre en trois étapes. Premiérement, nous codons a; par Ba?
et nous obtenons X,BwBal~1Y.. Puis, nous transférons les o de I'extrémité droite
du mot & son extrémité gauche. Finalement, nous décodons Ba'f en a; et nous
obtenons Xa;wY . Plus précisément, nous commencons avec le mot Xwa;Y dans le
premier tube. Le deuxiéme tube recoit le mot X,6wpBa’~'Y, du premier composant.
A partir de cet instant, le systéme fonctionne dans une boucle oil un « est inséré a
Pextrémité gauche du mot et dans le méme temps un o est effacé de son extrémité
droite. La boucle se termine lorsqu’il n’y a plus d’a a ’extrémité droite. Aprés cela,
nous obtenons le mot X gﬂaiﬂwYﬂ dans le deuxiéme composant et dans ce mot nous
pouvons décoder a; en obtenant Xa;wY .

Si nous avons le mot XwBY, il est possible d’enlever les symboles X, Y et B
en produisant w qui, s’il est un mot terminal, fait partie du résultat.

Notations

Nous observons que le site inférieur de chaque régle représente une molécule
qui est déja présente dans le tube correspondant. De méme, un des résultats de la
recombinaison contiendra Z et ne pourra plus participer a la production du résultat.
Nous omettrons donc ces molécules et nous écrivons :

XwaY T XwBat~1Y! 4 la place de

(Xw|a;Y, Z|Bai~1Y!) 19 (XwBat 1YY, Za;Y)
ou par | nous avons souligné les sites de recombinaison. Dans ce qui suit nous mar-
quons les molécules qui peuvent évoluer dans le méme tube par ® et nous marquons
les molécules qui doivent étre envoyées au premier, respectivement deuxiéme, tube
par O, respectivement ®. Nous écrivons aussi m 1 si la molécule m ne peut s’accor-
der avec aucune régle du tube dans lequel elle se trouve et si, dans le méme temps,
elle ne peut pas étre envoyée a l'autre tube.

Nous allons montrer ’évolution des mots de la forme Xwa;Y . Nous indiquons
les régles de recombinaison qui ont été utilisées, ainsi que les molécules résultantes.
Nous remarquons, que dans notre systéme, grace au parallélisme, plusieurs molécules
de cette forme coexistent avec des formes intermédiaires qui évoluent en paralléle.
Ces molécules n’interagissent pas les unes avec les autres et nous nous concentrons
sur une seule évolution de ce type.

Rotation

Nous montrons comment faire tourner d’une lettre le mot Xwa;Y se trouvant
dans le premier tube.
Etape 1.
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Tube I.

Xwa;Y ® — XwBa 1Y, ® - X Bwha~ Y. @,
Nous pouvons utiliser ces deux régles dans l'ordre inverse, ce qui donne le méme
résultat. Nous pouvons aussi utiliser la régle 1.5 a la place de la derniére application.
Ceci produit :

XwBai~1Y! ® o XpBBuwBai~1Y, 1.
Nous pouvons avoir aussi ’application suivante :

Xwa;Y ® - XpBPwa;Y ®.

La molécule X,BwBa’ 'Y, est envoyée au deuxiéme tube, car elle peut franchir
le filtre Fz(l) ; les autres molécules ne peuvent franchir aucun filtre du deuxiéme tube.

Comme nous ’avons dit avant, il y a d’autres applications des régles de recom-
binaison sur d’autres molécules, mais ces applications ne sont pas importantes pour
notre évolution. Nous ne mentionnerons plus ce fait dans le futur.

Tube Il.

Comme nous ’avons dit avant, il y a d’autres applications des régles de recom-
binaison sur d’autres molécules, mais ces applications ne sont pas importantes pour
notre évolution. Nous ne mentionnerons plus ce fait dans le futur.

Etape 2.

Tube II.

X Bwpai~1Y! ® -7 X fwpat"1Y, ® 7 X! afwBat"1Y, @.

Seule la molécule X!, aBfwBa‘~1Y, peut franchir le filtre F;.

De cette maniére nous avons transféré un o de I'extrémité droite du mot & son
extrémité gauche.

Etape 3.

Tube 1.

X! afwBat~1Y, ® - X! afuwpat—2Y. ® - Xq0fwho2YL @,

Nous pouvons avoir aussi les applications suivantes :

X! afwpBat=1Y, ® -2 XpBafwpai~1Y, ® -3 XpBafwBai~2Y, 1.

Seul le mot XqaBwpcai~ 1Y) peut franchir le filtre Fz(l).

Etape 4.

Tube II.

Xq0fwBat =Y, ® Yy X ofwhat~2Y, ® 7 X! aafwBai=?Y, O.

Seule la molécule X/ cofwBai~2Y, peut franchir le filtre Fy.

De cette maniére nous avons transféré encore un a de 'extrémité droite du
mot & son extrémité gauche. Nous pouvons continuer jusqu’a ce que nous obtenions
pour la premiére fois X' o!BwBY, dans le deuxiéme tube & une certaine étape p.
Cette molécule est envoyée au premier tube oll nous pouvons utiliser la régle 1.6 en
complétant la rotation de a;.

Etape p+1i.

Tube I.

X! ot fwPY, ® — X! aipwYs ® Y XgBapuwYs @.
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Nous pouvons avoir aussi les applications suivantes :
X! ot fwpY, ® - X ot pwpY, ® - X, o' fwYs 1.

Seul le mot X 5,3aiﬂwYﬂ peut franchir le filtre F2(2). Nous observons aussi que
p+1 est un nombre impair. La molécule XgB0*BwYs restera donc pour une étape
de plus dans le premier composant, car le filtre utilisé dans le deuxiéme composant
pendant une étape impaire est F2(1). A D’étape suivante, p+2, cette molécule, qui
reste inchangée, sera envoyée au deuxiéme tube, car le nouveau filtre F2(2) permet
son passage.

Etape p+3.

Tube Il

Xﬂﬂaiﬁng ® ﬁ Xai'wYﬁ ® ;;) Xa;wY ®.

Le mot Xa;wY est envoyé dans le premier tube.

On voit qu’on a fini la rotation de a;.

Simulation des productions de la grammaire

Si nous avons la molécule XwuY dans le premier composant, nous pouvons
appliquer la régle 1.1 de notre systéme pour simuler la régle v — v de la grammaire.

Obtention du résultat

Nous allons montrer maintenant comment il est possible d’obtenir le résultat. Si
nous avons une molécule de la forme XwBY', nous pouvons effectuer la rotation de
B comme il est décrit plus haut. Nous pouvons aussi enlever les parenthéses X et Y.
Dans ce cas, si w € T*, il fera partie du résultat. Nous allons montrer comment il est
possible d’enlever les parenthéses. Supposons que XwBY apparait pour la premiére
fois dans le composant un a une étape quelconque g. Il est facile de vérifier que q
est pair.

Etape q.

Tube 1.

XwBY ® = XwoYg® - XpBPwoYp®.

Nous pouvons avoir aussi l’application suivante :
XwoYz® -7 XafwoYp 1.

Le mot XgBpBw o Y peut franchir le filtre F2(2).
Etape q+1.

Tube I

XﬁﬁﬁonﬂQD E) onﬂ® —2—6) w®,

Si w € T™, il fait partie du résultat.
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7.2.2 TTF,, avec poubelle

Dans cette section nous présentons un systéme de tubes & essai avec filtres al-
ternants qui posséde deux composants et quatre filtres. En outre, ce systéme ne
contient aucune régle dans le deuxiéme composant qui est utilisé seulement comme
une poubelle. Nous ajoutons aussi que les quatre filtres du deuxiéme composant sont
identiques.

Théoréme 7.2.2. Soit G = (N,T,P,S) une grammaire arbitraire. Il eriste un
systéme de tubes a essai avec filtres alternants ayant deux tubes et quatre filtres,

r= (V,T, (Al,Rl,Fl(l),...,Fl(4)), (Az,Rz,Fz(l),...,F2(4))) qui simule G et pour
lequel L(T') = L(G). De plus, le deuziéme composant de I' ne contient aucune régle,
c’est-a-dire que Ry = 0, et aussi F2(1) =...= F2(4).

Démonstration. Nous construisons I' de la maniére suivante.

Soient NUT U {B} ={a1,a2,...,an} (B=ay) et B NUT.

Dans ce qui suit nous supposons que :
1<i<n,1<j<4,ac NUTU{B},be NUTU{B}U{¢},vy € {a, 8}
Posons aussi V = NUT U {B} U {ea, 8} U {o}.

L’alphabet V est défini par :
V=VU{X,Y,Xo,Xp,X0.Y0,Y.,Ys,2,2', Z;, Rj, L;}.

L’alphabet terminal T est celui de la grammaire formelle G.

Les tubes du systéme sont définis de la maniére suivante.

Tube I :
Régles de R; :

e |uY X a X a
1.1.1: R [ov 1.1.2: XL, 1.1.3: X80 (I
a a;Y _a |BY
1.1.4 . Rl W 3 1-1.5 . Rl OYB 3

v Y, . o Xa | Y .
121 g 1220

C Xgla  Xa | v |aYe
13.1: g2 132: — ot 133: gy

. b | BY,
134: gty

o ai |Ys . XpBoaiB | a . XpBB| a |
L41: g 1'4‘2‘X‘a,~‘ﬁ’ 143: 20—
144 2 V5
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111 2 UL}; : 1.1.2':%; 1.1.3';4'% 2
114" }Zﬁ ﬂo}d—?ﬁ 1.1.5':%’%;

1.2.1': }Zzz ’If: ; - x}’%: fﬁ |

131 T 13y XD gy, BN
1.34: IZ%z E ;

141" }sz 2 ; 1.4.2':%; 143 1224 fi :
Filtres :

FY =V U{X,,Y!, Ry, Lo},
F1(2) =VU {th)u Yaa R3a L3}7
F® = VU {Xg,Ys, Ry, Lu},
FY =vu{X,Y,R, L}
Axiomes de Aj :
{XBSY, X821, XpBBZ, Z1BaY. Z o Yp, ZoYo, Xj0Zs,
XaZ3, XﬁIBZE}, Z3Ya,’ ZYﬁa Z4Ya Xa’iZ4a ZIZ47 RlLl} U
{ZvY : Ju - v € P}.

Tube II :

Aucune régle : Ry = 0.

Filtres :
FO =VU{X,Y, X4, X5,X.,, Y, Y., Y5, Z', R;, Lj}.

Axiomes de Ag :
{R2L2, R3L3, R4L4}

Le systéme est semblable a celui que nous avons construit a la section précédente.
Il contient les méme régles et ces régles sont placées dans le premier tube. Les
régles sont divisées en quatre sous-ensembles, 1.1.z & 1.4.x, qui ne peuvent pas
tous étre utilisés en méme temps. Pour atteindre ce but, nous utilisons la méthode
des molécules assistantes, voir le chapitre 6 et, en particulier, la section 6.4. Nous
utilisons les molécules assistantes R;L; qui voyagent d’un tube & I’autre. Lorsque la
molécule assistante R;L; apparait dans le premier tube, elle active le sous-ensemble
j de régles qui peuvent &tre appliquées ensuite. Plus précisément, la partie inférieure
de chaque régle est faite d’une maniére spéciale : le site correspond & une molécule
assistante qui est produite uniquement si la molécule R;L; correspondant au sous-
ensemble est présente dans le premier tube. Par exemple, la régle 1.1.3 est utilisable
si et seulement si la molécule X335 L, est présente. Mais cette molécule est présente .
uniquement si le mot R;L; est présent dans le premier tube, et elle est produite en
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appliquant la régle 1.1.3' & 'axiome XgB6Z; et & la molécule assistante R;L;. A
’étape suivante le mot XgBBL; est envoyé dans le deuxiéme tube et il n’est plus
présent dans le premier.

On a donc une imbrication des molécules assistantes et les molécules assistantes
du premier niveau qui correspondent aux sites des régles sont créées a l'aide des
molécules assistantes du deuxiéme niveau, R;L;, qui voyagent d'un tube & I’autre et
leur apparition est dirigée par les filtres alternants. Les filtres agissent aussi comme
des sélecteurs pour les molécules correctes et le calcul est fait de la maniére suivante :
les molécules sont envoyées dans le deuxiéme composant d’ott les molécules correctes
sont extraites dans le premier composant ou elles sont transformées ensuite. O

Nous observons que les opérations effectués dans le premier et le troisiéme
groupes sont indépendantes et que les molécules utilisées ont une forme différente. 11
est donc possible de combiner le premier et le troisiéme groupes, ainsi que les filtres
correspondants 2 et 4. Nous obtenons donc :

Théoréme 7.2.3. Soit G = (N,T,P,S) une grammaire arbitraire. Il existe un
systéme de tubes & essai avec filtres alternants ayant deuz tubes et trois filtres, I' =

(V, T, (Al,Rl, Fl(l), ... ,F1(3)) , (Az, R2,F2(1), ces ,Fz(s))) qui simule G et pour lequel
L(T') = L(G). De plus, le deuziéme composant de I' ne contient aucune régle, c’est-
a-dire que Ry =0, et aussi Fz(l) == F2(3).

7.2.3 TTF,, avec poubelle

Dans cette section nous présentons un systéme de tubes & essal avec filtres al-
ternants qui posséde deux composants et deux filtres et qui n’a aucune regle dans le
deuxiéme composant. De plus, les deux filtres de chaque composant différent seule-
ment par une lettre. La preuve de ce résultat est aussi différente : nous simulons une
machine de Turing & la place d’une grammaire arbitraire.

Nous définissons la fonction de codage ¢ de la maniére suivante. Pour chaque
configuration wyqws d’une machine de Turing M, nous définissons I’application de
¢ : p(wiqws) = XwySqurY, o X,Y et § sont trois symboles ne faisant pas partie
de T.

Nous définissons aussi 'entrée d’un systéme de tubes & essai avec filtres alter-
nants. Une entrée pour le systéme I' est un mot w sur I'alphabet de I'. Le calcul
de T sur lentrée w est effectué en ajoutant w aux axiomes du premier tube et en
laissant le calcul de I' se dérouler comme d’habitude.

Lemme 7.2.4. Soient M = (Q, T, ao, So, F, 0) une machine Turing et w une entrée.
Il existe un systéme de tubes a essai avec filtres alternants ayant deuz composants et

deug filires T = (V, Tr, (Al,Rl,Fl(l),Ff"’)), (Ag,Rg,Fél),Féz))) qui, en lui don-
nant comme entrée p(w), simule M sur Uentrée w, c’est-a-dire que :

1. pour chaque mot w sur lequel M s’arréte dans la configuration wiqws, le sys-
teme I' produit un résultat unique ¢(wiqws).
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2. pour chaque mot w, sur lequel M ne s’arréte pas, le systéme I' produit le
langage vide.

Démonstration.

Soient T = {ag,...,am-1}, @ = {go,---,an-1}, @ € TU{X}, b,d,e € T,
ceTU{Y}, q€Q, ou agg est le symbole blanc.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que wyw; ne contient aucun
symbole ag et que M ne posséde pas d’instructions stationnaires.

Nous construisons I' de la maniére suivante :

L’alphabet V est donné par :
V=TUQU{X,Y,S,5 R,L R L ,RE ZF Zx Zy,RY,ZF R, Z}.

L’alphabet terminal T est donné par :
Tr =T\ {a}U{X,Y,S}U{q:q€ F}.

Les composants sont définis de la maniére suivante :

Tube I:
Régles de R; :

Pour chaque régle g;a;yRa;q; € d nous avons le groupe suivant de 4 régles :

aSgiar | Y a | Sqiarb
R T a2 o

RSqiak | b a L
1113, bt L4 e

Pour chaque régle g;axLa;g; € é nous avons le groupe suivant de 5 régles :

X Sqiak b dSqiak RbSqiak | C
1121 —e =7 1122 07—, 1123 RESTa,bar [ 25
X | bSqas b L
i i
1.1.2.1°. Xag | Zx 1.1.24. RE [ Sqdec

Nous avons aussi le groupe suivant de 3 régles :

1
1921 ab | S'qd

R'S' | qb b| L
21 122 —pret 1.2.3. T’l}_sai"

Finalement, nous avons le groupe suivant de 3 régles :

b | aY Xag| b Xag| S
1.3.1. Z—y~—?—’ 1.3.2. X [ Zg° 1.3.3. T’ﬁ

Filtres :
R = {R,L,1'},
F? = {R,L,L'} = (F} \ {R'}) U{R}.

+
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Axiomes de A; :
{Rya()Y, XaoZx, R’ISZ{, RL} U {1‘2{1(11.5'/(13'Z{2 : 3g;ap Rajg; € oty
{RILS’qualZlL : EIqiakLalqj € (5}

Tube II :
Aucune régle : Ry est vide.
Filtres :
FY =QuTU{X,Y,S,R,L, R, L', RF,RE, R.},
F? = QUTU{X,Y,S,R,L,R, L', RF, R}, Ry} = (F} — {S}) U {S'}.
Axiomes de Aj :
{R'L'}.

La partie du ruban de M qui contient de l'information est codé de la ma-
niére suivante : pour chaque configuration wiqwz de M il existe une configuration
Xw;Sqw,Y dansT'. Le ruban est donc entouré par X et Y et nous avons le marqueur
Sg; qui marque sur le ruban la position de la téte de la machine et son état.

Le systéme I' simule chaque étape de M en deux étapes. Pendant la premiere
étape il simule une étape de la machine de Turing et il prime le symbole S par les
régles 1.1.7.2 & 1.1.z.4. Nous disons que ces régles sont associées & la régle corres-
pondante de la machine M. Pendant la seconde étape le systéme enléve le prime
de S’ a ’aide des régles 1.2.z. Le ruban peut étre étendu par les regles 1.1.z.1, ou
restreint par les régles 1.3.z. Le systéme produit un résultat si et seulement si M
s’arréte sur le mot initial w.

Pour effectuer la séparation en deux étapes nous utilisons deux sous-ensembles
de régles dans le premier tube, ainsi que les molécules assistantes RL et R'L' qui
apparaissent d’une maniére alternative dans le premier et le deuxiéme tube en acti-
vant le premier (1.1.z) ou le deuxiéme (1.2.z) sous-ensemble de régles, voir aussi la
section 7.2.2 et le chapitre 6. Toutes les molécules qui ne sont pas de la forme cor-
recte sont envoyées au deuxiéme composant qui est considéré comme une poubelle,
car seules les molécules assistantes RL et R'L' peuvent passer du deuxiéme tube au
premier.

Les molécules RyaoY, RfaS'q; ZE, XaoZx,RES'qjbaiZE et R SZ] sont pré-
sentes tout le temps dans le tube 1. De méme, toutes les molécules contenant le
symbole Z avec des indices restent dans le premier tube.

Nous commencons avec Xw;Sqow2Y dans le premier tube, olt wigows est la
configuration initiale de M.

La simulation

Nous allons décrire la simulation de I’application de la régle g;axRaig; € 9, &
la configuration Xw;Sgiaw2Y. Nous omettrons de notre description les molécules
RyaoY, RfaS'q;ZR, XaoZx, RILS’qualZlL et R} SZ] qui sont toujours présentes
dans le premier tube. D'une maniére similaire, les molécules contenant Z avec des
indices et qui n’altérent pas le calcul seront omises de la description aprés une étape
de calcul.
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Nous observons que le deuxiéme composant peut contenir d’autres molécules,
obtenues aux étapes précédentes, car il agit comme une poubelle. Nous omettrons
aussi ces molécules, car elles n’altérent pas notre simulation.

Etape 1.

Recombinaison :

Tube 1:

Nous avons : Xw;SqarwY, RL.

Nous pouvons appliquer les régles suivantes qui font partie du groupe 1.1.1.x :

(Xw|SqiarwY, R|L) F11.1.2 (Xwi L, RSqarwrY’).

(RSqiak|wY, RRa;S'q;| ZE) F1.1.13 (REa)S'gjweY, RSqiar ZE).

(X'w1|L,Rf3|alS'qu2Y) 5‘1_1.1,4 (lealS’qugY, R{%L)

Tube 2 :

Nous avons : R'L'. Comme nous l’avons dit plus haut, nous pouvons avoir ici
d’autres molécules obtenues pendant une étape précédente de calcul qui n’altérent
pas le calcul. Nous les omettrons et nous ne mentionnerons plus ce fait dans le futur.

Pas d’application de régles.

Communication :

Les filtres courants sont :

FY = {R,L,I'} et Y =QUTU{X,Y,S,R, L, R, L', R, R}, R!}.

Molécules envoyées du tube 1 au tube 2 :

RL, le Sqiak'ng, X'wlL, RSqiakng, R{zL.

Molécules restant dans le tube 1 :

RfalS’quzY, RSqiakZlR, lealS’qugY.

Molécules envoyées du tube 2 au tube 1 :

R'L.

Molécules restant dans le tube 2 :

aucune.

La molécule RSg;arZ{ ne peut plus évoluer, nous "omettrons donc dans le futur.
De méme, la molécule Rfa;S’ gjwa2Y sera envoyée du premier tube au deuxieéme tube
a ’étape suivante.

Etape 2.

Recombinaison :

Tube 1 :

Nous avons : RfalS’quzY, XwiaS'qywrY, R'L'.

Nous appliquons les régles suivantes qui font partie du groupe 1.2.x :

(Xwya1|S'qjw2Y, R'|\L') F121 (XwiaiL', R'S'qjwY).

(R’S’|qj'w2Y, RQSIZi) |—1,2,2 (Riqu’wQY, R'S’Z{).

(leallL’,R“qung) 1—1.2_3 (leczlquwQY, R’IL’).

Tube 2 :

Nous avons : Xw;Sgiaxw2Y, RL, Xw; L, RSqarwsY, R L.

Pas d’application de régles.

Communication :

Les filtres courants sont :
FO ={R L, L'} et ¥ = QUTU{X,Y,S,R,L,R,L',RE, RR R }.
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Molécules envoyées du tube 1 au tube 2 :

R'L', RRa;S'qjwoY, Xwia15'qjwY, Xwiai L', R'S'qjwsY, R L.

Molécules restant dans le tube 1 :

R’S'Zl, R’15qu2}", lealqu’wQY.

Molécules envoyées du tube 2 au tube 1 :

RL.

Molécules restant dans le tube 2 :

R’L’, szalS’qugY, lealS'qugY, X'wlalL’, R’Slq]"LUQY, R’lLl,
lesqiakng, leL, RSq,-akng, R{ZL.

De méme, la molécule R}SgjwpY sera envoyée du premier tube au deuxiéme
tube & I’étape suivante.

Nous avons donc simulé I'application de la régle g;axRa;g; de la machine M. Il
est facile d’observer que si ws = ¢, nous appliquons d’abord la régle 1.1.1.1 pour
élargir le ruban & droite et aprés wp = ag. Nous remarquons, que ’application
des régles d’élargissement et de restriction du ruban produit plusieurs copies de la
molécule principale qui code I’état de la machine de Turing. Ces copies différent par
le nombre de symboles ag situés a leurs extrémités et elles n’altérent pas le calcul,
méme si les régles 1.1.z.4 s’appliquent aux parties issues de molécules différentes.
Nous remarquons aussi qu'’il existe une seule molécule qui ne posséde aucun symbole
ap aux extrémités. De méme, il est facile de contrdler que les molécules qui ont été
produites et qui n’ont pas la forme correcte (Xw1SgiarweY, XwiL, RSqiarw2Y,
RFL, R{{alS,QjU)QY, RSqiakat, lealS’qugY, R’S’qj"l,UzY, R,S'Z1, Raqu’(UgY,
Xwya;8'gjwrY, XwyayL') soit sont envoyées au deuxiéme composant, soit n’altérent
pas le calcul.

Pour le déplacement 2 gauche, nous procédons de la méme maniére, sauf que
nous nous assurons d’avoir au moins deux symboles & gauche de S.

Nous observons que nous simulons étape par étape I’application des régles de M.
Il est facile d’observer que c’est la seule possibilité d’effectuer le calcul, car la molé-
cule qui code la configuration de M déclenche I'application des régles de I'.

O

Théoréme 7.2.5. Soit L C T* un langage récursivement énumérable. Il existe un
systéme de tubes & essai avec filtres alternants ayant deuz composants et deus filtres

r= (V, T, (Al, R,, Fl(l), Fl(z)), (Ag, R,, FQ(I), F§2))), qui produit L, c’est-a-dire que
L = L(T). De plus, Ry = 0.

Démonstration. Nous procédons d’une maniére similaire & ce qui a été fait dans [24]
et [26].

Soit £ = {wp, w1, ... }. Il existe une machine de Turing Tz qui calcule w;0...0
a partir de 01**! ou 0 est le symbole blanc.

1l est possible de construire une telle machine de la maniére suivante. Soit G
une grammaire qui produit £. Nous pouvons construire une machine de Turing M;
qui simule les dérivations de G, c’est-a-dire que nous obtiendrons toutes les formes
syntaxiques de G. Nous devons simuler des dérivations bornées pour prévenir une
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récurrence éventuelle dans la dérivation. Aprés avoir dérivé un nouveau mot, la
machine controle si ce mot est terminal, et, si c’est le cas, elle contréle si c’est le
#1*me terminal obtenu. Si la derniére condition est vraie, la machine efface tout le
ruban, excepté le mot.

En outre, cette machine n’est pas stationnaire, c’est-a-dire que la téte doit se
déplacer a chaque étape, et elle ne visite jamais les cases situées & gauche de 0
dans la configuration initiale, c’est-a-dire que le ruban est semi-infini & droite. Dans
I'ouvrage [18] on peut trouver comment il est possible de satisfaire ces conditions.
La machine T transforme donc la configuration gg01%+! en qgrwi0...0.

Maintenant, & partir de la machine T, il est possible de construire une machine
T; qui calcule 01%*>Mq/wi0...0 & partir de go01¥*!. Puis, en utilisant T nous
détachons wy, et nous continuons le calcul  partir de la configuration go01*+2. Par
ce procédé, nous produisons £ mot par mot.

Pour simplifier la démonstration, nous considérons la machine T} qui fait la
méme chose que la machine T}, mais & la fin elle déplace sa téte & droite jusqu’au
premier zéro, c’est-a-dire qu’elle produira 01%+2Mf wig70...0 & partir de go01F+1,
Nous utiliserons aussi deux machines de Turing 7} et T3 ayant comme alphabet de
ruban l’alphabet de T étendu par I'ensemble {X,Y, S}. La premiére machine, 71,
se déplace a gauche jusqu’a ce qu’elle rencontre M, puis elle s’arréte dans 'état q]lc.
L’état initial de T} est g}. La deuxiéme machine, 75, se déplace & gauche jusqu’a ce
qu’elle rencontre 0, puis elle s’arréte dans ’état gg. L’état initial de cette machine
est qf.

Considérons maintenant I' qui est trés similaire au systéme construit dans le
lemme précédent. En effet, nous prenons la machine T/ et nous construisons I’ pour
cette machine comme il a été fait plus haut. Puis, nous prenons les régles de T3 et
T, et nous ajoutons les régles de recombinaison associées et les axiomes qui leurs
correspondent a I'. Finalement, nous ajoutons les régles de recombinaison suivantes :

" 1 Xo11 lM
ol a | bdSq O, z9 & ] 115’2qu , s X2 Sqy | cl
Z1 | Sq;bd X2 | eSq;11Y € | Z

ou e = {0,1}.
Nous ajoutons aussi Xqo01Y, ainsi que les mots Z;Sqlbd, X2eSq>11Y et Z’
aux axiomes du premier tube et nous considérons T' comme alphabet terminal.
Nous affirmons que I' produit £. Premiérement, ce systéme simule la machine
7, il permet donc de passer de la configuration X Sqo01¥+1Y 3 la configuration
X01++2 )01 'wk.S'q}'O ...0Y. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que wy a
au moins trois lettres. Maintenant, nous pouvons utiliser la régle z.1. Cette régle
détache le mot 0...0Y qui est envoyé dans le deuxiéme tube et il nous reste la
molécule X01%+201 w;cSqiab (wr = wjab). Nous observons que maintenant nous
pouvons simuler le travail de Ti, car la seule condition qui doit étre satisfaite est la
présence d’un symbole 3 la droite de la position de la téte de la machine. A partir
de ce moment, le systéme I' simulera donc le travail de 77 et nous arriverons a la
molécule suivante : X 01k+2Sq}M wg. A cet instant, les régles x.2 et 2.2 détachent
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wy qui représentera le résultat, et nous obtenons la molécule X 01%¥Sq211Y. D’une
maniére similaire, nous pouvons simuler le travail de T5 et nous arriverons dans
la configuration XS g001¥*+2Y . Maintenant nous pouvons recommencer le calcul ci-

dessus et produire w41, par conséquent nous produirons tous les mots de L.
]

7.3 Conclusions

Nous avons vu dans ce chapitre la puissance de ’élimination. En effet, comme le
montre les exemples de ce chapitre, il suffit d’ajouter une possibilité d’élimination
aux systémes de Head étendus pour qu’ils acquiérent une grande puissance de calcul.
Les molécules assistantes jouent aussi un réle important. Nous avons vu qu'en les
utilisant il est possible de raffiner le contrdle d’un systéme de tubes & essai ayant
deux tubes 4 un tel point qu’il n’est plus nécessaire d’avoir de régle dans le deuxiéme
tube.

Le controle des systémes & tubes & essai avec filtres alternants est trés puissant
et il permet d’appliquer facilement la méthode des molécules assistantes. Dans le
chapitre suivant nous montrons un autre exemple d’utilisation de cette méthode
pour des systémes dont le controle est beaucoup plus fin.
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Chapitre 8

Systémes de tubes & essai modifiés

Dans ce chapitre nous continuons ’étude des systémes de tubes & essai et nous
introduisons une autre variante de ces systémes. Nous intervenons comme avant au
niveau du protocole de communication, mais cette fois-ci nous n’ajoutons aucun
ingrédient supplémentaire. La modification que nous faisons vise les molécules qui
peuvent partir d’un tube. Dans ce cas, nous ne permettrons plus & ces molécules de
rester dans le tube initial, méme si elles peuvent franchir son filtre. Par conséquent,
nous pouvons diriger jusqu’a une certaine limite ’élimination de ces molécules. Le
controle obtenu est beaucoup plus fin que le controle par les filtres alternants, mais
il nécessite une manipulation délicate. Nous montrons que deux tubes suffisent pour
produire tous les langages récursivement énumérables. La méthode des molécules
assistantes joue un réle important dans la démonstration de ce résultat qui est
tres difficile & obtenir autrement. Une autre particularité intéressante du systéme
obtenu est le processus d’élimination qui n’est pas statique comme dans le cadre des
systémes de tubes & essai avec filtres alternants ot on envoie les molécules incorrectes
dans l'autre tube ou elles ne peuvent plus évoluer, mais dynamique et la molécule
éliminée voyage d’un tube & autre sans pouvoir participer & une recombinaison, car
a létape correspondante il n’existe pas de molécule qui lui soit complémentaire par
rapport & quelque régle que ce soit.

8.1 Systémes de tubes a essai modifiés

Définition 8.1.1. Un systéme de n tubes & essai modifiés est la construction sui-
vante :

I'= (V7T7 (AlleaFl)’ ey (An,RnaFn))a

o V, T, A;, R; et F; sont définis comme dans le cas des systémes de tubes a essai.
Les systémes de tubes & essai modifiés et les systémes décrits au chapitre précé-
dent possédent un protocole de communication différent. Plus exactement, on définit

la transition entre deux configurations de la maniére suivante :
(L1y...,Lp)=>(LY,...,L}) ssi

105
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n n
Li=|Ueo@)nF |u (a}"(Li) n (V* -U Fk>) .
2

On voit que dans 'union de la premiére parenthése le cas j = 1 est exclus.

En termes usuels, ceci signifie que si une molécule peut franchir un filtre d’un tube
différent de celui dans lequel elle a été produite, elle ne reste pas dans le tube initial,
méme si elle peut franchir son filtre. Cette modification permet d’organiser une
élimination des molécules et, par conséquent, d’appliquer la méthode des molécules
assistantes.

Cette définition est applicable dans le cas ou on a au moins deux tubes. Lorsque
n = 1, nous posons, par définition, que L] = o7 (4;1).

Nous notons par TT M, la famille des langages produits par les systémes de
tubes & essai modifiés ayant au plus n tubes.

Nous remarquons la propriété suivante des systémes introduits ci-dessus. Soit
I' un systéme de tubes & essai modifiés ayant 2 tubes. Soit M une molécule qui
peut franchir les filtres des deux tubes et supposons qu’initialement elle se trouve
dans le tube 1. Il est facile de voir qu’aprés la premiére étape de calcul, M est
envoyée dans le deuxiéme tube et aucune copie de M ne reste dans le premier tube.
A D’étape suivante, comme M peut franchir le premier filtre, cette molécule revient
au premier tube et aucune copie d’elle ne reste dans le deuxiéme tube. A chaque
étape M change donc de tube, c’est-a-dire qu’elle apparait dans chaque tube avec
une période égale & deux. Par ce procédé il est donc possible de créer des molécules
assistantes de période 2 et dont ’apparition est dirigée par le controle, voir aussi la
section 6.4.

Théoréme 8.1.1. Soit G = (N, T, P, S) une grammaire arbitraire. Il existe un sys-
téme de tubes a essai modifiés ayant deuz tubes, I' = (V, T, (A1, Ry, F1), (Ag, Re, F3))
qui simule G et pour lequel on ait L(T") = L(G).

Démonstration. Nous construisons I' de la maniére suivante.

Soient NUT U {B} ={a1,a2,...,an} (B=a,)et B¢ NUT.

Dans ce qui suit nous supposons que :
acVUTU{B},beVUTU{B}U{a}, ce Vs v€ {a,B}

Posons V; =V UTU{B}U{a,B}.

Posons aussi Vap = {4y, Bz} 2 € {X3B8,Y5, X0, Yy, X, Y, Xa0, Yo, X', Y'} et
Vep = {Dz,Cy}, ot 2 € {X, X8, X, Xao, X'} et y € {Y,, Y, Y, Y, V')

L’alphabet V est défini par :
V =VsUVapUVecpU{Zx,Zy, Zy, Zy;, Zx,} U
{X,Y,X’,Y’,XQ,YQ,Xﬂ,Y’B,X;,Yolt,Xé,Yé}.

Les tubes du systéme sont définis de la maniére suivante.
Tube I:

Axiomes de A; :
{XBSY}U{Zv’UY tuU—VE P}U{CyéYé,XDx, CyY, X[SﬂDX’Bﬂa CYéYé’X&DX& }U
{ZK.Ba’Y, Xa;Zx,, ZyﬂY5} U {Ay&Byolt,BxAx} U {BXaAXa,AyaBya,Aleyl}.
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Régles de R; :
Zy ﬂalY

Xﬁa BY
3 ZX Y5
X AX
Ylg Y!
Xﬂﬂ AX’ AXI Ay Y
A B

BAz: Biz%, VoD, € Ay, YC,y € Ay
Filtre F1 :

Vs U Vg U {Xa, Ya, X', Y'}.

Tube I :

Axiomes de Aj :
{XaaDXaa, Cy,Ya, Cle',X'DX/} U {Zx, ZBy} U {BXIAXI} U
{Bbexé,AyéByBl,BX&AX&,AYBy}.

Reégles de Ry :

2.3.1: ‘—‘— 9392: & 1BY
ZBy )
2.1.1:

Xi a

[ ZX

X b oy | oY oy |V . a |Y
W 2.1.2: Ay | Y, 2.1.3: Ay |V 2.1.4: AT
X| b !

. o .
221 222: S

z | D Cyl y
BA.x : L. VzD,€A;, AB.y: —y-f——, VC,y € As
By | Aq g A, B, "V

Filtre F; :

Vs UVap U{X,Y, X' Y' X0, Y., X, Y'Y}

Nous affirmons que L(I‘) L(G).

Nous allons prouver cette affirmation de la maniére suivante. Nous montrerons
comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,
par conséquent, nous obtiendrons que L(G) C L(I'). Dans le méme temps, nous
montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n’aboutissent pas & un mot
terminal, ce qui prouvera 1’énoncé.

Notre simulation est fondé sur la méthode «faire-tourner-et-simuler». Nous utili-
sons les mémes idées que celles utilisées pendant la démonstration du théoreme 7.2.1.
Plus précisément, nous faisons tourner le mot Xwa;Y d’'une lettre en trois étapes.
Premiérement, nous codons a; par Ba’ et nous obtenons XwpBal'Y. Puis, nous
transférons les o de I’extrémité droite du mot & son extrémité gauche en obtenant
X BotwY . Finalement, nous décodons Bat en a; et nous obtenons Xa;wY .
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Pour réaliser le procédé ci-dessus nous utilisons la méthode des molécules assis-
tantes, voir chapitre 6. Nous considérons deux types de molécules assistantes. Les
molécules assistantes du premier type, qui dirigent I’application des régles et qui
sont de la forme D, ou Cyy, sont crées par imbrication & I’aide des molécules assis-
tantes du deuxiéme type. Les molécules assistantes du deuxiéme type qui sont de la
forme Ay B, ou ByA,, sont crées par le contréle de la maniére suivante. Les filtres
de chaque tube permettent le passage de ces molécules et, par conséquent, elles ap-
paraissent dans un tube avec une période égale & deux, voir les réflexions données
plus haut. On obtient donc que les deux types de molécules assistantes apparaissent
avec une période égale 4 deux.

En utilisant ces molécules assistantes nous séparons les régles du systéme en trois
groupes :

1. Les régles du premier tube qui sont applicables pendant une étape impaire
uniquement et les régles du deuxiéme tube qui sont applicables pendant une
étape paire seulement.

2. Les régles du premier tube qui sont applicables pendant une étape paire uni-
quement et les régles du deuxiéme tube qui sont applicables pendant une étape
impaire seulement.

3. Les régles des deux tubes qui sont applicables & n’importe quel moment.

On dit que les régles sont activées aux étapes pendant lesquelles elles sont ap-
plicables et désactivées pendant les autres étapes.

Les numéros des régles permettent de savoir dans quelle groupe la régle corres-
pondante est placée. Plus précisément, le premier numéro d’une régle indique le tube
auquel elle appartient, tandis que le deuxiéme numéro indique le groupe auquel la
régle appartient.

En effet, la séparation des régles en ces groupes ci-dessus permet d’obtenir la
propriété suivante : si une régle s’applique a une molécule et si le résultat est ensuite
envoyé dans ’autre tube ou il est changé par une autre régle et est envoyé a nouveau
dans le tube initial, les deux régles qui ont été utilisées font partie du méme groupe.

Maintenant, nous montrons avec plus de détails comment on active les régles des
a

AXéﬁ.

groupes (1) et (2). Nous prenons comme exemple la régle 1.2.1 : X8
B

Dans T les objets suivants existent qui sont associés & cette régle :
Dans le tube I :

L’axiome : X},,BDXM.

Les régles :

X ] a XsB | Dxyp
1.2.1: et BA. XY : 8.
Xﬁﬂ AX;#; B BXbﬂ | AXW

Une partie du filtre Fy : Bxbﬂ’ AX;3 8-
Dans le tube II :
L’axiome : BXfaﬁAXfaﬂ'

Aucune régle.
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Une partie du filtre F; : X;g,BX'ﬁﬁ,AXbﬁ-

La molécule assistante BX;; 5AX;#; voyage d’'un tube & l'autre et elle apparait
dans le premier tube pendant une étape paire seulement. Par conséquent, la molécule
assistante du premier niveau Xé,@A X48 apparait dans le premier tube pendant les
étapes paires uniquement et aprés son utilisation elle est envoyée tout de suite dans
le deuxiéme tube. Ceci implique que la régle 1.2.1 est utilisable pendant une étape
paire uniquement, car seule la molécule assistante X é,BA X4,8 s’accorde avec son site

inférieur. On obtient donc que la régle 1.2.1 fait partie du groupe (2).

Toutes les autres régles des groupes (1) et (2) sont définies d’'une maniére simi-
laire.

Nous observons que les régles du troisiéme groupe sont utilisables & n’importe
quel moment, car leur site inférieur correspond & une molécule qui est déja présente
dans le tube correspondant et qui ne peut pas franchir le filtre de l'autre tube a
cause de la présence du symbole Z avec des indices.

Notations

Nous observons que le site inférieur de chaque régle correspond soit & une molé-
cule assistante, soit & une molécule qui est déja présente dans le tube correspondant.
De méme, une des molécules résultantes soit contient le symbole Z avec des indices
et ne peut s’accorder avec aucune régle, soit est envoyé dans 'autre tube ou soit elle
reste pour toujours, soit elle voyage a chaque étape entre les deux tubes et n’altére
pas le calcul. C’est pourquoi nous omettrons ces molécules et nous écrirons :

XwaY m XwBa'Y 3 la place de

(Xw|aiY, Zyi |ﬂa’Y) |—1_3,2 (X’UJ,BO/’Y, ZyiaiY)

ol par | nous avons souligné les sites de recombinaison. Dans ce qui suit nous mar-
quons les molécules qui peuvent évoluer dans le méme tube par ® et nous mar-
quons les molécules qui doivent étre envoyées dans le premier tube, respectivement
le deuxiéme, par ©, respectivement @. Nous écrivons aussi m 1 si la molécule m ne
peut s’accorder avec aucune régle du tube dans lequel elle se trouve et si, dans le
méme temps, elle ne peut pas étre envoyée dans 'autre tube.

Nous allons montrer 1’évolution des mots de la forme Xwa;Y. Nous indiquons
les régles de recombinaison qui ont été utilisées, ainsi que les molécules résultantes.
Nous remarquons, que dans notre systéme, grace au parallélisme, plusieurs molécules
de cette forme coexistent avec des formes intermédiaires qui évoluent en paralléle.
Ces molécules n’interagissent pas les unes avec les autres et nous nous concentrons
sur une seule évolution de ce type.

Rotation

Nous montrons comment faire tourner d’une lettre le mot Xwa;Y se trouvant
dans le premier tube.

Etape 1.

Tube 1.
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Xwa;Y @ =3 XwpBolY @,

Tube 2.

Ii‘as d’applications de régle.

Etape 2.

Tube 1.

Pas d’applications de régle.

Tube 2.

XwaY ® 53 wa;Y 1.

Xwa;Y ® . Xoowa;Y 1.

Xwpa'Y ® ¥ wBa’Y ® 03 wPat 1Y, @,

Xwpha'Y ® —) Xaaw,BazY(D STh X,aBBa 1Y, O,

Les deux dernleres régles peuvent etre appliquées dans P'ordre inverse, mais cela
donne le méme résultat.

Etape 3.

Tube 1.

wha' 1Y, ® TE wha YL ®.

X, owPBo~ 1Y, ® T X,owBai Y. ®.

Tube 2.

Pas d’applications de régle.

Etape 4.

Tube 1.

XoowPBoi 1Y, ® =3 X! owBai~1Y, ®
X,owBat Y, ® Y X! owBot~Y. @
Tube 2. ;

wPhat 1Y, ® . wPhat "Y' @

Etape 5.

Tube 1.

wBat~1Y' @,

X! owBat~tY, ® 3 X! awBai~1Y. ®.
Tube 2. B

X' owBat Y. ® 3 X'owBa'~1Y, ®.

Le mot wBa*~1Y’ n’est pas changé, car on est & une étape impaire et la régle
1.2.4 n’est pas activée. Il voyagera donc d’un composant & ’autre sans étre changg,
par conséquent il ne pourra pas participer & la production du résultat.

Etape 6.

Tube 1.

Pas d’applications de régle.

Tube 2.

X! owBat~lYL ® . X! owBat~Y'®,

X'owfai~Y. ® 5T X'owpai~1Y' O,
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Etape 7.

Tube 1.

X'awpat~Y' ® - Xawfa!1Y'®,

Tube 2. h

X! owBa "Y' ® o X'owBai"Y' @.
Etape 8.

Tube 1.

X'awpat~lY'® Y X'awBot1Y @,

Tube 2. -

XowBa!~1Y'® . XpaawBa~Y' @,

Si ¢ = 1 nous pou.v'ons appliquer aussi la régle 1.3.4, mais cette application sera
discutée plus tard & I’étape 8i. De méme, nous discuterons plus tard ’évolution des
mots de la forme X, wY”’.

Etape 9.

Tube 1.

XpoawBat~1Y' @,

X'awpat~lY ® = XowBaot~ 1Y @,

Tube 2.

Pas d’applications de régle.

Nous avons donc fait tourner le mot Xwfco'~taY d'un c.

Nous continuons jusqu’a ce que nous obtenions X otwpY alétape 8i+1. Dans ce
cas nous avons le calcul suivant que nous détaillons & partir de 'étape précédente,
8¢, pour montrer ’application de la régle 1.3.4.

Etape 8i.

Tube 1.

X'otwpY ® = X'otwYy ®.
Tube 2. -

Pas d’applications de régle.

Etape 8i+1.

Tube 1.

X'o'wYy ® 3 Xa‘wYs ®.

X'o*wpY = XotwBY =3 XotwYs 1.
Tube 2.

Pas d’applications de régle.

Etape 8i+2.

Tube 1.

XatwYs ® =3 Xatié @,

Xatiﬂ’ ® Y Xl’g,Batié o)

Les deux apblications précédentes peuvent étre effectuées dans l’ordre inverse ce

qui conduit au méme résultat.
Tube 2.
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Pas d’applications de régle.

Etape 8i+3.

Tube 1.

Pas d’applications de régle.

Tube 2.

Xé,Batié ® vy X’ﬂatiﬁ' ®,

Etape 8i+4.

Tube 1.

Pas d’applications de régle.

Tube 2.

Xﬁai@Yé ® ST Xaﬁai@Yﬁ’ ® ST XoafatwY' @,

XpBotwYy ® . XpBotwY'®.

X’ﬁatié ® ST X'BatwY' ®.

Aprés cet instant I’évolution est similaire & I’évolution aprés 1’étape 6 et aprés
plusieurs étapes on obtient X fa’wY dans le premier tube. Puis nous pouvons appli-
quer la régle 1.3.3 : XBo‘wY m Xa;wY, par conséquent, nous avons fait tourner

Xwa;Y d’une lettre.

Nous observons que malgré la justesse du calcul ci-dessus nous ne pouvons pas
étre stirs que le systéme fonctionne correctement. En effet, le calcul du systéme
dépend de la parité de 'étape de calcul et si une molécule pouvait apparaitre pendant
une étape avec une autre parité, elle provoquerait un calcul erroné. C’est pourquoi
nous montrons ci-dessous que nous ne pouvons pas obtenir des molécules incorrectes
pendant une autre étape de calcul que celle montrée ci-dessus.

Pour cela nous analysons les molécules qui peuvent passer du deuxiéme tube au
premier tube et qui sont entourées par des parenthéses X et Y avec des indices. Cela
nous donne 4 possibilités :

a) Molécules de type XowY”.
b) Molécules de type X'wY,.
c) Molécules de type X wY,.
d) Molécules de type X'wY”.

La premiére éventualité est possible pendant une étape paire uniquement, car il
faut que nous ayons utilisé une des régles 2.1.1, 2.1.3 ou 2.1.4 qui sont du premier
groupe. Dans ce cas la molécule X,wY’ apparait dans le premier tube pendant
une étape impaire et les régles avec lesquelles elle s’accorde ne sont pas activées
pendant cette étape. Par conséquent, cette molécule est envoyée inchangée dans le
deuxiéme tube. De méme, dans ce tube il n’y a pas de régle avec laquelle elle pourrait
s’accorder. Comme il a été décrit plus haut, cette molécule changera donc de tube
a chaque étape. Par ce procédé nous avons implanté une poubelle qui n’est pas fixe
et dont le contenu se déplace dans ’autre composant a chaque étape.

Nous allons montrer que (b) n’est pas possible. Premiérement, nous observons
que pour obtenir X'wY, nous aurions du utiliser les régles 2.2.2 et 2.1.2, par consé-
quent, nous aurions du avoir X llti dans le deuxiéme tube. Ceci est possible unique-
ment si ce mot avait été envoyé précédemment depuis le premier tube. Pour avoir le
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mot X éwY dans le premier tube nous aurions du avoir le mot XwY dans le premier
tube pendant une étape paire. Il est facile de voir que ce n’est pas possible. Si nous
avons le mot XwY dans le premier tube pendant une étape impaire, il est envoyé
tout de suite au deuxiéme tube. De méme, si nous avions eu X'wY” et si nous avions
appliqué la régle 1.1.2, le mot résultant XwY”’ aurait tout de suite été envoyé dans
le deuxiéme tube.

Nous analysons maintenant les possibilités restantes. Nous remarquons d’abord
que dans le deuxiéme tube nous pouvons ajouter au plus un o au début d’un mot
et effacer au plus un o & la fin. De méme, pour obtenir le cas (c) ou (d) il faut
appliquer les deux régles une fois, ce qui laisse inchangé le nombre d’a dans le mot.

Si nous avons le cas (c), seuls les mots X wY,, et XqwY,, sont envoyés dans le
deuxiéme tube. Le premier mot représente une évolution correcte et il est transformé
en X'wY’ ce qui constitue le cas (d). Le deuxiéme mot peut devenir XowY' ce qui
représente le cas (a) déja étudié.

Si nous avons le cas (d), nous obtenons X'wY" dans le premier tube.

Maintenant, si nous sommes pendant une étape impaire, nous appliquons la
régle 1.1.2 et éventuellement la régle 1.3.3 en obtenant XwY' qui est envoyé dans
le deuxiéme tube ot il peut évoluer en XoawY' ce qui constitue le cas (a).

Si nous sommes pendant une étape paire, nous appliquons la régle 1.2.4 en ob-
tenant X'wY . Puis, pendant une étape impaire nous appliquons la régle 1.1.2 en
obtenant XwY qui représente une évolution correcte. Nous pouvons appliquer aussi
les régles 1.3.4, 1.2.2 ou 1.2.1 en obtenant X'wY3, XwYp, XwYy ou XzwYy. Le qua-
triéme mot représente une évolution correcte. Les deux premiers mots peuvent évo-
luer vers le troisiéme mot uniquement. Le troisiéme mot est envoyé dans le deuxieme
tube ou il est transformé en X,wY’ ce qui représente le cas (a). '

Simulation des productions et le résultat

1 est facile de voir que nous effectuons une simulation correcte des productions de
la grammaire par la régle 1.3.1 et que nous obtenons un mot correct de la grammaire
en utilisant les regles 2.3.1 et 2.3.2.

O

8.2 Conclusions

Dans ce chapitre nous finissons I’étude de la méthode des molécules assistantes.
Au cours des trois derniers chapitres nous avons montré différents exemples utilisant
cette méthode qui permet de simplifier beaucoup les démonstrations. La clé de cette
méthode, la création dirigée fondée sur 1'élimination, peut étre réalisée de différentes
maniéres, méme si on n’a pas d’élimination physique. Les systémes étudiés dans ce
chapitre sont intéressants par la fagon dont on effectue I’élimination qui est dyna-
mique. De méme, la « poubelle » contenant les molécules indésirables voyage d'un
composant & 'autre. Ce procédé nécessite une bonne synchronisation des différentes
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parties du calcul et peut servir comme point de départ pour une amélioration de la
méthode des molécules assistantes.

Nous nous arrétons donc ici et nous considérons au chapitre suivant des systémes
qui ont une inspiration et une structure différentes, mais qui présentent des liens forts
avec des systémes que nous avons déja étudiés.




Chapitre 9

Systémes & membranes avec
recombinaison

Aux chapitres précédents nous avons parlé des modéles de calcul inspirés par la
facon dont les étres vivants manipulent leur ADN. Par conséquent, notre point de
vue était placé au niveau moléculaire. Dans ce chapitre, nous changeons d’optique et
nous nous placons au niveau cellulaire en considérant les systémes 4 membranes qui
sont inspirés des différents processus intra- et inter-cellulaires. La cellule est consi-
dérée comme un ensemble de compartiments imbriqués les uns dans les autres et qui
contiennent des objets et des régles d’évolution. Le modéle de base ne spécifie ni la
nature des objets ni la nature des régles. De nombreuses variantes spécifient ces deux
paramétres en obtenant une multitude de modéles de calcul. Nous nous intéressons
aux modéles dont les objets sont des chaines de caractéres et dont les régles sont
des régles de recombinaison. Les systémes ainsi obtenus portent le nom de systémes
3 membranes avec recombinaison. Il est connu que deux membranes suffisent pour
produire tous les langages récursivement énumeérables. Nous nous sommes intéressés
aux systémes n’ayant qu’une seule membrane. Nous avons trouvé certaines lacunes
dans la définition originelle donnée par Gh. Pdun et nous proposons plusieurs va-
riantes pour compléter cette définition. Nous montrons que le choix de la variante
est crucial et la puissance d’expression en dépend directement. Nous montrons aussi
des similitudes entre les systémes 4 membranes avec recombinaison ayant une seule
membrane et les systémes distribués a changement de phase de degré 1. Ces simi-
litudes permettent la simulation de certains types de ces derniers systémes par les
premiers.

Nous étudierons aussi les systémes & membranes avec recombinaison non-éten-
dus, c’est-a-dire qui n’ont pas d’alphabet terminal. Nous donnons la frontiére entre la
décidabilité et I’indécidabilité pour ces systémes en montrant que deux membranes
suffisent pour produire tous les langages récursivement énumérables, tandis qu’avec
une seule membrane la puissance d’expression est bornée par la famille des langages
rationnels.

Dans le reste du chapitre nous nous intéressons & une autre variante des systémes
a membranes avec recombinaison : les systémes a4 membranes avec recombinaison et
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communication immédiate. Dans ces systémes, le résultat de ’application des régles
de recombinaison est envoyé dans toutes les membranes adjacentes. Ces systémes
possédent des liens forts avec les systémes distribués a changement de phase et nous
montrons que deux membranes suffisent pour produire tous les langages récursive-
ment énumérables. Dans le méme temps, nous montrons qu’avec une membrane on
ne peut produire que la famille des langages finis, on obtient donc dans ce cas une
frontiére entre la décidabilité et 'indécidabilité.

La méthode des molécules assistantes est aussi utilisable pour les systémes a
membranes avec recombinaison. Méme si nous ne donnons pas des preuves en utili-
sant cette méthode, il est toujours possible de I'appliquer et nous I'indiquons par la
suite.

9.1 Systémes & membranes avec recombinaison

Dans cette section nous donnons quelques notions sur les systémes & membranes
et nous introduisons les systémes 4 membranes avec recombinaison.

Une structure de membranes d’un systéme & membranes est I’arrangement hiérar-
chique des membranes imbriquées dans la membrane principale qui sépare le systéme
de I'environnement. Une membrane qui ne contient aucune membrane est appelée
élémentaire. Chaque membrane détermine une région. La région d’une membrane
élémentaire est I’espace contenu dans cette membrane, tandis que la région d’une
membrane non-élémentaire est ’espace entre la membrane et les membranes incluses
dans celle-ci. La figure 9.1 illustre ces notions. Nous marquons les membranes par
des numéros entiers positifs. Nous observons qu'il existe une correspondance bijec-
tive entre les membranes et les régions qu’elles déterminent, ¢’est pourquoi nous ne
ferons plus la différence entre les membranes, leurs régions et leurs numéros.

L’arrangement spatial des membranes peut étre représenté par une diagramme
de Venn, voir figure 9.1, ou par un arbre dont les noeuds représentent les membranes
et dont les arétes sont définies par la relation « étre contenu dans », voir figure 9.2.
La méme structure peut étre définie & ’aide d’un mot du langage algébrique ou
les parenthéses correspondantes ont la méme étiquette. Par exemple, la structure
représentée a la figure 9.1 peut étre décrite par le mot : [1 [2]2 [3]3 [4 [5]5 [6]6 ]4 ]1.

Définition 9.1.1. Un systéme d& membranes avec recombinaison de degré m > 1
est le 2m + 3-uplet suivant :

II= (V')Tvll’aAl"",Am7R1a"'aRm)7

ou V est un alphabet, T C V est ’alphabet terminal, u est une structure de
membranes contenant m membranes, A; C V* sont des langages associés aux ré-
gions 1,...,m de u, R; sont des ensembles finis de régles d’évolution de la forme
(r;tary, tars), ou r est une régle de recombinaison : r = uy #usSus#uy et tary, tars €
{here,in,out} sont des indicateurs de cible.

Nous pouvons aussi écrire __1_*;2(1::"1) a la place de(u; #uaSusFfug; tary, tary).

uz | Uq (tara)
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0, 4f[ )\\
(G OD)

O g

Membrane
élémentaire

Membrane Membrane

Régions Xy . "
non-élémentaire principale

Fia. 9.1 — Une structure de membranes

Nous disons que le systéme IT posséde des régles globales si Ry = ... = Rpy,.
Une configuration de I est un m-uplet (N1,..., Np), o N; C V*. Nous définis-
sons la transition entre deux configurations (N1, ..., Np)=(Ni,..., N},) de la ma-

niére suivante. Pour arriver d’une configuration a ’autre, nous appliquons les regles
de recombinaison de chaque région de u, en paralléle, a tous les mots possibles qui se
trouvent dans les régions correspondantes et nous distribuons le résultat de chaque
recombinaison en fonction des indicateurs de cible. Plus précisément, s’il existe des
z,y dans N et r = (u1 #uoSus#tus; tary; tary) dans R;, tels que (z,y) Fr (w, 2), les
mots w et z sont envoyés dans les régions indiquées par tar;, respectivement tars.
Nous notons ce fait par (z,y) Fr (w, 2)(tar1,tarz). Si tar; = here, la molécule reste
dans la membrane i; si tar; = out, la molécule est envoyée dans la région située
immédiatement & I’extérieur de la membrane %, dans ce cas la molécule peut aussi
sortir 3 I’extérieur du systéme ; si tar; = in, la molécule est envoyée dans une région
située directement a l'intérieur de la membrane 7 et qui est choisie aléatoirement.
Comme les mots figurent avec un nombre arbitraire de copies, aprés 'application
de la régle r dans la membrane i, les molécules x et y sont toujours présentes dans la
méme région. Il y a cependant quelques cas particuliers qui sont discutés plus bas.
Un calcul dans un systéme & membranes avec recombinaison II est une suite de
transitions entre les configurations de II qui commence & partir de la configuration
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1

/N
5/ \6

F1G. 9.2 — L’arbre représentant la structure des membranes de la figure 9.1

2

initiale (Aj,...,Ay). Le résultat du calcul consiste en tous les mots sur I’alphabet
terminal T qui sont envoyés a 'extérieur du systéme & n’importe quel moment du
calcul. Nous notons par L(II) le langage produit par le systéme II.

Si nous avons une seule membrane, nous omettons les parenthéses et nous écri-
vons My = My =... = M} (M; = A;) pour une suite de transitions.

Nous pouvons rencontrer le probléme suivant : comment procéder si nous avons
un mot w dans une membrane, que nous produisons le méme mot w par une cer-
taine régle r et qu’il est envoyé a l’extérieur de la membrane. Il existe deux solutions
possibles : la premiére solution est de garder ’ancien w dans la membrane et d’en-
voyer une nouvelle copie de w & l'extérieur ; la deuxiéme solution est d’envoyer w a
I’extérieur et de I’éliminer de la membrane.

Un probléme semblable se pose dans le cas o1 il existe deux régles qui produisent
le méme mot w, 'une ayant 'indicateur de cible here et 'autre ayant l'indicateur
de cible in ou out. Les deux situations décrites ci-dessus peuvent apparaitre simul-
tanément.

Pour résoudre les problémes ci-dessus, nous devons considérer tous les cas pos-
sibles et nous obtenons plusieurs solutions que nous allons présenter.

Soit maintenant w une molécule qui est produite par une régle r dans la mem-
brane ¢ et qui est envoyée & 'extérieur de la membrane. Nous avons les possibilités
suivantes :

1. La molécule w est envoyée & ’extérieur de la membrane et aucune copie de w
ne reste dans la méme membrane.

2. La molécule w est envoyée a l’extérieur de la membrane, mais une copie de w
reste dans la méme membrane si 'une des conditions suivantes est satisfaite.

(a) La molécule w est déja présente dans la méme membrane.
(b) 1l existe une autre régle r’ qui produit w avec un indicateur de cible here.
(c) Les deux conditions 2a et 2b sont satisfaites.
(d) L’une des conditions 2a ou 2b est satisfaite.
Dans la variante 1 on envoie donc tous les occurrences du mot w & l’extérieur

de la membrane. Dans les variantes 2a et 2d, si w est produit dans une membrane,
il y reste pour toujours. Les variantes 2b et 2c se trouvent entre les deux extrémes
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ci-dessus. Les variantes 2a et 2d ont été considérées par Gh. Piun dans [43], mais
sans les différencier.

Nous disons que le systéme & membranes avec recombinaison est de type z si
nous considérons la variante z pour résoudre les problémes décrits plus haut.

Nous notons par ELSP,,(spl,in) la famille des langages produits par les sys-
témes a membranes de type 2d et de degré au plus m et par ELSPy,(spl,iny) la
famille des langages produits par les systémes & membranes de type 2a et de degré
au plus m. Nous notons aussi par ELSP,,(spl,in 1) la famille des langages produits
par les systémes 4 membranes de type 1 et de degré au plus m.

Les problémes ci-dessus peuvent étre évités lorsqu’on considere des systémes
ayant plus d’une membrane, voir [36, 9, 43], plus précisément, il est possible de
construire un systéme a membranes avec recombinaison ayant 2 membranes qui
produit tous les langages récursivement énumérables sans rencontrer une des situa-
tions ci-dessus. Par contre, nous montrerons que dans le cas d’une seule membrane
le choix de la définition est trés important et les systémes obtenus ont une puissance
d’expression différente. Dans le reste de cette section nous considérons donc unique-
ment les systémes 4 membranes avec recombinaison ayant une seule membrane.

9.1.1 Reésultats de décidabilité

Nous montrons ci-dessus les limites de la famille ELSP; (spl,in).

Considérons les systémes & membranes avec recombinaison de type 2d. Soit
O = (V,T,[1}1, M1, R1) un tel systéme. Nous considérons aussi dans cette sec-
tion la recombinaison simple & la place de la recombinaison double. Cette consi-
dération ne restreint pas le langage produit, car nous pouvons remplacer chaque
régle de la forme (u;#usSus#us;tary,tars) par les régles (u1#ugSusffus;tary) et
(us#usSuy F#ug; tary), voir aussi la proposition 3.1.2 a la page 28.

Dans ce cas nous pouvons décomposer R; : R = RPURY, ot R} contient toutes
les régles ayant l'indicateur de cible here et R{ contient toutes les régles ayant
Pindicateur de cible out. Nous notons aussi par o5, = (VUT, R?) et a5, = (VUT, RY)
les schémas de recombinaison correspondants et par Hy, = (hy, M1) le systéme de
Head correspondant.

Lemme 9.1.1. M} = a,’ih (My), o My :k>Mk+1.

Démonstration. Nous allons prouver cette affirmation par récurrence. Le cas initial
de la récurrence est vrai, car les deux ensembles sont égaux a M;. Il est facile de
voir que le passage de k & k+ 1 est vrai aussi, car pour obtenir M. nous ajoutons
4 M, les molécules obtenues par 'application des régles ayant l'indicateur de cible
here sur 'ensemble M, c’est-a-dire que My11 = My U op, (My). |

Lemme 9.1.2. L(II) = op, (L(Hy)) NT™*.

Démonstration. Soit w € L(II). Cela signifie que w € T*, w = z1uiusy2 et il existe
un nombre k € N et des mots z,y € My tels que £ = T1u1u2Z2 et Yy = Y1usu4y2.
Il existe aussi une régle r = (uj#HuoSuz#ug;out) € RY telle que le mot w a été
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produit par ’application suivante : (z,y) F, w. En vu du lemme précédent on
obtient z,y € a,’ih (M) C L(Hp). Par conséquent, w € o, (L(Hy)) NT*.
Inversement, si nous avons w € oy, (L(Hp)) NT*, il existe un nombre k € N,
des mots z,y € a,’ih (M) et une régle r € R? tels que (z,y) b, w. Dans ce cas
Z,Y € My, voir lemme 9.1.2, et w est envoyé a l'extérieur du systéme par r. De
méme, w € T*. Cela implique w € L(II). O

Comme la famille des langages rationnels est close par rapport a la recombinaison
et & lintersection, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 9.1.3. ELSP;(spl,in) C REG.
L’inclusion inverse est aussi vraie.
Lemme 9.1.4. REG C ELSP,(spl,in).

Démonstration. 11 est facile de voir que nous pouvons simuler un systéme de Head
étendu S par un systéme 4 membranes avec recombinaison de type 2d II qui a une
seule membrane de la maniére suivante : pour chaque régle r du S nous considérons
deux régles (r;here,here) et (r;out,out) dans II. Dans ce cas, la premiére régle
permet de simuler la régle r du systéme S, tandis que la deuxiéme régle permet
d’envoyer & ’extérieur de la membrane le résultat du calcul. O

Nous avons donc montré :

Théoréme 9.1.5. ELSP(spl,in) = REG.

9.1.2 Résultats d’indécidabilité

Dans cette section nous considérons la famille ELSP,,(spl,in 1).
Nous allons montrer le théoréme suivant.

Théoréme 9.1.6. ELSP;(spl,in 1) = RE.

Définissons :

Out(r):{ up |ug (out) vy |wva (out)  up |ug }

ir=
uy |uz (out)’ w1 |v2 (out) vy | V2

Nous allons montrer maintenant comment il est possible de simuler un systéme
distribué & changement de phase de degré 1 par un systéme a membranes avec
recombinaison de type 1. L’idée principale est de simuler une application de la régle
r d’un systéme distribué & changement de phase de degré 1 par les régles suivantes :

1. (r; here, here).

2. Out(r).

La régle (1) permet de simuler application de r, tandis que les régles (2) éli-
minent les molécules initiales.

Pour démontrer le théoréme nous montrons d’abord le lemme suivant.
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Lemme 9.1.7. Soit D = (V,T, A, R) un systéme distribué a changement de phase
de degré 1 qui a les propriétés suivantes :

- LgNLgy1 = 0, c’est-a-dire que les molécules produites a Uétape k et k+1 sont
différentes.

- Pour obtenir un mot-résultat nous utilisons une seule fois une régle de l’en-
semble Rp C R et le deuziéme résultat de cette recombinaison peut étre éliminé
sans altérer le langage produit.

Alors, il existe un systéme a membranes avec recombinaison I1 € ELSP;(spl,in 1)
qui simule D et pour lequel L(I1) = L(D).

Démonstration.
Nous construisons le systéme & membranes suivant IT = (V, T, [1}1, M1, R'), ou
M;i=Aet R = Ry URyU R3 avec

Ry = {(r, here, here), Out(r) : r € R\ Rr},
Ry = {(r, out, out), Out(r) : € Rg},

w e
R;;:{ﬂ?gggg :weA}.

Nous observons que, par la construction du systéme 1I, si Mj contient une mo-
lécule qui ne peut s’accorder avec aucune régle de II, cette molécule restera pour
toujours dans la membrane et ne pourra plus intervenir dans le calcul et produire
un mot-résultat. Nous allons considérer la classe d’équivalence définie par la relation
« s'accorder avec une régle », c’est-a-dire nous ne considérerons plus les molécules
qui ne peuvent s’accorder avec aucune régle de la membrane dans laquelle elles se
situent. A chaque étape, toutes les molécules du systéme s’accordent donc avec une
régle de II et, & cause de la forme des régles, participent & une recombinaison.

Nous affirmons que L(II) = L(D).

Pour prouver cette affirmation, nous devons démontrer les propriétés suivantes :

1. Ly \T* = M.

2. Lgp1 NT* = op, (M) NT*, o op, = (V, R,) et R, contient toutes les régles
de R’ ayant 'indicateur de cible out.

Démonstration de 1. Nous allons montrer que Ly \ T* = My, c’est-a-dire que
I’ensemble des molécules non-terminales de Ly coincide avec M.

Nous allons prouver cette affirmation par récurrence. Le cas initial de la récur-
rence est vrai, car les deux ensembles sont égaux a4 A. Supposons maintenant que
nous avons L \ T* = My et prouvons que Lii1 \ T* = Mj41.

Soit w € Lg4y \ T*. 1l existe alors des mots z et y dans Ly et une regle r
dans R\ Rpg tels que w est produit par I'application suivante : (z,y) Fr (w,2).
Nous remarquons que la deuxiéme propriété de D implique que la régle r appartient
a l'ensemble R\ Rp, car, dans le cas contraire, w aurait fait partie de ’alphabet
terminal T'. Les mots w et z ne sont donc pas des mots terminaux et ils sont différents
de z et y grace A la premiére propriété de D. Par hypothése de récurrence, z et y
font partie de M. De méme, par construction, il existe une régle (r;here, here)
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dans IT que nous pouvons appliquer 4 z et y en produisant w et z : (z,y) F
(w, z)(here, here). Nous observons que, grace a la premiére propriété de D, les mots
w et z sont différents de n’importe quels ¢ et y complémentaires par rapport &
une régle de D, c’est-a-dire que nous ne pouvons pas produire les molécules w et z
avec I'indication de cible out. Les seules molécules qui peuvent donc étre envoyées a
I’extérieur sont les molécules de My, excepté les axiomes qui sont envoyé a I’extérieur
pas les régles de Ry. On obtient donc w,z € Mjy;.

Inversement, soit w € Mj;. Il existe alors des mots z et y dans My com-
plémentaires par rapport & la régle (r, here,here) € R’ tels que w soit produit
par l'application suivante : (z,y) b, (w, 2)(here, here). Nous remarquons que si on
considére une régle ayant les indicateurs de cible out, le résultat de I’application de
cette régle ne fera pas partie de Mg,. Les deux résultats w et z restent donc dans
la membrane. Dans le méme temps, les mots z et y sont envoyés & ’extérieur par
les régles de Out(r). Comme z et y sont dans Ly par hypothése de récurrence et il
existe, par construction, une régle r € R, nous avons ’application suivante dans D :
(z,y) Fr (w, 2), C’est-a-dire que w,z € Lyy;.

Nous avons donc montré que Lgy1 \ T* = Mj41.

Démonstration de 2. Nous allons montrer que Ly NT* = op, (Mg) NT™, C’est-
a-dire que les mots terminaux de Ly sont les mots terminaux envoyés & I’extérieur
de la membrane a Iétape k + 1.

Soit w € Lg+q N'T™. 11 existe alors des mots z et y dans Ly et une régle r dans
Rp tels que w soit obtenu par la recombinaison suivante : (z,y) F, (w,z). Nous
remarquons que la deuxiéme propriété de D implique que la régle r appartient a
I’ensemble Rg, car, dans le cas contraire, w n’aurait pas fait partie de l’alphabet
terminal 7. La méme propriété de D implique que z,y € Ly \ T*. Par conséquent,
z,y € My. De méme, il existe, par construction, une régle (r, out,out) € R’ et nous
pouvons recombiner z et y dans IT & l'aide de r en envoyant les mots résultants w
et z & I’extérieur de la membrane.

Inversement, si un mot terminal w € T™ est envoyé a ’extérieur de la membrane
par la régle (r,out,out), ou 7 € Rp, ce w peut étre obtenu en utilisant la régle r
dans D. D’autre part, si un mot w est envoyé & l’extérieur de la membrane par une
régle (r, out,out), ou r € Rg, ce mot contiendra des lettres non-terminales grace &
la deuxiéme propriété de D.

O

Maintenant pour prouver le théoréme 9.1.6 il suffit d’observer que le systéme dis-
tribué a changement de phase construit dans le théoréme 6.3.1 satisfait les conditions
du lemme précédent.

Il est possible aussi d’utiliser la méthode des molécules assistantes pour dé-
montrer le théoréme 9.1.6. Nous pouvons reprendre le schéma du calcul présenté &
la figure 4.1, voir page 46, et introduire les molécules assistantes nécessaires. Par
exemple, en suivant les notations du théoréme 6.3.1, voir figure 6.2 & la page 79,
nous considérons la molécule assistante Z5Y; qui doit apparaitre avec une période
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de 8. Pour cela il suffit d’avoir les mots Z.Y;, Z2Z, Z§Z, 1 <k < 7 parmi les

. - N Zf_l Y; (here) Z27 Y; (here) Zé:Yz € (out)
axiomes, ainsi que les régles 75—’7 (here)? ~Z, | Z (here)’ “ZFY; | (out) et

ZoY; | € (out) . N

7Y [ (ou)’ 1 < k < 7 parmi les régles de la membrane.

9.1.3 Systémes de type 2b, 2c et 2a

Dans cette section nous montrons que les systémes & membranes de type 2b et 2¢
produisent tous les langages récursivement énumérables.

Théoréme 9.1.8. Soit D = (V,T,A,R) un systéme distribué ¢ changement de
phase de degré 1. Il existe un systéme & membranes avec recombinaison de type 2b
et de degré 1, 1, qui simule D et pour lequel L(I1) = L(D).

Démonstration. Considérons II = (V,T,[1]1, 4, R'), ou

R’ = {(r, here, here); (r, out, out); Out(r) : r € R} U { %’% gzzg twE A}.

Il est facile de voir que II simule D. Soient z,y € Ly qui sont complémentaires
par rapport & la régle r € R. On a Papplication suivante dans D : (z,y) b (w, 2).
Dans II, nous avons (z,y) b, (w, 2) et les mots w et z sont envoyés & I’extérieur de
la membrane, tout en gardant leurs copies & 'intérieur. Les mots z et y sont envoyés
3 Dextérieur par Out(r) et il ne restent plus dans la membrane. On obtient donc
L(D) C L(II).

11 est clair que l'inclusion inverse est vraie. Si nous utilisons une suite des régles
(r1, here, here),. .., (rn, out,out) pour obtenir une molécule w dans II, la suite ho-

mologue r1,...,T, permet d’obtenir le méme mot w dans D.
|

Comme VDH; = RE nous obtenons :

Corollaire 9.1.9. Les systémes & membranes avec recombinaison de type 2b et de
degré 1 produisent tous les langages récursivement énumérables.

Pour les systémes de type 2c nous avons un résultat similaire.

Théoréme 9.1.10. Les systémes ¢ membranes avec recombinaison de type 2c et de
degré 1 produisent tous les langages récursivement énumérables.

Plus précisément, ce théoréme est un corollaire du théoréme 9.1.6. Si nous re-
considérons la démonstration de ce théoréme, nous observons que la situation quand
une copie de w reste dans la membrane ne peut pas se produire.

Par contre, nous n’avons pas trouvé la puissance d’expression des systémes de
type 2a avec une seule membrane, mais nous supposons qu’ils n’ont pas une grande
puissance d’expression.

Conjecture 9.1.1. ELSP,(spl,in,) = REG.
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On voit que ce cas est trés similaire & celui de la section 9.1.1. En effet, il est
facile de voir que

My = My U {on, (M) \ on, (My)},
en utilisant les notation de cette section-la.

De méme, il est facile de voir que si une molécule w est produite dans la mem-
brane avant d’étre envoyée a l’extérieur, elle y restera pour toujours. Dans le cas
contraire elle ne sera jamais présente dans la membrane. Ce point est I'argument
principal de notre conjecture.

9.2 Systémes & membranes avec recombinaison non-éten-
dus

Dans cette section nous considérons les systémes & membranes avec recombinai-
son non-étendus qui différent des systémes introduits auparavant par le fait qu’ils ne
possédent pas d’alphabet terminal. Tous les mots envoyés & ’extérieur du systéme
forment donc le résultat du calcul.

Nous notons par LSP,,(spl,in) la famille des langages produits par les systémes
3 membranes non-étendus de degré au plus m. Nous n’indiquons pas le type du
systéme considéré, car, comme le montre le théoréme suivant, une membrane ne
suffit plus pour obtenir une grande puissance d’expression et avec deux membranes
nous pouvons éviter les problémes qui nous ont obligé d’introduire les différentes
définitions.

Théoréme 9.2.1. LSP;(spl,in) C REG.

Ce théoréme est un corollaire du lemme 9.1.2 et du théoréme 3.1.3, voir aussi le
tableau 2.1.

Théoréme 9.2.2. Soit G = (N,T,S,P) une grammaire arbitraire. Il existe un
systéme a membranes avec recombinaison non-étendu de degré 2, 11, ayant des régles
globales qui simule G et pour lequel L(II) = L(G).

Démonstration. Posons I = (V, [1[2 ]2]1, M1, M2, R1 U Ry).

Soient NUT U {B} = {a1,a2,...,a,} (@, = B) et B ¢ {N UT}. Supposons
aussi que T = {as,...,0p-1}.

Dans ce qui suit nous supposons que :
1<i<n,0<j<n—-l,ae NUTU{B}, s<p<n-1,s—1<q<n—-2

L’alphabet V est défini par :
V=NUTU {B} U {Xa YaXiaYi’Xj,7YrilaXOaYO:X,aYI,Z17Z27‘/aW,‘/iaWi)
Vj,a Wi,7 V;—‘lv WS—17 VI, W’a VE, WEa VEI‘7 WIE) VIIZ{, Ea Zy, ZW}

Les axiomes sont définis par :
M1 = {XSBY} U {Zlej :du — vaj € P} U {Zlyvi, Z1Y0, Zl}/jl,XIZthl,
XVBZl,ZIYJV,X(,Zl,Z]LWp,ZlWé, Zy\W1,V' 21,V 21, VEZ), Z\W g, Vi 21,
Vé{ZhZW)ZV}-

M2 = {XiaiZQ, Xj’ZQ, Xng, XoZQ, Z2Y’, ZQY, ZQYW, ZQVV, VZQ, Vpang,
VoZa, VqZa,Vs_1Z, ZsW', ZoW, ZoWg, ZoWg, EZo}.
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Les régles du systéme sont définis de la maniére suivante.
Regles de R; :
) uY (in) . )
1.1: ZTo¥ (in)’ siJu =+ v € P
N 1 . .’
12, £la@Y (n) 13.-21 % G o, Y (n)
Z | Ys (here) Z: | Y, (here) Z1 | Y; (here)
15 Xo | a (here) 16: X'| a (here)
X' 2y (in) T X | Zy (in)
17 X' | a (here) 18. 2 Yiw (here) 19 Xv | B (here)
Xy BZ Gn) ¢ Y Tz Yy Gn) 0 Xy | Zi (i)
Xy | B (n) _a|vy (i)
110: b there)’ 1 ZTHE (here)
) ca | W,  (im) | ~a | WL (in)
1.12: here ’ “TZy | Wiy (here)’ 1.14: Zy | Wq (here)
) V| a (here)
115 V, (m) FRRUEES P
V' a (here)_ ~a | Wg (here) Ve | a (here)
1.17: Ve [ 2o (in) ° 1.18: A _WIE (in) 1.19: 7 (in)
i VE a (in) ) Wg (in)
1.20 : 7 tere)) P T T (in)
1.22: —‘— (in)
Reégles de R; :
(here _ ab (here) 93 X! (here)
Xal (out) ’ X,' 11 22 (out) ’ T X1 Z2 (out)
) out) i o a |Y" (out)
24: Zz Y' (here) ’ 25 Zy | 'Y (here)’
96 2 | BY' (out) 97, 8 | Yy (out) | X{} (here)
o Yw (here)’ o Yé{/ (here)’ Vv Z2 (out) ’
) (here) ] b (here) v! (here)
2.9.——'— outy 210 out) 7 Z2 out) |
) -1 (out) ) W’ (out)
212: 22 W, hore) P 213 22 T (hore)
914 2 BW' (out) 915 2 Wi (out) Vi | a (here)
TN Zy | Wg o (here)’ T Za | Wy (here)’ E | Zy (out)’

Nous affirmons que L(IT) = L(G).
Nous allons prouver cette affirmation de la maniére suivante. Nous montrerons
comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,
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par conséquent, nous obtiendrons que L(G) C L(II). Dans le méme temps, nous
montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n’aboutissent pas & un mot
terminal, ce qui prouvera 1’énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode «faire-tourner-et-simulery, voir aussi
la section 4.1.2 et le théoréme 4.3.1. Nous effectuons la rotation et la simulation des
régles de la grammaire par les régles 1.1 4 1.6 et 2.1 & 2.5. Lorsque nous avons B a la
fin du mot, nous substituons les parenthéses X et Y par V et W & 'aide des régles
1.7 4 1.11 et 2.6 & 2.8. Puis nous effectuons une étape de rotation, mais nous faisons
tourner le mot d'une lettre uniquement si cette lettre est une lettre terminale de la
grammaire. Les régles 1.12 4 1.16 et 2.9 & 2.13 permettent de réaliser ce procédé.
Quand on a a nouveau le symbole B en fin de mot, nous savons que le mot considéré
est terminal et qu’il est de la forme correcte. A cet instant, nous éliminons les
parenthéses V et W par les régles 2.14 4 2.16 et 1.17 & 1.22. Nous observons que,
par construction, ces régles permettent d’envoyer a ’extérieur du systéme des mots
terminaux uniquement.

Nous observons aussi que les régles sont symétriques par rapport aux parenthéses
X, Y et V,W :lesrégles 1.2 4 1.11 et 2.1 & 2.8 sont identiques aux régles 1.12 4 1.21
et 2.9 4 2.16 si on effectue la transformation suivante : X -V, Y - W, Xy = Vg,
Yiw — Wg et 0 = s — 1. Cette symétrie est due au fait que nous effectuons deux
fois des étapes similaires : la rotation et la fixation du résultat. La différence est
seulement dans le fait que la deuxiéme fois nous considérons uniquement des lettres
terminales pour la rotation.

Nous remarquons que ce procédé de répétition de la rotation a été proposé par
Gh. Piun dans [43], mais le systéme obtenu possédait quatre membranes.

Notations

Nous observons que le site inférieur de chaque régle représente une molécule qui
est déja présente dans la membrane correspondante. De méme, un des résultats de la
recombinaison contiendra Z et ne pourra plus participer & la production du résultat.
Nous omettrons donc ces molécules et nous écrirons :

Xwa;Y E) XwY;(tary) a la place de

(Xwla;Y, Z|Y;) F12 (XwY;, Za;Y) (tar:; tars).

Comme dans la section précédente les régles sont construites de telle sorte que
si une molécule ne s’accorde avec aucune régle, elle ne pourra jamais participer a
une recombinaison et ne contribuera donc pas au résultat. Nous écrivons w 1 si la
molécule w est dans une telle situation.

Nous observons aussi que, par construction, les régles de R; peuvent étre utilisées
uniquement dans la premiére membrane, car elles contiennent au moins un indica-
teur de cible in, et les régles de Ry sont utilisables dans la deuxiéme membrane
uniquement, car elles contiennent au moins un indicateur de cible out.

Rotation

Nous commencons avec XwaiY dans la premiére membrane.
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XwarY =5 XwY(in),
XwYy —+ X ja; WY (out).

Nous avons maintenant 4 cas :

a) Nous avons des molécules de la forme XparwY;,¢ > 0, dans la premiere
membrane. Dans ce cas :

XoarwY; —) X'agwY;(in) 1.

b) Nous avons des molécules de la forme X;a,wYp,7 > 0, dans la premiére
membrane. A nouveau elles ne peuvent plus évoluer :

XiakaO T

c) Nous avons des molécules de la forme XjarwY;, 4,5 > 0, dans la premiére
membrane. Nous avons le calcul suivant :

XjapwY; o XjapwY]_(in),

XiapwY] | —) X;_1apwY;_(out),

X’ _jawY; —) X _jaxwYi_1(in),

X' _10xwY5 g —) XJ 1a,wY;_1(out) ou X' _105wYp —) X _1arwY'(out) 1.

Nous avons decremente simultanément les indices de XetY.

d) Nous avons des molécules de la forme XoawYp, dans la premiére membrane.

Ceci nous donne :
XoarwYy oY X'arwYy(in),

X'apwYy ——) X'apwY'(out),
*) X’aka' - XapwY'(in),
(**) XajwY’ —> Xa,wY (out) ou XagwY’ -7 X;a;a,wY'(out) 1.

Nous avons donc fait tourner le mot XwayY d’une lettre. 11 est possible d’appli-
quer les régles 1.7 et 2.6 dans les cas marqués par (*) et (**), mais ces applications
seront discutées plus tard.

Simulation des productions de la grammaire

Si nous avons un mot XwuY dans la premiére membrane et s’il existe une
production u — v € P, nous pouvons appliquer la régle 1.1 qui produit XwvY,
c’est-a-dire qu’on a simulé la production correspondante de la grammaire.

Controéle de la terminaison

Nous obtenons X'wY’ dans la premiére membrane (cas (*)). A cet instant nous
pouvons utiliser les régles suivantes :

X'wy’ - Xy BwY'(in),

XVBwY’ Y XvBuw'Yw(out) si w=w'B,

XVBw’YW —) XvBuw'Yy, (here) ou Xy Bw'Yw Y X, Bw'Yw(in) 1,

XVB'w’YW —) XVBw'YW(m)
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X, Bw'Yy), RS X, Bw'Y ), (here) ou X{,Bw'Y} PR X, Bw'W (in) 1,
X Buw'Yy), = Xy Bw'W (in),

X Bw'W Y VBw W(out).

L’évolution de V Bw'W sera examiné plus bas.

Autres évolutions possibles :

1. (cas (**)) XwY’ Y Xw'Yw (out) (w = w'B),

Xw'Yw - Xw'Yy, (here) 1.

2. Xy BwY' E) Xv BwY (out),

XvBuw'aY - Xy Bw'Y;(in) T ou Xy BwY Y XywY (in) 1.

Rotation des terminaux

Maintenant nous effectuons la rotation des lettres terminales de la grammaire
uniquement, c’est-a-dire nous contrélons si w' € T*. Le calcul est trés similaire a
la rotation générale, voir plus haut, et si on substitue X par V, Y par W et 0 par
s — 1, on obtient la méme évolution.

Nous avons VwarW dans la premiére membrane.

Vwar W = VwWy(in),

VwWy E) V;a;wWy (out).

Nous avons maintenant 4 cas :

a) Nous avons des molécules de la forme V;_ja,wW;,¢ > s — 1, dans la premiére
membrane. Dans ce cas :

Vs—10,wW; I—ig V’akai(in) T
b) Nous avons des molécules de la forme ViagpwW;,_1,% > s — 1, dans la premiére
membrane. A nouveau elles ne peuvent plus évoluer :

ViagwWs_1 1.

c) Nous avons des molécules de la forme Vja,wW;, ¢,5 > s — 1, dans la premiére
membrane. Nous avons le calcul suivant :

VarwW; T ViarwW,_(in),

ViarwW;_, PR Vi_jaxwWi_,(out),

V].’_lakaViI_l m) Vj'_lakai_l(in),

Vj’_lakai_l 2—11> Vj_lakai_l(out) ou Vj'_lakao 2—12) VJ-’_laka’(out) 1.

Nous avons décrémenté simultanément les indices de V et W.

d) Nous avons des molécules de la forme V;_japwW,_1, dans la premiére membrane.
Ceci nous donne :

VsmrapwWs—1 — V'agwW,_1(in),

ViagwW,_q 2—12> V'arwW'(out),

(+) VagwW’' T VarwW'(in),

(+4) VarwW’ o VarwW (out) ou VazwW' T ViajarwW'(out) 1.
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Nous avons donc fait tourner le mot VwaxW d’une lettre. Il est possible d’ap-
pliquer les régles 1.17 et 2.15 dans les cas marqués par (+) et (4++), mais ces
applications seront discutées plus tard.

Obtention du résultat

Nous obtenons V'wW’ dans la premiére membrane (cas (+)). A cet instant nous
pouvons utiliser les régles suivantes :

ViwWw! —) VewW'(in),

VewY’ —) Xyvw'Wg(out) si w = w'B,

VEw'WE ——-) Vew' Wi (here) ou Vgw'WEg T VEw'Wg(in) 1,

Vew' W m Vew'Wg(in),

Veuw'Wg o5 Viw' Wi (out),

ViEw'Wy —-> Viw'Wi(here) ou Viw'Wg =7 Viw'(in) 1,

Vgw' V" '(in),

Viuw' 2—1—2 Ew (out),

Ev' P w'(out).

Dans ce cas, le mot w’ qui est terminal est envoyé a l’extérieur et il fera partie
du résultat du calcul.

Autres évolutions possibles :

1. (cas (++)) VwW' o Vuw'Wg(out) (w=w'B),

Vuw'Wg —> V' WE(here) 1.

2. VEwW' —) VewW (out),

Vew'a,W —> Vew'Wp(in) 1 ou VewW T VewW (in) 1.

Il est facﬂe de voir qu’en suivant le calcul c1 -dessus nous obtenons tous les mots

de L(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que le

systéme ne produit pas d’autres mots.
O

9.3 Systémes & membranes avec recombinaison et com-
munication immeédiate

Dans cette section nous considérons les systémes & membranes avec recombi-
naison et communication immédiate qui différent des systémes introduits dans la
section 9.1 par le fait que le résultat de chaque recombinaison doit partir de la
membrane dans laquelle il a été produit. Plus précisément, on peut voir un systéme
4 membranes avec recombinaison et communication immédiate comme un systéme
3 membranes avec recombinaison dont les régles ne possédent pas d’indicateur de
cible here et, dans le méme temps, chaque régle de recombinaison apparait avec les
quatre combinaisons possibles des indicateurs de cible in et out.
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Nous notons par ELSP,,(spl,move) la famille des langages produits par les
systémes & membranes avec recombinaison et communication immédiate de degré au
plus m. Comme dans la section précédente nous n’indiquons pas le type du systéme
considéré, car nous pouvons éviter les problémes qui nous ont obligé & examiner
différentes variantes.

Si on a une seule membrane, & chaque étape du calcul nous envoyons les mémes
molécules a 'extérieur lesquelles sont effectivement le résultat de la recombinaison
des axiomes. Par conséquent, on a le résultat suivant :

Théoréme 9.3.1. ELSP,(spl,move) = FIN.
Deux membranes suffisent déja pour avoir une grande puissance de calcul.

Théoréme 9.3.2. Soit G = (N,T,S,P) une grammaire arbitraire. Il existe un
systéme & membranes avec recombinaison et communication immédiate de degré 2,
II, qui simule G et pour lequel L(II) = L(G).

Démonstration. Posons Il = (V, T, [1[2 ]2]1, M1, M2, Ry, Ry)).
Soient NUT U {B} ={a1,02,...,an} (an=B) et B¢ {NUT}.
Dans ce qui suit nous supposons que :
1<i<n,0<j<n-1,1<k<n,aec NUTU{B}.
L’alphabet V est défini par :
V=NUTU{B}U{X, Y,Xi,Yi,XO,Yb,XJ’,YJ’,X’ Y',Z,Zx,Zv}.
L’alphabet terminal T est celui de la grammaire formelle G.
Les axiomes sont définis par :
= {XSBY}U{ZvY; | u — va; € PYU{ZY;, ZY,, 2Y{,X'Z, X Z, Zx}.
M, = {X;a;Z, Xj’Z, X;2,Z2Y',ZY, Zy}.
Les régles du systéme sont définis de la maniére suivante.
Reégles de R; :

) uY ) ) /. € |ajuY ) )
1.1: AL sidu—wva;€P; 1.1 AR sidJu —+ € € P;
aj Y Y a|Y/
1.2: —; 1.4:
’ 7 Yk : Z[y;

Xo 17.X’a
X' ’ XZ’ e | Zx

Régles de R :
. X a . . Xk a . X! a . . a Yo .
2.1: Yoz 2.2 XT 17 2.3: v 2.4.7’7,

alY’ a | BY,
2-5 . 7’? 3 2.6 - ZY 6

Nous affirmons que L(IT) = L(G).
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Nous allons prouver cette affirmation de la maniére suivante. Nous montrerons
comment il est possible de simuler les dérivations de la grammaire formelle G et,
par conséquent, nous obtiendrons que L(G) C L(II). Dans le méme temps, nous
montrerons que toutes les autres possibilités de calcul n’aboutissent pas a un mot
terminal, ce qui prouvera ’énoncé.

Notre simulation est fondée sur la méthode «faire-tourner-et-simuler», voir aussi
la section 4.1.2 et le théoréme 4.3.1. Nous commencons avec le mot Xwa;Y dans la
premiére membrane. Aprés I'application de la régle 1.2, le mot XwY; est envoyé dans
la deuxiéme membrane. Puis la régle 2.1 est appliquée et la premiére membrane regoit
les mots X;a;wY; (1 < j < n). A partir de cet instant, le systéme II fait décroitre
les indices i et j simultanément. Les mots pour lesquels j # ¢ sont éliminés et seuls
les mots Xpa;wYy restent. Puis, nous obtenons le mot Xa;wY, nous avons donc fait
tourner le mot Xwa;Y d’une lettre. Si a;w = a;w'B et a;w’ € T*, ce dernier mot
faisant partie du résultat est aussi produit et envoyé a l’extérieur du systeme.

Nous allons souligner certaines des similitudes entre le systéme construit et les
systémes distribués a changement de phase, en particulier le systéme D¢ présenté
au théoréme 4.3.1.

— Les membranes peuvent étre considérés comme composants.

— Seul le résultat de la recombinaison participe au calcul dans le composant

suivant, respectivement dans la membrane suivante.

— Si un mot ne posséde pas de molécule complémentaire par rapport & une régle,
il est éliminé. Dans le cas du systéme II ce mot ne pourra jamais participer a
une recombinaison et, par conséquent, ne pourra pas contribuer au résultat.

Pour obtenir le troisiéme point nous avons construit les régles d’'une maniéere
particuliére : le site inférieur de chaque régle représente une molécule qui est déja
présente dans la membrane correspondante. Par conséquent, si une molécule ne
s'accorde avec aucune régle, elle ne pourra jamais participer & une recombinaison
et ne contribuera donc pas au résultat. Nous écrivons w 1 si la molécule w est dans
une telle situation.

Il y a cependant des différences entre le systéme que nous venons de construire
et le systéme Dg :

— Si une molécule posséde une molécule complémentaire par rapport & une régle,
cette molécule restera pour toujours dans la membrane correspondante et par-
ticipera & chaque étape & une recombinaison.

Comme nous simulons une grammaire, 4 chaque étape nous avons plusieurs molé-
cules qui codent des branches différentes de la simulation et qui évoluent en paralléle.
C’est pourquoi notre systéme est construit d’une maniére qui permet de gérer ce pa-
rallélisme. Par conséquent, les différences ci-dessus ne sont pas importantes pour
notre démonstration.

La démonstration est donc trés similaire & la démonstration du théoréme 4.3.1
et le calcul du systéme II suit de prés le calcul fait par le systéme Dg.

En vue des mémes arguments que ceux utilisés pendant la démonstration du
théoréme 9.2.2, nous écrivons :

Xwa;Y T—2-) XwY; a la place de
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(Xw|a;Y, Z|Y;) b2 (XwY;, Za;Y).

Nous remarquons que la molécule résultante est envoyée immédiatement hors de
la membrane dans laquelle elle a été produite. A chaque étape elle change donc de
membrane. Par conséquent, il n’est pas nécessaire d’indiquer la membrane courante,
car 'indication du numéro de la régle suflit pour lever toutes les ambiguités.

Rotation

Nous commencons avec XwaiY dans la premiére membrane.

XwarY ——) XwYs,

XwYy, —) X aJka

Nous avons maintenant 4 cas :

a) Nous avons des molécules de la forme XgarwY;, ¢ > 0, dans la premiére
membrane. Dans ce cas :

XoarwY; - X'apwY; 1.

b) Nous avons des molécules de la forme X;apwYp,7 > 0, dans la premiére
membrane. Comme dans le cas précédant elles ne peuvent plus évoluer :

Xiakao T

c) Nous avons des molécules de la forme XjawY;, 4,5 > 0, dans la premiére
membrane. Nous avons le calcul suivant

XjapwY; —1—3) XjakU)Yil_l,

X'~ _jaxwY -7 X’- _jaxwYi_g,

X’ _1axwYi —) X;_1axwY;_q, ou
X’ _10:wY) -7 X 1aka T (X} _jarwYo Y Xi_jokw 1).

Nous avons decremente mmultanement les 1nd1ces de X et Y.

d) Nous avons des molécules de la forme Xpa,wYp, dans la premiére membrane.
Ceci nous donne :

XparwYy 1—5-) X'akao,

(*) X'akag ﬁ X’aka’,

(**) X'agwY’ = XapwY’,

XapwY' oY Xaka ou XazwY' -7 X;a;apwY' 1.

Nous avons donc fait tourner le mot X warY d’une lettre. Il est possible d’appli-

quer les régles 2.6 et 1.7 dans les cas marqués par (*) et (**), mais ces applications
seront discutées plus tard.

Simulation des productions de la grammaire

Si nous avons le mot XwuY dans la premiére membrane et si la régle u — v
existe dans P, nous pouvons appliquer la régle 1.1 ou 1.1’ pour simuler la production
correspondante de la grammaire et puis nous continuons comme décrit plus haut.
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Obtention du résultat

Nous obtenons X’azwYy dans la deuxiéme membrane (cas (*)). A cet instant
nous pouvons utiliser les régles suivantes :

X'ayw' BY) Yy X'apw' (w=w'B),

X'agw' - apw'.

Dans ce cas si agpw’ € T*, il fera partie du résultat.

Nous pouvons aussi appliquer la régle 1.6 :

X'apw' o Xazw',

Xapw' =7 X;a;arpw' 1.

Autres évolutions possibles :

Nous avons le mot X’azwY’ dans la premiére membrane (cas (**)).

X'apwY’ - arwY’,

aka’ ;) aka,

akw'aiY E) akw’Yi T

11 est facile de voir qu’en suivant le calcul ci-dessus nous obtenons tous les mots
de L(G) et, comme nous avons considéré tous les cas possibles, il est clair que le
systéme ne produit pas d’autres mots. De plus, le calcul suit de prés les calculs des

systémes présentés aux théorémes 4.3.1 et 9.2.2.
O

9.4 Conclusions

Dans cette section nous réunissons certains traits communs des systémes cons-
truits précédemment dans ce chapitre.

Nous observons que tous les systémes de ce chapitre éliminent les molécules non-
désirées par deux procédés. Le premier procédé consiste & envoyer ces molécules a
lextérieur du systéme, tandis que le deuxiéme les garde dans les membranes d’une
maniére qui ne permet pas leur utilisation par la suite. Pour atteindre ce but, les
régles sont faites d’une maniére particuliére et si une molécule ne s’accorde avec au-
cune régle, elle ne pourra jamais participer 4 une recombinaison et, par conséquent,
elle ne pourra jamais contribuer au résultat. Ces éliminations que nous appelons
externes et respectivement, internes, jouent un rdle important pendant le calcul.

Nous remarquons aussi que les systémes présentés dans ce chapitre possédent des
liens forts avec les systémes distribués a changement de phase. En effet, le calcul dans
les systémes & membranes avec recombinaison de ce chapitre, modulo I’élimination
interne, suit de prés le calcul dans les systémes distribués & changement de phase
correspondants.

Finalement, la méthode des molécules assistantes est applicable pour les systémes
qui permettent une élimination externe puissante, plus précisément les systémes a
membranes avec recombinaison de type 1, 2b et 2c.
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Conclusions

Dans ce travail nous avons étudié des systémes de Head et leur extensions ou,
plus généralement, des divers systémes fondés sur I’opération de la recombinaison.
Nous avons vu que cette opération est trés puissante et seulement des petits ajouts
sont nécessaires pour obtenir la puissance d’expression d’une machine de Turing.
Ceci n’est pas étonnant, car 'opération de la recombinaison présente des éléments
dépendants du contexte et la dépendance du contexte dans la théorie des langages
formels est presque l'universalité.

Nous avons vu que, sans ajouter d’autres ingrédients, 'opération de la recombi-
naison permet de produire des langages rationnels uniquement. Nous avons étudié
pour la premiére fois la relation entre la recombinaison simple et la recombinaison
double et nous avons montré que la famille des langages de recombinaison double
est strictement incluse dans la famille des langages de recombinaison simple. Nous
avons trouvé aussi des exemples non-triviaux de langages rationnels qui ne peuvent
pas étre des langages de recombinaison.

Puis nous avons étudié les systémes distribués & changement de phase qui sont
a la fois simples et puissants. Nous avons montré que ces systémes ont une grande
puissance d’expression avec deux composants et méme avec un seul composant. Nous
avons aussi montré & ’aide d’un logiciel que nous avons créé auparavant que certains
articles sur les systémes distribués a changement de phase possédent des erreurs et
nous avons montré comment il est possible de les corriger.

Le point central de cette thése, la méthode des molécules assistantes, nous a per-
mis d’uniformiser les démonstrations de plusieurs résultats en les rendant beaucoup
plus simples. Les systémes distribués & changement de phase, les systémes distribués
a changement de phase étendus, les systémes de tubes & essai avec filtres alternants,
les systémes de tubes & essai modifiés et méme les systémes & membranes avec re-
combinaison ont constitué le champ d’application de cette méthode que nous avons
introduite. En généralisant, nous pouvons dire que I'opération de la recombinaison
en combinaison avec I’élimination de molécules dans le sens décrit & la fin du cha-
pitre 6, suffisent pour atteindre la puissance d’expression d’une machine de Turing,.
De cette maniére, nous récapitulons certaines réflexions sur la recombinaison faites
par différents auteurs.

De méme, 'opération de la recombinaison en combinaison avec les membranes
donne un outil trés puissant et il n’est pas étonnant qu’on arrive facilement & obtenir
une grande puissance d’expression.

135
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Ce travail laisse plusieurs problémes ouverts. D’abord, nous avons fait un petit
apport a la résolution du probléme de la caractérisation des langages de recombi-
naison. Comme le montre notre travail, il faut considérer désormais deux cas : les
langages de recombinaison simple et les langages de recombinaison double.

Nous avons aussi montré que les systémes distribués & changement de phase sont
de bons candidats pour une « machine de Turing » dans le domaine des calculs molé-
culaires. Comme nous I’avons vu, plusieurs systémes présentent des similitudes avec
les systémes distribués & changement de phase ou peuvent méme se réduire & ceux-
ci. Nous croyons que des études dans cette direction pourront apporter beaucoup
de résultats intéressants. C’est pourquoi nous avons aussi présenté au chapitre 4 un
systéme distribué a changement de phase universel qui a une description trés com-
pacte. Nous continuerons des recherches dans cette direction afin de trouver, d’'une
maniére semblable & ce qui a été fait pour les machines de Turing, des systémes qui
seront de plus en plus petits. Nous croyons que la recherche des systémes minimaux
en combinaison avec la structure et le fonctionnement simple des systémes distribués
a changement de phase peuvent apporter des résultats intéressants.

Une autre direction de recherche consiste dans I’étude et le développement de
la méthode des molécules assistantes. Comme c’est une méthode trés générique,
nous croyons qu’elle pourra avoir beaucoup d’applications pour différents systémes
fondés sur la recombinaison, mais aussi pour d’autres types d’opérations n-aires, avec
n > 2. Par exemple, comme nous avons clos le chapitre des systémes & membranes
avec recombinaison en présentant des résultats définitifs, nous espérons appliquer la
méthode des molécules assistantes & d’autres types de systémes & membranes qui ne
sont pas fondés sur la recombinaison.

Nous nous sommes aussi rapproché de la résolution du probléme de la puissance
d’expression des systémes de tubes a essai avec deux tubes. Les variantes que nous
avons proposé différent de moins en moins de la définition originelle, c’est pourquoi
nous espérons que le travail que nous avons fait apportera de la lumiére sur ce
probléme ouvert. Ces variantes présentent aussi des propriétés intéressantes comme
les poubelles fixes et mobiles dont I’étude n’est pas encore terminée.

Pour conclure, nous voulons ajouter que I’étude des systémes d’inspiration biolo-
gique est trés fascinante et elle peut apporter des gains colossaux. C’est peut-étre le
moment d’apprendre des nouvelles choses et en reformulant Wordsworth, [57], « que
la nature soit notre professeur ».
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Résumé

Ce travail se situe au coeur d’'un domaine récent : les calculs (bio)moléculaires
qui se place & la rencontre de la biologie et de I'informatique. La recherche dans ce
domaine porte sur des modéles de calcul ayant une inspiration biologique.

Les systémes de Head, fondés sur I'opération de la recombinaison, ainsi que leurs
extensions représentent des modeéles de calcul parmi les plus importants du domaine.

Nous nous sommes concentrés sur I’étude de différentes extensions des systémes
de Head en présentant souvent des résultats d’universalité optimaux par rapport aux
paramétres principaux de ces systémes ce qui a permis d’établir plusieurs frontiéres
entre la décidabilité et 'indécidabilité pour ces extensions. De plus, nous avons
trouvé certains traits communs de ces systémes et nous avons congcu une méthode
générique permettant dée démontrer facilement des équivalences avec des modéles de
calcul classiques.

Nous avons aussi considéré les systémes 4 membranes qui sont inspirés par la
structure et le fonctionnement de la cellule vivante. Nous nous sommes particulié-
rement intéressés & la combinaison de ces modéles et les systémes de Head : les
systémes 4 membranes avec recombinaison et nous avons résolu une série des pro-
blémes ouverts pour ces systémes.

Ce travail manipule des notions fondamentales de la théorie de la calculabilité
et du calcul moléculaire et donne des solutions & certains problémes importants de
ce dernier domaine en posant dans’le méme temps plusieurs questions intéressantes.

Abstract

This work is situated in the heart of a recent domain : (bio)molecular compu-
ting, which is a domain where biology and computer science meet. This domain
investigates models of computing having biological inspiration.

Head splicing systems, based on the splicing operation, as well as their extensions
are one of the most important models of computing in this domain.

We concentrated on the study of different extensions of Head systems by showing
often optimal universality results with respect to main parameters of these systems
what permitted us to establish several frontiers between decidability and undeci-
dability for these extensions. Moreover, we found several common features of these
systems and we designed a generic method that permits to prove easily equivalences
with classical models of computing.

We also considered membrane systems that are inspired by the structure and
the functioning of a living cell. We were particularly interested in the combination
of these models and Head systems : splicing membrane systems and we solved a
number of open problems for these systems.

" This work manipulates fundamental notions of the theory of computing and of
the molecular co'mputing. It gives solutions to certain important open problems of
the last domain and it poses at the same time several interesting questions.





