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Introduction

Ce travail comporte deux parties indépendantes; le premier chapitre traite de la con-
jecture des diviseurs de zéro. Dans le deuxieme chapitre, nous prouvons que le groupe
Sp(n,1) est un groupe de Kazhdan de deux maniéres différentes.

Dans le premier chapitre, nous étudions la conjecture des diviseurs de zéro. La situ-
ation est la suivante : G étant un groupe localement compact, on se donne une fonction
continue o non nulle & support compact sur G et £ une fonction de carré intégrable telles
que le produit de convolution a * £ soit nul. La conjecture des diviseurs de zéro est que
¢ = 0, c’est-a-dire que l'opérateur de convolution sur L?(@G) associé & o est injectif. Il est
facile de voir que cette conjecture ne peut &tre vraie que si G ne posséde aucun sous-groupe
compact non trivial (voir paragraphe 2, proposition 1.2).

Cette conjecture a été beaucoup étudié dans le cas d'un groupe discret (voir plus bas),
mais elle ne semble pas P’avoir été pour d’autres classes de groupes. Elle posséde comme
corollaire intéressant ’absence de valeur propre des opérateurs de convolution sur L*(G)
associés & des mesures & support compact sur G (voir paragraphe 2, proposition 1.5).

La conjecture est satisfaite dans le cas G = R™ ou Z". Ceci est di au fait que la trans-
formée de Fourier d’une fonction & support compact admet un prolongement analytique.
Nous généralisons ce résultat & tous les groupes abéliens (voir paragraphe 3, proposition
1.11).

11 est naturel de conjecturer que le probléme des diviseurs de zéro admet une réponse
positive dans le cas des groupes de Lie nilpotents connexes (comme c’est le cas pour les
groupes de Lie nilpotents discrets). De maniére surprenante, ceci n’est pas le cas; nous
montrons que cette conjecture est fausse pour tout groupe de Lie nilpotent connexe non
abélien (voir paragraphe 4, théoréme 1.14). La preuve est basée sur la découverte, faite
en collaboration avec Jean Ludwig et Carine Molitor, d'un opérateur différentiel invariant
4 gauche sur le groupe de Heisenberg, dont le noyau dans L?(G) est non trivial. Nous

menons une étude approfondie de ce noyau dans 1’espace de Schwartz (voir paragraphe
4.3).



Dans le cas des groupes de Lie semi-simples, on doit restreindre la classe des fonctions
a et { considérées plus haut, car un tel groupe G (& 'exception du revétement universel

e

SL(R) de SL2(R)) posséde toujours un sous-groupe compact non trivial. Soit X un sous-
groupe compact maximal de G. 1l est raisonnable d’étudier le probléme pour des fonctions
K-bi-invariantes o et £. Nous montrons, & 1'aide de la transformée de Fourier, que la
conjecture des diviseurs de zéro est vraie pour cette classe de fonctions (voir paragraphe 5,
théoréme 1.21). Nous montrons également que, dés qu’on quitte le cadre L?, la conjecture
des diviseurs de zéro n’est plus vraie : pour tout groupe de Lie semi-simple G et pour tout
nombre réel p > 2, il existe des fonctions K-biinvariantes « & support compact et £ dans
L?(G) toutes deux non nulles, telles que a * & = 0 (voir paragraphe 5, théoréme 1.22).

On passe alors au cas ou G est un groupe discret. On se base pour cela sur les travaux
de Linnell ([24], [25]), qui a démontré la conjecture dans le cas des groupes ordonnables.
Nous reproduisons sa preuve, dont nous donnons une variante plus courte (voir paragraphes
6.2.2 et 6.2.3). D’autre part, nous montrons que la conjecture n’est pas vraie pour le groupe
libre dans le cadre I?, p > 2 (voir paragraphe 6.2.4). Ceci avait déja été prouvé par Linnell
et Puls; notre preuve, basée sur des arguments différents, est cependant plus conceptuelle.
Nous donnons ensuite quelques exemples de groupes ordonnables (notamment les groupes
libres et les groupes discrets nilpotents sans torsion). Dans le cas des groupes libres, nous
donnons aussi une variante complétement différente, essentiellement diie 3 Connes et basée
sur les modules de Fredholm (voir paragraphe 6.4).

Le second chapitre est consacré & I’étude d’une famille de groupes particuliers. En
1967, D. Kazhdan ([22]) a découvert une classe assez remarquable de groupes localement
compacts, a savoir les groupes possédant la propriété (T). Ces groupes ont de nombreuses
propriétés de rigidité, et il existe de nombreuses applications en géomeétrie, en théorie des
graphes, en théorie des algebres d’opérateurs... On trouvera des exemples de groupes de
Kazhdan au paragraphe 2.1 du chapitre 2.

En 1969, B. Kostant a prouvé ([23]) que le groupe G = Sp(n,1) est un groupe de
Kazhdan. Néanmoins, la preuve est longue et utilise des résultats assez profonds sur la
classification des fonctions sphériques. Dans le chapitre 2, nous donnerons deux preuves
plus élémentaires de ce résultat.

La premiére preuve (voir paragraphe 2.2) est basée sur l'article [5] de Cowling et
Haagerup. Elle suit la stratégie suggérée par Cowling dans son rapport de [16]. L’idée
principale consiste & restreindre les fonctions sphériques au groupe nilpotent N de la
décomposition d’Iwasawa G = KAN. En estimant la norme de ces restrictions dans
Ialgébre de Fourier-Stieltjes de N, on prouve que Sp(n,1) possede la propriété (T') (voir
paragraphe 2.3, théoréme 2.10).

La deuxiéme preuve (voir paragraphe 2.3) repose sur des idées de Gromov ([14]) et
de Shalom. Elle est développée dans un livre & paraitre de B. Bekka, P. de la Harpe et
A. Valette. On procede en deux étapes. Tout d’abord, on prouve que si G est un groupe

4



de Lie simple de centre fini ne possédant pas la propriété (T), si K est un sous-groupe
compact maximal de G, alors il existe une action isométrique affine de G et une application
harmonique de G/K dans un espace de Hilbert, non constante et G-équivariante (voir
paragraphe 3.3, théoréme 2.18). On conclut en prouvant que si G = Sp(n,1), toute
application harmonique G-équivariante (pour toute action isométrique affine) est constante
(voir paragraphe 3.4, théoreme 2.19).



Chapitre 1

Conjecture des diviseurs de zéro

1 Problématique

Soit G un groupe localement compact. On note C,(G) I’espace des fonctions continues
a support compact sur G, et L?(G) 1’espace des fonctions de carré intégrable sur G. On peut
définir le produit de convolution entre une fonction o € C.(G) et une fonction € € L%(G)
par la formule :

aré@) = [ algeleo)ds, weG.
out dg désigne une mesure de Haar de G.
La conjecture des diviseurs de zéro s’énonce sous la forme suivante :

Conjecture 1.1 Soit o € C.(G) et soit £ € L*(Q) telles que o x € = 0 dans L*(@).
Alors o =0 ou £ =0 dans L%(G).

Dans ce chapitre, on démontre cette conjecture dans différentes situations; on donne
des contre-exemples prouvant que cette conjecture est fausse dans d’autres cas.



2 Quelques résultats généraux

Donnons quelques résultats généraux concernant la conjecture des diviseurs de zéro.

Proposition 1.2 Soit G un groupe localement compact. On suppose qu’il existe un
sous-groupe compact K non trivial de G. Alors la conjecture des diviseurs de zéro est
fausse.

Preuve. Notons px la mesure de Haar normalisée sur K. L’ensemble des fonctions
f € L2(QG) telles que px * f = f sont les fonctions K-invariantes 3 gauche. Comme K
est supposé non trivial, il existe f € L?(G), non invariante par K. Ainsi, la fonction
£ = ug * f — f est un élément non nul de L?(G), tel que px * & = 0.

Soit ¢ € Co(G) une fonction non nulle, positive. Posons a = @*pg. Alors o € C.(G),
et de plus, ax£=0. W

Proposition 1.3 Soit G un groupe localement compact vérifiant la conjecture des
diviseurs de zéro. Alors la conjecture des diviseurs de zéro est vraie pour tout sous-groupe
fermé.

Preuve. Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit o € Cc(H),a # 0. Soit £ € L?(H)
tel que a*x £ =0.

Soit D un ensemble borélien qui soit un domaine fondamental pour l'action de H
sur G & gauche. Alors L2(G) = L*(H) ® L%(D). Par cet isomorphisme, la représentation
réguliere Ag|g est équivalente & Ay ® Idp2(p).

Soit f € L?(D) positive non nulle. Alors £ ® f est un élément de L*(@G), et

ax(®f)=(ax§)®f
= 0.

Soit ¢ € C,(G) telle que ¢ * o # 0. Alors @ * a est une fonction continue 3 support
compact sur G, et (¢ * @) *x (§® f) = 0. Comme la conjecture 1.1 est vraie pour le groupe
G, f=0etdonc{=0. W

La proposition suivante montre que pour le probléme des diviseurs de zéro, on peut
se restreindre & des groupes compactement engendrés.

Proposition 1.4 Soit G un groupe localement compact. On suppose que la conjecture
des diviseurs de zéro est vraie pour tout sous-groupe compactement engendré. Alors elle
est vraie pour le groupe G.



Preuve. Soit o € C.(G),a # 0. Soit ¢ € L?(@) tel que a * & = 0. Soit H le sous-
groupe engendré par le support de ¢; c’est un sous-groupe ouvert (car contenant un ouvert
de G), compactement engendré. Soit 7" un systéme de représentants de H\G. Alors

G = U Ht (réunion disjointe)
teT
L*(G) = @ L*(Ht), on L2(Ht) ~ L(H)
teT

Décomposons la fonction £ sur ces sous-espaces : §=D,er &, & € L2(Ht). Alors
ax{=0<=ax*x&=0VteT.

Mais o € C.(H) et & € L?(H) donc £, est nulle pour tout indice ¢ € T et donc
£E=0. 1

Application de la conjecture des diviseurs de zéro au probléme des valeurs
propres d’opérateurs de convolutions

Soit G un groupe localement compact. Soit M¢(G) l'ensemble des mesures sur G 3
support compact. Soit u € Mc(G). Notons T, : L%(G) — L?(G) V'opérateur de convolu-
tion & gauche associé & p.

Proposition 1.5 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(4) La conjecture des diviseurs de zéro est vraie.
(1) Pour tout p € M(G)\{0}, ker T}, = {0} sur L%(G).
(#4%) T, n’a pas de valeurs propres sip ¢ C§,.

Preuve. L’implication (i) = () est triviale. Prouvons que (i) => (i3).

Si p ¢ Cé, il est clair que ker T, = {0}. Si u € C4,, alors I'opérateur T, est un
multiple de I'identité, et donc son noyau est aussi trivial.

Prouvons enfin que (z) = (441).

Soit A € C et soit 0 # £ € L?(G) tels que T,& = AE. Alors (T}, — A6e)¢ = 0.

Supposons que ¢ * u = A pour toute fonction ¢ € C.(G). Alors en prenant une unité
approchée ¢; dans C.(G), on aurait

p=lme; * p
=1lim Ayp;
=0,

dans la topologie faible sur ’espace des mesures M (G) sur G.
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Comme g # Ade, on peut donc trouver une fonction ¢ € C.(G) telle que @ * u # Ap
Pour 8 = ¢ * u— Ap € C:(G)\{0}, on a donc

Tpé =(p* p~ Ap) %€
=px(px&) —Ap*{

=T,y (% € — AE)
=T, (T, — Abe )€
=0.

Ceci contredit le fait que la conjecture des diviseurs de zéros est vraie pour le groupe G. i

Proposition 1.6 Le noyau de lopérateur T, est invariant par convolution a droite
par toute mesure bornée sur G. En particulier, ker T, est invariant par translation a droite
par des éléments de G.

Preuve. Pour tout ¢ € ker T}, pour toute mesure bornée v sur G,

T“(f*z/):p*(g*u)
— (ur v
=0

ce qui signifie que £ xv € ker T, W
3 Cas des groupes abéliens

3.1 Transformée de Fourier
Soit G un groupe abélien localement compact.
Dans la suite, G désigne le groupe des caractéres du groupe G.

On dispose de la transformée de Fourier:
§: L3(G) = L*(G)
£ &
ou §¢ est définie par

el TG = /G £(2)x(@)dz,

dx étant une mesure de Haar de G.



En fait, application § est bien définie sur LY(G) N L%(G) et elle se prolonge en une
isométrie sur tout L2(G). On notera souvent £ 4 la place de F¢.

On vérifie facilement que pour toute fonction ¢ € L(G)NL2(G) et pour tout caractere

x €6, FlaxE)(x) =alEx) :
200800 = (| atwix@ay) ([ ei@aa)

= [ o) (| e@iuaiis)ay
= /G a(y)( / E(y‘lw)mdw)dy
/ ( / a(y)é(y™ w)dy) (z)dz

/ (o % &) (x)x(z)dz
Flax&)(x).

Cette formule se prolonge & L2(G) & condition d’écrire des égalités presque partout.
3.2 Cas des groupes R" et z"

Intéressons nous pour commencer au cas du groupe G = R™.

Lemme 1.7 Soit U C R"™ un ouvert conneze. Soit f: U — C une fonction analytique.
St f s’annule sur un sous-ensemble de mesure positive, alors f=0.

Preuve. On procéde par récurrence sur n. Le lemme est trivial pour n = 1.

Soit n > 1. Soit N = {z € U; f(z) = 0}. Par hypothase, il existe un sous-ensemble V
de U de la forme V = [a,b] x V tel que

/ 1n(y)dy # 0.
Vv

D’aprés le théoréme de Fubini,

/VIN(ylaf_U—)dyldy #0

pour tout y; dans un sous-ensemble I de mesure positive dans [a,b]. Pour un tel y; la
fonction analytique ¥ — f(y1,%) s’annule sur un ensemble de mesure positive, et donc
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est nulle d’aprés ’hypothése de récurrence. Ainsi, f (y1,7) = 0 pour tout y; € [,§ € V.
Comme I est de mesure positive, on en déduit que f est identiquement nulle sur V.

Proposition 1.8 Soit o € C.(R™) et s0it 0 # { € L?(R) telles que ax § = 0 dans
L?(R™). Alors a=0.

Preuve. Notons f la transformée de Fourier usuelle au sens L?; en appliquant cette
transformee 4 'équation o * £ = 0, on obtient & - E = 0. Or, par hypothese, £ # 0 donc
£ # 0 dans L2(R").

1l existe donc un borélien de mesure positive U C R tel que £ # 0 presque partout
dans U, et par conséquent, & = 0 presque partout dans U. Comme & est continue, on a
méme & = 0 dans U tout entier.

En outre, la transformée de Fourier d’une application continue & support compact

est une fonction analytique; & est donc une fonction analytique, nulle sur un borélien de
mesure positive, et donc d’aprés le lemme 1.7, & = 0. On applique la transformée de
Fourier inverse pour en déduire que o = 0. W

Proposition 1.9 La conjecture des diviseurs de 2éro est vraie dans le cas du groupe
z".

Preuve. On peut supposer que la fonction o est de la forme :

o= Zakézk ou zx = (p(k) , ok e ™.
k=1

Cette écriture de la mesure o entraine 1'écriture de la transformée de Fourier & :

N
=S " ax ou pour tout x € G, Z(x) = x(zx)-
k=1

Q)

On sait de plus que G = T ol T™ est le tore & n dimensions. Par suite, tout caractere
x € G peut s’écrire sous la forme x = (exp(®i™01) ... exp(¥™n)) avec 0; € [0, 1]. Pour un
tel caractere X,

a(x)—0¢=>2akx(zk )=0
k=1

(k
= Zak exp= 2O+ t0np?) = g,
k=1

On trouve une fonction analytique nulle sur un borélien de mesure non nulle de [0,1}»
(par identification), donc cette fonction est nulle sur tout ’ensemble produit [0,1]". Par
conséquent, la transformée de Fourier & est nulle, donc o = 0. N
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3.3 Cas des groupes abéliens localement compact sans sous-groupe compact
non trivial

Citons d’abord le théoréme de structure des groupes abéliens (cf [19]):

Tout groupe abélien localement compact et compactement engendré est topologiquement
1somorphe a un produit de la forme

R* xZ° x F
ot a,b € N et ou F est un groupe abélien compact.

Rappelons ([19]) que le groupe des caractéres d'un groupe produit est simplement le
produit des groupes des caracteres de chaque composante.

Lemme 1.10 Soit G; et Gy deur groupes abéliens sans sous-groupes compacts qui
vérifient la propriété suivante : si f est une fonction continue sur G1(resp G3) a support
compact telle que f s’annule sur un sous-ensemble de G1(resp Gs) de mesure strictement
positive, alors f = 0.

Soit G = Gy x Gy. Alors toute fonction continue [ a support compact telle que f
s’annule sur un sous-ensemble de G de mesure strictement positive est nulle.

Preuve. Soit f une fonction continue & support compact. Soit x; € él,xz € G,.
Alors

o~

o, x2) = /G (@) /G @) (z, y)dydz
=/ XT(ﬂF(Xz)dCB

G

ol f*(y) = f(z,y). . R
Soit gy, : G1 = C,z > fo(x,) = sz x2(y)f(z,y)dy pour x2 € G fixé. Comme f
est continue & support compact, Ox. est aussi & support compact, et de plus,

Fla, x2) = /G x1(2)0y, (z)dz
= Ty, (x1)-

Soit E = {(x1,x2) € Gy x Ga; ]?(XI,X2) = 0}; par hypothese, E est un fermé de
mesure non nullg. R

Pour x2 € G2, notons Ey, = {x1 € G1; (x1,x2) € E}.

Par définition, 7,, est nul sur E, ., et par hypotheése, Oy, €st nulle pour tout y, tel
que |E,,| # 0. Ainsi, pour de tels s,

12




/GXz(y)f(w, y)dy = f3(x2) =0 Vz € Gy.

Or, d’aprés le théoreme de Fubini,
B = [ Balde
G2

Ainsi, {x2 € Go; E,, # 0} est de mesure strictement positive.
On en déduit que f® = 0 pour tout z € Gy et donc f =0. B

Proposition 1.11 La conjecture des diviseurs de zéro est vraie pour tout groupe
localement compact abélien sans sous-groupe compact.

Preuve. En appliquant les propositions 1.8, 1.9 et le lemme 1.10 aux groupes G,=R"
et Go = Z™, on voit que la conjecture des diviseurs de zéro est vraie si G est un groupe
localement compact abélien compactement engendré sans sous-groupe compact.

Le cas d’un groupe localement compact abélien sans sous-groupe compact se déduit
de la proposition 1.4 W

4 Cas des groupes nilpotents

Tous les résultats de ce paragraphe, concernant les groupes nilpotents, sont issus d’un
travail en commun avec Jean Ludwig et Carine Molitor-Braun.

Nous allons voir que la conjecture a une réponse négative dans le cas des groupes
nilpotents connexes.

4.1 Cas du groupe de Heisenberg

Notations et préliminaires. Soit H; = R x R x R le groupe de Heisenberg, le
produit étant défini par la formule :

1
(z,9,2) - (@, 2) = @+ ,y+9/, 2+ 2 + 5oy — 2'y).

L’algébre de Lie h; du groupe de Lie H; posséde une base X,Y,Z avec (X,Y] =2
telle que V’application exponentielle exp : h; — H; soit identique, c’est-a-dire

exp(aX +bY + ¢Z) = (a, b,¢).

13



On fait agir I'algébre b sur Pespace C*°(H;) comme algébre d’opérateurs différentiels
invariants & gauche par la formule :

* (aX +bY +cZ)(z,y,2) = d ((p((a: Y,2) - exp(s(aX+bY+cZ))))

=zg(<p((x v, 2) - (sa, sb, sc)))

s=0

8=0

En particulier,

0+ X(5,3,2) = 5 (0((@9,2) - exp X))
= L(e(@v,2)- (0.0)| _
= (el s vzt 2-pa))|

= 22,5, - 422,92

s=0

et

8=0

s=0

=0

G%I&sﬂa%l&

Par conséquent, ’é1ément X +:Y dans (b1)c, l’algebre complexifiée de b1, agit comme
suit :

*CX+ﬂﬁ@WJ%-w*X@w,%Hw*Y@y,)

Op 1
a( 'Yy 2) — 2a(w%d+%%x%d+ﬂx 2 (z,9,2)

0 .0 -
= (57 +igy) @A) + 5@+ i0) 3o (z0,2)
et de méme,

: o .0 ) .\ 0
p* (X —iY)(z,y,2) = <£ - za—y)go(:v,y,z) — %(m - zy)a—(g(x,y,z)-

Proposition 1.12 Il eziste ¢ € S(R®) non nulle telle que p* (X +iY) = 0, o S(R3)
désigne l’espace de Schwartz du groupe R3.
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Preuve. Soit A € R\{0}; ce réel non nul A représente le parameétre caractérisant les
représentations unitaires irréductibles de dimension infinie du groupe de Heisenberg Hj.
On définit alors une fonction @o(A) € C°°(Hi) par la formule :

po(N)(z,y, 2) = e 3+ e,

On a
: (8 .0 i . 1 9po(A)
wo(A) * (X +1Y)(z,y,2) = (83: +zay)cpo()\)(x,y,z) + 2(x+zy) 5z (z,y,2)
= —%:I:e 2 (=% +y ) —iAz _ %ye—%(ﬁ_*_yz)e_uz
2(a: Fiy)ide 1@ V) gmiAz
= ( _;\_ —_ l/_\.y_l_ ($+ Zy))\)e—%(zz-l-yz)e—i)\z
= 0.

Néanmoins, @o()) ¢ S(R®); il faut donc perturber cette fonction pour obtenir une
fonction de Schwartz. Pour cela, considérons ® € C°(R) non nulle telle que supp® <
10, +o0[. Posons alors

o(@,y,7) = /R 00N (@, ¥, 2)B(A)dA

/ ()\)e—z(w +v?) e~ .
R
Ainsi, ¢ est la transformee de Fourier partielle (par rapport & la variable A) de la

fonction ®(\)e~ 3(="+¥"). or, cette fonction est une fonction de Schwartz en A, z,y car
supp® C]0, +o0[, donc ¢ est aussi une fonction de Schwartz. Enfin,

o (X +iV)(@3,2) = ([ B, JN) + (X +i0)(w0,2)
= [ 20 (@) = (X +i1)) 5,0, 2)

=0 (Comme ® € C°(R),on peut permuter * et / ). W

Proposition 1.13 Pour le groupe de Heisenberg H1, la conjecture 1.1 est fausse.

Preuve. D’aprés la proposition 1.12, il existe 0 # ¢ € S(Hy) telle que px(X +1Y) = 0.
Par passage & ’adjoint, on obtient (X —4Y) x ¢* = 0, ol ¢*(a) = p(a™).
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Choisissons 0 # £ € C°(Hy) tel que & x (X — i) # 0; une telle fonction ¢ existe, il
suffit d’apres I’équation située avant la proposition 1.12 que

0 0 ) 0
(55 ~ 7 )@ .2) - 3@~ ) 3o (w,5,2) £ 0.

On pose alors o = £ * (X —4Y); donc a € C®°(Hy), a # 0, et

a*<p*:(§*(X—iY))*<p*
f*((X—iY)*Lp*)
0.1

4.2 Cas des groupes de Lie nilpotents non abéliens connexes

Nous allons montrer que le résultat négatif pour le groupe de Heisenberg s’étend &
tout groupe de Lie nilpotent non abélien.

Théoréme 1.14 Soit G un groupe de Lie nilpotent non abélien conneze. Alors la
conjecture 1.1 est fausse.

Preuve.

On distingue deux cas.

Supposons dans le premier cas que le groupe G soit simplement connexe. Le groupe
G n’est pas abélien, donc {0} # 3(g) # g, ot 3(g) désigne le centre de Palgébre g. Ainsi
il existe Y € g tel que {0} # [g,Y] C 3(g) et par conséquent, il existe X,Z € g tels que
Z € 3(g) et [X,Y] = Z, c’est a dire tels que

b1 =< XY, Z >

soit une sous-algébre de g.
Le sous-groupe fermé de G correspondant est isomorphe au groupe de Heisenberg Hy,
et on peut conclure & I’aide des propositions 1.13 et 1.3.

Supposons pour le deuxiéme cas que G ne soit pas simplement connexe.

Soit G le revétement universel de G; G est un groupe de Lie nilpotent connexe et
simplement connexe.

Notons I' = m;(G) le groupe fondamental de G; d’aprés la théorie générale des
revétements des groupes de Lie, I' est un sous-groupe discret du centre de é’, et

G ~ G/T.
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On sait de plus que le centre du groupe G est isomorphe & R™ pour un certain entier
n.

Comme T est un sous-groupe fermé de R™, il est isomorphe & RF x Z! x {0} pour
certains entiers k,[.

Or, T est un groupe discret, donc il est isomorphe & Z' x {0}.

Comme G n’est pas simplement connexe, [ n’est pas nul et I' n’est pas réduit a I'élément
neutre. Par suite, si Z(G) désigne le centre de G,

Z(G) ~Z(G)/T
~R*/(Z' x {0})

Le groupe K := R!/Z! est donc un sous-groupe compact non trivial du centre de G,
donc de G. Par conséquent, d’aprés la proposition 1.2, la conjecture des diviseurs de zéro
est fausse. W

4.3 Etude d’une classe d’équations différentielles

Nous allons étudier I’ensemble de toutes les fonctions de Schwartz qui sont solutions
de Péquation f * (X +1Y) =0.

Théoréme 1.15 (i) Soit ® € CP(R) avec supp® C|0,+oo[, ¥ holomorphe choisie
telle que 9 (z, y)e—%(xz'*‘?f) soit une fonction de Schwartz en z,y pour tout A > 0. Alors
la fonction ¥ définie par la formule

‘Ij(m,yaz)=/’lp(:L',y)@()\)e—%($2+y2)e—-i>\zd>\
R

vérifie U x (X +1Y) = 0.

(ii) Soit f € S(H1) telle que f* (X +iY) = 0. Alors, en notant 73 la transformée de
Fourier partielle de f par rapport & la troisiéme variable, on a ]?3(, 5 A) =0 si A € [0,+00[.
De plus, pour tout A > 0, il existe une fonction F(z,y,\) holomorphe en z + 1y, telle que
PB(z,y,—A) = e 2@+ F(z,y, ).

Preuve. (i) Soit
wo(A\)(z,y,2) = e_%("‘2+y2)e—i)\z.
Soit
Yo(M)(z, v, z) = ¢Y(z, y)e—%(w2+y2)e-i>\z.
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On vérifie que
1/)0()‘) * (X + ZY) (.’L', Y, Z)

= [(5 * iy )P 0] o0 @0 2) + 0l [(2 +i2 ) sz, 0,9

- 2(w+zy)¢(w y) woi ) (z,9,2)

= (5 + i3 ) ¥ 0o Ne,,2)
Par conséquent,

PYo(N) * (X +4Y) = 0 <> (a% + i%)zﬁ(x, y) = 0.

Comme 1 est holomorphe, la deuxiéme condition est vérifiée.

De plus, ¥ est une fonction de Schwartz, car ¥ (z,y)®(\)e~% ") est une fonction
de Schwartz de R3. Ainsi,

U (X +4Y) =0.

(i) Ecrivons ]?3(3:, ¥, —A) sous la forme suivante :

Play, =) = e 264N [N P,y )]
= e 2O (g,y, ).

La fonction f est une fonction de Schwartz, donc il est en de méme de la transformée
de Fourier partielle f3 Ainsi,

1 .
f(@y,2) = 5 /Re_%(quz)F (z,y, e d.
Par hypothese, f est annulée par X + iY, i.e.
0=fx*(X+1iY)(z,v,2)

-2 [ [+ )pe et

=ﬁ3(x Y,2)
ou H(z,y,\) = [(az +zay)F(1; y,,\)] -32@*+y%)

Par conséquent, H est nulle presque partout, et ainsi, ( +1 ay) (z,y,A) = 0. Cette
égalité a méme lieu partout, étant donné que la fonction F est continue.
Pour A fixé, la fonction F(z,y, A) est donc holomorphe en z + iy.
En outre, f € S(H;), de méme que f3, donc F(z,y,A) = 0si X € — 00,0], ce qui
entraine la formule
A =0 si Ae[0,+o0[. M
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5 Cas semi-simple

Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, non compact de centre fini. Il est
bien connu que le sous-groupe compact maximal K de G est non trivial; la conjecture des
diviseurs de zéro est donc toujours fausse. Néanmoins, la conjecture des diviseurs de zéro
reste intéressante si on restreint la classe des fonctions a et £ considérées. On supposera ici
que a € C.(G) est invariant & droite, c’est-a-dire que a € Cc(G/K). Il n’est pas intéressant
de supposer que £ € L%(G), ou méme que £ € L?(G/K), car on obtient des contre exemples
faciles. En effet, écrivons

L2(G/K) = @) xs » LA(G/K)

scK

la décomposition de 'espace L?(G/K) en composantes isotypiques selon I’action de K, ol
x5 est le caractére de § € K. On a alors

ax*(xs* L*(G/K)) =0 Vé # 1.

Comme on le verra, le cas intéressant & considérer est celui ol on suppose que a et
¢ sont tous deux bi-invariantes par K (on observera que x1 x L?(G/K) est I'espace des
fonctions K-bi-invariantes dans L?(G)). On verra que dans ce cas, la conjecture est vraie.

Auparavant, nous avons besoin de quelques définitions et notations.

5.1 Définitions et notations

Dans ce paragraphe, on suivra en grande partie les notations de [11].

Soit G = KAN la décomposition d’Iwasawa de G; rappelons que K est un sous-
groupe compact maximal de G, N est un groupe nilpotent et que l’algebre 2 associée au
sous-groupe A est une algébre abélienne.

La mesure de Haar sur G relative & cette décomposition est donnée par la formule
dr = e2P1%8%) dkdadn  si  z = kan,

ol p = 3 Y aca+ dim(go)c est la demi-somme (pondérée) des racines positives et ol
log : A — 2 désigne l'inverse de 'application exponentielle.

On note 2* 'ensemble des formes linéaires & valeurs réelles sur 2, et Ag 'ensembles de
formes linéaires complexes sur 2. On note encore Fr = i2* ensemble des formes linéaires
sur 2 & valeurs dans iR
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Soit P(Rz) l'espace des fonctions entiéres sur 2% de type Paley-Wiener, ie. des
fonctions entiéres sur A% qui sont des transformées de Fourier de fonctions de classe C®
sur A a support compact.

Soit W le groupe de Weyl du couple (g,); c’est un groupe fini, engendré par des
transformations linéaires de ¢ (en fait des réflexions) qui laissent 2* stable. On note |W|
le cardinal de ce groupe.

On peut définir sur le groupe G l'espace de Schwartz des fonctions & décroissance
rapide; on le note C(G). Cet espace peut étre muni de semi-normes bien définies; on munit
C(G) de la topologie définie par ces semi-normes (cf [11, def 6.1.2]).

On note C(G\\K) le sous-espace de C(G) constitué de fonctions sphériques. On le
munit de la topologie relative aux semi-normes définies sur C(G).

On note encore C.(G\\K) (resp. C®(G\\K)) I'espace des fonctions bi-invariantes
par K a support compact (resp. de classe C* & support compact).

Citons quelques propriétés de ces espaces de fonctions :

C*(G) C C(G) € L?(G) avec injections continues.

CX(G\\K) C C(G\\K) avec inclusion continue et dense.

C(G) est une algeébre de convolution.

C(G\\K) est une sous-algtbre commutative de C(G).

Dans la suite, ¢ désigne la fonction de Harish-Chandra; c’est une fonction bien définie
et méromorphe sur 2. De plus, on peut prouver que son inverse ¢~! est analytique sur
§1, et que |c(A)|~2dX est la mesure de Plancherel de F. Enfin, elle vérifie la relation
(=) =c(A).

Enfin, soit a : G — A la projection canonique (issue de la décomposition d’'Iwasawa),
et soit H : G — 2 définie par H = logoa. Les fonctions sphériques élémentaires sont les
fonctions définies sur G par la formule

©ox(z) =/ eQ=PHER) g ) ¢ D/b
K

5.2 Transformée de Fourier sphérique

Définitions. Soit f une fonction sur G bi-invariante par K. On définit sa transformée
de Fourier sphérique par la formule :

HEN) = F)
- / f(@)pr(a)ds
G
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pour tout A € A% tel que lintégrale précédente soit absolument convergente.
En particulier si f € Co(G\\K), la transformée de Fourier f est définie sur g tout

entier.

On définit encore la transformée d’Abel, notée A par :

A: C2(G\K) — C(4)
f— Af

ol

Af(a) = ep(IOg“)/ f(an)dn ,a € A.
N

Soit 7 la transformée de Fourier usuelle sur C.(A).
Lemme 1.16 Pour tout f € C(G\\K), Hf = Af.

Preuve. Pour g € C,(A), la transformée de Fourier § est la fonction définie sur 2A¢
par la formule

900 = [ g@)eXsda.
A
On utilise alors la représentation intégrale des fonctions sphériques élémentaires @y :
HEW) = [ f(@)ox(a)ds
_ / f(z) / cA=P)HEK)) gLz
G K
— / / £ (k)PP HER) gy
¢JK
_ / Fly)eP—PEE) gy
e’
= / Flan)eP+P)loga)dodn
AxXN
= / e>‘(1°g“)(ep(1°g“) / f(an)dn)da
A N

=/(Af)(a)e)‘(l°g“)da. [ |
A

D’apres le lemme 1.16, il est clair que pour tout f € C°(G\\K),

Hf € P(AL).
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Lemme 1.17 H est un homomorphisme de ’algébre de convolution C°(G\\K) dans
Ualgebre de multiplication P(2AE).

Preuve. Soit u,v € C*°(G\\K) telles que I'une au moins de ces deux fonctions soit
& support compact. On note alors

< z;,v >= /Gu(:l:)v(x)d:c

Ainsi,

HF() = /G f(2)ox(0)dz

:<f7(P/\>'

Montrons que 'application C°(G\\K) — C, u < u, @y > est un homomorphisme
pour A € g fixé :

<UXV, P\ > =/ u* v(y)ea(y)dy
le)

_ /G /G u(z)v(z ) pa(y) dody

I
TS~
TS aTS

“Eata

u(z)v(y)pa(zy)dzdy

w(z)v(ky)ea(zky)dedydk

w(@)v(y)pa(zky)dzdydk

- / / w(@)v(y) () (y)dady
GJG

=< U, oA >< U, 0\ >

( On a utilisé le fait que py(z)pa(y) = Tk ox(zky)dk).
Ainsi, pour toute forme linéaire A € ¥,

H(f *g)(N) =< f+*g,01 >
=< fﬂo)\ >< g,px >
=Hf(A)Hg()). B

Lemme 1.18 H : C.(G\\K) — P(U%) est injective.

Preuve. Soit fo € C:(G\\K) telles que Hfo = 0, i.e. VA € 2%, Hfo()\) = 0. Notons
f*(z) = f(z1).
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La fonction fo est bornée, donc fp * f§ est continue, et par conséquent, le nombre
fo* f& * f(x) existe pour tout f € Cc(G\\K), pour tout z € G.

Soit F : Co(G\\K) = C, f = (fo= f3* f)(e). Il est clair que pour tout f €
Ce(G\\K), F(f=f*)=0.

En outre, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
[F(f+ )P < F(f*f")F(g*g).

Soit ¢ une fonction proche de la fonction § de Dirac sur G.
Soit ¢%(z) = [y [x #(kxk')dkdE' la fonction K-biinvariante associée. On applique
I'inégalité précédente avec g = #% : il en découle que

IF(f)I* < MIF(f * £*)]
pour une certaine constante M. On réitére ce processus :

|F(£)? < MIF(f  f7)]
< M1+1/2F(f*f* * f* f*)1/2

A

< ]\41+1/2+...+1/2"”F||1/2"H(f>|< f*)2"||1/2"-

Mais dans une algébre de Banach commutative quelconque,

sup [7(#)] = sup | / 9()$()da]
¢ ¢ G

= lm_[lgm|IM™

m—+00
Ainsi,

()P < M'supl(f » (@) =M sup 177 (#)]

ot M’ est une constante. Or, par hypothese, fo = 0 donc |F(fo * f§)| = 0. Par un calcul
élémentaire, on vérifie que

F(fox* f3) =(fo* fg * fo* f5)(e)
= [ fox fi@Pda
e
Ainsi, fo * fa(e) = 0. Or, fo* f3(e) = [ |fo(z)?dz.

Par conséquent, fo = 0, ce qui prouve que la transformée de Fourier sphérique H est
injective. M

Corollaire 1.19 La transformée d’Abel A: C(G\\K) — C°(A) est injective.
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Preuve. Supposons que Af = 0 pour f € C°(G\\K).
Alors Af = 0 ou 7 désigne la transformée de Fourier usuelle. Par le lemme 1.16,
Hf =0. Le lemme 1.18 entraine alors que f =0, i.e. A est injective. MW

5.3 Théoréeme de Plancherel, prolongement de la transformée de Fourier
sphérique

Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréme suivant ([11, thm 6.4.2]):

Théoréme de Plancherel. Soit (dz,d)\) une paire admissible de mesures de Haar
sur G et Fr. Alors pour tout f € C(G\\K),

L 1f@Pds == [ 1p) 0Pl 2an
G 81

En particulier, H se prolonge de maniére unique en un isomorphisme unitaire de L2(G\\ K)
dans L2(Fr, (W] c(W)|~2dA)W.

Définition. Rappelons la définition d’une paire admissible de mesures de Haar :

Si G = KAN est une décomposition d’Iwasawa du groupe G, notons N l'image du
sous-groupe N par I'involution de Cartan 6 associée 3 la décomposition. On appelle mesure
de Haar canonique dn sur N la mesure normalisée par

/ e~ 2P(H@)gr — 1,

N

La mesure de Haar canonique sur N est la mesure dont 'image par 6 est d7; on la note
dn.

Une mesure de Haar dz sur G est dite admissible si dz = €2°(1°89) dkdadn, o dk vérifie
/. x @k =1 et oll dn est la mesure canonique sur N. Ainsi, dz est entiérement déterminée
par le choix de da.

Si dA est une mesure de Haar sur F7, on dit que (dz,d)) est une paire admissible si
d\ est duale de da,

ie. VfeS(4), fla)=[ Fa)eMosagy gec 4
. Fr

ot f(A) = [4 f(a)erlo8a)da X\ € F est la transformée de Fourier usuelle et ol S(A)
désigne I'espace de Schwartz classique.

Pour prouver le théoréme de Plancherel, on utilise le théoréme suivant :
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Théoréme 1.20 Soit (dz,d)\) une paire admissible de mesures de Haar sur G et §r.
Alors la transformée de Fourier sphérigue H est un isomorphisme topologique d’algébres
entre Ualgébre de convolution C(G\\K) et lalgébre de multiplication SNV, qui est
Pensemble des éléments de Uespace de Schwartz S(F1) invariants par le groupe de Weyl

W. De plus,
Vi e C(G\K), (Hf)(N) = /G F(@)px(@)dz, A€ B
et

f(z) = w2 / () Np-r (@) re(~N)1dA, z € G.

51

Preuve. Il y a deux méthodes pour la preuve de ce théoreme : la premiere est
due 3 Harish-Chandra, et la deuxieme & Helgason, Gangolli et Rosenberg. Ici, nous nous
contenterons de donner ’isomorphisme réciproque :

J: 8@ — C(G\\K)
a — Ja

ol

(Ja)(@) = W] / sNpr(@)o(N)te(~N"'dr, zeG. W

$1

Donnons & présent la preuve du théoréme de Plancherel.

Par densité, il suffit de prouver ce théoréme pour f € C2°(G\\K).

On pose f*(z) = f(z~1). Alors

(F* 1*)(e) = /G f(@) 1z Y)dz
- / f(@)F@)da
G
- / £ (z) d.
G

Vérifions de plus que si A € §r, Hf*(\) = HF(A) :
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Hi*(A) =

o

F(z)ea(z)dz
G

f(z=Y)er(z)dz

f(@)ex(z™")de

il Il
o

G

- / F@p-x()dz
G

- / (@) por@)ds
G

- / £ (2)o—(2)dz
G

= /Gf(a:)go,\(:c)dm (A € §r,donc XA = —))
=Hf(N).

Par conséquent, H(f * f*) = Hf - Hf* =HSf - HS.
On applique alors le théoréme 1.20 avec f* f* et z = e :

fofr(e) = Wit /3 HF * F)N)p-r(€)e(N) " e(=A)~1dA,

/ 1f (@) Pd = (W] / HEN)Ple(V)]|"2dA. m
G Sr

5.4 Cas des fonctions bi-invariantes par K

Théoréme 1.21 Soit a € C.(G\\K) et € € L*(G\\K) telles que o * £ = 0. Alors

a=0o0ué=0.

Preuve. Soit o € C.(G\\K) et ¢ € L*(G\\K) telles que a * £ = 0.

Alors Ha - HE = 0. Mais d’aprés les lemmes 1.16 et 1.17, Ho =
fonction entiére, donc ’ensemble des zéros de Ho est de mesure nulle. Ainsi, Ha
0 presque partout ou Ha # 0 presque partout.
e Premier cas : Ha = 0 presque partout, donc Ha = 0. Par le lemme 1.18, «
0 presque partout et par continuité, o = 0.

Ao est une

¢ Deuxiéme cas : Ha # 0 presque partout. Alors HE = 0 presque partout, et d’apres

la formule de Plancherel, [ |¢(z)|%dz = 0. On en déduit que & = 0 presque partout. W
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5.5 Probleme des diviseurs de zéro pour les fonctions K-biinvariantes dans
le cadre L?

On peut énoncer le probléme des diviseurs de zéro pour U'espace LP (G),p>1:
Soit @ € Co(G), o0 # 0 et £ € LP(G) tels que o x { = 0 dans LP(G). A-t-on =07

Tl est intéressant de remarquer que le théoréme précédent n’est plus vrai dans le cadre
LP pour tout p > 2.

Théoreme 1.22 Soit p > 2 et G un groupe de Lie semi-simple. Alors il eziste o €
C.(G) et © € L*(G), @, © K -biinvariantes et toutes deuz non nulles telles que a * ©=0.

Preuve. Soit ¢ une fonction sphérique de G dont la représentation unitaire 7 appar-
tient & la série principale de G. On a

o(g) =< m(9)&, € >

pour un vecteur unitaire K-fixe £ € L*(G).

Soit Z un élément non nul du centre de 1'algébre enveloppante de I’algebre de Lie
complexifiée de G, vu comme opérateur différentiel sur C°°(G). Alors par le lemme de
Schur,

Zy(g) =< w(g)m(2)¢,€ >
=Xz < 7r(g)£,§ >
= Azp(9)

pour un scalaire Az € C.

Soit f € Co(G\\K) tel que Zf # Azf. Onpose a = Zf — Azf. Alorsa € C.(G\\K)

et, comme Z est dans le centre de I’algébre envelopante,

axp=Zfxp—Azf*xp
=Zxfxp—=Azf*p
=fx(Zxp)—Azf*p
=f*(Zp - Azyp)
=0.

D’autre part, comme 7 appartient & la série principale, il est bien connu que ¢ € L?(G)
pour tout p > 2 (A. Borel et N. Wallach, Continuous cohomology, discrete subgroups, and
representations of reductive groups, Princeton Princeton Univ. press 1980).

De plus, ¢ est K-biinvariante. W
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6 Cas discret

Les définitions sont légérement modifiées dans le cas discret par rapport au cas continu.
Nous devons donc énoncer la conjecture des diviseurs de zéro dans ce cadre spécifique.
Définissons les espaces de fonctions qui interviennent dans ce contexte.

Notons CG I'ensemble des sommes formelles & support fini, i.e. des sommes formelles
de la forme dec ag9, ag € C, ag = 0 pour tout g € G sauf un nombre fini.

Notons /2(G) I’ensemble des sommes formelles de carré sommable, i.e. des sommes
formelles de la forme } . ag9, ag € C, 3 |ag|? < oo.

Notons I*°(G) I’ensemble des sommes formelles bornées, i.e. des sommes formelles de
la forme }° . a49, ag € C,sup e |ag| < cc.

Il est clair que CG C I3(G) C I°(Q).

On définit une multiplication I2(G) x I2(G) — I°°(@) par la formule

aff = Z agbngh  pour azz%g et ﬂszgg.

Remarquons que pour o € CG et pour 8 € I?(G), on a T,fB := a * 8 = af. Souvent,
nous ne ferons pas la distinction entre o et Popérateur de convolution associée T4. Nous
écrirons par exemple ker o au lieu de ker 7,

La conjecture devient alors :

Soit a € CG et soit § € 1?(G) telles que af = 0. Alors a =0 ou 8 = 0.

Remarque. Dans le cas des groupes discrets avec torsion (cas analogue & celui de
la proposition 1.2), on peut construire explicitement des diviseurs de zéro; soit donc G un
groupe avec un élément de torsion différent de 1’élément neutre, noté par exemple g tel
que g" = e. Alors

I+g+g+-+g"H(1-g) =0.

En particulier, 1'algébre 12(G) possede des diviseurs de zéro.

Ce calcul tres simple montre que la conjecture des diviseurs de zéro n’est pas vraie s’il
existe un élément de torsion non trivial. Dans la suite, tous les groupes considérés seront
donc supposés sans torsion.

28



6.1 Généralités

Commencons par démontrer une proposition générale.

Proposition 1.23 Soit G un groupe discret, et soit o € CG. On note Ty | ‘opérateur
de convolution & gauche associé & a (c’est-a-dire To () = ax§). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) ker T, = {0}
(i) Im(T*) = Im(T,-) est dense dans 1*(G)
(iii) ImT, est dense dans 1*(G)
(iv) ker T = {0}
(v) a est un vecteur cyclique pour la représentation réguli¢re gauche de G dans 1%(G)

(vi) a est un vecteur cyclique pour la représentation réguliére droite de G dans 12(G)

Preuve. Les équivalences (i) < (ii) et (114) < (iv) découlent du fait général que
ker T = Im(T*)* pour tout T € L(H) ot H est un espace de Hilbert.

Prouvons d’abord ’équivalence entre (i) et (i44). Soit Ty = U|T,| la décomposition
polaire de I'opérateur T, ot U est 1'isométrie partielle sur 1?(G) d’espace initial (ker Ty )+
et d’espace final (ImT,).

On a U € VN(G),U*U est la projection orthogonale de 1?(G) sur (ker T,)t, et UU*
est la projection orthogonale sur ImT,. De plus, si 7 désigne la trace sur VN (@), on a
7(U*U) = T(UU*).

Si ker T, = {0}, alors U*U = I, et donc 7(U*U) = 1. Ceci implique par fidélité de la
trace que UU* = I, c’est-a-dire que ImT, = I2(G).

On montre la réciproque par le méme raisonnement.

Prouvons ensuite I’équivalence entre (i) et (v). Soit Xo = < A(g)o; g € G > le sous-

espace cyclique pour la représentation réguliere gauche engendré par o dans 12(G). Pour
£€l?(G),ona
fe Xt =< Ag)a,¢>=0VgeG

< axf" =0
<~ {* €kera
Ceci montre que X+ = {0} & ker T,, = {0}.

Enfin, I’équivalence entre les propriétés (iv) et (vi) découle de I’équivalence entre (i)
et (v), et du fait que (Xa+)* est le sous-espace cyclique pour la représentation réguliere
droite par . W
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Définitions et notations. Nous avons encore besoin d’introduire quelques notions
avant de commencer la preuve de la conjecture dans le cas des groupes ordonnables (a
gauche ou & droite). '

Le produit scalaire sur [2(G) est donné par la formule

(a,,B)zZagE; pour a:Zagg et ﬁ:Zbgg.

geG geaq geq

Sia=3 cgag9, on pose

ot = Z ag9 "t

geq

Soit L(I?(G)) 'ensemble des opérateurs linéaires bornés de 12(@). Comme nous iden-
tifions chaque o avec 'opérateur de convolution & gauche 7., nous pouvons considérer CG
comme une sous-algébre de L(I?(G)). L’algébre de von Neumann de G, notée VN (G), est
I'adhérence de CG dans L(I*(G)) pour la topologie faible (ou forte) des opérateurs.

L’application § +— 01 de VN(G) dans I?(G) est injective, donc on peut identifier
VN(G) a un sous-espace de I2(G) :

CG C VN(G) C I2(G).

Remarque. Si o € VN(G) C I*(G), il n’y a pas d’ambiguité pour les définitions
précédentes : par exemple, (af)(1) = (a1)(B1) est le produit des opérateurs « et 8. De
méme, o*.1 = (a.1)*, ot &* est 'adjoint de I'opérateur o et ou (al)* est définie par
I'involution sur I2(G).

La trace canonique sur V.N(G) est définie par 7: VN(G) — C, 7(a) = a;.
Lemme 1.24 La trace 7 est finie, fidéle sur VIN(G).

Preuve. Vérifions que 7 est bien une trace.
Il est clair que 7 est linéaire. De plus,

T(ad') = Z Agly-1

geaG

_ § : /
= ag-lag

geG
= 7(d ).

En outre,

% _ — —1
aa= E agQg g9
9,9'€G
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donc

{a*a) = z lag|?.

geG

En particulier, 7(a*a) > 0, ce qui démontre que 7 est une trace finie. Le fait que 7
soit une trace fidele découle aussi de la formule précédente :

7(a*a) =0<=VYg€G,a=0=a=0 N

Remarque. L’existence de la trace fidele 7 montre que l’algebre VN(G) est une
algtbre de von Neumann finie. En effet, soit E, F' deux projections dans VN(QG) telles que

E~F<LE.

Par définition de I’équivalence de deux projections, il existe une isométrie partielle V
telle que
E=V*V e F=VV"

Alors
7(E - F)=1(V*V) - 7(VV*) =0.

Supposons que E > F. La trace 7 est fidéle, donc 7(E — F) > 0 ce qui est absurde.
Ainsi, E=F.

6.2 Cas des groupes ordonnables (2 gauche ou a droite)
6.2.1 Généralités

Soit U(G) Vensemble des opérateurs affiliés & V N(G); par définition, 6 € U(G) est un
opérateur fermé, défini sur une partie dense tel que ufu* = 6 pour tout opérateur unitaire
u dans le commutant VN(G)' de VN(G). On dispose alors (algébriquement) de la suite
d’inclusions :

CG C VN(G) C 13(G) CU(G).

La partie difficile de la preuve de Linnell de la conjecture des diviseurs de zéro dans
le cas des groupes ordonnables consiste & démontrer la proposition suivante :

Proposition 1.25 Si pu € 12(G)\{0} et si B € I%(G)\{0} sont tels que uB = 0, alors
il existe v € 12(G) non nul tel que ypu=0..
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On a besoin de deux lemmes pour prouver ce théoréme : le premier nous permet de
travailler dans l'algébre de von Neumann de G, et le deuxiéme prouve le théoréme dans
cette algébre. Dans la preuve du lemme 1.26, on utilise des idées de la démonstration du
théoréme 10 de [2].

Lemme 1.26 Soit o € I*(G). Alors il existe des éléments 01,0, € VN(G) qui ne sont
pas des diviseurs de zéro tels que 010 € VN(G) et afy € VN(G).

Preuve. 1l suffit de prouver l’existence d’un élément 6 € VN (@) qui ne soit pas un
diviseur de zéro tel que af; € VN(Q) :

en effet, si o € 1*(G), alors a* € 1%(G), donc il existe § € VN(G) non diviseur de zéro
tel que a*f € VN(G); alors *a = (a*8)* € VN(G), et il suffit de prendre §; = §*.

On définit un opérateur non borné B sur le sous-espace dense VN (G) de I2(G) par la
formule
BXA=a\ X e VN(Q).

Ainsi, pour tout u € VN(G),

(BA ) = (ad p) = (A, a*p),

ce qui prouve que § a un adjoint, noté B*, défini sur VN(G) par B*1 = a*u. Ainsi, 8 se
prolonge en un opérateur fermé a.

En outre, le commutant V.N(G)' de VIN(G) est constitué des opérateurs de la forme
A Ay, ot A € I?(G) et ¥ € VN(G). En particulier si ¢ € VIN(G)' est unitaire (i.e.

pp* = p*p =1),
pap* = a.
Ainsi, par définition, & est un opérateur fermé affilié & V.N(G).
Par suite, 1 + &"& est inversible. On pose § = &(1+ &*@) " 'et § = (1+a*a)~! €
VN(G); alors on a @0 = 4, ot § € VN(G) et ot1 6 € VN(G) n’est pas un diviseur de zéro
dans VN(G) (car c’est un élément injectif & image dense). MW

Lemme 1.27 Soit G un groupe, et soit o € VN (G). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(4)30 € VN(G)\{0} tel que 6o = 0.
(41)3p € VN(G)\{0} tel que ap = 0.
Preuve. Si a =0, le lemme est trivial; supposons donc « # 0.
Soit I(a) = {z € VN(G); za =0} et r(a)={z € VN(G); az=0}.
Alors il existe une unique projection f de VN(G) telle que i(a) = VN (G)1 =), et
il existe une unique projection e de VN(G) telle que r(a) = (1 — )V N(G).
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Ecrivons la décomposition polaire de 'opérateur o, agissant sur I12(G) :
a = v|al,

ol |a| = ()2 et ol v est une isométrie partielle telle que v*v = e et vv* = f (cf
[29,thm 1.13.1]).

Supposons que I(e) = 0. Alors f = 1, donc vv* = 1. VN(G) étant une algebre de
von Neumann finie, ceci entraine que v*v = 1, i.e. e = 1. Par conséquent, r(c) = {0}.

De méme, r(a) = {0} implique I(a) = {0}. W

Nous pouvons 3 présent prouver le résultat annoncé précédemment.

Proposition 1.25 Si u € I2(G)\{0} et si B € I>(G)\{0} sont tels que uB =0, alors
il existe v € I2(G) non nul tel que yu = 0.

Preuve. Soit p, 8 € I?(G) non nuls tels que pB = 0.

Puisque 8 € [2(G), on peut appliquer le lemme 1.26; il existe donc § € VN(G) non
diviseur de zéro tel que 80 € VN(G). De méme, il existe §; € VN(G) non diviseur de
zéro tel que O;u € VN(G).

Ainsi,

61u80 = 0.
On applique alors le lemme 1.27 avec a = 01 et ¢ = B6; remarquons que a et ¢ ne sont
pas nuls car 4, 60; ne sont pas des diviseurs de zéro. On trouve ainsi 9cVN (G) non nul

tel que _
091# = 0.

De plus, 501 # 0, car 0 est non nul et §; n'est pas un diviseur de zéro. En posant
y=60,onayu=0 N

Introduisons & présent la notion de groupes ordonnables.

Définition Soit G un groupe discret. On dit que G est ordonnable & droite si G
est totalement ordonné par une relation < telle que a < b implique ag < bg pour tous
a,bg€eq.

Remarque. On définit de maniére analogue la notion de groupe ordonnable & gauche.
On peut montrer que G est ordonnable & gauche si et seulement si G' est ordonnable & droite
(mais les ordres considérés ne sont pas nécessairement identiques).

Exemples.

1) R est ordonnable & droite.
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2) Soit A un groupe abélien discret sans torsion. Alors A est ordonnable & droite;
en effet, A se plonge dans le produit tensoriel A ® Q, qui est un Q espace vectoriel de
dimension au plus dénombrable, et donc se plonge dans R.

3) Les groupes libres sont ordonnables & droite (voir paragraphe 6.3.1).

4) Les groupes nilpotents discrets sans torsion sont ordonnables & droite (voir para-
graphe 6.3.2).

5) Les groupes de tresses sont ordonnables & gauche (voir paragraphe 6.3.3).
6.2.2 Preuve de Linnell

Théoréme 1.28 La conjecture des diviseurs de zéro est vraie dans le cas ot le groupe
discret G est ordonnable (& droite ou & gauche).

Preuve. Soit < I'ordre total invariant & gauche de G.

Soit o € CG non nul; on peut supposer que a = 1+ Zg>1 agg:

en effet, si af = 0, alors pour tout g € G, ga8 = 0. Notons go le plus petit élément
de G tel que ag, soit non nul. Alors

1 _
—9 la:B = 07
ago

et 'élément & = _L-g; ' est de la forme souhaitée.
90

Notons A = {ga; g > 1} C I2(G).
Par définition du produit, on a, pour g > 1 :

go = g(l + Zahh)

h>1

=g+ Z angh.
h>1

De plus, si g > 1 et h > 1, alors gh > 1 (car h > 1 implique gh > g et g > 1). Ainsi,
gA C A.

Soit U le plus petit sous-espace fermé de I?(G) contenant A, i.e. U = Vect(A) est
I’adhérence de ’espace vectoriel engendré par I’ensemble A.

Soit V' le complémentaire orthogonal de U.

Décomposons 1'élément o € 12(G) sur U et V :

a=¢§+p, felUucV.
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Sig>1, alors gu € U:
en effet, d’apres la décomposition de ¢, gu = ga — g€. Or, £ € U. Ainsi,

¢ =1limé ou & € Vect(A).

Les vecteurs &; sont de la forme

=Y Anigkio avec Ai € C g > 1,06, € G.
k=1
Ainsi,
= Akiggkie avec ggrs > 1,
k=1

donc g&; est un élément de Vect(A). Par suite, g¢ = lim g&; est un élément de U.
D’autre part, go € A C U par définition de A, et comme U est un sous-espace, gu est
dans U.

Par conséquent, comme y € V et comme V est le complémentaire orthogonal de U,
on a

(,gp)=0 Vg>1.

Ainsi, pour tout g > 1, (up*,g) = 0:
en effet, si p = Y g Mnh, alors

pr="> mph7l.

heG
Ainsi,
ppt = Z Z mpphh' L.
heG h'€G
D’autre part, si g > 1,
gu=Y_ mpgh=Y mgnh,
hEG heG

et donc par définition du produit scalaire,

0=(n,gn) = > muTigip.
heG

Alors, (uu*, g) est le coefficient de pp* suivant g, donc

(up*,9) = Y maTig—y
heG

=0.
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Par suite, pour tout g € G différent de 1, (up*, g) =0, car (up*,g~1) = (up*, g), donc
pp* est orthogonal & tous les éléments de CG, sauf 1 (et ses multiples). On en déduit que

pu* =21, AXeC

Supposons que « € CG, B8 € 12(G)\{0} tels que a8 = 0.
Alors {6 + pf = 0. Mais,

B = lizm ( Z Ak,igk,icB) = 0,
k=1

donc uf = 0.

Supposons p # 0. D’apres le proposition 1.25, il existe ¥ € I2(G) non nul tel que
v = 0. Par suite, yup* = 0, et donc Ay = 0. Comme A # 0, on a v = 0 ce qui est absurde
par définition de . Ainsi, p=0,donca=0 (cara ¢ U). R

6.2.3 Variations sur la preuve de Linnell

Nous allons a présent démontrer d’une autre maniére le théoréme 1.28, en donnant un
autre argument pour la derniere partie de la preuve. Rappelons les notations introduites
dans la démonstration précédente du théoreme 1.28 :

Soit A = {ga;g > 1} C I3(G).

Soit U le plus petit sous-espace fermé de {?(G) contenant A, i.e. U = Vect(A) est
I’adhérence de ’espace vectoriel engendré par ’ensemble A.

Soit V' le complémentaire orthogonal de U. Décomposons 1'élément a € I12(G) sur U
et V.

a=&+pu, EelpeV.

On a montré que pp* = A1, A € C et que u3 = 0. Supposons u # 0.
Notons encore

H, = Vect(Aag(G)u)

la sous-représentation cyclique de [2(G) engendrée par p, ou Ag désigne la représentation
réguliere gauche du groupe G.

Lemme 1.29 L’espace H, est Ag(G)-invariant, et il existe une isométrie linéaire ®
de I2(G) dans H,, qui commute avec Ag(g),g € G.

Preuve. Montrons I'invariance de H,,. Soit € H,; z s’écrit sous la forme

z=1m) adc(g:)p, a;i€Cgi€G.
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Par suite,
Ae(g)z=lim ) aida(gg:)p

est la limite d’éléments de Vect(Ag(G)), donc Ag(g)z € Hu, ce qui prouve que l'espace
M, est A\g(G)-invariant.

Montrons l'existence d’une isométrie linéaire ® de 12(G) dans #, qui commute avec
Aa(g),g € G. On définit cette application linéaire en donnant I'image des éléments de la

base :
gu

Vérifions que ¢ commute avec /\(;(h), heG:

_hgu
|l
=®(hg)

=(® o Ag(h))(9)-

Vérifions enfin que @ est une isométrie, en utilisant le fait que pp* = Al (et donc
ll|? = ||wp*|| = A). Pour cela, soit £ € I2(G). Alors

lgul?

Tull®

” deG 599#”2
B
_ (Cgea a9t e Enhu)
- NE
Yo nec Eobnlgp, hu)
- Mk
— 2g,heG Egln(pp*, 97 h)
- P
_Lea 5™
I
=ll2.

Ainsi, ® posséde bien les propriétés annoncées. M

lp(N* =

Autre preuve du théoréme 1.28. Soit U : [2(G) — [2(G) lisométrie partielle
d’espace initial #, et d’espace final I12(G) définie par U = 0 sur P'orthogonal de #, et
U=23"sur H,.
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Alors U*U est la projection orthogonale sur H, et UU* = I. Par conséquent,
7(U*U) = 1, donc U*U =1 et ainsi, H#, = L*(G). Or, on sait que uB = 0, donc pour tout
n € H,, nB=0.En particulier, 3=6;4=0. B

6.2.4 Conjecture dans le cadre I?,p > 2

Soit G = F le groupe libre sur N générateurs S = {sy,---, sy }. Soit T = Cay(G, S)
le graphe de Cayley de G; T est un arbre. Soit zy = e le point base de T.
Soit A : I%°T — [°T Y'opérateur de moyenne définie par la formule

N
Af(gxo) = 2—1ﬁ > (F(s7 g0) + f(sig20))
i=1

= 5% (xsus-1 * f) (g0)

pour tout f € I°°T, oll xgug-1 est la fonction indicatrice de la partie S U S—!.
Soit z € C\{0} et soit ¢, : T' — C la fonction définie par

. z Z\n-1 22 _q2
‘Pz(gxo) = (q+ 1)(22 — q) ((6) + _;n-i-—l-)

ou n = d(zo, gzo) est la distance de gzo & zo dans T et ott ¢ = 2N — 1; remarquons que
¢, ne dépend que de I’entier n.

Il est bien connu (Pierre Cartier, Géométrie et analyse sur les arbres, Séminaire
Bourbaki 407, 1971/72, 123-140) que ¢, est fonction propre de A pour la valeur propre
A=2z+qz71

Soit z € C avec |z| = \/g. Alors ¢, € IP(T) pour tout p > 2.

En effet, le cardinal de I'ensemble {z € T/d(zo,z) = n} est égal & (¢ + 1)g"!; ainsi,

Yo le@)P =3 (g+1)g" Y. (n)|?

zeT neN

et on peut vérifier que cette série converge pour tout p > 2.
On peut considérer ¢, comme une fonction ¢, sur le groupe G : &.(9) = p(gxo).
Alors ¢, € IP(G) pour tout p > 2. On a donc démontré le théoréme suivant :

Théoréme 1.30 Soit G = Fy le groupe libre engendré par N générateurs sy, -+, SN.

Soit o = 5% xsus-1 — A0 € CG\{0} 0u S = {s1,---sn},z € C avec 2| = /g, A = z+qz~!
etq=2N—1. On a alors a* ¢, = 0.
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Remarque.

L’existence de contre-exemples & la conjecture des diviseurs de zéro dans le cadre [?
a déja été remarquée par Linnell et Puls, qui donnent un tel contre-exemple de maniere
ad-hoc (cf [26]). La construction ci-dessus est plus conceptuelle.

6.3 Exemples de groupes ordonnables
6.3.1 Cas des groupes libres

Le but de ce qui suit est de prouver que le groupe libre & deux générateurs, noté
F,, est ordonnable & gauche. La preuve se fait en deux étapes : tout d’abord, on
démontre qu'il existe un homomorphisme injectif de F> dans Homeo™ (R), le groupe des
homéomorphismes de la droite réelle qui préservent l'orientation. Ensuite, on prouve
que tout groupe dénombrable G tel qu'il existe un homomorphisme injectif de G dans
Homeo™ (R), est ordonnable & gauche.

Lemme 1.31 Il eziste un homomorphisme injectif ¢ de Fy dans SLy(R), ie SL2(R)
contient un sous-groupe libre sur deuz générateurs.

Preuve. Pour prouver ce lemme, on utilise une méthode appelée Ping-Pong de Klein.

Notons a,b les deux générateurs du groupe libre F,. Soit z = ((1] i) et y =

(; (1)), z et y sont des éléments de SLy(R). On définit un homomorphisme ¢ de F;

dans SLy(R) par son image sur les générateurs du groupe Fj :

p(a) ==, ¢(b)=y.

Il faut prouver que ’application ¢ ainsi définie est injective. Pour cela, soit g € F)\{e}.
On veut prouver que ¢(g) # ¢(e); ¢ étant un homomorphisme, on sait que @(e) = Id, ou
Id désigne la matrice identité de SL,(R).

1 2n 1 0
) n _— ) [ —
Remarquons tout d’abord que z" = ( 0 1 ) et Yy = < on 1 )

Posons
A = {(a, B) € R?\{0}; || > |B[}
et
B = {(a, B) € R?\{0}; o] < |8l}.

On vérifie facilement que "B C A et que y"A C B.
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En fonction de P’écriture de g, ¢(g) s’écrit sous une des formes suivantes :

gMy™ - glry™ (1)
gMy™ gt (2)
Y gty (3)

y™ .. gt (4)

Supposons que ¢(g) = Id. Quel que soit I’écriture de ©(g), on peut se ramener au
cas (2) : par exemple, si p(g) = z™y™ -..g"y™r on prend ng # —ny, et I'équation
©(g) = Id peut alors s'écrire gmotmiy™ ... gnrymrgp=no = 4.

Soit alors (a, 8) € B. On applique ce couple 3 ’égalité

n1

a™My™ ... g™ = Id.

D’aprés ce qui précede,
" (a,B) € A
y™1a (0, ) € B

ni

z"y™ ... g™ (o, B) € A.

Mais z™y™ ... g™ (a, B) = (o, B) € B, ce qui est absurde. Ainsi, p(g) # Id, donc
'application ¢ est bien un homomorphisme injectif. W

Lemme 1.32 (i) Il existe un homomorphisme injectif entre SLy(R) et Homeot(S?),
le groupe des homéomorphismes du cercle qui préservent ’orientation.
(4) Il existe un homomorphisme injectif de Fy dans Homeo™ (R).

Preuve. (i) Pour construire cet homomorphisme, on a besoin d’introduire le groupe

SU(1,1) = { (%‘ b) € SLy(C); |al? — [b]? = 1}.

a

Ce groupe SU(1,1) est isomorphe au groupe SLs(R). En outre, il existe un homo-
morphisme injectif de SU(1,1) dans Homeo™ (S'), défini par la formule

a b az+b
B‘ —_ )2 == — ’ [Z|=1
a bz4+a

En composant les deux homomorphismes précédents, on obtient le résultat.

(ii) Considérons le sous-groupe G de Homeo (R) des homéomorphismes de la droite
réelle qui commutent avec les translations entitres, i.e. le groupe des homéomorphismes f
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de R dans R tels que f(z + 1) = f(z) + 1 pour tout z € R. Il existe un homomorphisme
surjectif de G dans I’ensemble des homéomorphismes du cercle, qui a pour noyau I’ensemble
des translations entieres :

&:ff, fz+2Z)=f(z)+2Z VxR

Soit ¢ : Fy — Homeo™t(S*) un plongement du groupe libre F3 sur deux générateurs
a,b. On choisit A, B' € G qui se projettent respectivement sur A = ¥(a) et B = ¢(b) par
®, c’est-a-dire tels que ®(A’) = A et &(B') = B.

Par la propriété universelle du groupe libre, il existe un unique homomorphisme 1’ :
F, — G tel que ¢'(a) = A’ et ¢/(b) = B'. On a alors ® o9’ = ¢. Comme 1) est injectif,
ceci montre que 1’ est aussi injectif. M

Lemme 1.33 Soit G un groupe discret. On suppose qu’il existe un homomorphisme
injectif ¢ de G dans Homeot (R). Alors G est ordonnable a gauche.

Preuve.
Supposons qu'il existe o € R avec stabilisateur trivial, L.e.

Stab(zo) = {7 € G; #(7)(x0) = 2o} = {e}.

Alors on définit un ordre total invariant & gauche sur G en posant

71 < 72 si ¢(71)(z0) < d(v2)(%o)

ol le signe < dans le membre de droite désigne 'ordre total de R:
en effet, il est clair que < est un ordre sur G. Il est invariant 4 gauche puisque
’homéomorphisme ¢(7y) préserve lorientation. Enfin, l'ordre est total : en effet, soit

¥ # 72. Supposons que ¢(v1)(zo) = ¢(2)(wo). Alors ¢(v; )$(v1)(z0) = e, donc par
injectivité de @, 71 = 72 ce qui est absurde. Ainsi, on a bien un ordre total sur G.

Dans le cas ot il n’existe pas de point zg avec stabilisateur trivial, soit (x;) une suite
dense de points de R. On dit que ;3 < 72 si 71 = 72 ou si le premier indice 7 pour lequel
$(71)(zi) # $(72) (i) est tel que $(v1)(z:) < d(v2)(xi)-

Montrons qu’on a ainsi défini un ordre total invariant & gauche sur G.

Remarquons d’abord que si 71,72 sont des éléments de G,

Y1 =2 == Vi, d(m1)(z:) = dr2)(zi)-

En particulier, si 71 # 72, il existe un indice ¢ tel que ¢(1)(z:) # #(v2)(z;), et donc
71 <120uy2 <M

Vérifions que < est transitive. Pour cela, soit v1,72,73 € G tels que 71 < 72 et
w2 < 3. Le résultat est trivial si 71 = 2 ou si vz = y3; supposons donc que v # 72 et que
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Y2 # v3- Soit 7 le premier indice tel que ¢(71)(z;) # d(v2)(z;) et soit j le premier indice
tel que @¢(v2)(x;) # ¢(vs3)(z;). On considere trois cas :

Sii = j, alors pour tout k < 4, on a ¢(v1)(zx) = ¢(v2)(zx) = ¢(73)(wx) et $(v1)(:) <
$(v2)(z:) < B(v3)(2i), donc v1 < 3.

Sii < j, alors pour tout £ <4, on a ¢(71)(zk) = ¢(12)(zk) = ¢(73)(zk) et (71)(z:) <
$(v2)(z:) = ¢(73)(2:), donc 71 < 3.

Si4 > j, alors pour tout k < 5, on a ¢(v1)(2x) = ¢(12)(zk) = ¢(vs)(zx) et $(71)(x;) =
é(v2)(x;) < ¢(73)(z;), donc 71 < vs. .

Ainsi, la relation < est transitive. Il est clair que < est réflexive et antisymétrique, donc
c’est une relation d’ordre sur G. Cet ordre est invariant & gauche car I’homéomorphisme
@(7y) préserve lorientation. Le fait que lordre soit total provient de notre remarque
préliminaire. W ‘

En combinant ces trois lemmes, on voit que le groupe libre & deux générateurs est
ordonnable & gauche. Plus généralement, on peut montrer que les groupes libres & n
générateurs sont ordonnables 3 gauche.

On en déduit & 'aide du théoréme 1.28 que la conjecture des diviseurs de zéro est
vraie dans le cas des groupes libres.

Remarque Rappelons (voir paragraphe 6.4) que Linnell et Pulls ont montré dans
[26] que la conjecture des diviseurs de zéro est fausse pour le groupe libre Fy dans le cadre
[P pour tout p > 2.

6.3.2 Cas des groupes discrets nilpotents sans torsion

Dans ce paragraphe, nous voulons prouver que tout groupe nilpotent discret sans
torsion est ordonnable. Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.34 Soit G un groupe, Z le centre de G et H = n~1(Centre(G/Z)), ou
7 : G = G/Z désigne la surjection canonique. Si Z est sans torsion, alors H /Z est sans
torsion.

Preuve. Soit g € H tel que 7(g)" = 1 pour un entier n > 1; alors g™ € Z. 1l faut
montrer que g € Z. Comme Z est sans torsion, il suffit de vérifier que [z, g]™ = 1 pour
tout z € G, ou [z, 9] = zgz !9~ est le commutateur de z et de g.

Soit z € G. On a gzg~! = z[z™?, g]. Comme H/Z est le centre de G/Z, on a [z, gl €
Z. Par suite, g*zg~% = gzg~![z~!, g] = [z, g]? et par récurrence, gPzg~" = z[z7L, g™

Comme g" € Z,ona[z71,g]"=1. M
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Corollaire 1.35 Soit G un groupe nilpotent sans torsion. Soit {e} = Go C G1 C
.o C G = G la suite centrale descendante, définie par G;/G;—1 = Centre(G/G;i_1).
Alors le groupe G;/G;_1 est sans torsion pour tout 1 <1 < n.

Preuve. On remarque que
Gi/Gi-1 = (Gi/Gi-2)/(Gi—1/Gi-2)
= Centre((G/Gi_z)/(Gi_l/Gi_z))

pour tout indice 7 > 2 et on procede par récurrence. H

Proposition 1.36 Les groupes nilpotents discrets sans torsion sont ordonnables a
gauche.

Preuve. Soit G un groupe discret nilpotent sans torsion. Il existe alors une suite
finie
{e}=GocGi1C---CG;C---Gp=G

de sous-groupes de G telle que G;_1 soit distingué dans G; et telle que chaque quotient
Qi =Gi/Gi-1

soit abélien, sans torsion d’apreés le corollaire 1.35 (donc en particulier ordonnable a
gauche).

Notons <; un ordre total invariant & gauche sur @;. Nous allons construire un ordre
sur G & ’aide de ces ordres sur ;:

Soit 7,7’ € G. Soit i le plus grand entier tel que v~y ¢ G;_1. Alors v~ v € G,

donc il détermine un élément [y~14']; de @;. On pose alors

y<y = [y <L

Cette formule définit un ordre total invariant & gauche sur G; le seul point non trivial
3 vérifier est la transitivité de l’ordre. Soit donc 1 < 2 et vo < 3. Par définition, il
existe des entiers 4, j tels que v; 1y, soit un élément de G; mais pas de G;—1 et tel que
Yo L soit un élément de G; mais pas de G;_;. Etudions les différents cas possibles.

Si j < i, alors 77 y3 = (77 v2) (75 ) est un élément de G; mais pas de G;_1. Alors
vy Yvali = [vf Yvalilve Yvsli. Mais [v5 1~3); est I’élément neutre du groupe @, et donc
[v5 'l = 1. Ainsi, [v7 Mysli <6 1.

Sii < j, on raisonne de maniere symétrique.

Sii =7, alors 77 'vs = (97 'v2) (75 *v3) est un élément de G;. Sivy Lys est aussi un
élément de G;_y, alors [y] 1~s)i <i 1. Sinon, alors il faut évaluer [y; 1y3)k, ol k est un
entier plus grand que i et j. Ainsi, [y] "y3lx = 1.

Ainsi, 'ordre est transitif, et le groupe G est ordonnable & gauche. H
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6.3.3 Cas des groupes de tresses
Dans cette partie, on se contente de donner la définition des groupes de tresses, et de
citer un théoréme de Dehornoy (cf [6]).
Définition Le groupe de tresses sur n brins, noté B, est défini par présentation :
Bp =< 01,...,0n-1;0i05 = 0j0;,|i — j| > 2, et 0y050; = 0004, |i—j|=1>.

On définit de maniére analogue le groupe By, avec une infinité de générateurs et les
mémes relations.

Théoréme 1.37 Les groupes de tresses B,,2 < n < oo, sont ordonnables ¢ gauche.

Preuve. On se contente de définir I’ordre total invariant & gauche : si 81,82 € By,

alors on dit que B; < [ si et seulement si il existe un indice ¢ tel que le mot de tresse
1

BT 18, admette au moins une représentation ol apparait s; et olt n’apparaissent ni o *, ni
les o', <i. W

6.4 Seconde approche du probléme des diviseurs de zéro

Cette méthode est basée sur la technique des modules de Fredholm, introduite par
Connes dans sa preuve du fait que C}(F3), la C*-algebre réduite du groupe libre & deux
éléments F3, ne posséde pas de projection non triviale (voir [3]). Nous suivrons cette
preuve la. Le point de départ est le lemme suivant.

Lemme 1.38 Soit A une algébre de von Neumann finie, avec une trace finie fidéle et
normalisée 7. Soit p une projection dans A. Si 7(p) € Z, alors p=10 oup = 1.

Preuve. On sait que 7(p) = 7(p*p) > 0 et que 7(1-p) = 7((1-p)(1—p)*) > 0, donc
7(p) € Net 1 —7(p) = 7(1 — p) € N. Ainsi, 7(p) = 0 ou 7(p) = 1. Dans le premier cas, on
a7(l-p) =7((1—-p)(1—p)*) =0 et donc par fidélité de la trace, p = 1. De méme, dans
le second cas, p=0. B

Théoréme 1.39 Soit G = F3 le groupe libre sur deur générateurs. Soit o € CG.
Soit po, € VN(G) la projection orthogonale sur ker T,,. Alors 7(pa) € Z, ou T est la trace
canonique sur VN(G).

Corollaire 1.40 Soit G = F; et soit o € CG\{0}. Alors ker T,, = {0}.
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Preuve. D’apres le théoréme 1.39 et le lemme 1.38, p = 0 ou p = 1. Mais par
hypothese, a # 0 donc le deuxieme cas est exclus. W

Remarque. Supposons que G possede des éléments de torsion. Soit @ le sous-groupe
de Q engendré par les inverses des ordres de ces éléments. Il a été conjecturé que 7(pa) € Q
pour tout o € C¢(@). Un contre-exemple & cette conjecture a été donné dans [13].

Preuve du théoréme 1.39
Soit G = F, le groupe libre sur deux générateurs a et b.
Premiere étape : Construction d’'un module de Fredholm

Soit T' = (V, E) le graphe de Cayley de G. Rappelons que ’ensemble des sommets de
T est V = G et que z,y € V sont liés par une aréte (i.e. {z,y} € E) si et seulement si
y = zg pour un g € {a,b,a”1,b7}.

Tl est bien connu que T est un arbre. Etant donnés z,y € V, il existe donc une unique
géodésique [z, ] les reliant. Fixons o € V et définissons une application

B:V\{zo} = E,z — B(zx)

ou B(z) € E est I'aréte contenant = et contenue dans [zo,z]. Il est clair que 8 est une
bijection. On choisit un point * ¢ E et on étend 8 & V par B(zo) = *, obtenant ainsi une
bijection 8:V — EU {x}.

Le groupe G agit par translations & gauche sur V et sur E. On étend l'action de G
sur E en une action sur E U {x} par gx = * pour tout g € G.

L’application B est presque G-équivariante au sens suivant.

Lemme 1.41 Soit g € G. L’ensemble {z € V/B(gz) # gB(x)} est fini.

Preuve. Pour z € V, on a gz = xp si et seulement si z = g 'zg. Le segment

[€0, g~ 1xo] contient un nombre fini de sommets. Pour tout z ¢ [Zo, g 1zo], on a gz # xo
et gB(x) est une aréte contenant gz et contenue dans g[zo,z] = [gzo, gz]. Comme T est
un arbre et gz ¢ [gTo, To], gB(z) est également contenue dans [xo, gx] et donc gB(z) =

B(gz). W

Soient 12(V) et I2(E) les espaces de Hilbert avec bases V et E respectivement. On
définit un isomorphisme
®: 13(V) = I*(E) ® C{+}

par la formule ®(d;) = dg(z) pour tout z € V.

Soit 7+ = Ag la représentation réguliére gauche dans [2(V) = I?(G) et soit 7 = p® 0,
ol p est la représentation de G sur [2(E) associée & Vaction de G sur E et ol 0 est la
représentation 0 sur C{x}.
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On définit 7~ la représentation de G sur I2(V') par
7 (g) = 37 n(9)® Vg € G;
m~ est donc unitairement équivalente & .

Lemme 1.42 La représentation 7~ de G s’étend linéairement en une représentation

de VN(G).

Preuve. Comme 7~ et 7 sont équivalentes, il suffit de le montrer pour p. L’action
de G sur E est libre (si g{z,y} = {,y} pour z,y € Vet g € G, alors g = e). Ceci montre
que p est un multiple de la représentation réguliere A\g (en fait, p = Ag @ Ag car G possede
deux orbites dans E). Comme Ag s’étend & VN(G), ceci termine la preuve. M

Lemme 1.43 Pour tout o € CG, Uopérateur 7% (a) — n~ () € L(12(V)) est de rang
fina.

Preuve. Par linéarité, il suffit de montrer que 7% (g) — 7~ (g) est de rang fini pour
tout g € G.
Par le lemme 1.41, 'ensemble {z € V/B(gz) # gB(x)} est fini. Pour tout z € V tel

que f(gz) = gB(z), on a
77(9)0s = @7 m(g)®(4,)

= 0~ (r(9)dp(z))
= @™ (Jgp(a))

= (I)—l(‘sﬁ(gm))

= 0ys

= 1" (9)dz.

Ceci montre que 7% (g) et 77 (g) coincident sur le sous-espace de I2(V) de codimension
finie engendré par {6,/ € V, B(gz) = gB(x)}. W

Deuxiéme étape : Calcul de la trace

Soit 7 : VN(G) — C, 7(T) =< Té.,0. >=< T6,,0;, > pour tout z € V la trace
canonique sur VN(G). Nous allons relier 7(T) & la trace usuelle des opérateurs pour
certains T' € VN(G).

Lemme 1.44 Soit T € VN(G) tel que n+(T) — n~(T) soit un opérateur de rang fini.
Alors
7(T) = trace(r™(T) — n~(T)) = Y < (7H(T) — 7 (T)) 65,85 > .
€V

46



Preuve. Pour tout g € G,on a:

< (1%(9) — 77(9))8z01 020 > =< T (9)dzg,0ao > — < T (9)0a05 9z >
=< A(9)0zg 020 > — < (B7'(9) @)z 0 >
= T(g)— < W(g)‘sﬂ(zo)’ 5!“3(9:0) >
= 7(g9)— < m(g)ds, 0x >
= 7(g) car m(g)d. = 0.

D’autre part, pour tout z € V\{zo}, on a

< (’/T+(g) - W_(g))(sa:,(sz > =< A9)dz,0; > — < 7T(g)53(z),55(m) >
=< 042,05 > = < 0gp(2) Op(a) >
en effet, si g = 1, < 8,0z >=< Oyp(2),0p(z) >= L et sig # 1,9z # z et gB(z) # B(zx),

done < 8gg, 0z >=< d4p(a), Op(a) >=0-
Il en découle que

trace(nt(g) — 7~ (9)) = E < (7% (g) — 77 (9))0z, 0z >= T(9).
eV

Par linéarité, on a donc
trace(n (To) — 7~ (Ta)) = 7(T) pour tout a € CG.

Par densité de CG dans V. N(G) et par continuité de 7 et des formes linéaires positives
T =< (7H(T) — n=(T))bz, 0 >, il en découle que trace(n*(T) — 7~ (T)) = 7(T) pour
tout T € VN(G) tel que 71 (T) — 7~ (T) soit de rang fini. M

Troisieme étape : Quelques lemmes généraux
Soit A un espace de Hilbert.

Lemme 1.45 Soient T, S deux opérateurs bornés sur H. Soient p,q les projections
orthogonales sur ker T et ker S. Supposons que T — S soit de rang fini. Alors p—q est de
rang fini.

Preuve. Soit ¢ = T—S. Par hypothése, K = ker(T'—S) est de codimension finie dans
7. Comme T et S coincident sur /C, on a ker TN K = ker S N K. Ainsi, p et g coincident
sur ker T N K.

D’autre part, comme K est de codimension finie dans #, ker TNK et ker SNK sont de
codimension finie dans ker T et ker S respectivement. Il en découle que (ker T)* et (ker S)*
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sont de codimension finie dans (ker TN K)L = (ker SNK)*+. Ainsi, (ker T)+ N (ker S)~ est
de codimension finie dans (ker T'N K)* et donc dans (ker T')L.

Il est clair que p = ¢ = 0 sur (ker T)* N (ker S)+.

Soit K’ = [ker TN K] & (ker )L N (ker S)+. Comme ker T'N K est de codimension finie
dans ker T et que (ker T')* N (ker S)* est de codimension finie dans (ker T')L, K’ est de
codimension finie dans H. De plus, p =g sur £'. W

Lemme 1.46 Soient p,q € L(H) deux projections telles que p — g soit un opérateur
a trace sur H. Alors trace(p — q) € Z.

Preuve. Soit T = (p — ¢)2. Alors T est auto-adjoint et compact. De plus, Tp = pT
et Tq = qT. Soit H =Ho® P xs0 Ha la décomposition de H en sous-espaces propres
de T'. Pour tout A # 0,dimH,, < oo.

Comme
’Ho =kerT
= ker(p - ¢)*
= ker(p — q),

les projections p et ¢ coincident sur Hy. On a donc

trace(p — q) = trace(p — q)lea,\;é "
0

Comme p et ¢ commutent avec T, chaque H, est invariant sous p et sous g. On a
donc

trace(p—q) = 3 (trace(pls, ) — trace(qln,)).
A#£0

On a en outre trace(plu,) € N et trace(qln,) € N, car dimH, < oco. Ainsi,
trace(p|u,) — trace(g|s,) € Z. Le terme de gauche étant fini, on a

trace(plu,) — trace(glu,) # 0

pour au plus un nombre fini de A. Il en découle que trace(p — g) €z N
Quatrieme étape : Intégralité de la trace

Soit o € CG. Soit p € VN(G) la projection orthogonale sur kerT,,. Nous voulons
montrer que 7(p) € Z. Soient p*,p~ les projections orthogonales sur ker 7+ (T},) et sur
ker 7~ (T},) respectivement.

Lemme 1.47 (i) =t (p) = p*.
(i) Il existe une projection p, de rang 1 telle que = (p) = p~ — p,.

Preuve. (i) Comme 7t = \g, on a ker 7+ (T,) = ker T, et donc p* = p = 7+ (p).
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(ii) La représentation 7~ est équivalente 4 la représentation Ag ® Ag®0. Il existe donc
une décomposition 12(V) = H & CJ,, en sous-espaces 7~ (G)-invariants avec 71"(G)|(&s =
zg
0 et il existe un isomorphisme T : H — 12(G) @ I2(G) entrelagant 7~ et A\g ® Ag- On a
ainsi

[kerm~(a)]"H =T"" ( ker (Ag(a) @ Ag(a)))
=T (ker T, ® ker T,,)

Comme
()|, = T a(p) ® A (P)IT

=T 'p&plT,

il en découle que 7r_(p)| 4 ©st la. projection orthogonale sur ker 7~ (T,) N H. Comme
7~ (p) = 7 () = 0 sur Ciz,, on a

7r—<p)|€6$0 =0 et Ciy, C kern™ (Ty).

Comme p~ est la projection sur ker 7~ (Ty), p~ = I sur Cd,,, d’ott p~ = 7~ (p) + p«,
ol p, est la projection sur Co,,. W

Fin de la preuve du théoréme 1.39

Par le lemme 1.43, 7% (a) — 7~ (a) est de rang fini. Le lemme 1.45 implique que
pt —p~ est de rang fini. Par le lemme 1.47, 7% (p) — 7~ (p) = (pT —p~) + D« est également
de rang fini. Le lemme 1.46 implique alors que trace(n*(p) — 7~ (p)) € Z. Mais 7(p) =
trace(nt(p) — 7~ (p)) d’apres le lemme 1.44. Ainsi, 7(p) € Z. W
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Chapitre 2
Propriété (T) pour Sp(n,1)

Dans le chapitre 9 de [16], Pierre de la Harpe et Alain Valette ont prouvé que le
groupe Sp(n, 1), le groupe des isométries de I'espace hyperbolique sur les quaternions, a la
propriété (T') de Kazhdan. La preuve, diie entre autres & Kostant ([23]), est longue et assez
fastidieuse. Le but de ce chapitre est de donner deux preuves raisonnablement courtes, et
n’utilisant que des résultats assez connus, de ce théoréme. L’esquisse de démonstration la
premiere preuve que nous allons détailler ici se trouve dans le review par M. Cowling de
[16], et utilise trés largement des idées de [5]. On peut aussi trouver des indications un peu
plus précises dans [31]. La deuxiéme preuve, basée sur des idées de Gromov et de Shalom,
est développée dans un livre & paraitre de B. Bekka, P. de la Harpe et A. Valette.

1 Généralités sur les groupes de Kazhdan

Soit G un groupe localement compact.
Les représentations (, H,) considérées sont supposées unitaires et fortement continues
sur des espaces de Hilbert complexes, ce qui signifie que

GxHe— Hy
(9,€) = 7(g)¢

est une application continue.
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Définition Pour un nombre réel e > 0 et un ensemble compact K (_I G, on dit qu’un
vecteur unité £ € H, est (¢, K) invariant si

sup [|x (k)€ — ¢l <e.
keK

On dit que m posséde presque des vecteurs invariants si pour tout couple (e, K), il
eriste un vecteur unité (¢, K) invariant dans H,.

Définition On dit que le groupe G a la propriété (T), ou que G est un groupe de
Kazhdan, si toute représentation de G qui posséde presque des vecteurs invariants a des
vecteurs non triviaux invariants :

30 # n € Hy tel que n(g)n=1n Vg e G.

Définition Soit (7, H,) et soit (p,H,) deuz représentations unitaires de G. On dit
que m est faiblement contenue dans p si toute fonction de type positif associée ¢ T peut étre
approchée uniformément sur les sous-ensembles compacts de G par des sommes finies de
fonctions de type positif associées @ p. On note alors © < p.

Ceci signifie que pour tout § € M, pour tout sous-ensemble compact Q de G et pour
tout € > 0, il existe n1,...,Mq € H, tels que pour tout x € Q,

| < m(x)€, € > —Z < p(z)mi,mi > | <e.

=1

Définition Soit G le dual de G, c’est a dire ’ensemble des classes d’équivalence des
représentations unitaires irréductibles de G. On le munit de la topologie de Fell, basée sur
la contenance faible :

st S est une partie de @, 7 € G est dans Uadhérence de S <= r est faiblement
contenue dans S (on note alors w < S).

Ceci signifie que chaque fonction normalisée de type positif associée & un vecteur unité
§ € Hy
Ve :G—-C

g<m(g)E,€>
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peut étre approchée uniformément sur les sous ensembles compacts de G par des combi-
naisons convexes de fonctions normalisées de type positifs associées & des représentations
dans S.

Remarques 1) 7 posséde presque des vecteurs invariants <= m contient faiblement
la représentation triviale 1g.

2) 7 posséde un vecteur invariant <=> m contient la représentation triviale comme
sous représentation.

3) G a la propriété (T') <= Toute représentation qui contient faiblement lg contient
lg.

Proposition 2.1 G a la propriété (T) <= 1g est isolée dans G.

Preuve. Supposons que le groupe G est de Kazhdan.

Soit S C G tel que 1g € S; on va prouver que 1g € S.

On a supposé que 1g € S, donc 1g < @D,es 7 Ainsi, lg =7 pour un 7 € S, et par
conséquent, la représentation triviale 1g est isolée dans G.

Réciproquement, supposons que la représentation triviale 1g soit isolée dans G.

Soit P Penveloppe convexe de 0 et des fonctions normalisées de type positif sur G
associées aux représentations de G. On munit P de la topologie de la convergence uniforme
sur les sous ensembles compacts de G; alors P est compact.

Soit P, Penveloppe convexe fermée de tous les points extrémaux de P qui sont
différents de la fonction constante égale & 1; par hypothése, 1 ¢ F.

Soit K la réunion des segments joignant 1 et un point de F.

D’apres le théoréme de Krein Milmann, K = P.

Prouvons que le groupe G a la propriété (T').

Soit 7 une représentation de G possédant presque des vecteurs invariants.

Soit ¢ une fonction normalisée de type positif associée & , appartenant a P\Po.

Par définition de K,

o=A+(1-A), pePy, 0<A<I

Faisons des constructions GNS pour ces différentes fonctions :

p(z) =< m(z)§,£>, €€ Hn
A=< m(x)é1,61>, &1 € Har,.
(1= N¢(x) =< ma(x)€2,62 >, &2 € Hay-
Soit

K=< (7T1(X) D 71‘2(X))(£1 @ £2) >C Hﬂ'l EBH?Tw
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et soit
p(z) =< (m & m)(x)(£1 @ &2), &1 062> .

On notera au passage que le vecteur £ & &; est cyclique pour K.
On définit encore une application u de H, dans K par

u(>_ Nm(z)€) = D Ai(mi(z;) @ ma(27)) (€2 © &2).
J J

En fait, u est une isométrie qui entrelace les deux actions de G, et

<m(x)é, 6> = A
=< m(e)é1, & >
= [|&I*.

donc d’apres le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz,

mi(z)é = c(z)é1,

ol c(z) € C ne dépend que de z.
De plus,

< c($)£1,£1 >= ||£1”27

donc

et ainsi

m(z)61 =& Yz €G.

Si & = 0, alors A = 0 ce qui est exclus. Ainsi, ; est un vecteur fixe non nul dans K;
en utilisant I'isométrie u, on obtient un vecteur fixe non nul dans H,, ce qui prouve que

G a la propriété (7). A

Exemples

1) Si G est compact, alors G a la propriété (T').

2) Soit G un groupe de Lie non compact réel simple, de rang réel supérieur ou égal a

2. Alors G est un groupe de Kazhdan.

Cela a été démontrée par Wang en 1969; il suffit en fait d’étudier SL(3,R) et Sp(2, R),
car un tel groupe G posséde un sous groupe fermé de centre fini localement isomorphe a

SL(3,R) ou & SO(2,3) = Sp(2,R).

93



2 Propriété (T) pour Sp(n,1), preuve d’aprés Cowling-Haagerup
2.1 Généralités sur les groupes de Lie de rang 1

A isomorphisme local pres, il en existe trois familles et un groupe exceptionnel :

SO¢(n,1), n > 2,
SU(n,1), n>2,
Sp(n, 1)’ n —>- 27

Fy(~20), qui est un groupe d’isométries en rapport avec les octaves de Cayley.

Les trois familles sont définies comme ceci : Soit F =R, C ou H et soit

n
[z,y] = Yoo — Zmzvi ol z,y € F*tL,

=1

Le groupe des isométries pour cette forme bilinéaire [-, -] est appelé :

O(n,1)siF =R,
U(n,1)si F =C,
Sp(n,1) si F = H.
On note

SU(n,1)=U(n,1)N SL(n+1,C)

et SO,(n, 1) la composante connexe de SO(n,1) = O(n,1) N SL(n + 1,C) qui contient
I'identité.

En fait, on peut exprimer le groupe Sp(n,1) comme un sous groupe du groupe
Mn+1(H) .
Sp(n,1) ={g € GLp1(H); g¢*Jg=J}

ol g* désigne la matrice transposée conjuguée de g et ot J désigne la matrice

1 0 0

0 -1 0
J=1. . . :

0 0 - -1

Supposons & présent que F = C ou H et notons G = SU(n,1) ou Sp(n, 1) ou Fy(_20).-
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Soit G = KAN la décomposition d’Iwasawa de G; rappelons que K est un sous-
groupe compact maximal de G, que N est un groupe nilpotent, et que l'algebre 2l associée
au sous-groupe A est une algebre abélienne. Si N désigne l’algébre de Lie du groupe N,
alors

’ 0 =2 0
Nzga®g2a0ﬁga={ z 0 -z ;ZEIFn_l}
0 2 O

w 0 —w

etgza={ 0 0 0. ;wE]F',w-I—TU':O}.
w 0 w

( 4(n — 1) pour Sp(n,1)

En particulier, dimg G, = { 2(n — 1) pour SU(n,1)

8 pour Fy(_20)

(3 pour Sp(n,1)

dimg Goo = { 1 pour SU(n,1)

( 7 pour F4(-20)

2.2 Groupes de type H

On pourra consulter [5] pour une introduction sur les groupes de type H.

Définition Un groupe de type H est un groupe de Lie, noté N, réel, conneze, simple-
ment conneze dont l’algébre de Lie est de type H.

Une algébre de Lie N est de type H si elle s’écrit comme une somme directe N = VO Z
ol :

i) ¥, Z sont deuz espaces réels euclidiens.

i) Z est le centre de N

L
i) VV € Y de norme 1, adV : (ker ad(V)) T Z est une isométrie surjective.

L’ensemble des groupes de type H est une classe de groupes nilpotents (de pas 2)
comprenant la composante nilpotente N de la décomposition d’Iwasawa (G = KAN) des
groupes de Lie Sp(n,1),SU(n,1) et Fy_20)-

Nous avons vu au paragraphe précédent que l’algebre associée & ces groupes N peut
s’écrire sous la forme N = G, ® Gao. L’espace G, correspond & V, tandis que I'espace Gaq
correspond a Z.

Notations Pour simplifier les notations, on note, pour v € V et z € Z,
(v,z) = exp(v + z/4) € N.

99



On définit les entiers p, q,r, a par les formules suivantes :

2p =dimg V,
g =dimg Z,
r=p+q,

a =p/2.

Représentations unitaires irréductibles d’un groupe de type H

Nous avons besoin d’étudier le dual unitaire d’un groupe de type H.

Soit Sz la sphére unité de Z.
On munit Vespace Y d’une structure hermitienne complexe : si w € S Z,

{ViWh =<V, W > +i< [V,W],w> VYV,W e V.

On note V,, 'espace V muni de cette nouvelle structure {.,.},,.

Il existe deux classes de représentations irréductibles unitaires d’un groupe N de type
H : celles qui sont triviales sur le centre (elles n’interviennent pas dans la formule de
Plancherel) et les autres, qu'on peut paramétrer par Rt x Sz, et définies de la maniere
suivante :

Soit H(Y,,) l’espace des fonctions entitres sur V.

Soit v > 0.

On définit un espace de Hilbert par :

Hyw = {6 € H); IE = [ 160 exp(=20fof?)dv < oo}
Le groupe N agit sur I'espace H,, ,, par la représentation unitaire Ovw :

(04,0(v,2)€) (w) = exp(=v(Jo]* + 2{w, v}y +i < 2,0 >))é(w + )

pour v,w € V,z € Z.

Cette représentation se prolonge en une représentation de ’espace M*(IN) des mesures
bornées sur N : pour u € M(N),

Ovw(p)( = / / Ov,w(v, 2)Cp(v, 2)du(v, z).
yJz
D’autre part, si R > 0, on définit une mesure &z par la formule:
Sp(u) = / u(v, 0) exp(—R|v|*)dv Yu € Cy(N).
v
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Proposition 2.2 Soit ¢ un polynéme homogéne de degré d dans l’espace H, .Alors

00.0(®r)¢ = TP(R — v)*(R +v) "4 2.

Preuve. Soit w € Sz et soit { un polynoéme homogene de degré d dans H, ..
oy (®R)C(w) = /v exp(—BJv|2) o (v, 0)¢(w)dv par définition de @
- /Z exp(—R|v|?) exp(~v(|v]? + {w,v}))¢(w + v)dv
- /v exp(—Rlv — w]?) exp(=v(|v — w|? + 2{w, v — w}))((v)dv
- /v exp(—Rlv — w|2) exp(—v({v + w,v — w},))¢(v)dv
- /Z exp(—Rlv — w]?) exp(=v([of? — |w]? = {v, W}, + {w,v},))((v)dv
—exp(v]ul?) [ exp(~Rlu - ul?) exp(-vIvf?) exp(ivIm{v, w}))G(w)do:

On remarquera qu’on a utilisé la formule :

{v+w,v — w}y ={v —w,v—w}, + 2{w,v — w},

=lv — w|? + 2{w,v — w},.

Pour conclure, on identifie Y, avec CP et on utilise le fait que ¢ est une somme
de mondmes homogenes de degré d; l'intégrale se décompose alors en une somme de p
intégrales du type de celle du lemme 2.11 (voir annexe, paragraphe 2.4). Par suite, on a
bien
0 w(®r)C = TP(R—v)}(R+v)"%P(. W

Opérateur de Laplace

Introduisons & présent un laplacien sur le groupe N.
Soit {wx} une base orthonormale de Z.
On pose

g
Azu(v,z) Zg— u(v, z + twg) - Y(v,z) € N,u € C®(N).
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Soit v > 0,w e Sz et £ € Hy,.
On note également o, ,, la représentation de I’algébre enveloppente de N déduite de

Ov,w
Lemme 2.3 On a 0,,,(Az)¢ = V2, et par conséguent, o, ,(A%)¢ = v29¢ = VPE.

Preuve. Cette propriété se démontre par un calcul direct :

2

2 (UV,w (0, twk)f(w)) ‘

2

t2

Ov,w (A_Z_)é.(w) =

M=
Q’JlQ_)

t=0

ko
Il
—

(exp(—iut < Wk, w >)§(w)) ’t:O

>
I
—

I 1
Se |
Mn MQ

Q.)IQJ

< Wg, W >2 f(w)

[l

A

[ V]
m?
g N

).

Considérons la distribution tempérée ®p * Az; elle est définit sur N par le crochet de
dualité suivant :

<Pr*Az,u>=< P, Azu> Yu e CP(N).

Lemme 2.4 On a 0,.,(®r *Az) = 0,,u(Pr)0vWu(AZ).

Preuve. La encore, cette propriéte se démontre par un calcul direct :
O'V,w(éR * Aé)é'(w)

=®r(Agz) <0u,w(.)£(w)) par dualité
= fz exp(—RlUIZ)A§<0',,,W(.)§(’(U))(’U, 0)dv par définition de @5
= fZeXP(—RlUP)( -3 59722 (a,,,w(v, twk)f(w))) L_Odv par définition de Az

= Jye(~Rlol) (= Sioy G (exp (- vllof® + 2{w,0} +i < twn,w >))e(w +
v)) ‘t_o)dv par définition de o,

= fzexp ( — RJv]? exp ( — v(|v|? + 2{w, v}w)) vi(w + v)dv.

D’autre part,
Ovw ((I)R)O'V,w (Ag)f(w)
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= ®r(0w,w()ovw(B2)E(w))

= [y 90,0 (v,0)0,4(A2)€(w) exp(—Rlv|*)dv

_ J, exp(-Rio]2) exp(=v(jo]? + 2{1,u})) s (A2)E(w + v)d

= fy_exp(—R|v|2) exp(—v(|v|? + 2{w, v},,))v2&(w + v)dv par le lemme 2.3.

Ainsi, O'y,w((I)R * Ag_)f(w) = Uu,w(QR)(Uu,w(Aé)g) (’LU),
ie. 0, u(Pr*Az) = 0vw(®Pr)ovw(Az). B

Corollaire 2.5 On considére la distribution tempérée ®g x Ag sur N. Soit R >
0,v>0,we Sz et € Hy,,, homogéne de degré d.
Alors 0,,,(®r * A%)E = (v)P(R - V)R +v)~9-PE.

Preuve. C’est encore un calcul direct, qui utilise la proposition 2.2 :

0vw(®r * Aa§)§ =04,u(PR)Tv,w( %_)é.
=0v,u(2r) (V7€)
=Py, (Pr)E
=(7v)?(R — v)#(R + v)~%"P¢ d’aprés la proposition 2.2. B

Algébre de Fourier-Stieljes

L’algébre de Fourier-Stieltjes de N, noté B(IN) est 'espace de tous les coefficients
¢ :n—< w(n)é,n> (€1 € Hy) de toutes les représentations unitaires 7 de N. Muni de
la multiplication point par point, B(IV) est une algébre; c’est méme une algebre de Banach
pour la norme

leliz = inf{lllinl; ©(n) =<m(n)¢,n>}.

On remarque que si ¢ € B(IN), sa norme en tant qu’élément de I'algébre de Fourier
est minorée par sa norme supérieure :

“‘P”oo =3upn€N‘(p(n)|
=suUpnen| < m(n)§,n > |
<suppen||m(n)Elllinll = 1€l lInil-

Ceci est vrai quel que soient &,7 vérifiant o(n) =< m(n)¢,n >, donc ||¢]lw < ||l B-

Proposition 2.6 Si u est une fonction de classe C> sur N telle que u € B(N) et
telle que A%/ 2w soit intégrable, alors :
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[ ((42772u) w,0)a0] < w7l

Preuve. D’apres le corollaire 2.5,
ovw(®r* AZ)E = (Tv)P(R~ v)*(R+v)"47P¢.

pour tout polynome homogene £ de degré d.

La norme d’opérateur de o, , sur 'espace Hy4 des polynomes homogenes de degré d
est donc inférieure ou égale & (7v)?(R — v)4(R + v)~9-P¢.

Notons ||.{| la norme d’opérateur sur H, . Alors comme la somme directe des espaces
Hg4 est dense dans H, ,,,

lov,w(®r * AZ)|| <(7v)P(R —v) (R +v)~%P
<n® d’apreés le lemme 2.12 (voir annexe, paragraphe 2.4).

D’autre part, par définition de la norme sur B(N),

| <@rxAZ,u>|<supllo(r*AZ)lulls,

le sup étant pris sur ’ensemble N des représentations irréductibles unitaires o de N. Or,
I’ensemble des représentations o, ,, est un ensemble dense dans N, c’est-a-dire

sup [lo(®r * AZ)|| = sup lo(@r * AD)I,
U‘GN

donc
|| < @R*Aaé,u > || < #P||u||p

et par conséquent,

|| exo(=RIpIP (22%) (o, 0] < ¥l

En faisant tendre R vers 0, on a I’estimation voulue :

|/v ((Aé)p/zu) (v,0)dv| < 7P||ul|p. W
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2.3 Preuve de la propriété (T)

Dans la suite, G désigne un des groupes Sp(n, 1), SU(n,1) ou Fy_3p). On considere
une décomposition d’Iwasawa G = K AN ; rappelons que la composante N est de type H.

Notons G, A, N les algebres de Lie des groupes de Lie G, A, N respectivement. Alors
N = G, ® Gaq, 0l G, et Ga, sont les sous espaces propres associés a la représentation
adjointe de A dans G.

Notons p = dimg G, et ¢ = dimg G2q4.

Soit B la forme de Killing sur G. On définit une forme quadratique définie positive
sur G par :
X +Y2=—-(2p+49)"'B(X/2+Y/4,X/2+Y/4).

On prend, comme coordonnées sur N, exp(X +Y/4), ol X € G, et Y € Gaq; on veut
exprimer ces coordonnées dans la décomposition de Cartan G = KAK.
Pour cela, fixons H, € A tel que o(H,) = 1. Alors pour X € G, et Y € Gaa,

exp(X + Y/4) = k1 exp(tHq)k2

oi1 k1, ko € K et ot 2sinht = (4| X)? + | X|* + |[Y]?).

A l'aide de cette relation, on peut trouver I'identification suivante, qui joue un role
primordial dans la suite :

Identification L’espace des restrictions @ N des fonctions de classe C*° sur G bi-
invariantes par K coincide avec l’espace des fonctions de la forme exp(X + Y/4) —
FAX|2+ X[ +1Y|?), ou f est une fonction de classe C* sur R.

Théoréme 2.7 Soit (u;) une suite uniformément bornée de fonctions de classe C*°
sur G, biinvariantes par K, qui convergent uniformément vers 1 sur les sous ensembles
compacts de G.

Soit fi une fonction de classe C* sur R telle que

ue( exp(X + 7)) = Fud1X P+ X[+ |V P),

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

(3) D) =o(t™), 0<i<p/2
+o0
(i) / I Fo? (t)| /2714t < o0.
1
(132) f,gp /2) (442 4 £4)tP/2~1 est majorée par une fonction intégrable.
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Alors s N
xl/2T (B49)

liminf ||u > G(p,q) i= ——=-=.

Ce théoréme va nous permettre de prouver rapidement que Sp(n,1) est un groupe
de Kazhdan; donnons une esquisse de cette preuve. Si G = Sp(n,1) ne posséde pas la
propriété (T'), il existe une suite ¢y, de fonctions sphériques normalisées sur G qui converge
uniformément vers 1 sur les sous-ensembles compacts de G. Alors on va montrer que les
fonctions ux = <pk|  Vérifient les hypotheses du théoréme 2.7. On conclut, car d’une part,
G(p,q) > 1, mais d’autre part, 1 = ||ug|| 5.

Pour prouver le théoréme 2.7, nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme 2.8 Soit (fi) une suite de fonctions C* sur R vérifiant les hypothéses (i),

(ii), et (iit) du théoréme, et telle que fy converge vers 1 uniformément sur les compacts.
Alors

oo —_1\p/2
lim [ fPP (442 4 t4ye2e-1gs = (—l)—r(p/z).

Preuve. Soit a = p/2.
Commencons par vérifier que [;° (@) (442 4 $4)120-1g4 existe.

Pour t assez grand, t* + 4¢2 ~ t4.

Or,
/ f,gp/z)(t4)t2p“1dt Z% /oo flga) (s)sp/2—1/4s—3/4d8
0 0

:1/ f,g“)(s)sp/z_lds.
4 Jo

La fonction f; vérifie (ii) donc cette intégrale est absolument convergente, ce qui
prouve que lintégrale f;° f,ga) (482 + t*)tP/2-1dt est convergente.
A présent, on pose s = 4 + 4t2 + 4.
Alors
(s12 —2)P= 1571205 =(s2 4 2 — 2)P~1(42 + 2)~1(8¢ + 4t3)dt

=4t(t*)P71(t2 + 2) 712 + 2)dt
=4t2P~ 144,
On en déduit que

/ fk(;a)(4t2 + t4)t4a—1dt :i / fk(;a)(s _ 4)(3—1/2 _ 2)p—ls—1/2ds
0 4

S / " (s - 4)g/(s)ds
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ou
9(s) = ()2 (172 — 2 1s7V7).
ds
Pour avoir ceci, on a intégré par parties, en remarquant qu’il n’y a pas de termes
bornés, car les p — 2 premiéres dérivées de la fonction s — (s1/2 — 2)P~15~1/2 g’annulent
en s =4 et car f,gz)(t) =o(t™%) 0<1i<p/2
En outre, il est clair que g est une fonction de classe C*° sur Rt et que

7() =) ((s12 - 2572

p-1
— %)a((z C};:—lsh,/z(_Q)p—l—h)s—lﬂ)
h=0 _
d " et
=(5)%(3 s/~
h=0

p—1 d ’
— p—1/ o\p—1-h; % yas (R-1)/2
DT AT

3 Ot (g (sr /2 (- 1)/,
h=0

ol [bl, =b(b—1)...(b—a+1).

En particuliersih=p—1,0na[(h—1)/2],=0,etsih <p—1,alors h—p—1 est un
entier strictement inférieur & —2 donc inférieur ou égal & —3. Ainsi, s(h=p=1)/2 tend vers
0 (quand s — 0o) au moins aussi vite que s~3/2, d’ ot

(e o]
/ 19'(s)|ds < oo.
4

Grace a I'hypothese (iii), on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée :

oo _1ya oo
lim / f,ga) (4¢% 4 t*)tto 1t =(—-1 / klim fr(s —4)g'(s)ds
0 4 —00

k—xo 4

=(_i)a Aoo g'(s)ds

(=1)°

(Jim g(s) - 9(4))

4
_(=D
=3 Jim 5(0)

En effectuant un calcul similaire & celui de g'(s), on prouve que

9(5) = 3 CF (=2 1R (s P2 (b~ 1)/
h=0
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Quand on fait tendre s vers co, on voit que le seul terme non nul est celui obtenu pour
h = p—1, ce qui prouve que
lim g(s) =[a - 1]a-1

S§—00
=(a — 1)!
Par conséquent,
Jim / FO (442 1 thypte—1gs = ( 41) [a —1]a_z
=(“T1)r(a). n

Lemme 2.9 Soit f une fonction sur N de classe C*° vérifiant les hypothéses (1), (i1)
et (111) du théoréme 2.7. On définit u: N — R par u(v,2) = f(4[v|? + |v|* + |2]?). Alors

1)p/29p+1p +o0
/v ((Aé)p/zu)(v,O)dv:( Y (129)I‘(q /21;( 2) / FO/D (442 + t4)e2P~ 141,

Preuve. On pose s = 4[v|? + [v]%.
D’apres la formule de Taylor avec reste intégral,

u(v, 2) =f(s + |2[*)

2

(%) stlzl
Zf (S)I 25 Hl/ FEN () (s+ |2]2 - t)Hdt, HeN

2

Zf( )(s) 2|2 + — /' (l2]* = )H FED (¢ 4 5)dt

donc

H ||2

z(]2 Py + Al (/0 ’ (12| = t)F FEAD ¢ 4 s)dt).

A () = = 3 2 1o+ tunf)
k=1

= — 2h(2h + g — 2)|z|?h—2

t=0
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donc

%(|2*") = — 2h(2h + ¢ — 2)AF 1 (|2|**7?)
=(~1)°2h(2h +q—2)...(2h — 2a + 2)(2h — 2a + 2 + g — 2) 2" "%*
=(~1)%2Ph(h — 1+ q/2)...(h — a+1)(h — a + ¢/2)|2** 7
0 f!a)!(h —1+4¢/2)...(h—a+q/2)|z*2
T'(h+1)T(h+q/2) o2
IF'(h—a+1)I'(h—a+q/2) :

(-1

(-1)°2?

Supposons que H > p.
Alors

|| |2|2
Aaz</ (|z|2 _ t)Hf(H+1)(t+ s)dt) — / (|Z|2 _ t)HP(z, t)f(H+1)(s +t)dt
z\ J, .
ol P est un polyndme, donc en prenant z = 0 dans la formule

H a1
Su(v,2) = 3 TP ag (12 + g ( /0 (1212 — )H FED 1 + s)d),
h=0

on voit que tous les termes de la somme sont nuls (sauf pour h = a), et I'intégrale est nulle.
Ainsi,

(@) (s
Suv,0) =1 ag (2

I'(a+ 1)(a + ¢/2)

= fO () (1)

I'(1)I'(g/2)
_ (@) (g)(_1)agp (0t /2)
= (s) (- E
_+(a anpl(T/2)
=1 (s)(~1)22 T(2/2) our=p+aq.

On intégre sur V, en remplacant s par 4|v|? + |v|* :

au (v v =(— apr(r/2) (a) v v dv
[ (@27) .00 =27 s | 1ol + o1

T [ s s
~ T(nT(q/2) : o F@ (42 4+ 1)t 1dt

par passage aux coordonnées polaires. W
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Preuve du théoréme 2.7

D’apres le lemme 2.9, (Az)%uy est intégrable sur N, et donc

o N | o . .
hkrggfﬂuklNHB zhkrgg}fﬁ/ ((Az) uk)('u 0)dv d’apres la proposition 2.6

1 7PT(%)
=limi p+1 (p/2) 2 4\ ,2p—1
hkrgggf 71_1,2 T2 l/ (4% + t*)e*P i

d’apres le lemme 2.9

_opt1 L(r/2)I(a)
4T'(¢/2)T(p)

2 70((p+0)/2)T(p/2)
B L(¢/2)T(p)

d’aprés le lemme 2.8

/) _
(/2T ~ 2 (/2 + /2’

donc
xl/ 2F(M)

hkmlnf||uklNHB 2 m

ce qui acheéve la preuve du théoréme 2.7. M

En particulier, si G = Sp(n, 1), liminfy_, ||uk|N||B >2n—1>1pourn > 2 et si
G = F4( 20),hmmfk_,oo ”uklN”B > 21.

Fonctions sphériques.

Introduisons encore quelques résultats connus sur le comportement asymptotique des
fonctions sphériques sur Sp(n, 1) et Fy_39). On les notera ¢,, s € C.

Tout d’abord, on les normalise de telle sorte que p,, pour s imaginaire pur, corre-
sponde a la représentation de la série principale sphérique, et que ¢; corresponde 3 la
représentation triviale.

On sait que @, = ¢ si et seulement si s = +t, donc on peut supposer que Re(s) > 0.

De plus, ¢, est une fonction hermitienne si et seulement si s € R U iR.

En outre, on connait le comportement asymptotique des fonctions a — ws(expaHy)
ou H, est tel que a(H,) =1:

s (exp(aI—Ia)) ~ ¢(s) exp ((s -D(p+ q)a) quand a — 400
ol c désigne la fonction de Harish Chandra.
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En particulier, ¢, est bornée si et seulement si |Re(s)| < 1.

Les fonctions sphériques s sont des fonctions declasse C*° sur G, biinvariantes par
K, donc d’apres I'identification du paragraphe 2.3 (avant le théoréme 2.7), il existe pour
tout nombre complexe s une fonction fs de classe C*° sur R telle que

os (exp(X +Y/4)) = F(AIXIP+ |X[* +|Y]?).
Ces fonctions f; ont le comportement asymptotique suivant :
Fs(t) =~ ¢(s)ttDE+D/2 quand t — +oo.
En effet, pour X,Y bien choisis,
fot) =f (X + [X|* + V)
=, ( exp(X + Y/4))
=P (k1 exp(aHa)kg)
ol 2sinha = (4|X|2 + | X|* + |[Y]?)/2 = ¢1/2.
Or, argsinht =In(t + V1 + £2),
donc a = arg sinh(%\/f)
=1n(%\/2+ 1+ %),
d’'ou a zln(%\/z + %\/Z) = In(vt) quand t — +oo.
Ainsi, d’aprés le comportement asymptotique de ¢,, on a

fs(t) =~ c(s) exp ((s -D(p+9q) 1n(\/i)) = ¢(s)t(e~DP+D/2 quand t — +oo.

Nous pouvons & présent démontrer le théoreme suivant :
Théoréme 2.10 Sp(n,1),n > 2 et Fy_30) sont des groupes de Kazhdan.

Preuve. On raisonne par l’absurde.

Ainsi, supposons que G ne posséde pas la propriété (T').

Alors la représentation triviale 1g n’est pas isolée dans le dual G , muni de la topologie
de Fell, donc il existe une suite (¢s, )x>1 de fonctions sphériques de type positif qui converge
uniformément vers 1 sur les sous ensembles compacts de G.
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Ces fonctions sphériques ¢, sont bornées (par 1) et hermitiennes, donc on peut
supposer que s; €]0,1]U¢R. En outre, & chaque @,, correspond une fonction de classe C*°
sur R, notée f;,, telle que

@ou (XD(X +Y/4)) = fo, (AIXP + [X|* + [V ]2).

Vérifions, & 'aide du comportement asymptotique des fonctions f,, que I’on peut
appliquer le théoréme 2.7 :

Fsi (8) = c(s5)t G~ DE+)/2 quand ¢ — 400,

fa, (8) = c1(sg)te*~D@+0/2-1 qand ¢ — +00,

s(:) (t) ~ Ci(sk)t(sk“l)(l’+f1)/2—“ quand ¢t — 400,

donc
D(t) = o(t™*) pour 0 < i < p/2.

De plus,
|fs(f/2) (&)[tP/271 = (s )t CR—DE+HD/2-1 gyand ¢ — +oo,
donc
+o0
/ FP/D(1)[2/21dt < oo,
1
Enfin, il est clair que les f;, sont majorées par des fonctions intégrables; ainsi,
hkn_l}gf “QDsk INHB > 1.

D’autre part, faisons une construction GNS pour la fonction sphérique g,, : il existe
une représentation unitaire irréductible 7, et un vecteur unitaire ¢ s, tels que

Py (’I’L) =< s (n)gska fsk >

ce qui implique que
@i |y llB = poi (€) = 1.

Ceci est absurde, donc I'hypothése de départ est fausse; par suite, G est un groupe de
Kazhdan. M
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Remarque Si G = SU(n, 1), alors G(p,q) = 1 et il n’y a pas de contradiction.
2.4 Annexe

Voici les preuves de deux lemmes purement calculatoires utilisés lors de démonstrations
précédentes; le lemme 2.11 a été utilisé dans la preuve de la proposition 2.2, tandis que le
lemme 2.12 a été utilisé dans celle de la propostion 2.6.

Lemme 2.11 Soient v, R des nombres réels positifs, s,t des réels quelconques et k un
entier naturel non nul. Alors

//Rz(a:—kz'y)k exp (—V(x2+y2)) exp (—R((x—t)z—i— (y—s)z)) exp (2iu(yt—xs))dxdy

=n(t+is)*(R—v)F(R+v) * lexp ( —v(t? + 32)>.

Preuve. Commencons par démontrer le résultat suivant :
si p est un réel strictement positif, si u,v sont des réels quelconques et si k est un
entier naturel, alors

/R2 (z+iy)* exp (—u(g;2+y2)+2iu(yu—mv)) dzdy = ,u:“ (_N(U—{—iv))k exp (——u(u2+v2)).

Pour cela, soit g € S(R?). On définit une fonction g € S(R?) par la formule :
§u,0) = [ [ 9(o,0) exp (2intyu - ov))dady.
RZ
Alors
1/0 .0\~ 1 ) 2 :
5 (% + z%)g(u, v) =5 / /R . 9(z,y)(2ipy — 20°ux) exp (2w(yu - wv))dwdy
=p / /R 9(@y)(z+ iy) exp (2iu(yu - wv))dwdy-

Par itérations successives, on obtient :

(2 +id)] o =u* [ [ oe e+ in o (2intyu— ov))dody.

En particulier pour g(z,y) = exp ( — p(z? + yz)) )
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g(u,v) = / /11{2 exp ( — u(z?® + yz)) exp (2iu(yu - xv))dmdy

= exp ( — p(u? + 112)) /[Rz exp ( — p(x? + 92 + 2iyu — 2zv — u® — v2)>d:cdy

=exp ( — p(u? + vz)) //Rz exp ( - u((:c — ) 4+ (y - zu)z)) dzdy

= exp ( — p(u? + vz))

car / exp(—cs?)ds = v/m/c pour ¢ > 0,
R

donc g(u,v) = % exp ( — p(u +iv)(u — w))
Par suite,
/ (z + iy)* exp ( — u(z® + yz)) exp (2iu(yu - xv))dmdy
=3 ()] )

()] (o (st w)
:u—’:'—l( — p(u+ w))k exp ( — M(Uz + 'UZ))

o

R2

ce qui est la formule annoncée.

Par prolongement analytique, ceci reste vrai pour tout nombre complexe p tel que
Re(u) > 0 et pour tous complexes u, v.

Posons y = v + R,u = (vt — iRs)/p,v = (vs + iRt)/p. Alors
/]R2 (z 4+ iy)* exp ( —v(z? + y2)) exp (— R((a: -2+ (y— 3)2)> éxp (22'1/(yt - ms))dxdy

=exp(—Rt? + Rs?) /]H{2 exp ( — (v + R)(z? + yz)) exp (2R(:L't + ys) + 2iv(yt — xs))dxdy
=exp ( — R(t? + 32)) /R2 (z + iy)* exp ( - u(z? + yz)) exp (2z'u(yu - xv))dmdy
= exp ( - R(t* + sz)) #I::Ll ( — p(u+ w))k exp ( ~ pu(u? + 112))

=n(t+1is)*(R— v)*(R+v) % lexp ( v+ 32)). ]
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Lemme 2.12 Soient R,v des nombres réels positifs, non tous deur nuls et sotent
p,d € N. Alors
v?(R —v)?
— <
(R+v)dtr —

Preuve. On a0 < |R— v| < (R+v), donc 0 < |R—v|¢ < (R+ )%
De plus, 0 < v? < (R+v)P.
Ces deux inégalités sont & termes positifs ou nuls, donc on peut les multiplier termes
& termes :
0 < v?(|R-v|%) < (R+v)PTe.

Comme R > 0 ou v > 0, ceci prouve le résultat annoncé. M

3 Propriété (T) pour Sp(n,1), preuve de Bekka-de la Harpe-
Valette

3.1 Préliminaires
3.1.1 Cohomologie

Dans la premiére partie du chapitre, nous avons utilisé le fait qu'un groupe est de
Kazhdan si et seulement si la représentation triviale est isolée dans le dual du groupe.
Voyons & présent une autre caractérisation de la propriété (T').

Définition Soit G un groupe topologique, et H un espace de Hilbert. Une action
isométrique affine de G sur H est la donnée d’un homomorphisme o de G dans le groupe
Is(H) des isométries affines de H tel que Papplication G x H — H, (g,8) — a(g)§ soit
continue.

Définition On dit qu’un groupe topologique G a la propriété (FH) si toute action
isométrique affine de G sur un espace de Hilbert réel posséde un point fize.

Définitions Soit G un groupe localement compact, m une représentation unilaire
(continue) de G dans un espace de Hilbert H et b: G — H une application continue.

(i) On dit que b est un cocycle par rapport a w si b vérifie la relation
b(gh) = b(g) + m(g)b(h) Vg,h € G.
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On note Z1(G, ) Uespace vectoriel des cocyles.

(it) On dit que b est un cobord s’il existe un vecteur £ € H tel que

b(g) =m(g9)€ - € Vg egG.

On note BY(G, ) le sous-espace vectoriel de Z*(G, ) formé des cobords.

(iii) Le premier groupe de cohomologie de G ¢ valeurs dans 7 est le groupe quotient

HY(G,7m) = Z'G, m)/BY(G, ).

Remarque Soit o : G — Is(H) une action isométrique affine de G sur . Sa
composée avec la projection canonique I's(H) — U(#H) est une représentation unitaire =
de G. Ainsi, pour tout g € G, l'isométrie affine a(g) s’écrit

a(g) = b(g) + n(g)

ol1 b(g) est une translation. Le fait que o soit multiplicative implique que b est un cocycle.
Si de plus « est conjugué & 7 via une translation de vecteur fixe &, alors b est un cobord.

Théoréme 2.13 (Delorme-Guichardet) Soit G un groupe topologique.
(i) Si G est un groupe de Kazhdan, alors G a la propriété (FH).

() Si G est localement compact, o-compact et si G a la propriété (FH), alors G a la
propriété (T).

Remarque On ne sait pas, dans le cas d’un groupe topologique, si les propriétés (T)
et (FFH) sont équivalentes.

3.1.2 Paires de Gelfand et cohomologie

Définition Soit G un groupe localement compact et K un sous-groupe compact de G.
On dit que la paire (G, K) est une paire de Gelfand si I’algébre de convolution Co(G\\K)
des fonctions intégrables sur G biinvariantes par K est commutative.

Exemples de paires de Gelfand

1) Soit G un groupe commutatif et K le sous-groupe trivial réduit & I’élément neutre.
Alors (G, K) est une paire de Gelfand.

2) Soit G = SO(n) x R* et K = SO(n). Sin > 2, alors (G, K) est une paire de
Gelfand.
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3) Soit G = SO(n + 1). Le groupe G opere sur la sphére unité S™ de R*tl. On
suppose n > 2. Notons K le stabilisateur pour cette action du point (1,0,---,0); le groupe
K est isomorphe & SO(n). Alors (G, K) est une paire de Gelfand.

4) Soit G = SOg(1,n) le groupe de Lorentz, c’est-a-dire la composante connexe con-
tenant ’élément neutre du groupe O(1,n) des transformations de R**! laissant invariante
la forme quadratique

x%—x%——---—xi.
On suppose n > 2. Soit K le sous-groupe de G des transformations qui laissent fixe le
vecteur (1,0,--,0); le groupe K est isomorphe & SO(n). Alors (G, K) est une paire de
Gelfand.

5) Soit T un arbre, et S(T) 'ensemble de ces sommets. Soit G le groupe des isométries
de S(T). Fixons un sommet zo € S(T). Soit K le stabilisateur de zo pour l'action
canonique de G sur S(T); S(T) s’identifie & G/K . Alors (G, K) est une paire de Gelfand.

6) Soit G un groupe de Lie réel semi-simple & centre fini. Soit K un sous-groupe
compact maximal de G. Alors (G, K) est une paire de Gelfand d’aprés un résultat classique
d’Helgason.

Remarque Soit (G, K) une paire de Gelfand, et soit 7 une représentation unitaire
irréductible de G. A l’aide du lemme de Schur, on peut prouver que HX, le sous-espace
des vecteurs invariants par 7(K), est de dimension 0 ou 1 (sur C). Si il est de dimension
1, on dit que 7 est une représentation sphérique.

Lemme 2.14 Soit G un groupe topologique, et soit K un sous-groupe compact de
G. Soit m une représentation unitaire de G sur un espace de Hilbert H qui ne contient
pas la représentation triviale (voir la remarque aprés la définition de la topologie de Fell,
paragraphe 2.1). On suppose de plus que HE est de dimension finie et non nul. Alors
ne posséde presque pas de vecteurs invariants. En particulier si (G, K ) est une paire de
Gelfand et si T est une représentation sphérique unitaire de G, alors ™ ne posséde presque
pas des vecteurs invariants.

Preuve. On raisonne par ’absurde; supposons que m posséde presque des vecteurs
invariants, c’est-a-dire qu’il existe une suite généralisée (£;); de vecteurs unités telle que

lim }r(9)& ~ & = 0

uniformément sur les sous-ensembles compacts de G. Pour tout indice i assez grand, posons

1
;= k)dk,
Ll /K“‘ )¢

dk étant une mesure de Haar sur K.
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I1 est clair que 7; est un vecteur unité de H%, tel que
lim | (g)mi — sl =0

uniformément sur les sous-ensembles compacts de G.

Par hypothese, le sous-espace HX est de dimension finie, donc sa sphere unité est
compacte. Ainsi, il existe une sous-suite qui converge vers un vecteur unité 5 € #X. Par
passage a la limite, on voit que 7 est invariant par 7(G), ce qui contredit le fait que 7 ne
contient pas la représentation triviale. W

Le théoréme suivant est diie & P. Delorme ([7]); nous donnons une preuve non publiée
de Y. Shalom.

Théoréme 2.15 Soit (G, K) une paire de Gelfand, et soit m une représentation
sphérique de G sur un espace de Hilbert H distincte de la représentation triviale. Alors

HY(G,7) = {0}.

Preuve. Soit o une action affine de G sur H, de partie linéaire 7. Il faut prouver
que «a posséde un point fixe global.
Soit b € Z*(G, ) le cocycle défini par

a(glv=m(g)v+b(g), veH.

Pour toute mesure de Borel u & support compact sur G, on peut définir une transfor-
mation affine a(x) sur A par l'intégrale & valeurs dans Pespace de Hilbert

a(p)v =/Ga(g)vdu(g), vEH,

c’est-a-dire
a(p)v = m(w)v + /G b(g)du(g), veH.

Soit po une mesure de probabilité sur G symétrique, biinvariante par K, absolument
continue par rapport & une mesure de Haar & gauche sur G et & support compact. On
suppose de plus que le sous-groupe engendré par le support de pg est dense dans G.

e 1°"¢ étape : L’opérateur a(uo) a un unique point fixe vy dans H. En effet, d’apres
le lemme 2.14, 7 ne posséde presque pas de vecteur invariant. Ainsi, 1 n’appartient pas au
spectre de 'opérateur 7(yp). Comme pg est symétrique, 'opérateur 7(ug) est auto-adjoint,
donc ||m(uo)|| < 1. De plus, si v,w € H,

la(ko)v — a(po)w|l < |7 (po)v — m(po)w|
< lw(po)lllv — wll.
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Par suite, a(uo) est une contraction stricte sur l’espace affine de Hilbert #, donc a(po)
posséde un unique point fixe vp.

e 2¢™¢ étape : Le sous-espace affine des points fixes par a(K) est de dimension > 1.
En effet, la mesure pg est K-invariante & gauche, donc pour tout k € K,

a(k)ve = a(k)a(pe)vo
= a(po)vo
= 9.

De plus, la représentation 7 est sphérique, donc il existe un vecteur non nul v; € H fixe
par w(K). Par suite, v2 = vg + vy est fixe par a(K), et il est différent de vo.

e 3¢™e¢ étape : Soit M;(G\\K) 'ensemble des mesures de probabilité sur G a support
compact, biinvariantes par K. Alors v est fixe par a(u) pour tout 4 € Mi(G\\K).
En effet, comme (G, K) est une paire de Gelfand, l'algebre C.(G\\K) est par définition
commutative. Toute mesure de M;(G\\K) peut étre approchée (pour la topologie faible)
par des mesures absolument continues avec une densité de C.(G\\K), donc M;(G\\K)
est aussi commutatif. Par suite, si p € M1(G\\K),

a(p)vo = ap)e(po)vo
= apo)x(p)vo

ce qui prouve que a(u)vy est un point fixe de a(uo). Par unicité du point fixe de (o),
on en déduit que a(u)ve = vo.

e 4¢™¢ Giape : Le point vy est fixe par a(G). En effet, soit vx la mesure de Haar
normalisée sur K, vue comme mesure sur G. Comme vk * 04 * Vg est une mesure de
probabilité sur G & support compact biinvariante par K, le vecteur v est fixe par a(vg *
8y x vk) d’apres la 3°™¢ étape. Ainsi, pour tout g € G,

vo = a(Vk * 0 * VK )Vg

= a(vk)a(dg)a(vk)vo
= a(vk)o g)/ k)vodk
= a(vk)al5,) /K vodk

= a(vk)a(dg)vo

= a(vk)a(g)vo
2/ a(k)a(g)vodk.
K

Ainsi, le sous-ensemble affine fermé

A={v e, / a(k)vdk = v}
K
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contient la a(G)-orbite de vg. Par irréductibilité de 7, on en déduit que A = H ou que
A= {v}. Mais d’aprés la deuxiéme étape, le sous-espace affine des points fixes par a(K)
est de dimension au moins 1, donc A = {vg}, c’est-a-dire a(G)vy = {vo}, ce qui montre
que l'action affine o posséde un point fixe global. W

3.1.3 Opérateur de Laplace

Introduisons la notion de laplacien sur une variété riemannienne.

Définition Soit M une variété riemannienne de dimension finie n; on note TyM
Uespace tangent en x € M, et exp, lapplication ezponentielle riemannienne en . Soit H
un espace de Hilbert, et soit f : M — H une application de classe C?. Le laplacien de f
est Uapplication Af : M — H définie par

n d2
Af(z) = - ; 2] (P X)) g,
ot X1, -+, X, est une base orthonormale de Ty M.

Remarques 1) L’expression du laplacien ne dépend pas de la base orthonormale
choisie.

2) Une propriété fondamentale du laplacien est le fait qu’il commute avec les isométries
de M, ie. si ¢ : M — M est une isométrie, alors pour toute application de classe C?
f:M—>H,
A(fop)=(Af)oyp

3) Les seules propriétés du laplacien que nous allons utiliser sont les suivantes :

oA est G-invariant, c’est-a-dire que A commute avec les translations & gauche par des
éléments de G.

oA annule les constantes.

Définition Une application f : M — H est harmonique si Af = 0. Ceci est équivalent
au fait que l'application x < f(z),u > est une fonction harmonique sur M pour tout
u€EH.

Proposition 2.16 Soit f : M — H une application de classe C2. Alors pour tout
reEM,

AllflI*(z) = 2R < Af(2), f(z) > —2||dfsll}s,

ot ||dfz||las = (Tr(dfidfs))'/? est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle de f au
point .
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Preuve. Pour X € T;M, on a

% < f, f > (exp, tX) =< %f(expz tX), f(exp, tX) > + < f(exp, tX), %f(esztX) >

=2R < %f(expmtX),f(expti) >

et par conséquent,

d2 2
pres < fof > (exp, tX)=2R < %Ef(expth),f(expxtX) >

d d
+2< Ezf(expx tX),zl—tf(expmtX) > .

En évaluant en £ = 0, on trouve

d? d?
g7 < f > (exp, tX)|,mg = 2R < 5 f(exp, tX)|,_or f(@) > +2]dfz (X%
Par suite, si X1, -, X, est une base orthonormale de ’espace tangent T, M, on a :
2 — d
AllfI*(z) = - ﬁf(expz £X:)|,—o

t=

n d2 n
= 2Ry < =5 (exp, X)) F(2) > =2 lldfa(X)IP
=1 i=1

= 2R < Af(z), f() > ~2||dfellfzs-

3.1.4 Structure riemannienne sur G/K.

Soit (G, K) une paire de Gelfand. Nous rappelons ici la construction d’une structure
riemannienne G-invariante sur G/K. La référence principal pour tout ce paragraphe est
[17].

Soit ¢ = K lorigine de G/K.

1l existe une involution de Cartan notée 8, c’est-a-dire un automorphisme involutif de
G tel que le sous-groupe K soit 'ensemble des éléments de G stables par 6. Posons

P={X€G; df(X)=—X}

La décomposition G = T @ P est appelée décomposition de Cartan de G. Fixons un
sous-espace abélien maximal a de P. Soit A = expa le sous-groupe de G correspondant.
Alors on a les décompositions suivantes :

G = KAK et G = KexpP,
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appelées décompositions de Cartan de G.
Tout élément X € P définit un vecteur tangent Dx € Ty, (G/K) par la formule

d
Dx f(zo) = a;f((eXPtX)xo)ltzo
ol f € C*°(G/K) et g € G. L’application X + Dx est une bijection linéaire entre P et
I'espace tangent Ty, (G/K). Ainsi, on peut identifier P et Ty, (G/K).

Pour g € G, soit A(g) le difféomorphisme de I’espace symétrique G/K défini par
translation & gauche par g :

A(g)hK = ghK, hea@G.
Remarquons que si k¥ € K, I'isomorphisme linéaire dA(k);, de Ty, (G/K) correspond 2
I’application linéaire Ad(k) : P — P, car
¢ f(kexptX — 3 f(hexptxht
%f( expt xO)lt:O _?d—tf( expt x0)|t=0

d
= Eff(exp tAd(k) X zo)],_,

pour toute application f € C*°(G/K).

Le sous-groupe K est compact, donc il existe un produit scalaire K-invariant < e >
sur Ty, (G/K), ou, de maniére équivalente, un produit scalaire Ad(K)-invariant sur P. Si
T = gZo, on définit un autre produit scalaire sur T, (G/K) par la formule

< dAN9)2o(X),dAN ()2, (Y) >o=< X, Y >, X,Y € P.
Ce nouveau produit scalaire est bien défini, puisque < .,. > est invariant par K. En outre,

il définit une structure riemannienne G-invariante sur G/K.

Proposition 2.17 Soit G/K un espace symétrique riemannien. On suppose que
Vaction de K sur Uespace tangent Ty, (G/K) est irréductible. Soit o une action isométrique
affine sur un espace de Hilbert 1, et soit F : G/K — H une application G-équivariante
de classe C'. Si F n’est pas constante, alors il existe A > 0 tel que A\F' soit une isométrie
locale.

Preuve. Soit 7 la partie linéaire de . On identifie ’espace tangent T, (G/K) avec
P comme ci dessus, et on identifie ’espace tangent en un vecteur v € H avec H. Comme
'application F est supposée G-équivariante, on a pour tout k € K et pour tout X € P,

dF,, (Ad(K)X) = %F(exp tAd(k) X o)|,_,

d
= EZF(k exptXxo)|,_,

= n(k)%F(exp tX20)|,_,
= n(k)dFy, (X).
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Ceci prouve que la forme bilinéaire symétrique @ définie sur T, (G/K) = P par la
formule
Q(X,Y) =< dF;,(X),dF, (Y) >

est Ad(K)-invariant. Soit A la matrice symétrique réelle n x n, ol n est la dimension (sur
R) de I’espace G/K, définie par
QX,)Y)=< AX,)Y >, X, YeP.

Alors A commute avec Ad(k),k € K, donc les sous-espaces propres de A sont invari-
ants par K. Comme nous avons supposé que K agit de maniére irréductible sur I’espace
P, on en déduit que A a une unique valeur propre, et donc A = cl,, pour une constante
¢ > 0. Par suite,

|dFe (X)I? =l X[I* VX € T (G/ K).

L’application F étant G-équivariante, on a, pour g € G et pour z = gzo,
F=a(g)oFoXg™)

et pour la différentielle,
dF, = 7(9)dFgydA\(g™ ")z

Comme A(g~1!) est une isométrie, on a alors pour tout X € P,

|z (dA(9) 20 X )| = I|dFa, (X
= cf| X]|
= c[|dA(9)zo (X) |-

Comme F n’est pas constante par hypothése, la constante ¢ est non nulle et donc %F
est une isométrie locale. W

Remarque Si G est un groupe de Lie simple, ’action de K sur T, (G/K) est toujours
irréductible. De maniére plus générale, c’est aussi le cas si G/K est un espace symétrique
riemennien irréductible. Nous pourrons donc appliquer la proposition précédente.

3.2 Stratégie de la preuve
Pour prouver que Sp(n,1) est un groupe de Kazhdan, nous allons combiner les deux

théorémes suivants :

Théoréme 2.18 Soit G un groupe de Lie simple de centre fini, et soit K un sous-
groupe compact mazimal de G. Si G ne posséde pas la propriété (T'), alors il existe une
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action isométrique affine de G sur un espace de Hilbert H et une application F : G/K — H
harmonique, G-équivariante et non constante.

Théoréme 2.19 Soit G = Sp(n,1) et K = Sp(n) x Sp(1). Toute application har-
monique F : G/K — H, G-équivariante par rapport & une action isométrique affine de G
sur un espace de Hilbert H est constante.

En fait, nous allons donner une preuve du théoréme 2.18 dans un cadre plus général;
on supposera que G est un groupe de Lie connexe tel que Hom(G,R) = {0} et que (G, K)
est une paire de Gelfand.

3.3 Preuve du théoréme 2.18

Nous allons utiliser, pour prouver le théoréme 2.18, le théoréme suivant sans le
démontrer :

Théoréme 2.20 (Shalom [29]) Soit G un groupe compactement engendré. Si G
ne posseéde pas la propriété (T) de Kazhdan, alors il existe une représentation continue
unitaire irréductible = de G telle que H*(G, ) # {0}.

Construction de P’application F.

On raisonne par I’absurde; supposons donc que G ne posséde pas la propriété (T).
D’apres le théoréme 2.20, il existe 7 € G telle que H'(G, ) ne soit pas nul. Remarquons
que la représentation 7 n’est pas triviale, donc elle n’est pas non plus sphérique d’apres le
théoréme 2.15.

Soit b € Z'(G, ) tel que b ¢ BY(G, ). L’application b est un cocycle, donc la formule

a(g)v = m(g)v + b(g)

définit une action isométrique affine. De plus, a|K a un unique point fixe, noté vg :
I'existence d’un point fixe provient du fait que le sous-groupe K est compact. Pour montrer
'unicité, supposons que vy # vy soient fixes par al - Alors pour tout k € K,

7(k)(vo — v1) =m(k)vo — w(k)v,
=a(k)vo — b(k) — a(k)vy + b(k)

=Vg — V1.
Ainsi, vo — vy est fixe par m(K), ce qui contredit le fait que m ne soit pas sphérique.
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Soit F' 'application orbitale :
F:G—H, g~ a(g)vo.
F est non constante, car b n’est pas un cobord.

Lemme 2.21 (i) Pour toute mesure de probabilité i sur G invariante d gauche par
K,

/G F(gh)du(h) = F(g) Vg e€G.

(ii) Fizons go € G. Alors lapplication

gH/ F(gokg)dk
K

est constante, de valeur F(go).

Preuve. (i) Pour tout v € H, l'intégrale [, a(k)vdk est fixe par o(K), donc par
unicité du point fixe vo,

alk)vdk =vy Vv € H.
K

Ainsi, par K-invariance & gauche de p et puisque a(g) est une application affine, on a pour
tout g € G

/ F(gh)du(h) = / / F(gkh)dkdu(h)
G GJK
=alo)( [ ([ atkjatnyuode)du(r)

=a(g)vo
=F(g).

(ii) Fixons g € G. Soit = vk * 84 oll vk est la mesure de Haar normalisée du groupe
K vue comme mesure sur G. Alors p est une mesure de probabilité, K-invariante & gauche
et de plus,

/K Fgokg)dk = /K ( /G F(goka)dd, () dk
=/ (/ F(gokz)ddy(z))dvk (k)
¢ Ja
:/GF(goh)d(VK*ég)(h)

— [ Flooauh
=F(go) d’apres (i). W
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Le vecteur g est fixe par a(K), donc 'application F définit par passage au quotient
une autre application G-équivariante, encore notée F' :

F:G/K — H.

Proposition 2.22 L’application F : G/K — H est de classe C® et harmonique.
Preuve. Pour u € H, posons f, : G/K -+ C, z—< F(z),u>.
(i) Montrons que pour tout u € H, l'application f, est de classe C® sur G/K (i..

F est de classe C™ au sens faible). Pour cela, soit u une mesure de probabilité sur G,
K-invariante & gauche. D’apres le lemme 2.21,

/G fu(gh)du(h) = fu(9), Vo€ G,

ou f, est vue comme une fonction de G. Ceci est vraie en particulier si y est définie a
I’aide d’une densité sur G de classe C*°.

La fonction f, est clairement continue. Supposons que f, soit de classe C*,i > 0.
D’apres la formule intégrale, f, est de classe C*t1. Ainsi, par récurrence, f, est de classe
C*® sur G, donc de classe C* sur G/K.

(ii) Il reste & prouver que F' est harmonique.
Si f est une fonction sur G/K et si g € G, on note I f la fonction sur G/K définie par
translations & gauche : 9f(z) = f(gz). Comme z — gz est une isométrie de G/K, on a

INf = A(°f), Vf€C®(G/K),g€G.
Ainsi, pour un élément gg € G fixé,
/ gok(Afu)dk:/ A(gokfu)dk
K K
= A(/ 9ok . dk).
K

Mais d’apres le lemme 2.21, la fonction

iEF—)/ QOkfu(x)dk=/ fu(gokw)dk
K K

est constante de valeur f,(go). Par conséquent, on peut conclure que pour tout z € G/K,

0= /K 908 (Af,) (z)dk = /K (A fu)(goka)dk.
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En particulier pour z = g, on a kzg = zo et donc

0= / (Afu)(gokzo)dk = A fu(gozo)-
K

Cette relation est vraie pour tout gy € G, donc Af, = 0 pour tout v € H. Par suite,
AF =0 et donc F est une application harmonique. W

2.4 Preuve du théoréeme 2.19

Soit X un espace symétrique riemannien irréductible de rang 1. D’aprés la classifi-
cation d’E. Cartan, X est un espace hyperbolique H" (K), ot n > 1 et out K est I'un des
quatre corps R, C, H et si n < 2, Cay.

Soit G la composante connexe contenant l'identité du groupe des isométries de X.
Fixons un point base 7o € X, alors le stabilisateur K de zo est un sous-groupe compact
maximal de G. De plus, G agit de maniére transitive sur X, et dons X s’identifie & G/K.
D’aprés [17], on a les possibilités suivantes :

eSi K=R, G=S0¢(n,1) et K =SO(n).

eSi K=C, G=SU(n,1)et K=S{U(n) x U(1)).
eSi K=H, G=_S5p(n,1)et K= Sp(n)x Sp(1).
eSi K= Cay, G=S0¢(8,1) et K = SO(8).

¢ Si K = Cay, G = Fy_q) et K = Spin(9).

On notera que H!(R) n’est pas réellement un espace symétrique, et qu’il y a des
isomorphismes locaux en petite dimension :

SU(1,1) = S00(2,1) et Sp(1,1) ~ SO (4,1).

Pour notre but, il est vraiment important de normaliser les métriques de telle sorte
que si m < n, le plongement H™(K) — H" (K) soit une isométrie.

Définition Une fonction f sur G/K est dite radiale si pour tout ¢ € G/K, f(x)
dépend seulement de la distance géodésique d(z,xo), c’est-d-dire si il existe une fonction
@ définie sur R telle que pour tout x € G/K, f(z) = ¢(r) ot r = d(z, zo)-

D’apres [9] ou [18], le laplacien d’une fonction radiale a une expression trés simple sur

H* (H) :

_d% dp
Af(r) = =25 - m(nE,
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ou
m(r) = mq cothr + 2my coth 2r

et
d=dimgrK, m; =d(n—-1), me=d—1.

Remarque Soit F' : X — # une application G-équivariante par rapport & une action
isométrique affine @ de G' dans un espace de Hilbert H. Supposons que F(zg) = 0, ce qui
implique que al k ©€st une isométrie linéaire. Si d(z, o) = d(y, zo), alors il existe k € K
tel que y = kz, par transitivité de K sur les sphéres centrées en 1’origine zy. Ainsi,

IF@)I* =lle(k)F ()]
=|F(z)]?

ce qui prouve que [|F||? est une fonction radiale.

Lemme 2.23 Soit X = G/K un espace symétrique riemannien irréductible de rang
1. Soit o une action isométrique affine du groupe G sur un espace de Hilbert H. Soit
F : X — H une application G-équivariante de classe C? telle que F(xo) = 0. Alors

R<AF(z),F(z)>>0 VrelX.

Preuve. Soit 7 la partie linéaire de «, et soit b € Z1(G, ) le cocycle correspondant :
a(g)v=m(g)v+b(g), g€G,veH.

On remarquera que comme F' est de classe C? sur G, le cocycle b est de classe C2 sur G /K
: en effet,

F(gzo) = a(g)F(zo)
= a(g)(0)
=b(g).
Soit P = exp(P), et soit G = PK la décomposition de Cartan de G. Ainsi, pour

z € X, il existe un unique g € P tel que g~ 'z¢ = z. Fixons encore Y dans la sphére unité
de P~T,,X. Sike€ K, alors

Z%F(g—1 exptAd(k)Yzy) = —;—tF(g“lk exptY )
— d -1
= dtb(g kexptY)
d
= —(b(g7"k) + (g7 k)b(exp 1Y)
d
= -1 -—_
(g~ k) o b(exptY).
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Posons i
B = —b(exptY)|t=0.

dt
Alors d b ¥) - bexpty
—b(exptY) = lim (exp(t + 5)Y) — blexpt¥)
dt s—0 s
= m(exptY) lim blexpsY)
s—0 S

= mw(exptY)B.

Soit w(Y) Popérateur défini par la formule

d
m(Y) = %w(exptY)lho.

C’est un opérateur non borné, agissant sur les vecteurs C* de H. De plus, d’aprés ce qui
précede,
d’ -1 -1
Zi?F(g exp tAd(k)Ya:o)lt:O =n(g~"k)n(Y)B.
D’autre part, d’aprés I'expression du laplacien dans une base ot'honormale,
d2

EF(Q_I exptZxo)|,_,dv(Z),

AF(z) = —dimX/
P

ol P; est la spheére unité de P et ou v est la mesure de Lebesgue normalisée sur P;. Comme
K agit transitivement sur P, on a

, d? _
AF(z) = —dimX i WF(Q 1exptAd(k)Yavo)|t=0dk

= —dimX / r(g~2k)r (V) Bdk.
K

Ainsi,
< AF(z),F(z) >=— dz'mX/ < w(g~*k)w(Y)B,b(g™ ") > dk
K

= _ dimX / < 7(k)n(Y)B, n(g)b(g™Y) > dk
K
—dimX / < 7(k)r(Y)B,b(g) > dk.
K

On utilise ensuite la théorie de la décomposition d’une représentation en intégrale
directe (on pourra consulter & ce sujet [8]); il existe un espace mesuré (A, u) tel que
s’écrive comme une intégrale directe de représentations unitaires irréductibles :

@
™= / 7!',\d/.l,)‘.
A
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Le cocycle b se décompose aussi :

(&)
b= / badpx,
A

ol by € Z1(G, ) est de classe C? pour u-presque tout A € A. Posons alors

d
B) = be(exp tY)|t=0.

D’apres le théoréeme de Fubini,
< AF(z), F(z) >= dimX/ < / A (k)mA(Y)Badk, by(g) > duy.
A K

Nous allons prouver que u-presque partout, I'intégrande du membre de droite a une
partie réelle positive ou nulle.

Soit Py Popérateur défini par

a:mew

Alors P est la projection orthogonale de 1'espace %, de la représentation 7 sur le sous-
espace de tous les vecteurs 7 (K)-invariants.
Si my n’est pas sphérique, alors Py = 0, donc I'intégrande & évaluer est nulle.
Supposons que 7y soit sphérique. Alors d’apres le théoréme 1.15, le cocycle by est un
cobord et donc il existe un vecteur &\ € H, tel que

ba(h) =mA(h)éx — &, heG.

Par hypothese, b(k) = 0 pour tout k¥ € K, donc pour presque tout \ € A, b,\|K = 0.
Le vecteur £y est donc (K )-invariant pour presque tout A € A. De plus, By = 75 (Y)én,
car by est un cobord, donc

< /K (k)T (Y) Badk, bx(g) > =< Pyma(Y) By, ba(g) >

=< mA(Y)%&, Pa(ma(9)én — &) >
=< mA(Y)?&n, Pama(9)éx > — < m(Y)%6),60 > .

Or, 'espace des vecteurs 7(K)-invariants est de dimension 1, donc il existe ¢y € C de
module plus petit que 1 telle que

Pyma(g)éx = 6.
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Par suite,
< [ mOm@) Bk ba0) >= (0 = 1) < 1), 6 >
K
La représentation 7y étant anti-auto-adjointe, on a

<m(Y)%6, 6 ><0.

En outre, R(cy — 1) < 0, donc on a bien

®( < /K mA(KYA(Y) Badk, ba(g) > ) 2 0.

Proposition 2.24 Soit X = G/K un espace symétrique riemannien irréductible de
rang 1. Soit o une action isométrique affine du groupe G sur un espace de Hilbert H. Soit
F : X — H une application G-équivariante, de classe C? telle que F(xo) = 0, qui soit de
plus une isométrie locale. On définit une fonction ¢ sur Rt par la formule

o(r) = IF@)I*, r=d(z,z0),z € X.

Alors
2dim X

m’l‘ + 0(7‘) quand r — +00,

p(r) <

avec égalité si F' est une application harmonique.

Preuve. D’apres la proposition 2.16 et d’aprés ’expression du laplacien d’une fonc-
tion radiale sur H"(H),

A||F||*(z) =28 < AF(2), F(z) > ~2|dFollis
=—¢"(r) = m(r)¢'(r),

donc
O"(r) + m(r)¢'(r) = -2R < AF,F > +2||sz||§IS.

Posons 1 = ¢'. L’application F' est une isométrie locale, donc ||dF;||%¢ = dim X, et
par conséquent,

P(r) + m(r)y(r) = —2R < AF, F > (r) + 2dimX.

On reconnait 13 une équation différentielle ordinaire du premier ordre, qu’on peut
résoudre par la méthode de la variation des constantes. La solution générale associée a
I’équation homogeéne est donnée par la formule

Yo(r) = Clsinhr)~™ (sinh 2r) ™™,
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et donc une solution particuliére de I’équation inhomogeéne est
Y(r) = (sinhr) ™™ (sinh 2r) ™2 /Or(2 dim X — 2R(AF, F))(s)(sinh s)™ (sinh 25)™2ds
D’apreés le lemme 2.23, ® < AF, F >> 0, et on obtient donc 'estimation
¥(r) < 2dim X (sinhr) ™™ (sinh 2r)~™2 /Or(sinh $)™ (sinh 25)™2ds,

avec égalité si F' est harmonique.
On pose alors f(r) = (sinhr)™ (sinh 2r)™2, et on obtient

. _ f(r)

A / fle)ds = Bm =0
1
- m1 + 2ms
Ainsi,
2dim X
< _
Y(r) < T 2ma +0(1) quand r — +o0,

avec a nouveau égalité si F' est harmonique. Il suffit d’intégrer pour avoir le résultat pour
la fonction ¢. W

On se place a présent dans le cas G = Sp(n,1),n > 2 et K = Sp(n) x Sp(1). On note
X =H"(H). Alors dim X = 4n,m; = 4(n — 1) et my = 3. Ainsi,

2dim X 2

m1+2m2_ 2n+1

Preuve du théoréme 2.19 On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe une
action isométrique affine o de G sur un espace de Hilbert 7 et une application F : X — H
non constante, G-équivariante, harmonique de classe C2. Quitte & remplacer F par AF
pour un certain A > 0, on peut supposer d’apres la proposition 2.17 que F est une isométrie
locale (on doit alors remplacer ’action o par laction affine ayant la méme partie linéaire,
et donné par le cocycle Ab, b étant le cocycle associé 3 a).

De méme, quitte & remplacer F par F' — F(zo), on peut supposer que F(zo) = 0.
Ici, il faut remplacer 'action o par I'action ayant la méme partie linéaire, et donne par le
cocyle g — b(g) + m(g) F(zo) — F (o).

Restreignons I'application F & la droite hyperbolique Y = H! (H). Bien sur, F IY n’a
aucune raison d’étre encore une application harmonique, mais elle est équivariante pour
le groupe des isométries Sp(1,1) de l’espace Y. Les métriques étant normalisées de telle
sorte que l'inclusion de Y dans X soit une isométrie, les applications F |Y et F' ont le méme
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comportement asymptotique. Ainsi, d’aprés la proposition 2.24, on a pour z € Y et pour

r = d(z, zo), .
n

2n+1

|[F‘Y||2(r) = r+o(r), r— 4oo.
D’autre part, d’apres la méme proposition,

4
1| () < 5r+olr), 7= +oo.

D’aprés l'inégalité 4/3 < 4n/(2n + 1), on obtient une contradiction, ce qui prouve le
théoréme 2.19. W

Remarque Si G = Fy(_z0), K = Spin(9), X = H?(Cay), alors

2dim X

—F =16/11
m1 + 2mg / !

et la preuve du théoréme 2.19 est absolument la méme.
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