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Introduction

Ce travail comporte deux parties indépendantes; le premier chapitre traite de la con-

jecture des d.iviseurs de zéro. Dans le deuxième chapitre, nous prouvons que le groupe

sp(r,l) est un groupe de Kazhdan de deux manières différentes.

Dans le premier chapitre, nous étudions Ia conjecture des diviseurs de zéro. La situ-

ation est la suivante : G étant un groupe localement compact, on se donne une fonction

continue cI non nulle à support compact sur G et { une fonction de carré intégrable telles

que Ie produit de convolution o * { soit nul. La conjecture des diviseurs de zéro est que

€ : 0, c'est-à-dire que l'opérateur de convolution sur L'(G) associé à a est injectif. Il est

facile de voir que cette conjecture ne peut être waie que si G ne possède aucun sous-groupe

compact non trivial (voir paragraphe 2, proposition 1.2).

Cette conjecture a été beaucoup étud.ié dans Ie cas d.'un groupe discret (voir plus bas),

mais elle ne semble pas I'avoir été pour d'autres classes de groupes. Elle possède comme

corollaire intéressant I'absence de valeur propre des opérateurs d.e convolution sur L'(G)

associés à des mesures à support compact sur G (voir paragraphe 2, proposition 1.5).

La conjecture est satisfaite dans le cas G : lR' ou Zn. Ceci est dû au fait que la trans-

formée de Fourier d'une fonction à support compact admet un prolongement analytique.

Nous généralisons ce résultat à tous les groupes abéliens (voir paragraphe 3, proposition

1 .  11 )  .

Il est naturel de conjecturer que le problème des diviseurs de zéto admet une réponse

positive dans le cas des groupes de Lie nilpotents connexes (comme c'est le cas pour les

groupes de Lie nilpotents discrets). De manière surprenante, ceci n'est pas Ie casl nous

montrons que cette conjecture est fausse pour tout groupe de Lie nilpotent connexe non

abéIien (voir paragraphe 4, théorème 1.14). La preuve est basée sur la découverte, faite

en collaboration avec Jean Ludwig et Carine Molitor, d'un opérateur différentiel invariant

à gauche sur le groupe de Heisenberg, dont le noyau dans .L2(G) est non trivial. Nous

menons une étude approfondie de ce noyau dans I'espace de Schwartz (voir paragraphe

4.3) .



Dans le cas des groupes de Lie semi-simples, on doit restreindre la classe des fonctions

"Alconsidérées 
plus haut, car un tel groupe G (à l'exception du revêtement universel

Sr2(R.) de ̂ 9I2(iR)) possède toujours un sous-groupe compact non trivial. Soit .t( un sous-
groupe compact maximal de G. Il est raisonnable d'étudier le problème pour des fonctions
I(-bi-invariantes o et {. Nous montrons, à l'aide de la transformée de Fourier, que la
conjecture des diviseurs de zéro est vraie pour cette classe de fonctions (voir paragraphe 5,
théorème 7.21). Nous montrons également que, dès qu'on quitte le cadre L2,Iaconjecture
des diviseurs de zéro n'est plus vraie : pour tout groupe de Lie semi-simple G et pour tout
nombre téel p > 2, iI existe des fonctions K-biinvariantes o à support compact et { dans
Lp(G) toutes deux non nulles, telles que a*€:0 (voir paragraphe 5, théorème7.22).

On passe alors au cas où G est un groupe discret. On se base pour cela sur les travaux
de Linnell ([24],125]), qui a démontré la conjecture dans le cas des groupes ordonnables.
Nous reproduisons sa preuve, dont nous donnons une variante plus courte (voir paragraphes
6.2.2 et 6.2.3). D'autre part, nous montrons que la conjecture n'est pas waie pour le groupe
libre dans le cadre lp,P) 2 (voir paragraphe6.2.4). Ceci avait déjà été prouvé par Linnell
et Puls; notre preuve' basée sur des arguments diférents, est cependant plus conceptuelle.
Nous donnons ensuite quelques exemples de groupes ordonnables (notamment les groupes
libres et les groupes discrets nilpotents sans torsion). Dans le cas des groupes libres, nous
donnons aussi une variante complètement différente, essentiellement dûe à Connes et basée
sur les modules de Fredholm (voir paragraphe 6.4).

Le second chapitre est consacré à l'étude d'une famille de groupes particuliers. En
1967, D. Kazhdan ([zz]) a découvert une classe assez remarquable de groupes localement
compacts, à savoir les groupes possédant la propriété g).Ces groupes ont de nombreuses
propriétés de rigidité, et il existe de nombreuses applications en géométrie, en théorie des
graphes, en théorie des algèbres d'opérateurs... On trouvera des exemples de groupes de
Kazhdan au paragraphe 2.1 du chapitre 2.

En 1969, B. Kostant a prouvé ([23]) que le gïoupe G : sp(n,1) est un groupe de
Kazhdan. Néanmoins, la preuve est longue et utilise des résultats assez profonds sur la
classification des fonctions sphériques. Dans le chapitre 2, nous donnerons deux preuves
plus élémentaires de ce résultat.

La première preuve (voir paragraphe 2.2) est basée sur l'articte [b] de Cowling et
Haagerup. Elle suit la stratégie suggérée par Cowling dans son rapport de [16]. L,idée
principale consiste à restreindre les fonctions sphériques au groupe nilpotent N de la
décomposition d'Iwasav/a G : KAN. En estimant la norme de ces restrictions dans
I'algèbre de Fourier-Stieltjes de l/, on prouve que ,Sp(n,1) possède la propriété (?) (voir
paragraphe 2.3, théorème 2.10).

La deuxième preuve (voir paragraphe 2.3) repose sur des idées de Gromov ([f+]) et
de Shalom. Elle est développée dans un livre à paraitre de B. Bekka, P. de la Harpe et
A. Valette. On procède en deux étapes. Tout d'abord, on prouve que si G est un groupe



de Lie simple de centre fi.ni ne possédant pas la propriété (?), si .K est un sous-groupe

compact maximal de G, alors il existe une action isométrique affine de G et une application

harmonique de GIK dans un espace de Hilbert, non constante et G-équivariante (voir

paragraphe 3.3, théorème 2.18). On conclut en prouvant que si G : Sp(n,l), toute

application harmonique G-équivariante (pour toute action isométrique affi'ne) est constante

(voir paragraphe 3.4, théorème 2.19).



Chapitre 1

Conjecture des diviseurs de zéro

Problématique

Soit G un groupe localement compact. On note C"(G) l'espace des fonctions continues
à support compact sur G, et L2(G) I'espace des fonctions d.e carré intégrable sur G. On peut
définir le produit de convolution entre une fonction o € C"(G) et une fonction € e L2(G)
par Ia formule :

f
a*(( r ) :  

J"a(s)€(g- 'x)ds,  
re G.

où d,g désigne une mesure de Haar de G.

La conjecture des diviseurs de zéro s'énonce sous la forme suivante :

conjecture 1.1 soit a € c"(G) et soi,t  € € L2(q tui les que a* €: 0 d,ans Lr(G).
Alorso :  0  ou € -  0  dans Lr(G).

Dans ce chapitre, on démontre cette conjecture dans différentes situations: on donne
des contre-exemples prouvant que cette conjecture est fausse dans d'autres cas.
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2 Quelques résultats généraux

Donnons quelques résultats généraux concernant la conjecture des diviseurs de zéro.

Proposition 1.2 Soit G un groupe localement

sous-groupe compact K non triuial de G. Alors Ia

fausse.

compact. On suppose qu'il eri,ste un

conjecture des diuiseurs de zéro est

preuve. Notons px la mesrrre de Haar normalisée sur K. L'ensemble des fonctions

f e Lr(G) telles qlre pK * f : / sont les fonctions K-invariantes à gauche. Comme K

est supposé non trivial, il existe r e 1,2(G), non invariante par K. Ainsi, Ia fonction

€: trx * f - / est un élément non nul de Lz(G), tel que p,K * e -- 0'

Soit rp e C"(G) une fonction non nulle, positive. Posons d,: 9*tr^r1ç. Alors a e C.(G),

e tdep lus ,a*€ :0 .  I

Proposition 1.3 Soi,t G un groupe localement compact aérifiant la conjecture des

iliuiseurs ile zéro. Alors la conjecture des diuiseurs de zéro est arai,e pour tout sous-groupe

fermé.

Preuve. Soit f/ un sous-gïoupe fermé de G. Soit a e C"(H), d'+ 0. Soit { € Lz(H)

te lquea* { -0 .
Soit D un ensemble borélien qui soit un domaine fondamental pour l'action de If

sur G à gauche. Alors Lr(G) = Lz(H) I L2(D). Par cet isomorphisme, la représentation

régulière Àclrr est équivalente à Àrr I ld'yz1o).

Soit f e L2(D) positive non nulle. Alors € S / est un élément de -L2(G), et

a* (€o / )  : (a * { )8 /
-0 .

Soit rp e C.(G) telle que g*a 10. Alors g*a est une fonction continue à support

compact sur G, ef (ç* o) * (€ e /) : 0. Comme la conjecture 1.1 est vraie pour le groupe

G,€8 . f  :0e tdonc€ :0 .  I

La proposition suivante montre que pour le problème des diviseurs de zéro, on peut

se restreindre à des groupes compactement engendrés.

proposition 1.4 Soit G un groupe localement compact. On suppose que la conjecture

d,es iliai,seurs ile zéro est uraie pour tout sous-groupe compactement engendré. Alors elle

est uraie pour le grouPe G.



Preuve. Soit a e C.(G),a+0. Soit { e Lz(G) tel que o*€ - 0. Soit f/ le sous-
groupe engendré par le support de o1 c'est un sous-gïoupe ouvert (car contenant un ouvert
de G), compactement engendré. Soit ? un système de représentants de ̂ F/\G. Alors

C: U f/t (réunion disjointe)
teT

L ' (G) :  O L2(Hù,  où Lz(Ht )  -  t2 (H)
teT

Décomposons la fonction { sur ces sous-espaces : {: Oter€t, €t e L2(Ht). Alors

d*€-0ê+0*€r :0Vfe? .

Mais a e C.(H) et $ € L'(H) donc $ est nulle pour tout indice t e T et donc
€ :0 '  I

Application de la conjecture des diviseurs de zéro au problème des valeurs
propres dtopérateurs de convolutions

Soit G un groupe localement compact. Soit Ms(G) I'ensemble des mesures sur G à
support compact. Soit trz e Mc(G). Notons Tr: L2(G) -+ L2(G) I'opérateur de convolu-
tion à gauche associé à pr.

Proposition L.5 Les assertions sui,aantes sont équiualentes :

(i) La conjecture des di,a'iseurs d,e zéro est uraie.
(i i ,) Pour tout 1t € M;(c)\{O},kerT, : {0} sur L2(G).

Uii) fp n'a pas de aaleurs propres si, p, ( (Â".

Preuve. L'implication (zz) + (i) est triviale. prouvons que (iii,) + (ii).
Si p # cô,, il est clair que kerTp : {0}. Si F e 6., alors I'opérateur ?, est un

multiple de I'identité, et donc son noyau est aussi triviar.
Prouvons enfin que (t) + (ill).
Soi t  À € C et  soi t  0 *€eLr(G) te ls que T*t :  À{.  Alors (T*_ Àô"){ :g.
Supposons que p * IL : Àtp pour toute fonction g e C.(G). Alors en prenant une unité

approchée tpi dans C"(G), on aurait

p,:l img,i * tt
: lim Àgt
-Àô"

dans la topologie faibte sur I'espace des mesures M(G) sur G.



Comme F* À6., on peut donc trouver une fonction I e C.(G) telle que 9* LL* ^ç

Pour É -- I * tt - Àç € C"(G)\{O}, on a donc

"' j'Ti,i;;?^,j.*
=Tç0r*{-Ào
=Tç(Tp - Àô")€
-0.

Ceci contredit le fait que la conjecture des diviseurs de zéros est vraie pour le Sroupe G. I

Proposition 1.6 Le noyau ile l'opérateur T, est i,nuariant par conuolution à droi'te

par toute nLesure bornée sur G. En parti,culier, kerT, est inaariant par translati,on à droite

par des éléments de G.

Preuve. Pour tout € g ker?L, pour toute mesure bornée u sur G,,

T r (€*u ) : t - t * ( {xz )
:0 . t *€ ) * ,
-0

ce qui signifie que € x z € ker T, I

3 Cas des groupes abéliens

3.1 Tbansformée de Fourier

Soit G un groupe abélien localement compact.

Dans Ia suite, ê dé*igo. le groupe d.es caractères du groupe G.

On dispose de la transformée de Fourier:

S tL2(G)+L2(G)

€+3€

où S{ est définie par

vyeG,3€(x): [4r1ff iar,
J G

dx étant une mesure de Haar de G.



En fait, I'application $ est bien définie sur Lt(G) a L2(G) et elle se prolonge en une
isométrie sur tout L'(G). On notera souvent f a U place de 3€.

On vérifie facilement que pour toute fonction ( e LL(G)1L2(G) et pour tout caractère
x e e, S(o * {)(x) : âQ)î(x) ,

ae)te) : U "a@)Maù 
( k@)ffi ar)

: 1."@)U"{Qfufia')oo
: 

1."@) U.q@-L r)y@)a,) o,
f  r  f  .  \ -:  |  - l  l^"(ùt@-'*)dY)Y(t)drJ G  \ J G

r_
:  I  (o*€)( r )y( r )dr

J G

: g(a * {)(x).

Cette formule se prolonge à Lz(G) à condition d'écrire des égalités presque partout.

3.2 Cas des groupes IR, et Zn

Intéressons nous pour commencer au cas du groupe G : lRr.

Lemme L.7 Soi,t I/ ç R un ouuert, connere. Soit f : (J -+ C, une foncti,on analgtique.
si f s'annule sur un sous-ensemble de mesure posi,tiue, arors f : g.

Preuve. On procède par récurrence sur n. Le lemme est trivial pour ?? : 1.
Soit n > 1. Soit lf : {r eU;f (r) - 0}. Par hypothèse, il existe un sous-ensemble Z

de U de la forme V : fa,bl x 7 tel que

r
Jrt*{u)aa + 0.

D'après le théorème de Fubini,

f

l_t*(ar,ùdat@ * o
JV

pour tout 91 dans un sous-ensemble .I de mesure positive dans [o, b]. Pour un tel gr1 la
fonction analytique A r+ f(Ut,gr) s'annule sur un ensemble de mesure positive, et donc

10



est nulle d'après I 'hypothèse de récurrence. Ainsi, l@t,ù:0 pour tout 3t1 e I,U €V'

Comme 1 est de mesure positive, on en déduit que f est identiquement nulle sur V' I

Propos i t ion  1 .8  so i t rx  €  c " (R ' )  e t  so i t0+€ €  r2 ( lR" )  te l les  qued ' *€ :0  dans

.L ' (R" ) .  A lo rs  o :0 .

preuve. Notons Çla transformée de Fourier usuelle au sens L2;en appliquant cette

transformée à l'équation a + € : 0, on obtient ô'8-: 0' Or, par hypothèse' { I 0 donc

€+o dans -12(JR') .
Il existe donc un borélien de mesure positive I/ q R' tel que € + 0 presque partout

dans [/, et par conséquent , a -- 0 presque partout dans (/. comme â est continue, on a

même ô : 0 dans [/ tout entier.
En outre, 1a transformée de Fourier d'une application continue à support compact

est une fonction analytique; â est donc une fonction analytique, nulle sur un borélien de

mesure positive, et donc d'après le Iemme L.7, â':0. On applique la transformée de

Fourier inverse pour en déduire que a : 0. I

proposition 1.g La conjecture d,es diaiseurs ile zéro est uraie dans Ie cas du groupe

Vtn.

Preuve. on peut supposer que la fonction a est de la forme :

N

o :  I  a t  6 ro  où  z1r :  (p [u )  , . "  ,p* \  ev 'n .
k :7

Cette écriture de la mesure o entraÎne l'écriture de la transformée de Fourier â :

k :1

On sait de plus qo" ô ry 'lf' où lf' est le tore à n dimensions. Par suite, tout caractère

X € e peut s'écrire sous la forme 1 : (exp(2ir9t),"', exp(2i7rd^)) avec 06 e [0,1]' Pour un

tel caractère 1,

Ic=1

N

<+ t ak exp-2ir1a'rl*)+"'+o'pll)) - 0.
lc=1

On trouve une fonction analytique nulle sur un borélien de mesure non nulle de [0,1]'

(par identification), donc cette fonction est nulle sur tout l'ensemble produit [0,1]'. Par

conséquent, la transformée de Fourier ô est nulle, donc a : 0' I

JV

a : I  anln où pour tout x e G, înQ) :1: l , ; .

N

âQ): o <+ l"nftfi:s

11



3.3 Cas des groupes abéliens localement compact sans sous-groupe compact
non trivial

Citons d'abord le théorème de structure des groupes abéliens (cf [lg]):
Tout groupe abéIien localement compact et compactement engendré est topologiquement
isomorphe à un produit de la forme

R"  xZb  x  F

où a,b € N et où F est un groupe abélien compact.

Rappelons (119]) que le gïoupe des caractères d'un groupe produit est simplement le
produit des groupes des caractères de chaque composante.

Lemme I.Lo Soit G1 et G2 d,eur groupes abéliens sans sous-groupes compacts qui,
uéffient Ia propriété sui,uante : si f est une fonction continue sur G1(resp Cr) à support
compact telle que f s'annule sur un sous-ensenl,ble d,e G1(resp G) d,e nùesure strictement
pos'itiue, alors f :Q.

Soit G - Gt x Gz. Alors toute fonction continue f à suppor-t compact telle
s'annule sur un sous-ensenl,ble de G d,e rnesure strictement positiue est nulle.

que Ï

Preuve. soit / une fonction continue à support compact. soit x1 e ôr, Xz € ê2.
Alors

î(x,, xz) : I",rO l",nd r @, y)d,yd,r
f _ ^: I y@)f'(y2)dn

,t Gr

où/ ' (y) : f@,a) .
Soit o*, : G1 -â C,r r+F&ù: [.,x@f @,y)d,y potr Xz € êz fixé. Comme /

est continue à support compact, or, est aussi à support compact, et de plus,

t ' -
I (xr, xz) : 

J 
", 

*t(r)or,(r)dr

:ÇQ') '

Soit.E : {(Xt,xz) e êr* Gr; îAr,Xz) - 0}; par hypothèse, -E esr un fermé de
mesure non nulle.

Pour X2 e Gz, notons E*" : {X, e Gr; (Xr,Xz) € E}.
Par définition, Ç est nul st:r- E*" et par hypothèse , or, est nulle pour tout 12 tel

que l-E , | 10. Ainsi, pour de tels X2,
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I  xr@)f (* ,y)da:F(*r)  :  o Yr e Gt.
J G

Or, d'après le théorème de Fubini,

lEl :  [^ @*, lo*r.
J G z

Ainsi, {X, c Gr; E*, * 0} est de mesure strictement positive'

On en déduit que "f' 
:0 pour tout r € Gr et donc / - 0' I

Proposition 1.L1 La conjecture des diai,seurs de zéro est urai,e pour tout groupe

localement compact abéIien sans sous-groupe compact.

Preuve. En appliquant les propositions 1.8, 1.9 et le lemme 1.10 aux groupes Gr : lR'

et Gz - Zn, on voit que la conjecture des diviseurs de zéro est vraie si G est un groupe

localement compact abélien compactement engendré sans sous-groupe compact.

Le cas d'un groupe localement compact abélien sans sous-groupe compact se déduit

de la proposition 1.4 I

4 Cas des groupes nilpotents

Tous les résultats d.e ce paragraphe, concernant les groupes nilpotents, sont issus d'un

travail en comrnun avec Jean Ludwig et carine Molitor-Braun.

Nous allons voir que la conjecture a une réponse négative dans le cas des groupes

nilpotents connexes.

4.1 Cas du groupe de Heisenberg

Notations et préliminaires. Soit Ht = lR. x IR x lR le groupe de Heisenberg, le

produit étant défini par la formule :

( * ,u ,  r )  ' ( r '  ,a '  ,2 ' )  :  ( r  +  r '  ,u  l  a '  ,2  I  z '  + I r t *u '  -  t ' y ) ) '

L'algèbre d.e Lie br du groupe de Lie fI1 possède une base X, Y, Z avec lX,Y1 : 7

telle que I'application exponentielle exp: f1 1Hr soit identique, c'est-à-dire

exp(aX +bY + cZ) :  (a,b,c) .
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On fait agir I'algèbre bt sur I'espace C* (Hr) comme algèbre d'opérateurs difiérentiels
invariants à gauche par la formule :

e * (aX + by + cZ)(*,a, ") 
: f t(r f ! ,u,z). exp(s(oX + by + "4)))1,=o
:ft(rtA,u,z) . (sa, sb,""))) l"=o

En particulier,

s*x(r'o.hïïril,:;ï/[],:,

A;\ r ,A,  
z)  -  

,u  Ui \ r ,U,  
z)

et

s * Y (n',' o 
a_ll:r r,,,".:,,,,",,rj îj r]j 

lr 
"=,

:  
*(rP,v t s, '  * ]" ')))1,:o

: H(*,s,,) * T"#a,u,z).
Par conséquent, l'élémetft X -fiY dans (111)ç, l'algèbre complexifiée de I;1, agit comme

suit :

p  *  (X  *  iY) ( r ,U ,  z )  :  I  *  X( r ,a ,  
" )  

+  ig  *y ( r ,g ,  z )

- ïg t - ^ , - \  r -0g ,  , , , ,0g ,  .  1 .0g ,  \:  
A* \n ,U,  

z )  -  
,A  A" \ r ,A ,  

z )  *  rù \ r ,y ,  z )  +  
, l , r  U ; ( r ,A ,  

z )

: (* *,&) e(*, a, "1 + |@ * nol#(,, u,,)
et de même,

ç * (x - iy)(,,a,,) : (* _ r&)e(,,a, ù _ 
;@ _ iy)ff@,a, ù.

Proposition 1.12 Il eriste rp e s(R3 ) non nulle telle que p * (x * i]I) : 0, où s(Ru )
désigne I'espace de Schwar-tz du groupe jR3.
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preuve. Soit À e R\{Qh ce réel non nul À représente le paramètre caractérisant les

représentations unitaires irréductibles de dimension infinie du groupe de Heisenberg f4.

On définit alors une fonction po(À) e. Cæ (Ht) put la formule :

Po(À) (',Y,') - s-à{"+a')"-ù'" '

Ona

po()) * (x + iy)(r,,a, z) : (*.. tft)rrfx)(r,a, a * î@ + iv)W#(r,a,,)
À:  -  -  *"- à @2 +a2) 

"-t \"  
- ' io"- à {" +u') 

"- tx"

- 
ia + iùi^e-+(*'+u21"-i\"

: (- +" - t, *Tr" * iY)x)e-àt*'+a')"-i'\'

Néanmoins, po(À) É S(Rt); il faut donc perturber cette fonction pour obtenir une

fonction de Schwartz. Pour cela, considérons O e Cf (R) non nulle telle que suppO Ç

]0, +oo[. Posons alors

p(x,e, ù : I  po())(r, y, )AQ)d,À
"/R

: / ar.^tr-+ (æ2+a2)"-t'^"d,^.
Jn

Ainsi, rp est la transformée de Fourier partielle (par rapport à la variable À) de la

fonction O())e-à("'+v"); or, cette fonction est une fonction de Schwartz en \,r,9 car

suppo q]0, +oo[, donc A est aussi une fonction de Schwartz' Enfin,

e * (x + iY)(*,a, r): ( [  o(À)es(À)(., . ,  .)dÀ) . '  (X + iY)(t,s, z)
JIR
f

:  /  o(r)(eo(r) x (x * iY))(r,y,z)d\
./tR.

- 0 (Comme O e Ci(R.), on peut permuter * et I I '
J '

Proposition 1.13 Pourle groupe de Heisenberg H1, la coniecture 1.1 est fausse.

Preuve. D'après Ia proposition 1.12, iI existe 0 f ç € 5(H1) t"-ll. q"9 9*(X+iY) : 0'

Par passage à I'adjoint, on obtient (X - iY)'r 9* :0, où P* (o) : ç@-L)'
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Choisissons 0l { e Cî(f/r) tel que €* ()( - iY) * 0; une telle fonction { existe, il
suffit d'après l'équation située avant la proposition 1.12 que

1ô .â\^ ,  ,  i ,  . ,0r(A - o *)rt",a, z) - ,(" 
- tr)fr(x,y, z) l o.

On pose alors a : € * (X - iY); donc a e Cf;(H1), a f 0, et

d*e* :  (€*  (x - ty ) ) *p .
:€*( tX_iy)*e.)
:0 .  I

4.2 cas des groupes de Lie nilpotents non abéliens connexes

Nous allons montrer que Ie résultat négatif pour le gïoupe de Heisenberg s'étend à
tout groupe de Lie nilpotent non abélien.

Théorème L.14 Soi,t G un groupe de Li,e nilpotent non abéI,ien connere. Alors la
conjecture 1.1 est fausse.

Preuve.
On distingue deux cas.
Supposons dans le premier cas que le groupe G soit simplement connexe. Le groupe

G n'est pas abélien, donc {0} + 3(g) 19, où J(g) désigne le centre de I'algèbre g. Ainsi
il existe Y e g telque {0} +lg,Yl q 3(g) et par conséquent, il existe x,z e g tels que
Z e 3(g) et [X, Y] : Z, c'est à dire tels que

br :< X,Y, Z >

soit une sous-algèbre de g.
Le sous-groupe fermé de G correspondant est isomorphe au groupe de Heisenberg .FJ',

et on peut conclure à I'aide des propositions 1.13 et 1.3.

Supposons pour le deuxième cas que G ne soit pas simplement connexe.
Soit G le revêtement universel de G; G est un gïoupe de Lie nilpotent connexe et

simplement connexe.
Notons | : nr(G) le groupe fondamental de G; d'après la théorie générale des

revêtements des groupes de Lie, I est un sous-groupe discret du centre de é, et

G - Glt.
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On sait de plus que le centre du groupe ô est isomorphe à JRt pour un certain entier

n.
Comme f est un sous-groupe fermé de IR', il est isomorphe à lRk x V'I x {0} povr

certains entiers ,t,1.
Or, f est un gïoupe discret, donc il est isomorphe à V't x {0}.
Comme G n'est pas simplement connexe, I n'est pas nul et I n'est pas réduit à l'élément

neutre. Par sriite, sî Z(G) désigne le centre de G,

z(G) =z(Q lr
-W l(zI x {0})

Le groupe K :: N lZ' est donc un sous-groupe compact non trivial du centre de G,

d.onc de G. Par conséquent, d'après la proposition 1.2, Ia conjecture des diviseurs de zéro

est fausse. I

4.3 Etude d'une classe d'équations différentielles

Nous allons étudier I'ensemble de toutes les fonctions de Schwartz qui sont solutions

de l'équation / *. (X + iY) : g.

Théorème 1.15 (i) Soit O e Cf;(R) auec supp0 ç]0,+oo[, rft holomorphe choisi,e

telle que {(r,fie-à@'+u") soi,t une fonction iJe Schwartz en n,g pour tout À > 0. Alors

Ia fonction V déf'nie par la formule

f
v (r, a, r) : J {!@, 

y)o(À)e- à@' +u") 
"-tx' o^

uérif,e û i. (X * iY) : 6.
(ll) Soit / e S(ffr) tulle que I * 6 + iY) :0. Alors, en notant ft Ia transformée d,e

Fourier parti,elle d,e f par rapport à la troisi,ème uariable, on 0,Ê(., ., À) : 0 si À € [0, +oo[.

De plus, pour tout À > 0, iI eriste une fonction F(r,y, À) holomorphe en t * iy, telle que

ît@,g, -À) -  e-à@" +v')  F(n,g,  À).

Preuve. (i) Soit

Po(À) (c, u, z) : 
"- 

à{'" +u') 
"-i\ 'z 

'

Soit

do(À) (r ,a,  r )  :  û(n,y)e-à@"+v')u-ù ' .
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On vérifie que

/o(À) * (X + iy)(r,y, z)

l l A  â r  r  r r z  \  , ,  , l /A  . â r  . r:  
L(a" * n 

ù,1'@,a)Jço(À)(x,a,z) + rL@,s) t(;  + t  a)po(À) (r,y,") l

* ;@ + iy)tlt (r, aW# tr, u, z)
r r0 .âr , .  . t:  
L(æ * o 

U ), !@,ùJpo(À) (r ,  a,,) .
Par conséquent,

, toe)* (x + iy) :o <+ (*. t&),t ,@,e) : o.
comme r/ est holomorphe, la deuxième condition est vérifiée.
De plus, ![t est une fonction de Schwartz, car lt(r,g)O(À)e-à@"+a') est une fonction

de Schwartz de lR3. Ainsi.

i t * (X* iY ) :6 .

(ii) Ecrivoor p1", a,-^) sous la forme suivante :

P@,g, -^) :  s-à@'+a')1"àt '+a")f  (r , r ,  -À)]

La ronction / est une roncri; :.::;-#tïï11 .* en de même de ra transrormée
de Fourier partielle p. Ainsi,

I  (*, a, ù : * l*u 
à @2 +a\ F(r, y, À)e-i^" d^.

Par hypothèse, / est annulée par X + iy, i.e.

0 : "f * (X + iy)(x,y, z)
7  f  r r0  â r - .  l: 

;/. t(; + t a)F(*'u'À).J" 
|1a'+u2)s-ù'z4s

:  Êz( * ,y ,  r )

où r/(r ,  y,À):  +l(*  + t .&)F(, ,a,À)]"  f ;1n2+u2).

Par conséquent, f/ est nulle presque partout, et ainsi, (*+r&)F(r,u,À): o. cette
égalité a même lieu partout, étant donné que la fonction f' est continue.

Pour À fixé, la fonction F(r,U,)) est donc holomorphe en r*iy.
En outre,  /  e S(f / r ) ,  de même que p,  doo. F(*,A,À):  O si  À €]  -6,0] ,  ce qui

entraine la formule 

î"(.,.,À) :0 si À e [0,+oo[. r
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5 Cas semi-simple

Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, non compact de centre fini. Il est

bien connu que le sous-groupe compact maximal K de G est non trivial; la conjecture des

diviseurs de zéro est donc toujours fausse. Néanmoins, la conjecture des diviseurs de zéro

reste intéressante si on restreint la classe des fonctions a et { considérées. On supposera ici

que CI e C"(G) est invariant à droite, c'est-à-dire que a e C.(Gll(). n n'est pas intéressant

de supposer que ( e L2 (G), ou même que € e L2 (G I K), car on obtient des contre exemples

faciles. En effet, écrivons

L2GIK):  
Q 

y6*t2(c lx)
6eK

Ia décomposition de l'espacn L2(GlK) en composantes isotypiques selon l'action de K, où

N5 est le caractère de ô e -I(. On a alors

a * (xa x t'2(cl r)) : o v6 + r.

Comme on le verra, le cas intéressant à considérer est celui où on suppose que o et

{ sont tous deux bi-invariantes par .I( (on observera eue Xr * L2(GIK) est I'espace des

fonctions K-bi-invariantes dans -L2(G)). O" verra que dans ce cas, Ia conjecture est vraie.

Auparavant, nous avons besoin de quelques définitions et notations.

5.1 Définitions et notations

Dans ce pâragraphe, on suivra en grande partie les notations de [11].

Soit G : KAN la décomposition d'Iwasawa de G; rappelons que K est un sous-

groupe compact maximal de G, N est un gïoupe nilpotent et que I'algèbre 2[ associée au

sous-groupe A est une algèbre abélienne.

La mesure de Haar sur G relative à cette décomposition est donnée par la formule

6, - 
"2oQos") 

d,kdadn si fr : kan,

où p - 
i lo.o* dim(g)a est la demi-somme (pondérée) des racines positives et où

log : A + 2I désigne I'inverse de I'application exponentielle.

On note 2[* I'ensemble des formes linéaires à valeurs réelles sur 2I, et 2t[ I'ensembles de

formes linéaires complexes sur 2I. On note encore Sr : i2I* l'ensemble des formes linéaires

sur 2[ à valeurs dans i]R.
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Soit P(21[) I'espace des fonctions entières suï 2tô d. type Paley-Wiener, i.e. des
fonctions entières sur 2lf, qui sont des transformées de Fourier de fonctions de classe C-
sur ,4 à support compact.

Soit W le groupe de weyl du couple (g,%); c'est un groupe fini, engendré par des
transformations linéaires de 2I[ (en fait des réflexions) qui laissent 2I* stable. On note lWl
le cardinal de ce groupe.

On peut définir sur le groupe G I'espace de Schwartz des fonctions à décroissance
rapide; on le note C(G). Cet espace peut être muni de semi-normes bien définies; on munit
C(G) de Ia topologie définie par ces semi-normes (cf [11, def 6.1.2]).

On note C(G\\I() le sous-espace de C(G) constitué de fonctions sphériques. On le
munit de la topologie relative aux semi-normes défrnies sur C(G).

On note encore C"(G\\I() (resp. Cf (G\\I{)) I'espace des fonctions bi-invariantes
par K à support compact (resp. de classe Co" à support compact).

Citons quelques propriétés de ces espaces de fonctions :
C?(G) ç C(G) ç L'(G) avec injections conrinues.
Cf (G\\1{) e C1C11f<1 avec inclusion continue et dense.
C(G) est une algèbre de convolution.
C(G\\/{) est une sous-algèbre commutative de C(G).

Dans la suite, c désigne la fonction de Harish-Chandra; c'est une fonction bien définie
et méromorphe sur 2I[. De plus, on peut prouver que son inverse c-1 est analytique sur
Sr, et qlg.|1'(À)l-'al' est la mesure de Plancherel de 91. Enfin, elle vérifie la relation
c(-À) :  c(À).

Enfin, soit a : G -+ r4. la projection canonique (issue de la décomposition d'Iwasawa),
et soit H : G -+ 2l définie par .F/ : Iog o a. Les fonctions sphériques élémentaires sont les
fonctions définies sur G par la formule

"Q-ù@(nk))d,k, 
À € 2Iô.e^@): I*

5.2 ïbansformée de Fourier sphérique

Définitions. Soit / une fonction sur G bi-invariante par.K. On définit sa transformée
de Fourier sphérique par la formule :

Hr0):  / (À)
r: I f(r)e{r)dr

J G
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pour tout À e 2t[ tel que I'intégrale précédente soit absolument convergente.

En particulier si / € C"(G\\K), la transformée de Fourier ?{f est définie sur 2lf, tout

entier.

On définit encore la transformée d'Abel, notée "4 par :

A: Cf; (G\\r() -+ Ci @)
f r+Af

où r

Af @) 
- 

"o(toea1 J*f 
@n)an ,a € A.

Soitîla transformée de Fourier usuelle sur C.(A).

Lemme L.L6 Pour tout f e c?(G\\lr), ?tr : 1r.

Preuve. Pour g e C"(A),la transformée de Fourier f est la fonction définie sur 2tô

par la formule

1(À) : I g@)e\Qo8o)da.
Jd" "

On utilise alors la représentation intégrale des fonctions sphériques élémentaires pl :

?tf (^):  
I" f  @)p{x)d,r

-- 
Lf @) I."Q-ù@(æk))d'kd'

: 
I" l*f Ar>"(À-P)(',(oeD dtrd,

: 
I"f @)eQ-ù@(ù) d'a

: 
I o* * 

I @ùe,+ 
p)(Los a) 4t4,

: 
I or.\(rogo) 

(ee(roc, 
I. f @n)d,n)d,a

: 
forarl(a)eÀ(roco) 

d,a. I

D'après le lemme 1.16, il est clair que pour tout / € Cf (G\\/{),

?{f e P(%).
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Lemme L.LT ?{ est un homomorphisme de I'algèbre de conuolution Cf;(G\\/f) dans
I' alg èbre de multipl,icati,on P (2fà .

Preuve. Soit u, u e Cæ (G\\1() telles que I'une au moins de ces deux fonctions soit
à support compact. On note alors

1u,u , :  
I "u@)u(r)d,r .

Ainsi,

Hf Q): I t@)e1(r)d,r
J G

:1  f  ,9x )  .

Montrons que l'application Cf (G\\/{) -+ C, uè< u,g^ ) est un homomorphisme
pour À € 2I[ fixé :

f
1 u t r  a,  gx )  :  

J 
"u 

*  u(y)g2,(ùdA

f f:  
J 
" 

J 
"u(r)u(r- '  

a)px@)drdy
1 t ': 

J" J""@)u(ùe{rs)drds
f r r: 

J" J" J *u(r)u(ky)e{rks)drdydk
r l f: 

J" J, J *u(r)u(y)ey(rky)drd,ydk
f 1: 

J 
" 

J 
"u(r)u 

(u)ç x(") ç x(y) drdy

:1 ,u ,  P . r  )<  U,gx  )

( On a utitisé le fait que p;(r) çx(ù : ïx p{nky)d,k).
Ainsi, pour toute forme linéaire À e 2ft,

?{U*e)(À) :<f*e,ex}
:1  f  ,p . r  ) (  g ,gx )

:?{ fÀ)?te(À).r

Lemme r.LB 7I: C"(G\\/() -+ P(Uû est ,injectiue.

Preuve. Soit /6 € C"(G\\/f) telles q:ue?tfs:0, i.e. VÀ e 2t[,?tfo(ù:0. Notons
f . (*) :7@=\.
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La fonction /s est bornée, donc /s * /fr est continue, et par conséquent, Ie nombre

/o * /ti * f@) existe pour tout / € C"(G\\K), pour tout r € G.
soir f' : c"(G\\lr) -+ c, / *+ (/o ,F /d * /)("). Il est clair que pour tout / €

C"(G\\I(), F(l * "f.) > 0.
En outre, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lF( /*  s)12 <F'( /*  f . )F(s *e*) .

Soit / une fonction proche de la fonction ô de Dirac sur G.

Soit /h (*) : [* I* g@xk')dkdk' la fonction K-biinvariante associée. On applique

I'inégalité précédente avec g : Ô\ : il en découle que

lF( / ) l '  S MIF(/  *  / . )  |

pour une certaine constante M. On réitère ce processus :

l ,F( / )12 sMIF(/* / . ) l
< 14t+t/2Fff * f* * T * f")t/ '

< 14t+t/z+...+L/2" llpllr/r" l l(/ * /.)r" l lt/r" .

Mais dans une algèbre de Banach commutative quelconque,

sup le(d)l :: suP | [ s@)Ô@)d,rl
Ô  Ô  J G

: ,,\T"" lls*ll'/*.
Ainsi,

l ,F(/) l '  < M' sup l(/ * / .Xd) l :  M' s"p l/(d)/.(d)l
aa

otM'  es tuneconstan te .  Or ,parhypothèse, îo :0donc  l f ( /o* /d ) l  :0 .  Parunca lcu l

élémentaire, on vérifie que

F(/o * /ô) :(/o * /d * /o * /ô)(e)

: I vo,, f[(r)l2d'r
J G

Ainsi, /o * /tî(") : 0. Or, /o x /ti(") : Iclfo@)l'd".
Par conséquent, /6 : 0, ce qui prouve que la transformée de Fourier sphérique 7L est

injective. I

Corollaire 1.19 La transformée d'Abel A : Cf (G\\/() -+ Ci (A) est iniectiue.



Preuve. Supposons que Af : 0 pour T e Ci (G\\/{).
Alors Âf : 0 où î désigne la transformée de Fourier usuelle. Par le lemme 1.16,

?{Ï:0. Le lemme 1.18 entraine alors que.f :0, i.e. ,4est injective. f

5.3 Théorème de Plancherel, prolongement de la transformée de Fourier
sphérique

Le but de ce paragraphe est de prouver le théorème suivant ([11, thm 6.a.2]):

Théorème de Plancherel. Soit (dr,dÀ) une paire admissible de mesures de Haar
sur G et St. Alors pour tout / e C(G\\If),

f . - f

JGlf @l'dr :  lwl- '  l r){rt)(À)l '?lc(À)l- 'ax

En particuli,er, 7l se prolonge de manière unique en un ùsomorphi,sme unitaire d,e L2 (G\\If)
dans L2 (g 1, lWl 

-1 
lc(À)l-, aX1- .

Définition. Rappelons la déûnition d'une paire admissible de mesures de Haar :
Si G : K AN est une décomposition d'Iwasawa du groupe G, notons l/ I'image du

sous-groupe .l[ par l'involution de Cartan g associée à la décomposition. On appelle mesure
de Haar canonique dn sur ^/ la mesure normalisée par

I  s-zo{u{a))ùn: l .
JN

La mesure de Haar canonique sur -fy' est Ia mesure dont I'image par 0 est ffi; on la note
dn.

Une mesure de Haar dr sur G est dite admissible si 4* - 
"2p(roe") 

dkdad,n, où d,k vérifie

Ï* dk : 1 et où dn est la mesure canonique sur .ôy'. Ainsi, d,n est entièrement déterminée
par le choix de da.

Si dÀ est une mesure de Haar sur FJ, on dit qtrc (dr,dÀ) est une paire admissible si
dÀ est duale de da.

i.e. v/ e s(,4) , r@): Ir,.Î(r)r-^t"eo)d,À, 
a e A

of f1,l) : Ïef(a)e^(t"eùd,a, À e Fr est la transformée de Fourier usuelle et où S(,4)
désigne I'espace de Schwartz classique.

Pour prouver le théorème de Plancherel, on utilise le théorème suivant :
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Théorème 1.2O Soit (d,r,d,À) une paire admissible de mesures de Haar sur G et Sr.

Alors la transformée ile Fourier sphé,rique ?{ est un i,somorphisme topologique d'algèbres

entre l'algèbre d,e conuoluti,orz C(G\\/f) et t'atgèbre d,e multiplication E(Sr)w, qui est

I'ensemble d,es éléments d,e I'espace de Schwartz 5(Sl) inuariants par Ie groupe de Weyl

W. De plus,

v/ e c(c\\,Ir), @ilÀ): I"f @)e{n)d,n, À € 3r

et

(+tf)Q)ç -1 (r)c(À)-1c(-,r)-1a.r, r e G.

Preuve. II y a deux méthodes pour la preuve de ce théorème : la première est

due à Harish-Chandra, et Ia deuxième à Helgason, Gangolli et Rosenberg. Ici, nous nous

contenterons de donner I'isomorphisme réciproque :

J : s(Sr)w -+ c(G\\/{)
o ,DJa

r@):lwa' I
J S t

(Ja)(r) : lwÏ Ir,

ou

a(À)e- , /z )c (À) -1c( -À) -1dÀ,  reG.  a

Donnons à présent la preuve du théorème de Plancherel.

Par densité, il suffit d.e prouver ce théorème pour f e C?(G\\/().

On pose f.@) :7@-\. Alors

( /* / . )(")  :  I  t@)f*(r-L)dr
J G

1 -
= I f@)f(r)dr

J G

:  I  t fo\ l2d,r.
Jc ' "  

'  "

Vérifions de plus que si À e Sr, Hf.Q) : Xf (X) :
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f
htf-0): 

J"f"(n)e{r)dr
1 _

: 
J"f@-L)e{x)dr

t ' _
: 

J"f @)el(r-r)dn
f -: 

J"f@)e-{r)dr
f _:  I  f@)e-{r)dr

J G

I:  I  f@)e-^@)dr
J G

f
:  I  f ( r )e{ r )dr  (Àe Sr ,doncÀ--À)

J G

:Tl0).

Par conséqwnt, ?{(f x .f*) : ?7T .Hf- : Hf .?tf .
On applique alors le théorème 1.20 avec / * /* et t: e .

f  *  f*(")  :  lwa, I  HU */ .)(À)p-.r(e)c(À)-rc(-À)-1dÀ,
JSr

i .e. [_tralpd*: lwa, I wre)lrl"(À) l-zd^. .
Je  Js ,

5.4 Cas des fonctions bi-invariantes par ,If

Théorème L.2L soi ta € c"(G\\K) et  {  e . r2(c\ \K) te l tes quea*€:0.  Alors
o :0  ou( :9 .

Preuve. Soi t  o e C"(G\\ f )  et  €€ r2(G\\1{)  te l les que o*€:0.
Alors Tla .7{( : g. Mais d'après les lemmes 1.16 et L.LT, ?la : Âo est une

fonction entière, donc l'ensemble des zéros de ?[a est de mesuïe nulle. Ainsi, ?{a :
0 presque partout ouTla f 0 presque partout.

o Premier cas : ?la : 0 presque partout, donc ?la : 0. par le lemme 1.1g, o :
0 presque partout et par continuité, cI:0.

r Deuxième cas: Tla* 0presque partout. Alors ?!€:0presque partout, et d'après
la formule de Plancherel, /! lt@)l2d,r: 0. On en déduit que €: 0 presque partout. I
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b.b Problème des diviseurs de zéro pour les fonctions K-biinvariantes dans
le cadre -LP

On peut énoncer le problème des diviseurs de zéro pour l'espace Lo(G),p) L:

so i r  a  e  c " (G) ,d+0 er  {  €  Lp(G)  te ls  que CI  *€ -  0  dans  Lp(G) .A- t -on  € :0  ?

Il est intéressant de remarquer que le théorème précédent n'est plus vrai dans le cadre

,LP pour lottt p ) 2.

Théorème 1..22 Soi,t p ) 2 et G un groupe de Lie semi,-simple. Alors iI eriste a e.

C"(G) et @ e Lo(G), a,@ K -biinuariantes et toutes deur non nulles telles que a *' O : 0.

Preuve. Soit g une fonction sphérique de G dont la représentation unitaire zr appar-

tient à la série principale de G. On a

ç@):<Tb)e,e>

pour un vecteur unitaire K-fixe € e L2(G).
Soit Z un élément non nul du centre de I'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie

complexifiée de Ç, vr comme opérateur d.ifférentiet sur C-(G). Alors par le lemme de

Schur,
zçb) :< r (g)n(z)€,€>

- Àz < r(g)€, € >
: \zçb)

pour un scalaire Àz € C'.
soi t  /€c"(G\\ l ( )  te lque zr  +) ,zr .on pose0:z l  -Àzr.  Alorsoe c"(G\\K)

et, comme Z est dans le centre de l'algèbre envelopante,

o t *9 :Z f *9 -Àz f *ç
:Z* f*v- \z f*ç
: f *Q*ù-Àzf*ç
: "f * (Zç - \zç)
-0.

D'autre part, comme zr appartient à la série principale, il est bien connu que I e Lp(G)

pour tout p > 2 (A. Borel et N. Waltach, Continuous cohomology, discrete subgroups, and

representations of reductive groups, Princeton Princeton Univ. press 1980).

De plus, p est K-biinvariante. I
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Cas discret

Les définitions sont légèrement modifiées dans le cas discret par rapport au cas continu.
Nous devons donc énoncer la conjecture des diviseurs de zéro dans ce cadre spécifique.
Définissons les espaces de fonctions qui interviennent dans ce contexte.

Notons CG I'ensemble des sommes formelles à support fini, i.e. des sommes formelles
de la forme Dr." aslt as € C, an: 0 pour tout g € G sauf un nombre fini.

Notons I'(G) l'ensemble des sommes formelles de carré sommable, i.e. des sommes
formelles de la form" Dn." as!t as € C, D lonl, < o".

Notons ,'"(G) l'ensemble des sommes formelles bornées, i.e. des sommes formelles de
la forme Dn." asgt ae € C, supn. clonl ( oo.

Il est clair que CG ç I'(G) g 1."(G).
on définit une multiplication l'(G) x lz(G) -+ loo(G) par la formule

a0 : \anbngh  pour  o :Dong  e t  Ê :D ,bng .
g,hec  s€G seG

Remarquons que pour  o € CG et  pour  p €12(G),onaToB: :  d*  Ê:  a0.  Souvent ,
nous ne ferons pas la distinction entre a et I'opérateur de convolution assoc jée To. Nous
écrirons par exemple kero au lieu de kere.

La conjecture devient alors :

So ' i t a  €  CG e t  so i t  Ê  e I2 (G)  te l l es  que  aB :0 .  A lo rs  c :0  ou  0 -0 .

Remarque. Dans le cas des groupes discrets avec torsion (cas analogue à celui de
la proposition 1.2), on peut construire explicitement des diviseurs de zéro; soit donc G un
groupe avec un élément de torsion différent de l'élément neutre, noté par exemple g tel
q\e gn: e. Alors

(1  +  g  +  g '  + . . .  *  sn - t ) ( l  -9 )  :  0 .

En particulier, l'algèbre t2(G) possède des diviseurs de zéro.
Ce calcul très simple montre que la conjecture des diviseurs de zéro n'est pas vraie s'il

existe un élément de torsion non trivial. Dans la suite, tous les groupes considérés seront
donc supposés sans torsion.
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6.1 Généralités

Commençons par démontrer une proposition générale.

Proposition L.23 Soit G un groupe discret, et soi,t a €.CG. On noteTo I'opérateur

d'e conuoluti'on à gauche associ,é à a (c,est-à-di,re 7t(€) : Q*(). Les propositions suiuantes

sont équi,ualentes :

(i) ker ?' : {0}
(i'i') Im@[,): Im(To-) est dense dans lz(G)

(i,ii,) ImT, est d,ense dans tz(G)

(iu) ker 4ï : {0}
(u) a est un uecteur cyclique pour Ia représentati,on réguli,ère gauche rl,e G dans I'(G)

(ui) a est un uecteur cycli,que pour la représentat'ion régulière ilroi'te d,e G ilans t'(G)

Preuve. Les équivalences (i) {+ (i,i,) et (iii) ë (iu) découlent du fait général que

ker? : Im(T")r pour tout ? e L(?l) où'7{- est un espace de Hilbert.

Prouvons d'abord l'équivalence entre (i) et (i,ii,). Soit ?L : UlT"l Ia décomposition

polaire de l'opérateur ?},, où U est I'isométrie partielle sur l'(G) d'espace initial (ker?i)r

et d'espace final (Tffi;).
on a u evN(G),u*u est la projection orthogonale de 12(G) sur (ker?o)r, et uu*

est la projection orthogonale sur Tffi;. De plus, si r désigne la trace sur VN(G), on a

r (U.U) :  r (UU*) .
Si kerTo: {0}, alors (J*(J: -I, et donc r(u.U):1. Ceci implique par fidélité de la

trace qre (J(J*: /, c'est-à-dire que ImT*: I2(G).
On montre la réciproque par le même raisonnement.

Prouvons ensuite l'équivalence entre (i) et (u). Soit Xo: < À(g)o; g e G ) le sous-

espace cyclique pour la représentation régulière gauche engendré par o dans l2(G). Pour

{  e  l2(G),  on a

€e X:  <+<À(g)o ,€>:0  Vg€G

eOt*€* :0

ag {* € kero

Ceci montre que X* : {0} e ker?i - {0}.

Enfin, l'équivalence entre les propriétés (iu) et (oz) découle de l'équivalence entre (z)

et (u), et du fait que (Xo.)* est le sous-espace cyclique pour la représentation régulière

droite par o. I
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Définitions et notations. Nous avons encore besoin d'introduire quelques notions
avant de commencer la preuve de Ia conjecture dans Ie cas des gïoupes ordonnables (à
gauche ou à droite).

Le produit scalaire sur l2(G) est donné par la formule

(o, i l :D"n6 pour o: l .ons et  0:DUnn.
sec seG s€G

Si o : Dna" oeg, on pos€

o*  :  f  %g-1 .
s€G

Soit L(12(G)) I'ensemble des opérateurs linéaires bornés de t2(G). Comme nous iden-
tifions chaque a avec I'opérateur de convolution à gauche 7i, nous pouvons considérer CG
comme une sous-algèbre de L(12(G)). L'algèbre de von Neumann d.e G, notée Izl[(G), est
l'adhérence de CG dans ,C(12(G)) pour la topologie faible (ou forte) des opérateurs.

L'application I + 01 de VI[(G) dans l'(G) est injective, donc on peut identifier
VN(C) à un sous-espace de l2(G) :

acgvN(G)çr2G).

Remarque. Si o € VN(G) c I2(G), il n'y a pas d'ambiguité pour les définitions
précédentes : par exemple, ("û(t) : (o1)(B1) est le produit des opérateurs a et É. De
même, a*.1 : (o.1)*, où a* est I'adjoint de I'opérateur a et où (ol). est définie par
I'involution sur l' (G).

La trace canonique sur vl[(G) est définie par r :vN(G) -+ c, r(a): o,r.

Lemme 1.24 La trace r est finie, fi,dèle sur V N(G).

Preuve. Vérifions que r est bien une trace.
Il est clair que r est linéaire. De plus,

r(ao') :  t  o,na'n-,
seG

: 
t o,n-to,tn
seG

: r(a'c,).

En outre.
e1 e. : t ana| ggt_r

g,g 'eG

30



donc
r (a*  a) :  t  lon l ,  .

sQG

En particulier, r(a*a) > 0, ce qui démontre que l est une trace fi.nie. Le fait que I

soit une trace fidèle découle aussi de la formule précédente :

r (a*a )  - [14Vg€G,  ag :0Qs:0 .  I

Remarque. L'existence de la trace fidèle r montre que I'algèbre VN(G) est une

algèbre de von Neumann finie. En effet, soit .8, tr' deux projections dans yN(G) telles que

E-F18 .

Par définition de l'équivalence de deux projections, il existe une isométrie partielle V

telle que
E :V*V e t  F  :VV" .

Alors
r(E - .F) :  r (V.V) -  r (VV.)  :  g '

Supposons que .E ) F. La trace r est fidèle, donc r(E - f) > 0 ce qui est absurde.

Ainsi, E : F.

6.2 Cas des groupes ordonnables (à gauche ou à droite)

6.2.t Généralités

Soit t/(G) I'ensemble des opérateurs affiIiés à VN(G); put déûnition, e e U(G) est un

opérateur fermé, défini suï une partie dense tel que u,ïu,* : g pour tout opérateur unitaire

u dans le commutant Vl[(G), de VN(G). On dispose alors (algébriquement) de la suite

d'inclusions :
aG s vN(G) çP(G) çu(G).

La partie difficile de la preuve de Linnell de la conjecture des diviseurs de zéro dans

le cas d.es groupes ordonnables consiste à démontrer Ia proposition suivante :

proposi t ion 1.25 Si ,  p ,e, , (G) \ {0}  e t  s i  B €,2(G)\ {0}  sont te ls  que p0:0,  a lors

i,I eriste I e lz(G) non nul tel que "Yp -- 0.
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On a besoin de deux lemmes pour prouver ce théorème : le premier nous permet de
travailler dans l'algèbre de von Neumann de G, et le deuxième prouve le théorème dans
cette algèbre' Dans la preuve du lemme 1.26, on utilise des idées de la démonstration du
théorème 10 de [2].

Lemme L.26 Soi,t d e Iz(G). Alors il eriste d,es éIéments 01,02 €VN(G) qui ne sont
pas des di,uiseurs de zéro tels que g1a € V N(G) et a02 e V N(G).

Preuve. Il suffit de prouver I'existence d'un élément 0z eVN(G) qui ne soit pas un
diviseur de zéro tel que o;02 e VN(G) :

en effet, si a € l'(G), alors o* et2\G), donc il existe e e VwçC) non diviseur de zéro
tel que a*0 e vN(G); alors â*o : 1a*î)* €vN(G), et il suffit de prendre 0r:l*.

On définit un opérateur non borné B sur le sous-espace dense VN(G) de l2(G) par la
formule

ÊÀ:oÀ, )€Y l r (G) .

Ainsi, pour tout p, e VN(G),

(0^ ,p )  -  (oÀ, l r ) :  (À ,  a*p) ,

ce qui prouve que B a un adjoint, noté B*, défini sur IzN(G) par Ê. p - a* p. Ainsi, B se
prolonge en un opérateur fermé ô.

En outre, le commutantVN(G)/ de Izl/(G) est constitué des opérateurs de la forme
À r+ )7, où À e l'(G) et 7 € VN(G). En particulier si g € VN(G)'est unitaire (i.e.
gg* :  g"g:  L) ,  

gdp* :  â.

Ainsi, par définition, â est un opérateur fermé affilié à yi\,r(G).
Parsu i te ,  1+ô .âes t  invers ib le .  onpose  ô :ô (1  *â .ô ; - t  e t0 :  ( t+a .6 ; - t  a

VN(G); alors on aî,0: ô, où d eVN(G) et où 0 eVN(G) n'est pâs un diviseur dezéro
dans I/l/(G) (car c'est un élément injectif à image dense). I

Lemme 1.27 Soi,tG un groupe, et soita?VN(G). Les propositi,ons suiuantes sont
équiualentes :

( i )=0 e Ylr(c) \ {0} tet  que 0a:0.
(i i)=e € Y.^r(c)\{0} tet que de :0.

Preuve. Si a : 0, le lemme est trivial; supposons donc a + 0.
Soi t  / (o)  :  { r  € VN(G);  t re, :0}  et  r (c)  :  { r  € VN(G);  ar  :  0} .
Alors il existe une unique projection / de vN(c) telle que t(a):vN(G)(1 - /), et

il existe une unique projection e de v N(G) telle que r(a) : (t - e)v N(G).



Ecrivons la décomposition polaire de l'opérateur a, agissant sur 12(G) :

a , :  a l a l l

où lal : (a*a)r/2 et où u est une isométrie partielle telle que 1)*'u: e et uu*: / (cf

[29, thm 1.13.1] ) .
Supposons que t(o) : g. Alors f : L, donc uu* : 1. VN(G) étant une algèbre de

von Neumann f inie, ceci entraine que u*1):1, i .e. e:L. Par conséquent, r(o) : {0}.

De même, r(a): {0} implique l(o): {0}. f

Nous pouvons à présent prouver le résultat annoncé précédemment.

Proposi t ion 1.25 Si  p,e l 'z(G)\{0} et  s i  B €,2(G)\{0} sonttels que pÊ:0,  a lors

il eriste ̂/ e I2(G) non nul tel que "yF:0.

Preuve. Soit pr, P e I2(G) non nuls tels que FÊ :0.

Puisque P eI2(G), on peut appliquer Ie lemme 1.26; il existe donc 0 € VN(G) non

diviseur dezéro tel que P0 €VN(G). De même, il existe h e.VN(G) non diviseur de

zéro tel qtrc 01p, €VN(G).
Ainsi,

01p,80 :0.

On applique alors le lemme I.27 avec a: 0il1 et g - B0; remarquons que a et I ne sont

pas nuls car 0,01îe sont pas d.es diviseurs de zéro. On trouve ainsi 0 eVN(G) non nul

tel que

. =
De plus, 00t * 0, car I est non

' y  :d ï t ,  o \  a  1p , :  0 .  I

Introduisons à présent la notion de groupes ordonnables.

Définition Soit G un groupe di,scret. On dit que G est ordonnable à droi,te si G

est totalement ordonné par une relation 1 telle que o, < b impliçrue ag I bg pour tous

a,b ,  g  € .  G.

Remarque. On définit de manière analogue la notion de groupe ordonnable à gauche.

On peut montrer que G est ordonnable à gauche si et seulement si G est ordonnable à droite

(mais les ordres considérés ne sont pas nécessairement identiques).

Exemples.

1) IR est ordonnable à droite.

001P :  g .

nul et 01 n'est pas un diviseur de zéro. En posant
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2) Soit A un groupe abélien discret sans torsion. Alors ,4. est ordonnable à droite;
en effet, A se plonge dans le produit tensoriel A I Q, qui est un Q espace vectoriel de
dimension au plus dénombrable, et donc se plonge dans IR.

3) Les groupes libres sont ordonnables à droite (voir paragraphe 6.8.1).

4) Les groupes nilpotents discrets sans torsion sont ordonnables à droite (voir para-
graphe 6.3.2).

5) Les groupes de tresses sont ordonnables à gauche (voir paragraphe 6.3.3).

6.2.2 Preuve de Linnell

Théorème 1.28 La conjecture des diuiseurs de zéro est uraie dans le cas où Ie groupe
di,scret G est ordonnable (à droite ou à gauche).

Preuve. Soit ( I'ordre total invariant à gauche de G.
Soit a e CG non null on peut supposer que a : 1 f Ds>Lasg:
en effet, si aB:0, alors pour tout g e G, ga7:0. Nôtons gs le plus petit élément

de G tel que ano soit non nul. Alors

lg l 'og :0 ,
ago

et l'élément d: 
frSo 

1o est de la forme souhaitée.

Notons A: {ga;g > 1} ç I2(G).
Par défi.nition du produit, on a, pouï g ) L :

sa: e(1 + D"nn)
h > 1

, \ - a:  g + 
knnn.

De plus, si g ) L et h ) 1, alors gh > 1 (car h, > 1 implique gh > g et g > 1). Ainsi,
gAçA,

Soit t/ le plus petit sous-espace fermé de l2(G) contenant A, i.e. U : Vec4A) est
I'adhérence de I'espace vectoriel engendré par l,ensemble A.

Soit I/ le complémentaire orthogonal de t/.
Décomposons l'élément o €12(G) sur [/ etV :

a:€*F ,  €eU,p ,eV.
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Si g > 1, alors gp, € U:
en effet, d'après la décomposition de a, gp: ga - ge . Or, € € [/. Ainsi,

{ : l im€; où €e, eVect(A).

Les vecteurs $ sont de la forme

n ô

{, : t \k,igt",id avec À*,, € Cr Tk,t ) l, gp,i e G.
lc=1

Ainsi,
fLi

9€t :D^o1nnu,uo  avec  99 t  i  )  \ ,
lc:1

donc a(; est un élément de Vect(A). Par suite, 9€ : limg$ est un élément de U.

D'autre part, ga e A ç U par définition de A, et comme (/ est un sous-espace' gp' est

dans [/.

Par conséquent, comme p €. V et comme I/ est Ie complémentaire orthogonal de U,

ona
0 t 'g t t ) :0  Vg> 1 '

Ainsi, pour tout g ) L, (ttlt* ,g) : 0:
en effet, si l.l - Do." m6h, alors

p* : Drnhh-r.
heG

Ainsi.
ptr*: I  t  mnmihh,r.

hec  h t  eG

D'autre part, si g ) t,
gp:Dmngh:  t  n ln- t lh ,

hec hec

et donc par définition du produit scalaire,

o:  (p,gtù: l *nnn-* .
heG

Alors, (ttt *,g) est le coefficient de plpl* suivant g, donc

jttt*,9) : 
t m6frur1,
heG

: Q .
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Par suite, pour tout g € G différent de l, (p,p,* , g) :0, car (pp* , g-L) :(1t1t* , g), d,onc
1-t'p'* est orthogonal à tous les éléments de CG, sauf 1 (et ses multiples). On en déduit que

F l t * :ÀL ,  ÀeC.

Supposons que o eCG,B e l2(G)\{0} tels que aB: g.
Alors €0 + p,0: 0. Mais,

€Ê : l i1 (î ^*,onu,r., i i)  :  o,
&=1

donc p,B : g.

Supposons p + 0. D'après le proposition 1.25, il existe j €. l2(G) non nul tel que
'yl-L :0. Par suite,'yttp* : 0, et donc À7 : 0. Comme À10, on a ? : 0 ce qui est absurde
par définition de 7. Ainsi, lr : 0, donc a : 0 (car d # U). I

6.2.3 Variations sur la preuve de Linnell

Nous allons à présent démontrer d'une autre manière le théorème L.28, en donnant un
autre argument pour la dernière partie de Ia preuve. Rappelons les notations introduites
dans la démonstration précédente du théorème 1.28 :

Soi t  A :  {sa;g > 1} ç tz(G).
Soit t/ le plus petit sous-espace fermé ae P(G) contenant A, i.e. tl : Vec{A) est

I'adhérence de l'espace vectoriel engendré par I'ensemble A.
Soit V le complémentaire orthogonal de t/. Décomposons l'élément a €.l2(G) sur [/

e tV :
a :€* l - r ,  €eU,p ,eV.

On a montré que pp* : À1, À € C et qlre pP:0. Supposons p,+0.
Notons encore

H, : vect(Àç(G)p,)

la sous-représentation cyclique ae I2(G) engendrée par F, où Àc désigne la représentation
régulière gauche du groupe G.

Lemme 1.29 L'espace'll, est Àç(G)-i,nuariant, et i,l eri,ste une isométri,e linéai,re Q
d,e I2(G) dans ?1, qui commute aaec )c(g), g e G.

Preuve. Montrons I'invariance de TLr. Soit r aHr, r s'écrit sous la forme

r : l im DonX6(nn) r, a,; e C, % € G.
i,
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Par suite,
Àcb)r: limDor^"knu)r

est }a limite d'éléments de Vect(Àc(G)), ao* ,lt(n )r € ?{1",ce qui prouve que l'espace

?{ * est Àç (G)-invariant.

Montrons I'existence d'une isométrie linéaire O de 12(G) dans 7{* qti commute avec

Àc(g), g e G. On définit cette application linéaire en donnant I'image des éléments de la

base :
o(g) :#^',n,r:ffi,

Vérifions que d commute avec Àç(h),h e G :

(r"(n) . o)(g) :Àc(h) (ffi)
hgtt

l lp l l
:A(hs)

: (o  o  rc(h) ) (g) .

Vérifions enfi.n que Q est une isométrie, en utilisant le fait qlre [Lp" : À1 (et donc

l lpll ' : l[rp.ll - À). Pour cela, soit { el2(G). Alors

ild(€)il':11,,;iç
- ll Dnec {r.qpll2- 

l lpl l ':W
-Dn,nrc €n€n(g P, hP)- 

l lpl l ':'#
-Dr." l€nl 'À- 

l lpl l '
: l l { l l ' .

Ainsi, O possède bien les propriétés annoncées. I

Autre preuve du théorème 1.28. Soit U : t2(C) + t2(G) I'isométrie partielle

d'espace initial ?{, et d'espace final l2(G) définie par U :0 sur I'orthogonal de7l, et
(J : Q-L stt ?{r.
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Alors U*U est la projection orthogonale sw ?{, et U[J" - I. Par conséquent,
r(U.U) : 1, donc (J*(J : 1 et ainsi, H, : Lr(G).Or, on sait que p0 :0, donc pour tout
11 €. ?lp, qÊ :0. En particulier, Ê : ù0 :0. I

6.2.4 Conjecture dans le cadre lp,p) 2

so i t  G: t r ' l v  legroupe l ib resur l /généra teurs ,s :  {s r , . . . , sN} .  so i t? :caa(G,s)
le graphe de Cayleyde G; ? est un arbre. Soit so :ele point base de ?.

soit A : l*T -+ IæT I'opérateur de moyenne définie paï ra formule

1 N

Af bro): # )l (f t"f ' sro) + l?ug"o))

, : = '  
a \ z:  

,N(Xs's- '  
*  f )bro)

pour tout f e l*T, où xses-r est la fonction indicatrice de la partie ̂ gU,S-1.
Soit z € A\iO) et soit ez : T -+ C Ia fonction définie par

ç"@ro) : 
G + r)(p:fi (fa)"-' . #)

où n: d(ro,gr6) est la distance de grs à z6 dans ? et où Q:2N - 11 remarquons que
gz ne dépend que de I'entier n.

Il est bien connu (Pierre Cartier, Géométrie et analyse sur les arbres, Séminaire
Bourbaki 407,L97t/72,723-L40) que ç" est fonction propre de A pour la valeur propre
\ :  z  I  qz - r .

So i t  z€  C avec  l r l :  Jq .  A lo rs  g"€ tp(T)  pour tou t  p>2.
En effet, le cardinal de I'ensemble {r e T/d,(rs,r) : n} est égal à (q + L)q"-t; ainsi,

D le "@);o 
:  !  (o * r)qn- ' lp "(n) loaeT nCN

et on peut vérifier que cette série converge pour tout p > 2.
on peut considérer (pz colorrme une fonctioî Q" sur re groupe G : çr(g): ç(gfrù.

Alors (p, e P(G) pour tout p ) 2. On a donc démontré le théorème suivant :

Théorème 1.30 Soi,t G: f'lv Ie groupe libre engend,ré par N générat€,trrs s1,. . .r s,u.
So i ta :2 fuXsus- , -Àôu  €  AG\ {O}  oùS:  { r r , . . . " i v } ,  z  e  C  auec lz l :  Jd ,À :  z *qz -L
et q - 2N - 7. On a alors a * g" - 0.
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Remarque.
L'existence de contre-exemples à Ia conjecture des diviseurs de zéro dans le cadre lp

a déjà été remarquée par Linnell et Puls, qui donnent un tel contre-exemple de manière

ad-hoc (cf [26]). La construction ci-dessus est plus conceptuelle.

6.3 Exemples de groupes ordonnables

6.3.1 Cas des groupes libres

Le but de ce qui suit est de prouver que le groupe libre à deux générateurs, noté

Fz, est ordonnable à gauche. La preuve se fait en deux étapes : tout d'abord, on

démontre qu'il existe un homomorphisme injectif de Fz dans Homeo+(lR), le groupe des

homéomorphismes de la droite réelle qui préservent l'orientation. Ensuite, on prouve

que tout groupe dénombrable G tel qu'il existe un homomorphisme injectif de G dans

Homeo* (R), est ordonnable à gauche.

Lemme 1.31 /t eriste un homomorphi,sme i,njectif g ile F2 d,ans SL2(jR), ae Srz(R)

conti,ent un sous-groupe libre sur deur générateurs.

Preuve. Pour prouver ce lemme, on utilise une méthode appelée Ping-Pong de Klein.

Notons a,b les deux générateurs du groupe libre Fz. Soit r : (l ?) 
et y -

/ t  o\
(; i)t " 

et gr sont des éléments de ̂ 9I2(R). On définit un homomorphisme I de F2

dans ,S.Lz(JR) par son image sur les générateurs du groupe F2:

p(a) : x, ç(b) : y.

Il faut prouver que I'application rp ainsi définie est injective. Pour cela, soit g e Fz\{e}.

On veut prouver que p(9) * ç@); 9 étant un homomorphisme, on sait que tp(e) : /d, où

,Id désigne la matrice identité de SI2(1R).

Remarquons tout d'abord que r' : (l ? ) ", o" : (), Î)
Posons

A: {(a,É) e R'\{0h l" l  > lpl}

et
B : {(a,B) € R'\{0h l" l  < lpl} .

On vérifie facilement que rnB Ç A et que ynA Ç B.
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En fonction de l'écriture de g, p(g) s'écrit sous une des formes suivantes:

frn, A^, . . . f in, A*, (1)

l n r A * ,  . .  . l n ,  ( 2 )

y * ,  . .  . f n ,A* ,  ( 3 )

u* '  " ' l n '  (4 )

Supposons que p(g) : Id,. Quel que soit l'écriture de çG), on peut se ramener au
cas (2) : par exemple, si p(g) - rnLA*r . . .frn,y^,, on prend no I -n1, et l'équation
çb) : /d peut alorS s'écriys ano*ntU^t ...r,n,A*,z--no : Id,.

Soit alors (o,0 € B. On applique ce couple à l,égalité

,n ty* ,  .  . .  f in .  :  Id" .

D'après ce qui précède,

r"'(o, P) e A
yrLr_r anr @, B) e B

:

r n t A * ' . . . r n ' ( a , B )  e  A .

Mais rn'yrnL...rn,(a,0): (a,P) e B, ce qui est absurde. Ainsi, eG) * Id,, donc
l'application rp est bien un homomorphisme injectif. I

Lemme L.32 (i) Il exi,ste un homomorphi,sme injectif entre Sr2(R) et Homeo+(SL),
Ie groupe des homé,omorphismes du cercle qui préseruent l'ori,entati,on.

0i) n existe un homomorphisme injecti,f ile F2 ilans Homeo+(JR).

Preuve. (i) Pour construire cet homomorphisme, on a besoin d'introduire le groupe

su(r,r):  { (g^ 1) .  sLz(c); lol,  - lalr:  r}.'  ( \ 0  a /  )

Ce groupe SU(1,1) est isomorphe au groupe ̂ 9r2(R). En outre, il existe un homo-
morphisme injectif de ̂ 9tl(1,1) dans Homeo* (s1), aefini par la formule

(a  ô \  az lb
( .6 â) ' :# '  lz l :L '

En composant les deux homomorphismes précédents, on obtient le résuitat.

(ii) Considérons le sous-groupe G de Homeo+(n) aes homéomorphismes de Ia droite
réelle qui commutent avec les translations entières, i.e. le groupe des homéomorphismes /



de lR. dans lR. tels que /(r + 1) : f @) + 1 pour tout r € lR. It existe un homomorphisme

surjectif d.e G dans I'ensemble des homéomorphismes du cercle, qui a pour noyau l'ensemble

des translations entières :

e :  f  ,+ f ,  f@+4 :  f@) tz Yr eF..

Soit ,r/ : F2 ) Homeot (S1) un plongement du groupe libre Fz sur deux générateurs

a,b. Onchoisit A',8'€ G qui se projettent respectivement sur 14. : û(a) et B: {(b) par

(D, c'est-à-dire tels que O(A') : A et Q(Bt): 3.

Par la propriété universelle du groupe libre, il existe un unique homomorphismeTy'/ :

Fz-+ G tel  q ' t leû'(a):  At  et , ,h ' (b) :  B' .On a alors Qor/ ' ' :Ty ' .  Commelb est  in ject i f ,

ceci montre que lst es,t aussi injectif. I

Lemme 1.33 Soi,t G un groupe discret. On suppose qu'il eriste un homomorphisme

injectif $ d,e G dans Homeo+(n) . Alors G est ordonnable à gauche.

Preuve.
Supposons qu'il existe rs € lR avec stabilisateur trivial, i'e'

Stab(r)  :  {1 e G; ô0)@ù: "o} 
:  {e} .

Alors on définit un ordre total invariant à gauche sur G en posant

^f t  1. ' tz  s i  d( 'yr)( to)  < ô0ù@o)

où le signe S dans le membre de droite désigne I'ordre total de lR:

en effet, i} est clair que S est un ordre sur G. Il est invariant à gauche puisque

I'homéomorphisme @(7) préserve I'orientation. Enfin, I'ordre est total : en effet, soit

tt * tz. Supposons que d(?1)("0) : Ôhù@ù.Alors Ô0;t)Ô0t)("0) : e, donc par

injectivité de ô, -yt -- 1z ce qui est absurde. Ainsi, on a bien un ordre total sur G.

Dans le cas où iI n'existe pas de point trs âvec stabilisateur trivial, soit (r;) une suite

dense de points de IR- On dit eue 7r ( 72 si "yt : 12 ou si le premier indice i pour lequel

ô0)@n) * ô0ù(16) est tel que Ô6ù@ù < ÔQz)("ù.
Montrons qu'on a ainsi défini un ordre total invariant à gauche sur G.

Remarquons d'abord que si'Yt,^Yz sont des éléments de G,

^t t : .yz s !1,  ô0)@ù :  ô02)(r , ) .

En particulier, si lt *'Y2,, iI existe un indice i tel que Ô0ù@ù * Ô0ù(16), et donc

It S lz ov'Yz 1 ^lr.

vérifions que ( est transitive. Pour cela, soit 71,'lz,"Ys € G tels Que 71 3 "Yz et
.yz 1 .yz. Le résultat est trivial si ?r - 7z ou si'r,z - "f3l supposons donc Que 7r t' y et qtrc
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7z f ^lz. Soit e le premier indice tel que ô0ù@ù * ô6ù@) et soit j Ie premier indice
tel que ô0ù@) * ô0ù@i). On considère trois cas :

Si i : j , alors pour tout lç < i, on a /(71)(r*) : ô0ù@*) : ôOs)(rx) et Se)@;) <
ô02)("ù < ô\s)(x;), donc lt 1 12.

Si i < j, alors pour tout k 1i, on a /(71)("*) : ôhz)("x) : ôOs)(rp) et ô0ù@ù <
ô6ù@ù: ôhz)(r ; ) ,  donc t t  1^ye.

Si i > j, alors pour tout lç < j, on a /(71) (**) : ôhù@u) : ôQs)("n) et ô0ù@) :
ô0ù@i) < ô02)(*), donc 71 S zs.

Ainsi, la relation ( est transitive. Il est clair que < est réflexive et antisymétrique, donc
c'est une relation d'ordre sur G. Cet ordre est invariant à gauche car I'homéomorphisme
/(7) préserve I'orientation. Le fait que l'ordre soit total provient de notre remarque
préliminaire. t

En combinant ces trois lemmes, on voit que le groupe libre à deux générateurs est
ordonnable à gauche. Plus généralement, on peut montrer que les groupes libres à n,
générateurs sont ordonnables à gauche.

On en déduit à I'aide du théorème 1.28 que la conjecture des diviseurs de zéro est
vraie dans le cas des groupes libres.

Remarque Rappelons (voir paragraphe 6.4) que Linnell et Pulls ont montré dans
[26] que la conjecture des diviseurs de zéro est fausse pour le groupe libre.Ftv dans le cadre
lP pour lout p ) 2.

6.3.2 Cas des groupes discrets nilpotents sans torsion

Dans ce paragraphe, nous voulons prouver que tout groupe nilpotent discret sans
torsion est ordonnable. Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.34 Soi,t G un groupe, z le centre de G et H : r-L(centre(Glz)), où
r: G -+ G/Z désigne Ia surjection canonique. S'i Z est sans torsi,on, alors Hf Z est sans
torsion.

Preuve. Soit g € fI tel qlue r(g)" : l pour un entier n l L; alors g' € 2. Il faut
montrer qlue g e Z. Comme z est sans torsion, il suffit de vérifier que [r, g]n : I pour
tout r € G, où l*,gl: rgr-rg-t est le commutateur de r et de g.

Soit z € G. On a gng-L : rlr-L,g]. Comme H/Z esf le centre de G/2, on a [z-1, g] e
Z . Par suite, 92rg-2 : grg-t[r-', g] : rlr-r, gl2 et par récurr ence, gnrg-^ : il*-r,-;J".

Comme gn  €  Z ,  on  a  [ r -1 ,  g ]n :L .  I
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Corollaire 1.35 Soit G un groupe nilpotent sans torsion. Soit {e} 
- Go C Gr C

.. '  C Gn: G la suite centrale descendante, défini,e par GifGi-L: Centre(GlG;t).

Alors le groupe G;lG;t est sans torsion pour tout L I i 1n.

Preuve. On remarque que

G t I G*t : (G; I G'i-z) I G ; I G;z)

: C entr e ({c I c n-r) I (G r-, I Go-, ))

pour tout indice i) 2 et on procède par récurrence. I

Proposition 1".36 Les groupes ni,lpotents discrets sans torsi,on sont ordonnables à

gauche.

Preuve. Soit G un groupe discret nilpotent sans torsion. Il existe alors une suite

finie

{ t }  :  Go  C  G t  c  " '  C  Gr  C  " 'Gn  :  Q

de sous-groupes de G telle que Ga-1 soit distingué dans Gi et telle que chaque quotient

Qr. :  G' i  lG+t

soit abéIien, sans torsion d'après le corollaire 1.35 (donc en particulier ordonnable à

gauche).
Notons (; un ordre total invariant à gauche sur 8,;. Nous allons construire un ordre

sur G à l'aide de ces ordres sur Qa:
Soit 7, ̂ y' e G. Soit i le plus grand entier tel que l-L^l' ê G;t. Alors 'Y-ry' e G;,,

donc il détermine un élément ll-'llu de Qr On pose alors

.,/ I "y' aa [7-17']t 1t I.

Cette formule définit un ordre total invariant à gauche sur G; le seul point non trivial

à vérifier est la transitivité de I'ordre. Soit donc lt I ^lz et 12 1 1s. Par définition, il

existe des entiers i,j tels qre.ytl.yz soit un élément de Gr mais pas de Gl-r et tel que

lîr"fe soit un éIément de Gi mais pas de Gi-r Etudions les différents cas possibles.

Si j < i, alors 1otla: (ltrn)}îtlù est un élément de G,i mais pas de Ga-1. Alors

[zitfr]n : lltLlzl{lzrnlr. Mais [7f17e]r est l'élément neutre du groupe Qa, et donc

hî't ', lu: 1. Ainsi, lt itzs]d <i 1.
Si i < j, on raisonne de manière symétrique.
Si i : j, alors 16lls : (llLlz)(lîtlù est un élément de G,i. Si titZr est aussi un

élément de G;-1, alors [7flZr]n <u 1. Sinon, alors il faut évaluer [Zf1fs]k, où k est un
entier plus grand que i et j. Ainsi, ['yr 

1la]r : 1.
Ainsi, I'ordre est transitif, et le groupe G est ordonnable à gauche. I
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6.3.3 Cas des groupes de tresses

Dans cette partie, on se contente de donner la définition des groupes de tresses, et de
citer un théorème de Dehornoy (cf [6]).

Définition Le groupe de tresses sur n brins, noté Bn, est défini par présentati,on :

Bn :1  c r t . . . t on -L )o io j  :  o io i , l ' i  -  j l  >  2 ,  e t  o io io i :  o jo io j , l i , -  j l :  1  )  .

On défi,nit de manière analogue Ie groupe B*, o,uec une inf,nité de générateurs et les
mêmes relati,ons.

Théorème L.37 Les groupes de tresses Bn,2 1n < oo, sont ordonnables à gauche.

Preuve. On se contente de définir l'ordre total invariant à gauche : si B1, Êz € Bn,
alors on dit que h < 0z si et seulement si il existe un indice ,i tel que le mot de tresse
grlÊz-admette au moins une représentation où apparait sa et où n'apparaissent ni on-1, ni

l eso r *1  , j < i .  l

6.4 Seconde approche du problème des diviseurs de zéro

Cette méthode est basée sur la technique des modules de Fledholm, introduite par
Connes dans sa preuve du fait que Ci(F2),Ia C*-algèbre réduite du groupe libre à deux
éléments F2, rLë possède pas de projection non triviale (voir [3]). Nous suiwons cette
preuve là. Le point de départ est le lemme suivant.

Lemme L.38 Soi,t A une algèbre de uon Neumann finie, auec une trace fini,e fidète et
normal i ,séer.  Soi tp une project i ,on dans A. Sir(yt)  €2,  a lorsp:0 oup:I .

Preuve. On sait que r(p) : r(p*p) ) 0 et que r(1 -p) -- 
"((L-p)(1-p).) 

) 0, donc
r(p) e N et  1 -r(p):  r (1 -p) e N. Ainsi ,  r (p) :0 our(p):1.  Dans le premier cas,  on
a r(1 -p):  

" ( (1 
-p)(1 -p)*)  :0 et  donc par f idéI i té de Ia t race, p:1.  De même, dans

le second cas, p:0.  I

Théorème L.39 Soit G - Fz le groupe libre sur deur générateurs. Soit a € CG.
Soi,t po € ynf(G) Ia projection orthogonale sur ker?i. Alors r(p*) €2, où r est Ia trace
canonique sur V N(G).

Corollaire 1.40 Soi,t G - F2 et soit a € AG\{O}. Alors ker?i : {0}.
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Preuve. D'après Ie théorème 1'39 et le lemme 1'38, P : 0 ou p - 1' Mais par

hypothèse, a * 0 donc le deuxième cas est exclus. I

Remarque. Supposons que G possède des éléments de torsion. Soit Q le sous-groupe

de Q engendré par les inverses des ordres de ces éléments. Il a été conjecturé que r(p') e Q
pour tout d e Cc(G). Un contre-exemple à cette conjecture a été donné dans [13].

Preuve du théorème L.39

Soit G : FzIe groupe libre sur deux générateurs a et b.

Première étape : Construction d'un module de Fredholm

Soit ? : (V,E) le graphe de Cayley de G. Rappelons que l'ensemble des sommets de

? est V : G et que n,U e I/ sont liés par une arête (i.e. {*,a} € ,E) si et seulement si

a  :  f rg  pour  un  g  €  {a ,b ,a -7 ,b -1} '
Il est bien connu que ? est un arbre. Etant donnés r,U € V, il existe donc une unique

géodésique [z, gl] Ies reliant. Fixons 16 € V et définissons une application

B :  V\{r6} )  E,r  r+ B@)

où É(r) € -E est l'arête contenant r et contenue dans l*o,r]. Il est clair que B est une

bijection. On choisit un point * # E et on étend P à V par B@s): *, obtenant ainsi une

b i jec t ion  0 ,V  -+EU{* } .

Le groupe G agit par translations à gauche sur V et sur ,8. On étend l'action de G

sur -E en une action sur -E U {*} par 9* : * polu tout g € G.
L'application B est presque G-équivariante au sens suivant.

Lemme L.AL Soit s € G. L'ensemble {r evl0@") * g0@)} est f ini,.

Preuve. Pour r € V, on à lt : 19 si et seulement si r : g-Ito. Le segment

l*o, g-, *o] contient un nombre fini de sommets. Pour tout r # lro, g-L ro], on. a gr f rs

et gB@) est une arête contenant gn et contenue dans 9[16, rf :lgts,gr]. Comme ? est

un arbre et gr Élgro,rol, g0@) est également contenue dans lro,grl et donc g0@):

0G"). .

Soient I2(V) et l2(E) les espaces de Hilbert avec bases V et E respectivement. On

définit un isomorphisme
a : P(v) -+ I2(E) o a{*}

par la formule O(ô') : 69@) pour tout n e V.
Soit n-+ - À6 la représentation régulière gauche dans l2(V) :12(G) et soit r - pQ\,,

où p est la représentation de G sur l2(E) associée à I'action de G sur .E et où 0 est la

représentation 0 sur C{*}.
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On définit r- Ia représentation de G sur 12 (V) par

"- 
(s): o-I 'r(s)o Ve e G;

zr- est donc unitairement équivalente à zr.

Lemme L.42 La représentation r- d,e G s'étend, li,néairement en une regtrésentati,on
de v N(G).

Preuve. Comme r- et r sont équivalentes, il suffit de le montïer pour p. L'action
de G sur.E est  l ibre (s i  g{r ,g} :  { r ,g}  pour n,A €V et  g € G, alors g:  e) .  Ceci  montre
que p est un multiple de la représentation régulière À6r (en f.ait, p - À6 O À6 car G possède
deux orbites dans ,E). Comme À6 s'étend à VN(G), ceci termine la preuve. r

Lemme 1.43 Pour tout a e æ, I'opérateur r+(o) - r-(o) e L(t2(v)) est de rang
frni.

Preuve. Par linéarité, il suffit de montrer que z'+(g) - T- (9) est de rang fini pour
tout g € G.

Par le lemme 1.41, I'ensemble {r e V/B(gr) + g0@)} est fini. pour tout r € V ter
que Bbx) : sB(r), on a

n- (g)6" : Q-lr(s)O(ô')

: o-1(n (g)6Ba>)

:  O-1(6sB@)

: (D-1(6BG*1)

:6s ,

: r+ (9)6*.

Ceci montre que 
"+(g) 

et r-(9) coincident sur le sous-espace de t'(V) de codimension
finie engendré par {6*l* eV, B@r): gB@)}. I

Deuxième étape : Calcul de la trace

Soit r : IzÀf(G) * C, r(T) :a ?6.,5. ):( 76r,6, > pour tout r € V Ia trace
canonique sur V.n/(G). Nous allons relier r(f) à Ia trace usuelle des opérateurs pour
certains f eVN(G).

Lemme L.44 Soit f e V N (G) tel que 
"+ 

(T) - r- (q soit un opérateur d,e rang fi,ni.
Alors

r(T) : trace(tr+(T) - n-(?)) : I . ("*(r) - n- (r))6,,6, ) .
t eV



Preuve. Pour tout g e G, on a:

< ("*(g) -  
" - (g))ô,o,6*o 

)  : (  n+(g)6,o,6*o )  -  <-r-(g)6, , ,ô 'o )

:< À(g)ô'o,ô 'o )  -  < (o-t t t (g)o)ô"" ,6*o )

: ,(s)- a r(s)6p@o;, ôp1,o; )

:  r (g ) -  <  r (9 )6* ,6*  >

: r(g) car zr'(9)ô* : o.

D'autre part, pour tout r e l/\{cs}, on a

< ("*(g) -  
" - (g))ô, ,6,  

) :< À(g)ô, ,6,  )  -  < r(g)6B@1t68çty )

:1 6sr,6,  )  -  < 6nB61,6961 )
-0 ;

ene f fe t ,  s ig -  ! ,169r ,ô ,  ) : (  6sÊ* , ) ,68 ' , )  ) :1e ts i9  *L ,g r l te tg0@)*  0@) ,
doqc (  6s ' ,6,  ) : (  6so@),58@) ) :  0.

Il en découle que

trace(n+(s) -  r  (g))  :  t  .  ( "*(g) -  
" - (s))ô, ,6,  

) :  r (e) '
reV

Par linéarité, on a donc

trace(tr+ (T") - 
"- 

gà) : r(Tà pour tout d e cG.

Par densité de CG dans VN(G) et par continuité de r et des formes linéaires positives

T r+< ("*(T) -r-("))ô',6, ), i l  en d'écoule que trace(n+(T) -"-(")) : r(?) pour

tout ? e yN(G) tel que 
"+(T) 

- 
"- 

g) soit de rang fini. I

Tloisième étape : Quelques lemmes généraux

Soit ?l un espace de Hilbert.

Lemme L.46 Soient T,S deur opérateurs bornés sur 71. Soient p,q les projecti'ons

orthogonales sur ker? et ker S. Supposons que T - S soi,t de rang fini. Alors p - q est de

rang fi,ni.

Preuve. Soit 9 - T-,S. Par hypothèse, K: ker(T-S) est de codimension fi.nie dans

?{. Comme ? et ^9 coincident sur K, on a kerTarc: ker S nK. Ainsi, p et q coincident

surkerTarc .
D'autre part, comme K est de codimension fi.nie dans 7{,kerTal3 et kerSnK sont de

codimension finie dans ker ? et ker ,9 respectivement. I1 en découle que (ker 
")r 

et (ker S)r
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sont de codimension fi.nie dans (kerTaK)L: (kerSnrc)I. Ainsi, (kerT)r o (ker^g)r est
de codimension finie dans (kerTn rc), et donc dans (ker?)r.

Il est clair que p: çl: 0 sur (ker?)r n (ker,S)4.
Soit K/ : fker?. nrc]O (ker?)tn (ker^9)r. Comme ker?oK est de codimension finie

dans kerT et que (ker?)r fl (ker^9)r est de codimension finie dans (ker?)r, K/ est de
codimension finie dans ?{. De plus, p : q sur K/. I

Lemme 1.46 Soi,ent p,q € L(7{) deur projecti,ons telles que p - q soi,t un opérateur
à trace sur 7{. Alors trace(p - q) e Z.

Preuve. Soit ? : (p - q)2. Alors ? est auto-adjoint et compact. De plus, ?p : pT
etTq: çIT.Soit ?l :?{o OO.l*o TtxIa décomposition de ?{ ensous-espaces propres ?11
de 7. Pour tout ^ + 0, dim?lx ( oo.

Comme
?{o : ker ?

: ker(p - ù2
: ker(p - q),

les projections p et q coincident sur ?{o. On a donc

trace(p - q) : trace(p - n) 16^*o *^.

Comme p et q commutent avecT, chaque ?{x est invariant sous p et sous q. On a
donc

trace(p - q) : | (tr"ce(plx) - trace(ql*^ )).
^+o

on a en outre trace(pl7a) e N et trace(qlx) € N, car dim?I1 ( oo. Ainsi,
trace(ply^) - trace(qla^) e Z. Le terme de gauche étant fini, on a

trace(pls^) - trace(qlx) * 0

pour au plus un nombre fini de À. Il en découle qloe trace(p - q) e Z. I

Quatrième étape : Intégralité de la trace

Soit o € CG. Soit p eVN(G) la projection orthogonale sur ker?i. Nous voulons
montrer que r(p) € Z. Soient pt,p- les projections orthogonales sur ker n+(Tr) et sur
ker zc- (?i) respectivement.

Lemme r.47 (i) 
"+(p) 

: p+.
(ii) n eriste une projecti,on p* de rang 1 telle que r- (p) : p- - p*.

Preuve. (i) Comme Tt : À6r, on a ker n+ (Tr) : ker To et donc p+ : p : ,r+ (p).
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(ii) La représentation n- est équivalente à la représentation Àc O Àc O 0. Il existe donc

une décomposition t'(V) : ?{ @Cô"0 en sous-espaces 7r- (G)-invariants avec ,- (G) l*,o :

0 et il existe un isomorphisme T : ?{ -+ lz(G) @ l2(G) entrelaçant r- et Àc @ À6r. On a

ainsi
[kerzr-(o)] n ?{: T-L(rc, (.1"1o1 e .1c1"1;)

: T-L(kerQ @ ker?i)

Comme
r- (p)lu : r-'lÀc (p) o Àc (p)1"

: T-tlp @ p]7,

il en découle que 
"-(p) I, est la projection orthogonale sur kern-(T") n?1. Comme

r- (p) : 'rr (o) : o sur Cô"o, on a

T 
- (P) l*"0 : o et Cd"o Ç ker r- (7")'

Comme p- est la projection sur ker zc- (Tù, p- : / sur ff"' , d'où p- : 'tr (p) + p*,

où p* est la projection sur Cd'o. I

Fin de la preuve du théorème 1.39
Par le lemme 1.43, r+(a) - n-(o) est de rang fini. Le lemme 1.45 implique que

p+ - p- est de rang fini. Par le lemme L.47, r+ (p) - r- (p) : (p+ - p-) + n* est également
de rang fi.ni. Le lemme 1.46 implique alors que trace("*(p) - r- (p)) € Z. Mais ,(p) :

trace(tr+(7t) - n- (p)) d'après le lemme 1.44. Ainsi, ,(p) € V'. I
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lr
Chapitre 2

Propriété (T) pour Sp(n,l)

Dans le chapitre 9 de [t6], Pierre de la Harpe et Alain Valette ont prouvé que le
Sroupe Sp(n,l), le groupe des isométries de l'espace hyperbolique sur les quaternions, a la
propriété (") de Kazhdan. La preuve, dûe entre autres à Kostant ([23]), est longue et assez
fastidieuse. Le but de ce chapitre est de donner deux preuves raisonnablement courtes, et
n'utilisant que des résultats assez connus, de ce théorème. L'esquisse de démonstration la
première preuve que nous allons détailler ici se trouve dans le review par M. Cowling de
[16], et utilise très largement des idées de [5]. On peut aussi trouver des indications un peu
plus précises dans [31]. La deuxième preuve, basée sur des id.ées de Gromov et de Shalom,
est développée dans un livre à paraitre de B. Bekka, P. de la Harpe et A. Valette.

1 Généralités sur les groupes de Kazhdan

Soit G un groupe localement compact.
Les représentations (n,?{") considérées sont supposées unitaires et fortement continues

sur des espaces de Hilbert complexes, ce qui signifie que

GxT tn )7 {n

(g, €) r-) n(g)€

est une application continue.
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Définition Pour un nombre réel e ) 0 et un ensemble compact K ç G, on il,it qu'un
uecteur uni,té e < 7t^ est (e, K) inaari,ant si

sup lln'(k){ - €ll < e.
keK

On dit que r possède presque des aecteurs'inuariants si pour tout couple (r,K),
eri,ste un uecteur uni,té (u, K) inuariant dans ?{n.

Définition on di,t que le groupe G a Ia propriété (T), ou que G est un groupe de
Kazhdan, si toute représentation de G qui possède presque des uecteurs i,nuariants a des
uecteurs non triuiaur inuari,ants :

=0*qQTln  te lquer (e )q :q  Vge  G.

Définition Soit (n,?{") et soi,t (p,?lr) deur représentations unita,ires deG. On d,it
que r est faiblement contenue dans p si, toute fonction de type positif associ,ée à r peut être
approchée uni'formément sur les sous-ensembles compacts de G par des sommes fini,es de
foncti,ons de type positif associées à p. On note alors r < p.

Ceci si,gnifie que pour tout € € Tln, pour tout sous-ensen'tble compact Q de G et pour
tout e > 0, il eriste \t,. . .,rln € ?lo tels que pour tout r e. Q,

|  < ' ( r )€ ,€  >  -Ë.  p( r )qr , r t r>  |  <  e .
i=1

Définition Soit G Ie dual de G, c'est à dire I'ensemble d,es classes d'équiaalence des
représentations uni,taires irréd,uctibles de G. On le muni,t d,e Ia topologie de FeII, basée sur
la contenance fai,ble :

si S est une partie d,e G, n < G est d,ans l'ailhérence ile S <--+ 7r est fai,blement
contenue dans S (on note alors n < S).

Ceci signifie que chaque fonction normalisée de type positif associée à un vecteur unité
€€71"

V4:G +  C '

g è< zr(g)€, € >
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peut être approchée uniformément sur les sous ensembles compacts de G par des combi-

naisons convexes de fonctions normalisées de type positifs associées à des représentations

dans ^9.

Remarques 1) n- possède presque des vecteurs invariants <=+ zr contient faiblement

Ia représentation triviale 16.

2) zr possède un vecteur invariant # T contient la représentation triviale comme

sous représentation.

3) G a la propriét é g) <+ Toute représentation qui contient faiblement 1ç contient

1ç .

Proposition 2.1 G a Ia propriété (") <e 16 est isolée d,ans G.

Preuve. Supposons que le groupe G est de Kazhdan.

Soit ^9 ç ô tet que 1ç e ^9; on va prouver que 1ç € S.

On a supposé que 1ç e ^9, donc 1C I Orre" zr. Ainsi, LG : ?r pour un zr € ,S, et par

conséquent, la représentation triviale 1ç est isolée dans ê.

Réciproquemenr, supposons que la représentation triviale 16 soit isolée dans ê.

Soit P I'enveloppe convexe de 0 et des fonctions normalisées de type positif sur G

associées aux représentations de G. On munit P de la topologie de la convergence uniforme

sur les sous ensembles compacts de G; alors P est compact.

Soit Ps l'enveloppe convexe fermée de tous les points extrémaux de P qui sont

différents de la fonction constante égale à 1; par hypothèse, | ê Po.

Soit K Ia réunion des segments joignant 1 et un point de Ps.

D'après le théorème de Krein Milmann, K : P.

Prouvons que le gïoupe G a la propriété (?).

Soit 1 une représentation de G possédant presque des vecteurs invariants.

Soit g une fonction normalisée de type positif associée à zr, appartenant à P\Po.

Par défrnition de K,

e:À+(1-À)1r ,  rb e Po,  0< À< 1.

Faisons des constructions GNS pour ces différentes fonctions :

ç@):<n(* )€ ,€>,  Ëe7{" '
À :( zi 'r(r)€r, €r ), €r € Tlnr.

(t - À)tlt(r) :< nr(")€2,€z ), €z e 7{n,.

Soit
K :  Ç?{nr Q?{n,
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et soit
v@) :< (rr e "z)(r)(€r e €z)' €r o €z > .

On notera au passage que le vecteur €r O €z est cyclique pour K.

On définit encore une application u de TIn dans K par

"(I 
Àin(r){) : t \ i(tr{r) @ r2(r j))(€r o {2).

j i

En fait, u est une isométrie qui entrelace les deux actions de G, et

( err(r)€r, {1 ) :  À

:< r {e)Êr ,  €r  )

:  l l€ '112.
donc d'après le cas d'égalité de Cauchy-Scbwarz,

nr(r)€r : c(r)€r,

où c(u) € C ne dépend que de r.
De plus,

< c(r)€r ,€r  ) :  l l€ t l l ' ,

donc
c ( t )  : 1 ,

et ainsi
zr(r)€r : €r Yr €. G.

Si €1 : 0, alors À:0 ce qui est exclus. Ainsi, {1 est un vecteur fixe non nul dans K;

en utilisant I'isométrie LL) on obtient un vecteur fixe non nul dans ?{n, ce qui prouve que

G ala propriété ("). f

Exemples

1) Si G est compact, alors G ala propriété (7).

2) Soit G un groupe de Lie non compact réel simple, de rang réel supérieur ou égal à

2. Alors G est un groupe de Kazhdan.

Cela a été démontrée par Wang en 1969; il suffit en fait d'étudier Sr(3, R) et Sp(2, R'),

car un tel groupe G possède un sous groupe fermé de centre fini localement isomorphe à

Sr(3, IR)  ou à SO(2,3)  = Sp(2,JR).
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2 Propriété (T) pour Sp(n,l), preuve d'après Cowling-Haagerup

2.L Généralités sur les groupes de Lie de rang L

A isomorphisme local près, il en existe trois familles et un gïoupe exceptionnel :

SOs(n ,L ) ,  n22 ,

SU(n , l ) ,  n )  2 ,

Sp(n ,L ) ,  n )  2 ,

F+ezq, qui est un groupe d'isométries en ïapport avec les octaves de Cayley.

Les trois familles sont définies comme ceci : Soit lF: R C ou HI et soit

l*,yl :  aoro - 
f;Orn où r, y e W+L .
i : I

Le groupe des isométries pour cette forme bilinéaire [., .] est appelé :

O(n,l) si lt '  : lR,

U(n,1) s i  lF :  C,

Sp(n,l) si IF : Ilt.

On note
SU(n, l )  :  U(n , l )  n  SL(n+ 1 ,  C)

et SOo(n,l) la composante connexe de SO(n,I) : O(n,L) n SL(n + 1, C) qui contient
I'identité.

En fait, on peut exprirner le groupe Sp(r,l) comme un sous groupe du groupe
M^a1(H) :

Sp(n,l) : {g e G,L,11(lHI); g* Jg : J}

où g* désigne la matrice transposée conjuguée de g et où J désigne la matrice

Supposons à présent que JF: C ou IHI et notons G : St)(n,l) ou Sp(n,l) ou Faezq.
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Soit G : KAN la décomposition d'Iwasawa de G; rappelons que .I( est un sous-

groupe compact maximal de G, que .l[ est un groupe nilpotent, et que I'algèbre 2[ associée

au sous-groupe A est une algèbre abéIienne. Si ,A/ désigne I'algèbre de Lie du groupe .l[,

alors  
(  /o  z*  o \  . l

N:Ço@Çzooù9, : { l t  0  -z l ; r rF" -1  |
\ \0  , .  0 ) ' -  )

( / '  o - ' \  l
erÇ2o:\  lo o 0 l ; re lF,u*r :o l .[ \ro *l  )

( n(" - 1) pour Sp(n,I)

En particulier, dimp Ço : 
1rf" 

- 1) pour StJ(n,L)

|. 8 pour 4(-zo)

[3  nour  Sp(n , l )

d imp Ç2o: {  1 pour SU(n,I)
I
( 7 Pour F+ezo)

2.2 Groupes de type H

On pourra consulter [5] pour une introduction sur les gloupes de type H.

Définition (Jn groupe de type H est un groupe de Li,e, noté N, réel, connene, si,mple-

m,ent connere dont I'algèbre de Li,e est de type H.

Une algèbre ile Lie N est ile type H si, elle s'écrit con'ùrne une son'Lnxe directe N : V@Z

où :
i) V,Z sont deur espaces réels eucli,diens.

ii,) Z est le centre de N.

i i i )Vv eV d,enorn'ùe 1, ad,V, (t.  ad(V))-o- Z estunei,sométrie suriecti ,ue.

L'ensemble des groupes de type H est une classe de groupes nilpotents (de pas 2)

comprenant la composante nilpotente l[ de la décomposition d'Iwasawa (G : KAII) des

groupes de Lie Sp(n,I),,5U(n,1) et Fa1-2sy.

Nous avons vu au paragraphe précédent que I'algèbre associée à ces groupes N peut

s'écrire sous la forme N : Ço @ Çzo. L'espace Ço correspond à V, tandis que I'espacê Çza

correspond à Z.

Notations Pour simplifier les notations' on note, pour o € V et z e Z,

(u ,z ) -exp(u+z l \eN.
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On définit les entiers ptetrta par les formules suivantes :
2P : dimn V,

q :d imwZ,

T : p * Q ,

a:p12.

Représentations unitaires irréductibles d,un groupe de type H

Nous avons besoin d'étudier le dual unitaire d'un groupe de type H.

Soit ̂ 9s la sphère unité de Z.
on munit I'espace v d'une structure hermitienne complexe : si w € s2,

{V ,W} , :1V,W >+ i< lV ,Wl ,a>  YV,W e  V .

On note )/, I'espace V muni de cette nouvelle structure {.,.}r.
Il existe deux classes de représentations irréductibles unitaires d'un groupe N de type

H : celles qui sont triviales sur le centre (elles n'interviennent pas dans la formule de
Plancherel) et les autres, qu'on peut paramétrer par JR+ x Sz, et définies de la manière
suivante :

Soit f/(P-) l'espace des fonctions entières sur Vr.
Soit z > 0.
On définit un espace de Hilbert par :

H,,, : {€ € H(y-); ll€lli : [ É@)12 exp(-2ulul2)du < oo].
J V

Le groupe l/ agit sur I'espacê Hr,, par la représentation unitaite or,, :

(ou , , ( r ,  
" )€ ) (w) :  

exp( -z ( l r l '  +  2 {u ,a} ,  +  i  <  z ,u  >) )€ (w *  u )

poru u, w e Vrz €. Z.

Cette représentation se prolonge en une représentation de I'espace Mt (N) des mesures
bornées sur l[ : pour p € Mr(N),

f f
o",,IùC : 

J, Jro,,,(u, 
z)(p,(u, z)dp,(u, z).

D'autre part, si J? > 0, on définit une mesure (Ds par la formule:

f
Oa(") : I u(r,O) exp(-,Rlul2)du Vz e Cs(N).

J V
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Proposition 2.2 Soit Ç un polynôme homogène de degré d dans I'espace Hr,r-Alors

o, , , (Qn)e :  rP(R- r )d(R- l  u) -d-nç.

Preuve. Soit a.r e Sz et soit ( un polynôme homogène de degré d dans H,,r.

o,,,(Qn)e(r) : / .*p(-Rlul2)o,,,(u,0)Ç@)d,u par d.éfinit ion de On
Jy

:  /  exp(- Rlul ' )exp(-z( lul '+ {r,u},)X(tr *u)du'r
:  /  exp(- Rl,  -  u, '12) exp(- 

"( lu 
- wlz + 2{w,u - w},\Ç(u)du'r

:  
/u""r(-Rl,  

-  u, '12)exp(-u({u + u,u - w},))((u)du

: 
I"*or-Rl, 

-url2) exp(- ,(lul '  - lr l '  - {o,w}, *{r, r},)X (u)d,u

^ f
: exp(ulwl') / ."p( - Rl, - rl') exp(-ulul2) exp(2iu Im{u, w},))((u)du.

Jv

On remarquera qu'on a utilisé la formule :

{u * w'u - w)' 
1f,Ï -Ï,',';r-à",::Y',o.- 

*u'

Pour conclure, on identifie !.- avec Cp et on utilise le fait que C est une somme

de monômes homogènes de degré d; l'intégrale se décompose alors en une somme de p

intégrales du type de celle du lemme 2.11 (voir annexe, paragraphe2.Q. Par suite, on a

bien
o^,(ôn)e :  re(R -  ùd(R+ u)-d-nç.  )

Opérateur de Laplace

Introduisons à présent un laplacien sur le groupe -l[.

Soit {cu6} une base orthonormale de Z.
On pose

Q q 2

Azu(r,z) :  -D#"0,2+tun) l r -o V(u,z)  € N,u e C-(N).
lc:1
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Soit z ) 0,a.r e Sz et { e H,,,.
On note également or,, Ia représentation de l'algèbre enveloppente de "Â/ déduite de

Ov,u

Lemme 2.3 On a or,r(A,z)€: , '€, et par conséquent, or,r(LL)€: ,2"€ - up€.

Preuve. Cette propriété se démontre par un calcul direct :

o,,,(L z) t@) :- É # (r,,,r0, tu1,) {(w)) l,=.
k : 1

Q n').s \  O-  /  .  . \ l

!æ 
(  exp(-zzt  l  uk ,w >)€(w)  )ço

:" f  l  u tc tu  >2 €@)
k :7

:u2€(w).  a

Considérons la distribution tempérée Q;-* L,2; elle est définit sur N par le crochet de
dualité suivant :

( On * Lz, u ):1 Q p, L,2a ) Va e Cf; (lf).

Lemme 2 .4  On a  or , r (Qp*  L ,z ) :  o r , r (Q1)or , r (Lz) .

Preuve. Là encore, cette propriéte se démontre par un calcul direct :
o, , . (Qn* L,z){(w)

: Qn(Aà (o,,.,(.)€(r)) pa' dualité

: f, exp(- Rlul2)A,z(o,,,(.)€(r))(r, o)a, par définition de ea

: /, exp(- Rlol')( - Di:, #(o,,,çr,tu1,)t@)))1,:oo, par définition de az

. 
:  ïy_exp(-Âlul ' ) (-Df l : ,  #("r(-  "( l r l ' - r  2{w,u}.  + i ,  1 tu1,, ,  r))  4,  +

,))1,:o)r, par définit ion de o,,,

:  
ô"*p (- ^ lr t ' .*p ( -  ,( l r l2 * 2{w,r},))  u2t(w * u)d,u.

D'autre part,
ou,r(Q6-)o",r(Lz)€(r)
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:  Q R(o u,, (.) r, , ,  (L z) € (r) )

: ïuo,,, (u, 0) o,,,(L, à t@) exp( -,Rl o | 2 ) du

: J, exp(- Rlul') exp(-z(lt '12 + z{w,u},))ou,,(Az)€(, * u)du

: J, exp(- Rlrl ') exp(-z(lul2 + z{w,u},))u2{(w * u)du par le lemme 2.3.

Ainsi, o,,,(Q a* As){(u;) : o,,,(Q R)(o,,,(LzX) (r),

i .e.  or , r (Qn* Lz):  or , r (Q1)or,r(L 'z) .  I

Corollaire 2.5 On considère la distributi,on tempérée Qn* LZ, sur N. Soit R >

0,u ) 0,ar € Sz et € Ç Hr,, homogène de degré d.
Alors o,,,(Qn * LZ)e : (nu)e(R - ùd(R * u)-a-or.

Preuve. C'est encore un calcul direct, qui utilise la proposition 2.2 :

o,., (Q n * LL) € :o u,, (Q n) o 
",,(LL) €

:o^.(Qa)@o€)

:upor,r(en)€

:(tru)e (R - ,)d(R * )-a-o, d'après la proposition 2.2. I

Algèbre de Fourier-Stieljes

L'algèbre de Fourier-Stieltjes de N, noté B(Àtr) est I'espace de tous les coefficients

g : n r)1 T(n)Ê,q > (€, ry e f/,) du toutes les représentations unitaires z- de -l[. Muni de

la multiplication point par point, B(lf) est une algèbre; c'est même une algèbre de Banach

pour Ia norme

l le l l "  : ' ; " / { l l€ l l l lq l l ;  p(n):< n(n)t ,q >} '

On remarque que si g € B(lf), sa norme en tant qu'élément de I'algèbre de Fourier

est minorée par sa norme supérieure :

l lel l"" :suPneNlç(n)l
--supneNl < zr(r)€, tl > |
1 supneyll"(")€ll ll'rll - ll€ll ll"ll

Ceci est vrai quel que soient {, 4 vérifianf 9@) :< tt(n)€ ,rl }, donc lltpll." S llella'

Proposition 2.6 Si u est une fonction de classe C* sur N telle que u e B(N) et

telle que L'/'u soit intégrable, alors :



f t

| | (çttlonu) 1r, o;ar; < nollullp.' J y  \ '  : ,  / '  '  ' -

Preuve. D'après le corollaire 2.5,

o, , , (Qn* LL)€:  ( t ru)e(R-  ùd(R* u)-d-nç

pour tout polynome hornogène { de degré d.
La norme d'opérateur de or,, sur I'espace ?{a des polynomes homogènes de degré d

est donc inférieure ou égale à (nu)e(R- u)d(R-l )-a-rr.
Notons ll.ll tu norme d'opérateur srrr Hr,.. Alors comme la somme directe des espaces

?{a est dense dans Hr.r,

l lo,,,(Q n * LZ)ll <("")o (n - u)d (n * u)-a-o
(zcp d'après le lemm e 2.L2 (voir annexe, paragr aphe 2.4).

D'autre part, par définition de la norme sur B(Àtr),

|  < Qn *  LZ,z > |  < supl la(aa *  LZ) l l l l " l l " ,

le sup étant pris sur I'ensemble ,û d.r représentations irréductibles unitaires o de l/. Or,
l'ensemble des représentations or,, est un ensemble dense dans fr, c'est-à-dire

suq lla(on * LZ)ll : r,'p ll"(oa * LL)ll,
o€lV ot@

donc

ll < o" * LZ,u > ll < 
"ollulla

et par conséquent,

r_
l/ ""p1-nllr l l ') ({tà,r'u){,, o)a,l < nrl lulla.

En faisant tendre -R vers 0, on a I'estimation voulue :

1 r
|  |  (ç t r lorru)1r ,0;ar1 <nel lu l le.  I' . / y \ '  : '  / '  '  ' -

60



2.3 Preuve de la propriété (T)

Dans la suite, G désigne un des gloupes Sp(n,L),SU(n,l) ou F+ezo). On considère

une décomposition d'Iwasawa G: KAN; rappelons que la composante -f[ est de type H.

Notons ç,,A,N les algèbres de Lie des groupes de Lie G,A,N respectivement. Aiors

Af - 9o @ 9zo, où Ço et Ç2q soû les sous espaces propres associés à la représentation

adjointe de "4 dans 9.
Notons P: dimn go et q : dimn Çzo.

Soit B la forme de Killing sur 9. On définit une forme quadratique défrnie positive

sur Ç par :

lx  +vl2 :  -(2p+ aQ-LB(xlz+Yl4,xlz+Yl4).

On prend, comme coordonnées sur -l/, exp(X +Yl4), où X € Ço etY € Çz"i on veut

exprimer ces coordonnées dans la décomposition de Cartan G : K AK.

Pour cela, fixons Ho e Atel que a(f/") : 1. Alors pour X e Ço etY € Çzo,

exp(X + YlA) : ,kr exp(t H*)kz

où ,k1, kz € K et où 2 sinh t -- (4lxl2 + lxln + lyl ').

A I'aide de cette relation, on peut trouver I'identifrcation suivante, qui joue un role

primordial dans la suite :

Identification ,L'espace des restri,cti,ons à N des foncti,ons de classe C* sur G bi-

inuari,antes par K coi,nci,ile aaec l'espace d,es fonctions de la torme exp(X +Yla) v+

f @lxl2 + lxl4 +lYl'), où f est une foncti,on de classe C- sur R'.

Théorème 2.7 Soit (up) une sui,te uniformément bornée de foncti'ons de classe C*

sur G, bii,nuariantes ytar K , qui conaergent uniformément uers I sur les sous ensembles

compacts de G.
Soit f6 une fonction de classe C* surR telle que

up (exp(x * Tl) 
: Tn(Alxl' + lxl ' + lrl ').

On suppose que les condi'tions suiuantes sont uérifiées :

4n)(t) : o(t-i), o < i < plu.

I,** lr[:'' çt1ltn / 2-t at < oo'

(i)

(ii)

(iii) l@/2) (a2 + f1p/z-t est majorée par une fonction intégrable.
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Alors

I lg'Jf l l"ulrl l" > G(p,q) =

Ce théorème va nous permettre de prouver rapidement que ,Sp(n,1) est un groupe
de Kazhdanl donnons une esquisse de cette preuve. Si G : Sp(n,l) ne possède pas la
propriété ("), il existe une suite gn de fonctions sphériques normalisées sur G qui converge
uniformément vers 1 sur les sous-ensembles compacts de G. Alors on va montrer que les
fonctions uk: gkl, vérifient les hypothèses du théorème 2.7. Onconclut, car d'une part,
G(p,q) ) 1, mais d'autre part, 1 : l lurl la.

Pour prouver le théorème 2.7, nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme 2.8 Soit (fp) une sui,te de fonctionsC* surF. uérifiant les hypothèses (i,),
(ii), et (i'i'i') du théorème, et telle Que r* conaerge aersl uniformément sur les compacts.
AIors

Y@/z) (4t2 + t+1tzn-tdt - 
ryr@/z).

Preuve. Soi to:p/2.
Commencons par vérifier que ff fi") ç+tz a ()pn-tdt existe.

Pour t assez grand, # + 4t2 - ta.
Or,

[* r[o,', (t41tzn-t 4, :+ [* fiù 61sn/z-r/a r-B/a4,
. t t t  +  J O

:+ [* fiùçs1sn/z-rd,s.+  J o

La fonction fi vérifie (ii) donc cette intégrale est absolument convergente, ce qui
prouve que I'intégrale fr 1ra) (4t2 L, f)6n/z-1df est convergente.

A présent,  on pose s:4+ 4t2 +t4.
Alors

$ttz _ 2)n-t,-t1r d,, :(t, + 2 _ Z)n-L (t2 + 2)_1 $t + Uz)at
:4t(t2)o-L (t2 + z)-L (t2 + z)at
_4t2p-L dt.

On en déduit que

( - t  ) "  f ao:'-i- 
J^ |n(s - a)s'(s)ds
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ou
g(") : f*>*'({r ' , '  - z)n-t rtrz).

Pour avoir ceci, on a intégré par parties, en remarquant qu'il n'y a pas de termes

bornés, car les p-2 premières dérivées de la fonction s r+ (sr/z -2)n-tt-1l2 s'annulent

en s : 4 et car d')(t) : o(t-i) o < i < pl2.
En outre, il est clair que g est une fonction de classe C- sur R+ et que

à
g'( t )  : (h)"(( t ' / '  -  z)P-L s-L/2)

,  P-L

:( *)" ((I Cfl-L snt z 
ç-2)n-vn1 s-t/ 2)

as -
h:O

: f 9 t, f 
oi 

çP-L r(h-r) / z ç-2ynt- ny- , d s t  \ L
h:0

p-L

: t Cfl-L ç-z1n-'- n (*)" çs:'-tt t z1
h:O

p-I

: t Cfl-L q-z1n- t-r, 1r(a- o-t) / \l(h - L) I zlo
h:O

où [b ] "  :  b (b -  1 ) . . .  (b  -  a *  1 ) .

En particulier si h: p- 1, on a [(h- L)12)": 0, et si h, < P-L, alors h -p- 1 est un

entier strictement inférieur à -2 donc inférieur ou égal à -3. Ainsi, s(h-n-t)/2 tend vers

0 (quand s -+ oo) au moins aussi vite eue s-3/2, d' où

foo

J^ le'(s)lds ( oo'

Grâce à I'hypothèse (iii), on peut appliquer le théorème de la convergence dominée :

tim [^* ,r, (4t2 + r+1!o-tdt: 
(-,t)" 

/- ;]g /r(s - a)s',(s)d,s
rJ . /o  o ' r '  \  4  J+

: (-l)' [* s,G)a,4 Ja
r - 1 \ a

:+( l im s(s) - s(4))
4 9-+OO

:(- l)" rm s(s).
+ 9-+OO

En effectuant un calcul similaire à celui de g'(s), on prouve que

p-L

g(s) : DCi-t Çz1n-vn (s(n-n+r)/\l(h - r) l2l"-t.
h,:0
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Quand on fait tendre s vers oo, on voit que le seul terme non nul est celui obtenu pour
h: p - 1, ce qui prouve que

"tg 
g(t) :[a - 1]o-t

: ( a  _  1 ) !

Par conséquent,

f æ  / ^ \  /  - 1  ) o

m /. ,r") (4t2 11+11+a-tdt :l!J-[a - 1]"-r

:Ft  
t "

ïr@)' '

Lemme 2.9 Soit f une fonction sur N de classe C* uéri,fi,ant les hypothèses (i),(ii)
e t ( i i i )  du théorème2.7.  ondéf in i , tu :N -+JRparu(u ,z) : f (a lu l2+ l r la+ l r l? ) .  A lors

| , ( to ' l , / , , )@,0)d,u:WIo**7@/z)@*+t41*n_Ldt.

Preuve. On pose s : 4lal2 + lola.
D'après la formule de Taylor avec reste intégral,

u(u, z):"f (t + l" l ' )

: 
É rypP + h. 1,"*t'' /u+t1(t)(s + r,r, - t)Hdt, r/ e N
h:O

: Ë 439 Vph + : [ '"" 1,1, - t)u y@+t1(t + s)at
h:o h! t-t  Hl lo

donc

LLu(u,ù :t#o1k,l 'o) * hoZ( Io'o' ç"1, - t)n y@+t1(t + s)dt).
h:O

Or,
Q q 2

L"|' lrn) : - I #(lr t tul,lr*) 1,:o
k=L

: -2h(2h iq_2) l r l rn - ,
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donc

LLlrlrn) : - 2h(2h * q - z)LiL(ldn-21

:(-I)"2h(2h + q - 2) . .  .  (2h - 2a * 2)(2h - 2a * 2 * q - 2)lzyn-2"
:(-r)"2eh@ - I + ql2) . . . (h - a * 1)(/, - a + ql2)lzfn-za

:ç-t1"zo 
ff i.& 

- r + qlz)' ' '  (h - a * qlz)l ' l 'h-'"

/  i  \ (: \ -r l '2o%tzl*-,-'  
l (h -a*  l ) f (h  -a*q lz ) ' " '

SupposonsqueH lP .
Alors

où P est un polynôme, donc en prenant z:0 dans la formule

Ltu(,,,) : L# "U,1") 
* hoZ( Io''" rr,,' 

- flu 7@+1)(t + s)d't),
h:0

on voit que tous les termes de la somme sont nuls (sauf pour h - a), et I'intégrale est nulle.

Ainsi,
1 ( " ) ( s )  x a  1 _ t 2 a \ALu(o,O)  : i , j ^z lz f - )

u .

:*!rr(s)(_r)"2effi

:y@)(s)(-r)"zr+#
--,,.-) (s)(-r;"2rffioù r : p + q.

On intègre sur V, en remplacant s par 4lul2 * lula :

l, (o ul",) {,, 0) du : (- 1 )" zeffi I r,'' @lol' + lula) du

_ (_1];r:ll":l(;) 
[** /, (a2 + f)*e_,dt

r(p)r(ql2) Jo

par passage aux coordonnées polaires. I
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Preuve du théorène 2.7

D'après le lemme 2.9, (Lz)"?/7, est intégrable sur l[, et donc

rf1gf llrulrlla > r;g* t # I"({nr)"ro)@,o)d,u 
d,après la proposition 2.6

:l iminf L2n+t "'l(i) t /*--k;;- æ-*'iffiDl J" 7@/z) @t2 + t41t2n-rdtl

d'après le lemme 2.9

:)P*L lflZ?5ll d'après le lemme 2.8- qr(q/z)rb)

_2p-Lr (fo * q) lz)r@lz)-w
O.,

r@lz)  _  rL /2
16Æ6-W'

donc
î L /2 t (  p+q \

rl3'Jrll"ol*ll" > rygftp;
ce qui achève la preuve du théorème 2.7. I

En part icul ier ,  s i  G: Sp(n,1), l iminf l ,*- l l r* l ru l l "  2 2n-L > l  pour n )  2 et  s i
G: Fnero; , l iminfy,*o" l lu; , l r l l "  t  Zt .

Fonctions sphériques.

Introduisons encore quelques résultats connus sur le comportement asymptotique des
fonctions sphériques sur ̂ 9p(n,1) et ,Fa1-zo;. On les notera rp", s € C.

Tout d'abord, on les normalise de telle sorte eu€ gs, pour s imaginaire pur, corre-
sponde à la représentation de la série principale sphérique, et que tp1 corresponde à la
représentation triviale.

on sait eue gs : gtsi et seulement si s - *t, donc on peut supposer que Re(s) > 0.
De plus, tp" est une fonction hermitienne si et seulement si s € lR U iR.
En outre, on connait le comportement asymptotique des fonctions o r-) rp"(exp aH.')

où I/" est tel que a(f/o) : 1 ;

(  ,  . - . \  /  \  l ,  \p" ( explaH.) 
) 

- c(s) exp ((s - 1)(p + q)a) quand a -> *oo

où c désigne la fonction de Harish Chandra.



En particulier, g" est bornée si et seulement si l,Re(s)l < 1.

Les fonctions sphériques (ps sont des fonctions de classe C- sur G, biinvariantes par

1(, donc d'après I'identification du paragraphe 2.3 (avant le théorème 2.7), il existe pour

tout nombre complexe s une fonction /" de classe C- sur JR telle que

r"  (exp(x +Yl4)) :  f  ,@lxl2 + lx ln + lv l ' ) .

Ces fonctions /, ont le comportement asymptotique suivant :

/"(t) = c(s)t('-t)(p'rq)/2 quand. t -+ +oo.

En effet, pour X, Y bien choisis,

,"r::r;"TJffr::,;fr,
:v,(n, exp(a{)k2)

où 2sinh a : (4lxl2 + lxl4 + lYl2)L/2 : tL/z'

Or, argsinht : ln(t + J* t'),

d.onc a : argsinh(;\Æ)

1 T-.: rn(r{ t*Vt* 
n),

. l r 1 - . - , t -
d'où a -ln('rt/t + 

;\/t): 
ln(y'r) quand t + +oo.

Ainsi, d'après Ie comportement asymptotique de (Ps1 oL a

f "Q) 
-c(s) exp (fr - 1)(p + q) t"(\Æ)) : c(s)t("-t)(p+q)/z quand t -+ +oo.

Nous pouvons à présent démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.10 sp(n,l),n ) 2 et Fa1-20) sont des groupes de Kazhdan.

Preuve. On raisonne par I'absurde.
Ainsi, supposons que G ne possède pas la propriété (T).

Alors la représentation triviale 1ç n'est pas isolée dans le dual G, muni de la topologie

de Fell, donc il existe une suite (g"o )ot r de fonctions sphériques de type positif qui converge

uniformément vers 1 sur les sous ensembles compacts de G.
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Ces fonctions sphériques ps1 sont bornées (par 1) et hermitiennes, donc on peut
supposer que s/s €]0, 1] U elR" En outre, à chaque psp corr€spond une fonction de classe C-
sur IR., notée /"*, telle que

r"* (exp(x +Yl4)) :  f  ,*@lxl '  + lx ln + ly l ' ) .

Vérifionso à I'aide du comportement asymptotique des fonctions ./"*, eue I'on peut
appliquer le théorème 2.7 :

f"*ft) = c(sp){"u-t)(p+q)/z quand , -+ +oo,

f!-(t) - ct(sk)t(sn-L)(p-rq)/2-1 quand t -+ +oo,

:

fJl)(t) - ci(s1)13n-L)(p-rq)/2-i quand t -+ +oo,

donc

fl;)(t) : o(t-i)pour o < i < plz,

De plus,

lfll/r)ft)ltn/z-t _V(rr)7?x-r)(p+q)/z-1 quand r _+ foo,

donc

[** Vll'2)çt111n/z-1dt < oo.
J r

Enfin, il est clair que les /"0 sont majorées par des fonctions intégrables; ainsi,

tH'Jf l lr"o l,ull" r r.

D'autre part, faisons une construction GNS pour la fonction sphérique gs1" : iI existe
une représentation unitaire irréductible zrr* et un vecteur unitaire €"* tels que

v"*(n) -< Tsk(")€"*, {"0 )

ce qui implique que

l l t "*  l r l l "  :  Q"r(e)  :  r .

Ceci est absurde, donc l'hypothèse de départ est faussel par suite, G est un groupe de
Kazhdan. I



Remarque si G : su(n,l), alors G(p,q):1 et i l  n'y a pas de contradiction.

2.4 Annexe

Voici les preuves de deux lemmes purement calculatoires utilisés lors de démonstrations

précédentes; le lemme2.Ll a été utilisé dans la preuve de la proposition2.2, tandis que le

lemme 2.12 a été utilisé dans celle de la propostion 2.6.

Lemme 2.lL Soient u, R des nombres réels positifs, s,t des réels quelconques et k un

entier naturel non nul. Alors

f 1

J J*"@-riy)k 
*p ( -,(* '+s')) . , .0 (-n((" -t) '+(v-,) ' ))  *t  (zuçvt-* l)a*av

: r(t + is)k (R - ,)k (R * v)-n-t 
"*p 

( - u(t2 + r')) '

Preuve. Commençons par démontrer le résultat suivant :

si p est un réel strictement positif, si u,u sont des réels quelconques et si k est un

entier naturel, alors

[- {*+tù*.*p (-p("'+v'1+2i1,@u-,Q)d,xds : 
#(- u@+tq )u '*p (- utu'+o\) '

JR.2 \

Pour cela, soit g € S(RP). On définit une fonctioni e S(R') par la formule:

.  f  f  / - .  , \ ,  ,
î(u,u) : 

J Jo,g@,ù 
exp 

\zi 'p'(yu 
- tu) 

)drdy.

Alors

I t }  . â r  I  f  f  |  \ / ^ .  ^ . ô  ,  / - . ,  . \ , _ r _

; l^* o ̂)T@,r) 
:; 

J Jo,s@,ù(2ipa 
- 2i,2 p,r) exp lzip'(vu 

- ru))dnds

f  f  / - .  . \ .:p, 
J Jo,s@,a)@ 

+ iy) exp \2ip,(yu 
- 

"u) )drdy.

Par itérations successives, on obtient :

l;(!*. r*))oT(u,,) : tk I l-"g(n,v)(r 
+ iv)k u*p (ztpçvu - ,,))d'xd'v'

En particulier pour g(r,y): exP (- p(r' + A\),



i@,r): I I*".*o ( 
- p(r'+a'))"*p(ztpçsu- re)d,nd,y

-exp (- p@' + r\) 
I I_,.*o ( 

- p@, + y2 + 2isu- 2iru - u, - rr1)a*ay

: exp (- t @'+,')) I I-,*r ( 
-,(@ - iu)' + (a - où')) 0,0,

:I"*' (- P@' + 
"))

"u, / 
exp(-cs2) 4, : ffipour c ) o,

d,onc j(u,r) : i""o ( - pfu + iu)(u - or)).
Par suite,

I l-,@ + iy)ku*o ( - r,@2 + u')) "*p (ztpçsu - *e)a,ay

:hl],(#,.'*)luîtu,u)
:;*l;eJ'*)]* ('*o (- 'r'+iu)(u- ")))
:ft(- ' t"+ iu))u "*o (- P@'+ 

"))
ce qui est la formule annoncée.

Par prolongement analytique, ceci reste wai pour tout nombre complexe p tel que
R"(p) > 0 et pour tous complexes u, u.

Posons F: u * R,u: (ut - iRs)/p,,p: (us + i,Rt)/p. Alors

l*,O + iùk"*o ( - ,(*2 + a\)"-n ( - ^@ - t)' +(y - "),)) ..o (zr,çst - ,,))a*ay

- exp ?at' + Rs2) 
[, "*o (- r" + R)(r2 + u\) "*p (zaçm * ys) * 2i,u(st - ,rl)aray

- eXp (- *fU + ,')) 
l*,O + iùk"*o ( - r,@, + a\) "*p (zr,pqsu - *e)a*ay

- exp (- ^tU + , ' ))  
F? ,f"+ io))u.*o ( - p(u, + u\)

:n(t  + zs)k(R - 
")*(n * u)-nt u"o ( -  uft2 + sr)).  r



Lemme 2.L2 Soi,ent R,u des nombres réels posi,tifs, non tous deur nuls et soient

p,d Q N. //ors "ffi='
Preuve .  On a  0  S  ln  -u l<  (R+v) ,  donc  0  <  l f t -  r l d  <  (R+u)d .

De plus,  01uP < (A Ir)P.
Ces deux inégalités sont à termes positifs ou nuls, donc on peut les multiplier termes

à termes :
o<ue( lR-"1\  < ( l?  *u)n+4.

Comme R > 0 ou u ) 0, ceci prouve le résultat annoncé. I

3 Propriété (T) pour Sp(n,l), preuve de Bekka-de la Harpe-
Valette

3.1 Préliminaires

3.1.L Cohomologie

Dans la première partie du chapitre, nous avons utilisé Ie fait qu'un groupe est de

Kazhd.an si et seulement si la représentation triviale est isolée dans le dual du groupe.

Voyons à présent une autre caractérisation de la propriété (T).

Définitio n Soit G un groupe topologique, et ?{ un espace d,e Hi'tbert. (Jne action

isométri,que ffine de G sur ?{ est la donnée d'un homomorphisme a de G dans le groupe

Is(?t) d,es isométries ff ines d,e?t tel quel'applicati,onG x?t )?7,(g,€) r+ a(g)( soit

cont'inue.

Définition On d,it qu'un groupe topologi,que G a Ia propriété (FH) si toute action

i,sométri,que ffine de G sur un espace de Hilbert réel possède un point fi,re.

Définitions Soi,t G un groupe localement compact, T une représentation uni,taire

(continue) de G dans un espace de Hilbert ?l et b : G -+ ?{ une application continue.

(i) on dit que b est un cocycle par rapport à r si b uérifie la relation

b(gh) - u(g) + r(s)b(h) Vg, h e G.
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On note Zt(G,r) I'espace uectoriel des cocyles.
(ii) On di,t que b est un cobord s'il eriste un uecteur € e ?t tel que

b(g) : r (g)€-€  vseG.

On note Bt(G,r) le sous-espl,ce aectoriel de ZL(G,n) formé iles coborils.

(i'ii) Le premier groupe de cohomologie d,e G à ualeurs dans r est Ie groupe quoti,ent

Ht (G, r) :  zL (G, r) f  BL (G, r).

Remarque Soit a : G ,+ Is(?{) une action isométrique affine de G sur ?1. Sa
composée avec la projection canonique Is(?l) -+ U(?{) est une représentation unitaire zr
de G. Ainsi, pour tout g € G,l'isométrie affine a(g) s'écrit

a (g ) :b (s )+ r (s )

où b(g) est une translation. Le fait que a soit multiplicative implique que ô est un cocycle.
Si de plus a est conjugué à n via une translation de vecteur fixe {, alors ô est un cobord.

Théorème 2.13 (Delorme-Guichardet) Soit G un groupe topolog,ique.
(i,) Si G est un groupe de Kazhdan, alors G a Ia propriété (FH).

(i i) SiG estlocalement compact, o-compact et si,G ala propriété(FH), alorsG aIa
propri,été (T).

Remarque On ne sait pas, dans le cas d'un groupe topologique, si les propriétés (f)
et (FH) sont équivalentes.

3.L.2 Paires de Gelfand et cohomologie

Définition Soit G un groupe localement compact et K un sous-groupe compact de G.
On di't que la paire (G, K) est une pai,re de Gelfand si I'algèbre de conuolutr;on C" (G\\/f )
des fonctions i,ntégrables sur G bi,i,nuariantes par K est commutatiue.

Exemples de paires de Gelfand
1) Soit G un groupe commutatif et K Ie sous-groupe trivial réduit à l'élément neutre.

Alors (G,K) est une paire de Gelfand.

2) soit G: so(n) x R' et K: so(n). si n ) 2, alors (G,K) est une paire de
Gelfand.
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3) Soit G : SO(n+ 1). Le groupe G opère sur la sphère unité ^9'de lR'+r. on

suppose n ) 2. Notons 1{ le stabilisateur pour cette action du point (1,0, ' ' ',0); le groupe

K est isomorphe à SO(n). Alors (G,K) est une paire de Gelfand.

4) Soit G : SOo(1, n) Ie groupe de Lorentz, c'est-à-dire la composante connexe con-

tenant l'élément neutre du groupe O(I,n) des transformations de lRtfr laissant invariante

la forme quadrat ique 

û-  r?- . . . -  r l .

On suppose n ) 2. Soit K le sous-groupe de G des transformations qui laissent fixe le

vecteur (1,0, ' . . ,0); le groupe K est isomorphe à ^9o(rz). Alors (G,K) est une paire de

Gelfand.

5) Soit ? un arbre, et ,9(?) I'ensemble de ces sommets. Soit G le groupe des isométries

de ^9(f). Fixons un sommet rs € S("). Soit K le stabilisateur de rs pour l'action

canonique de G sur S(f); ,S(T) s'identifie àGlK. Alors (G,K) est une paire de Gelfand.

6) Soit G un gïoupe de Lie réel semi-simple à centre fini. Soit K un sous-groupe

compact maximal de G. Alors (G, K) est une paire de Gelfand d'après un résultat classique

d'Helgason.

Remarque Soit (G,K) une paire de Gelfand, et soit 7r une représentation unitaire

irréd.uctible de G. A I'aide du lemme de Schur, on peut prôuver que HK ,le sous-espace

des vecteurs invariants par r(K), est de dimension 0 ou 1 (sur C). Si il est de dimension

1, on dit que zr est une représentation sphérique.

Lemme 2.L4 Soit G un groupe topologi,que, et soi,t K un sous-groupe compact de

G. So,it r une représentati,on unitai,re de G sur un espl,ce de Hilbert?{ qui' ne contient

pas Ia représentati,on triui,ale (uoi,r Ia remarque après la définiti,on de la topologie de FeIl,

paragraphe 2.1). On suppose de plus que?lK est de dimensi,on fini,e et non nul. Alors r

ne possèile presque pas de uecteurs inuari,ants. En par-ti,culier si (G,K) est une pai,re de

Gelfand et si, r est une représentation sphéri,que uni,taire de G, alors n ne possède presque

pas des uecteurs i,nuariants.

Preuve. On raisonne par I'absurde; supposons que 7r possède presque des vecteurs

invariants, c'est-à-dire qu'il existe une suite généralisée (€t)l de vecteurs unités telle que

Iim llzr(e)g - €,ll : 0
7

uniformément sur les sous-ensembles compacts de G. Pour tout indice i assez grand, posons

7 f
'o: I I*n(r)6no*ll J*n(k)€fik'

dk étant une mesure de Haar sur K.
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Il est clair que rli est un vecteur unité de ?{K , tel que

Liçnllr(s)ry6- ?rll : 0

uniformément sur les sous-ensembles compacts de G.
Par hypothèse, le sous-espace ?lK est de dimension finie, donc sa sphère unité est

compacte. Ainsi, il existe une sous-suite qui converge vers un vecteur unité q e ?{K . Par
passage à la limite, on voit que 17 est invariant par n(G), ce qui contredit le fait que 7r ne
contient pas la représentation triviale. I

Le théorème suivant est dûe à P. Delorme ([7]); nous donnons une preuve non publiée
de Y. Shalom.

Théorème 2.I5 Soi,t (G,K) une pai,re de Gelfand, et soi,t T une représentation
sphéri,que de G sur un espace de Hi,lbert ?l distincte de la représentation triuiale. Alors
H'(G,n') :  {o}.

Preuve. Soit a une action affine de G sttr ?!, de partie linéaire n'. Il faut prouver
que o possède un point fixe global.

Soit à e ZL(G,r) le cocycle défini par

a(g)u:  r (g)u+b(s) ,  u  e  ?{ .

Pour toute mesure de Borel pl à support compact sur G, on peut déûnir une transfor-
mation affi.ne a(pr) sur ?{ par l'intégrale à valeurs dans l'espace de Hilbert ?l

a(s)udp(s), a e ?{,

c'est-à-dire
a(p)u :  n(p,)u + [  u@)aqr@), u e?t.

J G

Soit Ars une mesure de probabilité sur G symétrique, biinvariante par .[f, absolument
continue par rapport à une mesure de Haar à gauche sur G et à support compact. On
suppose de plus que le sous-groupe engendré par le support d. po est dense dans G.

. lere étape: L'opérateur o(prs) a un unique point fixe us dans ?1. En effet, d'après
le lemme 2.L4, r ne possède presque pas de vecteur invariant. Ainsi, 1 n'appartient pas au
spectre de l'opérateur z'(ps). Comme pr6 est symétrique, l'opérateur n'(ps) est auto-adjoint,
donc l lzr(po) l l  < 1.  De plus,  s i  u,w Ç.?1,

Ilo(t"o), - a(po)wll S ll"(po) u - n(p,6)wll
< l l " (po) l l l l ,  -  r l l .

a(p)u: I
J G
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Par suite, d(l.Lo) est une contraction stricte sur l'espace affine de Hilbert ?{, donc a(po)

possède un unique point fixe ue.

.2e'IrLe &ape: Le sous-espace affine des points fixes par d.(K) est de dimension ) 1.

En effet, la mesure p6 est K-invariante à gauche, donc pour tout lc e K,

a (k )us :  a (k )a (P 'ùuo

: d(p,o)ao
-  U g .

De plus, la représentation zr est sphérique, donc il existe un vecteur non nul q €. ?{ fixe

par er(/(). Par suite, D2:'t)o*ur est fixe par a(K), et il est différent de u6.

o gerne étape: Soit Mt(G\\l() l'ensemble des mesures de probabilité sur G à support

compact, biinvariantes par K. Alors u6 est fixe par cr(p) pour tout trr € M1(G\\J().

En effet, comme (G,K) est une paire de Gelfand, I'algèbre C"(G\\/() est par définition

commutative. Toute mesure de M;(G\\K) peut être approchée (po* la topologie faible)

par des mesures absolument continues avec une densité de C"(G\\K), donc Mt(G\\l()

est aussi commutatif. Par suite, si tr^r € M1(G\\Ii),

a(P)uo:  a(P)a(P'o)uo

: a(p'ùd(u')ao

ce qui prouve que o(trr)t,s est un point fixe de a(po).Par unicité du point fixe de a(po),

on en déduit que a(p)uo : uo.

. 4enLe étape: Le point ue est fixe par t(G). En effet, soit u6 la mesure de Haar

normalisée sur K, vue comme mesure sur G. Comme uyç * 6n * /6 €st une mesure de

probabilité sur G à support compact biinvariante par K,Ie vecteur os est fixe par a(u6 *

6n * u6) d'après Ia 3'*u étape. Ainsi, pour tout g € G,

ao : a(vx * ôn *' vx)uo

: d(uK)a(6ùa(uK)us

:  a(uK)d(6r)  [  a(k)usd,k
J K

:  a(uK)ot(6ù [ usd,k
J R

:  a(uK)d(ôr)ro

: a(ux)a(g)uo
I

:  
J*a(k)a(s)usdk.

Ainsi, le sous-ensemble affine fermé

L
( c

a: {u e ?{; a(k)udk :  ro )



contient la a(G)-orbite de us. Par irréductibilité de 7r, on en déduit que ,4 : ?l ou que
A: {uo}.Mais d'après la deuxième étape, le sous-espace affine des points fixes par a.(K)
est de dimension au moins 1, donc A: {uo}, c'est-à-dire a(G)us: {uo}, ce qui montre
que I'action affine o possède un point fixe global. I

3.1-.3 Opérateur de Laplace

Introduisons la notion de laplacien sur une variété riemannienne.

Définition So'it M une uari,été riemanni,enne de di,mension fini,e n; on note TrM
I'espacetangent enr e M, etexp* I'applicati,on erponenti"elle riemannienne en r. Soit?{
un espace d'e Hi'lbert', et soit f , M -+ ?l une appli,cati,on de classe C2. Le laplaci,en de f
est I'application Lf : M -+ 7{ défi,ni,e par

^r@): - 
Ë firG*o,txù1,:0,

où Xy. . . , Xn est une base orthonormale de T*M.

Remarques 1) L'expression du laplacien ne dépend pas de la base orthonormale
choisie.

2) Une propriété fondamentale du laplacien est le fait qu'il commute avec les isométries
de M, i.e. si tp : M -+ M est une isométrie, alors pour toute application de classe C2
f  ,  M èH,

A( /o@:(L f )oe

3) Les seules propriétés du laplacien que nous allons utiliser sont les suivantes :
oA est G-invariant, c'est-à-dire que A commute avec les translations à gauche par des

éléments de G.
oA annule les constantes.

Définition Une application f : M -+ ?t est harmonique si A/ : 0. Ceci est équivalent
au fait que I'application r r+< l@),u ) est une fonction harmonique sur M pour tout
u€7{ .

Proposition 2.16 Soi,t f : M + 7{ une applicati,on d,e classe C2. Alors pour tout
n € M,

rl l / l l '(") : 2W < a/(r), T@) > -zlldfÀl,ns,

où lldf,llt" : (fr@fldf *))'/' 
"tt 

la norme d,e Hitbert-Schmid,t d,e Ia d,ifférentielle ile f au
point r.
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Preuve. Pour X € TrM, on a

d d . d .

h. t,"f > ("*p, tX) :a 
rtf G"v*tX), /(exp,tX) > + < .f (e*p" tX), |rf 

(exp,tX) >
à

: 2ft < fif G"v*tx),"f (e*P' tx) >

et par conséquent,

4z '1'2

dt, 
< f , f > (.*p, tx) :zsft. < hrT(.*p' 

rx), /(exp,tx) >
d d .

+2 < rtf @"v*tx),f i f  (exp"tx) >.

En évaluant en t : 0, on trouve

4 z  ,  . i z \ r  4 ' z

h . l, f > ("*p, tx)lr:o: 2ft . fuf {""p*tx) l,:0, /(r) > +2lldf *(x)ll'.

Par suite, si X1, ...,Xn est une base orthonormale de I'espace tangent TrM, on a :

nll/ l l '(") : - Ë fi f G*r,txt)lt:o
i :L

rL )2 rt

: -2ft I . \l{"*v,tx,i)lr:s, r@) > -2D|ilr,(xùll2
Ll dt'i:1 i':L

: 2ft < A/("), T@) > -2lld,f,ll?t". r

3.L.4 Structure riemannienne sur G f K.

Soit (G, K) une paire de Gelfand. Nous rappelons ici la construction d'une structure

riemannienne G-invariante sw G/K. Laréférence principal pour tout ce paragraphe est

[17].
Soit 16 - K l'origine de G lK.
Il existe une involution de Cartan notée g, c'est-à-dire un automorphisme involutif de

G tel que le sous-gïoupe K soit l'ensemble des éléments de G stables par 0. Posons

P : {X e g; d|.(X) : -X}

La décomposition Ç : T O P est appelée décomposition de Cartan de Ç. Fixons un

sous-espace abélien maximal odeP. Soit A: expole sous-groupe de G correspondant.

Alors on a les décompositions suivantes :

G:KAK et  G:KexpP,



appelées décompositions de Cartan de G.
Tout élément X € ? définit un vecteur tangent Dx € T,"(GlK) par la formule

Dxf @o): f i f  {{"*otx)re)l,-o
où/e  C* (G/K)e ts€G.
I'espace tangent T,"(G I K).

Pour g e G, soit À(9)
translation à gauche par g I

L'application X ,+ Dx est une bijection linéaire entre ? et
Ainsi, on peut identifier P et T*oGlK).
le difféomorphisme de I'espace symétrique G/K défini par

À(g )hK:ghK,  heG.

Remarquons que si fr e -K, I'isomorphisme linéaire d^(k)r" de T*oGlK) correspond à
I'application linéaire Ad(k) : P -+ P, car

d . à

* f Wexp tXrs) lr:o : fif 
(k exp tX k-L rs)l r_,

d
: ; f  GxptAd(k)xro) l r :o

pour toute application "f € C* (G I K).

Le sous-groupe K est compact, donc il existe un produit scalaire K-invariant ( .,. )
sur Qo G / K), ou, de manière équivalente, un produit scalair e Ad,(K)-invariant sur P. Si
t : glto, on définit un autre produit scalaire sur 4 G lK) par la formule

< dÀ(g),o(-X),dÀ(g)""(Y) )o:(  X,Y t ,  X,Y e P.

Ce nouveau produit scalaire est bien défini, puisque ( ., . ) est invariant par K. En outre,
iI définit une structure riemannienne G-invariant e sw G f K.

Proposition 2.LT Soit GIK un espace symétri,que riemannien. On suppose que
l'action d,e K sur I'espace tangentTr"(G lK) est ircéductibte. Soit d, une acti,on i,sométrique
affine sur un espace de Hilberi?{, et soi,t F: GIK -+?t une applicati,onG-équiuari,ante
de classe CL. Si F n'est pas constante, alors il eriste ) > 0 tel que \F soit une isométri,e
locale.

Preuve. Soit n la partie linéaire de o. On identifie I'espace tangent Tro(Gf K) avec
? comme ci dessus, et on identifie I'espace tangent en un vecteur a € ?7 avec ?1. Comme
l'application F est supposée G-équivariante, on â pouï tout k € K et pour tout X eP,

dF,"(Ad,(k)X) : 
ftr ç"*o t Ad,(k) X ro) l r=o
n

: + F(k exp fXr6) lr_odt
à: r(k)frr@xvtxrs)lr_,

:  r (k)dF*.(X).
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ceci prouve que la forme bilinéaire symétrique I définie sur T*r(GlK) lP parla

formule
Q(x,Y) :< dF,o(x),dF*o(Y) >

est Ad,(K)-invariant. Soit .,4. Ia matrice symétrique réelle nxnl où n est la dimension (sur

lR) de l'espace G lK, définie par

Q(X,Y)  :<  AX,Y > ,  X ,Y e  P '

Alors 14. commute avec Ad(k),k e K, donc les sous-espaces propres de.4 sont invari-

ants par K. Comme nous avons supposé que K agit de manière irréductible sur I'espace

P, on en déduit que A a une unique valeur propre, et donc A: cI, porrr une constante

c ) 0. Par suite,

lldF*"(x)ll' : cllxll2 VX e 7,,(GlK)'

L'application f' étant G-équivariante, on a' pour g e G et pour fr: 9fr0,

F :a (g )oFoÀ(g - ' )

et pour Ia différentielle,
d'F' :  n (g)dF*odÀ(g-t) ' '

Comme À(g-t) est une isométrie, on a alors pour tout X eP,

lldF*(ù,(s)""x) ll : lld4, (x) ll
:  

" l lx l l: clldÀ(g),,(x)11,.

Comme -F'n'est pas constante par hypothèse, la constante c est non nulle et donc ft,F
est une isométrie locale. I

Remarque Si G est un groupe de Lie simple, l'action de K sur [o G / K) est toujours

irréductible. De manière plus générale, c'est aussi Ie cas si G I K est un espace symétrique

riemennien irréductible. Nous pourrons donc appliquer la proposition précédente.

3.2 Stratégie de la preuve

Pour prouver que Sp(n,l) est un groupe de Kazhdan, nous allons combiner les deux

théorèmes suivants :

Théorème 2.L8 Soit G un groupe de Lie simple de centre fini, et soit K un sous'
groupe compact marimal de G. Si G ne possède pas la propriété (T), alors il eriste une
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action i'sométrique ffine de G sur un espl,ce de Hilber-thl et une application F : G/K -+ 71
harmonique, G-équiuariante et non constante.

Théorème 2.19 Soi't G : Sp(n,L) et K : Sp(n) x ^9p(1) . Toute appli,cati,on har-
moni,que F : GIK ) 11, G-équi,uariante par rapport à une acti,on isométrique ffine ile G
sur un espace de Hilbert 7{ est constante.

En fait, nous allons donner une preuve du théorème 2.18 dans un cadre plus général;
on supposera que G est un groupe de Lie connexe tel que Hom(G,R) : {0} et que (G, K)
est une paire de Gelfand.

3.3 Preuve du théorème 2.18

Nous allons utiliser, pour prouver le théorème 2.18, Ie théorème suivant sans le
démontrer :

Théorème 2.2O (Shalom l29l) Soit G un groupe compactement engendré. Si G
ne possèd,e pa,s la propri,ûé g) de Kazhdan, alors i,l etiste une représentation conti,nue
unitai,re irréductible r de G telle que Hr(G,") + {0}.

Construction de l'application ,F.

On raisonne par I'absurde; supposons donc que G ne possède pas la propriété (?).
D'après le théorème 2.20, il existe r e ê telle que H'(G,zr) ne soit pas nul. Remarquons
que la représentation z- n'est pas triviale, donc elle n'est pas non plus sphérique d'après le
théorème 2.15.

Soit b e Zr(G,n') tel que b # B'(G,zr). L'application b est un cocycle, donc la formule

a(g )u : r (s )u+b(g )

définit une action isométrique affine. De plus, olrc u un unique point fixe, noté u6 :
l'existence d'un point fixe provient du fait que le sous-groupe K est compact. Pour montrer
I'unicité, supposons eue us f u1 soient fixes par olr. Alors pour tout k € K,

r(k)(u6 - 
") J''r\'rî, -;3': a(k)uv+b(k)

=uo - uL.

Ainsi, ao-aL est fixe par r(K), ce qui contredit le fait que ?r ne soit pas sphérique.
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Soit f'l'application orbitale :

F :Gà? { ,  g r+a (g )us .

F est non constante, car b n'est pas un cobord.

Lemme 2.2L (i) Pour toute mesure de probabi,lité l-L sur G inuariante à gauche par

K,

I rçnn1ap@) : F(s) vs e G.
J G

(it) Firons 9o e G. Alors I'appli,cation

s,+ [  Fbsks)d,k
JK

est constante, de ualeur F(go).

Preuve. (i) Pour tout u €?1, I',intégrale [*a(k)ud,b est fixe par o(K), donc par

unicité du point fixe u6,

I a@)ud,k : us Yu € ?1.
J K

Ainsi, par K-invariance à gauche de trl et puisque a(g) est une application affine, on a pour

tou tg€G
f f f
I r@ùap(h) : I I F(skh)dkdp,(h)

Jc  JcJx

: o(g) 
U 

" 
( 
| * " {n) " tn) u s ak) a p@))

:a(g)uo

:p(g).

(ii) Fixons g e G. Soit tr^r - uK * ôn où u7ç est la mesure de Haar normalisée du groupe

K vue comme mesure sur G. Alors pr est une mesure de probabilité, K-invariante à gauche

etdeplus '  

I r@orn) .k : [  ( [eboned6n@))dk
rx ti tf

: 
J 
"( 

J rr @okr)d6 n@)) dva (k)

= [ rçson)d@** ôr)(h)'r
:lrirrr;3Ïï .
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Le vecteur us est fixe par o(K), donc I'application F définit par passage au quotient
une autre application G-équivariante, encore notée f' :

F:GlK-+?1.

Proposition 2.22 L'appli,cation F : G /K -+ 7{ est de classe C* et harmonique.

Preuve. Pour z € ?1, posons "f., : G/K J C, x rl''1 F(r),u> .
(i) Montrons que pour tout u € 7t, l'application "f, est de classe C- sur G I K (î.e.

f' est de classe C* au sens faible). Pour cela, soit pr une mesure de probabilité sur G,
K-invariante à gauche. D'après le lemme 2.21,

f

J"f"@h)dp(h): f"@), Vs e G,

où "f" est vue comme une fonction de G. Ceci est vraie en particulier si p est définie à
l'aide d'une densité sur G de classe C-.

La fonction /, est clairement continue. Supposons que "f, soit de classe Ci,i > 0.
D'après la formule intégrale, â est de classe Ci+L. Ainsi, par récurrence, fu est de classe
C* sur G, donc de classe C* sur G /K.

(ii) n reste à prouver que F est harmonique.
Si / est une fonction sur G/K et si g € G, on note e"f la fonction snr Gf K définie par

translations à gauche , sf @): f @r).Comme rè gr est une isométrie deGf K,ona

sL' l :L(nf ) , ,  v /e C-(GlK) ,se G.

Ainsi, pour un élément go e G fixé,

1 r
I eor,(L1àdk: I Le"k fùd,te

Jx Jx
f- A( 1 s"n Î,dk).'Jx

Mais d'après le lemme 2.2I,la fonction

l " f

" - J*s"* fu(r)dk: J*f"b"kr)dk

est constante de valeur l"bo).Par conséquent, on peut conclure que pour tout r €Gf K,

f r
o : / 

e.k(a/,)(r)dk : | (Lfùbstçn)d,tî,.
JK JI<



En particulier pour r : tot on a lcts: ro et donc

r
o : 

J*(ofà@okro)dk: 
Lf "(eoro).

ce t te re la t iones tv ra iepour tou tgoeG,donca / . , :0pour to t t tu€? t 'Parsu i te '
AF:0 et donc F est une application harmonique. t

2.4 Preuve du théorème 2.19

Soit X un espace symétrique riemannien irréductible de rang 1. D'après la classifi-

cation d'E. Cartan, X est un espace hyperbolique Ïltr(K), où n ) 1 et où K est I'un des

quatre corps IR, C,IHI et si n 1Z,Cay.

Soit G la composante connexe contenant I'identité du groupe des isométries de X.

Fixons un point base ze € X, alors le stabilisateur K de rs est un sous-Sroupe compact

maximal de G. De plus, G agit de manière transitive sur X, et dons X s'identifre à G I K.

D'après [17], on a les possibilités suivantes :

o Si  K:  lR, G :  SOo(n, l )  et  K :  SO(n).

o  S i  K :  C,  G :  SU(n ,1)  e t  K  :  S(U( rz )  x  U(1) ) .

o Si K : lH[, G : Sp(n,l) et K : Sp(n) x ^9p(1).

o Si  K:  Cay, G :  SOo(8,1) et  / ( :  SO(8).

o Si  K:  Cay, G: F+ezo; et  K:  Spin(9).

On notera que llltl (lR) n'est pas réellement un espace symétrique, et qu'il y a des

isomorphismes locaux en petite dimension :

su(L , l )  =  ^9os(2 ,L)  e t  sp( I , l )  -  ^906(4 ,1) .

Pour notre but, il est vraiment important de normaliser les métriques de telle sorte

que si rn I n,le plongement IHP'(K) + If" (K) soit une isométrie.

Définition (Jne fonction f sur G/K est di,te radiale si pour tout r e GlK, f (r)

dépend seulement de Ia di,stance géodésique d(r,ro), c'est-à-dire si, il eriste une fonction

9 d,éfiniesur lR* telle que pour tout n e Gf K, f@) : pQ) où r : d(r,ro).

D'après [9] ou [18], le laplacien d'une fonction radiale a une expression très simple sur

H" ([n) 

a n, ,12,n d,ga/(") : -ffi - *Q) a,,
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m(r) : rn1 coth r * 2m2 coth2r

et
d : dimnK, rnr : d(n - L), mz : d, - L.

Remarque Soit F : X -+ ?l une application G-équivariante par rapport à une action
isométrique affine a de G dans un espace de Hilbert ?1. Supposons que F("0) :0, ce qui
implique que al, est une isométrie linéaire. Si d(r,"0) : d(A,*o), alors il existe k e K
tel que U: kr, par transitivité de K sur les sphères centrées en I'origine rs. Ainsi,

llr(g') 11'? : llo(k) F (")ll'
: l l r ' (r)112,

ce qui prouve que llFll2 est une fonction radiale.

Lemme 2.23 Soit X : GIK un espace symétrique riemann'ien i,rréducti,ble de rang
1. So'it a une acti,on isométrique affine du groupe G sur un espace de Hilbert?t. Soi,t
F : X -+ 7l une appli,cation G-équi,uari,ante de classe C2 teUe que F(rs) :0. Alors

ft < A^F'(r), F(") >> 0 Yr e X.

Preuve. Soit zc la partie linéaire de o, et soit b e ZL(G,n) le cocycle correspondant :

a(g)u:  r (g)u +b(g) ,  s  €  G,u e ?{ .

On remarquera que comme f'est de classe C2 sur G, le cocycle ô est de classe C2 sur G/K
: en effet,

F(g*o) :  a(g)F(ro)

:  c(g)(0)

:  o(g).
Soit P : exP(P), et soit G : PK la décomposition de Cartan de G. Ainsi, pour

r e X, il existe un unique g e P tel que g-Lro: r. Fixons encore Y dans la sphère unité
de P - TroX. Si ft € 1(, alors

d o t  ^ - t  ^ - - -  !  A  r l  r - \ r /  d

dto-(g-'exptAd(k)Y"u) 
: 

#rb-l,t 
exp tyrs)

à: 
frU(n-tkexpty)
à: 
fr(u(s-tr) + r(s-Ltç)u(exprY))

- à: n(g-'k)fib(exptY).



Posons
a : fiu{"xpry)1,-0.

d ,r _-,_.,,t .,._ b(exp(t + s)Y) - b(exptY)

:Ioi.ln-',îli*n:
Soit z-(Y) I'opérateur défini par la formule

tr(Y) : 
fin@xvtY)1,=0.

C'est un opérateur non borné, agissant sur les vecteurs C* de 71. De plus, d'après ce qui

précède,
s2

h, b-t exp tAd(k)Yro) | r:o : r (e-L Iç)r (Y) B .

D'autre part, d'après I'expression du laplacien dans une base othonormale,

AF(z) : -amx [ *r(n-'  exptzrs)lr-oauç27,
JP, dt'

où 2r est la sphère unité deP et où z est la mesure de Lebesgue normalisée sur Pr. Comme

I{ agit transitivement sur P, on a

Ar(r) : -d,imx [ *rA-t exptAd,(k)Yrs)lr=odk
Jx at '

: - d,i,mx 
| ** 

{u' r)r (Y) B d,k.

< AF(r), F(r) >: - d,imX 
I*. 

r(s-rtc)r(Y)B,U(s-L) > dk

- - at*x [ < r(k)r(Y)B,n(s)b(s-') > dk
J K

:amx [ < r@)r(Y)B,b(g) > dk.
J K

On utilise ensuite la théorie de la décomposition d'une représentation en intégrale

directe (on pourra consulter à ce sujet [S]); il existe un espace mesuré (Â,p) tel que n'

s'écrive comme une intégrale directe de représentations unitaires irréductibles :

Ainsi,

n: 
I '  

trxdr.tx.
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Le cocycle b se décompose aussi :

1@
U: 

J n 
bxd'x,

où b,r e ZL(G,r'1) est de classe C2 pour p-presque tout À e Â. Posons alors

B^: fiu^6*oty)lt:0.
D'après le théorème de Fubini,

< A,F (r) ,  F(r)  >:dimx /  < [  ny@)n1(Y)B^d,k,bx(g) > dt"^.
J A  J K

Nous allons prouver que p-presque partout, f intégrande du membre de droite a une
partie réelle positive ou nulle.

Soit P1 l'opérateur défini par

f
P^: 

J*r{k)dk.

Alors P1 est la projection orthogonale de I'espace ?{x de la représentation 7r1 sur Ie sous-
espace de tous les vecteurs z-1(I()-invariants.

Si n1 n'est pas sphérique, alors P1 :0, donc I'intégrande à évaluer est nulle.
Supposons eue zfl soit sphérique. Alors d'après le théorème 1.15, le cocycle b1 est un

cobord et donc il existe un vecteur €x €7{x tel que

ô. r (h ) :  z ' r (h )€ . r  -€ r ,  he  G.

Par hypothèse, ô(k) :0 pour tout k € I{, donc poru presque tout À e Â,b^lr:0.
Le vecteur {1 est donc zr1(.If)-invariant porrr presque tout À e Â. De plus, B^: rr(Y)€.1,
car ô1 est un cobord, donc

r
< I r{k)r{Y)B\dk,bx(s) ) :( PTtr{Y)Br, b.r(g) >

J K

:< zr.r(Y)'€.r, P.r(n-.r(g)€.r - €.r) >
:< z-.r(Y)2€.r, P.rnr(g)€.r > - < n(Y)'€.r, €.r > .

Or, I'espace des vecteurs z'(.tf)-invariants est de dimension 1, donc il existe cr € C de
module plus petit que 1 telle que

P,rzr.r(g)€r :6€.r'



Par suite,

J K

La représentation zrl étant anti-auto-adjointe, on a

< rr.r(Y)'€1, {1 )( 0.

En outre, ft(r.r - 1) < 0, donc on a bien

n( . I  n{k)ny(Y)B^d,k,b.,,(g) t ) > o. r
\  J f  

" \  /  ' r \  /  ' \  '  ' \ \ Ù /  
/  

-

Proposition 2.24 Soit X : GIK un espace symétrique riemannien i,rréducti'ble de

rang L. Soi,t a une action isométrique ffine du groupe G sur un espace de Hilbert' 71. Soi't

F : X ) ?{ une appli,cati,on G-équiuariante, de classe C2 telle que F(rs) :0, qui soit de
plus une i,sométri,e locale. On d,éfini,t une fonction g sur IR+ par la formule

ç?) :  l l r ( " ) l l ' ,  r :d( r , rs) , r€ X.

Alors
,oG\1 ]d t  

x  / \
rnr * z*" 

+ o(r) quand r -> +oo'

auec égalité si, F est une application harmoni,que.

Preuve. D'après la proposition 2.16 et d'après I'expression du laplacien d'une fonc-

tion radiale sur H" (H),

A | | r I l'z (r) ::': 
; ii :*i;?',;,-2ttd 

FÀt2H s

donc

e" @) + m(r)e' (r) : -2ft < A4 F > +zllaFÀl'rs.

Posons ,h : g'.L'application .F' est une isométrie locale, donc lldf|llïs: dimX, et
par conséquent,

,1,'(r) + m(r)r!(r): -2ft < A4 ,1r > (") *2dimX.

On reconnait là une équation différentielle ordinaire du premier ordre, qu'on peut

résoudre par la méthode de la variation des constantes. La solution générale associée à
l'équation homogène est donnée par la formule

,bo(r): C(sinh r)-*' (sinh2r)--'z,



et donc une solution particulière de l'équation inhomogène est

,lr|) : (sinhr)-*l (sinh 2r)-*" [' ç, ar^X - 2m(44 4)(") (sinh s)-, (sinh 2s)-,ds
J O

D'après le lemme 2.23, W. < A4 F >> 0, et on obtient donc l,estimation

,lr1) 32 dimx(sinhr)--, (sinh 2r)--, /"qrion s)-, (sinh2 s)*, ds,
J O

avec égalité si ,F est harmonique.
On pose alors /(r) : (sinhr)-'(sinh 2r)*r, et on obtient

'Ir"" h lr' f (s)d's:'Ir." ffi
mt l2mz

2 dimX_______;_;_ + o(1) quand r _+ foo,
m 1 t  2 m 2

harmonique. Il suffit d'intégrer pour avoir Ie résultat pour

2d imX ^  2
rn t *2mz 

-  
2n* I

Ainsi,

,b(r) 3

avec à nouveau égalité si F est
la fonction g. I

on se place à présent dans le cas G : sp(n,7),n) 2 et K : sp(n) x sp(l). on note
X : []F (lt l t). Alors dimX - 4n,rTù1: a@ - L) et m2: B. Ainsi,

Preuve du théorème 2.L9 On raisonne par l'absurde. Supposons qu'il existe une
action isométrique affine a de G sur un espace de Hilbert ?l et une application F : X -+ ?l
non constante, G-équivariante, harmonique de classe C2. Quitte à remplacer f'par À.F
pour un certain À > 0, on peut supposer d'après la proposition2.IT que F est une isométrie
Iocale (on doit alors remplacer l'action o par I'action affine ayant la même partie linéaire,
et donné par le cocycle Àô, ô étant le cocycle associé à a).

De même, quitte à remplacer F par F - F(rs), on peut supposer que F(26) : g.
Ici, il faut remplacer l'action a par I'action ayant la même partie linéaire, et donné par le
cocyle g ,+ b(g) + r(g)F(no) - ,F(ro)

Restreignons l'application.F à la droite hyperbolique Y: Int(H). Bien sur, Fl" n,a
aucune raison d'être encore une application harmonique, mais elle est équivariante pour
le groupe des isométries ,Sp(l,1) de l'espace Y. Les métriques étant normalisées de telle
sorte que l'inclusion de Y dans X soit une isométrie, les applications Fl" et -F ont le même
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comportement asymptotique. Ainsi, d'après Ia proposition 2.24, on a pour r € Y et pour

r  :  d(r , ro) ,

l l r l" l l 'z(") :  
#'+ 

o(r) '  r  -> +oo'

D'autre part, d'après la même proposition,

r , - - l  t t r r  
L

l lr l" l l '(r) < ;r + o(r), r -+ *oo'

D'après l'inégalité 413 < anlQn* 1), on obtient une contradiction, ce qui prouve le

théorème 2.19. I

Remarque Si G : Faezq,K : Spin(9), X: I# (Cay), alors

2 dim X :  L6 / r r .
mr  l2mz

et Ia preuve du théorème 2.L9 est absolument Ia même.

89



Bibliographie

[1] D. Arnal et J. Ludwig, Q.tl.P. and Paley-Wiener properties o! unimod,ular, especially
nilpotent, Li,e groups, Proceedings of the AMS 125,7997.

[2] S.K. Berberian, The marimal ring of quoti,ents of a fi,nite Von Neumann algebra, Rocky
Mountain journal of mathematics 12, 1982.

[3] A. Connes, Non Commutati,ue Di,fferential Geometry, Publ. Math. IHES 62, 1985.

l4lL. Corwin et F.P. Greenleaf, "Representations of nilpotent Lie groups and their appli-
cations", Cambridge studies in advanced mathematics 18, 1990.

[5] M. Cowling et U. Haagerup, Completely bounded multipl,iers of the Fouri,er algebra of
a si,mple Lie groupe of real rank one,Invent. Math. 96, 1989.

[6] P. Dehornoy, I. Dynnikov, D. Rolfsen et B. Wiest, Why are braid,s ord,erable ?, Panora-
mas et synthèses 14, SMF 2002.

[7] P. Delorme, 7-cohomologie des représentations uni,taires iles groupes d,e Lie semi-si,mples
et résolubles, Bull. Soc. Math. France L05,7977.

[S] J. Dixmier, "Les C*-algèbres et leurs représentations", Gauthier-Villars, 1969.

[9] J. Faraut, Analyse harvnonique sur les paires de Getfand et les espl,ces hyperboli,ques
dans "Analyse Harmonique", Publication CIMPA 1981.

[10] D.R. Farkas et R.L. Snider, When i,s the augmentati,on i,d,eal pri,nci,pal ?, Arch. Math.
33, 1979.

[11] R. Gangolli et V.S. Varadarajan, "Harmonic analysis of spherical functions on real
reductive groups", Springer-Verlag, 1988.

[12] E. Ghys, Groups acting on the circle, Enseign. Math. 47,200L.

[13] R. Grigorchuk, P.A. Linnell, T. Schick et A. Zuk, On a conjecture of Ati,yah, C.R.
Acad.Sci. Paris t.331, 2000.

90



[14] M. Gromov, Random walk i,n random groupq Preprint IHES, 2002.

[15] A. Guichardet, Sur la cohomologie des groupes topologiques /d BuIl. Soc. Math. F]ance

96, 1972.

[16] P. de la Harpe et A. Valette, La propriâé g) de Kazhdan pour les groupes localement

compacts, Astérisque 175, Soc. Math. de France, 1989.

[17] S. Helgason, "Differential geometry, Lie groups and symetric spaces", Academic Press,

1978.

[18] S. Helgason, "Groups and geometric analysis", Academic Press, 1984.

[19] E. Hewitt et K.A. Ross, "Abstract harmonic analysis I", Springer-Verlag, 1979.

[20] R. Kadison et J. Ringrose, "Fundamentals of the theory of operator algebras I", Aca-

demic Press, 1983.

[21] R. Kadison et J. Ringrose, "Fundamentals of the theory of operator algebras II", Aca-

demic Press, 1986.

l22l D. Kazhdan, Connection of the dual space of a group with the structure of its closed

subgrouTts, Funct. Anal. Appl. I,1967.

[23] B. Kostant, On the eristence anil irreducibility of certai,n series of representations,B:ull.
Amer. Math. Soc. 75, 1969.

[24] P.A. Linnell, Zero diuisors and L'(G), C.R.Acad.Sci.Paris t.315, L992.

[25] P.A. Linnell, Analyti,c uersions of the zero di,uisor conjecture, London Math. Soc. Lect.

Notes Ser. 252, 1998.

[26] P.A. Linnell et M. Puls, Zero di,ui,sors and' Ln(G), /d New York J. Math. 7,200L.

[27] W. Rudin, "Real and complex analysis", McGraw-Hill, 1963.

[28] W. Rudin, "Functional analysis', McGraw-Hill, 1973.

[29] S. Sakai, "C* algebras and \M+ algebras", Springer, 1998.

[30] Y. Shalom, Rigidity of commensurators and irreductible lattices,Invent. Math. L4L,
2000.

[31] A. Valette, Old and new about Kazhdan's property (T), Baldoni, Vellada and M.A.

Picardello, 1994.

91




