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10 Contexte et objectifs
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FI1GURE 1.1 — Courbe d’Aston ; énergie de liaison par nucléon

1.1 Fusion thermonucléaire par confinement ma-
gnétique

Depuis la découverte des réactions nucléaires et le développement de la science
du noyau, la mise a profit de ces dernieres pour la production d’énergie a constitué
un objectif technologique majeur. Les énergies de liaison nucléaires, de 6 ordres de
grandeurs supérieures a celle mises en oeuvre dans les réactions chimique, promettent en
effets des densités énergétiques (ratio énergie/masse mise en oeuvre) sans contrepartie
avec les autres sources d’énergies. Deux voies sont possibles pour extraire des noyaux
I’énergie de liaison entre nucléons, qui correspondent aux deux grandes catégories de
réactions nucléaire : la fission de noyaux lourds, qui se fragmentent en noyaux plus léger,
et la fusion de noyau légers en noyaux plus lourds. Les gains énergétiques associées
aux deux types de réactions peuvent étre appréciés en observant la courbe d’Aston
(Figure . Il y apparait clairement que la partie de la courbe la plus intéressante a
exploiter devrait étre la partie gauche, correspondant aux réactions de fusion, la forte
pente de la courbe dans cette zone pouvant faire espérer des rendements énergétiques
importants. C’est pourtant la partie droite qui est exploitée par 'industrie nucléaire
(civile) depuis le milieu du vingtieme siecle, au travers de la fission de noyaux lourds
(essentiellement U?3), qui ont en sus le mauvais gofit de générer une descendance
d’isotopes radio-actifs a longue durée de vie, dont le retraitement et le stockage sont
pour le moins problématiques. Cet apparent paradoxe n’est pas le fruit d’un oubli
ou d'une quelconque perversité mais résulte des conditions drastiques nécessaires a
I'obtention d’un nombre significatif de réactions de fusion. Considérons par exemple
la réaction de fusion entre un noyau de deutérium et de tritium, meilleure candidate
actuelle pour un réacteur de fusion thermonucléaire. Le bilan réactionnel est

D+T — a+n+17.6MeV. (1.1)

Cette réaction produit une particule o (un ion Hélium) et un neutron rapide (14MeV).
La section efficace de réaction, en supposant un deutéron incident sur un noyau fixe de
tritium, est maximale avec une valeur de 5 barns pour une énergie cinétique du deu-
téron incident d’environ 120keV. A titre de comparaison, la section efficace pour un
neutron thermique (F =~ 0,025¢V) est de 'ordre de 600 barns. Pour un mélange D-T
a ’équilibre thermodynamique a la température T, le taux de réaction effectif, obtenu
en moyennant sur les vitesses des deux populations, est maximal pour une tempéra-
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ture d’environ 70keV . Pour des températures de l'ordre de quelques dizaines de keV/,
le milieu réactionnel forme un plasma complétement ionnisé. Dans un tel milieu, les
pertes par rayonnement de freinage dues au collisions Coulombiennes, fonctions crois-
santes de la température, entrainent une déperdition trop importante d’énergie pour
maintenir ’état du milieu. Le point d’équilibre entre la production d’énergie de fusion
et les pertes par rayonnement de freinage conduisent a une température optimale pour
la réaction D — T de 'ordre de 15keV. Outre les pertes par rayonnement, le milieu
réactionnel perd de I’énergie par transfert thermique.

L’effet global de ces pertes peut étre, de maniere trés grossiere, caractérisé par un temps
caractéristique 7 appelé temps de confinement de 1’énergie 7. Formellement 7z peut
étre défini comme le taux de variation % auquel on a soustrait les contributions
liées aux sources (fusion ou autre) et au rayonnement de freinage. Notons que 75 ainsi
défini est fonction de I'état réel du systeme a un instant donné. On suppose ici qu’il
est possible de lui substituer une valeur générique représentative, dépendant des carac-
téristiques globales (taille, mode de confinement, pression moyenne,...) du systeme. A
minima, I’énergie produite par les réactions de fusion doit pouvoir compenser les pertes
par rayonnement et par transfert thermique de maniere a se maintenir a la température
souhaitée. Cette condition se traduit par une contrainte liant le temps de confinement,
la densité et la température du milieu réactionnel, le critere de Lawson , de la forme

nTtg > (NTTE)min, (1.2)

ou (nT7g)min dépend de la température d’opération. Une présentation détaillée de
'établissement de cette relation peut étre trouvée notamment dans [70] et [27]. Pour
la fusion D — T a la température optimale de 15keV, (WT'Tg)min est de lordre de
8.10°J.m~3.s. Cette estimation peut étre affinée en prenant en compte les éventuelles
sources de chauffage additionnelles, sans changer la forme globale de la relation obtenue.
Le maintient des conditions exprimées par le critere de Lawson suppose l’existence
d’un mécanisme de confinement permettant de limiter 7z et de maintenir l'intégrité du
systeme.

Plusieurs voies sont possibles pour assurer ce confinement. Au coeur des étoiles, le
confinement est assuré par l'interaction gravitationnelle. Ce mode de confinement est
par nature limité aux systémes de tres grande taille. Deux voies sont envisagées pour
la réalisation de réacteurs artificiels. La voie inertielle met en oeuvre une compression
violente d’une cible D — T par un ensemble de faisceaux lasers de haute puissance. Le
court temps de confinement est compensé par la densité élevée. Le fonctionnement est
par nature intermittent. La voie magnétique repose sur la confinement du plasma par
un champ magnétique intense : la densité plus faible est compensée par des temps de
confinement de l'ordre de la seconde. Les configurations magnétiques envisagées pour
assurer le confinement du plasma sont nombreuses, qui différent par leur topologie et
le mode de génération du champ. Parmi celles-ci, les configurations Tokamak occupent
une place prépondérante. C’est notamment le type de configuration sélectionné pour la
réalisation du projet ITER (International Tokamak Experimental Reactor), en cours
de réalisation sur le site de Cadarache.
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1.2 Transport dans un Tokamak

1.2.1 Configuration du champ de confinement

Le champ magnétique de confinement dans une machine de type Tokamak possede,
comme son nom l'indique, une topologie torique. Les lignes de champ ont la géométrie
d’une hélice enroulée autour de ’axe principal de la machine. Dans le volume intérieur
du tore, les lignes de champ définissent, de maniere lache ou dense en fonction de leur
hélicité, un ensemble de surfaces magnétiques emboitées. Nous nous restreindrons, dans
toute la suite a cette partie du volume de confinement. Nous adopterons en outre, parmi
les configurations compatibles avec la topologie évoquée précédemment, une configu-
ration géométrique particulierement simple : les surfaces magnétiques sont assimilées
a des tores concentriques & section circulaire. En coordonnées toroidales (r, 9, ¢), le
champ de confinement B prend la forme

By Ry
R

ou Ry est le grand rayon du tore, 0 < r < a, a < Ry est le petit rayon du tore,
R = Ry+rcosd, by =r/(q(r)R)by, b, = (1 + (r/qR)?)~V/2.

Le facteur de sécurité q(r) caractérise I’hélicité des lignes de champ, d’équation ¢ —qi) =
cte, sur une surface magnétique r = cte donnée. Une ligne de champ passant par le point
de coordonnées (r, vy, ¢o) passe apres N, tour toroidaux en (7, ¥g+ Ni27/q, oo+ N 27).
Si ¢ est rationnel, la ligne de champ se referme sur elle-méme apres un nombre fini V;
de tours toroidaux et un nombre N, = N,/q de tours poloidaux (voir Figure [1.2]a)).
Si q est irrationnel, la ligne de champ ne se referme jamais sur elle-méme et couvre de
maniére dense la surface magnétique (voir Figure [1.2|(b)). Notons qu’a toutes fins pra-
tiques, la distinction entre une surface rationnelle pour laquelle les valeurs minimales
de N; et N, sont de grands entiers et une surface irrationnelle est illusoire. La densité
de Q dans R implique en outre qu’on peut trouver une surface irrationnelle aussi pres
que l'on veut de toute surface rationnelle. Si 'on considere un élément de volume de
plasma au voisinage d'une surface magnétique (& dg pres), la longueur de premier retour
d’une ligne de champ traversant le volume est définie par I'approximation rationnelle
Ni/N, de q a dq prés qui minimise (N, N,). Le caracteére fini de cette longueur de
premier retour induit des effets de quantification par l'introduction de conditions aux
limites périodiques suivant la ligne de champ. Pour les surfaces irrationnelles, ou pour
les surfaces rationnelles a "grand" (N, N,), ces effets sont inexistants ou indécelables.
Les surfaces rationnelles d’intérét sont celles pour lesquelles il existe une approximation
rationnelle N;/N, de ¢ telle que V; et N, soient de "petits" entiers, pour lesquelles la
longueur de premier retour est suffisamment courte (en regard du libre parcours moyen)
pour que des phénomenes périodiques cohérents puissent apparaitre. Ces surfaces sont
en conséquences dites résonnantes.

Dans une configuration Tokamak, si la composante toroidale dominante du champ
provient d’un systéme d’aimants entourant le plasma, une part importante de la com-
posante poloidale est générée par un courant circulant dans le plasma lui-méme. La
rétroaction de I’état du plasma sur le champ de confinement ouvre la voie au déve-
loppement d’instabilités a grande échelle qui peuvent entrainer une perte brutale de
confinement. Nous mettrons de coté par suite ces phénomenes, considérant que sur
les échelles de temps que nous considérerons, les conditions permettant 1’établissement
d’un régime stationnaire a grande échelle pour le plasma et le champ magnétique sont

B(r,9) = Bb =

(byey + beey,) (1.3)
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(a) g=14,N,=17,N, =5 (b) ¢ =2, N; = 100

FIGURE 1.2 - Ligne de champ sur une surface magnétique rationnelle (a) et irrationnelle

(b)

e e e e ot

Lt

FIGURE 1.3 — Trajectoire d’'une particule (vert) autour d’une ligne de champ; ni la
modulation du rayon de Larmor et de la fréquence cyclotron ni I'effet des dérives ne
sont représentées

établies. Le champ magnétique pourra en conséquence étre supposé imposé de 1'exté-
rieur et constant dans le temps a 1’échelle des phénomenes étudiés.

1.2.2 Transport dans un plasma de Tokamak

La configuration du champ de confinement étant définie, nous pouvons maintenant
aborder les mécanismes de transport qui vont déterminer le temps de confinement 7.
En présence d’'un champ magnétique suffisement intense et lentement variable a la
fois en espace et en temps, le mouvement d’'une particule chargée peut étre considéré
comme la composition de deux mouvements d’échelles temporelles distinctes : un ra-
pide mouvement de rotation dans un plan perpendiculaire au champ, le mouvement
cyclotron, et le mouvement de dérive du centre de rotation, ou centre guide. La sépara-
tion des échelles de temps de ces deux mouvement implique 'existence d’'un invariant
adiabatique, le moment magnétique .

Si 'on néglige, en premiere approximation, la composante perpendiculaire du mou-
vement du centre guide par rapport a sa composante parallele ainsi que les variations
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d’intensité du champ magnétique, le mouvement, entre deux collisions, se réduit a la
composition d'un mouvement libre le long d'une ligne de champ et a la rotation cyclo-
tron. Il en résulte une forte anisotropie des propriétés de transport du plasma : le libre
parcours moyen des particules dans un plan perpendiculaire au champ est de 'ordre
du rayon de Larmor et les coefficients de transport collisionnel dans les directions
perpendiculaires au champ sont considérablement réduits. Les temps de confinements
résultant de ce type de transport, dit "classique", sont typiquement de I'ordre de plu-
sieurs minutes, soit largement supérieurs a ceux nécessaires pour satisfaire le critere de
Lawson.

Le champ de confinement n’est cependant constant ni en norme ni en direction. En
raison de la conservation du flux, l'intensité du champ décroit en raison inverse de
la distance a I’axe principal de la machine. Elle reste cependant suffisamment impor-
tante pour maintenir 'invariance du moment magnétique. Les variations spatiales du
champ magnétique ont des conséquences importantes sur la nature du mouvement des
particules. Tout d’abord, le rayon de Larmor et la fréquence cyclotron sont modulées
spatialement par les variations de l'intensité du champ. La conservation conjointe de

2
I’énergie cinétique totale £ = @ + puB|'| et du moment magnétique p implique un
transfert d’énergie entre le mouvement paralléle et le mouvement perpendiculaire, et
la possible apparition d'un phénomene de piégeage magnétique. La variation de B im-
plique en outre une excursion radiale de la trajectoire du centre guide par rapport a
une surface magnétique de référence.
Notons B,,.. la valeur maximale de l'intensité du champ potentiellement visité par
une particule. Pour une particule dont 1’énergie vérifie £ > uB,,.., la vitesse parallele,
bien que modulée lors du parcours du gradient de champ, ne s’annule jamais. Une telle
particule peut entre deux collisions suivre une ligne de champ (a Iexcursion radiale
pres) et décrire dans ce mouvement un grand nombre de tours autour du grand axe
du systeme, de la méme maniere qu’un pendule possédant suffisamment d’énergie peut
indéfiniment tourner dans le méme sens. Ce mouvement de rotation est caractérisé par
la fréquence de transit w;. Une particule vérifiant cette condition est dite passante. Pour
une particule dont ’énergie est telle que E' < Bz, il existe une valeur critique de
I'intensité du champ magnétique B.,.; pour laquelle la vitesse parallele admet un point
de rebroussement. La particule se retrouve piégée dans la zone de bas champ B < B,.
Pour une intensité du champ de la forme B = ByRy/R, la nappe cylindrique B = By
intersecte une surface magnétique sur deux contours critiques symétriques par rapport
au plan équatorial. La trajectoire de la particule admet un point tournant situé sur
chacun de ces contours, et le centre guide effectue un mouvement de type pendulaire
entre ces deux points, caractérisé par la fréquence de rebond wjy. En prenant comme
référence la surface magnétique contenant les points tournants, ’excursion radiale du
centre guide, maximale dans la région de champ faible, donne & la projection dans un
plan de coupe poloidal de la trajectoire du centre guide la forme d’une banane. Les
particules possédant ce type de trajectoires sont dites piégées.
Dans tous les cas, mais a plus forte raison pour les particules piégées pour lesquelles
elle est plus importante, I'excursion radiale de la trajectoire du centre guide diminue
lefficacité du confinement, permettant un transport de ’énergie sur des distances de
I'ordre de la largeur de banane [.
Méme en tenant compte de cet effet, les coefficients de transport collisionnel devraient

1. On néglige ici le champ électrique et les fluctuations du champ magnétique
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aisément permettre 'obtention de temps de confinement de I’énergie compatible avec
les conditions opératoires de fonctionnement d’une machine de fusion.
Or, les coefficients de transport obtenus a partir des données expérimentales sont ty-
piquement de un a deux ordres de grandeurs supérieurs a ceux prévus par les modeles
de transport classique et néo-classique. Ce transport, dit "anormal’, s’observe en outre
toujours conjointement a la présence de fluctuations turbulentes de faible niveau des
champs caractérisant le plasma (densité, température) et du champ électromagnétique
(179,/80]). Les caractéristiques spectrales de cette "micro-turbulence" sont les suivantes :
o Les fréquences caractéristiques de ces fluctuations dans le domaine temporel
sont typiquement en deca des fréquences cyclotrons ioniques et électroniques, et
des processus radiatifs.

Wiury K Wor K WOE, Wradiatif (1.4)
o Le spectre wy,p = f(k) est fortement dispersif, avec une largeur spectrale
A(/uturb/(/uturb ~ 1. (15)

¢ le spectre spatial présente une forte anistropie entre les directions paralleles et
perpendiculaires au champ de confinement

k“turb < kLtW’b’ (16)

o Les fréquences caractéristiques temporelles wy,,, et spatiales k|, sont de
I'ordre des fréquences diamagnétiques caractéristiques des ondes dites "de dé-
rive'.

kT E) (1.7)

qsB P

Ces caractéristiques, ainsi que leurs dépendances vis a vis des parametres globaux des

décharges (profils radiaux de densité, température, pression) ont conduit & attribuer

I'existence du transport anormal au développement d’instabilités mettant en jeu des

interactions cohérentes entre les populations de particules chargées et le champ élec-

tromagnétique, nourries par 1’énergie libre liée aux gradients globaux.

Nous nous restreindrons dans toute la suite au cas de la turbulence électrostatique, les

fluctuations du champ magnétique étant négligées. En présence d’un champ électrique

E non nul, la vitesse du centre guide d’une particule magnétisée se voit adjoindre une

vitesse de dérive, dite de champs croisés

def
Wiy ~ W =k -vp =k (

ExB bxVg

= ~ (1.8)

VExB =

Le champ d’advection localff| correspondant est tangent aux iso-potentielles du champ
¢lectrostatique dans tout plan perpendiculaire au champ magnétique. Il en résulte
un mouvement convectif le long des iso-potentielles. Examinons, par exemple, le flux
convectif d’'un moment quelconque (densité, énergie, magnétisation...) de la distribution
ionique. On suppose que le moment scalaire m et le champ électrique E sont sujets a
des fluctuations stochastiques (6m, OE) telles que (dm) = (SE) = 0, ot (-) désigne une

2. C’est a dire en considérant une zone suffisement petite pour que B puisse y étre considéré comme
uniforme.
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moyenne d’ensemble. La contribution des fluctuations au flux moyen d’advection de m
est alors

(Pm)turs = (MVEXB) — (M) (VEXB) = (0MIVEXB) (1.9)

Si les variations des fluctuations de densité et du champ électrique sont parfaitement in-
cohérentes, donc statistiquement indépendantes, alors (§3mdvg.g) = (6m)(dve.p) = 0
et aucun transport effectif ne résulte du champ turbulent. Tout écart a la nullité de la
cross-corrélation (0mdvgyg) provoque I'apparition d’un flux moyen non-nul.
Parmi les instabilités électrostatiques susceptibles de générer de telles fluctuations cohé-
rentes et ainsi concourir au transport anormal, I'instabilité de gradient de température
ionique, couramment désignée par 'acronyme TG (pour lon Temperature Gradient
instability) occupe une place importante. Son déclenchement et son importance sont
liés a la valeur du gradient radial de température de la population ionique. Elle re-
couvre de fait deux mécanismes distincts, correspondant a deux branches distinctes de
la relation de dispersion
¢ la branche dite "slab", qui peut se développer indépendamment de la géométrie
du champ magnétique, et notamment dans un champ uniforme. Elle est désta-
bilisée par le gradient de température kr = d,. InT" et stabilisée par le gradient
de densité k,, = d, Inn. Son déclenchement et sa localisation sont typiquement
liés a la valeur du facteur 7; = kr/k, qui traduit la compétition entre gradients
de température et densité.
¢ la branche dite "torique" : 'influence du gradient d’intensité du champ magné-
tique vient s’ajouter aux parametres pilotant I'instabilité, induisant une localisa-
tion poloidale de I'instabilité préférentiellement c6té bas-champ. La localisation
radiale subit la double influence de celle des zones de gradient et des surfaces
résonnantes.

1.3 Modele gyrocinétique pour I’étude de ’instabi-
lité ITG

La séparation d’échelle, évoquée précédemment, entre le mouvement cyclotron et

le mouvement de dérive du centre guide d’une particule en présence d'un champ ma-
gnétique intense permet un découplage de la dynamique de ce dernier du mouvement
cyclotron. La description du mouvement dune particule dans un espace des phases
a six dimensions (x,Vv) est remplacée par la description du mouvement d’un moment
magnétique p dont la position du centre coincide avec le centre guide de la particule,
dans un espace a cing dimensions (X, vy, ). Notons que ce moment magnétique ne
doit en général pas étre considéré comme une pseudo-particule ponctuelle : il est plus
juste de I'assimiler & une boucle de courant centrée en X et de rayon (variable) égal au
rayon de Larmor p.
Une description du traitement perturbatif conduisant au modele gyrocinétique a été
exposée, dans un cadre plus général, par Kruskal (|52]). Une présentation synthétique
du traitement spécifique au modele gyrocinétique est donnée dans [8] et divers déve-
loppements dans [58, 59, 29, 24, [38] [77]. La dynamique de la fonction de distribution
des centres guides est gouvernée par I’équation de Vlasov gyrocinétique

dv,

Ohf+Veo-Vf+ (dt

)&,f =0, (1.10)
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ou le champ d’advection en espace V¢ se décompose en

2

B v 1 7
Voo = — b —/-Vxb —b x V bx VB |,
wopr| W T g,V h Tt PVt oE
dérive parallele .. .
dérive de courbure ~ dérive de champs croisés  {4rive de gradient
(1.11)
le champ d’accélération parallele en
dU” 1 B*
=== . (uVB VJ,.0), 1.12
() =55 B 0¥ (112

ou B = Bb et le champ magnétique corrigé B* est défini par B* = B + %V xb, J,
désigne 'opérateur de gyromoyenne

_ 1
o

T = o [ 1+ ple))de, (1.13)

ou p = p(cos&ej+sine,y), (e1, ez, b) forment une base orthonormée directe et p(X, 1) =

1/2
(?{éB ) . La forme de 'opérateur de gyromoyenne met clairement en évidence le ca-

ractere non-local du modele gyrocinétique lorsque g # 0 : en raison de la valeur finie
du rayon de Larmor, la dynamique du centre guide en X est pilotée a la fois par les
conditions locales en X et sur le cercle de Larmor centré en X.

On peut noter que le moment magnétique invariant ;. n’est pas une variable dynamique
de et peut en conséquence étre considéré comme un simple parametre. La po-
pulation ionique peut donc étre séparée en classes correspondant chacune a une valeur
de 1, et caractérisée chacune par une distribution en vitesse parallele f,(r, vy, ¢) dont
la dynamique est régie par . Le couplage entre ces différentes populations et la
population électronique étant assuré de maniere indirecte par le potentiel électrosta-
tique.

La validité de la dérivation du modele gyrocinétique repose sur un certain nombre
de relations d’échelle sur les quantités statiques et dynamiques intervenant dans le
modele. Les échelles de variations spatiales et temporelles du champ magnétique sont
caractérisées par le parametre eg au travers des orderings

pilVInB| ~ ep (1.14)

et
|we|0; In B| ~ €%,. (1.15)

Les variations spatiales de la fonction de distribution d’équilibre sont caractérisées
de méme par €y = p;/L;. Dans le cas d'un équilibre maxwellien on peut spécialiser
l'ordering en définissant €, = p;/L,,,er = p;/Lr.

Le spectre des quantités fluctuantes ioniques et électromagnétiques est caractérisé par
les orderings

et

w
e, <1 1.17
O (1.17)
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L’anisotropie spectrale est caractérisée par

ky €
— o~ — 1.18
T (1.18)
L’amplitude des fluctuations est caractérisée par le parametre d’ordre €4
of| [0B] |0EL]
N I ~ ~€s &1 1.19
| I B~ Bu, ° (1.19)

1.3.1 Dynamique électronique et quasi-neutralité

Nous avons jusqu’ici considéré une description de la dynamique exclusivement du
point de vue ionique. Il est tout a fait possible de développer un modele gyrocinétique
pour la dynamique électronique. La grande différence d’inertie entre les ions et les
¢lectrons peut entrainer cependant une séparation des échelles temporelles de leurs dy-
namiques respectives. Nous allons exploiter la différence d’inertie entre ions et électrons
afin de modéliser le comportement de ces derniers sans avoir a résoudre explicitement
leur dynamique. Notons tout d’abord que les électrons sont plus fortement magnétisés
que les ions, a savoir

Me K My — Pe K p; €1 Qcr > QC]7 (1.20)

T, et T; étant supposées du méme ordre de grandeur.

Aux échelles ioniques considérées (L ~ p;), la position des électrons peut donc étre
assimilée a celle de leur centre guide. En outre, la faiblesse de l'inertie électronique
permet de considérer la variation temporelle du potentiel électrostatique comme lente
en regard de la dynamique électronique. Le long des lignes de champ, le mouvement
non contraint des électrons leur permet de réagir quasi-instantanément a toute varia-
tion du champ et de maintenir un équilibre thermodynamique local. Notons que cette
réorganisation rapide de la population électronique le long d’une ligne de champ doit
conserver la charge le long de la ligne de champ. L’écrantage ne peut donc concerner la
composante moyenne du champ (@) ¢, qui nécessite un transport de charge perpendi-
culaire beaucoup plus lent. Sous ces hypothese la réponse en densité de la population

électronique est
e(¢ — (d)rc)
/{ZBTe (7”)

ol neo(r) = no(r), Te(r) sont respectivement les profils radiaux de densité et tempéra-
ture électronique a 1’équilibre.

ne(r,t) = no(r) exp [ (1.21)

Sachant que T, ~ T;, Vordering e¢/(kgT.) ~ €5/€, permet de linéariser ([1.21]) en

ne(r,t) = no(r) (1 - 6(¢(P’QB;6<¢>LC)> (1.22)

L’équation de Vlasov gyrocinétique et (|1.22]) couplent respectivement la fonction de
distribution des centres guides et la densité électronique au potentiel électrostatique.
La fermeture du systéme est assurée par I’équation de Poisson

Ad = S (Zini — n.) (1.23)

€0
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Notons que dans cette équation, la densité ionique n; est la densité réelle des particules.
Il est important de noter que cette derniere ne s’identifie pas, en présence d’un potentiel
perturbatif non-nul, a la densité gyromoyenée ng; des centres-guides. Il faut ajouter a
cette derniere la densité de polarisation n,,, donnée ici sous forme linéarisée

nilr 1) = [ ol f +91 (Bgo > Vi (1.24)
R , CI
nGi Mpol

Le détail de I'établissement de (1.24), que l'on peut trouver plus ou moins explicitement
dans [24] 8], est donné dans 'annexe [A]

L’équation de Poisson, multipliée par kgT./(eng¢), en tenant compte du fait que T, ~
T;, devient

kT, A kgT, [ Zin; ZikpT, | V? \Y
_€ofB £:1_<¢>LC+ B ( nG_1)+ B L¢+<VLlnn°)~ 19
e*ng ¢ ¢ ep no eBQer | ¢ B2 ¢

—_———— —— —— | —~——
~AZ k2 ~ey [es ~es ~p? k2 ~(entep)/pi kL
()\D/Pi)%i ~eL €i+€l (en+e€B)
(1.25)

Aux échelles considérées, bien supérieures a la longueur de Debye, le terme du premier
membre est négligeable. On obtient ’équation dite de quasi-neutralité avec dérive de
polarisation linéarisée

Zini = ne ~ 0, (1.26)
soit
vy, (T no€ [ -
Vi (BQCI> Vio+ ks (¢ — (})rc) Zl/d vd,f —no (1.27)

Bien que la réduction gyrocinétique d'une part et I’hypothese d’adiabaticité pour les
électrons entraine une réduction notable de la taille du probléme a résoudre, le systeme
formé de pour chaque valeur de p considérée, et de reste fort coliteux du
point de vue numérique. Le modele présenté ici, ainsi que des versions plus générales,
ont fait I'objet de nombreuses implémentations, qui différent a la fois par les méthodes
numériques et les hypotheses simplificatrices employées (full-f ou § f, électromagnétique
ou électrostatique, électrons adiabatiques ou non...). On peut parmi les plus aboutis
citer GYSELA ([31} 34, 32]), ORB5 ([48]), GENE (37, [47]), GYRO ([11]), GS2 ([23,
A7), GT5D ([44]), XGC ([53]), GKW ([67]). Une mise en perspective synthétique de
I'utilisation des simulations gyrocinétiques dans I’étude de la micro-turbulence est dé-
veloppée dans [30]. Dans tous les cas, la nécessité de résoudre une équation de transport
quadri-dimensionnelle impose des cotits importants en terme de temps de calcul. Une
approche couramment employée pour développer des modeles moins coliteux consiste
a construire un modele d’évolution des premiers moments en vitesse de la fonction
de distribution. Dans ces modeles dits "fluides", les équations de transport des mo-
ments s’obtiennent en prenant les moments de ’équation de Vlasov. La structure de
I’équation impose cependant un couplage de chaque moment avec le moment d’ordre
supérieur : une relation de fermeture (équation d’état) est nécessaire pour obtenir un
systeme consistant et fini.

Le modele multi-water-bag, qui va étre décrit maintenant, peut étre considéré comme
une sorte d’intermédiaire entre les modeles fluides et cinétiques : tout en préservant une
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représentation de I'espace des vitesses, il possede la propriété intéressante de permettre
de réduire d’'une dimension supplémentaire la dimension du probléme par rapport aux
modeles cinétiques.

1.4 Le modeéle multi-water-bag

La réduction multi-water-bag exploite les propriétés d’une classe de solutions faibles
de I'équation de Vlasov gyrocinétique. Considérons une distribution en vitesse parallele

de la forme
2n;

I‘ U”, 231_/4 Z U]k t) — U”) (1.28)

ou les poids A; sont positifs et constants, H est la fonction de Heaviside, et les champs
scalaires v;; sont appelés contours de la distribution et vérifient v, < v;x41, Vk et
vk # Vj pr- La distribution est en substance une combinaison linéaire de 3~ ; n; fonctions
portes en vitesse parallele, les "water-bags", dont les bornes sont formées par les paires
de contours. Un exemple treés général d’une telle distribution est donné figure [1.4]
Par simple substitution de ([1.28) dans 1’équation de Vlasov (1.10)), il apparait que la
distribution définie par est une solution faible exacte de a la condition
que les contours restent distincts et vérifient I’équation de transport

dU”

=0 1.29
2l —, (129)

at?)] kTt Vgo - VU] kT
ot les champs d’advection et de force sont obtenus par la substitution v = v; ;. L’équa-
tion de Vlasov quadridimensionnelle est ainsi réduite a un systeme de 2 - n; équations
de transport tridimensionnelles. La conservation de la hauteur A; de chaque 'water-
bag" est une conséquence de I'incompressibilité de 1’écoulement dans 1’espace des phase
(invariance de Liouville), qui vaut leur dénomination aux water-bags (outres). Nous
nous restreindrons par la suite a une classe de distributions multi-water-bag "unimo-
dales", c’est a dire telles que n; = 1,Vj. Pour cette classe de distributions, on peut
adopter une convention d’indexation algébrique pour les contours en condensant les
paires d’indices (j, k), k = 1,2 sous Iindice général (—1)*j et la distribution prend la
forme

f= ZAjH(Uj(r7t> — ) (1.30)

ou la sommation s’étend sur j = —N,...,—=1,1,...,N, A; >0, =1,N, A_; = —A;.
Un exemple d’une telle fonction est donné figure [I.5] La description de 1'évolution de
la fonction de distribution dans le cadre d'un modele multi-water-bag peut étre vue
de la sorte : plutdt que de considérer 'évolution de la valeur de f en un point (r,v))
de I'espace des phases, on suit ’évolution de la géométrie d’'un nombre fini de lignes
de niveau de la fonction de distribution. Toutes les variations spatio-temporelles de la
fonction de distribution interviennent au travers de celle des contours. Les variations
en vitesses paralleles sont "condensées' au niveau des contours : la dérivée (au sens
faible) 0, f est une mesure atomique %: Aj6(v; — ).

D’un point de vue numérique, 'intérét potentiel d’une telle approche est double. D’une
part, le découplage en vitesse parallele se préte a une parallélisation triviale. D’autre
part, ’échantillonnage en vitesse parallele n’étant pas rigidement fixé pour I’ensemble
du domaine spatial, on peut espérer 'adapter au mieux a la situation physique décrite.
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F1GURE 1.5 — Distribution multi-water-bag unimodale

Développé et promu par P. Bertrand et R. Feix notamment ([5]), le modeéle multi-water-
bag a été utilisé avec profit, sous sa forme locale en espace, pour 1’étude d’instabilités
(135]) et de 'armortissement Landau ([60]). L’analyse linéaire de I'instabilité ITG a été
abordée en géométrie cylindrique par P. Morel ([62],]60],[61]), toujours dans un cadre
local (pour une unique position 7y du domaine radial). Une premiére étude linéaire,
locale elle aussi a la fois radialement et poloidalement, de l'instabilité en géométrie
torique a été effectuée par R. Klein dans le cadre de sa these ([50]). Le code semi-
lagrangien GMWB3D-SLC de simulation non-linéaire en géométrie cylindrique a été
développé par N. Besse ([6]) . Une premiére approche de I’analyse linéaire globale a été
réalisée par 'auteur dans le cadre d'un stage de Master 2.

Le travail présenté ici s’inscrit dans la continuité de ces travaux, en constituant a la
fois une extension et une restriction : extension car les analyses locales sont remplacées
par des analyses globales, donnant acces non-seulement aux caractéristiques spectrales
temporelles de 'instabilité, mais aussi a leurs caractéristiques géométriques ; restriction
en ce sens que tous les modeles multi-water-bag utilisés sont caractérisés par un petit
nombre (5 — 10) de bags. Les raisons de cette restrictions sont multiples : d’une part,
pour cette plage de nombre de bags, le cotit numérique des modeles water-bag est du
méme ordre que celui des modeles fluides, et permet une économie substantielle par
rapport aux modeles cinétiques non-réduits. Il est donc utile de déterminer si le mo-
dele permet, a ce faible taux de discrétisation en vitesse parallele, de rendre compte des
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effets cinétiques sur la dynamique. D’autre part, la nature des méthodes numériques
mises en oeuvre ne peut étre considérée en pratique comme indépendante du nombre
de bags, en raison de la finitude des moyens de calcul aussi bien en terme de précision
que de performance.

La dynamique de la micro-turbulence dans les plasmas de fusion thermonucléaire, et no-
tamment 'instabilité de gradient de température ionique, ont constitué et constituent
toujours un vaste champ de recherche, tant sur le plan expérimental que théorique.
La complexité d'une part d'une caractérisation expérimentale précise de la turbulence
et du transport, et d’autre part de la dynamique non-linéaire des phénomenes mis en
jeu, conduit a une grande variété d’approches de la problématique, chacune portant ses
succes et questionnements. Le travail présenté ici n’aborde par nécessité quun aspect
fort étroit de ce champ de recherche. Plus que la mise en évidence de phénomenes nou-
veaux, il s’articule autour d’une évaluation de la pertinence d’'un modele : déterminer
dans quelle mesure il est possible de rendre compte, qualitativement et quantitative-
ment, de la dynamique turbulente de I'instabilité de gradient de température ionique
par 'utilisation d’'un modele multi-water-bag pour un faible nombre de bags. Outre
le fait que cette évaluation est un préalable indispensable a toute utilisation "active"
du modele pour rendre compte des phénomenes effectivement observés, elle permet en
retour d’apprécier la robustesse de certaines observations a un changement de modele.

1.5 Structure de la présentation des travaux

Le programme de recherche, et conséquemment la présentation des travaux et résul-
tats, s’articule en premier chef sur les deux types de géométries magnétiques abordées :
un modele cylindrique a champ uniforme et un modele torique a surfaces magnétiques
circulaires concentriques. Les chapitres[2]3] et [ sont consacrés a I’analyse de I'instabilité
en géométrie cylindrique ([16] [15]) et les chapitres [f] et [6] & la géométrie torique. Bien
que certaines caractéristiques de l'instabilité et méthodes d’analyse soient communes
aux deux types de géométries abordées, les différences, a la fois en terme de descrip-
tion de I’équilibre, de nature et de dimension des modeles et des probléemes numériques
afférents justifient un traitement séparé des deux géométries.

Dans les deux cas, la démarche d’analyse commence par la définition d’un modele
de type multi-water-bag pour décrire la fonction de distribution ionique. La seconde
étape est la recherche d’'une distribution multi-water-bag qui soit solution stationnaire
de I'équation de Vlasov, et permette de décrire au mieux la situation d’équilibre in-
stable dont on veut analyser la dynamique subséquente. Nous verrons que cette étape
est loin d’étre triviale, et conditionne fortement le succes du reste de 'analyse. La
troisieme étape consiste en une analyse de stabilité linéaire globale au voisinage de la
solution stationnaire obtenue. Elle conduit dans tous les cas a la nécessité de résoudre
un probleme aux valeurs propres différentiel ou intégro-différentiel. Une large part du
travail a été dévoué a la recherche de méthodes efficaces permettant de résoudre ce
type de problemes. C’est a cette étape que s’arréte la démarche en géométrie torique.
En géométrie cylindrique, 'analyse de stabilité linéaire se voit complétée d'une étude
des premiere étapes de la saturation non-linéaire de l'instabilité. La mise en oeuvre
de simulations non-linéaires du systeme Vlasov-Quasi-neutralité, conduit d’une part a
une description des propriétés qualitatives du champ turbulent au moyen de diagnostics
développés a cet effet, et d’autre part, par comparaison avec des modeles dynamiques
linéaires et quasi-linéaires, d'une analyse des mécanismes de saturation de I'instabilité.
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Dans tout les cas, les modeles théoriques, méthodes numériques et implémentations,
et les résultats obtenus seront présentés séquentiellement. Il est bien entendu que cette
dissociation est tres largement arbitraire, et ne traduit aucunement le déroulement, par
nature itératif, du travail de recherche.
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FIGURE 2.1 — Géométrie cylindrique

2.1 Modele physique

2.1.1 Modélisation d’une colonne de plasma
Géométrie du champ - état d’équilibre

Le volume de confinement du plasma est assimilé a un cylindrique de longueur L, et
de rayon a (Fig. . Le champ magnétique Bg = Bye,, aligné avec 'axe du cylindre,
est constant en direction et en norme. La topologie du tore est néanmoins préservée
en imposant a toutes les quantités physiques des conditions aux limites périodiques
dans la direction z. Dans toute la suite, les dépendances spatiales des champs seront
exprimées en coordonnées cylindriques (r, 1, z). Afin d’éviter les divergences en r = 0,
le domaine radial est restreint & une couronne [r,;, > 0,a]. Le plasma considéré est
constitué d’une population d’ions totalement ionisés de charge ¢; = Z;e et de masse
m; et d’électrons formant un systéme quasi-neutre du point de vue électrique. Aucun
champ électrique extérieur n’étant appliqué, seul sera considéré le champ électrique
généré par le plasma lui-méme. Aux échelles considérés, supérieures aux longueurs de
Debye des espéces en présence, ce champ moyen est fonction de I’écart local a la neu-
tralité définie par n, = Z;n;.

La structure de confinement ainsi définie entraine une simplification notable de la
dynamique du plasma. En ’'absence de champ électrique et de collisions, le mouve-
ment des particules est la simple composition de deux mouvements périodiques : la
"révolution" selon I’axe e, et le mouvement cyclotron (Fig. . Les énergies cinétiques
paralleles By = ™7 2 ot perpendiculaires £, = puBy sont des invariants exacts du mou-
vement. Dans cette situation le confinement dans le plan perpendiculaire au champ est
parfait.

Considérons maintenant 1’état macroscopique initial du systéme, en supposant l’exis-
tence de collisions. L’absence de confinement le long des lignes de champ assure une
diffusion beaucoup plus importante que dans le plan perpendiculaire : 1’équilibre ther-
modynamique local sur une ligne de champ est atteint beaucoup plus rapidement que
I’équilibre global, qui se traduirait a terme par ’extinction du plasma, mais n’est ja-
mais atteint en présence de sources de chauffage. Dans I’état d’équilibre local qui nous
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intéresse, les fonctions de distribution relatives aux deux especes ne dépendent pas
de z.

Dans une configuration réelle cette invariance le long des lignes de champ s’étendrait
aux surface magnétiques (lorsque le facteur de sécurité est irrationnel), impliquant
une dépendance essentiellement radiale des champs de 1’équilibre local. Nous allons
préserver cette caractéristique en ajoutant un degré de symétrie poloidale supplémen-
taire a la situation d’équilibre considérée. Les fonctions de distribution des particules a
I’équilibre sont donc considérées comme ayant une dépendance purement radiale. Dans
toute la suite, I’état d’équilibre local de référence pour chaque espece est de plus de
type Boltzmannien, avec des fonctions de distribution Maxwelliennes de la forme

[ v) o ;‘(()) exp (—ﬁﬁ) . 21)

Dans cet état d’équilibre local sans champ électrique, le plasma est localement neutre,
et les densités ioniques et électronique vérifient la relation

Ne = Zznz (22)

Dynamique ionique

La dynamique des ions est décrite par 1’équation de Vlasov gyrocinétique. Dans
la configuration magnétique adoptée, les vitesses de dérive liées a la courbure et au
gradient du champ magnétique s’annulent. Une simplification supplémentaire est in-
troduite en considérant la limite dite de dérive cinétique du modele gyrocinétique, pour
laquelle le moment magnétique i de la population d’ions considérée est suffisamment
petit pour que 'opérateur de gyromoyenne se réduise a 'identité. Sous ces hypotheses,
I’équation de Vlasov pour les ions devient

Exe, i
S VLS 00uf B0, f =0, (2.3)
0

my;

of+

Toutes les quantités sont par la suite normalisées par les grandeurs de référence définies
dans le tableau 2.1.1]
La fonction de distribution ionique est modélisée par une distribution Multi-Water-Bag

Grandeur physique | Facteur de normalisation
T T = Te(”))
s
¢ '=54=2
o V== Bl
Tk
¢ ¢="E

TABLE 2.1 — Conventions de normalisation

définie par

fle,opt) =3 AH (s (r, £) — ), (2.4)



28 Modeéles et schémas en géométrie cylindrique

onj = —N,...,—1,1,...,N, A_; = —A, et H est la fonction de Heaviside. Les
équations de transport des contours v; sont alors

1 2
&wj + ; (&gb&gvj — &J)jaﬂﬁﬂ + (93 (qf) + U;) =0, (25)

et la quasi-neutralité

no

-V (noV.i9) + 7T

(¢ — Z Ajv; — ng. (2.6)

J#O

2.1.2 Analyse spectrale et modeles dynamiques

Le systeme d’équations de transport fermé par la quasi-neutralité consti-
tue ce que nous nommerons par la suite le modele non-linéaire du systeme. A partir
d’une analyse spectrale en espace, nous allons développer deux modeles approchés qui
nous permettront d’aborder la dynamique de croissance et de saturation de la turbu-
lence.

La périodicité selon les variables (z, 1) nous permet de développer les champs décrivant
les contours de la distribution et le potentiel électrique en série de Fourier

X(r,0,2) = > Xp(r,t)eltm i), (2.7)
(m,n)eZ?
ol k= 7~ et X7 = (X)". Le systeme (2.5)-(2.6) prend alors la forme
atngl = —inngZ);iL
o Z Zkﬁ( m—m’ Jm -0 UJVZ :Ln(bn) in k”UJm m/U]m/ (28)

1
=0 (rmd) + K| 6+ 0 (81— 0308) = X Ayuifi — nodSh, (29
r ; -
j
ol 0} est le symbole de Kronecker et ky = m/r.
L’évolution du mode (0,0), correspondant aux champs moyennés en (v, z), est régie
uniquement par des termes d’auto-couplage

O = —ZZ]{Z[Q O mvjm — Ov; Tmom) = =23 kg0, S(dpviin’). (2.10)
=8

En I’absence de perturbations brisant la symétrie cylindrique, le terme source de
est nul, confirmant la stationnarité de 1’état d’équilibre que nous avons considéré.
L’équation de quasi-neutralité prenant une forme particulierement simple pour le mode
(0,0), il est possible d’expliciter I’équation de transport régissant la composante radiale
du champ électrique moyen, et par la-méme la composante poloidale moyenne de la
vitesse de dérive

O (vg)a = 000 =23 A; Y ’Z@ Ol (2.11)
j m>0
n>0
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Ce champ moyen de cisaillement de vitesse, ou écoulement zonal, joue un role crucial
dans le développement et la saturation du champ turbulent. A tout instant, le mode
(0,0) est la somme de sa valeur d’équilibre initial et de la contribution liée & cet écou-
lement zonal initialement nul.

Dans 'état d’équilibre initial considéré, seul le mode (m,n) = (0,0) est non-nul en
raison de la dépendance purement radiale des contours d’équilibre. Considérons main-
tenant 1’évolution d’un mode (m,n) # (0,0). Sous 'hypotheése que la turbulence reste
faible, plus précisément que le spectre spatial reste dominé par le mode (0,0), on peut
envisager que les termes de couplage quadratiques de impliquant le mode (0, 0)
dominent les autres. Cette hypothese est par construction vérifiée a 1’équilibre, mais
a de fortes chances d’étre violée lorsque le champ turbulent croit et que son spectre
s’enrichit. Gardant a l’esprit cette limite, on définit le modele quasi-linéaire en tron-
quant pour un mode (m,n) tous les termes de couplage n’impliquant pas (0, 0).
L’équation d’évolution d’'un mode (m,n) # (0, 0) dans le modele quasi-linéaire est alors

at?}j:,; + ’i(qu&«(ﬁg + nk”ng)vj,?l + i(nkH — kgarng)qb;; = 0. (2.12)

L’équation d’évolution du mode (0,0), qui contient exclusivement des termes d’auto-
couplage des modes (m,n) # (0,0) n’est pas affectée par la troncature et garde la
méme forme que dans le modele non-linéaire.

Considérons maintenant le systéme a un instant ¢y tel que I’évolution du mode (0, 0)
puisse étre considérée comme lente en regard de celle des autres modes. C’est notam-
ment le cas dans la situation d’équilibre initial. Les termes liés au mode (0,0) dans
sont alors considérés comme constants en temps. On peut alors prendre la trans-
formée de Laplace de (avec s = —iw = —iwg + 7, 7 > 0) et 'on obtient, pour
un mode n # 0,

nky — kgd,v;} vim(r,t = to)

~n — An ) 2.13
Ojm(w;) w — nkyv;3 — kﬁdrgbgqsm(w’ r)+ Y= nkyv;§ — kyd, ¢y’ (2.13)
et la quasi-neutralité prend la forme
1 in 1 in ~n
— Oy (rnd, 3R + o (ZT + k§> 3n — ij Ayin, (2.14)

ou les champs (v;9, ¢)) sont pris a ¢ = ty. Le systeme (2.13))-(2.14), en annulant la
contribution des conditions initiales, définit un probleme aux valeurs propres de pa-

rametre spectral w. La résolution du probléeme aux valeurs initiales pour un mode de
Fourier spatial (m,n) s’obtient par transformée de Laplace inverse de la décomposition
de I’état initial du mode sur I'ensemble des vecteurs propres

O (r,t) = S (GnL(r)|dm(r,to)) by (r) exp(—iwgt), (2.15)

k

ou la sommation )_;, notée sous forme discrete s’entend comme la somme de I'intégrale
sur le spectre continu et de la somme discrete sur le spectre ponctuel. qﬁ désigne le
vecteur propre gauche relatif a la valeur propre wy. Notons que 'opérateur n’étant pas
hermitien, ce dernier ne se réduit pas au transconjugué gz;’,; du vecteur propre droit.

On peut envisager un modele combinant la résolution complete du probléeme spectral
pour une suite discrete d’instants t; = iAt, ou At est fixé par la variation supposée
lente du champ (0,0) d’une part, et d’autre part la résolution de la dynamique du
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mode (0,0) obtenue a partir de ’évolution temporelle de la projection de 1’état du
systeme sur I’ensemble du spectre du probleme spectral. Ce modele dit, quasi-linéaire
adiabatique, n’est pas d'un intérét pratique évident, en raison du cotit important de la
résolution du probléme spectral complet (modes stables inclus).

Nous restreindrons 'exploitation des solutions du probleme spectral en temps au mode
le plus instable pour chaque couple de parametres (m,n). D’autre part, afin de per-
mettre des comparaisons significatives, ’évolution temporelle du champ (0,0) ne sera
pas calculée de maniere auto-consistante mais extraite des données de simulation du
modele non-linéaire.

Le tableau présente une synthese des modeles utilisés par la suite, ainsi que des
hypotheses qui les sous-tendent.

Hypotheses/Décomposition spectrale Equations maitresses
Modéles Xpl q | Xl [ gy 0,00 | (mn)
1x9) |otn | X ]| AN ) )
Non-linéaire (NL) non non / (2.8)) (12.8))
Quasi-linéaire (QL) oui non / 2.10 2.12
Quasi-linéaire adiabatique oui oui S X, (r)e 2.10 2.13
q
QL forcé oui non / Importé 2.12
Linéaire oui oui > X, (r)e~™at | Tmporté 2.13
q .
Linéaire a 1 mode oui oui Xgman€ “amazt | Tmporté (2.13)

TABLE 2.2 — Les modeles dont le nom est en gras ont été implémentés

2.1.3 Détermination des parametres Water-Bag

Un intérét notable des distributions de type multi-water-bag est qu’elles constituent
des solutions exactes (au sens des distributions) de 1’équation de Vlasov et permettent
un découplage de la dynamique en vitesse parallele. Pour modéliser adéquatement
le systeme physique considéré, encore faut-il pouvoir générer des conditions initiales
permettant d’approcher au mieux 1’état d’équilibre du systeme. Ces conditions seront
données par les poids A; et les contours initiaux v;(r,t = 0) (figure . Une pre-
miere condition sur ces parametres est la stationnarité de 1’état d’équilibre vis-a-vis de
I’équation de Vlasov. En 'absence de champ électrostatique, cette condition se traduit
pour les contours par

d.v5 = 0,Vj, (2.16)

qui implique une dépendance des contours d’équilibre en (r,9) uniquement. Comme
on I'a vu précédemment, nous considérons une situation d’équilibre possédant la sy-
métrie azimutale (poloidale) et nous nous restreignons donc a des contours d’équilibre
qui présentent une dépendance purement radiale. Toute distribution multi-water-bag
définie par A;, v,(r) vérifie les conditions de stationnarité et de symétrie. L’état d’équi-
libre local que nous cherchons a approcher est défini par une distribution Maxwellienne
symétrique ((v)) = 0) en vitesse parallele

fC(T,UH) o n(r) exp (— ;;jg%) ) (2.17)
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FIGURE 2.2 — Une distribution Multi-Water-Bag a 3 bags et la Maxwellienne de réfé-
rence

Considérons tout d’abord ce qu’il devrait advenir lorsque le nombre de bags tend vers
I'infini. Les deux distributions sont considérées, pour une position ry de référence, sur
leur restriction a un intervalle [—vaz, Umaz]. Pour une valeur du nombre de bags N
donnée, les contours sont équi-répartis sur une grille de pas Av. Lorsque N augmente,
N
les contours emplissent ’espace en vitesse parallele et les sommes partielles > A;
Jj=k
tendent vers les valeurs de la fonction de référence. Les poids A;, peuvent ainsi étre
approchés par

Aj = —(fC(v; + Av, o) — f(vj — Av, 7). (2.18)

L’approximation locale ainsi définie est similaire a celle employée lors d’une quadrature
par la méthode des trapezes. Une telle méthode a été utilisée avec succes pour des
distributions a grand nombre de bags par P. Morel ([62, 61]) dans le traitement local
(& une position r = 7y du domaine radial) du probléme qui nous intéresse. Essayons
maintenant d’étendre la distribution water-bag sur le reste du domaine radial. En raison
de la constance des poids A;, les contours de la distribution water-bag devraient tendre
a s’identifier aux lignes de niveau de la fonction de distribution de référence lorsque le
nombre de bags augmente. Cette convergence des contours vers les lignes de niveaux
n’est possible que si la géométrie et la topologie de ces dernieres est compatible avec
les caractéristiques que doivent respecter les contours water-bag. Une ligne de niveau
est en effet définie par ’équation implicite

f(UHﬂ") = f(vo,70) (2.19)

Pour pouvoir associer un contour v;(r) a une telle ligne par la relation f(v;(r),r) =
f(vj(ro), o) il est nécessaire que ladite équation possede une solution unique et définie
sur tout le domaine radial. Dans le cas d'une Maxwellienne I'inversion de (2.19)) conduit

a
T 2T, a
2:21—01((v 2.20
Y T()“o( 2 n o ) ( )

ou « est le préfacteur Maxwellien o« = n/ VT. Une ligne de niveau passant par vy, ro
sera définie pour r # ry tant que

2
a > apexp <2;0> : (2.21)
0
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FIGURE 2.3 — Génération d'une distribution multi-water-bag a 6 bags par suivi des
lignes de niveau de la Maxwellienne; bien que ’approximation semble correcte pour
les profils de densité et température (b), des distortions apparaissent dans les profils
des gradients (c) et du facteur 7;.
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Cette condition peut-étre assurée soit en choisissant la position de référence ry de
maniere a ce que a(ryg) = min, «, soit en bornant inférieurement vy. Dans tous les cas,
lorsque le nombre de bags tend vers l'infini, les contours de la distribution water-bag
ne pourront approcher que la classe des lignes de niveau définies sur tout le domaine
radial. Les lignes de niveau a faible vitesse qui se referment en v = 0, qui existent
a partir du moment ou le préfacteur o varie sur le domaine radial, ne seront jamais

approchées. La ligne de niveau critique, d’équation v = \/ 2T In () i), qui entoure
cette zone interdite aux contours est celle dont la vitesse s’annule pour la valeur mi-
nimale du préfacteur o (Figure 2.3(a)). Cette difficulté de la distribution water-bag
a approcher la géométrie de la fonction de référence aux faibles vitesses se retrouve
pour les distributions a faible nombre de bags. Les profils radiaux des contours de vi-
tesse élevée en regard de /T sont essentiellement pilotés par le profil de température
vj(r) =~ vj(rg)\/T/To. Les profils des contours correspondant aux vitesses faibles ont
une évolution plus complexe, due a la modulation par le terme de dépendant
du préfacteur o = n/+/T. Si les écarts absolus entre les profils de densité et tempéra-
ture de référence et water-bag restent modestes (Figure [2.3|(b)), les profils radiaux des
gradients de ces quantités sont distordus. La géométrie des profils radiaux gradients
normalisés k, = d,Inn, ky = d, InT du rapport n; = k1 /k, de la distribution water-
bag est notablement perturbée par rapport aux profils de référence (Figure (c) et
(d)). Si les valeurs locales au point de référence ry convergent bien vers les valeurs
de référence lorsque 1'on augmente le nombre de bags, les distortions des valeurs des
gradients persistent pour r # ro méme pour des valeurs importantes (typiquement la
centaine) du nombre de bags. Cette distortion est rédhibitoire pour une étude globale
et précise de l'instabilité de gradient de température ionique dont 7; est un parametre
déterminant. Pour les distributions a faible (< 10) nombre de bags, une autre méthode
de génération de la distribution est donc est a plus forte raison nécessaire.

Pour ces distributions a petit N, la grande différence de régularité et de support
entre la distribution water-bag et la Maxwellienne nous conduit a choisir un critere
d’équivalence au sens faible : la distance a minimiser est ici basée sur les moments en
vitesse parallele des deux distributions. L’équilibre de référence sera donc déterminé
par la donnée des profils radiaux des moments en vitesse parallele

ME(r) = [ oo, v)dy (2.22)

de la distribution de référence. Le choix de la fonctionnelle des moments a minimiser
n’est pas trivial : choisir des contraintes laches offre plus de souplesse dans la construc-
tion de la distribution MWB mais ouvre la porte a I'introduction d’artefacts n’ayant
pas de correspondance physique. Ici le choix est fait d'une contrainte forte, a savoir
I’équivalence exacte au sens des moments. Nous chercherons donc a égaler les moments
Water-Bag et les moments Maxwelliens jusqu’a un ordre suffisant pour permettre de
définir de maniere univoque les poids et contours d’équilibre.

Cette procédure est a plus d’un titre intéressante. Elle peut notablement se généraliser
a un équilibre de référence non Maxwellien. Mais elle assure surtout une approximation
de I'équilibre compatible avec les modeles fluides basés sur les premiers moments en
vitesse parallele. En outre, 'instabilité de gradient de température ionique étant pilotée
par les gradients de température et densité, nous voulons pouvoir controler les fonc-
tionnelles correspondantes dans le cas multi-water-bag, condition indispensable pour
pouvoir comparer de maniere significative le modele water-bag a des modeles fluides
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ou cinétiques.
Pour une distribution Maxwellienne symétrique, les moments s’expriment par

M%H: 0
{ MG, (r)=n(r)T(r)PJop (2.23)

ou Jy, est le moment Gaussien normalisé d’ordre 2p (Jy = 1; Jop = gzplg!!,p > (). Dans

le cas de la distribution multi-water-bag les moments ont pour expression

j=N Uk+1 (7’)
MYWE = N~ A2 : (2.24)
= k+1
j
J#0
L’annulation des moments d’ordre impair s’obtient trivialement en imposant ’antisy-
métrie des contours v_; = —v; et les moments d’ordre pair s’expriment alors
MWB N 2p+1
M (r)y =Y ——Au:"" (r). (2.25)
2p ]ZI 2p+ 1 773

La condition d’équivalence exacte jusqu’a l'ordre 2p,,q. est alors, pour tout p tel que
O S p S Pmaz et r e [rminaa]a

My (r) — MG, (1) = 0. (2.26)

2p
Aux contraintes algébriques définies par (2.26) nous devons ajouter deux contraintes
supplémentaires. Tout d’abord une condition d’ordre strict sur les contours sur 1’éten-
due du domaine radial

vi(r) <we(r) <--- <wn(r), Vr, (2.27)

qui assure le non-croisement des contours d’équilibre. Nous allons ensuite garantir non-
seulement la positivité mais la décroissance de la distribution multi-water-bag en tant
que fonction de |v)| en imposant la positivité des poids A; pour j > 0. Notons que la
simple positivité ne requiert que d’imposer la positivité des sommes partielles JZV: A,
=

avec k > 0. La contrainte de décroissance est ajoutée afin d’éviter le risque d’intréduire
des artefacts liés au signe du gradient en vitesse parallele.

Considérons le systeme en un point ry du domaine radial. En choisissant p,,.. =
2N —1, c’est a dire en considérant les moments pairs jusqu’a 'ordre 4N — 2, on obtient
un systeme polynomial & de 2N équations a 2N inconnues (A;,v;(rg)). Ce probleme
peut étre reformulé comme un probléme aux valeurs propres de Hankel généralisé (voir
Annexe [B| pour une rapide démonstration) et a notamment été utilisé par A.C. Calder
et J.G. Laframboise (|10]) pour traiter 'équivalence sur les moments en module de la
vitesse. La solution obtenue est unique et optimale dans le sens ou l’équivalence au
sens des moments est vérifiée jusqu’a l'ordre maximal. En raison méme de 1'unicité
de la solution, elle se préte mal a 'extension de ’équivalence au sens des moments et
empéche tout controle a priori sur la position des contours v; et donc sur la discréti-
sation en vitesse parallele. Pour conserver ce contrdle, nous choisissons une condition
moins contraignante en requérant ’équivalence au sens des moments seulement pour
les N premiers moments. Le systéme étant sous-contraint, nous pouvons choisir a priori
arbitrairement les valeurs locales des contours v,(rg). La stratégie globale de résolution
est décrite par I'algorithme [I] Si le choix de la position de référence ry et des contours
de référence est a priori arbitraire, les conditions de positivité des poids et d’extension
radiale sans croisement vont en retour contraindre ce choix.
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Algorithme 1 Equivalence au sens des moments : méthode globale
1: Choix d'une position de référence ry
2: SUCCES <+ FAUX
3: répéter

4: Choix de vj(rg),j =1,...,N. > Noeuds de référence
5: Calcul des poids A; > Equivalence locale
6: si (4; >0, Vj) alors > Condition de positivité
7 Calcul de v;(r) pour r # rg > Extension radiale de 1'équivalence
8: si (|v;(r) —vk(r)| > €, V4, k,r) alors > Condition de non-croisement
9: SUCCES < VRAI

10: fin si

11: fin si

12: jusqu’a SUCCES

Equivalence exacte locale

Pour un nombre de bags donné N, tout ensemble ordonné de N réels positifs peut a
priori étre choisi comme noeuds de référence v;(rg) = V. La terme noeud est ici employé
en raison de la similitude du probleme avec les problemes d’interpolation polynomiale.
Ceux-ci étant choisi le probleme avec Pmae = N — 1 peut étre reformulé en

ZA]V;(V?)I) = (p+ %)M%}(T’O), 0< D < N —1. (2.28)
J
Pour alléger les notations , on définit les moments modifiés ./\/l% par
1
Ma, = (p+ 5) Mg, (2.29)
En posant X; = A;V; et C; = ij et Y, = Mé‘g le systeme précédent devient pour
0<p<N-1
N
ZXjC;’-’ =Y, (2.30)
j=1

ou sous forme matricielle

CX =Y, (2.31)

ou Cp; = C’f . La matrice C est une matrice de Vandermonde de noeuds C;. Nous allons
expliciter son inverse afin d’obtenir une expression pour les poids A;. Le polynome
d’interpolation de Lagrange £;(Z) aux noeuds Cy, j # k est défini par

[HZ-C) x

-1
k£
(Z)=ZTF5—F5~= AjipZP. 2.32
SO (2.32)
J

En utilisant la propriété d’interpolation de £;(Z) et C,; = C’f on obtient
2D XipCor = 3D AipCF =D Li(Ci) = by (2.33)
kP kP k

L’inverse de C est donc la matrice dont la 7°™¢ ligne est formée des coefficient polyno-
miaux de £;. La solution de (2.30)) s’explicite en

Vi, X; =Y Y. (2.34)
p



Modeéle physique 37

Revenant aux variables initiales, I'expression des poids A; est

1
= > ApMir. (2.35)

J p

Nous allons maintenant mettre a profit cette expression pour établir une condition sur
les noeuds V; permettant de garantir la positivité des poids A;.
Soit 0, (X1, Xo, -+, Xn_1) le p-ieme polynéme symétrique et 0;, 1= 0,(X1 =V},, Xy =

Vigyo oo s Xno1=Viy_,) O j1, 72, ,jn—1 # j. On a alors

H Z + Vk Z ajp . (2.36)
k#j

Les coefficients \;, du polynéme d’interpolation de Lagrange s’expriment

(_1)N+p_1‘7jp

(V7 =via)
=y

Ajp = (2.37)

En prenant en compte la relation d’ordre V; < V5, < --- < Vy, le signe du dénominateur
est (—1)V~7 et la condition A; > 0 peut étre reformulée en

(=1 Y (=1 oMyl > 0. (2.38)

Définissons le polynéme symétrique & N — 1 variables S = Y, (—1)?"'0,My,. Soient
YY1 V0 Jes variétés de (RT™)V 1 sur lesquelles S est respectivement positif, négatif
et nul. Pour tout j on note W; le point de (R™)"~! dont les coordonnées sont la suite
ordonnée Vj, k # j. La condition de positivité des poids devient

Vi, W, e Vo (2.39)

Considérons maintenant j° > j de parités distinctes. En prenant en compte I'invariance
de S par toute permutation des variables dans (R™*)"~1 nous déduisons de (2.39)
I'existence nécessaire de «;; tel que

VP <y < Vi et (g V2 k#55}) €V (2.40)

Pour clarifier cette propriété , prenons un exemple avec N = 4. Les contraintes de
positivité des noeuds sont alors

S5 Ve VE) < 0 (2.41)
S(VEVEVE) > 0 (2.42)
S(VUVQ%) <0 (2.43)
S(VEVE V) > 0 (2.44)

Des conditions et (2 4 , on déduit I'existence d’une racine a;o de S(X, V2, V}2)
entre V2 and V2. De 5 13 ), on déduit I'existence d’une racine a3 de S(V32,Y, V2)
soit par symétrie de S une racine a3 de S(X, V2, V2). En appariant de la sorte les autres
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inégalités, on déduit I'existence nécessaire de quatre réels positifs (aya, ang, a3, azg) tels
que

VE<ap<Vi et ( ) (
VE<au<Vy et (aw,Vy,Vi)er (2.46
Vi <am <Vy et ( ) (
Vi <ag <V et ( ) (

Déduire des conditions d’entrelacement une procédure constructive pour choisir
les noeuds initiaux en garantissant la positivité des poids nécessiterait une caractéri-
sation compléete de la variété algébrique VO, tache qui dépasse largement le cadre de
ce travail. La structure des relations d’entrelacement des noeuds V; avec les racines
a;i» nous permet cependant d'une part de rendre compte de la grande sensibilité du
signe des poids aux valeurs des noeuds observée numériquement, et d’autre part de se
convaincre qu’il n’existe pas de méthode "simple" permettant d’assurer la positivité des
poids.

Une condition lache sur les valeurs des noeuds extremes Vi, Vy peut cependant étre
obtenue soit a partir des relations obtenues et de la relation d’ordre sur les Vj, soit de
maniere plus directe en partant du systeme initial. Considérons deux relations d’équi-
valence exacte aux ordres respectifs 2p et 2¢. En divisant chacune des équations par le
moment de référence et en prenant la différence on obtient

2p+1 2g+1
/xR

: y2att 2p—) MM
Al — = A e —p>——0. 2.49
%:J<M§g M%) ;JM%<J MY (2.49)

En supposant 4; > 0 pour tout j on déduit que pour tout (p,q) € [1, N]?, il existe
J1, Jo tels que

1
Méw 2(p—q)
Vi < d < V. 2.50

J1 (M%) J2 ( )

En prenant en compte la relation d’ordre V; < V5 --- < Vy, on obtient une condition
nécessaire sur les noeuds extrémes

_/\/[M 2(p17q>
Vi < min< jﬁ) (2.51)
p,q 2q
1
MM\ -9
Vv > max< jﬁ) . (2.52)
p,q 2q

Dans le cas d’une distribution de référence Maxwellienne ces conditions deviennent

Vi < V3y/T(ro), (2.53)
VN > V2N — 1\/T(7"0). (254)

Ces contraintes, qui imposent une extension minimale au support de la distribution
des noeuds initiaux, limitent I’augmentation de la résolution en vitesse parallele avec
le nombre de bags.
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Extension de I’équivalence sur le domaine radial

Une fois qu’un jeu de noeuds initiaux V; = v;(rg) a été choisi et les poids A, calculés,
il faut déterminer les profils radiaux des contours v;(r),r # ro. Pour ce faire il faut,
pour toute valeur de r # 0, résoudre pour les inconnues V; = v;(r) le systeme S(r) de
N équations polynomiales

DAV = Ma(r) =0, (2.55)
J

ou p varie de 0 a N — 1. Pour chaque valeur de r, le systeme polynomial a N va-
riables S(r) peut avoir un grand nombre de solutions, rendant prohibitif le cotit d’une
résolution exhaustive : 'apparente simplicité de la forme du systéme, en raison de son
caractere "creux" (tres peu de coefficients monomiaux sont non-nuls dans chaque équa-
tion), masque la taille trés importante du probléme qui rendrait une approche de type
algébrique (voir |63} |14} 2]), que ce soit par triangularisation ou linéarisation, bien trop
coliteuse.

Sachant que nous connaissons une solution de S(rg), que nous souhaitons construire des
profils radiaux v;(r) continus, et que 'application r — S(r) est continue, il est naturel
d’adopter une démarche de résolution par une méthode homotopique : en supposant
connue une solution V' (r) de S(r) , la solution de S(r+dr) est obtenue par une méthode
de Newton prenant comme point de départ V(r) (voir algorithme [2)). Cette procédure

Algorithme 2 Extension de 1’équivalence par continuation

1: 74179

2: tant que r < a (resp. r > 0) faire

3 W« V(r)

4: <1+ A, (resp. r <1 — A,)

5: répéter > Méthode de Newton
6: A(W) < [MMWB(/) — MM ()] > Calcul de Perreur résiduelle
7 W W — (JXH(W) > Ja est la Jacobienne du systéme
8: si min; |W,;; — W;| < € alors > Test de la distance inter-contour
9: <ECHEC>
10: fin si

11: jusqu’a Convergence

12: V(') <~ W
13: fin tant que

de continuation est itérée dans le sens des 7 croissants et décroissants a partir de V' (ry).
La condition de non-croisement des contours est assurée par I'imposition d’une borne
inférieure sur min {V;;; — V;}. La matrice Jacobienne du systeme ayant une structure
de Vandermonde, elle devient singuliere des que deux contours sont trop proches. Le
probleme du recollement des solutions avant et apres croisement ne nécessite pas ici
d’étre traité, dans la mesure ou 1’on cherche a éviter le croisement. Cette condition de
non-croisement implique une contrainte a posteriori sur le choix des noeuds v;(ro).

L’expérimentation numérique a partir de jeux de noeuds fixés manuellement ou géné-
rés aléatoirement exhibe un taux d’échec important de la procédure de continuation
pour des profils d’entrée en densité et température typiques des cas que nous voulons
aborder. Ces observations conduisent a se demander si les limitations observées sont
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contingentes aux cas choisis ou découlent de limites structurelles du modele multi-
water-bag.

De fait, la seconde hypothese s’avere étre correcte : la structure polynomiale des mo-
ments multi-water-bag implique nécessairement une limite a ’extensibilité de la distri-
bution . En prenant comme point de départ un jeu de poids A; et de noeuds v;(ry),
I'espace des jeux de moments accessibles par prolongation des contours sans croisement
ne couvre pas l'intégralité de 'espace des jeux de moments.

Définissons tout d’abord de maniere générique les conditions de non-croisement des
contours et de finitude du support en vitesse parallele. La condition de non-croisement
des contours positifs est caractérisée en définissant un minorant € pour la distance inter-
contour, a savoir vj;; — v; > €. Le cas particulier du croisement du premier contour
positif v; avec son homologue antisymétrique v_; est prohibé par I'introduction d’un
minorant Vo > 0 tel que v; > V4. On définit également un majorant V,; du dernier
contour positif vy de maniére a limiter I’extension de la distribution en vitesse paral-
lele. Le cas le plus général s’obtient en faisant tendre € et Vj vers 0 et Vi, vers +oo.
Notons V' le vecteur de R dont les composantes V; sont les valeurs des contours
positifs v; en un point r. Supposons connus les poids A; et notons A le vecteur de com-
posantes A;. Les contraintes de non-croisement et de support définissent un polytope
Cy de RN+ dont l'intérieur est ’ensemble des points V' satisfaisant les contraintes. Ce
polytope contient par définition le point correspondant au jeu de noeuds v;(ro) qui a
permis de construire les A;. Considérons maintenant l’application Mymwp qui & un
point V de R¥* associe le vecteur dont les composantes sont les N premiers moments
multi-water-bag d’ordre pair. L’image de Cy par cette application est un sous-espace
Cy de RN*, qui définit 'ensemble des jeux de moments water-bag accessible sous les
contraintes de non-croisement et de support.

Le probleme de I'extension de I’équivalence au sens des moments peut se résumer ainsi :
la donnée des profils radiaux des moments de référence définit une courbe I'y,(r) de
R*Y. L’objectif est de construire une courbe 'y (r) de Cy telle que My p(Ty (1)) =
[ (r),¥r. On peut maintenant se demander si il est possible de construire des distri-
butions telles que le probleme de I'extension radiale aura une solution pour une large
classe de courbes de moments de référence I'y;. Sans connaissance a priori de 'y, on
peut cependant essayer de caractériser le sous-espace Cj; associé a un jeu de poids A;
et des parametres de contraintes Vg, €, V.

On peut effectivement montrer que, pour tout (p,q) entiers, il existe deux constantes
strictement positives my p, et M4, , dépendant du vecteur poids A = (4;),j =1... N
telles que

MApg My P
Cette propriété est vraie méme dans le cas limite ¢,V — 0,V,, — oo. Dans le cas
ou les trois parametres ont des valeurs finies, il est possible d’expliciter les valeurs
pour des constantes correspondantes mua pgevovay €6 Mapgevo,vy, €0 tenant compte
des contraintes. La démonstration est reportée en annexe [C| en raison de sa longueur.
Un point important est que les encadrements obtenus sont laches : ils correspondent a
des situations critiques ou presque toutes ou toutes les contraintes de non-croisement
ou de support sont violées, c’est a dire aux sommets et arétes de Cy . Les encadrements
obtenus correspondent a des situations ou la courbe de continuation atteindrait une
aréte ou un sommet du polytope en ayant réussi a éviter tout contact préalable avec une
"face". Cette situation tres particuliere explique le caractere optimiste des encadrements
obtenus : dans la pratique, la courbe de continuation homotopique va plus probablement

m2rt (MMWB) o MMWB Weas (MMWB> e . (2.56)
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intersecter le bord du polytope des contraintes par la violation d’une contrainte unique.
L’extensibilité effective dépend fortement et non-linéairement du point de départ V et
de la courbe de référence I'y;, ce qui empéche de définir des conditions génériques plus
strictes.

Le choix du jeu de noeuds initiaux a donc une influence sensible sur I'extensibilité de la
distribution. Ce fait impose une restriction majeure en comparaison avec les modeles
exclusivement locaux, pour lesquels seules importent les contraintes de positivité des
poids et d’échantillonnage en vitesse parallele. Il impose en outre une recherche, dans
un espace de grande taille, de noeuds initiaux adéquats adaptés a chaque situation
d’équilibre et chaque nombre de bags. Nous allons voir que dans le cas Maxwellien, on
peut réduire un tant soit peu le travail de recherche, ou du moins générer des jeux de
noeuds initiaux permettant de couvrir de nombreuses situations d’équilibre.

En effet, dans le cas d'une distribution Maxwellienne, I’espace des moments de référence
est de faible dimension, en raison de la dépendance de la Maxwellienne centrée en
fonction des seules densité et température. En définissant les contours renormalisés
uj(r) = v;(r)/V/T, le préfacteur Maxwellien a(r) = "% et Ky, = (p+3)Jop, la condition

VT
d’équivalence exacte pour le moments d’ordre 2p devient

ZAJ'U?IH—I(O[) = oK. (2.57)
J

Le probleme de I'extensibilité radiale est ainsi restreint a celui de I'extensibilité en «.
Les contraintes sur les moments imposent des bornes en « (voir annexe [C]), qui
restent laches. La réduction a l’extensibilité en o permet cependant de rechercher des
jeux de noeuds initiaux v;(cy), qui serviront au calcul des poids et comme point de
départ a la procédure continuation homotopique, et maximisent ’extensibilité en «.
Cette recherche peut s’effectuer indépendamment de la nature exacte des profils de
densité et de température. L’obtention de jeux de noeuds génériques de ce type est
cruciale pour les balayages paramétriques sur les valeurs des gradients, pour lesquels
on veut pouvoir générer un grand nombre de distributions correspondant a des profils
d’équilibre différents tout en gardant 1’échantillonnage initial en vitesse parallele, de
maniere a assurer la continuité de la fonctionnelle (n,7T) — v;.

2.2 Schéma numériques et implémentations

Les méthodes numériques mises en oeuvre pour la résolution des problemes décrits
précédemment vont maintenant étre décrites succinctement.

2.2.1 Modeéle non-linéaire

Une implémentation du modele non-linéaire a été réalisée par N.Besse ([6]). Le code
GMWB3D-SLC utilise un schéma semi-lagrangien de Runge Kutta d’ordre 2 en temps,
avec une interpolation par splines cubiques en espace. La quasi-neutralité est résolue
en décomposant tout d’abord les champs dans I'espace de Fourier (m,n). L’enveloppe
radiale d'un mode (m,n) du potentiel est solution d'un systéme linéaire résolu par
factorisation LU. Les méthodes numériques sont décrites dans [6].

Bien que parfaitement fonctionnel, le code GMWB3D-SLC ne se prétait pas aisément
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au couplage avec des codes extérieurs. Deux modifications ont été apportées. Un pre-
mier module a été intégré afin de permettre 'importation de profils d’équilibre et de
perturbations externes, de maniere a pouvoir initialiser les simulations non-linéaires a
I’aide de profils d’équilibre et de combinaisons de modes propres linéaires consistants.
L’ensemble des diagnostics a d’autre part été externalisé. Lors d'une simulation, le code
génere a intervalles de temps spécifiés une sauvegarde de 1’état complet du systeme, a
savoir 2N,y + 1 champs scalaires tridimensionnels. Un code de post-traitement, paral-
1élisé en temps, permet ensuite d’extraire les informations pertinentes a partir de ces
données brutes. L’intérét de cette démarche est de rendre indépendantes les phases de
calcul et de post-traitement, au prix d’un cotlit de stockage plus important ou d’une
résolution temporelle inférieure a cotit de stockage constant.

2.2.2 Modele quasi-linéaire

Le modele quasi-linéaire décrit I'interaction couplée entre un champ moyen (0, 0) et
un ensemble de modes (m, n). L’objectif poursuivi dans cette étude n’est pas d’examiner
la dynamique propre de ce modele, mais d’analyser 'influence du mode (0,0) sur un
mode (m, n) initialement instable, dont on peut s’attendre a ce qu’elle soit déterminante
pour la saturation de I'instabilité. De maniére a pouvoir effectuer des comparaisons avec
I’évolution du méme mode (m,n) dans le modeéle non-linéaire complet, il est nécessaire
que le champ moyen (0,0) soit le méme dans les deux cas : la différence observée
ne sera alors due qu’a la présence des couplages non-linéaires avec les autres modes
(m/,n’) # (0,0). C’est la raison pour laquelle 'implémentation considérée résout la
dynamique du mode (m,n) a partir de I’évolution du mode (0, 0) extraite des données
de simulation non-linéaire.

Le probleme unidimensionnel décrit par et est résolu en temps par une
méthode de Runge-kutta explicite d’ordre 4. Le systéme tridiagonal résultant de la
discrétisation de par un schéma au différences finies centrées d’ordre 2 est résolu
trivialement par I'algorithme de Thomas ([76]).

Dans I'implémentation en régime forcé réalisée (code QUALIMUWABA), les problémes
relatifs aux divers modes (m, n) sont indépendants et traités en parallele.

2.2.3 Probléme spectral linéaire

Notons tout d’abord que, dans le probleme aux valeurs propres défini par et
(2.14)), les nombres d’ondes (m,n) jouent le role de simples paramétres : les différents
modes de Fourier sont découplés en raison de la symétrie des champs (0,0). Pour un
couple (m,n) donné, le probléme peut étre résolu alternativement pour le potentiel
électrostatique en éliminant les contours perturbés, pour les contours en éliminant le
potentiel.

Résolution sur le potentiel

Par substitution de I'expression des contours perturbés o;,;, de (2.13)) dans la quasi-

neutralité (2.14])

[—Tlnodr(rnodr) + G(m,n,w, r)} o (w,r) =0, (2.58)
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avec
1

ZiT, + (kjﬁ)2 o Z

J

& nk:” — kﬂdrng
no w — nkyv;) — ked, @Y

Gm,n,w,r) =

(2.59)

Le probléme peut étre reformulé sous forme "Schrodinger' par la transformée de Liou-

ville ¥ = \/rngd™, et prend la forme

d? .
5+ Qrmn | 35 = (2:60)
ol
Q(rama naw) = Bm(r) + F(Ta m,n, U.)), (261)
Bn(r) = (kg)* + ! + ! i\/rn
" B v Z;T.  \J/rng dr? 0
2 1 2
I L Lk, Fn
= ( > >+ZiTe+2 [2 + . +dr/<;n], (2.62)

A nky— 2d;) L;(r,m,n)
F r) manaw - — 7] ” r 7 J0 = - J : : ) 263
( ) zj: ng w — nkjv;) — "d.¢f XJ: w — ay(r,m,n) (2:63)

avec les notations
kn(r) = d, In(ng), (2.64)
a;(r,m,n) = nkjv;§ + ked, ¢}, (2.65)
A

L;(r,m,n) == (nk” — kﬁdrng) : (2.66)

)

Le probleme aux valeurs propres défini par et les conditions de Dirichlet ho-
mogenes en r = 7y, et r = a est un probleme différentiel unidimensionnel aux
valeurs propres. L’opérateur différentiel est discrétisé sur une grille radiale uniforme
Ts = T'min + th, de taille N, par un schéma aux différence finies centrées d’ordre 2. La
discrétisation de conduit au systeme matriciel de taille (N, — 2) x (N, — 2)

a(w) —1 0 - -\ [t
-1 ay(w) =1 0 -]

BEww=| =0, (2.67)

ol les éléments diagonaux sont définis par a; = 2+ h2Q(r;, w). La structure tridiagonale
du probleme discret, qui permet une évaluation efficace du déterminant de la matrice
E(w), nous conduit a une méthode de résolution en deux étapes : la relation de disper-
sion D(w) = det(E(w)) = 0 est dans un premier temps résolue pour obtenir une valeur
propre wy. Le vecteur propre correspondant () est ensuite obtenu par décomposition
en valeurs singulieres (SVD) de E(wy).

La structure creuse des matrices tridiagonales permet une évaluation économe en temps
de leur déterminant (voir [73] et [25] par exemple). Soit E; une suite de matrices de
taille ¢ x 7 croissante, dont les éléments s’identifient a ceux de E, a savoir

V(k,j) € [1,i]*, (B = Eny (2.68)
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Soit D; = det(FE;). En développant ’évaluation de D; en colonnes on obtient la relation
de récurrence

Dz(w) = CLZ‘(W)Difl(W) — Di,g(w), (269)
avec les conditions initiales D_; = 0, Dy = 1. On peut ainsi calculer D(w) en itérant
(2.69) jusqu’a i = N, — 2. La dérivée D’'(w) s’obtient simultanément par

Di(w) = @) Dis (@) + () D, () — Dl(w). (2.70)

(2

Avant que de décrire 'algorithme de recherche des valeurs propres dans le plan com-
plexe, notons tout d’abord deux caractéristiques du probleme a résoudre. Tout d’abord,
nous cherchons en priorité a déterminer les valeurs propres de partie imaginaire maxi-
male, c¢’est-a-dire les modes les plus instables. D’autre part, la présence des pdles sur
I'axe réel rend le comportement de D(w) extrémement oscillant au voisinage de celui-
ci, et la recherche de racines dans cette zone plus cotiteuse. La stratégie globale de
I’algorithme se divise en deux étapes :

1. localisation : trouver un contour rectangulaire de position la plus haute possible
dans le plan complexe supérieur ne contenant qu’'une seule racine de D.

2. raffinement : déterminer une valeur plus précise de la racine ainsi localisée par
une méthode de Newton initiée a partir du centre du contour.

L’étape de localisation est obtenue par une procédure récursive de translation et bisec-
tion dans le plan complexe, en partant d'un contour rectangulaire placé suffisamment
haut. Dans une premiere phase, le contour est subdivisé et translaté verticalement jus-
qu’a ce que 'estimation du nombre de racines intérieures soit non-nulle. La recherche
se poursuit ensuite par quadrisection jusqu’a obtenir le contour le plus haut ne conte-
nant qu’'une seule racine. L’estimation du nombre de racines encloses par le contour
est obtenue par l'intégration le long du contour de

1 din(D(w))

I =
2 dw

(2.71)
En admettant que le domaine enclos par le contour ne contient aucun péle de D et
qu’aucune racine ne D ne se trouve exactement sur le contour, le résultat de cette inté-
gration est égal, d’apres le principe de 'argument, au nombre de racines (multiplicité
comprise) appartenant au domaine enclos par le contour. Cette méthode est identique
a la premiere étape de la méthode de Davies ([19]).
Afin d’éviter qu’au cours de la procédure le contour ne rencontre ’axe réel, un para-
metre de seuil permet d’imposer une borne inférieure sur la position du bord inférieur
de ce dernier. Ce parametre borne de fait inférieurement le taux de croissance minimal
des racines pouvant étre obtenues par ’algorithme. Il a en outre une influence notable
sur la performance de I'algorithme : les oscillations importantes de I'argument de I'in-
tégrant de ([2.71) au voisinage de 1’axe réel rendent en effet 1’évaluation de l'intégrale
particulierement cotiteuse.
Une fois obtenu un contour ne contenant qu’'une racine et dont les dimensions sont au
dessous d’un certain seuil, une méthode de Newton est appliquée a partir du centre du
contour. Si la méthode ne peut converger, I’algorithme retourne a 1’étape de quadri-
section. L’algorithme s’arréte sous trois conditions

— la méthode de Newton converge a 'intérieur du contour duquel elle a été lancée.

— un contour contenant un seul zéro, et dont les dimensions sont inférieures a la

précision requise a été trouvé.
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— la recherche atteint la limite inférieure sans avoir trouvé de racine.
Une fois wy trouvée, la matrice F(wy) est décomposée en valeurs singulieres. Le vec-
teur singulier correspondant a la plus petite valeur singuliere est retenu comme vecteur
propre associé a wy apres deux vérifications : la valeur singuliere associée doit étre
proche du zéro machine, et d’autre part bien inférieure en module & la seconde plus pe-
tite valeur singuliére, ce qui permet de vérifier que le noyau de E(wy,) est bien approché
par un sous-espace de dimension 1.

Linéarisation spectrale

La réduction de taille du probleme, qui fait passer de 2Ny, fonctions inconnues a
une seule, se fait au prix d’'une dépendance non-linéaire dans le parametre spectral w.
Il est possible de retrouver une dépendance linéaire en w. Définissons pour tout j les
nouveaux champs inconnus w;,, par

(w = o)z = i, (2.72)

ou de maniere équivalente

g = AV, (2.73)

Wiy, =
]m
L'jng

En éliminant 1, nous obtenons un systeme de 2N équations couplées,

d2 (Oéjﬂ)j%)

d2
02 — (Bay + Tj)wjm = > kakm] —w l( - B)wjf{;] = 0. (2.74)

2
oy dr

Le probleme ainsi posé est de méme dimension que le probléme initial et prend la forme
d’un probléeme aux valeurs propres généralisé sur W = (Wjm,J € [N, NJ*) et linéaire
dans le parametre spectral w. Sous cette forme le probleme peut étre résolu par une
méthode dense standard de factorisation QZ.

2.3 Modeles alternatifs pour ’analyse linéaire

Lors de la construction de 1’équilibre, nous avons vu qu’il est possible d’assurer
I’égalité entre les moments en vitesse d'une distribution multi-water-bag et les moments
d’une distribution Maxwellienne de référence. Ce critere d’équivalence ne garantit pas
a priori que les solutions obtenues avec une distribution multi-water-bag peuvent ap-
procher les solutions du probléme continu. Deux modeles alternatif de la dynamique
ionique sont donc envisagés a fins de comparaison : un modele fluide a 3 moments,
choisi pour sa simplicité, et un modele cinétique (Maxwellien) continu qui fera office
de référence. Le traitement perturbatif étant similaire a celui effectué dans le cas de la
distribution multi-water-bag, il ne sera pas détaillé. Le probleme pour le potentiel élec-
trostatique prend la méme forme que dans le cas multi-water-bag, le seul changement
apparaissant dans la forme de la fonction de réponse en densité ionique F'(r,m,n,w).
Les calculs permettant d’aboutir aux formes données ci-apres sont exposés dans ’an-
nexe
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2.3.1 Modéle fluide a trois moments

Le modele fluide est obtenu en prenant les 3 premiers moments en vitesse parallele
(n,u, P) de I'équation de Vlasov-gyrocinétique. La fermeture est assurée par 'annula-
tion du flux thermique. La linéarisation du modele conduit a la fonction de réponse en
densité F'(m,n,w,r) pour le modele fluide

koknw? — (nkj)?w + ko(nk))?T (k7 — 2k,,)

, 2.75
w (w2 — 3(nk:‘|)2T) (275)

Ffluide =

ou K,r = d,In(n,T), avec les conditions de normalisations définies dans le tableau
[2.1.1] La fonction de réponse fluide est, de méme que la fonction de réponse multi-
water-bag, une fraction rationnelle en w. Elle possede dans le cas fluide trois poles
résonnants en w = (0, nkv/37).

2.3.2 Modele cinétique continu

La forme de la réponse ionique Z—O pour une distribution d’équilibre f; quelconque,
obtenue par le développement en perturbation a l'ordre 1 de I’équation de Vlasov
gyrocinétique est

+o0
ﬁz‘ 1 nk &, + k 8T ~
o no J_ nkjv + kyd,go — w
,U2
Pour un équilibre maxwellien fy = \/’;—Te_ﬁ en ’absence de potentiel électrostatique,
la réponse en perturbation de densité ionique devient

ky <{ KT ) 1
Frim = ———= n— — |4+ 1+¢72)) — =(1+&2). 277
oué = nk“f/ﬁ, Z(€) est la fonction de Fried et Conte ([28]).

Dans le cadre des comparaisons entre le modele water-bag et le modele cinétique,
il est utile de remarquer une propriété importante. Le modele linéaire a été développé
en substituant dans I’équation de Vlasov une distribution multi-water-bag, puis en
linéarisant le systéme obtenu. Si I’on inverse I'ordre de la procédure et qu’on insére une
distribution water-bag dans , on obtient la méme forme. Le modele water-bag
linéaire peut donc étre vu comme une formule de quadrature particuliere pour le calcul
de la réponse en densité ionique ([2.76)).

2.4 Critere d’instabilité

L’instabilité de gradient de température ionique est une instabilité dite "a seuil".
L’existence de modes instables implique des conditions nécessaires sur les valeurs des
gradients d’équilibre : pour une valeur de x, donnée, un mode est déstabilisé a partir
d’une valeur de seuil k7. La condition de seuil est souvent exprimée a partir du rapport
n; = Kp/ky. L’établissement d’une condition de seuil & partir du probleme spectral re-
vient a rechercher les conditions que doit vérifier la fonction de distribution d’équilibre
afin que le probleme spectral possede au moins une valeur propre de partie imaginaire
positive. Notons que pour une distribution d’équilibre quelconque, on ne peut a priori
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expliciter la fonction de réponse ionique a partir des seuls moments de la fonc-
tion de distribution. La possibilité d’exprimer une condition pour le déclenchement de
I'instabilité a partir de valeurs de k,,, k7 provient dans le cas de la Maxwellienne du
fait qu’elle est définie de maniére univoque par la seule donnée de n et T'. L’obtention
d’une condition de seuil algébrique nécessite en outre de faire un certain nombre d’hy-
pothéses sur la nature de Penveloppe du potentiel, par exemple en substituant & ¢ un
ansatz défini par un petit nombre de parametres géométriques, dont les valeurs doivent
pouvoir étre raisonnablement encadrées. Ce type de traitement se trouve par exemple
dans [31], la condition de seuil obtenue, est de la forme

2
K,T:/in:i:\l/i%—i-Q <TZ€> (24 k5 + f(r)) (2.78)
i}

ou pour simplifier les expressions on n’a considéré que le cas ou 7 = T;/T. = 1. La
fonction f(r) est une fonctionnelle de la densité d’équilibre et de l'ansatz (ici réel)
utilisé pour le potentiel électrostatique. Notons qu’une telle condition n’est exploitable
que si f(r) peut étre adéquatement bornée.

Dans le cas d'une distribution multi-water-bag, la fonction de réponse en densité ne
peut s’exprimer uniquement a partir des moments de la distribution d’équilibre. Nous
allons donc rechercher a établir un certain nombre de conditions d’existence de solutions
instables a partir des parametres intervenant explicitement dans I'opérateur définissant
le probleme spectral, a savoir le profil de densité d’équilibre et les parametres water-
bag. En outre, les hypothéses sur les propriétés du potentiel solution seront réduites au
minimum. Le principe général de la méthode est le suivant : a partir d'une formulation
faible du probléeme aux valeurs propres, on obtient par séparation des parties réelles et
imaginaires deux équations. De méme que le probleme initial, la dépendance en w des
expressions obtenues est de type fraction rationnelle et peut se ramener a une dépen-
dance polynomiale. Le haut degré (2/V) en w empéche une explicitation des solutions.
On va mettre a profit la structure algébrique du probleme pour faire apparaitre des
polynomes en wg de degré 2 dont les coefficients sont eux-mémes des fonctions bornées
de wg. Les conditions de positivité des discriminants permettent d’obtenir des criteres
d’existence pour les solutions instables. Le fait que les coefficients polynomiaux soient
des fonctions bornées est important : en mettant a profit que les racines extrémales
d’une famille de polynémes dont les coefficients parcourent un espace borné sont at-
teintes sur les bords du domaine (voir [4,(65]), on pourra ainsi obtenir des encadrements
de v et wg. L’objectif n’est a ’évidence pas d’obtenir de bonnes approximations des
solutions, mais de pouvoir établir des conditions d’existence génériques et d’apprécier
les comportements paramétriques (dépendances spectrales) de maniere générale.

Exprimons le probleéme ([2.60]) sous forme faible. Pour tout u € HJ([0,a] — C) on a

/ dyud, ) + uQunoth = 0. (2.79)

Tmin
E _ * 2 . 7 H . . . b .
n posant u = ¥* et en séparant parties réelles et imaginaires on obtient

a

[ {1l + Qule] dr =0
rmin , (2.80)
| Qalwfdr =0

I'min
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ol Qx, Qs sont respectivement les parties réelles et imaginaires du pseudo-potentiel @)
que I'on peut expliciter en posant w = wg + iy = nkj(X + 1Y),

@ =—Y5 , (2.81)
Qp = B — XS, + 52
avec b do Vs
A, (1—=0)
SIXY)=> ;
1( ) ) zj: no (X . ‘/] . klgd]:qﬁo)g +Y2
il (2.82)

kod,V; od, )
Ay (L= 2 (V; + Faete)

_ j
SH(X,Y) = ZTTO(X _ V. — M)2+y2
J J nkj|

et ol B, est défini par (2.62). En exploitant 'inégalité de Poincaré, ¢ étant C! sur le
domaine, on a

[1wldr < (@) [ lavPar, (2.83)
0 0
que 'on peut exprimer de maniere alternative par
a A\ 2 a
Ty > 1, / \d, | 2dr = (Z) / | 2dr. (2.84)

On supposera de plus par la suite A\, < 400, qui assure la finitude du champ élec-
trique. L’existence d’un mode instable supposant Y # 0 on peut réécrire les conditions
précédentes comme

CS1 : / |2Sydr = 0

Tmin A2 (2.85)
CS2: /|¢|2 Bm+<“’> + Sy | dr = 0.
a

La nullité des intégrales implique que, pour v # 0,

Lemme 1. Il existe au moins deuz ouverts (I1y, I1 ) C|Tmin, a[? tels que Sy soit positive
sur Iy, et négative sur I,_. La continuité de Sy implique que Sy doit s’annuler au moins
une fois sur |0, af

2
Lemme 2. [] eziste au moins deux ouverts Iy, I_ C|rpmin, a[*tel que B,, + S+ (%‘”)
soit positive sur sur Ioy et négative sur Iy_. Si l’on suppose que les gradients s’annulent

suffisamment wvite a ['origine pour que B,, soit dominée par le terme en "5, alors

2 2
B, + 9 + (%") est positive au voisinage de [’origine, et B, + Ss + (A—‘”) doit donc

a
s’annuler en un point au moins du domaine.

Ces conditions sont difficiles a exploiter dans le cas général en raison de I'asymé-
trie possible des contours et de la présence du potentiel. Dans le cas particulier d’un
équilibre symétrique sans champ électrique, les expressions des deux criteres se simpli-
fient notablement. Nous allons tout d’abord a partir des conditions CS1 et CS2 établir
d’une part des conditions d’existence locales indépendantes pour CS1 et CS2. Dans
un deuxieme temps nous établirons des criteres intégraux, qui permettront d’exploiter
simultanément les deux contraintes.
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2.4.1 Critere local pour un équilibre symétrique

Pour un équilibre initial sans champ électrique et des bags symétriques, S; et Sy se
simplifient en regroupant les termes antisymétriques j, —j, sous la forme

N (kﬁH])XQ 2X + (kﬁﬁj) [Y2 + V2}

_ nk nk
2 D

j=1
. 2.86
% X2 - ML X Y vy (250
S2 =) _Xj
j=1 ! D;

ou on définit les dénominateurs résonants D; = {(X — V)’ + Y2] [(X + V) + YQ] et

24,V;
. L’équivalence au sens des moments implique que

les densités partielles x; =
N
> x; = 1. Pour Y > 0, le facteur résonnant 1/D; est borné lorsque X parcourt R.
j=1
Il admet selon la valeur de ¥ un maximum en X = 0 ou deux maxima en X =

+ /‘/}2 Y2

1 2 2
1 e, Yo > Vs
0< <O L T (2.87)
J VY2 Yo <V
soit pour Y > 0 et pour tout X
0< ! < ! (2.88)
D; —4Y?2VE '
On définit en outre la fonction de réponse globale R(X,Y) = 3 X qui est bornée
] J
également
1 1
O0<R<——=)D) — 2.89
4Y2 ; vV ( )

ﬁ%, et Vopérateur (e;) = Xk:fk (®)y-

Notons que ni S; ni S ne peuvent s’annuler en 7 si tous les x; y sont nuls : la présence
de gradients est bien nécessaire a 'existence de solutions instables. Les coefficients ¢;
traduisent la double pondération des contributions des contours par la densité partielle
et les résonances Landau.

les fonctions résonantes partielles &;(X,Y) =

Lemme 3 (Critere local CL1). Il existe ry tel que

ko \2
Y66 [ - (k,> pimn(Y2 4 V)| > 0. (2.90)
I
Au point rq, il existe (j,k) tels que
2
ko 2 2
1—|— | wjre(Y*+V7) >0 (2.91)
nk‘”
Au point ri, X vérifie la condition de point fixe
Xo = M [1:& V1= () (me (Y2 +V2)) (2.92)
(kotkiz) 2 .
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Démonstration. On peut regrouper les termes de S; pour faire apparaitre un polynéme
de degré 2 en X :

Xj kokj\ o X; Xj kokj o | 10
— = = X =2 =1 X = Y : 2.
Sl (Z Dj nk‘” ) (Z D) + (Z Dj nk‘” ( + VJ )) ( 93)

J i 3 J

La condition de positivité du discriminant, nécessaire a ’existence d’une solution X
réelle est

A =TR*(X,Y)) & [1 — (“) kike(Y24+V2)| >0 (2.94)

I nkj

On en déduit une condition nécessaire (mais non suffisante) pour lexistence d’une
solution X réelle :

R
%%wu1—<}:>ﬁwMY”+W5>0 (295)
nR
ko \’ ko \’

. ] 9

g, kyry o 1 — kjRp Vi (nk‘”> > Kjkg (nk) Y? (2.96)
En r; on peut exprimer la solution X
nk:H

Xy =——1|1%+/1—(kK; Y? V2} 297
£ = Tony LBV () (a0 + 1) (2.97)
Notons que cette relation ne fait qu’exprimer une condition de point fixe pour X, le
membre de droite contenant des fonctions de X. O

Lemme 4 (Critere local CL2). Il existe ry tel que

2 2\ 2 /12
1 () R v
4<Bm+(%¢)2>
1+271

ivZ
J

(2.98)

En ry, X vérifie la condition de point fixe

kgt V2 ko V2 B
X, = ( 227\ 4 vy _ 2y _y2_m 2.
8 < nk > J< nk Wi R’ (2.99)

oM B = By + (22",

Démonstration. Examinons la condition sur S5. Le terme B,, résulte de la compétition
du terme axifuge en k2 et du terme de température électronique d'une part et du terme
de courbure li¢ au gradient de densité et a la géométrie

2 1 @
m) + (2.100)

B(r) = (™ <
(r) (r ZT, " JrmgdrzV' "

La possibilité pour B,, de changer de signe dépend de la convexité de ,/rng. Nous
allons supposer par la suite que ce terme de courbure est insuffisant pour rendre B,,
négatif, ce qui est le cas pour les cas traités. Sur la figure [2.5] on peut observer le profil
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FIGURE 2.5 - B,,(r) pour m =1, Z; = 1,T, = cte = 1.

radial de B,, pour les valeurs typiques de gradient utilisées, et pour m = 1 (le pire
des cas). On observe que que le gradient de densité intervient de deux maniéres dans
le développement de l'instabilité : a travers les termes diamagnétiques il a tendance a
stabiliser le systéme en compétition avec le gradient de température alors qu’a travers
le terme de courbure lié a la dérive de polarisation, il peut avoir tendance a favoriser
la localisation et donc I’émergence de l'instabilité. On peut pour une large classe de

2
cas considérer que (,, = B,, + (%” est positif sur tout le domaine. La condition
d’annulation de 3, + S,, d’apres (2.85)) et (2.86)), implique qu’il doit exister o tel que

]{?lgli‘V»Q 5
X2 —2(— )X+ (VI +Y P+ =0 2.101
SRR ) (2101)
soit )
kﬂm-V-Q 5
A = << ) >> —Y?2 (V3 - (2.102)
Kk J R
Or on a en utilisant 'inégalité ([2.89)
B AY?B
— , (2.103)
R~ Yy
d’ou ,
k‘ K’j‘/f
(G -0
0<Y”< [T i . (2.104)
2 v

Lorsque cette condition est vérifiée on obtient une seconde condition de point fixe (pour
ro éventuellement différent du r; sélectionné pour la condition précédente). O

Les criteres locaux qui viennent d’étre établis permettent de mettre en évidence un
certain nombre de propriétés de l'instabilité. Le lemme [3] ne permet pas de borner le
taux de croissance a priori, en raison de 'indétermination sur les signes des gradients.
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On observe cependant que l'existence d’une solution est favorisée par la présence de
couples de contours dont les gradients ont des signes différents. Réciproquement, si les
signes des gradients de tous les contours sont identiques, le critére sera nécessairement
violé a partir d'une valeur critique de m. Or nous avons observé lors de la construction
des équilibres que pour les distributions envisagées, le premier (plus rarement le second)
contour est une fonction croissante du rayon dans la zone de pic en 7 alors que les
contours a plus grande vitesse sont décroissants (ils sont proches d’un comportement
en \/T) C’est cette opposition des signes des gradients entre le premier contour et
les autres qui traduit la grande valeur de 7. Notons que pour 7; = cte = 2, soit
n ~ /T, équivalence exacte au sens des moments posséde une solution triviale v; =

vj(ro)\/T/Ty. Ce cas tres particulier a été testé pour quelques valeurs de kp et il
semble stable pour le modele water-bag. L’existence de contours de variations radiales
antagonistes et la condition CL1 peut étre vue comme un analogue partiel du critere
local sur la valeur de 7;.

Le critere établi dans le lemme [4] est plus instructif : le taux de croissance est majoré
par une fonctionnelle bornée. A m fixé, on obtient nécessairement une coupure haute-
fréquence en n.

Le caractere local de ces deux critéres ne permet cependant pas de les faire jouer
simultanément, les positions respectives ou ils sont respectés pouvant étre différentes.
Les criteres intégraux développés ci-apreés permettent de pallier cette limite, au prix de
quelques hypotheses supplémentaires.

2.4.2 Critere intégraux d’instabilité

Définition 1. On suppose, sans perte de généralité que

/W\er —1 (2.105)
Soit v
R= [ |y ZLdr (2.106)
fres
R est borné par . .
[ 2 —_—
0<R< s / | ZJ: 7 (2.107)
Soit )
1 ) Ay
= E/W)' (Br+ (22 )ar (2.108)
On a )
A
EIEATEN oo
I I@DIQ; %
P

On peut donc poser 7 = zY? avec p > 0, x > p. On suppose ici que || décroit
suffisamment vite pour que p < 400 dans le cas 1y, = 0. Cela suppose notamment
que [ |Y[*r~2dr < 400. Redéfinissons l'opérateur {f;) par

S0 B fudr
(fi) ==—0p (2.110)
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On note que
[(fi)] < sup|f;] (2.111)
7’7]

On pose U = <%I€j> et 5 = (f—g“/gjv}z),

On obtient le systeme

WX —2X +RY?+ =0 (2.112)
X?=2XB+ (VA +(1+2)Y*=0 '
Lemme 5.
Q5 #0 (2.113)
Démonstration. Supposons {2 = 0. On a alors
2X = Qo (2.114)
Et par substitution dans la seconde équation
308, + (V) + Y2 (14 2) =0, (2.115)
qui mene a une absurdité en raison de la positivité de tous les termes. ]
On peut donc réécrire le systeme sous la forme
X?-E 4y 2 =0
) 2% 2 (2.116)
X? = 2X + (V) +Y?*(142)=0

Lemme 6. L’existence d’une solution réelle X au systeme X implique les relations

sutvantes
Ay =1—-Q505 >0, Ay= ()= (V) >0 (2.117)

Démonstration. La preuve découle simplement de la positivité des discriminants de
chacune des équations. O

Lemme 7. Les deux équations polynomiales de > sont linéairement indépendantes

*

Q
Qs # 1 et QJ — (VA +aY? #£0 (2.118)
0

Démonstration. Supposons que les deux polynomes sont linéairement dépendants. L’éga-
lité des coefficients en X? implique 1’égalité des autres coefficients d’ott on déduit

Hotls = (2.119)
TY? = g2 — (V) = ()2 - (V) '

Le discrimant réduit de la seconde équation est
Ay = ()" — (V) = Y*(1 +2) (2.120)
Soit par substitution de ’expression pour xY?
Ay = -Y? (2.121)

Il n’existe dans ce cas pas de solution réelle X. O



54 Modeéles et schémas en géométrie cylindrique

Lemme 8.

(5 — QVA)) — QY2 QiA, + QA — 205

X = = 2.122
2(1 — Q30%) 24 ( )

ou de maniére équivalente
Ve (5 — Qg(Vf)) —2X(1 —Q50%) _ Q5N + QA — 2X A4 (2.123)

* *
xQ x$2

Démonstration. Le résultat s’obtient par simple combinaison linéaire des deux équa-
tions. O

Lemme 9. L’existence de solutions au systeme Y est sujette a la condition
AW(z) = 2®(1 - Q) + o |24+ Q(V]) = 3| + (1 - %)° >0 (2.124)

ou de maniere équivalente

ZEQ 1 (Q*)QAQ
=14+ 14— - =% = 2.12
d(z) +A1+xl +A1 A2 >0 (2.125)
On a en outre les relations de point fixe
Ay
X= o [1 +o/8(@)] (2.126)
2 *
= —1| — 1 2.12
- [ﬂs<vj2> oy [ oV (2127)

ot o = +1.

Démonstration. En substituant I'expression ([2.123]) dans la premiere équation de ¥ on
obtient le polynéme

(2 X)? — 2(z QX)) [w + 1 — Q3] + 20 [92 — Qg<vj2>] + 22005 =0,  (2.128)

dont le discriminant réduit est A2§(x). La condition de point fixe pour X s’en déduit
directement. L’expression de Y2 s’obtient ensuite par substitution de X dans ([2.123)).

m
Discussion des relations obtenues
Les conditions simultanées de positivité de A; et A, permettent de déduire
VA
W% (2.129)
Q3

Dans le cas ou §2f et €25 sont de signe opposés, cette condition est trivialement réalisée.
Dans le cas ou ils sont de méme signe, on en déduit
*
0
2 *
(V)%

> 1 (2.130)
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Sans faire plus d’hypothéses, on ne peut exploiter cette condition. On peut cependant
la mettre en correspondance avec la limite fluide (nk; — 0) du critére cinétique (2.78)).
A la limite nk; — 0 les facteurs résonnants 1/D; s’identifient & 1/(X? + Y?)?

s’éliminent de 'opérateur (-). On obtient alors R = 1 et en explicitant les facteurs x;

ko 1
o /d ’ 2AdV_/dr 2 bo
s L
ko 1
0} /d P S 24,4,V VP /er dM; = /d |¢|2 T(kn + #r)
Tmin ” 0 j Tmin Tmin
(V2) = / d7~|¢|2 324,V [ arwpst

(2.131)
En supposant le mode fortement localisé autour de r = ry on obtient a partir de (2.130))

la condition locale
Kn + RT

. > 1 soit n > 2, (2.132)

qui correspond bien a la limite fluide du critére cinétique. Les hypothéses utilisées
pour obtenir a partir de sont loin d’étre a priori vérifiées et les seuils
effectivement trouvés pourront en conséquence tres nettement s’écarter de cette limite.
Comme nous le verrons dans I’analyse des résultats numériques, les fréquences X sont
typiquement de 'ordre de —1 et Y < 1. Pour ces contours assez espacés Av ~ 1, comme
c’est le cas pour les distributions a peu de bags, I'ordering des facteurs résonnants 1/D;
sera particulierement sensible aux variations de X pour les petites valeurs de Y. La
condition pourra donc s’éloigner notablement de la condition de seuil fluide
locale.
Considérons maintenant la dépendance de Y? en m dans . On suppose que
Ap/a ~ kg, ce qui revient a supposer que le rapport d’aspect des cellules de convection
est de l'ordre de 1 et que k; ~ ky. On peut alors minorer la dépendance en m de x
ainsi

x> p~ 1+ (mps/ro)?, (2.133)

ou rg est choisi dans la zone ou le module du mode est maximal. Nous considérons
toujours le cas ou € et €25 sont de méme signe. La condition A; > 0 implique alors
que le produit Q€5 reste borné lorsque m — oo. Le rapport des fréquences 25/
ne dépendant de m qu’au travers de (X,Y), et ces variations étant faibles dans la
limite des grands z, il est lui aussi borné. De 1'expression de Y2, on obtient un scaling
en Y ~ (1+ ¢(m)?) =12 lorsque m — oo. Cette décroissance relativement lente sera
retrouvée lors de I'examen des résultats numériques.

Examinons maintenant les dépendances en n. L’expression de X donne une dépendance
primaire linéaire en nkj en raison du terme en 1/Qf. La coupure aux hautes fréquences
paralleles est notamment impliquée, de méme que précédemment, par la condition de
positivité de Ay. On a en effet

n*Ay = n?(Q3)* —n*(V?) (2.134)
1

Le terme 1 est borné par construction, d’ou une coupure haute en n a m constant.
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2.5 Conclusions

Le modele multi-water-bag pour 1’étude de l'instabilité I'TG en géométrie cylin-
drique a été défini. Au modele non-linéaire, déja implémenté par N. Besse, se sont vus
adjoindre un modele d’analyse linéaire et un modele quasi-linéaire, pour lesquels des
codes spécifiques ont étés développés.

L’analyse de la méthode de génération de la distribution d’équilibre nous a permis de
mettre évidence les contraintes fortes qui apparaissent des lors que l'on cherche a ob-
tenir une bonne représentation de I’équilibre initial sur ’ensemble du domaine radial.
Ces contraintes entrainent des restrictions notables sur le contrdle que ’'on peut avoir
sur la discrétisation en vitesse parallele.

L’établissement de criteres d’existence de solutions instables au probleme linéaire, nous
a permis d’apprécier, de maniere qualitative, les conditions de déclenchement et les dé-
pendances spectrales du systeme. On peut noter particulierement la sensibilité des
conditions d’existence de solutions a la distribution en vitesse parallele pour les taux
de croissance faibles.

Ces observations seront croisées avec I'analyse des résultats numériques qui va suivre.
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SMALL | MEDIUM | BIG
rmmpgl 1 0.1 0.1
TmazPs 9 14.5 20
N, 128 128 128
ro/a 0.5 0.5 0.5
KnPs 1072 5.51-1072 | 1072
A, pt 2 2.9 4
KTPs 1071 | 2.7586-107" | 107!
Aot 03 1.45 2
kas 1073 4.17-1073 1073
N 6 6 6

TABLE 3.1 — Jeux de parameétres de référence pour les trois familles de cas test

3.1 Cas test - Parametres d’équilibre

Les cas test utilisés dans les simulations numériques sont définis par un jeu de
parametres permettant la construction de ’équilibre. En premier lieu, les parametres
a,ky = 27 /L, caractérisent la géométrie du domaine. Le parametre a/ps, qui caractérise
I’étendue du domaine radial. Résoudre correctement des échelles de 'ordre du rayon
de Larmor ionique impose typiquement un échantillonnage radial N, > 2a/ps . Les
valeurs typiques de p* = p,/a rencontrées dans les Tokamaks sont de I'ordre de 1072 &
1073, Afin de limiter les cofits en temps de calcul et de stockage, qui sans étre rédhibi-
toires pour 'exploitation d’un code "en production', sont particulierement pénalisants
dans la phase de mise au point des codes, les tailles de domaine radial sélectionnées
dans les études numériques sont en-dega des valeurs typiques des Tokamaks. Les trois
tailles sélectionnées a/p, = 10,14.5,20 définissent trois familles de cas test "SMALL",
"MEDIUM", "BIG". Les dénominations employées sont a 1’évidence relatives, les trois
cas définissant des domaines petits eu égard aux valeurs typiques rencontrées dans les
Tokamaks. Les parametres du cas "MEDIUM" ont été sélectionnés pour permettre une
comparaison directe |9, [31] codes CYGNE, ORB5, GYSELA).

Les profils radiaux de densité et température sont définis par des fonctions "en escalier”

de la forme
X(r) =exp <RXA7~X tanh (7’ ;TOX>) : (3.1)

X

avec X = n,T. Les parametres rox, A,, permettent de fixer respectivement la locali-
sation et la largeur de la zone de gradient, alors que kx détermine la valeur maximale
du gradient normalisé d,. In X.

Pour chacune des familles SMALL, MEDIUM, BIG, un jeu de parametres de référence
est choisi pour étre utilisé lors des simulations non-linéaires. Les balayages paramé-
triques sont effectués a partir de ces valeurs dans I'analyse linéaire.

Pour une valeur donnée des parametres, la construction de la distribution d’équilibre
nécessite de choisir une suite de valeurs initiales pour les contours a la position de
référence. Comme on 1’a vu au chapitre 2| ce jeu de noeuds initiaux doit assurer la
positivité des poids et 'extensibilité sur le domaine radial. Procéder par essai-erreurs
jusqu’a obtenir une configuration admissible pour chaque jeu de parametres d’équilibre
est possible pour les quelques cas de référence, mais s’avere tout a fait exclu pour les
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FIGURE 3.1 — Cas test MEDIUM : profils radiaux d’équilibres (a) ; gradients normalisés
(b) ; rapport des gradients 1; = Kk /Ky, ; les profils de référence imposés sont indiqués
en trait continu et en pointillés les profils Multi-Water-Bag pour une distribution a 6
bags
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balayages paramétriques sur les valeurs des gradients, au cours desquels 'extensibilité
radiale de la distribution peut étre mise en défaut. L’extensibilité radiale se tradui-
sant dans le cas de I’équivalence avec un équilibre Maxwellien par une extensibilité en
o = n/v/T des contours renormalisés U, =V;/ VT, un code spécifique de génération
de noeuds initiaux U;(ap) maximisant cette extensibilité a donc été implémenté. La
démarche procede essentiellement par essai-erreur, avec une procédure en trois étapes :

1. Tout d’abord I'espace des configurations explorées est restreint par la donnée de
plusieurs parametres. Le premier est la borne supérieure en vitesse parallele de
la distribution, correspondant au noeud Uy. Ce parametre est autorisé a varier
dans un intervalle défini. Les valeurs des autres noeuds sont alors fixées par deux
méthodes alternatives. La premiere consiste a faire varier la valeur de U; et a
imposer ’équipartition des noeuds. Les distributions obtenues sont dites "iso-V".
La seconde consiste a générer les autres noeuds a partir de Uy par une suite de
contractions homothétiques U; = p,;U,41, ot les facteurs de contractions p; < 1
sont tirés aléatoirement entre deux bornes [pmin, Pmaz|, Permettant d’éliminer a
priori des configurations trop déséquilibrées de noeuds. Les distributions obtenues
par cette seconde méthode de génération sont dites de noeuds "optimaux", dans
le sens ou elles permettent une meilleure optimisation de I’extensibilité radiale.

2. Une fois un jeu de noeuds généré, la positivité des poids correspondants est testée.

3. L’extensibilité en «, caractérisée le domaine de non-croisement [min, Qmaz| €St
déterminée par continuation des contours.

Pour chaque valeur de NN, le jeu de noeuds initiaux U; garantissant une extensibilité
maximale est conservé.

3.2 Validation des solveurs

3.2.1 Convergence en résolution radiale

Les taux de croissance (Fig. (a)) et fréquences (Fig. (b)) convergent typi-
quement de maniére quadratique, avec des variations relatives en deca de 1% lorsque
h, = 0.1p,. Si I'on exclut les cas de sous-échantillonnage excessif, la convergence des
taux de croissance et fréquence est monotone, les deux grandeurs croissant en valeur
absolue. Le sous-échantillonnage radial conduit donc a sous-estimer de quelques points
de pourcentage les valeurs respectives de wg et 7.

3.2.2 Influence du nombre de bags

Pour une géométrie et des profils de densité et température donnés, fixer le nombre
de bags ne suffit pas a déterminer de maniére univoque la distribution multi-water-bag
d’équilibre. L’utilisation de la méthode de génération d’équilibres par équivalence au
sens des moments (section réduit notablement le nombre de distributions admis-
sibles : pour un nombre de bag N donné, la distribution est entiérement caractérisée
par le choix des valeurs des contours a la position de référence, c¢’est-a-dire une liste
ordonnée de N réels positifs. Si les criteres de positivité de poids et d’extensibilité des
contours sur le domaine radial réduisent notablement ’ensemble des jeux de noeuds
initiaux pouvant étre sélectionnés, ils ne permettent néanmoins pas de réduire cet en-
semble & un jeu unique. En toute rigueur, 'analyse de 'influence du nombre de bag
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FIGURE 3.2 — Cas MEDIUM - Convergence en résolution radiale de (wg,~y) pour le
mode le plus instable (10, 3).

devrait en conséquence nous conduire a balayer pour chaque valeur de N un large
échantillon de distributions admissibles. Pour peu que la dispersion des résultats pour
un nombre de bags donné ne soit pas supérieure a celle observée en faisant varier le
nombre de bags, 'analyse de grandeurs moyennées sur chaque échantillon permettrait
de définir une forme de convergence sur le nombre de bags. Cette approche s’avere
impraticable dans le cadre de cette étude, ou I'on considere uniquement des distribu-
tions a petit nombre de bags. En effet le nombre de bags va typiquement caractériser
la finesse de la discrétisation en vitesse parallele. Pour un nombre restreint de bags,
méme en supposant une borne maximale raisonnable pour le support de la distribution
(typiquement v,,q,c; ' = 4 —8), il n’est pas possible de faire varier notablement la réso-
lution en vitesse parallele. Ce fait est amplifié par les conditions d’admissibilité des jeux
de noeuds, qui nécessitent d’espacer davantage les contours lorsque N augmente. On
peut donc s’attendre dans ces conditions d’un part a une sensibilité non négligeable
des résultats a la distribution des noeuds a N fixé, et conjointement a I’absence de
convergence clairement définie avec N. Un balayage extensif des jeux de noeuds pour
chaque valeur de N s’avérant en conséquence non seulement cotiteux mais insuffisant
pour permettre de mettre en évidence un comportement convergent, nous examinons
ici seulement deux types de configurations admissibles pour chaque valeur de N, géné-
rée a partir des noeuds dits "optimaux"' et "iso-V" définis section [3.1]

Les résultats obtenus nous permettent de vérifier effectivement 1’absence d’une conver-
gence globale nettement définie avec le nombre de bags. Le comportement observé
dépend du nombre d’onde n considéré. Pour les "petites" valeurs de n, on observe une
évolution monotone des taux de croissance et fréquences avec le nombre de bags, don-
nant lieu a une pseudo-convergence (Figure [3.3(a)). Ces situations correspondent a des
modes dont les parametres sont robustes par rapport aux variations des parametres
d’entrée, comme on le verra lors des comparaisons avec les modeles fluide et cinétique
continu.

Pour les "grandes" valeurs de n en revanche, les résultats présentent une grande varia-
bilité et le comportement pseudo-convergent n’est plus observé (Figure [3.3(b)).
Précisons maintenant ce qu’il faut entendre par "petites" et "grandes" valeurs de n.
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(m,n) v(NLS) ~v(LS) Rel error
(8,5) 1,827795073 | 1,8277951339 | -3,33E-008
(9,5) || 1,8588793653 | 1,8588793812 | -8,55E-009
(10,5) || 1,8715262512 | 1,8715262519 | -3,63E-010
(11,5) || 1,8707877033 | 1,8707876949 | 4,46E-009
(12,5)

5)

1,8601922576 | 1,8601922433 | 7,66E-009
1,8422651104 | 1,8422650928 | 9,56E-009

TABLE 3.2 — SMALL case : Linear and nonlinear eigenvalue solver comparison ; Growth
rates

De fait la quantité qui controle la sensibilité des résultats a ’échantillonnage en vi-
tesse parallele est le taux de croissance normalisé Y (m,n) = v/(nkj), qui est une
fonction strictement décroissante de n dans tous les cas étudiés. Considérons le cas
limite ou Y ~ 0. La réponse de densité ionique en fonction de la fréquence normalisée
X = wr/(nky), présente de fortes variations localisées au voisinage des p6les résonnants
V;. Au voisinage de I’axe réel, la réponse ionique, et en conséquence la relation de dis-
persion, seront donc sensibles a la distribution des contours en vitesse parallele (Figures
3.3|(c) et 3.4). Le facteur Y joue un role similaire & celui d’un facteur d’amortissement
dans un filtre linéaire : lorsque la valeur relative de Y par rapport a la distance carac-
téristique entre contours AV augmente, la modulation due aux résonances est lissée.
Les modes correspondants sont alors moins sensibles aux détails de la distribution en
vitesse.

3.2.3 Consistance des solveurs

Bien que les formulations respectivement linéaires et non-linéaires en w du pro-
bleme linéaire ne soient pas strictement équivalentes, les deux méthodes de résolution
devraient produire des résultats consistants pour les modes instables qui nous inté-
ressent. C’est effectivement le cas pour la majorité des modes dans le plan spectral
(m,n), ou les erreurs relatives sur les taux de croissance et fréquences s’échelonnent de
1075 & 107 (voir Tableau pour quelques valeurs représentatives). Des différences
peuvent cependant apparaitre aux frontieres de la zone instable dans le plan (m,n),
ou les modes sont proches de ’extinction. Les comparaisons sont ici effectuées sur le
mode le plus instable pour chaque couple (m,n). Sur la figure (a) on peut voir
les valeurs propres obtenues par le solveur linéaire, pour 1’ensemble des couples (m,n)
balayés dans la région du plan complexe qui nous intéresse (X = wg/(nkj) = —1).
Pour la plupart des couples (m,n), un mode domine nettement les autres (figure
(b)), mais pour certains modes a bas m, des grappes de valeurs propres de fréquences
réelles tres proches et de taux de croissance différents peuvent apparaitre (voir Figure.
(c)). Ces modes ne sont pas des artefacts provenant de la linéarisation spectrale,
comme on peut observer pour le mode (13,1) sur la Figure[3.6](d), ot 'on a superposé
les solutions obtenues par le solveur linéaire avec une représentation de 'argument de
la relation de dispersion non-linéaire.
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FI1GURE 3.3 — Pseudo-convergence en N des taux de croissance et fréquences; Effet
d’échantillonnage en v
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FIGURE 3.4 — Sensibilité a la distribution des noeuds initiaux pour des distributions a
5 et 8 bags
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(m,n) wr(NLS) wr(LS) Rel error
(8,5) || -5,5108860553 | -5,510881896 | 7,54E-007
(9,5) || -5,5070797926 | -5,5070780569 | 3,15-007
(10,5) || -5,5073286127 | -5,5073279088 | 1,28E-007
(11,5) || -5,5101623143 | -5,5101620336 | 5,09E-008
(12,5) -5,01458852 | -5,5145884077 | 2,036E-008
(13,5) || -5,5199428596 | -5,5199428125 | 8,53E-009

TABLE 3.3 — Cas SMALL : Comparaison des solveurs linéaire et non-linéaire; Fré-
quences

— n=>5 — n=>5
le—-3 _5.501e 3 : : : :
: : — lin_solver
: : — nonli?n_solver
T
g SIQRCYT) TS SO R S N
= 5 : : : .
—5.65*""”"3 """"" """"" """""
-5.70 ‘
0 1 2 3 4 5
m lel
(a) (b)
10,5
1.0 — (10,5) —— —
— lin_solver — lin_solver
=, 0.0H -
= nonlin_solver = nonlin_solver
0.8 i
-0.2
0.6 R
_ <
s 2 -0.4
<
0.4} R
-0.6
0.2 R
-0.8
0.0 e L L L
1 2 9 1 2 3 4

FIGURE 3.5 — Cas SMALL : comparaison des solveurs linéaire et non-linéaire sur les
taux de croissance (a), fréquences (b), module (c) et argument (d) de I’enveloppe radiale
du mode (10, 5)
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FIGURE 3.6 — Cas BIG : (a) Plan rapproché sur le spectre complet (tous couples (m,n)
confondus) dans la région d’intérét du plan complexe normalisé X +iY = —=; (b)

spectre du mode le plus instable (13,5); (c¢) spectre du mode (13,1); (d) argument de
la relation de dispersion non-linéaire pour le mode (13, 1). Les valeurs propres obtenues
par le solveur linéaire sont indiquées par des disques blancs
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Cas Mode Yiin YQrL oy WR,lin WR,QL OwR

SMALL (6,3) 1.5883 | 1.6283 | 2.5 % -3.186 -3.1447 | -1.3 %
SMALL (10,5) || 1.8567 | 1.9142 | 3.1 % -5.214 -5.3461 | 2.5 %
MEDIUM | (6,3) 4.4897 | 4.5756 | 1.9 % || -10.5845 | -10.6921 | 1.0 %
MEDIUM | (10,3) || 5.2086 | 5.2366 | 0.5 % || -10.0941 | -10.0632 | -0.3 %
BIG (6,3) 2.6241 | 2.6407 | 0.6 % -3.2542 | -3.1447 | -3.4 %

BIG (13,5) || 3.3111 | 3.3014 | -0.3 % || -5.3687 | -5.3461 | -0.4 %

TABLE 3.4 — Comparaison croisée entre résultats du code spectral linéaire et du code
quasi-linéaire forcé; les taux de croissance et fréquences sont normalisés & 1073Q¢; ;
0 indique un écart relatif; la plage temporelle d’intégration du code quasi-linéaire est
[0, 10000925;] avec un pas A; = 20957

3.2.4 Comparaison croisée avec le modele quasi-linéaire

Une fois obtenu une collection de modes propres pour une situation d’équilibre don-
née, nous allons vérifier la consistance des données spectrales obtenues par intégration
directe en temps du modele linéaire. Il suffit pour cela d’utiliser le code implémentant
le modele quasi-linéaire, dans lequel les valeurs des champs moyens (0, 0) sont forcées a
leurs valeurs d’équilibre. L’état initial du systéme est obtenu en ajoutant aux champs
d’équilibre une combinaison linéaire arbitraire de modes propres instables. Pour chaque
couple (m,n), seul le mode propre le plus instable est sélectionné. L’objectif de cette
démarche est double : d’une part, nous pouvons obtenir une phase linéaire non bor-
née en temps, puisqu’aucun mécanisme de saturation n’intervient. Nous pouvons en
conséquence estimer les taux de croissance et surtout les fréquences de maniere précise.
D’autre part, nous pouvons vérifier la stabilité et la précision du schéma d’intégration
en temps de maniere directe. Notons que le schéma étant explicite, la condition de
stabilité (dite A-stabilité) peut s’obtenir directement a partir du spectre complet du
probléme linéaire ( At|w|mae < C, oit At est le pas de temps, |w/|mq. est la valeur propre
réelle de plus grand module, et C' une constante qui dans le cas du schéma de Runge-
Kutta utilisé vaut environ 3). Nous avons cependant besoin d’évaluer la précision du
schéma avec des pas de temps du méme ordre que ceux qui nous serons imposées lors
des comparaisons croisées avec le code non-linéaire, est qui sont de I'ordre de 10Q7.

Les taux de croissance pour le code quasi-linéaire sont obtenus par régression loga-
rithmique sur des quantités globales (||@||2, ||#]|s) €t locales (|¢|(ro)). Les fréquences
wg sont obtenues par Transformée de Fourier Rapide (FFT) sur le signal temporel
local cos(arg(¢(ro,t))). Les résultats numériques font apparaitre un bon accord entre
les valeurs des deux modeles, avec des erreurs relatives de 1073 a 1072 (voir table [3.4)).
Les caractéristiques géométriques du mode sont également bien préservées. L’enveloppe
subit une légere distorsion durant la phase transitoire initiale puis se cale sur celle du
mode propre linéaire. Le bon accord rendant ’évaluation visuelle de ’écart entre les
deux modeles difficile, 'adéquation des enveloppes est analysée quantitativement en
suivant I’évolution temporelle de || i ¢(§f|l|oo 7 qﬁiﬁw ||, €t pour les modes bien localisés,
celle de I'index radial de I’enveloppe discrétisée ainsi que des premiers moments géo-
métriques qui permettent d’estimer la position du maximum et la largeur du mode.
L’accord entre les deux codes est a nouveau satisfaisant. Les erreurs relatives entre
les parametres caractéristiques de centrage et largeur de mode obtenus pour chacun
des deux modeles sont de 'ordre de 1073. Les écarts absolus restent dans tous les cas
inférieurs au pas de la grille radiale. A la suite d’une légere distortion de I’enveloppe
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durant le régime transitoire, ’enveloppe radiale obtenue par le code intégré en temps
se stabilise, avec un maximum sur le domaine radial de I’erreur relative de quelques
pourcents au plus.

3.2.5 Comparaison avec les modeles fluides et cinétiques

La consistance des deux méthodes de résolution du probléme spectral ayant été
établie dans le cas du modele multi-water-bag, nous pouvons maintenant entreprendre
une comparaison avec des modeles qui adoptent une représentation différente de la
dynamique ionique et en conséquence une forme différente pour fonction de réponse
en densité n;(w) . Le premier modele, qui ne sera abordé que succinctement, est un
modele fluide a 3 moments, avec fermeture adiabatique. Il a été choisi en raison de
sa simplicité et ne constitue pas en conséquence un cas représentatif de ’ensemble
des modeles fluides. 11 s’agit plutot d’'un modele minimal, qui permet d’apprécier la
robustesse des caractéristiques spectrales obtenues.

Le second modele, qui fait office de modele de référence, est le modele cinétique continu.
Une précision s’impose ici : du point de vue de I'implémentation numérique, aucun
modele n’est continu. L’intégration numérique en vitesse parallele nécessite toujours
une forme de formule de quadrature. Dans le cas MWB, cette quadrature s’obtient
par la somme sur les contours de la distribution multi-water-bag. Dans le cas cinétique
"continu’, elle s’effectue, de maniere implicite, par I'algorithme responsable du calcul
de la fonction de Fried et Conte, ou fonction de dispersion plasma, et qui revient au
calcul de la fonction erreur complexe. La grande précision de ce calcul nous permet,
en regard de la faible discrétisation offerte par le modele Multi-Water-Bag, d’identifier
a toutes fins pratiques les résultats obtenus par 'implémentation du modele cinétique
continu a ceux du modele exact.

Les comparaisons ont été effectuées pour les trois cas test de référence. Des distributions
multi-water-bag ont été générées pour un nombre de bags variant de N =4 a N = 10
a partir des deux types de jeux de noeuds initiaux évoqués précédemment.

Comparaison des fréquences et taux de croissance

De I'analyse des taux de croissances et fréquences respectives des divers modeles,
ressortent deux observations tres générales. D’une part, les écarts relatifs entre mo-
deles sur les fréquences w, tendent a étre inférieurs a ceux observés sur les taux de
croissance. D’autre part, considérant maintenant I’évolution de ces écarts relatifs dans
le plan spectral (m,n), on observe une faible variabilité de ces derniers avec m pour n
fixé, et une dépendance en n croissante a m fixé. Les résultats tendent a converger pour
les faibles valeurs de n (limite fluide), les différences apparaissant lorsque n croit ( voir
Figure . Cette observation est en accord avec I’analyse présentée section de
I'influence du nombre et de la position des contours sur les caractéristiques spectrales
de l'instabilité : les différents modeles tendent a converger pour les grandes valeurs du
taux de croissance normalisé Y = y(n)/nkjcs, les différences liées aux spécificités de
chaque modele apparaissant lorsque Y diminue.

Il en résulte que pour la gamme de distributions multi-water-bag testées, aucun schéma
de convergence vers le modele cinétique continue ne peut se dégager, quand bien méme
I’accord peut dans certain cas sembler convenable. Les contraintes de génération de
la distribution empéchent une nette augmentation de la résolution en vitesse parallele
avec le nombre de bags. La variabilité induite par la position des contours a N fixé peut
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dans ce cas étre supérieure a celle obtenue en variant N (voir Figure . Il apparait
que la combinaison du critere d’équivalence au sens des moments et de la méthode de
sélection des noeuds employés pour la construction des distribution multi-water-bag ne
sont pas suffisants pour induire une nette décroissance de I’écart entre modele water-
bag et modele continu avec V.

Il peut étre opportun a ce point de la discussion de se demander si un mode de calcul
des parametres water-bag permettant une convergence optimale des spectres pourrait
étre utilisé. Dans la mesure ou nous recherchons a établir un accord optimal entre les
spectres des opérateurs intervenant dans le probléeme aux valeurs propres pour chacun
des modeles, on pourrait définir la distance a minimiser a partir de tout ou partie
de ces spectres, ou des opérateurs eux-mémes. La premiere stratégie est d’un intérét
limité : en 'absence d’expression explicite de la solution cible correspondant au pro-
bleme continu, elle nécessiterait la résolution compléte de ce dernier pour optimiser les
parametres du probleme réduit. La seconde stratégie, ne faisant appel qu’aux données
d’équilibre, semble a priori plus intéressante. Les opérateurs correspondant & chacun
des modeles ayant la méme forme du point de vue différentiel, il s’agirait de minimiser
une distance entre les fonctions de réponse en densité F'(r, m, n,w) sur un sous ensemble
convenablement choisi de R x Z?2 x C. Il est clair que le gain que ’on peut espérer d’une
telle procédure se ferait au prix d'une perte de la généricité de la méthode.
L’attention portée dans I’analyse précédente aux divergences observées entre le modele
multi-water-bag et le modele cinétique continu ne doit cependant pas masquer le fait
qu'un accord remarquable, relativement a la faiblesse de la résolution en vitesse pa-
rallele, est observée sur une partie du spectre. Pour les "basses" valeurs de n (a savoir
les grandes valeurs de Y') laccord est excellent et reste convenable dans la zone la
plus instable du plan spectral. Les divergences apparaissent dans la zone de coupure
supérieure en n. Les erreurs relatives sur les taux de croissance varient de moins de
1% a quelques % dans la zone d’accord. L’erreur sur la fréquence de coupure parallele
haute est typiquement de quelques (0,1,2) kj mais peut parfois atteindre 5 a 6 dans le
pire des cas.

Comparaison des enveloppes des modes propres

Dans les cas étudiés, pour lesquels la zone de piquage des gradients est bien localisée,
la géométrie de I’enveloppe des solutions les plus instables est déterminée essentielle-
ment par

— les conditions aux limites (lorsque a est suffisamment petit)

— le terme axifuge (%)2 qui conditionne le comportement de la solution pour

= Tmin-

— le potentiel de Liouville Q(r,w) dans la zone de gradient
Les modes les plus instables sont caractérisés par une enveloppe en module unimodale
(un seul lobe) approximativement centrée sur la zone de gradient. Cette géométrie est
robuste par changement du modele. Les enveloppes en module présentent de légeres
distortion de courbure. Les différences sont plus visibles sur les profils de phase (Figure

59).

3.2.6 Comparaison avec une méthode d’ansatz

En tenant compte de la robustesse observée dans la géométrie des solutions dans
le cas ou I’équilibre se caractérise par une unique zone instable bien localisée, il peut
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F1GURE 3.7 — Cas BIG; Dépendance en m pour trois valeurs de n des taux de crois-
sance (a)(c)(e) et fréquences (b)(d)(f) pour des distributions multi-water-bag & noeuds
optimisant 'extension radiale (mwb_N) et le modele cinétique continu (kin).
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FIGURE 3.8 — Cas BIG : Dépendance en n des taux de croissance (a) et fréquences
(b) pour des distributions multi-water-bag & noeuds optimisant I'extension radiale
(mwb_ N), a noeuds iso-répartis (mwb_N_isoV) et le modele cinétique continu (kin);
Influence de la distribution des contours des bags (c).
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F1GURE 3.9 — Cas BIG : Module et phase de I’enveloppe radiale du mode le plus instable
(13,5).

étre tentant de recourir a une méthode d’ansatz pour résoudre le probleme linéaire
de maniere rapide. En choisissant un ansatz raisonnable, c¢’est a dire concordant avec
I'observation des solutions pour un certain nombre de cas, pour le potentiel électrostique
¢, on obtient une relation de dispersion locale dans la zone de gradient. Cette approche
a notamment été utilisée dans [31], avec le code KINEZERO. Afin de permettre les
comparaisons, nous adoptons ici le méme ansatz, de la forme

n

2
6(r) = exp |~ (’”AT ) , (3.2)
Ary

soit une gaussienne centrée sur la zone du maximum en 7;. Une remarque s’impose sur
les propriétés de ce choix. Pour obtenir une relation de dispersion locale en ry a partir
du probléme aux valeurs propres, il faut fixer les valeurs de deux grandeurs complexes
d%¢(ry) and d,.¢(rg), & une constante multiplicative arbitraire pres. L’ansatz purement
réel choisi précédemment revient & annuler d,.¢(ry) et Sd?d(ry) et a fixer la courbure
de la partie réelle du mode.

La comparaison des résultats de CYLGYR pour le modele cinétique continu avec ceux
donnés dans [31] se fait en deux temps. La comparaison est effectuée pour le cas test
MEDIUM, dont les parameétres sont identiques & ceux de [31]. Les codes différant
a la fois par le solveur utilisé et le caractere local (ansatz) ou global du probleme
résolu, toute comparaison directe serait de fait ambigué. En conséquence, une premiere
comparaison est effectuée sur les résultats de la méthode d’ansatz. On peut observer un
bon accord entre les deux solveurs pour cette méthode, qui nous permet de vérifier que le
solveur de CYLGYR n’introduit pas d’artefacts significatifs. Nous pouvons maintenant
évaluer I'écart entre les résultats obtenus par la méthode d’ansatz et la résolution
exacte du probleme différentiel radial. Les erreurs relatives observées pour ce cas entre
la méthode d’ansatz et la méthode globale varient de 5% a 20%. Comme on peut le
voir Figure m (¢), malgré la bonne coincidence globale des modules des enveloppes,
la sensibilité de la solution a la fois a la courbure locale du module de I’enveloppe et la
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] Modele \ (teig)(8) \
fluide 0,419
MWB 4 0,833
MWB 6 1,461
MWB 8 2,351
MWB 10 3,337
kin 84,379
fluide (ansatz ) | 0,0116
kin (ansatz) 1,349

TABLE 3.5 — Cas MEDIUM ; solveur non-linéaire ; temps moyen par mode propre (t;,)
sur Intel XEON 3680 pour une carte spectrale de 24 x 8 = 192 modes; N, = 128;
precision requise dans le plan complexe € = 10~ nk;.

non-nullité de la phase entrainent des différences notables pour les taux de croissance
obtenus.

Bien que la méthode d’ansatz présente des avantages certains en terme de temps de
calcul (voir section , la sensibilité des résultats au choix de 'ansatz pour les cas
testés justifie amplement le cotit de la résolution du probléme global.

3.2.7 Coliit numérique - Parallélisation

Le cofit en temps du solveur non-linéaire varie linéairement avec la résolution ra-
diale, de méme qu’avec le nombre de bags lorsque le modele water-bag est utilisé. Pour
donner un ordre de grandeur, sur un processeur Intel Xeon 3680, le temps moyen de
résolution est de 0.2ms/(N X N, X Npedes) pOur une précision € = 10_5nk|| en w et
une borne inférieure du domaine complexe Vi = 10*271]43”. Si l'on affine la précision
requise & 1078, le temps de calcul peut augmenter d'un facteur 20 a 30 selon les cas.
Il est important de noter que ces temps peuvent sensiblement varier en fonction de
la zone du plan complexe ou résident les solutions, la convergence des intégrales de
contour étant plus lente lorsque 1’on se rapproche de 'axe réel.

Le schéma de parallélisation statique implémenté est trivial et résulte de 'indépen-
dance des problemes relatifs aux divers couples (m,n) du plan spectral. Il faut noter
que les téches correspondant a chacun des couples (m,n) pouvant avoir des durées
sensiblement différentes (en raison de la variation de ), la parallélisation compléte
est largement sous-optimale en terme d’utilisation des ressources. Pour une utilisation
modérée, typiquement le balayage d'une centaine d’équilibres avec 100 — 400 couples
spectraux (m,n), cette perte d’efficacité ne justifie pas le développement d’un schéma
dynamique de type client-serveur.

Le cotit du solveur linéaire est contrélé par le cotit ¢ de la factorisation QZ implémentée
dans LAPACK, le colit de construction de I'opérateur étant comparativement négli-
geable. Le cofit de la factorisation QZ suit une loi cubique ¢ oc T3 = (2N * (N, — 2))3
a la fois en temps de calcul et espace mémoire. Sa vitesse d’exécution est limitée par
la bande passante mémoire des dépassement de la taille du cache local. S’il s’avere
inutilement cotiteux lorsque ’on ne recherche que les modes les plus instables, il offre
cependant la possibilité d’examiner 1’ensemble du spectre du probléme linéaire, afin
notamment de vérifier la présence de racines groupées qui rendraient caduque la sélec-
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F1GURE 3.10 — Cas test MEDIUM : Comparaison des résultats de la méthode d’ans-
taz et de la méthode globale pour le modele cinétique continu; taux de croissance
(a)(b), profil radiaux en module et phase (c) - la phase pour la méthode d’ansatz est
identiquement nulle sur le domaine radial.
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tion spectrale effectuée lorsque 1’on ne considere que le mode le plus instable pour un
couple (m,n).

3.3 Caractérisation spectrale des modes instables

3.3.1 Structure du spectre dans le plan complexe

Examinons tout d’abord I'allure générale du spectre complet du probleme discrétisé
fourni par le solveur linéaire pour un couple de parametres spectraux (m,n) donné. Il
se compose d'une part d'une écrasante majorité de modes stables, formant un quasi-
continuum par morceaux sur l’axe réel, et d’autre part d’un petit nombre de modes
instables, représentant typiquement au plus 2% dans le meilleur des cas. Ce rapport
n’est évidemment qu’indicatif, l'augmentation de la résolution radiale tendant a enrichir
la partie stable du spectre.

L’enveloppe convexe du spectre dans le plan complexe présente une forte anisotropie,
I’étendue en fréquence dominant largement 1’étendue en taux de croissance, avec des
rapports d’aspects typiques max |wg| oc 10?2 max |7|.

Ces deux caractéristiques rendent hasardeuse 1’analyse de I'instabilité au voisinage de la
stabilité marginale en raison de la dégradation du conditionnement des valeurs propres.
En outre, la signification que l'on peut donner aux modes instables dont le taux de
croissance est tres inférieur au taux maximal est douteuse. Si I’on considere un équilibre
initialement perturbé par une combinaison de modes propres (pour un couple (m,n)),
les contributions des modes stables et des modes les moins instables sont rapidement
dominées par celles des modes les plus instables dans la phase de croissance linéaire, a
Iissue de laquelle I'effet des non-linéarités va perturber le spectre. Les modes les moins
instables sont en conséquence saturés avant que de pouvoir contribuer de maniere
significative a la composante de Fourier (m,n) du champ turbulent. Dans le cas d’une
situation de turbulence déja développée, la situation est similaire : méme en considérant
une situation pour laquelle le couplage d’un mode de Fourier (m,n) avec le mode (0, 0)
est dominant et que 1’évolution temporelle du mode (0, 0) est suffisamment lente pour
que ’analyse spectrale ait un sens, la distinction entre modes stables et quasi-stables est
en pratique impossible. Dans la suite de I’analyse, les modes tels que v/(nkjc,) < 1072
sont considérés comme stables.

Dépendances spectrales des modes les plus instables : fréquences

Une premiere caractérisation de I'instabilité s’obtient en examinant la dépendance
en les nombres d’ondes (m,n) du mode le plus instable pour chaque couple (m,n).
L’observation de la variation du taux de croissance permet d’identifier une ou plusieurs
zones d’instabilité dans le plan spectral (m,n). Dans une grande majorité des cas testés,
et pour des équilibres présentant un seul pic en 7;, la zone d’instabilité dans le plan
spectral est unique et y définit un ilot d’instabilité (voir Figure [3.11]). Les coupures
hautes et basses en n sont abruptes (Figure[3.12] (a)), ainsi que la coupure basse en m
(Figure [3.12) (¢)). Le taux de croissance normalisé Y décroit toujours strictement avec
n. Pour les grands nombres d’ondes poloidaux m, on observe une décroissance lente et
quasi-affine du taux de croissance dans la zone centrale d’instabilité (Figures (c) et
(d)). Cette absence de coupure nette en m, et par extension en k|, est caractéristique
du modele de dérive cinétique ou le seul effet de rayon de Larmor fini pris en compte est
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la dérive de polarisation. Comme on le verra lors de 1’étude de 'instabilité en géométrie
torique, la prise en compte de la gyromoyenne, ou plus exactement de populations pour
lesquelles 1 # 0, tend a borner le spectre en k; dans Uintervalle 0 < k, p; < 1.

La fréquence réelle wgr, quant a elle, est dominée par une dépendance linéaire en n,
avec —wp/(nkjcs) =~ —1, traduisant le caractere acoustique de la propagation le long
des lignes de champ (Figure [3.13((a) et (b)). L'excursion relative de wg par rapport
a —nkjcs est typiquement de quelques pourcents et jusqu’a 10 — 20% pour les basses
fréquences paralleles (Figure [3.13 (c) et (d)).

Dépendances spectrales de la géométrie des modes les plus instables

Les enveloppes des modes instables sont unimodales en module et localisées dans
la zone avoisinant le pic en 7; (Figure (a)). La localisation est robuste aux varia-
tions dans le plan spectral (m,n), comme on peut le voir Figure 3.15 (a), ot l'on a
représenté la position du maximum du module de 'enveloppe radiale. La géométrie par-
ticulierement simple des modules des enveloppes permet une estimation de la largeur
caractéristique du mode en calculant 'écart-quadratique moyen o = [(r — 7)2|¢|dr
ou l'inverse de la courbure au maximum d2|@|(rpear ). La largeur caractéristique est une
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fonction décroissante de m a n constant (Figure[3.15](b)). Pour les cas considérés (zone
de gradient unique et assez étroite), et pour n fixe, 'inverse de la largeur de mode 1/0
peut étre modélisée convenablement par un dépendance parabolique en ky(7peqar) de la
forme 1/0 = co + c1ky + cgk’g. Ce modele est compatible avec la dépendance directe en
ko du probleme de Liouville (par subsitution d’un ansatz gaussien centré en ry dans
(2.58))) si 'on néglige la dépendance en m de w. Il serait cependant abusif de vouloir
le généraliser, en raison de la spécificité des cas-test envisagés, ou la zone d’instabilité
est tres étroite.

Les variations de phase peuvent atteindre des niveaux non-négligeables sur le domaine
radial. Les variations les plus abruptes apparaissent cependant dans les zones ou le
module du potentiel est faible ot bien dans des zones ou la variation en module est
dominante : la géométrie du mode est donc peu perturbée.

3.4 Dépendances paramétriques

3.4.1 Localisation des modes instables

Il convient maintenant de vérifier la corrélation, que nous avons admise jusqu’a
présent, entre la localisation des modes les plus instables et celle de la zone de pic en
n;, caractéristique de la branche cylindrique de 'instabilité. Pour ce faire, on considére
une série d’équilibre différents uniquement par la position de référence ro du maximum
de 7;, tous les autres parametres étant maintenus constants. Considérons tout d’abord
I’évolution en fonction de rg des caractéristiques spectrales du mode le plus instable
sur tout le plan spectral (m,n). Le taux de croissance 7y et la fréquence normalisée
X du mode montrent une quasi-invariance par translation de la zone de gradient. La
position du mode est fortement corrélée avec celle du maximum en 7;. Le nombre
d’onde poloidal évolue de maniere & maintenir ky(ro) constant. Cette invariance spec-
trale peut étre confirmée pour le reste du spectre en observant 1’évolution des courbes
f(n,m) = y(n, ky(ro)). Comme on peut le voir Figure [3.16, a n fixé, les différentes
courbes sont quasiment confondues, impliquant que f(n,m) =~ f(n).

Dans 'analyse qui a précédé, seuls des équilibres possédant une unique zone de gradient
fortement localisée ont été considérés. Ayant observé la corrélation en la localisation
des modes les plus instables et le pic en 7;, il peut-étre intéressant, pour vérifier le ca-
ractere local de I'instabilité, de construire un équilibre présentant plusieurs pics. Nous
nous bornerons ici a considérer deux pics seulement. Les profils de densité et tempéra-
ture correspondants prennent la forme d’escaliers a deux marches (Figure . Trois
situations d’équilibre sont a prendre en compte : les deux premieres sont caractérisées
par un pic en n; unique, respectivement situé en r; = 5ps et ro = 15ps. Dans la troi-
sieme les deux pics sont présents simultanément. Notons qu’on ne peut a priori définir
strictement un morphisme de ’espace des états d’équilibre vers ’espace des spectres
obtenus. Cela supposerait d’une part une définition précise d’une loi de composition
des équilibres a laquelle devrait correspondre une loi de composition des spectres. On
peut cependant observer si certaines propriétés des équilibres a un pic unique sont
préservées dans le spectre de ’équilibre a deux pics. Pour ce faire, nous comparons la
carte spectrale de taux de croissance ;.2 de 1’équilibre & deux pics (Figure avec
la carte construire a partir des maxima max (v, 7v2) des cartes individuelles des équi-
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libres a un pic (Figures[3.18(a) et (b)). L’association d’un mode & une zone de gradient
particuliere se fait lorsqu’elle est possible en examinant les parametre de position et de
largeur de mode (Figure [3.20)).

On observe un léger effet déstabilisant de la combinaison des zones de gradient, I’enve-
loppe convexe de la zone d’instabilité dans le plan (m,n) étant légerement plus étendue
que celle de 'union des zones instables individuelles. Dans la situation considérée, ou
les deux pics sont assez éloignés, ce couplage est relativement faible et les taux de
croissance de 1’équilibre a deux pics sont proches des maxima des taux individuels.
L’observation des parametres de localisation confirme que les modes conservent leur
individualités lors de la combinaison des équilibres. Sur la figures (a)(b) appa-
raissent clairement deux zones distinctes de localisation du centre de ’enveloppe du
mode correspondant aux deux zones de pic de gradients. Les enveloppes des modes
les plus instables restent unimodales, se localisent sur 'une ou l'autre des zones de
gradient, et coincident étroitement avec les enveloppes correspondantes des équilibres
a un pic. Un exemple de la transition de localisation sur chacune des zones est visible
sur les figures (c) et (d).

A Tintérieur de chaque zone la largeur caractéristique du mode évolue continiiment
avec m (Figure [3.20] (b)), comme observé précédemment pour les équilibres & pic de
gradient unique (Figure . Ces observations confirment le caractere local de 'in-
stabilité.

Notons cependant que ces observations n’excluent pas l'existence de modes a enve-
loppes multimodales, mais que ces derniers ne sont pas les plus instables dans le cas
considéré. Cela se comprend aisément si 'on se réfere a l'invariance de ky(rg) observée
lors de la translation de la zone de gradient. Dans ’équilibre a deux pics considéré,
les valeurs de pic des gradients sont identiques et les fréquences diamagnétiques dis-
tinctes en raison de la monotonie de ky avec r. Pour obtenir des modes a enveloppes
multimodales tres instables, ou du moins rendre la "compétition" entre les deux zones
de gradient plus subtile, il faudrait compenser la variation en ky par une modulation
inverse des gradient de maniere a ce que les fréquences diamagnétiques soient égales
pour chacun des deux pics.
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F1GURE 3.21 — Cas test SMALL; distribution a 10 bags; Balayage paramétrique sur
les gradients ; taux de croissance

3.4.2 Balayage paramétrique : seuil de déclenchement

Pour un probleme global, la notion de seuil de déclenchement de I'instabilité n’a a

priori pas de sens. On peut effectivement partager 1’espace (de dimension infinie) de
toutes les configurations d’équilibre possibles en deux sous-espaces complémentaires
en fonction de 'existence ou non de solutions instables dans les spectres associés. Il
est cependant impossible a priori de caractériser 'appartenance a 1'un ou l'autre de
ces sous-espaces, et donc d’établir un critere de stabilité, a partir d’'un nombre fini de
parametres numériques. Le caractere local de 'instabilité observé précédemment nous
permet cependant de définir un critére local, valable pour une classe restreinte de pro-
fils d’équilibre. L’analyse de stabilité est restreinte a une famille d’équilibres possédant
une seule zone de gradient, localisée au centre ry du domaine. La famille est générée en
faisant varier les gradients normalisés de température et de densité au centre, tous les
autres parametres étant maintenus constants. Pour chaque valeur de (k,(ro), k7(r0)),
le taux de croissance maximal sur tout le domaine spectral (m,n) est conservé, ainsi
que les caractéristiques du mode associé.
Le balayage en gradient est effectué pour le cas test SMALL, pour plusieurs distribu-
tions multi-water-bag (N = 6,8, 10), le modele fluide ainsi que pour le modeéle cinétique
continu, qui sert a nouveau de référence. Une plage de 2400 équilibres a été balayée,
le probléeme étant résolu pour chaque équilibre sur une carte de 200 modes (m,n). Le
cas SMALL a été choisi en raison de la plus petite taille de la zone d’instabilité dans le
plan spectral, qui permet de limiter le cotit global du calcul. Considérons tout d’abord
le cas d’une distribution multi-water-bag a 10 bags. L’évolution de vy;4x dans le plan
paramétrique (k,(ro), k(o)) fait clairement apparaitre pour chaque valeur du gra-
dient de densité un seuil en gradient de température de déclenchement de I'instabilité.
L’évolution de ce seuil est quasi-affine dans la zone de gradients explorée

KT senil = ORp + B7 (33)

avec a ~ 3.8. La fréquence du mode le plus instable varie par sauts brusques cor-
respondant au passage d’'un nombre d’onde parallele au suivant. Ce dernier est une
fonction croissante, par paliers, du gradient de température. L’évolution de m est plus
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complexe : si on observe presque partout une croissance avec le gradient de densité,
une zone d’inversion est visible, corrélée avec le saut en n, pour les plus grandes valeurs
de k.
Les méme observations peuvent étre faites sur le modele cinétique et les modeles water-
bag a 6 et 8 bags, a une réserve pres. Pour ces deux derniers modeles, le seuil n’est
plus représenté adéquatement par une loi affine. On observe une discontinuité de com-
portement au voisinage du seuil, avec une variation rapide du nombre d’onde poloidal
(Figure [3.24)). Ces discontinuités de comportement semblent corrélées avec la diminu-
tion du nombre de bags, mais le nombre de cas explorés n’est pas suffisant pour en
évaluer précisément le mécanisme. Les dépendances complexes du taux de croissance
avec la structure de la distribution d’équilibre (pondération par les densités partielles
et résonances) mises en évidences lors de I’examen des critéres d’instabilité au chapitre
incitent a la prudence quant a la possibilité d’établir d'un critere de seuil multi-water-
bag analytiquement a la fois simple et valide pour un grand nombre de cas.
Comparons maintenant les seuils water-bag avec les seuils de références fournis par le
modele cinétique continu (Figure [3.25(a)). Ayant observé précédemment qu’au voisi-
nage de l'extinction peuvent apparaitre des différences importantes entre les taux de
croissance des différents modeles water-bag et du modele cinétique continu, il n’est
pas étonnant que des écarts sensibles soient observés sur les seuils en gradient. Si le
modele a 10 bags semble assez proche du modele continu, rien ne permet d’affirmer une
convergence nette avec le nombre de bags sur les cas testés. Notons que si les écarts
aux voisinage du seuil sont assez importants, les taux de croissance des divers mo-
deles water-bag sont pour une large plage de gradients trés proches de ceux du modele
continu avec des écarts relatifs de quelques points de pourcentage (Figure [3.25(D)).
Une différence notable existe entre les résultats présentés ici et ceux obtenus par Pierre
Morel ([60} [62]) dans le cadre d’une analyse locale au centre de la zone de gradient.
Dans ce dernier cas, la frontiere entre les zones stables et instables présentait des in-
flexions notables, avec une structure multi-lobée, les seuils water-bag pouvant s’éloigner
notablement des seuils cinétiques. Les inflexions observées étaient notablement plus im-
portante que celle remarquée dans le cas a 6 bags évoqué plus haut. Dans le cas global,
la structure observée est nettement plus réguliere. Parmi les causes probables de cette
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(b).

régularisation, on peut citer, par ordre de prédominance
— la nature fortement discrete du spectre en ky et la valeur unique des gradients
dans le cadre de 'analyse locale. Dans le cas global la variation en m est complé-
tée de la variabilité radiale de r et des gradients dans la zone de forts gradients.
Cette extension du spectre en fréquences diamagnétiques atténue la différence
de réponse en deux équilibres possédant des gradients voisins.
— la nature (et les parametres) de l'ansatz utilisé dans la méthode locale. En com-
binaison avec l'effet précédent, on peut supposer une inadéquation de I'ansatz
a représenter les modifications de la solution dues aux variations des gradients.
D’une maniere plus générale, le systeme résonnant obtenu lors d'une analyse locale
contient un nombre plus faible de degrés de libertés que dans le systeme discrétisé
utilisé dans I'analyse globale. La continuité des profils d’équilibre permet de considérer
le systeme global comme un ensemble de systeme locaux voisins et couplés entre eux.
Il n’est donc pas étonnant d’observer une réponse spectrale plus réguliere que dans le
cas local.

3.5 Conclusions

Il est bien entendu que la gamme restreinte de cas-test envisagés ne saurait per-
mettre une généralisation des observations effectuées a toutes les configurations d’équi-
libre envisageables. Nous n’avons notablement pas considéré de cas ou les signes des
gradients de température et densité sont opposés (1; < 0), ni a plus forte raison de
configurations d’équilibres plus "baroques". Le balayage en position de la zone de gra-
dient, ainsi que I'étude des configurations a deux pics en 7;, montrant le caractere local
de I'instabilité, nous permettent cependant de supposer que les observations effectuées
peuvent étre généralisées a une classe d’équilibres assez large, présentant une ou plu-
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sieurs zones de gradients a n; positif distribuées sur le domaine radial. Ces restrictions
étant posées, nous pouvons résumer les observations effectuées en quelques points.
Tout d’abord, les caractere local de I'instabilité est confirmé : le mode le plus instable
tend a se localiser autour de la zone du pic en 7;.

Ensuite, les caractéristiques spectrales, a savoir la dépendance w = f(k) sont qualitati-
vement similaires a celles observées lors des analyses locales. On observe des coupures
abruptes en k| sur les taux de croissance, de méme que pour la coupure basse en ky. La
décroissance en ky est plus lente : ce scaling est caractéristique des modeles de dérive
cinétiques avec dérive de polarisation ou ’absence de gyromoyenne permet au spectre
de s’étendre jusqu’a k; ps ~ 1 et au-dela.

Les enveloppes radiales des modes les plus instables sont unimodales en module, et
ce méme dans les configurations a plusieurs pics en 7. Notons que cela n’interdit pas
I'existence de modes instables multimodaux, mais qu’ils ne sont pas les plus instables.
Les variations de phase peuvent étre conséquentes sur le domaine radial. Les variations
les plus importantes apparaissent dans les zones d’inflexion de I’enveloppe du module
("épaules" des modes) mais sont faibles dans la zone de pic et dans les zones de queue
des enveloppes en module. La géométrie globale du mode est donc peu perturbée par
ces variations de phase.

Les comparaisons avec le modele cinétique continu font apparaitre que pour des distri-
bution a peu de bags comme celles que nous avons utiliséés, l’adéquation entre le modele
water-bag et le modele cinétique ne peut étre réalisée sur I’ensemble du spectre. les di-
vergences apparaissent pour les modes dont le taux de croissance normalisé /(nkc;)
est de l'ordre ou inférieur a la distance inter-contour typique A, /cs. Ces écarts influent
sur les fréquences de coupures spatiales et conséquemment sur les seuils d’instabilité.
Ces réserves exceptées, un bon accord peut étre observé entre le modele multi-water-
bag et le modele cinétique continu.
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Ayant d’une part analysé les caractéristiques du probléme linéaire spectral, tant du

point de vue numérique que de celui des dépendances paramétriques, nous pouvons
maintenant envisager de croiser ses résultats avec ceux des codes quasi-linéaire forcé et
non-linéaire. L’objectif de ces comparaisons est double. Dans un premier temps, les hy-
potheses sous-tendant les modeles quasi et non-linéaire étant vérifiées a l'instant initial,
les évolutions prévues par les trois modeles doivent étre quasiment identiques durant
la phase initiale de croissance linéaire, sous réserve, comme on le verra, que cette phase
existe. La comparaison des trois modeles permet dans cette phase une validation croisée
des codes respectifs. D’autre part, la violation inéluctable des hypotheses sous-tendant
les modeles quasi-linéaire et linéaire va conduire a une divergence entre les prédictions
des trois modeles a I'approche de la saturation. L’examen de cette divergence permet-
tra d’éclairer le mécanisme de saturation de l'instabilité.
Outre ces comparaisons, qui ne peuvent par nature porter que sur des caractéristiques
communes aux trois modeles, les données de simulation non-linéaire ouvrent la voie a
une description plus large de la dynamique observée. Un certain nombre de diagnostics
ont été implémentés a cet effet.

4.1 Protocole de simulation- Apercu de la dyna-
mique globale

4.1.1 Protocole de simulation

Les données spectrales (modes et fréquences propres) obtenues par ’analyse linéaire
d’un équilibre donné sont utilisées afin de générer de maniere contrélée une perturbation
de I'équilibre initial. Une perturbation a p modes d'un champ scalaire X (X = (v}, ¢))
est construite par la combinaison linéaire

~ p
X = €qop > €4Xq(r) cos (mqﬂ + ngkyz + og(r) + ﬁq) , (4.1)
q=1

ol €40, définit Iéchelle globale de la perturbation, les poids relatifs ¢, < 1 permettent
de pondérer les différents modes propres, (X, a,) sont respectivement les modules
et phases des enveloppes radiales du g-ieme mode propre de parametres spectraux
(mg,ng), By est un facteur de phase aléatoire. Diverses combinaisons ont été utilisées
pour les tests numériques : perturbation a 1 mode, 2 modes et perturbation par un
bain de modes (de 10 & 300). Dans tous les cas discutés ci-apres, le méme poids a été
affecté a tous les modes propres intervenant dans la perturbation, a savoir ¢, = 1, Vq.
L’état des champs (v;, ) est sauvegardé a intervalles de temps réguliers (typique-
ment 10 & 20§25;). Ces données brutes sont ensuite traitées par le code de post-
traitement "GMWB3D-post-process’, qui procede au calcul des diverses quantités dé-
rivées (champs dans I'espace de Fourier, densité, température, spectres en k,, ...). Les
profils radiaux des champs moyens (0, 0) sont ensuite utilisés en entrée du code linéaire
et du code quasi-linéaire forcé. Un schéma synthétique de la chaine ce traitement est
représenté Figure [4.1]

4.1.2 Quantités conservées par le modele non-linéaire

Le modele non-linéaire possede des invariants intégraux, dont certains sont mis a
profit pour s’assurer de la précision du schéma d’intégration numérique. Par intégration



Protocole de simulation- Apercu de la dynamique globale 91

E—

Profils radlaux flr)yr---------

Modes propres f(r,m,n,w) p------ 1
l

4
Champs 3D f(r,t) p---------

\

Quantités dérivées f(r,t) |- -

Profils radiaux f(m,n,r,t) p-------------mmoo--

-

Modes propres f(w,m,n,t) b ----=-------==—-mm oo i

Modes de Fourier f(m,n,r,t)}-----

FIGURE 4.1 — Chaine de traitement pour les simulations croisées
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de I'équation de transport des contours (équation du chapitre sur le volume
complet de simulation C, en tenant compte des conditions aux limites on obtient une
loi de conservation

d
= /vjdr — 0, (4.2)
C

valable pour chaque contour pris individuellement. A partir de I’équation de transport
(4.2), il est possible de dériver des équations de conservation pour toute fonctionnelle
de la forme

I;:/wa(f)dv||dr. (4.3)
¢ —oo

Les fonctionnelles mises a disposition dans le code de post-traitement sont F(f) = || f1|1
(masse), F(f) = [|fll2, F(f) = flnf (entropie). Notons que I’équivalence entre la
conservation de la masse et de la norme L' est induite par le fait que la distribution
multi-water-bag est par construction définie positive. Cette propriété évite en outre
d’avoir a vérifier la positivité de f. La forme particuliere de la distribution assure de
plus une évolution bornée de f, par conservation du principe du maximum

min f(t =0) < f(t) < max f(t = 0), (4.4)

propriété structurale qui ne nécessite pas non plus d’étre vérifiée. Outre les invariants
intégraux induits par (4.2) et les invariants structuraux précités, I'énergie totale est
également conservée,

i [/ > | (Z S ) "*“] - Y

Lors des simulations, la dissipation numérique peut entrainer la violation des lois de
conservation et . L’estimation de I'importance de ces pertes est effectuée
pour une grandeur intégrale conservée () parmi celles citées plus haut, en calculant sa
variation relative par rapport a sa valeur initiale Q(¢ = 0).

Sur la figure [1.2] on peut voir une telle estimation pour la masse et 1'énergie totale,
pour un cas-test typique. Les lois de conservations sont bien respectées dans la phase
linéaire initiale (wert < 5000), durant laquelle les structures a petite échelle générées
non-linéairement par la perturbation restent négligeables. Dans la phase de turbulence
a plus large spectre qui suit, la dissipation des échelles inférieures au pas de grille
conduit a la violation des lois de conservation.

4.1.3 Description de la dynamique globale

Les évolutions temporelles des différentes simulations présentent un certain nombre
de traits communs qu’il peut étre utile de décrire avant ’examen plus quantitatif qui
sera effectué par la suite. Les différences pouvant apparaitre en fonction de la nature
du spectre de la perturbation initiale seront discutées le cas échéant. Parmi les modes
de Fourier (m,n) composant les champs (v, ¢) qui caractérisent I’état du systeme, il
est utile de distinguer trois classes :

1. le mode (0,0), correspondant aux champs moyennés en (¥, z). Il peut lui-méme
étre considéré comme la somme de deux contributions : d’une part le champ
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FiGURE 4.2 — Tests de conservation d’invariants intégraux du code non-linéaire
GMWB3D-SLC ; Evolution en temps de la variation relativement & la valeur initiale
de la masse (a) et de I'énergie totale (b) pour un cas test typique (cas SMALL- per-
turbation par un mode unique)

d’équilibre, dominant pour les contours v; et nul pour le potentiel électrostatique.
D’autre part, le champ variable qui va étre généré non-linéairement au cour de
la croissance du champ turbulent, et qui correspond a l’apparition d’un champ
de cisaillement en vitesse poloidale, dit "écoulement zonal".

2. les modes (m,n) # (0,0) présents dans la perturbation initiale sous la forme de
modes propres instables, que 'on peut qualifier de "primaires". Ils vont dominer
le champ turbulent dans la phase initiale de croissance linéaire de I'instabilité.

3. les modes (m,n) # (0,0) absents de la perturbation initiale, qualifiés de "se-
condaires". Il sont générés non-linéairement au cours de la croissance du champ
turbulent.

La distinction qui a été faite entre modes primaires et secondaires est ici entierement
fondée sur la composition de la perturbation initiale, et non par le mécanisme dominant
leur mode d’évolution. Une autre distinction peut étre faite sur la stabilité de ces modes
vis a vis de I’équilibre initial. En effet, si en raison de la méthode de construction, tous
les modes qualifiés de primaires sont instables, les modes dits secondaires peuvent étre
a priori linéairement stables ou instables vis a vis de 1’équilibre. Dans le second cas, ils
peuvent des leur apparition sous l'effet des couplages non-linéaires connaitre une phase
de croissance quasi-linéaire, majoritairement pilotée par le couplage avec (0, 0).

La premiere phase de la dynamique, dite de croissance linéaire, est caractérisée par la
croissance des modes primaires par interaction avec la composante d’équilibre du mode
(0,0). La croissance de ce champ turbulent primaire entraine d'une part ’évolution du
mode (0,0) et 'apparition des écoulements zonaux, et d’autre part et plus générale-
ment un enrichissement du spectre par une double cascade harmonique et ’apparition
des modes secondaires. La saturation de la croissance des modes primaires est produite
en retour par la rétroaction de 1’écoulement zonal et/ou les couplages avec le reste du
champ turbulent.

Du point de vue global, on observe une dynamique de relaxation des champs moyens
vers un état proche de la stabilité marginale, et la génération d'un champ turbulent
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de bas niveau étendu dans le plan spectral. Nous n’épuiserons a 1’évidence pas dans le
cadre de cette étude toute la complexité de la dynamique d’interaction entre écoule-
ments zonaux et turbulence d’onde. Pour une approche plus générale du probléme, on
peut se référer a [42, 66, |45]. Une analyse de I'impact du profil de densité d’équilibre
sur la génération de écoulements zonaux et le transport résultant exploitant le code
GYSELA peut étre trouvée dans [74], dans le cas de I’équation de Vlasov-gyrocinétique
en géométrie cylindrique.

Evolution des champs moyens (0,0)

Considérons tout d’abord 1’évolution des champs moyens. La génération des écou-

lements zonaux est couplée avec une relaxation des profils radiaux des contours, et en
conséquence des profils radiaux de densité et température. Il est important de rappeler
que ces profils sont relatifs au centres guides, les profils relatifs aux particules dans
I’espace réel étant par construction maintenus constants. Les relaxations observées ne
traduisent donc pas un transport radial des particules, mais la différence entre la den-
sité des particules et celle des centres guides générée par les écoulements zonaux en
raison de la dérive de polarisation.
Sur les figures et [1.5] respectivement dans le cas d’une perturbation & 1 mode et
par un bain de 239 modes, on peut voir les profils de densité et température moyens
dans la situation d’équilibre initial et dans I’état final. Au voisinage du pic en 7 initial,
au centre du domaine, le profil de densité se raidit alors que le profil de température
s’aplatit, conduisant a une réduction du facteur n. Des deux cotés de cette zone on
observe la présence de zones de diminution des gradients, correspondant a une inver-
sion du sens du champ de cisaillement en vitesse poloidale. Les figures (a) - (a)
et (b) - (b) montrent 1’écoulement zonal et les contributions respectives de la
courbure de ce dernier et du gradient d’équilibre au gradient de densité moyenne dans
I'état final, liés par ’équation de quasi-neutralité moyennée en (z, )

d ()5 = dyng — dy {idr[rnod@g]} . (4.6)

Il convient ici de préciser que les temps de simulations utilisés ne permettent pas de
qualifier I’état final d’état asymptotique. Dans I'implémentation actuelle du code non-
linéaire, les conditions aux limites radiales pour le potentiel électrostatiques sont des
conditions de Dirichlet homogenes. Pour le mode (0,0), le choix de ces conditions ne
se justifie que tant que le champ turbulent reste localisé au centre du domaine. Pour
des temps de simulation plus longs, la croissance non-bornée de 1’écoulement zonal au
voisinage de r,,;,, ou le potentiel est contraint a 0, conduit a ’apparition d’un champ
électrique radial important. Les temps de simulations sont choisis de maniére a ce qu'un
état proche de la stabilité marginale soit atteint mais avant que 1’écoulement zonal au
bord du domaine n’atteigne des valeurs trop importantes.

Le déroulement du processus de relaxation des champs moyens dépend de la struc-
ture spectrale de la perturbation initiale. Dans le cas des perturbations a peu de modes,
la relaxation des profils de gradients moyens s’effectue en plusieurs étapes ( Figures
(a) et [4.8/ (a)) : le systeéme passe par une succession d’états alternativement stables
et instables vis a vis des modes primaires (Figure (a)) ainsi qu'une évolution non
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FIGURE 4.3 — Cas test SMALL perturbé par (10,5); profils radiaux de la densité
moyenne (a) et de la température moyenne (b) aux instants initiaux et finaux de la
simulation
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FIGURE 4.4 — Cas test SMALL perturbé par (10,5); écoulement zonal a la fin de la
simulation (a); contributions respectives de I’équilibre d,ng et de I’écoulement zonal

d, {%dr [rnodrqﬁg]} au gradient de densité moyen des centres guides (b)



96 Simulations non linéaires

1.020 N o — =100
1.015} — :’213215000- 1.03 — =0
1.010f 1.02F i
1005} 101} ]
~ a
£ Looor £ 100} .
0.995}
0.990} 0.99r 1
0.985} 0.98f ]
080354 5 6 7 8 o "1 2 3 4 5 6 7 8 9
; -
(a) (b)

FiGURE 4.5 — Cas test SMALL perturbé par un bain de 239 modes; profils radiaux
de la densité moyenne (a) et de la température moyenne (b) aux instants initiaux et
finaux de la simulation.
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FIGURE 4.6 — Cas test SMALL perturbé par un bain de 239 modes; écoulement zo-
nal a la fin de la simulation (a); contributions respectives de 1'équilibre d,nq et de

I’écoulement zonal d, {%dr [rnodrqbg]} au gradient de densité moyen des centres guides
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FIGURE 4.7 - Cas test SMALL ; Evolution temporelle du gradient normalisé 7; calculé
a partir des profils radiaux des champ moyens (0,0); perturbation par (10,5) (a) et
par un bain de 239 modes(b)

monotone vers la stabilité globale (Figure (b)). La structure de 1’écoulement zonal,
invariante durant la phase de croissance linéaire, est fortement perturbée au cours des
oscillations successives du systeme.

Dans le cas de perturbations a large spectre, le comportement oscillatoire est grande-
ment atténué (Figures 4.7 (b) et 4.8 (b)) et 'on observe une relaxation quasi-monotone
vers la stabilité marginale (Figure [4.9|(c)). La géométrie de I’écoulement zonal connait
elle aussi une transition plus réguliere entre deux structures stables caractérisant res-
pectivement la phase de croissance linéaire et I'état post-saturation (Figure [4.10] (b)).
Les différences observées entre les dynamiques d’évolution des cas de perturbations a
peu de modes et de perturbations a large spectre montrent une claire dépendance du
nombre de degrés de liberté initiaux dans ’espace spectral sur le comportement dyna-
mique du systeme. Le comportement d’oscillations couplées observé pour les systémes
a petit nombre de modes, résultant de la boucle de rétroaction "courte" entre ces modes
et I’écoulement zonal, ne peut étre extrapolé aux systémes a grand nombre de modes,
ou la dynamique est lissée, spatialement et temporellement, par la combinaison des
contributions des divers modes a la croissance de I’écoulement zonal.

Evolution globale du spectre turbulent

La caractérisation de ’évolution du spectre du champ turbulent peut étre abordée
de plusieurs manieres. L’observation directe du spectre de puissance dans le plan (m,n)
en fonction du temps pour les perturbations a peu de modes permet une identification
rapide des cascades harmoniques ascendantes et descendantes. Sur la figure 4.11] on
peut voir une telle évolution pour le cas SMALL perturbé par un unique mode (6, 3)
at =0 (figure [4.11)(a)). La croissance du mode génére tout d’abord les harmoniques
directes du mode (6,3) (diagonale dans le plan (m,n) ainsi que I’écoulement zonal
((figure [£.11](b) et (c)), qui finit par dominer. On observe ensuite un élargissement
progressif du spectre [1.11] (d), (e) et (f)) qui finit par étre dominé par le mode (0,0)
secondé de modes basses fréquences (notamment (0,3)). Afin de pouvoir apprécier
plus facilement I’évolution du spectre tout en préservant la capacité d’identification
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FI1GURE 4.8 — Cas test SMALL; évolution du profil radial du gradient de température
moyen pour une perturbation par (10,5) (a) et un bain de 239 modes (b).
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FIGURE 4.9 — Cas test SMALL; évolution en temps des taux de croissance linéaires
calculés par le code linéaire & partir des champs (0, 0) extraits des données de simulation
du code non-linéaire ; taux de croissance linéaire du mode (10, 5) pour une perturbation
a 1 mode par (10, 5) (a) ; taux de croissance linéaire maximal pour ’ensemble des modes
(m,n) pour une perturbation a un mode (10,5) (b) et par un bain de 239 modes(c)
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FIGURE 4.10 — Cas test SMALL; évolution en temps du champ de cisaillement en

vitesse poloidale moyen dans le cas d’une perturbation par (10,5) (a) et par un bain
de 239 modes (b).

directe des modes dominants au cours du temps, une représentation plus compacte
peut étre adoptée. A chaque instant on considere le poids relatif R, d’'un mode (m,n)
dans le spectre de puissance auquel on a éventuellement appliqué une fonction de filtre
monotone. En I'absence de filtrage on obtient simplement le spectre normalisé

pmll3

R} =
"3 lemld
n’,m’

(4.7)

ou ||fll = J |f(r)]*dr. Les modes dont le poids relatif dépassent un certain seuil
sur ’ensemble de la simulation sont inclus dans la représentation, les contributions
des autres étant regroupée en une classe distincte. Une telle représentation est donnée
Figure toujours dans le cas SMALL perturbé par un unique mode (6, 3). Changer
la fonctionnelle sur laquelle sont calculés les poids permet un ajustement de la repré-
sentation des modes les moins importants (Figure (b)). En gardant a 'esprit la
distortion introduite par ce filtrage non-linéaire, on obtient ainsi un apergu qualitatif
synthétique de 1'évolution spectrale : 'apparition des harmoniques directes (12,6) et
(18,9) du mode primaire (6,3), la montée et les oscillations de 1’écoulement zonal,
I’élargissement du spectre et la présences dans ’état final de modes basse fréquence,
notamment le (0, 3) observé dans le spectre complet.

La différence de dynamique entre les perturbations a peu de modes et a spectre large
évoquée lors de la description de I’évolution des champs moyens est aussi mise en évi-
dence par cette représentation (Figure . Dans le cas de la perturbation a 1 mode,
on retrouve le comportement oscillatoire de I’écoulement zonal, conjointement a celui
du mode primaire, la génération des harmoniques du primaire, ainsi que 1’apparition
de modes basses fréquences (m, 0) secondant I’écoulement zonal. Dans le cas de la per-
turbation par un bain, la représentation permet d’observer d’une part la croissance
initiale des modes les plus instables parmi les primaires, a savoir le groupe voisin de
(10,5) dans le plan (m,n)), et la croissance continue de ’écoulement zonal.

Une appréciation plus globale du spectre turbulent dans le plan perpendiculaire au
champ magnétique, c’est a dire intégrant a la fois les variations radiales et poloidales du
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(e)

FIGURE 4.11 — Cas test SMALL ; perturbation par (6, 3). Evolution temporelle dans le
plan spectral (m,n) de ||¢|?
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FIGURE 4.12 — Cas SMALL; perturbé par (6,3); évolution de la composition du
spectre ; poids relatifs sur ||¢mnl/3 (2) et ||@mnll2
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FIGURE 4.13 — Cas test SMALL ; évolution des compositions spectrales R}, dans le cas
d’une perturbation par (10,5) (a) et par un bain de 239 modes (b)
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champ turbulent peut étre obtenue a partir des modes de Fourier en (m, n). L’obtention
du spectre en k; d’un mode m s’obtient par transformée de Hankel (ou Fourier-Bessel,
voir [3, |17, 136]) de son enveloppe radiale

Jm(kL) o< /Ooo () I (kLr)rdr, (4.8)

ou J,, est la fonction de Bessel d’ordre m. La méthode utilisée pour approximer cette
transformée & partir de données sur une grille radiale fixe est donnée en annexe [E] Les
contributions (quadratiques) en n sont sommées. Dans tous les cas testés, le spectre
en k; semble tendre vers un spectre possédant une queue en loi de puissance (Figure
4.14). En appliquant un algorithme de régression multi-segments (Figure , on
peut obtenir les exposants caractéristiques correspondant. Les valeurs obtenues sont
cependant peu exploitables en raison du caractere non-stationnaire de la dynamique,
du faible nombre de décades accessibles avec la résolution spatiale utilisée et enfin du
nombre de simulations effectuées, trop peu important pour une approche statistique.

0 0
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—40} a0l
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_60_
S -80F 5
_80_
-100}
—120d — Qept =2812 —100H — Q¢ =3750
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140 —  q,t=15000 - — Qe =15000
_160 1 1 1 1 1 1 1 1 _140 Il Il Il Il Il Il Il Il
~0.50.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 =0.50.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
log(k 1p,) log(k 1 py)

(a) (b)

FI1GURE 4.14 — Cas SMALL ; spectre de puissance du potentiel électrostatique ; pertur-
bation par (10,5) (a); perturbation par un bain de 239 modes (b)

4.1.4 Evolution de la perturbation dans ’espace réel

L’observation de I’évolution des champs tridimensionnels (potentiel, perturbation de
densité,...) dans 'espace réel permet une appréciation directe de la dynamique globale.
Cette observation constitue toujours la premiere étape de 'analyse des résultats de
simulations. Si elle permet de se faire une bonne idée de I’évolution globale du systéme,
particulierement dans le cas simple des perturbations a 1 mode, elle ne permet en
tout état de cause que des constatations tres qualitatives et générales, en raison de la
complexité des champs observés. Ce type de diagnostic se prétant par nature assez mal
a une exposition écrite, nous nous restreindrons a deux exemples significatifs.
Considérons tout d’abord le cas d'une perturbation a 1 mode. Sur la figure est
représentée la perturbation de densité a quelques instants clés de la simulation. La
vignette Figure m (a) montre la géométrie de la perturbation a l'instant initial,
géométrie qui reste invariante durant la phase linéaire (en excluant le court transitoire
initial). Les vignettes Figure [£.16] (b)(c)(d) et (e) représentent quelques étapes de la
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FIGURE 4.15 — Cas SMALL perturbé par (6,3); spectre de puissance du potentiel
électrostatique durant la phase de croissance linéaire (a) régression multi-segment sur
le spectre a la fin de la simulation (b)

dynamique juste apres la premiere phase de saturation de linstabilité. On peut y
constater le cisaillement poloidal des cellules de convection qui conduit a leur élongation
puis leur déchirement et a ’apparition de cellules convectives de plus petite taille. La
figure [£.16] (f) montre I’état final de la simulation. Le flot turbulent est fortement
dominé par le mode (0,0) & symétrie cylindrique, avec la présence notable du mode

(0,3).

La figure [4.17) présente quelques instantanés du potentiel électrostatique pour le cas
MEDIUM perturbé par un bain de 101 modes. De méme que précédemment, la premiere
vignette [£.17] (a) dépeint I'état initial. Le second instantané [4.17] (b) est pris & la fin de
la phase de croissance linéaire. Le spectre est toujours riche mais on observe clairement
la domination du mode (10, 3), linéairement le plus instable, secondé de ses proches
voisins dans le plan spectral. Les trois vignettes suivantes .17 (c)(d)(e) montrent,
de méme que précédemment I’étirement radial, le cisaillement puis la dissociation des
cellules de convection, par I’écoulement zonal, qui devient dominant par la suite (figure
4.17] ().

Sur la figure[4.18] on peut apprécier, dans le cadre de la méme simulation (cas MEDIUM
avec bain de 101 modes), I’évolution du second contour négatif v_s. Rappelons qu’en
raison de la forme de la vitesse de dérive de champ croisés vgxg x €, X Vo, le champ
électrostatique peut étre vu comme un champ de vorticité potentielle pour les contours
dans les plans perpendiculaires au champ magnétique, 'advection se faisant le long
des isopotentielles. On peut utilement mettre en relation 1’évolution des cellules de
convection dans la figure avec 'apparition de digitations radiales (b) qui
brisent la symétrie de ’équilibre (a), de leur cisaillement poloidal(4.18](c)) jusqu’a
la formation de vortex ( figure (d)) conduisant a une filamentation en espace

(e) (f)). La limitation du repliement des structures par la taille de grille finie, est

clairement visible dans les derniéres étapes.
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(a) Qert=0 (b) Qcrt = 5156

(C) Qcrt = 6375 (d) Qcrt = 7970

(e) Qcrt = 11250 (f) Qcrt = 30000

FIGURE 4.16 — Cas test SMALL perturbé par (6, 3) ; perturbation de densité n(r,t) —
n(r,0) a quelques instants clés de la simulation.
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(a) Qct=0

(c) Qegt = 2473 (d) Qcrt = 2698

(e) Qcrt = 2923 (f) Qcrt = 3597

FIGURE 4.17 — Cas test MEDIUM perturbé par un bain de 101 modes; potentiel
électrostatique a quelques instants clés de la simulation.
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(a) Qct=0 (b) Qcrt = 2000

(c) Qert = 2473 (d) Qert = 2698

(e) Qert = 2923 (f) Qert = 3597

FI1GURE 4.18 — Cas test MEDIUM perturbé par un bain de 101 modes; contour v_s a
quelques instants clés de la simulation.
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4.2 Validation de la phase linéaire du code non-
linéaire

Le code non-linéaire est initialisé au moyen d’une perturbation de faible amplitude,
construite a partir de 'enveloppe ¢mq(r) d’un unique mode propre instable pour chaque
valeur de (m,n). Préalablement & toute autre analyse de la divergence des différents
modeles dynamiques, il convient de vérifier que durant la phase linéaire, c¢’est-a-dire
tant que ’évolution du champ moyen (0,0) par rapport a sa valeur d’équilibre est
négligeable, le mode de Fourier ¢, (r, t) tend bien apres un régime transitoire initial vers
un mode propre de l'opérateur discrétisé d’évolution temporelle du code non-linéaire
dont les caractéristiques spectrales coincident avec celles du mode propre linéaire. Il

convient pour ce faire de vérifier les propriétés suivantes.

— L’enveloppe normalisée % est un invariant temporel durant la phase li-

néaire, et coincide avec I’enveloppe radiale du mode linéaire.

— Le taux de croissance non-linéaire, calculé par régression linéaire sur des quan-
tités globales (||@m|l2(t), |||l (t)), ou locales (|o5|(10,1)) , est égal au taux de
croissance linéaire. La région de régression permettant le calcul du taux non-
linéaire est détectée de maniere semi-automatique : parmi un ensemble de fe-
nétres temporelles candidates, le code de post-traitement détermine la fenétre de
régression minimisant ’erreur entre les données et le modele linéaire. I’ensemble
des fenétres temporelles testées est restreint par I’ajustement de parametres bor-
nant & la fois leur position et leur étendue. (voir Figure .19 (a)).

— La fréquence non-linéaire, obtenue par transformée de Fourier en temps du signal
local cos(arg ¢ (ro,t)), coincide avec la fréquence linéaire w, (voir Figure [£.19]
(b)).

Dans le cas d’une perturbation a un unique mode (m,n), on peut en outre de maniére
tres aisée vérifier la dynamique d’évolution du mode (0, 0) générée par la croissance de
la perturbation, qui prend une forme particulierement simple. Dans la phase linéaire,

on a d’apres (2.13))

nk|l - kﬂdrvjeq o2t (49)

(AN M) n 2
‘$<¢mvjm ) ’V|¢m<wa T)‘ (WR . nk”vf‘J)Z + 72 ’

ou eq dénote que les champs gardent leur valeur d’équilibre. Par substitution dans
(2.11)) on obtient

nk:H — kﬂdﬂ/fq
WR — nk||‘/;eq)2 + 72

m
O (vy) 20 = —Q’Y%W%(W,T)P ZAJ-( e, (4.10)
J

Le mode (0,0) prend donc la forme f(r)exp(yoot) ou f(r) est une enveloppe radiale
indépendante du temps et oo = 2.

Dans le cas des bains de modes incluant plusieurs couples (m,n), et en supposant qu'un
seul mode propre par couple (m,n) est utilisé pour éviter tout phénomene de modula-
tion, I'intégration en temps de conduit & une combinaison Y-, f(r) exp(27,t) et
on a ainsi

q;éqmaz dmax

T, t) = fopan (1)e27me! (1 + 3 fqe?(%%az)f) , (4.11)
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CASE | Mode | viin | Y | 0(%) | 700 | d00(%) | 000(%)
SMALL (6,3) | 1,588 | 1,572 | -1.05 | 3.147 -0.9 0.1
SMALL (10,5) 1.872 | 1,885 | 0,7 3.674 -1.9 -2.5

MEDIUM (6,3) 4.490 | 4.486 | -0.07 | 8.905 -0.8 -0.7
MEDIUM | (10,3) | 5.209 | 5.193 | -0.3 | 10. 347 -0.7 -0.4
BIG | (6,3) | 2.624 | 2.615 | -0.4 | 5.076 | -3.3 | -2.9
BIG (13,5) | 3.311 | 3.502 | 5.7 7.132 7.7 1.8

TABLE 4.1 — Perturbations a un mode : Taux de croissance ; 7,,; est estimé par régression
logarithmique sur ||¢|| ; § indique I’écart relatif entre les taux linéaires et non-linéaires ;
doo et Oy, sont les écarts relatifs entre le taux de croissance o0 du mode (0,0) et
respectivement 27y, et 27, ; toutes les fréquences sont exprimées en 1073Qc;.

OU Vimaz = Vgmee = MaX,7Y,. La croissance du mode (0,0) est dominée par le terme
relatif au mode (m,n) le plus instable lorsque ¢t > sup 7, ou

qFqmaz
1 —1
T, = In H =1)s (4.12)
Q(Vmam - ,YQ) fQ'maz 00

En fonction du nombre, de la pondération relative des différents modes, de la distri-
bution des valeurs de 7, et de la durée de la phase linéaire, il est possible d’observer
une phase de croissance linéaire plus ou moins bien définie selon les cas pour le mode
(0,0). Le taux de croissance correspondant est proche de 27,4z

4.2.1 Taux de croissance dans la phase linéaire

Un bon accord est observé entre les taux de croissance linéaires et non-linéaires, avec
des erreurs relatives typiquement de I'ordre de 1%, et allant jusqu’a 5%, sur ’ensemble
des cas traités. Dans le cas des perturbations a 1 mode, la croissance du mode (0, 0)
avec un taux 7y = 27 est confirmée a quelques points pres. Le tableau présente
quelques exemples représentatifs.

Dans le cas d'une perturbation a deux modes, on vérifie dans un premier temps
I'orthogonalité des deux modes utilisés vis a vis de I'opérateur d’évolution temporelle :
les taux de croissance obtenus dans la phase linéaire sont proches de ceux obtenus dans
le cas ol ces modes sont injectés individuellement dans la perturbation (Table [£.2). On
observe dans un second temps que le taux de croissance du mode (0,0) se situe entre
les taux de croissances obtenus pour les cas a modes uniques soit

2 X Yimode1 = Y9(model) < yd(model + mode2) < yJ(mode2) = 2 X Yimoge2.  (4.13)

Cette relation ne peut conduire a une quelconque généralisation dans la mesure ou la
pondération entre ceux-ci dans le flux pilotant le mode (0,0) fait intervenir a la fois
— la géométrie de I'enveloppe,
— la valeur de ky,
— le taux de croissance a travers le facteur e**.
Dans les cas étudiés on a a la fois v > 1, kyo > kg1, et des enveloppes proches. Le
taux de croissance du mode (0,0) est en conséquence trés proche du double du mode
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(a) Estimation des taux de croissance dans la phase linéaire par régression globale et locale ;
droite de régression (trait continu bleu) sur les données non-linéaires et estimation affine
(pointillé vert) & partir du taux de croissance linéaire
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(b) Estimation de la fréquence réelle par détection du pic du spectre de puissance temporel

109

FIGURE 4.19 — Cas MEDIUM perturbé par le seul mode (10,3) : Détermination des
caractéristiques temporelles de la phase linéaire du code non-linéaire ; la fenétre tem-
porelle, utilisée pour calculer le spectre de (b), identifiée par la couleur verte, est la
fenétre optimale de régression déterminée en (a); des estimations de la position en
fréquence du pic sur le spectre sont obtenues par interpolation polynomiale du spectre
au voisinage du maximum discret en fréquence
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Cas Mode Viin Vnl 6(%) “Y00

SMALL (6,3) 1,588 1,648 |—2,546 | 3,498
SMALL | (10,5) | 1,872 1,853 |—0,982 | 3,498
MEDIUM | (6,3) 4,490 4,506 0,372 | 10,164
MEDIUM | (10,3) | 5,209 5,234 0,487 | 10,164
BIG (6,3) 2,624 2,625 0,049 | 7,086

BIG (13,5) | 3,311 3,002 5,774 | 7,086

TABLE 4.2 — Perturbation a deux modes : taux de croissance dans la phase linéaire.
Ecart relatif 0 entre les taux linéaires et non-linéaire ; 79 Taux de croissance du mode
(0,0)

le plus instable.

Le cas des perturbations par bains de mode est sensiblement plus complexe. Certains
des modes parmi les moins instables peuvent en effet voir leur phase linéaire réduite a
néant par la conjonction de deux phénomenes : d'une part la durée de la phase tran-
sitoire augmente sensiblement, et d’autre part la saturation due au niveau du mode
(0,0) intervient relativement plus précocement puisque ce dernier est majoritairement
conditionné par ’évolution des modes les plus instables. Si I’on exclut ces modes pour
lesquels la notion de phase linéaire n’a plus de sens opératoire, on observe un bon ac-
cord entre taux et fréquences linéaires et non-linéaire méme dans le cas des bains de
modes. Les écart relatifs restant du méme ordre que dans le cas des perturbations a un
mode.

Considérons tout d’abord le cas test SMALL, perturbé par un bain initial de 25 modes
de méme amplitude sélectionnés dans le plan (m,n) autour du mode le plus instable.
L’accord entre taux linéaire et non-linéaire reste bon (de I'ordre d’1%) pour une ma-
jorité de modes mais la saturation précoce de certains modes conduit a une sous-
estimation du taux de croissance pour les modes concernés. Les quelques écarts impor-
tants ne sont donc pas tant diis & un désaccord entre taux linéaires et non-linéaires,
qu’a la faible durée de la phase linéaire proprement dite : on peut réduire ces écarts en
adaptant les limites de la fenétre de régression jusqu’a une limite ou la notion méme de
phase linéaire perd son sens. Le mode (0,0) conserve une phase de croissance linéaire
large, avec un taux de 3, 63 x 1073Q ¢, légérement inférieur au double de celui du mode
le plus instable (10,5), qui vaut 1.872 x 1073Q¢;.

Considérons maintenant un cas extréme, le cas test BIG, perturbé par les 237 modes les
plus instables obtenus par I'analyse linéaire. Les taux de croissance linéaires s’étendent
sur une large plage de valeurs de 2,8 x 107°Q¢; & 3,3 x 1073Q¢;. La croissance du
mode (0,0), qui pilote la saturation des modes linéaires, se produit & un taux de
5,65 x 1073Q¢;, inférieur au double du taux du mode le plus instable (13,5) avec
3,46 x 1073Q¢;, mais supérieur au double de nombreux autres. Pour un mode a bas
taux ou particulierement sensible aux variations du mode (0,0), le démarrage de la
phase de saturation va se produire antérieurement a ce qu’il serait si la perturbation ne
contenait que ce mode. La fenétre de croissance linéaire entre le transitoire initial et la
saturation va étre considérablement réduite, voire réduite a néant. Sur la figure |4.2.1],
on peut noter la grande dispersion des écarts entre taux linéaire et non-linéaire. Pour
une grande majorité de modes, les écarts restent de 'ordre de quelque points. Pour
certains modes le taux non-linéaire n’a plus de sens attendu qu’il n’a plus de phase
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Mode | v Inl (%)

(8,3) 1,691 1,585 |—6,300
(9,3) 1,716 1,662 |—3,127
(10,3) 1,728 1,692 |—2,084
(11,3) 1,731 1,684 |—2,752
(12,3) 1,728 1,630 |—5,683
(8,4) 1,805 1,691 |—6,351
(9,4) 1,832 1,785 |—2,589
(10,4) 1,845 1,839 |—0,317
(11,4) 1,846 1,798 |—2,598
(12,4) 1,839 1,786 |—2,883
(8,5) 1,828 1,861 1,826
(9,5) 1,859 1,819 |—2,125
(10,5) 1,872 1,855 |—0,869
(11,5) 1,871 1,833 |—2,039
(12,5) 1,860 1,719 |-7,601
(8,6) 1,765 1,555 +11,895
(9,6) 1,802 1,779 | —1,269
(10,6) 1,815 1,768 | —2,642
(11,6) 1,813 1,791 |—1,218
(12,6) 1,799 1,704 |—5,266
(8,7) 1,608 1,392 +13,440
(9,7) 1,654 1,653 |—0,050
(10,7) 1,670 1,590 |—4,802
(11,7) 1,666 1,645 |—1,265
(12,7) 1,646 1,591 |—3,363

(a) SMALL - 25 - Régression sur ||¢||2 - Les
taux non-linéaires sont majoritairement sous-

estimés.

-8 -6 -4 -2 0 2
|¢]l, regression : 27 (1%)

— nllinear fit (8;7) ~,,=1.39362667416-10° Q¢
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— nonlinear (8;7) e
20k Fit region (linear phase) L . |
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Q,
0 . .
— nllinear fit (0,0) v,,=3.6397156323 -10-*11
o — nl(0;0)
Fit region (linear

all2)

log([|6,.,
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Qut

(b) SMALL -25 Distribution des écart relatifs des taux de
croissance (Yni — Yiin)/Yiin - Saturation du mode (8,7) &
I'intérieur de la fenétre de régression - Taux de croissance
du mode (0,0)

FIGURE 4.20 — Cas test SMALL - Bain de 25 modes au voisinage du plus instable
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linéaire discernable. Le mode (13,5), le plus instable, possede une phase linéaire bien
définie. Pour le mode (12, 6), en revanche, plus sensible au variations du mode (0, 0),
il n’est plus possible de distinguer clairement de phase linéaire.

250, T T T T T 25

200F

150F
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70500 0 500 1000 1500 2000 2500
l|¢ll, regression : 2= (\%) ¢, regression : 2= (\%)

(a) BIG - Bain de 237 modes - Répartition des écarts sur les taux de croissance (Vni — Yiin)/Viin

-1.0

— nllinear fit (13;5) ~,,=3.51760609799-107*Q, — nllinear fit (1;2) ~,,=0.763950641004-10* Q,

- - analytical linear (13;5) 7,=3.31107227711-107%0Q, - - analytical linear (1;2) ~,=0.325586275275 107" Q;
. i -1.5¢ . 1
of — nonlinear (13;5) 7 4 — nonlinear (1;2)
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log(llém,all2)
1og([lén,qll2)
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(b) BIG - Bain de 237 modes - Le mode (13,5) possede une phase linéaire bien définie - Dans le cas
du mode (1,2), ce n’est plus le cas

FI1GURE 4.21 — Phase linéaire pour un bain de 237 modes - Mise en évidence de I’absence
de phase linéaire proprement dit pour certains modes

4.2.2 Fréquences dans la phase linéaire

En tenant compte du fait que I'estimation des fréquences réelles est limitée en pré-
cision par le faible nombre de périodes du signal dans la phase linéaire (typiquement
deux a trois périodes), on observe également un bon accord entre les estimations de
fréquences non-linéaires et les fréquences linéaires. Les écarts en valeur absolue, entre
les fréquences linéaires et les fréquences de pic discretes sont toujours inférieurs a la
résolution en fréquence. La correction des effets d’échantillonnage s’effectue par inter-
polation polynomiale (quadratique ou cubique) du spectre au voisinage du maximum
discret. Les écarts relatifs observés entre ces estimations et les fréquences linéaires sont

de I'ordre de quelques points (voir Table [4.3)).
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Cas Mode | wiip Winaz Aw Wparab Sparab (Y0)

SMALL (6,3) —3,186 | —3,351 0,838 | —3,015 | —5,382
SMALL (10,5) | —5,507 | —5,745 | 0,957 | —5,531 0,423
MEDIUM | (6,3) |—10,584 | —9,864 1,644 | —10,281 |—2,870
MEDIUM | (10,3) [—10,094 | —8,343 2,086 |—10,104 | 0,102
BIG (6,3) | —3,254 | —3,830 | 0,957 | —3,323 | 2,128

BIG (13,5) | —5,369 | —5,362 1,340 | —5,338 |—0,571

TABLE 4.3 — Perturbation a un mode : Fréquences réelles ; w,,.. : fréquence correspon-
dant au maximum discret ; Aw : résolution de la grille en fréquence ; wyarap : Position du
pic de fréquence obtenu par interpolation parabolique; dpqqqp : écart relatif avec wy, ;
les fréquences sont exprimées en 1073Qc.

Cas Mode | wiip Winaz Aw Wparab Sparab (Y0)

SMALL (6,3) | —3,186 | —3,723 | 0,931 | —3,071 |—3,609
SMALL (10,5) | —5,507 | —5,745 | 0,957 | —5,445 |—1,130
MEDIUM | (6,3) [—10,584 | —8,599 | 2,150 | —9,558 |—9,699
MEDIUM | (10,3) [—10,094 | —8,343 2,086 |—10,120 | 0,260
BIG (6,3) | —3,254 | —2578 | 1,289 | —2,432 +25,259

BIG (13,5) | —5,369 | —5,362 1,340 | —5,112 |—4,785

TABLE 4.4 — Perturbation par 2 modes : Fréquences réelles ; w,,., : position du pic de
fréquence sur la grille - Aw : résolution de la grille en fréquence - wpyqrqp : position du
pic en fréquence obtenue par interpolation parabolique; d,4rqp : écart relatif avec wy,
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FIGURE 4.22 — CAS SMALL : perturbation & 1 mode par (10,5) ; évolution de ’enve-
loppe radiale du mode (10, 5) a trois instants clés de la croissance initiale ; par construc-
tion, les enveloppes coincident exactement a ¢ = 0 (non représenté) ; I’excursion maxi-
male durant le transitoire a lieu a t = 93,7505} ; la coincidence en module apparait a
t = 843Q; et plus tardivement en phase a t = 15009257

4.2.3 Géométrie des enveloppes radiales dans la phase linéaire

La comparaison de la géométrie des enveloppes radiales des modes est effectuée

de deux manieres. L’inspection visuelle des profils radiaux du module et de la phase
(argument) permet une premieére évaluation de la congruence des profils linéaires et
non-linéaires.
Dans un second temps, la structure simple (unimodale) de ’enveloppe des modes per-
met le suivi temporel d’un petit nombre de parametres caractéristiques. Le compor-
tement observé est identique pour tous les cas considérés. Une distortion légere de
I’enveloppe du mode est observée lors de la phase transitoire initiale, apres laquelle I'en-
veloppe non-linéaire converge vers 1’enveloppe linéaire, a la fois en module et en phase
(Figure . L’erreur relative sur les modules respectifs des modes non-linéaires et
linéaires culmine a quelques points de pourcentage durant le transitoire puis reste infé-
rieure & 1% lors de la phase linéaire. L’enveloppe du potentiel électrostatique moyenné
en (z,1) converge durant le transitoire vers le profil asymptotique correspondant a la
phase linéaire, en cohérence avec I’évolution prédite par 1’équation A Tissue de
cette phase de convergence initiale, les variations de ’enveloppe normalisée sont né-
gligeables dans la phase de croissance linéaire proprement dite. Sur la figure sont
représentés, a titre d’exemple, les évolutions respectives de I’enveloppe du mode (0, 0)
du potentiel ainsi que du champ de cisaillement poloidal correspondant a quelques
instants clés du début de la phase linéaire, dans le cas d'une perturbation a 1 mode.
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FIGURE 4.23 — Cas SMALL : perturbation & un mode par (1
veloppes radiales du potentiel électrostatique moyenné en (z, v
dérive poloidale moyenne (b) au début de la phase linéaire.

0,5); évolution des en-
) (a) et de la vitesse de

4.3 Comparaison des modeles a ’approche de la
saturation

Ayant vérifié la coincidence des trois modeles dynamiques dans la phase de crois-

sance linéaire, nous pouvons maintenant examiner la divergence entre les trois modeéles
a 'approche de la premiere saturation. Rappelons rapidement les hypotheses sous-
tendant les modeles linéaires adiabatiques a 1 mode et quasi-linéaire pour la description
de la dynamique d’un mode de Fourier (m,n). Le modele quasi-linéaire suppose que la
dynamique du mode est pilotée par le couplage de ce mode avec le champ moyen (0, 0)
variable dans le temps. Le modele linéaire adiabatique a 1 mode suppose que la dyna-
mique peut-étre adéquatement décrite a un instant ¢ en utilisant les caractéristiques du
mode propre le plus instable provenant du spectre calculé a partir des champ moyens
(0,0) a l'instant ¢.
La divergence entre le modele quasi-linéaire forcé et le modele non-linéaire apparait
des lors que les couplages avec les modes autres que (0,0) ne sont plus négligeables.
La divergence entre le modele quasi-linéaire forcé et le modele linéaire adiabatique a 1
mode apparait pour deux raisons intimement liées :

— les modifications du spectre entre deux instants ¢; et ¢;,,1 sont telles que la pro-
jection du mode propre calculé a t; sur la bases de vecteurs propres calculée a t;, 1
couvre un large sous-espace : cet étalement spectral implique que les caractéris-
tiques dynamiques d'un unique mode ne peuvent plus représenter adéquatement
la dynamique.

— les variations du champ (0, 0) sont trop rapides pour assurer une séparation des
spectres en temps du mode (0,0) et du mode (m,n).

La distinction entre ces deux sources de divergence supposerait un troisieme modele,
ou l'on effectuerait a chaque instant une projection du mode sur la base complete de
vecteurs propres (stables y compris) a ¢; de maniere a calculer sont évolution jusqu’a
t;11. Cette approche se révele par trop cotiteuse en regard I'information quelle apporte :
le modele quasi-linéaire forcé permet de maniére peu cotiteuse d’obtenir I’évolution du
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mode de Fourier, et le modele linéaire permet d’apprécier si cette évolution peu se
résumer a une variation paramétrique aisément quantifiable.
Du point de vue du modele linéaire, le phénomeéne de saturation se traduit par une sta-
bilisation du mode. La quantité qui varie le plus notablement est le taux de croissance
qui tend vers 0. Au voisinage de la stabilité, la fréquence du mode varie peu et le pro-
cessus de saturation est comme on le verra trop court en regard de la période du mode
pour que cette variation soit mesurable dans les autres modeles. La bande de fréquence
correspondant au mode initial reste dominante tout au long de la simulation pour ces
deux derniers modeles. C’est donc en priorité sur le taux de croissance que peuvent
porter les comparaisons. Les quantités correspondantes pour les modeles non-linéaire
et quasi-linéaire forcé sont celles qui coincident avec le taux de croissance linéaire dans
la phase linéaire, a savoir les dérivées logarithmiques en temps de fonctionnelles locales
ou globales du mode. Notons qu’a la différence du modele linéaire, les modes de Fourier
des modeles quasi et non-linéaires ne sont a priori pas factorisables en le produit d’une
enveloppe radiale lentement variable et un facteur global d’évolution temporelle rapide.
Il est donc nécessaire d’observer en sus l’évolution de la géométrie de I'enveloppe, afin
d’estimer la pertinence de la comparaison des taux de croissance.
La stabilisation d'un mode de Fourier (m,n) peut étre attribuée a deux mécanismes
distincts
— la variation non-linéaire du champ (0, 0) sous l'effet du champ turbulent conduit
a apparition de ’écoulement zonal et a une relaxation congruente des profils
radiaux moyens.
— les couplages non-linéaires avec les modes autres que (0,0) conduisent a un
transfert d’énergie du mode perturbé vers le reste du spectre.
Comme on peut le présager au vu des évolutions spectrales décrites précédemment,
les deux mécanismes peuvent a priori entrer en jeu dans le cadre des simulations non-
linéaires. La divergence entre le modele quasi-linéaire forcé et le modele non-linéaire
permet d’identifier la présence du second mécanisme.
Le premier mécanisme, seul responsable de la saturation des modeles linéaires et quasi-
linéaires peut lui-méme étre compris comme la combinaison de plusieurs effets liés a
I'évolution du mode (0, 0).

1
0
nk” — kﬁdT'UjO

w — nkyv;) — kyd,of

2 3

gzzfﬁ(w,r) (4.14)

@j;}z(wu T) -

La relaxation des profils moyens entraine d’une part une variation des gradients (terme
1 dans ’équation) pouvant amener le systeme sous le seuil pour le mode considéré, et
d’autre part un décalage asymétrique des poles résonants (terme 2) qui peut lui aussi
stabiliser le mode. La croissance de I’écoulement zonal entraine en sus l'existence d'un
champ de cisaillement en vitesse poloidale (terme 3). La variation radiale du décalage
Doppler résultant peut aussi conduire a la stabilisation du mode. Dans tous les cas
test abordés ce dernier terme ne semble pas jouer de réle prépondérant dans la satura-
tion initiale : les résultats obtenus par le code linéaire en le supprimant artificiellement
sont identiques (a la tolérance requise de la part du code pres) aux résultats bruts. La
saturation peut donc étre essentiellement attribuée a la relaxation des profils moyens,
particulierement a travers les variations des gradients.

Dans le cas des perturbations a un mode, les modeles non-linéaires et linéaires sont en
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FIGURE 4.24 — Cas test SMALL ; comparaison des pseudo taux de croissance des mo-
deles quasiliénaire (QL) et nonlinéaire avec le taux de croissance linéaire ; perturbation
a 1 mode respectivement par (6,3) (a) and (10,5) (b).

accord jusqu’a la premiere saturation. Le modele linéaire quant a lui prédit une satura-
tion plus précoce (Figure . La saturation peut donc étre attribuée exclusivement a
I'influence de I’écoulement zonal. La divergence apparaissant entre le modele linéaire et
le modele quasi-linéaire peut quant a elle étre attribuée a la variation rapide du mode
(0,0), qui viole I'hypothese d’adiabaticité. Il est important de noter que durant cette
premiere phase de saturation la géométrie de I'enveloppe du mode est peu perturbée
dans le cas des codes non-linéaires et quasi-linéaires, alors que celle du mode linéaire
montre un léger élargissement.

Dans le cas des perturbations a spectre large, le mécanisme de saturation est plus
complexe. Les modeéles non-linéaires et quasi-linéaires divergent, impliquant une in-
fluence non-négligeable des couplages non-linéaires avec les modes autres que (0,0),
qui apparaissent ici en grand nombre (Figure .

Considérons le cas de deux modes, différents par leur taux de croissance initial, pour le
cas test SMALL : le mode (6, 3) et le mode (10, 5), qui est le plus instable dans tout le
plan spectral pour 1’équilibre initial. Ainsi qu’on peut le voir en comparant les figures
14.24] (b) et |4.25( (b), les dynamiques de saturations de (10, 5) sont similaires dans le cas
d’une perturbation & 1 mode ou a large spectre, avec des temps de saturation (durée
estimée entre la fin de la phase linéaire et la premiére annulation du taux de croissance)
de I'ordre de 2000€2;;. Cet accord n’est pas surprenant : au cours de la phase linéaire,
dans le cas du bain de modes, le flot turbulent est de plus en plus dominé par le mode
(10,5) qui est le plus instable; le terme source pilotant I’évolution de ’écoulement zo-
nal va donc approcher celui du cas ou seul (10,5) est seul présent.

Dans le cas du mode (6, 3), visible sur les figures (a) et (a)), on peut tout
d’abord remarquer que le processus de saturation est plus lent, pour les trois modeles
dynamiques, dans le cas d’une perturbation a large spectre, avec un temps de premiere
saturation de I'ordre de 8000€257. Si I'on considére uniquement le modele quasi-linéaire,
afin d’exclure l'effet des couplages non-linéaires, il semble que l'efficacité en terme de
stabilisation de la rétroaction du mode (0,0) sur le mode (6,3) soit plus importante
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FIGURE 4.25 — Cas test SMALL; comparaison des taux de croissances apparents
des modes de Fourier du potentiel électrostatique des modeles non-linéaires et quasi-
linéaires avec les taux de croissance linéaires dans le cas d’une perturbation par 239
modes ; extraits des données pour les modes (6, 3) (a) et (10,5) (b).

lorsque le mode (0,0) est généré exclusivement par (6,3) (Figure (a)). Ce phé-
nomene est observable méme dans le cas d’une perturbation a deux modes, (6,3) et
(10,5). Le caractere dominant de (10,5) dans ’évolution du mode (0, 0) suffit a briser
la corrélation entre (6,3) et (0,0) (Figure [4.26).

Dans le cas de la perturbation & deux modes par (10,5) et (6,3) (Figures [4.26] (b) et
(c)), on peut observer un fait notable. Le mode le plus instable (10, 5), qui pilote 1’évo-
lution de I’écoulement zonal, est le premier conduit a la saturation par la rétroaction
du mode (0,0), permettant ainsi au mode (6,3) d’atteindre un niveau plus élevé que
(10,5). Il apparait que dans ce cas, une estimation naive de la composition du spectre
turbulent a partir des seuls taux de croissances calculés a 1’équilibre serait erronée.
La saturation précoce des modes les plus instables par 1’écoulement zonal peut donc
conduire a une inversion de la prépondérance de certains modes dans le spectre. En
d’autres termes, la relaxation vers la stabilité marginale n’est pas un processus uni-
forme dans le plan spectral (m,n), comme on peut le voir sur les cartes de taux de
croissance linéaire Figure [4.27]

On peut en outre noter un accord remarquable entre le taux de croissance linéaire et le
modele non-linéaire au début de la saturation (Figure m (a)) entre t = 4000} et
t = 6000§25;). Cet accord apparent ne doit absolument pas étre vu comme la marque
du succes du modele linéaire a prévoir la dynamique du mode : l'effet des couplages
non-linéaires, visible par comparaison avec le modele quasi-linéaire, compense partiel-
lement la divergence entre les modeles. Le bon accord entre le modele linéaire et le
modele quasi-linéaire entre t = 6000957 et t = 10000957 (Figure m (a)), peut en
revanche étre considéré comme le signe que la condition d’adiabaticité est a nouveau
valide, en raison d’un ralentissement de ’évolution du mode (0,0) di a la saturation
des modes les plus instables (Figure [4.25] (b)).
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FIGURE 4.26 — Cas test SMALL ; enveloppe radiale du potentiel électrostatique en
norme L ; (a) perturbation par un mode unique (6, 3); (b) perturbation par (6,3) et
(10,5); (c) perturbation par un bain de 237 modes
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FIGURE 4.27 — Cas test SMALL perturbé par un bain de 237 modes ; carte de taux de
croissance linéaire dans le plan spectral pour 'équilibre initial (a) et calculée a partir
des champs moyens extraits des données de simulation non-linéaire a Q¢ t = 6094 (b).
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4.4 Conclusions et remarques

L’ensemble des simulations non-linéaires effectuées répond a deux problématiques :
d’une part une vérification de la consistance des modeles dynamiques développés, et
d’autre part une analyse des mécanismes de saturation initiale de l'instabilité. Les
comparaisons effectuées dans la phase linéaire, durant laquelle les trois modeles dyna-
miques proposés doivent coincider, permettent une validation croisée des codes associés
a chacun des modeles. L’analyse des résultats a montré un bon accord, tant sur le plan
des caractéristiques temporelles, dans la limite des possibilités de leur détermination,
que des caractéristiques géométriques des modes les plus instables. Notons que cette
validation ne peut a proprement parler étre considérée comme complete, dans la me-
sure ou ni les modes linéairement stables ni les modes faiblement instables n’ont fait
I'objet de comparaisons croisées. L’accord des trois modeles sur les modes qui de fait
dominent le champ turbulent a l'issue du transitoire initial peut néanmoins a toutes
fins pratiques étre considéré comme un critere de validation suffisant. Outre cette vali-
dation croisée, qui permet d’établir une consistance interne au modele multi-water-bag,
les caractéristiques génériques de la dynamique du systéme correspondent a ce qui est
habituellement observé pour ce type de scénario de simulation : relaxation des gra-
dients moyens, apparition d’écoulements zonaux importants qui dominent un champ
turbulent a large spectre.

Le lecteur pourrait s’étonner a ce stade de I’absence de comparaisons quantitatives du
code non-linéaire avec un code extérieur, de la méme maniere que cela a été fait avec
les modele cinétique continu. Ce type de comparaisons a été envisagé,avec la version
4D du code semi-langrangien GYSELA([31}, |34]), mais abandonné pour plusieurs rai-
sons qu’il est utile de mentionner. Premierement, a la différence du modele linéaire, il
n’existe pas d’équivalent du modele cinétique continu : toute comparaison devrait donc
tenir compte de la résolution en vitesse parallele effectivement utilisée dans chacun des
codes, a savoir le nombre de bags et taille de grille respectivement. Secondement, un
nombre de cas-test (équilibre et perturbation) important devrait étre utilisé pour que
les comparaisons obtenues puissent étre considérées comme autres qu’anecdotiques.
Enfin, les comparaisons avec le modele cinétique continu dans le cadre de I'analyse
linéaire ont montré, pour les distributions a faible nombre de bags, une grande sensibi-
lité des résultats a la distribution des contours initiaux pour les faibles valeurs du taux
de croissance. Cette variabilité se retrouvera nécessairement a la saturation de I'insta-
bilité. Notons tout d’abord que les comparaisons effectuées dans le cadre de 'analyse
linéaire pour le modele multi-water-bag et de la validation de la phase linéaire d’une
part, et dans [31] en ce qui concerne GYSELA d’autre part, impliquent qu’on observera
nécessairement dans la phase de croissance linéaire un accord des codes similaire a ce-
lui obtenu pour les résultats linéaires. A I'approche de la saturation, les idiosyncrasies
propres a chaque modele (résolution et distribution des noeuds de la grille en vitesse
parallele) feront nécessairement apparaitre des différences, dont les causes exactes se-
ront difficiles & analyser, en raison de la variabilité propre a chaque modele. Obtenir
des résultats significatifs dans ce cas nécessiterait un balayage paramétrique trés im-
portant, au risque de ne pouvoir conclure qu’a une évidence, a savoir que la variabilité
des résultats obtenus par des des modeles "non-convergés" est trop importante pour
que les comparaisons soient significatives. En raison du colit important en temps de
calcul et de traitement que nécessiteraient de tels scénarios de comparaisons, et malgré
leur intérét intrinseque, le bénéfice attendu n’a pas semblé justifier leur mise en oeuvre.
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La question qui a guidé la démarche d’analyse des mécanismes de saturation initiale
de l'instabilité est de savoir dans quelle mesure on peut rendre compte de 1’évolution
du systeme a partir de données de I'analyse linéaire. Ayant observé un bon accord des
trois modeles dans la phase de croissance linéaire, on peut en conclure qu’il est possible
de prévoir I'état complet du systeme, écoulements zonaux compris, a l'issue de cette
phase uniquement a partir des données d’analyse linéaires, relativement peu cotiteuses
a obtenir. Les comparaisons entre les trois modeles a la saturation initiale ont permis
d’établir que dans les cas considérés, la premiere saturation résultait essentiellement
de la relaxation des gradients due a l'apparition de écoulements zonaux. La rapidité
d’évolution des champs moyens dans cette phase de saturation initiale rend caduques
les hypotheses d’évolution lente sous-tendant le modele linéaire "adiabatique". En outre,
le processus de saturation n’est pas uniforme dans le plan spectral. Une conséquence
importante de ce fait est que le spectre obtenu a l'issue de la saturation peut étre
sensiblement différent du spectre en fin de phase linéaire. De méme, la structure des
écoulements zonaux peut subir des modifications importantes durant la saturation. Une
différence notable de comportement est observée entre les cas de perturbations a peu de
modes et a spectre large, les mécanismes de rétroaction avec I’écoulement zonal étant
bien plus marqués dans le premier cas. Ces différences ont deux conséquences : d'une
part, tout résultat obtenu pour un systéme a peu de modes doit étre extrapolé avec
la plus grande prudence (voire pas du tout). D’autre part, la plus grande continuité
de comportement dans le cas des perturbations a spectre large, permet d’envisager des
cas ou un modele quasi-linéaire, bien que strictement inexact, pourrait présenter un
accord tolérable avec les données brutes. Il est utile de rappeler que les cas-tests sélec-
tionnés, pour lesquels les gradients d’équilibre sont importants et fortement localisés,
et les domaines radiaux assez étroits, conduisent a la générations d’écoulements zonaux
tres marqués et exacerbent les divergences entre les différents modeles.
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5.1 Modele - Contours d’équilibre

5.1.1 Configuration magnétique

Le champ magnétique de confinement est ici considéré dans une configuration sim-
plifiée : les surfaces magnétiques sont des tores concentriques et la configuration n’ad-
met pas de point X. Si certains effets géométriques (excentricité des surfaces magné-
tiques, anisotropie poloidale, modulation toroidale de Iintensité du champ) sont négli-
gés, les caractéristiques majeures de la configuration Tokamak dans le volume intérieur
a la derniére surface de flux fermée sont préservées. En coordonnées toriques (r, v, ),
sur le volume défini par ¥, ¢ € [0; 27], rpin < r < a le champ magnétique confinant a
pour expression

BORO r
B = B(bﬂeﬁ + bwew) — T <qRe§ ‘I— e<,0> 3 (51)
ou R = Ry + rcos?d, Ry,a sont respectivement les grands et petit rayons du tore.
Le parametre ¢ = ¢(r) désigne le facteur de sécurité et s(r) = rd,Inqg traduit le

cisaillement des lignes de champ ("shear"). La dépendance radiale du facteur de sécurité
est représentée par un profil parabolique ¢ = qo+¢2(r/a)?. Par la suite, les dépendances
radiales seront repérées en fonction de r ou de sa valeur normalisée au petit rayon du
tore x = r/a, voire du facteur de sécurité ¢. Les champs dérivés intervenant dans
I'expression de la dynamique ionique, en négligeant les termes d’ordre supérieur a 2 en
e» = r/ Ry, s’explicitent en

B 1
L =% (— cos e, + sinvey) , (5.2)

olt les corrections d’ordre €2 = (r/R)? sont négligées[]

VB b )
b x 5 = Ef (— sin e, — cosvey), (5.3)
b -2
Vxb= E@ <_ sin ve, — cos ey + ’ Se@> (5.4)
q

5.1.2 Modele multi-water-bag multi-faisceau

La fonction de distribution ionique est modélisée par une distribution multi-water-
bag en v, et multi-faisceau en y :

Fostv, ) =32 AgH (vi(et) = v)) 6 (n— ) (5.5)
Iy
ou H dénote la fonction de Heaviside et ou 'on utilise la convention d’indexation
algébrique sur les indices paralleles des contours j = —N,...,—1,1,..., N
Vi:j>0=>A4;,>0 (5.6)
Vl,j . A—j,l = _Aj,l (57)

(5.8)

1. Cette approximation revient a identifier I'intensité du champ B a la valeur de la composante
toroidale dominante B, .
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Par défaut les sommations s’entendent sur tout le spectre des indices, soit

(o) = 3 D). (5.9)
75l ]T;ON =1

Afin d’alléger les notations, on adoptera par la suite les conventions suivantes.

o Lorsque le contexte ne nécessitera pas la distinction d’indice en j,[, les paires
d’indices j, [ pourront étre remplacées par un indice générique indexant tous les
couples possibles.

¢ Lorsque cela n’entrainera pas d’ambiguité et permettra d’alléger les notations,
la valeur y; et I'indice [ seront dénotées toutes deux par .

o Lorsque le regroupement de paires de contours —j, j sera effectué, notamment
dans le traitement des grandeurs d’équilibres symétriques, les bornes de som-
mation seront explicitées.

La substitution de dans I’équation de Vlasov gyrocinétique conduit aux 2N x N,
équations de transport des contours

d
8,51)]"u +Vac - ij# = (;2') , (5.10)
avec 9
1 - U5 VB ¢VJ.0
Voo = — b Ju b+b S & 11
GC ftj# [UJH + QCIV X + X ( B + B >] ) (5 )
dU”
— b+ — b B+ — 12
(dt) Fon ( * QCIV 8 ) (m VBT V‘m> (5.12)
et
Fop =1+ "5V x b. (5.13)
QCI

L’équation de quasi-neutralité avec dérive de polarisation et électrons "adiabatiques"

n? n?
-V Vig (9= (D)rc) =D ApTuvju — ngs (5.14)
BQC I T o
ou l'on assimilera le gradient perpendiculaire a sa restriction aux variables (r, ) et ou
la moyenne (-) ¢ est assimilée a la moyenne en (¥, ¢) sur les surfaces de flux r = cte.

5.1.3 Contours d’équilibre

Le choix d’une distribution d’équilibre appropriée pour I’étude des instabilités de
gradient de température ionique dans le cadre du modele gyrocinétique n’est pas trivial.
Laissons un instant de coté les spécificités propres au modele multi-water-bag. Suivant
le méme raisonnement que dans le cas cylindrique, on peut supposer établi un équi-
libre thermodynamique local sur les surfaces magnétiques. La fonction de distribution
ionique d’équilibre est alors une Maxwellienne locale

nlr r v? B(r, 9
flc(r, 9, vy, p)dPo o ;(i) ng(;q;) exp (— 12 —;Z") ( )> dvydp (5.15)

ou n(r),T(r) sont les profils radiaux de densité et température. Un caractéristique
importante de cette forme d’équilibre est qu’il n’est pas une solution stationnaire de
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I’équation de Vlasov gyrocinétique. Si, dans le cadre de 'analyse linéaire, les pertur-
bations causées par cet écart a la stationnarité induisent des corrections en général
minimes sur les caractéristiques de l'instabilité, ce n’est pas le cas des simulations
quasi ou non-linéaires. Dans ce cas en effet, le systeme va en priorité chercher a re-
tourner a I’équilibre par la génération de champ électrique important, essentiellement
du mode (0,0), et ainsi masquer voire empécher le développement de l'instabilité :
I’excursion radiale des trajectoires ioniques due aux dérives de courbure et de gradient
génere une séparation de charge responsable de 'apparition de ces champs. Cet écueil
est évité par l'utilisation d’une distribution Maxwellienne dite canonique. Cette der-
niere est construite comme une fonction des invariants hamiltoniens des trajectoires
d’équilibre, ce qui permet d’assurer sa stationnarité. Dans le cas d'un équilbre sans
champ éléctrique, ces invariants sont 1’énergie £ = %vﬁ + puB (comme dans le cas
local) et le moment toroidal P, qui est conservé dans une configuration axisymétrique.
La dépendance en r (qui n’est pas un invariant) de la Maxwellienne locale est donc
remplacée par une dépendance en P,.

f=c(Pp)exp(=E/T(F,)), (5.16)

o B = E(r,9,vy, 1), P, = Py(r, 9, v, t). Une différence notable entre la Maxwellienne
locale et la Maxwellienne canonique est la brisure de la symétrie en vitesse parallele
(voir 21}, |43]). Comme il est noté dans [43], si le choix d’'une Maxwellienne locale en
place d’'une Maxwellienne canonique a des conséquences importantes sur la structure
et l'intensité des écoulements zonaux dans le cadre de simulations non-linéaires, I'im-
pact de ce choix est faible dans le cadre d’'une analyse linéaire. Nous pourrons donc
considérer 1’équilibre de référence comme caractérisé par une Maxwellienne locale sans
craindre une pertubation importante des résultats.

Recherche de contours axisymétriques stationnaires

Afin de caractériser les contours d’équilibre, cherchons les solution stationnaires
axisymétriques de en I'absence de champ électrique. Les conventions de norma-
lisation définies Table sont adoptées ou les quantités de références sont prises en
r =a/2 et ¥ = 0. Un contour stationnaire axisymétrique v,,(r,?) est solution de

: B VB
[vj“bjLUngbJrubva] ~iju+ub~VB+,uvj#7-be:0 (5.17)

2
(i)
Dans la configuration magnétique adoptée, le terme u(V x b) - % est négligeable, et

par substitution de (5.3]) et (5.4) on obtient

1 UQ. U2- 19
5819 <%“ + ,uB) — (,u + é“) (sin V0,v;, + CO:%w) = 0. (5.18)
o(1) O(p*=~10—2)

En tenant compte de ordering indiqué dans (5.18)), considérons tout d’abord la forme
approchée de I’équation

v2
Dy (;“ + uB) =0, (5.19)



Modeéle - Contours d’équilibre 127

qui traduit formellement la conservation de I’énergie sur une surface magnétique. En
supposant connu le profil radial v;,(r,?) on obtient

Vi, 0) = £/vj(r, 90)2 + 2u(B(r, ) — B(r,9)), (5.20)

sous réserve que 'argument de la racine soit positif. Notons tout d’abord que l'inva-
riance de I’équation approchée par changement du signe de v;, implique l'existence de
deux solutions identiques au signe pres. En supposant que 1’'on a construit une distri-
bution symétrique en ¥ = ¥y avec V_;(r,vy) = —Vj(r,vy), cette propriété peut-étre
étendue a la solution approchée en choisissant pour Vj(r,?) la branche de méme signe
que Vj(r,vy). Nous supposerons par la suite que c’est le cas lorsque la solution appro-
chée est considérée. Considérons maintenant un point ry du domaine radial et notons
Binar = B(ro, ). Si Vi(ro,90)% + 2u(B(ro, o) — Bmaz) > 0 alors |Vii(rg,9)| > 0 pour
tout ¥. Les branches positives et négatives restent distinctes, et le bag est topologique-
ment ouvert. Dans le cas contraire, en raison de la monotonie en ¥ de B(rg, ) il existe
un angle limite ¥y, tel que Vi ;(ro, Yyim) = 0, au-dela duquel les contours ne sont plus
définis. Les branches positive et négative du bag se rencontrent en ¥, et le bag y est
topologiquement fermé. La distinction ouvert/fermé que nous faisons ici correspond
formellement aux classes de particules passantes/piégées dans un Tokamak. Il est ce-
pendant préférable d’éviter d’accoler aux contours les adjectifs passant /piégé et ce pour
plusieurs raisons. Tout d’abord, en fonction du profil radial en 9y, un méme contour
peut-étre alternativement ouvert et fermé lorsque r varie. D’autre part, a chaque bag
est associée une classe de particules dont la vitesse parallele est encadrée par les valeurs
des contours : un bag ouvert "contient" donc toujours des particules piégées, bien que
la topologie de son contour soit celle des trajectoires passantes.

Revenons a I’équation . Elle peut-étre intégrée en utilisant une méthode de ca-
ractéristiques. Prenant comme point de départ dans I'espace (r, %, v)) un point Fy tel
que r = 19,0 = Uo,v) = Vj(ro), on construit la caractéristique passant par P, par
intégration sur t de

@—— —|—Uj sin ¢
i "B
d9 1 vt )
dU” 8193
s
q

En faisant varier ry on peut ainsi générer un faisceau de caractéristiques a partir des-
quelles on reconstruit par la suite v;,(r,?) par interpolation ([54]). L'intérét de cette
méthode, par comparaison avec une méthode d’intégration suivant 1, réside dans le
comportement au voisinage des points de rebroussement pour lesquels la vitesse pa-
rallele s’annule et change de signe. Lorsque 1'on integre en 1, la solution connait des
variation brutales avant 'annulation a I’angle limite, rendant I'intégration plus difficile
(il faut de fait déterminer le support de la solution en méme temps que la solution
elle-méme). A I'opposé, le comportement des caractéristiques aux points d’annulation
de la vitesse est tout a fait régulier. Le probleme de la détermination de I’ensemble de
définition des nappes positives et négatives de la solution reconstruite v;(r, ) sur une
grille discrete en (r,1) est repoussé a I’étape d’interpolation.

Une différence notable est a relever lorsque I'on résout I’équation exacte : I'invariance
par changement du signe en vitesse parallele n’est plus vérifiée. Les solutions obtenues
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en prenant pour base des profils radiaux symétriques v_;,(r,¥) = —v;,(r, ) ne sont
pas égales au signe pres. Sur la figure [5.1] on a représenté les paires de caractéristiques
obtenues par intégration du systeme a partir d’'un point rq, ¥y pour deux va-
leurs symétriques de la vitesse parallele +vg, et ce pour diverses valeurs de 'angle dit
de "pitch" aq caractérisant la répartition de I'énergie cinétique initiale dans l'espace
des vitesses (tan’ag = v} /vf = 2uB(ro,¥0)/vj)). L'excursion radiale et I'asymétrie
entre les branches positives et négatives augmente avec ag. Dans le cas de la solution
approchée évoquée plus haut, les caractéristiques sont des arcs de cercle de rayon ry.
L’approximation est formellement équivalente a la réduction a zéro de la largeur
de banane et au recentrage des branches positives et négatives sur une surface de flux
unique r = rq. Si cette approximation n’induit qu’une légere correction pour les petites
valeurs de p (Figures (a) et (b)), elle conduit a une importante distortion pour les
plus grande valeurs (Figures[5.1](c) et (d)). L’asymétrie en vitesse paralléle des caracté-

020 =0.6,9; =0,v) = 1,4 =0 020 =0.6,9; =0,9) = £1,u=1
! ! ! ! ! !

1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0.0 0.0
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4
-0.6 -0.6
_ -0.8 _ _ _ -0.8
-1.0 L . -1.0 -1.0 : ' : -1.0
-1.0 =05 0.0 0.5 1.0 -1.0 =05 0.0 0.5 1.0
z/a z/a

(a) oy = 0°. Une branche de signe constant par  (b) oy = 54.34°. Une branche de signe constant

condition initiale. Faible excursion radiale. par condition initiale. Excursion radiale plus
marquée
z, =0.6,9, =0,uy = £1,p=1.5 z, =0.6,9) =0,uy = £1,p=2.5

1.0 0 !7 0 7!0 !hu 1.0 1.0 0 !7 0 7!0 !hu 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6

0.5 0.5
0.4 0.4
0.2 0.2
< 00 0.0 < 00 0.0
-0.2 -0.2
-0.4 -0.4

-0.5 -0.5
-0.6 -0.6
-0.8 . : . -0.8
-1. -1. -1. -1.
—01.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 0 —01.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 0

z/a z/a

(¢) ap = 59.6°. Une branche de signe constant (d) ap = 65.6°. Chaque condition initiale géneére
vg = +1 et deux branches pour vg = —1 deux branches

FiGURE 5.1 — Caractéristiques d’équilibre générées a partir des conditions initiales
(0, V0, v0) et (zg, 09, vg) pour 4 valeurs de ag; le cercle intérieur noir correspond a la
surface magnétique = = 0,6 et donne la géométrie de la solution symétrique approchée

ristiques obtenues par la résolution de I’équation exacte a une conséquence importante
pour la construction de I’équilibre. En fonction de la valeur de I'angle «, la caracté-
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ristique issue de (rg, Yo, v9 > 0) peut présenter une seule branche de signe constant et
égal a celui de vy, ou deux branches de signes opposés coincidant aux angles limites
+4. Il en va de méme pour la caractéristique construite a partir de (rg, ¥y, —vg). Si les
deux caractéristiques sont ouvertes, comme c’est le cas Figures [5.1f(a) et (b), on peut
les associer respectivement aux contours V; et V_;. Si I'une ot les deux se referment,
on obtient deux branches positives et/ou deux branches négatives. Figure (c) par
exemple, la caractéristique générée par +vy donne lieu a une unique branche positive
alors que celle issue de —vy donne lieu a deux branches. Dans le cas de la figure [5.1
(¢), chacune des conditions initiales géneére deux branches.

Si I’on impose le raccordement des contours positifs et négatifs a I’angle limite, on doit
sélectionner les deux branches positives et négatives correspondant a une unique condi-
tion initiale en (7o, Yy), et éliminer la caractéristique correspondant a 'autre condition
initiale. La symétrie en vitesse est brisée sur I’ensemble du domaine radial, notamment
en Jy. Une fois cette sélection effectué pour en un point du domaine radial, elle s’étend
aux points voisins tant afin d’assurer la continuité de la solution en 7.
Réciproquement, si l'on force la symétrie en ¥y en sélectionnant la branche positive
issue de vy et la branche négative issue de —vg , le raccordement aux angles limites
n’est plus assuré ni la continuité du comportement lorsque l'on fera varier vy avec r.
Cette derniere option est donc a exclure.

La construction d’une solution continue radialement nécessite donc tout d’abord de
vérifier la présence de caractéristiques pour pour lesquelles la vitesse change de signe.
Si toutes les caractéristiques sont de signe constant sur l’ensemble du domaine, les
contours positifs et négatifs doivent étre générés a partir de deux profils de référence
distincts. Dans le cas contraire, il faut opérer une sélection pour assurer la continuité.
Ainsi si la résolution numérique de ’équation de stationnarité d’'un contour ne pose
pas de difficultés particulieres, I'asymétrie en vitesse parallele des solutions empéche
de fixer des contours de référence symétriques en 1y et couple les branches négatives
et positives. La génération des profils radiaux des contours de références v, (r,vy),
que I'on souhaiterait pouvoir réaliser comme dans le cas cylindrique par équivalence au
sens des moments, se retrouve couplée a la résolution du probleme 2D. La différence
entre la solution exacte et la solution approchée est similaire a celle qui existe entre
Maxwellienne canonique et Maxwellienne locale : pour cette derniere sont négligés les
effets de toroidicité liés a la dérive de courbure et la dérive de gradient.

On utilisera par la suite la forme approchée de la solution, qui permet de garantir la
symétrie en vitesse parallele et d’établir un principe d’équivalence au sens des moments
avec une Maxwellienne locale. La dépendance poloidale, au travers de l'intensité B du
champ magnétique, est en outre de méme nature pour la solution approchée que pour
les surfaces de niveau de la Maxwellienne locale. L’expression de v pour une telle
surface passant par un point (7o, Jo, vo, 1) est en effet

vy = £/ Vo(r)? + 2 (B(r, 0p) — B(r, 1)), (5.22)

n(r) (T(To)>
n(ro) \ T'(r)

sous réserve d’existence. Les conséquences de la variation de B pour la topologie d’une
surface de niveau de la Maxwellienne locale sont ainsi de méme nature que pour les

avec

N

Vi(r) =vg + 2T In — B(r,9)|, (5.23)

+ 2M [B(To, ’190)
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contours obtenus par la solution approchée. S’ajoute en outre une possibilité de ferme-
ture sur le domaine radial en ¥ = ¥y due aux variations radiales des moments et de
I'intensité du champ magnétique. Une comparaison plus explicite entre les deux types
de surfaces sera effectuée lors de P'exploitation des résultats numériques au chapitre [6]
Le faible impact sur les résultats linéaires observé dans [43] entre le choix d’une Max-
wellienne locale et d'une Maxwellienne canonique (qui se rapproche de la solution
stationnaire exacte) nous incite & penser que cette approximation n’aura pas de consé-
quences importantes sur la pertinence des résultats obtenus. Comme nous le verrons
dans 'analyse des résultats, les difficultés liées a la présence de contours fermés, com-
muns aux solutions exactes et approchées, font passer la distinction entre ces dernieres
au second plan.

Stratégie de construction de ’équilibre

En utilisant la forme approchée , on peut a partir de profil radiaux symé-
triques de référence vy, (1o, Yo;,)) construire les profils bidimensionnels vy, (r, ¥). No-
tons qu’on peut a priori choisir des angles de référence vy, distincts pour chaque
contour lors de 'application de . La dépendance en j des angles de référence
risquant de générer des croisements de contours lorsque ¢ varie, il est préférable de la
supprimer. On peut donc, sans risque de croisement, sélectionner un angle de référence
o, pour chaque valeur de u. Reste donc a déterminer les angles et profils radiaux de
référence et a fixer les valeurs des poids A;,. La fonction d’équilibre de référence est
une Maxwellienne locale

nlr r ’U2 r, )
f(r, 9,0, p)dPv o ;(Z) BT(<;I)9) exp (— 1/2 ;?f;( )> dvydp (5.24)

Il est possible, a I'instar de la procédure utilisée en géométrie cylindrique, de définir un
critere d’équivalence au sens des moments sur des moments a la fois en vitesse parallele
et en 2uB = vi. Notons My, 91 le moment d’ordre 2p en vitesse parallele et 2k vitesse
perpendiculaire (soit k en 2uB). Pour la distribution multi-water-bag considérée on a

2p+1

v
MMWE — 27BN A, (21 B)F 14— 5.25
2p,2k % JNL( l ) 2p 4 1 ( )
soit en explicitant v;,, grace a ((5.20))
2p+1
v2 (r,%0,) + 2u(B(r,99,) — B(r,9))| *
MUWE — 4xBY A, (2 B)" (2 (72 P0) + 2B D) — B, 9)) (5.26)
P, i 2p+ 1
et pour la Maxwellienne locale
MS, o = n(r)T (1) Jo, (2T(r))" K, (5.27)
(2p)!

ou on définit, de méme qu’au chapitre , (Jo=1;Jy, = Dol P> 0). La comparaison de
et fait apparaitre une différence fondamentale entre les séries de moments
relatives a chacune des distributions : les moments de la Maxwellienne locale ont une
dépendance purement radiale (ils sont constants sur les surfaces magnétiques), alors que
les moments multi-water-bag montrent une dépendance poloidale a priori irréductible
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pour un nombre fini de bags et de valeurs de p.

L’utilisation d’un critere d’équivalence exacte étendu en espace, comme cela a été fait en
géométrie cylindrique, conduit dans ce cas a des systemes souffrant de limites similaires
en terme de conditionnement numérique, mais aggravées a la fois par 'augmentation
de l'espace des moments considérés et la dépendance bidimensionnelle des contours.
La dépendance poloidale des moments multi-water-bag interdit de fait une équivalence
exacte sur I’ensemble du domaine en espace. En relachant la contrainte d’équivalence
a une équivalence approchée sur un nombre fini de moments, on obtient un probleme
d’optimisation fonctionnelle sur les variables (Jo,, A;,, vj. (7, Yo,u)). Afin d’éviter d’avoir
a résoudre ce type de probleme dans sa plus grande généralité, nous allons réduire le
probleme a un probleme unidimensionnel a la fois en espace et en vitesse, en restreignant
I’équivalence sur les moments en 2B a l'ordre 0 et en donnant a la distribution multi-
water-bag une forme localement séparable en v et p.

On consideére ainsi une forme séparable des coefficients de la distribution en posant

A = AjA (5.28)

J
ou ;A =1, et
Yoy = Vo, (5.29)

qui impose 1’égalité des angles de référence, et

Vju(r, Yo) = vjo(r), (5.30)

qui impose la coincidence des profils de référence pour les différentes valeurs de pu.
Cette coincidence ne viole pas la condition de non-croisement des contours puisque
cette derniere ne s’applique qu’aux contours correspondant a une méme valeur de p.
La distribution multi-water-bag est ainsi rendue séparable en v) et p sur la ligne ¥ = ;.
L’intégration en pu, sur le domaine radial en ¥ = vy des deux distributions conduit a
deux distributions en vitesse paralléle, soit un probleme d’équivalence qui peut étre
résolu par équivalence au sens des moments de la méme maniere que dans le cas cylin-
drique. Une différence est a noter cependant. Si 'intégration en p de la Maxwellienne
locale conduit a la disparition de la dépendance en B (equation avec k = 0),
ce n’est pas le cas pour la distribution multi-faisceau-multi-water-bag (equation ({5.26))
avec k = 0). Tous les moments water-bag M%%VB conservent le facteur 27 B issu du ja-
cobien. Si les facteurs constants peuvent étre absorbés dans les coefficients A;,,, la prise
en compte de la variation radiale de B en 1, est néanmoins nécessaire. L’équivalence
exacte s’exprime alors

_2r e () 2Pl — ﬂ
1 2 A = B

J

T(r)? Jo, (5.31)

On obtient un probléeme similaire au cas cylindrique en remplacant la densité de réfé-
rence n(r) par le rapport n(r)/B(r, ). Dans le cas, considéré par défaut, ou I'angle
de référence est vy = 0, c’est-a-dire c6té bas-champ, la variation de B tend a diminuer
le gradient de densité "apparent" n/B et donc a augmenter le facteur 1 "apparent'.
Par apparent, on entend ici les profils qui généreraient les mémes contours en 1’absence
de variation radiale du jacobien. L’effet est inverse si 'angle de référence est pris coté
fort-champ, et nul pour ¥y = 7/2. La dépendance radiale de B introduit une dépen-
dance des profils radiaux des contours de références v;,(r, ) en fonction de ¥y. Il est
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important de noter que cette dépendance n’est pas compensée par la dépendance en
B des contours bidimensionnels reconstruits par la suite : des valeurs distinctes de 1,
conduisent a des distributions et des moments différents. Le choix de I'angle de réfé-
rence vy influencera donc a la fois les profils radiaux des contours de référence au travers
de la dépendance radiale de B(r,vy) et la nature de l'influence de modulation poloi-
dale des contours v;, sur leur topologie. Il est par exemple possible d’assurer qu’aucun
contour fermé n’existe, quel que soit p, en choisissant ¥ = 7. A 'opposé lorsque ¢ = 0,
les valeurs de p critiques conduisant a la fermeture des contours seront minimales
Reste a définir les poids relatifs A,, = A;, qui vont pondérer les contributions des divers
moments magnétiques p = p;. En intégrant en 9 = 9 les deux distributions en vitesse
parallele, et en conservant la dépendance en p, on obtient la condition d’équivalence
entre deux distributions en p

S A — ) = T(lr) exp (—W) , (5.32)

ou l'on a éliminé la densité n et le jacobien 27 B commun aux deux distributions partiel-
lement intégrées. Il apparait clairement que la dépendance spatiale de la Maxwellienne
locale partiellement intégrée ne peut étre prise en compte par les facteurs de pondéra-
tion constants A;.

La séparabilité partielle introduite par la factorisation des poids A;,, = A;A; et le
choix de contours et d’angles de références communs a toutes les valeurs de u, qui
nous permet de définir les contours de références a partir des seuls moments en vitesse
parallele, empéche par construction de rendre compte de la variation spatiale de la
Maxwellienne intégrée en vitesse parallele.

Les poids A; sont en conséquence calculés a partir de la dépendance en u de la Max-
wellienne en un point de référence (7, vy). Notons que le choix de la position radiale r
est a priori arbitraire. Deux possibilités peuvent étre envisagées : d’une part, en choi-
sissant r = r,,;, ~ 0, on obtient une valeur représentative de B/T proche du centre du
domaine. En choisissant 79 & rpeqr OU Tpeqr €5t le centre de la zone de gradient 7;, on
privilégie une pondération coincidant au mieux avec la situation locale au centre de la
zone de gradient co6té bas-champ.

Une fois choisi le point de référence, les poids A; sont calculés par une simple regle de
quadrature trapézoidale sur les noeuds p; = (I — 1)Ap équirépartis sur [0, ftmaz]

Al = w; eXp(_:ul (B(r07 ﬁo)/TOﬂO)))
;wz' exp(—pur (B(ro,Y0)/T(r0)))’

(5.33)

ot wy = wy, = 1/2 et wy = 1sil # 1,N,. Le choix d'une telle regle de quadrature
n’est assurément pas optimal en terme de précision. La distribution de référence étant
exponentielle, le choix le plus naturel serait 'utilisation d’une formule de quadrature de
Gauss-Laguerre, assurant par nature I’équivalence aux sens des moments en u. Cette
approche a le défaut d’imposer les valeurs de p;, ce qui a conduit a I'exclure afin de
garder un certain contrdle sur la distribution en .

5.1.4 Caractéristiques particulieres de I’équilibre considéré

La distribution multi-water-bag construite par la méthode qui vient d’étre décrite
présente certaines particularités qu’il convient de souligner pour le développement de
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I’analyse linéaire qui va suivre. L’équilibre initial étant défini par la donnée de profils
radiaux de densité n(r) et température 7'(r) de la Maxwellienne locale, nous allons
examiner les dépendances spatiales des quantités correspondantes pour la distribution
multi-water-bag.

En regroupant les paires de contours symétriques dans l’expression des moments, la
densité s’explicite en

N
nMWEB(r ) = MQ{OWB =4rB> > A A, (r,9), (5.34)

1 j=1
la température parallele en

N

MMWB ;Al > Ajvjuz (Tv 19)3

=1
TMYE(r,9) = ML"WB - J : (5.35)

N
0,0 32[:14[ Zl Ajvjm (T', 19)
j:

et la température perpendiculaire en

N
MMWB ; Ay 21 Ajvjp (1, ) B(r, 9)
= B = % . (5.36)
2 Ar> A (r,9)

=

TFWB(n 19) - 2Mé4OWB

; - _ < _
A D'angle de référence commun ¥ = vy, ot l'on rappelle que v;,, (r,Y9) = vjo(r) ces
expressions deviennent

N
nMWB(r, ¥g) = 4B Z A Z Ajvjo(r) = n(r), (5.37)
! j=1
N 3
Xl: Al 21 AjUjo(T)
TV (r, o) = — =T(r), (5.38)
3 ; A '21 Ajvjo(r)
=
et
N

; A 32 Ajujo(r)mB
J

=1

TYWE (r,9) = = > AuyuB(r,9). (5.39)

N
> Ay Ajujo(r) !
j=1 1
Deux constatations s’imposent a partir de ces expressions. D'une part, si la densité et
la température parallele coincident, par construction, avec les densités et températures
de référence en ¥ = ¥y, ce n’est plus le cas sur le reste du domaine. D’autre part,
la température perpendiculaire ne coincide ni avec la température parallele ni avec la
température de référence, méme a l'angle de référence ¥ = ¢y. La coincidence de T
avec T se fait uniquement en (rg, ) dans la limite du continu (IV, — +00), de par la
regle de quadrature .

Ainsi la forme de distribution sélectionnée introduit d’une part une modulation poloi-
dale des densités et température absente des profils de référence, et d’autre part une

anisotropie dans 'espace des vitesses. Ces deux phénomenes sont liés aux variations
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spatiales de I'intensité du champ de confinement.

Examinons maintenant 'impact de ces variations sur les gradients spatiaux de tempé-
rature et de densité. Les variations spatiales des contours approchés obtenus par ([5.20))
s’explicitent en

o ,ulaﬁB
WVju = Vi
o U]Od U]O + ,Ul(a B(?” 190) GTB(T'? 19)) : (540)
rUj =

Vi

Les gradients des contours peuvent donc prendre des valeurs importantes et divergent
méme en cas de fermeture du contour. Ces variations brutales se répercutent sur les
moments, notamment la densité

By ™V B (1, ) 4WZAZZA 09 B (UM — U“l)
Jm
od, v 0,B(r, 9
O,nMWE (1 9) 47rZAlZA ( )<UM_ m>+wo vjo + 0, B(r 0))
Uj Ujpy

(5.41)
Les profils de référence étant communs, les zones d’annulation (ou de forte baisse pour
les contours quasi-fermés) des contours pour des valeurs de pu différentes sont distinctes,
et il ne peut y avoir compensation de la divergence des gradients pour un nombre fini
de contours et de valeurs de p. Le phénomene est de méme nature pour les autres
moments water-bag. La nature discrete de la distribution en vitesse se traduit par une
irrégularité spatiale des moments de la distribution.
Lors de ’analyse linéaire qui va suivre, la présence de ces divergences et de la fermeture
possible des contours ne sera pas explicitement prise en compte. Le modele général est
donc développé en supposant une plage de valeur de p suffisamment restreinte. La
prise en compte éventuelle de la divergence des gradients et du couplage induit par la
fermeture ne sera considérée que lors de la mise au point des méthodes de résolution
du probleme de stabilité linéaire.

5.2 Analyse linéaire

Nous allons maintenant effectuer le développement au premier ordre en perturba-
tion de I’équation d’évolution ([5.10) des contours. En notant v;,(r, ) est le champ
axisymétrique d’équilibre, et w;,(r, ¥, ¢, t) le champ perturbé on obtient & 'ordre un
en perturbation

0 Tl -V 4 T w0y + Gy Y T,0 =0, (542
avec
I Yj
Fl = 1+4b-Vxb (5.43)
2

. B
Fi'l = vib+ Yy « b + pub X vh (5.44)

B B
F = b+ B’“V X bl - Vv, (5.45)

Gju = @be—ibxvvj“

- 3 (5.46)



Résolution du probleme bi-dimensionnel 135

Les champs d’advection sont par la suite développés selon leurs composantes a savoir
[Fjt0y + FjuOp + Fj90g + FjpOp + Fiol wj + [Gju0s + G0y + G50, Tup = 0 (5.47)

Le terme Fj;, parfois appelé terme de Banos, est proche de I'unité dans les cas considé-
rés. Alors que sa prise en compte est nécessaire pour assurer la conservation de 1’énergie
dans le cadre d’'un code non-linéaire effectivement intégré en temps, il introduit dans
le cadre de 'analyse linéaire une correction mineure sur les fréquences propres. Dans
la résolution du probleme bidimensionnel complet par intégration en temps, il sera
pris en compte en divisant toutes les autres composantes des opérateurs par sa valeur.
Dans le cas de la méthode asymptotique, il sera pris égal a un. Dans toute la suite il
sera formellement pris égal a 1, et la normalisation par Fj; ne sera pas explicitée pour
alléger les notations (les composantes renormalisées des opérateurs gardent le méme
nom que les composantes brutes).

5.3 Résolution du probléeme bi-dimensionnel

5.3.1 Définition du probleme

De méme qu’en géométrie cylindrique, la périodicité selon (¥, ¢) permet de déve-
lopper les champs perturbés en série de Fourier

Wi, 0, 0,1) = 303wy li(r, ) expli(md) + np)) (5.48)

L’axisymétrie des quantités d’équilibre et I'approximation du gradient perpendiculaire
a sa restriction aux variables r, 9 permet une séparation de la variable ¢. Les modes de
Fourier de nombre d’onde n différents sont découplés et n peut-étre traité comme un
parametre. La dépendance poloidale des quantités d’équilibre et du champ de confine-
ment ne permet pas un tel découplage des modes de Fourier en ¢. Les produits entre les
composantes des opérateurs et les perturbations dans I’espace réel donnent lieu a des
convolutions sur le nombre d’onde poloidal m dans I'espace de Fourier. Le probleme
reste irréductiblement bi-dimensionnel en espace.

Nous considérerons dans toute la suite que le nombre d’onde n # 0 est fixé et omet-
trons 'indexation par n des quantités afin d’alléger les notations. On condensera sous
la forme wj, le vecteur constitué des différents modes poloidaux du champ perturbé
de nombre d’onde n dans l'espace de Fourier wj, = (wj,m/(7,t)), m" € [—Mimaz, Mmaz)-
Le probleme aux valeurs initiales linéaire dans I’espace de Fourier s’explicite en

drwjp, + Fiwi, + G Jugp = 0, (5.49)
Qo= A Twjy. (5.50)
Jh

Le probleme spectral correspondant est un probleme aux valeurs propres généralisé,
linéaire en w de la forme

_ wa]ﬂ + -F}'uwju —+ Gj,uj,u Z Ak’u’Q_IJu’wk’u’ = O, (551)
k!

ou (j,p) décrit 'ensemble des paires d’indices discrets. L’inversion de I'opérateur Q)
est ici formelle, et ne sous-entend pas nécessairement la construction explicite de Q~*.
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Notons tout d’abord que la résolution directe d’une version discrétisée en espace du
probleme aux valeurs propres généralisé par une méthode de factorisation dense est a
rejeter d’emblée en raison de la grande taille du probleme : pour des valeurs typiques
du nombre de bags N = 5 — 10, du nombre de valeurs de y N, =1 — 10 et de la grille
en (r,9) N, x Ny ~ 128 x 128, la taille du probleme 2 x N x N, x N, x Ny est de
I'ordre de 10° & 106.

5.3.2 Meéthode numérique et implémentation

En regroupant les inconnues wj,, V(j, ) dans un vecteur généralisé X, le probleme

(5.49)-(5.50]) s’écrit formellement
0.X = AX, (5.52)

ou A est un opérateur intégro-différentiel linéaire, dépendant uniquement des grandeurs
d’équilibre. Ces dernieres, ainsi que les différents tenseurs dont dépend A, sont pré-
calculées dans un code externe, implémenté en Python([71]).

Le probleme est discrétisé radialement sur une grille uniforme et poloidalement sur
les modes de Fourier m € [—M, M]; les opérateurs différentiels radiaux (d’ordres un
et deux) font I'objet d’une discrétisation aux différences finies centrées. L’intégration
en temps s’effectue par un schéma de Runge-Kutta explicite d’ordre 4. A chacune
des 4 sous-itérations d’index k du schéma, l'action de l'opérateur d’évolution sur le
vecteur généralisé (wj,, ¢)k|ﬂ est effectuée en deux étapes successives (voir algorithme
: I'évolution des contours w;, est calculée explicitement a partir de
appliqué a (wjy, @)k, ce qui permet d’obtenir w;,41). Les advections des différents
contours étant découplées, I'étape d’advection est trivialement parallélisée sur les 2 x
N x N, contours. On peut ainsi calculer la densité n.1). Le potentiel ¢(41) est obtenu
a partir de la densité gyromoyennée par résolution de la quasi-neutralité (5.50]) par
factorisation LU. On peut noter que I'opérateur () dépendant uniquement des grandeurs
d’équilibre, sa factorisation est effectuée une fois pour toute lors de l'initialisation.
L’opérateur de gyromoyenne discrétisé est obtenu par le développement a 'ordre 2 de

Algorithme 3 Opérateur d’évolution pour le probléeme bi-dimensionnel

1: INPUT (wjuk,@)

2. pour (j,p) € (—N,...,—1,1,...,NJ* x (1,--- ,N,) faire 1 Boucle parallélisée
3 Wy « GYROMOYENNE(¢y)

4: Aw;, < ADVECTION (wjy,, V)

5: Wjikt1) < EVOLUTION (wji, Aw;,) > Dépend de 'étape du schéma
6: fin pour > Fin de la section parallele
7o fpy1 < DENSITE(w; (k1)) > Condensation sur 1 processus
8 Jufipp1 < GY ROMOY ENNE(fijy1)

9: Pp1 < Qg > Broadcast de ¢p1 aux autres processus

la fonction de Bessel Jy(k, p;) dans l'espace de Fourier

(kj_pi)z
4

Jo(k1)=1- + 0O ((kJ_Pi)4) (5.53)

2. ¢ n’est de fait qu’une grandeur annexe, totalement déterminée a un instant donné par la quasi-
neutralité. L’ajout de ¢ traduit simplement son existence en tant que variable intermédiaire
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qui conduit dans I'espace réel a une approximation de I'inverse

2

(J) =1 - %AJ_ (5.54)

L’application Y = [7,X est calculée de maniere implicite par la résolution de ju‘lY =
X par factorisation LU de 'opérateur radial correspondant, discrétisé par une méthode
aux différences finies centrées d’ordre 2, pour chaque valeur de m. Une discussions des
méthodes susceptibles d’étre utilisées pour une évaluation numérique de 'action de
l'opérateur de gyromoyenne a été effectuée dans [18].

Les contraintes de stabilité du schéma d’intégration en temps (voir annexe [F]) condi-
tionnent le pas d’intégration en temps, qui doit vérifier At|wy| < C = 3, ot wy, est
la valeur propre imaginaire de A (et donc réelle de iA d’ou la dénomination w) de
plus grand module. Cette derniére peut étre calculée en résolvant le probleme aux
valeurs propres par une méthode itérative, la méthode d’Arnoldi avec redémarrage
implicite (IRAM pour "Implicitely Restarded Arnoldi Method", voir [75, [55, |56, [26],
12]), implémentée dans la biliotheque PARPACK ([57]). La méthode d’Arnoldi est une
méthode itérative qui fait partie de la famille des méthodes dites "de Krylov', par-
ticulierement adaptées aux problemes de grande taille pour lesquels les méthodes de
factorisation dense ont un cotit prohibitif (pour une présentation des méthodes adap-
tées aux problemes aux valeurs propres de grande taille voir [72]). Le principe général
de ces méthodes est la résolution approchée du probleme dans un sous-espace de di-
mension réduite, dit sous-espace de Krylov. Pour un vecteur Xy donné et un opérateur
A, le sous-espace de Krylov de dimension k de générateur X est le sous espace engen-
dré par la suite de vecteurs (Xo, AXy,. .., A*Xy), & savoir les itérés jusqu’a l'ordre k
de la méthode de la puissance appliquée & X} La méthode consiste & construire une
base orthonormée d’un sous-espace de Krylov de dimension k, puis a déterminer par
une méthode dense le spectre de la projection de I'opérateur A dans ce sous-espace.
Les valeurs obtenues, dites valeurs de Ritz, peuvent constituer des approximations de
certaines valeurs propres de A, dont la qualité dépend de ’angle entre le vecteur propre
recherché et sa projection dans le sous-espace de Krylov (ou de maniére équivalente de
la taille relative du vecteur résiduel obtenu lorsque l'on approxime le vecteur propre
par son projecté). Le redémarrage de la méthode consiste a filtrer le spectre de Ritz
des valeurs propres correspondant a des zones du spectre non-désirées, et a construire
un nouveau vecteur Xy a partir d’'une combinaison linéaire des vecteurs propres des
valeurs conservées. Le sous-espace de Krylov suivant sera ainsi plus riche dans les di-
rections associées a la région du spectre souhaitée.

L’intérét de la méthode d’Arnoldi, sous sa forme la plus simple, est quelle ne requiert
que de pouvoir former le produit AX a partir d’'un X donné, seule opération nécessaire
pour construire un sous-espace de Krylov. Cette opération est peu cotiteuse (relative-
ment & une inversion par exemple) et correspond & une itération de l'algorithme . Elle
peut étre vue comme une version élaborée de la méthode de la puissance, additionnée
d’un filtrage polynomial adaptatif.

Il peut paraitre superflu d’implémenter un solveur aux valeurs initiales, qui ne permet
dans tous les cas que d’obtenir le mode le plus instable, alors qu'un solveur aux valeurs
propres est disponible. La forte asymétrie du spectre de 'opérateur d’évolution dans
le plan complexe empéche cependant une utilisation de la méthode d’Arnoldi directe

3. On peut le voir aussi comme le sous ensemble engendré par ’ensemble des images de Xy par
I’espace des polynome de A de degré inférieur a k
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pour la détermination des modes les plus instables. D’une part, la méthode ne permet
que d’obtenir les points extrémaux de I’enveloppe convexe du spectre. Ceci devrait en
théorie nous permettre d’obtenir le mode le plus instable. Cependant, a I'instar de la
méthode de la puissance dont elle peut étre considérée comme une version élaborée,
la méthode d’Arnoldi directe a tendance a converger vers les valeurs propres de plus
grand module. Or le spectre de 'opérateur d’évolution présente une forte anisotropie :
les fréquences des modes stables sont en valeur absolues supérieures de plusieurs ordres
de grandeur (typiquement 3 & 4) au taux de croissance et fréquence du mode le plus
instable recherché : le filtrage de ces modes a haute fréquence peut rendre le cotit de
la méthode (en terme de taille du sous-espace utilisé et de nombre d’itérations néces-
saires) prohibitif voire empécher la convergence (voir [56]).

5.4 Meéthode asymptotique en modes de ballonne-
ment

5.4.1 Représentation en modes de ballonnement

Confronté a un probleme de grande taille tel que probleme spectral , ou son
équivalent intégro-différentiel pour le cas général d'une distribution continue en (v, 1),
on peut se demander s’il n’est pas susceptible d’étre réduit a un probleme plus modeste.
Une telle réduction peut-étre possible si 'on cherche la solution dans un espace de
dimension réduite. La définition de ce sous-espace suppose une connaissance a priori de
propriétés robustes de certaines solutions du probleme. Dans le cas qui nous intéresse,
c’est I’anisotropie kj < k1 qui peut étre mise a profit, ainsi que la séparation d’échelle
L7 L;' < k. entre les gradients d’équilibre et le spectre de la perturbation dans les
directions perpendiculaires au champ de confinement.

Plagons-nous pour ce faire dans un systeme de coordonnées permettant d’expliciter
les variations parallelement et perpendiculairement a la direction locale du champ
magnétique

n = v O = ps (8fv - q,<x>aa)
a = p—qu d'ott on tire ¢ 0y = 0, — q0, (5.55)
x = r/a=pr O, = 0Oa

La variable a permet de sélectionner une ligne de champ sur la surface magnétique
repérée par x. « et x étant fixé, n fait office d’abscisse curviligne le long de la ligne de
champ. L’équation d’une ligne de champ dans le systéme de coordonnées (x, c,n) est
donc particulierement simple
T =21
{ 0 (5.56)

a = Q)
Les opérateurs de dérivation parallele et perpendiculaires deviennent

% =0 2 (5.57)
VJ_ = p*(avc - q/aa)er + pr* (an - qaa) (eﬁ - <qLR)Zes0) ,

ouq=q(l+ (qLR)Q) et ot 'on rappelle que r/(¢R) = by/b,. Le choix de z = r/a comme
variable radiale n’est pas indispensable. On peut de fait utiliser indifféremment r,x ou
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méme le facteur de sécurité ¢ lorsqu’il est monotone sur le sous-domaine radial exploré.
En raison de la périodicité du tore en (1, ¢) la solution générale du probleme linéaire
pour le potentiel électrostatique peut s’écrire

o(r, 0, ¢, 1) Zgbw (r, 9, p)e Z oM (r)é (np+mid—wt) Z¢nw(T7 O)Bi(ngp—wt)

n,m,w
(5.58)
Considérons maintenant, pour w fixé, la solution ¢, (x,n, @) correspondante dans le
systéme de coordonnées (x, a,n) soit

¢w(7", 197 (10) = éw(p*ra 797 2 qﬁ) (559)

qgw hérite en « de la périodicité de ¢ en ¢, on peut donc écrire

éw(l” 7, a) = Z Q;nw(gm U)ema (5'60)

neL

Par identification des séries de Fourier en ¢ et a = ¢ — ¢ on en déduit

Orio (a7, ) = o (1, 0)e™ 1 = N7 g (r)eimna)?, (5.61)

meZ

Le mode de Fourier (en ) ¢n,(x,n) n'est donc en général pas périodique en 7, sa
périodicité dépendant de la rationalité de ¢. Le probleme étant découplé en n en raison
de 'axisymétrie des quantités d’équilibre, I'inconnue est I’enveloppe bidimensionnelle,
périodique en ¢

P (1,09) = > o (r)e™. (5.62)

meZ

Supposons qu'il existe ®py(2,7) € L2([Fymin, a] X R), telle que ¢, (r,9) soit la 2
périodisée de ®,,,,(z,7) c’est-a-dire

—+00 ~ ~
Prws(r, V) = /_ _ dn Pres(pur, ') D 0(0" — 0 —2pm) = > ®(pur, 9 +2pm),  (5.63)

PEL pEZ

sous réserve que  s’annule suffisamment rapidement a I'infini pour que la série converge.
Le mode poloidal ¢, s’obtient simplement par

A

1 21 . 1 +00 .
Gr(r) = %/0 A0, (1, 19)6_"’“9 = %/_OO dn®,. (psr,m)e” ™", (5.64)

de méme sous réserve de convergence. Le mode ¢,,, s’exprime alors

Greo(,m) = > &(, 1 + 2pm)e™ (5.65)

PEL

Nous allons maintenant donner une forme eikonale & ® afin d’isoler les oscillations
rapides de ’enveloppe du mode

@nw (fl'f, 77) = anw(x7 n)einS(xﬂ?)’ (566)

S=—qn+S(x) (5.67)
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Notons que ’enveloppe &(93, 1) étant indéterminée, le choix de la forme de S n’implique
aucune hypothese supplémentaire, et le mode ¢,, devient

q;w(;a 7, a) = Z Z (gnw(x7 n+ 2pﬂ_)€in(a—27rpq4r5(a:)) (568)

neZ peEl

Reste a donner une forme plus explicite a S(x). Examinons pour cela composante

radiale du gradient perpendiculaire du facteur de phase de (5.68|)

e, Vi (a—2mqnp + S)=ps(0r — ¢'0s) (v — 2mqp + 5)

=p,q (2mnp — 1 + %) (5.69)

En posant S(x) = S1(q) le ratio S"/q’ s’identifie a S, que 'on peut identifier comme
un facteur de phase 6i(x), qui fait office de nombre d’onde radial normalisé. Si on
utilise ¢ comme coordonnée radiale (dans I’hypothese ou le profil de ¢ le permet), 6y
est exactement le nombre d’onde "radial" conjugué de ¢q. On pose donc

S(x) = / dqby. (5.70)

Sans perte de généralité pour l'instant, on explicite en sus la dépendance paramétrique
de 'enveloppe ¢ en 6 et on note

S(w, 1) = b, 7, x(x)). (5.71)
Le mode ¢,, se décompose sous la forme
62,0, 0) = 33 b, + 2pr, O () eme et [ dadw) (5.72)
nEL peEZ

La forme définit la représentation en modes de ballonnement de la perturbation
(voir 68, |64} 39, 40, [13]). Le probleme est reporté sur la détermination de I’enveloppe
o(x,n,0;) et de la dépendance radiale de 0, (x).

Examinons maintenant la forme générique que prend le probléme aux valeurs propres
dans cette représentation. Le probleme peut s’écrire £,¢, = 0 ou L est un opérateur

linéaire intégro-différentiel de la forme
ﬁw = Zjuﬁju(x,n,w,8&0,8?,6?), (573)
Jp
ou les dépendances en (z,7) traduisent les évolutions lentes liées aux grandeurs d’équi-
libre, et les indices représentent formellement l,,ly,l, les ordres de dérivations (ou

d’intégration) éventuellement multiples des opérateurs intervenant dans £. L’action de
L en représentation de ballonnement se traduit par

Lop= Y et OIS 7 00 (2,n,w, (in)*, (8 —ing (n—04), (3 — ing)"*) Tubne

n,pEZ? JK
(5.74)
et donc pour I'enveloppe ¢, par le probleme
S T, ()12, (3, — ing'(n — 0))*, (3, — ing)") b =0 (5.75)

Ju
Le probleme reste sous cette forme bi-dimensionnel. La représentation utilisée va ce-

pendant permettre une analyse asymptotique multi-échelles, qui permet un découplage
et une réduction de la dimensionnalité aux ordres les plus bas.
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5.4.2 Orderings et développement asymptotique

Le développement asymptotique repose sur I'anisotropie k| < k. Le parametre
d’ordre choisi est ¢ = 1/n dans la limite des grands nombre d’ondes toroidaux. Les
parametres d’échelle caractérisant le systeme sont

r w k) 1 Px

&= R~ T KT €1 =kuip;, Vi T ha e

En supposant que 0 < € < €; < 1 et on peut exprimer les relations d’échelles en
fonction de €

(5.76)

€1

ev, = O(c), po=Olerer,) SO(e), & = 0('5;"), kipi = O
Les inconnues (ngﬁ, Oy, w) et les opérateurs sont développés en séries formelles de puis-
sances de €7,0 < v < 1.
Selon la variable 7, deux échelles sont identifiables. La variation de phase rapide en ngn
est prise en compte dans la forme de ’eikonale. Reste uniquement la variation lente de
I’enveloppe (;3
On peut identifier, a priori, deux échelles pour la variation radiale. Une premiere échelle,
rapide, correspond a la variation de la phase n [ dgfy., et d’ordre 1/nq’, qui caractérise la
modulation du mode par le caractere résonnant ou non des surfaces magnétiques. Une
seconde échelle, lente, du méme ordre que celle des grandeurs d’équilibre, caractérise
la dépendance en x de I'enveloppe <$ On suppose en outre 'existence d’une troisieme
échelle, intermédiaire entre les deux précédentes pour la variation radiale de 6}, corres-
pondant a I’enveloppe radiale lente du mode.
Le détail des calculs, assez complexes, conduisant a la formulation du probleme aux
ordres les plus bas, peut étre trouvé dans [7]. Le probleme aux ordres les plus bas qui
nous intéressent ici se décompose ainsi

© A lordre zéro, les variations radiales sont éliminées. On obtient un probleme aux

valeurs propres intégral unidimensionnel en 7 pour I'enveloppe qgo(x, 1, wo, Oro),

€E€LE |

). (5.77)

ou (x, Oxo) sont des parametres, formellement noté Loy = 0. En résolvant le pro-
bléme aux valeurs propres local correspondant pour diverses valeurs de (x, fxo)
on obtient une fréquence locale wy(x, fxg) et les enveloppes qgo(:v, 7, 0ro) corres-
pondantes.

¢ les dépendances radiale de 0y sont rejetées sur la contribution d’ordre un. Ce
choix permet de ne pas résoudre explicitement 1’ordre un.

¢ A Tordre deux, la fréquence globale et I'enveloppe radiale correspondant a la
contribution 6;; sont obtenues par la résolution d’un probleme aux valeurs
propres différentiel sur le domaine radial.

5.4.3 Probléeme intégral a ’ordre zéro

A Tordre 0 du développement asymptotique, pour = et ¥y fixés, le potentiel ggo(ﬁ)
est solution du probléme intégral aux valeurs propres transcendantal

~ +o0 ~
Go(0) = [ KO, n,wo)dom)dn, V9 € R,y € C, S > 0 (5.78)

o0

ou le noyau intégral se décompose en

N
K, n,w) => Y K;.(0,1,wo) (5.79)
m

J=1
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FIGURE 5.2 — Domaines de définition (en bleu) de la contribution au noyau d'un contour
fermé dans le plan (0, 7n) ; les contours ouverts sont définis sur I'ensemble de la grille

La structure de K;,, dépend de la nature ouverte ou fermée du contour d’équilibre v;, en
. On note respectivement K¢, ("Open") et KS, ("Closed'), les contributions au noyau
d’un contour ouvert ou ferme. La premiere distinction entre ces deux contributions
est la nature de leur support sur R?. La différence de support entre les deux types de
contours provient de deux intégrations successives le long des trajectoires d’équilibres
lors de I’établissement de a partir des conditions aux limites.

Dans le cas des contours ouverts, les conditions aux limites d’annulation de la perturba-
tion sont en 1 = 400 et les contributions pour les contours ouverts ont en conséquence
pour support R2.

Dans le cas des contours fermés, la perturbation est supposée s’annuler aux angles li-
mites du contour d’équilibre correspondant. L’intégration s’effectue donc "localement",
pour p € Z, entre les angles limites 07 . et 07, . définis par 0% . = 2pr + 01 (voir

i ; Lpjp Lpjp Lpjp
figure [5.2). La contribution d’un contour fermé se décompose donc en

Pmax

Z ]1]9 0+ QK(;J“ (580)

Lpjp’ Lmu
P=Pmin

Les restrictions aux ensembles de définitions adéquats seront sous-entendues pour
toutes les expressions définies ci-apres.
Les contributions respectives des contours ouverts et fermés s’explicitent en

KO = —iP;u(0)F;.(wo,n) exp lilju(min(e,n),max(@,n),w())], (5.81)



Méthode asymptotique en modes de ballonnement 143

et

2COSIj#(HijH,H11n(9 n), wo) COSIM<(9LPM,max(@,n),wo)

Koin = Piu(0) Fju(wo, )

pin 81anM(0iju,6’ij#,wo)
(5.82)
avec les définitions 27 B(0) T0(60)
PJM(H) - Q(0> I UJM(Q) ) (583)
- 1 1 W]P*)2 2n 2 Tou
Q(0) = ny [ZZT@ o ( ) (1450 - 010)) —|—47rBZAm v, (58
T = Jo ('"ljp*pi\ﬂ +s2(0 — 9k0)2> (5.85)
J, qR N .
‘Fjﬂ(w07 n) = jo(( ))b (UJO + Wi, — Waju + ZWOJM) (5.86)
N nb,p. | 0y CoS 2
wju( )= %p {/; (003,020 — ' (1 — Vr0) v 0pvj] + [ "(n — Oro) sinn + q 7]} R}
(5.87)
nb,ps v? , ) cosn
wajp(n) = }; [M + g] {q (1 — ko) sinny + qx] (5.88)
bop s . CoS
Wejn(n) = —2% {sm N0y Vj, — xnﬁnvj“] (5.89)
n_qR .
,,(0,m,wo) = / dii bq "~ [wo — wagp + s (5.90)
o dVju

Lorsque les contours d’équilibre sont obtenus par la méthode approchée, c’est-a-dire
lorsque

v3 (x,m) =3, (x,m0) + 2u(B(z,m0) — Bz, 1)), (5.91)

X ) o . .
Le terme w},, — wgj, du préfacteur Fiu(wo,n) se simplifie notablement, a des corrections
d’ordre €2 prés, en

nb,p2q 0 v3,(z,m0)
B 2

Wy, — Wajp = + puB(x,n) (5.92)

JH

Avant toute démarche de discrétisation du probleme , il convient d’examiner les
propriétés du noyau intégral K, tant du point de vue des dépendances spatiales que de
la dépendance en wy. Notons Op(K(wp)) 'opérateur intégral associé a K. Le probleme
s’exprime

(Z — Op(K(wo)) = 0 (5.93)

Une caractérisation rigoureuse des propriétés spectrales de I'opérateur Z — Op(K((wy))
a été effectuée dans [7]. Nous nous contenterons ici d’en exploiter les résultats, sans
recourir au formalisme de la théorie des opérateurs. En substance, le noyau &C(wp), wy €
C, Swy > 0 possede des propriétés de décroissance suffisantes pour assurer ’existence de
solutions gE € L*(R) du probléme aux valeurs propres. Quelques remarques s’imposent
cependant sur les singularités d’une part en wy et d’autre part (1, 6) apparaissant dans
le noyau.

Examinons tout d’abord les singularités potentielles en wy. Les termes en sinZ;, au



144 Analyse linéaire en géométrie torique

dénominateur des contributions des contours fermés induisent la présence d’une infinité

dénombrable de singularités sur ’axe réel. Le caractere réel de ces singularités provient
) . e s

de 'annulation de la contribution & Z;,(—0p,,, +05;., wo) du terme en we;y,

oL gl oL dn, cos )
/QPW_QL ! byovj i -0, B SR x e (5.94)

en raison de la périodicité en n de l'intégrand, de la parité en n de B et 0,v;, et de

I'imparité de 9,v;, (voir (5.1) et (5.40))).

La contribution en wgj, se simplifie notablement

2pm 0L, qR Orip V; . COS
/ diyy = Wi =nqp / dij |- + % <Q’(77 + 2pm — Opo) sinny + q 77)
2pm =01, dVip *(fL.m Ui L
Liw | v . cos 1 ’
:nqp*/e dij Uf+§ (q’n81nn+q . )
“YLjp JH
(5.95)

ou l'on a éliminé les contributions impaires de I'intégrand. On note que le résultat est
indépendant de p et 0. Pour chaque contour fermé, ces singularités liées au mouvement
de rebond des orbites piégées, forment une suite discréte (wy;,, k& € Z) définie par

Orju V; . cos
nqp*/ " di [” + ”‘1 (c./n sin 7 + q”) + km
—0Lju Ujp B z

—Orjn R
L,
—0Lju byvju

La présence de ces singularités nécessitera une certaine prudence dans I’évaluation du
noyau au voisinage de I’axe réel. Notons que nous n’avons défini le probléeme que dans
le plan complexe supérieur, puisque nous recherchons les modes les plus instables.
Examinons maintenant les propriétés géométriques du noyau K au travers de ses dé-
pendances en (#,7). Les termes en 1/v;, intervenant dans le préfacteur P;, et Q(6)
introduisent des divergences du noyaux aux angles limites. Les divergences en 6 de P
sont compensées par celles de ), a la condition que 'argument de Jy dans J,, évalué
a 'angle limite ne coincide pas exactement avec un zéro de Jy. Nous considérerons
que ce cas est suffisamment rare pour pouvoir étre traité le cas échéant par un filtrage
approprié. Les singularités en n dues a P;, ne sont pas compensées, mais font 1'objet
d’une intégration. En développant ’expression d’un contour fermé défini par (ou
(5.91))) au voisinage de 'angle limite 6, on obtient

1
vju(0)
et les singularités en 7 sont donc intégrables.

(5.96)

Whjp =

~ (0= 015,) 72, (5.97)

5.4.4 Détermination de 6.

Supposons résolu le probleme a l'ordre zéro, ¢’est a dire connus les couples (wo, &0(77))
pour chaque valeur des parametres (x,0k0) € [Tmin, Tmaz| X [—7, 7. La restriction a
[—7, 7] du balayage en 0o est due a la périodicité de l'opérateur en 6y, qui provient
de celle des quantités d’équilibreﬂ Le probléme local en (x,0y) pouvant éventuelle-
ment avoir plusieurs solutions, nous considérerons qu’une unique nappe obtenue par

4. On peut le vérifier par la substitution 0xg — Oxo + 2k7 puis absorption de 2k7 par un change-
ment des variables d’intégration muettes dans les expressions définissant 1’opérateur
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sélection des solutions locales telle que wy(z, Oxo) soit continue. Dans la pratique, cette
nappe est en outre celle qui correspond au mode le plus instable. Rien n’empéche en
théorie de considérer séparément chacune des autres.
Nous admettrons que les dépendances paramétriques en (z,0) de 'opérateur auto-
risent l'existence d’au moins un point (0) pour les fonctions wor = Rwo(x,bko) et
Yo = Swo(x,Ok). Sila périodicité de 'opérateur en 6y, assure 'existence de points
critiques tel que dy,,wo = 0, le comportement en = est a priori indéterminé, et dé-
pend des variations radiales des grandeurs d’équilibre (contours et champ magnétique).
Pour des équilibres présentant une zone de gradient localisée, on peut raisonnablement
conjecturer 'existence de points critiques d,wy = 0. Une représentation synthétique
de lallure de 7y (ou wgg) est donnée figure La topologie est similaire a celle du
portrait de phase en "oeil de chat" d’un oscillateur. Notons que dans la pratique, le
portrait est couramment tronqué avant les séparatrices par la limite d’extinction du
mode v = 0. La solution globale que nous recherchons correspond a la ligne de niveau
wo(, Oko (1)) = wyien, localisée entre g0 €t Togi0p. Si NOUS cONnaissions wyep, la dépen-
dance radiale () serait définie de maniere implicite en suivant la ligne de niveau
correspondante.
La méthode de résolution adoptée consiste a considérer 0o comme une constante a cet
ordre, les dépendances radiales étant rejetées a I'ordre suivant, soit sur i (z). Afin que
ce choix n’impose pas une limitation arbitraire du spectre ou du domaine radial, on
cherche 0y de maniere a maximiser I’extension spectrale et radiale. La valeur de 6y
assurant cette optimisation est 6pgr, correspondant aux points tournants du portrait
de phase [5.3], pour laquelle

Opowo(, Okor) = 0, V. (5.98)

Le choix d,0y = 0 implique, a 'ordre un du développement asymptotique, la nullité de
wy. L’ordre un, qui donne la correction d’enveloppe ggl n’est pas résolu explicitement.
Les relations obtenues a cet ordre sont mises a profit pour exprimer le probléme a
l'ordre 2 sur 6y en fonction de wy(x) = wo(z, Okor).

5.4.5 Probleme a ’ordre 2 : détermination de I’enveloppe ra-
diale et de la fréquence globale

Nous utiliserons dans toute cette partie ¢ comme coordonnée radiale, étant entendu
que ¢(z) est monotone sur le sous-domaine considéré. A T'ordre 2, 65 est solution de

I’équation de Ricatti
1 w — Wy

20 -0 — 7 :
204 = O + 1o =0, (5.99)

2% 0ko

oll wy et Jj wo sont évaluées en (z,0ror) et w est la fréquence globale recherchée. Le
probleme peut étre mis sous la forme d'une équation de Schrédinger en considérant
comme inconnue non pas 6 mais l'enveloppe radiale

Ai(q) = Ai(qo) exp {m ' dq@m(d)] (5.100)

q0

ol o est une position de référence de phase arbitraire. A; est solution de

o2
<3(]2 _ nZQ(w,q)> A =0, (5.101)
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Oro
=t Wyqlob
=+ Oro(x)
0 N B Oro = Oror
kOT Wo = wWo (,I‘)
T

o L2sep
L2glob

FIGURE 5.3 — Représentation formelle des solutions 7o, wro = f(,0k) ; lignes de ni-
veaux wy = cte au voisinage d'un point (O)

ou le potentiel () est défini par

W — Wo

Qw,q) = I (5.102)

2" 0ko
La résolution du probleme aux valeurs propres unidimensionnel ainsi défini permet
d’obtenir la fréquence globale w et I'enveloppe radiale lente A;. Le mode global peut
ainsi étre reconstruit a partir des solutions locales ¢ (w, Oxor, 1) et de Aj.

5.5 Meéthode asymptotique : schémas numériques

5.5.1 Probleme intégral aux valeurs propres
Discrétisation

La discrétisation du probleme intégral , probleme de Fredholm de seconde
espece ([49,169]), peut comme nous allons le voir s’effectuer de plusieurs manieres. La
premiere étape est une restriction du support en 7 des solutions recherchées. Cette res-
triction s’opere en choisissant un entier p,,., et en restreignant les solutions a I’ensemble
{é € L*([—27Pmazs 2T Pmaz)), gg(—277pmax) = qg(Qﬂpmax) = 0}. Un telle restriction sera
valide si la solution décroit suffisamment vite en 7 lorsque |n| — 400 pour que le
report de la condition aux limites de l'infini & £27p,,q, ait une influence négligeable.
Cette propriété devra étre vérifiée a posteriori. Sur 'intervalle ainsi défini, on définit
une suite discrete de noeuds (7;,7 = 1, N,)). La répartition des noeuds 7; n’est a ce
stade pas nécessairement uniforme.

Une premiere méthode pour discrétiser le probleme intégral est la méthode de quadra-
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ture directe. En posant ¢; = qg(nl) on a pour tout ¢ € 1,..., N,

¢z = ij@K(m,nj,wo Zw]Kquad Cx.)(] ¢j7 (5103)
J

ot les poids w; définissent une formule de quadrature sur les noeuds n;. Deux méthodes
de quadrature ont été implémentées et testée : une méthode des trapezes sur grille
uniforme et une méthode de Gauss-Hermite. On obtient dans les deux cas un probleme
aux valeurs propres non-linéaire de taille IV,,.

La méthode de quadrature directe a le mérite de la simplicité. Dans ’hypothese ou
la solution nécessiterait un large support et/ou une discrétisation fine (notamment
pour bien intégrer les singularités), la taille de 'opérateur risque de rendre difficile la
recherche de valeurs propres par les méthodes exposées ci-aprés. On peut obtenir un
opérateur de taille plus restreinte en décomposant QAS sur une base de fonctions. Dans
notre cas, les fonctions d’Hermite sont bien adaptées, a la nature du support et des
conditions aux limites. On décompose donc é sur une base de fonctions d’Hermite
(¢r, k =1, Ny) sous la forme

6= o, (5.104)
k=1

avec
_n?
e 2

V() = \/2k—k!Hk(n) (5.105)

ou H, est le n-iéme polynome d’Hermite. Et on a pour tout
“+00
> ok [wk(ﬁ) - / Vr(n)K(0,n,wo)| =0, (5.106)
k — o0

que 'on multiplie par v;(6) avant d’intégrer en 6 pour obtenir, pour tout [ € 1,..., Ny

Soe| [ a0 @un0)— [T [ dnaon @)tk =0, (3307

—00

Duk K5 (wo)

Pour un support d’intégration sur R, 'orthogonalité des fonctions d’Hermite implique-
rait une réduction du tenseur Dy, a l'identité d;. En pratique, I’évaluation des éléments
de matrices K, nécessite une forme de quadrature numérique, et le tenseur Dy est cal-
culé afin de vérifier la préservation de I'orthogonalité. En supposant donnés les noeuds
1; et les poids w; définis comme précédemment, les éléments de 'opérateur s’explicitent
en

Dy, =Y withitbwi, (5.108)

et
KPo( ZZU} Wb K (wo), (5.109)

ot ¢y; = y(n;). L'opérateur matriciel ainsi défini est de taille Ny x Ny. L’intérét de cette
méthode est de découpler, par la projection du probleme dans un espace de fonctions,
la résolution d’intégration caractérisée par IV, de la taille de 'espace de travail. Notons
que l'utilisation d’une formule de quadrature unique dans le calcul des éléments de
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matrices n’est pas indispensable a priori. On peut tout a fait envisager une quadrature
adaptée a chaque élément, voire une méthode d’intégration itérative. Nous allons voir
par la suite pourquoi cette possibilité a été rejetée.
Examinons tout d’abord plus en détail 1’évaluation numérique de la valeur du noyau
K en (0,n). Pour chaque valeur de (3, u), les préfacteurs P;, (Equation (5.83)) et
Fi, (Equation ) peuvent faire 'objet d’une évaluation directe. L’évaluation des
arguments Z;, (Equation (5.90])) nécessite cependant une intégration en 7). Les divers
intégrant composant celui de Z;,, sont soit des fonctions de la forme f,(n) ou nf,(n), ot
fp est une fonction 27 périodique en 7. Lorsque | — 6| > 27, pour les contours ouverts,
le domaine d’intégration [7,, Nsup| €st subdivisé ainsi
fem —1
[Ninf> Nsup) = { U iy + 27, niny + 2(k + 1)7r[} U [2(km) T, Dsup) (5.110)
k=0

avec k, = |20 | Les intégrales de f, et 7)f, se réduisent respectivement &

Nsup ninf+27r Nsup
[ fodn = fodn+ [ fydn (5.111)
Nin f Ninf 2kmm
et
MNsup ki —1 77inf+2(k+1)7r Nsup
1fpdn= / 1fpdn + / nfpdn
/77inf b kg 77'mf+2k77r b MNinf +2kmm P
kmil nznf+27r Nsup
=> / (0 + 2km) (1 + 2km)dn + 1fpdn
k=0 Min 7]2nf+2k’m7r
K —1 Nin f +27 km—1 Nin f +27T MNsup ’
=2 nfyndn-+2m 3 k p(m)dn + Ny
k=0 “"inf MNin f 77inf+2k’m7r

Ninf +2m

nznf+27r
b [ ity + Tho (i Y /
7 n

inf

Nsup
Jpdn + / nfpdn
inf 2kmm
(5.112)

soit au calcul de 2 ou 3 intégrales sur des intervalles de largeur inférieure ou égale a
2m. Ces dernieres sont calculées par une méthode itérative : l'intervalle de départ est
subdivisé en n sous-intervalles sur lesquels est appliquée une formule de quadrature de
Gauss-Legendre avec un petit nombre de noeuds (typiquement 12—15). La convergence
est vérifiée sur la variation relative des résultats obtenus en n et n+ 1. La convergence
est typiquement rapide (n = 2—4), méme dans le cas des contours fermés pour lesquels
il faut intégrer la singularité aux angles limites.

Considérons a présent la dépendance en wy de K(6,n,wy) pour (0,n) fixés. La contri-
bution d’un contour ouvert est de la forme

(@ + wob) expi(c + dwy) (5.113)

et celle d’un contour fermé

cos(c + wod) cos(e + wo f)
sin(g + woh)

(@ + wob) , (5.114)
ou (a,b,c,d,e, f) dépendent de (j,u,n,0) et (g,h) de (j, ). Quelle que soit la mé-
thode de discrétisation, les non-linéarités en wy empéchent de décomposer I'opérateur
intégral sous une forme simple. Deux stratégies de construction sont possibles : soit
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donner une valeur numérique a wy et évaluer numériquement toutes les composantes
de l'opérateur, en usant éventuellement de méthodes adaptatives, soit précalculer les
coefficients a,b,... une fois pour toute sur une grille géométrique prédéterminée et
composer 'opérateur a partir de wq et de ces coefficients précalculés. La premiere mé-
thode n’aura d’intérét que si la valeur effective de wy permet d’accélérer grandement
le calcul des composantes (notamment par 1’écrasement rapide du noyau loin de la
diagonale, qui permettrait une convergence rapide de certaines intégrales dans le cas
de la méthode de projection) mais nécessite de recalculer toutes les composantes, dont
les intégrales 7;, a chaque changement de wy. Comme nous le verrons par la suite,
la méthode de recherche des valeurs propres peut nécessiter de construire 'opérateur
discret pour un grand nombre de valeurs de wy. Pour cette, raison c’est la second mé-
thode qui a été choisie, et qui implique aussi le choix d’une méthode de quadrature
commune dans le cas de la méthode de projection. Les différents éléments permettant
de construire les composantes du noyau sur une grille (7;,7;) sont précalculés, et I'opé-
rateur est assemblé pour chaque valeur de wy. Le fait d’opérer ainsi sur une structure
géométrique fixée par avance permet en outre de mettre a profit certaines symétries
pour minimiser le cotit du calcul initial, et de ne stocker que des fonctions univariées
de n.

L’indépendance entre les calculs des différentes composantes et des contributions de
chacun des contours pourrait conduire a vouloir paralléliser d"une part les étapes de
précalcul et d’autre part d’assemblage de I'opérateur. Cette démarche a été testée mais
s’est avérée infructueuse : les surcotits diis a la synchronisation compensent le gain di
au parallélisme en raison du faible cotit individuel de chaque tache. La préconstruction
et 'assemblage de 'opérateur s’effectuent de fait plus lentement en exécution parallele
que séquentielle.

Résolution du probleme aux valeurs propres local

Quelle que soit la méthode de discrétisation, on obtient un probléeme aux valeurs
propres de la forme

M(wo)X =0, (5.115)

ou la matrice M dépend non-linéairement de wy. La non-linéarité de M en wy em-
péche 'utilisation directe des méthodes denses de factorisations (QZ), ou méme des
méthodes itératives, habituellement utilisées pour la résolution de problemes spectra-
lement linéaires. Le caractére transcendantal de la non-linéarité en wqy exclut de recourir
aux méthodes de linéarisation spectrale, qui ne peuvent s’appliquer qu’aux problemes
polynomiaux ou rationnels dans le parametre spectral. La méthode employée ici est
fondée sur I'utilisation de fonctionnelles de M qui s’annulent lorsque M est singulier.
Trois fonctionnelles ont été envisagées :
¢ Le déterminant detM. Il est obtenu par factorisation LU de M, puis produit
des ¢éléments diagonaux de L.
¢ La valeur propre de plus petit module min; ;. Son obtention nécessite le calcul
du spectre par factorisation QR.
¢ Le minimum o,,;, des valeurs singulieres de M. Il nécessite la décomposition en
valeurs singulieres (SVD) de M.
A Tissue de quelques test sur des opérateurs artificiellement construits et sur des cas
test réels, c’est le déterminant qui a été sélectionné, a la fois pour des raisons de cotit
de factorisation et d’analycité en wy. La fonctionnelle 0,,,/0ma: est utilisée en sus
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comme fonction de vérification de la qualité des racines obtenues, la valeur absolue du
déterminant n’étant pas un critere numérique de singularité pertinent.

L’analycité de det M permet, de la méme maniere que cela été fait dans le cas de I'ana-
lyse linéaire en géométrie cylindrique, d’utiliser une méthode d’intégration de contour
pour rechercher les valeurs propres. Une différence notable cependant est qu’il n’est pas
possible d’évaluer d,,,det M autrement que part une approximation nécessitant plusieurs
évaluations, coiiteuses, de detM autour de wy. La méthode de Davies (|19]) , ou sa va-
riante développée par P. Kravanja(|51]) ne sont donc pas efficacement applicables dans
ce cas. Une méthode ne requérant pas le calcul de la dérivée a donc été sélectionnée,
la méthode d’Henrici ([1} 46]). Notons tout d’abord que cette méthode permet uni-
quement de déterminer le nombre de zéros d’une fonction analytique inclus dans un
contour fermé du plan complexe en supposant que la fonction n’y admet aucun pole, a
la différences des méthodes basées sur I'intégration de moments comme la méthode de
Davies ou certaines de ses variantes sans dérivée ([20]) qui permettent en outre d’ob-
tenir une approximation des zéros par la résolution d’un probleme aux valeurs propres
de petite taille.

Le comptage des racines d’une fonction analytique f, encloses dans un contour fermé
I' du plan complexe est effectué par ’évaluation, a partir du principe de 'argument,

de 1ot 1 d
w

sz—j{—d :7?{ @ 5.116

2mi Jr f : 2me Jrry w ( )

ot on a posé w = f(z) et admis que I' ne contient aucun pdle de f. N, peut donc étre
vue comme le nombre d’enroulements de I'image de I" par f autour de 'origine, soit la
variation totale de 'argument de f

1
N, = Q—[arg f(2)]zer (5.117)
T
La méthode d’Henrici consiste a évaluer cette variation totale sous la forme d’une
somme discréte sur z;, € I'

_ 1 o ar f(2r41)
N, = o l; g (f(zk) ) , (5.118)

sous réserve que pour tout k, la variation totale de I'argument de f sur [z, zx41] soit
inférieure a , soit
arg f(2)]oefmp i) < T (5.119)

Il est important de noter que cette condition ne peut pas étre assurée, pour une fonction
analytique quelconque, par la donnée d’un nombre fini de valeurs de f sur le contour I'.
Rien n’empéche en effet, aussi fine que soit la grille z;, qu'une variation importante de
la phase intervienne entre deux points z; et 2,1 1. Sans plus d’information sur les varia-
tions de f, il n’est donc pas possible d’estimer la densité minimale requise pour que la
condition soit vérifiée. Dans la pratique, on choisit une séquence initiale z; uni-
formément répartie en angle autour du centre du contour. Le nombre initial de points
est déterminé a partir de la taille du contour et d’'un parametre de densité minimale
évalué empiriquement a partir de tests préalables de calibrage. La condition (5.119)) ne
pouvant étre évaluée de maniere discrete, elle est remplacée par une condition locale sur
la variation d’argument entre deux points successifs, en utilisant un majorant inférieur
a . Si cette condition n’est pas vérifiée, un point supplémentaire est inséré au centre
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FIGURE 5.4 — Quadrisection d’un contour rectangulaire dans le plan complexe; le
contour parent est indiqué en pointillés

de tous les intervalles [z, 251 1] concernés. La terminaison (éventuellement sans succes)
de l'algorithme est assurée en bornant /V,.

Ayant défini la procédure permettant le comptage des zéros enclos dans un contour
fermé, nous allons maintenant décrire ’algorithme de recherche des zéros dans le plan
complexe. Cet algorithme, s’il présente des similitudes avec celui qui a été décrit au
chapitre [2] s’en écarte suffisamment pour qu'’il soit utile de le décrire. Il en constitue
de fait une généralisation, et sa conception s’appuie sur le manque de souplesse de
comportement de 'algorithme précédent.

L’algorithme de recherche est fondé sur un principe de section/exclusion. Son fonc-
tionnement est récursif : a partir d’'un contour initial I'y, dit "racine", définissant le
domaine de recherche, I'algorithme génere récursivement une arborescence de sous-
contours. L’ossature de la récursion est décrite dans l'algorithme [d] Le comptage du
nombre de racines N (I') dans un contour est effectué par la méthode d’Henrici. Lorsque
le contour ne contient qu’'une seule racine, on essaie d’obtenir une valeur affinée de la
racine par une méthode de la sécante lancée a partir du centre du contour et d'un
point intérieur voisin. Le succes du raffinement de la racine w est vérifié, outre par le
critere de convergence de la méthode de la sécante, par la décomposition en valeurs
singuliere de l'opérateur M(w) et le calcul du rapport |0,min/0maez|- En cas de succes
du raffinement, la racine est sauvegardée. En cas d’échec ou lorsque le contour contient
plus d'un zéro, il génere quatre contours enfants par quadrisection. Un léger facteur de
dilatation est ensuite appliqués aux contours enfants, pour éviter la perte d’une racine
lorsqu’elle est proche de la frontiére (voir Figure .

La procédure de recherche est alors réitérée pour chacun des contours enfants. Afin
d’éviter des calculs inutiles, chaque contour communique a son parent le nombre total
de racines raffinées que contient sa descendance. Cette remontée d’information per-
met de stopper la recherche prématurément si un nombre total de racines maximal
est souhaité. L’obtention d’au plus N racines de partie imaginaire maximale s’obtient
simplement en fixant cette borne et en définissant 'ordre de la boucle de recherche
(algorithme 4] ligne 15) sur les contours enfants pour qu’elle s’effectue des contours les
plus élevés aux plus bas dans le plan complexe. Un exemple de la structure de recherche
ainsi générée est donné Figure [5.5]

L’algorithme a été implémenté de maniere générique et entierement modulaire :
il est possible de changer la géométrie des contours (rectangles, cercles, ellipses), la
cardinalité de I'arbre (autre que quadrisection), de choisir la méthode de comptage
et la recherche éventuelle d’approximations par une méthode de type Davies lorsque
la dérivée est disponible ainsi que la méthode utilisée pour le raffinement des racines
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Algorithme 4 Algorithme récursif de localisation des racines
: procedure RECHERCHE(T)
: N(I) <+ HENRICI(I) > Comptage des racines
: si N(I') = 0 alors

1

2

3

4: SORTIE

5: fin si

6 si N(I') =1 alors

7 RAFFINE(D) > Tente d’obtenir une valeur raffinée de la racine
8 si RACINE RAFFINEE alors

9: SAUVE RACINE

10: INCREMENTE N, (PARENT(T"))

11: SORTIE

12: fin si

13: fin si

14: GENERE ENFANTS(I) > Création de 4 sous-contours
15: pour I parmi ENFANTS(I") faire > Boucle sur les sous-contours
16: Appel RECHERCHE(T") > Relance la procédure sur le sous-contour
17: si N, = N(I') alors > Toutes les racines trouvées dans le sous-arbre
18: INCREMENTE N, (PARENT(I"))

19: SORTIE > On évite une recherche inutile
20: fin si

21: fin pour

22: fin procedure

So®

FI1GURE 5.5 — Arborescence de recherche ; les nombres indiquent la valeur de retour de
la procédure de comptage; "nc" désignent les noeuds pour lesquels le comptage n’est
pas nécessaire ; les noeuds coloriés en vert correspondent a un succes du raffinement ; le
noeud colorié en orange correspond a un échec du raffinement qui oblige & un nouvelle
quadrisection
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FIGURE 5.6 — Comportement du solveur récursif pour ’équation polynomiale f(z) =
28 — 1 = 0; les rectangles rouges indiquent les contours pris en compte; le nombre
d’enroulement associé est indiqué au centre; les points blancs indiquent les racines
raffinées; le fond est arg(f(z)); (a) intégralité de 'arbre (b) contours contenant une
racine raffinée - la dilatation des sous-contours entraine une redondance mais évite
I’échec du solveur par coincidence d’une racine et d’un contour

(sécante ou Newton).El Dans tous les résultats présentés ci-apres, la méthode d’Hen-
rici et la méthode de la sécante sont employées respectivement pour le comptage et le
raffinement des racines. Un exemple du comportement du solveur dans le cas simple
de la résolution de 28 — 1 = 0 permet de voir l'intérét du facteur d’échelle appliqué
apres la quadrisection des contours dans le plan complexe. Sur les figures 5.6/ (a) et (b)
sont représentés respectivement l'intégralité des contours utilisés lors de la recherche
et les contours contenant une racine raffinée. La dilatation des sous-contours apres
quadrisection, si elle entraine de possibles redondances, permet d’éviter le probleme lié
a la coincidence d’une racine avec une frontiere de subdivision. Méme si ce cas peut
paraitre assez rare, il arrivera nécessairement lors de I’étude d’une famille d’équations
dépendant continiiment de parametres, comme c’est le cas lors du balayage en (x, 0x)
pour notre probleme. La figure montre 'image discrete du rectangle racine par
f(2) = 2% — 1 aprés convergence de la méthode d’Henrici. La superposition des 8 en-
roulements successifs est ici due aux symétries combinées de f et du contour.

Une fois les racines calculées, les vecteurs propres associés sont obtenus par décompo-
sition en valeurs singulieres de l'opérateur.

Résolution du probléme aux valeurs propres global

La résolution du probleme de Schrodinger ne pose pas de difficultés particu-
lieres. Le potentiel () est obtenu par interpolation sur une grille uniforme en ¢ a partir
des données du probleme local wy(z, Oxor). Le probléme est discrétisé par un schéma
aux différences finies centrées d’ordre 2. Des conditions de Dirichlet homogenes sont

5. Cette modularité a permis 'adaptation rapide du solveur a la résolution d’une relation de dis-
persion dans le cadre de recherches sur les propulseurs a effet Hall ()
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FIGURE 5.7 — Image discréte par f(z) = 2® — 1 du premier contour rectangulaire de
centre (0,0) et dimensions 3 x 3 dans le plan complexe; les points correspondent aux
valeurs discretes effectivement calculées dans la méthode de Henrici; la couleur indique
I’abscisse curviligne angulaire le long du contour rectangulaire

appliquées aux extrémités du domaine radial, correspondant aux points d’annulation
du taux de croissance (g, Orxor)-

La détermination des valeurs propres se fait par la recherche des racines du détermi-
nant de 'opérateur discrétisé, et le vecteur propre est obtenu par SVD. Le schéma de
résolution est identique a celui déployé pour la résolution du probleme spectralement
non-linéaire en géométrie cylindrique. Notons que le probléeme étant spectralement li-
néaire (du type A — AB = 0), on pourrait tout aussi bien utiliser une méthode dense.
Les difficultés numériques éventuelles peuvent intervenir dans la détermination précise
de lopérateur Q). Si la détermination de wy(z, Oxor) ne pose pas de probleme particu-
lier, le calcul de 95, wo(, Oror) nécessite de bien caractériser la géométrie de wo(x, Gro)
au voisinage de 0.o7. Attendu que les variations relatives de wy sont par nature faibles
dans cette zone, la détermination de la courbure nécessite d’utiliser une bande suffi-
samment large en 69 autour de @07, en raison de la précision finie du solveur. Cela
est particulierement vrai aux extrémités du domaine radial, ou la courbure diminue
fortement et permet d’obtenir un potentiel () confinant.

Stratégies globales de résolution - parallélisation

La résolution du probleme global peut nécessite la résolution séquentielle de trois
problemes

1. Déterminer I’angle 0xor. Cette étape suppose la résolution du probleme local sur
I'ensemble du domaine en (z, 0yg). La résolution en (z, k) sera gouvernée par la
nécessite d’obtenir une valeur suffisamment précise de Oyo7.

2. Déterminer wy(z, 0x) avec précision sur toute I’extension radiale dans une bande
’ . . 2
Oror £ Abyo permettant une détermination de Jj, wo.

3. Déterminer I’enveloppe radiale et la fréquence globale par résolution du probleme

(E-100).
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Le coiit de la résolution est essentiellement lié a celui des deux premieres étapes, la
troisieme étant particulierement rapide.
Considérons tout d’abord la premiere étape. Le domaine en (x, Ox) , S0it [Zmin, Tmaz] X
[—m, 7], est discrétisé sur une grille uniforme de taille N, x Np,,. Deux caractéristiques
antagonistes du probleme local peuvent étre mises a contribution : d’une part, I'indé-
pendance paramétrique en (x, 0x) permet d’envisager une parallélisation sur ’ensemble
de la grille. D’autre part la continuité de la dépendance en (x, 0yo) de 'opérateur définis-
sant le probleme local peut étre mise a contribution pour le résoudre plus rapidement.
En supposant connue la solution wy en un point (x1, 0x0;) du domaine, on peut tenter
de résoudre le probleme local pour un point voisin (z3, 0x99) en court-circuitant com-
pletement 1’étape de localisation des racines par la méthode d’intégration de contour
décrite précédemment. Posons wy = wy + dw, et notons f(w,xz,0ky) = det M (w, , Oxo)
on a en (g, Oxp2)

0 = f(we, x2,Oko2) = f(w1 + O, T2, Oko2), (5.120)

soit en développant f a ’ordre un en w

 J(w1, @2, Ukoo)
f)wf(wl,$279k02)7

qui définit une itération de la Méthode de Newton. La dérivée de f étant inaccessible,
elle est linéarisée a 'ordre 1, et définit alors une itération de la méthode de la
sécante, déja utilisée dans la procédure de raffinement du probleme local. En utilisant
wy comme une estimation initiale de la solution recherchée wy, on génere sur un petit
cercle autour de wy une suite de valeurs tests @ = wy + dwy, (voir figure , puis on
applique directement la méthode de la sécante sur le déterminant de 'opérateur en
(22, 0koo) & partir des couples (wq,@y). Parmi les valeurs convergées @y, on sélectionne
pour wy celle qui est la plus proche de w;. Le succes de cette méthode, dite "par
continuité", suppose d’'une part que la finesse de la grille en (z,00) soit suffisante
pour qu’au moins un des couples (wy,w; + dwy) soit dans le bassin d’attraction de la
méthode de la sécante pour ws, et d’autre part qu’il ne se produit pas de croisement de
branches de la relation de dispersion lorsque 'on parcourt le plan (x,60). En notant
To = x1 + 0x, Qg2 = Oro1 + 00,0 on peut en effet développer le numérateur de
en

dw =

(5.121)

flwr, z2, Vko2) = flwr, z1, Tkor) +020, f (wi, 1, Oko1) + 00k00p,, f (w1, 21, 0k01), (5.122)
—_—

=0

qui rend plus explicite la relation entre I'estimation initiale dw et les variations de f
dans le plan (x,00). Notons que les dérivées de f en x et Oy n’étant pas simplement
accessibles, nous ne pouvons les exploiter pour développer une itération de Newton
globale en (w, x, Oxo).

La méthode de "continuité" a 'intérét d’étre particulierement rapide en comparaison
de la méthode d’intégration de contour lancée sur un large domaine en w : le nombre
de constructions de 'opérateur et d’évaluations du déterminant est typiquement réduit
de deux ordres de grandeur. On peut ainsi envisager une résolution purement séquen-
tielle du probléme dans le plan (z,0). Une premiére solution est obtenue en un point
du domaine par 'utilisation de la méthode de résolution complete (localisation puis
raffinement), et les autres par continuité.

A partir de ces deux stratégies extremes, on peut envisager des schémas combinant
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FI1GURE 5.8 — Méthode de prolongement par continuité ; génération de couple test pour
la méthode de la sécante au voisinage de la solution approchée w,

les deux méthodes : on peut par exemple résoudre par la méthode complete sur une
ligne x = x, puis prolonger par continuité pour x # x¢, les opérations s’effectuant en
paralleles pour chaque valeur de 6.

Une fois Oyor déterminé, on résout le probleme local sur une bande centrée en Oygr.
Une stratégie mixte est employée : le probléme est parallélisé sur la largeur de bande
en 0o et résolu par continuité pour les variations en x.

Le choix du dosage entre méthode complete et méthode de continuité résulte de com-
promis. Tout d’abord, il est important de noter que la parallélisation compléete dans le
plan (x,60k) peut s’avérer tres cotiteuse. En effet le temps de résolution du probleme
local peut grandement varier en fonction de la position (x,60k). D’autre part, cette
méthode impose le calcul d'un grand nombre de valeurs de wy qui ne seront pas utili-
sées par la suite. Le point (O) recherché étant souvent proche du centre du domaine
(x = 0.5,0,p = 0), une méthode moins coiiteuse est employée, qui met a profit cette
localisation.

La stratégie globale utilisée par défaut se décompose ainsi (voir figure

1. On résout le probleme complet sur la ligne 6,9 = 0. La résolution est parallélisée
en z. On détermine la position z,.y telle que le taux de croissance soit maximal.

2. On résout le probleme complet sur la ligne x = z,.;. La résolution est parallélisée
en fo. On en déduit O4o7.

3. Sur une fine bande centrée en Oy, on résout le probleme complet en .. puis
on prolonge par continuité pour x # x,.¢. L’ensemble de procédure est effectuée
en parallele sur les valeurs de .

4. on résout le probleme de Schrodinger sur I’enveloppe globale.

5.6 Conclusions

Un modele multi-water-bag a été développé pour 'analyse linéaire de l'instabilité
de gradient de température ionique dans une géométrie torique a surfaces magnétiques
circulaires concentriques.

L’équilibre de référence est obtenu par équivalence locale au sens des moments pour
un angle poloidal #y. L’extension a I’ensemble du domaine est obtenu par 1'utilisation
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FI1GURE 5.9 — Stratégie de résolution globale par défaut ; résolution parallele en 09 = 0,
résolution parallele en ..y, résolution mixte a partir de x,.¢ sur une bande centrée
autour de Oror.

d’une solution approchée de la forme stationnaire de I’équation de Vlasov. L’obtention
d’une configuration d’équilibre satisfaisante s’est révélée plus ardue que dans le cas
unidimensionnel abordé en géométrie cylindrique. La stratégie d’équivalence au sens
des moments, qui permettait dans le cas unidimensionnel d’éviter les caractéristiques
d’équilibre critiques (v — 0) tout en maintenant une bonne représentation des varia-
tions des moments, est mise en défaut en géométrie torique. La modulation poloidale de
la vitesse parallele due au gradient de 'intensité du champ magnétique conduit a I’exis-
tence de paires de contours pouvant se refermer en v = 0. Les difficultés numériques
liées a I'existence de telles surfaces critiques seront abordées lors de la présentation des
résultats des premieres expérimentations numeériques.

Deux méthodes de résolutions ont été développées pour I'analyse de stabilité linéaire.
Une premiere méthode, limitée a 1’obtention du mode le plus instable pour une valeur
du nombre d’onde toroidal n, consiste en une intégration en temps du modele bidimen-
sionnel linéarisé. La résolution du probleme aux valeurs propres correspondant par une
méthode spectrale itérative est limitée a la détermination des conditions de stabilité
de la méthode d’intégration en temps.

Le second modele utilise la représentation en modes de ballonnement et met a profit
I’anisotropie de la perturbation et les séparations d’échelles entre grandeurs d’équilibre
et perturbées pour permettre une résolution spectrale du probleme de stabilité linéaire.
La résolution du probléeme bidimensionnel initial est remplacée par la résolution d’un
ensemble de problemes unidimensionnels indépendants. La solution globale est ensuite
construite a partir des solutions locales obtenues.
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Parametre | Ry a [ajmina xma:r:] Q(z) Px €a

Valeur 220 | 82 | [0.25,0.75] | 0,854 + 2.184x? | 1.22-1072 | 0.36

Parametre | L, | A, | Lv | Ap

Valeur 100 | 0.4a | 32.1 | 0.15a

TABLE 6.1 — Parametres adimensionnés pour le cas de référence CYCLONE ; on rap-
pelle que le profil radial du facteur de sécurité est donné par q(r) = qo + q2(r/70)?

6.1 Cas test Cyclone - parameétres et grandeurs d’équi-
libre

6.1.1 Parametres du cas Cyclone

Les parametres décrivant I’équilibre ont été sélectionnés afin de permettre des com-
paraisons externes. A la différence du cas de la géométrie cylindrique, il existe pour
la géométrie torique des jeux de parametres plus ou moins standardisés permettant
la confrontation de résultats de multiples codes. Le plus utilisé pour ’analyse des in-
stabilités ITG en géométrie torique est le cas test dit "Cyclone base case" dont les
parametres sont basés sur une décharge du Tokamak Doublet ITI-D, alias DIII-D. Le
cas est caractérisé par un ensemble de parametres sans dimension. L’intérét d’une telle
référence adimensionnée et qu’elle permet une certaine souplesse dans la détermination
des parametres absolus, qui peuvent étre choisis en cohérence avec les contraintes de
chaque code.

Les parametres adimensionnés caractérisant le cas test CYCLONE sont des quantités
locales exprimées en rq = a/2

7o Ry

€ =—- =018, — =692, 7, =312, ¢=14, s=1rd,Inqg=0.78 (6.1)

Ry Lt
Dans le systéme d’adimensionnement défini Table p. [25] le jeux de parameétres
numériques compatibles avec les parametres adimensionnés du cas CYCLONE sont
donnés dans le tableau [6.1] Notons que toutes les grandeurs intervenant dans ’adi-
mensionnement sont calculées en x = 0.5 et a l'angle de référence utilisé pour la
construction des contours (¢ = 0 par défaut). Le cas CYCLONE ne donnant que des
parametres locaux, les largeurs des zones de gradients de température et densité, a
priori arbitraires, ont été affectées de valeurs "raisonnables', et sont par exemple com-
parables a celles utilisées dans [43].

6.1.2 Distribution multi-water-bag d’équilibre

La distribution d’équilibre multi-water-bag est construite en suivant la méthode
décrite au chapitre ol Nous présentons ici la méthode utilisé par défaut, pour une
distribution multi-water-bag a 6 bags, pour laquelle la majorité des résultats ont été
obtenus. Les expérimentations portant sur des équilibres alternatifs seront évoquées au
besoin dans ’exposition des résultats.

La position poloidale de référence est choisie en ¢ = 0, soit au minimum de I'intensité
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du champ magnétique. Cette référence est commune a toutes les valeurs du moment
magnétique. Les contours d’équilibre ont pour expression

viu(w,9) = sign(j)\/v;(z,0)2 + 2u(B(z,0) — B(x,9)). (6.2)

Les contours de référence v;(z,0), communs & toutes les valeurs de y, sont obtenus par
équivalence au sens des moments sur le domaine radial en ¥ = 0. Les profils corres-
pondants sont donnés sur la figure [6.1 Un point important est & relever concernant
la construction des profils de référence. Si 'on compare les profils de gradients et le
facteur 7; avec ceux des cas tests utilisés en géométrie cylindrique, le cas CYCLONE
peut paraitre étre un cas "facile" du point de vue de I’équivalence au sens des moments.
La relative faiblesse du facteur 7; (3.12 contre 10 dans les cas cylindriques), qui condi-
tionne 'extension radiale de ’équivalence, devrait de fait entrainer des contraintes assez
laches sur la géométrie des contours d’équilibre, et particulierement sur les variations
du premier contour. Ce n’est cependant pas le cas, en raison de la présence du jacobien
21 B dans les moments multi-water-bag. Si le facteur 27 peut étre absorbé sans consé-
quences dans les valeurs des poids A;, ce n’est pas le cas de la variation radiale de B :
I’équivalence radiale effectuée dans le cas torique correspond a 1’équivalence en géo-
métrie cylindrique avec un profil de densité ng,; = n/B(z,0) (figure [6.2fa)). Ce profil
possede un gradient plus faible que le profil de référence, entrainant une augmentation
du facteur 7, correspondant (figure [6.2))). De plus, pour assurer un certain réalisme a
la configuration d’équilibre, les profils de gradients sont plus étalés que dans les cas tests
examinés en géométrie cylindrique. Ces deux propriétés impliquent que, de méme qu’en
géométrie cylindrique, les contraintes de construction de la distribution multi-water-
bag empéchent un choix arbitraire de la position des noeuds de référence initiaux. Le
premier contour en particulier doit typiquement avoir une valeur de quelques dixiémes
de ¢, & D'abscisse de référence x = 0.5 (voir figure [6.1(d)). De méme qu’en géométrie
cylindrique, son sens de variation est opposé a celui des autres contours et des gradients
de référence. La présence de ce contour a faible vitesse, indispensable pour assurer une
bonne représentation des moments de la distribution d’équilibre, a des conséquences
importantes sur la nature des contours bidimensionnels qui en seront déduits.

Comme on I'a vu au chapitre [5] pour un contour bidimensionnel défini par (6.2)), il
peut pour x donné exister un angle limite J(x) ou la valeur du contour s’annule. Pour
une configuration magnétique donnée, I'existence de v/ dépend a la fois de la valeur
du contour de référence v;(x,0) et de celle du moment magnétique. Réciproquement,
en supposant donnés les contours de référence v;(x,0), on peut définir pour chaque
contour un profil de moment critique jtjeit(z). Le moment critique pijei+(z) correspond
a la valeur minimale qu’il faut donner a p pour que le contour admette un angle limite
en x. Cette valeur correspond au cas ou cet angle critique est égal a 7, soit

_ v;(x, 0)*
fjcrit(T) = 2(B(z,m) — B(z,0))

(6.3)

Les profils des moments critiques sont donnés Figure Si on suppose une distri-
bution initiale isotrope dans 'espace des vitesses, le support en u de la distribution se
déduit du support en vitesse parallele. Si on a fixé v, en (z = 0.5,9 = 0), alors on
doit avoir fiy, B(z = 0.5,9 = 0) = v2,,./2. Pour la distribution & 6 bags de référence,
ON & Upge = 4.1 et B(0,5,0) = 1 soit fime: =~ 8. Notons que ce choix d’une référence
locale est nécessaire pour assurer la cohérence avec le calcul des poids A;. En raison
méme de cette pondération, I'importance relative des populations a p élevé est faible.
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F1GURE 6.1 — Cas CYCLONE; profils radiaux de référence et pour une distribution a
6 bags; densité et température (a); gradients de température et densité (b); facteur
n; (c); contours positifs pour la distribution a 6 bags (d)
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FIGURE 6.2 — Effet de la variation radiale du champ magnétique sur I’équivalence aux
sens des moments ; profil de densité (a); facteur »;
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FI1GURE 6.3 — Cas CYCLONE ; moment magnétiques critiques pour la distribution a
6 bags (a); vue partielle pour les petites valeurs de u (b)

En considérant une plage de valeurs de p s’étendant de 0 a 8, deux traits marquants
peuvent étre tirés de I'observation des profils des moments critiques figure [6.3] :

1. pour les valeurs hautes de u, la majorité des bags se refermeront sur le domaine.

2. le premier contour est susceptible de se refermer, et ce méme pour de petites
valeurs de p. La valeur de p minimale conduisant a la fermeture du premier
contour en un point du domaine est de l'ordre de 0.17. La topologie du premier
bag est en conséquence particulierement sensible au choix des valeurs du moment
magnétique. (figure [6.4).

Les conséquences de ces propriétés sont importantes. Il n’est pas possible de construire

une distribution d’équilibre isotrope sans que des contours fermés apparaissent. Faire
disparaitre entierement les contours fermés nécessiterait de fixer pi,q, < 0.17, ce qui
revient a sélectionner une distribution extrémement anisotrope dans ’espace des vi-
tesses. La faible valeur des moments critiques minimaux est liée au choix de I'angle
de référence ¥ = 0, qui maximise la variation potentielle de B a partir de I'angle de
référence. Quel que soit I'angle de référence vy choisi, I'isotropie initiale dans I’espace
des vitesses est brisées des que 'on s’éloigne de la ligne ¥ = 9, de référence. En choisis-
sant comme angle de référence 7 afin d’éliminer toute possibilité d’avoir des contours
fermés, on obtient en ¥ = 0 une distribution dont I'anisotropie favorise grandement la
direction parallele. Le choix de ¥ = 0 comme angle de référence par défaut est justifié a
priori par la phénoménologie connue de l'instabilité : les modes se localisant préféren-
tiellement c6té bas-champ, il est souhaitable de représenter au mieux ’état du systeme
dans cette zone.
Une fois les profils radiaux des contours d’équilibre en 9 = 0 et les poids A; correspon-
dant calculés, le choix des valeurs du moment magnétique permet de générer les poids
A; et les contours bidimensionnels v;,(x,¥). Pour apprécier plus directement 'effet du
choix des valeurs de p utilisées sur les quantités d’équilibre, nous ne considérerons que
trois cas particuliers mais significatifs, définis chacun par le nombre de valeurs de N,
et les moments extrémaux (fmin, fhmaz)- Les valeurs des moments sont uniformément
réparties sur U'intervalle [fimin, fimaz]- Les trois exemples considérés sont les suivants.

1. Ny = 1 pmin = Hmaz = 0. Ce cas correspond a la limite de dérive cinétique
i — 0. Les contours d’équilibre ne subissent pas de variation poloidale, et en
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FIGURE 6.4 — Cas Cyclone; N = 6 ; Evolution de la topologie du premier contour avec
5 la zone en bleu correspond a ’annulation du contour
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conséquence aucun contour ne se referme.

2. Ny, =1, flmin = mae = 1. Seule la valeur moyenne p = 1 est utilisée.

3. NM = 20, Mmin = 0, Hmaz = 8.
Les profils bidimensionnels (z,v) de la densité, de la température et de leurs gra-
dients radiaux normalisés respectifs k, et xy des distributions correspondant a ces
trois exemples sont donnés Figures et [6.71 Comme on peut le voir, la modu-
lation poloidale de la température T est relativement faible, mis a part dans le cas
tres particulier de la seconde distribution, pour laquelle les faibles valeurs de p sont
entierement absentes. Le profil de densité montre en revanche une modulation poloi-
dale notable, méme dans le cas p = 0, en raison du jacobien 27 B. Dans le cas u = 0,
cela conduit a une inversion du gradient de densité radial lorsque l'on passe du coté
bas-champ au c6té haut-champ. Cet effet est partiellement compensé dans le cas de la
troisieme distribution par la modulation poloidale des contours, mais un effet d’excen-
trage du profil de densité persiste. En outre, comme cela a été évoqué au chapitre 5, on
observe la présence de pics de gradient localisés au niveau des frontieres des contours
qui se ferment. L’effet est de méme nature pour le gradient de température, et la conju-
gaison de ces irrégularités conduit a des pics localisés du facteur 7; sur les limites des
contours fermés. Ce dernier, dont on rappelle que la valeur maximale nominale est de
3.12 peut atteindre dans ces zones des valeurs de plus de cent.
Sur la figure (a) on peut observer la topologie des différents contours pour le cas
N, =1,pu = 1. Le premier bag se referme sur tout le domaine radial (Figure (c)),
alors que le second ne se referme que pour la partie supérieure du domaine radial (Fi-
gure (d)). On peut en outre apprécier U'effet du sens de variation du profil radial
du contour de référence sur la géométrie de la frontiere du contour bidimensionnel.
Sur la figure (b) sont représentées quelques surfaces de niveau de la Maxwellienne
locale utilisée comme référence. La topologie de ces dernieres est similaire a celle des
contours, a l'exception de la zone a faible vitesse coté bas-champ. En effet dans cette
derniére zone, et notamment en ¥ = 0, les surfaces de niveau de la Maxwellienne sont
susceptibles de se refermer radialement (Figure (a)). La dépendance poloidale de
leffet du gradient radial de B sur la structure des surfaces de niveau de la Maxwellienne
locale apparait clairement en comparant la géometrie des lignes de niveau en ¢ = 0,
v=mn/2etd =m End=n/2 (Figure (b)), le gradient radial de B s’annule, et
la géométrie des lignes de niveaux est pilotée par les profils de densité et température.
En d =0 (Figure[6.9| (a)), le gradient radial de B est de méme signe que celui de n et
T, et de signe opposé en ¥ = m (Figure (c)).
L’annulation de la vitesse (et la divergence du gradient radial) sont évités par construc-
tion pour les contours de la distribution water-bag, lors de la construction des contours
de référence en ¥ = 0 par équivalence au sens des moments sur les moments en vitesse
parallele.

6.1.3 Résultats de référence pour le cas Cyclone

Comme nous 'avons évoqué précédemment, le cas Cyclone a été utilisé a maintes
reprises pour le calibrage de codes fluides et cinétiques, linéaires aussi bien que non-
linéaires. Une étude comparative synthétisant les résultats obtenus a partir de divers
codes a notamment été publiée dans [22]. Ces résultats sont souvent utilisés comme
référence, par exemple pour les résultats du code GT3D publiés dans [43], du code
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FIGURE 6.5 — Cas CYCLONE N =6; Ny, = 1 fmin = tmae = 0; demi plan de coupe
¢ = 0; densité (a), gradient radial de densité x, (b), température T} (c) et gradient
radial de température K1y la température T', (non-représentée) est nulle
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FIGURE 6.6 — Cas CYCLONE N =6; N, = 1, fmin = ftmar = 1; demi plan de coupe
¢ = 0; densité (a), gradient radial de densité s, (b), température T} (c), gradient
radial de température rr, (d), température T (e), gradient radial de température s,

(f)
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FIGURE 6.7 — Cas CYCLONE N = 6; N, = 20 fmin = 0, ftmaee = 8; demi plan de
coupe ¢ = 0; densité (a), gradient radial de densité ,, (b), température T (c), gradient
radial de température k7, température 7', (e), gradient radial de température rr, (f)
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(c) (d)

FIGURE 6.8 — Cas CYCLONE N = 6; N, = 1 p = 1; apercu de la topologie des
contours d’équilibre (a) et des surfaces de niveau de la Maxwellienne locale (b); vue
en élévation - la coordonnée verticale est la vitesse parallele - le c6té bas-champ est a
droite ; vue en plan des contours vy (b) et vy (¢) qui se ferment sur le domaine
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FIGURE 6.9 — Cas Cyclone; lignes de niveau dans le plan (z,v)) de la Maxwellienne
locale pour u=1env¥ =0 (a), 9 =7/2 (b), = (c)
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FiGURE 6.10 — Cas Cyclone; taux de croissance et fréquence en fonction de kyp; ;
données issues de [22] et interpolantes qui serviront de référence

GYSELA dans [33].

Afin de rendre plus aisées les références aux résultats obtenus dans [22], les données
relatives aux taux de croissances et fréquence des modes les plus instables ont été ex-
traites et sont reproduites figure [6.10] Un intérét majeur de ces résultats est qu'’ils ont
été obtenus a partir de codes et de modeles variés (fluides, gyrocinétique) : le bon accord
de ces différents codes et modeles nous permet de supposer une certaine robustesse des
taux de croissance et fréquences des modes par changement de modele, et ainsi éviter
dans une premiere approche un balayage paramétrique cotiteux sur les parametres du
modele water-bag (nombre de bags et support en vitesse parallele).

Les interpolantes lissées obtenues a partir des données seront utilisées comme base de
comparaison avec les résultats water-bag.

En géométrie cylindrique, le comportement spectral de I'instabilité se caractérisait par
les dépendances en (m,n) du taux de croissance et de la fréquence. Dans la géomé-
trie torique a équilibre axisymétrique considéré, seuls les modes de Fourier toroidaux
peuvent étre considérés comme indépendants. La caractérisation spectrale de 'insta-
bilité se traduira donc par l'analyse des dépendances du taux de croissance et de la
fréquence en fonction du nombre d’onde toroidal n. On notera que les résultats présen-
tés figure |6.10] sont exprimés en fonction de kyp;. Ce type d’indexation des modes est
courant dans la littérature (on trouve parfois également k| ps, et kyp; pour les modeles
"slab"). Cette notation est en toute rigueur impropre, repose sur deux considérations.
Tout d’abord, les premieres analyses de l'instabilité ont été effectuées dans un cadre
radialement local. Conjointement, pour un nombre d’onde toroidal n donné et une
position 7y , on peut considérer le spectre de Fourier poloidal comme dominé par le
premier mode poloidal résonnant m = +nq(rg). On peut donc associer a chaque mode
toroidal n une valeur représentative unique de kyp;

oy = P00 (6.4)

To

Notons que pour lever toute ambiguité, la position (r,8) ou p; est évalué doit étre pré-
cisée. L’intérét d’une telle représentation est son caractere adimensionné, et le fait que
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kgp; (ou kps) pilote effectivement les termes liés aux effets de rayon de Larmor fini
du modele gyrocinétique (gyromoyenne, dérive de polarisation). Le désavantage réside
dans les ambiguités liées au choix de la position pour le calcul de kyp; lorsque le modele
n’est pas local, et aux conventions, pas systématiquement explicitées, conduisant au
calcul de p; (localisation, définition de la vitesse thermique)

Afin de lever ces ambiguités, les résultats bruts du modele water-bag seront présentés
a la fois en fonction du nombre d’onde toroidal n et de kyp,s afin de permettre une
comparaison rapide avec les résultats de la figure [6.10] Notons que pour les résultats
présentés dans [22] et synthétisés dans la figure [6.10] la définition utilisée pour la vitesse
thermique et le fait que 7, = T; impliquent p, = p;.

Ces restrictions étant posées, nous pouvons rapidement décrire le comportement spec-
tral du taux de croissance et de la fréquence de I'instabilité tels qu’ils apparaissent sur
la figure Le taux de croissance présente une évolution quasi-parabolique avec un
maximum unique au voisinage de kyp; ~ 0.3. La fréquence a un comportement linéaire,
avec wp & —kypiCs/ L.

6.2 Distributions sans contours fermés (faible )

6.2.1 Résultats du code QUALITORO - intégration en temps
Parameétres du code - Etat initial - Parallélisation

Le tableau présente les parametres typiques pour le code d’intégration en temps
QUALITORO. Les différentes valeurs du nombre d’onde n sont traitées séquentielle-
ment. Notons que pour une utilisation optimale du code en terme de ressources, il
serait préférable d’adapter les parametres a chaque valeur de n. En effet la résolution
poloidale Ny fixe la gamme de fréquences ky. La résolution choisie doit permettre de ré-
soudre a minima une bande de quelques nombre d’ondes correspondant aux résonances
m = #£nq(r) dans la zone radiale de pic en 7;. Lors d’un balayage en n, la valeur
maximale de n fixe donc la résolution poloidale minimale. En outre la condition de
A-stabilité, qui borne la valeur du pas de temps, suit une loi affine en n. De méme lors
d’un balayage paramétrique, c’est la plus haute valeur de n qui limite la valeur du pas
de temps At. Enfin, les fréquences et taux de croissance pour un mode n déterminent
la plage temporelle optimale : le mode doit avoir le temps de croitre et d’osciller sur
plusieurs périodes pour qu'une détermination des taux de croissance et fréquences soit
possible. Pour le bas du spectre (petits n) les taux de croissances sont faibles, ainsi
que les fréquences nécessitant une plage temporelle plus large. Les parameétres choisis
lors d’un balayage paramétrique en n résultent d’'un compromis entre ces différents fac-
teurs, de maniere a permettre que la majorité des modes soient bien résolus. Pour les
parties extrémes du spectre, a l'issue d'un premier balayage, le code peut étre relancé
avec des parametres adaptés aux caractéristiques de chaque mode. Nous présenterons
ici les résultats bruts obtenus pour un balayage en n incluant les valeurs extrémales de
n pour lesquelles les parametres ne sont plus adaptés, afin de mettre en évidence 1'effet
de ces limitations.

Les parametres de parallélisation sont pour partie imposés et pour partie ajustables.
Le nombre de processus MPI est imposé par le nombre de contours distincts, auquel
il faut ajouter le processus chargé de la quasi-neutralité, soit Npoc =2 X N x N,. Le
nombre de processus légers (‘threads’) par processus MPI peut étre choisi librement.
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FI1GURE 6.11 — Coefficient multiplicateur pour la parallélisation OpenMP du code
QUALITORO; Cas Cyclone; N, = Ny = 128; Npo. = 13; multiplicateurs calcu-
lés pour 1000 pas de temps; la ligne rouge correspond a une parallélisation idéale
t(Nthread) = Nthread X t(l)

La parallélisation correspondante est d’une efficacité limitée, comme on peut le voir
Figure Cette faible efficacité est due au fait que seule I'évaluation de I'opérateur
d’advection est efficacement parallélisée.

Le systéme est initialisé par une perturbation aléatoire en (x,v), modulé par une

N N,u Nr Nﬁ QCI At Nsteps Tdiag Nap Nmin | Mmax Nproc Nthread
6 1 | 128 | 128 1.0 28000 | 200 | 20 6 44 13 4

TABLE 6.2 — Parametres du code hybride QUALITORO; A; pas d’intégration en
temps; Ng.ps nombre de pas de temps; N, nombre de valeurs distinctes du nombre
d’onde toroidal n; Ny, nombre de processus MPI (2 x N X N, +1); Nipreqas nombre
de processus légers (threads) par processus MPI utilisé pour la parallélisation OpenMP

enveloppe radiale gaussienne (Figure [6.12)).

Taux de croissance et fréquences

L’émergence puis la croissance du mode sont suivies en observant 1’évolution du
potentiel électrostatique. S’il est également possible de suivre la perturbation densité
voire les perturbations relatives a chaque contour, le choix du potentiel permet d’ap-
précier les caractéristiques majeures du mode sans accroitre inutilement la taille des
données de diagnostic. Apres une phase initiale transitoire, le mode instable émerge et
connalt une phase de croissance linéaire. La détermination de la fréquence et du taux
de croissance du mode est effectuée localement sur le domaine radial. Pour tous les
résultats présentés ici, la position radiale choisie est xy = 0.5, soit au centre de la zone
de gradient. La localisation radiale et poloidale de I’enveloppe du mode pouvant varier
avec n, on vérifie par observation directe que le point de mesure choisi se situe bien
dans la zone ou l'enveloppe est maximale.

La mesure des taux de croissance et fréquences (Figure est obtenue par des
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FIGURE 6.12 — Etat initial du potentiel électrostatique pour le code QUALITORO
dans Iespace direct (x,9)(a) et mixte (z,m)(b)

méthodes similaires a celles employées pour I'analyse de la phase linéaire du code non-
linéaire en géométrie cylindrique. Le taux de croissance est obtenu par une régression
logarithmique & deux segments sur le potentiel intégré poloidalement [ |¢(zq, 9, t)[>dd.
Le support temporel [0, t,,4:] est subdivisé par 'algorithme en deux intervalles [0, ¢1]
et [t1, tmaz] de manieére & minimiser les erreurs cumulées de régressions sur chacun des
intervalles. Le taux de croissance est obtenu a partir de la régression sur le second inter-
valle. De méme, la détermination de la fréquence se fait localement par détermination
du pic en fréquence du spectre de Fourier en temps de cos arg ¢(xg, Jg, t) sur la plage
temporelle [t, t,qe.] définie précédemment, ce qui permet d’obtenir un spectre filtré de
la majorité des fréquences transitoires. Dans tous les résultats présentés I'angle choisi
pour la détermination de la fréquence est ¥y = 0, soit coté bas-champ qui correspond
a la zone de localisation poloidale du maximum de I’enveloppe du mode.

Sur la figure [6.14], sont présentés les taux et fréquences obtenus pour le cas Cyclone.
Le comportement spectral de (v,wg) est de méme nature que celui observé pour les
résultats de références. Le taux de croissance connait une variation unimodale, avec
un maximum autour de n = 30. Les gammes de valeurs de 7 sont en bon accord avec
celles du cas de référence. La fréquence wg suit une loi affine en fonction de n.

On note une discontinuité des évolutions de v et wg pour les faibles valeurs de n.
Bien que dans cette zone les incertitudes sur la détermination de v et wg soient plus
importantes, pour les raisons évoquées plus haut, elles ne suffisent pas a expliquer les
discontinuités observées : les données obtenues en relancant le code avec des parametres
plus adaptés a ces valeurs de n (temps de simulation plus long) ne semblent pas réduire
notablement cette discontinuité. La présence d’'un croisement de branches (inversion
de l'ordre en v de deux branches instables de la relation de dispersion) pourrait expli-
quer un tel comportement. Le code d’intégration en temps ne permet cependant pas de
confirmer une telle hypothese, puisque seule la branche la plus instable est accessible.
Elle sera examinée a nouveau a partir des résultats du code asymptotique. Une diffé-
rence majeure avec les données de référence est le centrage du spectre et le support en
fréquence du spectre. Le maximum est plus élevé et le spectre plus étendu en fréquence.
Cette propriété n’est pas surprenante pour le cas considéré. Pour u = 0, I'opérateur
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FIGURE 6.13 — Code QUALITORO ; détermination des caractéristiques spectrales;
régression logarithmique sur 4/ [ dd|¢(xq, 0)|> pour 'obtention de 7 ; détermination de

la fréquence de pic du spectre de Fourier en temps de cos(arg ¢(xg, Yg))

de gyromoyenne est réduit a l'identité, et le seul effet de rayon de Larmor fini est la
dérive de polarisation. Nous retrouvons certaines caractéristiques des modeles de dé-
rive cinétique déja observées en géométrie cylindrique : centrage du spectre autour de
kgps ~ 1 et atténuation limitée aux petites longueurs d’onde. Notons qu’en raison de
la sélection d’hélicité (m + ng ~ 0) qui advient en géométrie torique, il faut lorsque
I'on confronte les comportements spectraux cylindriques et toriques tenir compte du
fait que n et m ne sont plus indépendants dans ce dernier cas.

Géométrie des modes

Les caractéristiques géométriques de 1’enveloppe des modes (Figures et
varient avec le nombre d’onde toroidal n. Aux petits nombres d’onde, la structure des
modes est proche de celle déja observée en géométrie cylindrique. Le mode est localisé
radialement dans la zone de gradient, avec un spectre étroit en m, et une faible locali-
sation poloidale. Lorsque n croit, le caractére "ballonnant" du mode instable est de plus
en plus marqué. L’enveloppe radiale lente, qui correspond a la zone de pic des gradients
est modulée par les variations rapides dues aux surfaces résonnantes conjointement a un
¢largissement du spectre en m . poloidalement, le mode possede une enveloppe lente et
se localise préférentiellement co6té bas-champ. Radialement, on observe un excentrage
de I'enveloppe vers les = croissants lorsque n croit (Figure .

En outre on voit apparaitre pour les grandes valeurs de n une brisure spontanée de la
symétrie haut-bas (9 — —1), le centrage de I'enveloppe poloidale lente se décalant par
rapport a ¢ = 0. Notons que cet effet n’est pas fortement marqué mais décelable pour
les hautes valeurs de n. (Figure (c))

La résonance en hélicité du mode est particulierement visible en observant la dépen-
dance radiale du spectre poloidal du mode (Figure . Ce dernier se concentre sur
une bande étroiteﬂ autour de la résonance m = —nq. On peut voir en outre, pour le

1. Il peut étre utile d’attirer l'attention du lecteur sur I’échelle logarithmique utilisée pour la
représentation spectrale figure qui peut donner I'illusion d’une résonance large ; dans une repré-
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FIGURE 6.14 — Cas Cyclone; N = 6, N, = 1, p = 0; code QUALITORO; taux
de croissance (a) et fréquences (b) obtenus a partir du potentiel électrostatique en

(CL’O == 05, 190 == O)
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FIGURE 6.15 — Code QUALITORO ; Cas Cyclone; N =6, N, = 1, i = 0; Profil radial
du module de I’enveloppe du potentiel en ¢ = 0 pour quelques valeurs de n

mode n = 40, la coupure induite par la résolution poloidale finie sur la partie externe
(x > 0.55) du domaine radial. Ces caractéristiques sont conformes a celles qui sont

observées dans [43].

sentation en échelle linéaire la résonance est masquée par la ligne m = —ngq
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FIGURE 6.16 — Cas Cyclone ; code QUALITORQO ; partie réelle du potentiel électrosta-
tique
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FIGURE 6.17 — Cas Cyclone; N =6, N, = 1, p = 0; code QUALITORO ; module du

potentiel électrostatique
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FIGURE 6.18 — Cas Cyclone; N =6, N, = 1, p = 0; code QUALITORO ; dépendance
radiale du spectre de puissance en m; la ligne pointillée correspond a la résonnance

m = —ng(r)
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Effet de moment magnétique non-nul

Bien que la gamme de valeurs du moment magnétique accessible tout en évitant
'existence de contours fermés soit restreinte (fim,q; = 0.17), on peut néanmoins obser-
ver l'effet de l'introduction de valeurs non-nulles du moment magnétique. Rappelons
que le moment magnétique intervient de plusieurs manieres sur 'opérateur d’évolution
du systeme : il introduit une modulation des contours d’équilibre, pilote le terme de
dérive de gradient ainsi que la réponse spectrale (en k, ps donc n) au travers de I'opé-
rateur de gyromoyenne.

Un balayage sur le nombre d’onde toroidal n a été effectué pour trois distributions diffé-
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FI1GURE 6.19 — Code QUALITORO ; Cas Cyclone; effet du moment magnétique p sur
les taux de croissance (a) et fréquences (b) pour deux distributions & une seule valeur
de p et une distribution a deux valeurs de p.

rant uniquement par les valeurs du moment magnétique. Les deux premieres possedent
chacune une unique valeur de p, respectivement © = 0 et = 0.15. La troisieme com-
bine les deux valeurs. Les taux de croissance et fréquences obtenus lors de ce balayage
sont donnés Figure [6.19] On observe sans grande surprise que les résultats obtenus
pour la distribution a deux valeurs de p sont encadrés par les résultats correspondants
pour les distributions a une seule valeur de pu.

L’effet de 'augmentation de p sur les valeurs du taux de croissance est multiple. Tout
d’abord, on observe une stabilisation pour la partie supérieure du spectre (n > 15),
croissante avec n. On observe d’autre part une légere déstabilisation pour la partie
basse du spectre. La position du maximum est en outre décalée vers les basses fré-
quences, et sa valeur diminue avec p. L’effet de 'augmentation de p sur la fréquence
wr se traduit pas une augmentation (en valeur absolue) de wg. A valeur constante en
wy, cela revient & un décalage du spectre vers les basses fréquences en n (ou kyps).
Pour la plage de valeurs de p considérée, les propriétés géométriques des modes, déja
commentées pour le cas p = 0, ne sont pas notablement altérées.

6.2.2 Méthode asymptotique (code ASYMPTORO)

La méthode asymptotique en modes de ballonnement décrite au chapitre [ a été
implémentée dans le code ASYMPTORO. Bien que deux méthodes de discrétisation du
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probleme intégral local aient été implémentées, nous restreindrons ici la présentation
des résultats a la méthode de quadrature directe. Pour les cas envisagés, la méthode de
projection n’offre en effet pas d’avantages particulier : le colit supérieur de construction
de 'opérateur n’est pas compensé par une accélération notable du calcul de la relation
de dispersion (déterminant de I'opérateur discret) et de la détermination de ses racines :
la méthode de projection se révele de fait plus cotiteuse. La présentation des résultats
qui va suivre retrace le cheminement de la méthode de résolution décrite au chapitre [5
Nous considérerons tout d’abord la résolution du probleme intégral aux valeurs propres
paramétré par (z, Vo). Nous vérifierons ensuite que la topologie de la fréquence locale
wo(x, Jgo) est bien celle du diagramme en "oeil de chat" décrit au chapitre 5| et permet
la détermination de la coordonnée Yoy des points tournants.

Résolution du probléme aux valeurs propre local en (x,¥;)

La résolution du probleme intégral aux valeurs propres décrit section [5.5 nécessite
le choix d’une part du support nécessairement fini sur R de la solution discrete appro-
chant I'enveloppe gg(n), et d’autre par celui de la résolution en 7. Le support, défini
comme [—(2pmar + 1)7, (2Pmae + 1)7] est déterminé par le choix de l'entier p,,q,. La
résolution h,, est ensuite fixée par le choix de la taille de grille V,,. Nous considérerons
ici uniquement le cas d'une grille uniforme, pour laquelle h,, = (2pma, +1)27/(N,, — 1).
Sur la figure [6.20] sont représentées les évolutions du taux de croissance et de la fré-
quence en fonction de h, pour une série de valeurs de p et N,, pour le mode n = 25
en (x = 0.5, = 0). On obtient une convergence a moins de 5% en variation relative
pour h, ~ 0.2. Il est important de noter que la convergence en h,, des fréquences et taux
de croissance n’est pas suffisante pour que le choix des parametres (ppqq, N;;) assure
une bonne représentation de la solution, comme nous allons le constater en examinant
les enveloppes des solutions.

La largeur typique de 'enveloppe radiale de la solution (ﬁ(n) décroit en effet avec le
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F1GURE 6.20 — Code ASYMPTORQO ; cas test Cyclone ; méthode de quadrature directe ;
mode n = 25; test de convergence pour la résolution du probleme intégral aux valeurs
propres local en (x = 0.5,9x = 0); le parametre py,q, (abrégé en p sur les légendes)
caractérise le support en 1 ([—(2pmaz + 1)7; (2Pmae + 1)7]) ; balayage de la résolution
N, sur les valeurs 65, 129,257,513 ; le taux de croissance v et la fréquence wp exhibent
une convergence quasi-quadratique en h, = (2p + 1)27/(N,, — 1)
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nombre d’onde n. Pour la partie supérieure du spectre (typiquement n > 15) Ienve-
loppe est localisée typiquement localisée sur [—27,27], et on peut donc obtenir une
bonne approximation de la solution pour p = 1.

Sur la figure [6.21] sont représentés a la fois la solution et les caractéristiques du noyau
intégral K correspondant. Une valeur de p,,., = 2 a été choisie pour assurer que la lo-
calisation de ’enveloppe n’est pas limitée par le choix de p,,q,. De maniere consistante
avec la solution observée, le noyau est fortement localisé en module dans [—27; 272

(Figure (a)). En dehors de cette zone, il devient quasi-diagonal, et on pourrait
donc restreindre le domaine sans perturber notablement la solutionﬂ. Il est important
de noter que c’est la largeur de bande de l'opérateur, caractérisant la décroissance
en |n — 0|, qui conditionne celle de I'enveloppe de la solution. Outre la décroissance
globale lente en € due aux préfacteurs et visible sur la diagonale, cette décroissance
est majoritairement controlée par les facteurs exponentiels des contributions au noyau.
Ce sont ces facteurs également qui conduisent a des oscillations de phase de plus en
plus rapides du noyau lorsque |n — 6| augmente (Figure . On peut noter que la
diagonale de l'opérateur (Figure , dont la décroissance lente est majoritairement
controlée par le facteur 1/Q (Equation (5.84))) pour ces petites valeurs de pu, peut étre
bien plus étendue que le mode lui méme.

Considérons maintenant le cas du mode n = 10 (figure [6.22). Deux modes instables

ont été trouvés dans la zone de recherche (figure[6.22(e)). L’apparition d'une deuxiéme
solution pour les petites valeurs de n tend a confirmer 'existence d'un croisement de
branches que nous avions conjecturé lors de ’examen des résultats du code d’intégra-
tion en temps.
La diagonale du noyau présente une décroissance plus lente, et la largeur de bande
est également plus étendue, nécessitant d’étendre le support de recherche a [—77, 77]
S0it Pmar = 3. Deux conséquences sont observables pour les enveloppes : d’une part et
sans surprise l'extension de leur support. D’autre part, 'apparition d’oscillations sur
les queues des enveloppes. Ces dernieres, qui étaient masquées dans le cas du mode
précédent par ’écrasement rapide de I'enveloppe, sont liées aux oscillations de phase
du noyau (figure [6.22] (b)) déja observées précédemment.

2. Pour un noyau strictement diagonal en dehors du domaine central [—27, 27], la solution compleéte
est la solution obtenue pour le systéme tronqué au domaine a [—27; 27, prolongée par 0 sur le reste
du domaine
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FI1GURE 6.21 — Code ASYMPTORO ; Cas Cyclone ; n = 25; solution locale du probleme
aux valeurs propres en (z = 0.5,9y = 0) sur [—5m; 57| ; module (a), argument (b) et
diagonale (¢) du noyau intégral pour la solution ¢(n) la plus instable (d)

Probleme global

Avant que de mettre en oeuvre 'algorithme de détermination rapide de I'angle 0o,
encore faut-il s’assurer que la dépendance paramétrique de la fréquence locale wy(z, i)
implique bien la présence d’un point (O) dans le plan (x, ¥xg). Pour ce faire, le probleme
local est résolu de maniére indépendante sur une grille (z,¥x). Bien que trivialement
parallélisable, ce type de balayage paramétrique "a I'aveugle" est coliteux en raison de
la grande variabilité dans le plan (z, k) du temps de calcul nécessaire a ’obtention
d’une solution locale, et de la nécessité de calibrer les parametres du solveur pour le
pire des cas. Comme cela a été évoqué lors de la description du solveur, la convergence
de la méthode d’Henrici ne peut étre garantie a priori : le choix des parametres de la
méthode résulte donc d’un compromis entre robustesse (pas de solutions manquées) et
temps de calcul.

En outre, et comme on 'a vu précédemment dans le cas du mode n = 10, de multiples
solutions peuvent exister. Pour les grandes valeurs du taux de croissances, les diffé-
rentes nappes sont bien ordonnées et la sélection du mode le plus instable pour chaque
(x,9%0) suffit & assurer la continuité. Au voisinage de I'extinction (y — 0) cependant,
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FI1GURE 6.22 — Code ASYMPTORO ; Cas Cyclone ; n = 10 ; solution locale du probleme
aux valeurs propres en (z = 0.5,9, = 0) sur [—77; 77| ; module (a), argument (b) et
diagonale (c) du noyau intégral pour la solution ¢ la plus instable (d) ; argument de la
relation de dispersion dans le plan (—w,,~) (¢) ; enveloppe ¢(n) de la deuxiéme solution

(f)
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FIGURE 6.23 — Code ASYMPTORO ; Cas Cyclone ; Fréquences locales (7, wg) dans le
plan (x,0k0); 7 = 25, Pmaz = 2, N,) = 257; seuil de détection Yy, X Ly /cs = 0.016
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FIGURE 6.24 — Code ASYMPTORO; Cas Cyclone; n = 40, ppmae = 1, N, = 185;
dépendance en (z,949) des taux de croissance (a) et fréquences locales (b)

des croisements en ~ peuvent se produire, conduisant a des discontinuités en wg si
I'on sélectionne uniquement le mode le plus instable. Cette difficulté ne pose pas de
probléme pour la méthode de résolution globale, qui opére majoritairement loin de ces
zones. Un seuil est fixé sur la valeur minimale du taux de croissance afin d’éviter ces
dernieres. De méme, apres avoir localisé grossiérement sur une grille lache la zone de
taux de croissance la plus élevée, le domaine en (z,0yg) est réduit a cette zone.

Sur la figure [6.23] on peut voir le résultats d'un tel balayage pour le mode n = 25. La
présence d’'un point (O) est clairement visible. On peut remarquer une troncature des
lignes de niveaux wg qui restent ouvertes a droite du domaine. Ce phénomene est di
a la troncature de la nappe en raison de la condition de seuil sur . Il faudrait pour
déterminer la prolongation de ces lignes en wg poursuivre la résolution du probleme
sous le seuil, et méme pour v < 0 par prolongement analytique. Cette particularité n’a
pas d’incidence sur la méthode de résolution employée.

La localisation du point (O) et de I’ensemble de la zone d’instabilité (y > 0) varie avec
le nombre d’onde n. Si pour les cas testés I'angle de ballonnement reste trés proche
de fxo = 0, la position radiale du point (O) croit avec n. Cet effet est consistant avec
I'excentrage de ’enveloppe radiale du mode lorsque n croit (Figure pour le code
d’intégration en temps. Sur la figure sont représentées les variations des taux de
croissance et fréquences locales dans le plan (x,9%) pour le mode n = 40. Outre 1'ex-
centrage du point (O) vers les grandes valeurs de x, on observe un creusement de la
surface v = f(z,Ux) dans la zone radiale z < 0.52. Ainsi en z = 0.5, le taux de
croissance présente un minimum proche en ¥y = 0 et deux maxima symétriques pour
Jko = £0.5. Une recherche de ¥yor basée uniquement sur les variations de v en x = 0.5
(soit au centre de la zone de gradient) pourrait conduite a sélectionner un des deux
maxima au lieu de Yyor ~ 0, conduisant a une troncature du spectre. C’est cette pro-
priété qui nous conduit a effectuer d’abord un balayage sur x afin de prendre en compte
le décalage radial du point (O) par rapport au centre de la zone de gradient.

La tres faible variation de ¥yor par rapport a zéro a conduit a la stratégie de balayage
"en croix" (voir chapitre |5|) utilisée pour résoudre le probleme global. Un premier ba-
layage en x est effectué en 0y = 0 et permet d’obtenir une bonne approximation .y
de I'abscisse du point (O). Un second balayage, cette fois en 0o, permet de déterminer
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FIGURE 6.25 — Code ASYMPTORO; Cas Cyclone; n = 24, ppae = 2, N, = 257;
détermination de I'enveloppe radiale lente A ; profil radial du pseudo potentiel @ (a);
profil radial de la solution A(x) (b)

Oror. La résolution du probléeme sur une bande étroite autour de 0o, permet de poser
le probleme de Schrodinger sur 'enveloppe radiale lente.

La détermination de la fréquence globale w se fait sans difficulté par la recherche des
racines du déterminant de 'opérateur discrétisé radialement. La valeur propre corres-
pondant au mode le plus instable est sélectionnée. Sur la figure [6.25, on peut voir les
profils radiaux respectifs du pseudo-potentiel () de ’équation de Schrodinger vérifiée
par I'enveloppe lente A, ainsi que la solution correspondante, pour le mode n = 24.
Les oscillations visibles sur les bords du domaine pour le pseudo-potentiel sont dues a
la sensibilité de I’évaluation des dérivées secondes en ¥4 de la fréquence et du taux de
croissance au voisinage de l'extinction. Ces oscillations ne perturbent pas notoirement
la détermination de ’enveloppe tant que le pseudo-potentiel reste globalement bien
confinant sur le domaine radial.

Outre I'enveloppe lente A(x) la reconstruction du mode global nécessite les enveloppes
o(n, z, Oror) calculées précédemment. Les solutions ¢(n, «, Oyor) correspondant aux di-
verses valeurs de x étant calculées de maniere completement indépendante, elles sont
affectées d’un facteur de phase arbitraire. Le module des enveloppes radiales est bien
continu en z (figure [6.26|(a)) mais il faut multiplier chaque solution d’un facteur de
phase de module unité de maniere a assurer la continuité de I’argument, et ainsi des
parties réelles et imaginaires (Figure[6.26{(a)). Apres cet alignement de phase, le mode
global ¢(z,6) (figure est reconstruit par la formule

Pmazx
dx,0) ~ Y O, 0 + 2pm, Opor) Aw)e 2T bhor), (6.5)

P=—Pmax

ou on rappelle que A(z) = ein [ da'0a (@) ogt I’enveloppe lente a 'ordre 1. Les intégrales
sur ¢’ sont prises de ¢,.; a g. Le facteur de phase arbitraire résultant du choix de g,
est pris égal a un.
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FIGURE 6.26 — Code ASYMPTORO ; Cas Cyclone; n = 24, ppe, = 2, N, = 257 ; enve-

loppes locales ¢(x, 1, Oxor) ; module (a) et argument (b) des solutions brutes ; argument
(c) et partie réelle (d) apres alignement des phases
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FIGURE 6.27 — Code ASYMPTORO; Cas Cyclone; n = 24, ppee = 2, N, = 257;
solution globale ¢(x, ) ; partie réelle (a) et module (b)



Distributions sans contours fermés (faible 1) 189

kg ps ky ps
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 8.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.14 Ol . T . T . T . T+ _0.1 g T . T . T . T+
L S eeeg oo oo
0.12F------ s R 9. . v Qg -0.15
' o Le e
Q.20 -+ cmeebe e @ 020
. z L e z z z & —0.25
S 0.08f i e
= : : : : : : = —-0.30
i 0.06F-----=---- ®: [ N X
e S 3 —0.35
0.0 @i o o T —0.40
0.02(g @ @ i P ERRRRE e -0.45
0.00 ; ; ; ; ; ; _0.50
5 10 15 20 25 30 35 40
n n
(a) (b)

FIGURE 6.28 — Code ASYMPTORO ; Cas Cyclone; N, =1, u = 0; dépendance en n
des taux de croissance (a) et fréquences (b) globale

Dépendances en n et p

L’évolution des caractéristiques spectrales et géométriques des modes avec le nombre

d’onde n est similaire a celle observée précédemment pour le code d’intégration en
temps (figure . Nous retrouvons la discontinuité de comportement aux basses va-
leurs de n, qui ne peut ainsi étre attribué a un artefact lié & 'une ou l'autre des
méthodes. La dépendance en p des taux de croissance et fréquences est de méme na-
ture que pour la méthode d’intégration en temps : atténuation du taux de croissance
pour la partie haute du spectre, légere amplification pour les plus basses valeurs de n,
et décalage du maximum vers le bas du spectre.
L’évolution de la géométrie des modes est similaire a celle observée précédemment,
pour la majorité des valeurs de n : outre la structure ballonnante, qui dans ce cas
est intrinséquement liée a la méthode, on observe également un décentrage radial de
I’enveloppe vers I'extérieur du tore lorsque n croit.

6.2.3 Comparaison entre les deux méthodes

Ayant observé une bonne cohérence entre les solutions fournies par chacune des
deux méthodes, nous pouvons envisager une comparaison plus directe des résultats.
Notons que nous comparons ici deux balayages en n dont les parametres ont été fixés,
pour chaque méthode, de maniere a bien résoudre le probleme pour la partie centrale
du spectre en n. Nous ne chercherons donc pas a établir de comparaisons fines sur les
résultats, qui nécessiteraient, pour chaque méthode et chaque valeur de n, un balayage
sur les parametres (résolution, support...) garantissant une convergence fine. Nous re-
streignons ici la comparaison a la plage de valeurs de n pour laquelle I'évolution des
taux de croissance et fréquences est continue, et pour laquelle les résultats fournis par
chacune des deux méthodes peuvent étre considérés comme suffisamment fiables pour
que l'incertitude sur les données obtenues soit du méme ordre ou inférieure aux écarts
entre les deux méthodes pour les modes les plus instables. La confrontation des taux
de croissance (figure [6.30] (a)) et fréquences (figure [6.30] (b)) montre un bon accord
entre les deux méthodes pour les modes les plus instables avec des écarts relatifs de
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FI1GURE 6.29 — Code ASYMPTORO ; Cas Cyclone ; effet du moment magnétique p sur
les taux de croissance (a) et fréquences (b) pour deux distributions a une seule valeur
de p et une distribution a deux valeurs de pu.

l'ordre de 5% (Figures (c) et (d)). On observe une augmentation de I’écart pour
les modes les moins instables.

Dans la bande considérée n € [10,40], la géométrie des enveloppes des modes montre
également un bon accord entre les deux méthodes. On peut en voir un exemple figure
pour le mode n = 20. Les localisations poloidales et radiales sont concordantes,
avec une atténuation légerement plus forte coté fort champ pour le mode asymptotique
(figures [6.31f(c) et (d)).

Pour I'ensemble des modes testés, un seul cas présente de nettes disparités entre le
mode obtenu par la méthode asymptotique et la méthode d’intégration en temps. Il
s’agit du mode n = 6, représenté figure [6.32] Alors que 'enveloppe du mode obtenue
par le code d’intégration en temps présente un seul lobe radial, le mode obtenu par
la méthode asymptotique en présente deux. Il est important de noter que ’enveloppe
radiale lente de ce dernier est unimodale et que son centrage correspond a celui du
mode obtenu par la méthode d’intégration en temps : la modulation radiale observée
est donc due a un effet d’interférences lors de la recomposition du mode.

Plusieurs hypotheéses peuvent expliquer cette divergence, qui sont citées ici pour mé-
moire mais n’'ont pas été a ce jour été validées ou invalidées (en raison du grand
nombre de tests qu’elles supposent et de la finitude des ressources a notre disposition) :
la premiere est une insuffisance de la convergence d’une ou des deux méthodes, par-
ticulierement la méthode asymptotique. Pour les basses valeurs de n, et les bas taux
de croissance, la décroissance en (7,6) du noyau intégral est lente, ce qui suppose un
mode étendu. Si on a choisi un support assez large (pma: = 3) lors des tests, il est
possible qu’il faille encore 1’étendre pour affiner suffisamment la géométrie du mode.
Une deuxieme hypothese est la perte de validité du développement asymptotique lui
méme pour les faibles valeurs de n aux ordres les plus bas utilisés ici.



Distributions sans contours fermés (faible p)

191

ko p, ky p
02 04 06 08 1.0 12 1.4 02 04 06 08 1.0 12 1.4
0.14 | | T T | 0-0 0 0 0 T T
' ' i P — =[]
0.12 : I ST S
z —01 — p=[0.15]
0.10 0.2 14 €[0,0.15] ]
< 0.08 g < ‘
5 : S-03F s IR
X 0.06 j .
“ : R S N
0.04 : '
—  pu=[0.15] :
0.02f R TR OS5 TN
: — 1€[0,0.15] : ~
000 I I I I I _06 Il Il Il Il Il
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
n n
(a) (b)
kg ps ky ps
19204 06 08 10 12 14 92 04 06 0 1.0 12 1.4

g z 5
g 77777777777777777777777777777777777 N 5 L0 T T
4 R S S S < -
E p=00] p=[0]
: —  p=[0.15] : TS —  p=[0.15]
: — pefo0as) | T —  1€[0,0.15]
_os5 i : . : i _20 i i i ; .
10 15 20 25 30 35 40 10 15 20 25 30 35 40
n n
() (d)

F1GURE 6.30 — Cas cyclone ; comparaisons des taux de croissance et fréquences obtenus
par la méthode d’intégration en temps (traits continus) et la méthode asymptotique
(pointillés) ; les données sont respectivement représentées par une interpolation par
splines cubiques pour le taux de croissance et un ajustement affine pour la fréquence;
écarts relatifs sur les taux de croissance (c) et fréquences (d)



192 Analyse linéaire en géométrie torique : résultats numériques

T T
-0.6 0.4 -0.2 0.2 a.4 0.6

T
a.0
H-Axis

(a) ASYMPTORO

T
-0.6 0.4 -0.2

(¢) ASYMPTORO (d) QUALITORO

FIGURE 6.31 — Cas cyclone; N, = 1, p = 0; mode n = 20; partie réelle (a)(b) et
module (c)(d) des enveloppes obtenues par chacunes des deux méthodes
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FIGURE 6.32 — Cas cyclone; N, =1, p = 0; mode n = 6; partie réelle (a)(b) et module
(c)(d) des enveloppes obtenues par chacunes des deux méthodes
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6.2.4 Comparaison avec les résultats de référence

La cohérence observée, pour une large part du spectre, entre les deux méthodes
implémentées, permet d’esquisser une premiére comparaison des résultats obtenus (fi-
gure avec ceux de [22] synthétisés dans la figure . Une premiére constatation,
évidente, est la différence de centrage du spectre : le taux de croissance maximal est
atteint pour kyps ~ 0.35 pour les données de références, alors qu’il est de 'ordre de
0,8 pour la distribution a 6 bags et deux valeurs de u testée. Ce décalage s’explique
aisément par la faiblesse de I'effet de la gyromoyenne pour la plage de valeurs de p par-
ticulierement restreinte qui a été utilisée. Pour des codes gyrocinétiques ou gyrofluides
tels que ceux utilisés dans [22], I'intégration en p se fait sur une plage généralement
plus importante lorsqu’elle est discrete, ou est effectuée analytiquement a partir de la
Maxwellienne d’équilibre.

La tendance au décalage vers les basses fréquences spatiales observée indique cepen-
dant que l'on peut espérer un meilleur accord en étendant la gamme de valeurs de
p. Un deuxieme point est la valeur méme du taux de croissance : le maximum est a
v~ 0.12L,,/cs pour le cas de référence. La distribution "intermédiaire" a deux valeurs
de p a son maximum a v ~ 0.11L,,/cs. Il est ici plus difficile d’estimer le comportement
attendu en étendant la plage de valeurs de p : 'atténuation observée pour la partie
supérieure du spectre, tendrait a supposer une diminution de ce maximum, et donc
a une sous-évaluation de vy par rapport aux données de référence. Cependant le léger
redressement observé pour les basses valeurs de n, qui sont en outre moins affectées
par leffet de la gyromoyenne, pourrait permettre une augmentation suffisante des taux
dans la zone basse du spectre pour compenser cette atténuation.

Il est bien évident que ces tendances ne garantissent absolument pas une convergence
vers les résultats de référence pour une plus grande étendue en 1, mais elles ne semblent
pas l'exclure.

Les écarts observés entre les résultats de références et ceux obtenus avec des distribu-
tions ne contenant que des contours ouverts montrent la nécessité d’étendre la gamme
de valeurs de p. Comme cela a été exposé dans la section [6.1.2] cette extension im-
plique nécessairement, avec la méthode de construction de 1’équilibre utilisée jusqu’a
présent, ’apparition de contours fermés présentant des angles limites sur tout ou partie
du domaine radial.

6.3 Distribution avec contours fermés : vers les li-
mites du modele ?

La présence de contours fermés a des conséquences importantes, et comme nous
allons le constater dommageables, sur le comportement des deux méthodes implémen-
tées. Nous ne présenterons ici qu’une sélection restreinte des résultats obtenus lors des
expérimentations numériques effectuées avec des distributions présentant des contours
fermés, de maniére a mettre en lumiere a la fois les difficultés rencontrées et les pistes
de résolutions envisageables.

Il est tout d’abord nécessaire de préciser que si les quantités d’équilibre sont les méme
pour chacune des deux méthodes, la prise en compte de I'existence de contours fermés
est différente pour chacun d’eux.

Dans le cas de la méthode par intégration en temps, la fermeture n’est pas prise en
compte explicitement : le support spatial des composantes de I'opérateur d’évolution
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en temps est limité pour chaque contour a celui du contour d’équilibre correspondant
et prolongé par 0 partout ailleurs. Le support discret de cet opérateur exclu donc les
points d’annulation des contours. Pour toute valeur de p, les évolutions des contours
perturbés w;, et w_;, restent découplées.

Dans le cas de la méthode asymptotique, la fermeture est explicitement prise en compte
lors de l'intégration le long des contours d’équilibre qui conduit a la formulation du
probleme intégral aux valeurs propres. Les perturbations relatives a deux contours
d’équilibre symétriques sont astreintes a posséder le méme support que les contours
d’équilibre et a s’annuler aux angles limites. Cette condition aux limites couple les
deux perturbations, et la nature périodique du mouvement de rebond associé aux ca-
ractéristiques "piégées" de I’équilibre est bien prise en compte.

C’est pour cette raison d’une part, et d’autre part en raison de la plus grande sélecti-
vité spectrale (en w) de la méthode asymptotique aux valeurs propres, que la majeure
partie des expérimentations avec des distributions présentant des contours fermés ont
été conduites. Avant que de les détailler plus avant, examinons rapidement ['effet de
I'introduction de contours fermés pour le code d’intégration en temps.

La présence de contours fermés a deux conséquences (liées) sur I'opérateur d’évolution
utilisé dans la méthode d’intégration en temps. D’une part, au voisinage des angles
limites, les gradients poloidaux et radiaux d’un contour fermé divergent. D’autre part,
la nature bornée du support en 9 et la prolongation par zéro entrainent I'apparition de
hautes fréquences dans le développement en série de Fourier du contour, et des com-
posantes de 'opérateur d’évolution qui en dépendent. Les conséquences sur I’évolution
temporelle du systeme sont les mémes : des divergences localisées aux angles limites ap-
paraissent. Une diminution drastique du pas de temps de maniére a résoudre les hautes
fréquences qui apparaissent, si elle ne conduisait a un cott prohibitif de la méthode, ne
permettrait pas de garantir d’obtenir le "bon" mode. En effet les irrégularités spatiales
qui apparaissent dans les profils des gradients de densité et température en raison de
la présence des contours fermés peuvent induire des modes réellement instables (i.e.
indépendamment de la condition de stabilité) localisés aux angles limites. La réduction
de ces irrégularités ne peut se faire qu’a la limite du continu a la fois en p (N, — o0)
et en vitesse parallele Ny, — 00). Ainsi, sauf a effectuer un filtrage a priori lors de
la construction de I’équilibre (ce point sera développé par la suite), ou a posteriori
mais de maniere tres artificielle et difficile a justifier physiquement par I'introduction
de termes dissipatifs ad-hoc dans les zones de fort gradient des contours, la méthode
d’intégration en temps se préte mal a la prise en compte des contours fermés. Notons
qu'un changement de paramétrisation prenant en compte le mouvement de rebond des
particules piégées, et mettant a profit 'invariant longitudinal associé est difficilement
envisageable : un contour peut étre alternativement ouvert et fermé sur dans plusieurs
zones contigués du domaine radial. Les conditions de continuités aux interfaces entre
ces zones rendraient impossible un traitement séparé des dynamiques respectives de
chaque zone.

La méthode asymptotique en modes de ballonnement permet, par son caracteére local a
la fois radialement et en w d’examiner plus en détail 'effet de I'introduction de contours
fermés dans la distribution d’équilibre.

Considérons tout d’abord le probleme intégral aux valeurs propres pour un couple
(z,0kp) donné, ou x est tel qu'un ou plusieurs contours possedent un angle limite. Rap-
pelons rapidement les conséquences de la présence de contours fermés sur le noyau de
I'opérateur intégral. La fermeture induit tout d’abord l'apparition de résonances sur
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la fréquence de rebond et ses harmoniques. Ces résonances forment une suite discrete
sur I’axe réel indépendante de (7, 8). Leur effet peut étre tempéré en fixant de maniere
adéquate la fenétre spectrale utilisée dans le plan complexe. Elle ne constituent donc
pas un obstacle majeur a la résolution du probleme, tant que la valeur propre recher-
chée n’est pas trop proche d'une résonance.

Un deuxieme effet de la fermeture est 'apparition de singularités dues aux termes
en 1/vj,. Ces singularités sont intégrables : I’évaluation numérique des intégrales Z;,

(Equation ) ne pose pas de probleme. Les singularités apparaissant dans les pré-
facteurs nécessitent plus de précautions. En ce qui concerne la dépendance en n (va-
riable muette d’intégration) du noyau, leur présence nécessite une résolution suffisante
a permettre leur intégration. En ce qui concerne la dépendance en 6, il y a compensation
entre des singularités du numérateur de P (Equation ) par celles du dénomina-
teur @) (Equation ) Au voisinage d’un angle limite relatif a un contour fermé,
la contribution de ce contour au noyau devient dominante, et s’annule immédiatement
apres I’angle limite. Ainsi, si les singularités en 6 ne donnent pas lieu a des divergences
effectives, elles introduisent des discontinuités dans la dépendance du noyau en 6 : la
nature discrete de la distribution en vitesse parallele et en la variable p se traduit par
une irrégularité en espace du noyau. Cet effet est du méme ordre que celui observé
pour les gradients des moments de la distribution d’équilibre. Sur la figure [6.33] on
peut observer 'effet des singularités sur la le noyau intégral pour une distribution a 11
valeurs de o s’échelonnant de 0 a 1.

Si les singularités n’empéchent pas I'existence d’une solution QAS au probleme intégral,
elles entrainent une perte de régularité de la solution au voisinage des angles limites
(Figure [6.33|(d)).

Concernant I’évolution de la dépendance en n avec u, les tendances observées pour les
distributions ne comportant que des contours ouverts se confirment. Sur la figure
on peut voir le résultat d’un balayage en n pour la résolution du probleme local en

(x = 0.5,0, = 0). Il est important de noter qu’il s’agit ici de fréquences locales : la dé-
pendance en n des taux globaux correspondants (non calculés ici) peut étre légerement
différente. Ces variations sont cependant minimes et on peut considérer le centrage
global du spectre local en z = 0.5 comme représentatif de celui du spectre global. Pour
cette distribution, le maximum du taux de croissance est obtenu en kyps ~ 0.5, position
qui se rapproche du maximum en kyps =~ 0.35 du cas de référence. De méme ’évolution
de la fréquence réelle se rapproche de celle du cas de référence wrl, /cs = —kyps, avec
une dépendance wrL, /cs &~ —0.8kyps.

Si ces résultats locaux montrent un certaine robustesse de la méthode asymptotique
a 'introduction de contours fermés, leur extension a la résolution globale pose de nou-
velles difficultés. La continuité de comportement de 'opérateur en x mise a profit dans
la résolution globale du probleme global lorsque tout les contours sont ouverts est mise
en difficulté a la fois par 'apparition de gradients radiaux importants en amont des
transitions ouvert/fermé et les discontinuités en aval qui en résultent. Ces disconti-
nuités ont jusqu’a présent empéché d’obtenir une solution globale du probleme pour
les quelques distributions testées. La figure [6.35] montre les dépendances radiales des
fréquences locales et de I’enveloppe de la solution pour le mode n = 16 lors du balayage
(en parallele) d'une bande étroite en x autour de x = 0.5 pour 0y = 0. Pour ce mode
qui est le plus instable pour le scan local en x = 0.5 et constitue donc a priori un
cas favorable, on observe des irrégularités dans les dépendances radiales des taux de
croissances, fréquences ainsi que dans la structure de I’enveloppe.
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FIGURE 6.33 — Code ASYMPTORO; Cas Cyclone; N, = 11, u € [0;1], N,, = ,
DPmaz = 2, mode n = 16 en (x = 0.5,0,y = 0); partie réelle (a), imaginaire (b) et
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diagonale (c) du noyau pour la solution la plus instable (d)
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], N, = 257,

0;1
Pmaz = 2; dépendance en n du taux de croissance (a) et de la fréquence (b) du probléeme
intégral aux valeurs propres en (x = 0.5, 0, = 0)
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FIGURE 6.35 — Code ASYMPTORO; Cas Cyclone; N, = 11, p € [0;1], N, = 185,
Pmaz = 1, N = 65; mode n = 16 ; dépendances radiales du taux de croissance (a) et de
la fréquences (b) dans une bande radiale centré en x = 0.5 pour 6y = 0; dépendance
radiale du module de enveloppe ¢(n) correspondant aux solutions (d)
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6.4 Discussion des résultats - Perspectives

6.4.1 Discussions des résultats

Les résultats obtenus pour les distributions ne présentant pas de contours fermés
pour le cas Cyclone et une distribution a 6 bags, montrent d’une part une bonne adé-
quation entre les deux méthodes implémentées pour la majorité des modes, et d’autre
part une dépendance en n cohérente avec celle des résultats de référence. Si pour ces
distributions, la faiblesse des valeurs de p (et en conséquence du rayon de Larmor) en
regard des modeles cinétiques et fluides de référence entraine un décalage du spectre
vers les hautes fréquences par rapport aux résultats de référence, les dépendance en u
observées montrent une tendance a la correction de ce décalage.

La prise en compte de distributions intégrant des contours fermés met en revanche
en défaut les méthodes utilisées dans leur implémentation actuelle. L’annulation des
contours aux angles limites introduit des singularités qui réduisent fortement la ré-
gularité des solutions (lorsqu’elles existent). La nature discrete de la distribution, a
la fois en vitesse parallele et en pu, rejaillit sur la structure des dépendances spatiales
en (J,7) du systeme. La méthode asymptotique permet cependant d’obtenir des solu-
tions locales en (x,0k0) qui confirment le recentrage de la réponse en n vers le bas du
spectre, et une tendance a I'adéquation avec les résultats de référence. L’extension de
ces résultats a I’ensemble du domaine radial reste difficile en raison des discontinuités
de comportement de 'opérateur dues au changement de topologie des contours d’équi-
libre sur le domaine radial.

La grande sensibilité des résultats obtenus a 'augmentation des valeurs de p est in-
timement liée a la maniere dont est construite la distribution d’équilibre. Lors de la
construction des contours de référence en ¥ = 0, I'équivalence au sens des moments
en vitesse parallele implique, ainsi que dans le cas de la géométrie cylindrique, 1’exis-
tence nécessaire d'un contour a faible vitesse parallele (le premier contour). Ce premier
contour, dont le sens de variation radiale est opposé a celui des contours a plus grande
vitesse, est nécessaire pour traduire la différence entre les évolutions radiales de la den-
sité et de la température, et en conséquence la valeur maximale du facteur 7;.

Lors de l'extension en ¢ des contours (relation [6.2)), ¢’est ce premier contour se fermera
pour les plus petites valeurs de pu.

La simple élimination de ce contour (ou de maniére équivalente une élévation globale
des contours de référence sur ’échelle des vitesses paralleles), permet d’augmenter la
plage de p accessibles sans fermeture des contours, mais réduit par la-méme le facteur
1n; de la distribution et conduit a la stabilisation du mode.

6.4.2 Perspectives

Les solutions envisageables pour pallier aux difficultés rencontrées, peuvent étre
regroupées en deux approches, éventuellement combinables.
La premiere, que 'on pourrait qualifier de préventive, consiste en une amélioration de
la procédure de génération de la distribution d’équilibre, de maniere a contréler plus
efficacement la topologie des contours d’équilibre. On peut ainsi envisager de vouloir
éliminer completement la présence de contours fermés, ou générer des contours présen-
tant une topologie uniforme sur le domaine radial. Ce contrdle se fera nécessairement au
prix de l'introduction d’une anisotropie dans l'espace des vitesses et/ou d’une perte de
fiabilité dans la représentation des gradients d’équilibre, par exemple en introduisant
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des tolérances sur 1’équivalence au sens des moments. La faisabilité d’une telle ap-
proche n’est pas garantie a priori et touche aux limites du modele water-bag : le report
de I’ensemble des variations de la fonction de distribution sur les variations spatiales
des bags, qui constitue l'essence de la réduction water-bag, implique nécessairement
de fortes contraintes sur la géométrie et la topologie des contours lorsqu’augmente la
proportion de trajectoires critiques dans ’espace des phases.

La seconde approche, que I’on peut qualifier de "curative", consiste a prendre acte de la
présence de contours fermés et adapter les méthodes numériques pour mieux prendre
en compte ces situations. L’application de procédures de filtrage des singularités locales
peut permettre de réduire l'irrégularité des solutions obtenues. Des expérimentations
ont été entreprises dans ce sens, mais il reste difficile d’établir des criteres 'raison-
nables" de filtrage qui réduisent les irrégularités sans introduire de distortion majeures
dans la nature des solutions. Indépendamment de ces éventuelles procédures de filtrage,
les expérimentations entreprises avec la méthode asymptotique tendent a faire espérer
I'obtention de solutions globales par une amélioration de la robustesse des procédures
de résolution.



Conclusion

Nous avons envisagé au cours de ce travail 'analyse de I'instabilité de gradient de
température ionique au moyen d’un modele gyrocinétique multi-water-bag. Ainsi qu’an-
noncé en introduction, ’axe directeur de ce travail était la qualification de la pertinence
du modele dans le cadre d’une analyse non-locale (spatialement) des mécanismes de
développement de la turbulence liée a I'instabilité ITG. Le bilan des résultats obtenus
et I’évocation de quelques questions encore ouvertes se fera en conséquence dans cette
perspective.

L’analyse linéaire de l'instabilité en géométrie cylindrique, dans le cadre de laquelle
la comparaison avec un modele cinétique "continu' est possible, nous a permis de ca-
ractériser le comportement des modeles multi-water-bag a petit nombre de bags. Les
propriétés spectrales et géométriques de I'instabilité sont bien représentées par de tels
modeles. D'un point de vue quantitatif, les divergences avec le modele continu appa-
raissent au voisinage de I'extinction des modes a haute fréquence ainsi qu’au voisinage
de la limite de stabilité vis a vis des gradients d’équilibre. Dans ces situations ou la
dynamique devient plus sensible a la structure fine de la fonction de distribution, la na-
ture fortement discrete des modeles multi-water-bag a petit nombre de bags induit des
écarts par rapport a la référence continue. Ce phénomene n’est pas spécifique au mo-
dele multi-water-bag : un traitement adéquat de la dynamique des résonances Landau
au voisinage de la stabilité marginale nécessite pour tout modele discret un échan-
tillonnage suffisant en vitesse parallele. Cette restriction posée, 'insistance que nous
avons portée sur la détermination des écarts au modeéle continu ne doit cependant pas
masquer le bon accord observé pour une grande partie du spectre.

Cet accord nous a conduit a poursuivre I'analyse du développement de I'instabilité au
moyen de simulations numériques non-linéaires. Outre la mise en évidence au moyen
de diagnostics appropriés de 1’évolution globale du spectre turbulent et des écoule-
ments zonaux, nous avons examiné par la confrontation de trois modeles dynamiques
le mécanisme de saturation initiale de I'instabilité. Si le nombre et la spécificité des
cas d’études envisagés ne nous permettent en aucun cas de proposer des affirmations
générales quant a ces mécanismes, nous avons pu mettre en lumiere les limites d’une
approche de la dynamique fondée sur les données d’analyse linéaire.

L’extension du modeéle multi-water-bag a la fois dans I'espace des vitesses par la prise
en compte de la distribution en moment magnétique et dans 'espace réel par 1'utili-
sation d’une configuration magnétique torique (introduisant a la fois les effets de la
courbure et la variation d’intensité du champ de confinement) nous a conduit plus
pres des limites du modele multi-water-bag étendu en espace. Lorsque la distribution
d’équilibre est restreinte de maniére a proscrire I'existence de contours critiques (fer-
més), les deux méthodes d’analyse linéaire développées et implémentées permettent
d’obtenir des caractéristiques spectrales et géométriques des modes les plus instables
présentant un bon accord qualitatif avec la littérature. Cette restriction topologique
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limite cependant 1’étendue de la distribution en vitesse perpendiculaire et minore no-
tamment l'influence sur le spectre de l'instabilité des effets de rayon de Larmor fini
induits par la gyromoyenne.

Les résultats obtenus en admettant cette fois I'existence de contours critiques font ap-
paraitre un transfert de l'irrégularité de la distribution en vitesse vers les dépendances
spatiales des solutions obtenues. Outre les difficultés qui en résultent pour le traite-
ment numérique du modele, la présence de variations rapides des contours d"équilibres
critiques met en défaut I'ordering gyrocinétique.

Ainsi est mise en évidence une propriété inhérente a la réduction multi-water-bag. Le
transfert de I’ensemble des variations de la fonction de distributions dans 1’espace des
phases aux variations spatiales des contours des bags, qui permet la réduction, conduit
a I'apparition de contraintes fortes sur la géométrie et la topologie des contours. En
géométrie cylindrique, le recourt a des distributions présentant des contours critiques
contours critiques combinée & une bonne représentation des variations spatiales limite
cependant la résolution accessible en vitesse parallele, dont I’augmentation amene a un
croisement des contours. En géométrie torique, il semble difficile d’éviter la présence de
contours critiques tout en maintenant une représentation adéquate a la fois de I'espace
des vitesses et des variations spatiales de la fonction de distribution.

Deux axes de travail principaux peuvent étre envisagés pour améliorer les performances
du modele. Un premiere approche est le développement d’une méthode plus souple de
génération des distributions d’équilibre, relaxant les contraintes fortes de la méthode
d’équivalence au sens des moments. S’il est peu probable, au vue des contraintes sur
les moments imposés par la structure des distributions multi-water-bag, que 1’on puisse
générer des distributions ne contenant aucun contour critique tout en maintenant une
adéquation fine des variations spatiales de I’équilibre considéré, on peut pour le moins
espérer étendre le champ des situations physiques pertinentes accessibles a une mo-
délisation water-bag. Une seconde approche consiste en la prise en compte explicite
de l'existence de contours critiques, comme cela a été fait dans le cadre du modele
asymptotique en géométrie torique. La possibilité d’un traitement numérique adéquat
et efficace de ces situations complexes (divergence des gradients, transitions de topolo-
gie en espace et dans le temps) reste une question ouverte.

Les limitations du modele multi-water-bag étendu en espace et les deux axes de re-
cherche évoqués concernent une utilisation du modeéle dans un cadre ou 'on veut pou-
voir prescrire de maniere précise l'ensemble des caractéristiques de la situation phy-
sique. Lorsqu’une approche plus phénoménologique est envisagée, et que ces contraintes
peuvent étre relachées, le modele multi-water-bag peut étre un outil pertinent pour
I’étude des propriétés génériques de la dynamique turbulente dans un cadre cinétique,
avec un colit comparable a celui des modeles fluides.



Annexe A

Dérive de polarisation

Le traitement présenté ici est classique, a la différence qu’aucune hypothese n’est
faite sur la nature de la fonction de distribution. La position dans ’espace des phases
des centres-guides est repérée par Z = (X, v, 1,€) et la position des particules par
x. La fonction de distribution des centres guides, perturbation comprise, est notée F.

2m
L’opérateur () désigne la moyenne sur le gyroangle [ -%. L’opérateur de gyromoyenne
0

est noté J,,.
La densité dans ’espace réel s’exprime par

nx) = [ 26X = x+p) | FX)+ 55 (6(X +p) = (X + pNOFX) | (A1)

1
2

La densité totale peut étre séparée en deux contributions correspondant aux termes
notés 1 et 2 dans (A.1)). La premiere contribution est la densité des centres guides

fi(x) = / 26X —x + p)F(X) = / ordudvy(F(x — p))(x) = / 27 Bpduy (], F) (x).

(A.2)
La seconde est la densité de polarisation
3 / auF
Mot = [ dva; | 9(x) — (GX +p)x—p) | (P (x—p)  (A3)
——

1 2

que nous séparons en n,, = I; + I correspondant aux contributions des termes 1 et
2 de (A.3)). On pose G = F/B Les fonctions ¢ et G sont exprimées a partir de leur
transformée de Fourier en espace a savoir

olx) = [ d*ko(K)e™ (A4)

et de méme pour G. Avant que de calculer ces contributions, il est utile d’établir les
expressions pour deux types d’intégrales sur le gyroangle qui apparaitront dans la suite
des calculs.

1 1.
Ik, p) = g/dfempa (A.5)
et 1
— ik-p
Ly QW/dfpe (A.6)
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Soit k; =k — (k- b)b. En choisissant comme base perpendiculaire locale (ey, eq) tels
que e = k| /k; et e; = ey x b, il vient p = p(cos&; + siney) et on obtient
1 ) .
1,0k, p) = o [ dge™ s = (k. ) (A7)
T

ou Jy est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre 0, et

I,(k,p) = 2£ /dgcosfe’ikLpSin€e1+/d£ sin Ee~tkLpsingg, | (A.8)
s
0
soit L 4 I
p — —ik | psin . L
I,k p) == /Mﬁd — ipdy (ky )~k A
ook, p) = o~ gl € §ey = —ipJi(kip) " (A.9)
Le terme I; s’explicite en
. , 2m o
L(x) = / & / B / dvydpBge %6 (k)D,G (k) / N add (A.10)
0
d’ot |
I(x) = / Pld>k dvydp2r Bgip(k)0,G(K)IC, (K, p)et k)= (A.11)
avec
KiK', p) = Jo(Kp). (A.12)

Le passage en Fourier pour ¢, superflu a priori pour [; a été effectué en prévision de
la combinaison avec I,. Examinons maintenant le terme 2 de (A.3)).

(OX + p))(X) = [ Ehe™Xo(k)Jo(k. ), (A13)
soit pour X = (x — p)
(G(X + pN)(x = p) = [ d*ke™0(1) (kL) (A14)

oll le rayon p' est calculé en x — p.

! B(x) 1
P X 2
— =, ="~ 1—=p-VInB+ 0O (€e3), A.15
p \Bx-p 2 () (A.15)
avec €g = ﬁ. En développant on obtient
k
Jolksp) = Jolkip) = h(kip)5Lp - Vin B (A.16)

Posons k" = k+k'. La correction due au gradient de B introduit une dépendance dans
le gyroangle. La contribution /5 a la densité de polarisation s’explicite alors en

L(x) = / Pkd> k' dpdvy2mg; Be™ ¢ (k)0,G(K ) Ko (k, X', p), (A.17)

avec 2 k”
Ka = Jolkop)Jo(K] p) + i (ko) =PI (K] p) 2oL - Vin B (A.18)

1
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Le terme correctif d’ordre (k p)%(K'| p)ep sera par la suite négligé. En regroupant (A.11)

et (A.17) obtient

Mot (X / Prd* K dvydp2m Bgip(k)0,G(K)e'* > (k, K/, p), (A.19)
ou le noyau de convolution K est
K&K, p) = Jo(K,p) — Jolkp)Jo(K, p). (A.20)
En intégrant par partie en p on a :
/ dud,GK)K(k, K, p) = [GK]F™ - / duGa,K (A.21)
——

0
On suppose maintenant que les variations du potentiel perturbé ¢ et de G sont telles
que k1 p < let k' p < 1. Le noyau K se développe a l'ordre 2 en

k k K
Kk K, p) = | Zp) + f) ! zp) = %kl-(klnLk’L). (A.22)
et en utilisant le fait que 9,p* = 2B/m;QZ%,, on obtient
B
= k, (k, +k A2
aulc miQ%I L ( L+ L) ( 3)

et la densité de polarisation devient
2mm; L
Mot (x) = — 1 / BrdkK dvoydpe (k)G (K)e )%k | - (k) +K)) (A.24)
qi

L’intégration du terme en k% conduit a

ny = / B2 oK) e / or Bdpdy, / EHOK)eN* = 7 (V,¢) (A.25)
QC[ BQCI
G(x)
n(x)/B(x)

L’intégration du terme en k - k’ donne

ne = / 2 Bdjudy / EHK, G(K ) / R e (A.26)

CI
—iV, (F/B) —iVi¢

Vi (n/B)

1 n n
. _ _ n Bl - A2
"= 00 (VLB) (Vie)= Vi (BQCI) Blo, VL } Vi (A27)

L’ordering k; > i permet de négliger le terme en V| B et d’exprimer la densité de
polarisation sous la forme conservative habituelle

Npot(x) = V1 - (BQCI VJ_¢) (A.28)

Il est important de noter que la densité est ici la densité totale et non la densité d’équi-
libre. L’expression est par la suite linéarisée a ’ordre 1 en perturbation. L’approxima-
tion consistant a négliger le terme en VB dans ne devrait en toute rigueur
plus étre valable car L,, et L sont du méme ordre a priori. Dans la limite de grand
rapport d’aspect eg < €,, elle devient cependant valide. Il est difficile d’établir a partir
de la littérature ([8, |77, 38, 24]) si le caracteére conservatif de (A.3)), nécessaire pour
assurer la conservation de la charge et de I'énergie, est imposé de maniere parfaitement
rigoureuse ou si les variations spatiales de B, ¢y, p; sont parfois négligées.
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Annexe B

Résolution de I’équivalence exacte
pour 2N moments par une méthode
aux valeurs propres

Dans le cas de I'équivalence locale, comme cela est fait dans [10] pour des distri-
butions en module de la vitesse, il est possible d’exhiber un ensemble particulier de
noeuds et poids maximisant ’ordre le plus haut d’équivalence. La technique est un cas
particulier d’'une méthode plus générale de résolution des systeme d’équations polyno-
miales qui consiste a associer au probleme polynomial un probleme aux valeurs propres
dans un espace de grande dimension (voir [63, 14} [2]). Considérons le probleme
jusqu’a l'ordre 4N — 2, soit un systeme de 2N equations polynomiales pour les noeuds
V;. Pour tout p tel que 0 < p < N — 1, on peut extraire NV + 1 equations consécutives
de Pordre 2p a l'ordre 2(p + N) et on obtient ainsi pour tout k tel que 0 < k < N

ZAj‘/}zp-&-Qk—l—l :M%M)’ (B.1)
J

soit
2
> A VIRV = Myl (B.2)
J

Soit V la matrice de Vandermonde de taille N construite a partir des noeuds VjQ, ] =

1, N. Tant que les noeuds ij sont distincts deux a deux, V est inversible. Soient v,;
les coefficients de V1. On peut alors réécrire I'équation (B.2]) comme

AV = Myl o, 0< k< N. (B.3)
p
En réécrivant au rang k + 1 pour 0 < k£ < N — 1 on obtient
Z ijMé\Elp+k+1) = Ajvjz(kH)Jrl - Vj2Ajvj%+1 - Vj2 Z ’/ijé\(/lerk) (B.4)
p p
Des équations et on déduit pour tout k tel que 0 <k < N —1

Z yijg(/lp-Hf-‘rl) = ‘/}2 Z ’/ijé\(/lerk)- (B.5)
P P

Les noeuds Vj2 sont en conséquence les valeurs propres d’un probleme aux valeurs
propres généralis¢é H; — AHy = 0 ou H; et Hj les matrices de Hankel construites a
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partir des moments modifiés /\/lé\/‘ . Pour les petites valeurs de N, ce probleme peut
étre résolu pour obtenir les noeuds. Les poids A; sont alors calculés en résolvant
pour les N premiers moments. Les poids obtenus sont positifs pour N < 7, mais
commencent a osciller pour N > 8. Ces noeuds peuvent ainsi fournir un bon point
de départ pour 'analyse locale pour N < 7, mais les distributions ainsi construites
présentent de faibles possibilités d’extension non-locale, ce qui limite 1’étendue des
situations physiques accessibles.



Annexe C

Conditions d’extension de
I’équivalence exacte au sens des
moments

Nous allons ici démontrer que les moments en vitesse parallele d'une distribution
Multi-Water-Bag vérifient des inégalités provenant exclusivement de la structure al-
gébrique de la distribution et indépendants des moments de références utilisés pour
I’équivalence au sens des moments. Lors de la construction d’'une distribution Multi-
Water-Bag par équivalence au sens des moments, les inégalités seront transférées de
I'esapce des moments water-bag au sous-espace des moments de référence compatibles,
c’est a dire vérifiant ces inégalités. Au travers des dépendances spatiales de moments
de références, cette restriction de I'espace des moments accessibles implique une res-
triction de ’extension spatiale de I’équivalence au sens des moments.

Rappelons tout d’abord que I'expression du moment Multi-Water-Bag d’ordre 2p pour
une distribution symétrique est

V?P+ 1

J
2p+ 1’ (C.1)

N
MIVE =3 "24;
j=1
ou A; > 0,V; > 0. Les V; sont notrés en majuscules afin de mettre 'accent sur le fait
que nous ne considérons pas ici les V; en tant que champs scalaires sur 'espace réel
mais les moments Water-Bag en tant que fonctions des contours positifs V;, j € [1, V],
considérés comme des points de RY. Conséquemment, la sommation sur les indices
des contours s’effectue par défaut de 1 & N. Afin de simplifier les notations on note
A= (A, Ay,...,Ay) € (RT™)N et V = (V},V4,...,Vx) € RY. Afin d’éviter toute
confusion avec les indices de coordonnées,il sera fait usage pour 'indexation de suites
discrétes de points de RY d’exposants entre parentheses ( V@ par exemple).

C.1 Inégalité générale vérifiée par les moments Water-
Bag

A € (R™)Y étant donné, on définit I'application £, 4 : RY — R par

1 V_Qp'i‘l ﬁ
Lypa(V) = (METF)7T = (Z 24j5 1)

J

(C.2)
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Pour tout p € N*, £, 4 définit une 2p + 1-norme pondérée sur RY. Toutes les normes
étant équivalentes sur RV, on en déduit que pour tout (p, q) € N? tel que p # ¢ il existe
(Mapg Map,) € (RT)? satisfaisant pour tout V' € RY les inégalités

MApgLaa(V) < Lpa(V) < MapeLqaV), (C.3)
d’ott I'on déduit la condition générale sur les moments Water-Bag
op+1 () (MWBY 2 MWB _ 3 p20+1 ((\(MWB S
2q+1 1 2q+1
mr (ME) T MYWE < A KRS (C.4)

C.2 Définitions de bornes explicites

C.2.1 Propriétés générales

La condition est trop générale pour fournir des restrictions utiles en pratique,
attendu qu’elle a été établie dans tenir compte d’aucune restriction sur V. Nous allons
établir maintenant des conditions plus restrictives en prenant en compte des contraintes
sur I'espace des V' admissibles : nous allons d'une part limiter 1’étendue en vitesse pa-
rallele et d’autre part controler la distance minimale entre deux contours par 'ajout de
parametres de controles. A partir de , nous allons définir une famille de fonctions
dont les valeurs extremales fournissent les bornes recherchées. Cette approche nous
permet de reformuler le probleme comme un probleme d’optimisation et de mettre a
profit le formalisme éprouvé de la théorie de I'optimisation.

Définition 2. De (C.4) on définit sur (R™)N Uapplication Fa,, par

2q+1
A‘V~2p+1
Eij(V)>(2p+1)(2q+1) B (g + %)2])-1—1 (%: Vi

FA,p,Q(V) = (W (p—l— %)2q+1 ( (CE))

2p+1
Z A] ‘/j2q+1 >
J

Les bornes recherchées sont les extrema de F sur un sous-espace de (R*™*)N défini
en adéquation avec les contraintes. Attendu que Fa,, = #, on peut en toute
sq,P
généralité se restreindre au cas ¢ > p. Les cas p > ¢ s’obtiennent par simple inversion

des inégalités.

Propriété 1. Les F4,, sont invariantes d’échelle (homogénes de degré 0). Pour tout
(p,q) tel que p # q et pour tout A € R* on a

}—A,p,q()‘v) = fA,p,q(V)~ (0-6)

un corollaire de la proposition précédente (en dérivant par rapport a A) est que
pour tout V'

V-VFap,V)=0. (C.7)
Propriété 2. Pour tout k € [1, N]
1
OF apq AR
Rl U D A C.8
a‘/;g @ k Ep Y ( )

N 2it+1
ou ;= Y, AjVjZJr i =p,q.
=1
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Démonstration.
1 0Fa,y, vE v

— 2 = (2 1)(2 DA, | = — = C.9

En prenant en compte le fait que Fa,,# 0 et V € (R™*)Y on a

OF »,\ 7
aé’:’q =0 < V.= (;) (C.10)
P

L]

De la propriété précédente et de I’expression des composantes du gradient, on déduit
les propriétés énoncées ci-apres.

Propriété 3. Soit V e (R™) and 1 < j,j' < N. Les propriétés suivantes sont
vérifiées.
{(V‘FA7P7(1>,7 > 0 et (V‘FA,pg)j’ < 0} —— ‘/}/ > ‘/J

{(V.FA,p,q>j =0 et (VFA,p,q)j' = 0} “— V}., — V} (C.ll)

Dans les cas pour lesquels ¢ < p le sens de I'inégalité est inversé pour la premiere
proposition.

Propriété 4. Soit V € (R™)V.

FupgV)=0 < V € span[l,1,..., 1] N RV, (C.12)

Démonstration. La condition d’annulation de la k%™ composante du gradient im-
plique que V}, aie une valeur indépendante de k. Si N > 1, le gradient peut s’annuler
seulement si Vi, = V/,Vk, k' c’est a dire sur le sous-espace de dimension 1 engendré
par [1,1,1,...,1], ou tous les contours se croisent. La propriété d’invariance d’échelle
implique que les points critiques sur span[l,1, ..., 1] sont dégénérés. ]

C.2.2 Bornes de F,,, sous contraintes

La validité de la réduction Multi-Water-Bag suppose d’une part que les Vj, restent
distincts et strictement positifs. Cette restriction est formalisée par 'introduction d’une
borne inférieure V) pour la valeur du premier contour V; et d’une borne inférieure ¢
pour la distance entre contours. Nous voulons en outre éviter de considérer des dis-
tributions dont le support en vitesse parallele s’étend indéfiniment : on impose donc
un majorant Vj; au dernier contour V. Ces contraintes posées, nous pouvons refor-
muler la recherche des extrema de F4,, sous la forme d'un probléeme d’optimisation
sous contraintes. Suivant la notation standard en théorie de 'optimisation, les N + 1
fonctions de contraintes d’inégalités sont notées g;(V') (les contraintes d’égalités h;(V)
sont dans notre cas absentes).

Définition 3. Ezplicitons tout d’abord les expressions des contraintes

a(V)=V-W" , 1=1
g(V)=Viqy—Vi+e , i=2,....N (C.13)
gn1(V):=Vy — Vi ,i=N+1
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La Jacobienne correspondante est la matrice de taille (N +1) x N, notée (Vg)T, dont la
"¢ ligne est (Vg;)*. Ses composantes s’explicitent trivialement a partir de la définition
des g;. Pour tout j tel que 1 < 7 < N on a

- i
g‘g; _ 5171 — 8 i=2,...,N (C.14)
agaz;r/.ﬂ — 5N ,i =N +1.

Pour alléger les notations, on note par la suite Fa,, = f avec ¢ > pet C := (RT*)V
Le probleme consistant a minimiser f devient

(P) miny f
st. g<0 (C.15)
Vel

Le probleme (P*) de recherche d’'un maximum peut étre défini de maniére similaire
en minimisant f* = Fa,, = 1/f,q¢ > p. Les démonstrations des résultats qui suivent
seront explicitées seulement pour le probleme P. Les éventuelles modifications a ap-
porter pour P* (inversions d’inégalités) seront mentionnées le cas échéant. Rappelons
tout d’abord les conditions nécessaires d’optimalité au premier ordre, dites conditions
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), pour lexistence d’'un minium local en 'absence de
contraintes d’égalité.

Théoréme 1. Soit V un point admissible (c’est a dire vérifiant g(V) <0) de P. Si V
est un mimimum local alors il existe X € (RT)N* tel que

>0, i=1,...,N+1 (C.16)

Les gradients des contraintes étant des constantes, la premiere des conditions s’ex-
prime de maniere simple sous la forme

(VA (V) +Au1— A =0, j=1,...,N. (C.17)

Nous allons maintenant établir quelques propriétés de f pour les points admissibles
de P.

Propriété 5. Soit V un point admissible de P. Alors
(V/Hi(V) > 0, (C.18)
(Vf)N(V) < 0. (C.19)

Démonstration. Supposons que 9L < (. Alors selon la proprletel pour tout j > 1
on a % < 0, et ainsi 3°; V; aa‘]; < 0, en contradiction avec la propriété d’invariance

d’échelle 3=, V5 af = (. La seconde inégalité est prouvée de maniere similaire. O]

Propriété 6. Soit V un point admissible de P*. Alors

(VHi(V) < 0 (C.20)
(VhHn(V) > 0 (C.21)
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Propriété 7. Soit V un point admissible de (P) (resp. (P*)). Si il existe j; tel que
(V)i (V) =0, alors il est unique.

Démonstration. Supposons qu’il existe jo # j; tel que % = 0. De la propriété |2/ on
J27

déduit que V}, = Vj,, en contradiction avec I’hypothese que V' est admissible, puisqu’au

moins une contrainte est violée. O

Des deux précédentes propriétés nous déduisons le signe des composantes du gra-
dient de f.

Propriété 8. Soit V un point admissible de (P). il existe un unique ji, tel qu’une et
une seule des propositions suivantes est vraie ?
— pour tout j tel que j < j1, (Vf); >0 et pour tout j > ji, (Vf); <O0.
— pour tout j tel que j < j1, (Vf); > 0, (Vf); = 0, et pour tout j > ji,
(Vf); <0.

Propriété 9. Soit V un point admissible de (P*). Il existe un unique j1, tel qu’une et
une seule des propositions suivantes est vraie.
— pour tout j tel que j < j1, (Vf); <0 et pour tout j > j1, (Vf); > 0.
— pour tout j tel que j < j1, (Vf); <0, (Vf); =0, et pour tout j > ji,
(Vf);>0.

On peut maintenant déduire une relation d’ordre pour les multiplicateurs KKT \;.

Propriété 10. Soit V un point admissible de (P) satisfaisant auz conditions KKT
. Il existe un unique 71, 1 < j1 < N 41, tel qu’une et une seule des propositions
sutvantes est vraie.

— A\ >)\2>"'>/\j1 <)\j1+1 < "'<)\N+1-

— A > Ay > >/\j1 :)‘j1+1 < )‘j1+2 < - </\N+1’

Démonstration. Ces relations d’ordre sont une conséquence directe des propriétés |8 et
€19, =

Propriété 11. Soit V un point admissible de (P*) satisfaisant auz conditions KKT
. Il existe un unique ji1, 1 < 73 < N + 1, tel qu’une et une seule des propositions
sutvantes est vraie.

— A\ <)\2<"'</\j1 >)\j1+1 > "'>)\N+1-

— A< A< </\j1 :)‘j1+1 > )‘j1+2 > .. >/\N+1’

Nous allons maintenant restreindre I’ensemble des points ou f admet un extremum
en éliminant les points qui violent les conditions KKT. Cette procédure d’élimination
est d’abord effectuée pour les cas communs a (P) et (P*).

Propriété 12. Soit V un point admissible de (P) (resp. (P*)). Soit I = {i, g(V) = O}.
Si V wérifient les conditions KKT (C.16)), alors card(I) € {N,N — 1}.

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas trivial card(I) = N + 1. Dans ce cas,
toutes les contraintes sont saturées. Cette situation n’est possible que si le choix des
parametres (Vp, Vi, €) est tel que le systéeme g = 0 posseéde une solution, réduisant
I'ensemble des solutions admissibles & cet unique point. Dans ce cas V; = Vo + (j — 1)e
pour tout j et Viy = Viy = Vo+ (N —1)e. f est constante dans ce cas. Nous considérons
par la suite que les parametres sont choisis de maniere a éviter ce cas extreme.

Supposons donc que card(l) < N — 1. 1l existe alors i; < iy < i3 tels que \;;, = A\, =
Ai; = 0, ce qui contredit la propriété [10] (resp. propriété |11)). H
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Vo Vs
0
A%
, Vi Vo Vg ViaVig Vi Vi Vn_1Vy
1749 oo o o o
y Vi Vo Vi ViaVia Vi VietVipe Vel Vi
Eiit+1) —eo—o —o— PY e o —o
€ € € € — € € €

F1GURE C.1 — Positions des contours pour un sommet V@ et une aréte E¢+1) du
polytope des contraintes.

Si les parametres sont fixés de maniére & exclure le cas particulier card(l) = N +1,
le minimum local ne peut étre atteint que sur un sommet (card(I) = N) ou une aréte
(card(l) = N — 1) du polytope des contraintes.

Définition 4. Soit 1 < i < N + 1. Le sommet V@ est l"unique solution du systéme
ge(V@D) =0,k #i. Les composantes de V) sont de la forme

VO = Vot (j—De, 1<j<i—1,

VO = vy —(N—jle, i<j<N

J

(C.22)

Définition 5. Soit 1 < i < N+1. L’aréte E%*Y est ensemble des points V' solutions

de
a(V) =0, k#ii+1
Go(V) <0, k=i i+1. (C.23)
Les composantes d’un point V. de E®HY) yérifient les relations
VD Z V4 (= 1)e, 1<j<i-t,
Vj(z,z+1) = Var — (N — j)e, i+1<j<N, (C.24)
Vo + (i — e < V™ < vy — (N —i)e, j=i.

Les arétes de la forme E(1%2) qui contredisent la propriété (resp. [11]), ne sont
pas considérées.
Un sommet V@ correspond a la situation pour laquelle les i — 1 premiers contours sont
au plus pres de Vj et les N — 7 + 1 contours restant au plus pres de V.
Dans le cas d'une aréte E 1) les ¢ — 1 premiers contours sont au plus pres de V4,
les N — i derniers contours sont au plus pres de Vj;, et le contour V; est libre de se
déplacer entre V;_; + € et Vi1 — e
Une représentation schématique des valeurs des contours dans le cas des sommets et
des arétes est donnée dans la figure

Propriété 13. (Restriction sur les sommets admissible comme extrema) Soit V) un
sommet, ainsi que défini par la définition . Si V@ est une solution de (P) alors

2<i<N. (C.25)

Démonstration. Supposons que i = 1. De (C.17) on a alors (Vf); = —\y. D’apres la
propriété nous déduisons que Ay < 0, ce qui contredit les conditions KKT \; > 0, j #
1. Le cas i = N + 1 est exclu de la méme maniere. O]
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La restriction précédente ne s’applique pas a (P*), attendu que les signes des com-
posantes du gradients sont compatible avec la propriété [6]

Propriété 14. (Solution admissibles de (P) (resp. (P*)) sur une aréte) Soit E®+
une aréte ainsi que définie par la définition [ SiV € EWHY est un minimum local de

f (resp. f*) alors
2<i<N -1 (C.26)

Démonstration. Supposons que i = 1. On a alors \; = Ay = 0. De (C.17)) on déduit
que (Vf)1 =0, en contradiction avec la propriété [f| (resp. [6). Le i = N est exclu de la
méme maniere. O]

En considérant maintenant a la fois (P) et (P*), nous avons jusqu’ici établi que les
extrema de f sont atteints sur certains des N + 1 sommets V®, ou sur certains points
critiques des N arétes E%*™!. Réduire plus avant la sélection nécessiterait d’ajouter des
hypotheses sur (ou de spécifier exactement) les valeurs des parametres (Vg, Vi, €) et des
poids A;. L’ensemble des points obtenus étant suffisamment restreint pour envisager de
le parcourir numériquement pour un jeu de parametres donnés, nous nous contentons
d’expliciter les valeurs de f pour les extrema possibles.

Propriété 15. Valeur de f sur les sommets Soit 1 <1< N+1. On a

M 2q+1

iy a+5)7 (201 +555) C.27
f( ) - (p+ l)2q+1 0 M 2p+1> ( . )

2 (20, + =)

avec

EO — i A (V- 1 20+1

Lk ,; Vo + (4 ),
- (C.28)

J
N
M= gk A;j(Var — (N = j)e)? L.

J
Propriété 16. (Valeurs de f aux points critiques sur les arétes) Soit 1 < i < N. Si
un extremum local V&Y de f existe sur laréte EGFY alors

y SO 4 wM N\
y L) :< @71 p’;j) (C.29)
Y1+ Zp;

soumis a la condition d’existence

Vo+ (i — De < VO™ < vy — (N = i)e. (C.30)
On a alors
i 2+1
F(VGD) (q+3)*"" (Eg7i—l + N0+ Ai(‘/;( ’ H))QPH) ! (31)
- L i 2p+l- :
gt (22,1'71 + X0+ A (v +1))2q+1) ’
Les majorants et minorants recherchés sont donc

A paevosy = min { f(VE), f(VEFD) L (C.32)
MA,p,q,e,Vo,VM = mlax {f(v(l))y f(v(l,z—i—l))} s (033)

ou les extrema sont pris sur les valeurs admissible uniquement.
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C.2.3 Bornes d’extensibilité sur le préfacteur dans le cas Max-
wellien

Considérons le cas ou une distribution Multi-Wate-Bag, dont les contours obéissent
aux contraintes g;, vérifie I’équivalence exacte au sens des moments avec une distribu-
tion Maxwellienne pour les N premiers moments d’ordre pair. Pour 0 < p,q < N — 1

on a
)2q+1

(Mgp M C.34
W< A0, Vo,Vir - (C.34)
q

A Tordre 2p un moment Maxwellien s’explicite en

mA7p7q7€7V07V]\/I <

MG, = nTP ]y, (C.35)

(2p)!
22 (p)!”

ou Joy, = En définissant le préfacteur Maxwellien oo = % on obtient

2q+1

2(q—p) 2p
MApqeVoVy < & J2ptl <

2q

M A p.g.e,Vo,Var» (C.36)

d’ott on déduit un majorant et un minorant de o pour ¢ > p

1 1
J2p+1 2(a—p) J2p+1 2(g—p)
m 229 <a<|M T2 (C.37)
A,Pﬂ,QVO,VM J2q+1 A:p’q7€7V07VIW J2q+1 :
2p 2p

Il est important de noter que cet encadrement du préfacteur Maxwellien n’est pas assez
serré pour permettre de déterminer a priori une bonne estimation de I'extensibilité en
« de la distribution. Les extrema sont en effet atteints lorsque toutes ou presque des
contraintes sont saturées. Dans la pratique, I'extensibilité sera limitée par la violation
d’une contrainte seule,et dépend étroitement et de maniére fortement non-linéaire du
point de départ V.



Annexe D

Modeles fluide et cinétique continu

D.1 Modéele fluide a trois moments

Les trois premiers moment de I’équation de dérive cinétique pour les ions conduisent
au systeme

o + % (0rpOsn — DppOrm) + O,nv = 0
M [Opusts (9,$0pu — Dp¢0yu) + udsu| + 0.P + ngid.¢ = 0 (D.1)
AP + L (0,009 P — 990, P) + 8. P + 20.Qp, + 2P.u = 0

La fermeture au quatrieme moment est assurée par la condition sur le flux @), = 0. Au
premier ordre en perturbation (X = Xy + X, X € {n,u, P}) le systéme devient

8tn1 — %&,no%gb + noaz’Lh =0
Minoﬁtul + 8ZP1 + noqi@(b =0 (DQ)
8tP1 — %&P{)&g(b + 3P08Zu1 =0.

Les quantités perturbées sont développées en séries de Fourier en (z,7) et font 'objet
d’une transformée de Laplace en temps X; = X(r)e!™?*mk1z=wt)  En omettant les
termes liés aux conditions initiales (X;(r,t = 0) — 0) on obtient le systéme

nok, U — wi — rﬂB@rnoé =0
k. P — wMingii + k.nogio =0 (D.3)
3Pok.ii — wP — ™0, Py = 0

En éliminant P et @ du systéme ci-dessus, on peut exprimer 'enveloppe radiale de la
perturbation de densité ionique en fonction de celle du potentiel

~ mk2T; _ Qcrk?  mkn, 2
U s (26, — k) + =F=w — Tew? D4
- 2 ¢7 ( . )
n > 3k,
0 w(w?— =5
K2

ol K(nr) = dyIn(ng,Tp). Avec les conditions de normalisations définies en 2.1.1} la
fonction de réponse en densité ionique du modele fluide devient
koknw? — (nkj)?w + ko(nk))*T (k7 — 2k,,)

Frivige = ) D.5
fhud w (w2 - S(nk||)2T) (D-3)
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D.2 Modele Maxwellien continu

La forme de la réponse ionique Z—O dont la forme pour une distribution d’équilibre
fo quelconque, obtenue par le développement en perturbation a l'ordre 1 de 1’équation
de Vlasov est

no o

+o0
ﬁz’ o 1 nkHan(] + kﬁano ~
ny [ / nk:”v + kﬁdT¢0 - wdv ¢ (D6)

v2
Pour un équilibre maxwellien f, = \/’;i—Te_ﬁ en l'absence de potentiel électrostatique

la réponse en perturbation de densité ionique devient

i [7"1@9 [+ 52 (% = 1) —nky2 e ]

vl . (D.7)

No nkjv —w \orT

En posant v = /2Tt on obtient

kg K 2 t
i (Fn — 5 + wrt?) - &

B | [ et dt| & (D.8)
"o ﬁ_oo t— nk”Uj/ﬁ
Soit & = w#’ on note Z(&) la fonction de Fried et Conte ([28]), transformée de
Hilbert de la Gaussienne définie pour 3¢ > 0 par
+00 2
1 et
2(€) = —= [~ D.
©= [ i= (D.9)
En intégrant par parties il vient
+00 2
1 te? 1
— dt = —=7Z'(&) = (1+&Z D.10
ﬁit—f S21(6) = (1+€2(9)) (D.10)
+o0 2
1 t2e7t £
— | ——dt=—-27'(&)=1+&Z D.11
vl =t CORERRZC) (D.11)
(D.12)
et la réponse ionique devient
F iL ( P ”T} 7 + ke (1 +§Z)) Litez) (D.13)
in — T n . T K I . .
" TL]C”\/ 2T 2 r T




Annexe E

Transformation de Fourier en
coordonnées polaires - évaluation
discrete

E.1 Transformation de Fourier en coordonnées po-
laires

Considérons une fonction f sur le plan R? et sa transformée de Fourier F', liées par

flo,y) = ;ﬁ / P F (k)& (E.1)

On peut exprimer f et F' respectivement dans l’espace direct et dans ’espace de Fourier
en coordonnées polaires (r,v) et (k,«). La périodicité en les variables ¥ et o permet
un développement en séries Fourier

fr,0) = szm(r)e”’”“9 (E.2)
et A
Fk,a) = 3 Fp(k)e™ (E.3)

Définition 6. On définit la transformée de Hankel d’ordre m H,, par

Mo lf(k) = F(k) = /0 T ) T (k) (E.4)

ot Jp, est la fonction de Bessel de premiere espéce d’ordre m. La transformée est son
propre inverse, a Savoir

+oo
fr) = /O F (k) (k) kdk. (E.5)
Lemme 10. On a l'identification pour tout m € Z

Démonstration.

k) = ;ﬂ [ i (E.7)
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Soit en substituant a f sa décomposition en séries de Fourier

Z /+OO /27r rdrdd f, (r)emd—kr) (E.8)

T mez
or k = k(cos ae, + sinae,) = k(sin fe, + cos fJe, ), avec f§ =% — a d’ou
+oo (i —k Isi in
Z/ T’dT‘fm / 6z(m —kr(cos ¥ sin B+sin 9 cos 3)) (E9)
mEZ
+oo
Flk Z / rdr o (r / deimd—kr sin(9-+0)) (E.10)
T mez
en posant ¢ = 9 + 3 on obtient
1 . +o0 27+ . , . ,
Fk) = = Y0 ™ [ rdrf(r) [ aget i@ (g )
2T = 0 B

d’ot, en exploitant 'identité classique (voir |78] p. 20) sur les fonctions de Bessel

1 B+2m .
J(2) = / Gim==sind g9 3. (E.12)

2r Jg

on déduit .
-y eima(_i)m/o rdr fo (1) T (k) (E.13)
meZ

]

La détermination de la représentation polaire de la transformée de Fourier de f
nécessite dont de calculer, pour chaque mode poloidal m, la transformée de Hankel de
I’enveloppe radiale f,, du mode. Une méthode permettant I’obtention d’une approxi-
mation discrete de cette transformée lorsque f est connue sur une grille radiale discrete
est exposée dans la section suivante.

E.2 Calcul de la transformée de Hankel discréte -
séries de Fourier-Bessel

E.2.1 Décomposition en série de Bessel

Les enveloppes radiales dont on cherche a calculer la transformée de Hankel ont un
support fini [0, a] sur R. L’enveloppe radiale f,,(r) peut étre décomposée ([36]) en série
de Bessel

fn(r) =3 cpJm <xmp2) , (E.14)

peN*

OU Ty, est le p-ieme zéro (non-nul) de J,,. Les fonction de Bessel dilatées J,,,(r) =
Jm(Tmp=), p € N forment une base orthogonale pour le produit scalaire

(u,v) = /Oa u(r)v(r)rdr. (E.15)
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On a en effet
a r r 1
(Jimp, Imq) = / I (:Empa> Im <mmqa> rdr = a2/ I (Tmpl) I, (Tmqv) vdy (E.16)
0 0

soit
2

a
<=]mpa qu> = ?5qur2n+1(xmp)' (E.17)

Les coefficients de la décomposition de f,, s’obtiennent par la projection orthogonale
de f sur la base Jp,,,p € N

P (f, Jmp) _ Jo fn (1) I (xmpg) T’dT"

? <Jmpv Jmp) agijrezﬂ(xmp)

(E.18)

On peut identifier I'intégrale au numérateur de (E.18)) avec I’évaluation de la transfor-
mée de Hankel de f,, en k = x,,,/a. Soit

Houlf] (‘”;W) _ (’;J;H(xmp) ¢ (E.19)

E.2.2 Troncature - approximation de la transformée de Han-
kel

Supposons f,, connue sur une grille radiale (rx,k = 1,...,N,). En tronquant la
série (E.14]) a Pordre p = N, on a pour 1 <k < N,

Jm (%) = icme (xmpif) = % M’Hm[f] (xmp) (E.20)

p=1 ;JTZTH-l(ImP) a

qui définit un systeme N, x N, que l'on peut résoudre pour obtenir les valeurs de la
transformée de Hankel de f aux fréquences 2. Cette derniere est donc approchée
par valeurs discretes sur la grille de fréquences “%”’, p=1,...,N,. La qualité de I'ap-
proximation dépend du spectre effectif de f, ou de maniere équivalente du support en
fréquence de sa transformée de Hankel.
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Annexe F

Stabilité du schéma de
Runge-Kutta explicite d’ordre 4

0.5

0.0

—-0.5

4“ _1.0
3

& —1.5

-3 -2 -1 0 1 2 3
RwA,

FIGURE F.1 - Diagramme de stabilité de RK4 explicite ; la frontiére du domaine |P| = 1
est indiquée en noir

On considere une équation d’évolution de la forme
O + Av =0, (F.1)
ott v(t) € RY et A un endomorphisme linéaire. Soit At le pas de discrétisation en

temps. En supposant connu v(t), v(t + At) est obtenu par le schéma de Runge-Kutta
d’ordre 4 suivant.

At
v(t + At) = o(t) + - (di + 2dy + 2d3 + dy) (F.2)
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ol
d1: —Av
dy=—A (v+ &td
’ 20 (F.3)
dgz—A v+ 7d2

d4:—A (’U + Atdg)

On note v, = v(t,) = v(nAt) la suite des valeurs obtenu par application du schéma de
Runge-Kutta. Par simple substitution on obtient la relation de récurrence

Ups1 = P(=AtA)v,, (F.4)
ou P est le polynome
D GNP G &
PX)=14X+—+4+ —+ — F.
(X) tX ot =t (F.5)

qui correspond au développement de Taylor de la solution formelle exp(—At).
Le vecteur vy = v(t = 0) peut étre décomposé sous la forme

vy = chvk, (F.6)
k

ol v est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, (les A\; n’étant pas
nécessairement tous distincts). On peut expliciter le vecteur v, sous la forme

Up = Z Cr (P(—)\kAt))n Vg (F7)
k

Notons qu’a un mode propre de fréquence complexe w correspond une valeur propre
A = 1w. La stabilité de la méthode requiert que pour un mode propre stable ou amorti
on aie |P(—iwAt)| < 1.
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Résumé Ce travail de recherche s’inscrit dans la problématique de la compréhension des phénomeénes de transport turbulent
de I’énergie et des particules au sein des plasmas de coeur des machines de fusion thermonucléaire par confinement magnétique.
L’instabilité dite de gradient de température ionique, considérée comme une des sources majeures de transport turbulent,
y est étudiée au moyen d'un modele gyrocinétique. Dans le cadre d’un modele cinétique, le comportement de la population
d’ions est modélisé par I’évolution en temps de la fonction de distribution dans un espace des phases a six dimension. Le
modele gyrocinétique met & profit I’anisotropie liée au mouvement cyclotron dans un champ magnétique intense pour réduire
la dimension du probleme a trois dimensions d’espace et deux de vitesse. L’originalité de ce travail consiste en 'utilisation
d’un modele réduit, dit "Multi-Water-Bag", pour la fonction de distribution, qui permet de réduire a nouveau la dimension du
probléme en le mettant sous la forme d’un systeme fini d’équations de conservation dans l’espace réel a trois dimensions. Ce
modele est développé dans deux types de géométries simples de champ de confinement, I’une cylindrique et ’autre torique. En
géométrie cylindrique, le développement de I'instabilité est analysé au travers de trois modeles dynamiques : linéaire, quasi-
linéaire et non-linéaire. L’analyse de stabilité linéaire permet d’obtenir les caractéristiques spectrales des et géométriques de
I'instabilité a partir d’une situation d’équilibre instable. Les dépendances paramétriques vis a vis de ’équilibre sont analysées.
Dans un deuxiéme temps, la confrontation par le biais de simulations numériques trois modeles dynamiques permet I’examen
du développement de la turbulence a partir de la situation d’équilibre initiale, ainsi que les premieres étapes de la saturation
de l'instabilité. En géométrie torique, une analyse linéaire de stabilité est effectuée aux moyen de deux méthodes distinctes,
respectivement par intégration en temps et analyse spectrale, pour obtenir les caractéristiques spectrales des modes les plus
instables. Pour chacune des géométries envisagées, les diverses méthodes numériques implémentées sont décrites et leurs
performances évaluées. Une attention particuliére est portée tout au long de ce travail a la mise en balance des avantages et
limites inhérents a la réduction Multi-Water-Bag étendue en espace. Dans tous les cas envisagés, 'analyse a été restreinte
a des modeles faiblement résolus en vitesse, de maniére a tirer un profit maximum de la réduction tout en préservant le
caractere cinétique de la description. Du c6té des avantages, outre la possibilité d’'une réduction significative de la taille
des problemes, la structuration du modeéle en un systéme fini d’équations fluides conduit & une parallélisation triviale. Les
limites du modeles sont envisagées selon deux perspectives. La premiere, évidente, est celle de I'analyse de I'impact de la
faible discrétisation en vitesse des modeles utilisés. Des comparaisons avec un modele continu dans le cas cylindrique, et
des résultats externes obtenus par des codes mieux résolus dans le cas torique, permettent d’éclairer ces limites. La seconde
concerne le paramétrage du modeéle. Les parameétres définissant un modele Multi-Water-Bag n’ayant pas de contrepartie
physique directe, leur détermination requiert I’emploi d’une procédure d’équivalence. La structure spécifique au modele ainsi
que les méthodes d’équivalences employées conditionnent 1’étendue des situations physiques accessibles a une modélisation
multi-water-bag. Si le modele présente d’excellentes performances au vu de son cotit pour nombre de situations abordées,
une amélioration des méthodes permettant la détermination de ses parameétres est nécessaire pour étendre la gamme des
situations physiques abordables.

Abstract The research exposed therein is developed in the context of the study of turbulent energy and particles transport
phenomena occurring in core magnetically confined fusion plasmas. A study of the ion temperature gradient instability,
thought to be one of the main sources of turbulent transport in magnetic fusion devices, is carried out using a gyrokinetic
model. In the kinetic framework, ions population dynamics is modeled through the time evolution of the particle distribution
function in a six dimensional phase space. The gyrokinetic model leverages the strong anisotropy arising from cyclotron
motion in a strong magnetic confinement field to reduce the problem dimensions to three in real space and only two in
velocity space. The main originality of this work is the use of a reduced model, the so-called "Multi-Water-Bag" model, to
further reduce the problem dimension by expressing it as a finite system of conservation equations in real space. The model
is developed in two types of confinement field geometries, one cylindrical and the other toroidal. In cylindrical geometry, the
growth of the instability is analysed by the mean of three dynamical models : linear, quasi-linear and non-linear. Starting
from a given unstable stationary state, linear stability analysis allows one to obtain spectral and geometrical characteristics
of the instability. Parametric dependencies in regard to the initial situation of such characteristics are analyzed. In a second
phase, comparing results of numerical simulations implementing the three dynamical models, the growth of turbulence is
analysed as well as the first stages of non-linear saturation of the instability. In toroidal geometry, a linear stability analysis is
performed. Two different methods, time-based and spectral, were implemented in order to obtain the spectral and geometrical
characteristics of the most unstable modes. In both field geometries encompassed by this research, the numerical methods
used to obtain the results are described and their performances analyzed. Throughout the work, particular care is given
to the balance between the benefits and the limits of the Multi-Water-Bag reduction. In all cases considered, analysis was
restricted models exhibiting low resolution in velocity space, in order to take full advantage of the reduction while preserving
the kinetic features of the description. In the benefits side, apart from the possibility of a significant reduction of problem
size, the structure of the model lends itself to straightforward parallelization schemes. Limits of the model are examined from
two main perspectives. Along the first and most obvious one, the impact of the low resolution in velocity space of the model
on the instability features are examined. Comparisons with a continuous model in the cylindrical case and external results in
the toroidal case, allow one to characterize those limits. The second analysis direction deals with model parameters setting.
As the parameters defining a Multi-Water-Bag model do not have direct physical counterparts, their computation calls for
the use of specific matching procedures. Both model specific structure and matching methods constrain the range of physical
situations that can be matched by a Multi-Water-Bag model. On the one hand, for numerous situations, the models shows
excellent performances considering its cost. On the other hand, constraints arising from model parameters setting impose
strong limits on the range of physical situations than can be accurately modelized. On the other hand, the methods used to
set the model parameters have to be extended in order to allow for a wider range of physical situations to be modelized.
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