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Introduction

Les travaux que nous présentons dans cette thése se sont articulés
autour d’un article de Cichon et Tahhan-Bittar [CTB98], d’un article
de Cichon et Lescanne [CL92] et de 'ouvrage (en préparation) de Sim-
mons [Sim00]. Dans [CTB98], Cichon et Tahhan-Bittar présentent une
version constructive du théoréme de Higman (sur 'ordre de plonge-
ment des mots). La technique employée a cette fin est d’utiliser une
notion de hiérarchie de fonctions sous-récursives. Ceci nous amene a
deux concepts qui jouent un rdle central dans notre étude: les hié-
rarchies de fonctions sous-récursives (et la notion de termes ordinaux
afférente) et la notion de preuve de terminaison par interprétation sur
un bon ordre.

Dans son livre [Sim00], Simmons présente un A-calcul, une exten-
sion du systeme T de Godel, dans lequel sont définis un type pour les
entiers, un type pour les termes ordinaux et les deux itérateurs qui
traduisent les principes d’induction correspondant & ces deux types.
Il montre en particulier comment utiliser le systéme pour construire
des ordinaux (les plus grands possibles) et les hiérarchies de fonctions
sous-récursives.

Enfin, nous mentionnons les travaux de Cichon et Lescanne [CL92].
Dans cet article, le point de vue sur la notion de preuve de terminaison
3 ’aide d'une interprétation sur un bon ordre est différent. Il s’agit
essentiellement d’analyser la preuve de terminaison pour prévoir la
complexité; plus précisément, leur étude est dans le cadre de la ré-
écriture, et Cichon et Lescanne donnent des critéres syntaxiques sur
les interprétations polynomiales sur les entiers pour borner la com-
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plexité des fonctions calculées par de tels systémes de réécriture.

Le cadre général est donc I'étude de la notion d’ordre, en particu-
lier (mais pas uniquement) dans le cadre de la réécriture. Nous avons
donc abordé deux sous-thémes. Le premier sous-théme concerne l'ana-
lyse des preuves de terminaison en réécriture, et plus spécialement
leurs conséquences du point de vue de la complexité. Le deuxiéme
sous-théme vise plus spécifiquement & construire des ordres, et des
systemes, des A-calculs, qui permettent de les manipuler aisément.

Réécriture et complexité

Parmi tous les modéles de calculs, nous nous concentrons donc
sur la réécriture, systémes d’équations orientées sur les termes d’une
algébre. Elle a retenu notre attention pour deux raisons. Premiére-
ment, cette méthode est de «haut niveau», elle est de ce fait une
forme de programmation trés intuitive, simple ; la réécriture peut étre
vue comme une implantation des spécifications algébriques: un type
algébrique est la donnée d’une structure, d’opérations sur cette struc-
ture et d’équations entre ces opérations ; la réécriture, en orientant les
équations, donne un mécanisme pour calculer. Ainsi, la réécriture est
le « moteur » sous-jacent de systémes comme ELan?®.

Deuxiémement, et & notre avis ce point n’est pas indépendant de
ce que nous venons de voir, la formalisation de la réécriture en termes
mathématiques est suffisamment simple pour nous permettre de prou-
ver des propriétés intéressantes concernant les systémes de réécriture.
Nous nous sommes intéressés plus particuliérement au probléme de la
terminaison : « Aurai-je une réponse & ma requéte? » et encore plus
précisément au probléme de la complexité: « Dans combien de temps
aurai-je une réponse a ma requéte? ». Et pour cela, nous nous ap-
puyons sur le fait que les techniques employées pour montrer la termi-
naison des systeémes de réécriture peuvent, en général, étre réutilisées
pour analyser la complexité des algorithmes.

Un des outils pour montrer la terminaison des systémes de ré-
écriture est de plonger la relation de réécriture dans un ordre bien
fondé connu au préalable. Mais, en fait, la donnée d’une telle preuve

1. Cf. http://www.loria.fr/equipes/protheo/SOFTWARES/ELAN /index.html.



de terminaison nous donne d’autres renseignements sur le systéme
de réécriture. En particulier, de nombreux exemples montrent qu’une
étude plus poussée des preuves de terminaison fournit des bornes
sur la longueur de dérivation des systémes de réécriture, en d’autres
termes, le nombre d’étapes nécessaires pour aboutir un calcul. A
titre d’exemple, Hofbauer [Hof92b] (et de maniére indépendante, Ci-
chon [Cic90]) montre que la longueur de dérivation d’un terme de tout
systéme de réécriture qui admet une preuve de terminaison par l'ordre
MPO est au plus récursive primitive.

Mais connaitre la longueur de dérivation d’un systéme ne nous ren-
seigne pas précisément sur la complexité des fonctions calculées. Nous
verrons un exemple de méthode de preuve de terminaison (’ordre de
Knuth-Bendix restreint & des symboles de poids strictement positif)
dont la longueur de dérivation est au plus exponentielle, mais pour
laquelle les fonctions effectivement calculées sont calculées (par des
machines de Turing) dans l'espace linéaire et un autre exemple (les
interprétations polynomiales réduites a4 des polynomes de degré au
plus un) dont la longueur de dérivation est également au plus expo-
nentielle mais qui permet de calculer toutes les fonctions calculables
en temps exponentiel (également par des machines de Turing).

En plus de cela, la seule donnée de la longueur de preuve de ter-
minaison ne nous permet pas de résoudre le probléme suivant: étant
donné une fonction dont la complexité est a priori compatible avec
la longueur de dérivation, existe-t-il un systéme de réécriture qui la
calcule et qui admet une preuve de terminaison selon la méthode choi-
sie? Il s’agit en quelque sorte d’un probleme de complétude vis-a-vis
de la question de la longueur de dérivation qui donne des contraintes
sur la complexité des fonctions calculées. Une réponse a cette question
témoigne de la richesse (petite ou grande) de la méthode de preuve
de terminaison.

Nous nous sommes intéressés a deux méthodes de preuve de ter-
minaison : la méthode par interprétation polynomiale sur les entiers,
et la méthode qui s’appuie sur ordre de Knuth-Bendix.

La premicere est sémantique: elle s’appuie sur I'ordre usuel des en-
tiers naturels qui est bien fondé. A chaque étape de réécriture, on se
« débrouille» pour que interprétation du terme, un entier naturel,
diminue. Dés lors, nous sommes assurés que le systéme de réécriture
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termine. En fait, c’est un résultat de Hofbauer et Lautemann [HL89],
la longueur de dérivation est au plus doublement exponentielle en la
taille des entrées (cf également Geupel [Geu88]). C’est ici qu’intervient
le travail de Cichon et Lescanne; ils se sont arrétés sur la conjecture
de Huet et Oppen [HO80] « Of course, polynomial interpretations do
not suffice in general since they give a polynomial upper bound on
the complexity of the computations by Riun systéme de réécriture],
interpreted as a program computing over integers, [...]» qui pourrait
paraitre grossierement fausse eu égard au travail de Hofbauer, Laute-
mann et Geupel. Mais en fait, les résultats de Hofbauer, Lautemann et
Geupel ne répondent pas & la question (la bonne?) : « Quelles sont les
fonctions véritablement calculées par de tels programmes? ». Cichon
et Lescanne montrent que de telles fonctions sont bornées polynomia-
lement (et méme linéairement dans certains cas), ce qui donne une
toute autre perspective a la conjecture de Huet et Oppen.

Le deuxiéme ordre que nous considérons est 'ordre de Knuth-
Bendix introduit a la fin des années 1960 [KB70]. D’aprés Hofbauer
[Hof92a], la longueur de dérivation de tels systémes est multiplement
récursive (de rang 4 dans la hiérarchie de Péter [Pét67]), en d’autres
termes, d’une complexité qui est trop élevée si 'on veut calculer avec
(ou assurer de tels calculs) de manitre efficace et/ou réaliste. Mais
des restrictions naturelles de cet ordre donnent lieu & des bornes sim-
plement exponentielles [HL89]; c’est & ces restrictions que nous nous
sommes intéressés.

Constructions d’ordres, vers un calcul monotone

Pour montrer la terminaison des algorithmes, nous nous servons
donc d’ordres bien fondés. Ces ordres peuvent étre structurés suivant
une hiérarchie (Jeur type d’ordre) qui permet de les comparer. De
maniére paralléle, la théorie des hiérarchies de fonctions permet de
comparer les fonctions du point de vue de leur complexité. L’idée est
d’utiliser une hiérarchie de fonctions qui sert d’échelle de référence.
Chaque fonction de cette hiérarchie est alors repérée par un indice
ordinal qui la classe dans la hiérarchie. Cette derniére est déterminée
par un cas de base, une fonctionnelle qui correspond au successeur
ordinal, 'opération limite étant prise en compte par la diagonalisation.



Cette théorie trouve sa source dans les travaux de Grzegorczyk
[Grz53] qui définissent une hiérarchie de fonctions avec des indices en-
tiers. Cette hiérarchie recouvre ’ensemble des fonctions récursives pri-
mitives. L’extension aux ordinaux est due a Robbin [Rob] et Wainer.
Les hiérarchies ont ensuite été développées par Lb et Wainer [LW70a,
LW70b], Girard [Gir81], Cichon [CW83]. Ces travaux sont fortement
liés a la notion de preuve de terminaison en réécriture ainsi que l'a
montré Touzet dans [Tou97]. Touzet construit notamment des ordi-
naux pour montrer la terminaison de systémes qui terminent pour
I'ordre de Knuth-Bendix, ’ordre MPO et ’ordre LPO.

La question que nous nous sommes posée, et qui est au cceur des
travaux que nous présentons, concerne ’étude de la monotonie dans
les structures d’ordres comme les termes ordinaux. Cette motivation
est venue de 'observation suivante: I'idée de Lob et Wainer d’étendre
la hiérarchie de Grzegorczyk aux indices ordinaux repose sur Popé-
ration de diagonalisation d’une famille de fonctions (fn)nen. Sous
certaines hypothéses de monotonie (en particulier lorsque la famille
est une w-chaine pour 'ordre « pointwise »), la fonction diagonalisée
(Af)(n) = fa(n) a une complexité plus grande que chacune des fonc-
tions de la famille. L’intérét est que cette construction est similaire &
la construction de suites fondamentales (suites croissantes d’ordinaux)
pour les ordinaux.

En ce sens, ce ne sont pas les ordinaux qui sont le bon objet d’étude
mais les ordinaux équipés de suites fondamentales. Les travaux de
Cichon et Touzet [CT96] dans ce domaine ont conduit & la proposi-
tion d’'un systéme de termes ordinaux. Vis-a-vis des ordinaux, de tels
systemes offrent davantage de perspectives de par leur plus grande
souplesse d’utilisation et de par des distinctions plus fines qu’ils per-
mettent de faire entre deux processus. Plus précisément, le terme or-
dinal 1 + w correspond & une opération de diagonalisation suivie de
I'utilisation d’une fonctionnelle, il est différent du terme ordinal w
qui ne correspond qu’a 'opération de diagonalisation ; dans le cadre
de Parithmétique ordinale, cette distinction ne tient plus du fait de
Iégalité: 1 +w = w.

Nous avons repris 1’étude du parallele entre les ordinaux et les
hiérarchies de fonctions sous-récursives, mais du point de vue de la
monotonie. Un des premiers objectifs que nous nous sommes fixé a été
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de dégager une structure qui chapeaute les deux concepts (ordinaux
et hiérarchies de fonctions sous-récursives) et de décrire la structure
universelle correspondante.

En ce qui concerne la syntaxe, I'idée naive de construire un cal-
cul & la Simmons dans le cas ol l'on tient compte de la monotonie
échoue rapidement. De tels systémes s’averent tres faibles, et de nou-
veaux principes sont nécessaires. Cela nous a amené a une deuxiéme
partie de notre étude. Nous nous posons maintenant le probléme de
la construction d’une syntaxe dans ce cadre. Nous nous plagons pour
cela au confluent de trois théories, la théorie des types, la théorie des
catégories et la théorie de 'induction.

Le lien entre les algébres universelles et les principes d’induction
est connu depuis longtemps, au moins depuis Lawvere qui a proposé
une axiomatisation des entiers naturels dans la théorie des catégories.
En fait, de nombreuses structures mathématiques qui présentent un
principe d’'induction ressemblent fortement & une théorie algébrique
absolument libres?, théorie donnée par un certain nombre d’opéra-
teurs sans équations supplémentaires. Ainsi, dans le cadre de la théorie
des types de Martin-Lé&f, des notions trés générales d’algébres univer-
selles absolument libres ont été proposées, citons pour I’exemple les
articles de Dybjer [Dyb91, Dyb97, DS99, PS89)]. Les travaux de Co-
quand et Paulin dans ce domaine ont donné lieu & des schémas simi-
laires bien que dans un cadre différent, celui du Calcul des Construc-
tions [CP89, PM93].

Le calcul de Simmons (cf [Sim00]) appelé AH nous donne un
exemple de construction de schémas d’induction dans un calcul typé
plus élémentaire en un certain sens que 'approche & la manieére de
Dybjer (qui met en jeu une notion d’univers par exemple) ou celle de
Coquand-Paulin (qui met en jeu les aspects imprédicatifs du Calcul
des Constructions). Il introduit deux types de base, un type pour les
entiers naturels et un type pour les termes ordinaux. A la maniere
du systéme T de Godel, les entiers naturels sont représentés 4 1’aide
des deux constantes 0 : N et 5: N — N, et pour tout type X d’une
constante Ix : N - X — (X — X) — X, le principe d’induction
des entiers naturels dont «le sens» est: étant donné un « élément »

2. De « absolutely free algebric theories ».



a € X, une «fonction» t : X — X, et un «entier» n, le terme Ixnat

représente la composée n fois de la fonction ¢ sur a; informellement,

Ixnat = fofo---f(a)3. Le principe d’induction est donné via des
—_———

n fois f
regles de réduction :

Ix0at > a
Ix(3n)at > t(Ixnat)

Pour les termes ordinaux, Simmons utilise, en plus de la constante
0 : O pour le terme ordinal de base et de la constante s : @ — O pour
le successeur, une constante Lim : (N — O) — O qui sert pour le cas
limite. Cette fois-ci, le schéma d’induction est 1égérement compliqué
du fait de l'opérateur limite: pour tout type X, Simmons introduit
une constante Jx : O = X - (X - X) - (N> X) - X) - X
avec les trois régles de réduction correspondantes:

Jx0atu > a
Ix(sn)atu > t(Jxnatu)
Jx(Limv)atu > u(An: NJx (vn)atu)

Mais dans ce calcul, on ne tient pas compte de la notion d’ordre
sur les termes ordinaux d l'intérieur du calcul. Simmons a besoin de
Pordre sur les termes ordinaux lorsqu’il veut comparer deux termes,
mais il utilise alors la sémantique associée aux termes ordinaux pour
les comparer, ’opération a lieu en dehors du calcul. Notre travail a
consisté a développer la notion d’ordre a 'intérieur du systéme.

L’autre calcul que nous connaissons qui traite des termes ordi-
naux est celui de Danner [Dan99}, mais son point de vue est différent
du nétre. Son objectif est essentiellement d’analyser la « complexité »
des notations ordinales, la complexité correspond 3 la complexité du
processus qui construit la notation ordinale (de notre point de vue,

3. Simmons utilise un itérateur (d’ou la lettre I'!) plutdt que le traditionnel
récurseur; cela, explique-t-il, simplifie I'approche catégorique.
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c’est surtout la complexité des fonctions sous-récursives qui nous in-
téresse). En particulier, Danner étudie la complexité des opérations
arithmétiques sur les termes ordinaux.

De maniére plus générale, la notion d’ordre est d’une grande impor-
tance en informatique, elle sert notamment pour comparer des objets,
nous pensons par exemple a la notion de w-chaine qui est extrémement
répandue. Il nous semble par conséquent tres intéressant de développer
des outils qui permettent de manipuler les structures ordonnées.

Plan et contributions de la thése

Nous reprenons ici brieévement le plan de la thése. Nous présentons
les résultats les plus importants qui seront exposés.

Chapitre 1. Ce chapitre d’introduction est consacré a la présentation
de quelques éléments dont nous avons besoin pour le reste du texte,
en particulier, les ordres, les termes et quatre modeéles de calcul: la
réécriture, les machines de Turing, le A-calcul (méme si nous ne le
considérons pas comme un modgle de calcul en tant que tel), et la no-
tion de fonction récursive & maniére de Herbrand-Gdédel-Kleene. Pour
éviter un exposé trop long, nous n’avons pas cherché & faire un exposé
trés détaillé de chacune de ces notions. Nous convions le lecteur qui
ne connaitrait pas les rudiments que nous venons de mentionner a se
reporter aux ouvrages classiques (nous donnons quelques références).

Chapitre 2. Dans ce chapitre, nous abordons plus précisément les
notions de théorie des catégories que nous avons utilisées. Nous avons
cherché a présenter uniquement les notions indispensables pour la lec-
ture du texte, sans pour autant oublier de donner des exemples qui,
nous Vespérons, éclairerons le lecteur. L’objectif principal de ce cha-
pitre est de donner les éléments nécessaires a deux fins : premiérement,
dans le cadre du A-calcul, la théorie des catégories chapeaute d'un
point de vue sémantique de nombreuses constructions syntaxiques de
maniére élégante et simple. Deuxiémement, nous nous servons de la
théorie dans le cadre de ’algébre universelle. Ce deuxiéme point sera
également développé dans 'introduction du chapitre 6.

Chapitre 3. Nous exposons dans ce chapitre les travaux que nous



avons accomplis concernant ’analyse en termes de complexité des
preuves de terminaison par interprétation polynomiale dans le cadre
de la réécriture. Cela nous permet de donner des caractérisations des
fonctions calculées par les systémes de réécriture qui admettent de
telles preuves de terminaison. Dans cette optique, nous avons dé-
montré I’équivalence entre les classes suivantes (les deux premiers ta-

bleaux) :

Classes de Systémes de Classes de Systémes de
complexité réécriture complexité réécriture
PTIME 11(0) NPTIME A(0)
ETIME (1) NETIME A(1)
E2TIME 11(2) NE>TIME A(2)
TIME(expo, (n + k)) I1(3) NTIME(expo. (n + k)) A(3)

Classes de Systémes de
complexité réécriture
Pspace ©(0), I'(0)
EsPACE o(1), I'(1)
E2SPACE o(2), I'(2)
SPACE(expy, (n + k)) o(3), I'(3)

ou les criteres II(z) et A(%) correspondent & la forme des interpré-
tations des constructeurs de ’algébre sur laquelle on travaille. Nous
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avons également obtenu une caractérisation paralléle a celles qui pré-
cédent mais pour des classes de complexité en espace. Pour cela, nous
avons dégagé la notion de pseudo-preuve de terminaison par interpré-
tation polynomiale. Ce sont les critéres ©(z) et I'(Z) qui correspondent
aux criteres précédents, mais dans le cadre des pseudo-preuves de ter-
minaison. En outre, nous obtenons une caractérisation de LINSPACE
en termes de pseudo-preuve de terminaison par interprétation poly-
nomiale.

Chapitre 4. Nous faisons une étude analogue & celle du chapitre 3,
mais pour les preuves de terminaison par ’ordre de Knuth-Bendix.
Nous donnons deux caractérisations en termes de complexité : les sys-
témes de réécriture qui admettent une preuve de terminaison par
Pordre de Knuth-Bendix avec un poids strictement positif pour chaque
symbole correspondent exactement aux fonctions de LINSPACE. D’autre
part, nous définissons la notion de systémes de mots enrichis et nous
montrons que cela donne une caractérisation de ESPACE.

Chapitre 5. Dans ce chapitre, nous faisons une premiére approche
de la notion de monotonie dans le cadre des termes ordinaux. Nous
analysons la notion de progression, c’est-a-dire des structures qui ad-
mettent une constante, une opération monotone et inflationnaire et
une opération limite. La notion de progressions chapeaute en parti-
culier trois structures qui nous intéressent, les ordinaux, les termes
ordinaux et les hiérarchies de fonctions sous-récursives.

Nous classifions les progressions selon deux critéres : 'inflationna-
rité (z < sz) et la stationnarité (Lim(0).en = 0 ol 0 est la constante
de base). Nous donnons pour chacune des sous-structures ainsi défi-
nies un théoréme de représentation de la structure libre & 'aide d'un
unique concept, les arborescences.

Chapitre 6. Aprés les travaux présentés au chapitre 5, nous avons
cherché a construire une syntaxe des termes ordinaux ordonnés. Pour
cela, nous avons dii résoudre dans un premier temps quelques pro-
blémes de sémantique catégorique sur les graphes. Dans ce chapitre,
nous dégageons une nouvelle? structure monoidale sur les graphes,

4. Nous avons interrogé les catégoriciens & ce sujet via la mailing-list, et nous
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le bon univers de travail, comme nous le justifions dans lintroduc-
tion du chapitre. D’autre part, nous définissons une notion d’algébre
universelle sur les graphes, les U-algébres, et nous montrons que sous
certaines conditions, de telles algeébres sont analogues & des ordres.
Nous donnons alors quelques exemples d’utilisation des W-théories;
en particulier, nous montrons qu’elles recouvrent des ordres comme
Pordre sur les termes ordinaux, ou bien des ordres (d’une grande im-
portance en réécriture) comme l'ordre de Kruskal.

Chapitre 7. Ce chapitre est d’une certaine maniere 'aboutissement
des deux chapitres précédents. Nous y définissons une syntaxe pour les
termes ordinaux ordonnés, mais plus généralement, la syntaxe propo-
sée vise & manipuler/définir des graphes, leurs sommets, leurs arétes,
les morphismes de graphes. Nous mettons en jeu les notions séman-
tiques vues au chapitre précédent pour définir un A-calcul typé (avec
des types dépendants) qui permet de construire des ordres inductifs et
des fonctions monotones (en fait, des morphismes de graphes). Nous
donnons comme exemple « un systéme T » dans lequel on peut montrer
la monotonie des fonctions. Nous construisons également une exten-
sion du systéme AH de Simmons aux termes ordinaux ordonnés.

n’avons pas eu de réponse qui prouverait le contraire.
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Introduction



Chapitre 1

Notions préliminaires

Les travaux que nous présentons dans cette thése requiérent quel-
ques notions préliminaires. Nous les décrivons dans ce chapitre. Nous
commencons par quelques rappels touchant les ordres et les termes;
ceci nous donnera 'occasion de fixer les notations et la terminologie.
Nous présentons ensuite les modeéles de calcul que nous utilisons.

Nous n’avons pas cherché a formaliser les fondements de notre
cadre mathématique. Nous utilisons de maniére naive les termes d’«en-
sembles », d’« égalité », etc. Notons toutefois que nous considérons
des collections d’objets telle la collection de tous les ensembles, de
ce fait, nous avons besoin d’'une théorie un peu plus forte que celle
de Zermelo-Fraenkel; de ce point de vue, la théorie des ensembles
de Von Neumann-Bernays-Gddel convient (pour une présentation de
cette théorie, nous renvoyons le lecteur & Mendelson [Men64]).

1.1 Ordres, ordinaux

Etant donné un ensemble E , une relation binaire R sur E est une
partie de E x E, ol X est le produit cartésien. Lorsque nous parlons
d’une relation binaire en général, nous entendons la paire (E, R). On
note habituellement les éléments d’une relation binaire: R(z,y) ou
encore z R y.

13
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Définition 1.1.1. Etant donné une relation binaire R sur E, on dit
de la relation qu’elle est:

— réflexive si Vr € B, R(z,x),

— anti-réflezive si Vz € E, - R(z,z),

- symétrigque si ¥(z,y) € E x E, R(z,y) <= R(y,x),

~ anti-symétrique siV(z,y) € E X E, R(z,y) A R(y,z) =z =1y,
- transitive si V(z,y,2) € E x Ex E, (R(z,y) AR(y,2)) = R(z,2),

Définition 1.1.2 (Relation d’équivalence, Ordres). Nous distin-
guons parmi les relations binaires R sur F, les relations d’équivalence,
les pré-ordres, les ordres partiels, les ordres stricts selon qu’elles véri-
fient ol non les propriétés précédentes:

Réfl. Anti-réfl. Sym. Anti-sym. Trans.
rel. d’équivalence X X X
pré-ordre X X
ordre partiel X X X
ordre strict X X

Le symbole x indique que la relation vérifie la propriété en ques-
tion.

Définition 1.1.3. Un ordre total est un ordre strict (E, R) tel que
pour tout z,y € E, I'un des trois cas suivants est réalisé:

-zRy,
-yRuz,

-z=1y.

Par la suite, nous notons les relations d’équivalence & l’aide des

symboles = , >~ , = ..., les pré-ordres et les ordres partiels & ’aide de
<,>2,=x,>,C,...,pour les ordres stricts et les ordres totaux, nous
utilisons les symboles <, >, <, > ,... Lorsque nous parlons d’ordre

sans plus de précisions, nous désignons une des relations d’ordre qui
précédent ; le contexte (et la notation) léve alors toute ambiguité.
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Définition 1.1.4 (Relation inverse). Etant donné une relation bi-
naire R sur un ensemble E, on considére la relation inverse donnée
par: z Ny ssiy R x.

Définition 1.1.5 (Relations induites par un pré-ordre). Etant
donné un pré-ordre < sur un ensemble E, on considére sur E les re-
lations suivantes:

- larelation d’équivalence donnée par: z ~ y ssi (z < y)A(y X ),
— Pordre strict donné par z < y ssi (z <X y) A ~(y < z),

On notera que la relation inverse du pré-ordre est également un
pré-ordre. B

L’ordre < induit un ordre partiel sur ’ensemble E/ ~: @ < b ssi
a < b.

Définition 1.1.6. Etant donné un ordre (X, <), un élément a de X
est dit
— mazimal (respectivement minimal) s’il n’y a aucun z € X tel
que a < z (resp. z < a),
- le plus grand élément, le mazimum (respectivement plus petit
élément, le minimum) de X si pour tout z € X, z < a (resp.
a <Lz,
- un majorant (resp. un minorant) d’une partie U C X si pour
tout z € U, z < a (resp. a < z). Le majorant (resp. le minorant)
est dit strict si Vz, z < a (resp. a < x).

Définition 1.1.7 (Fonction monotone). Etant donné une relation
binaire R4 sur un ensemble A et une relation binaire Rp sur B,
une fonction f : A — B est monotone si pour tout z R4 vy, on
a f(z) Re f(y)- On dit aussi que la fonction respecte les relations
binaires.

Un isomorphisme entre deux relations binaires est une fonction
monotone bijective dont 'inverse est également monotone.

Définition 1.1.8 (Dérivation). Etant donné une relation R sur un
ensemble E, une dérivation est une suite (z;);>0 d’éléments de F telle
que:
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:L‘QR 1
1R =z
zo R -

On note habituellement une telle dérivation: z¢ R z1 R z2---.

Définition 1.1.9 (Fermetures d’une relation). Etant donné une
relation R sur un ensemble E,

— la fermeture réflexive de la relation R est la relation R définie
parzRyssiz=youzRy;

— la fermeture symétrique de la relation R est la relation R
définie par x SR yssiz Ryouy R z;

- la fermeture transitive de la relation R est la plus petite relation
(notée R™) qui vérifie:

TRy Ry yR* z

Tz R*y zR* 2z
En d’autres termes, z R* y ssi il existe une dérivation z R =1 R
z0-- Ry

Définition 1.1.10 (Relation ncetherienne, bien fondée). Unere-
lation R sur un ensemble F est ncetherienne si toute dérivation est
finie. Une relation est bien fondée si sa relation inverse est ncethe-
rienne.

Si une relation est réflexive, elle ne peut pas étre a strictement par-
ler noetherienne, toutefois, on la considére comme telle si sa restriction
stricte lest.

Les ordinaux

Définition 1.1.11 (Bon ordre). Un ordre total < sur un ensemble
X est appelé un bon ordre si toute partie non vide de X admet un
plus petit élément.

Propriété 1.1.12. Nous avons une autre caractérisation des bons
ordres : une relation est un bon ordre ssi elle est un ordre total bien
fondé.
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Définition 1.1.13. Un segment initial d’'un ordre (X, <) est une
partie U de X telle que Vz € U, Vy <, z,y € U. En particulier, X
est un segment initial de X. Un segment initial propre de X est un
segment initial différent de X.

Proprié’té 1.1.14. Nous énumérons ici quelques propriétés des bons
ordres. Etant donné un bon ordre (X, <), les propriétés suivantes
s’obtiennent en cascade:

1. si f: X — X est monotone, alors pour tout z € X, =z <X f(z),

2. le seul isomorphisme d’un bon ordre sur lui-méme est I’identité,

3. si deux bons ordres sont isomorphes, 'isomorphisme entre eux

est unique,

4. un bon ordre n’a pas de segment initial propre isomorphe a lui-

méme.
'I/‘héoréme 1.1.14.1.
FEtant donné deux bons ordres (X, <z) et (Y, <y), lun des trois cas
(mutuellement exclusifs) suivants est valide :
(a) X est isomorphe 4 Y,
(b) X est isomorphe & un segment initial propre de Y,
(¢) Y est isomorphe & un segment initial propre de X.

On en déduit une relation de pré-ordre sur la classe des ordres:
(X, <z) < (Y, <y) si et seulement si (X, <) est un segment initial
de (Y, <y). Une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence
induite (cf définition 1.1.5) s’appelle un type d’ordre.

Le pré-ordre induit également un ordre noté < sur les types d’ordre
(cf définition 1.1.5).

Théoréme 1.1.14.2.
L’ordre < sur la classe des types d’ordre est un bon ordre.

Nous donnons maintenant une représentation canonique en termes
ensemblistes des types d’ordre, ce sont les ordinauz. L’idée est de
définir un ordinal en sorte que:

a<fBssiacp, a={B|B8<a}
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Définition 1.1.15. Un ensemble X est transitif si Vz € X,z C X.

Définition 1.1.16 (Ordinal). Un ordinal est un ensemble transitif
bien ordonné par la relation €. On note les ordinaux a I’aide des lettres

grecques o, 3, ...
Ord désigne la classe de tous les ordinaux. Enfin, sur 0rd, on définit

a<fssia€pf.

Propriété 1.1.17.

(i) L’ordre < sur Ord est total,

(ii) Pour tout o, a = {8 | 8 < &},

(iii) 0 = @ est un ordinal,

(iv) Pour tout ordinal ¢, {o¢U{a}} est un ordinal. On note ce dernier
a+ 1 et on Pappelle le successeur de c.

(v) Si un ordinal n’est pas un successeur, on le qualifie d’ordinal
limite. O est un ordinal limite. w désigne le plus petit ordinal
limite différent de 0. Les ordinaux plus petits que w sont les
ordinaux finis (les entiers naturels) :

0=0, 1=0+1, 2=1+1

Théoréme 1.1.17.1.
Un bon ordre est isomorphe & un et un seul ordinal.

Définition 1.1.18. On note ) le plus petit ordinal non dénombrable®.

Cet ordinal correspond au bon ordre suivant. Soit (O, <) le plus petit
ensemble ordonné vérifiant les regles:

ae O Vr € w,a, € O
0eO sa €O (0z)zew € O

acO Ve Ew,a, € O
- kew
OSO a < s ak<(ax)zeweo

Ordre sur les multi-ensembles

5. Celui-ci existe, d’aprés le théoréme du bon ordre de Zermelo.
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Définition 1.1.19. Etant donné un ensemble E , on appelle une fonc-
tion £ — N un multi-ensemble sur E. On note MultiEns(FE) l'en-
semble des multi-ensembles sur E. Soient e € E et m un multi-
ensemble sur E. m(e) s’appelle la multiplicité de e dans m. L’ensemble
des éléments de multiplicité strictement positive d’un multi-ensemble
m s’appelle le support du multi-ensemble.

Soit e € E, {e} désigne le multi-ensemble suivant :

e—1
z—0 sizz#e
D’autre part, si m et n sont des multi-ensembles sur E, m +n est

défini par:
Ve € E, (m+n)(e) =mle)+ nle)

Il en est de méme pour les unions finies,
Ve € E, (Z ms){e) = Zmi(e)
=1 i=1

Définition 1.1.20. Un ordre > sur E induit un ordre sur MultiEns(E)
défini comme suit :

X> 0
{a}+X > {d}+Y si{a}+X>Yeta>b

1.2 Algébres de termes et de mots

Définition 1.2.1. Une signature ¥ est une famille finie d’ensembles
finis (Z:)ier (I € N) de symboles/lettres. A moins que nous ne fas-
sions mention du contraire, nous supposerons que les ensembles ¥,
sont disjoints deux & deux. L’indice de ’ensemble auquel appartient
le symbole s’appelle ’arité du symbole, un symbole dans ¥, est dit
n-aire ; on dit plus particuliérement pour les symboles de ¥; qu'ils
sont unaires et pour les symboles de Y2 qu’ils sont binaires. Nous uti-
liserons le terme de constante pour désigner les symboles de Xg. Enfin,
nous noterons ar(f) (ou encore n¢) arité du symbole f.
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Définition 1.2.2. Supposons que l'on dispose d’un ensemble X (éven-
tuellement vide) d’éléments appelés variables, disjoint de la signature
Y. Nous définissons algébre de termes 7(%,X) sur £ et X comme
étant le plus petit ensemble vérifiant les regles:

zeX . Vi<n, t;€T(8,X) feXa, ..
et Flenta,— an) ETEE) )

ou dans la regle (ii), n est éventuellement nul. Un terme est dit clos
s’ll ne contient pas de variables, c’est-a-dire, si sa définition n’utilise
pas la régle (i). L’ensemble des termes clos est noté 7 (3).

Remarque 1.2.3. Observons que 7 (Z) est vide si et seulement si
2o est vide. En conséquence de quoi, nous ferons toujours 'hypothése

que Yo # 0.

Définition 1.2.4. Sila signature ¥ ne contient que des constantes et
des symboles unaires, ’algébre de terme 7 (2,X) est dite une algébre
de mots. En ce cas, on désigne par wlk] le symbole a;, du mot w =

a'il(a'iz(“'aik("')"'))-

Exemple 1.2.5. Nous utiliserons souvent les entiers codés en nota-
tion unaire (les entiers bdtons), Nat. Natg = {0}, Nat; = {s}. Tout
entier naturel n se représente dans 7 (Nat) par:

n=s(s(---(s(0))---))
—_———

n fois s

Par la suite, afin d’alléger la notation, nous supprimerons les pa-
renthéses pour les symboles unaires.

Exemple 1.2.6. Etant donné un ensemble E, l'algebre E* des mots
sur E est lalgébre de mots provenant de la signature X définie ainsi:
2o = {€} et 1 = E. Nous écrirons généralement a.w (voire aw) le
terme a(w) ol a € E et w € E*. Le terme € s’appelle le mot vide.

Par extension, si W désigne une partie de E*, pour tout symbole
a € E, nous notons a.W 'ensemble {aw | w € W}.



1.3. Modéles de calculs 21

Définition 1.2.7 (Taille et hauteur d’un terme). On définit la
taille |t| et la hauteur h(t) d'un terme t € 7(X,X) inductivement:

1
1+ Einzl |t1|
1

1 + maxi_; h(t:)

|z|
{ 1f(t17 e 7t"1)|
h(z)

h(f(t1, - stn))

Il

Note 1.2.1. Nous utilisons une notation pour désigner la taille (la hau-
teur) d’un n-uplet de termes: |t1,... ta| =Y i |ti| et h{t1,... tn) =
maxi_; h(t;) .

1.3 Modéles de calculs

De nombreuses études ont été consacrées a la recherche de caracté-
risations mathématiques de la calculabilité, c’est-a-dire des procédés
mécaniques/algorithmes de calcul. Parmi les modéles que nous uti-
lisons, trois d’entre-eux reveétent une grande importance épistémolo-
gique: les fonctions récursives générales (les équations de Herbrand-
Godel), le A-calcul et les machines de Turing. Ils recouvrent en effet
la méme notion de calculabilité. Nous faisons une parentheése histo-
rique retragant le développement de ces modeles de calcul (inspirée
de [Kle52, Dav58, Dav82, Ros84]).

En 1931, Gd&del introduit de maniére explicite la classe des fonc-
tions récursives primitives®; puis, sur une suggestion de Herbrand,
définit une notion de fonctions récursives générales’ (nos fonctions
récursives). Dans ce contexte, Kleene étend la récursion primitive au
moyen d’un opérateur de minimisation non bornée en 1936 [Kle36], et
il montre que la classe des fonctions ainsi définies est identique a la
classe des fonctions récursives générales de Godel.

De maniére paralléle, Church, aidé par ses étudiants {dont Kleene
et Rosser) a développé un systéme dont l'objectif initial était de
construire les fondements des mathématiques a partir de la notion

6. D’autres auteurs ont étudié les définitions récursives, parmi lesquels, on
peut citer Dedekind (1888), Peano (1888) ou Skolem (1923).

7.Selon Davis, quoiqu’il soit conscient de la question, Gd&del n’est pas
convaincu que cette notion capture ’ensemble des fonctions calculables.
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de fonction. Cette approche est montrée inconsistante par Kleene et
Rosser. Toutefois, il en est resté un sous-systéme, le A-calcul qui per-
met de définir une notion de calculabilité montrée équivalente & celle
de fonction récursive générale de Gédel [CR36].

Turing s’intéresse a la nature du calcul d’une maniére différente,
il cherche & décrire ce que fait une personne quand elle calcule, il
supprime de cette analyse les détails inutiles et en tire le modéle bien
connu avec un ruban infini et une téte de lecture/écriture® [Tur36).
Ce modele de calcul s’avére équivalent a celui de Church.

Le fait que des approches si différentes aboutissent a la méme no-
tion de calculabilité donne de sérieux atouts au postulat, «la these de
Church », selon lequel ces modeles recouvrent correctement la notion
de calculabilité.

Nous utilisons ces modéles pour 'aspect particulier qu’ils donnent
a la notion de calcul. Ainsi, nous considérons les machines de Turing
dans le cadre des classes de complexité, le A-calcul comme une syntaxe
pour la sémantique des théories algébriques que nous introduisons au
chapitre 6. Enfin, nous utilisons la notion de fonction récursive au
travers des hiérarchies de fonctions sous-récursives.

Dans ce chapitre, nous présentons plus en détail la théorie des
fonctions récursives, le A-calcul, les machines de Turing ainsi que la
réécriture, modele de calcul dont 'histoire est plus récente, mais dont
I’avenir nous semble prometteur.

1.4 Systémes de réécriture

Les systémes de réécriture sont des ensembles d’équations orien-
tées. Nous avons utilisé plusieurs références, principalement ’article
de Dershowitz et Jouannaud [DJ90], mais aussi celui de Jouannaud et
Lescanne [JL86] et celui de Huet et Oppen [HOS80].

Nous supposons dans cette section que nous disposons d’une si-
gnature ¥ et d’un ensemble de variables X & 'aide desquels nous
définissons algébre de termes 7(Z,X).

8. Indépendamment du travail de Turing (mais pas des travaux autour du
A-calcul), Post a proposé une notion de machine trés proche de celle de Tu-
ring [Pos36].
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Définition 1.4.1 (Contexte). Un contexte relativement & une va-
riable z est un terme dans lequel = a une occurence unique.

Définition 1.4.2 (Substitution). Une substitution est une assigna-
tion de termes pour certaines variables. Plus formellement, étant donné
une signature X et un ensemble de variables X, une substitution est
une fonction ¢ : S; — T(X,X) ol S C X est un ensemble fini qui
s’appelle le support de la substitution. Une telle substitution s’étend
canoniquement sur les termes par:

cly)= vy siy & Ss
U(f(t17t27 Tt 7tn)) = f(g(tl)va(t2)> T 7U(tn)) sif€Xn

En fait, il est d’usage de noter la substitution apres le terme, c’est-
a-dire to plutdt que o(t). Par ailleurs, nous notons {z ++ t} la sub-
stitution qui a pour support le singleton {z} et associe & z le terme
t.

Une substitution o est dite close si pour toute variable z € S,
nous avons zo € 7 (3).

Définition 1.4.3 (Régle et systéme de réécriture). Etant donné
une algébre de termes 7(X,X), une régle de réécriture est une paire

(I,r) de termes telle que V(r) C V(I) ot V(¢) est 'ensemble des va-

riables du terme t. Nous écrivons habituellement de telles paires sous

la forme: Il — r. Le terme ! s’appelle le membre gauche de la régle,

et le terme r son membre droit. Un systéme de réécriture est une

paire (7 (%,X),R) composée d'une algebre de termes 7 (3,&) et d’un

ensemble R de régles de réécriture.

Par la suite, nous supposons que X est donné une fois pour toutes,
et nous abrégeons (7 (Z,X),R) en (R,X). Nous discutons maintenant
de quelques propriétés de la réécriture et de son aspect calculatoire.
Pour simplifier ’exposé, nous supposons pour le reste de la section
que nous nous sommes donné un systéme de réécriture (R,X) vis-a-
vis duquel les définitions que nous faisons sont dépendantes.

Définition 1.4.4 (Relation de réécriture). La relation de réécri-
ture en un pas est la relation binaire sur 7(X,X) définie par: v —gr v
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ssi il existe un contexte ¢t € T (X,X) vis-a-vis de z, une substitution ¢
et une régle | — r tels que u = t{z — (lo)} et v = t{z — (ro)}. Le
sous-terme [o de u s’appelle un redez, le terme ro s’appelle le réduit.

Définition 1.4.5. La fermeture réflexive transitive de —xr se note
S, Autrement dit, u—rv &'l existe une dérivation finie t¢ —x
ty —-Rr - —R tn telle que to = v et t, = v. En ce cas, on dit
que u se réécrit en v. Pour souligner le fait qu’il y a n étapes dans la
dérivation, nous utilisons la notation v —% v.

1.4.1 Terminaison et confluence

Définition 1.4.6. Un terme u est dit en forme normale s’il n’existe
pas de terme v € T(X,X) tel que © —= v. Nous notons t—!>7zu le fait
que tSru et que u soit en forme normale.

Exemple 1.4.7. La réécriture peut étre utilisée pour calculer. En
général, le calcul se fait par normalisation. Prenons par exemple la
signature Carré composée de Nat, d’un symbole unaire sq, et d’un
symbole binaire +. Nous pouvons calculer le « carré » des entiers en
notation unaire & 'aide du systéme de réécriture:

0+y —uy sq(0) —0

sz+y —s(z+y) sq(sx) — s((z+ z)+ sq(z))

Nous représentons ici quelques termes de la relation de réécriture
en un pas:

(o+0 +0) —>s 0+o

5q(s(0)) ——> s((0 + 0) + 5q(0)) / o)

s(O + sq(0)) — s(sq(0
Nous donnons ici quelques illustrations des définitions précédentes :

- s(040) —= s(0);
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- sq(s(O))iwzs(O +0);
- 5q(5(0))—>=s(0);

. . 1

Remarquons maintenant que pour tout entier n, sq(n)—rn2. En

ce sens, nous calculons le carré des entiers batons. Nous reviendrons
par la suite sur la notion de calcul par des systémes de réécriture.

Définition 1.4.8 (Terminaison). Un systéme de réécriture termine
si la relation — = est ncetherienne, c’est-a-dire, s’il n’existe pas de dé-
rivation infinie. En ce cas, nous disposons de deux notions de longueur
de dérivation :
1. la longueur de dérivation d’un terme t est la plus longue dériva-
tion & partir de celui-ci:

dl(t) = max{n |t —% u},
2. la longueur de dérivation pour le systéme est la fonction:

Dl: N— N
n—  max{dl(t) | |t| < n}.
Théoréme 1.4.8.1 (Huet et Lankford [HL78]).
La propriété de terminaison des systémes de réécriture est indécidable.

Une des raisons est que ’on peut simuler les calculs d’une machine
de Turing avec la réécriture.

Définition 1.4.9 (Confluence). Un systéme de réécriture est con-
fluent si pour tout terme ¢, u, v tels que t-S>ru et t=>xv, il existe un
terme w tel que uSHrw et vHRpw.

7N
N
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Théoréme 1.4.9.1 (Huet et Lankford [HL78]).
La propriété de confluence des systémes de rééeriture est indécidable.

Idée de preuve. A tout langage £ reconnu par une machine de Turing,
nous pouvons associer un systéme de réécriture qui répond « vrai» si
le mot d’entrée est dans £ et « faux» dans lautre cas. Nous rajoutons
alors une régle qui donne la réponse « vrai » pour chaque entrée. Si
le systéme est confluent, cela signifie que le langage est « plein». Or
cette propriété est indécidable en général. |

Proposition 1.4.10. Si un systéme de réécriture est confluent et
qu’il termine, alors, chaque terme ¢t admet une unique forme normale.

L’intérét de cette proposition est qu’un tel systéme fournit une
procédure de calcul simple : on réécrit le terme donné en entrée jusqu’a
ce qu’il ne contienne plus de redex. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire
de disposer d’une stratégie® dans le choix des redex & réduire puisque
toute dérivation aboutit au méme résultat.

1.4.2 Calculs a l’aide de systémes de réécriture

Comme nous aurons a comparer plusieurs modeles de calculs, nous
devons préciser la sémantique des fonctions que on calcule. Nous
supposons par la suite que les calculs portent sur une algébre A, dite
algébre de calcul. Pour la réécriture, nous passons par deux codages
de cette algebre, le premier vers des symboles d’entrée, le deuxiéme
vers les symboles de résultat. Ce point de vue est issu d’un travail
présenté au chapitre 3 et réalisé a partir d’un article de Cichon et
Lescanne [CL92].

Dans [CL92], Cichon et Lescanne étudient les fonctions numériques
définies par des systemes de réécriture. Pour cela, ils considérent les
systémes (R,Z) tels que:

- les entiers sont représentés par l'algébre Nat = {0,s} contenue

dans ¥;

— le systéme de réécriture termine, il est confluent et les formes

normales sont dans 7 (Nat).

9. Nous ne considérons pas ici le probléme sous 'angle de la complexité du
calcul.
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Chaque symbole f d’arité n est alors associé & une fonction ¢ :
T (Nat)™ — 7 (Nat) définie (selon la proposition 1.4.10) par:

(t1, -+ Jtn) — nf(f(t1, - ,ta))

o nf(t) est la forme normale issue de t.

Les efforts de Cichon et Lescanne portent en particulier sur le pro-
bléme de savoir quelles sont les restrictions imposées aux fonctions
définies par des systémes de réécriture ayant une preuve par inter-
prétation polynomiale sur les entiers. Leur principal résultat est de
montrer que de telles fonctions sont bornées polynomialement quand
bien méme la longueur de dérivation d’un terme peut étre doublement
exponentielle (cf. Lautemann et Hofbauer [HL89] et Geupel [Geu88]).

Par rapport au travail de Cichon et Lescanne, nous étendons la
notion de fonction « définie par un systéme de réécriture » selon deux
directions. Nous considérons des algébres de termes quelconques au
lieu de Nat [BCMT99] et nous faisons une distinction entre l'algébre
des entrées et celle des sorties [BCMT98].

Le fait de considérer des algébres plus générales que Nat a deux
avantages. Premiérement, cela nous rapproche de la vraie program-
mation qui manipule des structures de données comme les entiers bi-
naires, les listes, les arbres, etc. Deuxiémement, du point de vue de la
complexité, la notation unaire a des propriétés trés particuliéres. Cela
est di au fait que la taille des termes est exponentielle par rapport
a celle de la numération binaire. Ainsi, le probleme du voyageur de
commerce est polynomial si 'on considére les entrées codées par des
entiers batons.

A priori, la distinction que nous faisons entre symboles d’entrée et
symboles de sortie est inutile; en effet, on peut sans difficulté rajouter
des regles pour transformer les termes d'une algébre en les termes
de Pautre. En revanche, si 'on se donne une méthode de preuve de
terminaison, et que I'on considére les systémes qui terminent pour
de telles preuves, on ne peut plus rajouter de regles sans menacer
de ruiner la preuve de terminaison. Dans ce cas, la distinction entre
entrée et sortie devient primordiale.

Nous considérons donc trois algébres, a priori distinctes. L’algébre
«sémantique» sur laquelle les fonctions sont définies (et dans laquelle,
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elles prennent leur valeur), l’algébre des entrées qui représente les don-
nées et I'algébre de sortie qui code le résultat. Un probléme apparait
A ce niveau la: on ne dispose plus de la composition de maniére im-
médiate. Pour cette raison, nous permettons & un symbole de servir
a la fois de symbole d’entrée et de symbole de sortie. La nature en-
trée/sortie d’un symbole est caractérisée par deux fonctions (inp et
out). Ce point de vue permet de retrouver les algorithmes (les sys-
témes de réécriture) que nous avions dans le cas classique oll 'on ne
fait pas de distinction (entre entrée et sortie).

Définition 1.4.11. Soient deux signatures (X;);er et (X7);cu telles
que I C J. Un morphisme de signature (£:)ier — (Xj)jes est une
famille de fonctions m = (ms)ier @ £; — Z;. En d’autres termes, les
fonctions de traduction respectent l’arité des symboles. Un tel mor-
phisme m s’étend immédiatement sur les termes 7 (X,X) — T (X/,X):

{ m(z) =z

m(f(t1, - tn)) = ma(f)(m(t1), - ;m(tn))

On dit qu’un morphisme de signature est injectif si toutes ses compo-
santes le sont.

Sémantique des calculs en termes de réécriture

Nous supposons que nous disposons d’une algébre de référence
T (.A), l'algébre de calcul. 7 (A) est ’ensemble sur lequel les fonctions
que nous étudions dans cette section sont définies et dans lequel elles
prennent leurs valeurs.

Définition 1.4.12. Un systéme de calcul pour l'algébre de calcul
T (A) est un sextuplet (R,AF,f,inp,out) ou

- (R,AUF) est un systéme de réécriture qui termine;
la signature A est appelée ensemble des constructeurs ;

- feF;

— inp:.A — A et out : A — A sont deux morphismes de signature
ingectifs ;

— pour tout n-uple de termes ({1, - ,tn) € T (A), les formes nor-

males de f(inp(t1),--- ,inp(ts)) sont dans 7 (out(A)).
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Définition 1.4.13 (Calculs déterministes). Une fonction ¢ : T(A4)" —
T (A) est calculée par le symbole f d’un systéme de calcul (R,AF, f,inp,out)
si:

1. R est confluent,
2. pour tout n-uple de termes (t1,--- ,tn) € T(A), le diagramme
suivant commute :

(b1, ta) —F> f(inp(ts), .. , inp(tn))
% l
Bltr,. . ba) — 2t

Fi1G. 1.1 — Calculs par réécriture

ou ¢ est 'unique forme normale obtenue d’apres la proposi-
tion 1.4.10.

Remarque 1.4.14. L’hypothése que les morphismes de codage doi-
vent étre injectifs se justifie par les deux observations suivantes :

1. Pour inp, il s’agit d’éviter qu’une identification des symboles
d’entrée ne réalise une partie des calculs. Certes, la complexité
de cette opération sera négligeable eu égard aux classes de com-
plexité que nous considérons par la suite, maijs comme nous pou-
vons toujours nous ramener au cas ou inp est injectif, cela est
sans importance.

2. Pour out, I’hypothése est plus importante; en effet, sans elle
nous considérerions comme étant des algorithmes, des systémes
de réécriture calculant en une seule étape des problémes de com-
plexité arbitraire (en particulier, le probléme de 1’arrét de la ma-
chine de Turing!). Prenons un probléme de décision quelconque,
et supposons que les données soient codées par une algébre A.
Nous pouvons alors considérer le systéme de réécriture constitué
de la signature AU {f,1} et de la régle de réécriture:

flz)—1
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Si nous choisissons out comme étant

out: vrai ~—1

faux 1,

ce systéme termine, il est confluent et le diagramme de la figure
2 commute ; pourtant, cela ne nous donne pas de procédure de
décision effective qui résout le probléme.
L’hypothése que out est injective nous permet de décoder la forme
normale. Un calcul procéde en trois étapes: codage via inp, normali-
sation et décodage via out.

Exemple 1.4.15. Sur l'algébre 7 (Nat), la fonction
(=)?: T(Nat) T (Nat)

—
n N
est calculée par le symbole sq de 'exemple 1.4.7; il suffit pour cela de
choisir :
— A = Nat;
- F= {Sq,-i—} 3
— inp = out = ly,¢.

Définition 1.4.16 (Calculs non déterministes). A D'instar des ma-
chines de Turing non déterministes, nous pouvons considérer les sys-
témes pour lesquels c’est la « meilleure » des dérivations qui fournit le
résultat du calcul. Cette maniere de caractériser les fonctions calculées
de fagcon non-déterministe est due & Krentel {Kre88] et Gradel et Gure-
vich [GGY95]. Plus formellement, une fonction & : 7(A)™ — T (A) est
mazimisée par le symbole f du systéme de calcul (R,AF,f,inp,out)
si:

1. il existe un ordre < sur Palgébre 7 (out(A)),
2. pour tout n-uple de termes (t1,... ,tn) € T(A),

out(®(ty, - ,tn)) = max{t | f(inp(t1), - Anp(tn)) >rt}
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Remarque 1.4.17. Le point délicat dans cette définition concerne
l'ordre < sur lalgébre 7 (out(A)). Pour que les problémes ne de-
viennent pas triviaux, nous devons nous restreindre a des ordres «rai-
sonnables ». Nous entendons par 1& que I'ordre ne doit pas coder une
partie trop conséquente des calculs, c’est-a-dire une partie que I'on
peut détecter dans le cadre de la théorie. Si nous ne faisions pas
d’hypothése sur la procédure de calcul de l'ordre, nous considérerions
comme étant un algorithme un systéme qui maximise le probléme de
P’arrét de la machine de Turing. Voici comment procéder.

Soit A une algébre qui code les machines de Turing. Nous considé-
rons la fonction ¢ : A — A U {0} qui envoie tout z qui correspond au
code d’une machine de Turing qui ne s’arréte pas vers 0 et qui envoie
tout = qui correspond a une machine qui s’arréte vers z. Cette fonc-
tion est maximisée par le systéme de réécriture suivant. Le systéme
de réécriture est composé des deux régles f(z) — 0 et f(z) — z. Sur
A U {0}, nous définissons V'ordre suivant: z < 0 si z est le code d’une
machine qui ne s’arréte pas, 0 < z sinon.

Pour les cas qui nous intéressent, le terme de « raisonnable » peut
étre remplacé par: « dont la décision prend un temps de calcul borné
polynomialement ».

Exemple 1.4.18. Soit {a,b}", une algébre de mots. Le probléme de
trouver le plus long sous-mot commun d’un ensemble (fini!) de mots
sur {a,b} est NP-complet (cf. Maier [Mai77]). Certes, il ne s’agit pas
la du probléme NP le plus célébre; nous ’'avons choisi d’abord parce
qu’il est simple & spécifier mais aussi parce qu'il est dans NLINSPACE,
ce qui nous donnera ’occasion de l'utiliser souvent.

Nous représentons ’ensemble de mots § = {wy,w2,--- ,wn} par le
terme : *(w1 *(wy - - -*(wn*e) - - - )). La recherche du plus long sous-mot
est spécifiée et maximisée par le systéme de réécriture:

faz — fzx ade — de gax — fdax

for — fz bde — de gbxr — fdbx

fr—oz de — ¢ 9(x(z.y)) — *(g(z),9(¥))
*(fz,fz) — fx dax — adz

sous T — rgzr dbx — bdx rfr—x
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Pour aider le lecteur a se convaincre que le symbole sous maximise
la recherche du plus long sous-mot, nous donnons quelques indications.
Le symbole f sert a effacer le début des mots tandis que la lettre d
sert & supprimer la fin des mots. La lettre g répartit les symboles f et
d dans toutes les branches; les symboles sous et r gerent le début et
la fin des calculs.

- A= {abx*}

- F={f,g,r;sous}

— X est le plus petit ordre donné par:

(i) si ¢t contient un symbole x, alors ¢ < t' pour tout t’;
(ii) sit et ¢’ ne contiennent pas de symbole *, t < ¢’ si [t| < |t|;

(iii) si ¢ et ¢’ ne contiennent pas de symbole * et que |t| = |t'],
alors t < t’ si t est plus petit pour l'ordre alphabétique que
t'.

— inp = out = 14.

Prenons par exemple l'ensemble {abbab, abab, bbabaa, ababab}.
Le plus long sous-mot est «baby. Les formes normales du systéme
sont dans Uordre {e,a,b,ab,ba,bab}, et « bab » est bien le plus
grand élément de cet ensemble.

Ici, nous faisons grand usage de la précédence; la recherche de la
branche maximale a un contenu calculatoire important. En effet, la
longueur de dérivation pour chaque branche est de 'ordre de O(n),
il y a donc un nombre exponentiel de branches, et seule 'une d’entre
elles fournit le résultat.

1.5 Machines de Turing

Nous faisons ici une présentation des machines de Turing, essen-
tiellement pour fixer les notations, le vocabulaire, et préciser le sens
de «calculer une fonction & 'aide d’une machine de Turing » ; en par-
ticulier, nous discuterons le cas des machines non déterministes.

Nous présentons ici un modéle standard de machine (non déter-
ministe), avec un ruban infini bilatére et une téte de lecture/écriture
unique. Mais, du fait de la robustesse de ce modéle vis-a-vis des classes
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de complexité que nous considérons (au deld de LINSPACE ou bien
PTIME), ce choix ne pose pas de probléme. Nous utiliserons d’ailleurs
plusieurs modéles de machines au gré des convenances que cela nous
apporte.

Définition 1.5.1. Une machine de Turing M est un 5-uplet M =
(2,#,Q.90,95,0) o

— ¥ est un ensemble appelé alphabet,

— # € ¥ est un caractére particulier, le caractére blanc,

— @ est un ensemble, dit ensemble des états,

— go € Q est Vétat initial,

— g5 € Q est 'état final,

— Sestunerelation 6 CQ x £ x Q x ¥ x {—1,0, + 1}.

Définition 1.5.2. Une configuration est la donnée d’un triplet (r,z,g)
ol:

— r est une fonction Z — &, le ruban de la machine,

— ¢ € Z est la position courante de la téte de lecture/écriture,

— q € Q est I'état courant de la machine.

Définition 1.5.3. Etant donné une machine M = (2,4,Q,90,a5,0),
une transition en une étape est la plus petite relation binaire sur les
configurations qui contient les paires ((r,z,q),(r',z',¢')) telles que:

- (Q7T(‘T)7q,7a7m) € 5a

r(y) =r(y) pour tout y # z,

a { r'(z) = a,

-z =x+m.

En d’autres termes, la configuration (r',z’,q') est la configuration
(r,z,q) pour laquelle on a remplacé la lettre r(z) sur le ruban par a,
on a déplacé la téte de lecture/écriture de m cases vers la droite et
’état courant est ¢’

Nous notons la relation par: (r,z,q)Fm(r’,z',¢’) et par analogie
avec la réécriture, nous notons (r,z,9)F(r’,z',¢") la fermeture tran-
sitive de la relation de transition en une étape. Cette relation est la
relation de transition.
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Définition 1.5.4. Enfin, un calcul proceéde de la fagon suivante. Etant
donné un n-uplet (w1, - - ,w.) de mots sur une algébre A C (X\{#}),
nous construisons le mot w = wi#Hwa# - - - #wn, la configuration ini-
tiale est alors (ro,1,q0):

ro(y) = # siy<0ousiy> |wl,
ro(y) = wly] siO<y<|wl

Un calcul est la relation binaire sur A*™ x A* définie par: (w1, -+ ,wn)-rmw
¢’il existe une configuration (r,z,9;) telle que (ro,1,q0) = (r,x,q5) ol
(r0,1,g0) est la configuration initiale pour (w1, ... ,wn) et (r,x,q5) est
donné par :

r(y)= # pourtouty < 0ouy> |w,
r(y) = wly] pourtout 0 <y < |w|.

1.5.1 Calculs sur une algéebre

Comme pour la réécriture, nous donnons ici la sémantique du mo-
dele de calcul. Le probléme vient ici de la nécessaire transformation
des termes en mots. Pour cela, nous utilisons une fonction de codage.
Nous supposons comme dans la section précédente que nous disposons
d’une algébre A de calcul.

Définition 1.5.5. Une fonction de codage est une fonction code :
A — A, fonction qui est étendue en une fonction 7(A) — (AU

{()n
code(f(t1, - tn)) = code(f) (code(tl)) ( : ) (code(tn))

Par la suite, nous ne faisons plus de distinction entre A et AU{ (,) }.
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Définition 1.5.6 (Calculs non déterministes). Nous disons d’une
fonction ® : A*™ — A* qu’elle est mazimisée par une machine de Tu-

ring M= (A U F:#anqo?qf 76) si:

— F contient la lettre # ;

— il existe une fonction de codage injective code : A — A;

il existe une notion de précédence sur les mots de A;

— pour tout n-uple de termes wi,wz, - ,wn € T(A), on a:

code(®(w1,ws,- -+ ,wn)) = max{t | code(w:)#code(wsy)# - - - #code(wn) = t}

(w1, ,wn) —— code(w1)F#code(ws)# - - - #code(wn)
@l lM
@(wh o ,wn) code 'UJ/

Remarque 1.5.7. Notons ici que le codage (plus précisément, 'ex-
tension du codage) est fondé sur la notation polonaise. D’autres co-
dages sont possibles, nous avons choisi celui-ci pour sa simplicité. La
principale propriété que le codage doit vérifier est que ce dernier ne
code pas de calculs, tout du moins de calculs non négligeables eu
égard au cadre dans lequel on se place, ce qui est le cas de la notation
polonaise pour les cas qui nous concernent.

D’autre part, vis-a-vis de la précédence, nous faisons les mémes
hypotheéses que pour la réécriture, et pour les mémes raisons.

Définition 1.5.8 (Calculs déterministes). Dans le cas particulier
ol § est un graphe de fonction @x £ — @ x X x {—1,0,+1}, la relation
de transition en un pas devient une fonction des configurations dans les
configurations. Il s’ensuit que la relation de calcul devient également
une fonction (partielle) des mots A™ — A. Comme il n’y a plus qu’une
seule branche de calcul, la notion de précédence n’est plus nécessaire.
La machine est dite alors déterministe et on dit que la fonction est
calculée par la machine de Turing.
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Définition 1.5.9 (Classes de complexité). Etant donné une fonc-
tion f : N — N, on dit que la machine travaille en temps f(n) si pour
toute entrée de taille au plus n, le nombre de transitions nécessaires
pour atteindre I’état final est borné par f(n).

Etant donné une classe de fonctions C, la classe de fonctions TIME(C)
est ’ensemble des fonctions qui sont calculées par une machine déter-
ministe qui travaille en temps borné par f(n) pour un certain f € C (le
parametre n représente habituellement la taille des entrées). Lorsque
I’on autorise des calculs avec une machine non-déterministe, on ajoute
un « N » devant le nom de la classe.

PTIME (resp. NPTIME) désigne la classe des fonctions calculées
par les machines de Turing déterministes (resp. non déterministe) qui
travaillent en temps polynomial; ETIME (resp. NETIME) désigne les
fonctions calculées par les machines déterministes (resp. non déter-
ministes) qui travaillent en temps exponentiel (c’est-a-dire borné par
2% pour un certain k € N) et E2TIME (resp. NE2TIME) celles qui tra-

vaillent en temps doublement exponentiel (c’est-a-dire borné par 92*"
pour un certain k € N).

De méme, st au cours d’un calcul, pour toute donnée de longueur au
plus 7, une machine utilise au plus f(n) cases pour atteindre la forme
normale, on dit de la machine qu’elle travaille en espace f(n). La classe
des fonctions calculées par les machines déterministes (respectivement
non déterministes) qui travaillent dans P'espace f(n) pour un certain
f € C est notée SPACE(C) (respectivement NSPace(C)).

LINSPACE (resp. NLINSPACE) correspond aux machines détermi-
nistes (resp. non déterministes) qui travaillent en espace linéaire, c’est-
a-dire borné par a * n + b pour deux constantes a et b; PSPACE,
NPsPACE, EsPACE, NESPACE, E2SPACE, NE2SPACE correspondent a
I’espace polynomial, exponentiel et doublement exponentiel (respecti-
vement déterministes et non déterministes).

Nous énoncons ici un théoréme di & Savitch [Sav70] qui donne des
égalités pour les classes en espace:

Théoréme 1.5.9.1.

Une machine de Turing non déterministe qui travaille en espace L(n)
peut étre simulée par une machine déterministe qui travaille en espace
L(n)? 4 la condition que L(n) > log,(n).
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Corollaire 1.5.10. Nous avons par conséquent les égalités : NPSPACE =
PspracE, NEsSPACE = ESPACE et NE2SPACE = E,SPACE.

1.6 Théorie de la récursion

Ainsi que nous ’avons vu dans l'introduction du chapitre, nous
présentons ici la théorie de la récursion, tout du moins, la partie qui
nous intéresse pour la suite. Les fonctions récursives sont les fonctions
de Parithmétique qui peuvent étre calculées de maniére effective (selon
la thése de Church). Pour cela, 'accent est mis sur le caractére inductif
des entiers naturels:

0 est un entier;

si n est un entier, s(n) est un entler.
Au méme titre que de nombreuses démonstrations de propriétés
des nombres entiers (cf. Poincaré [Poi03] par exemple), les définitions

des fonctions numériques courantes reposent sur le schéma d’induc-
tion.

1.6.1 Récursion primitive

Définition 1.6.1. L’ensemble B des fonctions de base est composé
de:

(i) lafonction0: N — N
n — 0
(ii) la fonction successeur s: N — N
n — n+1
(i) pour tout ¢ < k, la fonction projection :

Tk © N - N
(1, 2k) =
On remarquera que 71,1 est la fonction identité des entiers na-
turels.
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Définition 1.6.2 (Schéma de composition). Soit une fonction f
a m arguments et m fonctions (g;)i<m & k arguments. La composée
de f et (g:)i<m est la fonction:

Comp(f,(gi)i<m) : N - N

(117"' 72719) — f(gl(xh"' 7:rk)792(x17"' 71"10)7' o 7gm($17"' 7‘/1:10))

Remarque 1.6.3. Les projections servent a permuter, dupliquer, ef-
facer des arguments des fonctions composées.

Définition 1.6.4 (Fonctions élémentaires). La classe £lémentaire
des fonctions élémentaires est ’ensemble de fonctions clos par com-
position contenant les fonctions de base B, 'addition, le produit, la
soustraction modifiée =, les sommes et produits bornés.

— La soustraction modifiée — : N x N — N est définie par:

(n,m) — 0 sin<m
’ n—m sinon

— Soit f une fonction & k+1 arguments. Nous définissons la somme
bornée £f : N°*1  N:

Ef : (130,.’[1, o ,.’.Ck) lans f(o,$1, o ,Ik;)+f(1,$1, M ,Zk)+ : '+f(1'0,.’£1, e 1Il€)
— De maniére analogue, le produit borné IIf : N**! — N est

défini:

Hf : (x07x17 e ,Zk) = f(07x11 M ,flfk)xf(l,xl, e ,.’L‘k))(- N 'Xf(fEO,Zl, T ,xk)

La classe des fonctions élémentaires a été introduite par Kalmar [Kal43]
et Csillag [Csi47]; elle contient la plupart des fonctions « usuelles ».
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Définition 1.6.5 (Schéma de récursion primitive). Etant donné
une fonction g & k arguments et une fonction h & k + 2 arguments,
nous définissons la fonction R(g,h):

Nfl - N
R(g,h) : Oz1,-- k) — gz, - 28)
(S(n)7x17"' ,Ik) = ( (TL 1, 7Ik)7n7x17"' 7xk)

Exemple 1.6.6. Sont définis par récursion :
— l'addition:

(+) : O+y Y g=m1,1=1n
Vs +y = siz+v) h = Comp(s,m1.5)

— la multiplication :

(x) - Oxy 0 { g=20
lsl@xy = zxy+y h = Comp(+,(1,3,73,3))

Définition 1.6.7 (Fonctions récursives primitives). La classe des
fonctions récursives primitives PRF *° est 'ensemble de fonctions ob-
tenu inductivement par les régles:
— sl f € B, alors f € PRF;
- si f € PRF et pour tout ¢, (g:)i<n € PRF, alors Comp(f,(g:)i<n) €
PRF;
- si g,h € PRF, alors R(g,h) € PRF.

Exemple 1.6.8. L’exemple 1.6.6 montre que la somme est récursive
primitive. Par conséquent, il en est de méme du produit. A partir
de 13, nous pourrions montrer que I’exponentielle est aussi récursive
primitive, etc.

Certaines fonctions calculables ne sont pas primitives récursives.
Le plus célebre exemple, sans doute, est donné par la fonction d’Acker-
mann (1928):

10. pour « Primitive Recursive Functions ».
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A(On) = n+1
Alm+10) = A(m,]1)
Am+1n+1) = A(mA(m+ 1))

Pour montrer que cette fonction n’est pas primitive récursive, on
montre que son taux d’accroissement est plus grand que celui de n’im-
porte quelle fonction primitive récursive.

Proposition 1.6.9. Le lecteur vérifiera aisément que la soustraction
modifiée est récursive primitive et que pour toute fonction f récursive
primitive, £f et IIf le sont. Par conséquent, nous avons l'inclusion
des classes: £lémentaire C PRF.

Récursion primitive et boucles FOR

Le lecteur «informaticien» verra que le schéma de récursion corres-
pond & la boucle « FOR » des langages de programmation impérative.

Définition 1.6.10 (Programmes 4 boucles « FOR »). Cf. par ex-
emple Handley et Wainer [HW97]. Les programmes & boucles FOR
sont les programmes construits & partir des instructions:

— les assignations: z:=0,z:=y,z:=y+ 1,z :=y~"1

— les séquencements: ...;...

— les conditionnelles: if (z = y) then .- else --- fi

— les boucles FOR: for ¢ = 1 to y do --- od, ol i n’est pas as-
signé dans - - -

Théoréme 1.6.10.1 (cf. Handley et Wainer [HW97]).
Les fonctions récursives primitives sont exactement les fonctions cal-
culées a Uaide des prograrmmmes a boucle FOR.

Approche logique de la récursion primitive
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Définition 1.6.11 (Arithmétique de Peano). L’arithmétique de
Peano [Pea88] est le systéme formel composé des axiomes:

Vz sz #£ 0 Vex+0=xz
Vedyz#0=>z=sy Vz Vy z + s(y) = s(z +y)
VeVysz=sy=zx=1y Vzezx0=0

VeVyz xs(y)=zxXy+zx

et du schéma d’induction:

v($1, o ,In)¢(0,x1, o 7mn) A (d)(naxh o 7.’.311) = ¢)(S(n),:1:17 T 7$n)) =
V(Z’O, o >x") ¢(x07xl7 e ::'UT'-)
ol @(zo, - ,zn) est une formule dont les variables libres sont
(zo, - ;Tn)-

Définition 1.6.12. Une formule est dite 3¢ si elle est de la forme
Jy P ou P est un prédicat sans quantificateur. 3o-IND est la restric-
tion de l'arithmétique de Peano obtenue en restreignant le schéma
d’induction aux formules de 3Jo. Une fonction est dite prouvablement
totales dans To-IND s’il existe une relation R telle que

- f(z) = min{y | R(z,y)} et,

— VzJy.R(z,y) est un théoréme de Xo-IND.
Théoréme 1.6.12.1 (Parsons [Par66]).
Les fonctions prouvablement totales dans ¥o-IND sont récursives pri-
mitives.

1.6.2 Fonctions récursives

Définition 1.6.13 (Schéma de minimisation non bornée). Soit
une fonction f & k + 1 arguments. Nous définissons la fonction (par-
tielle) (ut)f & k arguments comme suit :

(ut)f - N - N
(1, - ,xx) +—  mineen{t| f(t,z1,--- 2x) = 0}
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La classe des fonctions récursives est alors ’ensemble des fonc-
tions récursives primitives étendu par le schéma de minimisation non
bornée.

Théoréme 1.6.13.1 (Kleene [Kle36]).
La classe des fonctions récursives est compléte au sens de Turing!®.

1.6.3 La hiérarchie de Grzegorczyk

Une propriété intéressante de la théorie des fonctions récursives
primitives est que l'on peut calculer aisément le nombre d’étapes né-
cessaires & I’évaluation d’une fonction de cette classe. On peut égale-
ment borner le taux de croissance des fonctions récursives primitives. Il
s’avére que nous pouvons utiliser ce taux de croissance pour construire
une classification des fonctions récursives primitives: il s’agit de la hié-
rarchie de Grzegorczyk. Le critére utilisé correspond en fait au nombre
d’utilisations imbriquées du schéma de récursion (cf. Handley et Wai-
ner [HW97)).

Définition 1.6.14. Grzegorczyk construit dans [Grz53] une suite £ C
&1 C &z, ... de classes de fonctions (croissante pour l'ordre par inclu-
sion) telle que chaque classe est close pour la composition et le schéma
de récursion bornée. f est obtenue par récursion bornée si

- f = R(g 7h)7

— il existe une fonction j (définie auparavant) telle que f < 7,

c'est-a~dire Vn,f(n) < j(n),

La classe &; est la classe de fonctions close par composition et
récurrence bornée qui contient les fonctions de base et la fonction E;
définie comme suit,

- Bo(zy) =z +1;
- BEi(zy) =z +y;
- BEx(z)=(z+ 1)y +1);
— et pour tout n > 2,
Ent1(0y) = En(yy)
Eoii(z+1y) E,.(z,En(z,y))

11. Comme nous l’avons vu précédemment, la démonstration originale de
Kleene donne une équivalence avec les fonctions récursives générales de Godel.

i
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Nous donnons ici quelques théorémes concernant la hiérarchie de
Grzegorczyk, théorémes que nous réutiliserons par la suite.

Théoréme 1.6.14.1 (Grzegorczyk [Grz53]).
1L.Vi<j& Cé&;;
2. U & =PRF.
iEN
Théoréme 1.6.14.2 (Grzegorczyk [Grz53]).
&z = Elémentaire

Théoréme 1.6.14.3 (Ritchie [Rit63]).
£y = LINSPACE

1.6.4 Hiérarchies de fonctions sous-récursives

Dans le but d’obtenir des classes de fonctions plus grandes que
PRF, Léb et Wainer [LW70a, LW70b, LW71, Wai72] ont étendu le
procédé de Grzegorczyk en proposant des suites transfinies de classes
de fonctions. Pour cela, ils s’appuient sur la notion de diagonalisation.

Définition 1.6.15. Etant donné une famille (fr)nen de fonctions de
N dans N, la diagonale de la famille est la fonction Af:

Af: N —- N

n —  fa(n)

Si maintenant, on suppose que le taux d’accroissement des fonc-
tions fn croit avec n, le taux d’accroissement de la diagonale est plus
grand encore que celui de chacune des fonctions de la famille. De ma-
niére similaire, les ordinaux limites sont les limites de chalnes d’ordi-
naux plus petits. Ce paralléle aboutit a la construction des hiérarchies
de fonctions & la maniére de Lob et Wainer ; nous nommons ces fonc-
tions les fonctions sous-récursives.

Définition 1.6.16 (Suites fondamentales). Etant donné un ordi-
nal o, une suite fondamentale de « est une suite croissante d’ordinaux
{ay)vea (ot A est un ordinal) satisfaisant :
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a=sup{oy | ¥ € A}

En fait, nous n’utiliserons que des suites indexées par w. Nous
utilisons donc le terme de suite fondamentale pour désigner les w-
chaines d’ordinaux.

Définition 1.6.17 (Hiérarchies & croissance lente). Nous suppo-
sons que nous disposons pour un segment initial de €2, d'une assigna-

tion d’une séquence fondamentale (Az)zew pour chaque ordinal limite

A, la hiérarchie de fonctions a croissance lente est donnée par:

Go (.’L’) = 0
Gosi(z) = Galz)+1
Gi(z) = Gi. (=)

Définition 1.6.18 (Hiérarchie & croissance rapide).

Fo(z) = z+1
Fori(z) = FF ()
Fi(z) = Fx(2)

Définition 1.6.19 (Hiérarchie de Hardy).

Ho(z) = =
Hopi(z) = Halz+1)
Hi(z) = Hx,(z)

Exemple 1.6.20. Pour les ordinaux finis, n, on peut donner une ex-
pression littérale des fonctions G, H,. On en déduit une expression
de G, et de H,, en prenant comme suite fondamentale de w la séquence
wg = Z pour tout r € w.

Gn (:L‘) = n

G.(z)
Ho(z) = z+n H,(z)

2%z
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1.7 A-calculs

Dans cette section, nous proposons une bréve description de trois
A-calculs typés: le A-calcul simplement typé ordinaire, le calcul li-
néaire et la théorie des types dépendants. Le A-calcul va bien sir
au deld des cas qui nous préoccupent. Il y a lieu de mentionner par
exemple le calcul non typé que le lecteur découvrira dans le livre de
Barendregt [Bar84] ou celui de Hindley et Seldin [HS86].

Aux chapitres 6 et 7, nous définirons une notion d’algébre pour
laquelle nous donnerons une syntaxe. Comme nous aurons a analyser
différentes sortes de A-calculs (linéaire, types simples ordinaires), nous
avons choisi de présenter le A-calcul de maniére suffisamment générale
pour recouvrir chacun des cas que nous rencontrerons.

1.7.1 Calculs simplement typés

Nous utilisons le qualificatif de « simplement typé» pour recouvrir
le calcul linéaire et le calcul simplement typé ordinaire; cela est &
mettre en opposition avec les types dépendants.

Définition 1.7.1 (Types simples). Nous supposons que nous dis-
posons d’un ensemble At de types atomiques. Les types sont obtenus
inductivement par les deux régles:

X € type Y € type
At € type X —Y € type

En ce qui concerne les termes, nous supposons que nous dispo-
sons d’un ensemble 3 de termes atomiques typés. Plus précisément,
nous nous donnons pour chaque symbole f € ¥ une suite de types
(X1,...,X%,Y) ou la suite des X; est éventuellement vide. Nous écri-
vons ceci f : Xi,...,X, — Y. Par analogie avec les termes, nous
appelons ¥ la signature.

En outre, pour chaque type X, nous nous donnons un ensemble
Vx de variables.

Définition 1.7.2 (Calcul linéaire). Nous considérons les régles de
formation de termes sujvantes:
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z e Vx Axi I’,:v:X,y:Y,AI—t:YEh 12
T XFz:X oome Ty:Yz: XAkFt:Y change
V'ZSTL,FZ"QXZ fEZ
Ui Tabk f(t1, ... ) 1 Y
F'z: X+Ft:Y . THt: X —Y AFa: X o
Abstraction Application

F'FAizt: X —oY AR @a:Y

avec les contraintes suivantes qui expriment la linéarité du calcul:

— dans la régle d’application, on suppose que les contextes I' et A
sont disjoints,

— dans la régle d’introduction du symbole atomique f, les contextes
I'; sont disjoints deuz & deux.

Définition 1.7.3 (Calcul simplement typé ordinaire). Le calcul
simplement typé ordinaire est le calcul dans lequel on utilise les régles
de formation des termes ci-dessus mais avec des contextes éventuelle-
ment non-disjoints dans la régle d’introduction du symbole atomique
f et dans la régle d’application. En plus de cela, on ajoute la régle
d’affaiblissement :

Affaibli t
z1:X1,... ,Zn: Xn b xi 0 Xi aiblissemen

Pour le A-calcul simplement typé ordinaire, nous utilisons le sym-
bole « — » a la place du symbole « —o ».

Définition 1.7.4. Une occurence de la variable z est dite libre dans
le terme t dans les cas suivants:

— 1z est libre dans z,
— si z est libre dans r ou s, alors z est libre dans t = (r)s,
— si x est libre dans r, alors z est libre dans ¢t = Ay.r ou = # y.

Une occurence d’une variable qui n’est pas libre est dite lide. Si
z est une variable de ¢, on dit que x est liée par A dans Ax.t. Si

12. Noter que la régle peut étre dérivée des autres régles
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une variable apparait plusieurs fois dans un terme, certaines de ces
occurences peuvent étre libres, d’autres liées. Par exemple, dans le
terme (Ax.x)z, la premiére occurence (c’est-a-dire le deuxiéme z, on
ne compte pas le premier) est libre, la deuxiéme est liée.

Définition 1.7.5. Soit deux termes t et r et une variable z. On note
t[z\r] le terme obtenu en substituant la variable = par r dans le terme
t (sans capture de variables). De maniére plus formelle :

- f

-

[z\r] = f pour tout symbole f de la signature,

[z\r] = r pour toute variable z,

— y[z\r] = y pour toute variable y # z,

— (wv[z\r] = (u[z\r])v[z\r], pour tous termes u et v,

— Az.u[z\7] = Az.u pour tout terme u,

- Ay.uf[z\r] = Ay.ul[z\r] si y # x. Pour cette régle, nous supposons
en outre que la variable y n’apparalt pas dans r (pour éviter
toute capture de variables, c’est-a-dire qu’une variable libre dans
r soit liée dans Ay.ufz\r]).

Lemme 1.7.6 (Lemme de substitution). Par induction, on obtient
la régle de substitution (syntaxique):

z1: X1, Zn Xn bt Y Viln,Ajkai: X
?:1 Aq }_t[xl\a’lr-' 7xn\an]3Y

ol nous supposons que les contextes A; sont disjoints deux & deux
pour le calcul linéaire et quelconques pour le calcul simplement typé
ordinaire. t[x1\a1,... ,2n\an] représente le terme ¢ dans lequel on a
remplacé les variables z; par a; pour tout ¢ < n. Pour abréger ’écri-
ture, on note ce terme ¢[#\a]. Lorsqu’une famille (a)— de variables/de
termes dépend de plusieurs indices, (4,5,k) par exemple, d(; 5 désigne
la sous-famille a(; 13, - - - ,@(i,j,n)- En d’autres termes, on ne note pas
les indices sur lesquels on fait la quantification.

Equivalence
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Définition 1.7.7 (a-équivalence). Deux termes t et r sont o-équi-
valents s’ils ne different que par des renommages de variables liées
n’introduisant pas de capture. Nous avons par exemple Az. \y.zy =«
AzAy.zy mais pas Az.\y.zy =« Ay.Ay.yy. Dans le membre de droite
de la deuxiéme (in)égalité, les deux y sont liés par un seul A (celui
qui est le plus & lintérieur) alors que dans les trois autres termes,
les variables sont liées & un A différent. Dorénavant, nous considérons
égaux par définition les termes a-équivalents '3

Définition 1.7.8 (B8-équivalence). Larelation =g est définie comme
étant la plus petite relation d’équivalence telle que (Az.t)r =g t[z\r]
et qui est close par contexte, c’est-a-dire pour tout t =g u:

= () =p (u)r
= (Mt =p (r)u
- Azt =p Az.u

Définition 1.7.9 (n-équivalence). Larelation =, est définie comme
étant la plus petite relation d’équivalence telle que (Az.tz) =, t et qui
est close par contexte, c’est-a-dire pour tout t =, u:

- O =q (w)r
- (Mt =y (r)u
- Azt =3 Az.u

Confluence, Normalisation

Méme si nous n’utilisons pas en tant que tel le A-calcul comme un
modele de calcul, cet aspect du A-calcul fait partie de nos perspec-
tives. Pour calculer, on oriente les équations de la 3-équivalence, c’est
la B-réduction. La relation > est la plus petite relation qui contient
(Az.t)r > t[z\7] et qui est close par contexte, c’est-a-dire pour tout
t>u:

- ()yr> (u)r
- (rite (r)u

13. Pour éviter le probléme de I’a-équivalence, nous pourrions utiliser des in-
dices de de Bruijn [dB72]; nous utilisons une présentation avec des variables pour
une raison de lisibilité.
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- Azt Az.u

Si t1> r, on dit que ¢ se B-réduit en une étape en 7. On note >* la
fermeture réflexive transitive de la relation > ; si ¢t >* 7, on dit que ¢
se B-réduit en 7.

Théoréme 1.7.9.1 (Church-Rosser [CR36]).

Le X-calcul simplement typé est confluent pour la réduction 3. C’est-
a-dire que pour tous termes t, u, v tels que t ™ u et t >" v, il existe
un terme 7 tel que uD>"r et vB>* 7.

Définition 1.7.10. Un terme ¢ est dit en forme normale s’il n'y a
pas de terme u tel que ¢t > u.

Théoréme 1.7.10.1 (Tait [Tai67]).
Le A-calcul simplement typé est fortement normalisable. En d’autres
termes, toute dérivation ti[>tq--- est finie.

Les deux théorémes nous fournissent un procédé d’évaluation. Pour
calculer la « valeur » d’un terme ¢, il suffit de le B-réduire jusqu’a ob-
tenir une forme normale. En raison de la confluence, on peut affirmer
que cette forme normale est unique, elle ne dépend pas du choix des
redex que l'on réduit lors de la normalisation.

Remarque 1.7.11. Outre la preuve du théoréme due & Tait, nous
mentionnons celle de de Groote qui utilise des arguments syntaxiques
[dG93] (suivant une idée de Gandy).

1.7.2 )X-calcul avec types dépendants

Dans la théorie des types dépendants, la syntaxe des types peut
contenir des termes. Ceci permet par exemple de considérer des types
comme les listes de k éléments de type X ou k est un terme représen-
tant un entier naturel. En ce qui nous concerne, nous serons surtout
intéressés par les types « est une preuve que x est plus petit que y ».
Ici encore, le type dépend des termes z et y.

La syntaxe est un peu plus compliquée que celle de la théorie des
types simples. Il y a trois constructions mutuellement dépendantes,
les contextes {qui définissent le type des variables), les types et les
termes.
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Contextes, types et termes

Nous considérons trois types de jugements: « I’ ctx » qui signifie
que I’ est un contexte correctement défini, «I' - X type» qui signifie
que pour le contexte correctement défini I', le type X est correctement
défini, et enfin, le jugement « I' - ¢ : X » qui signifie que dans le
contexte I', le terme t a le type X. Nous rajoutons les jugements:
«T'+ X =Y type» indique que X et Y sont des types égaux par
définition, « '+t = r : X » pour les termes égaux par définition.

Nota bene 1.7.12. Dans les calculs que nous définissons au cha-
pitre 7, nous n'utilisons que des constructeurs de types ayant la forme :

z1: X1,... %o Xn bk S(z1,... ,zn) type

ol Xi,...,X, sont des types définis au préalable, et qui ne con-
tiennent que des variables.

Ces deux faits nous permettent de disposer sans trop de probléeme
du lemme de substitution, de la régle d’échange et de la contraction.

Note 1.7.1. Contrairement & ce que nous avons vu pour le calcul sim-
plement typé, les variables ne sont pas typées d’avance, mais dans un
contexte. On suppose que 'on dispose d’une réserve dénombrable de
variables dans laquelle on peut piocher.

Définition 1.7.13 (Contextes). Les contextes sont des suites finies
de paires (z,X) ol z est une variable et X est un type. Nous utilisons
pour les contextes la notation: I' = {z1 : X1, 22 : Xo, -+, zn : Xn}.
Le contexte vide est noté ¢, et si I' est un contexte, I',z : X désigne le
contexte I' concaténé avec {z : X}. Les reégles de formation pour les
contextes sont :

'F X type

O ctx Iz : X ctx

(*) = est une variable qui n’apparait pas dans I', une variable
« fraiche ».
On introduit les régles d’égalités générales sur les types:
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' X type I'FX =Y type
' X =X type THY =X type

I'FX =Y type 'Y =Z type

' X = Z type
et pour les termes:
'kHt: X 'Ft=r:X I'tt=r:X 'kFr=s5:X
F't=t:X 'kr=t¢t:X 'Ft=s:X

Une reégle pour les jugements de types:

ekt X I'FX =Y type
FFt:Y

Et deux régles de base, pour tout jugement J de type « X type»,
« X =Y typen, «t: X», «t=7r:X»,

Projection Affaiblissement
' X type T'F X type THT
Tz: XFz: X Fz:X+J

Le calcul (du chapitre 7) est alors construit pour que nous puis-
sions obtenir les trois régles dérivées suivantes {par induction sur la
construction des jugements) :

Contraction Echange
Fz:Xy: XA J Fz: Xy:Y+JTJ
Mo X Aly\z] - Jy\z] Fy:Yzr: X+ J(*)
Substitution

P+t X Fz: XARJ
[Az\t] - J[x\¢E]

Dans la régle d’échange, on suppose que la variable x est fraiche.
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Définition des types produit et somme

Nous présentons quelques constructions usuelles sur les types et
nous donnons une interprétation de ceux-ci dans la théorie des en-
sembles.

Définition 1.7.14 (Type produit). Le produit dépendant ou type
II correspond a la notion de produit cartésien sur une famille d’en-
sembles [],cx Y> dont les éléments sont les fonctions qui envoient
chaque indice = sur un élément de Y. La régle d’introduction corres-
pondante est:

''FXtype Faxz:XFY type

Iz : X.Y type
11 faut rajouter le jugement pour I’égalité :
F'FX=Xtype Tx: XFY =Y type

FFHz: XY =1z : X'.Y' type

Définition 1.7.15. La regle d’introduction du produit est:
Tz: XFt:Y
PFXz.t:Mz: XY

pour lequel nous avons 'égalité :
Tz: Xkt=t:Y ' X =X’ type Tz: XFY=Y'

FFxzt=Xzt :x: XY’

Définition 1.7.16. La régle d’élimination est:
''tFt:Oz: XY Tka: X

L'k (t)a: Y(z\a]

Le type Y|z\a] est le type ¥ (dépendant de la variable x) dans
lequel on a substitué le terme a & la place de z. Nous prenons les
précautions habituelles, c¢’est-a-dire que la substitution doit étre faite
sans capture de variables.

Nous avons ’égalité :
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F'bt=¢t:Mz: XY Tkta=d:X
TF (t)a=(t)a'Y[z\d]

Par la suite, nous ne mettrons plus les jugements d’égalités. Ceux-
¢i s’obtiennent de maniére analogue & ce que nous venons de voir.

Lorsque le type Y ne dépend pas de la variable z, on retrouve
le schéma d’introduction du type X — Y du calcul ordinaire; il est
d’usage d’utiliser dans ce cas la notation X — Y plutét que Ilz : X.Y.

Définition 1.7.17 (Type somme). Les sommes disjointes ou type
% correspondent aux sommes disjointes de la théorie des ensembles.
YosexYe = {(zy) | * € X ety € Yz}. La régle d'introduction du
type est:

'FX type Tiz: X FY type
P> 2: XY type

Définition 1.7.18. La régle d’introduction de la somme est :
F'Ft: X
CEr:Yz\t]
'~ <t,’r‘ Xz XY

Définition 1.7.19. Les régles d’élimination de la somme sont :

'kFt:Xz: XY THt:Z2:XY
Phat: X Ikt Yz\nt]

Pour cette regle, le lecteur notera que I'on substitue également un
terme dans un type. Nous prenons les mémes précautions que dans le
cas précédent.

Lorsque le type Y ne dépend pas de X, on note « X x Y » le type
«Zz: X.Y ».
Réductions des termes

Il y a deux regles de réductions, I'une correspond a la B-réduction
du A-calcul simplement typé et I'autre est une régle d’élimination pour
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la somme.
Définition 1.7.20 (Régles de réduction standards).
(Az.t)a g tlr\a]
Axtz Dp it
w{t,r >g t
7 (t,r > T
<7rt,7r't >p t

L’égalité des termes est alors obtenue en prenant en compte la
réduction (.



Chapitre 2

Eléments de théorie des
catégories

Nous proposons ici une présentation de la théorie des catégories;
pour en limiter la taille, nous avons choisi de travailler avec des moyens
élémentaires, et de rester le plus concret possible. Nous donnons de
nombreux exemples pour illustrer les définitions. Le lecteur qui préfere
un exposé plus détaillé utilisant des procédés plus élaborés sera (sans
doute) satisfait par la lecture de Mac Lane [ML91] ou celle de Lambek
et Scott [LS86]. Il y trouvera en particulier les preuves des propositions
et des théorémes énoncés dans la section.

La théorie des catégories a montré son utilité dans de nombreux do-
maines de I'informatique ; elle fournit en particulier des outils concer-
nant la sémantique du A-calcul. C’est surtout dans ce domaine que
nous en avons fait usage; en particulier, l'utilisation des catégories
nous permet de comparer différents modeles de calculs dans un méme
cadre. L’introduction que nous proposons est donc orientée vers ce
but.

2.1 Graphes, multi-graphes et catégories

Définition 2.1.1 (Multigraphes). Un multi-graphe est un quadru-
plet G = (|G|,R¢,domg,codg), ol |G| et R sont des ensembles, domg

55
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et codg deux fonctions ch|G|- Nous appelons |G| l'ensemble
codg

des sommets, et Rg Pensemble des arétes; étant donné p dans Rg,

dome (p) s’appelle le domaine de p et coda(p) son codomaine.

Dans la littérature, le mot de graphe est utilisé pour désigner soit
les multi-graphes comme nous venons de les voir (cf. Mac Lane [ML91])
soit les multi-graphes qui ont au plus une seule aréte entre deux som-
mets (cf Berge [Ber70]). Nous utilisons la terminologie de Berge; si
nous voulons mettre ’accent sur le fait que les graphes sont des multi-
graphes particuliers, nous employons alors le terme de graphe squelet-
tique.

Par p : £ — y € G, nous entendons que p est une aréte partant
de z allant vers vy dans le multi-graphe G. Plus précisément, p € Re,
domg(p) = z et codg(p) = y. Nous omettons l'indice G quand le
contexte est suffisament clair.

Un homomorphisme G — G’ de multi-graphes est une paire (| f|,Ry)
de fonctions |f| : |G| — |G'|, Rf : Re — Rg- telle que |f| o domg =
domgs © Ry et |f| o codg = codgr 0 Ry.

domcy codg

|G| Re |G|

1£1 Ry llfl

d d
|G’| om e~/ Rc/ii;'lall

A Timage de la notation usuelle pour les foncteurs en théorie des
catégories, nous emploierons le symbole f pour désigner a la fois |f]
et Rf.

Définition 2.1.2. Un chemin dans un multi-graphe G est une suite
finie d’arétes fi,f2,...,fn telles que pour tout ¢ < n, cod(f;) =
dom(fi+1).

Définition 2.1.3. Une petite catégorie est un multi-graphe C muni
d’une opération binaire o, dite de composition, sur les arétes, et, pour
chaque élément a de |C|, d’une aréte notée 1., appelée identité de a.
Les sommets d’une catégorie sont appelés objets et ses arétes, mor-
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phismes/fléches. Nous notons par f : a — b le fait qu'un morphisme
ait a pour domaine et b pour codomaine.
L’opération binaire doit de plus vérifier les équations suivantes:

(i) fola= 1,
(il) leo f =T,
(iii) (fog)oh=fo(goh)

pourtous f:a—b,g:b—c,h:c—d.

Note 2.1.1.

— L’écriture a € C pour dire que a est un objet de la catégorie
C est un abus que nous employons par commodité. Il en est de
méme pour f € C, f étant un morphisme.

~ Home (a,b) désigne ’ensemble des morphismes qui ont pour do-
maine a et pour codomaine b dans la catégorie C. L’autre no-
tation standard pour désigner ensemble des morphismes de o
vers b dans la catégorie C est C(a,b).

Comme la composition est associative, le parenthésage est inutile.
Par conséquent, tout morphisme obtenu par composition peut étre
représenté par un chemin dans un multi-graphe, chemin dont les arétes
sont les morphismes composés. Par exemple, le chemin composé des

R f g h , .
arétes a b c d représente les deux morphismes

composés du point (iii) des propriétés de la composition. Par la suite,
nous identifions un chemin & la composition des morphismes composés.
Les égalités se décrivent alors comme des diagrammes pour lesquels
tout chemin est égal & tout autre ayant méme origine et méme but. Par
exemple, les deux premieres propriétés de la composition se résument

par le diagramme :
a
%
f
a ——>
x

1

Y € O
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Définition 2.1.4. Nous avons également besoin de « grandes » ca-
tégories : il s’agit des catégories pour lesquelles la collection des ob-
jets (et par 1a méme, la collection des morphismes) est une classe.
Lorsque la collection d’objet est une classe mais que la collection des
morphismes entre deuz objets est un ensemble, on parle de catégorie
localement petite.

Définition 2.1.5. Etant donné une catégorie C, une sous-catégorie
D de C est une collection |D| d’objets de C et une collection Rp de
morphismes de C telle que:

(i) sif:a—bec Rp,alorsac|D|etbe|D|,

(ii) st a € |D|, alors 1, € Rp,

(iii) st fra—beRpetg:b—c€ Rpalorsgo f € Rp.
Les conditions (i-iii} assurent que D constitue une catégorie.

On dit d’'une sous-catégorie qu’elle est pleine si Homp(a,b) =

Homc(a,b) pour tous a,b € D

Exemple 2.1.6. Les ensembles constituent une catégorie (localement
petite) notée Ens définie comme suit. Les objets de Ens sont les
ensembles et les morphismes sont les fonctions entre ces ensembles.
L’opération de composition est la composition ordinaire (d’out la no-
tation!) et les identités sont les fonctions identité des ensembles.

Exemple 2.1.7. Tout ensemble pré-ordonné (X, <) constitue une
catégorie. Les objets sont les éléments de X et les morphismes, les
couples d’éléments (z,y) tels que z < y. Les identités correspondent
a la réflexivité de 'ordre sur X et la composition & la transitivité de
l'ordre.

Exemple 2.1.8. Dans le méme ordre d’idée, on peut définir une ca-
tégorie a partir d’un multi-graphe. Les objets sont les sommets du
multi-graphe et les arétes sont les chemins entre ces sommets. La
concaténation de chemins donnant la composition. De maniére plus
savante, cette catégorie est la catégorie librement engendrée par le
multi-graphe.

Exemple 2.1.9. Un monoide (M e, ) définit une catégorie M : |[M| =
{*} (un ensemble & un seul élément choisi arbitrairement) et Raq = M.
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L’identité de * est e, ’élément neutre du monoide, et la composition
des morphismes est donnée par 'opération «-».

Exemple 2.1.10. Les objets de la catégorie des monoides Mon sont
les monoides, les morphismes sont les morphismes de monoides; la
composition et les identités sont héritées des ensembles. De méme, la
catégorie Ann des anneaux est composée des anneaux et des mor-
phismes d’anneaux.

Exemple 2.1.11. La catégorie des multi-graphes est notée MGr.
Les objets de MGr sont les multi-graphes et les morphismes sont les
homomorphismes de multi-graphes. Les identités et la composition
sont héritées de celles des ensembles.

De méme, nous pouvons définir la sous-catégorie des graphes Gr:
les objets sont les multi-graphes squelettiques et les morphismes sont
les morphismes de graphes. Notons que Gr est une sous-catégorie
pleine de MGr.

Exemple 2.1.12. En notant que les relations binaires s’identifient
aux graphes squelettiques ', on peut considérer la sous-catégorie (de
la catégorie Gr) des pré-ordres (Ord), celle des ordres partiels, ou
encore celle des ordres totaux. Toutes ces catégories sont des sous-
catégories pleines de Gr. Ce sont toutes des sous-catégories pleines.

Définition 2.1.18. Soit une catégorie C, nous considérons alors la
catégorie C°P:

- e =cl,

~ f € Homcor(a,b) ssi f € Home(b,a). En d’autres termes, les
morphismes de C°P sont les morphismes de C mais dont le do-
maine et le codomaine ont été inversés: codcor () = dome(f) et
domeop (f) = code(f). Les identités de C°P sont les identités de
C et la composition est la composition de C.

Cette construction nous sert lorsque nous considérons la notion
de foncteur contravariant. Nous nous en servons également pour la

14. On peut donner un sens catégorique & cette identification, mais cela nous
ménerait 4 des considérations catégoriques « I’équivalence de catégorie » inutiles
pour la suite.
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dualité. Informellement, la construction duale d’une construction F'
dans la catégorie C est la construction F' mais dans la catégorie C°P.

2.2 Propriétés et constructions sur les objets et
les morphismes

Définition 2.2.1. Un morphisme f : a — b est qualifié d’iso-(mor-
phisme) il existe un morphisme g : b — a tel que fog = 1, et
go f=1la.

On remarquera que g est également un isomorphisme et qu’il est
déterminé de fagon unique par f.

Enfin, par extension, deux objets a et b sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme f : a — b (oll de maniére équivalente un isomor-
phisme g : b — a). On note ceci a ~ b ou bien f:a ~b: g si Pon veut
préciser quels sont les (iso)morphismes.

Exemple 2.2.2. Dans Ens, les isomorphismes sont les fonctions bi-
jectives.

Définition 2.2.3 (Objet terminal). Un objet ¢t d’une catégorie C
est terminal si pour tout objet a € C, il existe un unique morphisme
o 1 a — t. Cette propriété est appelée la propriété universelle des
objets terminaux.

Proposition 2.2.4. Deux objets terminaux sont isomorphes, de plus,
Iisomorphisme entre deux objets terminaux est unique.

Démonstration. Soient ¢ et t' deux objets terminaux. En raison de la
a

propriété des terminaux, il existe deux morphismes uniques t=—""¢.
3

Il existe également un morphisme unique ¢ — ¢, ce ne peut étre que
1¢ : ¢ — t (il en est de méme pour t'). Par conséquent, aob = 1y et
boa = 14, et ces deux morphismes sont uniques. |

Définition 2.2.5 (Objet initial). Un objet initial ¢ est un objet tel
que pour tout autre objet a de C, il y a un unique morphisme 2, : i —

N

a. Deux objets initiaux sont isomorphes & un unique isomorphisme
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prés. Observons que la notion d’objet initial est duale de celle d’objet
terminal.

Exemple 2.2.6. Dans Ens, tout singleton est terminal (et tous les
singletons sont isomorphes). L'objet initial est §.

Exemple 2.2.7. Dans MGr, 'objet terminal est le graphe composé
d’'un unique sommet et d'une unique aréte. L’objet initial de la caté-
gorie est le graphe composé d’aucun sommet (et d’aucune aréte).

Exemple 2.2.8. L’objet initial des monoides Mon est le monoide
réduit & un élément ({e},e,.). C'est également l’'objet terminal. L’objet
initial des anneaux Ann est ’anneau des entiers relatifs Z, et cet
anneau est également 1’objet terminal de Ann.

2.2.1 Produit catégorique

Définition 2.2.9. Etant donné deux objets a et b d'une catégorie C,
un produit de a et b est un triplet (z,p,q) tel que:
— z est un objet de C,
— p et ¢ sont deux morphismes appelés projection avec p: z — a
etqg:xz— b,
— pour tout diagramme a L ¢ -2 b, il existe un unique mor-
phisme A tel que le diagramme commute (on appelle cette pro-
priété la propriété universelle du produit) :

C

(f.9)

a T b

La notation que nous emploierons en général pour désigner un pro-
duit de a et b est (a X b,pa,b,ga,b). Nous supprimons les indices lorsque
le contexte est clair. De méme, on note (f,g) Vunique morphisme h
provenant des morphismes f et g.
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Proposition 2.2.10. Soient a et b deux objets. Supposons que nous
ayons deux produits ((a x b),p,q) et ((a x b)’,p',¢'). Alors (a x b) et
{a x b)’ sont isomorphes, et il y a un unique isomorphisme h qui fait
commuter le diagramme suivant :

(a x b)

(a x b)’

Démonstration. Comme ({(a x b),p,q) est un produit, d’apres le dia-

gramme a <— (a x b)’ < b, il existe un unique morphisme h :
(axb) — (axb) tel que p’oh = pet ¢’ oh = g. De maniére analogue,
il existe un morphisme A’ : (a x b)’ — (a X b) tel que po b’ = p’ et
goh’ = ¢'. On dispose donc de deux morphismes qui font commuter
le diagramme :

(a x b)
N
a Laxb) || h'oh b
(a x b}
Par unicité, h' o h = 1(,xp). Par symétrie, ho b’ = 1aypy - O
Exemple 2.2.11. Dans la catégorie des ensembles, un produit caté-

gorique de a et b est le produit cartésien a x b des ensembles a et b.
Les deux projections sont alors les projections usuelles.
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Exemple 2.2.12. Dans un ordre vu comme une catégorie, le produit
de a et b est la borne inférieure de a et b (dans ce cas le produit est
déterminé de maniére unique).

Exemple 2.2.13. Pour les structures algébriques ordinaires comme
les monoides, ou les anneaux, le produit s’obtient généralement & 'aide
du produit des ensembles sous-jacent.

Définition 2.2.14 (Coproduit). La construction duale du produit
s’appelle le coprodust. Etant donné deux objets a et b, un coproduit
est la donnée d’un diagramme a 2 a4+ b & b otel que pour tout
: f g . . . .
autre diagramme a —— = «— b, il existe un unique morphisme [f,g]
qui fait commuter le diagramme :
T

A

a——>a+b
inr

inl

De la méme maniere que le produit, le coproduit bénéficie d'une
propriété universelle. Tous les coproduits de deux objets a et b sont
isomorphes et il ¥y a un unique isomorphisme qui fait commuter le
diagramme :

inl /

{axb)
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Exemple 2.2.15. Dans les ensembles, le coproduit de X et Y est
la somme disjointe X + Y. Les deux morphismes inl et inr sont les
injections canoniques.

Remarque 2.2.16. Nous avons quatre exemples de propriétés uni-
verselles :

— objet initial, coproduit,
— objet terminal, produit,

En général, les constructions universelles peuvent se décrire comme
un objet initial dans une catégorie bien choisie.

2.2.2 Limites, colimites

Définition 2.2.17 (Cbéne, Cocéne). Soit une catégorie C. Etant don-
né un diagramme A = (A,F), c’est-3-dire une famille A = (ai):er
d’objets de la catégorie C et une famille F' = (f; ;)i,jer de morphismes
entre ces objets!® on appelle céne la donnée d’un objet ¢ et d'une fa-
mille de morphismes (f; : ¢ — a:)ser telle que pour tout morphisme
fi,; € F, on ait 1'égalité f; ;o fi = f;.

[+
VN
¥

Qi ———————————> Q5
Un cocone est la donnée d’un objet ¢ et d’une famille de mor-
phismes (fi : a; — ¢)ser telle que pour tout morphisme f;; € F, on
ait 1'égalité f; o fi; = fi.

fig
Q; —m—mmm———>= aj

N

15. Pour la simplicité de ’exposé, nous considérons ici une notion restreinte
de diagramme, de maniére plus générale, un diagramme s’exprime en termes de
foncteur (cf [ML91] p. 71).
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Définition 2.2.18 (Limites, Colimites). Etant donné une catégo-
rie C et un diagramme A = (A4,F), une limite est un céne (¢,(f:)ier)
tel que pour tout autre céne (d,(g:)ier), il existe un unique morphisme
h :d — c tel que pour tout i € I, on ait ’égalité g; = fi o h. Deux
limites pour un diagramme donné sont isomorphes, et I'isomorphisme
{(qui fait commuter le diagramme qui suit) est unique. Ceci est un
autre exemple de propriété universelle.

Une colimite est un cocdne (c,(fi)ier) tel que pour tout autre co-
cbne (d,(g:)ier), il existe un unique morphisme h : ¢ — d tel que
pour tout morphisme ¢ € I, on ait 1’égalité g; = h o f;. Nous appelons
ce morphisme 1'épine. Deux cocdnes sont également isomorphes, et
Iisomorphisme qui fait commuter le diagramme qui suit est unique.

fij

az‘ ——-v-aj

Notons que les deux notions de cone/limite et de cocdne/colimites
sont en fait duales.

Exemple 2.2.19. La terminologie de limite (respectivement colimite)
remplace la terminologie traditionnelle de limite projective (respecti-
vement inductive). Notons toutefois que dans le cas des limites pro-
jectives (et inductives), on suppose que 'ensemble des index I est
ordonné par un ordre < dirigé: c’est-a-dire que pour tous z et y, il
existe z tel que z < z et ¥y < z.
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Exemple 2.2.20. Etant donné un ordre (X, <) vu comme une ca~
tégorie, les limites s’interprétent comme des bornes inférieures et les
colimites comme des bornes supérieures.

Exemple 2.2.21. Etant donné deux objets a et b, un produit de ces
deux objets (a x b,p,q) est une limite du diagramme A = {a,b}, F = 0.
Le coproduit est la colimite du méme diagramme.

Exemple 2.2.22. Un produit fibré (par la suite, nous utilisons plu-
tot le terme pull-back) est la limite pour un diagramme de la forme

f g
a——-sc<——b.

Dans le cas des ensembles, on a une description directe du pull-
P
aXeb—m

back (a X b,p,q) :
X a

| lf
b ¢

axcb={(z,y) €Eaxb| f(z) = g(y)}. Les deux fonctions p et ¢
sont les projections sur a et b.

——
g9

Exemple 2.2.23. Nous considérons également les sommes amalga-
mées (par la suite, les pushouts) sont les colimites pour les diagrammes

f
de la forme a<——c— b,

Dans le cas des ensembles, nous avons une description directe du
pushout (a +. b,3,5) :

a+cb=a+b/ ~ ol est la plus petite relation d’équivalence sur
a + b qui contient f(z) ~ g(z) pour tout z € c.

Exemple 2.2.24, Enfin, un diagramme qui a la forme ao Do, a1 EEN
az--- est appelé une w-chaine. Un exemple typique de colimite de

w-chaine est celui qu’on trouve en sémantique des langages de pro-
grammation lorsque l’on considére des points fixes, comme dans la
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définition traditionnelle (cf Gunter [Gun92]) : [uf.M], = |_I F; avec

=0

{ F = L
Fori = [Mls-r,

Exemple 2.2.25. Etant donné un ensemble E et une suite E1 C
E; C -+ de parties de E, l'ensemble [J;2, E; est la colimite de la
chaine (E;);. Le morphisme En — |J;2, E: est linclusion canonique
de E, dans |J;2, E.

2.3 Construction de catégories

Définition 2.3.1.
— 0 est la catégorie vide: sans objets ni morphismes ;
1o

— 1 est la catégorie ne contenant qu’un seul objet 0 Cg) ;

— 2 est la catégorie constituée de deux objets a et b, et d’une
1o 1,

(unique) fleche entre a et b

Définition 2.3.2. Etant donné deux catégories B et C , on considere
la catégorie produit B x C définie comme suit. Un objet de B x C est
une paire (b,c) d’un objet b € B et d’un objet ¢ € C. Un morphisme
(b,c) — (b',¢') dans B x C est une paire (f,g) ou f : b — b’ est un
morphisme de B et g : ¢ — ¢’ est un morphisme de C. La composition
de deux tels morphismes:

(b,c) (f_iQ (b/,c/) (.Lg,) (b",c")

est définie par (f',g") o (f.9) = (f' o f,¢’ © g). Les identités sont
définies par 1¢,¢) = (15,1c).

2.4 Foncteurs et transformations naturelles
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Définition 2.4.1 (Foncteurs). Un foncteur entre les catégories C et
D est un homomorphisme de multi-graphes qui conserve les identités
et la composition. Ce concept joue le méme réle que celui des homo-
morphismes de groupes, d’anneaux, etc: il conserve la structure de
catégorie.

En d’autres termes, nous avons deux fonctions |F| : |C| — |D] et
Rr : Re — Rp telles que

(i) pour tout morphisme a L b de C, |Fl(a) Rl |F|(b) est un
morphisme de D,
(ii) pour tout objet a € C, Rr(la) = 1F((a),

(iii) et pour tout diagramme a NEAR N ¢, on a égalité Rr(g) o
Rp(f) = Rr(ge f).
Note 2.4.1. Un peu de vocabulaire de la théorie des catégories.
— Par un abus de langage, on dit qu’un foncteur F : C°? — D est
contravariant de C vers D. Dans le cas usuel F': C — D, on dit
que le foncteur est covariant de C vers D.
— Un endofoncteur est un foncteur dont la catégorie d’arrivée est
celle de départ.
— Un bifoncteur désigne un foncteur défini sur le produit de deux
catégories : F' : CxD — £. Dans le cas ou F est un tel bifoncteur,
pour tout d € D, on définit le foncteur F(—,d):

F(—,d): cC — &
¢ — F(ed)
fie—=d — F(fla)

De méme pour tout ¢ € C, on définit le foncteur F(c,—): D — £:

F(e,-): D —- £
d — F(ed)
g:d—d — F(l.,g)

Exemple 2.4.2. Etant donné deux ordres (X, <x) et (Y, <y) vus
comme des catégories, un foncteur F : (X, <x) — (Y, <y) est une
fonction monotone de X vers Y.
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Exemple 2.4.3. Etant donné deux monoides (M,e,) et (M',¢’,-') vus
comme des catégories, un foncteur F' : (M,e,") — (M',e',”) est un

morphisme de monoide.

Exemple 2.4.4. Dans une catégorie C, la donnée d’'un diagramme
produit (a X ¢,pa.c,da,c) pour toute paire d’objets a et ¢ peut étre
étendue en un bifoncteur x : C x C — C. Soient deux morphismes
f:a—betg:c—d, ondéfinit f X g=(f0Pa,c,g0qac):(axec)—
(b x d) comme 'unique morphisme qui fait commuter le diagramme :

Pa,c da,c

a aXec c
b Pb,d bxd 9b,d d

Lorsque nous parlons dans la suite du produit dans une catégorie,
nous désignons par 13 le foncteur issu d’un certain choiz de produits
(a X b,pa,b,94,6) pour toute paire d’objets a et b.

Définition 2.4.5 (Cat, la catégorie des petites catégories). Cat
désigne la catégorie dont les objets sont les petites catégories et les
morphismes, les foncteurs entre ces derniéres. La composition et les
identités sont héritées de la composition et des identités des mor-
phismes de multi-graphes.

Le produit de catégories est un produit catégorique dans la catégo-
rie Cat (cf, par exemple, Mac Lane [ML91)). La projection BxC — B
est donnée par la projection des ensembles sous-jacents.

Exemple 2.4.6 (Foncteur constant). Etant donné une catégorie
C et un objet a € C, pour toute autre catégorie B, on construit le
foncteur constant C% : B — C défini par:

z€|Bl — a
f€ERg — 1,
Nous utiliserons ce foncteur lorsque nous ferons de l'algébre univer-

selle. Nous le noterons a, le contexte indiquant alors que nous dési-
gnons le foncteur constant et non 'objet.
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Exemple 2.4.7 (Lift). Dans la catégorie des ordres, le lift d’un ordre
est P'opération qui consiste & rajouter un plus petit élément. Cette
opération peut étre prolongée en un foncteur. Plus formellement, le
lift d’un ensemble ordonné (X, <x) est I'ensemble X, = X + {1}
ordonné par la relation d’ordre ¢ <x, ysiz = L ousi z <x y.
Etant donné une fonction monotone f : X — Y, on considére son
prolongement f, : X, — Y,
zeX — flz)
1l - 1
Ceci définit un (endo)foncteur (que nous utiliserons pour construire
w):
Ord — Ord
X - X
f = fu
Exemple 2.4.8 (Hom-Foncteurs). Etant donné une catégorie lo-

calement petite C et un objet d € C, nous considérons le foncteur
C(—,d) : C°® — Ens (contravariant de C vers Ens) défini par:

C(—d)(a) = Cla,d)

et pour tout morphisme f:a — b,
C(—a)(f): C(bd) — C(ad)
g = gof
Pour simplifier, nous notons C(f,d) le morphisme C(—,d)(f).
De méme, nous considérons le foncteur C(c,—) : C — Emns défini
par:

C(e,—)(a) = C(c,a)

et pour tout morphisme f:a — b,

Cle,=)(f): Cle,a) — C(cb)
g — fog
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De méme, nous notons C{e,f) le morphisme C(e,—)(f)-

La combinaisons de ces deux définition en fait un bifoncteur C(—,—) :
C°? x C — Ens, contravariant en la premiére variable et covariant en
la seconde, appelé foncteur d’homomorphisme (externe).

Définition 2.4.9 (Transformations naturelles). Etant donné deux
foncteurs F,G : C — D, une transformation naturelle a : F — G est
la. donnée pour chaque objet a d’'un morphisme ¢, : Fa — Ga tel que
pour tout morphisme f:a — b € C, les diagrammes commutent :

Fa—aa—>Ga

F,J cfl

Fb——>Gb
F
—
La notation usuelle pour les transformations naturelles est C ay
G

On dit qu’une transformation naturelle est un isomorphisme na-
turel lorsque toutes ses composantes sont des isomorphismes.

Nous mentionnons ici un résultat et deux définitions qui, si on ne
s’en servira pas de maniére explicite, sous-tendent certains résultats
dont nous avons besoin.

Remarque 2.4.10 (Composition verticale). Les transformations
naturelles peuvent étre composées : soient trois foncteurs F\G,H : C —
D. Soient deux transformations naturelles a: FF — G et 8: G — H.
Nous avons alors une transformation naturelle 3o o : F — H définie

par (B0 a)a = fa © .

Exemple 2.4.11. Pour tout foncteur F' : C — D, nous avons une
transformation naturelle 17 : FF — F définie par:

(]-F)a =1Fa

Définition 2.4.12 (Catégories de foncteurs). D’aprés la remar-
que et exemple qui précédent, nous définissons pour toutes catégories
C et D la catégorie [C = D}: les objets de [C = D] sont les foncteurs

D.
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de C vers D, les morphismes sont les transformations naturelles entre
les foncteurs.

Note 2.4.2. 1l y a ici un probléme de «taille». Nous ne considérons
que les cas ou C est une petite catégorie. Dans le cas ou la catégorie D
est petite, la catégorie [C = D] est petite. Dans le cas ou la catégorie
D est localement petite, la catégorie [C = D) est localement petite.

Remarque 2.4.13. Un cas important de catégorie de foncteurs est
celui des catégories de foncteurs de la forme [C = Ens] ol C est petite.
Ces catégories qualifiées de catégories de pré-faisceaux bénéficient de
nombreuses propriétés, comme d’étre cartésiennes fermées. Nous ver-
rons des exemples.

Théoréme 2.4.13.1 (Lemme de Yoneda).
Soit un foncteur F : C — Ens. Pour tout objet C € C, l'ensemble
des transformations naturelles Hom(C,—) — F est en correspondance
bijective avec F'(C).

11 existe une deuxiéme version du lemme: si F' : C°? — Ens est
contravariant, l’ensemble des transformations naturelles Hom(—,C) —
F est en correspondance bijective avec F(C).

Définition 2.4.14 (Adjonction). Etant donné deux catégories A
et X et deux foncteurs F': A — X, G : X — A, une adjonction est la
donnée d’un isomorphisme naturel:

a: Homx (F(=),—) ~ Homa(—,G(-))

On dit alors que F' est un adjoint & gauche de G, et inversement
G est un adjoint a droite de F.

Exemple 2.4.15 (Foncteur diagonal). Etant donné une catégorie
C, nous définissons le foncteur diagonal A : C — C x C comme suit :

A C — Cx¢C
a — (a,a)

fia—b — (f.f):(a,a) — (bb)

Supposons que la catégorie C dispose d’un bifoncteur produit. On
a alors un isomorphisme :
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Ge (a,p) - Homexce (Ac,(a,b)) >~ Home(c,a x b)

11 suffit de définir a. (q0)(f.g) = (f,9). Inversement, étant donné
f:c— axb, on lui associe le morphisme (pa,s © f,ga,b © f) : (c,c) —

(a,b).

2.5 Catégories monoidales et cartésiennes fermées

L’un des emplois de la théorie des catégories est de fournir des sé-
mantiques pour les langages de programmation. Le concept correspon-
dant au A-calcul (simplement typé) est celui de catégorie cartésienne
fermée. Mais nous commencons par la notion de catégorie monoidale
fermée qui donne une sémantique au A-calcul linéaire.

Pour interpréter les contextes, nous avons besoin d’une notion ca-
tégorique qui permet de considérer des collections finies d’objets. On
utilise pour cela un bifoncteur. Le probleme est que celui-ci associe
les éléments deux par deux. Or, pour que l'on puisse utiliser la col-
lection comme un multi-ensemble, nous avons besoin de propriétés
supplémentaires sur le bifoncteur, comme l'associativité ou la com-
mutativité. La notion de catégorie monoidale symétrique dégage les
constructions catégoriques dont on a besoin dans ce contexte.

Une structure monoidale sur une catégorie est la donnée d’un bi-
foncteur 0 associatif appelé habituellement tenseur. Comme en régle
générale, nous n’avons pas l'associativité & strictement parler mais
une associativité ¢ un certain tsomorphisme naturel prés, il nous faut
une notion moins restrictive que celle de structure monoidale comme
nous venons de le voir. Néanmoins, il est nécessaire que 'utilisation
de la transitivité soit « transparente » : c’est le théoréme de cohérence
que nous énongons ci-dessous.

Définition 2.5.1. Une structure monoidale reldchée est une catégo-
rie C munie d’un bifoncteur O : C x C — C, un objet e € C et de trois
isomorphismes naturels a, A et p tels que

- Qap,e : a0(b0c) ~ (al1b)Oe,
— le diagramme suivant commute :
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00 (1)) =5 (a0b) O (c0d) <22 ((a0b)Te)0d
o0((b0c)0d) — (aD(b0c))0d
~Ae:elaca,

- po:alle ~a,
— le diagramme commute :

aD(eDc) > (a0e)Oc

10.0)\cl lpaulc

alc —— alc

alle

Définition 2.5.2. Une catégorie monoidale est symétrigue si elle est
équipée d’isomorphismes

Ya,b : al1b =~ bla

naturels en a et b et tels que les diagrammes suivants commutent.

adb bhe ——2——>p

T A

ba eldb

1304

Ca,b,c YaDb,e

a0(b0c) —— (aOb)Tc —— c[(allb)

1aD’7b,cL lo‘c,a,b
a

O(cOb) - {a0c)3b — (cCa)Ob

Ya,cU1p
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Exemple 2.5.3. Supposons qu’une catégorie C admette un produit
X et un objet terminal 1. On dit que la catégorie est cartésienne 6.
Une telle catégorie peut étre munie d’une structure monoidale. On

construit les transformations naturelles de la maniére suivante.

a
)
(10.1!a>
¥
a a X
Pa,1

on définit Aa = pa,1, A a comme inverse (1,,!,). On définit p, =
da,1, 1l a pour inverse (la,14).

De méme, on définit v, » comme étant I'unique morphisme qui fait
commuter le diagramme :

a axb b
1q l'Ya.,b 1,
a
db,a b X a Pb,a b

Enfin, on définit le morphisme a,5,. comme étant 'unique mor-
phisme qui fait commuter le diagramme :

16. Certains auteurs définissent comme cartésiennes les catégories admettant
les limites finies.
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da, B

/-a)((b)(c)abxc bxe 9b,c c
Pa,bel lpb,c
¢4 b Qaxb,c
Pa,b
P, .
axb aXbc(a b) x ¢
NG %
%a.b,c

Remarque 2.5.4. Notons que la présence du produit 17 est une pro-
priété de la catégorie, alors que la structure monoidale est une struc-
ture additionnelle sur la catégorie.

Exemple 2.5.5. De maniére duale, si une catégorie C admet un co-
produit 4 et un objet initial 0, la propriété universelle du coproduit
nous donne des isomorphismes naturels (en toutes leurs variables)
a+(b+ec)~(a+by+c, 0+b~b, b+0~beta+b~b+aqui
induisent une structure monoidale sur la catégorie.

Exemple 2.5.6. Etant donné un monoide (M.,e,"), on construit la
catégorie M dont les objets sont les éléments du monoide et dont les
seuls morphismes sont les identités. L’associativité de «-» et le fait que
e est un élément neutre pour « - » induisent une structure monoidale

sur M.

Exemple 2.5.7. Les ensembles pointés donnent un autre exemple
de structure monoidale. La catégorie des ensembles pointés EnsPt
est définie comme suit. Les objets sont les paires (X,z) ot X est un
ensemble et z un élément de X. Les morphismes (X,z) — (Y,y) sont
les fonctions f : X — Y telles que f(z) = y. Solent (X,z), (Y,y)
deux ensembles pointés. Le smash des deux ensembles pointés noté
(X,z) A (Y,y) est ensemble {(x,y)/ ~} ol ~ est la plus petite relation

17. comme de toute autre propriété universelle.



2.5. Catégories monoidales et cartésiennes fermées i

d’équivalence qui contient (z',y) ~ (z,y) ~ (z,y’) pour tout z’ € X
et tout ¥’ € Y, le point de base étant la classe d’équivalence de (z,y).
En d’autres termes, on identifie les éléments de la croix, et seulement
ceux-ci (& gauche) ; 'associativité se «lit » dans le cube (& droite) :

Théoréme 2.5.7.1 (Théoréeme de cohérence).

Soit une structure monoidale (C,e,0,a,A,p,7). Etant donné n variables
Z1,Z2,. .. ,Tn, nous considérons deux termes t(z1,--- ,zn), s(x1, +* ,Tn)
sur Ualgébre {O,e} avec ar(0) = 2 et ar(e) = 0. Nous supposons en
outre que les variables apparaissent une et une seule fois dans chacun
des termes. Ainsi, t et s définissent deuzx foncteurs: T : C" — C et
S:C*—=C.

-Si les variables de s et t apparaissent dans le « méme ordre », il
eziste un unique isomorphisme naturel S ~ T construit unique-
ment au moyen de a,\ et p.

—Si les variables sont dans un ordre quelconque, il existe un unique
isomorphisme naturel S ~ T construit uniquement au moyen de
a,\,p et vy.

—-Si les termes s et t ne contiennent pas de symbole e et que les
variables sont rangées dans l’ordre, il existe un unique isomor-
phisme naturel S ~ T construit uniquement au moyen de «.

-Si les termes s et t ne contiennent pas de symbole e mais que les
variables ne sont pas dans l’ordre, il existe un unique isomor-
phisme naturel S ~ T construit uniquement au moyen de o et
5.



78 Chapitre 2. Eléments de théorie des catégories

Par la suite, nous ne ferons plus de distinctions entre structure
monoidale reldchée ou non.

Le théoréme de cohérence nous permet de passer d’'un terme n-
aire & un autre via un unique isomorphisme. Ceci nous permet de
manipuler les tenseurs n-aire d’objets comme des multi-ensembles de
n éléments ; nous utiliserons le théoréme pour interpréter les contextes
des A-calculs.

Définition 2.5.8. Une catégorie monoidale (C,e,00,a,A,p) est monot-
dale fermée si pour toute paire d’objets a et b de la catégorie, il y a
un objet a — b appelé Hom-interne'® de b par a et un morphisme
eval, , : (@ — b)Ua — b tel que pour tout morphisme f : (alc) — b,
il existe un unique morphisme 19 curapf 1 ¢ — (a — b) tel que le
diagramme commute :

eval, 3
(a — b)0da —— >
fOla
cur T [

ca
Notons que l'objet (a — b) est défini & isomorphisme unique prés
comme toute propriété universelle [BW90]: étant donné une autre
construction de Hom-interne ({a — b)’, evaly, ,, cur, ), il existe un
unique isomorphisme ¢, : (@ — b) — (a — b)’ tel que le diagramme
suivant commute pour tout ¢ € C:

(a — b) - a—vb) (a—-pbl]a—> a,-—bb Oa
a, a,b
La donnée d’un objet de Hom-interne pour tous a et b peut étre
prolongée en un bifoncteur appelé « bifoncteur d’Homomorphisme in-
terney, le bifoncteur «externe» étant le bifoncteur défini a I'exemple 2.4.8.
Ce bifoncteur est contravariant en la premiére variable et covariant en

18. Nous évitons le terme d’exponentielle, eu égard a la logique linéaire pour
laquelle ce mot a un autre emploi.
19. C’est la propriété universelle du Hom-interne.
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la seconde. Pour tout f : b — a et g : ¢ — d, on définit le morphisme
f —» g = cur(g o evals,) o cur(eval, s o (ellg)) : (a — ¢) — (b —d).

Proposition 2.5.9. Le bifoncteur d’Homomorphisme interne nous
donne un deuxiéme exemple d’adjonction. Le foncteur (b — =) : C —
C est ’adjoint & droite du foncteur (—0b) : C — C:

Home (a0b,c) ~ Home(a,b — ¢)

En fait, les deux propriétés sont équivalentes: si le foncteurs (b —
—) est adjoint & droite du foncteur (—0b), alors on défini cur(f) =
a(f) ol a est l'isomorphisme a, . : Hom(alb,c) — Hom(a,b — ¢},
et evaly, = ¢~ *(1p—c) d’aprés l'isomorphisme Hom((b — c)0b,c) ~
Hom(b — ¢,b — b).

Exemple 2.5.10. La construction du Hom-interne catégorique gé-
néralise la notion de currification des fonctions sur les ensembles: &
toute fonction de deux variables (de types A et C), on peut associer
une fonction d’une variable (de type C) dont le résultat est une fonc-
tion & une variable (de type A). Plus précisément, si f: Ax C — B,
la fonction currifiée curf : C — (A = B) (ou A = B est 'ensemble
des fonctions de A vers B) est définie par:

curf: C — A=10B

A — B
CH{aHf(a,c)

Nous définissons le morphisme eval : (A = B) x B — B par

(£:b) — f(b)

Comme le bifoncteur O sur la catégorie Ens est le produit, la
catégorie Ens est cartésienne fermée.

Exemple 2.5.11. Nous avons vu que la catégorie des ensembles poin-
tés est monoidale. C’est en fait une catégorie monoidale fermée. Le
Hom-interne (X,z) —(Y,y) est (Homgnspe(X,Y),[u € X — y]). L'éva-
luation et la currification sont héritées des ensembles.



80 Chapitre 2. Eléments de théorie des catégories

Définition 2.5.12 (Diagonale). Supposons que nous disposions d’une
catégorie monoidale symétrique (C,e,[0,a,7,),p); la structure dispose
des diagonales (cf Jacobs [Jac94]) s’il existe une transformation natu-
relle § telle que les diagrammes suivants commutent :

8a 1,06,
a——>gda —a X {a X a)

5 8,014
a—a—>aDa——>(a><a)><a

e a
1
Se l \ la\
e[le —— ¢ alda —— ala
Pe=Xe ki

Cette construction est utilisée pour interpréter la contraction dans
les A-calculs.

Exemple 2.5.13. Un exemple important de structure qui dispose des
diagonales est celui des catégories cartésiennes C. Pour tout objet a,
on définit le morphisme §, comme étant I'unique morphisme qui fait
commuter le diagramme :

a
N
a a X a a
p q

Exemple 2.5.14. La structure monoidale des ensembles pointés dis-
pose également des diagonales.

2.6 Interprétation catégorique du A-calcul

Nous supposons dans cette section que nous disposons d’un cal-
cul simplement typé lindaire sur une signature ¥. Nous supposons en
outre que nous disposons d’une catégorie monoidale (C,e,0,a,7,A,p).
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Le principe de I'interprétation du A-calcul dans la catégorie est d’as-
socier A tout type X, un objet [X] de C, & tout contexte I' = z; :
Xi,... s@n : Xn, lobjet [T] = (- ([X1]0O[X2]) - - - )O[Xn] et & tout
terme en contexte I' + ¢ : X un morphisme [t] : [I'] — [X]. Nous
montrerons que le lemme de substitution est interprété par la compo-
sition dans le modeéle catégorique.

Pour éviter un trop grand nombre de crochets sémantiques, nous
utilisons la notation X a la place de [X] lorsque 'environnement le
permet.

Définition 2.6.1. Etant donné un A-calcul sur une signature ¥, une
sémantique catégorique est la donnée:

(o) d’une catégorie C,

(i) d’un objet A € C pour tout type atomique A,

} d’un objet X — Y € C pour tous types X et Y,

(iii) d’une structure monoidale symétrique sur C: (C,e,0,c,8,\,p),

) d’un morphisme f: (--- (X;0X3)---)0X, — Y pour tout sym-

bole f € ¥ d’arité Xy, --- , X, — Y,

(v) d’une transformation naturelle, curxy : C(—0OX,)Y) — C(—. X —Y)
pour tous types X et Y; en d’autres termes, d’un morphisme
C(cOX)Y) — C(c,X — Y) pour tout objet ¢ € C tel que pour
tout f : c — ¢, le diagramme suivant commute:

cure x.y

C(cOX,Y) Cle,X —Y)

C(fDl,Y)l lc(f,x—o\’)

Ul X, Y
C(OX,)Y) ——————=C(, X —=Y)
(vi) d’un morphisme evalx y : (X — Y)OX — Y pour tous types X
etY.
Notons que la structure donnée s’interpréte dans toute structure mo-
noidale fermée, il s’agit en effet de la méme structure & ceci prés que
les constructions (X — Y ,evalx,y,cur(f)) ne vérifient pas la propriété
universelle des Hom-interne. Dans le cas ou 'on aura cette derniére,
nous pourrons interpréter la 8 et la n réduction.

Le point (i) et le point (ii) servent & interpréter les types du A-
calcul.
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Le point (iii) permet de construire les contextes. L’interprétation
du contexte vide est e, et celle d’un contexte ',z : X est [TX. Ainsi,
I'==z1:X1,... ,on : Xp s'interpréte comme ceci:

[= (- (X10X2)0- - )0Xn

Dorénavant, une expression de la forme F10F; - - -OF,, est considérée
comme parenthésée a gauche. Nous utiliserons également ’abréviation

U E.
=1

Les points (iv)-(vi) servent & interpréter les termes. On procede
par induction sur les jugements. Un jugement de type I' - ¢ : X
s’'interpréte comme un morphisme t : I' — X.

Définition 2.6.2 (Interprétation catégorique du calcul).

. 1x
TiXFziX Heme X=X
I‘,z:X,y:Y,AI—t:YEh roxovyoa -5y

Ch.
Ly:Yz:X,AFt:Y royYOxoa & roxovoa - Y
Vi<n, Iibt: X, feyw Vi<n, T; -5 X,

o i F oot n ° ...
Uz:l r f(t17 % ) Y l;ll r; f (t1D_,E|tn) v
z:XkFt:Y rox v

Abst.

FFt: X —Y AFa:X r*x—oY A25X

AR (t)a .Y App- oA evalx‘-{i(tDa)

Y
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Dans Dinterprétation de la régle d’échange, le morphisme § est
I"unique morphisme construit & ’aide du théoréme de cohérence.

Remarque 2.6.3. Notons que ’a-équivalence est transparente dans
I'interprétation catégorique.

La correction du modeéle catégorique est traduite par le fait que la
substitution dans la syntaxe peut étre interprétée par la composition
dans la sémantique.

Propriété 2.6.4 (Sémantique de la substitution). La substitu-
tion d’un terme pour une variable dans un terme en contexte est
interprétée via la composition dans la catégorie. Supposons que nous
ayons 't : Y avecI' = 21 : X1,... ,@n 1 Xn et pour tout i < n,
A; Foa; : X;. Alors, le diagramme suivant commute:

[ ——>Y

07,2
! T 4[;5111

Démonstration. Par induction sur la construction de t[z\a].

z: X\z: X Ata .
— Cas On observe alors le diagramme:
At zjz\al]=a:X

1x
—X

X
ET Az\a]u
A

Vi<n it X
Ul Tk f(t1,..- tn) 1Y AFEaf: Xk
Uix AT F f(t1,... ta)[E\E] 1 Y

— Cas
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olt ¥ : X[ désigne la k*™° variable du contexte I';. Par défini-

tion, le terme [f(t1, - . . ,tn){#\d]] est égal a fo([t1[Z1\a1]]0 - - - [t1[Z-\Ex]])-
Par induction, nous avons le diagramme de gauche pour tout

i < n. On en déduit alors le diagramme de droite:

[f(t1,etn)]
f

Fi — Xz i) or .t n
a=1%
| Or == Ox,
0;a! = =
T [za[Z:\a:]] ”

A H DJ’#T 07, [t:12:0\&@1]
U A,
i=1

F,$n+1 : Xn+1 I t: Y
't Azngr.t: Xn+1 —Y Ajla;: X;
U; A B (Qzn1 t)[F\d] : X — Y

On définit an41 = Zn+1 dont le jugement de formation est Tn41 :
Xnt1 F @nt1 : Xog1. On a (Azn41.8)[Z\G] = Azny1.t[Z\d]. Par
induction, on dispose du jugement de gauche. On utilise alors la
naturalité de « cur» pour conclure.

X4 —>Y C(MXn41,Y) — = > (0, Xns1 — Y)
D}‘ifaiT T <—oar:11ai>l <—oD;;1ai>l
Ua0X, n cur n
: 1 C(Q1 AOXn11,Y) —>C(Q1 Ai,Xnp1—Y)
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THFt: X—Y Ala:X

AR (ta:Y =F bk X

Ui,k sk (t)a[f\g]

ot I'on note z¥ la k¥ variable du contexte I' et z§ la k*™°
variable du contexte A. On utilise des conventions équivalentes
3 celles vues plus haut pour les types et les termes =F - bF : XF.
Par induction, on dispose des deux diagrammes de gauche. On
se sert alors de la naturalité de I’application pour conclure.

-~ Cas

[ —>X =Y A—2>X
mkbfT / mkbs)[ / )
[¢[Z1\81]] [a[Z2\b2}]
I%]E’f [%!E’g

C(,X - Y) x C(A,X) == c(roa,y)

(_oDkbf)x(—oDkbg)l (—oDi,kbf)l
¢zt X —v) x c@sh,x) =2 ezt )

O

Propriété 2.6.5 (Contraction et Affaiblissement). Lorsque le ten-
seur est un produit catégorique, on peut interpréter le A-calcul ordi-
naire.

Donnons l'interprétation catégorique de

Vi<n Tkt :X;
U Ti b f(t1,... t0) Y

On construit pour tout i < n, la projection I' =% I';. On définit alors
pour des contextes non disjoints, f(t1, ... ,tn) = fo[ [, (tiom)o1}_, 6
(ol § est la diagonale).
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L’interprétation catégorique de 'application est analogue: étant
donné le jugement

rct: X-Y AFa: X
TAF(t)a:Y

ou I' et A ne sont pas nécessairement disjoints. On note 7r la pro-
jection [T’ U A] =5 T et 7a la projection [I' U A] 22 A. On définit
alors [(t)a] = evalo ((tonr) X (aoma)) 0 4.

D’autre part, on interprete la régle d’affaiblissement :

1 : X1, . ,xn  Xn bz Xi

par la projection catégorique: X1 X -+ X X, I X

Avec une telle interprétation, le lemme de substitution est tou-
jours interprété par la composition catégorique (cf Jacobs [Jac94]).
Plus généralement, les conditions nécessaires pour pouvoir interpréter
la contraction et l’affaiblissement sont décrites dans [Jac94]. Pour la
contraction, il faut que la catégorie dispose des diagonales, et pour
Paffaiblissement, il suffit de disposer de morphismes XOY — X pour
tous objet X,Y.

Propriété 2.6.6 (S-réduction et n-réduction). Lorsque le type
« X —Y », la construction «curf» et «eval » sont issus d'un foncteur
d’hom-interne, en d’autres termes, lorsque ’on dispose d’une structure
monoidale fermée, on peut également interpréter la 3 et la n-réduction.
La B-réduction (étant une substitution particuliére) correspond a la
composition catégorique.

Plus précisément, la F-égalité correspond a ’égalité evalo(cur f011)
f. La n-réduction correspond a l’'unicité de «curf ».

Démonstration. On suppose disposer des jugements '+ Azt : X —Y
et A F a: X. On peut alors conclure I'A + ((Az.t)a) : Y. La -
réduction donne 'égalité ((Az.t)a) = t[x\a]. On retrouve cette égalité
dans la sémantique si ’on suppose eval o (curf[J1) = f pour tout f:
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(X — Y)OX

curt(31
/ levalxyy

X ———=Y

10a
T [ele\all
roa

En ce qui concerne la 7-égalité, notons tout d’abord que 'on dis-
pose du diagramme :

rOxX — = (X — Y)OX

ﬁAz.tz]Dll x levalx,y
X = V)X —Y

ol le triangle inférieur est obtenu par currification de la diagonale.
On en déduit I'égalité eval o (t01) = tx = eval o ([Az.tz]0J1). Par
unicité, on aboutit au résultat cherché. O

2.7 Propriétés des multi-graphes

Nous présentons dans cette section quelques résultats classiques
concernant les multi-graphes auxquels nous ferons référence dans le
chapitre 6. Nous nous sommes inspirés du livre de Barr et Wells [BW90]
qui traite la catégorie des multi-graphes de maniére trés détaillée (et
a l’aide de moyens élémentaires).

Proposition 2.7.1. Comme nous 'avons déja fait remarquer, la ca-
tégorie des graphes squelettique Gr constitue une sous-catégorie pleine
des multi-graphes. L’inclusion admet un adjoint & gauche (=) donné
par: pour tout multi-graphe G, G est le graphe squeletique obtenu en
identifiant toute les arétes entre deux sommets.

- |Gl =1al,
- (zy):z—y€ERgssidpp:z—yeG
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On vérifiera en particulier que si X est un multi-graphe et G un
graphe que nous avons

Home:(X,G) ~ Hommar (X,G)

Proposition 2.7.2. La catégorie des multi-graphes est cartésienne
fermée.

Démonstration. Le graphe sous-jacent de la catégorie 1 (constituée
d’un seul sommet et d’une seule aréte) est un objet terminal dans
MGr. Il nous reste & construire le produit binaire (— x —) sur MGr
et un hom-interne.

Définition 2.7.83. Soient G et H deux multi-graphes, nous définis-
sons leur produit G x H:

- |G x H| = |G| x |H],

— Rexu = Rag x Ru. Pour toutes arétes p : z — 2’ € G et ¢ :
y—v €H, (pg): (zy) — (') € (G x H).

Pour le choix de produit que nous venons de faire, nous pouvons

décrire directement le bifoncteur produit correspondant: pour tous
morphismes g : G — G’ et h: H — H',

gxh:(GxH — G xH
(y) = (g(z)h(y))
(prz—2q:y=9) ~ (9(p),h(q)): (9(z)h(¥)) — (9(z):h(¥))

Définition 2.7.4. Etant donné deux multi-graphes F et G, nous
considérons le graphe F = G défini comme suit:

- |F = G| =Ens(|F||G]),

— les arétes consistent en des triplets de fonctions (fo,f1,9) avec
fo: |F| = |G|, fi : |F| — |G| et g : Rr — Rg tels que le
diagramme commute (& comparer avec les morphismes de multi-
graphes) :

dom ¢ cod g

|F| Rp — |F|

| l |

'G| dom g RG codg !G'
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Le domaine de ( fo,f1,9) est fo, son codomaine est fi. De maniére
visuelle, g est une aréte entre une fonction fo et une fonction f;
si pour tout p: z — y, on a (les arétes sont représentées par des
fleches) :

foly) fi(y)

g(p)

v
fo(z) fi(=)

Nous définissons le morphisme eval : (F = G)x F — G :

{ levall(f : |F| = |Glz) = f(z)
Revar((fo.f1,.9)p 2 —y) = g(p): fo(z) — fi(y)

Pour tout morphisme f : F x G — H, nous définissons alors le
morphisme curf : F — (G = H).

curf : F — (G=H)
z = [y f(zy)]
q:z—x' — ([ye IG| Hf(xvy)]a [ye |G|Hf(l‘l>y)]7

lg:y—y ~ f(».9)])
On vérifie alors aisément que le diagramme commute :
G=>H)xG—= __>pg

fx1
cur T /

Fx@G
On vérifie en outre que cur(f) est déterminé de maniére unique
par f. O
Remarque 2.7.5. Nous aurions pu obtenir le résultat en observant
d
l’équivalence entre les catégories MGr ~ [(s”=Za) = Ens]; nous
c

pouvons en déduire que la catégorie est cartésienne fermée (& l'aide
du lemme de Yoneda).
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2.7.1 Propriété des multi-graphes réflexifs

Définition 2.7.6. Un multi-graphe réflezif est la donnée d’une paire
(F,ref(—)) ou F est un multi-graphe et ref(—) est une fonction, dite
de réflexivité, |F| — Rpr telle que pour tout b € |G|, nous avons
ref(b) : b—b. Un morphisme de graphe réflexif (F\Refr) — (G ,Refc)
est la donnée d’un morphisme f : F' — G tel que le diagramme com-
mute:

Refp

|F| — RF

I£] Ry

Ref

|G| — Re
MRef désigne la catégorie des multi-graphes réflexifs.

On notera en particulier qu’une catégorie est un multi-graphe ré-
flexif.

Proposition 2.7.7. La catégorie des multi-graphes réflexifs est car-
tésienne fermée.

Démonstration. Comme pour les multi-graphes, le graphe 1 est ter-
minal. Plus précisément, (1,[0 — 1o]) constitue un graphe réflexif; ce
graphe réflexif est terminal.

Définition 2.7.8 (Produit). Etant donné deux multi-graphes ré-

flexifs (FRef ) et {G,Refa), nous construisons le multi-graphe réflexif
produit composante par composante (comme pour les multi-graphes) :

- |F xG|=|F| x |G|,

- Rrxc = Rp X R¢. Pour toutes arétes p : z —z' € F et ¢ :
y—y €G, (p): (zy) - (@'y) € (Fx G),

— Refrxa(z,y) = (Refr(z),Refa(y)).

Définition 2.7.9 (Hom-interne). Etant donné deux multi-graphes
réflexifs (F.Refp) et (G,Refs), nous construisons le multi-graphe ré-
flexif hom-interne (F,Refr) = (G,Refs) de la maniére suivante.

— |(FRefrp) = (G,Refc)| = MRef((FRef r),(G,Retc)),
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— unearéte P: f—g € F = G est ladonnée pourtoutp: z—y € F
d’une aréte P, : f(z) — g(y). Nous pouvons représenter ceci sur
un diagramme :

PRefF(y)

fly) —=9(v)
fPT Pp/ Tgp
e

z) — g(x)
Pret g ()
— Etant donné un morphisme de multi-graphe f : F = G, la
fonction p:z —y € F — fp est laréte de réflexivité f — f.
Le morphisme eval s’obtient de maniére analogue & celui des
multi-graphes:

1

{ leval|(rrotp),(Gretg)(f 1 F — Gx) f(z)
Rear (P : (fRefs) — (g,Refg)piz—y) = Pp: flz)—g(y)

La currification est, comme pour les multi-graphes, directement
inspirée de la currification sur les ensembles. Pour tout morphisme
f: ((F)Retr)x (G,Refs)) — (H Refpn), on définit le morphisme curf :
F - (G— H):

curf : F — (G=H)
r = [y'—>f(x,y),q:y—y'l——»f(Ref(z),q)]
piz—2 = [g:y—y'— f(pg): curf(z) — curf(y)]

O

Remarque 2.7.10. Soit la catégorie engendrée par le multigraphe

— s P . R .
s==r—=a. On consideére la catégorie C qui a les méme sommets, mais
c

qui identifie dor = 15, cor = 1,.Pour la construction du produit et
du hom-interne, on peut utiliser I’équivalence MRef ~ [C = Ens].
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2.7.2 Autres propriétés des multi-graphes

Les deux catégories MGr et MRef sont des catégories de pré-
faisceaux (remarque 2.4.13). Ces catégories ont des propriétés tres
particulieres, notamment d’étre cartésiennes fermées comme en té-
moignent les deux exemples.

Propriété 2.7.11. La sous-catégorie des graphes squelettique Gr est
également cartésienne fermée. La construction est héritée de celles
de la catégorie MGr. Un sommet de la relation binaire (X,Rx) =
(Y,Ry) est une fonction X — Y, et il y a une aréte entre deux fonc-
tions f,g: X =Y si fr—gypourtout p:z—y € X.

Pour les graphes réflexifs, I’ensemble des sommets du Hom-foncteur
(X,Rx) = (Y,Ry) s’interpréte comme ensemble des fonctions mo-
notones X — Y. Il y a un arc entre deux telles fonctions si pour tout
p:z—vy,ona fr— gy. Notons qu’en raison de la réflexivité, on a
fz — gx pour tout z € X.

Dans le cas des ordres, ’ensemble des sommets du Hom-foncteur
(X, <x) = (Y, <y) s’interpréte comme 'ensemble des fonctions mo-
notones X — Y. Et il y a une arétes entre deux telles fonctions si pour
tout z < y € X, on a fz <y gy. Mais, en raison de la transitivité et
de la réflexivité, cela est équivalent au fait que pour tout z, fr < gz.
En d’autres termes, il s’agit également de 'ordre « pointwise» (nous
dirons également point a point).

Note 2.7.1. Nous utiliserons une autre notation standard pour le Hom-
foncteur (X, <x) = (Y, <y), il s’agit de (Y, <y)*=x).

Propriété 2.7.12. Dans les catégories de pré-faisceaux, les limites et
les colimites se calculent de maniére « pointwise ». Le premier exemple
que nous avons vu est celui des produits de MGr et MRef. De ma-
niére plus générale, étant donné un diagramme A = ((F;)ier,(hi,j)s,5¢1),
la limite dans MGr de ce diagramme est le multi-graphe (|F|,Rr):

— |F| est un I-uplet (a:)ier de sommets a; € F; tel que pour tout
morphisme f; ; : F; — Fj on a f; ;{a:) = aj.

— une aréte est un J-uplet (p;)icr d’arétes p; € F; tel que pour
tout morphisme f; ; : F; — Fj on a f; ;(p;) = p;. Cette aréte va
de (dom(p;))icr vers (cod(p;))ier-
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Interprétation des types dépendants

Nous n’allons pas ici donner la construction sémantique (catégo-
rique) générale pour les types dépendants comme nous avons fait pour
les types simples, nous nous contentons de discuter les conditions qui
nous permettent d’interpréter les types dépendants dans trois catégo-
ries, celle des ensembles, celle des graphes et enfin celle des graphes
réflexifs. Les types dépendants sont interprétés au moyen de mor-
phismes qui bénéficient de propriété particulieres, les « display maps »
qui représentent les « familles de types».

Dans la catégorie des ensembles, toute fonction peut servir de dis-
play map. Etant donné une famille d’ensemble i : I + X;, cette fa-
mille est représentée par la fonction 3,.; Xi — I qui a un élément
(z,i) € X; vu dans Ziel X, associe son index i € I. C’est le display
map du type «i: I F X; typen.

Il se trouve que dans la catégorie des multi-graphes et dans celle
des multi-graphes réflexifs, ce phénomeéne (que tout morphisme peut
servir de display map) apparait ; et ceci nous permet d’interpréter les
types dépendants. Nous y reviendrons au chapitre 7.



94

Chapitre 2. Eléments de théorie des catégories



Chapitre 3

Preuves de terminaison et
complexité

Pour calculer avec un systéme de réécriture par normalisation,
nous avons besoin de la propriété de terminaison du systéme. Méme
si cette propriété est indécidable en général, il existe de nombreuses
méthodes de preuves de terminaison, comme les preuves par interpré-
tation sur un ordre bien fondé ou encore comme les ordres récursifs
sur les chemins (recursive path orderings) [Der82].

Longueur de dérivation, complexité

En fait, une analyse fine des preuves de terminaison des systémes
de réécriture donne en général des bornes supérieures sur la longueur
de dérivation de ces derniers. De nombreuses recherches ont été me-
nées dans ce sens. Ainsi, pour les preuves pour I’ordre multi-ensemble
sur les chemins, Hofbauer montre que la longueur de dérivation est
au plus primitive récursive {Hof92b]. Cichon parvient au méme résul-
tat de maniére indépendante, en utilisant une technique de théorie
de la preuve, cf. [Cic90]. Pour Pordre lezicographique sur les chemins,
Weiermann donne une borne multiplement récursive [Wei95]. En ce
qui concerne les preuves par interprétation polynomiale sur les en-
tiers, Hofbauer et Lautemann prouvent que la longueur de dérivation

95
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est au plus (doublement) exponentielle [HL89] (voir également Geu-
pel [Geu88]). Enfin, Hofbauer donne dans sa thése une borne multi-
plement récursive (de rang 4 selon Péter [Pét67]) pour les preuves de
terminaison & l'aide de I'ordre de Knuth-Bendiz {Hof92a].

Le probleme de ces auteurs est d’établir des restrictions imposées
par les méthodes de preuve de terminaison sur la complexité des fonc-
tions calculées. Mais cela ne résout pas la question: « Que peut-on
calculer avec de tels systémes de réécriture? ». Nous avons choisi de
nous référer pour cela aux classes de complexité. Nous appelons pro-
bléme d’équivalence le probléme suivant. Etant donné une méthode de
preuve de terminaison M et une classe de complezité C, il y a équiva-
lence si:

— toute fonction calculée par un systéme de réécriture qui termine
suivant M est dans C,

— pour toute fonction ¢ dans C, il existe un systéme de réécriture
qui termine suivant M et qui calcule ¢.

Un des intéréts du probléme d’équivalence vient du fait que la lon-
gueur de dérivation du systéme de réécriture ne mesure pas la com-
plexité de maniére trés fine. Une des raisons est que du fait des dupli-
cations de variables dans les régles de réécriture, on peut construire
des termes de taille exponentielle en la longueur de dérivation. Pre-
nons par exemple le systéme composé des deux régles :

fls(z)y) —  flz.g(wy))
f0y) — vy

La longueur de dérivation de ce systéme est de n pour des don-
nées de la forme f(s™(0),0). Mais le terme que 'on obtient est de
taille exponentielle. La fonction décrite par le systéme, une forme de
Pexponentielle, n’est pas calculable en temps « linéaire » (ni méme
polynomial) par une machine de Turing par exemple. De ce fait, une
réponse positive au probléme d’équivalence fournit une borne de com-
plexité plus précise qu’une simple borne sur la longueur de dérivation.

Le probleme d’équivalence a un autre intéret: si toute fonction
d’une certaine classe admet une preuve de terminaison par une cer-
taine méthode, cela témoigne de la richesse de cette méthode.
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Les premiéres caractérisations de classe de complexité indépen-
dantes d’un modele de calcul (analogue & notre probléme d’équiva-
lence) ont été proposées par Cobham [Cob62]. Son approche est en
termes de « récursions bornées sur la notation » ol le taux d’accrois-
sement des fonction est limité par une fonction déja définie dans la
classe. Par rapport & ces travaux, nous utilisons des conditions « lo-
cales» (chaque régle de réécriture doit respecter une contrainte d’ordre
de réduction) qui ne tiennent pas compte des propriétés extension-

nelles de la fonction.

Quelques résultats

Le probléme d’équivalence a été étudié pour les ordres de terminai-
son par interprétation polynomiale par Bonfante, Cichon, Marion et
Touzet [BCMT98], [BCMT99]. Le probléme d’équivalence pour l'ordre
de Knuth-Bendix fait 'objet de la communication de Bonfante [Bon00]
et de Particle de Lepper [Lep00]. Avec un point de vue un peu dif-
férent quoique lié, Marion et Cichon étudient dans [Mar99, CM99] le
contenu algorithmique des ordres MPO et LPO. Dans ces deux articles,
I’idée clef est d’extraire un algorithme efficace a partir de la spécifica-
tion du probléme (sous la forme d’un systéme de réécriture) et de la
preuve de terminaison de la spécification. Ils montrent ainsi comment
extraire des algorithmes calculables en temps polynomial a partir d’'un
systéme de réécriture qui termine a priori en temps exponentiel.

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme d’équivalence pour
les preuves de terminaison par interprétation polynomiale. Dans un
premier temps, nous classons les systemes de réécriture suivant la
forme de l'interprétation polynomiale des constructeurs (z +¢, az +c¢,
az®+c, 2°+¢). Nous montrons alors que cette classification correspond
4 une hiérarchie de classes de complexité (PTIME, ETIME, E,TIME,
TIME(exp_,(n + k))). Une conséquence pratique de la hiérarchie que
nous établissons est de pouvoir déterminer la complexité d’un calcul en
fonction de sa preuve de terminaison par interprétation polynomiale.
Que nous considérions la réécriture comme un modele de calcul ou
comme une méthode de spécification, une preuve de terminaison nous
assure de la faisabilité du calcul; si nous avons en outre une borne
sur la longueur de dérivation qui n’est pas trop élevée, nous pouvons
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alors certifier I’efficacité du calcul.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons aux liens entre les
interprétations polynomiales et les classes de complexité en espace. En
particulier, nous étudions les contraintes sur la taille des termes ob-
tenus au cours d’une dérivation lorsque le systéme admet une preuve
de terminaison par interprétation polynomiale. Nous dégageons en-
suite une notion de pseudo-preuve de terminaison par interprétation
polynomiale qui nous permet d’établir une hiérarchie de complexité
paralléle & celle que nous avons présentée pour les interprétations po-
lynomiales (PsPACE, ESPACE, E2SPACE, SPACE(eXxp.,(n + k))).

Peut-on comparer les algorithmes?

Reprenons un instant le probléme d’équivalence, étant donné une
méthode de preuve de terminaison, M, et une classe de complexité C
compatible avec la preuve de terminaison. Etant donné une fonction
¢ de C, elle est calculée par un systéme de réécriture qui termine via
M. Observons maintenant qu’une telle fonction, étant dans la classe
de complexité C, est calculée par une machine de Turing. Nous avons
donc deux algorithmes, celui de la machine de Turing et celui de la
réécriture. Pouvons-nous les comparer? La difficulté vient du fait que
les machines de Turing ne sont pas trées adaptées pour une telle com-
paraison [Gur99]. En effet, méme si tout algorithme peut étre simulé
par une machine de Turing, la machine de Turing peut prendre plus
de temps que le systéme de réécriture. Nous devrions donc, si I'on
accepte la thése de Gurevich [Gur99}, utiliser les Abstract State Ma-
chines comme modeéle de calcul de référence.

Néanmoins, lorsque nous ferons une preuve d’équivalence, nous
procéderons en simulant les machines de Turing par la réécriture et in-
versement. Nous n’utilisons pas les propriétés extensionnelles des fonc-
tions, mais les algorithmes de nos modeéles qui les calculent. Comme
nous prenons soin que la complexité soit respectée dans ces simula-
tions (& un facteur polynomial prés), nous montrons une équivalence
en termes d’algorithmes (autant que le modele de calcul des machines
de Turing le permet).

D’autre part, du fait que nous faisons des simulations étape par
étape, nous pouvons étendre (gratuitement) les résultats aux machines
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non déterministes/systémes de réécriture non confluents. La séman-
tique des fonctions calculées étant donnée par la maximisation.

3.1 Calculs par interprétation polynomiale

Les preuves de terminaison par interprétation polynomiale ont at-
tiré notre attention pour plusieurs raisons. Premiérement, elles sont
sans doute les preuves par interprétation sur les entiers les plus uti-
lisées. Notons & titre d’exemple le cas de systémes comme le systéme
Reve [BCL87] ou le systéme Polo [Gie95a, Gie95b], ou encore le sys-
téme Larch [Lar]. Ensuite, elles concernent des problémes de petite
complexité (la longueur de dérivation est au plus doublement expo-
nentielle, alors qu’elle est largement supérieure pour les autres ordres
cités). Par conséquent, elles sont susceptibles de témoigner de Peffica-
cité des algorithmes spécifiés (par un systéme de réécriture).

3.1.1 Preuves de terminaison par interprétation poly-
nomiale

Les preuves par interprétation polynomiale ont été suggérées par
Lankford [Lan79].

Définition 3.1.1 (Interprétation polynomiale). Un systéme de
réécriture (R,X) admet une interprétation polynomiale si pour chaque
symbole g de X, il existe un polynéme [g] appelé interprétation (po-
lynomiale) de g tel que:

. si g est n-aire, alors, [g] est un polynéme & n variables;

. lgl(1,--- 1) 2 n+ 1 ot n est Parité de g;

. pourtous0<n<m,[g](---,n, ) <[g)(-- ,m,--);

. on étend de manieére canonique l'interprétation aux termes clos:

[F(t1, .- ta)) = [f)([ta], - - - 5[ta])

Pour toute régle [ — r de R, et pour toute substitution close o,
on doit avoir :

I R

[lo] > [ro]
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Par la suite, nous notons (R,%,[]) les systémes de réécriture ad-
mettant une interprétation polynomiale.

Propriété 3.1.2. Si le systéme de réécriture admet une interpréta-
tion polynomiale, alors il termine. En effet, soit t;1 — to — --- — ¢,

une dérivation. Comme l'interprétation diminue & chaque étape de
réécriture, nous sommes assurés que:

n < [t]

Nous parlons alors de preuve de terminaison par interprétation poly-
nomiale.

Proposition 3.1.3. Supposons que nous ayons un systéme de réécri-
ture (R,Z) avec une interprétation [] qui respecte les trois premiers
points de la définition précédente. Nous pouvons prolonger l'interpré-
tation polynomiale aux termes non clos en associant a chaque variable
z de la signature une variable X. Pour tout terme t, [t] est alors un po-
lynéme en les variables (X1, - ,Xn) ol (z1,... ,2n) sont les variables
de t. Une condition suffisante pour que le critére 4 de la définition 3.1.1
soit vérifié est que

(X1, Xn) > (X1, -, Xn)

si X; > a pour tout ¢ < n olt a = min{[¢] | ¢ € Zo}.

Nous utilisons par la suite ce critére. Notons par ailleurs que nous
ne ferons plus la distinction entre la variable du polynéme et celle du
terme. Nous utiliserons la variable du terme pour dénoter la variable
du polyndme.

Définition 3.1.4. Nous utiliserons également des interprétations ex-
ponentielles. Etant donné un symbole g n-aire, une interprétation ex-
ponentielle de ce symbole est une fonction de la forme:

P(Ily"' 71'71.721.17“' ’2ﬂ=n)

ol P est un polynéme.

Une preuve de terminaison par interprétation exponentielle est la
donnée d’une interprétation exponentielle & chaque symbole qui vérifie
les conditions 2-3-4 de la définition précédente.
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3.1.2 Bornes supérieures générales sur la longueur de
dérivation et la taille des termes

Nous supposons dans cette section que le systeme de réécriture
(R,Z,[]) admet une preuve de terminaison par interprétation polyno-
miale.

Propriété 3.1.5. Il existe une constante c¢ telle que pour tout terme
t, [t] < 92" La preuve est un cas particulier de la proposition 3.2.6.
De cette observation découle le théoréme:

Théoréme 3.1.5.1 (Hofbauer et Lautemann [HL89]).

La longueur de dérivation des systémes de réécriture admettant une
preuve par interprétation polynomiale est au plus doublement expo-
nentielle.

De plus, cette borne ne peut étre affinée, ainsi que le montre
I’exemple suivant :

Exemple 3.1.6 (d’aprés Hofbauer et Lautemann [HL89]). Re-
prenons l’exemple 1.4.7:

0O+y — vy sq(0) — 0
st+y — s(z+vy) sq(sz) — s({z+x)+ sq(z))
Ce systéme admet une preuve par interprétation polynomiale :
[0]=1 [sl(z)==z+1
[+)(zy) =22 +y [sql(z) = 32?

* Ve
Rappelons que nous avons sqn-—rnZ. Par conséquent :

sq- - sq(s(s(0)))>r2"
———

n fois sq

Or, la hauteur du terme augmente d’au plus une unité pour cha-
cune des régles de réécriture, comme le terme final a une hauteur de
27" la longueur de dérivation est doublement exponentielle.
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Remarque 3.1.7. Pour les interprétations exponentielles, nous ver-
rons que lon peut borner linterprétation dun terme ¢ par [{] <
eXPg, (|t| + k) pour une certaine constante k ol la fonction exp_, est
définie comme suit.

exp(z+1) = 27P=(®

expo(0) = 1
Nous établissons maintenant des bornes sur la taille des termes

obtenus au cours d’une dérivation, et en particulier, sur les formes
normales.

Lemme 3.1.8. Pour tout symbole g n-aire (n > 0), nous avons
[g}(:rl) e 7x") > Z?:l Ty

Démonstration. L’argument clef de la preuve est que pour tout m > 0,
nous avons:

)t L) 2 [l )+
Par conséquent, en appliquant I'inégalité & chacune des variables,
il vient:

[o](z1, -+ szn) P (= 1)+ [g}(L, - 1)

=1

>
> 1437 (2)- def 3.1.1
O

Proposition 3.1.9. Pour tout terme clos ¢, nous avons une borne
sur la taille, |t] < [t].

Démonstration. Par induction sur les termes,
— si ¢ est une constante, alors, |t| = 1 < [t] d’aprés 'hypothése (2)
de la définition 3.1.1.
—sit=g(t1, - ,tn), alors

t| 1437 . |t:| par définition
14+ 37 ,[t:] par induction

t] d’aprés le lemme 3.1.8

ININ I
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Définition 3.1.10. Une classe de fonctions C capture les polynémes
si pour toute fonction ¢ € C:
(i) ¢ est croissante;
(ii) pour tout polyndme P, il existe une fonction ¢’ € C telle que
pour tout z > 0, on a

P(¢(x),8(x),-- - ,¢(x)) < ¢'(2)
En particulier, nous considérons par la suite quatre classes de fonc-
tions qui capturent les polyndmes:

— la classe des polynémes eux-mémes;
la classe des fonctions exponentielles: {z — 2° | k € N} ;

la classe des fonctions doublement exponentielles: {z — 92" |
ke N};
— la classe des fonctions tours: {z — exp.,(z + k) | k € N}.

|

Nous prenons maintenant en compte le fait que l'on effectue les
calcul sur une sous-algebre de la signature. Nous supposons donc que
I’on dispose d’une algébre de constructeurs A incluse dans la signature.

Proposition 3.1.11. Etant donné une classe C de fonctions qui cap-
ture les polyndmes, supposons que nous disposons d’une fonction ¢ €
C telle que pour tout terme t € 7 (A), nous avons l'inégalité: [t] <
#(|t]). Alors, il existe une fonction ¢’ € C telle que pour tout n-uplet
(t1,--+ ;tn) € T(A) et tout symbole f, on a

(i) [F(t1ste, - tn)] < &'(|t1,... ;tn]). En conséquence de quoi, la
longueur de dérivation est bornée par ¢’ ;
(11) si f(tht?y T ,tn):’R'U; alors |’U| < ¢l(|t17 s >t‘ﬂ|)‘

Démonstration. (i) est une conséquence immédiate du concept de
classe de fonctions polynémes-capturante. (ii) est une conséquence
immédiate de (i) et de la proposition 3.1.9. a

3.2 Classification des systémes de réécriture

Pour classifier les systémes de réécriture, nous rangeons les poly-
némes suivant trois catégories. A cela, nous ajoutons une classe pour
I’exponentielle.
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Définition 3.2.1. Une fonction P(z1,--- ,zn) est dite de
genre 0 si P est un polyndme de la forme 37 | z; +b;
genre 1 si P est un polyndéme de degré égal & 1 en toutes les va-
riables;
genre 2 si P est un polyndéme;
genre 3 si P est une fonction de la forme Q(z1, - ,2x,2%%,- -+ ,2°7)
ol @ est un polyndme.
Cette définition classe toutes les fonctions que nous utilisons pour
les interprétations. Notons toutefois que si une interprétation est de
genre %, elle est de genre j pour tout j < 4.

Définition 3.2.2 (Classification des systémes). Un systéme

de réécriture (R,AF, f,inp,out,[]) est dit de genre A(z) (7 € {0,1,2}) si
I'interprétation est polynomiale et si tout symbole de A est de genre .
Le systéme est dit de genre A(3) si 'interprétation est exponentielle.
Un systeéme de genre A(4) qui de surcroit est confluent est dit de type
I1(). Par extension, une fonction sur une algébre A est dite de genre
A(z) (resp. II(7)) si elle est calculée par un systéme de réécriture de
genre A(Z) (resp. II(7)).

Exemple 3.2.3. Etant donné P'algbre de calcul Nat = {0,s}, nous
considérons le systéme de réécriture suivant. Prenons comme algébre
de constructeurs ’ensemble {s,q,0} et ajoutons les symboles {+, x ,E}
avec ar(0) = 0, ar(s) = ar(q) = ar(E) = 1 et ar(+) = ar(x) = 2.
Nous considérons le systéme de réécriture composé des régles:

O+y — y se+y — s(z+y)
Oxy — O stxy — y+(zxy)
E(0) — s(0) E(gz) — E(z)+E(z)

A ce systéme, nous pouvons attribuer une interprétation polyno-
miale :

0 =1 [+(zy) = 2z+y

[s)() = =z+1 [(X)(zy) = 3azy
(z) = 3z+3 [E](z) z+3
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En observant que le systéme de réécriture est confluent, nous pou-
vons noter que:

~ la fonction produit (n,m) — nm est calculée par x. On choi-
sit pour cela inp = out comme étant les identités de Nat. La
fonction produit est donc dans I1(0);

- la fonction exponentielle n ~ 2" est calculée par E. On remarque
pour cela que E(¢™(0)) — s* (0). Nous choisissons alors :

inp: Nat 0,s,q} out : Nat 0,s,9}

- | - {
0 — O 0 — O
s — q 5 = s

L’exponentielle est donc une fonction II(1).

En fait, et c’est un résultat de Cichon et Lescanne [CL92], on ne
peut pas trouver de systéme de réécriture qui calcule ’exponentielle
et pour lequel le codage d’entrée est égal au codage de sortie. La
raison est que pour de tels systémes, la taille du résultat est bornée
polynomialement par celle des entrées.

Exemple 3.2.4. En reprenant le systéme présenté en 1.4.18, nous
pouvons observer que la recherche du plus long sous-mot d’un en-
semble fini de mots est une fonction A(0). En effet, le systéme admet
Iinterprétation polynomiale :

(@) =2+ 1 W@ =5z  E@=s+1
blzy=z+1 [fl(z) = 2= [sous](z) = 5z + 2
[{@y) =z +y+1 [d(z) = 22

Théoréme 3.2.4.1 (Hiérarchie des systémes de réécriture).
Les classes de systémes de réécriture constituent une hiérarchie en
termes de complexité échelonnée comme suit:
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Classes de Systémes de Classes de Systémes de
complexité réécriture complezité réécriture

PTIME I1(0) NPTIME A(0)

ETIME II(1) NETIME A1)

E2TIME I1(2) NE,TIME A(2)

TIME(exXpo, (n + k)) I1(3) NTIME(expy, (n + k)) A(3)

Remarque 3.2.5. Premiérement, observons que d’apres le théoreme,
la recherche du plus long sous-mot d’un ensemble de mots est dans
NPTIME, le produit est dans PTIME et ’exponentielle dans ETIME.

Deuxiémement, comme nous en avions déja fait la remarque, le
déterminisme de la machine de Turing correspond a la propriété de
confluence du systéme de réécriture. Nous ne ferons les preuves d’équi-
valence que pour les systémes déterministes, mais les preuves pour les
cas non déterministes s’en déduisent immédiatement.

D’autre part, du fait que NTME(C(n)) C TiME(kC™), nous pou-

vons immédiatement déduire I’égalité entre les classes : TIME(O(exp,, (n+

k)) = NTIME(O(exp., (n + k)). En conséquence de quoi, les fonctions
de A(3) sont également dans I1(3).

Enfin, notons que cette hiérarchie peut étre étendue en enrichis-
sant le champ des interprétations a des fonctions plus grandes que
Pexponentielle ; une telle extension est suggérée par Hofbauer dans sa
these [Hof92a].

Les deux sous-sections suivantes sont consacrées 3 la preuve du
théoreme.

3.2.1 Bornes sur la longueur de dérivation et la taille
des termes
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Proposition 3.2.6 (Lemme fondamental). Etant donné un sys-
téme de réécriture (R,AF,f,[]), il existe ¢ € N tel que pour tout
teT(A):

[t] < c.lt] si le systeme est A{0) (ou II(0));

t] < 2% si le systeéme est A(1) (ou II(1));

0.

L [1]

2. [t] < 22" i le systéme est A(2) (ou I1(2));

3. [t] € expoo (|t} + ¢) si le systéme est A(3) (ou II(3)).
Démonstration. Notons tout d’abord que les interprétations sont tou-
jours strictement positives. Pour cette raison, pour toutes les inégalités
qui suivent, nous ferons I’hypothése que les variables sont strictement
positives. Avant d’entamer la démonstration proprement dite, nous
montrons le lemme suivant qui nous servira pour les interprétations
exponentielles.

Lemme 3.2.7. Pour tout k > 2, nous définissons la fonction ¢(k,n)
par:
t(k0) = 1
tkn+1) = 2k

Nous avons 'inégalité :
t(k,n) < exp,(2k +n)
Preuve du lemme. Nous écrivons pour tout m < n:

.2umt(k,n—m)
c m étages
t(kn) = 22

Nous avons 41 = k et um+1 = k + log(um)/2F pour m < n. Nous
observons que
2un
2.'. n étages
t(kn) =2

Il suffit alors de vérifier que pour tout m, u, < 2k. On conclut en
notant que un < exp.,(2k). a
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0. Supposons que le systéme soit A(0) ; nous écrivons les interpré-
tations des constructeurs comme suit: [g](z1,- - ,Zn,) = by +
S°08. z;. I suffit alors de prendre ¢ = maxgeca(by +ng). L'inéga-
lité vient par induction sur les termes.

1. Si le systéme est A(1), nous pouvons écrire les polynémes de
I’algeébre de constructeurs sous la forme

lg9](z1,22, - ,@n) = by + Z ar, H Ts

IsC{l.ng} i€l

Notons m = maxgea 1, c{1..n,3{@1,,b¢). Nous pouvons alors ob-
server que:

[g](ft1,1‘2,--- ax") < m(1+2nH?=1 IEi)

< m2MTHT, =)

En écrivant ¢ = log(m) maxgea(ng + 1), nous montrons par in-
duction que [t] < 2¢1* Tout d’abord, 'inégalité est vraie pour

les constantes. Supposons maintenant que t = g(t1,-- - ,t,), nous
avons alors :
[9(ts, - ta)] = lgl([ta], - - [ta])

m.2Met DT[] d’apres linégalité ci-dessus
<m2MetDTT™ 2l par induction

< oe(1+2270y 18]

Z gelalts e o)l

NIN

2. Si le systéme est A(2), nous pouvons écrire les polyndémes sous
la forme:

[g)(z1,m2, - @n) =bg+ > ar, [[ =

IgC{l.ng} <€l

Des lors, en écrivant B = maxgeaicr, (8:) et m = maXges 1, c{1..ng}(01,,0q),
nous avons:

"
[g](l'l,l'2, T ,Zn) S m'2n+1' H:E?

=1
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Nous posons ¢ = max(log(m) maxgea(ng + 1),B,2). Nous procé-
dons par induction. Notons que 'inégalité [t] < 22" o5t réalisée
pour les constantes. Supposons maintenant que t = g(t1,- - - ,tn),
nous avons :

lg(t1, -+ ta)] < m2mtL ;%ll[ti]B d’aprés I'inégalité ci-dessus
< getedin 27 par induction
g eltil ., .
< geteti=t par convexité de ’exponentielle
c(L+ 7y 14
< 22 =1 car 2¢ < 2°
< 2QCIg(h ata)]

3. Supposons que le systéme est A(3). Les interprétations des construc-
teurs sont de la forme:

[g](:El, ’xn) = P(xl,.., 7In,2117"' ,an)

Comme Pexponentielle domine les polynémes, il existe une constante
¢ telle que
[g)(z1,- -+ smn) < 27T ™

On choisit plus précisément ¢ en sorte que
(a) ¢>1,

(b) l'inégalité précédente soit vraie pour tous les symboles construc-
teurs,

(c) pour toutes les constantes [f] < c.
On montre par induction que [t] < t(c,]t]). L’égalité est réalisée
pour les constantes. Pour un terme f(t), on a

[F(®)] 71D

2¢ Ti=g teits)
get(e, iy 1t:])

t(e,| £ (D)

Le lemme 3.2.7 permet alors de conclure: [t] < exp_ (|t| + 2¢).

ININ A

|
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Proposition 3.2.8 (Simulation des systémes de réécriture). Etant
donné une classe de fonctions C qui capture les polynémes et une
fonction ¢ de cette classe, si un systéme de réécriture vérifie les deux
hypotheses suivantes:

~ la longueur de dérivation des termes est bornée par ¢,
— la taille des termes obtenus dans la dérivation est bornée par ¢,

alors, il existe une fonction ¢’ dans C et une machine de Turing qui
travaille en temps borné par ¢’ et qui simule le systéme de réécriture.

Démonstration. Premiérement, eu égard au fait que la classe de fonc-
tions C capture les polynémes, nous pouvons choisir notre modele de
machine de Turing. En effet, les simulations d’un type de machine par
un autre sont (toujours) polynomiales. (En particulier, le passage du
modéle & deux rubans au modeéle & un ruban est quadratique).

Nous utilisons donc une machine & deux piles, la premiére (dite
principale) code le terme, la seconde sert pour compter les paren-
theéses; enfin I'état de la machine indique la tiche courante: recon-
naissance d’un redex, réécriture d’un redex, etc. Pour coder les termes,
nous utilisons I’alphabet de ’algébre et ajoutons les parenthéses pour
écrire les termes en notation polonaise. Ainsi, le terme f(zx,y) sera écrit
sur le ruban f(z)(y). Notons que la taille de ce codage est bornée li-
néairement par rapport a la taille du terme. Ensuite, pour marquer les
symboles des redex, nous utilisons une copie de 'algébre: les lettres
primées sont celles qui font partie d’un redex. Ainsi, le terme s(0) + 0
de lexemple 3.2.3 sera noté sur le ruban +'(s(0))(0’) (aprés avoir
reconnu le redex). L’intérét d’utiliser une deuxiéme pile est que la re-
cherche d’un sous-terme se fait alors en temps linéaire : en empilant
les parenthéses rencontrées, on peut savoir dans quelle partie du terme
on se trouve.

Nous faisons ici I'hypothése qu’il n’y a pas de stratégie dans la
réduction pour le systéme de réécriture comme c’est le cas pour notre
sémantique des calculs (& l’aide de systémes confluents ou non). Nous
décrivons ici l'algorithme pour les systémes confluents; la machine
correspondant aux systémes non confluents est trés semblable et nous
laissons le lecteur adapter lui-méme la description ci-dessous.

L’alphabet de la machine de Turing qui simule le systéme de ré-
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écriture est donc £ = A U A" U {(,)}. L algorithme est en clair:

entrée(terme t); tant qu’il y a des redex sur le ruban
faire
chercher un redex;
réécrire le redex;
fintantque
retourner le ruban principal;
fin.

Réécrire le redex se fait en temps linéaire; pour ce qui est de la
procédure de recherche, ’algorithme est :

chercher un redex(terme t)
caractére-courant := racine(t);
trouve-redex := faux;
tant que ((caractére-courant s# caractére-final) et
(trouve-redex = faux)) faire
pour chaque régle de [ — r € R faire
si le caractére-courant est téte de redex
pour la régle [ — 7
alors
primer tous les caractéres du
redex;
trouve-redex := vrai;
fsi
si (trouve-redex = faux) alors
caractere-courant := caractere-suivant;
finpour
fintantque
fin.

La vérification qu’un caractére est bien la téte d’un redex pour la
regle | — r se fait par simple unification symbole par symbole, donc
en temps linéaire en la taille du ruban.

Par conséquent, la complexité de la recherche d’un redex peut étre
estimée 3 |R| * n *n = O(n?) ol n est la longueur de lentrée; en
outre, la recherche nécessite n cases sur le deuxiéme ruban pour la
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vérification que le caractére courant est la téte d’un redex. A cela, il
faut rajouter O(n) étapes pour la réécriture des redex. Par conséquent,
chaque étape demande un temps de O(n?) et un espace O(n). La
simulation compléte d’une dérivation prend donc de l'ordre de ¢(n) =
#(n)? oll n est la longueur de la chaine initiale. Comme C capture les
polynémes, il existe une fonction ¢’ qui capture la fonction ¢(n)3 et,
par 14 méme, qui borne le temps (et I'espace) de calcul de la machine.

O

Corollaire 3.2.9. En se rappelant la proposition 3.2.6, nous dédui-
sons que les fonctions calculées par des systémes de réécriture I1(z) et
A(i) sont inclus dans les classes énoncées dans le théoreme 3.2.4.1.

3.2.2 Simulation des machines de Turing par la réécri-
ture

Afin de rendre plus modulaire la simulation des machines par la
réécriture, nous nous proposons de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.2.10 (Lemme de composition faible). Supposons que
la fonction ¢ : A™ — A soit calculée par un systéme de réécri-
ture (R:,A¢,F:, fi,[):,inp,;,out;) dans A(Z) (respectivement II(7)) pour
i € {0,1,2} et que la fonction v : A™*! — A soit calculée par un sys-
téme (R,AF,f,[],inp,out) dans A(0) (resp. II(0)). Alors, il existe un
systeme (R',A'F,f',[|’,inp’,out’) dans A(7) (resp. II(3)) qui calcule
la fonction composée

Wod: AT LA
(t17t27 e ,tn+m) L ¢(¢(t17 T 7tn)7tn+17tn+m)

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que
les signatures A;,F;, A F sont disjointes deux & deux. Nous construi-
sons le systéme de réécriture suivant. Prenons A’ = AUA; et F/ =
FUF; U{Tr,f'}. Le point clef est de transformer le résultat du calcul de
fi en son correspondant dans le systéme R. Pour cela, nous utilisons
le nouveau symbole Tr avec les régles de réécriture:

Tr(g(t1,- -+ ,tn)) — (inp o out] V)(g)(Tr(t1), - - ,Tr(tn))
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pour chaque symbole de A; dans I'image de out.

Pour donner une interprétation au symbole Tr, nous écrivons tout
d’abord les polyndmes [g] pour g € A sous la forme [g](z1, -+ ,zn,) =
by+ 3502, ;. Nous posons ¢ = maxgea(ng +by). Nous observons alors
qu’en prenant [Tr](z) = cz + 1, U'interprétation respecte les régles
ci-dessus. En effet:

[Tr(g(tlv cr 7tn))] = C[bg] + CZ?zl[ti] +1
>c+ cE?:l[ti]
>n+ b(inpoouti_l)(g) + 3o [td]
> [(1mp 0 out; )()(Tx(tr), - Te(ta))]

Enfin, il faut ajouter une régle pour initier le calcul:

forme, - @nim) = F(Te(fi(@1, - Zn)) Trt1, o Tatm)
pour laquelle nous prenons

f(@1,z2, - ngm) = [F(T(fil@1, - Zn)) Trt1,  Cngm)] + 1
Les autres interprétations restent inchangées. d

Nous nous attachons maintenant a la simulation des machines de
Turing par les systémes de réécriture proprement dite. Le principe
global est de faire la simulation de la machine de Turing relativement &
un compteur que nous appelons horloge : pour chaque transition, nous
faisons décroitre ’horloge d’une unité ; ceci nous permet de donner une
preuve de terminaison par interprétation polynomiale au systéme de
réécriture.

La proposition 3.2.11 décrit la simulation de chaque transition (re-
lativement & ’horloge). La proposition 3.2.12 montre comment construire
une horloge de taille suffisante pour que la simulation de la machine
puisse étre entiérement accomplie.
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Proposition 38.2.11. Soit une machine de Turing M = (L,Q,q0,q5,0 :
L xQxLxQx{—,0,+}) qui calcule une fonction ¢ : A" — A en
un temps donné par t(n) ol n est la taille des entrées. Nous pouvons
construire un systéme de réécriture dans II(0) (si la machine est dé-
terministe) ou dans A(0) (si la machine ne l’est pas) qui calcule la
fonction donnée par :

¢ :Nat x A" — A
Mt1, - ot @t Jtn)  Sim > Bt tal

(la constante 5 est un artifice technique qui sera expliqué plus
tard).

Démonstration. Nous faisons la preuve pour les machines non déter-
ministes. Le cas des machines déterministes est trés similaire. Nous
choisissons comme algébre de constructeurs A = L U {s,e}. Les sym-
boles sont d’arité 1 sauf ¢ qui est une constante. En plus de cela, nous
avons besoin des symboles F = QU{f}. Le symbole f est unaire tandis
que les symboles ¢ € @) sont ternaires.

Une configuration de la machine de Turing:

q

Y

a ] - |-

E #

ai

az

ki

est représentée par le terme:

Q(tva‘jaj—l e 0.1#6,0.j+1 o am#e)

Le premier sous-terme « t » est utilisé pour assurer la terminai-
son du systeme. Il n’a pas proprement dit de réle calculatoire. Nous
introduisons les regles de réécriture qui simulent les transitions:

q(s(®),a1(wi),w2) — ¢'(¢,ah(w1),w2) si 8(a1,9) = (a1,¢’,0)
q(s(t),a1(wr),a2(w2)) — ¢'(taz(ar(wi)),w2) sidlai,g) = (al, g, + 1)
q(s(t),ar(wi)wz) — ¢ (t,wi,ai(ws)) si 8(a1,9) = (al,q', — 1)
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Les régles qui gérent le bord du ruban:

a(s(t).ew2) — ¢ (t,#(e),w2) 3.1)
a(s()wre) — ¢ (twi,#(e)) (3.2)

g(s(t),a1(e)w2) — ¢ (t.4#(e),a1(w2)) si (g,01,4 01, — 1) € @.3)

Une régle initie le calcul :

ft01(w)) — go(t,a1(€)w)

Et pour terminer le calcul:

g5 (s(t),a1(wi),w2) —  gr(twiai(wz)) (3.4)

qf(s(t)7€7w2) - w2 (35)

En observant les régles ci-dessus, nous pouvons remarquer que le
systéme simule la machine de Turing pendant un temps déterminé
par le premier argument. Dés lors, il nous suffira de « brancher » un
nombre suffisant de « s » pour simuler la machine. La constante 5
introduite plus haut s’explique maintenant. Elle sert & prendre en
compte 'ajout de nouvelles lettres sur le ruban par les regles 3.1, 3.2,
3.3, 3.4 et 3.5 dont le nombre d’applications est borné par t(n). Nous
sommes par conséquent assurés que si le premier argument vaut m
avec m > 5lt1,--- tn|, la simulation sera menée jusqu’au bout du
calcul.

Les morphismes de codage sont tout simplement les identités. Il ne
reste plus qu’a donner une interprétation aux symboles. Nous prenons :

sz)=z+1 =1
[gltzy) =3t+z+y [as)(@) =z +1
Fltx)=3t+xz+4
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Proposition 3.2.12.

0.

Pour tout polyndéme P donné, la fonction n — P(n) est dans
IT(0) (et donc a fortiori dans A(0));

. pour tout ¢ € N, la fonction n — 25" est dans II(1) (et A(1));
. pour tout ¢ € N, la fonction n — 22" est dans I1(2) (et A(2));
. pour tout ¢ € N, la fonction n — exp.,(n + ¢) est dans [1(3) (et

A(3)).

Démonstration.

0.

Dans 'exemple 3.2.3, nous avons vu que lon pouvait définir I’ad-
dition et la multiplication ; en les composant (ce qui est possible
d’apres le lemme de composition faible 3.2.10), nous obtenons
les polynémes. Les morphismes de codage sont l’identité.

. Pour Pexponentielle, nous rajoutons le symbole C au systéme

de réécriture de 'exemple 3.2.3 et les regles:
C(0)—0
Clgz) — qla(---q(C(2)))
—_—
c fois g

Nous disposons d’une interprétation pour C':

[C)(z) =g} o---olg)(z) +1
—_————

c fois [q]

L’exponentielle est alors calculée par le symbole 2° pour lequel
on introduit la régle 2°(z) — E(C(x)) ; une interprétation de 2¢
est: [2°)(z) = [E(C(z))] + 1.

Les morphismes de codage sont :

inp: Nat 0,s,9} out : Nat 0,s,q}

- { —
0 — 0 0 —
s = g s

w O
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2. Pour la double exponentielle, nous utilisons également le sym-
bole C et le systéme de lexemple 3.2.3. Nous y ajoutons un
symbole DE, unaire, et les deux regles:

DE(0) — s(s(0))
DE(gz) — DE(z) x DE(z)

Cette fois-ci, 'interprétation polynomiale est:
DE|(z) =z +3 [q)(z) =3(z +3)%+1

Les interprétations des autres symboles restent inchangées (le
lecteur scrupuleux remarquera toutefois que l'interprétation de
C dépend de celle de g). Les morphismes de codage sont ceux
du cas 1.

3. Pour les tours, nous rajoutons au systéme 3.2.3 un symbole
constructeur r, un symbole Tr de traduction et le symbole .
qui calcule la tour (en partant de la constante c). Les régles sont
les suivantes:

r(0) — O t(0) — sPee(I(Q)
Tr(sz) — qTr(z) te(rz) — E(Tr(t.(z)))

Nous avons pour ce systéme l'interprétation (exponentielle):

ri(e) = 3749 1 3 [re(z)] = 3°
t)x) = &+ expo () + 1

Les morphismes de codage sont ceux du cas 1.

a

Corollaire 3.2.18. Nous déduisons du lemme 3.2.10 et de la propo-
sition 3.2.12 les quatre inclusions suivantes:
0. les fonctions définies par des machines dans PTIME (resp. NPTIME)
sont dans [Io (resp. Ao);
1. les fonctions définies par des machines dans ETIME (resp. NETIME)
sont dans I1; (resp. A;);
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2. les fonctions définies par des machines dans E2TIME (resp. NE2TIME)
sont dans IIp (resp. Az);

3. les fonctions définies par des machines dans TIME(exp., (n + ¢))
(resp. NTIME(exp.,(n + ¢))) sont dans IIs (resp. Az);

3.3 Tentative de caractérisations en espace

Dans cette section, nous raffinons les résultats de la section pré-
cédente en étudiant le comportement des systémes relativement au
genre des interprétations des symboles de sortie. En effet, jusque-la,
nous n’avons pris en compte que 'interprétation des données. En nous
appuyant sur la stratification des polynémes, nous pouvons observer
un lien entre les classes de complexité en espace et les preuves par
interprétation polynomiale. Mais pour cela, il est nécessaire de se res-
treindre aux fonctions définies sur les mots. En effet, il n’y a pas de cor-
respondance intéressante (en termes de complexité) entre la taille des
termes et leur interprétation polynomiale, comme le montre 'exemple
ci-dessous.

Exemple 3.3.1. Soit la signature A = {0,x} avec ar(0) = 0 et
ar(x) = 2. Choisissons I'interprétation comme étant [0] = 1 et [*](z,y) =
2z + y. Considérons alors les termes:

ag = 0 bo = 0
An41 = *(O,an) bn+1 = *(bn,O)

Nous avons:

fanl= 241 =|an]|
[bn] — 2n+1 -1 = 2|bn|/2+1/2 1

Or, et nous le verrons en détail par la suite, il existe un lien di-
rect entre l'interprétation et la taille dans le cas des mots. Nous nous
restreignons donc au cas ou les constructeurs sont unaires (ou des
constantes), leurs interprétations consistent donc en des polynémes &
0 ou 1 variable.
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Définition 3.3.2. Nous disons d’un systéme de réécriture (R,AF,f,[],inp,out)
qu'il est A(i,5) (ot j < ¢ < 2) si les constructeurs dans inp(.A) sont

de genre au plus 7 et si les constructeurs dans out(.4) sont de genre

au moins j. I1(4,5) est la classe des systemes dans A(%,5) qui de sur-

croit sont confluents. Par extension, nous disons qu’une fonction est

de genre A(4,7) (resp. II(¢,7)) si elle est calculée par un systéme de

genre A(7,7) (resp. II(%,5)). Dans la suite de la section, nous ne nous
intéressons qu’aux cas ou j > 0 qui seuls n’ont pas été étudiés.

Proposition 3.3.3. Nous pouvons donner quelques bornes sur la crois-
sance des fonctions calculées par des systémes dans A(4,5).
— si ¢ est dans A(4,2) (avec ¢ € {1,2}), alors il existe une constante
c telle que |¢(t1, - - tn)| S Cft1, ... tnl;
— si ¢ est dans A(2,1), alors il existe une constante c telle que
I¢(t17 . t'n)l S 2c|t1,... ,tn|.

La preuve se trouve en filigrane dans l'article de Cichon et Les-
canne [CL92]. Elle repose essentiellement sur le lemme suivant :

Lemme 3.3.4. Etant donné une algébre A d’un systéme de réécriture
(R,AF,f,inp,out,[]), il existe une constante d € N telle que pour tout
terme t € T (out(A)),

- 241t1 < [t] si le systeme est A(1,1);

— 24t < [¢] si le systéme est A(2,1);

-2 < [t] si le systéme est A(2,2).
La preuve est trés similaire a celle de la proposition 3.2.6 ; il suffit de
changer le sens des inégalités et max en min.

Preuve de la proposition 3.8.3. Pour simplifier, nous supposons que
le symbole de calcul f du systéme de réécriture est unaire. Le lecteur
adaptera facilement la preuve au cas général. Nous supposons donc
que nous diposons d’une dérivation f(t)—!mt’ out € inp(A) et t' €
out(A4).
1. Pour un systéme dans A(1,1), d’apres le lemme précédent et la
proposition 3.2.6, nous avons les inégalités : odlt’| << <
2¢*l En prenant le logarithme, il vient: |t'| < cltl;
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2. pour un systéme dans A(2,2), nous procédons de méme : g2i*l

clt| - ’ c
[t'] <[] <22 . On obtient alors: [t'| < £l¢[;

3. pour un systéme dans A(2,1), 291 < [¢'] < [f] < 22" Do

I'on conclut: || < 21”

O

Nous pourrions alors imaginer utiliser ces bornes en espace pour
caractériser les systémes de réécritures. Par exemple, nous allons voir
que les systémes A(1,1) calculent les fonctions de LINSPACE. Toute-
fois, nous ne pouvons pas espérer de caractérisation des modeéles en
termes d’algorithmes comme dans la section précédente mais seule-
ment des caractérisations extentionnelles des fonctions. L’exemple sui-
vant montre le cas d’un systéme dans A(1,1) pour lequel il est néces-
saire de passer par certains termes de taille exponentielle au cours de
la normalisation. En conséquence de quoi, nous ne pouvons simuler
directement le systéme par une machine dans LINSPACE.

Exemple 3.3.5. Prenons A = Nat et F = {f,g,h,a,b} avec ar(f) =
ar(g) = ar(h) =1 et ar(a) = ar(b) = 2. Les régles sont :

flz) — h(g(z))
g(s(z)) — a(g(z),9(x)) g(0) — 5(0,0)
h(b(z,x)) — O a(b(z,x),b(z,x)) — bb(z,z)b(z,z))

pour lesquelles nous disposons de l'interprétation polynomiale dans
A(L,1):

o = 1 fe) = z+2
[s](xz) = 246 [al(zy) = z+y+1
hl(z) = z+1 blzy) = z+y

(z) = [R(g(z)]+1
Le systeme calcule la fonction n +— 0, fonction qui est dans LINSPACE.

Pourtant, nous ne pouvons pas simuler le systéme par une machine
de Turing dans LINSPACGE car la dérivation de tout terme f(n) passe
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(pour chacune des branches de la dérivation) par le terme h(t,) de
taille exponentielle ou t,, est défini par récurrence:

to = 0
b(tn,tn)

tn+1

Théoréme 3.3.5.1.
Nous avons les inclusions suivantes :

- Linspace C II(1,1),
- LinspacE C I1(2,2),
- Espace C II(2,1).

De maniére analogue, pour les systémes non déterministes :

- NLinspace C A(1,1),
- NLinsPacE C A(2,2),
- NEspacE C A(2,1).

3.3.1 Simulation des machines de Turing

Comme dans la section précédente, pour simuler une machine de
Turing, nous procédons en deux étapes. Nous construisons d’abord un
systéme de réécriture qui simule les transitions de la machine relati-
vement & deux parametres qui correspondent au temps et & l'espace.
Ces deux compteurs vont décroitre pendant la simulation, la deuxiéme
tache consiste donc a construire des compteurs suffisamment grands
pour que la simulation puisse étre achevée.

Nous supposons donc disposer d’une machine de Turing M =
(L,Q,90,95,0 : L x Q@ x L x Q@ x {—,0,+}); nous supposons en outre
qu’elle travaille sur un ruban unilatére infini. (Cette restriction ne pose
pas de probléme eu égard au fait que nous ne considérons que des
classes de complexité plus grandes que LINSPACE cf. [HU79]). Nous
ne supposons pas la machine déterministe; le lecteur n’aura pas de
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mal & adapter la preuve pour le cas des machines déterministes. Les
configurations sont représentées par un terme du genre:

DT1T2 - TP - F#Hgss- - s(e)

La partie z1x2 - - - T, représente le ruban, la partie ## - - - # sert de
tampon pour contrdler 'espace utile & la machine, ¢ est ’état courant
et la partie ss- - - s décompte les transitions, on appelle cette derniére
partie, ’horloge de la machine. §

La signature est ZUEUQUS\QUEVQ U%U{e,s}. Les symboles sont
tous unaires sauf € qui est une constante. L’ensemble des symboles Lg
est composé des lettres dy ol a € ¥ et ¢ € Q. Les autres ensembles
E,EAQ, --- sont définis de maniére similaire.

Nous introduisons les régles qui simulent les transitions de la ma-
chine de Turing:

Déplace l'information :

agqs — dgd Agrb — aby
~ - ~ ’
bdy — bga Gqqs — ag

Opére la transition :

_ E‘ia’;’ si (b7q7bl7q/7_) S s
cbdy, — ¢ cbay si (b,g,b',g',0) €6
cb'E;/ si (b,g,b',¢',+) €6
ola,b cel.
Termine les calculs:
Ea;f — ba grx — €

Chaque transition « consomme » deux symboles s. Si le nombre de
symboles s de 'horloge est supérieur a deux fois le temps de 'exécution
et que le tampon est de taille suffisante, nous sommes assurés que la
forme normale du systéme est le résultat du calcul de la machine. Il ne
reste maintenant qu’a construire les termes initiaux, avec un tampon
et une horloge suffisamment longs. Pour LINSPACE, nous obtenons des
preuves dans A(1,1) et A(2,2); pour ESPACE, nous disposons d’une
preuve dans A(2,1).
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Simulation de LINSPACE

Supposons que la machine & simuler soit dans LINSPACE. 11 existe
donc une constante c telle que le calcul utilise moins de ¢n cellules ou
n est la taille de l'entrée ; il existe également une constante k telle que
le calcul prend moins de 25" étapes. Il ne reste donc qu’a construire
le terme initial, avec un tampon de taille en et une horloge de taille
2% Nous rajoutons au systéme présenté ci-dessus les symboles & U
Y u{f,g.EH AR}

Un premier groupe de regles produit le terme:

b1 T, AEE---ERMHH---H f(e)
—_— ——

en fois E kn fois H
g—>Alf Ha' — a’'H Ea' — o'E
fa—dE°HFf HE — EH
ME — Fl W — oM Ad — aA

Le deuxiéme groupe transforme les lettres E et H pour le tampon
et I’horloge :

fe — se Hs — ssH ERs — #s A# — #HA
He— ¢ E# — #4 As — gos

En se rappelant ’exemple 1.4.7, on constate que le systéme précé-
dent produit le terme:

—_—

en fois ¢  2F™ fois s

>$1$2"'3«”n##"'#q SS"'S(G)
——r

Pour une interprétation dans A(1,1), nous prenons:
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=1 [a](z) = 2(z + 2) [@l(z) =2(z + 2)
[s)(z) == +2 [ag](z) = 2(z + 1) [@y)(z) =2(z+ 1)
g(z)=z+1 [dq](z) = 2(x +3) [a](z) = 3(z + 1)
(fl(z) =2 +3 [a)(z) = ['}([E°H" f}(=))

[9)(z) = [>AMS](z) + 1 (H](z) = 3z [E](z) = 3z + 2
[A)(z) = (z + 1)? W)(z) =3z +1

Pour une interprétation dans A(2,2), nous prenons:

(=1 [a)(z) = (= + 2)° [@(z) = (z +2)°
sl(z)=z+2 ayi(z) = (z+ 1) [@g)(z) = (z+1)°
g(z) =z +1 dg)(z) = (z + 3)° [@)(z) = (z +4)

)
gl(z) = [>alf](z) + 1 H)(z) = (z+ 1) [E](z) = (z +3)*

[
[
—z+3 [a](2) = ['|((E°H* f](2))
[
Al(z) = (z+1)° W)(z) = (z+2)°

Simulation de ESPACE

Pour la simulation dans ESPACE, nous pouvons supposer sans perte
de généralité que la machine utilise au plus 2°™ cellules et 92*" étapes.
Nous reprenons alors le premier groupe de régles définies pour la simu-
lation dans LINSPACE et nous modifions les régles du deuxiéme groupe
comme suit :

f(e) — sse F(e) — ¢ e+y—y
F(sz) — s((z +z) + Fx) st+y — s(z+y)
Es —s Ells — #s A# — H#A

E# — ##FE As — qos
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En se rappelant 'exemple 3.1.6, nous pouvons observer que le sys-
téme produit le terme voulu:

DxiT2- Tn FHH - -Hq 55 3(6)
N———

2¢n fois # sz71 fois s

Il ne nous reste plus qu’a donner une interprétation polynomiale

dans A(2,1):
=1 (a)(z) = 2z +2) [a)(z) = 2(z +2)
[si(e) = = +2 lay)(@) = 2(z + 1) [Gy](@) = 2(z + )]
lg(z) =z +1 [da](z) = 2(z + 3) [@)(z) = (= +4)°
(fl(z) ==z+5 [8)(z) = [@|([E°H* f)(=))
lg](z) = [>AMf](z) + 1 [Hi(z.y) =2z +y [H](z) = (z+1)°
[E](z) = (= +3)° (a](z) = 2(z + 1) M](2) = (z +2)°

3.3.2 Les inclusions sont-elles réciproques?

Probléme ouvert 3.3.5.1. Nous avons montré les inclusions dans
un sens en stmulant les machines par des systémes de réécriture. La
réciproque reste un probléme ouvert.

Remarque 3.3.6. Néanmoins, voici une piste de travail pour mon-
trer les inclusions de II(1,1) et II(2,2) dans LINSPACE. Supposons
qu’une fonction ¢ soit calculée par un systéme dans II(1,1) (resp.
I1(2,2)). Nous disposons de deux informations sur la fonction : elle est
calculée dans ETIME (resp. dans E;TIME) et elle est bornée polyno-
mialement (sa taille étant bornée linéairement). Elle est donc récursive
primitive et bornée par une fonction dans &;.

Or, pour n > 2, nous savons que si f est une fonction récursive
primitive et que si f < g ot g € &,, alors f € £,. Pour n = 2, le
probléme reste ouvert. Si la propriété est vraie méme dans ce cas,
nous avons alors l'inclusion inverse (II(1,1) C LiNSPACE).
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Remarque 3.3.7. Voici un deuxiéme point de vue. Restreignons-
nous aux problémes de décision. Si II(1,1) C LINSPACE (la remarque

est également valable pour I1(2,2)), nous avons alors I’égalité D(LINSPACE)

= D(ETIME) (nous rajoutons un « D » pour indiquer que nous ne
considérons que des problémes de déciston). En effet, prenons un
probléme de décision dans D(ETIME), d’aprés le théoréme 3.2.4.1,
il peut étre calculé par un systéme de réécriture dans II(1). Mais
comme il s’agit d’un probléme de décision, les formes normales sont
des constantes. Par conséquent, le systéme est dans I1(1,1), ¢’est-a-dire
dans LINSPACE.

3.4 Caractérisations en espace

Pour obtenir des caractérisations en espace des systémes de ré-
écriture, il nous parait beaucoup plus fructueux de ne pas considérer
les interprétations polynomiales comme des preuves de terminaison
(qui concerne plus le temps que I’espace) mais comme un moyen de
controler la taille des termes.

Dans cette section, nous développons cette idée, ce qui nous per-
met de définir une hiérarchie de fonctions paralléle & celle du théo-
réme 3.2.4.1. Par ailleurs, nous obtenons une caractérisation de 1’es-

pace linéaire.

Définition 3.4.1. Nous disons d’un systéme de réécriture (R,X) qu’il
admet une pseudo-preuve de terminaison par interprétation polyno-
miale s’il existe pour tout symbole g € £ un polynome [g] qui vérifie
les trois premiéres hypotheses de la définition 3.1.1 et la quatriéme en
remplacant 1'inégalité stricte par une inégalité large. Pour toute régle
I — r et toute substitution close o:

llo] 2 [ro]

Par la suite, nous employons ’expression « pseudo-interprétation
polynomiale » (ou plus simplement « pseudo-interprétation ») pour
désigner l'assignation de tels polyndémes & un systéme de réécriture.
Dans cette section, (R,%,[]) dénote un systéme de réécriture muni
d’une pseudo-preuve de terminaison par interprétation polynomiale.
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Exemple 3.4.2. Bien évidemment, une pseudo-preuve de terminai-
son n’assure pas la terminaison du systéme. Il suffit de prendre ¥ =
{e,0} et les deux regles de réécriture:

pour lequelles nous avons linterprétation [o] = |
Nous disposons d’un résultat plus précis:

Théoreme 3.4.2.1.

Le probléme de la terminaison des systémes de réécriture reste indéci-
dable 51 Uon se restreint auz systemes qui admettent une pseudo-preuve
de terminaison par interprétation polynomiale.

Démonstration. Nous nous ramenons a un probléme d’arrét. Pour
cela, nous nous appuyons sur le lemme suivant:

Lemme 8.4.3. La terminaison des machines de Turing déterministes
qui travaillent en espace polynomial (mais qui ne s’arrétent pas néces-
sairement) est indécidable.

Preuve du lemme. Nous procédons par réduction du probléme de cor-
respondance de Post. Etant donné deux suites de mots UL, - Up €t
V1, -+ ,Un, NOus construisons une machine M non déterministe dont
P'une des branches s’arréte uniquement si le probleme de Post a une
solution. La considération d’une telle machine est suffisante, en effet,
du fait du théoréme de Savich, cette machine peut étre simulée par
une machine qui travaille dans I’espace polynomial, qui est détermi-
niste et qui s’arréte uniquement si le probléme de Post a une solution.
Nous reprenons maintenant la description de la machine non déter-
ministe. La machine dispose de deux rubans. Le premier contient les
mots ui, -+ ,Un,V1, - ,Un, le deuxiéme contient la solution courante.
Comme le contenu du premier ruban ne change pas, nous utilisons le
mot ruban pour désigner le deuxieme ruban. Nous notons u le contenu
du ruban dans 'état q. et v dans 'état g,.
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au départ, la machine choisit un mot w; et le stocke sur le ruban;
s’il n’y a pas de mots v; tels que v; est un préfixe de u ou u est
un préfixe de v; ;

s’'il n’y a pas de mots u; tels que u; est un préfixe de v ou v est
un préfixe de u; ;

choisit un mot v; tel que v; est un préfixe propre de u, supprime
a u son préfixe v; et stocke le résultat;

choisit un mot v; tel que u est un préfixe propre de v;, supprime
a v; son préfixe u et stocke le résultat ;

choisit un mot u; tel que u; est un préfixe propre de v, supprime
4 v son préfixe u; et stocke sur;

choisit un mot u; tel que v est un préfixe propre de u;, supprime
a u; son préfixe v et stocke sur;

choisit un mot v; tel que u = v;, passe a I’état succes;
choisit un mot u; tel que v = u; et passe a I’état succes.

O

La suite de ’exposé montre comment simuler une machine de Tu-

ring qui travaille en espace polynomial a ’aide d’un systéme de réécri-
ture qui admet une pseudo-preuve de terminaison. Nous pouvons donc
réduire le probléme de correspondance aux systémes de réécriture. [

Pour la proposition suivante, nous avons besoin de certaines inéga-

lités établies dans les sections 3.1.2 et 3.2.1 qui restent valables pour

les

pseudo-interprétations. Nous ne donnons pas les démonstrations

vu qu’elles sont trés similaires & celles données précedemment.
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Lemme 3.4.4. L’inégalité |¢t| < [t] reste valable pour les pseudo-
interprétations.

Lemme 3.4.5. L’inégalité [t] < 92" (pour un certain k donné dans
la proposition 3.2.8) reste valable pour les pseudo-interprétations po-
lynomiales. Pour les pseudo-interprétations exponentielles, I'inégalité
est [t] < expo (|| + &).

Proposition 3.4.6. Méme si le probléme de la terminaison est in-
décidable en général (théoréme 3.4.2.1), nous disposons d’'un critére
simple qui permet de déterminer la terminaison d’un systéme de ré-
écriture sur les mots (étant donné une pseudo-preuve de terminaison).
Il suffit que pour toute régle [ — r du systéme de réécriture, on ait

[0 #[r].

Démonstration. Le principe de la démonstration est de montrer que
l’on peut trouver un entier M tel que si le systéme ne termine pas,
alors il existe un terme de taille plus petit que M tel que le systéme
ne termine pas pour ce terme. Pour savoir si le systéme termine ou
non, il suffit alors de vérifier pour tous les termes de taille plus petits
que M si le systéme termine ou non.

Tout d’abord, il nous faut observer que si le systéme ne termine
pas, il existe une dérivation (dite cyclique) t1 — t2 — - -, — f1.
Nous nous appuyons alors sur le lemme suivant.

Lemme 3.4.7. 1l existe (et nous le construisons) un entier M tel que
si [t] > M, alors si t=xt’ nous avons [t] > [t'].

Preuve du lemme. Soit R = {l1 — r1,--- ,lx — ri} le systéme de ré-
dm,

écriture. Pour m < &, nous écrivons le polynéme ({im] — [rm])(z) = Z a;

=0

Remarquons que comme ([lm] — [rm])(z) > 0, nous sommes assu-

rés que le coefficient de plus haut degré du polynéme [Im] — [rm] est

positif. En notant A = max{,.<x;ica,,}(al*), nous pouvons faire les
majorations:

m
i

i

T .
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2. linterprétation de tout symbole de A est de genre au plus <.

Un systéme de genre I'(¢) qui est confluent est dit de type O(3).
Par extension, une fonction est dite de genre I'(zZ) (resp. ©(2)) si elle
est calculée par un systéme de genre I'(z) (resp. ©(z)).

Nous avons un théoréme équivalent au théoréme 3.2.4.1 mais pour
des classes de complexité en espace.

Théoréme 3.4.8.1 (Hiérarchie des pseudo-preuves de terminaison).
Les classes de systémes de réécriture disposant d’une pseudo-interprétation
constituent une hiérarchie en termes de complexité échelonnée comme

sutt:

Classes de Systémes de
complexité réécriture
PsPacCE 0(0), I'(0)
EspacE o(1), (1)
E2SPACE 0(2), I'(2)
SpAacE(exp(n+ k)) | ©(3), I'(3)

Remarque 3.4.9. En raison du théoréme de Savitch, il n’y a pas lieu
pour le théoreme de faire de distinction entre machines déterministes
ou non.

Les deux sous-sections suivantes sont consacrées a la preuve du
théoreme. Nous reprenons la méthode vue dans la section 3.2

3.4.2 Simulation des systémes de réécriture

Les propositions suivantes qui ont été établies a la section 3.2 res-
tent valable pour les pseudo-preuves de terminaison.
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Proposition 3.4.10. Etant donné une classe de fonction C qui cap-
ture les polyndmes et une fonction ¢ € C, supposons que pour tout
terme t € A d’'un systéme de réécriture (R,AT,f,inp,out,[]) nous
ayons [t] < &(|t|). Il existe alors une fonction ¢’ € C telle que pour
tout n-uplet (t1,--- ,t,) € A:

(1) [frta, - t2)] £ & Jt, ... tal).
(i) si f(t1,t2, - ,tn)—Rv, alors |v] < ¢'lt1, ... tal)-

Proposition 3.4.11. Les inégalités établies & la proposition 3.2.6 res-
tent valables.

1. [t] € e]t] si le systéme est I'(0) (out ©(0));

2. [t] < 2% si le systéme est [(1) (ot ©(1));

3. 1< 921" §i le systéme est I'(2) (ou ©(2)).

Proposition 3.4.12. Etant donné une classe de fonctions C qui cap-
ture les polynémes et une fonction ¢ de cette classe, si un systéme de
rééceriture vérifie les deux hypotheses:

— R termine,

— la taille des termes obtenus dans la dérivation est bornée par ¢,
alors, il existe une fonction ¢’ dans C et une machine de Turing qui
travaille en espace borné par ¢’ et qui simule le systéme de réécriture.

Démonstration. 1l suffit de reprendre la construction de la proposi-
tion 3.2.8 et de remarquer que chaque étape de réécriture se fait en
espace linéaire. O

Corollaire 3.4.13. D’aprés les propositions 3.4.11 et 3.4.12, les sys-
témes de réécriture ©(4) et I'(4) peuvent étre simulés dans les classes
correspondantes de complexité (présentées au théoréme 3.4.8.1).

3.4.3 Simulation des machines de Turing

Dans cette section, nous supposons que nous disposons d’une ma-
chine de Turing M = (L,Q,90,95,6 : L x @ X L x @ x {—,0,4+}) qui
utilise ¢(n) cellules pour une donnée de taille n.
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Sans perte de généralité, nous supposons que la machine travaille
sur un ruban unilatére. Pour simplifier ’exposé, nous supposons éga-
lement que la machine calcule une fonction & un seul argument (le
lecteur n’aura aucune difficulté & adapter la démonstration aux cas ou
le nombre d’arguments est supérieur). Enfin, par soucis de concision,
nous ne présentons que la simulation de la machine non-déterministe
(la transposition au cas déterministe est transparente).

Proposition 3.4.14. Ilexiste un systéme de réécriture (R,L,F, f inp,out,]])
tel que pour tout mot w, la forme normale du terme

F(#GE--#(0)---)w)
—_——
#(lwl) fois #
est exactement le résultat de la machine de Turing pour l’entrée

w.

Démonstration. Le systéme de réécriture est composé de la signature
A=LU{e} et de F = Lo U{f,e} (tous les symboles sont unaires sauf
€ qui est une constante). Une configuration de la machine de Turing:

q

Y

[oerfaa| - R es por]

est représentée par le terme:

Qn,

a

>aj --- ,aj—lajqaj—i—l P am## . #(6)
ou le nombre de # est choisi suffisamment grand au départ pour
que la simulation puisse étre achevée.
Pour effectuer les transitions de la machine, nous introduisons les
régles suivantes (les lettres a,b,c,--- sont dans L).

agb'c si(bgb',g,—)es

abge — ¢ abyc  si(bgb,g',0)€d
ab'ey  si(bgb g ,+)€d

Il nous faut ajouter les regles qui construisent le terme initial.
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f(#(=)w) — f(z,0 () *a — ae
fle,a(z)) = Dag () o(€) — #(e)
Ce systeme admet une pseudo-preuve de terminaison :
=1 P@=c+1 [ =z+y+1
[a)(z) =z +1 [aq)(z) =z +1

Proposition 3.4.15. La proposition 3.2.12 montre que
0. les polyndmes sont dans ©(0);
1. pour tout ¢ € N, la fonction n. — 2° est dans ©(1);
2. pour tout ¢ € N, la fonction n — 227 est dans o(2);
3. pour tout ¢ € N, la fonction n — exp.,(n + ¢) est dans ©(3).

Corollaire 3.4.16. Les classes de complexité définies au théoréme 3.4.8.1
peuvent étre simulées par des systémes de réécriture dans les classes
correspondantes.

Démonstration. Pour simuler la machine de Turing M, nous utilisons
le systéeme (R,L,F, f,inp,out,[]) défini & la proposition 3.4.14, auquel
nous adjoignons le systéme défini & la proposition 3.4.15 et la regle:

9(w) = f(k(w),w)

ou g est un nouveau symbole et k est le symbole qui calcule ¢(Jw|).
Ce systéme admet une pseudo-preuve de terminaison. Il suffit de

prendre [g](z) = [f]([k](z),2). =

3.4.4 Caractérisation de LINSPACE

Définition 3.4.17. Un systéme de réécriture (R,L,F, f,inp,out,[]) dans
I'(0) est dit linéaire si tout symbole f € F est de genre 1.
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Exemple 3.4.18. La recherche du plus long sous-mot décrite a P'ex-
emple 1.4.18 est linéaire.

Théoréme 3.4.18.1.
La restriction de ©(0) (respectivement I'(0)) aux systémes linéaires
est équivalente ¢ LINSPACE (resp. NLINSPACE).

Remarque 3.4.19. On peut ainsi conclure que la recherche du plus
long sous-mot est non seulement dans NPTIME mais qu’en plus elle
est dans NLINSPACE.

Le reste de la section est consacré a la preuve du théoréme.

Proposition 3.4.20. Les machines de Turing dans LINSPACE peuvent
étre simulées par des systémes linéaires.

Démonstration. La raison pour laquelle nous ne réutilisons pas direc-
tement le systéme construit au corollaire 3.4.16 est que le symbole [g]
n’est pas de genre 0. Mais dans notre cas, nous pouvons avoir un trai-
tement particulier du tampon. Pour simplifier, nous allons méme (sans
perte de généralité) nous restreindre & simuler les machines qui tra-
vaillent exactement dans l'espace de leurs données. Etant donné une
telle machine de Turing M, nous construisons le systéme de réécriture
(R,L,F,f,inp,out,[]). F = {f}. Les régles sont:
Initie le calcul:

fa(w)) = >(ag (w))

Simule les transitions:

a‘q/blc si (baq7b/7q/)_) € 6
abgc — { abc  si(bgb g 0)€d
ab'cy  si(bgb.g'+) €

Termine le calcul:
ag; —a
Ce systéme admet une pseudo-preuve de terminaison linéaire. Il
suffit de prendre pour tous les symboles g de la signature, I'interpré-
tation [g](z) =z + 1. O
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Proposition 3.4.21. Soit un systéme de réécriture (R,X) linéaire. Il
existe une constante c telle que pour tout terme t, on a: si t — t/,
alors |t'] < c|t].

Démonstration. C’est une conséquence triviale de la proposition 3.2.6.

O

Corollaire 8.4.22. Les systémes de réécriture linéaires de I'(0) (resp.
©(0)) peuvent étre simulés dans NLINSPACE (resp. LINSPACE).

Démonstration. La construction proposée au corollaire 3.4.13 s’ap-
plique ici. O

Remarque 3.4.23. Nous n’avons pas de caractérisation équivalente
pour le cas des interprétations polynomiales usuelles. Ceci est dii au
fait que le modéle de calcul des machines de Turing n’est plus adapté
pour le « temps linéaire ». Pour les caractérisations que nous avons
vues précédemment, nous pouvions faire une réduction d’un modele
de machine & Pautre.



Chapitre 4

Caractérisations pour ’ordre de
Knuth-Bendix

Nous entamons ici un court chapitre qui traite des liens entre les
preuves de terminaison pour l'ordre de Knuth-Bendix et les classes
de complexité. Nos motivations sont les mémes que pour le chapitre
précédent et les moyens utilisés s’en rapprochent.

L’ordre KBO est un ordre syntaxique introduit par Knuth et Ben-
dix [KB70] & la fin des années 1960. Il consiste en un controle sur la
taille des termes a ’aide d’une fonction de poids et d’un ordre lexico-
graphique pour différencier les termes de méme poids.

Cet ordre est utilisé dans des systémes de prouveurs de théoremes
comme Vampire [RV99] ou bien SPASS {Wei99].

Définition 4.0.24. Nous supposons que la signature ¥ est munie
d’un poids, c’est-a-dire d'une fonction w : ¥ — N. Cette fonction
s’étend canoniquement sur les termes 7 (%) :

w(f(tista, - te)) = w(f) + Y w(ts)

i=1

Le poids d’un terme est une mesure de sa taille qui omet les sym-
boles de poids nul. Nous verrons par la suite que la restriction a des

137
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poids strictement positifs donne lieu & une caractérisation en espace
du systéeme de réécriture.

D’autre part, nous supposons que la signature X est équipée d’une
précédence, i.e. d’un pré-ordre noté <. Nous en déduisons la relation
d’équivalence sur les symboles, ~ donnée par: f ~ g ssi f <X g et
g = f. Nous introduisons également 'ordre strict induit f < g ssi
f S get f# g = est son complémentaire strict. La relation ~ est
étendue sur les termes par:

c~c pour c et ¢’ des constantes avec ¢ =~ ¢’
ft1, -+ tn) =2 g(s1, - ;8n) pour f =~ get Vi, t;~s;

Définition 4.0.25. Etant donné une signature £ munie d’un poids
w et d’une précédence <, l'ordre KBO (relatif & ce poids et & cette
précédence) est le plus petit ordre sur 7 () qui satisfait :

1. si w(t) > w(s), alors t >0 s,

2. st w(f(t1,... tn)) = w(g(s1,... ,8n)) et
a) si f > g, alors f(t1, " ytn) >kbo 9(S1, ** 1Sm)s
by si f~get Ik <n:tk >rpo sk et Vi < k:t; >~ s; alors
F(t1, -+ Jtn) >kbo 9(81,7 - ,8m)-

Nous notons >xs, 1'ordre définit par ¢ >xpo S 881t >0 SOU L = 5.

Définition 4.0.26. Supposons que la signature ¥ soit munie d'un
poids et d’une précédence. Un systéme de réécriture (R,%) respecte la
propriété de KBO si pour toute régle [ — r de R et toute substitution
close o, nous avons: lo >ks 7o. Nous notons (Z,R,w, <) un tel
systéme.

Exemple 4.0.27. Néanmoins, ainsi défini, ’ordre KBO sur les termes
n’est pas bien fondé, comme le montrent les deux exemples suivants
(d’apreés Hofbauer [Hof92al)

— Soit ¥ = {a,e}, ol a est un symbole unaire et ® une constante,
R = {e — a(e)}, un poids w(a) = w(e) = 0, et, finalement, une
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précédence a < o. Le systéme de rééeriture respecte 'ordre KBO
mais il admet une dérivation infinie:

e — g(e) — ala(e)) — ---

— Soit X = {f,e}, ol f est un symbole binaire et e une constante.
Prenons R = {e — f(e,0)}, w(f) = w(e) = 0, et finalement,
f < e. Le systéme de réécriture respecte ’ordre KBO, néanmoins,
la dérivation suivante est infinie:

o — f(o,o) — f(f(o,c),o) — e

Proposition 4.0.28. L’ordre KBO est bien fondé sous les deux hypo-
theses suivantes:

1. Sic € ¥ est une constante, alors, w(c) # 0,

2. 8i f € ¥ est un symbole unaire et w(f) = 0, alors, f > g pour
tout g € X.

En ce cas, Pordre est dit gardé.

Chez de nombreux auteurs, ces deux hypothéses font partie de
facon implicite ou explicite de la définition de KBO. Mais pour les cas
qui vont nous intéresser par la suite, elles sont inutiles. C’est pourquoi,
nous faisons la distinction entre systéme gardé et non gardé.

Démonstration. Sous les deux hypotheses, I'ordre KBO est un ordre
de simplification. Prenons le cas d’un terme n-aire, avec n > 2. Nous
avons w(f(t1,... ,tn)) = w(f) + >.7, w(t:). Comme le poids des
constantes est positif, cela assure que w(t;) > 0 pour tout 7 < n.
Par conséquent, f(ti1,... ,tn) >kbo tx pour tout k < n.

Pour les symboles unaires, de deux choses 'une, soit w(f) > 0,
auquel cas, w(f(t)) > w(t) qui assure f(t) >wpo t, soit w(f) = 0,
auquel cas w(f(t)) = w(t), mais comme f est le plus grand élément
pour la précédence, il est en particulier plus grand que la téte de t.
De ce fait, f(t) >xeo t. O
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Propriété 4.0.29. Etant donné un systéme de réécriture (X,R), le
probléme de trouver un poids et une précédence a la signature telle
que le systéme respecte 'ordre KBO est décidable. Des algorithmes ont
été suggérés par Lankford [Lan79] et Martin [Mar87] et implantés par
Altendorf [Alt89]. Cette propriété de KBO est évidemment cruciale dés
lors que l'on veut, par exemple, automatiser les preuves de terminaison
d’une spécification.

Proposition 4.0.30. La longueur de dérivation de tout systéme de
réécriture qui respecte 'ordre KBO gardé est au plus multiplement
récursif. D. Hofbauer a donné un premier exemple dont la longueur
est multiplement récursive (de rang 2 dans la hiérarchie de Péter,
c'est-3-dire de Pordre de la fonction d’Ackermann) dans [HL89]. Par
la suite, il donne dans sa thése [Hof92a] une borne supérieure mul-
tiplement récursive de rang 4 dans la hiérarchie de Péter [Pét67].
Par ailleurs, en s’appuyant sur un argument combinatoire, H. Tou-
zet propose une autre preuve 2’ que la borne est au plus multiplement
récursive [Tou97].

4.1 KBO et LINSPACE

Nous nous intéressons dans cette section a une restriction de ’ordre
KBO qui donne lieu & une caractérisation de l’espace linéaire.
Définition 4.1.1. Nous appelons systéme de réécriture ¢ poids stric-

tement positifs tout systéme de réécriture (R,Z,w, <) tel que tout
symbole unaire ou constant a un poids strictement positif.

Lemme 4.1.2. Supposons que (R,X,w, <) soit & poids strictement
positifs. Alors, nous pouvons borner la taille de tout terme d’une dé-
rivation en fonction de la taille du premier terme de la dérivation.

Démonstration. Nous montrons par deux inductions successives que:
(@) [t < 2w(t),
(ii) w(t) < M.Jt|, ot M = maxses(w(f)).

20. preuve qualifiée d’« élégante » par D. Hofbauer.
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Si t >xkbo ¢, nous avons en particulier w(t) > w(u). La conclusion
découle alors de (i) et (ii). a

Proposition 4.1.3 (Hofbauer [HL89]). La longueur de dérivation
d’un systéme de réécriture a poids strictement positifs est au plus
exponentielle.

Démonstration. L’argument est le suivant: comme tout symbole a
un poids strictement positif, 'ordre est bien fondé d’aprés la propo-
sition 4.0.28. Supposons maintenant que nous avons une dérivation
to — t1 — --- — t,. A l'aide du lemme précédent, nous observons
de suite que pour tout ¢ < n, |t;| < 2M.[to|. En conséquence de quoi,
n est borné par le nombre de termes de taille inférieure & 2M|to],
cest-a-dire n < |X|2M1*l a

En fait, la borne est fine, ainsi que le montre Pexemple suivant :
Exemple 4.1.4. Définissons la signature & = {1’,0',0,1,0} ; tous les
symboles sont unaires sauf e qui est une constante.
R 1(e) — 0/(0) 1’(0) — 1(e) O(e) — O'(o)

T K0'(=)) = 0(1'(z)) O(0'(z)) — 0'(0'(z)) 1'(0'(z)) — 1(1(=))

Interprétons les termes de ’algebre comme une notation binaire
pour les entiers. A 0 et (0, nous faisons correspondre le chiffre 0, et &

1 et 1’ le chiffre 1. Le systéme de réécriture s’interpréte alors comme
Palgorithme suivant sur les entiers:

input ([[x]])

begin

while ([[x]] > 0)
begin
[[x]] = [[x]] =1
end

end.

De ce fait, si nous prenons au départ la chaine 1(1(---1(e))), la
——

n fois 1

longueur de dérivation pour cette chaine est de: [[1(1(---1(e)))]] =

2" — 1.
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i01's 00 0i0e — 00ie —> 00s

FiG. 4.1 — Un exemple de dérivation de taille exponentielle

Corollaire 4.1.5 (Simulation de la réécriture). La forme normale
de tout terme d’un systéme de réécriture a poids strictement positifs
peut étre calculée dans LINSPACE. Ceci résulte du lemme 4.1.2 (les
termes au cours de la dérivation sont de taille bornée linéairement
en les entrées) et de la proposition 4.1.3 (la systéme de réécriture ter-
mine). Pour une description plus précise de la machine, nous reportons
le lecteur a la description que nous avons faite au chapitre précédent.

4.2 KBO et BESPACE

La deuxiéme restriction syntaxique que nous étudions a été pro-
posée par Hofbauer [Hof92a], elle concerne I’arité de la signature.

Proposition 4.2.1 (Hofbauer [HL89]). Si un systéme de réécri-
ture (R, X,w, <), gardé, n'admet que des symboles unaires et des
constantes, alors, la longueur de dérivation du systéme est bornée de
fagon exponentielle.

Démonstration. La preuve est faite par interprétation des mots par
des entiers. En notant levy = Card({g € £ | g < f}), si I'on prend le
soin de choisir ¢ > max;—rer(|r|) X |Z|, 'interprétation d’un terme

B(t) = Z 1th(i1Cw(t[i""D décroit avec KBO. ]

i=1

Cette fois-ci, la borne en taille est exponentielle en la taille des
entrées. Néanmoins, nous ne pouvons pas utiliser de tels systémes
pour simuler les machines qui fonctionnent en temps exponentiel. La
raison est que seul le symbole spécial peut étre produit en un nombre
de fois la taille des entrées plus que linéaire. De ce fait, les calculs
se font sur un alphabet « presque unaire ». Pour pouvoir considérer
des classes de machines qui travaillent sur un alphabet binaire, nous
étendons la notion de systéme de mots de la maniére suivante.
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Conjecture 4.2.2. La classe des fonctions calculées par les systémes
de réécriture de mots tels que nous venons de les voir est exactement
la classe ETIME N SPACE(n?).

Piste de démonstration. Etant donné une dérivation to =t — - —
tn, on peut écrire le terme t. = aos®©a1s’t - - - aps'® (c) ou ¢ est une
constante et s le symbole spécial. Comme le systéme termine en temps
exponentiel, chacun des i; est borné par une exponentielle. D’autre
part, comme le poids de ¢, est borné par celui de to, on peut borner
de maniére linéaire le nombre de symboles a;. De ce fait, les calculs
sont faits sur une liste de k|to| nombres unaires de taille simplement
exponentielle. Si on code ces nombres unaires en base 2, on aboutit a
des calculs qui se font dans I'espace |to|2. O

Définition 4.2.3. Un systéme de réécriture (R,X,w, <) est dit sys-
téme de mots enrichi sur KBO si:

1. les symboles sont soit des constantes, soit unaires,

2. les symboles spéciaux sont plus grands pour la précédence que
les autres symboles,

3. si I’on identifie les symboles spéciaux, nous avons £ >xpo £/ o1 £
est le terme identifiant les symboles spéciaux de t. Formellement,
nous définissons 3 = (Z\{f | f est spécial}) U {s}. Dans Z,
le poids de s est 0, les autres éléments gardent le poids qu’ils
avaient dans X. Pour la précédence, s = f pour tout élément
f € X, les autres éléments sont rangés comme dans Y. Nous
définissons maintenant

(=): g+>s sig estspécial
g+ g dans le cas contraire

Proposition 4.2.4. Si (R,2,w, <) est un systéme de mots sur KBO,
alors, non seulement il termine, mais il termine en temps doublement
exponentiel. D’autre part, la taille des termes est bornée de facon
exponentielle. Il s’ensuit le corollaire :
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Corollaire 4.2.5. Le calcul de la forme normale d’un systéme de
mots sur KBO peut étre effectué dans ESPACE pour le cas des systémes
confluents et dans NESPACE pour les systémes non confluents.

Preuve de la proposition 4.2.4. Soit t;, — t2 — --- — t, une dériva-
tion dans (R,Z,w, <). Nous disons que la transition t; — t;41 est
bleue si t; ~ %:y1, rouge dans le cas contraire. La proposition 4.2.1
nous permet de conclure qu’il y a au plus 29(m) dérivations rouges
(pour n = |t1]).

De plus, nous pouvons observer que la taille des termes ne peut
augmenter que pour les transitions rouges. Comme les duplications
ne sont pas possibles sur les mots, nous en concluons que la taille des
termes est au plus exponentielle : [t;| < 25" avec k = max;—...(||r|=]I[])-

Maintenant, combien peut-il y avoir de transitions bleues consé-
cutives? Si la transition est bleue, on peut observer que le poids des
termes n’intervient pas dans l'ordre. Par conséquent, pour ces transi-
tions, le systéme respecte KBO si nous choisissons un poids strictement
positif pour tous les symboles. D’apres la proposition 4.1.3, la borne
est exponentielle en la taille du premier terme de la dérivation; d’ou
la borne doublement exponentielle. 0

4.3 Simulation de TM a 1’aide de systémes de ré-
écriture

Nous nous consacrons maintenant & la démonstration de la réci-
proque des deux inclusions montrées dans les sections précédentes. En
d’autres termes, nous avons les théorémes :

Théoréme 4.3.0.1.

Les systémes de réécriture d poids strictement positifs calculent exac-
tement les fonctions de NLINSPACE. Les systémes (G poids strictement
positifs) confluents calculent ezactement les fonctions de LINSPACE.

Théoréme 4.3.0.2.

Les systémes de mot sur KBO calculent les fonctions de NESPACE=
EsPaAcE. Si lon se restreint aux systémes confluents, nous obtenons
la classe ESPACE.
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Nous construisons ici un systéme de réécriture qui simule un cer-
tain nombre de transitions d’une machine de Turing. Ce nombre de
transitions est un paramétre, ainsi que la taille de I’espace disponible.
Nous utiliserons par la suite ce systéme pour le cas des machines
travaillant en espace linéaire et celui des machines travaillant en es-
pace exponentiel. Notons que nous utilisons un modéle avec un ruban
unilatére, modéle suffisamment général eu égard au fait que nous ne
considérons que des classes de complexité en espace plus grande que
Linspace ([HU79]).

Soit M = (L,Q,q0,qf.6 : L x @ — L x Q x {—,0,4+}), une machine
de Turing. Nous construisons le systéme de réécriture (X1, R a¢) défini
de la maniére suivante:

YmM=QULULUMqUMgrUNgLUNggU{0,1,u,0' Ee}

Les symboles de 3 a1 sont tous unaires sauf e qui est une constante.
Nous utilisons une copie de 'ensemble L: L. Les lettres de L sont
surlignées pour les différencier de celles de L. De plus, ’ensemble
Mgy est 'ensemble des symboles mgz ol ¢ € Q et z € L. Sont définis
de maniére similaire, Mgr, Nor et NQZ'

Une configuration de la machine est donnée par un terme de la
forme:

irin ik D Tiy iy - Ty T did - B(0)

ol pour tout j < k, 3; € {0,1} et pour tout j < n, z;; € L.

La premiére partie (¢142---x) est utilisée pour compter les tran-
sitions de la machine. On parle par la suite de horloge du sys-
téme. L’état de la machine est indiqué par g. Enfin, la derniére partie
(>33 iy -~ - Ty -~ Tsn F - - - #) représente le ruban de la machine, ou
le symbole surligné représente le symbole lu par la téte de lecture.

L’idée de la simulation est de faire décroitre ’horloge d’une unité
pour chaque transition de la machine de Turing (nous identifions la
représentation binaire de 1'horloge a l’entier correspondant) ; ainsi, le
systéme s’arréte si I’horloge a atteint la valeur nulle ou si le calcul
est terminé. La décroissance de I'horloge nous sert par la suite pour
disposer d’une preuve de terminaison a l’aide de KBO.
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Décrivons maintenant le systéme de réécriture qui simule la ma-
chine (pour la lisibilité, nous avons omis les variables et les paren-
théses) :

Gere I’horloge :

00’ — 0’0’ 10 — 11’ 0g — 0'q
10' — 0 g — 1gq

Lance la transition :

1g> — Omgmgy
Cherche le symbole courant:
Mgy — TMqy
Opére la transition sur le ruban:
nq/f‘y_l‘ol pour 6(Q7y) = (qlayla_)
me=F0" — 4 ngrzy’0  pour 6(g,y) = (¢'y',0)
ngzy'0"  pour 6(qy) = (¢ .y, +)
Actualise ’état courant :
(cha) { Y=~ nayr TELAL
qNg'z qz
Cas de transition sur la premiére lettre :
- sid(g,>) =(¢,>,0):
145 — 0¢'>
- sid(g,>) =(¢',> +):
1z — 0¢' > T
Pour terminer le calcul, nous introduisons cinq régles supplémen-
taires :

qf> — BE Ex — «E o —>
> — > EZ —

ol f est & choisir parmi 0,1,0",1’.
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Proposition 4.3.1. Etant donné deux nombres m, e et une configu-
ration de la machine (w,q,h), la représentation de la configuration &
I’étape m avec un tampon de taille e est donnée par le terme:

t(mw,g,hie) = t1ta kg D> Tiy Tiy - Tiy T Tigyy o Tin oo F(0)
——

e fois#

ol i1%2 - - - i est la représentation binaire de m et w = x4, x4, - - - T4, -
Nous pouvons observer que si nous avons deux configurations telles
que (w,q,h)Fm(w’' g’ k'), alors pour tout m > 0, nous avons

t(m:waqzs)LRt(m - 1,11)/ >q/75/)

oll s et s’ controlent le nombre de cellules utilisées par la machine.
Par conséquent, si nous prenons m et s suffisamment grands, il vient
t(m,w,qo,l,s)inw’ si wkaqw’. Le probléme est maintenant de construire
ces termes initiaux.

Proposition 4.3.2. Supposons que ’ensemble des symboles de X4
ajent le méme poids. Alors, le systéme a une preuve de terminaison
pour la précédence suivante:

4.3.1 Simulation de LINSPACE

Supposons maintenant que la machine M soit dans LINSPACE.
Nous rajoutons au systéme précédent les régles nécessaires pour cons-
truire le terme initial. Sans perte de généralité, nous pouvons sup-
poser que la machine travaille en temps borné par 2" ot k est une
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constante et qu’elle utilise A.n cellules pour une entrée de taille n.
Nous construisons alors le systéme de réécriture (R,X) en étendant le
systéme (Ea1,Ram) :

E=XmULU{f g RO}
Et nous rajoutons les régles:
Lis I'entrée :
f — qg gx — lkxDAg g(e) — H(e)
Réarrange l’entrée:

zl — Hz 01— 10 0om — mgd Oz — z0O
zl — lz 1goM — Ogol> gol — 1qo Cl(e) — #(e)

Proposition 4.3.3. Nous pouvons alors observer qu’étant donné un
mot w = &4, T4y - - - Ti,, € L™, nous avons:
+ —_—
f(xi1xi2 T xin)_’R.ll -+ 1 gobw HHE- - #(.)

klw| Alw|

Démonstration. D’aprés la proposition 4.3.1, et comme ’horloge per-
met de simuler 2" transitions, nous sommes assurés que fwimz w’
dés lors que wk . O

Proposition 4.3.4. Le systéme de réécriture admet une preuve pour
Pordre KBO.

Démonstration. Nous proposons une précédence et un poids qui res-
pectent les hypothéses de la proposition 4.3.2. Pour le poids, nous
prenons w(f) = 3, w(x) = k+ A + 2 et pour tout autre symbole g,
nous prenons w(g) = 1. La précédence est donnée par le diagramme
de Hasse (compatible avec le précédent) :
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O

Proposition 4.3.5. De plus, il est aisé de voir que cette construc-
tion permet la composition des fonctions calculées par des machines
dans LINSPACE. En effet, il suffit de juxtaposer les deux systémes de
réécriture et de multiplier par 2 + k1 + A1 le poids de ’ensemble des
symboles du premier systéme.

4.3.2 Simulation de EsPACE

Nous prenons maintenant le cas ou la machine de Turing est une
machine qui travaille dans ’espace exponentiel. Nous pouvons suppo-
ser sans perte de généralité qu’elle utilise au plus 92*" étapes de calcul
(ol n est la longueur de P’entrée) et 2¥™ cases de la machine. En ce
cas, nous rajoutons les regles suivantes:

f — Faqog gx — otzg g(e) — M(e)
o1 — 012 go 01 — 01¢o zl — Mz
o1 — oov ool — (¢ ool — (1
vl — o1v vl — 011
c1g0 — oolge 011 — 001?00

Ogo — goO 01— 10 Oz — 20
Foo— F F1—-1F Fgys — qol>

O(e) — #(e)
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L’idée de la construction est de construire ’horloge et le tampon du
ruban & l’aide d’une premiére horloge grecque. Cette horloge fonction-
nant en temps exponentiel, nous obtenons alors une horloge (latine)
et un tampon tous deux de taille exponentielle.

Proposition 4.3.6. Nous pouvons alors observer qu’étant donné un
mot w € L™, nous avons

+ —
fwor 111 goDw #4 - - - #(e)

2k|wlfois ok|w|

Comme précédemment, nous concluons d’apres la proposition 4.3.1

+ R
que fwor w' dés lors que whHaw'.

Proposition 4.8.7. Le systéme de réécriture termine pour le poids et
la précédence suivants. Nous prenons w(x) = k+ 1, w(oo) = w(o1) =
w({) = w(v) = w(f) = 1 et w(h) = 0 pour les autres symboles. La
précédence est donnée par le diagramme :




Chapitre 5

Sémantique des notations
ordinales

Nous nous intéressons plus particuliérement dans ce chapitre a
la notion de hiérarchie de fonctions telle que nous 'avons vue a la
section 1.3.

En offrant tout un florilége de fonctions sur les entiers, une appli-
cation naturelle des hiérarchies de fonctions est la construction d’in-
terprétations pour prouver la terminaison de systémes de réécriture.
Plus généralement, les hiérarchies sont employées pour donner des
bornes de complexité. Un bel exemple de cette méthode se trouve
dans Cichon-Tahhan Bittar [CTB98] qui traite le théoréme de Hig-
man sur 'ordre de plongement des mots.

Le point crucial de la construction réside dans l’assignation de
suites fondamentales pour les ordinaux limites. Celles-ci permettent
de faire des sauts (les jumps de Simmons) dans la construction de
fonctions dont le taux de croissance est de plus en plus grand. La
structure d’ordre sur les ordinaux fournit alors un outil permettant
de mesurer la complexité d’une fonction.

Nous sommes pourtant confrontés au probléme du choix des suites
fondamentales. En effet, la hiérarchie dépend du choix de la suite
que ’on fait pour chaque ordinal limite. Dés lors, ce ne sont pas les
ordinaux que 'on doit considérer mais les ordinaux équipés de suites
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fondamentales d’ordinaux eux-mémes équipés de suites fondamentales
d’ordinaux, etc. Ce concept a été développé initialement par Dennis-
Jones et Wainer [DJW83] sous le nom de terme ordinal. Dans {CT96],
Cichon et Touzet ont poursuivi cette approche. Nous mentionnons
également le travail de Simmons [Sim00] qui propose une autre notion
d’arbre ordinal (canonical ordinal notation).

Ces systemes s’accordent tous pour introduire une notion d’élé-
ment minimal, une notion de successeur et une construction équi-
valente aux limites ordinales. Nous appelons de telles structures des
progressions et proposons une nouvelle notion sémantique (les arbo-
rescences) qui permet d’unifier les démarches décrites précédemment.
Nous classifions ces progressions suivant deux critéres (inflationnarité
et stagnation) et dégageons pour chacuns des cas la sous-structure des
arborescences qui est universelle (ou initiale).

Il nous semble toutefois que les points de vue précédents ne prennent
pas suffisamment en compte la notion d’ordre comme faisant partie
de la construction. Reprenons la définition des termes ordinaux. C’est
le plus petit ensemble vérifiant les regles:

ze O f:N—-O
00O sz e O AfeO

Aprés avoir observé que l'on peut inclure Q (le premier ordinal
indénombrable) dans l'ensemble O, Cichon (et par ailleurs Simmons)
« colle » un ordre sur O qui est compatible avec 2 quel que soit le
choix de I'inclusion.

Notre approche est différente pour la raison suivante. Rappelons-
nous que les termes ordinaux trouvent une de leurs applications dans
les hiérarchies de fonctions. L’ordre sur les termes est ainsi défini que
pour & < 3, la fonction go (resp. ha, resp. fo) est une fonction dont
le taux de croissance est plus petit que celui de gs (resp. hg, resp.
f3); en ce sens l'ordre sur les termes ordinaux mesure la complexité
des fonctions sous-récursives correspondantes.

Maintenant, si I’on considére la suite fondamentale d’un ordinal
limite, on attend de cette suite qu’elle soit croissante, et, de fait, elle
«tend » vers 'ordinal limite. Il devrait en étre de méme pour les hiérar-
chies de fonctions : la fonction diagonalisée A f doit étre plus complexe
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que chacune des fonctions de la famille (fn)ren. Si’on restreint 'uti-
lisation de la diagonalisation & des familles croissantes de fonctions,
nous pouvons affirmer qu’il en est ainsi.

Nous avons choisi une démarche suffisamment générale pour pou-
voir prendre en compte plusieurs notions de croissance. Ainsi, dans la
suite, nous considérons les deux cas particuliers suivants: celui ou les
suites ne sont pas monotones (nous retrouvons alors les systémes cités
précédemment) et celui ou les suites sont les w-chaines ordinaires.

Par ailleurs, notre démarche a été orientée par l'idée (due a Sim-
mons) de construire les hiérarchies de fonctions a 'aide d’un A-calcul
typé. Le calcul de Simmons (qu’il appelle AH) est une extension du
systéme T de Gdodel. Il contient a la fois un type A pour les entiers
naturels et un type pour les termes ordinaux. En outre, il contient les
deux régles d’élimination correspondant & ces types. Elles sont toutes
deux fondées sur la propriété d’induction des sémantiques (méme si
celle des termes ordinaux n’est pas trés bien définie) attribuées & ces
deux types.

L’un des objectifs principaux que nous aurons sera donc de montrer
que notre sémantique bénéficie d’une propriété universelle. Ceci nous
donne l'outil théorique nécessaire pour prouver la correction du A-
calcul que l'on construira dans le chapitre 7.

5.1 Les arborescences

Dans cette section, nous définissons le concept fondamental de
notre sémantique : les arborescences. Informellement, une arborescence
est un ordinal équipé d’une suite fondamentale, chaque élément de la
suite étant lui-méme équipé d’une suite fondamentale, etc. Dans un
premier temps, nous définissons une notion de matrice qui s’accorde
avec la notion de suite de suite de suite etc.

Définition 5.1.1. La matrice Dix gy d’un ordre (X, C) est l'en-
semble des mots sur X. Nous adoptons la convention suivante: nous
utilisons les lettres u, v, w,--- pour les mots et d’autre part, le mot
vide est désigné par la lettre e. Comme par la suite nous ne consi-
dérons que des suites dénombrables, nous fixons X = N; de ce fait,
nous abrégerons Dy x,cy par Dc (voire par D si le contexte montre
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clairement quel est ’ordre C en question).

Avant de passer aux notions d’ordres, explicitons un peu notre
convention sur les mots. Dans la suite du texte, nous associons aux
mots un sens de lecture de gauche & droite; une lettre & droite d’une
autre est « dépendante » de cette derniére. Techniquement, cette dé-
pendance est reflétée par lordre C* sur les mots. Un autre effet de
la dépendance est que nous ne faisons des concaténations que par la
gauche.

Pour souligner cette vision, nous ajoutons le mot vide & la fin des
mots. Par exemple, si n € N, le mot nne est le mot composé de deux
fois la lettre n.

Définition 5.1.2. Nous introduisons maintenant deux ordres sur la
matrice D.

— < est le plus petit ordre qui contient v.v < u pour tous mots
u, v € D. (On notera que cet ordre est indépendant de C).

— C* est le plus petit ordre qui contient & la fois < et les mots
aoa1 - axe 5% boby - - - bre ou, pour tout i < k, a; et b; sont des
entiers tels que a; C b;. On notera que < est identique & =" ou
= est I'ordre discret. En résumé, la notation C* est une notation
générale dont les deux exemples principaux sont <==" et <*
ou < est I’ordre habituel sur les entiers.

Nous notons <1, <*, C* les ordres stricts correspondants. Afin d’ai-
der le lecteur a se faire une intuition des ordres, nous proposons des
diagrammes de Hasse (forcément partiels!) des ordres < et <*. Nous
n’avons représenté dans ces diagrammes que des mots dont les lettres
sont réduites a un chiffre. Ainsi, dans les diagrammes, 12¢ désigne le
mot composé de deux lettres: 1 suivi de 2 (et non le mot composé de
la seule lettre 12).

Remarque 5.1.3.
(1) La signification intuitive de z < y est que z est nécessaire a la
construction de y. Plus précisément, la construction de la suite
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Fi1G. 5.2 — Diagramme de Hasse pour <*

Intuitivement, la suite fondamentale de l'ordinal [a]. est donnée
par la suite ([a]ws)ie(n,c)- L’ordre T spécifie la notion de monotonie en
ce sens que la suite fondamentale ([a]w:):c(n,) doit respecter 1'ordre
donné par C sur N. Cet ordre codifie la fagcon dont une suite fon-
damentale doit croitre. Dans le cas de 'ordre, =", aucune contrainte
n’est donnée, et dans le cs de 'ordre <™, on se restreint aux w-chaines.
La monotonie vis-a-vis de ordre < (qui est un sous-ordre de C*) cor-
respond au fait que 'ordinal décrit par la suite fondamentale est plus
grand que chacun des ordinaux de la famille. La monotonie vis-a-vis
des paires aoai---are T boby ---bre correspond a la monotonie &
Pintérieur des suites fondamentales.

Nous nous intéresserons bien siir plus particulierement au cas ot
I’on ne donne aucune contrainte sur la suite (C réduit & =) ainsi qu’au
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cas ol 'ordre est l'ordre habituel < auquel cas les suites sont les w-
chaines ordinaires.

Exemple 5.1.6. Pour tout o € 2, nous définissons ’arborescence

(a):

[()]w=0 siw#e

Le lecteur vérifiera aisément qu’il s’agit d’une C*-arborescence
pour tout ordre C*.

Exemple 5.1.7. Un autre exemple important est celui de « 'arbo-
rescence constante » () :

(a) : Vw €D, [(a)]w = «

Remarque 5.1.8.

1. L’arborescence () est problématique: si « est un ordinal limite
non nul, la suite ([(@)]:)ie(n,c) ne décrit pas correctement l'or-
dinal a. En effet, nous n’avons pas o = lim;e,g) ([{@)]:) ;

2. L’arborescence (&) n’est pas non plus trés intéressante: chaque
ordinal est décrit par lui-méme ; ce processus stérile est sans fin,
ce qui pose probléme du point de vue de l'induction.

La suite de l'exposé (sections 5.2 et 5.3) formalise ces deux re-
marques, et montre comment y remédier.

Définition 5.1.9. L’ensemble A~ des C*-arborescences est muni de
la structure d’ordre point & point. Nous notons l'ordre —: a — b
si pour tout mot w, [alw < [blw. Par la suite, nous supprimerons
Pindice C lorsque I'ordre n’intervient pas dans notre propos ou lorsque
le contexte montre clairement de quel ordre C il est question. En
particulier, la remarque suivante est indépendante de 'ordre C.

Remarque 5.1.10. (0) est le plus petit élément de A.
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5.2 Construction et propriétés élémentaires des
arborescences

De la méme maniére qu’il y a un successeur et une notion de
limite pour les ordinaux, il ¥ a un opérateur unaire s et un opérateur
(N, C)-aire L sur les arborescences. Par la suite, nous disposerons
méme d’une propriété universelle relativement & ces deux opérateurs.
Cette propriété universelle nous fournira alors ’outil théorique pour
construire un A-calcul qui permettra de calculer avec les arborescences.

5.2.1 Opération successeur, opération limite

Définition 5.2.1. L’opération monotone s est définie sur les arbo-
rescences comme suit:

lsale = la]e+1
salw = [a]w pour w # €.
C’est un exercice simple de montrer que ’arborescence sa respecte

la monotonie de D. Comme c’est le premier du genre, nous donnons
une solution. Soit © T* v. Si v # ¢, nous avons 'inégalité: [sa], =

[al. < [a]s = [sal.- St u # € et v = ¢, nous avons les inégalités
[salu = [a]u £ [a]e < [a]e + 1 = [sa]e. L’inégalité est triviale pour
u=v=c=.

Par ailleurs, opération s est elle-méme monotone sur A — A. Soit
a — b. Si u # ¢, nous avons [sal. = [a]u < [b}u = [sb]. Sinon, nous
avons [a]e < [b]e, d’oli: [sale = [a]e + 1 < [b]e + 1 = [sb]..

Nous appelons successeur Uopération s étant donné qu’il/elle joue
le méme rdle que le successeur des ordinaux. Par extension, toute

arborescence sa est qualifiée de successeur.

Exemple 5.2.2. Pour tout n € w, nous avons {n) = s(s(---s({0)) ---)).

n fois s
En plus de cela, nous avons pour tout n < m < w l'inégalité (n) —

(m).

Définition 5.2.3. Soit Iopération L2! définie sur A@‘;Q qui associe

21. L pour limite.
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3 toute suite (ai);en,oy V'arborescence L((a:);e(n,o)) définie comme
suit:

Il

L(e)ina = [onl
[L(a:):]e lime (v, ([as]e)
Cette opération respecte la monotonie; elle est également mono-
tone.

Exemple 5.2.4. L’ordinal w peut étre représenté a ’aide du succes-
seur et de l'opérateur L dans Aq. Il suffit de choisir:

II

L{(n))nen

wg

Cette représentation peut étre transposée dans A<~ :

wg = L{(n))new

la seule différence étant que 'indice est une fois N et J'autre fois w.
La représentation pour w contient beaucoup plus d’'informations que
celle pour N; en effet, il est nécessaire que pour tout n < m < w, nous
ayons (n) — (m).

Définition 5.2.5. Enfin, il existe une opération « inverse» de la pré-
cédente. Pour tout n € N, la fonction (—), opére comme suit :

Yw €D [(a)n}w = [a]nw

Il s’agit également d’une opération monotone. L’opération peut
étre étendue sur les mots w € D. Nous attirons toutefois 'attention du
lecteur sur l'ordre des opérations: (—)c = 1a et (—)iw = (—)w 0 {—)s-
On notera que pour pour toute famille (a:);em,cy et tout & € N,
(L(a,)z)k = ag.

Remarque 5.2.6. Sil’on considére A comme une catégorie, nous ob-
servons que l'opération

(‘)ie(N,Q: A — AND
a = (0«0,(117"')
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est ’adjointe & droite de L. Nous avons en effet ’équivalence :

L(b:)i — a <= (Vi,b; — a;)

Proposition 5.2.7. Etant donné une arborescence a et deux entiers
n € m, nous disposons de 'inégalité suivante: a, — am. En effet,
pour tout mot w, nous avons en vertu de la remarque 5.1.3, nw C*
muw. Dés lors, [an]w = [alnw < [a]mw = [@m]w.

5.2.2 Progressions

Définition 5.2.8. Une C-progression (en abrégé une progression) est
un quintuplet (5, <, z, s, 1) out

— (S, <) est un ordre partiel;

-z€S5;

— s est une opération monotone sur (5, <);

— 1 est une opération monotone sur (S, <)™5.

Nous étudierons certains types de progressions. Etant donné 'une
d’entre elles (5, < ,z,s,1), nous disons qu’elle est:

=

— z-stagnante si 1(z); = z ol (2); est la suite constante égale a z
(en abrégé stagnante) ;
— inflationnaire si pour tout =z € 9, = < s(z).

Il y a de trés nombreux exemples de progressions dans la nature,
mais dans notre esprit, il s’agit surtout du concept qui chapeaute les
concepts d’ordinaux (et plus particulierement 'ordinal §2), de hiérar-
chies de fonctions, et, mais c’est justement l'objet de l'exposé, d’ar-
borescences.

Les deux critéres permettent d’envisager quatre sortes de progres-
sions (progressions simples, inflationnaires, stagnantes et inflationnaires-
stagnantes). Pour chacun des cas, nous montrons quelle est la sous-
structure des arborescences qui est universelle.

Exemple 5.2.9. (Q,0,s,sup) est une progression inflationnaire et 0-
stagnante.
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Exemple 5.2.10. (w“ Az.z + 1,5,A) est défini comme suit: w* est
I’ensemble des fonctions monotones N — N ordonné & l’aide de l'ordre
point & point, s est la fonctionelle s(f)(z) = f(z + 1) et A(fi):(z) =
fz(z) est Vopérateur de diagonalisation classique. Cette progression
est la structure sous-jacente A la construction de la hiérarchie de
Hardy. Elle est stagnante et inflationnaire.

Nous aurions tout aussi bien pu choisir I'opérateur s(f)(z) =
Lf(z)/24, la progression (w*”,0,s,A) eiit alors été stagnante mais pas
inflationnaire. Dans le cas ol nous aurions choisi Vopérateur A’ f;):(x)
f=(z) + 1 & la place de A, la progression n’efit point été stagnante.

Une autre progression de w® qui nous intéresse est celle qui est
sous-jacente & la hiérarchie a croissance lente. Elle est décrite comme
suit: z = Az.0 (la fonction constante égale a 0) et s(f)(z) = f(z) +
1, et enfin, 1 = A. Cette progression est également inflationnaire et
stagnante.

Enfin, il y a la progression de la hiérarchie a croissance rapide.
Dans ce cas, 'opération successeur est définie par

s(filz) = fH(z+1)
ot f*=fof-of.
—————

x fois f
La structure est: (w“,Az.xz + 1,5,A).

Exemple 5.2.11. Enfin, le quintuplet (A, — ,{0),s,L) est une pro-
gression inflationnaire et stagnante. Notons a ce propos que les seules
arborescences qui vérifient I'égalité z = L(z);e(w,o) sont les arbores-
cences constantes.

Remarque 5.2.12. Il existe une équation plus générale que celle de
la z-stagnation, il s’agit de L(z); = = pour toute famille constante
(z)iev,o)- Elle est intéressante vu que les opérations sup dans 2 et
la diagonalisation A de w* vérifient ’équation. Pourtant, elle pose un
probléme évident du point de vue de l'induction.

Remarque 5.2.13. Quel est le pouvoir d’expression de A, c’est-a-
dire, quel ordinal peut étre représenté par une arborescence a € A?
L’exemple 5.1.6 montre que c’est . Seulement, cette représentation
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ne nous intéresse pas: elle ne peut étre décrite a partir des opéra-
tions (0), s, L que nous nous sommes données. Par la suite, nous
chercherons justement a nous restreindre aux arborescences que 'on
peut construire & partir de (0), s et L tout en conservant le pouvoir
d’expression de A.

5.3 Propriété universelle des arborescences

5.3.1 Fibrations discrétes

Comme nous l'avons vu a la remarque 5.2.13, 'ordre partiel A
contient trop d’éléments. Nous cherchons ici & nous débarrasser des
arborescences qui sont « mal construites» et a garder toutes celles qui
peuvent étre définies & ’aide des opérateurs (0), s, L.

Définition 5.3.1. Nous utilisons ici la construction de Grothendieck
discréte. Dans notre cas, la construction pour une arborescence a est
un ordre partiel Ya appelé le tronc de 'arborescence, associé & une
fonction monotone = :

Yo 5 (D,CY)

(wz) — w

Un élément de ¥a est une paire (w,z) ot w € D et z € [a]w.
Nous appelons une telle paire (w,z) un germe et nous le notons plus
succintement z,,,. L’ensemble [a}., des germes au-dessus du mot w
s’appelle la fibre au-dessus de w.

Définition 5.3.2. L’ordre sur le tronc, noté = est défini par: zy, C*
Yiw Sl £ = yet v C* w. De maniére analogue, < induit 'ordre x|, <y, .,
siz =y et v <w. On dit d’un germe que c’est un point générique 22
s’il est minimal pour P'ordre <.

22. Le terme générique a été utilisé dans la théorie des domaines stables (cf
Berry [Ber78] ou Girard [Gir86]). L'idée est ici la méme, bien que les ordres avec
lesquels nous travaillons soient différents de ceux de la théorie des domaines.
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Proposition 5.3.3. Une fibre d’'une arborescence est composée d’un
segment initial de points non-génériques surmonté d’un ensemble de
points génériques.

Démonstration. Solent a une arborescence et w € D. Supposons que
le germe x|, soit générique. Supposons alors qu'il existe y € [a]w
tel que ¢ < y. Comme z},, est générique, pour tout mot v # w tel
que v C* w, nous avons z ¢ [a].. Ce qui signifie [a], < z < y. Par
conséquent, ¥, est un point générique. O

5.3.2 Décomposition des arborescences

Proposition 5.3.4. L’opérateur s ajoute simplement un point géné-
rique au sommet de la fibre au-dessus de ¢. L’inverse est également
vrai: si une arborescence a a un point générique au sommet de la fibre
au-dessus de ¢, il existe une arborescence b telle que a = sb (dans ce
cas, on dit que a est un successeur).

Démonstration. 1l suffit de définir [bl,, = [a]w pour tout w # € et
comme [a] admet un plus grand élément, c¢’est un ordinal de la forme
a+ 1. On définit [b]e = e. Pour voir que la définition est correcte, il
suffit de vérifier que pour tout w, [b]w < [b]c. Le point o au sommet
de la fibre de b est générique. En conséquence de quoi, nous avons
pour tout w # €, @ € [a]w. Dot 'on conclut: [bly = [aw < a =
(Ble.

Proposition 5.3.5. Il y a également une propriété de décomposition
si la fibre au-dessus de ¢ ne contient pas de points génériques. En ce
cas, a = L{[a;]:). Une telle arborescence est appelée limite.

Démonstration. Premiérement, nous avons pour tout i C j, [a}i —
la]; en raison de la proposition 5.2.7. La famille est donc correctement
construite. Deuxiémement, pour tout mot w et tout entier n (c’est-
a-dire tout mot nw # €), nous avons [alnw = [@n]w = [L(ai)i]nw.
Il reste le cas de e. Soit ;. un point de sa fibre. Comme il n’est
pas générique, il existe un mot iw < € tel que = € [a]u. De ce fait,
S supieN([ai]s) = [L(az)z]e O
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5.3.3 Principe d’induction pour les arborescences

Définition 5.3.6. Etant donné une arborescence, nous disons qu’elle
est

— délimitée si pour tout suite <-décroissante de mots wo > w1 >

-+, il existe n tel que [a]w, = (0),

— localement finie si les fibres contiennent au plus un nombre fini

de points génériques.

Nous montrons par la suite que les arborescences délimitées et loca-
lement finies donnent une propriété universelle pour les progressions.
Nous qualifions ces arborescences de plates.

En particulier, les arborescences des exemples 5.1.6 et 5.1.7 ne sont
pas des arborescences plates : les arborescences (¢) ne sont pas locale-
ment finies pour o > w et les arborescences (a) ne sont pas délimitées
(sauf dans le cas particulier de l’arborescence (0)). En revanche, I’ar-
borescence wq est plate (méme remarque pour l'arborescence w<, mais
dans A<+ au lieu de Aq).

Définition 5.3.7. Nous notons P la restriction de A aux arbores-
cences plates.

Proposition 5.3.8. Les opérations s, L et (=), peuvent étre res-
treintes a P.

Démonstration. Nous avons vu que s ajoutait simplement un point
générique au-dessus de e. Il respecte donc la propriété de finitude
locale, et comme il ne change que la valeur de la fibre au-dessus de ¢,
il respecte également la propriété de délimitation.

En ce qui concerne 'arborescence L{a;):, nous pouvons noter que
la fibre au-dessus de ¢ ne contient pas de point générique puisqu’elle
est définie & partir d’une limite. Pour les mots 4w, nous avons L(a;); =
[@:]w. Par conséquent, I’arborescence L(a;); respecte la finitude locale.
Pour ce qui est de la délimitation, nous pouvons remarquer que pour
toute suite wo > w1 > - - -, il existe un entier k tel que w; = kwj (avec
wi > wh > -+ ) pour tout j > 0. Dés lors, il existe un rang n tel que
[L(a:)ilwn = [ak]w;, = (0).

Enfin, 'opération (—), respecte la finitude locale puisque toute
fibre de l'arborescence a, est une fibre de ’arborescence a. De méme,



5.3. Propriété universelle des arborescences 165

si ’on suppose que I’on dispose d’une suite w; > wa > - - -, il existe un
entier k tel que [a]nw, = (0), c’est-a-dire un entier k tel que [an]w, =
O

(0).

Remarque 5.3.9. Si l'on suppose que pour tout n 'ensemble n| =
{k | k C n} est fini, alors le pouvoir d’expression de P est le méme
que celui de A

Démonstration. Par induction sur & € €2, nous construisons une ar-
borescence & telle que [&]c = a et telle que si v < «, alors ¥ — &.

(0) € P. De plus, nous avons trivialement pour tout v < 0,

= 50, alors nous définissons & = s(ﬁ) ot B provient de
Vinduction (observons que d’aprés la proposition 5.3.8, s(8) €
P). Nous pouvons alors remarquer que si 7 < «, nous avons
v < B; cequiconduité’y—»ﬁ———u&.

— si a est un ordinal limite; comme il est dénombrable, il en
existe une énumération (o ):ien. De 13, nous construisons la suite
monotone (pour Pordre C) (0n)ne,0) = (SUPrc, (@K ))nem,0)-
Comme chaque ensemble {k C n} est fini, nous avons «; < a.
Par induction, nous avons également que pour tout ¢ C 7, o;: —
023-. De la, nous construisons & = L(c;;)z (qui appartient & P au
vu de la proposition 5.3.8).

0

Théoréme 5.3.9.1.
Etant donné une arborescence plate a € P, il y a trois cas mutuelle-
ment exclusifs:

-a=(0);

- a=s(b) avecb € P;

- a# (0) et a =L(a;); avec a; € P et pour un certain i, a; # (0).
Démonstration. Nous commencons par deux lemmes. Le premier est

une conséquence de la propriété de délimitation tandis que le second
provient de la finitude locale.
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Lemme 5.3.10. Pour tout germe x,.,, il existe un point générique
Tio B 2.

Lemme 5.3.11. Sila fibre [a]. contient un point générique, alors, elle
contient un point générique au sommet de la fibre.

Preuve du lemme. Comme a est localement finie, il existe un plus
grand point générique dans la fibre. Ce point est nécessairement au
sommet de la fibre d’aprés la proposition 5.3.3. O

Nous démontrons maintenant le théoréme. Supposons que 'ar-
borescence a ne contienne aucun point générique. Les fibres de a
ne contiennent aucuns germes d’apres le lemme 5.3.10. En d’autres
termes, a = (0). Si maintenant a contient des points génériques, deux
cas se présentent :

1. Si elle posséde un point générique au-dessus de ¢, alors (selon
le lemme 5.3.11) il existe un point générique au sommet de la
fibre. Nous construisons b comme dans la proposition 5.3.4. Nous
observons alors que b est plate.

2. Dans le cas contraire, nous construisons la suite (a;); comme
dans la proposition 5.3.5. D’aprés la proposition 5.3.8, pour tout
i, a; est plate.

O

Le théoréme nous permet de transporter le principe d’induction
des ordinaux aux arborescences plates. Nous avons besoin pour cela
de quelques définitions supplémentaires.

Définition 5.3.12. Etant donné une arborescence a, on appelle noyau
de l'arborescence l’ensemble

Fa={weD | [a]w # 0} U {}

Définition 5.3.13. Un ensemble de mot W est dit étalé si
(1) W n’est pas vide;
(ii) W ne contient pas de suite infinie décroissante pour <;
(i) W est clos par le haut pour Pordre C*.
Nous notons W 'ensemble des ensembles étalés de mots.
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Lemme 5.3.14.

(1) Sur W, nous considérons 1’ordre strict suivant : < est le plus petit
ordre qui contient les paires W < W’ pour lesquelles il existe un
entier k avec kW C W'. Cet ordre est bien fondé d’aprés la
clause (i) de la définition.

(ii) Le corps d’une arborescence est étalé. Pour toute arborescence
a, nous avons 'a = I'sa, et pour toute famille d’arborescences
(a:): et tout n €N, T'an < I'L{a:)s.

Lemme 5.3.15 (d’induction). Le procédé de décomposition décrit
au théoréme 5.3.9.1 s’arréte. En d’autres termes, si une propriété P
concernant les arborescences vérifie:

(1) P(0))
(it) P(a) = P(sa)
(iil) (Vi € N, P(as)) & (Fj(a; # (0))) = P(L(a:)icw)-

alors, elle est vraie pour toutes les arborescences de P.

Démonstration. On considére les paires (o,WW) ol @ € Q et W est
étalé. Ces paires sont ordonnées lexicographiquement (nous notons
<ex cet ordre) et cet ordre est bien fondé. A chaque arborescence a,
nous associons la paire ([a]¢,['a), la fibre au-dessus de ¢ et le noyau de
larborescence. Par extension, nous disons que a <jez bsi ([a]e,I'a) <iex
([b]e,T'b). Observons alors que (0) est le minimum pour 'ordre <iez.
L’induction repose sur le fait que <jer est bien fondé.
Le théoréme 5.3.9.1 montre qu’il y a trois cas a considérer :

- si a = (0), nous avons par '’hypothése (i) que P(a);

— sl a = sb, nous avons b <jez a. A l'aide de P(b) qui vient de
l'induction et de 'hypothése (ii), nous tirons P(a).

— st a = L{a;): avec ax # (0). Alors, pour tout j € N, nous avons
Il'a; < T'a. En conséquence de quoi, a; <iez a. Dol P{a;) par
induction. On en conclut alors P(a).

|
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Remarque 5.3.16. Le lemme précédent nous offre une autre carac-
térisation des éléments de P. En revanche, il ne nous donne aucune
information sur 'ordre de P. Celui-ci est trop riche pour pouvoir étre
décomposé a l'aide du méme principe d’induction que celui dont on
dispose pour les éléments.

Nous disposons néanmoins du théoréme suivant :

Théoréme 5.3.16.1.
La progression (P4, = ,(0),s,L) est la d-progression stagnante univer-
selle.

Démonstration. Notons tout d’abord que la progression est effective-
ment stagnante. Maintenant, étant donné une autre progression stag-
nante (S, < ,z,s,1), nous construisons la plus petite 2% fonction ¢ telle
que:

((0)) = =z (5.1)
d(sa) = s(¢(a)) (5.2)
$(La:)) = 1Ué(as))s (5.3)

Le lemme d’induction nous permet de montrer que la fonction ¢ est
totale. Son unicité provient du fait qu’elle est entiérement spécifiée par
les équations 5.1, 5.2, 5.3. En outre, elle est trivialement monotone.

O

5.3.4 Arborescences bien fondées

Les arborescences bien fondées que nous introduisons dans cette
section sont un sous-ordre des arborescences plates. Pour pouvoir ob-
tenir une propriété universelle des arborescences, nous faisons coller
lordre au principe d’induction du lemme 5.3.15.

Définition 5.3.17. Nous considérons la restriction de l’ordre °* aux
mots de la méme longueur. v Cf; w si v C* w et fo| = |w].

23. Au sens olt son domaine de définition est le plus petit.



5.3. Propriété universelle des arborescences 169

Définition 5.3.18. Etant donné une arborescence plate a, nous no-
tons ng, le nombre d’éléments génériques au-dessus d'une fibre w; ces
éléments sont situés au-dessus de la fibre d’apres la proposition 5.3.3.

Définition 5.3.19. Une arborescence est dite bien fondée si pour
tous mots v £} w, nous avons ng < ng. Nous notons V ’ensemble des

arborescences bien fondées ordonné de la maniere suivante. a — b si
a —— b et pour tout mot w, n?, < n,. En d’autres termes, le nombre
de points génériques respecte 'ordre point a point.

Proposition 5.3.20. Les opérations s, L et (—), sont stables dans
V.

Démonstration. La propriété est immédiate en ce qui concerne les
opérations s et (—)n.
Pour L, considérons une famille (a:);en,o) € V . Prenons

. L(ay): L{as);
deux mots v Cj} w, soit v = w = ¢, auquel cas netedi = plads — g

(N,E™)

Soit v = v’ et w = jw’ avec v/ C* w’ et alors ni@di - noi <l <
a; L(a:);
an/ — nw(am)z_ D

Proposition 5.3.21. La progression ((Vc, —'>),(0) ,5,L) est une C-
progression stagnante et inflationnaire.

Remarque 5.3.22. Quel est le pouvoir d’expression de V? C’est le
méme que celui de P si ’on fait la méme hypothése sur 'ordre C qu’a
la remarque 5.3.9, c’est-a-dire que les ensembles {v | v Cj| w} sont
finis.

Démonstration. Nous reprenons la construction & (pour tout o € Q)
de la remarque 5.3.9 et nous transformons ces arborescences en des
arborescences & de V.

Soit une arborescence &, nous décomposons toute fibre au-dessus
de w: [y = A& +n en le segment initial des germes non génériques
(M%) surmonté de I’ensemble des points génériques (selon la proposi-
tion 5.3.3). En observant la construction de &, nous pouvons remar-
quer que pour tout mot w, nous avons ’égalité A& = sup;ew, o) ([ws)-
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En notant par ailleurs que pour tout mot w, 'ensemble {v | v Cj|
w} est fini, nous définissons [&]w = Ay + sup{v;nw}(nﬁ‘).

On vérifie alors aisément que I’arborescence & est bien fondée et
que [&]c = [@].. a
Théoréme 5.3.22.1.

La progression (Vg»,(0),s,L) est la C-progression stagnante et infla-
tionnaire universelle.

Le reste de la section est consacré a la preuve du théoréme. Nous
commengons par quelques lemmes qui concernent l'ordre sur V.

Lemme 5.3.23. Si L{a;): “ibet a; # (0) pour un certain j € N,

(i) b (0),

(ii) st b=sb, alors L(a:)s v,

Démonstration.

(i) st a; # (0), [aj]e # 0. Par conséquent, [ble > [L(ai)ile > [aj]e >
0. Donc b # (0).

(ii) si b = sb’, nous pouvons remarquer que pour tout mot w #
6, [L(a:)idw < [blw = [B)iw- De plus, nk®) < n < nf.
Concernant le mot ¢, il suffit de noter que [L{a:):]c est un or-
dinal limite plus petit que l'ordinal successeur [b]c. Par consé-
quent, [L(a;)ile < [b']e. D’autre part, la fibre de 'arborescence
L(a;): au-dessus de € ne contient pas de points génériques. D’ou
n:—‘(ai)i < ,ng/_

a

Lemme 5.3.24. Sia — L(a;):, alors a n’est pas un successeur.

Démonstration. L{a;); n’a pas de points génériques au-dessus de ¢;
a {qui doit avoir moins de points génériques dans chacune des fibres)
n’en a pas. a n’est donc pas un successeur. O

Lemme 5.3.25. Si sa’ — b, alors b= sb. De plus, o/ — b'.

Démonstration. sa’ a au moins un point générique au-dessus de €. b
a donc au moins un point générique au-dessus de €. D’apres la propo-
sition 5.3.4, b = sb’. On vérifie alors que a’ Ly O
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Lemme 5.3.26. Etant donné une progression inflationnaire et stag-
nante (S, < ,z,5,1), 2 est le minimum de I'image de la progression
libre.

Démonstration. Par induction. O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoreme 5.3.22.1.
Etant donné une progression inflationnaire et stagnante (S, < ,z,,1),
nous construisons la plus petite fonction partielle qui vérifie les équa-
tions:

F((0) ==,

F(sa) = sF(a), si F(a) est défini,

pour tout ¢ € N, F(a;) est défini et pour tout ¢ T 7, F(a:) <
F(a;), alors F(L(ai)ien,0) = UF(a:))ien,0)-

La définition est correcte eu égard au théoréeme 5.3.9.1. De plus,
on peut noter que si la fonction précédente est totale, elle est unique
(étant déterminée entidrement par les équations).

Nous montrons maintenant que la fonction est totale et qu’elle est
monotone. Nous travaillons par induction en utilisant I’ordre <;e; que
nous avons introduit au lemme 5.3.15. Notre hypotheése d’induction est

(1) Fa est défini,
(2) pour tout z — a, Fz est défini,
(3) pour tout z LI y - a, nous avons Fz < Fy.

Le théoréme 5.3.9.1 montre qu’il suffit de considérer les trois cas
suivants:

— a = (0). En ce cas, nous avons:

(1) F((0)) = z est défini,

(2) siz — a, alors = (0). F(zx) est donc défini,

(3) siz LN y - a, nous avons z = y = (0), d’ot Fz < Fy;
- Sia=s(a').

(1) comme a’ <oz a, Fa’ est défini. Par conséquent, F(sa) =
sF(a) est défini,
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(2) supposons que z a1l y a trois cas:
- si z = (0), F(z) est bien défini,
- si = sz’, alors d’aprés le lemme 5.3.25, nous avons
' — o', Comme o' <iez a, Fz' est bien défini. Ce

qui permet de conclure que Fz est bien défini,
— si ¢ = L(z:), le lemme 5.3.23 montre que = — a'.

Comme dans le cas précédent, nous concluons que Fz

est bien défini;
3) supposons que T - y —' 4. Nous prouvons Fz < Fyen
q p

fonction des trois cas concernant z:

~ si z = (0), d’aprés le lemme 5.3.26, (et comme Fy est
bien défini) Fx < Fy,

— si z = sz’. Par le lemme 5.3.25 nous avons y = sy’ et
' - y’. En fait, nous avons z’ LN Y’ - &', Par
conséquent, Fz' < Fy'. Ce qui implique immédiate-
ment F'z < Fy,

- si z = L(z;), I'un des z; étant non nul. Il y a trois cas
dépendants de y :

— y ne peut &tre (0) en raison du lemme 5.3.23 (i},
— supposons y = sy’. En ce cas, le lemme 5.3.23 (ii)
montre que x sy 1, &/. Nous tirons Fz <
Fy' < Fy,
~ si y = L(yi):. Le lemme 5.3.24 montre que -
y — o’. Par induction, Fr < Fy;
— Le dernier cas donne a = L(a;);.

(1) Notons tout d’abord que a; <iez a pour tout ¢ € N. Par
conséquent, pour tout 7, Fa; est bien défini. Ensuite, pour
tout ¢ C j, nous avons a; LN aj LN aj. Par induction,
Fa; < Fa;. Par conséquent, Fa est bien défini,

(2) supposons que x 1, 4. Du fait du lemme 5.3.24, z n’est
pas un successeur. 1l y a donc deux cas. Soit z = (0) auquel
cas Fz est défini. Soit z = L(z;):. Nous avons pour tout

. ! . . P
i, T; — a4, ce qui permet de dire que Fx; est défini pour
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tout ¢ € N. Supposons maintenant ¢ C 7, nous avons z; -

z; SN a;. Dés lors, Fz; < Fz,;, ce qui signifie que Fz est
bien défini,
(3) supposons que z - y . D’aprés le lemme 5.3.24, il y
a deux cas & considérer :
~ si z = (0), nous avons Fz < Fy (lemme 5.3.26),

- si ¥y = L(yi):. Le lemme 5.3.24 montre que z: -
1

y; — a; pour tout ¢ € N. Par induction, nous tirons
alors Fz < Fy.

5.3.5 Un deuxiéme point de vue sur V

L’ordre V peut étre vu de maniére différente en s’appuyant de
maniére plus radicale sur la notion de point générique: on associe a
chaque mot w le nombre de points génériques que contient la fibre
au-dessus de w. Nous arrivons ainsi a la définition suivante.

Définition 5.3.27. Nous appelons les fonctions monotones a : (O, ) —
w des arborescences stratifiées >*. Une arborescence stratifiée est li-
mitée si ensemble {w € D | a(w)} ne contient pas de suite <-
décroissante infinie.

Définition 5.8.28. L’ensemble des arborescences stratifiées limitées
ordonné point 4 point est noté V. Nous allons voir que cette structure
est isomorphe a V.

Exemple 5.3.29. Nous notons 0 P’arborescence stratifiée qui a tout
mot w associe 0. C’est I’élément minimum de V.

Définition 5.3.30. L’opération monotone s agit comme suit :

s: Vo YV

e— afw)+1
ar {wn—» a(w) siw#e

24. Le concept n’a rien & voir a priori avec les arborescences telles que nous les
avons vues jusque la. La suite montrera le contraire, mais n’anticipons pas sur
I’exposé.
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Définition 5.3.31. De méme, nous définissons l'opération 1 : VN'E —

V:
(az‘)i'—"{ e— afw)+1

wr—  a;(w)

Définition 5.3.32. Enfin, pour tout entier n, nous définissons I'opé-
ration (—)n par:

a—{ w— a(nw) }

Théoréme 5.3.32.1.
(V,0,s,1) est la progression stagnante inflationnaire initiale.

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’il existe un morphisme de pro-
gression injectif de ¢ : V — V. En effet, V étant une progression
universelle, nous sommes assurés de l'existence d’un morphisme h :
V — V. Comme V est universel, nous avons l'égalité: ¢ o h = 1y. De
ce falt, nous sommes assurés que le morphisme ¢ est surjectif. 1l ne
reste plus qu’a montrer qu’il est injectif.

Pour construire le morphismes de progression de V vers V, nous
avons besoin de deux lemmes.

Lemme 5.3.33. Etant donné une arborescence stratifiée a,ilya
trois cas mutuellement exclusifs :

() a=0,
(ii) a(e) # 0, auquel cas il existe b telle que a = s(b),
(iii) a 5 O et a(e) = 0 auquel cas a = 1(a;);, 'un des a; étant différent
de 0.

Lemme 5.3.34. Etant donné une arborescence stratifiée a, nous consi-
dérons Pensemble de mots T'a = {e} U {w | Jv,a(v) # 0 et v w}.

Cet ensemble est étalé. Nous disposons alors sur les arborescences

stratifiées d’un ordre analogue & l'ordre <ier (bien fondé) que nous

avons vu au lemme 5.3.14: & chaque arborescence stratifiée a, nous

associons la paire (a(€),['a). Ces paires sont ordonnées par <ie. Par

extension, nous écrivons a <je; b si (a(e),l'a) <t (b(e),I'b). Nous

pouvons alors noter que a <j.r sa et a; <jer asi a # 0.
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Nous construisons maintenant la fonction ¢ : V — V,

() = (0
#(s(b)) = s(¢(b))
d(l(as):s) = L((as))
Nous montrons tout d’abord que la fonction est bien définie. Pour

cela, nous faisons une induction en utilisant 'ordre <;.. L’hypothese
d’induction est comme précédemment :

(1) ¢(a) est défini,
(2) pour tout x < a, ¢(x) est défini,
(3) pour tout x <y < a nous avons ¢(x) N o(y).-

D’apres le lemme 5.3.33, il y a trois cas a étudier:

— a = 0. En ce cas, les points (1), (2) et (3) sont trivialement
vérifiés ;
- a=s(b);

1. Comme b <. a, ¢(b) est défini; ce qui implique que
¢(a) = s(¢p(b)) est défini,

2. Si x < s(b), il y a deux cas. Soit x(¢) < s(b)(e) auquel
cas, x < b et par induction: ¢(x) - ¢(b) — ¢(a). Soit
x(e) = s(b)(e), auquel cas, x = s(x’). Comme x’ < b, nous
avons ¢(x’) LN ¢(b), d’olt 'on tire la conclusion,

3. En procédant de maniére similaire, on montre que si 'on a
x <y < a, alors ¢(x) — 6(y);

- a=1(a);

1. Comme a; <iex &, @¢(a;) est bien défini. Par ailleurs, comme
pour tout ¢ C j, nous avons a; < a; < aj, par conséquent
o(a;) - ¢(a;). De ce fait, ¢ est bien définie en a,

2. Si x < a, on a en particulier, x = 1(x;);. Comme x; < as,
&(x3) est bien défini. Comme par ailleurs, nous avons pour
tout i C j: x; < a; < a;; nous déduisons @(x;) s B(x5),
ce qui assure le résultat,
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3. Une étude similaire & (2) montre que nous avons également
(3)-

Ensuite, il convient de vérifier que la fonction ¢ est injective. On
procéde par induction sur les éléments ¢(z) dans V. O

Application aux hiérarchies de fonctions

Les hiérarchies de fonctions sont, comme nous l’avons vu, asso-
ciées & une progression inflationnaire stagnante, la structure H =
(w2 z.xz + 1,8(f)(z) = f(z + 1),A) pour la hiérarchie de Hardy et
la structure G = (w*,Az.0,5(f)(z) = f(z) + 1,A) pour la hiérar-
chie & croissance lente et enfin, la structure F' = (w® Az.0,s(f)(z) =
f*(xz + 1),A) pour la hiérarchie & croissance rapide. D’aprés le théo-
réme 5.3.22.1, nous avons donc une fonction monotone :

h: V — w*
a — he

qui construit les fonctions sous-récursives de la hiérarchie de Hardy,
et une fonction monotone:

g: V. — w¥
a — ga

qui construit celles de la hiérarchie a croissance lente, et enfin, une
fonction monotone:

f: vV - w
a — fa

qui définit la hiérarchie & croissance rapide.

JPRY . 1
Le théoréme montre que si 'on a deux arborescences a — b, nous
avons pour tout n € N,

IN

ha(n) hy(n)
ga(n) < g (n)

fa(n) < fo(n)
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5.4 Progressions non nécessairement stagnantes

Nous envisageons maintenant les progressions inflationnaires gé-
nérales, c’est-a-dire les progressions inflationnaires mais pas néces-
sairement stagnantes. Pour justifier cette approche, nous rappelons
que nous nous servons de ces structures universelles comme principe
d’induction pour un A-calcul. Or une équation comme celle de la stag-
nation est incompatible avec 'induction.

Nous établissons dans cette section la notion d’arborescences crois-
santes qui est la progression inflationnaire générale. Pour cela, nous
faisons I’hypothése que 'ordre C est connexe. Plus précisément, la
relation de 'ordre est un graphe connexe. Ceci nous empéche en par-
ticulier de considérer le cas des <-arborescences. En revanche, 'ordre
habituel sur les entiers est connexe.

L’idée de la construction est la suivante : nous avons remarqué que
{(0) est la seule arborescence pour laquelle L{a); = a. Qu’a cela ne
tienne, supprimons (0)! Il reste alors & éliminer suffisamment d’élé-
ments de V pour que les opérations s et L soient stables. En utilisant
un sous-ordre de V, nous conservons la propriété d’inflationnarité, en
supprimant (0), on évite I’dquation de la stagnation.

Définition 5.4.1. Une arborescence a € V est dite croissante si:
- a#(0);
— si [a]ws 7 0 pour un certain mot de la forme wi, alors pour tout
entier j C Z, nous avons [a]w; 7 0.
Nous notons W l’ensemble des arborescences croissantes; W est
ordonné par l'ordre induit par V.

Exemple 5.4.2. L’arborescence (1) est croissante. C’est méme la
plus petite arborescence croissante. En effet, toute arborescence crois-
sante a étant différente de (0), [a]e > 1.

Proposition 5.4.3. Les opérateurs s et L. peuvent étre restreints a
W.

Démonstration. La proposition est triviale concernant I'opération s.
Pour Popération L, premiérement, on observe que L{a;); # (0)
car pour au moins un ¢ (en fait tous), a; # (0). Pour la deuxiéme
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hypotheése, il y a deux cas:

1. Pour les mots de la forme n(e), il suffit de remarquer que [L(a:)i]n(e) =
[an)e # 0.

2. Pour les mots de la forme nwi, nous pouvons observer que
[L(a:)iJnws = [an]wi- Par conséquent, si [L(a:)ijnws # 0, nous
avons [an]w; # 0 pour tout j C <. On en conclut alors [L{as)i]nw; #

0.
O

Remarque 5.4.4. En revanche, Uopération (—), n’est pas stable sur
W. Nous avons en effet (1)o = (0). Nous verrons néanmoins que 'on
peut appliquer sur une arborescence croissante qui n’a pas de points
génériques au-dessus de .

Théoréme 5.4.4.1.
Soit a une arborescence croissante. Trois cas mutuellement exclusifs
se présentent :

(1) a= (1),
(ii) il existe une arborescence croissante b telle que a = s(b),

(iti) a = L{as):.

Démonstration. Que les cas soient mutuellement exclusifs est trivial.
Maintenant, il nous suffit de montrer que les décompositions sont cor-
rectes. Pour cela, nous nous appuyons sur un lemme:

Lemme 5.4.5. Soit une arborescence croissante a qui n’a pas de
points génériques au-dessus de €. Nous avons alors 'égalité :

a = L(az)z

Démonstration. L’égalité est vraie dans V, il nous suffit donc de mon-
trer que a; est une arborescence croissante pour tout 1 € N. [1y a
deux choses & vérifier.

1. A-t-on an # (0)? La réponse a la question dépend directement
du fait que Pordre C est connexe (et c’est pour cela qu’on l'a
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supposé tel). Pour montrer que a, # (0), nous montrons que
[an]e # 0.

Nous observons tout d’abord que comme a # (0) et que a n’a
pas de points géneriques au-dessus de ¢, il existe un mot fw tel
que faliw # 0. Par monotonie, [a];j) 7# 0. Nous introduisons
maintenant 'ensemble D = {m € N | [a]m) # 0}. Notons
au préalable que si n € D, alors a, # (0). Maintenant, nous
pouvons observer que D vérifie les équations:

-i1€eD,
~ si m € D, alors pour tout k C m, [a]ke) # 0 en raison de
la croissance de I'arborescence a. D’ou k € D,

—sim € D, alors pour tout m C k, [alge) # 0 car a est
monotone vis-a-vis de C*.

Comme l'ordre est connexe, nous pouvons conclure que D = N,
cqfd.

2. Soit un mot wi tel que {an]w: # 0. Nous avons alors [a]nw: =

[an]wi # 0. Ce qui conduit immédiatement pour tout j C 7 a:
[an]wj = [a]'n/wj # 0.

O

Maintenant, nous constatons que les deux premiers cas de la dé-
composition correspondent au fait que ’arborescence admet des points
génériques au-dessus de ¢. La décomposition a = L(a;); découle alors
directement du lemme. |

Théoréme 5.4.5.1.
La structure (Wg, — (1},s,L) est la C-progression inflationnaire
universelle.

Démonstration. Premiérement, nous devons remarquer que la struc-
ture est bien inflationnaire. Cela provient en fait de la nature inflation-
naire de la structure (V,(0),s,L). En revanche, la structure (W,(1},s,L)
n’est pas stagnante contrairement a la précédente. Ceci est di au fait
que (0) est la seule arborescence a telle que L(a); = a.
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Supposons maintenant que nous disposons d’une progression in-
flationnaire (S, < ,y,s,1). Nous construisons la plus petite fonction ¢
(ainsi que nous l'avons fait précédemment) telle que:

@ (1)) =7y,
(i) ¢(s(b)) = s(4(b)),
(ifl) ¢(L(as):) = U¢(as))s

Comme nous 'avons déja fait, nous procédons par induction en
utilisant 'ordre <;... Rappelons que nous associons a toute arbo-
rescence a, la paire ([a]e,]'a) et que nous écrivons a <jee b pour
([a]e.Ta) <iex ([b]e.I'b). Nous utilisons & nouveau '’hypothése d’in-
duction:

(1) ¢(a) est défini,
(2) pour tout z —a, @(x) est défini,

(3) pour tout = —» y —— a, nous avons $(z) < (y).

Comme la démonstration est trés proche de celle que nous avons
faite pour le théoréme 5.3.22.1, nous ne développons que les aspects
qui en sont différents.

Trois cas se présentent :

- a = (1). ¢((1)) est bien défini. Si z — (1), = (1
conséquent, ¢(z) est défini. Siz — y — (1), z =y
D'ou, ¢(z) < ¢(y)-

— a = s(b). Ce cas est essentiellement analogue & celui du théo-
réeme 5.3.22.1.

~ a = L(as)i. Nous procédons comme pour le théoréme 5.3.22.1.
Néanmoins, nous indiquons que la preuve est encore réduite du
fait du lemme:

Lemme 5.4.6. Dans W, si b — L(as)s, nous avons b = L(b;).
et pour tout i, by — a;.

On vérifie alors que la fonction ¢ est monotone. On dispose en fait
du résultat en vertu du point (3) de I'induction précédente. O
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5.4.1 Progression générale

La construction que nous avons faite plus haut peut s’appliquer
pour obtenir la progression universelle la plus générale (ce qui ne si-
gnifie pas qu’elle soit la plus intéressante). Nous reprenons 'ordre Py
que nous avons montré étre la progression stagnante universelle, et
nous considérons:

Définition 5.4.7. Une arborescence a € P4 est simple si:
- si [a]wi # (0) alors [a]wk # (0).

On note Sq 'ensemble des arborescences plates.

Théoréme 5.4.7.1.

L’ordre discret (S, = ,(1),s,L) est la J-progression initiale.

Démonstration. Pour montrer ce résultat, on procéde en panachant la
démonstration du théoréme 5.3.16.1 et celle du théoréme 5.4.5.1. O

5.5 Récapitulation

Nous avons défini quatre sortes de progressions, et pour chacune
d’elle un modele universel.

C-progression universelle | stagnant | non nécesmt stagnant

inflationnaire v W (1)

non nécesmt inflationnaire | Pg (2) S« (3)

1. Rappelons que la propriété n’est démontrée que pour les cas ou
C est connexe;

2. Nous supposons ici que C est ordre discret =" ;
3. Nous faisons la méme remarque que pour (2).
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Chapitre 6

Construction d’ordres

Au chapitre 5, nous avons donné une sémantique a la notion d’
« ordinal équipé d’une suite fondamentale » et nous avons dégagé
une notion de structure croissante. Nous nous intéressons maintenant
au probléme de la syntaxe, c’est-a-dire & un calcul qui permette de
construire de maniére effective de telles arborescences. Pour cela, nous
nous sommes orientés vers Vutilisation d’un A-calcul typé comme le
fait Simmons [Sim00], mais avec des types dépendants. Un tel calcul
sera présenté au chapitre 7.

Pour commencer, nous présentons sous un angle historique le dé-
veloppement de notre travail. Ceci nous permet de justifier un certain
nombre de choix que nous avons faits pour la construction de la syn-
taxe. D’autre part, ceci nous permet de présenter le travail que nous
développons dans ce chapitre.

A Porigine, nous avons donc cherché & définir un A-calcul typé
dans lequel nous avons un type « & part entiére » pour 'ordre W , et,
c’est le point principal, le principe d’'induction de W. En fait, nous
avons développé une technique plus générale qui permet de définir des
ordres issus d’une classe de théories algébriques, les W-théories que
nous décrivons par la suite.

183
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Approche a la maniére de Simmons

Revenons pour le moment au probléme de la syntaxe pour w. Nous
nous sommes orientés dans un premier temps vers un calcul a la ma-
niere de Simmons [Sim00]. En voici les principales caractéristiques.
Nous utilisons deux niveaux, le premier pour les A-termes (typés) et le
deuxiéme pour les jugements d’ordre sur ces A-termes; ces jugements
d’ordre s’appliquent sur des termes t et t’ de type w (éventuellement
dans un contexte I'), nous écrivons ceci sous la forme I' - ¢ < ¢'. Pour
représenter ’ordre w par exemple, on introduit les régles:

— Les termes définissant les éléments de w :

FO:w Fs:w—ow
— Les jugements d’inégalités définissant ’ordre sur w:

'z<y FT'rFz<y
FO<L<0:w I'ksz <sy 'z <sy

— Les jugements qui définissent < comme un ordre:

Pht=t, PHt<t  TrHUS
r-t<vt¢ THt<t”

Tel quel, le calcul est inopérant, en effet, nous ne sommes pas en
mesure de déduire (par un arbre fini de déductions) des jugements

aussi simples que
n:wk0<n

Certes, au niveau de la meta-théorie, une induction sur N nous
permet de déduire 'inégalité. Mais si ce principe suffit & Simmons qui
montre les inégalités sur les termes ordinaux a posteriors, nous ne pou-
vons pas nous en contenter 2. En effet, comme nous intégrons l'ordre

25. L’égalité ici est la fermeture réflexive transitive de la B-réduction. Cette
régle contient le cas 0 < 0 que nous avons néanmoins introduit pour ce qu’il est
spécifique de w (en particulier, il est indépendant de la B-réduction).

26. L’idée qui consiste & rajouter l'inégalité n : w - 0 < n comme axiome
n’est pas concluante. En effet, 'ajout de cette seule inégalité n : w - 0 < n
ne résout rien: on retrouve le probléme pour n : w - n < n par exemple. Une
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de maniére intrinseque & la structure de progression, nous devons étre
en mesure de représenter le raisonnement précédent a Pintérieur de la
syntaxe.

Or, le calcul que nous cherchons a construire contient justement le
principe d’induction de w qui nous permet de déduire le jugement en
question. Nous décidons donc d’unifier le point de vue: les jugements
sont des types, ce qui nous ameéne a la théorie des types dépendants.
Nous avons donc envisagé la suite dans ce cadre.

Induction et théorie algébrique

Reprenons maintenant le probléme sous ’angle de la sémantique.
Le lien entre la notion de principe d’induction et la notion de modéle
initial d’algébre universelle est connu depuis longtemps, au moins de-
puis Lawvere [Law64] qui donne une axiomatisation des entiers na-
turels dans ce cadre. De nombreuses structures mathématiques (nous
en verrons des exemples) qui donnent lieu & un principe d’induction
peuvent étre vues comme la structure libre résultant d’un certain choix
d’opérations sans équations additionnelles entre elles. Et en fait, de
telles équations sont méme dangereuses pour le principe d’induction :
en identifiant des éléments, on risque de créer des circularités dans
lordre définissant 'induction. Nous essaierons donc autant que pos-
sible d’éviter toute équation entre les opérateurs. De ce point de vue,
le choix des types dépendants est judicieux, en ce sens qu’il permet
d’intégrer au niveau logique certaines équations.

Revenons sur la notion d’algébre. Etant donné une catégorie K
et un endofoncteur F' : K — K, une F-algébre est la donnée d’une
paire (A,x) ol A est un objet de K et  un morphisme FA 5 A.
Les F-algébres définissent les objets d’une catégorie pour laquelle un
morphisme f : (A,a) — (B,0) est un morphisme de f: A — B € K
tel que le diagramme commute :

meilleure idée consiste donc 4 définir un ensemble d’axiomes qui permette de
déduire « suffisamment » d’inégalités. Outre le fait que le choix des inégalités
est ad hoc, nous n’avons rien obtenu de probant de cette maniére. Il manque
toujours une inégalité (plus ou moins triviale par induction).
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A — B
Les identités et la composition étant héritées de celles de K.

Maintenant, que peut-on dire d’un objet initial FA 5 A dans
cette catégorie?

Propriété 6.0.1 (Lemme de Lambek). « est un isomorphisme. Par
extension de la notion classique, on qualifie A de point fixe de F.

Démonstration. Comme FA > A est initial, il existe un morphisme
f tel que le diagramme (de gauche) commute; comme le diagramme
de droite commute également, le rectangle extérieur commute.

Ff Fo

FA FFA FA
T
A 7 FA—; A
Par unicité, on conclut ao f = 14. On note alors I'égalité foa =
Flaofy=1ra. O

Propriété 6.0.2. D’autre part, pour tout autre F-algebre F'B LB ,
nous disposons d’un morphisme f : A — B qui exprime le principe
d’induction. A peut étre vu comme le plus petit point fixe de F.

Prenons par exemple le cas des entiers naturels. Plagons-nous dans
la catégorie des ensembles, avec 1 = {x} l'ensemble terminal et +
l'union disjointe sur les ensembles. Les entiers naturels sont obtenus
comme étant ’algébre initiale pour le foncteur:

N: X—14+X

En d’autres termes, eu égard a la propriété de la somme disjointe
(qui est un coproduit), une N-algébre est la donnée d’un objet A et

de deux morphismes 1 % A et A ENY'®
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1 inl 1 + A inr A

fous]
. v f
A

On notera alors que les entiers naturels constituent 'algebre ini-
tiale pour le foncteur N, plus précisément, l’algebre initiale est donnée
par (N,[0,s]). Pour toute autre N-algébre (A,[a,f]), on dispose d'un
morphisme I4 : N — A tel que:

{ IA(O) = a
vn, Ia(s(n)) = f(la(n))

Ceci peut s’écrire informellement en théorie des types de la maniére
suivante:

F a:A
z:A F f(z): A
n:N F Taam: A

Les deux prémices traduisent le fait que A est une N-algebre et la
conclusion, qui correspond précisément au principe d’induction sur N,
traduit le fait que N est la N-algebre initiale.

Définition 6.0.3. On dit qu'un foncteur F : K — K respecte les
colimites de w-chaines si pour toute colimite (a,(f:):e.) d’une w-chaine

fo, f1, . ..
a0 24 qp 25 ... , le diagramme (Fa,F(f;)icw) est une colimite de la

N Ffo,1 Ff1,2
w-chaine Fag — Fa; — ---.

Propriété 6.0.4. Pour calculer l'objet initial dans la catégorie des
F-algebres, une technique usuelle est de calculer la colimite obtenue &
partir de 'objet initial de K. Il s’agit de la généralisation en termes ca-
tégoriques de la construction d’un plus petit point fixe d’une fonction
monotone sur les ensembles ordonnés a partir du plus petit élément:
pf = L2, f7L. Etant donné une catégorie K qui dispose d’un ob-
jet initial 1 et qui admet les colimites de w-chafnes, étant donné un
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foncteur F': K — K, si I respecte les colimites de w-chalnes, alors la
F-algébre initiale est la colimite du diagramme :

L F1l B p2

Démonstration. Observons premiérement que | étant initial, il y a
un (unique) morphisme L s F1. Les morphismes de la w-chaine
précédente sont donc plus précisément fi;11 = F(!). On appelle
(a,(fi)iew) la colimite de ce diagramme. Comme F' respecte les co-
limites, (Fa,(F f;)icw) est la colimite du diagramme F L ANy - T
---. On peut alors observer que a est également un cocéne pour ce
diagramme :

| |
Fi—te. poy
a

F"+1_L

fn fn+

f1

Par conséquent, on a un morphisme « : Fa — a. Supposons main-
tenant que Fb £, b est une autre F-algébre. Comme L est initial, le
carré le plus & gauche dans le diagramme suivant commute, de ce fait,
les autres carrés commutent (par fonctorialité de F):

! Fnl
L Fl e Frl Frtl
!bl 1F!,, l F”!bl lF"“!b
b Fb e F™b Pt

B g

Par conséquent, (b,(g:)icw) est un cocone du diagramme 1 LR

FiL Z P2 5 ... od go =l et gny1 = (B o Fg,. Il existe donc un
morphisme h : A — B. Montrons maintenant que h est un morphisme
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d’algeébre, c’est-a-dire foFh = hoa. Observons que 'on a deux épines:

(Fa, (F£):) =2 (b, (gis1):)

BoFh
Fn+1'
Frrl] : Frt2)
an an+1 an an+
Jr+1 Fa D Fb Gn+1
a B
a
3 b
On a en effet les égalités:
hoaoFf, = ho fni1 par définition de o
= gn+1
et:
BoFhoFf, = foF(hof,)
= BoF(gn)
= gnt1

Par unicité de I’épine, on a So Fh = hoq. L’unicité de 1’épine h se
montre alors en utilisant le fait que la colimite est définie & un unique
isomorphisme preés. O
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Exemple 6.0.5. Il y a un cas particulier de foncteurs qui respectent
les w-chalines, il s’agit des foncteurs polynomiaux. On note X" le fonc-

teur X — (- (X x X) x---) x X, avec X° = 1 et X' = X. Etant

n fois

donné n + 1 objets Ao, ... ,An de C, on définit le foncteur polynomial
P:X s Ao+ A1 x X +--- 4 An x X7, noté autrement 30 A, X"
Dans les ensembles, étant donné un polynéme P = 7 A X",
A; étant fini pour chaque i, une P-algébre o : PX — X revient &
spécifier pour chaque i < n et chaque j € A; une opération o
X* — X. Ceci est dii en particulier au fait que A; x X* s’identifie au
foncteur X*+ ---+ X*. En d’autres termes, la donnée d'un foncteur
Card(A;) fois
polynomial P correspond & une signature o = (a),,, et une P-
algébre A une interprétation de cette signature. B
En fait, rien ne limite la taille des ensembles A;, et on peut étendre
la définition aux « séries formelles» : -0 0 A X*.

Par rapport & cette situation « idyllique », nous avons plusieurs
complications. Premiérement, nous avons un opérateur L : W — W
dont l'arité n’est pas finie, ensuite, cette méme arité n’est pas un
ensemble, mais un ordre.

Du point de vue de la sémantique, le passage & une arité infinie ne
pose pas de problémes si on se limite & un petit nombre (au sens d’uni-
vers ensembliste) d’opérateurs. De la méme maniére qu’une opération
d’arité n sur X peut étre vue comme une fonction X” — X ou @
est I’ensemble & n éléments et X™ le Hom-interne, on peut considérer
n'importe quel ensemble D comme une arité. Une fonction X? — X
est alors une opération sur X d’arité D. La construction de ’algébre
libre s’obtient dans ce cas en termes de colimite.

Du point de vue de la syntaxe, on peut imiter cette situation en
employant un type fonctionnel dans le A-calcul ; informellement,

z: Do Xtaz): X

et n’importe quel type du calcul peut servir d’arité.
En fait, l'utilisation de Hom-foncteur interne pour définir les ari-
tés résout simultanément le probléme des arités qui ne sont pas des
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ensembles. Dans une catégorie cartésienne fermée, et plus générale-
ment dans une catégorie monoidale fermée, tout objet A peut étre
vu comme une arité, et un morphisme (A — X) — X comme une
opération de cette arité.

1’idée d’utiliser les structures monoidales fermées dans ce contexte
date de Lawvere {Law73]. Nous reportons le lecteur a Kelly et Po-
wer [Kel82, KP93] qui ont développé ces techniques. Enfin, terminons
par mentionner le fait qu’il existe des notions abstraites de taille (pour
les catégories localement présentables [GUT71, KP93]) qui permettent
de considérer une notion équivalente aux arités finies.

Dans ce contexte, de nombreuses études ont été menées. Un des
points sur lesquels se sont développés des travaux a été la généralisa-
tion de la notion d’endofoncteur. Les foncteurs agissent a la fois sur
les objets, mais plus généralement sur des « contextes ». De ce point
de vue, la théorie des types de Martin-Lof formalise la notion d’en-
semble de maniére suffisament générale pour qu’on puisse définir des
notions de signatures trés puissantes. Nous mentionnons ici les travaux
de [Dyb97, PM93, PS89] et l'article de Dybjer et Setzer qui donne
les principes généraux et une bibliographie [DS99]. Mendler donne
dans [Men91] les constructions catégoriques correspondantes. Dans
cette optique d’algébre généralisée, I'idée est donc d’utiliser I'expres-
sivité des types dépendants pour définir des signatures suffisamment
riches pour définir les opérations dont on a besoin. L’intérét du for-
malisme des types dépendants vient du fait que 'on peut éviter un
certain nombre d’équations (vis-a-vis d’une logique d’ordre supérieure
par exemple), or rappelons-nous, les équations ne font pas bon ménage
avec l'induction.

Théorie algébrique et structure d’ordre

Ici, il pourrait paraitre séduisant d’employer des T-algébres libres
sur la catégorie des ordres partiels (avec les fonctions monotones) :
c’est une catégorie cartésienne fermée (et donc une structure monoi-
dale fermée). On peut y définir des arités finies (via les ordinaux finis
par exemple) ou infinies comme w.

Le probléme est que 'on n’arrive pas & exprimer P'équation d’in-
flationnarité d’un opérateur en termes d’endo-foncteur. Prenons par
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exemple le cas de w. Essayons de le construire & la maniére de ce que
nous avons fait pour les entiers naturels. w peut étre obtenu comme
Palgebre initiale dans la catégorie des ordres avec les fonctions mono-
tones pour le foncteur lift que nous avons vu au chapitre 2:

T:X—1l+X

ou | est un élément minimum que l'on rajoute a X.
Ceci nous donne bien w:

! !
‘(Z)T'

p ——
|

T~

/]

A

[\o]

[

F1G. 6.1 — Construction de w

Mais & quel principe d’induction cela correspond-il? Dans la syn-
taxe, la régle d’élimination de l'ordre précédent ressemble informelle-
ment a:

' b a:X
Fz:X + fz:X
Fz:X F t:a<fz
F'm:w F ILgn:X

Cette régle fait appel a un principe plus fort que celui que nous
voulons considérer. En effet, nous utilisons ici I’équation Vn, 0 < n
alors que nous voudrions simplement utiliser l'inflationnarité Vn,n <
sn. En d’autres termes, nous voudrions une régle du type:
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' v a: X
Frz: X F fz:X
Tz: X F t:z< fzx

F'm:w F Iipn: X

Ce principe d’induction ne se traduit pas facilement en terme d’en-
dofoncteur, nous avons donc cherché & employer un type d’algébre
universelle plus général que celui obtenu au moyen d’endofoncteur.
Il semble que ceci soit tout & fait nouveau dans la théorie des prin-
cipes d’induction. Nous n’allons pas expliciter exactement quel type
d’algébre universelle nous employons, nous nous contentons de décrire
certains modeles concrets.

Mais pour cela, nous devons changer d’univers de travail. Il y a au
moins deux bonnes raisons a cela. Premiérement, la structure d’ordre
est une relation «trop riche» : il est nécessaire de prendre en compte &
la fois la réflexivité et (surtout) la transitivité. Ceci complique, voire
rend impraticable I’écriture des schémas d’inductions. Il apparait plus
simple de construire des relations binaires qui se révélent étre des
ordres a posteriori que des ordres directement.

Deuxiémement, méme si ceci est moins important, l'utilisation des
ordres est incompatible avec les types dépendants, les ordres ne sont
pas en effet un modéle naturel des types dépendants. Ceci provient
(sans doute) du fait que la catégorie des ordres partiels n’est pas lo-
calement fermée (ni méme relativement localement cartésienne fer-
mée [Pit89]). Nous nous sommes donc reportés sur la catégorie des
relations binaires.

Principe d’inflationnarité pour les relations binaires

Le prix a payer pour utiliser des relations binaires (que nous appe-
lons par la suite des graphes) est que nous devons utiliser un principe
d’inflationnarité un peu plus fort que celui que nous avons vu jusque
la. Prenons le cas de w vu comme un simple graphe, w est l’algebre
libre pour la structure d’algébre suivante: un triplet ((X,Rx),{,0) est
une wgr-algebre si:

— {(X,Rx) est une relation binaire,
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— ¢ est un élément de X tel que Rx({,{),

— o est une opération monotone sujette & une (in)équation d’in-
flationnarité qui est dans ce cas: Vz,y, Rx(z,y) = Rx(z,0y).

En d’autres termes, nous avons une regle de la forme:

r = a:X
Fez: X + fzr:X
Lp:Rx(zy) = tp): Rx(z,fy)
F'm:w bt Ijgn:X

Remarque 6.0.6. Nous aurions pu prendre le principe d’inflation-
narité des relations binaires pour les ordres, l'inverse n’est pas vrai.
Représentons les relations binaires obtenues pour chacun des deux
principes (pour simplifier le schéma, nous n’avons pas représenté la
réflexivité) :

© @ @ ®

Fi1c. 6.2 — Avec Uhypothése : Vz, Rx(z,0z)

F1G. 6.3 — Avec Uhypothése : Vz,y, Rx(z,y) = Rx(z,0y)
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Remarque 6.0.7. Le fait d’utiliser les relations binaires plutdt que
les ordres n’apporte rien au probléme de la construction de w en termes
d’algébre universelle au moyen d’endofoncteurs.

Relations binaires, relations binaires réflexives

En fait, quand nous avons abandonné l'idée d’utiliser les ordres
pour faire de l'algébre universelle, nous avons eu un choix, entre les
relations binaires et les relations binaires réflexives. Nous commencgons
par analyser 'utilisation des relations binaires. En théorie des types,
une relation binaire est la donnée de:

I' X type
Fzy:X F Rx(zy)type

La catégorie des relations binaires, ainsi que nous 'avons vu a la
section 2, est une catégorie cartésienne fermée, une structure monoi-
dale fermée par conséquent. Toutefois, cette structure n’est pas adap-
tée & nos besoins. La raison en est que I’ensemble des éléments de la
relation binaire (X = Y) n’est pas égal & Hom(X,Y'), ce qui nous em-
péche de considérer, au moins naivement, X comme une arité. Dans la
catégorie des relation binaires/graphes, un morphisme (w = X) — X
ne peut étre vu comme une opération d’arité w comme nous le sou-
haitons. En effet, ’ensemble des sommets du graphe (w = X) =
Ens(N,| X|) contient des éléments qui ne sont pas des w-chaines.

Qu’en est-il des relations binaires réflexives? Leur intérét vient es-
sentiellement du fait que exponentielle vérifie la propriété Hom(X,Y) =
|(X = Y)| qui manque aux relations binaires. Ceci nous permet de
considérer X comme une arité, et ainsi de faire de ’algébre universelle
comme nous le ferions naivement dans les ensembles. Maintenant, le
probléme est que 'utilisation des relations binaires réflexives demande
de gérer des équations (ce que nous cherchons & éviter).

Un morphisme de relation binaire réflexive doit en effet transporter
la fonction de réflexivité, ce qui nécessite une équation supplémentaire.
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En syntaxe, une relation binaire réflexive est la donnée de:

I' + X type
zy:X + Rx type
Tix:X F Refx:Rx(zz2)

Pour tout morphisme f : X — Y, nous devons disposer de f(Ref x (z))

Refy(f(z)). Certes, on pourrait inclure des constructeurs de types
spéciaux analogues au « J » de Martin-Lof pour internaliser 1’égalité
ci-dessus, mais cela va & ’encontre de notre démarche qui cherche a
se restreindre aux moyens les plus élémentaires possibles.

En théorie des types dépendants, la sémantique naturelle des rela-
tions binaires est la catégorie des multi-graphes. Un habitant du type
Rx(z,y) est une « preuve» de lexistence d’une aréte entre x et y.

Mais il reste & résoudre le probléme: doit-on utiliser les multi-
graphes ou les multi-graphes réflexifs? Nous venons de voir que les
deux possibilités semblent inutilisables en théorie des types. La so-
lution que nous avons retenue est d’employer un moyen terme: une
structure monoidale fermée sur les multi-graphes qui posséde certaines
qualités désirables des multi-graphes réflexifs.

Il

6.1 Structure monoidale fermée sur les multi-graphes

La structure monoidale et les constructions que nous présentons
dans cette section concernent la catégorie des multi-graphes. Elles se
transposent néanmoins dans la sous-catégorie pleine des graphes. Les
constructions sont les mémes que pour les multi-graphes a ceci pres
qu’il faut « effacer » le nom des arétes.

Exemple 6.1.1. Pour commencer, nous (re-)présentons quelques multi-
graphes particuliers (qui sont également des graphes comme le lecteur
pourra le remarquer) qui interviennent trés souvent dans la suite de
Pexposé.
1o
(0,1)

1: (‘Q I: ©® 2: @—Q®



6.1. Structure monoidale fermée sur les multi-graphes 197

Remarque 6.1.2. Nous identifions (classiquement) les sommets du
graphe G avec les morphismes I — G. Pour tout k& € |G/, le morphisme

I — G désigne 'unique morphisme qui associe k a e.

6.1.1 TUne structure monoidale fermée sur les multi-
graphes

Nous avons vu que la catégorie des multi-graphes est cartésienne
fermée (cf la section2.7) ; le probléme est que ’ensemble des sommets
de X = Y ne s’identifie pas avec 'ensemble des morphismes X — Y.
Or nous avons besoin de cette propriété pour pouvoir considérer X
comme une arité. L’idée de la construction est de rajouter des arétes
de « réflexivité dans le graphe tenseur. Ces arétes supplémentaires
permettent de travailler jusqu’a un certain point dans la catégorie
des multi-graphes comme si on travaillait dans la catégorie des multi-
graphes réflexifs.

Définition 6.1.3. Etant donné deux multi-graphes X et Y, nous
considérons le multi-graphe X @ Y :

- | XeY|=[X|x]|Y],

- Rxgy = Rx x Ry +|X| x Ry + Rx x |Y|. Nous écrivons les
fleches de | X| x Ry (respectivement celles de Rx X |Y|) comme
des paires (=; ,v) ou z est un élément de |X| et v € Ry (resp.
(u, =y) ol u € Rx et y € |Y]). Nous supposons pour cela que les
deux ensembles (de symboles) {=:| z € |X|} et {=4| v € |Y|}
sont disjoints de Rx et Ry.

Les domaines et les codomaines des fleches sont définis comme
suit:

(uw) : (z,y) — (2'¥) siu:z—2 etv:iy—y
=z , . 3 - ,’) Si'UZy—y/

(== ) : (zy) — (z,y

(u,=y): (zy)—(z'yy) siu:z—12

Ceci peut étre résumé par un schéma (les arétes sont représentées
par des fléches) :
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(u, =)
(x,y') — (‘Tlvy/)

(u,v
(=I,U)T / T(=I,,U)

(:Ev y) - (xlz y)
(u,=y)
Proposition 6.1.4. En fait, l'opération ® peut étre étendue en un
foncteur de la maniere suivante. A tous morphismes de graphes f :
X —-Y etg:Z — T, nous associons le morphisme: fQg: X ®Z —
Y ® T défini par:

- (f ®9)(=z,2) = (f(x).9(2)),

-~ (f®9pg): (z,2) — (2',2) = (f(p):9(2))
- (f®9)((=s.9) : (z,2) — (M)) = (=f@= 9(2)),
- (f®9){p, =2) : (z,2) = (2',2)) = (f(P), =g(2))-

Proposition 6.1.5. Le tenseur ® munit la catégorie MGr d’une
structure symétrique monoidale.

Proposition 6.1.6. Nous avons des isomorphismes :
1) A I®X =X,
(1) px : X @I~ X,
(i) 7y : XY ~YQ®X,
(iv) axyvz : XQ(Y®Z)~(X®Y)® Z.
qui vérifient les équations de Mac Lane (cf section 2.5).

Démonstration. Ces isomorphismes sont engendrés par les isomor-
phismes dus 2 la structure de produit ordinaire sur les ensembles de
sommets et d’arétes sous-jacents; on en déduit la commutativité des
diagrammes de structure monoidale. 0

Définition 6.1.7. Etant donné deux multi-graphes X et Y, nous dé-
finissons le multi-graphe X — Y :

— |X — Y| = MGr(X,Y).
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— Une aréte entre les sommets u et v dans X — Y est une paire
p = (p*,p*) de fonctions telle que pour tous k,k' € X, q :
k—k € X, nous avons p} : ux —vi €Y et pj : ug — vir. En
résumé (les arétes sont représentées par des fleches):

+
P},
Ut —— Vs

1%

Uy — Vi
+
Py

Nous retrouvons le « diagramme » des graphes réflexifs (& comparer
avec le diagrammes des multi-graphes (section 2.7) et celui des multi-
graphes réflexifs (la section 2.7.1)).

Nous soulignerons en régle générale en gras les éléments de X —Y
(comme des vecteurs). En ce cas, on note les arguments comme des
indices.

Remarque 6.1.8. Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait que
l'ensemble des éléments de | X — Y| est MGr(X,Y) (contrairement
a ce qui se passe pour la structure cartésienne fermée usuelle sur les
graphes).

Proposition 6.1.9. La structure (MGr,® ,—) est une structure sy-
métrique monoidale fermée.

Démonstration. Etant donné un morphisme de graphe h : (C®D)—
E, on définit le morphisme de graphe:

cur(h) : C — (D—E)
d — hicd)
¢ { vid—d — h(=cw):h{cd)—h(cd)
. ! d — h(u,=a): h(c7d) - h(cl7d)
vreme = { v:d—d ~— h{uzw):h{cd)—h(dd)

On définit evalp g : (D — E)® D — E par:
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evalp g : (D—EY®D — FE
(ud) — uy
(p:u—vyg:k—j) — py:u—vj
(pru—v,=¢) — pPFiux—vk
(:U 7qk_.7) = Ug

On peut alors observer que le diagramme suivant commute :

eval
(D—wE)@D—22 > F
cur(h)@lDT /

C®D
Et en fait, le morphisme cur(h) est uniquement déterminé par h.
Une des raisons a cela est que la currification que nous faisons ici est
directement héritée de la currification des ensembles. O

Nous reprenons la construction du bifoncteur Hom-foncteur in-
terne que nous avons vu a la section 2.5 dans le cas des multi-graphes
réflexifs. Du point de vue du A-calcul, il s’agit de l'interprétation de
la substitution.

Définition 6.1.10. Etant donné un graphe D, le foncteur D — (=) :
MGr — MGr est défini par:

- X — (D—X),
— étant donné un morphisme de graphe f : X — Y, le morphisme
D—of:(D—oX)—(D—oY)est:

u— fou

Il existe également un foncteur contravariant (—)— D : MGr°? —
MGr:

- X~ (X —D,
— étant donné f : X — Y, le morphisme f — D : (Y — D) —
(X — D) est:
u—uof
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6.1.2 La structure monoidale des graphes

Les graphes squelettiques admettent une structure monoidale si-
milaire & celle que nous venons de voir pour les multi-graphes.

Définition 6.1.11. Le tenseur sur les graphes squelettiques est dé-
fini de la maniére suivante. Etant donné deux graphes (X,Rx) et
(Y,Ryv), le graphe (X,Rx)®(Y,Ry) est composé des sommets (X xY),
et (z,y) — (z',y") si 'un des trois cas suivants est réalisé:

-z—2' € Rx et y— vy € Ry,
- z=z"ety—y€ Ry,
-y=1vy etz —z € Rx.

Note 6.1.1. Onremarquera que (X,Rx)&(Y,Ry) = (X,RXT®\(Y,Ry),
la construction (—) étant le collapse du multi-graphe en un graphe de
la proposition 2.7.1.
Définition 6.1.12. Le Hom-foncteur (X,Rx)—o(Y,Ry) se définit alors :
- |(X,Rx) — (Y,Ry)] = Gr(X)Y),
- Etant donné deux morphismes de graphes, u,v € Gr(X,Y), il y
a une aréte entre les deux si pour tout x € X on a uy — vz et
pour tous T —z’, on a Uy — V.
Note 6.1.2. Onremarquera que (X,Rx)—o(Y,Ry) ~ (X,Rx)—(Y,Ry).
Note 6.1.3. Pour voir que la construction suivante est un Hom-foncteur,
on observera que 'on dispose de ’équation

Home: ((X,Rx)®(Y,Ry),(Z,Rz)) = Hommer ((X,Rx)®(Y,Ry),(Z,Rz))

Ceci est di au fait que (—:) est adjoint & gauche de l'inclusion. Ceci
nous permet d’écrire :

Home.((X,Rx)®(Y,Ry),(Z,Rz)) Hommer((X,Rx) ® (Y,Ry),(Z,Rz))
Hommer((X,Rx),(Y,Ry) — (Z,Rz))

Homa:((X,Rx),(Y,Ry)~(Z,Rz))

1R
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6.1.3 Aspects sémantiques pour une syntaxe

La structure symétrique monoidale fermée nous fournit la séman-
tique pour un A-calcul linéaire {cf section 2.6). En fait, eu égard au
morphisme :

X — XX
z — (z,2)

p:z—y — (pp):(z,z)— (v,v)

ce calcul dispose des diagonales, il bénéficie alors de la propriété de
contraction (cf Jacobs [Jac94]). En revanche, toujours d’apres [Jac94],
nous n’avons pas de morphisme X ® Y — X qui nous donne 'affaiblis-
sement. De ce fait, et I'expérience le montre, un tel calcul est lourd &
utiliser 2* . D’autre part, interface avec les types dépendants est mau-
vaise ; en effet, le lien entre la logique linéaire et les types dépendants
demeure mystérieux. Pour remédier a cela, nous restreignons le calcul
aux graphes réflexifs mais avec le produit ordinaire de multi-graphes
réflexifs.

Proposition 6.1.13. Soient deux multi-graphes réflexifs (G Refg) et
(H Ref ). Il existe une fonction de réflexivité pour le graphe G @ H.
Par la suite, on note le graphe obtenu (G Ref¢) ®r (H,Refn).

Démonstration. Nous définissons la fonction de réflexivité:

|G® Hl — Rcgx
(zy) — (Refg(x)Refr(y)): (z,y) — (=)

27. Notons qu'il y a un autre exemple de modeéle de calcul avec contraction
mais sans affajiblissement, il s’agit de la structure monoidale fermée des ensembles
pointés présentée au chapitre 2.



6.1. Structure monoidale fermée sur les multi-graphes 203

Proposition 6.1.14. Soient deux multi-graphes réflexifs (G Refg) et
(H Refy). Il existe une fonction de réflexivité pour le graphe G — H.
Nous notons ce graphe (G Refg) —or (H,Refy)

Démonstration. Nous définissons alors une fonction de réflexivité:

|G—-H| — Rgon
f — (z€|G|— fRefe(x)p:z—yeG— fp)): f—Ff
O

Remarque 6.1.15. Notons qu’il y avait une autre fonction de ré-
flexivité possible, il s’agit de:

|G—- H| — Rgn
f — ([ze|Gl—Retu(fa),p:z—yeG—fp)): f—Ff

Définition 6.1.16. La catégorie Refl que nous utiliserons pour construire
un calcul monotone est composée de:

— les objets sont les multi-graphes réflexifs (X ,Refx),

— les morphismes sont les morphismes de multi-graphes. Notons
que les morphismes ne respectent pas nécessairement la réflexi-
vité,

Proposition 6.1.17. Lastructure (Refl,®r,—or) est monoidale fer-
mée. Nous avons en effet les équations:

Hompea((G Refe) ®r (HRefy),(KRefx)) =~ Hommar(G® H,K)
~ Hommer(G,H — K)

Hompen((G Refc),(H Refy) —or (K Refk))

En fait, on peut voir la restriction aux graphes réflexifs comme
une structure additionnelle de la catégorie: les objets vérifient des
propriétés qui sont transparentes du point de vue des morphismes,
mais qui rajoutent de la structure aux objets de la catégorie.

Nous montrons maintenant comment se servir de la catégorie Refl
comme d’un modeéle du A-calcul avec contraction et affaiblissement.
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L’idée est d’utiliser le produit comme opération binaire a la place du
tenseur, ce qui assure l'affaiblissement. Il suffit alors de se débrouiller
pour que la « cohabitation » entre ce produit et le Hom-foncteur se
passe correctement pour disposer de la S-réduction.

Sur, Refl, nous considérons les opérations suivantes :

— le tenseur qui sert & interpréter les contextes est le produit or-
dinaire des multi-graphes réflexifs ; on notera a ce propos que le
tenseur n’est pas un produit catégorique: ceci est dii au fait que
les morphismes ne respectent pas nécessairement la réflexivité.

— l'objet « X — Y » est celui de la SMC. Nous lui attribuons la
fonction de réflexivité donnée par la proposition 6.1.14.

— le terminal est 1.

Nous interprétons un contexte I' = z1 : Xi,... ,zn : X» comme
suit: I' = X1 X -+ X X, ; nous interprétons le contexte vide & laide
du graphe 1.

La construction du morphisme eval et de la transformation na-
turelle Refi(I’ X X,Y) — Refi(I",X — Y) se fait a l'aide du retract :

PXY. s s s .
XY—XxY; c’est-a-dire que ixy o pxy = lxxy. Pour tout
iXy
p:z—ye€Xettoutg:z—tey,

pxy : X®Y — X xY ixy : X XY — XQY
(zy) — (zw) (zy) = (2.9)
(pg) +— (»9) (pg) ~— (p9)

(=2.,9) — (Refxz.,q)
(p,=2) — (pRefyz)

On peut étendre le retract aux contextes en composant les mor-
phismes p et i:

Pr
P®=X1®"'®Xn@_.X1 X XXnZF
ir
La currification des morphismes est définie comme suit. Si le contexte
I" n’est pas vide, étant donné un morphisme f: ' x X — Y, nous dé-
finissons cur(f) = ir o cursme(f o prxx) : I' = (X — Y) ot cursmc
est la currification de la SMC.
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Si le contexte est vide, on associe & tout morphisme f: 1xX =Y
le morphisme cur(f) : 1 — (X — Y") défini par (fRefy).
Note 6.1.4. On peut donner une version explicite de la currification :
étant donné un morphisme h: X x Y — Z, le morphisme currifié est :

cur(h) : X — Y —2
. y —  h(zy)
g:y—y — h(Refx(z),9): h(z,y) — h(z,y")
Pz e { vy — h(pRefy(v)) : h(z,y) - h(z'y)
' g:y—vy — hipg):h(zy) —h(z'y)

Le morphisme evalx,y est donné par evalsmcyy 0 i ol evalsmc
est ’évaluation de la SMC.
Nous avons alors la propriété eval o (cur(f) x 1) = f.
(X —Y)x X

pTl’L
Te ® X — Uy vyeX

I'x X Y

f = fopoi

evalsmc o (cursme(f op) @ 1) o i

evalsmc o iop(cursme(fop)®@1)oi

= evalsmcoio (cur(f) x 1)

Remarque 6.1.18. Nous n’avons pas la naturalité de cur en général,
ce qui serait nécessaire pour interpréter la substitution dans le calcul
(cf section 2.6). La naturalité signifierait que le diagramme suivant
commute :
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X Hom(X x Y, Z) —ZHom(X,Y — Z)
fI lHom(fxl,Z) lHom(f,Y—oZ)
Y Hom(X' X Y, Z) —2Hom(X",Y —o Z)

Or, étant donné h : X x Y — Z, nous pouvons calculer explicite-
ment le morphisme Hom(f,Y — Z) ocurx,v,z(h) € Hom(X',Y — Z):

X = (Y—=2)

e { vy —  h(fz'y)
g:y—y — hRefx(fz').q): h(fz'5y) — h(fz' )
pir—z { y +~—  h(fpRefy(y)): h(fz,y) — h(fz"y)
' q:y—y — h(fpg) : h(fzy) - h{fz'y)

Nous pouvons faire la méme chose pour le morphisme de la curri-
fication curx- y,z (Hom(f x 1,Z)(h)):

X' (Y —2)
' = {
q:Yy—

!
rr—x
P {q5y"

On s’aper¢oit que la composante sur les arétes de curx y, z (Hom(fx
1,Z)(h))(z') est différente de celle de Hom(f,Y — Z) o curx,y,z(h) €
Hom(X',Y—oZ)(z"). On a égalité seulement si f(Ref x (z')) = Refx (fz).

Pour cette raison, nous n’avons pas la substitution en général, mais
cela n'est pas trés grave comme nous allons le voir.

—  h(fz'yy)
—  h(fRefx/(z'),q) : R(fz'y) — h(fz',¥)

—  h(fpRefy(v)) : h(fz,y) — h(fz'y)
= h(fp,g) : h(fz,y) — h(fz'.y)

e e

Propriété 6.1.19.

(i) Du fait que les projections X x Y — X respectent la réfiexi-
vité, nous pouvons interpréter la régle d’affaiblissement (cf sec-
tion 2.6) et comme les morphismes diagonaux respectent égale-
ment les fonctions de réflexivité, nous pouvons utiliser la contrac-
tion.
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(i1) A cause de l'égalité eval o (cur(f) x 1) = f, nous avons égale-
ment la B-réduction. En revanche, nous n’avons pas l'unicité du
morphisme cur(f), de ce fait, nous ne pouvons interpréter la 7-
réduction. Cette propriété qu'un modeéle ait la S-réduction sans
la n-réduction est peu commune (voir la notion de catégorie semi-
cartésienne close [Hay85], et ’exemple de Hoofman [Hoo93]).

Remarque 6.1.20. Nous utilisons la structure (Refl, x ,—) pour
définir un calcul monotone (au chapitre 7), mais pour faire de I’algébre
universelle, nous utilisons la structure symétrique monoidale fermée
pour laquelle la théorie est bien établie. Il est en effet difficile de
voir ce que signifient les notions de base d’algébre universelle dans un
contexte aussi peu familier que ce modele de calcul.

6.1.4 Ordres constructifs

Définition 6.1.21. Un ordre constructif est un triplet (G, ref(—),tr(—,—))
ou (G,ref(—)) est un multi-graphe réflexif et tr(—,—) est une fonction
partielle R x Rg — R¢ tels que pour toutes arétes p:a—b € G et
g:b—ce€ G, nous avons tr(p,g) ia~ce G.

En d’autres termes, G est une catégorie sans les lois de ['unité ni
celles de la composition.

Par extension, on dit d’un multi-graphe G que c’est un ordre
constructif ’il existe deux fonctions ref et tr telles que (G, ref(—),tr(—,~))
soit un ordre constructif.

Remarque 6.1.22. Un ordre constructif qui est squelettique s’'identi-
fie & un pré-ordre ordinaire. Par conséquent, pour tout ordre construc-
tif (G,ref(-),tr(—,—)), le graphe G est un pré-ordre ordinaire.

6.1.5 Constructions sur les multi-graphes

Remarque 6.1.23. La catégorie MGr admet les pushouts (cf [BW90]
et la section 2.7.2).

Remarque 6.1.24. Nous introduisons ici une notation particuliére
pour certains pushouts dont nous aurons besoin par la suite. Etant
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donné un multi-graphe G et un sommet k& € G, le pushout du dia-
gramme 2 15 G noté (e —% G) est le multi-graphe composé du
multi-graphe G et d'un nouveau sommet e qui est relié par une aréte
% au sommet k (par la suite nous notons % de la méme maniére que
k).

~ (o =xG)| = |G|+ {},

- R(en,6) = Re + {k}, les éléments de Rg ont le domaine et le
codomaine qu'ils avaient dans G ; nous rajoutons deux équations
pour la nouvelle aréte k: dom(k) = e, codom(k) = k.

C’est alors un simple exercice que de montrer que pour tous mor-
phismes de multi-graphes h : 2 — H et g : G — H tels que gok = hol,
il existe un morphisme (unique) f tel que le diagramme commute:

Ici, G dénote 4 la fois le multi-graphe G et linjection canonique
entre G et (¢ —1 G).

Définition 6.1.25. Soit un diagramme D « K -7+ E. Nous construi-
sons le multi-graphe [DKFE] % :

- |[DKE]| = |D| + |E|, la somme disjointe de |D| et |E|,

- Ripxe] = Rp + Re + |K| + Rk. Le domaine et le codomaine
des arétes sont définis comme suit: sip € Rpoup € Rg, pa
le domaine et le codomaine qu’il avait dans D ou E; sip € | K],
nous définissons dom(p) = l(p) (c’est-a-dire 1’élément dom(p) €
|D| vu dans |[DK E]|) et codom(p) = r(p) (I'élément est vu dans

28. pour simplifier la notation, nous supprimons (de la notation) les deux mor-
phismes ! et r mais nous attirons 'attention sur le fait qu’ils participent & la
définition.
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[DKE)|); si p € Rx, dom(p) = domp(l(p)) et codom(p) =
codomg(r(p)).
Il y a deux injections canoniques: celle de D dans [DKE] et celle
de E dans [DKE]. Nous les notons: D =4 [DKE] et E A (DK E}.

Remarque 6.1.26. Nous pouvons alors noter que le multi-graphe
[DKE] est la colimite du diagramme :

/\/\

K®2

EaKDE
RN Y
[DKE]

Le morphisme apkg est défini par:

QDKE : K®2 — [DKE]
(k0)y — (k)
(k1) — r(k)
(=% ,(0,1)) +— k vu comme une aréte de {DKE]
(p, =o0) > I(p)
(®,=1) — r(p)
(p,(0,1)) +— pvu comme une aréte de [DKE]

6.2 U-algébres

Cette section est au cceur de la problématique. Nous présentons
ici une notion d’alggbre sur les multi-graphes (les algébres ¥) qui
permettra de définir de nombreux ordres tel que w, ordre de Kruskal
sur les termes, etc. Nous définissons dans un premier temps les ¥-
algebres libres.

Définition 6.2.1. Une ¥-théorie est la donnée de:

(i) un ordre strict (I, <) appelé I’ensemble des indices; ce sont les
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(i)
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indices des opérateurs: pour chaque © € I, ¥, est un symbole
d’opérateur dont I’arité est le multi-graphe D, ;

un sous-ensemble J C I clos par le haut pour l'ordre < ; et pour
tout 7 € J, un ensemble A; C D,. Pour tout k € A,, le symbole
d’opérateur ¥, est dit inflationnaire en k.

Intuitivement, cela signifie que pour tout élément u : D, — G
(G étant une W-algebre, cf. définition suivante), il y a une aréte
entre les deux éléments ux — ¥,(u);

un diagramme D, &2 K., MAGER D, pour toute paire z < 3. Nous
supposons en outre que les deux morphismes [, ; et r.,; sont des
injections (c’est-a-dire que leurs composantes sur les sommets
et les arétes sont injectives), et méme, & la proposition 6.5.6,
nous considérerons que les K, ; s’identifient & des sous-ensembles
d’arétes et de sommets.

Intuitivement, cette régle permet de faire des comparaisons entre
les opérateurs. Plus précisément, les opérations V,(Z,7) d’arité
D, et ¥,(Z,2) d’arité D, ont en commun les variables (de sommet
et d’aréte) & qui correspondent & K., ;, les variables § et Z étant
disjointes.

Lorsqu’il est clair quels sont les indices 2 et 3, nous écrirons [ et
r & la place de [, ; et 7. ;.

Nous supposons en outre que la W-théorie est munie des structures
suivantes :

(a)

pour tout triplet 2 < 3 < £, il y a deux morphismes [, ;¢ et r, ;¢
tels que I,y = L, 0l ;6 €t 7.4 = 7,007, ,¢. En outre, pour
chaque k € K, ., nous disposons d’une aréte: p,, (k) : 7, ©
loge(k) — e © 7 ;0(k) € D;. En résumé, nous avons les mor-
phismes suivants (attention, le diagramme n’est pas commutatif!
La fleche = représente la fonction k — p, , o(k)):
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K:,,,] = K],é
NN
D, D] D,

(b) pour tout ¢+ < 7 avec 2 € J et tout k € A,, il y a un sommet
k., x € K., et une aréte p,,x : k — l(k.;x). En plus de cela,
r(k. k) € A;. Clest pour disposer de cette hypothése que nous
avons supposé que J devait étre clos par le haut.

La structure additionnelle que nous avons introduite ici permet de
disposer d’une propriété de conservation des ordres constructifs: I’al-
gébre libre engendrée par ('ordre sous-jacent d’) un ordre constructif
peut étre étendue en un ordre constructif.

Définition 6.2.2. Une U-algébre est la donnée d’un quadruplet
(G,(¥)eer,(infl)reskea, (comp, ,).<;) > ot G est un multi-graphe, ot
pour tout 2 € I, ¥, € MGr(D, — G,G) est une interprétation du
symbole ¥, et olt (infl).cikea, et (comp, ).<;) sont deux familles
telles que:

e Pour tout ¢ € J et tout k € A,, infl, i est une fonction telle que le
diagramme commute :

29. Par la suite, nous omettons les indices, pour alléger la notation.
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ID. G = (el
TID.,,-—oG| T[lwcl
infl,
(s —x D) — G| Pk PIRYe
M %@1
¢l = |6

Ce diagramme exprime de maniére formelle 'inflationnarité de
Popérateur ¥, relativement a k. Comme nous 'avons déja in-
diqué, cela signifie que la k*™° composante de tout morphisme
u : D, — G vérifie ux — ¥, u. Toujours pour aider le lecteur, nous
pouvons remarquer que dans le cas d’un opérateur ¥, unaire,
cela signifie que z — U, z.

e Pour tout 2 < 3, comp, ; est une fonction telle que le diagramme

commute :
D, — G| Sl el
TID1—°GI Tll—oGI
|ID.K. ,D;) = G| ———— 12— G
llDtﬂGI llo—°GI
D, — G| aal el

Ce diagramme permet de comparer les opérateurs entre eux. Le

. Lo, Ty, .
diagramme D, <2 K., REEN D, fait la correspondance entre D,

et D, ; les deux morphismes [, , et ., opérent des substitutions
de variables dans les arbres. Nous revenons sur la construction
dans la remarque ci-dessous.

Remarque 6.2.3. Reprenons maintenant plus en détail les diagram-
mes commutatifs qui précédent. En particulier, analysons le diagramme
pour inflationnarité. Soit un élément T € (e —1 D,) — G. En repre-
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nant les définitions, nous voyons que U est la donnée de:
— un morphisme u: D, — G,
— un élément z € G,
— une aréte p: x — Uk.
Maintenant, inf1(W) est la donnée d’une certaine aréte, disons
q:z—t € G. Le diagramme exprime alors que z =z et t = ¥, u.
Inversement, de toute donnée de trois éléments u, z et p, nous

pouvons obtenir une preuve de z — ¥,u. En effet, de u, z et p, nous
tirons le diagramme :

SN
N g

(0 1) = p

Comme (o — D,) est le pushout correspondant, nous disposons
alors d’un morphisme (¢ —; D.) — G, c’est-a-dire un élément de
(e =1 D,) —o G sur lequel on peut appliquer le morphisme infl; le
résultat produit est une preuve de z — ¥, u.

Analysons maintenant le deuxiéme diagramme. En reprenant la dé-
finition de [D. K, ;D,], nous voyons qu’un élément v € [D. K, ,D;] —
G est la donnée de:

— un morphisme u: D, — G,

— un morphisme v: D, — G,

— pour tout k € K, une aréte: Ir(k) : wyx) — Vo),

— pour tout p: k — j € K, une aréte: Ir(p) : wyky — V).

D’aprés le diagramme, I'aréte comp, , est telle que comp, (TV) :
Y,u—¥,v.

Inversement, du fait que [D, K, ;D,] est défini comme une colimite,
toute donnée d’un quadruplet comme celui ci-dessus nous donne une
preuve que ¥, u — ¥,v.
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Définition 6.2.4. Un homomorphisme entre deuz ¥-algébres
(G,¥%,inf1% comp®) — (H,¥¥ inf1¥ comp¥) est un morphisme f :
G — H qui respecte les opérations ¥, infl et comp.

6.2.1 Un peu de syntaxe

Pour construire les W-algébres libres, nous avons besoin de construire
des arbres infinis. Pour manipuler de tels arbres, nous mettons en place
une syntaxe allégée. Nous représentons les sommets et les arétes des
algebres a l'aide d’arbres de dérivation analogues a ce que l'on peut
trouver dans le cadre des systémes formels. Nous utilisons ainsi, a ’ins-
tar du calcul des séquents, des arbres dont les feuilles sont des axiomes
(c’est-a-dire des sommets ou des arétes connus au préalable dans la
théorie) et les branchements sont des régles données par le contexte.
Un jugement est la conclusion/racine d’un arbre de dérivation.

Le probléme principal vient du fait que les arités dont nous dispo-
sons ne sont a priori pas finies. Nous avons donc des arbres de taille
infinie mais aussi des collections non finies d’arbres. Nous décrivons
maintenant les conventions de notation que nous employons pour ma-
nipuler de telles collections d’arbres: nous introduisons des régles qui
sont transparentes du point de vue de I'induction mais qui du point de
vue de la notation permettent d’isoler ou de regrouper des collections
d’arbres. Nous en profitons pour présenter dans ce cadre les régles qui
permettent d’utiliser le Hom-foncteur de la structure monoidale.

Etant donné que nous travaillons avec des multi-graphes, nous
avons deux sortes de jugements: k € G signifie que k est (mon-
tré/construit) un sommet de G et p : k — j € G signifie que p est
une aréte de G telle que p : k — k'.

La représentation d’un sommet u € D — X consiste en la donnée
pour tout sommet k € D, d’un arbre IIx qui se conclut en ux € X et
pour toute aréte p : k—j d’un arbre II, qui aboutit a4 up : upg—u; € X.
Nous avons choisi deux notations pour décrire de telles collections.
k:DbFu € X (resp. p: k— 3 € DF ur € X) désigne la collection
des arbres (IIx)xep (resp. la collection des arbres (II,)pep). Dans le
cas particulier des collections qui décrivent un morphismeu € D— X,
nous utilisons la notation u € D — X pour désigner 'union des deux
collections (TIx)kex U(Ilp)pe k- Nous avons une meta-régle qui permet
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de passer de la premiére notation a la seconde:

keDFu. e X p:k—k/ED}—upZuk—uk/EX
ueD—oX

Remarque 6.2.5. Il y a lieu de noter que 'écriture u € D — X dé-
signe & la fois le jugement et la dérivation qui aboutit & ce jugement.
Cette confusion n’est pas due au hasard. En effet, la conclusion est
entiérement déterminée par les prémices et la régle de dérivation. Elle
n’est de ce point de vue qu’une sorte de décoration de 'arbre. Mais
nous voyons également la conclusion comme le témoin de la construc-
tion de l'arbre, elle représente alors l’arbre de la dérivation.

Nous avons une régle analogue & la précédente pour les arétes:

ueD—-X veD—oX Vk:Dbgf:iux—vi Vp:k—k eDFg :uw—vy

Apg:u—veD—oX

L’abréviation \p.q dénote la paire de fonction (p™*,p*) & la maniére
de ce que l'on fait pour les foncteurs.

Le parallele avec la logique peut étre prolongé: nous avons deux
regles d’« élimination » qui correspondent & un choix d’une branche
d’un arbre. Pour désigner la k*@° branche d’un arbre u € D — X,
(resp. la p*™° branche), nous écrivons:

ueD—-X keD ueD—-X p:k-k'eD

u € X Uyt ug—u €X

La sierniére abréviation syntaxique que nous utilisons est la sui-
vante. Etant donné un morphisme f € K — D et une dérivation II qui
aboutit au jugement u € D—o X, la notation uo f désigne la collection
des branches de IT qui aboutissent & uy(xy pour tout sommet k € K
et des branches de II qui concluent uy,y pour toute aréte p € K.

De méme, la notation p : uol—uor € K—X (oul € K — Detr €
K — E sont des morphismes et u € D — X et v € E — X sont deux
dérivations) désigne la collection des branches de p qui aboutissent &
Pk Wyky — Vrry € X pour tout k € K et des branches qui concluent
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Pq : Uyky — V()8 € X pour tout ¢: k—j € K.

6.2.2 Counstruction de la ¥-algébre libre

Définition 6.2.6. Etant donné un multi-graphe B, nous nous pro-
posons de construire la W-algebre libre engendrée par B, ou de ma-
niére équivalente, la U-algébre libre qui a comme constantes les som-
mets et les arétes de B. Pour cela, nous construisons le multi-graphe
U = F(B) défini comme étant le plus petit multi-graphe vérifiant les
régles:

beB ueD,—-U

(el
dbeU Y,ueclU

Ces régles construisent les sommets du multi-graphe U. La pre-
miere régle correspond a linclusion (universelle) des sommets de B
dans le multi-graphe et la deuxiéme régle introduit ’opérateur ¥,
d’arité D,. Notons en ce qui concerne la syntaxe que b € B est un
axiome, et que u € D, —U est une dérivation qui conclut u € D, —U.

Pour les arétes:

p:b—ceB pu—veD —U
Pp:Pb—PccU Up:¥u-V,vel

(el

ueD —oU p:z—uelU

(e JkeA,)
infl(p,u,k) :z — Y,ue U

uwebD, —oU veD,—-U p:uol—vorekK,,—U

(r=<2)
Comp(p,u,v,z,]) :Uu — ‘IJJV cU

Deux remarques:
— la premiére régle correspond a l'inclusion (universelle) des arétes
du multi-graphe B. La deuxiéme fixe la monotonicité de 'opé-
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rateur V,. La troisiéme régit l'inflationnarité de U, relativement
a k. Quant a la quatrieme, elle correspond a la comparaison des
opérations.

— nous appelons la derniere régle d’un élément ou d’une aréte de
U sa forme.

Nota bene 6.2.7. Les arbres obtenus peuvent étre infinis, mais en
fait, ils sont «infinis en largeur» : chaque branche, elle, est de longueur
finie. Tout en manipulant des arbres de taille infinie, nous bénéficions
donc d’un principe d’induction.

Théoréme 6.2.7.1.

Le multi-graphe U est la U-algébre libre engendrée par B. C’est-a-dire
que pour toute autre V-algébre

(G,¥%,inf1% comp®) et tout morphisme de multi-graphes B — G, il
existe un unique morphisme de V-algébres h, nous Uappelerons ’épine®°,
tel que le diagramme commute :

B—ls¢

\A
ih
PN

U

Démonstration. Nous définissons I’épine h par induction sur la construc-
tion de U.

— h(®b) = fb,

- h(Tu) = TGk : D, h(uw),\q : k — k' .h(uy)),

- h(®p: ®b— Pc) = fp: fb— fc,

- h(¥.p : L,u—0,v) = U (\k.h(pr),A\g : k—k".h(pg)) : A(T,u)—
h(¥,v),

— h{infl(p,u,k)). Par induction, nous construisons le morphisme
de multi-graphe h{u) = (Ak.h(uk),A\q : k — k" .h(uy)) : D, — G.
Notons qu’au vu de la définition de h nous avons ¥Z(h(u)) =

h(TY (w)). Par induction, nous avons également une aréte h(p) :
h(z) — h(ux). Nous observons alors que le diagramme commute :

30. La terminologie est due & Simmons.
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I
/ \
D, 2
h;& A)
G

Comme (® —. D, ) est le push-out du diagramme D, L 2,
nous disposons d’un morphisme de multi-graphes (unique) h :
(e —x D.) — X tel que infl, x(h) : h(z) — TCh(u).

Nous définissons en conséquence : h(infl(p,u,z,k)) = infl, x(h) :
h(z) — h(T,u).

— h(comp(p,u,v,2,7)). Par induction, nous construisons h{u) = (Ak :
D.h(ug),A\g : k=K : D.h(ug)) : D, — G, h(v) = (Ak :
D,.h(uk), g : k— k' : Dy.h(uy)) : D, — G pour lesquels nous
avons U¢ (h(w)) = R(TY (u)) et T (h(u)) = h(TY (v)).

Par induction, nous pouvons définir le morphisme :

h(p) : K.,®2 — G
(k,0) = h(ww)
(k,l) i h(vr(k))
(=x5(0,1)) = h(pk) : h(wy) — h(vr)
(g:k—=3,=0) — h(uyg)  A(ww) — h(wy)
(q ik~ j> =1) = h(vr(q)) : h(vr(k)) - h(vr(j))
(q:k—3,0,1)) = h(pg) : h(wuy) — h(vi)

Nous observons alors que le diagramme suivant commute :
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K., K.,
:/ mgm Ky \

D, K., ®2 D,

l
h(p)
x "
G

Ceci nous donne un (unique) morphisme h : [D, K, ;D,] — G tel
que comp(h h(u) k(v),2,7) : UEA(u) — \I/fh(v).

Nous définissons alors h(comp(p,u,v,2,7)) = comp® (h,h(u),h(v),2,7) :
R(¥Yu) — h(TVv).

O

6.3 Préservation de la structure d’ordre construc-
tif

Nous montrons dans cette section que la construction des V-algebres
conserve la structure d’ordre constructif.

Théoréeme 6.3.0.2.

Si (B,ref(—=),tr(—,~)) est un ordre constructif, le multi-graphe U =
F(B) peut étre étendu en un ordre constructif. Plus précisément, il
eriste une fonction de réflexivité Ref et une fonction de transitivité
Tr telles que (URef,Tr) soit un ordre constructif.

Démonstration. Nous construisons en premier lieu la fonction de ré-
flexivité Ref sur U. Nous procédons par induction sur la définition des
sommets z € U :

— si £ = ®b. Comme B est un ordre constructif, nous disposons
d’une preuve: ref(b) : b < b € B. Par conséquent,

ref(b):b<beB
Sref(b) : db—-dbec U
Nous définissons donc Ref(®b) = Pref(b);
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~ si z = ¥,u avec u : D, —o U. Par hypothése d’induction, nous
avons pour tout k € D,, Ref(uy) : ux — ux. Nous observons:

induction u:D, —oU

k€D, FRef(ur) :uy—ux g:k—j€ D, Fug:u—uy

(Ak.Ref(ur),Aqug) :u—u
U, (Ak.Ref(ug),A\q.ug) : ¥ou— ¥,u

Ce quinous permet de conclure: Ref (¥, u) = ¥, (Ak : D, Ref(ug),
Ag 1 k — jug) . (Pour éviter que la dérivation soit trop volumi-
neuse, nous n’avons pas noté ce a quoi appartiennent les objets
que nous manipulons).

Nous abordons maintenant le probléme de la transitivité. En écri-
vant les arétes p : £ —y sous la forme z b p : y, la transitivité apparalt
tres similaire & un théoréme d’élimination des coupures.

Nous construisons maintenant la fonction de transitivité. Pour
cela, nous utilisons une induction sur les (structures des) paires (p :
z—y € Uyg:y—z¢€U). Notons que le nombre de paires est limité
du fait que y apparait des deux cotés des inégalités.

. ( p:b<ceB g:c<deB
Pp: b —PcecU'®q:Pc—ddec U

tif, nous disposons d’une

). Comme B est un ordre construc-

preuve: tr(p,q) : b < d.
En résumé: Tr(®p,dq) = &(tr(p,q9)).
p:b<ceB wuwueD —U q:Pc—u, €U

‘ (ép :®b—Pce U’ infl(quek) : dc—V,uclU
sons par induction :

). Nous construi-

induction
ueD, —oU Tr(®(p)g): Pb— ux
inf1(Tr(®(p).q),u,1,k) : &b — ¥, u
Dot I'on définit : Tr($(p),infl(g,u,2,k)) = inf1(Tr(®(p),q),u.,k).
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piu—veD, —U qg:v—-weD,—U

Up: Cu—V¥,vel'¥q:¥,v-Vwel
induction :

). Nous construisons par

induction induction
k€ D, Tr(pr,ge) : ux — Wi rik—3 €D FTr(pr,g;): uk —w;
U, (AE.Tr(pr,gr ) A1+ k — 3.70(pr,g;)) : You -V, we U

D’ou V'on définit : Tr(W.p,V.q) = V. (Ak.Tr(ps,qk), A7 : k—3.Tx(pr,q;)).

p:u—~veD —oU weD,—-U q: U, v—wpeU

Up:Uu—-U,velU’  infl(gw,jk): ¥,v— T;w
construisons par induction :

st ( ). Nous

induction

weD,—oU Tr(¥,pq): ¥,u—wg
inf1(Tr(¥.p,g),w,5,k) : V,u — ¥;w
D’oti’on définit : Tr(¥.p,infl(q,w2,k)) = infl(Tr(¥.p,q),w,j,k).

.(p:u—veDl—oU veD —U weD,—-oU q:vol—woreKz,JwU)
Up:u—-Y,vel’ comp(g,v,wpz,3) : T.v— ¥,w '
Nous construisons par induction :

_ induction induction

k€ K.y b Tr(piryge) : Wiy — Wrry P i h—3 € Kop b Tr(pup),85) : Wir) — Wegs)
ueD,—-U weD,—-U (AR.Tr(pugy ar) AP+ k — 1.Tx(pupry ;) : uol—wor
comp(Ak.Tr(pi(k),ax ), AP’ : k — 5.Tr(pipy,a5),1,W,2,9) T,u— v,w

D’oui ’'on définit :

Tr(¥.p,comp(q,v,wy,7)) = comp(/\k.Tr(pl(k),qk),)\p’ 1 k—3.Tr(pupy,95) 0w 2,9)
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(VEDI—OU pixz—vygelU q:v—weD,—U
infl(p,vak) iz —V,velU 'V q: ¥ ,v-¥wel
duction :

). Nous construjsons par in-

induction

weED —oU Tr(pge):z—wi
inf1(Tr(p,qx),w,5,k) 1 = — V. w
D’olt on définit : Tr(infl(p,v,2,k),V.q) = infl(Tx(p,qx),W,2,k)

(veDz—OU pix—vygelU weD,—U q: V. v—wp el

Cinfl(pvak) iz —U,veU ' infl{qw,k): U v—T,welU
sons par

). Nous construi-

induction :
induction

weD,—U Tr(infl(p,v,3,k),q) : & — Wi
infl(Tr(infl(p,v,z,k),q),w,g,k’) rx—Y,w

D’ot1 'on définit :

Tr(infl(p,v,2,k),infl(g,w,2 k")) = inf1(Tr(infl(p,v,3,k),q),W,7,k")

(VED,—;0U p:z—vigeU veD,—U weD,—oU q:vol-—worEKz,J—OU)
- infl(p,vak) iz —V,velU °’ comp(q,v,w,,7) : ¥.v—T,welU )

Nous construisons par induction :

Pagk ik — Uke,k)

PiT—Vk Vp Ve~ Vik, ) g:vol—~wor
Tr(p,Vp, ;1) 1 T = Vik, , 1) Tougie P Vilhy g ) ~ Wrlks, i)
weD,—-oU Tr(Tr(D,Vp, ;1) Gk, 4 1) P T — Wy 5,1)

k)7w7])r(k1,1,k)) - \I/JW

W Iy

inf1(Tr(Te(p,vp, , 1 ):qx,
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D’ou 'on définit :

Tr(infl(p,v,2,k),comp(q,v,W2,9)) = infL(Tr(Tr(p,Vp, , 1 )sk, , ;) W:di (Ke,gk))

.(ueDz—OU veD,—-U p:uol—-vorek,,—U q:v—weDJ—oU)
comp(p,u,v,t,9) : Yu—¥,velU "Wq:U,v—U,welU”

Nous construisons par induction :

induction induction

ke K, ;b Te(prgrr)) : Wk) — Wrgey Pk~ 3 € Koy b Tr(py ,ari)) | Wigk) — We(h)

ueD,—-oU weD,—U (AT (Pr (k) M- TE (P Gr(y)) s w0l —wWor

comp( Ak Tr (P ,qr (k) 1, AP TE(Dpr gr () ), MW 12,7) : Wou — Uyw
Dol 'on définit :
Tr(comp(p,u,v,l,r),¥,q) = comp(Ak.Tr(pr,qr(k) ) AP TT(Ppr 1@ (5) U, W,2,7)

| .(uED,—oU veD,—U piuocl—voreK,,—oU weDg—oU q:\IIJv—Wk,eU

‘ comp(p,u,v,2,9) : T,u—¥,veU T oinfl{gw k) U,v—-Twe U )-
| Nous construisons par induction :

induction

we D,—U Tr(comp(p,u,v,:2,7),q) : T,u — Wy

inf1(Tr(comp(p,u,v2,3),q),w, k') : ¥,u — T, w

D’ou 'on définit:

Tr(comp(p,u,v,2,7),inf1{gq,w,2,k)) = infl(Tr(comp(p,u,v,2,7),9),w,5,k’)

.(ueDz—OU veD,—-U p:uol,,—vor,,; veD,—U weDp—U g:vol,p—wor,,
comp(p,u,v,2,3) : L.u—¥,velU ’ comp(g,v,w,3,6) : ;v — ¥ow

).

Nous construisons par induction avec k € K, ¢:

e
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puol,;—vor,, Pu,g, 0T 9be,g,6— L5 07050
kb pi,  jk) W, o (k)= Ve oty 0(k) B E Vb, 01V, ol ) o) =V, gor, 5 e(k) gvolye—wor,,
k= Te(py, |, o(k):Vpe,0(6)) 00, 2060) =V, v, o () k& ar, | (k)1 Ve gor, , e(6) =W, 4(k)

kb Tr(Tr(py, , 161V, 5,0 (8))dr, 5,0 (k)01 o (k)= Wr, o(k)

Pour les arétes, avec p’ : k — j € K, ¢,

puol,;~vor,, PrgtiToglege—lyere g0
! - u —v v v, —v wvol,g—wo
P TP, e (kY W, o (R) "V, ol 5 g (k) P Po,3,8° ¥ 70,300, 5,2(k) l;,6074,5,0(k) aq: 3,€ 73,8
/ . _ ! . _ .
p + Tr(plz,];l(k) ’VPI,J,Z(k))'ulz,Z(k) Vl],l"'t,].l(k) p € K"’e F q"'l,],Z(P,)'vl],lo"‘:,],l(k) wT’L,l(J

P ETE(TE(py, 4 6)) Ve, 5,0 () )0r, 0 (0)) 0L, o ()W, 4 ()
D’olt Pon définit: Tr(comp(p,u,v,,3),comp(q,v,w,3,£)) =
comp((Ak : Ko TE(TE(Dr, | 1(k)5Vi ;0 (k) sre, 5,000 ) AP TE(TE(P, 4 ()3 V. 5 0 (6))10r,5,0 (0)) oW 2,E)

O

6.4 Applications, exemples

Nous montrons dans cette section que le concept de W-algébre per-
met de capturer une grande variété d’ordres (capturer au sens ou le
collapse de la W-algébre libre est précisément Pordre dont il est ques-
tion). Nous avons essayé de montrer par des exemples suffisamment
explicites 'intérét de chacune des constructions que nous avons faites
sur les W-théories.

Exemple 6.4.1. A tout seigneur tout honneur? Un premier exemple
sera l'ordinal w, plus précisément son équivalent constructif (on le note
w). Nous l'obtenons en prenant un opérateur unaire inflationnaire.
Plus formellement, nous définissons I = J = {#} avec Dy = A, =L
Pour simplifier, nous utilisons la notation s plutét que ¥,, de méme,
nous laissons tomber les symboles ® d’inclusion universelle. L’ordre
constructif w est alors la ¥-algébre libre engendrée par une constante
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(B =1). En effet, le lecteur reconnaitra les regles d’induction de w a
travers les régles de la construction de la W-algébre libre:

0eB n€w

0cew sn € w

Le lecteur notera que pour deuxiéme régle, nous utilisons 1'isomor-
phisme I —o w ~ w.

lo:0-0€B p:n—meEw m:w p:n—mew

lo:0-0cw sp:sn—smeEw infl(p,n) :n —sm € w
Un ordinal n € w est alors représenté par:
[ A—
n fois s

C’est un exercice simple de vérifier ’équivalence entre n < m € w
et 'existence d’une aréte p: m — m € w. Il suffit de prendre:

infl(--- (inﬂ(i(- -+ (s(s(10))) J - ):m—mm

~~ ~~
m—mn fois infl n fois s

Il y a malgré tout lieu de remarquer que les preuves ne sont pas
uniques. Dans exemple précédent, toute permutation des opérations
infl et s aboutit & la méme conclusion. Par conséquent, il y a (':)
preuves que n < m.

Cette multiplicité va poser probleme dés lors que l'on va utiliser
une arité non discréte. En effet, plusieurs objets ne seront distingués
que par des arétes (des inégalités) dans leur définition. Or nous uti-
lisons les multi-graphes uniquement pour pouvoir nommer les arétes
{pour pouvoir faire les preuves des inégalités), mais le nom effectif
de l'aréte n’est d’aucun intérét pour nous qui nous placons dans les
graphes. Nous introduisons donc artificiellement des distinctions qui
n’ont pas lieu d’étre.

Dans la section suivante, nous montrons en quoi le collapse du
multi-graphe correspond au graphe dont on a 'intuition.
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Exemple 6.4.2. L’ordre W a un pendant dans les W-algébres libres.
Nous prenons I = {s,L} avec I'ordre < discret, J = {s}. Nous donnons
Ds = As = 1 et DL = w. Enfin, nous prenons B = 1. Notons que
nous pourrions utiliser ’ordre constructif w & la place de w.

Exemple 6.4.3. Les termes ordinaux dus & Dennis-Jones et Wai-
ner [DJW83] sont définis comme étant le plus petit ensemble O obtenu
par les trois régles:

aeQ f:N—-O
00O sa e O feo

L’ordre sur les termes ordinaux est défini comme étant la fermeture
transitive de la plus petite relation contenant:

f:N—=O
(€ 0) (a€0) YR
0< a < sa vn f(n)Sf

Les termes ordinaux correspondent a la W-théorie suivante. Pre-
nons I = J = {s,L}, avec l'ordre < discret. Nous ajoutons Ds = Ag =
I et D = AL = N Enfin, nous prenons B = 1.

Remarque 6.4.4. L’ordre Wq des arborescences (cf definition 5.4.1)
s’obtient en supprimant ’équation d’inflationnarité de l'opérateur L
dans Pordre précédent ; en d’autres termes, on prend Dy, = N. Pour
les arborescences W, on choisit D, = (N, C).

Exemple 6.4.5. Le troisieme exemple est donné par I’équivalent construc-
tif de 'ordre de Higman sur les mots. Soit un alphabet M, M* dénote
I’ensemble des mots sur M. L’ordre de Higman <13 sur M* est défini

inductivement par les régles:
w<w

(we M*) —— (weM*, ac M) ——(a€e M)
wdw w < aw aw < aw’
< est alors Pordre libre obtenu en prenant Card(M) opérateurs
inflationnaires. Plus précisément, nous prenons I = J = M avec <

31. A ne pas confondre avec ’'ordre < introduit au chapitre précédent.
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Pordre discret, D, = Am =1 pour tout m € M. Un mot w € M™ est
représenté par w € F(1):

— €= 0 avec € le mot vide,

- aw = U,(w) pour tout a € M.

Exemple 6.4.6. Nous pouvons aller un peu plus loin en considérant
le cas des termes. Supposons que nous disposons d'un ensemble de
symboles ¥ ordonné par le pré-ordre <. Nous considérons ’ensemble
des arbres étiquetés par ces symboles. En fait, nous voyons ces arbres
comme des termes. Ceci nous donne une «algébre de termes» 7.
L’ordre de Kruskal sur les termes est alors donné par les régles:
— (k< n)
te S f(te, - tn)

(Yn,¥i < n)

Flt, - stictstivr, - jtn) QF(b1, - ot totivt, - - ota)

f=Xg Vi<n,t: Q¢

Ftre ta) Dglth, - )

Pour obtenir un équivalent constructif de 'ordre de Kruskal en
termes de W-théorie, nous devons étendre légérement la notion de -
algébre. Pour chaque paire i < j, on autorise plusieurs diagrammes

o (=1
D, bt K7, SAIA D,. Ceci nous permet de considérer plusieurs com-
paraisons possibles entre deux opérateurs. Les deux théorémes, la
construction de l'algébre libre et la transitivité restent valables dans

ce cas. Pour la construction de ’algebre libre, il suffit de considérer

@
3

! &
une régle d’introduction pour chaque diagramme D, <= K, -4 D,

ueD, —-U veD,—-U p:uol®—vor*e K2 —U

comp®(p,u,v,2,3) : ,u—¥,velU
On peut alors reprendre pas a pas la démonstration qu’il s’agit
de la U-algebre libre. il en est en fait de méme pour le théoréme de
transitivité.
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Pour construire I"équivalent constructif, nous définissons I = ¥ xN.
Chaque symbol f est représenté par les symboles ( f,n) dont l’arité est
n. L’ordre sur les symboles est (f,n) < (gm) si f <X get n < m.
Tous les opérateurs sont inflationnaires I = J, en toutes les variables
A, = D, pour tout 2 € J. Pour les comparaison, on considére pour tout
n < m, ensemble des injections I, m de n vers m. Les diagrammes
de comparaison entre (f,n) et (g,m) sont alors les diagrammes n Lo
n —— m pour chaque injection i : n — m. Les constructions annexes

se déduisent immédiatement de celles que nous venons de voir. La
traduction d’un terme se passe de la maniére suivante:

- F =910,
_ f(t1, .. ,tn) — \I;(f’n)(ﬂ> - 75)

6.5 Des multi-graphes vers les graphes

Si la structure d’ordre constructif est préservée par la construction
de la W-algeébre libre, ce n’est pas le cas pour la notion d’ordre en
général, ainsi qu’en atteste ’exemple de 'ordinal w que nous venons
de voir.

Il est malgré tout possible d’obtenir un ordre & partir d’'une ¥-
algebre libre U = F(B). Il s’agit premiérement de considérer le multi-
graphe squelettique U. Comme ce graphe est réflexif et transitif, c’est
un pré-ordre. On obtient alors un ordre en identifiant tous les éléments
z et y tels que z — y et y — z. Mais est-ce la W-algébre d’ordre libre?

6.5.1 W-algébre sur les graphes

La notion de U-algebre que nous avons développée jusqu’ ici peut
étre transposée dans l'univers des graphes. Il s’agit méme de la partie
qui nous guide informellement lorsque nous construisons une algébre.
Il s’agit de vérifier quand méme que la construction & du sens.

Nous avons défini & la section 6.1.2, un tenseur et un Hom-foncteur
qui sont étroitement liés avec le tenseur et le Hom-foncteur des multi-
graphes. Disposant d’une structure monoidale fermée, nous pouvons
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faire de 1’algébre universelle. Mais est-ce que les constructions addi-
tionnelles des W-théories ne rentrent pas en conflit avec la structure
de graphe squelettique?

Nous supposons que les arités sont des graphes. Comme nous

e, . [
avons fait une hypothése d’injectivité sur les morphismes D, <

K., A ,, les graphes K, , sont nécessairement des graphes (et
les morphismes [, , et r,, des morphismes de graphes). Nous obser-
vons maintenant que la construction (e — D,) est un graphe, et que
la construction [D, K. ,;D,] en est un également. De ce fait, toutes les
constructions (en dehors de la W-algebre libre que nous définissons
ci-dessous) se font dans les graphes. C’est maintenant ce & quoi nous
nous intéressons.

Dans la suite de cette section, nous faisons donc ’hypothése que
pour tout 1, 'arité D, est un graphe. En outre, pour assurer le théo-
réme 6.5.6.1 & venir, nous supposons que pour tous ¢ < 3, le morphisme
l,.; = 1p, et que le morphisme 7, , est une injection canonique. Cette
hypothése est utilisée pour montrer le lemme 6.5.4.

Définition 6.5.1 (V-algébre sur les graphes). Etant donné une
W-théorie donnée par le quintuplet suivant : (I, <),(D.).e1,J,{A)c,(Keyy)e<s)s
une V-algebre sur les graphes est un quadruplet

(G,(¥)wer,(infl)ic s ken, (comp)ec;))

ol G est un graphe, ol pour tout ¢ € I, ¥, € Gr(D,,G) est une inter-
prétation du symbole ¥,, et ol les familles (infl),cs,xca, et (comp).<,
vérifient les équations des multi-graphes transposées dans les graphes.

Proposition 6.5.2. La U-algebre libre engendrée par le graphe B est
définie inductivement par les régles (& comparer avec les régles pour
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la U-algébre de multi-graphe) :

be B u:D,—-U

obe U PpuelU

b—ce B u-vebD, —U
—_ —_——— (el
¢b—dcec U vou—Pvel

u:D, U z—uelU
CE—’(/JzuEU

(1 S J,k € Az)

u:D,—oU v:D,—U uol—-vorekK,,—U
YU — Y, v

(2=<2)

Les définitions sont trés proches de celles que nous avons faites
pour les multi-graphes; pour souligner la différence avec les multi-
graphes, nous avons adopté des lettres minuscules.

Démonstration. La démonstration est analogue & celle que nous avons
faite pour les multi-graphes. Il suffit d’« oublier » le nom des arétes.
On notera tout de méme que le multi-graphe K, ; ® 2 qui apparait
dans la construction est un graphe squelettique. |

Proposition 6.5.3. Comme dans le cas des multi-graphes, nous pou-
vons observer que la structure d’ordre constructif est conservée par la
construction. Nous procédons pour montrer cela de la méme maniére
que pour les multi-graphes.

Mais en plus de cela, nous avons un théoréme supplémentaire :

Théoréme 6.5.3.1.
Si l'on suppose que B est un ordre (et non un pré-ordre), l'algébre
libre U = F'(B) est un ordre.

La preuve repose sur le lemme crucial suivant.
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Lemme 6.5.4. Etant donné un élément u € D, — U, il n’y a pas
d’arc entre i, u — u.

Démonstration. Le principe de la démonstration est de montrer que
s’il existe un arc entre 1, u—ux, alors ¢, u contient une branche infinie.
Nous définissons maintenant les branches des éléments de U.

Définition 6.5.5. Soit £ un sommet de U, on appelle noyau 32 de z
I’ensemble ", des mots sur I défini inductivement:

F¢b = {6}
Pyu = {kw|keD, etwely}

Proposition 6.5.6.

(i) Pour tout z, I'; # 0.

(ii) Supposons que z—y € U. Pour tout mot w € I, il existe un mot
a(w) € Ty tel que w G aw) ol < est l'ordre sous-mot (de Hig-
man): w = aiaz - - - an <t ssi il existe n + 1 mots éventuellement
vides wi, - -+ ,Wn+1 tels que t = wia1w2as - - WnGnWn+1-

(iii) Supposons que z —y € U. Pour tous mots w, tg, t1 tels que
wtp € ['z et wty € [y, les mots a(wito) et a(wt1) ont en commun
un préfixe de longueur au moins |w|.

Tz Iy
wto <4 a(wty)
wt; a(wtl)

Preuve de la proposition.
(i) Par induction sur z.
(ii) Nous procédons par induction sur x — y:
b—ceB
— Pour B decU Nous avons I'yy = {€}. Nous notons

alors que € d € € I'y.. On définit en conséquence afe) = e,

32.A rapprocher du noyau des arborescences
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u—v:D,—oU
Pou—hvel’
finition de T'y,u, il existe un k € D, tel que w = kuw'
avec w’ € 'y, . Il existe donc un mot a(w’) € Iy, tel que
w'da(w’). D’ott Von déduit wdka(w’) avec ka(w’) € Ty, v,
on définit en conséquence a(w) = ka(w’),

— pour Soit w € T'y,u. Du fait de la dé-

u:D,—U z—u, €U .
— pour . Soit w € I'z, nous avons
z—tuelU
par induction un mot a(w’) € I'y, tel que w < a(w’). On
conclut en notant que w < ka(w’) avec ka(w') € I'y,u: on

définit alors a(w) = ka(w'),
u:D, —U v:D,—oU uol—-vorek,,—oU
szll - d’]v ’
Soit un mot w € 'y, u. En raison de la définition de 'y, u,
il existe un k € D, tel que w = kw' avec w’ € Ty,. Il
existe donc un mot a(w’) € I'v, tel que w’ < a(w’). D’ou
l'on déduit w < ka(w’) avec ka(w’) € T'y,v. On définit en
conséquence : a{w) = ka(w'). On s’'apercoit ici de 'impor-
tance de ’hypotheése que nous avons faite sur [ et r; en
particulier, le fait de supposer que [ est surjective nous per-
met de nous ramener & hypothése d’induction (le fait que
[ soit I'identité et r une injection canonique nous permet
d’identifier les lettres k. Nous faisons la conjecture que la
propriété reste vrale du seul fait que [ soit surjective).

— pour

(iii) Nous procédons également par induction sur z — y:
b—ceB
¢b—gcec U’
(tous les mots se réduisent a €),
u-v:D,—oU
Yvu—¢vel’
to, t1, w qui vérifient les hypotheses de (iii). Il y a deux
cas. Supposons que w = e. D’aprés (ii), t1 < «(t1). Le mot
o{wt1) a un prefixe commun de longueur 0 avec a(wto).
Supposons maintenant que w = kw’, en raison de (ii),
a(wto) = ka(w'to). Les mots w'to et w't; sont dans Iy,

- ropriété réalisé
our Dans ce cas, la té est réalisée

— pour Supposons que nous ayons des mots
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et le mot a(w'to) est dans I'y,. Par induction, a(w't;) a
un prefixe de longueur |w’| avec a(w'tg). Par conséquent,
a(wty) et a(wtp) ont un prefixe commun de longueur |w|,

u:D, - U r—u €U
z—puel

des mots to, t1, w qui vérifient les hypothéses de (iii). D’aprés

(ii), e{wto) = ka(w'ty). Par induction, a(w’t1) a un pre-

fixe de longueur |w'| avec a(w'to). Par conséquent, a{wt1)

et a(wto) ont un prefixe commun de longueur |w},

u:D, - U v:D,—U uol—vorekK,,—U

'¢’zu - %V
Ce cas se traite comme le deuxiéme. Il suffit d’observer que
I’on peut se ramener aux hypothéses d’induction en raison

des hypotheses sur [ et r.

— pour . Supposons que nous ayons

— pour

a

Revenons maintenant & la preuve du lemme. Supposons que 1, u—
ux. Nous construisons par induction sur n € N une suite de lettres

kyi,--- kn telle qu'il existe un mot tny1 avec kki - - - kntny1 € Ty, u et
kki---kn_1tn k1 - -knyitnye € Dy, . L'existence d'une telle suite de
lettres k1, - -+ ,k, pour tout n est contradictoire avec le fait que toute

branche doit étre finie. Voici maintenant induction.

Pour obtenir la premiere lettre, & ’aide du point (i) de la propo-
sition précédente, nous choisissons un mot to € I'y,u. En raison du
point (ii), il existe un mot t1 € Ty, tel que o < t1. Construisons ta,
d’apres (ii), nous avons:

Pwmu Fuk
kty 4 7
kro < 73

Comme les mots kt; et kro ont un méme préfixe, on déduit que
ry = kity. La lettre k1 et le mot ¢2 ainsi construits vérifient les pro-
priétés demandées.

Supposons maintenant que nous disposions de la propriété pour
tout m < n. Nous construisons la lettre k,+1 et le mot t,4+2. Nous
avons un mot r,2 tel que:
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meu Fuk
kkle - kn—ltn kl st kntn+l
kklkz s k)n_1]€ntn+1 kl s knT'n-i—Z
kkika - kn_1knrnia ki o knrnis

IAIA A

Mais en observant les deux derniéres lignes, nous obtenons d’apres
que rny2 peut s’écrire ro4+2 = knti1tn+2, ce qui termine 'induc-

tion. [

Démonstration. Reprenons maintenant la preuve du théoréme. Nous
étudions les paires (z,y) € U telles que z — y et y — z. Par induction

sur

la paire de preuves, montrons que £ = y:

b—ceB c—beB
ob—pcelU’ ¢gc—dbe U

e supposons ( ). Comme B est un ordre,

b=c.
. b—ceB
Si l'une des deux preuves est de la forme ——————, nous
¢b—gpcelU
sommes assurés que 'autre est de la méme forme. Nous nous
intéressons donc aux paires de preuves qui ne contiennent pas
une inclusion universelle,
u—v v—u )
, .
bt — v v — thw
Pour tout k € D,, nous avons ux — Vi et vy — ux. D’ou, par
induction ux = v pour tout k. Par conséquent, u = v,
u—v P, v — Uy
2
wzu - 1/1zV %ZhV - '¢zu

%, U — Ug, ce qui est absurde en raison du lemme,

e supposons {

). Par transitivité, nous avons

e supposons (
e de méme, on montre en se servant du lemme que les autres
combinaisons sont impossibles. Le seul cas intéressant est

Ppu—vk vol,,—uor,,

tu— v’ Yv —1hw

( )

Comme /,,, est surjective, on a vi — U,(x) ; ceci conduit & ¢, u—
U, (k), ¢e qui n'est pas possible d’aprés le lemme.

O
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Théoréme 6.5.6.1.
Etant donné un ordre B, le collapse de la V-algébre libre sur les multi-
graphes est exactement la W-algébre libre sur les graphes.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, nous notons que V,
la U-algebre libre de graphe, est un ordre.
Soit K, la plus petite fonction vérifiant :

K: v — V
db — @b
Y.u —  o(Ak.K(uk))

Nous montrons par récurence que K est totale et que K respecte
la monotonie. Par induction sur z, nous montrons:

(1) K(z) est défini,
(2) s'il existe une aréte p:y —z € U alors K(y) est défini et K(y) —
Kx)eV.

— Soit z = ®b. En ce cas, nous avons trivialement (1). Deuxi¢me-
ment, s’il existe une aréte p : y — z, nous avons y = $c avec
¢ — b. Par conséquent, K (y) est défini et K(y) — K(x).

- Soit z = ¥,u. Nous avons par induction K(ug) est défini. De
plus, si on choisi kK — j € D,, nous avons uxy — u; € U. Par
induction, K{ux) — K(u;) € V. Par conséquent, K(¥,u) est
bien défini. Il reste a voir que la fonction est monotone. Trois
cas se présentent :

p:v—u
V.p: ¥,v—T,u
Pour tout k € D,, nous avons v — uk. De plus, si j — k €
D,, nous avons par transitivité: vi — v; — uj. Par consé-
quent, nous avons Ak.K(vi) — Ak.K(ux). Ce qui assure

K(¥.v) — K(¥.u).

— Dans le cas d’une preuve de la forme

— Supposons que nous avons une preuve de la forme

u: D, —U pry—ug €U
infl(p,u,k) :y—T,uelU
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nous avons par induction K (y)— K (uy). De 14, nous concluons

K(y) — K(¥,u).

— Dans le cas d’une preuve de la forme

u:D,—U v:D,—U p:v—uoreD,—oU
comp(p,v,u,j,) : ¥,v — ¥,u

nous avons (par induction) pour tout k € D,, vi — ux et
pour tout k—j € D,, vy — uj. Par conséquent, nous avons
Ak.vi—Ak.ug € D, — V, ce qui nous ameéne a la conclusion
souhaitée.

Remarque 6.5.7. K est donc une fonction totale et monotone. Sup-
posons que nous ayons deux éléments de U et deux arétes tels que
p:x—yetq:y—z. Par monotonie, Kz — Ky et Ky — Kz. Mais
comme V est un ordre, nous concluons Kz = Ky. Inversement, si
pour tous sommets z et y tels que Kz = Ky, nous pouvons montrer
I'existence de deux arétes p et g telles que p:z —y et ¢ : y — x, alors,
nous somimes assurés que le collapse du multi-graphe est exactement

le graphe libre V. Le reste de la preuve est donc consacré a cette
démonstration.

Par induction sur a, nous montrons que si a = Kz = Ky, alors il
existe deux arétes pet g tellesquep:z—~yetg:y—=z.

— Sia = ¢b,nous avons z = y = &b. D'ott &1, : x—y et Plp : y—=,

- Sia=1u Onazx=¥u et y = ¥u”. Par induction, pour
tout k, nous avons une preuve pr : Wk — u”k et une preuve
gr : 'k — u”k. Par transitivité, nous pouvons construire pour
tout r : k — j € D,, une aréte p, : 'k — u”j. Par conséquent,
(Akpe,Ar t k—4.pr) tu' —u”. Dont U,(Mk.pe,Ar 0 k — j.pr) :
¥,u' — ¥,u”. De maniére symétrique, nous construisons laréte
entre u”’ et ¥, u'.
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6.5.2 Collapse par normalisation

Nous nous intéressons ici au cas des W-algébres pour lesquelles
lordre sur I est strict, autrement dit, au cas ou l'opération comp
ne s’applique pas. Nous supposons également que les ensembles A
contiennent au plus un élément. La V-algebre pour 'ordre W vérifie
ces deux hypothéses. Dans ces conditions, nous pouvons montrer qu’il
existe un candidat naturel dans les classes d’équivalence du multi-
graphe.

Théoreme 6.5.7.1.
Soit une V-théorie satisfaisant les deuxr hypothéses sus-mentionnées.
Supposons que B soit un ordre. Nous disposons d’une procédure de
normalisation sur les arbres de dérivation qui s’ajuste avec la V-
algébre de graphe (qui est un ordre).

Le reste de la section est consacré a la définition de la normalisa-
tion.

Définition 6.5.8. Une aréte P € U est dite réguliére si:

- p=2%q
— p = infl(q,v,,k) avec q une aréte régulidre,
-—p=V,q:V,u—-"Y,vet

— pour tout k € D,, gi est régulidre,

— pour tout 7 : k ~ k' € D,, ¢} est réguliére,

— il n’y a pas d’aréte r telle que 7 : ¥, u — v, avec k € A,.

Proposition 6.5.9. S’il y a une aréte p: x —y € U, alors il y a une
unique aréte réguliére p: = — y.

Démonstration. Nous construisons les arétes réguliéres par induction
sur p:

- p = ¢q : &b — ®b'. Nous définissons o = p et observons que
p est réguliére. Supposons qu’il y ait une autre aréte réguliére
p’ : &b — ®b'. En raison de la forme de ®b et de celle de &b,
p’ est nécessairement de la forme ®¢’. Comme B est un ordre,
nous avons ¢’ = q.
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- p = infl(q,v,t,k) : z — ¥,v. Nous définisssons § = inf1(q,v,¢,k)
qui est réguliére. Est-elle unique? Supposons le contraire: il y
a une aréte p’ : £ — ¥, v. Il y a deux cas selon que z = $b ou
z=V,u.

— x = ®b. En ce cas, p’ est nécessairement de la forme inf1(q’,v,.,k) ;

par induction, nous observons que ¢’ = q.

— z = ¥,u. Pour étre régulidre, p’ est nécessairement de la
forme infl1(q’,v,.,k), nous utilisons alors le méme argument
qu’au-dessus.

- p=®,9:V,u—-V,v. Il y adeux cas:

— Il y a une aréte r telle que r : ¥, u — vi.En ce cas, nous
définissons » = inf1(7,v,.,k). S’il y a un autre morphisme
p’ 1 U, u—V¥,v, celui-ci est nécessairement de la forme infl
ou V¥,. Mais un morphisme de la forme ¥, ne serait pas
régulier. Nous avons donc 'unicité par induction.

— Dans l'autre cas, nous définissons simplement ¥,q = U, (Ak:
D..g Mr: k—k'.g}). Pour voir qu'il est déterminé de facon
unique, il faut noter qu’une autre aréte dont la conclusion
est U,u — ¥, v ne peut pas étre de la forme infl. En ap-
pliquant l'induction, nous obtenons l'unicité.

a

Définition 6.5.10. Un sommet = € U est dit régulier si:
- z = &b,
—z=Y,uet
— pour tout k € D,, ui est régulier,
— pour tout p: k— k' € D,, u, est régulier.

Proposition 6.5.11. De la méme maniére que nous ’avons fait pour
les arétes, nous construisons des sommets « normalisés ». Pour chaque

sommet z, il y a un unique sommet régulier Z tel qu’il y ait deux
arétes p :x —T et gz : T — .
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Démonstration. Par induction sur la construction de z:

— si z = ®b. nous prenons ®b = ®b. Nous avons alors:

1-
2-
3-
4-

x est régulier, et

®1, : Bb — b,

&1, : Db — b,

supposons que y est un autre sommet tel que p’ : ®b —y
et ¢ : y — ®b. En raison de la forme de ®b, ¢’ est né-
cessairement de la forme ®&q : &¢c — ®b. Par conséquent,
p' = ®p : &b — &c. Comme B est un ordre, nous obtenons
b=c.

— z = ¥,u. Par induction, nous notons que pour tout k € D, et

quy, Up Puy,
tout p: k— k' € D,, nous avons: U —> Uy — U —> /. 1
v a donc une (unique) aréte réguliere:

Tr(qus ,Tr(Up,pu,, ) : Ux — W

Nous définissons

1-
9.

Tou = U, (ALTEAp : b — k' Tr(qu, ,Tr(Up,pu,,)))

x est régulier et

Pour tout ¥ € D,, pu, : wx — Ug et tout p : k — k"
Tr(Up,pu,, ) : Wk — W

Donc ¥, (Ak.pu, ,Ap :?—\k’.Tr(up,puk, DERA BT

De la méme maniére, nous obtenons:

U, (Ak.gu, ,)\pﬁct k'.Tr(gu,,up)) : T,u— T,u

En ce qui concerne I'unicité, nous étudions les quatre cas
dépendants de la forme de la paire p : ¥,u—y, q: y— ¥,u.
Sip et g sont de la forme ¥,, nous utilisons 'induction. Les
autres cas sont traités par le lemme 6.5.4.

O

(—_) peut-étre étendu en un morphisme de multi-graphes. Suppo-

sons que f : ¢ — y, nous définissons f comme étant 'unique aréte
réguliere entre T — 7.
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-

Proposition 6.5.12. (—) est une procédure de normalisation. C’est-

—>

<dl >

a-dire: m = ﬂ De plus, on peut observer que les sommets et
les arétes réguliéres constituent un ordre qui est en correspondance
bijective qvec la U-algébre des ordres. Par conséquent, nous avons le
théoréme 6.5.7.1.

Démonstration. Par induction. ]



Chapitre 7

Un A-calcul monotone

Poursuivons notre étude des termes ordinaux, et plus générale-
ment des W-algébres libres. Le présent chapitre conclut d’une certaine
maniére les deux précédents en donnant une syntaxe (un A-calcul)
qui permet de manipuler les ordres, tout du moins les ordres qui sont
obtenus comme des V-algebres libres. Par manipuler, nous entendons
premiérement que ’on peut montrer a I’aide du calcul des inégalités
(monotonie de 'addition, de la multiplication, ... ) et deuxiémement
que l'on bénéficie du principe d’induction de la U-algeébre libre (pour
définir les hiérarchies de fonctions sous-récursives par exemple). Nous
nous concentrons sur le cas des arborescences croissantes W (cf la sec-
tion 5.4 et la section 6.4) qui nous semble suffisament révélateur du
procédé de construction. Comme nous ’avons justifié dans I’introduc-
tion du chapitre 6, nous nous placons dans le cadre de la théorie des
types dépendants.

De maniére générale, nous avons cherché a construire un systéme
qui met en jeu des constructions les plus élémentaires possibles, 1’ob-
jectif étant que le cadre de travail n’interfere pas avec les schémas
d’inductions ou qu’il les contienne. Le paradigme que nous avons suivi
dans cette optique est le systéme T de Gdédel. En particulier, nous
avons évité un codage imprédicatif des schémas d’inductions; ceux-
ci sont introduits de maniére explicite avec leurs régles d’évaluation.
D’autre part, comme nous ne considérons qu’une seule sorte de pré-

241
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dicats (p € Rx(z,y)), nous n’avons pas besoin d’univers. En dehors
des constructions standard (c’est-a-dire du type £ et du type II), le
seul aspect des types dépendants que nous utilisons est le nommage
des arétes de graphes. En particulier, les constructeurs de types sont
de la forme z3 : X1,... ,2n : Xn bk S(z1,... ,2n) ol (Xi)i<n sont des
types définis au préalable et qui ne dépendent que des variables qui
les précedent dans le contexte.

Pour construire un calcul qui rend compte de 'induction sur W,
nous devons représenter les w-chaines de W, en d’autres termes, les
morphismes w — W. Pour cela, nous utilisons le principe d’induction
de w. Nous construisons donc tout d’abord un calcul (nommé A-w) qui
permet d’utiliser w comme une arité. Plus techniquement, le « type »
w associé & w est la donnée d’un type pour N, d’un type pour la
relation d’ordre w sur N et d’un terme de réflexivité. Le calcul fournit
en plus le principe d’induction correspondant a ces deux types via une
régle d’élimination du type w. Notons enfin que du fait qu’il inclut le
principe d’induction de N, A-w est une extension du systeme T de
Godel.

Une fois défini A-w, nous sommes préts & introduire le calcul A-W
qui traite de ordre W des arborescences croissantes. Une applica-
tion de ce calcul est la construction des hiérarchies de fonctions sous-
récursives. Nous montrerons & I’aide du systéme quelques propriétés
de ces derniéres comme la monotonie des fonctions de la hiérarchie.

La différence essentielle entre la construction de A-W et celle de
A-w vient du fait que dans le cas de W, nous avons un opérateur L:

— d’arité non finie,
— d’arité un graphe non discret.

En ce qui concerne le premier point, la solution consiste & construire
Parité & un premier niveau, c’est le role de A-w. La conséquence du
deuxiéme point est qu’il n’y a pas de séparation claire entre les som-
mets d’une part et les arétes de 'autre comme pour w mais une défi-
nition mutuellement dépendante des sommets et des arétes ; ceci com-
plique le principe d’induction, et par conséquent le schéma d’élimina-
tion du type W. En revanche, la construction de A-W peut étre utilisée
comme paradigme pour le cas général.

Venons-en & la syntaxe plus en détail. Nous considérons trois uni-
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vers sémantiques, celui des ensembles (Ens, x , =), celui de la SMC
(MGr, ® ,—) dans lequel nous avons défini la notion de ¥-algébre et
enfin la structure (Refl, x ,—) qui nous donne une syntaxe bénéficiant
de 'affaiblissement, de la contraction et des types dépendants (cf la
section 6.1.3). Un des premiers objectifs de notre syntaxe est de pou-
voir faire coexister ces trois univers au sein d’un méme systéme. Pour
cela, nous choisissons comme univers de base (de notre sémantique,
mais aussi de notre syntaxe) les ensembles. Les calculs correspondant
aux autres univers sémantiques sont alors codés dans la syntaxe de
base. Nous prenons soin de faire un codage qui soit « correct ». Ceci
nous permet de manipuler les graphes comme s’ils constituaient des
types a part entiére.

La représentation de la structure (MGr, ® ,—) dans la syntaxe
n’est pas trés intéressante, en effet, du fait qu’il ne bénéficie pas de
principe d’affaiblissement, le calcul est lourd a employer (voir la dis-
cussion de la section6.1.3) ; en outre, nous n’avons pas les types dé-
pendants (& cause de la linéarité du calcul, voir l'introduction du
chapitre 6). Nous utiliserons plutdt le calcul fondé sur la structure
(Refl, x ,—o) qui est plus pratique. Nous pouvons dans ce calcul défi-
nir le principe d’induction de la méme maniére que ce que nous ferions
dans le calcul (MGr, ® ,—) & ceci prés que nous devons introduire
un terme de réflexivité « bidon », alors que celui-ci peut étre défini au
seul moyen du principe d’induction.

Nota bene 7.0.13. Dans ce chapitre, nous éludons du terme multi-
graphe la préposition « multi », en effet, en termes de syntaxe, les
graphes sont codés comme des multi-graphes.

7.1 Conventions de notation pour les graphes ré-
flexifs

Du point de vue sémantique, les types que nous utilisons sont des
« ensembles », or, nous travaillons essentiellement avec des graphes
réflexifs. Si on code de maniére directe les schémas d’induction en
termes d’ensembles, 'expérience a montré que le calcul devient trés
lourd. Pour combler ce hiatus entre graphe et ensemble, nous utili-
sons des abréviations de notation qui nous permettent de travailler
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comme si les graphes réflexifs étaient des types. Nous adoptons ainsi
des conventions pour chaque opération qui correspond moralement au
A-calcul des graphes réflexifs : 'introduction d’un graphe réflexif, d’un
morphisme de graphe, etc. Nous introduisons de nouveaux jugements
comme (nous expliquons ce que ces jugements recouvrent plus loin) :

' + XgrfR
r + t:X

Le jugement T' - X grfR définit le graphe réflexif X. Il désigne en
fait deux jugements de type usuels et un jugement de terme usuel; le
premier jugement de type correspond aux sommets du graphe réflexif
X, le deuxidme aux arétes du graphe réflexif, le terme correspond a
la réflexivité. Le deuxiéme jugement dérivé, I' - t : X, introduit un
morphisme de graphes ou une aréte selon le contexte. Par la suite, nous
qualifions t de terme de graphe. Nous notons en gras les « objets» du
calcul correspondant a Refl.

Enfin, il arrive qu’un graphe réflexif dépende d’un ou plusieurs
autres graphes réflexifs. Pour exprimer cette dépendance, nous uti-
lisons des wvariables de graphe et des contextes de graphe (notées en
gras).

En résumé, nous faisons coexister deux calculs, un calcul ordinaire
noté en «fin», le calcul des « ensembles » et un calcul «gras», le calcul
des « graphes », le second étant un systéme d’abréviations dans le
premier. Le systéme gras factorise des ensembles de jugements « fins »,
de termes « fins », de variables « fines », etc. Nous pourrions donc écrire
tout le systéme dans le calcul fin, mais au prix d’une complication
(apparente, et qui ne révéle pas la structure des constructions) des
schémas d’induction.

Pour passer d’un calcul a 'autre, nous utilisons un systeme d’in-
dices. Celui-ci est fondé sur le fait que dans les abréviations qui suivent,
il y a généralement les trois parties que nous avons vues pour le ju-
gement «I' = X grfR » : la premiére composante correspond aux som-
mets du graphe réflexif, la deuxiéme aux arétes et la troisiéme a la
réflexivité. Il s’avere en fait plus élégant de dupliquer le premier ju-
gement : la premiere copie correspond aux sommets vus comme des
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domaines et la deuxiéme aux sommets vus comme des codomaines.
Comme on utilise des variables différentes pour les domaines et les co-
domaines, la deuxiéme copie s’obtient en fait par remplacement dans
la premiére copie des variables de « domaines » par les variables de
« codomaine » correspondantes. Une deuxiéme justification de la du-
plication des sommets est que le mécanisme de substitution dans les
termes X — grfR et dans les termes t de graphe réflexif est unifié.

Pour que la notation traduise de maniére explicite cette maniére
de voir, nous utilisons quatre indices 0, 1, 2 et r (notés comme des
exposants!) ; I'indice 0 correspond aux sommets vus comme des do-
maines, l'indice 1 aux sommets vus comme des codomaines, 'indice
2 aux arétes et Pindice r pour la réflexivité. Ceci nous permet de
considérer un jugement « fin » comme une composante d’un jugement
« gras».

Pour illustrer notre propos, nous utiliserons le graphe w. Mais
notons que ce graphe restera une enveloppe vide (en ce sens que nous
ne donnons pas le principe d’induction) jusqu’a la section 7.2 ol nous
donnerons l'ensemble des régles pour le graphe w.

7.1.1 Graphe réflexif et contexte de graphe

Le principe général de la construction du calcul des graphes ré-
flexifs est le suivant®3. On définit d’abord les sommets du graphe ré-
flexif, les arétes sont définies ensuite comme dépendant des sommets.
Deuxiémement, dans le cas ol le graphe réflexif dépend d’un autre
graphe réflexif, les sommets ne dépendent que des sommets précédem-
ment définis, les arétes (dépendant des autres arétes), elles, dépendent
de toutes les variables.

Note 7.1.1. Nous supposons disposer d’un nombre dénombrable de
lettres z, y, . . . , ceci nous donne cing réservoirs distincts et « paralleles »
de variables, les variables « nues» (ou d’ensemble): z, ¥, ... ; les va-
riables de type 0 (ou de domaine): z°, ¢°, ... ; les variables de type 1
(ou de codomaine): z*, y', ... ; les variables de type 2 (ou d’aréte):
z?, y2, ... ; enfin, les variables de graphe réflexif: x, Y, ...

33. Celui-ci est obtenu en dévissant la sémantique des types dépendants dans
la catégorie des graphes réflexifs.
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Les variables ne sont pas typées d’avance, mais elles ont un usage
défini a priori. Une variable de domaine désigne un domaine, une
variable de graphe réflexif désigne un graphe, etc.

Définition 7.1.1 (Contextes et graphes réflexifs). Les contextes
T' de graphe réflexif sont obtenus inductivement & ’aide des trois
regles:

' X grfR
T'x:X ctx—grfR

O ctx—griR

Un contexte de graphe réflexif n’est qu’une notation qui recouvre
trois contextes (usuels): les contextes ['® et I'' des sommets, et le
contexte T'? des arétes.

— Le contexte I'° est le contexte I dans lequel on a remplacé toutes
les variables x : X par z° : X°;

— Le contexte I'! est le contexte T dans lequel on a remplacé toutes
les variables x : X par z! : X*;

— Le contexte I'? est le contexte I dans lequel on a remplacé toutes
les variables x : X par z°: X°,z! : X' 22 : X2
Les régles de construction des graphes réflexifs assurent que ces

trois contextes issus de I' sont correctement définis. Nous y revien-
drons a la remarque 7.1.3.

Note 7.1.2. Nous utilisons une double barre d’inférence pour indiquer
de maniére explicite I'utilisation d’une convention.

Note 7.1.3. On peut étendre les indices aux graphes (définis ci-dessous
et plus tard aux termes), mais dans ce cas, les indices 0 et 1 n’ont pas
la méme fonction. Les variables 2° et z! sont des variables distinctes.
En revanche, pour les types (et plus tard les termes), les choses sont
différentes. Lorsqu’on emploie les indices 0 et 1 dans un type, X° et
X! ne different que par des substitutions de variables, et il en sera de
mme pour les termes.

Etant donné un contexte de graphe réflexif I', un graphe réflexif
est la donnée de trois jugements:
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r° F Y°type
Iy Y%y YD F Y2(y%y') type
rry®: Y% + Refy:Y*(y%y%)
I + Y: grfR

avec les restrictions suivantes :

— Y1 est le type Y dans lequel on a substitué toutes les variables
de domaine par les variables de codomaine correspondantes:
V=Y%Ml 20\zk) olt X1,... ;X sont les variables de
graphe du contexte I'. Nous reprenons ’écriture que nous avions
dans le chapitre 1 pour les substitutions multiples : nous notons
Yo(Z\z) le terme YO(z\zl, -+ 22\z}).

— Le type Y*(y°3%) est le type Y? dans lequel on a substitué
chaque variable de type 1 du contexte I par la variable de type
0 correspondante et chaque variable de type 2 du contexte T,
par le terme de réflexivité du type correspondant. En d’autres
termes, nous avons 1'égalité

Y* (%) = Y2z} \z,23 \Retx, (23), ... 25 \z0,22 \Refx,, (zn)]

ol X1, ... ,X, sont les variables de graphe du contexte I'.
Y désigne alors le quadruplet (Y°,Y1,Y? Refvy).
Inversement, si 'on a un graphe réflexif Y, on note Y* la compo-
sante ¢ du triplet et Refy désigne le terme de réflexivité.

Remarque 7.1.2. Dans la conclusion de l'introduction du graphe
réflexif, nous n’avons pas noté les deux variables y° et y! dans le
contexte. Néanmoins, elles font partie du contexte pour ’introduc-
tion des arétes. Nous avons en fait une écriture pour deux contextes
différents, mais il n’y a pas de risques de confusion.

Remarque 7.1.3. L’ajout d’une variable dans un contexte recouvre
donc plusieurs régles de construction de contexte usuel. Etant donné
un jugement I' - X grfR, la régle de formation de contexte:

I'F X grfR
I'x:X ctx—grfR

représente la formation de trois contextes usuels:
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L

X3
X3 X3

o

X3
X3 X3

o

X
264 X3

a— 7 T

‘/\

Fic. 7.1 — Dépendance des types dans le contexte x1 : Xi,Xz2
X2, ,Xn : Xn

I+ X0 type '+ X! type
9,29 : X0 ctx tz!: X7 ctx

22%: X%« X X%(2%2%) type
2,20 X0zl : X1 22 : X2(20,2!) ctx

Exemple 7.1.4. Pour définir le graphe w, nous introduisons un « type
atomique »

Fw grfR

Celui-ci recouvre les trois régles suivantes:
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F wO type n® 1wl nl :wlFw?(nfmn!) type

THt:w
T I Ref, (t) : w2(t,t)

Notons que les indices 0 et 1 sur w ne sont que des décorations
qui rendent symétrique la notation, ce sont les indices 0 et 1 sur les
variables qui indiquent la qualité de domaine ou de codomaine de la
variable.

Exemple 7.1.5. Pour voir la dépendance des types vis-a-vis des va-
riables dans les graphes réflexifs, voyons sur un exemple le cas d’'un
graphe réflexif dépendant d’un (unique) graphe réflexif.

On suppose que = X grfR. Un graphe réflexif x : X - Y grfR est
la donnée de trois jugements:

z°: X% F Y%zP) type

20 X0 2t s X122 Xz(xo,xl),
W Y20t YY) Y202t 2?00 yt) type

20:X%° . Y® b Refy: Yz(mo,aso,Refx(zO),yo,yO)

oll comme nous l'avons dit, X' et Y'(z) sont syntaxiquement
égaux 3 X° et YO(z).

En termes catégoriques, cet ensemble de jugement est la traduction
ezacte d’un morphisme de graphe réflexif dont toutes les composantes
sont des display maps.

7.1.2 Abréviations pour les termes de graphe

Nous nous intéressons maintenant aux termes, pour lesquels nous
avons une convention inspirée de ce que nous venons de présenter.
Nous commengons par décrire ce que recouvre un « terme » de graphe
dans le calcul fin. Par la suite, nous présentons les régles de jugement
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de termes de graphe. Un terme de graphe réflexif est la donnée de
deux termes:

re = :y°
I Gl

r - t:Y

avec la contrainte que t! s'obtient par substitution dans t° des
variables de domaine par les variables de codomaine :

£ = 2@, 22\ad)

Le fait que l'on puisse dériver I'° F t° : X° implique que I'on peut
dériver T F ¢! © X! par substitution des variables de domaine par
leur variables de codomaine correspondantes.

En d’autres termes, t est la donnée d’un triplet (to,tl,tz) qui vérifie
la contrainte qui précéde. Notons qu'il n’y a pas de terme t*: les
morphismes de graphes dans Refl ne dépendent pas des fonctions de
réflexivité (voir la section 6.1.3)!

Remarque 7.1.6. Ici, contrairement a ce que nous avions fait pour
l'introduction des types (cf. remarque 7.1.2), T" dans la conclusion est
une abréviation orthodoxe: les variables y° et y! sont substituées par
les termes t° et t! dans le deuxi®me jugement.

Exemple 7.1.7 (Affaiblissement, axiome). Etant donné un graphe
réflexif I' - X grfR. On peut faire les trois jugements suivants:

ra®: Xk 2% Xx° Mat: Xz X1
a2’ X0z X1 2?: X322t F 2% X2(20%2h)

ce qui peut se compacter en :

I'x:XFx:X

0

Le terme x représente le triplet de termes (z°x!,2?). Nous retrou-

vons ainsi la régle d’affaiblissement :
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T'+X grfR
I'x:X+x:X

Regles de construction pour les symboles

Nous définissons deux sortes de termes, les termes de récursion
et les opérateurs; pour ces deux sortes de termes, nous utilisons un
mécanisme de régle d’introduction ordinaire.

Définition 7.1.8. Parmi les opérateurs, on distingue les opérations
sur les graphes réflexifs et les opérations d’ensembles. Par exemple,
les opérations monotones sont des opérations de graphes, tandis que
Pinflationnarité est une opération d’ensemble. Toutes ces opérations
peuvent étre décrites sous forme de regles d’introduction de symboles
fonctionnels dans le calcul fin, mais pour nous simplifier la tiche, nous
nous autorisons des régles de la forme:

'Ht:X
Fkp(t):Y
p s’interpréte comme une opération X — Y. Cette régle est une
écriture pour deux régles:

oF¢%: x° 242 X%
IO F pO(t0) : YO T2 F p2(2) : X2(p°(t9),p' (t1))

ol p* est le symbole p°, mais que I'on note p* pour la symétrie de
la notation.

Exemple 7.1.9. Dans le cas de w, le successeur s’introduit par la
regle:

T'Ht:w
Ths(t):w
qui résume les deux regles:
MPr:w 22 w10t

IO 500 : w 2 b 5242 : w2(s0t0,50¢1)
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Nota bene 7.1.10. Pour disposer d’une écriture des jugements plus
uniforme, nous utilisons les conventions de notations suivantes.

Dans un jugement de type 0, c’est-a-dire lorsque 'on introduit
le type X° d’un graphe réflexif, Pécriture d’un contexte I’ remplace
lécriture I'°. Nous avons une convention analogue pour les jugements
de type 1, 2 our.

Dans un type Y°, écriture Y?(x) remplace Y°(z°), de la méme
maniére, Y!(x) remplace Y?*(z!). En revanche, la notation Y?(x)
vaut pour Y?2(z°z' z?). Il en est de méme pour les termes. t°(x)
désigne le terme t°(z°), t!(x) désigne t'(z') et t>(x) désigne le terme
t2(2° 2% ,2%). En fait, de maniére plus générale, nous pouvons faire des
substitutions étant donné un terme de graphe t. 7%(t) vaut alors pour
rO(t%), il en est de méme pour les autres types de jugements.

Le principe est donc le suivant: dans un contexte, un type ou un
terme de type O (resp 1) et « dépendant d’une (ou plusieurs) variable
de graphe réflexif », on ne développe que les variables de type 0 (resp
1) ; pour les types ou les termes d’indice 2, 'expansion porte sur toutes
les variables.

A Daide de ces conventions, le jugement de I'exemple 7.1.5 s’écrit :

x:X F Y°x) type
x: X,y Yo%)t Yix) F Y3(xy%y) type

x:X,y:Y F+ Refy:Y?(z%z%Refx(z°),4°4°)

Application et abstraction sur les graphes réflexifs

Notation 7.1.1. Nous introduisons ici une notation pour les arétes.
Supposons que X soit un graphe réflexif et Y un type (dépendant
éventuellement de X).

def
He200_z1.x.Y = po.xo Ilaix1 Tlo2. x2¢50 51y.Y
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Définition 7.1.11 (Graphe type produit dépendant). Larégle:

T'HY: griR Ty:YRZ: grfR
T'FIly:Y.Z: grfR

est une notation pour la construction suivante:

b Zg;n—ylo:&%,{;nzz:yo_%l;Y‘-) 1.2 £0 ¢1
Z*(@Z\a", 2" \Ref x (2°),y",y"y%, [y, fu') type
Le®:(ITy:Y.Z)°,
' (Ily:Y.Z)' +  I.y0.Z%((ma%)y,(ma')y)x
Hy2:y0_y1:y.Z2((Wao)yo,('ﬂ'al)yl) type
re’:(Iy:Y.Z)° F <)\y° : YO Refz(ma%0),
)\yo.)\yl./\y2.(7r'a0)y0y1y2> :(Ily : Y.Z)%(a%,a%)

' v IIy:Y.Z: grfR

Intuitivement, un sommet de ITy : Y.Z est la donnée d’une fonc-

tion f : Y° — Z° et d'une aréte Z*(fz,fy) pour toute aréte p :
z—y € Y. De méme, pour les arétes de Ily : Y.Z, nous tradui-
sons la définition de lexponentielle de la SMC & ’aide des types
IT (pour rendre compte des fonctions) et 3 : la premiére partie du
type IL,.yo.Z%((wa®)y,(ma)y) x M2, 0_y1.v-Z2((ma®)y°®,(wa')y") cor-
respond 3 la fonction pT de la définition 6.1.7 et la deuxidme partie
4 la fonction p*. Enfin, la réflexivité est directement inspirée de la
sémantique.
Notation 7.1.2. Etant donné un graphe Y, supposons que 'on dispose
d’un jugement I')x : X - Y grfR. Si Y ne dépend pas des variables
z°, z! et 22, on note X — Y le type IIx : X.Y. Par la suite, nous
nous servons du graphe réflexif X — Y pour introduire des opérations
d’arité le graphe réflexif X.

Il y a un cas de construction de graphe bien particulier au schéma
d’induction pour lequel nous utilisons une notation spécifique. Sup-
posons que nous disposions des jugements Ly : Y + Z grfR, et du
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jugement I' - X grfR. Nous définissons le graphe X — Z{u} = IIx :
X.Z((u)x) dans le contexte: T, u: X — Y - X — Z{u} grfR.

Définition 7.1.12 (Abstraction sur les graphes réflexifs). Larégle
d’abstraction :
Ty:YFt:Z
TFayt:ly: Y.Z

est une notation pour la construction suivante :

T+ (2%, 2 Myt A 2 EN 37 \RSE ()] : (T : Y.2)°

ou les variables x sont les variables de graphe du contexte I.
Le terme d’aréte est obtenu de la maniére suivante:

T+ (2l " \Ref (1)), d® A" M7 ) : (Thy : Y. Z)(Ay ) (Ar 8)")
On définit:
Ayt = (<)\y°.t°, /\yo.)\yl.Ay2.t2[i’1\f°,fz\R€f(xo)]> ,
</\y°-t2 [y \y®y*\Ret (y°)], /\y°-/\y1->\y2-t2>)

Définition 7.1.13 (Application sur les graphes réflexifs). Le ju-
gement :

T'Ht:IIy:Y.Z T'ta:Y
'k (t)a:Z

est donné par les deux jugements:

TH(t%a®:2° Tk (@'t*)a’ ae® : Z2((xt°)a® (xt!)at)

On remarquera en particulier que nous avons la réduction (double) :

Ayta = ((t%a°: Zo[yo\ao], (152)aoala2 : Zz(to[yo\ao],tl[yl\al]))

= (#°W"\a’]: Z°W°\a%), 2 [y%\a® y \at P \a®] - Z2(0[y"\a°) it [y \a™))
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Ici, 'égalité représente 1'égalité de deux termes fins. Mais nous ne
définissons pas en général d’égalité grasse.

Note 7.1.4. Nous pourrions définir un type somme, mais nous ne nous
en servons pas par la suite.

7.1.3 Lemme de substitution

Pour les régles fines, la substitution découle de ce que nous n’em-
ployons que les constructions classiques (produit, somme) et que les
autres termes sont introduits a ’aide de régles d’introduction d’une
forme tout & fait ordinaire. Toutes les régles de graphes que nous uti-
lisons peuvent étre dévissées en des regles usuelles, pour lesquelles on
peut faire I'induction pour le lemme de substitution.

Mais pour le calcul gras, avons-nous une substitution? On peut
en effet se poser la question vu que 'on peut construire des termes
complexes. Etant donné deux termes de graphes ' F t : X et I'x :
X, At r:Y, cela correspond aux jugements:

re - ¢0:Xx°

r r ?:x2

Ma:X°A°  #0.7°

I22%: X%z : X122 X2 A2 F r2:Y2(+0Y
nous pouvons imaginer une substitution naive qui consiste a rem-
placer la variable z° dans le troisiéme jugement par t°, la variable z’
par t! et la variable 22 par t2. On peut simuler dans le calcul fin cette
substitution dans le cas ou r et t ne contiennent pas d’abstraction (on
procéde par induction). Sous ces hypothéses, nous avons la régle:

THt: X I'x: X,AFr:Y
L, A[x\t] F rx\t] : Y[x\t]

avec la notion de substitution naive.

Remarque 7.1.14.

1. Mais dans le cas oll r ou t contient une A-abstraction, il y a
un probléme de substitutions vis-a-vis des termes Ref (qui sont
introduits par un autre processus que par les régles d’introduc-
tion d’opérateurs), voir la discussion & ce sujet dans la section
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6.1.3. Prenons par exemple, deux jugements: I' - t : X et un
jugement I'x : X + Ay.r : ITy : Y.Z. Nous avons donc deux
jugement :

roF %0 X°
ez x° F </\y0.r0,)\y0./\y1./\yz.rz['11'1\uo,1'[2\RefU(uo),ml\zo,xz\Refx(zO)]>
Ef:nyozyoAZo.Hyzzyo_yx;Y.ZQ(fél\ﬂ’o,ﬂQ\Rgfu(uo),zl\zo,xz\RefX(zo),yo,yl,yz,fyozfyl)

ou les variables de graphes de I'" sont les variables u. Si 'on fait
la substitution naive, on obtient:

row- <)\y0.r0[zo\t0],)\yo.)\yl.)\yz.rz[ﬂ'l\ﬁo,ﬁz\Rng(uo),xl\to,xz\Refx(to)]> :
Ef:nyo:yo.zo.Hyzzyo_y1:Y.Zz(ﬂl\ﬂo,ﬁz\RgfU(uo),zl\to,x2\Ref x ()% W2 0 )
Or le terme de réflexivité correspondant & z dans

r[at\a°, @ \Ref x (u°),2"\t%,z*\Ret x (¢°))]

ne devrait pas étre du type Refx (... ) mais dépendre des termes
de réflexivité Refy des types dans I'. On retrouve ici le probleme
que nous avons rencontré en sémantique: pour pouvoir faire la
substitution, les termes « devraient commuter avec les termes de
réflexivité ».

De ce fait, nous n’avons pas la substitution en général.

2. Cela n’est pas trop génant; en effet, nous ne nous servons pas
du systéme pour calculer, mais pour définir des termes. Le cal-
cul gras est avant tout un systéme d’abréviations, le systeme
«réel » étant le calcul fin. Il est d’ailleurs probablement possible
de définir une notion de substitution spéciale par induction.

3. Nous n’avons donc pas un calcul complet, mais nous bénéficions
de propriétés intéressantes: l’affaiblissement et la contraction,
ce qui rend le calcul trés pratique pour définir des termes.

4. Notons enfin que nous avons la 8 réduction : la substitution naive
nous donne les « égalités » :

(Ay-t)a=tly\a] = (£°’"\a’], *[y"\a" y'\a" 5 "\a"))

L’égalité étant une égalité composante par composante.
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7.2 Calcul sur w

Dans cette section, nous introduisons un calcul (A-w) qui permet de
traiter la notion de monotonie sur les entiers. Par rapport au systéme
T de Gddel, nous rajoutons un type pour les inégalités (larges) et le
récurseur correspondant aux preuves de monotonie.

Le systéme A-w, en induisant la notion de preuve de monotonie, a
un intérét en soi, mais il nous sert aussi de sous-systéme pour manipu-
ler arité w dans le calcul des termes ordinaux (que nous présentons
par la suite).

Voici donc les régles spécifiques de A-w:

Regles de construction de types

Comme nous l'avons vu dans 'introduction, le type w se décrit &
I’aide de trois régles:

F'Ft:w
F w type n® :wmnl:wknl —n! type [ F Ref., () : w?(t,t)

On en déduit immédiatement une régle de graphe:
F  wtype
n:wn':w F n®—nttype
w F Ref,(n%):n®—nf
]_

w grfR

Nous résumons tout ceci en nous donnant une régle de formation
de graphe:

F w griR

Regles de formation de termes

Les régles que nous introduisons ici refletent la construction de la
V-algebre libre correspondant & w. Nous présentons d’abord les regles
dans leur forme compactée :
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_ I't:w
0w I'Fst:w

Dans leur forme développée, les régles précédentes se présentent
sous la forme de quatre regles:

CHt:u°
09 :wo I'F s9¢0 ; W0
| R (AR )
k02 : w2(09,01) [ F 5282 : w2(s%0,s1¢1)

A quoi s’ajoute la régle d’inflationnarité de 'opérateur s:

L2020
TR i2(t?) - w?(t0,st!)

Note 7.2.1. Ici, nous devons faire une remarque a propos des constantes
de termes de graphe réflexif. Les indices 0 et 1 ne sont qu'une déco-
ration ainsi que nous en avions fait la remarque & la définition 7.1.8;
pour alléger 1'écriture, nous supprimons les deux indices 0 et 1 sur
les symboles de fonction. Nous gardons l'indice 2 pour distinguer les
opérations sur les arétes.

En dehors du cadre des conventions, nous employons les lettres n,
m, ... pour désigner des variables de type w et les lettres p, ¢, ...
pour les preuves de type n — m.

Regles d’élimination des termes du type w

Nous avons deux régles d’élimination, une pour les sommets de w
et une pour les arétes de w. Ces régles sont construites & I'image de la
w-algebre correspondante.

Le principe de la regle est classique: on suppose que l'on dispose
d’un graphe réflexif qui est une w-algébre (du point de vue de la sé-
mantique). On conclut alors par un terme qui représente 1’épine entre
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w et le graphe réflexif en question. L’épine étant un morphisme de
graphe, ce terme est en fait un terme de graphe réflexif.

Le rdle des prémices est donc de montrer que le graphe réflexif sur
lequel on fait 'induction est une w-algébre; il ¥ a donc une correspon-
dance fidele entre les prémices de la régle d’élimination et les régles
d’introduction pour w (celles-la méme qui construisent la w-algebre
libre). La seule différence vient du fait que le graphe réflexif introduit
peut dépendre de la variable sur laquelle on fait I'induction. De ce fait,
les variables dans le membre gauche des prémices sont dupliquées par
rapport & celles des regles d’introduction des termes de w: on en a
une pour w et l'autre pour le graphe réflexif.

Les deux régles d’induction peuvent étre réunies en une régle de
graphe réflexif:

'm:w + X(n) grfR
I F a:X(0)
'm:w,x:X + t(nx):X(sn)
In:w, x:X F i(nx): X (n%sn!,i?n? 2%t (nt,2"))

PTm:w F Ijpsgaam: X(m)

Remarque 7.2.1.

1. Les crochets que nous avons mis dans le terme Ij, xjat;m in-
diquent que les variables n°, n!, n?, z°, 2! et z? sont liées dans

le terme Ijn st M.

2. On voit dans cet exemple tout l'intérét des conventions que nous
avons faites. D'une part, elles factorisent tout ce qui correspond
au graphe réflexif. L'écriture des prémices rend compte correc-
tement de la structure sous-jacente de graphe réflexif. D’autre
part, la conclusion est double, ceci traduit le fait qu’il s’agit
d’une régle qui s’applique « moralement » aux graphes réflexifs.
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Le terme de graphe réflexif Ij, xjat;m recouvre les deux termes:

I'm:w +~ I[n,x]atimo 1 XO(m®)

I‘,m Tw F 12[nyxlaciTno’rTLlTn2 : Xz(m,I[n!x]atimo,l[nyx]atiml)
Remarque 7.2.2. On voit ici que le terme de réflexivité n’a rien
4 voir avec linduction, c’est un artefact technique dont le réle est
simplement d’éviter d’utiliser de maniére explicite le calcul de la SMC.
Nous pourrions en effet travailler entiérement avec ce calcul, mais cela
alourdit de maniére non négligeable la construction de termes.

Nous verrons plus loin que 'on peut construire & ’aide du principe
d’induction un terme Ref qui représente la réflexivité. Nous déciderons
4 ce moment 14 d’identifier ce terme Ref avec refl,, a ’aide d’une régle
de réduction.

Egalité des termes

Nous avons trois régles qui correspondent a la réduction des récur-
seurs. Il s’agit de:

I[n,x]ati0 > a

I[n,x]ati(sn) > t(naI[n,x]atin)

2 2)

Iz[n,x]atino(snl)(l n > i(n,I[n,x]atinO7I[n,x]atin1aIz[n,x]atin)

Ici, les deux premieres régles de réduction sont des abréviations.
La premiere réduction désigne les deux réductions:

I[n,x]atio > aO

Iinxjati000° > o

La deuxiéme équivaut &:

I[n,x]ati (S’I’L) > to(naI[n,x]atin)

Plaxets(sn) > 20, I e’ [nxgacin’s Pl xjasi )
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Remarque 7.2.3. Ces regles sont tout a fait naturelles. Dans cette
thése, nous ne prouvons pas le théoréme de normalisation (dont nous
faisons la conjecture) et elles peuvent étre lues comme des égalités.

Remarque 7.2.4. Les régles de réduction respectent le typage, le lec-
teur pourra le vérifier. Ceci donne la propriété de « subject reduction »
au calcul.

7.2.1 Le systéme T vu dans A-w, régles dérivées

Nous montrons dans cette section que le systéme T s’inscrit de
maniere trés naturelle dans A-w, pour cela, nous établissons un codage
du principe d’induction de T dans A-w.

En premier lieu, il convient de faire une petite remarque. L'en-
semble ordonné w a la propriété que la construction inductive des
sommets est indépendante de la construction des arétes (ce qui n’est
pas le cas de W par exemple). Ceci peut étre observé dans la syntaxe
a deux occasions.

Premi¢rement, les termes 0 et sn® sont indépendant des variables
de type 2. Ceci provient du fait que les arités pour w sont des graphes
réflexifs discrets (ce qui ne sera donc pas le cas pour W) : les sommets
sont construits sans contrainte d’ordre, c’est-a-dire sans dépendance
des variables d’aréte. Ceci se traduit d’autre part par le fait que pour le
schéma d’élimination de w, les termes a° et t° sont également indépen-
dants des variables de type 2. De ce fait, les deux régles d’évaluation
des termes I xjat:7 (de type 0) ne dépendent pas des trois termes a?,
t? et i.

Il y a donc une sorte de sous-principe d’induction, le principe
qui correspond justement & l'induction sur N. Nous utilisons cette
remarque pour coder le principe d’induction du systéme T dans A-w.

Définition 7.2.5. Nous commencons par traduire les types du sys-
téme T dans A-w. Pour cela, nous nous appuyons sur le fait que nous
pouvons construire de maniére uniforme un graphe réflexif étant donné
n’importe quel type X. Il suffit d’employer le type w** pour P'ensemble
des arétes. La construction est la suivante:

34. En fait, n’importe quel autre type défini dans le contexte vide convient.
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' + X type
. Xz X b wtype
r«"X +r 0:w

' + (Xw0): griR

Par la suite, on note X le graphe correspondant au type X. Etant
donné un terme I' - ¢ : X, on peut construire un terme de graphe ¢:

r b t:X
Frz:X%z': X' + 0:w
r = (t0):X

On note par la suite t la paire (¢,0).

Supposons que nous disposons des trois jugements:

Fn:w F  X(n) type
' - a:X(0)
Fn:wzx:X(n) +  tnz): X(sn)

Nous pouvons alors en déduire le jugement :

I,z%: X% ~

,_J
Q
S

=
(=]

) r'+a:X(0)

-
T
o
E

F,n:wzo:)?o(no) F o t:X(snO) - A
F'n:wx:X(@m)Ft: X(sn)

anxXl—Ow

T'm:wx:X(nko0: )?Q(n,zo,tx1:

F'm:w +  X(n°) type
Onc:w,a®: X0(n0),a! Xlnl) + wtype } In:whk X(n): grik
I'm:wx:X F 0:w }

Tk:w b Iy ek X(k
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Note 7.2.2. Sil'on ne retient que la premiére composante de la deuxie-
me conclusion, on s’aper¢oit que 'on fait un jugement d’ensemble et
non de graphe. Nous en déduisons une régle dérivée:

Fm:wk X(n)type I'ta:X(0) Tn:wz:XkFt: X(sn)
Tk :wb I, ek« X(K)

[n,z

ol le terme I[Nn,a:]a.tk = I?n,x]a?k'
Note 7.2.3. Nous pouvons observer qu’il s’agit de la régle ususelle de
la récursion sur N dans le cas des types dépendants. La seule différence
avec le systéeme T vient du fait que le type du terme se construit en
méme temps que la récursion ; par conséquent, il y a des substitutions
dans les types parallelement a I'induction sur les termes.

Nous sommes maitenant préts & traduire le systéme T dans A-w.
Le systéme T est le calcul simplement typé avec un type atomique N,
un symbole fonctionnel O-aire 0 et un symbole fonctionnel s : N — N,

et la regle d’induction :

F'Fa: X Fm:Nz:XFt: X
Tk NE I gjack - X

Nous traduisons maintenant le type N par N = w et tout type
fonctionnel X — Y par Iz : X.Y. Pour les termes, la traduction (—)
est la suivante:

0 — ©
s +— Ans(n)
Arxt — Azt
(t)a — @@a
e e

On notera que les régles de réduction du terme I {n,z]atk corres-
pondent aux régles usuelles de réductions du récurseur.
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Conjectures 7.2.6. Pour autant, nous avons de bonnes raisons de
penser que A-w n’est pas plus puissant que le systéme T. Il y a plusieurs
maniére d’appréhender ce fait.

Premiérement, si I'on considére les termes de A-w construits uni-
quement a 'aide du type atomique w, du produit et de la somme, des
symboles de type 0, et si I'on se restreint & 'induction sur N comme
présenté plus haut, on peut alors procéder a la traduction inverse:
c’est-a-dire w en N, 0 en 0, etc. En effet, dans ce cas, les types ne
sont pas dépendants, et le schéma d’induction est trés semblable au
schéma d’induction de T.

Deuxiémement, si 'on se place dans le systéme A-w au complet
et que l'on obtient un terme z1 : Xi,... ,Zn : Xn -t : Y, ce terme
représente une fonction (ou plutét une fonctionnelle); nous faisons
la conjecture que le terme t peut étre obtenu dans T, c’est-a-dire
que [t] = [F] pour un certain terme de T (’égalité étant au niveau
sémantique).

Mais, il nous semble également que le systéme entier peut étre
codé dans T; en effet, le schéma d’induction est élémentaire, nous
venons de voir que la partie sur les sommets est (en dehors des types
dépendants) semblable au schéma classique d’induction sur N et la
partie concernant les arétes peut étre assimilée & une induction sur
des notations binaires d’entiers.

7.2.2 Exemples de termes

Commencons par prouver 'inégalité ¢ < ¢ sur w. Elle est repré-
sentée par le terme Ref & )\k'IFln.,p]Oz(szp)k dont voici la preuve de
typage:

n:whkn-—ntype F0%2:0-0 n:wp:n—nksp:sn—sn

n:wk Il[ilog(sgp)n ‘n—n

[ An'll[i]o?(s%)n Mn:wn—n

Remarque 7.2.7. Nous refermons ici, en quelque sorte, une paren-
these technique. Nous avons introduit pour w un terme de réflexivité,
majs si on se réféere & la construction sémantique de w comme -
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algeébre, ce terme de réflexivité découle du principe d’induction. Et
si nous avions travaillé avec des graphes et non des graphes réflexifs,
nous aurions obtenu de la méme maniére ce terme de réflexivité. Pour
refermer la parenthése, nous pourrions alors considérer une regle de
réduction :

0 N 0
Refw (n”) & Ijpjo2 27

Cette régle pourrait paraitre aller d’un terme simple vers un terme
compliqué, mais en fait, elle passe du terme « non défini » vers le terme
« défini ».

Notons qu’étant donné le terme n = s(s(- - - s(0}))), nous avons I’éga-

N —

n fois s
o s . . 2,2 2 —
lité (par induction sur n): I[R;]Oz(szp)n = s°(s*(---s°(0%))) : Wi (®,7),
—_——
n fois s2

le deuxiéme membre de 1'égalité étant le représentant naturel de la
réflexivité.

Mais nous préférons ne pas considérer la regle pour ce qu’elle peut
interférer avec la substitution.

Exemple 7.2.8. Nous disposons également d’un jugement n : w +
N . o
Ljozqzpyn 1 0 — n. On définit Z(n) = I[R;]Og(izp)n.

Nous pouvons observer maintenant que P’addition est monotone:

nm:w +F wgrfR
n:w - n:w
nmx:w F sx:w
nmx:w i2x2w(z°,s2:c1)
nm:w F Ignex@ezz)ym:w
FooAndm s @2e2)m: w —ow —ow

On définit le terme Add = An.Am.I ) (i252)0 qui représente
I’addition et la preuve de monotonie de ’addition.
De méme, on peut montrer que la multiplication est monotone:
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nm:w F wgrfR
n:w F 0:w
nmy:w k I[x]n(sx)(izxz)y W
. .0 1

nmy:w b lggq e 200)6222)(222) (Y~ Iign(ex) (222)Y

nm:w F I m:w

[y]O(Addny)I[z]Z<I[x]n(sx)(i2z2)0)(52:2)“222)
F AnAm.l m:w—ow—ow
WIOAdd R o ) ey (22290 (2 22)252)

La multiplication (monotone) est représentée par le terme

An.Am.] m
[y]o(Addn y)I[Z]Z<I[x]n(sx)(i2m2)0)(52 22)(1222)

7.3 Calcul sur W

Le systéme A-W est composé a partir du systéme A-w auquel on
rajoute un certain nombre de régles de construction afin d’obtenir un
systéme dans lequel on puisse utiliser le schéma d’induction de 'ordre
partiel W que nous avons vu au chapitre 5.

Reégle additionnelle pour les types

W griR

Regles additionnelles pour les termes

T'Ft:'W

FO:W TFst. W

Ces deux régles sont construites a I'image de celles que nous avions

pour w. Il reste a exprimer l'inflationnarité de s:

DEe W2 (10t
T F 262 : W2 (20 s¢1)
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et le cas limite:
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'Fu:w—oW

I'Flu:' W

Regles d’élimination du type W

De la méme maniére que pour w, nous avons deux régles d’élimi-
nation, une pour les éléments de W et une pour les arétes de W, ce
qui se traduit par le jugement de graphe réflexif:

'v:W + X(v) grfR
' + a:X(0)
Fv:Wx:X Fk t(v,x): X(sv)
Fv:W,x:X F i(vx): Xz(vo,_s_vl,izvz,xo,tl(vl,xl))
FTu:w—oWf:w—oX{u} F t(uf):X(u)
Lv:W F Jyuxfati,V: X(V)

Réduction des termes

Nous avons comme dans le cas de w des régles de réduction pour
les récurseurs. En notant J— le terme Jy u x flatit, »
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a

v Vv

J_sv (VT v u,x, flatit, V)

J2 20(s21)(i%22) i(x,J_z0 I 21,32 x)

v

J_(1<u,pu>) > 9, <Hk:w.J_uk,Hp:k_j:w..lz_(uk)(uj)(pukjp)>)

J_1 <u,pu> 1 <U,Pu> 12 <puv7p;“,> > tl2(<u,pu> , <v,pv> ) <puvvp/uv> )
(M ik, Mg oo T - (k) (5 (puckip))
(Mt T K, Mgt oo T - (o) (07) (P K5P) )
(M d - (k) (0R) (Puv k), Tk 5.00-J - (k) (05) (Pl kP )

Remarque 7.3.1. Les regles de réduction nous offrent une occasion
d’observer que dans le cas de W, I'induction est mutuelle, ceci est dit
au fait que 'on fait de l'induction sur les graphes. On notera ainsi que

le symbole J2 apparait dans la réduction des termes J_ (1 <u,pu>).

Remarque 7.3.2. Le lecteur courageux observera que les régles res-
pectent le typage, ce qui assure la propriété de «subject reduction ».

Remarque 7.3.3. Nous aurions pu mettre en ceuvre un opérateur 1

inflationnaire & l'aide d’un jugement :

TFu®:(w—W)° FHe:W Ton:whkp: W2 (tud)
Tk il (tu,p) : W2(t,10u0)

mais une telle régle aurait compliqué la construction des hiérar-
chies monotones de fonctions; on peut toujours construire des hié-
rarchies de fonctions, mais les propriétés d’ordres sont différentes. En
particulier, 'ordre ordinaire qui permet de considérer que la diagonale
est plus grande que chacune des fonctions de la famille n’est pas ’ordre
« pointwise » ordinaire, mais un ordre asymptotique. Informellement,
f < g §'il existe un entier a partir duquel fz < gz. Ce qui pourrait
se traduire dans notre systéme par Zn : w.Ilpin—m.w?(fm,gm). Mais
contentons nous pour l'instant de ne considérer qu’un opérateur limite
monotone non inflationnaire.
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7.3.1 Exemples de termes
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Exemple 7.3.4. Nous proposons de construire I'arborescence L({n))new (cf

chapitre 5). Nous définissons

W<, = l(An'I[x]O(sx)(iaﬂ)n))

dont la preuve du typage est:

n:w F W grfR
F 0O:W
n:wx: W + sx:'W
n:wx: W F iz?: W(z%szh)
n:w F I[x]o(sx)(iz2)n W
= )\n.I[stx)(izz)n tw—o W
F 1()\1’1.1[,(10(9()@12)11) W

En fait, la partie sommet de la consclusion «est» ’arborescence
w<,, la partie aréte « est » une preuve que w<, < w<,.

Exemple 7.3.5. L’addition et la multiplication se définissent de ma-
niére analogue & ce que nous avons vu pour w. Il suffit de rajouter
la prémice qui donne la limite. On utilise pour cela l'opérateur 1. Par
exemple, pour Vaddition, on fait le jugement (& comparer avec celui

pour w):
nm: W + W grfR
n:W + n:'W
nmx: W | sx:W
nmx: W i2x2W(mO,52x1)
nu:w-o-Wyv:w—owhklv:W
nm: W F Ig.ega2e2ym: W
b )\n.)\m.I[x]n(sx)(izzz)m TW—oW-oW

On procéde de méme pour les autres opérations.
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Construction des hiérarchies de fonctions

Nous appliquons dans cette section le principe d’induction des ar-
borescences pour obtenir la hiérarchie des fonctions & croissance lente
induite par la fonction successeur.

En reprenant la définition de la hiérarchie & croissance lente:

Go(x) = 0
Goyi(z) = Ga(z)+1
GA(:L‘) = GA"_, (.’1:)

Nous définissons d’abord le terme:

fwow = (AP (7 (f2)n°), A Ant A i (' (f2)nnin?)

Nous construisons alors le terme qui représente la hiérarchie a
croissance lente:

w —o w grik
And:w —ow
v:Wf:iw—ow An.s(fn) : w —ow

v:W,f:w—ow iu—owvz:w"ow(f();fl)

T T T T T

nww—oWyv:.w—ow-—ow An.vnn : w —o w

VW F Jiof ujan.o(dn.s(fn)) (i owv2)(Anvam)V 1 @ —0 @

FAv: W'J[vf,u])\n‘o()\n‘s(fn))(iu_ouvz)()\n.vnn)v W —ow—ow
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Remarque 7.3.6. Le jugement qui précede contient deux faits. Pre-
miérement, chaque fonction de la hiérarchie est monotone, deuxiéme-
ment, si @ < 3 sont deux arborescences, alors Go < Gp.

En observant la regle,

£:w b (Al (7 f7)(Ret o (n), A Ant An?(w 2)(i%p) ) ¢ (w —o w)2(f°, 3. £ (n))
on définit le terme:
1 row </\n0.(7'r' F)(ERef o (n°)), A Ant An®. (x' f2)(i2p)>

On peut construire de maniére analogue, la hiérarchie de Hardy :

w —o w grfk
And:w-—ow
v:Wfiw—ow An.f(sn) i w—ow

VZW,f LW —ow ilm—owv2 :w_ow(foagfl)

T T T T T

nw—oWyv:w—ow-—ow An.van @ w —ow

v: Wt J[vf,u]>\n.0(>u1.f(sn))(i’‘.,_o‘.,'uz)()\n.vmn)v W —ow

FAv: W'J[vf,u]An.O()\n.f(sn))(i’w_ouu2)(>\n.vnn)v W —ow—ow

De méme, dans ce cas, nous disposons de la monotonie pour cha-
cune des fonctions de la hiérarchie, mais également de la monotonie
relativement aux arborescences.
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Conclusions et perspectives

Le probléme initial était I’étude de certains ordres, notamment
dans le cadre de la réécriture. Nous avons étudié la question sous
deux angles différents : celui de ’analyse de la complexité des fonctions
calculées par de tels systémes de réécriture et celui de la construction
de hiérarchies de fonctions sous-récursives.

Complexité et réécriture

En ce qui concerne le premier aspect, nous avons montré que de
nombreuses méthodes de preuve de terminaison de systémes de ré-
écriture correspondent & des classes usuelles de complexité. Ceci est
intéressant & plusieurs points de vue. Premiérement, cela permet de
considérer d’autres modeles de référence en termes de complexité que
les machines de Turing. Deuxiemement, cela nous donne une analyse
plus fine de la complexité des fonctions calculées par les systémes de
réécriture que la traditionnelle approche en termes de longueur de
dérivation. La premiére remarque nous donne un nouvel objectif qui
est d’analyser les algorithmes en utilisant leur preuve de terminai-
son. Nous avons en effet jusque la considéré uniquement les aspects
extensionnels des fonctions, et non les algorithmes qui les calculent.
De tels travaux ont été initié par Marion, Cichon et Moyen dans
[CM99, Mar99, MMOO] pour les ordres MpPO et LPO. En particulier,
nous ne considérons pas de notion de stratégie dans les réductions ni
les problemes de doublons dans les calculs, ce qui arrive dans ’exemple
suivant qui calcule la fonction de Fibonacei:
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FO) — s(0)
F(s(0)) — s(0)
F(s(s(n))) — F(n)+ F(s(n))

Sil'on fait le calcul de maniére naive, la dérivation se fait en temps
exponentiel alors qu’il existe un algorithme polynomial. Or, si 'on
veut utiliser la réécriture comme une implantation de spécifications
algébriques, il est indispensable du point de vue de la complexité de
pouvoir reconnaitre de telles situations. Les travaux de Marion, Cichon
et Moyen sont encourageants pour continuer dans cette voie.

Un calcul monotone

La deuxiéme partie de notre étude a aboutit & la proposition d’un
calcul, une extension du systéme T de Godel, dans lequel on peut trai-
ter des fonctions en termes de monotonie. L’objectif était de construire
un systéme utilisant des moyens les plus élémentaires possibles. Les
constructions se font moralement dans 'univers des graphes, et deux
jugements sont nécessaires l’'un pour les sommets, l'autre pour les
arétes. Nous avons proposé un systéme d’abréviations qui permet de
simplifier de maniére significative la manipulation du calcul. Il s’agit
d’une nouvelle technologie dans 'univers du A-calcul.

D’un point de vue sémantique, nous avons élaboré, a l'intérieur
de la structure monoidale sur les graphes (que nous présentons au
chapitre 6), une notion d’algébre universelle qui permet de recouvrir
de nombreux ordres usuels. En particulier, ’objectif était de pouvoir
représenter ’ordre sur les termes ordinaux, ce qui est possible comme
nous l'avons montré.

Dans le calcul, nous considérons une nouvelle forme d’induction,
nous faisons en effet de l'induction sur des graphes et non sur des
ensembles ; cette nouvelle sorte d’induction peut étre observée dans les
régles d’élimination qui ont deux conclusions, les deux composantes
d’un « morphisme » de graphe.

L’étude de ce calcul donne lieu & de nombreuses perspectives. No-
tons en particulier, que jusqu’a présent, nous n’avons pas considéré le
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calcul en termes de réduction **. Nous n’avons pas établi pour 'instant
de théoreme de normalisation forte; la difficulté pour obtenir un tel
théoréme n’est pas de nature logique (le systéme est prédicatif avec
une sémantique ensembliste), mais provient de la complexité notation-
nelle du calcul fin. D’autre part, le mécanisme de substitution dans
le calcul gras reste & développer (la substitution naive ne convient
pas a cet effet). Ceci nous permettrait de calculer directement sur les
graphes, sans référence aux ensembles sous-jacents; ceci nous donne-
rait également la possibilité de simplifier les régles de réduction des
termes obtenus par induction.

A propos des deux systémes A-w et A-W, nous n’avons pas réussi a
montrer & intérieur de la syntaxe la transitivité. Nous faisons méme la
conjecture que cela n’est pas possible. Cela témoigne de la « faiblesse »
du systéme. Mais en méme temps, nous avons moralement la transiti-
vité via le théoréme de transitivité sémantique. Obtenir la transitivité
a lintérieur du systéme ne nécessite pas de principe logique trés puis-
sant, mais il est sans doute nécessaire d’introduire une construction
supplémentaire pour manipuler les arétes dans les graphes.

Enfin, nous jugeons que la technologie développée dépasse les deux
exemples de A-w et A-W. Le passage au cas général d’une ¥-algébre
peut étre obtenu en prenant exemple sur le calcul A-W qui réunit
une arité & la fois infinie (ce qui nécessite de définir larité & une
étape antérieure) et non discréte (ce qui fait que I'induction se fait
mutuellement sur les sommets et les arétes).

Mais en fait, nous pensons que la technologie dépasse méme la no-
tion de U-algebre. Il semble en effet possible de définir des opérations
comme les bornes supérieures de w-chalnes par exemple.

35. Méme si nous avons orienté les régles.
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Résumé

Le théme de la these concerne 1'étude des ordres, en termes de
complexité en réécriture, mais aussi dans le cadre des termes ordinaux,
des hiérarchies de fonctions sous-récursives.

Nous avons cherché a extraire de la notion de preuve de terminai-
son des informations concernant la complexité des fonctions calculées
par des systémes de réécriture. Cela nous a permis d’établir de nom-
breuses caractérisations, en termes de complexité, des systémes de ré-
écriture. Ainsi, est-il possible de déterminer a prior: la complexité d’un
systéme, au seul vu de sa preuve de terminaison. Nous étudions plus
spécifiquement le cas de Pordre de Knuth-Bendix et celui de Pordre
par interprétation polynomiale.

D’autre part, nous avons entamé une recherche plus fondamentale
concernant la représentation de la notion d’ordre dans les A-calculs
typés. Cet intérét provient de ce qu’une telle représentation est néces-
saire dés lors que ’on veut représenter des structures définies par des
opérateurs w-aire, ce qui est le cas des termes ordinaux par exemple.
Nous étudions d’un point de vue sémantique 'univers de travail, nous
dégageons en particulier une notion de structure monoidale fermée,
mais aussi de maniére syntaxique en proposant un calcul pour lequel
un type représente un graphe plutét qu’un (traditionnel) ensemble.

Mots-clés: Complexité, Réécriture, Ordres, A-calculs typé, Séman-
tique, Syntaxe



Abstract

Our concern in the thesis is in the study of orders, through the
analysis of complexity within rewriting, but also through the construc-
tion of monotonous A-calculi within the framework of ordinal terms,
and subrecursive hierarchies.

We show how to extract some knowledge in terms of complexity
from the proof of termination in rewriting theory. This allows us to
establish some hierarchies of caracterisation of complexity classes in
terms of rewriting. So, one has an a priori complexity measure of
functions with respect to their proof of termination. We study more
specifically the case of the Knuth-Bendix ordering and polynomial
interpretations.

Next to that, we engaged ourselve into an other challenge, a more
fundamental approach. This concerns the notion of ordering within
typed A-calculi. The interest comes from the fact that such a repre-
sentation is necessary when one has to represent a structure with an
w-ary operation, that is an operation that only applies to monotonous
sequences (which is the case of ordinal terms). We develop semantical
tools, in particular we present a monoidal close category on graphs,
but also syntactical constructions, in particular a calculus where types
are graphs in which the traditional approach would be in terms of sets.

Keywords: Complexity, Rewriting, Orderings, Typed A-calculi, Se-
mantics, Syntax






INSTITUT NATIONA
POLYTECHNIQU
DE LORRAIN

AUTORISATION DE SOUTENANCE DE THESE
DU DOCTORAT

a soutenir devant un j
une thése intitulée :

Fait'a Vandoeuvre
) ’{Le Président de I'

TEL. 33/03.83.59.59.59
FAX. 33/03.83.59.59.55









Résumé

Le theme de la these concerne I’étude des ordres, en termes de complexité en réécriture, mais aussi
dans le cadre des termes ordinaux, des hiérarchies de fonctions sous-récursives.

Nous avons cherché a extraire de la notion de preuve de terminaison des informations concernant
la complexité des fonctions calculées par des systémes de réécriture. Cela nous a permis d’établir de
nombreuses caractérisations, en termes de complexité, des systemes de réécriture. Ainsi, est-il possible de
déterminer a priori la complexité d’un systéme, au seul vu de sa preuve de terminaison. Nous étudions
plus spécifiquement le cas de 'ordre de Knuth-Bendix et celui de 'ordre par interprétation polynomiale.

D’autre part, nous avons entamé une recherche plus fondamentale concernant la représentation de la
notion d’ordre dans les A-calculs typés. Cet intérét provient de ce qu'une telle représentation est nécessaire
des lors que 'on veut représenter des structures définies par des opérateurs w-aire, ce qui est le cas des
termes ordinaux par exemple. Nous étudions d’un point de vue sémantique I'univers de travail, nous
dégageons en particulier une notion de structure monoidale fermée, mais aussi de manitre syntaxique en
proposant un calcul pour lequel un type représente un graphe plutdt quun (traditionnel) ensemble.

Mots-clés: Complexité, Réécriture, Ordres, A-calculs typé, Sémantique, Syntaxe

Abstract

Our concern in the thesis is in the study of orders, through the analysis of complexity within rewriting,
but also through the construction of monotonous A-calculi within the framework of ordinal terms, and
subrecursive hierarchies.

We show how to extract some knowledge in terms of complexity from the proof of termination in
rewriting theory. This allows us to establish some hierarchies of caracterisation of complexity classes
in terms of rewriting. So, one has an a priori complexity measure of functions with respect to their
proof of termination. We study more specifically the case of the Knuth-Bendix ordering and polynomial
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Next to that, we engaged ourselve into an other challenge, a more fundamental approach. This
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