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Résumé

Dans cette thése, nous introduisons une méthode générale pour effectuer le calcul de radiosité
dans des scénes constituées d’une grande variété de surfaces paramétriques. Contrairement aux
approches précédentes qui nécessitaient une triangulation des surfaces en entrée, notre méthode
bénéficie de la richesse de la représentation mathématique de la géométrie. Au coeur de notre
méthode se trouve le Maillage Virtuel, une abstraction de la géométrie initiale permettant d’ap-
pliquer les algorithmes classiques d’illumination a des surfaces complexes exactement comme
si ces surfaces étaient de simples triangles. Le maillage virtuel est constitué d'un ensemble de
domaines normalisés sur lesquels les surfaces sont projetées grace a une fonction permettant de
préserver leurs propriétés énergétiques. Les valeurs de radiosité sont calculées sur ces domaines
normalisés avant d’étre re—projetées sur les surfaces originales.

Nous commencons par démontrer V'efficacité des fonctions ondelettes d’ordre élevé quand
elles sont utilisées au sein d’un algorithme cohérent prévu pour gérer 'aspect fonctionnel de la
fonction de radiosité. Ensuite, nous décrivons l'implantation dans cet algorithme du maillage
virtuel pour les primitives planes & bords quelconques et les morceaux de surfaces quadriques.
Nous donnons des exemples d’utilisation de notre méthode sur divers environnements de réalité
virtuelle. Grace a ces exemples nous montrons qu’en intégrant de fagon exacte les surfaces courbes
dans le processus de résolution, le maillage virtuel permet d’obtenir plus rapidement un rendu,
de meilleure qualité et de facon plus naturelle qu’avec les méthodes précédentes.

Mots-clés: Synthése d’images, illumination globale, radiance, radiosité, ondelettes, surfaces pa-
ramétriques, quadriques, maillage virtuel.

Abstract

In this thesis, we introduce a general-purpose method for computing radiosity on scenes
made of a large variety of parametric surfaces (including arbitrary planar primitives and low-
degree curved patches). By contrast with past approaches that require a tessellation of the input
surfaces, our method takes advantage of the rich and compact mathematical representation of
objects. At its core lies the wvirtual mesh, an abstraction of the input geometry that allows
complex shapes to be illuminated as if they were simple primitives. The virtual mesh is a
collection of normalized square domains to which the input surfaces are mapped while preserving
their energetic properties. Radiosity values are then computed on these supports before being
lifted back to the original surfaces.

To demonstrate the power of our method, we describe a high-order wavelet radiosity imple-
mentation that uses the virtual mesh. Before this descripion we show that, with an appropriated
implementation, higher order wavelets are actually bringing an improvement over standard hier-
archical radiosity and lower order wavelets. Then we describe the implementation of the virtual
mesh on arbitrary planar primitives and quadric surface patches. Examples of objects and en-
vironments, designed for interactive applications or virtual reality, are presented. They prove
that, by exactly integrating curved surfaces in the resolution process, the virtual mesh allows
complex scenes to be rendered more quickly, more accurately and much more naturally than with
previously known methods.

Keywords: Image synthesis, global illumination, radiance, radiosity, wavelets, parametric sur-
faces, quadrics, virtual mesh.
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Introduction

« Toute la conduite de notre vie dépend de nos sens, entre lesquels celui
de la vue étant le plus universel et le plus noble, il n’y a point de doute que
les inventions qui servent & augmenter sa puissance ne soient des plus utiles
qui puissent étre. »

René DESCARTES, Discours de la méthode

Au cours des deux derniéres décennies 'informatique graphique a connu un essor
extraordinaire. La génération et l'utilisation d’'images de synthése sont sorties des labo-
ratoires de recherche pour se retrouver dans des applications aussi diverses et variées que
la télévision et le cinéma, I'imagerie médicale, la visualisation de données scientifiques, la
conception assistée par ordinateur ou le prototypage virtuel.

L’un des défis de la synthése d’images est de créer & partir de la description numérique
d’environnements 8D des images aussi réalistes que possible de ces environnements.

Pour arriver & un tel résultat il faut pouvoir modéliser les données géométriques et
photométriques servant & décrire les environnements dont on veut faire des images. En-
suite, il faut simuler la propagation de 1’énergie lumineuse dans ces environnements en
gérant correctement les données dont on dispose pour profiter au maximum de la qualité
des informations qu’elles représentent. Ce processus est connu sous le nom d’illumination
globale.

Jusqu’a présent l'objectif principal des simulations était d’obtenir des images trés
réalistes permettant d’apprécier des effets lumineux tels que les ombres portées, les inter—
réflexions ou les réflexions spéculaires (effet de miroir). Mais aujourd’hui, les utilisateurs
sont beaucoup plus exigeants. Tout d’abord, les environnements qu’ils modélisent sont
de plus en plus complexes en terme de nombre de surfaces. Ensuite ces environnements
intégrent des données issues de mesures physiques réelles de plus en plus précises. Cet
ensemble représente une quantité toujours plus importante d’informations qui est, de ce
fait, de plus en plus complexe & intégrer et & gérer lors des simulations. Enfin, la demande
n’est plus de pouvoir générer des images figées mais d’obtenir un résultat indépendant du
point de vue dans lequel on peut se déplacer de facon interactive et avec lequel on peut
interagir pour modifier en temps réel les caractéristiques géométriques et photométriques.

Le nouvel enjeu est donc de pouvoir augmenter la précision des modéles géoméiriques
et physiques ainsi que celle des calculs de simulation tout en améliorant efficacité des
méthodes utilisées pour pouvoir obtenir des résultats visuellement parfaits et physiquement
corrects en un minimum de temps.



2 Introduction

C’est 4 cet enjeu que nous nous sommes intéressés au cours de nos recherches et ce sont
les solutions que nous avons développées pour y arriver que nous exposons dans mémoire.

Etat de art

Quand on considére I'histoire de la synthése d’images, on constate qu’une grande partie
des efforts de recherche dans ce domaine a eu pour but d’augmenter le photo-réalisme des
images générées, c’est-a-dire d’obtenir des images de plus en plus semblables & des photos.

Or, la seule solution efficace pour obtenir des images photo-réalistes est de simuler
la propagation de l’énergie lumineuse entre les objets qui composent la scéne que I'on
veut visualiser. En effet, cette simulation permet d’obtenir des images intégrant tous les
effets lumineux qui donnent aux objets leur couleur et leur aspect naturel. Pour faire cela
deux grands modéles permettant de décrire les réflexions lumineuses ont été proposés:
le premier s’appuie sur une représentation locale des réflexions de la lumiére alors que le
deuxiéme se base sur un modéle global.

Le modéle local (ou direct) ne considére que les interactions entre les objets et les
sources de lumiére. Dans ce modéle, les objets ne sont vus que sous 1’éclairage des sources
lumineuses directes et aucune réflexion entre les objets de la scéne ne peut étre prise en
compte. Beaucoup de recherches ont été faites pour améliorer le modéle local notamment
pour ’élimination des faces cachées [Fol 90, Sut 74| avec, par exemple, le Z-Buffer [Cat 75]
et pour la simulation de la réflexion de la lumiére [Fol 90, Gou 71] avec I'interpolation de
PHONG [Pho 75].

Le modéle global prend en compte les réflexions successives de la lumiére. Il s’appuie
sur une représentation théorique de la fagon dont la lumiére se réfléchit sur un objet pour
se propager jusqu’a un autre objet. Dans ce modéle, la valeur de ’énergie lumineuse qui se
trouve en un point d’un objet est donc le résultat de I’éclairage di aux sources lumineuses
(illumination directe) et aux réflexions de la lumiére sur les autres objets de la scéne
(illumination indirecte). Le comportement global de la lumiére tel qu’on sait le modéliser
aujourd’hui est retranscrit en termes mathématiques par I’équation de radiance [Kaj 86].
Une fois I’équation de radiance définie, il faut pouvoir lui trouver une solution. Aux
méthodes déterministes s'opposent celles dites stochastiques, basées historiquement sur des
phénomeénes probabilistes. Ces derniéres, qui se fondent sur des approches & base de lancé
de rayons ou de particules, permettent depuis peu d’obtenir des résultats indépendants
du point de vue. Notre intérét porte sur les méthodes déterministes par éléments finis et
nous n’avons pas fait de comparaison avec les méthodes stochastiques.

La méthode déterministe que nous avons étudiée est la radiosité [Gor 84, Coh 85,
Nis 85]. Elle est basée sur la résolution de 'équation de radiosité qui s’obtient a par-
tir de ’équation de radiance en considérant que toutes les surfaces sont idéalement dif-
fuses. On obtient par ce biais des solutions indépendantes du point de vue et intégrant
de fagon naturelle les inter—réflexions. Ces solutions ont 'avantage d’étre extrémement
précises et surtout de donner des valeurs d’illumination physiquement proches de la réa-
lité. Les méthodes utilisées pour résoudre 'équation de radiosité sont fondées sur des
approximations qui permettent de rendre le probléme calculable et de le réduire & une
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taille compatible avec les ressources matérielles existantes aujourd’hui. Dans les approches
développées a ce jour, on distingue les méthodes par échantillonnage de points (Monte-
Carlo [Shi 94, Gla 95, Sta 99]) et les méthodes par éléments finis (approches variation-
nelles [Hec 91]). Ces méthodes sont détaillées dans les sections suivantes.

Une autre approche est de résoudre directement 1’équation de radiance. Des solutions
ont été proposées par Larry AUPPERLE et Pat HANRAHAN dans [Aup 93] et par Per
Henrik CHRISTENSEN et al. dans [Chr 94, Chr 96] et nous avons aussi essayé d’appliquer
nos algorithmes a cette résolution. Malheureusement, la complexité de 1’équation fait que
ces solutions ne s’appliquent qu’a des scénes de trés petite taille et ne sont pas utilisables
pour des applications du monde réel. Afin d’intégrer les effets dus aux réflexions spéculaires
dans des solutions de radiosité des approches « Multi—Pass » ont été proposées par John R.
WALLACE et al. dans [Wal 87|, puis par Frangois SILLION et Claude PUECH dans [Sil 89
et par Shenchang Eric CHEN et al. dans [Che 91]. Ces solutions permettent de bénéficier
de lefficacité de la méthode de radiosité tout en conservant la précision intrinséque de
I’équation de radiance mais les calculs restent longs et complexes et n’ont pas donné lieu
a des implantations® industrielles.

Motivation

Seules les méthodes de radiosité permettent de générer des images répondant & ’enjeu
que nous nous sommes fixé: des images réalistes et indépendantes du point de vue.

Cependant, malgré ’hypothése simplificatrice des environnements idéalement diffus, la
résolution de I'algorithme de radiosité est encore trés complexe. Elle demande énormément
de ressources en temps de calcul et en mémoire.

Pour que ’on puisse un jour faire des simulations fournissant des images photo-réalistes
d’environnements issus de la vie courante (environnements trés grands et physiquement
trés complexes) & partir de simulations de radiosité, plusieurs points restent & améliorer :

e Modélisation: les hypothéses physiques restent encore trop restrictives. La descrip-
tion simpliste de la géométrie au moyen de triangles et de polygones ne permet pas
toujours de prendre en compte toutes les données topologiques des environnements
& simuler. Les caractéristiques photométriques sont difficiles 4 décrire précisément
et la représentation classique & base de couleurs RGB et de distribution spatiale
constante ne suffit généralement pas pour simuler les effets complexes de la lumiére.
Il faut donc inventer et utiliser de nouveaux formats de données pour pouvoir mieux
représenter les caractéristiques géométriques et photométriques des environnements.

e Mathématique et théorique: les méthodes variationnelles de résolution s’ap-
puient sur des approximations & différents niveaux: la discrétisation de I’espace de
projection, les fonctionnelles linéaires, le calcul des coefficients du systéme linéaire,
la méthode itérative de résolution. Toutes ces approximations introduisent des er-
reurs dans les résultats. Ces erreurs, qui s’accumulent, peuvent créer des artefacts
importants dans les images. Pour diminuer 'impact de ces approximations sur la

1. Nous utilisons le verbe implanter pour traduire le mot anglais « implement » qui signifie transcrire
un algorithme dans un programme informatique.
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qualité du résultat il faut augmenter la précision mathématique en se rapprochant
des solutions théoriques exactes.

e Algorithmique: le cotit des algorithmes de calcul reste trés élevé, méme en accep-
tant un taux d’erreur modéré. Ce colit est tel qu’il est souvent impossible de bien
prendre en compte les informations fournies par les données initiales et de simuler
avec une grande précision la propagation de la lumiére. Il est donc primordial d’amé-
liorer 1’efficacité des algorithmes pour pouvoir les pousser plus loin et atteindre une
plus grande précision.

Radiosité dans I’équipe ISA

Depuis plusieurs années, les chercheurs de I'équipe ISA du LORIA développent un
algorithme de radiosité basé sur une résolution par éléments finis de ’équation de radio-
sité [Cha 97, Mer 97, Win 98]. Les recherches menées au sein de ’équipe avaient comme
objectif principal de trouver des solutions aux deux problémes suivants:

e [’amélioration des structures informatiques et algorithmiques existantes et le dé-
veloppement de nouvelles structures pour pouvoir mieux gérer la géométrie et les
caractéristiques photométriques des scénes & simuler.

e L’étude de nouvelles solutions pour réduire la complexité de ’algorithme afin d’en
améliorer 'efficacité aussi bien au niveau du temps de calcul que de la place mémoire
utilisée.

Toutes ces recherches ont été faites dans le but précis de pouvoir générer de plus en
plus efficacement des images de plus en plus réalistes. Elles ont conduit les chercheurs
de I’équipe 3 considérer des solutions générales basées sur des théories mathématiques.
Ils ont ainsi trouvé des cadres théoriques aux solutions empiriques, ce qui leur a permis
d’aborder efficacement les cas les plus compliqués que 'on retrouve dans les simulations
de scénes venues d’applications industrielles.

Les points particuliers qui ont été abordés et traités par les chercheurs de I’équipe ISA

sont les suivants:

e La prise en compte des caractéristiques physiques correctes: pour arriver
a fournir un résultat réaliste, il faut commencer par considérer des données phy-
siques exactes pour décrire l'environnement. Pascal DEVILLE a travaillé durant sa
thése [Dev 96] sur la description des sources de lumiére et des spectres de lumiére
pour définir les couleurs et les matériaux des surfaces qui composent les scénes. Son
travail & abouti & 'implantation d’un format de données permettant de gérer:

- la totalité des sources de lumiéres ponctuelles que I’on retrouve dans les modéles
industriels au moyen de la représentation C/vy [Caz 94, Dev 95],

- toutes les descriptions spectrales des couleurs pour les matériaux au moyen de
bases spectrales connues: MEYER, RGB, HVS, etc., ou par défaut au moyen
de bases constantes ou linéaires par morceaux [Pau 95].

e Des optimisations d’algorithmes pour résoudre I’équation de radiosité au
moyen de méthodes par éléments finis: les algorithmes de résolution par élé-
ments finis sont issus de ’analyse numérique. Ils donnent des outils trés puissants et
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trés généraux pour résoudre des équations intégrales telles que I'équation de radio-
sité. Pourtant, leur utilisation en radiosité s’est longtemps limitée & une implantation
trés simpliste et trés limitative notamment pour la gestion des ressources mémoire.
Slimane MERZOUK et Christophe WINKLER ont fait des études trés poussées de
ces algorithmes durant leur thése [Mer 97, Win 98]. Ils ont abouti & la définition
et & I'implantation d’un algorithme extrémement efficace basé sur la méthode de
résolution de SOUTHWELL mais qui effectue les calculs d’interaction a la volée sans
les conserver en mémoire.
e Une parallélisation de 1’algorithme de radiosité: récemment Xavier CAVIN
a introduit une parallélisation de ’algorithme de radiosité dans la plate—forme lo-
gicielle de P’équipe. L’algorithme paralléle qu’il a développé tire profit de 1'archi-
tecture CC-NUMA (Cache Coherent, Non Uniforme Memory Access) des machines
graphiques haute performance de la société SGI. Grace a sa gestion de la mémoire
partagée, cet algorithme est trés efficace méme dans des environnements dynamiques
et non—uniformes. Cette implantation permet de faire des simulations de radiosité
de trés grande qualité sur des scénes trés complexes [Cav 98].

¢ Utilisation des cartes graphiques hautes performances pour accélérer les
calculs de visibilité: Laurent ALONSO a travaillé sur 'amélioration des algo-
rithmes permettant de calculer la fonction de visibilité. Son travail a abouti & 1’éla-
boration d’un algorithme hybride utilisant & la fois une structure spatiale accéléra-
trice trés performante: le BSP (Binary Space Partition) de Marc DE BERG [dB 92,
dB 94, dB 95] et les cartes graphiques hautes performances [Alo 00b]. Cet algo-
rithme a permis de gagner un facteur d’échelle dans la taille des scénes que ’on
peut simuler.

Tous ces travaux:ont abouti & la plate-forme logicielle Candela spécialement dédiée &
la résolution de ’équation de radiosité. Candela sert & la fois de plate—forme de recherche
pour tester de nouveaux algorithmes et de plate—forme logicielle efficace pour effectuer
des simulations de trés grande qualité sur des modéles trés complexes.

Le travail présenté dans cette thése a été effectué dans le but de poursuivre ces re-
cherches. Deux objectifs principaux ont été abordés:
e Avoir une meilleure connaissance des bases fonctionnelles classiques servant de sup-
port aux méthodes par éléments finis et en développer de nouvelles plus efficaces.
e Pouvoir intégrer des données géométriques encore plus complexes en bénéficiant de
la richesse et de ’aspect compact de la représentation mathématique des objets
géométriques.

Solutions proposées

L’équation de radiance fait le lien entre la théorie physique et la simulation informa-
tique de la propagation de la lumiére. Elle nous permet, grace a la théorie corpusculaire
de la lumiére, d’avoir une représentation numériquement calculable par approximation.
Si on sait résoudre cette équation on peut donc obtenir des résultats d’illumination en
accord avec la réalité physique (pour autant qu’on sache la modéliser).
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D’un autre c6té, les mathématiques nous fournissent des outils puissants de représen-
tation, aussi bien fonctionnelle que géométrique, pouvant nous servir a limiter les approxi-
mations faites lors de la résolution de ’équation de radiance. Elles sont donc indispensables
pour résoudre de fagon efficace et précise une telle équation.

Faire le lien entre ces deux représentations n’est pas chose aisée. Il faut en effet choisir
parmi les innombrables outils développés par les mathématiciens, ceux qui s’appliquent
efficacement au probléme donné. Il faut ensuite appliquer correctement ces outils pour
bénéficier pleinement de toute leur puissance sans pour autant utiliser des représentations
trop complexes qui deviendraient difficiles 4 gérer dans des simulations numériques.

Beaucoup de recherches en radiosité ont porté sur I’étude et 'utilisation de ces solutions

mathématiques notamment avec:

o 'analyse fonctionnelle pour démontrer I'existence et 'unicité d’une solution 4 I’équa-
tion de radiance [Arv 95, Win 98],

e la formalisation variationnelle donnant un cadre théorique aux méthodes de réso-
lution par éléments finis [Mer 97|,

o les méthodes de résolution itératives [Coh 93, Sil 94b] pour rendre le probléme cal-
culable avec les moyens dont nous disposons aujourd’hui,

o la représentation hiérarchique et le clustering [Han 91, Smi 94, Sil 95a] pour dimi-
nuer la complexité de 'algorithme en regroupant les interaction de méme impor-
tance,

o les fonctions d’ordre élevé et les ondelettes [Zat 93, Tro 93, Sch 93, Gor 93] pour
avoir une représentation fonctionnelle plus compacte de la fonction de radiosité,

o le compleze de visibilité [Ort 96a, Ort 96b, Dur 99a, Dur 99b] pour connaitre les
relations de visibilité entre les points de la scéne,

et bien d’autres encore.

Cependant, les algorithmes existants utilisent rarement ces solutions & leur maximum.
Par exemple, 1’algorithme de radiosité & base d’ondelettes le plus utilisé est 'algorithme
classique de radiosité hiérarchique proposé en 1991 par Pat HANRAHAN et al. [Han 91}:
cet algorithme n’utilise pas les fonctions d’ordre élevé.

Le travail que nous présentons dans cette thése vise justement & revenir aux outils
mathématiques pour les utiliser 4 leur maximum. Nous avons appliqué ce principe dans
deux cas bien précis: les fonctions ondelettes et les représentations géométriques.

Fonctions ondelettes

Les bases de fonctions ondelettes sont des bases de fonctions hiérarchiques qui ont
été introduites en radiosité en 1993 par Peter SCHRODER [Sch 94a] et Steven GORT-
LER {Gor 93]. La théorie sous—jacente permet de faire le lien entre la représentation hiérar-
chique de la fonction de radiosité et les bases de fonctions d’ordre élevé. Malheureusement,
leur utilisation en radiosité est restée trés théorique et les seuls résultats expérimentaux qui
ont été publiés étaient plutot défavorables pour ces bases (voir 'étude [Wil 97b, Wil 97a]
menée par Andrew J. WILLMOTT et Paul S. HECKBERT en 1997).



Forts de la puissance mathématique théorique des ondelettes, nous avons faits I’hypo-
thése que, grace a une conception de ’algorithme de radiosité adaptée & la représentation
fonctionnelle, l'utilisation des fonctions ondelettes d’ordre élevé devaient apporter une
réelle amélioration en temps de calcul et en précision sur les résultats expérimentaux.
Pour vérifier cela, nous avons commencé par effectuer un grand nombre de tests dans des
situations trés variées. Ces tests nous ont permis de mieux comprendre les besoins algorith-
miques associés & l'utilisation des fonctions d’ordre élevé. Nous avons ainsi pu déterminer
de nouvelles bases d’ondelettes plus efficaces et mieux adaptées a la résolution de I'équa-
tion de radiosité. Nous avons implanté ces ondelettes dans notre plate-forme logicielle et
nous avons modifié cette derniére pour qu’elle profite mieux du pouvoir d’approximation
des fonctions ondelettes d’ordre élevé. Ces modifications ont touchées plusieurs points
clefs de I'algorithme, tels que I’oracle de subdivision, le calcul de la fonction de visibilité,
le stockage des liens en mémoire ou encore P’algorithme de résolution.

Cette étude, montre qu’avec notre implantation les fonctions ondelettes d’ordre élevé
apportent un réel gain par rapport a ’approche hiérarchique classique et par rapport aux
fonctions d’ordre moins élevé. De plus, il existe des zones de compétences pour chaque
base d’ondelettes. Dans ces zones, la base concernée est plus efficace & tous points de vue
que les autres bases. Enfin, plus la zone de compétence correspond & des simulations de
grande précision, plus ’ordre des fonctions de la base concernée est élevé.

Représentations géométriques

Une hypothése de base de l’algorithme de radiosité original est que les primitives
géométriques composant les scénes & illuminer sont des surfaces planes simples [Gor 84].
Malheureusement, aucune des découvertes et améliorations dans le domaine n’a réellement
permis de s’affranchir totalement de cette hypothése. Par exemple, dans les algorithmes
de radiosité hiérarchique les mailles finales sont toujours des triangles ou des parallélo-
grammes. Le calcul de radiosité par la méthode de GALERKIN présentée par Harold ZATZ
dans {Zat 93] fait exception & la régle en proposant une solution totalement indépendante
de la géométrie initiale grace & des calculs d’interaction basés sur des approximations
par quadratures. Cependant, les implantations de cette méthode dans des algorithmes de
radiosité hiérarchique se sont toujours limitées & 1’utilisation de primitives géométriques
planes. Les algorithmes de radiosité a base d’ondelettes {Gor 93, Sch 94a| font partie de
cette catégorie et n’ont jamais donné lieu a des implantations indépendantes de la géo-
métrie.

A D’heure actuelle, tous les algorithmes permettant de simuler I'illumination globale
dans des environnements diffus sur des primitives géométriques courbes utilisent d’une
fagon ou d’une autre une approximation géométrique pour gérer ces primitives. Ainsi, la
fonction de radiosité est évaluée au prix d’une certaine erreur et les données géométriques
ne sont jamais utilisées de fagon exacte pour effectuer les calculs. Par conséquent, avec
aucune des solutions actuelles, I'intégration de primitives courbes dans un algorithme de
radiosité n’est apparue comme une extension logique et naturelle de la radiosité sur des
surfaces polygonales.
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Afin de revenir & la description originale des surfaces, nous nous sommes intéressés 3 la
possibilité d’utiliser directement des surfaces paramétriques dans ’algorithme de radiosité.
Nous avons ainsi développé une méthode trés générale pour effectuer le calcul de radiosité
dans des scénes constituées d’une grande variété de surfaces paramétriques (incluant les
surfaces planes avec des bords quelconques et les surfaces paramétriques courbes de degré
peu élevé). Contrairement aux approches précédentes qui nécessitaient une triangulation
des surfaces en entrée, notre méthode bénéficie de la richesse et de ’aspect compact de
la représentation mathématique des objets géométriques. Au coeur de notre méthode se
trouve le Maillage Virtuel, une abstraction de la géométrie initiale permettant d’appliquer
les algorithmes classiques d’illumination & des surfaces complexes exactement comme si
ces surfaces étaient de simples carrés. Le maillage virtuel est constitué d’un ensemble de
domaines normalisés sur lesquels les surfaces initiales sont projetées grace 4 une fonction
de projection qui préserve leurs propriétés énergétiques. Les valeurs de radiosité sont alors
calculées sur ces domaines normalisés avant d’étre re—projetées sur les surfaces originales.
Ainsi, notre approche dissocie la géomeétrie & proprement parler des supports de fonctions
qu’elle représente.

Le maillage virtuel permet d’augmenter la précision et I'efficacité de 'algorithme en
profitant de représentations mathématiques compactes. En effet, on augmente la com-
plexité des fonctions permettant de décrire la géométrie pour intégrer beaucoup plus
d’informations avec beaucoup moins de données. On simplifie, ainsi, les modéles en terme
de nombre de surfaces tout en augmentant la précision de la description géométrique.
L’utilisation des surfaces paramétriques directement dans le calcul de la fonction de ra-
diosité nous permet de revenir & la description originale des surfaces et ainsi d’accéder &
toutes les données topologiques intéressantes sans faire aucune approximation.

Plan du mémoire

L’organisation de ce mémoire est la suivante. Le probléme posé par l'illumination
globale d’une scéne doit étre modélisé pour pouvoir simuler les échanges radiatifs. Nous
présentons en premier lieu les aspects physiques, mathématiques et algorithmiques qui
permettent respectivement d’établir ’équation de radiance dans le cas général et en parti-
culier celle de radiosité, de proposer un formalisme pour la résolution de ces équations et
finalement de détailler les implications algorithmiques qui en découlent. Ces trois étapes
sont détaillées dans le chapitre 1 (p. 11).

Dans le chapitre 2 (p. 41) nous présentons notre implantation de I’algorithme de
radiosité & base d’ondelettes. Nous introduisons les nouvelles bases d’ondelettes que nous
avons développées et nous montrons qu’avec cette implantation les fonctions ondelettes
d’ordre élevé apportent un réel gain par rapport & I’approche hiérarchique classique et par
rapport aux fonctions d’ordre moins élevé.

Dans le chapitre 3 (p. 83) nous présentons I’algorithme de radiosité avec le maillage
virtuel. Nous décrivons comment nous construisons et comment nous utilisons le maillage
virtuel. Nous précisons les détails d’implantation du maillage virtuel pour deux exemples
de surfaces: les surfaces planes & bords quelconques et les surfaces quadriques (i.e. les
surfaces paramétriques de degré 2). Finalement nous donnons des résultats qualitatifs et



quantitatifs pour montrer que le maillage virtuel permet d’obtenir des gains importants
en précision et en efficacité.

Enfin, dans le chapitre 4 (p. 137) nous montrons & quel point l'utilisation générique
de ce deux formalismes mathématiques représente un réel progrés pour la simulation de
I'illumination globale sur des scénes issues d’applications du monde réel. Nous montrons,
notamment, que les fonctions ondelettes d’ordre élevé associées au maillage virtuel per-
mettent de faire des simulations sur des scénes industrielles.

Nous finissons notre mémoire par une conclusion qui nous permettra de récapituler les
différents formalismes mathématiques que nous avons introduits. Nous donnons aussi des
voies de recherches futures pour utiliser plus efficacement ces formalismes ou pour étendre
leur utilisation & d’autres algorithmes.
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Chapitre 1

Equation de radiance

« ... jappelle images d’abord les ombres, ensuite les reliefs que ’on voit
dans les eaux, ou a la surface des corps opaques, polis et brillants, et toutes
les représentations semblables; ... »

PLATON, République, VI
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1.1 Introduction

Le domaine de 'informatique graphique auquel nous nous intéressons est celui de la
synthése d’images photo-réalistes. Son but est de générer des images d’environnements
virtuels si réalistes qu'il est trés difficile de dire si ce sont des images de synthése ou des
photos de la réalité. Pour arriver & un tel résultat, nous utilisons des algorithmes qui
simulent les phénoménes lumineux & 1'intérieur des environnements virtuels. Le réalisme
découle alors de la qualité avec laquelle on arrive & rendre compte de ces phénomeénes en
se basant sur des modéles physiques de la réalité et de la précision des simulations.

11
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Le processus de création d’images de synthéses peut étre décomposé en trois étapes.
Une étape de modélisation et de formalisation mathématique des données du probléme.
Une étape de résolution mathématique, ¢’est-a-dire , une étape durant laquelle on s’attache
a décrire les processus mathématiques qui permettent de discrétiser le probléme afin de
le rendre calculable. Et enfin, une derniére étape de résolution algorithmique qui consiste
a trouver les meilleurs algorithmes pour résoudre numériquement le probléme.

La premiére étape suppose que I’on commence par étudier ce que I'on veut faire pour
avoir une meilleure appréhension de l'environnement et pouvoir en faire une modélisation
précise. Cette modélisation doit fournir une représentation mathématique des lois phy-
siques qui régissent le comportement de la lumiére. Ces lois ne sont pas uniques, elles
dépendent du point de vue que I'on adopte et des hypothéses que ’on fait pour en simpli-
fier la représentation. Le modéle que I'on crée dépend donc du but que I'on s’est fixé et il
est important de savoir précisément ce que I’on souhaite obtenir pour ne pas prendre en
compte des informations dont I'impact sur le résultat final est minime ou ne correspond
pas & ce que 'on attend.

Nous avons choisi d’utiliser 1’équation de radiance pour modéliser les phénomeénes qui
conduisent & la simulation de I'illumination globale. Cette équation décrit la propagation
de la lumiére dans le vide. Elle se place d’un point de vue macroscopique et ne prend pas
en compte les phénoménes de diffraction, de phosphorescence et de fluorescence.

La deuxiéme étape a pour but de trouver une solution mathématique a 1’équation
issue de la modélisation physique. Bien que les hypothéses de modélisation soient relati-
vement restrictives, I'équation de radiosité n’a généralement pas de solution analytique
utilisable. Il est alors nécessaire de la reformuler en utilisant un formalisme mathématique
adéquat. Ce formalisme doit conduire & I’établissement de méthodes permettant de falre
une approximation numérique satisfaisante de la solution.

La fonction solution fait partie d’un espace fonctionnel de dimension infinie. L’analyse
fonctionnelle constitue une approche naturelle pour résoudre ce systéme d’équations. Elle
formalise ’étude des propriétés algébriques et topologiques d’espaces abstraits, et en par-
ticulier des espaces fonctionnels de dimension infinie. Il en découle la reformulation de
I’équation de radiance sous forme d’opérateurs, qui ne sont autres que des fonctions d’un
espace fonctionnel dans un autre. Ces opérateurs permettent de poser le probléme sous
une forme différente, appelée formulation variationnelle. Nous avons choisi de résoudre le
probléme par la méthode de I'approzimation variationnelle, encore nommée méthode de
GALERKIN ou méthode de Ritz. Une autre solution aurait été de lui préférer la méthode
de collocation de points. Pour aboutir & un systéme d’équations résolvable, il suffit ensuite
de définir les fonctions de base utilisées pour faire une approximation de la fonctlon de
radiance.

Le systéme linéaire ainsi formé est extrémement grand et ses coefficients sont trés
compliqués a évaluer, de plus, il n’existe généralement pas de solution pour le résoudre
de fagon exacte. La derniére étape consiste donc & trouver et a implanter les algorithmes
qui vont permettre de faire une approximation aussi précise que possible dans ’espace
fonctionnel que I'on a choisi.
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L’implantation de ces algorithmes implique une maitrise compléte de la représenta-
tion numérique du modéle. Il faut donc définir parfaitement le cadre des représentations
géométrique, photométrique et fonctionnelle nécessaires aux calculs. Une fois que ces re-
présentations sont connues et délimitées, on peut s’intéresser aux algorithmes de résolution
a proprement parler ; c’est-a-dire aux méthodes numériques de calcul et d’approximation
et aux processus itératifs de résolution. La description de ces points peut étre trouvée
dans la thése de Chritophe WINKLER [Win 98].

Le plan de ce chapitre suit cette décomposition en trois étapes. Nous commengons
dans une premiére section 1.2 (p. 13) par définir le cadre physique dans lequel on se place
pour modéliser les environnements et les propriétés de la lumiére. Puis nous exposons
dans une deuxiéme section 1.3 (p. 22) les aspects mathématiques relatifs & la résolution
de I’équation de transport issue de la modélisation. Enfin, nous terminons dans une troi-
siéme section 1.4 (p. 31) par approfondir la présentation des choix algorithmiques qui se
rapportent & notre travail de recherche. Nous précisons notamment les choix relatifs a
I'implantation des données fonctionnelles et géométriques.

1.2 Modélisation physique

Le but de la modélisation est d’avoir une représentation mathématique compacte et
efficace des phénoménes physiques qui interviennent dans le processus d’illumination glo-
bale.

Dans cette section, nous définissons les données physiques sur lesquelles nous nous
basons pour modéliser la propagation de la lumiére et pour faire nos simulations. Nous
soulignons, en effet, les propriétés importantes pour les applications que nous voulons
faire en synthése d’images et nous précisons le modéle d’observation physique dans lequel
nous nous placons. Ce cadre général nous permettra d’établir 'équation du transport de
la lumiére dans un environnement sans milieu participatif.

Nous étudions cette équation en passant en revue les différents termes qui la composent.
Enfin, nous terminons cette étude physique en rappelant toutes les hypothéses que notre
modélisation implique et en présentant les autres hypothéses que nous faisons dans nos
simulations.

1.2.1 Aspects physiques

La simulation des phénoménes lumineux requiert une connaissance des propriétés de la
lumiére, étudiées par 'optique. Deux approches sont alors possibles: la théorie particulaire
et la théorie ondulatoire. Ces deux points de vue sont duaux, puisque ce double aspect de
la lumiére n’est qu’un cas particulier d’une propriété générale de la matiére: l’association
d’une onde & toute particule.

Suivant le choix du modéle d’observation, qu’il soit microscopique ou macroscopique,
Pétude optique est divisée en trois domaines. Tout d’abord, 1’ optique géométrique prend en
compte les propriétés macroscopiques de la lumiére lors de sa propagation dans un environ-
nement. Cette approximation, basée sur le rayon lumineuz, permet de rendre compte des
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ombres ainsi que des lois de réflexion et de réfraction. Cette approche est particuliérement
appropriée pour la synthése d’images.

Pourtant, elle est incapable de modéliser certains effets lors de l’interaction de la
lumiére avec des objets de petite taille ayant comme ordre de grandeur la longueur d’onde.
Par contre, I'optique ondulatoire permet de modéliser ces effets. Ils peuvent survenir lors
de l'interaction de la lumiére avec les micro—facettes des surfaces. La diffusion, c’est-a-dire
I'influence des impuretés du milieu participatif sur le faisceau lumineux, fait aussi partie
de ces effets. Il faudrait donc se placer dans le cadre de I'optique ondulatoire pour simuler
les effets de diffusion, de diffraction ou d’interférence. Le dernier modéle d’observation fait
appel & la théorie quantique pour expliquer le résultat de ’interaction de la lumiére avec
des atomes ou des molécules.

L’optique géométrique convient donc parfaitement pour décrire la propagation de la
lumiére entre les surfaces. Néanmoins, ’utilisation de I'optique ondulatoire s’avére néces-
saire pour simuler certains effets lors de 'interaction de la lumiére avec les surfaces.

Toute simulation de la propagation de la lumiére s’appuie forcément sur 1’expression
quantitative de transferts d’énergie lumineuse. Puis, une fois une solution définie, il faut
prendre en compte la sensibilité physiologique de I'observateur pour la représenter.

La radiométrie est la science des mesures de I’énergie électromagnétique. Ainsi, des
valeurs radiométriques sont utilisées pour la résolution de I’équation de radiance, puisque
cette derniére se base sur le principe de la conservation de I’énergie. Ces grandeurs, comme
le flux énergétique, peuvent &tre mesurées a ’aide de radiométres.

D’un autre coté, la photométrie est la science des mesures de ’énergie lumineuse. Celle—-
ci traduit la perception physiologique d’un spectre électromagnétique par 'homme. En
effet, ’ceil est un organe sélectif qui pergoit mieux certaines longueurs d’onde que d’autres.
Ainsi, une solution radiométrique doit étre transformée en grandeur photométrique lors
de la visualisation.

La relation entre une grandeur radiométrique f, et photométrique f, est donnée par
un facteur dépendant de la longueur d’onde:

o= [ 500 V) ax

La représentation de ce facteur en fonction de la longueur d’onde forme la courbe relative
d’efficacité lumineuse. Pour répondre & la différence physiologique entre les perceptions
diurne et nocturne, deux courbes V(A) et V'(A) ont été normalisées (voir figure 1.1).
Ainsi, pour une vision nocturne, ’ceil est plus sensible au bleu qu’au rouge. La courbe
d’efficacité lumineuse adaptée doit donc étre prise en compte lors de la visualisation du
résultat. Notons que ces courbes n’existent pas seulement pour caractériser la réponse
de ’ceil humain A la lumiére, mais également celle des pellicules photographiques. Il faut
donc faire intervenir une courbe adéquate pour comparer le résultat & une photographie.

1.2.2 Expression du transport

Le but de la simulation des phénomeénes lumineux est de modéliser la propagation de
la lumiére, ou plus précisément de ’énergie lumineuse, dans un certain environnement.
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Fic. 1.1 — Efficacités lumineuses relatives pour la vision diurne et nocturne.

Ce processus de transfert d’énergie entre dans le cadre plus général des phénoménes de
transport. Ceux—ci, pour un systéme fermé, s’expriment sous la forme d’une égalité qui
traduit la conservation de 1’énergie :

entrée + création = sortie + accumulation. (1.1)

Parmi les trois différents processus généraux de transport d’énergie, nous nous inté-
ressons uniquement & la radiation. En effet, elle représente une énergie transportée par
des champs électromagnétiques, or I’énergie lumineuse est électromagnétique par essence.
Les deux processus de transports que sont la conduction et la convection n’interviennent
pas ici. De plus, nous n’étudions pas la dépendance temporelle de ’équation (1.1), pour
deux raisons: la vitesse de la lumiére est telle que ’éclairage d’une scéne de taille hu-
maine est instantanée, sans période transitoire visible; en outre, nous ne prendrons pas
en compte des matériaux différant la ré-émission de la lumiére comme le font les objets
phosphorescents. Cela écarte le terme d’accumulation de 1’équation (1.1).

Nous nous plagons dans le formalisme de ’optique géométrique pour décrire les trans-
ferts & grande échelle, et de 'optique ondulatoire pour modéliser les réflexions. Ainsi,
les effets de diffusion et donc d’atténuation ne sont pas pris en compte, ce qui revient &,
étudier la propagation de la lumiére dans le vide. Les réfractions ne sont pas abordées
dans ce mémoire, mais peuvent étre facilement extrapolées des réflexions. Comme 'ont
fait James ARVO et al. dans [Arv 94], nous négligeons certains phénoménes comme les
transferts d’énergie entre différentes bandes spectrales, ainsi que les effets de polarisation.
Ces phénoménes interviennent essentiellement lors de la réflexion de la lumiére sur des
surfaces.

Dans le cadre de ces hypothéses, les processus physiques intervenant lors de la simu-
lation des phénoménes lumineux sont régis par ’équation de radiance:

N -
—

sortie création entrée

FOzwh) = g + / FOeY) EOw = o) du. (1.2)
N—_—— Q ——
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La résolution analytique de cette équation de FREDHOLM du second type reste un
probléme ouvert. Il faut donc faire appel & des méthodes d’approximation pour évaluer
une solution de cette équation.

Mais commengons par ’analyser, pour faire ressortir les concepts physiques sous-
jacents aux différents termes de cette équation (1.2).

1.2.3 Analyse de ’équation de radiance

La plupart des termes qui apparaissent dans I’équation de radiance (1.2) ont une portée
locale. Ils n’ont pas besoin de la connaissance de ’ensemble de la scéne pour étre évalués,
bien qu’ils influencent sur le résultat. Dans le cas contraire, on dit que la portée est globale.

F1c. 1.2 — Schéma pour l’équation de radiance.

1.2.3.1 Notations générales

~ A, longueur d’onde restreinte a 'intervalle A (A C R*) 2, traduit la dépendance spec-
trale. Par exemple, les surfaces ont des propriétés physiques telles qu’elles réagissent
différemment selon la longueur d’onde;

- z = (z1,%0,23) caractérise la dépendance spatiale. Les points sont situés sur des
surfaces de la scéne, et peuvent s’exprimer de fagcon paramétrique pour chacune des
surfaces S;: = ¥;(u,v);

- w = (0,), w* et w' traduisent la dépendance directionnelle générale, incidente ou
réfléchie;

— ) et du représentent respectivement ’hémisphére des directions incidentes centrée
sur le point z, et la mesure associée définie par: du = cos 6% dwt;

— &S est la sphére unité;

2. Pratiquement, nous nous limitons au spectre visible [380 nm,780 nm]. Cependant, ce n’est pas une
obligation: un autre intervalle de longueurs d’onde peut é&tre considéré, pourvu que les hypothéses de
Poptique géométrique restent valides dans ce domaine.
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- M désigne la géométrie de I'environnement. Il est généralement décrit comme la
réunion de surfaces, qui peuvent étre théoriquement de nature quelconque: des sur-
faces planes, des quadriques, etc.

1.2.3.2 Fonction f

Dans ’équation (1.2), la fonction f désigne I'inconnue & définir, la fonction radiance
aussi nommée champ radiance ou distribution de radiance. Elle caractérise, en un point
donné, I’énergie lumineuse se propageant dans une direction donnée. Le but de la synthése
d’images, et donc du systéme informatique de simulation, est de faire une approximation
de cette fonction de facon la plus précise possible. C’est une caractéristique locale de la
sceéne, méme si la résolution demande de prendre en compte la globalité de la scéne.

JAXMxS — RF,
f . { (/\,113,&)) — f(/\amaw)'

La fonction de radiance est définie d’un espace de dimension 5 vers un espace de
dimension 1. Le choix des fonctions de base, et notamment du paramétrage de I’ensemble
de définition de ces fonctions, est un probléme primordial pour résoudre cette équation.

Le champ radiance représente une densité de flux par stéradian et par nanométre,
c'est-a-dire une quantité d’énergie rayonnée par unité de surface dans une direction et
pour une longueur d’onde donnée. Son équation dimensionnelle est :

[f] = W/(m?.sr.nm).

1.2.3.3 Fonction g

La fonction g représente le terme initial de I’équation. Due en pratique aux sources
lumineuses, elle représente 1’énergie créée qui sert a illuminer la scéne. L’éclairage direct,
et bien siir les inter-réflexions qui en résultent, dépendent totalement de ce terme. La pré-
cision avec laquelle il est évalué influe grandement sur le résultat f, donc il faut s’appliquer
a bien modéliser ce terme.

Comme la fonction radiance f, la fonction locale g, parfois dénommeée fonction d’auto-
émission, est une densité de flux par stéradian et par nanométre, d’équation dimension-
nelle:

[9] = W/(m?.sr.nm).

1.2.3.4 Fonction k&

La fonction k caractérise les propriétés physiques des matériaux associés aux surfaces.
Idéalement, cette fonction devrait rendre compte de nombreux phénomeénes. Malheureu-
sement, la prise en compte de tous ces effets simultanément rendrait la résolution du
probléme bien trop complexe. De plus, ils n'interviennent que dans des cas trés précis, qui
sont en général assez rares.

Ainsi, nous négligeons les phénoménes de fluorescence, qui interviennent lorsque de
I’énergie lumineuse d'une bande spectrale est ré-émise partiellement dans une autre bande
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spectrale. Cet effet arrive avec des matériaux fluorescents, ou encore avec la lumiére noire.
Cela simplifie grandement ’expression de la fonction k&, qui dépendrait d’un paramétre de
plus.

Nous avons vu que les phénoménes de phosphorescence ne sont pas considérés. De
plus, nous ne prendrons pas en compte les effets de polarisation de la lumiére qui peuvent
apparaitre lors de 'interaction de la lumiére avec un matériau.

Comme nous nous sommes restreints aux réflexions, cette fonction est appelée la fonc-
tion de distribution bidirectionnelle de réflectance (brdf). C’est une propriété purement
locale, indépendante de la globalité de la scéne. De plus, dans le cas de surfaces planes,
la sphére unité S est restreinte & ’hémisphére €.

AxMxS8 — Rt
ke Lt Lot
Azwrwh)  — k(A zwhw).
Elle représente, pour une longueur d’onde A fixée, le rapport entre 1’énergie regue au
point = dans un angle solide infinitésimal autour de la direction wt et I'énergie correspon-
dante réfléchie dans la direction w’. L’équation dimensionnelle de la fonction k& est:

[k] = sr7 1.

Le domaine de définition de cette fonction de réflexion est de dimension 7. De plus,
cette fonction k rend compte d’interactions au niveau microscopique entre la lumiére
et des caractéristiques du matériau de la taille de la longueur d’onde. Ces phénoménes
sont pris en compte par 'optique ondulatoire. Ainsi, de par sa nature, la fonction k est
complexe et il n’existe pour ainsi dire pas d’expression générale capable de modéliser
précisément n’importe quel matériau. On a donc recours & des modéles qui fournissent
des approximations plus ou moins bonnes de la réalité physique.

1.2.3.5 Fonction implicite v

Dans ’équation (1.2), le terme y représente le point de la scéne le plus proche de z,
visible depuis z dans la direction —w*. Pour formaliser cette notion, il faut introduire une
fonction implicite y qui correspond & I’opération intuitive de tracer un rayon originaire de
z dans la direction —w*. Reprenons la définition de James ARvO [Arv 95]:

= y(z,wh) =z — v(zw) wh
ot la fonction v, appelée fonction de visibilité, est définie par:
v(izw) =infi {t >0,z —twe M}.

Elle retourne la plus petite distance du point 2 au point de M le plus proche dans la
direction —w. Si un tel point n’existe pas, on pose alors v(z,w) = oco.

Cette fonction de visibilité a un caractére global, c’est-a-dire qu’elle refléte la géométrie
entiére de la scéne. Ce terme est particuliérement important a deux niveaux. D’une part,
les problémes de visibilité sont les causes principales des discontinuités de la fonction de
radiance. Il convient donc de calculer cette fonction implicite avec une grande précision.
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D’autre part, ’évaluation de ce terme est d’une grande complexité, et le cotit des calculs
pour résoudre 1’équation de radiance est en grande partie dii aux calculs de visibilité.

Toute la difficulté consiste donc & trouver un bon compromis entre la précision des
calculs souhaitée et le temps nécessaire pour obtenir la solution.

1.2.4 Portée des hypothéses

Certaines hypothéses plus ou moins fortes ont été faites, et limitent le domaine de
validité de I’équation de radiance (1.2).

L’hypothése de radiosité n’est pas nécessaire pour établir le modéle des phénoménes
lumineux. Néanmoins, elle est trés souvent posée, pour faciliter la résolution de l'illumi-
nation globale.

1.2.4.1 Hypothése de radiosité

Durant les premiéres années de recherche en synthése d’images, les algorithmes exis-
tants ainsi que le matériel informatique ne permettaient pas de s’attaquer efficacement
a un probléme d’une telle envergure. Pour réduire la complexité de 1’équation et ainsi
la rendre résolvable en des temps acceptables, cette hypothése forte de radiosité a été
avancée.

Elle est basée sur le fait que la lumiére se réfléchit de maniére isotrope sur toutes
les surfaces de la scéne: cela revient & les considérer comme idéalement diffuses. Dans ce
cas, un modéle lambertien est utilisé pour la distribution de la fonction bidirectionnelle
de réflectance. L’utilisation des autres modéles qui prennent en compte la directionnalité
est contradictoire avec '’hypothése de radiosité. Néanmoins, certaines approches déri-
vées des méthodes de radiosité (la radiosité directionnelle introduite par David IMMEL et
al. [Imm 86], les méthodes multi-passes proposées par John R. WALLACE et al. [Wal 87],
ou encore l'utilisation d’harmoniques sphériques faite par Francois SILLION et al. [Sil 91])
permettent de prendre en compte ces modéles. Certains de ces modéles sont issus de 1’op-
tique géométrique [Coo 82], d’autres se basent sur 'optique ondulatoire [He 91, Coo 94],
ou encore sur des mesures expérimentales [War 92].

11 résulte de ’hypothése de radiosité que toutes les fonctions intervenant dans 1’équation
de radiance sont indépendantes de la variable directionnelle. Autrement dit:

Vo €87, fhew) = f(ha),
g(\zw) g
k(Azww) = p\z).

Dans ce cas, f représente une densité de flux, c'est-a-dire une énergie par unité de
surface et par unité de longueur d’onde. Cette fonction est alors nommée radiosité spectrale
ou simplement radiosité. L’équation de radiosité, dérivée de I’équation de radiance, s’écrit
sous la forme suivante :

il

fOuz) = §(\z) +/M Fouy) p(0g) @) (1)-(vz))

a0
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Deux ouvrages synthétisent les nombreuses recherches qui ont été effectuées sur la
radiosité [Coh 93, Sil 94b]. Afin de simplifier les notations, il est d’usage de ne pas conserver
le terme A de la longueur d’onde dans I’expression de I’équation de radiosité. En effet, si on
exclu les phénoménes de fluorescence, ’équation 1.3 peut étre évaluée indépendamment
pour chaque longueur d’onde A. On réécrit alors généralement ’équation de la facon
suivante? :

B(z) = E(z) + p() /S B(y)K (z.y)dy

K(z,y) = G(z,y)V(z,y) (1.4)
cos 6,, cos @
Glz,y) = B 8%
) = e

ol V(z,y) est la visibilité entre z et y et vaut 1 si z voit y et 0 sinon. S correspond &
I’ensemble des points 2D de M. De cette fagon pour la longueur d’onde A considérée:

fuz) = Bw),
g(hz) = E(z),
p(Az) = p(z).

1.2.4.2 Milieu participatif

La prise en compte du milieu participatif peut se faire & deux niveaux différents.
Une fois de plus, ceux—ci dépendent du modéle d’observation retenu pour modéliser les
phénoménes.

Dans le contexte de 'optique géométrique, seule est considérée 'atténuation de 1’éner-
gie lumineuse le long d’un rayon. Dans ce cas, si s est le paramétre de la fonction de
radiance f le long d’un rayon de direction w, on obtient 1'équation de transfert dans le
milieu ambiant :

FOvz +sww) = f(\zw) e ™), (1.5)

ou la distance optique t) est donnée par t\(s) = [, Ta(s')ds’, et le terme 7\ représente le
coefficient d’extinction au point considéré.
L’équation de radiance (1.2) peut alors étre récrite sous la forme:

fhewh) = ghazwh) + / FOywt) e 5009 k(g wb — wh) dp.
Q

La différence par rapport & I’expression classique réside dans ’apparition du terme d’atté-
nuation dans I’équation. La résolution de ce probléme se différencie de celle du probléme
dans le vide par une simple différence de I’évaluation du noyau de I'intégrale. Pratiquement,
il faut bien sir prévoir une structure adaptée, qui puisse stocker la valeur du coefficient

3. Ces notations correspondent & celle utilisée par Michael F. COHEN et John R. WALLACE
dans [Coh 93] et seront réutilisées dans la suite de ce mémoire.
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d’extinction en tous points de la scéne. De plus, il ne faut pas non plus oublier de prendre
en compte ’'atténuation lors de la visualisation du résultat obtenu.

La prise en compte du milieu participatif devient bien plus complexe dans le cadre de
I'optique ondulatoire. En effet, dans ce cas, il faut non seulement considérer le phénoméne
d’atténuation, mais aussi celui de diffusion?. Les particules du milieu ambiant absorbent
alors une partie de ’énergie lumineuse pour la ré-émettre sous forme lumineuse, se com-
portant ainsi comme des sources secondaires.

L’équation de transfert (1.5) dans le milieu ambiant est alors passablement compliquée :

df,\ (wT)
ds

= —Tix Alwh) + Ta) fe,,\(wT) + Ts,,\/sf,\(w*L) ) (whw!) dw.

ou I'on retrouve les coeflicients d’extinction 7, , d’absorption 7, 5 et de diffusion 7,. La
fonction f, x représente 1'auto-émission du milieu ambiant, alors que Wy (w,w') est le fac-
teur de polarisation caractérisant le milieu, qui représente la fraction d’énergie lumineuse
arrivant par la direction wt qui est diffusée dans la direction w'.

A notre connaissance, aucune publication n’étudie formellement ce probléme. Néan-
moins, de nombreuses approches tentent de le résoudre de maniére empirique, en dé-
composant le volume contenant le milieu ambiant en petites cellules, pour le prendre en
compte. Cette approche a été introduite par Holly E. RUSHMEIER et Kennet E. TOR-
RANCE [Rus 87].

Dans le cadre de 'optique géométrique, la prise en compte du milieu ambiant ne pose
pas trop de problémes. Par contre, la complexité de cette approche d'un point de vue
ondulatoire est toute autre.

1.2.4.3 Fluorescence

Nous avons considéré qu’aucune fuite d’énergie entre différentes bandes spectrales n’a
lieu. Cela correspond & ne pas prendre en compte les phénoménes de fluorescence.

Pourtant, ces effets ne modifient pas considérablement 1’équation de radiance. La seule
différence est que la distribution de la fonction bidirectionnelle de réflectance a comme
paramétres deux longueurs d’onde: k(AY — AT z.wt — w'). 11 faut donc ajouter au terme
réfléchi une intégrale par rapport aux longueurs d’ondes pour obtenir 1’équation de ra-
diance appropriée:

FOuzwh) = g\ z,wh) +/ /f()\’,y,uﬂ) k(N — A\zwt — W) dN du.
QJa

La complexité du probléme n’est que trés peu modifiée. Le seul changement réside &
nouveau dans le calcul du noyau de l'intégrale, qui comporte une simple intégrale sur le
domaine des longueurs d’onde en plus. De plus, aucun changement n’intervient pour les
calculs de visibilité, qui sont les plus pénalisants.

La difficulté, toute relative, vient de la modélisation de la fonction bidirectionnelle de
réflectance.

4. En fait, le phénoméne d’atténuation est une conséquence de celui de diffusion.
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1.2.4.4 Autres hypothéses

Les derniéres hypothéses faites sont de deux natures. La premiére est de nature tem-
porelle, et concerne les phénoménes de phosphorescence. La seconde considére la structure
de l'onde électromagnétique qu’est la lumiére, et concerne la polarisation.

La phosphorescence s’accompagne généralement du phénoméne de fluorescence. Une
partie de ’énergie lumineuse regue par une surface est absorbée, pour étre ré-émise ulté-
rieurement. Dans une certaine mesure, ce phénoméne peut étre modélisé en considérant
que cette surface se comporte en tant que source de lumiére. Il convient alors de déter-
miner 'intensité et le spectre de cette émission, qui dépendent des conditions d’éclairage
préalable de cette surface.

L’effet de la polarisation de la lumiére est souvent da a la réflexion de la lumiére sur
certaines surfaces, notamment sur les vitres. La modélisation de ce phénoméne demande
de considérer la lumiére non pas comme un flux d’énergie, mais comme une onde électro-
magnétique. Cela remet en cause toute la modélisation physique actuelle du probléme.

Il se pose donc la question de savoir si 'influence de ces effets justifie la charge de
travail nécessaire & les résoudre. En ce qui nous concerne, nous considérons ces effets
comme négligeables par rapport aux applications qui nous intéressent.

1.3 Résolution mathématique

Une fois ’équation de radiance définie, il faut pouvoir lui trouver une solution. Aux
méthodes déterministes s’opposent celles dites stochastiques, basées historiquement sur
des phénomeénes probabilistes. Ces derniéres, basées sur des méthodes de lancer de rayons
ou de particules, permettent depuis peu d’obtenir aussi des résultats indépendants du
point de vue. Notre intérét porte sur les méthodes déterministes par éléments finis.

Ces approches consistent & analyser les propriétés topologiques et métriques de 1’es-
pace de fonctions F, auquel appartient la solution théorique f. La métrique fournit les
bases pour l'intégration, alors que la topologie formalise les notions de proximité et de
convergence qui sous—tendent ’analyse. Cette étude va permettre de définir des contraintes
en terme de régularité, et de démontrer certaines caractéristiques fondamentales du pro-
bléme, comme ’existence et 1'unicité de la solution. De plus, elle permet de dégager des
méthodes numériques aboutissant & ’approximation de la solution, ainsi qu’a une majo-
ration de l'erreur.

1.3.1 Analyse fonctionnelle
1.3.1.1 Meétrique et intégration de Lebesgue

L’équation (1.2) comporte une intégrale qui, comme toute intégrale, est basée sur une
notion de mesure. La théorie de la mesure permet de formaliser cette notion.
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Notons o(A) la mesure de I'aire du sous—ensemble A de la sphére S. Elle permet de
définir une autre mesure, plus appropriée au probléme présent :

mmEAwmmww»

ol 7 est la normale & la surface au point z. Ainsi, u dépend implicitement du point z.

Cette nouvelle mesure introduit le terme cosinus dans I’équation, par I'intermédiaire
du produit scalaire. Cela s’accorde avec la notion de densité de flux de la fonction de
radiance. Cette mesure va servir tout au long de ce mémoire 4 définir l'intégration par
rapport & la variable directionnelle.

L’intégration de LEBESGUE, qui s’appuie sur la notion de mesure, convient particulié-
rement & ’analyse fonctionnelle ; en effet, elle met en valeur la notion de transformation
plutot que I’aspect numérique de Vintégration. Bien que la notion d’intégrale de RIEMANN
soit plus simple, elle est équivalente, lorsqu’elle existe, & celle de LEBESGUE. De plus, 1’ap-
proche de LEBESGUE est bien plus robuste lors de passages aux limites. C’est pourquoi
nous préférons la notion d’intégrale de LEBESGUE & celle de RIEMANN.

1.3.1.2 Espaces fonctionnels

Nous avons vu que la solution de I’équation de radiance est un élément de I’espace des
fonctions & valeurs réelles définies sur A x M x S. Il convient donc de choisir la topologie®
sur laquelle baser ’analyse : nous avons opté pour la topologie métrique, qui dépend de la
norme définie sur 'espace considéré.

Les normes LP, exprimées par rapport & des intégrales de LEBESGUE, permettent de
définir les espaces du méme nom, notés LP. Ces espaces dépendent des mesures 1 et S sur
lesquelles se basent les normes:

£l = [/A /] POz dule) dS@) &

ol p est un nombre réel supérieur a 1 ou oco.
Une premiére propriété intéressante de ces espaces de fonctions est le fait qu’ils soient
complets, c’est-a-dire que toute suite de CAUCHY est convergente. Ce sont donc des espaces

“de Banach, comme tout espace vectoriel complet.

Nous définissons donc l’espace fonctionnel auquel appartient f par:
F={f:AxMx8—R" tel que :fELl,f€L2etf6L°°}.

En effet, la solution f que nous recherchons représente un phénomeéne physique, une densité
de puissance lumineuse angulaire. Or, dans la réalité, la puissance lumineuse ne peut pas
tre infinie. De plus, il est raisonnable de supposer que la fonction de radiance n’est pas
infinie sur un ensemble non négligeable. Donc, comme le domaine de définition est borné,

5. On peut définir différentes topologies sur un espace.
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il en découle que la puissance p de la norme de f est intégrable. Ainsi, f appartient bien
a 'espace F.

Notons que la norme ||.||; de f représente la puissance (au sens physique du terme)
de la fonction de radiance. La norme ||.||o, quand a elle, correspond & la valeur maximale
de la fonction définie sur un ensemble non négligeable. Pour finir, la norme |||z a des
propriétés qui font que I’espace L? est un espace de HILBERT®.

En effet, la norme ||.||2 est définie par rapport au produit scalaire suivant:

< f,g>= //\/S/Qf()\,x,w) g(A\zw) du dS dA.

Il en découle naturellement la notion d’orthogonalité. C’est indispensable pour toutes
les méthodes qui s’appuient sur des projections orthogonales, comme par exemple les
méthodes de GALERKIN.

1.3.1.3 Opérateurs linéaires

Comme avec tout espace, on peut définir des fonctions qui transforment un élément
de F en un autre élément de F. Dans le cas d’espaces fonctionnels, ces fonctions sont
nommeées fonctionnelles ou encore opérateurs. Parmi les opérateurs de F vers F, il y a
notamment les opérateurs linéaires, ainsi que ceux de projection.

Les opérateurs linéaires H vérifient la relation de linéarité classique suivante:

H(af +Bg) =aM(f)+BH(g), fye F,afeR

Une de leurs propriétés remarquables est que tout opérateur linéaire de norme finie est
continu.

Les opérateurs dont le domaine d’arrivée est de dimension finie sont dits dégénérés.
Certains opérateurs de projection sont dégénérés. Ce sont ceux qui projettent ’espace
fonctionnel F dans un sous—espace F, de dimension finie. Ils permettent de construire
une approximation f, de la solution, et de ’exprimer comme combinaison linéaire des
éléments d’une base de F,.

Ce sont des opérateurs linéaires, K et G, qui permettent de récrire 1’équation de
radiosité sous forme plus concise. Ils ont été introduits dans le domaine de la synthése
d’image par J. Kajiya [Kaj 86], pour démontrer ’existence et 'unicité de la solution de
’équation de radiance. En utilisant la notation de [Arv 94|, I'équation de radiance se récrit
comme :

f=9+KGY, (1.6)

,— (Kh)(Azwh) = [ k(A zwb = wh) h(\zwh) du(wt),
— (Gh)(\z,wY) = A\ y(z,wh)wh) = h(Az — v(zwh) whw?).
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F1G. 1.3 — Visualisation de Ueffet des opérateurs K et G (d’aprés J. Arvo).

Cette formulation (1.6) peut étre rendue encore plus compacte, en introduisant I’opé-
rateur linéaire M, défini par M = I — KG ou I est 'opérateur identité. Ainsi, la fonction
de radiance est exprimée directement en fonction de la fonction d’auto-émission :

Mf=g.

L’¢tude de I’dopérateur M permet de démontrer 1’existence de I’opérateur inverse M™%,
et de le développer en séries de Neumann convergentes”. Il en découle que les espace L?
sont complets dans le cadre de l'illumination globale [Arv 95]. Ainsi, pour toute fonction
d’auto-émission g de L?, il existe une solution unique, la fonction de radiance; elle-méme
dans LP.

1.3.2 Approche variationnelle
1.3.2.1 Formulation variationnelle

Parmi les différentes approches pour résoudre ce probléme, nous avons opté pour
une approche déterministe. Il faut donc reposer le probléme sous une forme différente,
plus facile & résoudre. Une approche consiste & exploiter la formulation variationnelle de
I’équation de radiance, qui est une formulation faible mais équivalente du probléme?®.

En nous placant dans L?, espace hilbertien réel, soit la forme bilinéaire a définie par:

o4 FTXF — R
| (ww) — < Muw>.

Cette fonction est continue sur F, car c’est la forme bilinéaire associée & opérateur M,
lui-méme continu. De plus, elle satisfait la condition de coercivité comme 1’a montré
Slimane MERZOUK dans sa thése [Mer 97].

Soit la forme linéaire continue [ définie comme suit :

g F — R
lw — <gw>.

6. Un espace de HILBERT est un espace muni d’un produit scalaire, complet pour la norme issue de
celui—ci.

7. Ce résultat n’est pas valable dans le cas de réflexions parfaites, c’est-a-dire sans aucune absorption,
ce qui n’est pas le cas dans un monde réel.

8. Généralement, il n’y a pas équivalence entre une formulation forte et une formulation faible d’un
probléme. Mais P’existence d’une solution forte & la formulation forte implique Pexistence d’une solution
4 la formulation faible, qui est la méme que la solution forte.
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Dans ces conditions, la formulation variationnelle du probléme s’exprime comme suit :
trouver v dans F tel que: Yw € F a(u,w) = [(w). (1.7)

Les propriétés des deux formes a et [ permettent de re-démontrer 1’existence et I'unicité
de la solution. Pourtant, cette formulation ne permet toujours pas de trouver la solution,
qui est un élément de ’espace fonctionnel de dimension infinie F.

1.3.2.2 Approximation variationnelle

Pour rendre le probléme calculable, il faut chercher & le résoudre dans un espace
de dimension finie. Pour formaliser cette approximation, une solution consiste & utiliser
Vapprozimation variationnelle, encore appelée méthode de GALERKIN. Pour tout sous—
espace F, de dimension n, on a:

trouver u, dans F, tel que: Yw, € F,, an(tn,wy) = L (wy). (1.8)

De méme que pour la formulation variationnelle, 'existence et 1'unicité de la solution est
assurée. De plus, cette méthode garantit la convergence forte de la suite des solutions
u, vers la solution exacte u, lorsque n tend vers oco. Il s’agit en fait de la projection du
probléme dans un sous—espace J, relativement au produit scalaire.

Résoudre cette équation (1.8) est équivalent & résoudre un systéme d’équations li-
néaires. Pour l’établir il suffit d’exprimer u, comme combinaison linéaire des éléments
d’une base de F,,.

1.3.2.3 Fonctions de base

En dimension finie, un espace vectoriel est défini par une de ses bases. Si (¢;) est une
base de ’espace F,, toute fonction f, de cet espace est définie par ses coefficients (c;),
tels que:

Jn = Zai b;.-
1=0

Le choix des fonctions de base est primordial. Il conditionne la précision de I’approximation
par rapport & la solution réelle de I’équation de radiance. Par ailleurs, ce choix influence
aussi la complexité des calculs pour résoudre le probléme. Il s’agit donc de trouver le bon
compromis entre la précision du résultat et la complexité des calculs.

Historiquement, les premiers calculs de radiosité se sont basés sur 1’utilisation de fonc-
tions de base constantes par morceaux [Gor 84]. Mais le choix des fonctions de base
reste vaste: fonctions constantes, fonctions polynomiales d’ordre supérieur, fonctions on-
delettes...
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1.3.2.4 Systéme linéaire

La construction du systéme linéaire correspondant au probléme de I’illumination glo-
bale repose sur plusieurs propriétés: toute fonction de F,, peut s’exprimer comme com-
binaison linéaire des fonctions d'une base B,, et les formes a et [ sont respectivement
bilinéaire et linéaire.

Ainsi, le probléme peut étre reposé sous la forme suivante:

trouver (o;) € R* tels que: Vi € By, Zai a(ps,dr) = Udg)-
i=0

Ceci peut étre reformulé en adoptant I’écriture matricielle :

a(¢1,61) a(d1,d2) - ald,dn)| | L(¢1)

ab2dn) aldads) - aldada)| oz| | L(02)| (L9)

() a(dnids) - aldade)| |an| | L(da)

Nous avons formalisé une approche du probléme de I'illumination globale. Celle—ci est
basée sur des choix de nature physique, puis sur des choix d’analyse, pour aboutir 4 un
systéme linéaire. La résolution finale du probléme posé dans sa nouvelle forme repose sur
des techniques de calcul permettant d’évaluer les termes de la matrice, ainsi que sur des
méthodes mathématiques de résolution de systéme.

Les algorithmes publiés dans la littérature sont généralement des cas particuliers de la
formulation proposée dans 'équation (1.9). Ils dépendent du choix des fonctions de base
¢i, des méthodes de calcul des coefficients a(¢i,¢;) et 1(¢;), et enfin de la méthode de
résolution du systéme linéaire.

1.3.3 Résolution du systéme linéaire

La résolution de ce systéme linéaire repose sur deux facteurs: la méthode de calcul des
coefficients de la matrice, mais aussi la technique de résolution du systéme.
- Dans un premier temps, nous verrons comment faire une approximation des calculs
de produits scalaires qui font intervenir des intégrales. Puis nous présentons diverses
techniques d’analyse numérique permettant de résoudre ce systéme.

1.3.3.1 Calcul des coefficients a(¢;,¢;) et I(¢;)

Les coefficients de la matrice peuvent, dans de trés rares cas de configurations extréme-
ment simples, se déterminer de maniére analytique. Pour pouvoir traiter la quasi totalité
des cas, il faut se résoudre & utiliser des solutions numériques.

Différentes méthodes existent pour faire une approximation de la valeur de lintégrale
intervenant dans le calcul des coefficients de la matrice. Nous nous sommes arrétés sur

VO,
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des méthodes de quadrature qui permettent de faire une approximation de la valeur d’'une
intégrale par une somme pondérée:

H= /Xh(:r) dz~ H =Y wh(z),

ou (zx) sont les points de quadrature, et (wy) leurs poids associés. La précision des calculs
dépend du nombre de points de quadrature utilisés, ainsi que de leur choix et de celui des
poids associés.

Parmi ces méthodes, celle des quadratures de GAUSS permet d’évaluer de maniére
exacte des polynémes de degré 2n — 1 avec n points. Ces quadratures sont donc bien
appropriées pour des calculs sur des fonctions polynomiales, et permettent de fixer a
priors le nombre de points de quadrature. Il est trés important de minimiser ce nombre,
pour éviter d’évaluer inutilement des termes trés coliteux en temps de calcul.

Dans le cas de la synthése d’images, cette intégration se fait en deux dimensions, sur le
support des fonctions de base. Ces supports sont généralement des surfaces simples comme
des triangles ou des parallélogrammes®. La double intégrale est alors évaluée comme deux
intégrations successives en une seule dimension.

La restriction sur la forme des supports est dictée par un souci d’efficacité. En effet, les
triangles et les parallélogrammes permettent 1'utilisation de coefficients précalculés, pour
les relations entre les différents niveaux de la hiérarchie de fonctions de base.

Le calcul des coefficients découle directement de la définition de la forme a et de son
expression sous forme intégrale:

a(pidy) =< My d; >= /S [ M) 6:(0) 6,(0) dudy

On utilise alors les quadratures de GAUSS pour discrétiser le probléme et évaluer les
coefficients aussi précisément que possible.

Ces calculs permettent d’établir la valeur des coefficients du systéme d’équations qu’il
faut résoudre. Deux catégories de méthodes de résolution existent : les méthodes directes,
et celles itératives.

Nous pouvons d’ores et déja écarter les méthodes directes, car elles sont inadaptées
a notre probléme. En effet, ces méthodes nécessitent de calculer I'inverse de la matrice

représentant le systéme linéaire. Comme cette matrice est de taille n?, la complexité de

I'inversion est bien trop grande pour des applications du monde réel.

1.3.3.2 Meéthodes de résolution itératives

Contrairement aux méthodes directes qui aboutissent & une solution exacte du systéme
d’équations, les méthodes itératives se contentent de trouver une approximation & la
solution. Elles sont basées sur la construction d’une suite de vecteurs (z*)) qui converge
vers la solution de Az = b.

9. Nous verrons dans le chapitre 3 (p. 83) comment nous abordons des supports plus complexes, en
utilisant le maillage virtuel.
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L’avantage de ces méthodes réside dans le fait qu’il n’y a pas forcément de probléme de
stockage. En effet, il est possible de calculer au vol les coefficients de la matrice nécessaires
a une itération, sans nécessairement devoir les stocker.

Dans ces méthodes itératives, le passage d’un vecteur z(*) de la suite au suivant se fait
en corrigeant successivement une ou plusieurs composantes de ce vecteur. Ces corrections
s’effectuent en annulant une ou plusieurs composantes du vecteur résidu r*) = b — Az®),

Les itérations sont arrétées lorsqu’un critére d’arrét est satisfait. Usuellement, le critére
est I’'un des deux suivants:

@
1611
[l faut néanmoins se méfier de la deuxiéme condition, puisque celle-ci peut étre vérifiée

sans que (%) soit proche du résultat.
Les normes les plus utilisées sont la norme du maximum ou la norme euclidienne.

<€ ou |lz®) — D) < e ||z,

Voici donc les principales méthodes itératives utilisées.

1.3.3.3 Meéthode de JACOBI

L’expression des vecteurs de la suite est la suivante:

n
k 1 k
a:f o = - E aijxg-)
Qi =
i
Cette méthode de JACOBI n’est définie que si ay; # 0, c’est-a-dire si la diagonale de la

matrice n’a pas de terme nul. C’est le cas en synthése d’images, puisque a est positive
définie, donc cette méthode ainsi que toutes celles dérivées sont applicables.

Algorithme 1 Une itération de la méthode de JACOBI
ENTREES: deux vecteurs z et y

1: pour tous les ¢ faire

2 S+ b;

3:  pour tous les j différents de ¢ faire
4: S+ S — Q5 T

5. fin pour

6 Y; < S/au

7: fin pour

8: pour tous les ¢ faire

9 Ty Y

10: fin pour

La complexité de cette approche est en O(n?) par itération.
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1.3.3.4 Méthode de GAUSS-SEIDEL

Par rapport & la méthode de JACOBI, celle de GAUSS-SEIDEL prend en compte les nou-
velles valeurs des coefficients du vecteur z*t1) pendant I'itération. Cela évite d’attendre
la fin d’une itération pour tirer profit des calculs.

Dans ce cas, le calcul de la suite de vecteurs devient:

1—1 n
k+1) 1 (k+1) (k)
"’Ei ——Zl; (bi—z;aijxj — Z aijxj ) .
].‘:

j=i+1

Algorithme 2 Une itération de la méthode de GAUSS-SEIDEL
ENTREES: un vecteur z

1: pour tous les 1 faire

22 S« 0

3:  pour tous les j différents de ¢ faire
4: S+ S+ Qij Tj

5. fin pour

6:  x; + bj/ay; — S/a

7: fin pour

La complexité de cette méthode reste en O(n?), mais la convergence est plus rapide
puisqu’on utilise plus rapidement des nouvelles valeurs de la suite de vecteurs.

1.3.3.5 Meéthode de SOUTHWELL

Une derniére amélioration apportée & cette méthode réside dans le choix de ’ordre
des coefficients de z**1) & calculer. I’indice choisi est celui pour lequel le résidu a le plus
grand coefficient ;.

Algorithme 3 Une étape de la méthode de SOUTHWELL
ENTREES: deux vecteurs z <— O et r < b

1: choisir ¢ tel que r; est le plus grand
2 X T+ Tifai

3 S

4: pour tous les j faire

5. T 41— ajifa; S

6

: fin pour

Le choix de 'indice % peut se faire en un temps O(n), donc la complexité globale d’une
itération reste elle aussi en O(n?).
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1.4 Aspects algorithmiques

Les différentes notions que nous avons mises a jour dans les sections précédentes ont
toutes un réle bien défini dans le processus de résolution de I’équation de radiance. Ces
roles ont largement été étudiés individuellement par Slimane MERZOUK et par Christophe
WINKLER dans leur théses [Mer 97, Win 98|. Ils y décrivent précisément I'importance de
chacune de ces notions et présentent les choix qui ont été faits pour leur implantation dans
la plate—forme logicielle Candela. Les spécificités algorithmiques qui donnent & Candela la
capacité de traiter des scénes extrémement complexes aussi bien en terme de nombre de
primitives qu’en terme de précision sont exposées dans le rapport de recherche [Cun 98b].

Dans cette section, nous nous concentrons sur certaines de ces notions. Nous détaillons
Porigine et le role de celles qui nous ont intéressés dans notre recherche de précision et de
fondements mathématiques pour la radiosité. Ainsi, nous approfondissons la présentation
des choix algorithmiques relatifs aux fonctions de base ¢; et 4 ’ensemble géométrique
M. Par ailleurs ’étude des algorithmes relatifs aux fonctions f et g, a la fonction de
réflectance k, & la dépendance spectrale A, & la visibilité v et & la résolution du systéme
linéaire ne sont pas abordées ici mais a déja été présentée par Christophe WINKLER dans
sa thése [Win 98].

1.4.1 Ensemble M

Cet ensemble, comme nous l’avons vu, représente la géométrie de la scéne & illumi-
ner. Différents types d’approche existent pour représenter une scéne: soit une description
volumique des objets composant la scéne, soit la modélisation des surfaces limitant ces
volumes. La seconde approche est certainement plus judicieuse pour notre application,
puisque les interactions entre la lumiére et la géométrie se font au niveau des surfaces des
objets.

Par la suite, nous nommons primitive géométrique toute représentation d'une surface,
au sens général du terme. Ainsi, un triangle, un polygone convexe, concave ou méme
troué, ou encore une surface spline ou une NURBS sont autant de primitives géométriques.
Les limitations pratiques quant & leur forme proviennent de considérations de faisabilité
technique, et dépendent de I'utilisation de ces primitives.

'1.4.1.1 Décrire la géométrie

Le premier but des primitives est de décrire la géométrie de la scéne, ce qui leur confére
un rdle de persistance et de base de données. Il faut pouvoir écrire la description de la
scéne dans des fichiers pour pouvoir les réutiliser. Par ailleurs, la gestion des primitives
& intérieur de la scéne doit étre pratique et facile. Il faut par exemple pouvoir décrire
ces primitives dans des repéres locaux, tout en gardant la possibilité de retrocuver leurs
caractéristiques dans le repére absolu.

Pour mieux prévoir les formes que peuvent prendre ces données, il faut connaitre
leur origine. Dans les applications du monde réel, la description de la scéne provient de
nombreux moyens d’acquisition.
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L’origine la plus courante reste certainement les modeleurs du commerce, qui four-
nissent des données de formats divers. Certains fournissent directement des représenta-
tions surfaciques de la géométrie. Ce sont par exemples les modeleurs polygonaux, comme
Arc+, ou les modeleurs & base de primitives plus complexes, comme Maya, 3DStudio-Max
et Catia. D’autres ont une approche volumique, et procédent par opérations booléennes
sur des volumes ou des solides. Ce sont des modeleurs de type CsG (Constructive Solid
Geometry), comme PDMS et SGDL, et leur résultat doit étre transformé en surfaces pour
pouvoir étre utilisé. Les modeleurs peuvent étre utilisés & partir de données mesurées,
mais aussi de relevés architecturaux ou méme archéologiques.

D’autres moyens moins courants proviennent de mesures faites par laser, qui générent
de grandes quantités de triangles, ou encore de générateurs de fractales qui permettent de
modéliser des plantes, des montagnes...

La représentation géométrique est primordiale dans la précision et ’efficacité de ’algo-
rithme de radiosité. En effet, il est généralement impossible de représenter exactement une
scéne réelle au moyen d’un modéle numérique. Les modéles sont, donc, des approximations
géométriques de la réalité ou des environnements virtuels imaginés par les concepteurs.
Or, plus le modéle est capable d’intégrer des surfaces complexes plus cette approximation
est précise et proche du modéle original (réel ou virtuel). Par exemple, un modéle a base
de polygones ne pourra jamais décrire exactement la courbure de la coque d’un bateau par
contre cela pourra étre fait précisément si on modélise & base de NURBS. En plus de créer
une erreur géométrique, ces approximations provoquent souvent la multiplication des sur-
faces initiales: représenter une sphére avec des triangles peut requérir plusieurs milliers de
primitives si la précision demandée est importante alors que cela ne requiert qu’une seule
primitive, quelle que soit la précision demandée, si on utilise des surfaces quadriques. On
comprend bien, ici, que l'efficacité de ’algorithme de radiosité, qui dépend fortement du
nombre de primitives initiales, repose en grande partie sur la représentation géométrique
et qu’'une mauvaise représentation peut rendre une simulation impossible alors qu’elle
serait « facile » et beaucoup plus précise avec une autre représentation mieux adaptée.

La diversité des moyens d’acquisition et I’éventail des scénes & simuler, nous ont poussé
a faire le moins possible d’hypothéses sur la forme et la nature des primitives géométriques.
Pratiquement, des considérations de faisabilité et de calcul imposent des restrictions sur
la nature des surfaces qu’il est possible de traiter effectivement. Néanmoins, les travaux
que nous présentons dans le chapitre 3 (p. 83) et que nous avons exposés dans [Alo 00b,
Alo 00a, Cun 98a, Cun 99, Hol 00] donnent des méthodes efficaces pour traiter des surfaces
de nature quelconque.

Les primitives géométriques interviennent a deux autres niveaux dans le probléme de
Pillumination globale.

1.4.1.2 Support de la fonction de radiosité

En premier lieu, les surfaces correspondent aux supports de la fonction inconnue f.
11 faut donc prévoir une relation entre les primitives et le coté fonctionnel. Cette relation
a deux facettes: premiérement, il faut pouvoir stocker toutes les données caractérisant



1.4. Aspects algorithmiques 33

la fonction f sur la surface. Cela correspond & la détermination d'une base de fonctions,
et au stockage des coefficients associés a chacune des fonctions de base. Deuxiémement,
comme notre approche est hiérarchique (cet aspect sera développé dans ce qui suit), il
faut associer aux surfaces des structures permettant de décrire des mailles qui servent de
support aux fonctions de base. Ces mailles doivent aussi pouvoir étre subdivisées pour
affiner la précision de l'approximation de f.

Dans notre approche, il nous est apparu important de bien séparer la représentation
géométrique de la notion de support fonctionnel. En effet, quand on considére une primi-
tive géométrique en tant que support d’une fonction cela implique un grand nombre de
restrictions comme nous le verrons dans le chapitre 3 (p. 83). Ces restrictions sont telles
qu’elles ne permettent pas l'utilisation de n'importe quel type de primitives. En séparant
la représentation géométrique des supports de la fonction de radiosité on est alors capable
d’enrichir la géométrie pour en avoir une représentation fidéle mais plus compléte pouvant
étre utilisée comme support de la fonction. C’est cette deuxiéme représentation abstraite
de la géométrie que nous appelons maillage virtuel et qui nous permet de donner une ap-
proche trés générique pour intégrer proprement des primitives complexes dans n’importe
quel algorithme de radiosité.

1.4.1.3 Calcul de visibilité

# Pour finir, les primitives interviennent dans les calculs de visibilité. Ce sont elles qui,
ert fonction de leurs positions relatives, vont déterminer la visibilité entre des points et
aifisi créer les ombres portées. Pour résoudre ce probléme, les primitives interviennent au
niveau des calculs d’intersections avec des droites. De plus, une optimisation peut étre
faite & Paide de volumes englobants qui définissent une notion d’occupation de 1’espace
par les primitives.

1.4.2 Fonctions de base (¢;)

L’utilisation de fonctions de base permet de faire une approximation de la fonction de
radiance. Celle—ci est alors définie par une série de poids ¢; et s’exprime sous la forme
d’une somme pondérée de ces fonctions. Pour la notation simplifiée, une approximation
de la fonction de radiosité B s’écrit :

- | B(z) = Z oy i) (1.10)

Cette notion de fonctions de base est d’origine mathématique. Elle est formellement
introduite dans le processus de résolution lors de I’analyse fonctionnelle du probléme. Les
fonctions de base définissent 1’espace fonctionnel dans lequel on cherche f (ou B pour la
radiosité). Ce choix va induire une aptitude plus ou moins grande & prendre en compte
les variations de la fonction f. Ceci conditionne partiellement la précision avec laquelle la
fonction f peut étre calculée. Il faut donc pouvoir choisir, pour 1’algorithme de résolution,
quel type de fonctions utiliser. Plusieurs bases de fonctions peuvent représenter le méme
espace fonctionnel mais chaque fonction a une unique représentation dans une base donnée. |
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Par ailleurs, le type de fonctions de base intervient sur les temps de calcul. En effet,
les calculs de projection effectués pour déterminer les valeurs du noyau dépendent des
fonctions de base utilisées. La place mémoire occupée par les coefficients qu’il faut stocker
pour représenter f est elle aussi dépendante du type de base utilisée.

Comme nous I’avons vu lors de I’analyse de ’ensemble M des primitives géométriques,
chaque fonction est définie sur un support. Les fonctions de base doivent donc étre liées
4 une gestion du maillage. Cela doit permettre de choisir entre différentes techniques de
maillage, soit adaptatif, soit hiérarchique ou encore de discontinuité.

1.4.2.1 Radiosité hiérarchique

Une grande avancée relative aux fonctions de base a été faite avec I'introduction des
fonctions hiérarchiques par Pat HANRAHAN et al. dans [Han 91]. L’idée est d’utiliser une
base de fonction & plusieurs niveaux de précision :

SCTRTIN T SR TP TS (TR S 3 8

La fonction de radiance peut étre est exprimée dans chacune de ces base. Ainsi, pour
chaque niveau de la hiérarchie on a une représentation de la fonction de radiosité que 1’on
peut utiliser sur tous les points de la scéne.

)

B'a) =Y alol(a)

B*(z) = 3 o 9} (@
() ; i9i0) > etVi € [1,N] : B(z) ~ B(x)

BY@) =Y alel x)

Dans l'algorithme de radiosité hiérarchique, toutes les fonctions de base sont constantes
par morceaux et les différents niveaux de la hiérarchie correspondent donc aux différents
niveaux de subdivisions des surfaces (voir figure 1.4). Plus la précision demandée est
importante plus la profondeur des subdivisions est grande et plus les calculs sont longs;
si le niveau 1 est celui de plus faible précision, on a toujours n; < ny < ... < ny car le
nombre de mailles augmentent avec les subdivisions, on sait aussi que Bi(z) est une moins
bonne approximation de B(z) que Bit'(z) quel que soit i € [1,N — 1].

Pour assurer la cohérence du modéle il y a une équivalence entre les différents niveaux:
chaque fonction de base 4 un niveau donné peut étre exprimée par une somme pondérée
des fonctions de base du niveau inférieur.

di(z) =Y B e (@)
k
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(a) Fonction initiale (b) Approximation (c) Approximation (d) Approximation
de niveau 1 de niveau 2 de niveau 3

F1G. 1.4 — Subdivisions hiérarchiques

ot les poids [ représentent le rapport des aires entre le niveau ¢ et le niveau i + 1,

_aire(maille de niveau i+ 1)

aire(maille de niveau 1)

N

De méme, on peut donner une approximation de la fonction & un niveau inférieur par
une somme pondérée de fonctions de niveaux plus élevés. Cette équivalence entre les
niveaux permet de maintenir une hiérarchie de représentations cohérente dans laquelle tous
les niveaux renferment la méme énergie et I'information des niveaux inférieurs contient
toujours au moins 'information des niveaux supérieurs. Ainsi, les niveaux les plus bas
permettent une représentation plus détaillée et plus précise de la fonction. Par contre,
cette représentation fait intervenir plus de fonctions.

Pour utiliser efficacement la représentation hiérarchique de la fonction de radiance, il
faut introduire une nouvelle notion, celle des oracles. Les oracles sont des fonctions qui
permettent de choisir & quel niveau de précision chaque calcul d’interaction doit étre fait.
Cette notion est trés importante car c’est elle qui, tout le long de I'algorithme, va régler
la précision des calculs et par conséquent le temps et la mémoire nécessaire.

Gréce aux bases de fonctions hiérarchiques et aux oracles, on peut concentrer les calculs
14 ol c’est vraiment nécessaire et faire un minimum de calculs 1a ou la précision n’a pas
besoin d’étre treés grande. Par exemple, I'interaction entre deux mailles trés proches sera
faite avec le maximum de précision alors qu’'une interaction entre deux mailles éloignées
pourra étre faite avec un niveau de précision trés faible et ne demander que trés peu de
calculs (voir figure 1.5).

La complexité de 1'algorithme classique est en O(n?) olt n est le nombre de mailles
finales. Avec les bases de fonctions hiérarchiques chaque surface initiale est a 'origine
d’une représentation hiérarchique de la géométrie et la complexité de I’algorithme devient
O(k* +n) ol k est le nombre de primitives initiales et n le nombre de mailles finales.
Avec cette nouvelle complexité, il est possible de pousser beaucoup plus loin la précision
des calculs et d’obtenir des solutions de trés grande qualité en un minimum de temps. Le
terme en k% reste néanmoins un point bloquant dans I’algorithme et de récents travaux
ont permis de le faire disparaitre en généralisant la représentation hiérarchique & toute
la scéne. Les méthodes de clustering proposées par Brian SMITS et al. dans [Smi 94| et
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Fic. 1.5 — Subdivisions et interactions hiérarchiques

par Francois SILLION et al. dans [Sil 94a, Sil 95a] opérent par regroupement de surfaces
pour créer une hiérarchie englobant ’ensemble des primitives géométriques et ramener la
complexité de 1'algorithme a O(klogk + n).

1.4.2.2 Fonctions d’ordre élevé

Pour augmenter la précision des résultats, on peut soit augmenter le nombre de sub-
divisions et donc la quantité de calculs nécessaires pour évaluer chaque interaction, soit
augmenter I’ordre des fonctions de base. Cette derniére solution consiste a utiliser des fonc-
tions dont le pouvoir d’approximation est accru grace aux variations internes de chaque
fonction de base. On utilise ces variations internes pour mieux « coller » aux variations
de la fonction de radiosité et ainsi diminuer le nombre de fonctions de base nécessaires
pour avoir une meilleure approximation.

Ba N

F1G. 1.6 — Approzimation avec une base de fonctions constantes.

A Dorigine, les méthodes de radiosité utilisaient toutes des fonctions de base constantes
comme cela est présenté sur la figure 1.6. Ces fonctions demandent un découpage trés
fin pour faire une approximation de la radiosité dont les variations sont nombreuses et
généralement continues. L’utilisation de fonction d’ordre plus élevé, comme les fonctions
linéaires présentées sur la figure 1.7 permet de « coller » plus rapidement et donc plus
efficacement & la fonction de radiosité.

Les solutions proposées dans la littérature [Gor 93, Zat 93, Tro 93, Sch 94b] pour
construire des bases de fonctions en 2D s’appuient sur 'utilisation d’un produit tensoriel
de deux bases de fonctions en une dimension (la figure 1.8 montre la construction d’un base
bi-linéaire). Cette construction utilise généralement des bases orthonormales de polynémes
1D telles que les bases de LEGENDRE ou de JACOBI. La figure 1.8 correspond aux deux
premiers polyndmes de LEGENDRE: ¢;1(z) = 1 et ¢o(z) = 2.
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(a) ¢1,02 (b) ¢1 x 1
FiGc. 1.8 — Construction d’une base linéaire en 2D

Grace aux fonctions d’ordre élevé le nombre de fonctions nécessaires pour faire ’ap-
proximation de la fonction de radiosité diminue fortement. Par contre, plus 'ordre des
fonctions est élevé plus les calculs d’interaction sont compliqués. La méthode de GALER-
KIN introduite par Harold ZATZ dans [Zat 93| est une approche naturelle pour intégrer
les fonctions d’ordre élevé dans ’algorithme de radiosité.

1.4.2.3 Ondelettes

Les ondelettes permettent de faire le lien entre les approches hiérarchiques et les fonc-
tions d’ordre élevé. La théorie des ondelettes prend sa source dans les recherches en mathé-
matiques pures [Dau 92| et en traitement du signal [Mal 89]. Une trés bonne introduction
sur le sujet pourra étre trouvée dans [Chu 92].

G. BEYKLIN et al. ont prouvé que, pour un grand nombre d’opérateurs linéaires, le
systéme résultant de la projection dans une base d’ondelettes présente beaucoup de coeffi-
cients proches de zéro [Bey 92]. Ils ont montré que pour la classe particuliére d’opérateurs
intégrales appelés opérateurs de Calderon—Zygmund et pour tout € > 0, il existe un §(e)
tel que toutes les entrées de la matrice, sauf O(nlogn), sont inférieures a d(¢) et peuvent
étre ignorées en causant une erreur inférieure & £ dans le résultat du calcul final.

Un opérateur intégral K (f) = [ k(.,y)f(y)dy est dit de Calderon-Zygmund si le noyau
k: R x R* — R de l'intégrale présente les propriétés suivantes:

1
l&(zy)]] < eyl
C

18ME|| + |0M || z pour au moins un M positif donné.
xT Yy —_—

llz—yl["+M

En radiosité, k(z,y) = px(x)%ﬁi&iV(x,y) o r2, = [lz — y||>. On montre alors

aisément qu’on a bien le résultat escompté.
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Ainsi, en radiosité, pour tout € > 0, il existe d(g) tel que la projection de 1’équation
de radiosité dans une base d’ondelettes fournit une matrice d’interaction dont, au plus,
O(nlogn) coeflicients sont supérieurs & d(g) et dont tous les autres coeflicients peuvent
étre ignorés en causant une erreur inférieure a € dans le résultat du calcul final. Ce résultat
prouve ’efficacité théorique des ondelettes pour faire une approximation de la fonction de
radiosité.

Ce sont Peter SCHRODER et Steven J. GORTLER qui ont introduit les ondelettes pour
la radiosité dans [Sch 94a, Gor 93]. Les fonctions ondelettes permettent d’associer tous les
avantages des méthodes citées précédemment : elles sont hiérarchiques, elles sont d’ordre
quelconque et elles permettent de maintenir facilement la cohérence entre les niveaux de la
hiérarchie grace a des coefficients de passage qui ne dépendent pas du niveau de précision.
Ces coefficients de passage, nommés coefficients de push—pull, permettent de faire passer
les informations d’un niveau donné & un niveau voisin. Les coeflicients de push permettent
de transférer exactement la représentation fonctionnelle au niveau inférieur. Alors que les
coefficients de pull permettent de transférer I'information au niveau supérieur en utilisant
une approximation qui maintient la quantité d’énergie constante.

La. construction d’'une base d’ondelettes part de la base de fonction de niveau le plus
faible et s’agrandit en utilisant les fonctions obtenues par translations et par homothéties
de cette base. Tous les niveaux de précision peuvent ainsi étre engendrés dynamiquement
car ils correspondent toujours & la base de premier niveau avec une remise a |’échelle.
On évite ainsi de stocker un trop grand nombre de représentations fonctionnelles et on
peut donc utiliser les mémes calculs pour échanger les informations entre deux niveaux
successifs quel que soit ’endroit ot on se trouve dans la hiérarchie.

La plus simple des bases d’ondelettes est la base de HAAR, elle correspond exactement
au cas de la radiosité hiérarchique classique ou toutes les fonctions sont constantes par
morceaux.

Il existe un trés grand nombre de bases d’ondelettes et nous montrons dans le cha-
pitre 2 (p. 41) que ces fonctions sont parfaitement adaptées au calcul de radiosité et qu’elles
apportent réellement un gain en temps et en place lors du processus de résolution. Nous
montrons que les ondelettes d’ordre élevé sont les meilleures fonctions connues actuelle-
ment pour effectuer un calcul de grande précision sur des scénes de grande complexité.
Nos résultats expérimentaux permettent notamment de confirmer les trés bons résultats
théoriques présentés par Peter SCHRODER et Steven J. GORTLER. Ces résultats théo-
riques n’avaient jamais été testés avec succes. Nos expérimentations sont aussi présentés
dans [Cun 00].

1.4.2.4 Calcul des coefficients a(¢;,¢;) et I(¢;)

Pour pouvoir résoudre ’équation de radiance, il faut étre capable d’effectuer le calcul
des coefficients a(¢;,¢;) et [(¢;).

Ce calcul doit pouvoir étre fait pour tout type de fonctions de base. Il faut donc qu’il
soit de nature assez générale pour ne pas dépendre de leur type.
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Une facon usuelle de faire une approximation des intégrales intervenant dans ces coeffi-
cients est de les calculer par quadrature. Cette approche a 'avantage d’étre complétement
indépendante de la nature des fonctions de base. Cela permet d’introduire par la suite de
nouvelles espéces de fonctions de base sans devoir changer les calculs. L’autre avantage
est de pouvoir calculer ces coefficients entre des bases de types différents.

L
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Chapitre 2

Algorithme de radiosité & base
d’ondelettes

« Dans la conception axiomatique, la mathématique apparait en somme
comme un réservoir de formes abstraites, les structures mathématiques; et
il se trouve — sans qu’on sache bien pourquoi — que certains aspects de la
réalité expérimentale viennent se mouler en certaines de ces formes, comme par
une sorte de préadaptation. Il n’est pas niable, bien entendu, que la plupart
de ces formes avaient & l'origine un contenu intuitif bien déterminé; mais
c’est précisément en les vidant volontairement de ce contenu qu’on a su leur
donner toute l'efficacité qu’elles portaient en puissance, et qu’on les a rendues
susceptibles de recevoir des interprétations nouvelles et de remplir pleinement
leur role élaborateur. »

Nicolas BOURBAKI, Eléments de mathématique
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Résumé

Depuis que les ondelettes ont été introduites dans les algorithmes de radio-
sité [Sch 94a, Gor 93, Sch 94b, Gor 95] il est étonnant de remarquer que trés peu de
recherches ont été faites pour étudier I'influence que peut avoir l'ordre des fonc-
tions utilisées sur le temps de calcul et sur la qualité du résultat obtenu. Une
étude [Wil 97b, Wil 97a] menée par Andrew J. WILLMOTT et Paul S. HECKBERT en
1997 a montré que calculer la fonction de radiosité en utilisant des fonctions onde-
lettes et plus spécialement en utilisant des ondelettes d’ordre élevé n’apportait pas
de réelle amélioration & la méthode de radiosité hiérarchique. Ils ont aussi montré que
I'utilisation des ondelettes engendrait un coiit en place mémoire trés important, les
rendant totalement inefficaces lors des simulations sur des scénes de grande taille.
Dans ce chapitre nous remettons en cause ce résultat en présentant une nouvelle
facon d’implanter les fonctions ondelettes dans un algorithme de radiosité: notre
implantation différe des autres approches par plusieurs points clefs tels que l'oracle
de subdivision, le calcul de la fonction de visibilité, le stockage des liens en mémoire
ou encore ’algorithme de résolution. Nous montrons qu’avec cette implantation les
fonctions ondelettes d’ordre élevé apportent un réel gain par rapport a Papproche
hiérarchique classique et par rapport aux fonctions d’ordre moins élevé.

2.1 Introduction

Comme nous 'avons déja vu au chapitre précédent, on calcule en général la fonction de
radiosité en utilisant des méthodes d’approximation par éléments finis. Les plus efficaces de
ces méthodes sont les approches hiérarchiques qui utilisent une représentation 4 plusieurs
niveaux de détail de la fonction de radiosité pour réduire la complexité de l'algorithme.
Dans leur version classique, ces approches utilisent des fonctions de base constantes mais
elles ont récemment été enrichies par 1'utilisation des fonctions ondelettes qui permettent
de combiner I'aspect multi-résolution avec l'utilisation de fonctions d’ordre quelconque.
La plus simple des bases d’ondelettes est la base de HAAR qui correspond exactement aux
fonctions de bases constantes (voir la section 1.4.2.3 (p. 37)).

En théorie, plus 'ordre des fonctions utilisées est élevé, plus la représentation de la
fonction de radiosité est compacte. En conséquence les fonctions d’ordre élevé utilisent
moins de mémoire et procurent une représentation plus continue de la fonction de radio-
sité, ce qui assure un meilleur résultat visuel final. Les fonctions ondelettes d’ordre élevé
devraient normalement é&tre le meilleur choix pour faire des simulations de radiosité.

En pratique, la mémoire nécessaire pour stocker les valeurs d’interaction entre les
objets de la scéne croit aussi vite que la puissance quatriéme de 'ordre des fonctions
utilisées. Le nombre de ces valeurs est rapidement trop important pour que des fonctions
ondelettes complexes puissent réeliement étre utilisées. De plus, la base de HAAR permet
de faire beaucoup de simplifications grace & son lien trés prononcé avec la géométrie
sur laquelle elle s’appuie (il y a équivalence entre I’aire du support d’une fonction de base
constante et 1’énergie qu’elle représente). Si ces optimisations ne sont pas retravaillées pour
s’adapter aux ondelettes d’ordre plus élevé, elles peuvent totalement inhiber le pouvoir
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d’approximation de ces derniéres et les rendre complétement inefficaces. La seule étude
expérimentale qui ait été menée sur la comparaison des ondelettes [Wil 97b, Wil 97a] a
conclu que les problémes pratiques accompagnant 'utilisation des ondelettes d’ordre élevé
surpassaient largement le gain théorique que ces derniéres étaient supposées apporter a
un algorithme de radiosité hiérarchique.

Cependant, ces problémes pratiques ne sont pas inhérents aux ondelettes d’ordre élevé,
mais seulement & leur implantation dans la méthode de radiosité. Dans ce chapitre, nous
présentons une nouvelle approche pour traiter les fonctions ondelettes d’ordre élevé. Cette
nouvelle approche diftére des précédentes & différents niveaux importants de I’algorithme
de radiosité. Les parties auxquelles nous avons porté notre attention vont du calcul de la
visibilité & l'algorithme de résolution en passant par l'oracle de subdivision et le stockage
des liens d’interaction. Nous avons développé et implanté notre approche en gardant
toujours en téte que nous voulions travailler avec des fonctions d’ordre quelconque. Avec
cette implantation nous avons prouvé que les avantages théoriques des ondelettes d’ordre
élevé prenaient effectivement le pas sur les problémes pratiques qui jusque-la les avaient
rendues inutilisables et inutilisées. Grace & cette approche les ondelettes d’ordre élevé
peuvent fournir une meilleure approximation de la fonction de radiosité, méme & proximité
des limites d’ombres dues aux discontinuités de la fonction de visibilité, et ce avec une
convergence plus rapide qu’avec des fonctions de base constantes. De plus, elles nécessitent
finalement moins de place en mémoire que les autres fonctions.

Le plan du chapitre est le suivant : dans une premiére section 2.2 (p. 43) nous redonnons
les solutions qui étaient utilisées jusqu’a présent pour résoudre les points clefs dont nous
venons de parler. Dans la section 2.3 (p. 51) nous présentons notre approche en précisant
les modifications que nous avons introduites au niveau de ces mémes points clefs.

Le principal résultat que nous voulons présenter ici est I’étude expérimentale que nous
avons menée sur la comparaison des différentes bases d’ondelettes en utilisant notre im-
plantation de 'algorithme de radiosité. La section 2.5 (p. 67), nous permet de présenter
cette expérimentation et d’en donner les résultats qualitatifs et quantitatifs. Nous mon-
trons notamment que les fonctions ondelettes d’ordre élevé permettent de converger plus
rapidement vers une solution plus précise et de meilleure qualité tout en utilisant moins
de mémoire que les fonctions d’ordre moins élevé.

2.2 Etat de l’art

Comme nous 'avons vu dans la section 1.2.4 (p. 19) les algorithmes de radiosité ré-
solvent I’équation d’illumination globale en se restreignant aux surfaces idéalement diffuses
et en considérant que le milieu ambiant n’intervient pas dans les calculs.

Pour calculer 1a fonction de radiosité nous utilisons une approche par éléments finis.
On projette la fonction inconnue B(z) dans un espace fonctionnel de dimension finie:

B(z) = Z i)

On cherche dans ’espace des fonctions ¢; la meilleure approximation de la fonction de
radiosité. Pour augmenter la précision des résultats, il faut trouver la base de fonctions
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optimale. L’utilisation des ondelettes (voir 1.4.2.3 (p. 37)) permet de bénéficier d’une
représentation avec plusieurs niveaux de détail de la fonction de radiosité sur chaque
objet de la scéne. Cette représentation & plusieurs niveaux de détail permet de passer
facilement d’une précision a ’autre en fonction des besoins du moment.

Il y a deux grandes classes d’« algorithmes itératifs » pour la résolution de ’équation
de radiosité: les algorithmes de GAUSS-SEIDEL connus sous le nom de gathering et les
algorithmes de SOUTHWELL ou shooting. Ces algorithmes sont décrits plus précisément
dans la section 1.4 (p. 31). Dans la méthode de gathering chaque surface met & jour sa
fonction de radiosité en utilisant ’énergie qu’elle regoit des autres surfaces de la scéne
alors que pour le shooting chaque surface envoie de I’énergie dans la scéne et les autres
surfaces remettent immédiatement leur fonction de radiosité a jour. Dans les deux cas, le
transport de ’énergie se fait par des liens d’interaction entre les fonctions ondelettes de
chaque surface. En général, dans les algorithmes de radiosité & base d’ondelettes, ces liens
sont calculés puis stockés pour sauvegarder les informations relatives aux interactions.

2.2.1 Oracle de subdivision

L’oracle de subdivision est au cceur des algorithmes de radiosité hiérarchiques car
c’est lui qui détermine & quels niveaux de précision les fonctions ondelettes doivent étre
considérées pour calculer et stocker les liens d’interaction. En général, 'oracle a donc une
grande influence & la fois sur la qualité de la solution et sur le temps passé & générer cette
solution.

En théorie, la décision de subdiviser ou de ne pas subdiviser une interaction ne devrait
étre prise qu’avec une connaissance globale de la solution finale. I’oracle ne dispose que
d’informations restreintes et trés locales sur la solution: énergie qui doit étre propagée
depuis I’émetteur et la configuration géométrique de ’émetteur et du récepteur. Il doit
cependant permettre de prendre une décision avec ces seules informations.

2.2.1.1 Coeflicients d’interaction

Etant données deux mailles dans la scéne, considérons leur interaction : la maille émet-
trice e, avec son approximation courante de la fonction de radiosité B, (y), envoie de Péner-
gie vers la maille réceptrice r. En utilisant une combinaison des équations 1.4 et 1.10 on
peut exprimer la contribution de I’émetteur & la fonction de radiosité du récepteur par
une équation intégrale:

Besr(z) =pZ ai/@(y)K(x,y)dy (2.1)

Pour évaluer l'interaction entre les deux mailles, on est donc amené a calculer des
coeflicients d’interaction C;; pour traduire I'interaction entre les fonctions ¢; et ¢; respec-
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tivement sur e et sur r. Ces coeflicients sont définis de la fagon suivante :

Be—)r(x) = Z ﬂquj (x)

b = / Beyy(5)5(2)
B = pza¢//¢i(y)¢j(x)K(w,y)dydz
ﬁj = pzaicij

Cij = /r/egbi(y)qu(m)K(w,y)dydx

L’évaluation du coefficient C;; nécessite le calcul d’une intégrale complexe pour laquelle il
n'existe généralement pas de solution analytique. Nous avons vu dans la section 1.1 (p. 11)
qu’il y a deux grandes approches pour calculer Vinteraction entre deux fonctions de base:
I’approche par collocation de points qui consiste & minimiser ’erreur de propagation en un
certain nombre de points z; définis pour chacune des fonctions réceptrices et I’approche
de GALERKIN qui consiste & minimiser ’erreur en moyenne sur tout le support de chaque
fonction réceptrice. Avec les fonctions pour la collocation que nous utilisons dans notre
implantation (voir la section 2.5 (p. 67)) les coefficients C;; peuvent é&tre remplacés par:
Cii = [, ¢i(y) K (z;,y)dy ce qui ne laisse plus qu’une dimension a lintégrale et diminue la
complexité des calculs. Pour 'approche de GALERKIN on est obligé de conserver les deux
dimensions & l'intégrale et de I’évaluer directement. La plupart du temps on effectue une
approximation de l'intégrale en utilisant un calcul de quadrature.

2.2.1.2 Différents type d’oracles

La grande majorité des implantations de ’oracle de subdivision se base sur une esti-
mation de 'erreur commise lors de ’approximation des coeflicients C;;. En fait on n'utilise
pas directement cette erreur mais on la multiplie par ’énergie de I’émetteur afin de ne pas
subdiviser des interactions qui ne transporteraient que trés peu d’énergie. Il y a différentes
maniéres d’évaluer 'erreur commise lors du calcul des coefficients C;; :

e Erreur basée sur la valeur du coefficient : la plus simple des approches est
d’utiliser directement la valeur du coefficient Cj; et de dire que l'erreur est propor-
tionnelle & cette valeur multipliée par ’énergie de ’émetteur. Cette approche est la
premiére qui ait été proposée pour calculer la fonction oracle dans les algorithmes
hiérarchiques. Elle a été décrite dés 1991 par Pat HANRAHAN et al. dans [Han 91].

e Erreur basée sur un encadrement de la valeur des coefficients: il est pos-
sible d’évaluer des bornes supérieure et inférieure a la valeur de ’interaction entre
deux fonctions de base [Lis 94]. Bien que ces bornes ne procurent généralement que
des valeurs trés approchées et donc trés pessimistes on peut utiliser la différence
entre le maximum et le minimum pour calculer I'erreur commise sur le calcul des
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coefficients d’interaction. Cette approche a été proposée par Marc STAMMINGER et
al. dans [Sta 97a] et par Nicolas HOLZSCHUCH et Frangois SILLION dans [Hol 98].

¢ Erreur basée sur un calcul de Pinteraction sur des points de test: il est
possible de vérifier la valeur du coefficient en calculant précisément l'interaction
entre les fonctions de base en un certain nombre de points échantillons comme cela
est exposé par S. GIBSON et R.J. HUBBOLD dans [Gib 96]. En la comparant a la
valeur obtenue en utilisant le coefficient d’interaction. Cette implantation est celle
exposée dans I’article de Steven J. GORTLER et al. [Gor 93].

Une variante de cette méthode a été proposée par Nicolas HOLZSCHUCH et al.
dans [Hol 94]. Leur approche consiste a évaluer les coefficients & un niveau de subdi-
vision supplémentaire puis & les comparer aux coefficients courants pour en déduire
une erreur "a posteriori".

En étudiant les solutions exposées ci-dessus

i borne supérieure , . ’ .
— , on remarque qu'un point commun & ces trois
?

approximation T approches est qu.elles se basent toutes sur la
linéaire oo valeur des coefficients C;; pour évaluer la va-
5 lidité d’une interaction. Cette approche assure
. & la convergence de l'algorithme vers une solution

Fonction ) )
recherchée | exacte mais elle est souvent trop exigeante. Elle
entraine généralement un maillage trop fin & des
borne inférieure endroits ol la fonction de radiosité que ’on vient
e de calculer procure, en fait, une trés bonne ap-

proximation des variations de lumiére. De plus,
F1G. 2.1 - Calcul de Uerreur par majo- ce phénomeéne est d’autant plus pénalisant que
ration des coefficients les fonctions de base utilisées ont un fort pouvoir
d’approximation. En effet, les coefficients C;; sont généralement bornés par des valeurs
constantes, c’est-a-dire qu’on encadre les fonctions interagissant sur chaque support par
des fonctions constantes pour évaluer 'erreur commise lors du calcul. Or cet encadrement
ne permet pas de repérer efficacement si les fonctions de base sont capables de donner
une bonne approximation de la fonction recherchée grace a leurs propres variations. La
figure 2.1 montre I’approximation d'une fonction 2D par une fonction linéaire. La diffé-
rence entre la borne supérieure et la borne inférieure de la fonction d’approximation définit
Perreur dont nous venons de parler. On peut constater sur la figure que cette erreur est,
beaucoup trop grande par rapport & 'erreur réellement commise. Cet exemple simple dé-
montre & quel point un calcul peut rendre totalement inefficace les fonctions d’ordre élevé
s’il ne prend pas correctement en compte leur pouvoir d’approximation. La représentation
trés compacte que 1’on devrait obtenir lorsque 'on utilise des fonctions ondelettes d’ordre
élevé pour représenter la fonction de radiosité devient donc une représentation trés volu-
mineuse et trés peu efficace si on se base sur ce genre d’oracle. Pour profiter pleinement du
pouvoir des ondelettes, il faut donc intégrer le calcul de la fonction de radiosité a l'intérieur
de l'oracle de subdivision. Dans la section 2.3 (p. 51), nous présentons notre implantation
de Poracle de subdivision qui prend totalement en compte cette nouvelle considération.
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2.2.1.3 Quelle grandeur physique veut—on contréler?

Nous venons de voir différentes fagons de déterminer 'erreur commise lors de 1'éva-
luation des coefficients d'interaction Cj;. Il faut maintenant décider sur quelle grandeur
physique I'oracle de subdivision doit se baser pour décider s'il faut ou s’il ne faut pas subdi-
viser une interaction. Nous avons vu dans la section 1.3 (p. 22) que le but des algorithmes
de radiosité est de minimiser la fonction résidu r(z) avec:

r(z) = B(z) — B(z)

Chacun des trois différents oracles de subdivision présentés ci-dessus calcule une approxi-
mation AB de la valeur max(||r(z)|]). Il est alors possible de choisir différentes valeurs
de Verreur que l'on veut tester selon le type de grandeur physique que l'on veut évaluer.
Tous ces calculs d’erreur peuvent étre interprétés comme le résultat d’un calcul de norme
sur la fonction résidu. Mathématiquement la norme £, est définie de la fagon suivante:

e =(f . @) v

Trois mesures peuvent &tre intéressantes physiquement pour la fonction résidu:

o Lo: AB peut étre utilisée directement comme mesure de 'erreur. Cette mesure
revient & considérer la norme L., de l’erreur qui évalue simplement la valeur maxi-
mum de ||r||. Etant donné que l'unité de cette erreur est en Watt/m?, cette erreur
peut étre vue comme une mesure de radiosité.

o L;:lavaleur ABA (ou A est 'aire du récepteur) peut étre vue comme une approxi-
mation de I’erreur pour la norme £;. Avec une telle mesure de I’erreur on tolére une
moins bonne approximation sur des surfaces de petite taille que sur des surfaces de
grande taille. Une autre interprétation est de considérer qu’on ne contrdle plus la
valeur de la radiosité transportée de I’émetteur vers le récepteur, mais qu’on contréle
maintenant la puissance énergétique transmise.

o L,: pour utiliser la norme L, il faut intégrer r(z)? sur la surface du récepteur. Si
on considére que |r(z)| ~ AB, I'intégrale de r(z)? équivaut grossiérement & AB2A.
L’erreur ainsi mesurée est donc égale & AB2VA. v/ A est de Vordre de grandeur
de la distance maximum séparant deux points sur le récepteur. L’avantage de cette
définition est donc que les surfaces allongées ont plus de chances d’étre subdivisées

" que les surfaces dont 1a forme est proche d’un carré et dont ’aire est similaire. Or,
il est connu qu'il est plus difficile de faire une approximation d’une fonction sur une
surface allongée que sur un carré. Cette propriété peut donc étre trés utile pour
améliorer Vefficacité de 1'oracle.

2.2.1.4 Considération sur ’erreur en radiosité

Un point important doit étre souligné et pris en compte lorsque I’on utilise la norme £,
dans l'oracle de subdivision. En effet, dans le cas d’inter-réflexions entre deux surfaces qui
forment un coin, I’évaluation du noyau ' devient délicate a cause de la décroissance en 1/r?

10. L’expression du noyau a été décrite dans la section 1.2 (p. 13).
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ou r représente la distance entre deux points des deux surfaces. Lorsque 7 tend vers 0 au
niveau de 'intersection, I'approximation n’arrive plus a représenter fidélement la fonction
de radiosité. Dans cette configuration géométrique des mailles et avec ’oracle basé sur
Ierreur en radiosité, une subdivision hiérarchique conserve les proportions géométriques.
Il y a invariance d’échelle, et une erreur trop importante a un niveau le sera donc aussi a
tous les niveaux inférieurs, de fagon récursive.

La conséquence de ce probléme est que dés que 'approximation n’est plus assez bonne
dans un coin, les mailles seront subdivisées hiérarchiquement jusqu’a ce qu’'un autre cri-
tere d’arrét intervienne. Il faut donc introduire un nouveau critére d’arrét dans ce genre
d’oracle. Le plus naturel est d’utiliser une taille 7 sous laquelle plus aucune subdivision
n’est autorisée. Il en résulte une subdivision comme dans la figure 2.2, dont le nombre
de mailles n’évolue pas réguliérement. La zone ou la subdivision a atteint la taille mini-
mum augmente réguliéerement quand on demande & ’oracle d’augmenter sa précision en
radiosité. On sait par contre que le seuil d’erreur en radiosité peut étre dépassé dans cette
zone.

|ssnsusnEuEERR SN}
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FIG. 2.2 — Evolution du maillage dans un coin en fonction de la précision.

2.2.2 Calcul de la visibilité

Paul HECKBERT a montré dans [Hec 92| que les discontinuités de la fonction de radio-
sité et de ses dérivées sont uniquement dues a des variations de la visibilité entre les objets
de la scéne. C’est pour cette raison qu’il faut porter une attention toute particuliére a la
facon dont on introduit les informations de visibilité dans I'algorithme de radiosité.

Comme nous ’avons vu dans la section précédente, on utilise des quadratures pour
calculer les coefficients Cj;. Puisque les quadratures se basent sur un échantillonnage des
supports des fonctions a intégrer, on est amené a évaluer un trés grand nombre de fois
la valeur du noyau K(z,y). K(z,y) décrivant le facteur d’interaction géométrique entre
les points z et y, il faut connaitre la valeur de la fonction de visibilité V' (z,y) entre ces
deux points pour I’évaluer. Malheureusement, ’estimation de la visibilité est ’opération
la, plus cotteuse en temps de calcul dans I'algorithme de radiosité a base d’ondelettes.
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La simple évaluation du noyau sans tenir compte de la visibilité est trés nettement plus
rapide que la méme évaluation quand on y intégre le calcul de visibilité. Comme cela
est expliqué par Nicolas HOLZSCHUCH et al. dans [Hol 94| le calcul de la visibilité peut
prendre 4 lui seul plus de 70 % de la totalité du temps passé lors de la simulation. Plusieurs
méthodes ont donc été développées pour fournir une estimation de la visibilité afin de
réduire sensiblement le nombre de requétes a effectuer. En général ces méthodes diminuent
le nombre de requétes en acceptant une certaine perte de fiabilité dans le résultat.

2.2.2.1 Approximation constante

La plus simple des accélérations qui ait été proposée consiste & considérer que la
fonction de visibilité entre deux mailles a une valeur constante: V(z,y) = c. La constante
c est égale & 1 quand on veut exprimer une visibilité totale entre les deux mailles, elle
est égale & 0 si on veut considérer que les deux mailles ne se voient pas du tout et elle
prend une valeur intermédiaire dans Pintervalle ]0,1[ quand on cherche & exprimer une
visibilité partielle entre les deux mailles. Cette méthode est celle qui a été utilisée par
Pat HANRAHAN et al. dans leur algorithme de radiosité hiérarchique [Han 91] ainsi que
par Steven J. GORLTER et al. pour leur implantation de I'algorithme de radiosité & base
d’ondelettes [Gor 93]. Dans les deux cas la solution proposée pour estimer la valeur de la
constante c est de lancer un certain nombre de rayons choisis de fagon aléatoire entre les
deux mailles, de calculer la visibilité sur chacun de ces rayons et d’en déduire une valeur
moyenne de visibilité que P’on affecte & c.

Une amélioration possible de cette technique est de considérer les valeurs de la fonc-
tion de visibilité entre les sommets des mailles et d’en déduire une fonction de visibilité
sur toute la surface des mailles par interpolation barycentrique. On n’a plus une valeur
constante pour V' (z,y) mais une fonction linéaire qu'il faut ensuite intégrer dans le cal-
cul du facteur de forme en la multipliant par la fonction purement géométrique. Cette
technique n’a pas réellement été étudiée par le passé car elle ne représente un réel intérét
que si les fonctions de base utilisées sont au moins des fonctions linéaires pouvant rendre
compte des variations de la fonction de visibilité. Or, la plupart des implantations ac-
tuelles de 'algorithme de radiosité utilisent des fonctions de base constantes ne pouvant
pas intégrer des variations linéaires de la visibilité. Un tel calcul n’a donc pas d’intérét
dans les implantations classiques.

2.2.2.2 Masques de visibilité

L’utilisation de « masques de visibilité » a été proposée par HaroldR. ZATZ dans [Zat 93]
et suppose que lors du calcul de 'interaction entre deux mailles on sait créer une bitmap
décrivant la visibilité sur la maille réceptrice. Les valeurs de la bitmaps varient dans I'in-
tervalle [0,1] et correspondent en chaque point de la maille réceptrice a la proportion de la
maille émettrice visible depuis ce point. Si on sait créer une telle bitmaps on peut faire une
approximation du calcul d’une interaction en sortant le terme de visibilité de I'intégrale
et en utilisant & posteriori les valeurs stockées sur la bitmaps pour les multiplier par la
fonction de radiosité évaluée sans le terme de visibilité. Un telle approche suppose que la
fonction de radiosité a une valeur relativement constante sur la maille émettrice et que
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les mailles interagissant sont quasiment paralléles. Sinon les erreurs dues au fait qu’on
considére toujours la maille émettrice dans sa globalité pour évaluer la visibilité peuvent
devenir trés importantes comme le montre la figure 2.3. Sur cette figure, le masque de
visibilité sur R est représenté par les couleurs grisée et noire (noire pour une valeur du
masque nulle et grisée pour une valeur €]0,1[). La zone D est noire car elle ne voit pas
du tout F alors que la zone C' est grisée car ses points voient tous au moins un point de
la zone A. Supposons maintenant que seule la zone B soit émettrice sur E, en d’autres
termes, la fonction de radiosité dans la zone A est nulle. Comme les points de E visibles
depuis R sont tous situés dans la zone A, la fonction de radiosité transmise depuis F vers
R devrait étre nulle. Or si on utilise le masque de visibilité, on commence par évaluer la
fonction transmise sans tenir compte de la visibilité. Cette fonction n’est pas nulle car la
zone B contient de I’énergie & transmettre. En la multipliant par les valeurs du masque
de visibilité on en déduit donc un transport énergétique non nul dans la zone C. Une
telle erreur peut s’avérer trés génante car l'illumination d’une zone théoriquement obscure
se détecte immédiatement et crée un artefact visuel qu’on ne peut pas faire disparaitre
facilement par la suite.

o E : Surface émettrice
illuminée (partiellement visible)

zone B :

Bloqueur

R: Surface réceptrice
La couleur = le masque de visibilité

zone . zoneD:
voit A -> masque dans ]0,1] ne voit pas A -> masque =0

F1G. 2.3 — Effet de lutilisation des masques de visibilité.

Dans la pratique, il est relativement difficile d’implanter les masques de visibilité. De
plus, les problémes décrits ci—dessus ne les rendent efficaces que pour des cas particuliers
(source lumineuse surfacique située au plafond d’une piéce dont les principaux objets se
trouvent sur le sol ... ). Pour ces raisons, les masques de visibilité existent surtout au
niveau théorique mais ne sont pas utilisés dans des implantations réelles.

2.2.2.3 Récapitulatif

Les méthodes que nous venons de présenter cherchent toutes & faire une approximation
de la visibilité pour réduire le nombre de requétes de visibilité par rapport au nombre total
d’évaluation du noyau. Malheureusement ces approximations engendrent toujours de gros
artefacts dans les solutions finales et générent des fonctions de radiosité assez peu précises
particuliérement aux limites de visibilité comme ’ont montré Andrew WILLMOTT et Paul
HECKBERT dans [Wil 97a]. Dans la section 2.3.2 (p. 57) nous présentons notre approche
pour calculer la visibilité de fagon rapide tout en gardant une réelle fiabilité dans le
résultat.
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2.2.3 Mémoire utilisée

L’évaluation des coefficients Cj; est assurément la partie la plus consommatrice en
temps de calcul dans lalgorithme de radiosité. En effet, ce calcul suppose 1'approximation
d’'une intégrale au moyen de quadratures faisant intervenir le terme de visibilité. Pour
réduire I'impact de ce terme sur le temps de I’algorithme, la majorité des implantations
stockent les coefficients C;; en mémoire quand ils sont calculés pour la premiere fois et
les réutilisent & chaque fois qu’ils sont nécessaires au cours du calcul. Ce stockage est fait
sous la forme de liens d’interaction entre chaque couple de surfaces e et 7.

Un probléme important drainé par les implantations antérieures de l'algorithme de
radiosité & base d’ondelettes est la quantité de mémoire nécessaire pour conserver tous
ces liens tout au long du calcul. En effet, si on considére une base d’ondelettes d’ordre m,
alors il y a m fonctions dans cette base. En dimension deux (tel que c’est le cas pour des
fonctions surfaciques & appliquer dans des scénes de radiosité) il y a donc m? fonctions
dans la base d’ondelettes. Comme il faut 1 coefficient C;; pour chaque interaction entre
deux fonctions de base, le nombre de coefficients C;; nécessaires pour décrire totalement
'interaction entre les deux mailles e et r est égal au produit du nombre de fonctions de
base sur e et du nombre de fonctions de base sur r. Par conséquent, si ’ordre des fonctions
de base sur e et sur 7 est m, il faut calculer et conserver en mémoire m* coefficients Cj;
pour stocker l’interaction entre ces deux mailles.

I1 découle de cela que la mémoire nécessaire dans un algorithme de radiosité a base
d’ondelettes est proportionnelle & la puissance quatriéme du moment des ondelettes utili-
sées. Des ondelettes de moment 3 vont donc occuper une place de deux ordres de grandeur
supérieure & des ondelettes de moment 1. Dans leur étude expérimentale [Wil 97a] Andrew
WILLMOTT et Paul HECKBERT ont conclu que la place nécessaire en mémoire rendait ef-
fectivement inutilisables les fonctions ondelettes d’ordre élevé pour des simulations sur
des scénes de taille importante et notamment sur toutes les scénes issues d’applications
industrielles.

Des algorithmes expliquant qu’il était possible de s’affranchir totalement du stockage
des liens d’interaction dans un algorithme de radiosité hiérarchique ont été présentés par
Slimanne MERZOUK dans [Mer 97] puis par Marc STAMMINGER et al. dans [Sta 98] et par
Christophe WINKLER dans [Win 98]. On fait ainsi disparaftre le principal probléme des
ondelettes d’ordre élevé: la place occupée en mémoire. Nous en profitons pour étudier les
conséquences et I'impact que peut avoir le fait de ne plus conserver de liens en mémoire

-sur Defficacité de 1’algorithme.

2.3 Rendre efficace ’algorithme de radiosité a base d’on-
delettes

Comme nous venons de le voir, les études expérimentales qui ont été menées sur les
algorithmes de radiosité & base d’ondelettes ont toutes conclu que les fonctions d’ordre
élevé sont toujours moins efficaces que les ondelettes de HAAR. Afin d’expliquer comment
nous obtenons des résultats tout & fait différents avec notre approche, nous présentons
maintenant notre maniére de traiter les ondelettes. Pour cela nous détaillons tous les
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points clefs de I’algorithme dont I'implantation différe chez nous de I'implantation dans
les algorithmes classiques: 'oracle de subdivision, le calcul de la fonction de visibilité et
le fait de ne pas conserver les liens d’interaction en mémoire au cours de l'algorithme.
Nous présentons aussi les conséquences que ces changements peuvent avoir tout au long
de l'algorithme.

Nous avons implanté et testé tous les algorithmes que nous décrivons dans cette section
sur la plate—forme logicielle Candela [Win 98] de ’équipe ISA au LORIA.

2.3.1 Oracle de subdivision

Contrairement aux approches présentées dans la section précédente, nous ne basons
pas l'oracle de subdivision sur I’erreur commise en calculant les coefficients de propagation
Cij. Nous évaluons directement I'erreur commise sur la fonction de radiosité transmise.
Notre implantation de l'oracle est relativement similaire & celle présentée par Philippe
BEKAERT et Yves D. WILLEMS dans [Bek 96a, Bek 96b].

2.3.1.1 Points de contréle

Pour évaluer ’erreur que I'on commet en calculant la fonction de radiosité, nous uti-
lisons des points de contréle sur la maille réceptrice. L’emplacement de ces points a été
soigneusement choisi, de fagon & fournir une information aussi pertinente que possible
pour le calcul de radiosité. Ce choix a été fait suivant plusieurs critéres:

e La méthode d’approximation et les fonctions de base : les points de controle

ne sont pas les mémes en GALERKIN et en collocation de points. En collocation de
points, on choisit des points de contrdle différents de ceux de collocation. En effet,
on sait déja que P'approximation est optimale sur ces derniers. En GALERKIN les
points de controle doivent &tre différents des points de quadrature pour la méme
raison.
Les valeurs aux coins de la maille réceptrice sont tres représentatives de la qualité
du résultat. Comme les points de quadrature dans la méthode de GALERKIN ne
sont jamais confondus avec les coins de la maille réceptrice, on utilise toujours ces
derniers comme points de controle. Quand cela est possible, on y ajoute le centre
de la maille. Malheureusement ces points font généralement partie des points de
collocation. Dans la méthode de collocation, il faut donc & chaque fois prendre
en compte le type d’ondelettes utilisées pour choisir les points de controle. Les
différentes ondelettes pour la collocation sont décrites dans la section 2.5 (p. 67).
Pour chacune d’elies nous donnons les points de collocation et les points de controle
correspondants.

e La taille du récepteur : pour prendre en compte la taille du récepteur nous avons
introduit la possibilité d’ajouter une grille réguliére de points de controle. Deux
paramétres permettent de gérer la taille de cette grille: un nombre maximum de
points suivant chaque direction et une longueur minimale entre deux points. On
utilise toujours le critére générant le moins de points pour ne pas trop augmenter le
temps de calcul.
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e la forme du récepteur : des points de controle supplémentaires peuvent étre ajou-
tés dans le cas de supports complexes. Pour des supports non plans les points de
controdle classiques peuvent s’avérer insuffisants pour tester toutes les directions vues
par la surface. Sur la figure 2.4 on voit que des points qui sont pertinents sur un
carré ne le sont plus du tout sur un cylindre. Dans le chapitre 3 (p. 83) nous dé-
crivons comment nous gérons certaines surfaces complexes. Nous présentons alors
comment nous avons fait pour ajouter automatiquement des points de contréle aux
endroits ou cela s’avére nécessaire.

4 L . Face non téstée par les

points de contréle 4 points de contrdle
—_—

définis par (r, 0)

FiG. 2.4 — Passage des points de contrdles sur un carré auz points de contréle correspon-
dants sur un cylindre.

2.3.1.2 Calcul de 'erreur

Une fois la grille de points de controle choisie, on procéde au calcul de I'erreur locale.
Pour cela nous évaluons deux valeurs de la radiosité en chacun de ces points.

La premiére valeur est calculée en utilisant les coefficients C;; (définis dans la sec-
tion 2.2.1 (p. 44)) qui sont les coefficients d’interaction entre les fonctions ¢; et ¢; res-
pectivement sur la maille émettrice e et sur la maille réceptrice . Définissons maintenant
les coefficients C’ij comme l’approximation numérique des coefficients Cj ;. Cette approxi-
mation est calculée au moyen de quadratures. L’approximation numérique de la radiosité
émise depuis e vers le point x de r est égale a:

Be—)r(x) =p Z(Z éi,jai)¢j (CE)

Cette valeur de radiosité représente I’approximation de la radiosité que ’on transmettrait
depuis la maille e vers le point = de la maille 7 si on effectuait 'interaction & ces niveaux
de précision.

La deuxiéme valeur est calculée en utilisant un calcul de quadrature sur I’émetteur.
Si la fonction représentant la radiosité & émettre depuis la maille e au niveau courant de
précision est égale & B.(y) = Y, ai¢(y), on peut calculer directement une valeur de la
radiosité transmise depuis e vers un point x de la maille réceptrice r de la fagon suivante:

Be—)z = Z ka(xayk)Be(yk)
k
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ou les y, sont les points de quadrature sur la surface émettrice et les wy sont les poids
associés. La valeur B,_,, peut étre considérée comme la valeur « exacte » de la radiosité
transmise vers le point = depuis la surface e.

Pour effectuer le calcul de 'erreur nous utilisons ensuite les valeurs du résidu

F(z) = ,Be%r(x) - Be—%m{

sur chaque point de contréle. Dans le logiciel Candela, nous avons la possibilité de calculer
les différentes normes £1,L£s et Lo 3 partir de ces valeurs du résidu. Nos essais avec ces
différentes normes nous ont conduit aux mémes conclusions que Marc STAMMINGER, et
al. dans [Sta 97b]: elles ont quasiment la méme efficacité mais un probléme se pose avec
la norme L, au niveau des intersections entre deux surfaces. Il est nécessaire, pour cette
norme, de définir une taille de maille minimale & ne pas dépasser lors des subdivisions.

2.3.1.3 Prise en compte du niveau de précision courant pour la fonction émet-
trice

Dans un algorithme hiérarchique la fonction émettrice existe & plusieurs niveaux de
précision. L’oracle de subdivision utilise le niveau de précision courant pour faire son
calcul d’erreur. Pour encore affiner la précision de 1’oracle, nous avons cherché a prendre
en compte l’erreur due au fait qu’on n’utilise pas toujours la représentation la plus précise
de la fonction qui émet lors du calcul d’une interaction.

Notre amélioration consiste & pondérer I’erreur évaluée sur la grille de test au moyen de
la différence d’énergie qui existe entre la représentation de la fonction au niveau courant
et celle au niveau le plus détaillé:

d= / |Bcourant(x) - Bdétaillé (il))'dil?
support

On peut évaluer cette différence de fagon exacte car nous avons une représentation fonc-
tionnelle de B 4 tous les niveaux de détail grace aux bases d’ondelettes. Cette différence
d’énergie divisée par 1’énergie du niveau courant donne un nombre D qui tend vers 0
quand la fonction au niveau courant se rapproche de la fonction au niveau le plus détaillé.
Pour pondérer ’erreur, on la multiplie par 1 + D.

La figure 2.5 montre I’effet d’une telle pondération. La grande surface verticale du fond
n’est éclairée que par la réflexion de la lumiére sur la surface horizontale en bas de I'image.
La lumiére sur cette derniére subit de fortes variations & cause de la surface rouge qui
occulte en partie la source lumineuse. On voit sur la figure 2.5(a) que la fonction émettrice
a été moins bien prise en compte que dans la figure 2.5(b) ot nous avons utilisé notre
amélioration.

Les erreurs sur la figure 2.5(a) (et moins fortement sur la figure 2.5(b)) sont princi-
palement dues au fait que les points de quadrature tombent de fagon désordonnée dans
des zones sombres ou éclairées de la surface du bas. Les coefficients C;; ainsi calculés
ne peuvent pas assurer la continuité de la fonction sur le récepteur. La seule facon pour
corriger efficacement ces erreurs de discrétisation est d’affiner le calcul aux endroits ou
cela s’avére nécessaire. Notre implantation est une trés bonne heuristique pour déceler ces
endroits. '
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(a) Sans pondération (b) Avec pondération

F1G. 2.5 — Effet de la prise en compte de la validité de la fonction émettrice.

Notre amélioration engendre plus de calculs puisqu’elle tend & augmenter la valeur
de lerreur que ’on teste. Sur 'exemple précédent, le nombre de propagations nécessaires
pour le calcul avec pondération est de 30 % supérieur au nombre de propagations pour
le calcul sans pondération. Le temps de calcul avec pondération est lui aussi de 30 %
supérieur au temps de calcul sans pondération. Cependant d’aprés notre expérience, cette
amélioration permet de concentrer les calculs 14 ou il y en a le plus besoin. Nous avons
constaté que le gain en qualité est plus important avec cette amélioration que quand on
impose de fagon générale un critére plus sévére a ’oracle de subdivision. Il est impossible de
mesurer numériquement I’avantage d’une telle amélioration mais elle a donné des résultats
de meilleure qualité en un temps plus rapide sur la plupart de nos tests.

2.3.1.4 Choix de la maille a subdiviser

Nous avons aussi travaillé sur le choix de la maille & subdiviser dans le cas ot I'oracle
décide de ne pas propager la radiosité.

Généralement, quand 'oracle conclut & la nécessité de subdiviser une interaction, on
choisit la maille de plus grande aire pour la subdiviser en premier. Nous avons remarqué
que ce processus pouvait pénaliser ’algorithme de radiosité et que le choix de la maille la
plus grande n’était pas toujours le meilleur. En effet, prenons ’exemple trés simple de la
figure 2.6. Si on effectue un changement d’échelle sur la surface émettrice e il est naturel
que l'illumination sur la surface réceptrice r reste la méme. Si on utilise la méthode
que 'on vient de décrire pour choisir la maille & subdiviser lors du calcul de I'interaction
entre e et r, on n’obtiendra pas le méme résultat dans le cas d’'un émetteur de petite
taille (figure 2.6(a)) et dans le cas d’un émetteur de grande taille (figure 2.6(b)). Dans ce
dernier cas I’émetteur devra étre beaucoup subdivisé avant que I’algorithme ne permette
d’atteindre une subdivision adéquate sur le récepteur. En reprenant cet exemple avec
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/ émetteur "e
objet occul’cam\
Hllumination identique ’

récepteur "r'———

a) émetteur de petite taille b) émetteur de grande taille

F1G. 2.6 — Effet de la mise a I’échelle d’un émetteur

d’autres mises & ’échelle on peut déduire qu’il existe une configuration optimale pour
laquelle les subdivisions sur e et r sont les plus efficaces pour calculer I'interaction. Il
ressort de cet exemple que ce n’est pas toujours la maille de plus grande aire qu’il faut
subdiviser en premier.

Afin d’éviter ce genre de subdivisions systématiques nous avons introduit un poids
aléatoire pour pondérer les aires des deux mailles qui interagissent. Le choix se fait en
utilisant 'algorithme 4.

Algorithme 4 Choix de la maille & subdiviser
ENTREES: Maille e,r

SORTIES: Maille résultat
: Réel p = nombre au hasard € [0,1]

si e.aire X p > r.aire x (1 — p) alors
retourne ¢

sinon
retourne r

@ ¢

: fin si

Dans la pratique, cette amélioration a réduit le temps de calcul de 20 & 30 % sur toutes
nos scenes de test.

2.3.1.5 Algorithme

L’algorithme qui correspond & notre implantation de ’oracle de subdivision est résumé
dans ses grandes lignes sur I’algorithme 5. Le choix de la maille & subdiviser n’a pas été
introduit dans cet algorithme pour simplifier la compréhension. En pratique, ce choix est
généralement fait directement dans la fonction oracle. D’ailleurs nous I’avons introduit &
cet endroit dans Candela en utilisant ’algorithme 4.
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Algorithme 5 Oracle de subdivision

ENTREES: Maille e,r

SORTIES: Booléen résultat

: Réel Cy; = approzimation(f. [, ¢:(y)$;(z) K (z,y)dydz)

: pour tout F; points de contrdle faire
Réel Ber(By) = p 30;(22; Ciyeu) 65()
Réel Bep, = )4 ka(:Pia'yk)Be(yk)
Réel 6; = |Beeyr(P;) — Beoy|

fin pour

Réel £, = ”(Sznn

si £, > € alors
retourne Faux

: sinon

—t
o

retourne Vral

[eay
oy

: fin si

—
o]

2.3.2 Intégrer la visibilité
2.3.2.1 Principe général

Notre facon de traiter la visibilité est fondamentalement différente des approches clas-
siques antérieures. Nous calculons autant de requétes de visibilité que nous en avons besoin
sans chercher & faire une approximation globale de la fonction de visibilité. En fait, chaque
fois que nous évaluons le noyau K (z,y) entre deux points, nous calculons aussi la fonction
de visibilité V(z,y) entre ces deux points. Nous utilisons ensuite cette valeur de la fonc-
tion de visibilité directement dans le calcul du noyau telle qu’elle apparait dans 1’équation
initiale 1.4. Ainsi, si z et y ne se voient pas, V(z,y) = 0 et on a aussi K(z,y) = 0.

En conséquence, la visibilité ne requiert pas de traitement spécial dans notre implan-
tation. Les valeurs locales du noyau intégrent déja toutes les informations de visibilité
disponibles dans la scéne.

Cette approche suppose que nous effectuons le calcul d’une requéte de visibilité pour
chaque évaluation du noyau K (z,y). Le nombre de fois qu’il est nécessaire d’évaluer K (z,y)
est trés important car ce noyau fournit une information locale entre deux points alors
que Valgorithme de radiosité a besoin d’informations plus globales entre deux surfaces.
L’utilisation de calculs de quadrature permet de passer efficacement de ces informations
locales (ou « ponctuelles ») aux informations surfaciques nécessaires. Quand on utilise
des fonctions ondelettes de moment m, on estime généralement qu’il faut m? points de
quadrature pour passer convenablement des informations locales & l'information sur toute
une maille. Dans le cas du calcul d’interaction entre deux mailles, le nombre de fois qu’il
est nécessaire d’évaluer le noyau est donc de 1'ordre de m*. Notre approche implique donc
que 'on évalue en moyenne m* requétes de visibilité pour chaque interaction entre deux
mailles.
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Sur des scénes de taille importante, une telle approche serait tout a fait impossible
a envisager avec les algorithmes antérieurs de calcul de visibilité. Lancer des rayons a
travers une scéne de grande taille cotite trés cher en temps de calcul méme si on utilise des
structures spatiales pour accélérer la traversée. Ainsi, envisager de lancer de 'ordre de m*
rayons pour chaque interaction entre deux mailles de la scéne est tout & fait impossible
avec les capacités actuelles des ordinateurs.

Laurent ALONSO et Nicolas HOLZSCHUCH ont développé dans Candela un nouvel al-
gorithme de visibilité qui permet de faire trés rapidement énormément de requétes entre
deux surfaces [Alo 99]. Cet algorithme est une implantation hybride utilisant & la fois le
matériel graphique et des heuristiques logicielles. Le matériel graphique (des cartes gra-
phiques de hautes performances) est utilisé pour calculer plusieurs bitmaps qui permettent
par interpolation de répondre & toutes les requétes de visibilité extrémement rapidement
une fois qu’elles sont calculées. Les heuristiques logicielles permettent de vérifier la fiabilité
du résultat renvoyé par les bitmaps. A chaque fois que ce résultat n’est pas certain, on
revient & des méthodes de lancé de rayons pour connaitre la visibilité. Notre algorithme de
visibilité donne des résultats trés fiables de fagon extrémement rapide. De plus, le goulot
d’étranglement d’un tel algorithme n’est pas l'interrogation des bitmaps mais le calcul de
ces derniéres. Il est donc avantageux de les interroger un maximum une fois qu’elles sont
créées.

Avec cette implantation du calcul de visibilité, le fait d’effectuer autant de requétes
de visibilité que de calculs du noyau est parfaitement envisageable. Nous avons pu tester
notre algorithme sur des scénes de trés grande taille (de ’ordre de 1000000 de polygones
en entrée) sans que le calcul de visibilité soit un obstacle majeur.

Sur des scénes de petite taille (de 'ordre de quelques milliers de polygones en entrée)
il est tout & fait possible d’utiliser un algorithme classique de visibilité pour répondre aux
m? requétes par interaction et notre algorithme s’applique donc sans probléme.

2.3.2.2 Amélioration de ’efficacité pour ’oracle

e Un test sans visibilité: lors du calcul de 'oracle, on doit évaluer les coefficients
de transfert ainsi que des valeurs de transfert sur tous les points de test. Ces calculs
représentent énormément d’évaluations du noyau et donc énormément d’évaluations
de la visibilité. Malgré Palgorithme que nous venons de décrire pour accélérer les
calculs de visibilité, il peut étre intéressant de ne pas toujours prendre en compte la
visibilité dans l’oracle de subdivision.

En effet, lors d’une interaction, la fonction de radiosité transmise peut présenter
des variations qui ne sont pas seulement dues aux changements dans la fonction
de visibilité. Ces variations viennent de la configuration géométrique entre les deux
objets qui interagissent : les points les plus éloignés de la surface émettrice regoivent
moins d’énergie que les points les plus proches. Ces variations peuvent & elles seules
engendrer la nécessité d’évaluer l'interaction & un niveau de subdivisions plus fin.

Pour permettre de ne pas calculer systématiquement la visibilité dans le calcul de
’oracle, nous pouvons dans notre implantation demander & ’oracle de toujours faire
un premier test sans prendre en compte la visibilité. Si ce test conclut & la nécessité
de subdiviser 'interaction, on effectue cette subdivision sans autre vérification. Par
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contre, si le test ne conclut pas a la nécessité de subdiviser, on le refait en incluant
la visibilité dans les calculs.

Bien que cet algorithme donne généralement de trés bon résultats, il peut aussi
pénaliser le calcul. En effet, considérons 1’exemple de la figure 2.7(a) ot une source
de lumiére ponctuelle puissante éclaire deux surfaces dont une cache une partie de
l'autre. On voit sur la figure 2.7(a) que la surface du bas est trés découpée dans
une zone totalement non éclairée. Ce découpage est intervenu car ’oracle a conclu
a la nécessité de subdiviser l'interaction avant de faire des tests de visibilité. Sur
la figure 2.7(b), les tests de visibilité ont été effectués a chaque fois et I'oracle a
ainsi permis de détecter la zone sombre ou il n’a pas été nécessaire de subdiviser
I’interaction.

(a) Sans visibilité (b) Avec visibilité

Fi1G. 2.7 — Maillage due a la prise en compte de la visibilité dans [’oracle.

Il est impossible de donner une régle générale pour savoir s’il faut ou s’il ne faut pas
utiliser cet algorithme pour accélérer les calculs. Cependant, notre expérience nous a
montré que cet algorithme est toujours trés efficace pour les interactions secondaires
(aprés la propagation de 1’énergie correspondant aux sources lumineuses). Pour le
cas de l'illumination directe (propagation de I'énergie correspondant aux sources
lumineuses), la seule solution pour savoir si on doit utiliser cette amélioration est
de faire des tests ou de connaitre a priori la configuration de la scéne que I'on veut
éclairer.

e Augmentation du nombre de points de quadrature sur I’émetteur en cas
de problémes de visibilité. Le calcul des coefficients Cj; est toujours le résultat
de I’évaluation d’une intégrale non triviale. Pour faire une approximation numérique
de ce genre d’intégrale, on est obligé de recourir & des techniques de discrétisation.
Lorsque des problémes de visibilité interférent dans le calcul des coefficients d’in-
teraction, cette discrétisation peut générer des artefacts visuellement trés génants
comme on peut le remarquer sur la figure 2.8(a). L’apparition de bandes lumineuses
correspond au passage d’un point de la discrétisation d’une zone visible & une zone
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invisible.

(a) n fixe (30s) (b) n variable (60s) (c) n fixe (80s)

F1G. 2.8 — Effet de l’augmentation du nombre de points de quadrature (n) en cas d’erreur
de visibilité.

Pour corriger ce phénomeéne, la seule solution est d’augmenter la précision des cal-
culs, soit en utilisant les limites de visibilité ! directement dans les calculs d’inter-
action, soit en augmentant le nombre de points dans la discrétisation. Nous avons
implanté dans Candela une nouvelle approche basée sur cette derniére solution.
Lorsque nous détectons un probléme de visibilité dans un calcul d’interaction nous
refaisons automatiquement ce calcul en augmentant le nombre de points de quadra-
ture sur ’émetteur. Nous considérons qu’un calcul d’interaction a un probléme de
visibilité si toutes les requétes de visibilité, faites lors de ’évaluation de cette inter-
action ou lors de ’évaluation de la grille de test, ne sont pas identiques. Le nombre
de points de quadrature que nous ajoutons peut étre changé dans un fichier de confi-
guration. Nous avons remarqué qu’en ajoutant le minimum, c’est-a-dire en ajoutant
un point suivant chaque direction, on obtient des résultats tout a fait convaincants
pour un minimum de calculs supplémentaires.

Cette heuristique augmente la quantité de travail a effectuer. Il est normal de remar-
quer sur les figures 2.8(a) et 2.8(b) que si on garde la méme erreur locale sans et avec
cette amélioration, le temps de calcul est plus long dans le dernier cas, mais la qua-
lité est aussi nettement meilleure dans ce cas. De plus en diminuant I’erreur locale
autorisée pour le calcul sans notre amélioration on remarque sur la figure 2.8(c) que
le temps dépasse celui des deux cas précédents sans améliorer réellement le résultat
visuel.

En conclusion, notre amélioration permet d’augmenter la précision des résultats, en
affinant les calculs aux endroits ou la solution en a le plus besoin.

2.3.3 Algorithmes de radiosité sans liens d’interaction

Nous avons vu dans cette section (2.2.3 (p. 51)) que la consommation mémoire était un
des problémes majeurs des algorithmes de radiosité & base d’ondelettes. Cette consomma-

tion mémoire est principalement due a la sauvegarde des liens d’interaction tout au long
du calcul. Pour réduire I'impact de la consommation mémoire sur notre algorithme de

11. La détection des limites de visibilité correspond & un travail sur le maillage de discontinuité que
nous effectuons actuellement au sein de ’équipe ISA.
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radiosité, nous avons décidé de ne pas conserver les liens en mémoire au cours des calculs.
Cette particularité de notre algorithme a été présentée et étudiée par Slimane MERZOUK
et Christophe WINKLER dans leur thése respective [Mer 97, Win 98].

Le fait de ne pas conserver les liens d’interaction en mémoire permet de faire ’équilibre
entre le temps de calcul et la mémoire utilisée. En ne conservant pas les liens, on gagne de
la place en mémoire, mais toute 'information qui n’est plus conservée en mémoire devra
tre recalculée a chaque fois qu’on en aura besoin au cours de 'algorithme. Dans leur
article [Sta 98], Marc STAMMINGER et al. ont aussi présenté une approche pour ne pas
conserver les liens d’interaction en mémoire dans un algorithme de radiosité hiérarchique.
[Is ont démontré que I'impact sur le temps de calcul était négligeable par rapport au gain
au niveau de la place gagnée en mémoire car les liens sont trés rarement réutilisés au cours
d’un algorithme de radiosité hiérarchique.

Notre implantation est étendue au cas des algorithmes de radiosité & base d’ondelettes.
Le choix d’un tel algorithme a aussi des conséquences sur la structure de I’algorithme. La
principale de ces conséquences réside dans le choix entre les méthodes de gathering et de
shooting (voir 1.4 (p. 31)).

e La méthode de gathering calcule toute ’énergie transmise depuis chacune des sur-
faces de la scéne vers toutes les autres a chaque itération de ’algorithme. Ainsi, tous
les liens d’interaction sont utilisés au cours de chaque itération.

e La méthode de shooting calcule ’énergie qu’il reste & transmettre depuis la surface la
plus énergétique (au sens de I’énergie qu’elle n’a pas encore transmise) vers toutes les
autres surfaces de la scéne. Au cours d’'une itération donnée de l'algorithme, seuls
les liens entre la surface émettrice et les autres surfaces de la scéne sont utilisés.
Aprés ce calcul, la surface émettrice est replacée en queue de la liste des surfaces
qui doivent émettre et les liens ne seront réutilisés que lorsque cette surface sera
revenue en téte de cette liste.

Les deux points précédents montrent que faire le choix de ne pas conserver les liens en
mémoire est beaucoup plus cohérent si on choisit aussi d’'utiliser un algorithme de shooting
plutdét qu’un algorithme de gathering. Mais ’avantage cumulé du shooting et de la non
conservation des liens ne s’arréte pas a ce simple constat sur les surfaces qui interagissent au
cours d’une itération. Il existe aussi 4 un niveau plus fin dans la représentation hiérarchique
des interactions.

e Avec la méthode de gathering, la distribution de ’énergie transportée le long des
liens d’interaction ne varie pas beaucoup d’une itération a 'autre. En effet, I’énergie
transportée d’un point & un autre de la scéne n’augmente que grace a lapport
énergétique recu sur I’émetteur au cours des itérations précédentes. En conséquence,
le niveau de subdivisions nécessaires pour calculer ’interaction est toujours au moins
aussi fin que le niveau déja calculé lors des itérations précédentes. Il est alors trés
intéressant de pouvoir repartir des liens précédents pour les réutiliser a cette itération
en les affinant si nécessaire.

e Avec la méthode de shooting, I’énergie transportée le long des liens d’interaction
n’est que ’énergie qui n’a pas encore été transmise au cours des itérations précé-
dentes. Ainsi, la distribution de I’énergie transportée varie de fagon trés significative
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d’une itération & ’autre pour une méme surface émettrice. La part de I’énergie non
encore transmise peut indifferemment étre plus importante ou moins importante
que lors d’une itération antérieure. En conséquence, il est impossible de prédire le
niveau de subdivisions des liens qu’il sera nécessaire d’utiliser & un moment donné
de I'algorithme. Les liens calculés lors des itérations antérieures ne peuvent pas étre
réutilisés simplement pour évaluer P’interaction courante.

Cette analyse montre que si on choisit d’utiliser un algorithme de shooting plutot
qu’un algorithme de gathering il est aussi plus intéressant de ne pas conserver les liens
d’interaction en mémoire. En effet, I'information qui serait alors conservée en mémoire
n’aurait que trés peu de chance d’étre réutilisée au cours de I’algorithme & part pour les
premiers niveaux de subdivisions.

2.4 Bases d’ondelettes

Notre implantation de ’algorithme de radiosité & base d’ondelettes utilise tous les
points détaillés dans la section précédente 2.3 (p. 51). Nous avons utilisé cette implantation
pour faire une comparaison de différentes bases d’ondelettes

Les fonctions de base différent suivant le mode de résolution de ’équation de radiosité.
Nous disposons donc de deux familles de bases, une pour la méthode de GALERKIN et
I'autre pour la méthode de collocation de points.

2.4.1 Ondelettes pour la méthode de GALERKIN

Pour la méthode de GALERKIN, nous avons décidé d’utiliser les bases d’ondelettes mul-
tiples (M) présentées dans la version originale de la radiosité a base d’ondelettes [Gor 93].

Ces bases sont construites & partir des polynémes de LEGENDRE P, (z) de degrés n.
Les polyndmes de LEGENDRE ont la propriété d’étre orthogonaux (par rapport au produit
scalaire intégral) sur l'intervalle [—1,1]. Ils sont obtenus par la formule de récurrence
suivante :

Pl(.'L') = X
(n+1)Poyi(z) = (2n+ 1)z Py(z) — nPy1(z).

Et leur forme normalisée est :

Pu(w) = y[n+ 3 Puo).

Pour optimiser les calculs, nous avons normalisé et paramétré chaque surface de la
scéne en (u,v) € [0,1]%. En posant z = 2u — 1 et en normalisant le résultat, on crée une
base de fonctions orthonormales sur Pintervalle [0,1]:

/01 Py(u) P;(u) du = { Lsie=j. (2.2)

0 sinon.
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Dans notre implantation, nous nous sommes limités aux quatre premiéres bases pour
n € {0,1,2,3}. Les figures 2.9, 2.10, 2.11 et 2.12 illustrent les différentes fonctions formant
les bases orthonormées constantes (1 fonction & partir du polynéme Fy), bi-linéaires (4 =
3 + 1 fonctions, polynémes P, et P;), bi-quadratiques (9 = 4 + 5 fonctions, polynomes
Py, P, et P,) et bi—cubiques (16 = 9 + 7 fonctions, polynémes Py, Py, P, et P3) que nous
utilisons sur des supports normalisés carrés. Ces fonctions sont construites a partir du
produit (en u et v) des polynémes de LEGENDRE suivants:

Po(U) = 1,
Pi(u) = V3 (2u - 1), (2.3)
Py(u) = v/5 (6u? — 6u + 1), '

P3(u) = /7 (20u® — 30u? + 12u — 1).

Ce qui donne comme expression pour les fonctions ondelettes multiples en deux di-
mensions :

M (u,0) = Bi(u) P{v). (2.4)

(a) Mio(u,v) (b) Mo1{u,v) (c) Mi1(u,w)

FiG. 2.10 — Polynémes de LEGENDRE bi-linéaires.

En utilisant l’équation 2.2, on montre simplement que les fonctions ondelettes multiples
en dimension deux forment une base orthonormale qui vérifie donc:

1 ol o o
/ / M (u,w) My (u,w) dudy = { lsii=Fketj=1L
0 J0

0 sinon.



64 Chapitre 2. Algorithme de radiosité a base d’ondelettes

(d) Miz(u,v) (e) Maa(u,w)

F1a. 2.11 — Polyndmes de LEGENDRE bi—quadratiques.

La base bi-linéaire est formée par {Mogo,M19,Mo1,M11}, la base bi-quadratique re-
prend les 4 polynomes précédents plus { Mag, M2, Ma1,Mi2,Mas} et la base bi-cubique
se compose de {Msg,Mos,Ma31,Mi3,M32,Ma3,M33} et des 9 polyndmes précédents.

Sur des supports triangulaires (triangles rectangles), la base orthonormale de poly-
nomes vérifie:

0 sinon.

/01/01—u Mij(u,w) My (u,v) dudv = { 3 8i (i.7) = (K1), (2.5)

2.4.2 Bases pour la méthode de collocation de points

La méthode de collocation nécessite des fonctions qui prennent la valeur 1 en un point
de collocation et 0 sur tous les autres points. Pour répondre a ce besoin, nous utilisons
les polynémes de LAGRANGE. Un polyndéme de LAGRANGE L, (z) de degrés n est une
fonction qui passe par n+ 1 points connus (z;,3:), ¢ € [0,n]. L’expression générale d'un tel
polyndme est la suivante:

L) =3 w (& = @) (& = 2-1)(2 = Ziw1) - (@ — @) (2.6)

7 (= m0) (@i = %) (30 = Tigr) -+ (35 — )

Si on applique ce principe en deux dimensions sur des supports normalisés, on obtient
comme base constante N1(u,v) = Lo(u)Lo(v) = 1, fonction identique & Moo(w,v) illustrée
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(a) Mgo(u,’v)

I a5 P e e S
g R e vy 2>

(d) Mis(uw) (e) Ma2(u,v) (£) Mas(u,w)

=TT ]

(&) Mss(uw)

F1G. 2.12 — Polyndmes de LEGENDRE bi—cubiques.

par la figure 2.9. Cette base d’ondelettes correspond & la base de HAAR aussi utilisée dans
la méthode de radiosité hiérarchique classique [Han 91].
La base bi-linéaire (figure 2.13) s’exprime en fonction des 4 polyndmes:

(uw) = (1-u)(l-v),
NDww) = u(l—w),
(u,) (1—u)v,
(uw) = uw,
ol NQS’t) (u,v) représente la fonction bi-linéaire qui est égale & 1 au point (v = s,v =t) et &

0 pour les autres points de collocation (soit (u = s,u = s), (u = t,v = t) et (u = t,v = s)).
Les points de collocation sont choisis de facon a former une grille réguliére de taille n x n
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ou n est 'ordre des polynémes de LAGRANGE utilisés.

F1G. 2.13 — Base linéaire de polynéomes de LAGRANGE.

La base de collocation bi-quadratique (figure 2.14) que nous utilisons est décrite par
les 9 polyndmes:

NPOuw) = (1 —u)(1—2u) (1= v)(1 - 20)
N up) = du(l —u) (1 - v)(1 - 20)
N up) = —u(l —2u) (1 —v)(1 - 20)
Nz(o,%)(u’,u) = (1 —u)(1—2u)dv(l —v)
Néé’%)(u,v) = 4u(l —u)dv(l —v)
Ng(l,%)(u,v) = —u(l—2u)4v(l —v)

N uw) = (1 —u)(1 - 2u)v(l - 20)
/\/3(%’1) (uw) = —du(l—v)v(l - 2)

NPV (ww) = wu(l - 2u)v(l — 20),
qui prennent respectivement la valeur 1 aux points (0,0), (3,0), (1,0), (0,3), (%,%),
(1,3), (0,1), (3,1) et (1,1).
Pour des supports normalisés a formes triangulaires, la base bi-linéaire est engendrée
par trois polyndmes {NQ(O’O) ,Nz(l’o) ,/\/'2(0’1)} et la base bi—quadratique est composée des cing
fonctions {NOO ALY A10) Ar02) prO0y
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|
i

(g) N (u,v) () MY () 1) N (0)

F1G. 2.14 — Base de polynémes de LAGRANGE quadratique.

2.5 Comparaison de différentes bases

Dans cette section, nous présentons les résultats expérimentaux obtenus lors des com-
paraisons que nous avons effectuées entre les différentes bases d’ondelettes. Nous avons
divisé cette présentation en trois sections. Dans la premiére nous décrivons le protocole
expérimental que nous avons utilisé lors de nos tests. Dans la deuxiéme nous exposons
nos résultats. La derniére section nous permettra de faire une étude de ces résultats et de
les comparer aux résultats des études précédentes.
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2.5.1 Protocole expérimental

2.5.1.1 Bases d’ondelettes

Comme nous venons de le voir, nous disposons dans Candela d’un grand nombre de
bases d’ondelettes différentes. Les tests que nous avons menés sur ces bases ont donné des
résultats trés similaires avec les méthodes de GALERKIN et de collocation. Nous n’avons
pas fait de distinction dans nos résultats entre les deux méthodes. Nous avons préféré
focaliser notre étude sur les différences qui apparaissent quand on change l'ordre des
fonctions de base. Nous présentons ici les résultats obtenus avec les ondelettes multiples
(GALERKIN) M; (HAAR = constant), M, (linéaire) et M3 (quadratique).

Nous n’avons pas implanté dans Candela les bases d’ondelettes connues sous le noms
de « flatlets » (F,). Les fonctions utilisées pour ces bases sont des fonctions constantes
par morceaux. Méme si ces fonctions peuvent étre d’ordre quelconque, elles ne donneront
jamais une meilleure approximation que la base de HAAR avec plus de subdivisions.
Notre but principal étant d’obtenir la meilleure approximation possible de la fonction
de radiosité, nous avons préféré concentrer nos recherches sur des bases offrant plus de
continuité dans les résultats.

2.5.1.2 Scénes de test

Pour tester I'efficacité des différentes bases d’ondelettes, nous les avons utilisées les
unes apres les autres sur plusieurs scénes de tests. Les quatre scénes que nous avons
utilisées ont été choisies car elles couvrent la grande majorité des configurations que I'on
peut retrouver lors de simulations de propagation de la lumiére.

La scéne du bloqueur: elle a
pour but de vérifier lefficacité des
bases d’ondelettes pour approcher de
fortes discontinuités dues a des chan-
gements de visibilité.

La scéne du bloqueur est repré-
sentée sur la figure 2.15. Une surface
éclairante est placée au dessus d’une
surface jouant le role de bloqueur elle
méme au dessus d’une plus grande
surfaces réceptrice. Les surfaces sont
placées de telle fagon que 'ombre sur
la surface réceptrice n’est pas paral-
léle & ses bords.

Ce que I'on cherche a obtenir sur
cette scéne, c’est une ombre aussi pré-
cise que possible sur la surface réceptrice et avec un minimum d’artefacts. La profondeur
des subdivisions nécessaire pour atteindre une bonne approximation sera un critére im-
portant d’efficacité pour ce test.

F1G. 2.15 — Scéne du blogueur
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La scéne du tube: elle a pour but de vérifier I'efficacité des bases d’ondelettes lors
de la propagation de la lumiére et plus particuliérement lors des propagations secondaires.

La scéne du tube est représentée sur
la figure 2.16. Une surface éclairante est
placée au bas d’un tube 5 fois plus haut que
large. La lumiére se propage depuis cette
surface le long du tube. Vu la hauteur du
tube, le haut de ce dernier n’est éclairé que
part les réflexions secondaires le long de ses
bords.

Ce que I'on cherche & obtenir sur cette
scéne, c’est un éclairage trés continu et trés
« propre » méme au niveau du sommet du
tube. L’apparition de discontinuités dues a
la grande différence d’énergie entre les pre- FIG. 2.16 — Scéne du tube
miéres propagations et les suivantes doit
étre évitée au maximum.

La scéne de la salle & manger : elle
a pour but de vérifier ’efficacité des bases
d’ondelettes sur une scéne de complexité
modeste mais regroupant tous les phéno-
ménes difficiles & simuler : ombres trés mar-
quées, propagations secondaires importan-
tes, grandes surfaces éclairantes (les murs).

La scéne de la salle 4 manger est repré-
sentée sur la figure 2.17. Cette scéne propo-
sée par Peter SHIRLEY au 5°™¢ Workshop
sur le rendu'? représente une piéce avec
une table et quatre chaises. Une surface
éclaire toute la scéne depuis le plafond. Des  FiG. 2.17 - Scéne de la salle & manger (402
ombres trés marquées apparaissent sous la surfaces initiales )
table, partie qui n’est éclairée que par les réflexions secondaires. Le sol est la principale
surface permettant d’éclairer (par réflexion) le dessous de la table. Cette surface est rela-
tivement grande, ce qui suppose une subdivision relativement fine pour atteindre un bon
niveau de précision.

Ce que 'on cherche & obtenir sur cette scéne, est une solution globale de trés grande
qualité. Les points importants dans ce test sont : la rapidité de convergence, le nombre de
subdivisions et le nombre de mailles finales.

La scéne de la salle de cours: elle a le méme but que la scéne de la salle & manger
avec une complexité plus grande. Elle ajoute aux difficultés de la scéne précédente une
distribution non réguliére de la géométrie.

La scéne de la salle de cours est représentée sur la figure 2.18. Cette scéne a aussi été
proposée par Shirley. Elle représente une piéce avec une table, 32 chaises et 4 surfaces

12. http://www.cs.utah.edu/"shirley/
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éclairantes au plafond. La particularité de cette scéne est que toutes les chaises ont été
placées de fagon a ne jamais présenter la méme configuration géométrique par rapport au
sol.

Ce que 'on cherche & ob-
tenir sur cette scéne, c’est
a nouveau, une solution glo-
bale de trés grande qualité.
Le point important supplé-
mentaire qu’il faut surveiller,
au cours de ce test, est la
qualité de toutes les ombres
au niveau des pieds des chai-
ses. Bien siir, la qualité des
inter-réflexions, le temps né-
cessaire a la simulation et le
nombre de subdivisions res-
tent des points trés repré-
sentatifs de I'efficacité de I’algorithme et il ne faut pas les négliger.

Autre scénes de test : nous avons utilisé nos fonctions ondelettes sur d’autres scénes
de test issues d’applications du monde réel. Cependant nous souhaitons ici nous concentrer
sur une étude précise de I'impact de 'utilisation des ondelettes d’ordre élevé par rapport
aux fonctions d’ordre moins élevé. Les résultats que nous avons obtenus sur des scénes
beaucoup plus complexes issues d’applications du monde réel sont, quand a eux, présentés
dans le chapitre 4 (p. 137) a la fin de cette thése.

F1G. 2.18 — Scéne de la salle de cours (3153 surfaces ini-
tiales)

2.5.1.3 Visualisaton des résultats

Toutes les images que nous présentons pour illustrer nos résultats ont été obtenues
directement & partir des valeurs issues de nos simulations contrairement & celles présentées
dans la plupart des travaux sur la radiosité. Nous n’avons utilisé aucun post—traitement
pour améliorer I’aspect visuel de nos résultats. Les images représentent exactement la
fonction de radiosité telle qu’elle a été évaluée lors des itérations de I’algorithme.

La continuité visuelle de la fonction n’est due qu’aux subdivisions décidées dans la
fonction oracle et au pouvoir d’approximation propre des fonctions ondelettes d’ordre
élevé. Nous n’avons pas non plus modifié le maillage pour le rééquilibrer et le rendre plus
facile a utiliser lors d’un éventuel lissage du résultat.

Pour afficher nos résultats nous avons utilisé des cartes graphiques. Malheureusement
les cartes actuelles ne peuvent pas afficher des variations de couleurs autres que des varia-
tions linéaires. Les résultats obtenus avec les fonctions ondelettes d’ordre plus élevé que les
fonctions linéaires n’ont donc pas pu étre affichés directement. Pour pouvoir envoyer aux
cartes graphiques des données qui représentent correctement les variations des fonctions
quadratiques (M3 et N3), nous avons décidé de subdiviser chaque maille en quatre (lors de
'utilisation de ces fonctions). Le résultat affiché dans ce cas est donc une approximation
linéaire des variations quadratiques de la fonction de radiosité.

Les derniers tests que nous avons effectués ont montré que cette opération ne permet
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pas toujours de bien profiter du pouvoir d’approximation de fonctions ondelettes quadra-
tiques. Ainsi, certains artefacts ne sont dus qu’au « mauvais » affichage du résultat. Nous
explorons actuellement les possibilités d’un affichage interactif & base d’un lancé de rayons
dans un algorithme paralléle. Cette solution permettra d’afficher exactement la valeur de
la fonction de radiosité quel que soit 'ordre des fonctions de base.

2.5.1.4 Evaluation des erreurs

Afin d’obtenir une erreur numérique lors de nos tests, nous avons commencé par calculer
des solutions de référence pour chaque scéne de test. Chaque solution de référence a
été calculée en utilisant les fonctions ondelettes linéaires et une méthode de GALERKIN
(fonction My). Pour avoir une solution fiable, nous avons fortement augmenté la précision
des calculs aussi bien au niveau du seuil de précision dans l'oracle de subdivision qu’au
niveau de P'aire minimale autorisée pour la subdivision des mailles. Le seuil de Poracle a
été choisi 10 fois plus petit que le plus petit seuil utilisé lors de nos tests et ’aire minimale
a été prise 16 fois plus petite que lors de nos tests. Pour chacune des bases d’ondelettes,
nous avons vérifié que les simulations convergeaient bien vers ces solutions de référence
lorsque 'on augmentait la précision et ce jusqu’a une précision supérieure & toutes les
précisions des résultats que nous exposons.

Pour chaque simulation, nous avons calculé la différence énergétique avec la solution
de référence. Cette différence a pu étre calculée précisément, grace a la représentation
fonctionnelle des deux solutions. La valeur calculée est la suivante:

D= / 1Byof(%) = Bymu()|d @
S

ou S est I'ensemble des surfaces de la scéne, B,.;(z') est la valeur de la fonction de

T . — . o — .
radiosité au point x pour la solution de référence et Byim,( ) la valeur de la fonction
pour la simulation.

Pour toujours avoir une valeur comparable d’une simulation & une autre et d’une scéne
& une autre, nous avons divisé D par 'énergie totale contenue dans la scéne. Nous avons
ainsi obtenu, pour chaque scéne et pour chaque précision, une approximation de erreur
par la formule suivante:

Bre —; - Bsimu _517 d _-'E)
s f
- B

J1Brep(%))d

Nous appelons € I'erreur globale. Une erreur globale de 107! signifie donc que la diffé-
rence énergétique entre la solution de la simulation et la solution de référence représente
10 % de V'énergie totale comprise dans la scéne.

La figure 2.19 montre les différents résultats visuels que nous obtenons pour trois
valeurs de Perreur globale sur la scéne du bloqueur.

D’aprés nos expérimentations, cette mesure de l'erreur est trés cohérente et permet
d’obtenir des résultats visuels comparables pour toutes les scénes. Nous avons notamment
constaté qu'une valeur de 107! de erreur globale donnait toujours un résultat visuel trés
médiocre similaire a celui de la figure 2.19(a). Une valeur de Perreur globale de 1072 donne
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(a) Erreur globale: 107! (b) Erreur globale: 102

(c) Erreur globale: 1072

Fi1G. 2.19 — Résultat d’une simulation avec différentes valeurs de l’erreur globale

toujours un résultat visuel satisfaisant mais sur lequel il reste des artefacts au niveau des
limites d’ombres: voir la figure 2.19(b). Enfin, une valeur de 'erreur globale de 1073
procure toujours un résultat visuel parfait comme le montre la figure 2.19(c).

En fait, nous avons constaté que la meilleure valeur pour I'erreur globale était ap-
proximativement 5.1073. Avec cette valeur, la différence énergétique avec la solution de
référence ne représente que 0.5 % de Iénergie de la scéne et le résultat visuel est trés bon.
Une valeur plus petite suppose que l'on effectue des calculs beaucoup plus précis pour
n’améliorer que faiblement la qualité visuelle de la simulation. Une valeur plus élevée
fournit un résultat on les artefacts sont visibles au premier coup d’ceil.

2.5.1.5 Rapport entre erreur globale et erreur locale

Lors d’un calcul de radiosité, la fonction oracle s’appuie sur un seuil de précision pour
décider de subdiviser ou de ne pas subdiviser une interaction. Ce seuil de précision est
toujours utilisé comme une valeur locale de 'erreur autorisée. C’est-a-dire que si I'erreur
commise au niveau méme de l'interaction est supérieure a ce seuil, on décide de subdiviser.
Ce seuil permet donc d’assurer que, pour chaque interaction, I’erreur commise n’a pas
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dépassé une certaine valeur.

Le calcul d’erreur que nous avons présenté ci—dessus fournit une valeur de lerreur
globale. C’est-a-dire que la valeur de l'erreur que nous testons mesure une différence sur
toute la scéne et non plus de fagon locale sur une interaction. Notre mesure permet donc
de détecter des erreurs dues aux multiples réflexions successives de la lumiére et aussi de
détecter une propagation éventuelle de lerreur au fil des itérations.

Comme le seul paramétre modifiable avant les calculs est le seuil de la fonction oracle,
il est important de connaitre la relation qu’il existe entre U'erreur globale et I’erreur locale.
Nous avons effectué des tests dans ce sens et nos résultats nous ont conduit aux mémes
conclusions que Marc STAMMINGER et al. dans [Sta 98]. Nous avons, en effet, constaté
que l'erreur locale et I'erreur globale étaient fortement corrélées. La figure 2.20 montre
cette corrélation pour les différentes scénes de test utilisées.
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F1G. 2.20 - Erreur globale en fonction de l’erreur locale.

Pour les 4 scénes, on peut remarquer sur les figures 2.20(a,b,c et d) que la progression de
I'erreur globale en fonction de I'erreur locale suit grossiérement une évolution linéaire. Ce
résultat montre qu’agir sur 'erreur locale permet d’agir proportionnellement sur ’erreur
globale et confirme la corrélation entre les deux erreurs.
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2.5.1.6 Détail techniques

Pour toutes nos expérimentations, nous avons utilisé la méme plate-forme logicielle
Candela. Nous avons fait tourner tous nos calculs sur la méme machine une Octane de
SGI avec une cpu a 225 MHz et 256 Mo de RAM.

Afin d’effectuer une comparaison aussi « impartiale » que possible des différentes bases
d’ondelettes, nous avons utilisé un algorithme de visibilité & base de lancé de rayons et non
notre algorithme de visibilité hybride [Alo 99]. L’algorithme de visibilité hybride utilise
beaucoup de temps pour calculer des bitmaps qui sont ensuite partagées pour effectuer
différentes requétes de visibilité. Le temps nécessaire pour effectuer les requétes sur les
bitmaps est négligeable par rapport au temps de création de ces bitmaps. Cet algorithme
a donc tendance & avantager les méthodes de résolution nécessitant plus de requétes de
visibilité. C’est justement le cas des algorithmes & base d’ondelettes ou le nombre de
requétes est d’autant plus important que I'ordre de fonctions utilisées est élevé.

2.5.2 Résultats
2.5.2.1 Comparaison visuelle des trois bases d’ondelettes

Le premier test que nous avons effectué avait pour objectif de voir si utilisation
d’ondelettes d’ordre élevé donnaient un résultat visuel de meilleure qualité que les bases
d’ordre moins élevé. Dans leur étude expérimentale [Wil 97a], Andrew WILLMOTT et Paul
HECKBERT avaient conclu que les ondelettes d’ordre élevé étaient incapables de fournir
un bon résultat visuel au niveau des limites d’ombres. Or, la représentation correcte des
limites d’ombres a beaucoup d’importance quand on veut faire de la synthése d’images,
car la netteté de ces zones a un trés gros impact sur 'impression visuelle générale obtenue
lors de laffichage.

Nos premiéres expériences ont donc été focalisées sur ce point. Pour ’étudier nous
avons utilisé la scéne du bloqueur ot une lampe surfacique éclaire une grande surface avec
un bloqueur placé entre les deux et projetant son ombre sur la surface illuminée. Cette
scéne est trés bien adaptée au test que nous voulons effectuer car I’éclairage de la surface du
bas se découpe suivant trois zones. Une zone totalement illuminée, une zone de pénombre
et une zone totalement sombre. Les limites entre ces zones ne sont pas alignées suivant
les axes de la surface et elles correspondent exactement aux limites d’ombres difficiles &
approcher avec une représentation fonctionnelle.

Nous avons comparé le comportement des trois bases d’ondelettes sur cette scéne. Pour
cela, nous avons effectué une simulation ne comportant qu’une itération de 'algorithme,
c’est-a-dire que seule la source surfacique a transmis son énergie vers le reste de la scéne.
Pour avoir des résultats comparables, nous nous sommes arrangés pour que le temps de
la simulation soit exactement le méme dans les trois cas (66 s).

La figure 2.21 montre le résultat obtenu en calculant la radiosité avec chacune des trois
bases d’ondelettes ainsi que le maillage associé & chaque calcul. Deux éléments importants
sautent aux yeux en observant ces images:

e le résultat visuel brut est nettement plus continu et donc plus satisfaisant avec les
fonctions linéaires et quadratiques qu’avec la base de HAAR.
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(¢) Quadratique

F1G. 2.21 — Comparaison visuelle de nos trois bases d’ondelettes

e plus les fonctions ondelettes sont d’ordre élevé, plus la solution obtenue est com-
pacte. C’est-a-dire que le maillage est d’autant moins fin que les fonctions sont
d’ordre élevé. Ce point est trés important parce que ce phénomeéne se remarque non
seulement dans les zones ou la fonction de radiosité est relativement continue, mais
aussi et surtout au niveau des limites de discontinuité dues aux frontiéres des ombres
portées. Pour un temps équivalent et avec notre algorithme, nous obtenons donc un
résultat radicalement différent de celui qu’avaient obtenu Andrew WILLMOTT et
Paul HECKBERT dans [Wil 97a].

Les résultats obtenus avec la base de HAAR ne sont généralement pas affichés dans leur
forme « brute » comme nous 'avons fait. En effet, il est habituel d’utiliser une sorte de
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post-processing, tel que le « Gouraud shading » pour lisser la fonction de radiosité entre
les différentes mailles d’une surface originale. La figure 2.22 montre Veffet de I'utilisation
du Gouraud shading sur le résultat obtenu avec la base de HAAR (Gouraud shading
appliqué au résultat de la figure 2.21). Comme on peut le remarquer sur cette figure, cet
algorithme peut faire disparaitre un certain nombre de discontinuités mais il le fait au
prix de l'introduction de nouveaux artefacts qui eux sont impossibles & faire disparaitre.

Fic. 2.22 — Effet de l'utilisation du Gouraud shading sur le résultat obtenu avec la base
de HAAR

A en juger par la figure 2.21 les bases d’ondelettes d’ordre élevé sont plus efficaces
que le bases d’ondelettes d’ordre moins élevé. Ce résultat n’est que qualitatif et nécessite
une confirmation par une étude quantitative. Cette étude est I’objet des deux sections qui
suivent.

2.5.2.2 Comparaison du temps de calcul pour les trois bases d’ondelettes

La figure 2.23 présente la comparaison du temps de calcul pour les trois bases d’onde-
lettes en fonction de I'erreur globale. Les tests ont été effectués sur nos quatre scénes de
test afin d’avoir une vue globale indépendante de la géométrie initiale.

Le point le plus important qui ressort de cette étude expérimentale est, qu’avec notre
implantation de I’algorithme de radiosité a base d’ondelettes, 'efficacité de ’algorithme
est d’autant plus grande que 'ordre des fonctions de base est élevé. Les fonctions d’ordre
¢levé fournissent des résultats de meilleure qualité et elles permettent d’accélérer les calculs
de fagon significative. Pour arriver & un résultat visuel satisfaisant sur la scéne de la salle
de cours (suivant le critére numérique décrit a la section 2.5.1.4 (p. 71), c’est-a-dire pour
passer en dessous de 5.1073 en erreur globale), les ondelettes quadratiques ont besoin de
10%s (voir la figure 2.23(d)). Dans le méme temps, la base de HAAR n’arrive & atteindre
qu’une valeur de 102 pour l’erreur globale. Cette scéne de test est notre scéne la plus
difficile car elle contient énormément de limites d’ombres dont il est trés dur de faire une
approximation. C’est justement sur ce genre de scénes que les ondelettes d’ordre élevé
n’avaient que des résultats trés médiocres (et méme souvent mauvais par rapport aux
autres fonctions) dans les études expérimentales précédentes [Wil 97al.
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F1G. 2.23 — Temps de calcul (ordonnée en s) en fonction de lerreur globale (abscisse).

Une deuxiéme remarque que 'on peut faire en étudiant la figure 2.23 est que 'avantage
des fonctions d’ordre élevé est plus grand si la qualité du résultat demandé est plus précise
et si la scéne est plus complexe. Plus on demande de la précision dans le résultat plus la
différence de temps de calcul avec les fonctions d’ordre peu élevé s’accentue.

A Vinverse, pour des approximations de qualité médiocre les ondelettes linéaires sont
plus efficaces que les ondelettes quadratiques. Le méme constat s’applique avec la base
de HAAR qui devient plus efficace que les bases linéaires et quadratiques pour des calculs
trés rapides et de trés faible qualité.

De fagon générale, on remarque qu'il existe des zones de compétences pour chaque base
d’ondelettes. Dans ces zones, la base concernée est plus efficace 4 tous points de vue que
les autres bases: la base de HAAR est la plus efficace pour des simulations dont ’erreur
globale reste supérieure & 107!, ce qui correspond & une simulation ot il subsiste beaucoup
d’artefacts visibles, mais dont le temps de calcul est trés petit. La base linéaire dépasse
les autres en efficacité dans une zone dont I’erreur globale va de 107! 4 5.1073 et la base
quadratique est la meilleure pour des simulations trés précises dont ’erreur globale est
inférieure & 5.1073.
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2.5.2.3 Comparaison de la mémoire utilisée pour les trois bases d’ondelettes

Lors de nos tests, nous avons effectué un suivi de la quantité de mémoire utilisée lors
des calculs avec les différentes bases d’ondelettes sur nos quatre scénes de test. Les courbes
sur la figure 2.24 montrent 'utilisation mémoire en fonction de I'erreur globale lors des
simulations successives que nous avons effectuées.
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F1G. 2.24 — Mémoire mazimum utilisé (ordonnée en kB) en fonction de Uerreur globale
(abscisse)

Comme on peut le voir sur la figure 2.24, pour des simulations avec une trés grande
précision (erreur globale inférieure & 5.1072%), les bases d’ondelettes d’ordre élevé utilisent
moins de mémoire que les bases d’ordre moins élevé. Ce phénoméne est particuliérement
évident sur nos scénes de test les plus complexes (voir figure 2.24(c) et figure 2.24(d)).

D’un autre c6té, pour des simulations avec une précision plus faible, cette hiérarchie
est inversée. Pour des valeurs de Perreur globale assez élevées, la base de HAAR et la
base linéaire consomment moins de mémoire que la base quadratique. Une fois encore,
chaque base d’ondelettes a une zone de compétence ou elle est plus efficace et moins
consommatrice en mémoire que les autres bases. Pour des simulations tres approximatives,
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les ondelettes de HAAR sont les plus efficaces en terme de consommation mémoire. Pour
des simulations plus précises c’est la base linéaire qui devient la plus efficace. Finalement,
la base quadratique prend le dessus lorsque 'on fait des simulations avec une trés grande
précision.

Un résultat tres intéressant qui ressort de notre étude est la facon dont le coiit en mé-
moire pour une base d’ondelettes donnée varie entre les différentes simulations. En effet,
ce cotlit augmente soudainement lorsque 'on cherche a faire passer ’erreur globale en des-
sous d’un certain seuil. Ce résultat est particuliérement bien visible sur les figures 2.24(c)
et 2.24(d). Un tel résultat laisse & penser qu’il existe une précision maximum pour chaque
base d’ondelettes au deld de laquelle la base perd toute son efficacité et conduit & des
simulations difficiles & gérer en terme de mémoire. Il faut cependant relativiser ce résultat
par le fait que le changement brusque de pente des courbes de la figure 2.24 est accentué
par l'utilisation d’une échelle logarithmique sur I’axe des abscisses pour suivre erreur glo-
bale, alors que l'axe des ordonnées suivant la consommation mémoire utilise une échelle
linéaire. De plus, Paugmentation de la consommation mémoire reste petite par rapport au
total de la mémoire utilisée: entre 10 % et 20 % de la mémoire totale. Le changement de
pente est cependant suffisamment important pour que 'on puisse en conclure qu'il sera
trés difficile de passer en dessous d’un certain seuil de précision. D’aprés nos courbes, il
parait clair que ce seuil existe pour chaque base d’ondelettes mais qu’il varie suivant la
base : plus les fonctions de la base sont d’ordre élevé plus le seuil est bas. Etant donné que
ce phénoméne apparait de fagon similaire pour toutes les bases d’ondelettes utilisées lors
de nos tests nous pensons que c’est un effet général associé & l'utilisation des ondelettes
et qu’il s’appliquera & toutes les bases d’ondelettes.

Le fait que les bases d’ondelettes d’ordre élevé soient plus efficaces que les bases d’on-
delettes d’ordre moins élevé pour faire une approximation de la fonction de radiosité, est
un phénomeéne logique que les études théoriques [Gor 93, Arv 94| avaient annoncé. En
effet, les ondelettes d’ordre élevé offre un outil plus performant que les ondelettes d’ordre
moins élevé pour faire une approximation de fonctions complexes. Elles permettent de
bénéficier d’un espace fonctionnel de dimension plus élevée et elles ont la propriété d’avoir
un moment plus grand, ce qui leur permet d’avoir une représentation plus compacte des
fonctions complexes. Gréce a ces propriétés, les ondelettes d’ordre élevé nécessitent moins
de coefficients pour représenter une fonction complexe que les ondelettes d’ordre moins
élevé. Elles utilisent donc moins de place en mémoire lors des simulations avec une grande
précision. Nos expérimentations fournissent donc un résultat pratique en rapport avec les
attentes théoriques.

Par ailleurs, il était aussi prévisible que les fonctions ondelettes d’ordre peu élevé se-
raient trés eficaces pour des simulations avec une faible précision. En effet, les simulations
avec une faible précision ne cherchent pas & prendre en compte toute la complexité de
la fonction de radiosité (par définition méme de la faible précision). Elles ont pour but
d’obtenir rapidement une représentation relativement simple de la fonction de radiosité.
Pour arriver & cette représentation simplifiée, ’espace fonctionnel peut étre relativement
réduit et 'ordre des fonctions n’a pas besoin d’étre trés élevé. Il est donc facile et rapide,
pour des bases de fonctions simples telles que les ondelettes d’ordre peu élevé, d’effectuer
cette approximation.
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2.5.3 Discussion et comparaison de nos résultats avec ceux des
études précédentes

Bien que nous aboutissions & des conclusions opposées de celles de Andrew WILLMOTT
et Paul HECKBERT dans leur étude [Wil 97a, Wil 97b] nous voulons souligner le fait que
nos résultats sont néanmoins consistants avec les leurs.

En effet, dans leur étude Andrew WILLMOTT et Paul HECKBERT ont utilisé les onde-
lettes avec un algorithme classique de radiosité hiérarchique. Les ondelettes d’ordre élevé
souffrent donc chez eux de la quantité de mémoire nécessaire pour conserver les liens
d’interaction. La conséquence directe de cette algorithme était que les ondelettes d’ordre
élevé étaient rendues totalement inutilisables en dehors des simulations avec une faible
précision. Or, d’aprés les résultats expérimentaux que nous venons d’exposer, les onde-
lettes d’ordre peu élevé utilisent effectivement moins de mémoire et sont plus rapides que
les ondelettes d’ordre élevé lors de simulations avec une faible précision.

Notre étude peut de ce point de vue étre considérée comme une extension de ’étude
de Andrew WILLMOTT et de Paul HECKBERT aux simulations de grande précision. De
telles simulations de grande précision sont en fait rendues possibles par le fait de ne plus
stocker les liens d’interaction en mémoire. Une fois que l'on a éliminé le stockage des liens,
la mémoire nécessaire se résume & la mémoire nécessaire au stockage du maillage.. Or,
Voracle de subdivision assure que le maillage soit optimal pour représenter la fonction de
radiosité.

De plus, en concentrant I'oracle sur les variations de la fonction de radiosité sur la
surface réceptrice et plus sur l'interaction, nous pouvons exploiter pleinement le pouvoir
d’approximation des fonctions ondelettes d’ordre élevé. Ainsi, le maillage résultat est mieux
adapté aux variations de la fonction et moins profond aux endroits ot ces variations ne
nécessitent pas de subdivisions.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté notre implantation des bases d’ondelettes dans
Palgorithme de radiosité. Avec cette implantation nous avons pu mener un grand nombre
d’expérimentations pour tester différentes bases d’ondelettes. En plus des ondelettes clas-
siques pour la méthode de GALERKIN, nous avons testé de nouvelles bases d’ondelettes
adaptées & la méthode de résolution par collocation de points.

Nos expériences nous ont permis de prouver que pour des simulations de grande préci-
sion les ondelettes d’ordre élevé donnaient de meilleurs résultats que celles d’ordre moins
élevé. Nous avons montré que ces résultats étaient meilleurs & tous points de vue. Non
seulement, les qualités visuelle et numérique des simulations se rapproche beaucoup plus
de celles des solutions de références, mais de plus, les calculs durent moins longtemps et
nécessitent moins de place mémoire avec les bases d’ordre élevé.

Notons que nous avons fait trés attention pour faire nos tests & ce que notre implan-
tation ne désavantage pas les bases d’ordre peu élevé. Nous avons, par exemple, pris en
compte toutes les optimisations relatives a la base de HAAR pour ne pas la pénaliser par
rapport aux autres bases. Notons aussi que le fait de ne pas conserver les liens d’interaction
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en mémoire est indépendant de la base choisie et n’influence en aucun cas les résultats
pour une base particuliére.

Bien que tous les résultats ici correspondent & des tests menés sur des scénes de
relativement faible complexité (moins de 3000 polygones), nous avons aussi utilisé notre
implantation de 'algorithme de radiosité a base d’ondelettes sur des scénes du monde
réel. Ces derniéres sont de complexité telle qu’il aurait été difficile de les utiliser pour
faire 'ensemble des tests. Afin de rester exhaustif, nous avons donc décidé de nous limiter
ici aux scénes pour lesquelles nous pouvions faire ’ensemble des expérimentations. Nous
avons rassemblé tous les tests menés sur les scénes issues d’applications industrielles & la
fin de cette thése dans le chapitre 4 (p. 137).

Un résultat important de notre étude est que le choix optimal pour la base de fonc-
tions dépend de la précision. Les fonctions d’ordre peu élevé sont les plus efficaces pour
effectuer des simulations de faible précision alors que les fonctions d’ordre plus élevé sont
meilleures pour les simulations de plus grande précision. En fait, un certain degré de
précision pour chaque base d’ondelettes pour lequel la base concernée dépasse toutes les
autres en efficacité, aussi bien en temps de calcul qu’en mémoire nécessaire. Bien que nos
tests se soient limités aux bases de HAAR, My et M3 nous pensons que ce phénoméne
sera aussi valable pour des bases d’ordre plus élevé telles que les bases My, Ms, ... et que
pour des simulations encore plus précises la base My sera plus performante que la base
M5 et ainsi de suite.

Le niveau de précision qui correspond, d’aprés notre expérience, & des simulations
visuellement acceptables se trouve a la limite entre les zones de compétence des bases My
et Mj3. Ainsi, la base M, est généralement suffisante pour toutes les simulations destinées
a la visualisation. D’autre part, la base My présente 'avantage de fournir une solution
qui varie linéairement sur les mailles finales et qui peut donc étre affichée directement par
les cartes graphiques.

Dans le futur, nous voulons explorer la possibilité d’utiliser plusieurs bases d’ondelettes
au cours d'une méme simulation. Dans cette approche, 'idée est d’utiliser la base de HAAR
avec trés peu de calculs pour les interactions ne nécessitant qu’une précision relativement
faible (interaction transportant peu d’énergie) et de passer & une base de degré plus
élevé, My ou méme M, pour des interactions plus importantes. Cette solution pourrait
donner de trés bons résultats avec un algorithme de shooting, car les premiéres interactions
transportent beaucoup d’énergie alors que les suivantes en transportent de moins en moins
et nécessitent de moins en moins de précision. Contrairement & la critique émise il y a
quelques années sur nos travaux shooting is not dead.
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Chapitre 3

Maillage virtuel

« Toute substance composée, dans le monde, se compose de parties simples,
et il n’existe absolument rien que le simple dans le monde. »

Blaise PASCAL, Pensées

Sommaire
3.1 Introduction . ... . ... ... ... 84
32 Etatdelart............ .00, 90
3.2.1 Trois raisons pour utiliser des carrés normalisés . . . . .. ... 90
3.2.2 Recherches antérieures pour gérer les surfaces complexes . . .. 92
3.23 Noscontributions . . . . . . ... .. ... . oL 94
3.3 Principe du maillage virtuel . . . . ... ... ... ... .. 95
3.3.1 Passage des primitives quelconques aux carrés normalisés . . . 96
3.3.2 Fonction de radiosité sur le maillage virtuel . . . ... ... .. 102
3.3.3 Déduire la radiosité sur les primitives originales . . . . . . . .. 107
3.4 Maillage virtuel et radiosité a base d’ondelettes . . . ... .. 108
3.4.1 Algorithme . ... ... ... ... .. .. 108
3.42 Coefficients de push-pull . . . . . .. ... ... ... ... 109
3.4.3 Primitives auto-émettrices . . . . .. . ... ... L. 114
344 Gérerlahiérarchie . . . . .. ... ... L. 114
3.5 Applications. . . . . . . o e e e e e e e e e e 115
3.5.1 Primitives planes quelconques . . . . . ... ... . ... .... 116
3.5.2 Quadriques . . .. ... . 116
3.6 Résultats expérimentaux . . ... ... ... .. ... ..., 125
3.6.1 Reésultats avec des surfaces planes a bords complexes . . . . . . 126
3.6.2 Resultats avec les surfaces paramétriques . . . . . ... .. .. 129
37 Conclusion. . . . . . . o i i it e e e e e e 135

83



84 Chapitre 3. Maillage virtuel

Résumé

Dans ce chapitre, nous introduisons une méthode générale permettant d’effectuer
le calcul de radiosité dans des scénes composées d’une grande variété de surfaces pa-
ramétriques. Cette méthode permet notamment de gérer efficacement les primitives
planes avec des bords quelconques et les surfaces paramétriques courbes de degré peu
élevé. Contrairement aux précédentes méthodes qui nécessitaient une triangulation
des primitives complexes initiales, notre méthode permet de bénéficier pleinement
de toute la richesse et de la grande compacité de la représentation mathématique
des primitives géométriques. Le cceur de notre algorithme est le maillage virtuel.
C’est une abstraction des données géométriques initiales qui permet d’illuminer des
primitives complexes exactement comme des triangles ou des parallélogrammes. Le
maillage virtuel est un ensemble de carrés normalisés sur lesquels les primitives géo-
métriques initiales sont projetées tout en préservant leurs propriétés énergétiques.
Les valeurs de radiosité sont calculées sur ces nouveaux supports tout au long de la
simulation et sont re—projetées sur les primitives originales a la fin des calculs.

Pour démontrer toute la puissance de notre méthode, nous I’avons implantée dans
notre algorithme de radiosité & base d’ondelettes décrit dans le chapitre précédent.
Nous Pavons utilisée pour gérer des primitives planes & bords complexes et des
morceaux de quadriques.

Nous donnons des résultats qualitatifs et quantitatifs sur un certain nombre d’ob-
jets et d’environnements modélisés pour des simulations de réalité virtuelle. Ces ré-
sultats montrent qu’en intégrant de fagon exacte les primitives complexes dans le
processus de résolution, le maillage virtuel permet d’effectuer un rendu réaliste pour
des scénes de grande complexité géométrique. En effet, le maillage virtuel permet
d’accélérer les calculs et fournit une simulation de meilleure qualité grace a une
modélisation plus naturelle.

3.1 Introduction

Les scénes créées avec les outils de modélisation actuels renferment généralement une
grande variété de primitives géométriques. Le point commun entre la plupart de ces pri-
mitives est que ce sont généralement des surfaces paramétriques décrites au moyen de
deux paramétres. Ce paramétrage permet de les mailler & volonté et donc de les afficher
facilement quelle que soit la précision que I’on désire. Des exemples connus de ces surfaces
sont les NURBS, les cylindres, les sphéres, les cones et tous les morceaux de plans que ’on
retrouve généralement sous forme de polygones. Ces surfaces sont le plus souvent décou-
pées suivant les frontiéres issues de I'intersection d’un certain nombre d’entre elles ou de la
combinaison CsG des volumes leur correspondant. De plus, dans un futur proche, on saura
retrouver & partir des points acquis au moyen de scanners 3D un ensemble de surfaces pa-
ramétriques plus ou moins complexes décrivant parfaitement la surface ainsi scannée. Ce
mode de représentation réduira considérablement le nombre des primitives géométriques
par rapport au nombre important de triangles que ’on génére & 'heure actuelle pour
représenter ces surfaces. Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode trés
puissante et trés efficace permettant d’effectuer un calcul de radiosité directement sur les
surfaces paramétriques.
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Une hypotheése de base de 'algorithme de radiosité original est que les primitives géo-
métriques composant les scénes & illuminer sont planes [Gor 84]. Malheureusement, aucune
des découvertes et améliorations dans le domaine n’a réellement permis de s’affranchir to-
talement de cette hypothése. Par exemple, dans les algorithmes de radiosité hiérarchique
introduits par Pat HANRAHAN et al. dans [Han 91|, les mailles finales sont toujours des
triangles ou des parallélogrammes. Le calcul de radiosité par la méthode de GALERKIN
présentée par Harold ZATZ dans [Zat 93] fait exception & la régle en proposant une solution
totalement indépendante de la géométrie initiale grace a des calculs d’interaction basés sur
des approximations par quadrature. Cependant, les implantations de cette méthode dans
des algorithmes de radiosité hiérarchique se sont toujours limitées & 1'utilisation de primi-
tives géométriques planes. Comme nous I’avons yu au chapitre précédent, les algorithmes
de radiosité & base d’ondelettes [Gor 93, Sch 94a| font partie de cette catégorie et n’ont
jamais donné lieu 4 des implantations indépendantes de la géométrie. A I’heure actuelle,
tous les algorithmes permettant de simuler I’illumination globale dans des environnements
diffus sur des primitives géométriques courbes utilisent d’une fagon ou d’une autre une
approximation géométrique pour gérer ces primitives. Cette approximation peut é&tre faite
de deux fagons:

e en maillant les primitives courbes au moyen de primitives planes simples (géné-
ralement des triangles). Il résulte de ce type d’approximation une multiplication
importante du nombre de primitives initiales, ce qui rend le modéle beaucoup plus
complexe.

e en faisant une approximation géométrique au moment de calculer les coefficients
d’interaction pour effectuer les transferts d’énergie [Arq 95].

Quelle que soit "approximation géométrique utilisée, la fonction de radiosité est évaluée
au prix d’une certaine erreur. Dans aucun des deux cas, les données géométriques ne sont
utilisées de facon exacte pour effectuer les calculs. Par conséquent, & aucun moment et
avec aucune des solutions actuelles I'intégration de primitives courbes dans un algorithme
de radiosité n’est apparue comme une extension logique et naturelle de la radiosité sur
des surfaces polygonales.

Dans ce chapitre, nous présentons le mazillage virtuel, une solution innovante et efficace
pour effectuer le calcul de radiosité sur des primitives géométriques courbes. Le maillage
virtuel permet de combiner la puissance des algorithmes & base de subdivisions adaptatives
de la géométrie avec celle de I’analyse fonctionnelle tout en évitant d’effectuer un maillage
préalable des primitives initiales. Grace a notre solution, nous bénéficions au sein d’un
méme algorithme de:

e la description géométrique précise et trés compacte des surfaces paramétriques. Nous
avons ainsi la possibilité de modéliser de fagon beaucoup plus réaliste des objets
présentant des surfaces courbes ou avec des bords complexes.

e l'utilisation trés efficace des bases de fonctions hiérarchiques de degré élevé (comme
nous l'avons présenté au chapitre précédent). Ces fonctions trouvent toute leur puis-
sance mathématique grace a la formulation de GALERKIN des algorithmes de réso-
lution adaptatifs.

D’autre part, comme notre algorithme ne fait aucune approximation lors de I'utilisation



86 Chapitre 3. Maillage virtuel

(a) La salle de la géométrie

(b) Le jeu d’échecs

FIG. 3.1 — La salle de la géométrie que nous avons introduite dans le 4°™° étage du
Soda Hall o été illuminée grdce a notre algorithme a base d’ondelettes d’ordre élevé en
utilisant le maillage virtuel. Le rendu réaliste de cette scéne — modélisée au moyen de
surfaces quadriques et incluant le jeu d’échecs — aurait été impossible avec les algorithmes
antérieurs et avec une rapidité et une qualité équivalente. En effet, le nombre de primitives
initiales aurait dépassé la capacité de tous les algorithmes existants.
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des primitives géométriques complexes, nous évitons la quasi—totalité des erreurs géomeé-
triques classiques des algorithmes de radiosité. Nous éliminons notamment un des facteurs
d’erreur décrits par James ARVO et al. dans [Arv 94] en partant d’une équation qui n’est
pas faussée par les approximations géométriques initiales. Nous pensons que le maillage
virtuel est la solution efficace pour pouvoir introduire et utiliser des primitives courbes
dans les algorithmes de radiosité. Grace & cette innovation, il est possible d’effectuer un
rendu interactif de trés grande qualité sur des scénes contenant des surfaces complexes en
un temps trés raisonnable (voir la figure 3.1), alors que jusqu’a présent I’obtention de la
rapidité de simulation et de la qualité du résultat n’était pas envisageable.

Tous les algorithmes permettant d’ob-
tenir une représentation de la fonction de
radiosité au moyen d’approches par élé- 1
ments finis supposent que les calculs puissent
étre effectués sur des supports carrés nor-
malisés (des carrés dont la longueur des co-
tés est égale a4 1) ou éventuellement sur des i 1
triangles rectangles normalisés (des demi-
carrés normalisés coupés suivant une dia-
gonale) comme représentés sur la figure 3.2.

F1G. 3.2 — Supports normalisés pour une re-
présentation fonctionnelle.

Le choix et I'utilisation de ces supports sont particuliérement importants pour :
e construire une base de fonction ;
e définir des régles optimales pour les calculs de quadrature;

e maintenir la cohérence entre les niveaux de représentation dans le cas d’une repré-
sentation hiérarchique.

Dans notre méthode, nous construisons une deuxiéme représentation abstraite des pri-
mitives géométriques initiales & base de carrés normalisés que nous appelons: « maillage
virtuel ». Sans cette représentation, il serait impossible ou totalement inefficace d’effectuer
un calcul de radiosité.

Le processus de création et d’utilisation du maillage virtuel dans un algorithme de
radiosité est un processus en trois étapes. Ces trois étapes sont résumées sur la figure 3.3.
Chaque étape correspond exactement au passage d’une vignette & la suivante, & savoir:

e projeter les primitives géomeétriques initiales (les primitives courbes et les primi-
tives planes avec des bords quelconques) sur des carrés normalisés et constituer
ainsi le maillage virtuel — étape représentée par le passage de la figure 3.3(a) 4 la
figure 3.3(b),

e étendre la fonction de radiosité sur toute la surface du maillage virtuel, puis calculer
la radiosité en utilisant le maillage virtuel comme nouveau support géométrique —
étape représentée par le passage de la figure 3.3(b) a la figure 3.3(c),

e récupérer les valeurs de radiosité a partir des valeurs calculées sur le maillage virtuel
pour les appliquer sur les surfaces originales — étape représentée par le passage de
la figure 3.3(c) & la figure 3.3(d).
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(a) Scéne initiale
(b) Tore projeté sur (¢) MNumination
un support plan normalisé du support plan

il gt

(d) Mumination globale de la scéne avec les
valeurs de radiosité sur le tore déduites de
celles calculées sur le support plan

F1G. 3.3 — Illumination d’une scéne contenant un tore troué.
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La premiére étape constitue un réel défi scientifique car il s’agit de trouver des fonc-
tions de projection appropriées permettant de conserver les propriétés importantes de la
fonction de radiosité. En fait, les fonctions de projection doivent permettre de maintenir
une cohérence entre les propriétés énergétiques de la radiosité sur les surfaces originales
et sur les supports virtuels. Pour avoir cette propriété, la projection doit étre inversible
et elle doit conserver les rapports d’aire. Ainsi, I’énergie sur une primitive initiale sera
toujours proportionnelle & ’énergie sur le support virtuel associé. Avec cette propriété,
les fonctions de projection permettent d’utiliser la méthode de GALERKIN hiérarchique
avec des fonctions de base d’ordre élevé. Elles permettent aussi de réutiliser a chaque
niveau de la hiérarchie un grand nombre d’attributs qui ne dépendent que de la géométrie
des surfaces. Etant donné que cette propriété ne peut tre obtenue que pour des surfaces
paramétrables, nous avons restreint notre utilisation de surfaces complexes aux surfaces
totalement paramétrables et nous ne considérons que ces surfaces dans le reste de ce
chapitre.

Un avantage majeur du maillage virtuel est qu’il peut &tre associé a tous les algorithmes
existants de radiosité. Ainsi, nous pourrons utiliser notre maillage avec le maillage de dis-
continuité et avec les algorithmes hiérarchiques ou encore avec tous les algorithmes basés
sur des méthodes de résolution par éléments finis. Pour démontrer 'efficacité de notre
approche, nous ’avons implantée dans notre algorithme de radiosité a base d’ondelettes
décrit dans le chapitre précédent. Nous nous sommes restreints dans notre implantation &
deux types de surfaces paramétriques: les surfaces planes & bords quelconques (et parti-
culiérement les polygones quelconques qui représentent la grande majorité des primitives
géométriques des modéles existant & I'heure actuelle) et les surfaces quadriques (c’est-
a-dire les surfaces algébriques de degré 2). Nous avons implanté les surfaces quadriques
car leur représentation mathématique est relativement simple et qu’elles ont un trés fort
potentiel de modélisation pour représenter des objets du monde réel. Ainsi, B. NOURSE
et al. indiquent dans [Nou 80] que 85 % des piéces mécaniques peuvent étre parfaitement
modélisées par les quadriques naturelles, & savoir les plans, les cones, les sphéres et les cy-
lindres. De plus, ces surfaces représentent un bon point de départ pour, plus tard, étendre
notre méthode & d’autres surfaces paramétriques plus générales.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la premiére section, nous faisons un
récapitulatif des travaux qui ont déja été effectués pour gérer les surfaces complexes dans
des algorithmes de radiosité. La section suivante est consacrée & la description des idées
générales qui se cachent derriére le maillage virtuel pour les algorithmes d’illumination
globale & base de radiosité. Cette description est faite indépendamment de la méthode de
résolution choisie pour calculer la fonction de radiosité. Dans la section 3.4 (p. 108), nous
décrivons notre implantation du maillage virtuel dans notre algorithme de radiosité & base
d’ondelettes d’ordre élevé. Dans la section 3.5 (p. 115), nous montrons comment obtenir
des fonctions de projection conservant les rapports d’aire pour les deux types de surfaces
auxquelles nous nous sommes intéressés: les surfaces planes & bords quelconques et les
surfaces quadriques. Dans l’avant derniére section, nous présentons les résultats qualitatifs
et quantitatifs que nous avons obtenus lors de simulations de l'illumination globale dans
des scénes contenants ces types de surfaces. Nous montrons les différences d’efficacité
entre un algorithme de radiosité & base d’ondelettes classiques et notre algorithme avec
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Vutilisation du maillage virtuel. Enfin, la derniére section nous permet de faire une bréve
conclusion et de donner des voies de recherche pour le futur, notamment I’utilisation
d’autres améliorations pour encore accélérer et rendre plus génériques les algorithmes de
radiosité.

3.2 Etat de ’art

Comme nous venons de I'expliquer, la grande majorité des algorithmes de radiosité se
limitent & Putilisation de primitives planes simples pour décrire la géométrie des environ-
nements. Cette restriction, qui va contre l'utilisation générique et efficace de la description
mathématique des surfaces, est motivée par les contraintes liées & la représentation fonc-
tionnelle de la radiosité. Dans cette section, nous rappelons tout d’abord pourquoi les
seuls supports fonctionnels utilisables sont les carrés normalisés. Nous présentons ensuite
les solutions qui ont été envisagées pour contourner ce probléme et pour pouvoir utiliser
des surfaces plus complexes dans les algorithmes de radiosité. Enfin, nous disons en quoi
le maillage virtuel est une bonne solution pour résoudre ce probléme.

3.2.1 Trois raisons pour utiliser des carrés normalisés
3.2.1.1 Construction de bases de fonctions en 2D

La résolution de 1’équation de radiosité par des algorithmes informatiques tels que
ceux décrits dans les deux livres sur le sujet [Coh 93, Sil 94b|, suppose toujours que I’on
travaille sur des supports géométriques trés simples. Cette supposition est non seulement
un fait mais surtout une nécessité car la représentation d’une fonction sur un domaine
de définition de forme quelconque n’est pas une chose aisée. La construction de bases de
fonctions 2D n’est bien connue que pour des domaines de définition carrés.

En effet, les solutions proposées dans la littérature [Gor 93, Zat 93, Tro 93, Sch 94b]
pour construire des bases de fonctions en 2D s’appuient sur l'utilisation d’un produit
tensoriel de deux bases de fonctions en 1D (la figure 3.4 montre la construction d’une base
bi-linéaire). o ‘

Cette construction utilise généralement des bases orthonormales de polynémes 1D telles
que les bases de LEGENDRE ou de JACOBI (la figure 3.4 correspond aux deux premiers
polynomes de LEGENDRE: ¢;1(z) = 1 et ¢o(z) = z). Malheureusement, cette construction
ne peut étre utilisée que sur des supports de fonctions « ordinaires », c’est-a-dire sur
des parallélogrammes ou des triangles. De plus, il n’existe pas de solution simple pour
construire facilement des bases de fonctions sur des supports plus complexes.

Il résulte de cette construction que les domaines de définition des fonctions 2D sont des
carrés. Bien qu’il soit facile d’étendre cette construction au cas des parallélogrammes et
des triangles (voir la section 3.3.1 (p. 96)), les bases ainsi définies ne sont jamais adaptées
a des supports plus complexes.
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]

(a) ¢1,¢2 (b) ¢1 x ¢n (€) ¢1 x b2

(d) ¢2 x 1 (e) g2 x ¢2

Fi1G. 3.4 — Construction d’une base linéaire en 2D

3.2.1.2 Calculs de quadrature en 2D

Il n’existe pas de formule analytique pour évaluer 'interaction entre 2 surfaces quel-
conques. On est donc obligé d’avoir recours & des méthodes d’approximation numérique
pour ces calculs. Les méthodes numériques d’approximation d’intégrales sont connues
sous le nom de méthodes de quadrature et se basent sur une discrétisation du noyau de
I'intégrale pour approcher cette derniére par une somme pondérée:

H= / h(z)dz ~ H = Zwkh(:nk).
X k

Le but des calculs de quadrature est d’atteindre la plus grande précision possible avec un
minimum de points échantillons. Des solutions optimales sont connues pour le cas de la 1D
(voir dans [Pre 92]). Ces solutions donnent les points de quadrature (les zx) et les poids
associés (les wy) pour les principales bases de fonctions. Ces solutions peuvent facilement
8tre étendues au cas des parallélogrammes en effectuant le produit de deux ensembles de
points de quadrature:

Hyp = / / h(z,y) dedy =~ Hyp = Zzwszh(%,yl)-
XJY koL

Par contre il est trés difficile, voir impossible, de trouver des régles pour effectuer des
quadratures optimales sur des surfaces quelconques.
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3.2.1.3 Bases de fonctions hiérarchiques en 2D

Nous avons vu dans la section 1.4.2.1 (p. 34) que les algorithmes hiérarchiques sup-
posent que ’on sait maintenir la cohérence entre toutes les représentations de la fonction
a tous les niveaux de la hiérarchie. Pour cela, il faut savoir transférer 1’énergie d’un niveau
aux niveaux voisins de fagon simple et efficace. Nous verrons dans la section 3.4 (p. 108)
que cette propriété est trés bien remplie par les fonctions ondelettes 4 condition que les
supports des fonctions se subdivisent en conservant certaines propriétés géométriques.
Seuls des supports trés simples tels que des carrés peuvent assurer cette propriété et il est
impossible de la généraliser au cas de supports complexes.

3.2.2 Recherches antérieures pour gérer les surfaces complexes

A cause des trois principaux problémes évoqués ci-dessus, 'utilisation des méthodes de
rendu réaliste & base de radiosité s’est généralement limitée & des scénes ne contenant que
des parallélogrammes et des triangles. Quelques recherches ont cependant été effectuées
pour intégrer des surfaces plus complexes dans les algorithmes de radiosité.

3.2.2.1 Solutions pour gérer les polygones

Trés peu de recherches ont été faites pour intégrer directement les polygones dans les
calculs de radiosité avec des fonctions d’ordre élevé. Seuls Kadi BOUATOUCH et Sumanta,
PATTANAIK ont présenté dans [Bou 95] une méthode pour intégrer le maillage de discon-
tinuité directement dans un algorithme de radiosité & base d’ondelettes multiples. Dans
leur approche, ils proposent, en effet, une solution pour effectuer les calculs d’interaction
avec des ondelettes multiples sur des supports polygonaux. Cependant, leur algorithme
nécessite le calcul d’un grand nombre de coefficients de transfert relativement compliqués
pour maintenir la cohérence dans la représentation hiérarchique de la fonction de radiosité.
Nous verrons plus loin que notre approche permet d’éviter ces calculs.

La solution la plus directe pour gérer les polygones dans les calculs de radiosité avec
des fonctions d’ordre élevé consiste en fait & contourner le probléme en effectuant une
premiére passe de algorithme pour trianguler les surfaces polygonales. Cette solution
présente beaucoup d’inconvénients:

e Elle augmente sensiblement le nombre de surfaces initiales et donc aussi la com-
plexité de l'algorithme qui est liée au carré de ce nombre. R

e La triangulation élimine la possibilité d’effectuer un traitement hiérarchique sur
les surfaces originales. Seule une représentation hiérarchique sur chaque triangle
généré est possible. Une telle triangulation diminue donc I'efficacité des approches
hiérarchiques et notamment des approches & base d’ondelettes en pré-découpant de
facon arbitraire les surfaces.

e Le découpage arbitraire des surfaces originales génére des discontinuités qui se re-
trouveront dans la représentation de la fonction de radiosité.

e La triangulation peut générer des triangles avec des formes quelconques et notam-
ment des triangles trés allongés. Ces derniers peuvent créer des artefacts lors de
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'utilisation du Z-buffer et peuvent s’avérer trés pénalisants lors de ’algorithme de
radiosité car il sont difficiles & détecter lors des tests de visibilité.

Une autre solution, proposée par Daniel BAUM et al. dans [Bau 91] pour gérer les
polygones dans l'algorithme de radiosité, consiste a effectuer un pré-traitement générant
des triangles bien adaptés au calcul de radiosité. Cette solution permet d’éviter certains
des inconvénients cités ci-dessus mais elle ne s’applique pas aux algorithmes hiérarchiques
et ne peut donc pas étre utilisée dans les algorithmes de radiosité & base d’ondelettes.

3.2.2.2 Solutions pour gérer les surfaces courbes

Le probléme de la gestion des surfaces complexes dans ’algorithme de radiosité est
encore plus difficile pour les surfaces courbes que pour les polygones. En effet, comme
nous venons de le voir, une solution largement utilisée pour les polygones consiste & trian-
guler ces surfaces pour contourner le probléme. Malheureusement, il n’est pas possible de
représenter une surface courbe au moyen d’un ensemble de triangles. Trianguler une sur-
face courbe implique donc nécessairement une approximation géométrique et une certaine
perte d’information sur la topologie initiale.

Toutes les solutions proposées jusqu’a présent pour intégrer les surfaces courbes dans
I’algorithme de radiosité s’appuient sur une certaine approximation géométrique. Cette
approximation peut étre basée sur le maillage en surfaces plus simples de la surface initiale,
comme c’est le cas avec la triangulation, mais elle peut aussi s’appuyer sur la représentation
mathématique de la surface.

En suivant cette derniére voie, Stephan SCHAEFER a proposé dans [Sch 97|, une exten-
sion en 3D du maillage adaptatif pour introduire les surfaces courbes dans les approches
hiérarchiques. Sa méthode appelée « object based meshing » permet d’éviter le maillage
initial en utilisant comme premiére approximation d'une surface courbe sa simple boite
englobante. Puis, & chaque étape de l'algorithme hiérarchique, cette approximation po-
lygonale est améliorée en utilisant des nouveaux points pris sur la boite englobante et
projetés sur la surface originale. Comme les éléments de surfaces aux différents niveaux de
la hiérarchie ne représentent pas exactement la méme surface, il est nécessaire de redéfinir
les coefficients de transfert entre chaque niveau. Un autre point faible de cette méthode est
qu’il est trés difficile d’évaluer précisément 'impact de cette approximation géométrique
sur le résultat final. ,

Marc STAMMINGER et al. ont proposé une autre approche en suivant la méme voie,
la « bounded radiosity method » [Sta 97a]. Leur solution consiste & prendre en compte
la représentation mathématique exacte des surfaces lors des calculs d’interaction sans
recourir & un échantillonage sur des points de référence. Cependant, leur algorithme se
base sur un autre type d’approximation : ’oracle de subdivision s’appuie sur ’évaluation
de bornes minimum et maximum du facteur de forme, calculées en utilisant une estimation
du champ des normales & la surface originale et replacées sur la boite englobante de la
primitive géométrique initiale. Cette solution, qui a V'avantage d’utiliser directement la
géométrie initiale, souffre du manque de précision fournie & l'oracle car la différence entre
les deux bornes du facteur de forme et d’autant plus importante que la surface présente
un grand rayon de courbure.
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3.2.2.3 Considérations sur le clustering

La méthode classique de radiosité hiérarchique a une complexité en O(k%+n), ot k est
le nombre de surfaces initiales et n le nombre de mailles finales. D’aprés ce qui précéde,
le terme k peut augmenter fortement lorsque ’on maille les primitives initiales complexes
pour en faire des approximations au moyen de surfaces plus simples. Le terme k% prend
donc une importance considérable dans la complexité de 1’algorithme lorsque 'on veut
gérer des surfaces complexes. Plusieurs algorithmes ont été étudiés pour éliminer ce terme
de la complexité de 'algorithme. Brian SMITS et al. [Smi 94] ainsi que Frangois SILLION
[Sil 95a] ont proposé des approches par regroupement de surfaces ou « clustering » alors
que Holly RUSHMEIER et al. [Rus 93] se sont tournés vers la simplification de la géométrie
pour résoudre ce probléme. Bien que les approches & base de clustering puissent étre
utilisées avec des primitives géométriques courbes, les seules implantations qui ont été
faites se sont limitées aux primitives planes. De plus, comme cela est indiqué par Jean-
Marc HAZENFRATZ et al. dans leur récente étude [Has 99], P'utilisation des méthodes de
clustering sur des objets qui ont été préalablement maillés sans conserver des connaissances
sur leur topologie, s’avére particuliérement inefficace.

Il apparait donc important d’éviter d’augmenter le nombre de surfaces initiales si ’on
veut gérer efficacement des primitives courbes dans un algorithme de radiosité.

3.2.2.4 Défauts des méthodes actuelles

Comme nous venons de le présenter, les meilleures méthodes proposées jusqu’a présent
pour gérer efficacement les surfaces complexes dans un algorithme de radiosité ont encore
quelques défauts:

e L’approche traditionnelle qui consiste & mailler la surface complexe pour la transfor-
mer en un ensemble de surfaces plus simples génére d'importants artefacts géomé-
triques et engendre des problémes de discontinuité. De plus, elle multiplie le nombre
de surfaces initiales, ce qui complique les calculs de visibilité. Enfin, les surfaces
générées ont souvent des formes mal adaptées aux calculs de radiosité (surfaces trés
allongées).

e Toutes les méthodes hiérarchiques proposées supposent que le niveau hiérarchique le
moins précis n’est composé que de surfaces planes simples. Aucune d’elles ne travaille
directement & tous les niveaux sur la géométrie exacte des primitives originales.

e Etant donné que la subdivision hiérarchique des surfaces complexes ne découle pas
directement des algorithmes de subdivision utilisés sur les carrés, un grand nombre
de valeurs géométriques telles que laire, le champ vectoriel des normales, les boites
englobantes, etc., doivent é&tre recalculées et stockées pour chaque élément de sur-
face de la hiérarchie. Une telle contrainte ralentit considérablement 1’algorithme de
radiosité et diminue son efficacité.

3.2.3 Nos contributions

Avant de présenter dans les détails notre approche du probléme grice au maillage
virtuel, nous présentons ici les avantages de notre méthode par rapport aux approches dont
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nous venons de parler. Le but du maillage virtuel est de pouvoir procéder & l'illumination
de surfaces paramétriques au moyen des méthodes de radiosité classiques.

e Contribution théorique — le maillage virtuel permet d’intégrer de fagon natu-
relle les primitives courbes dans tous les algorithmes classiques de radiosité. De plus,
il permet de faire le lien entre les méthodes de GALERKIN hiérarchiques utilisées
en radiosité et les surfaces paramétriques, alors que ces approches étaient jusque
14 incompatibles. Enfin, contrairement & la méthode de radiosité hiérarchique clas-
sique, notre implantation du maillage virtuel bénéficie pleinement du fort pouvoir de
compression des bases de fonctions ondelettes d’ordre élevé dont nous avons prouvé
I'efficacité dans le chapitre 2 (p. 41).

e Généricité — étant donné que le maillage virtuel fournit une représentation « nor-
malisée » de la géomeétrie initiale au moyen d’un ensemble de fonctions de pro-
jection bijectives qui permettent de faire des allers et retours entre les supports
réels et virtuels, notre méthode peut étre implantée dans n’importe quel algorithme
de radiosité. Par exemple, son utilisation dans un algorithme & base de clustering
permettrait une meilleure manipulation des primitives géométriques complexes a
I'intérieur méme des clusters et accélérerait les calculs pour des transferts énergé-
tiques entre des surfaces proches. En d’autres termes, le maillage virtuel permet de
concentrer la puissance de calcul et les efforts de développement aux endroits ol
l'algorithme en a réellement besoin.

e Apport en précision — en conservant tout au long du processus de résolution une
représentation virtuelle de la géométrie qui correspond exactement & la géomeétrie
initiale, le maillage virtuel permet d’éviter la plupart des erreurs dues aux approxi-
mations géométriques. Ces erreurs dégradaient fortement les résultats de radiosité
quand l’algorithme était utilisé sur des surfaces complexes telles que les surfaces
courbes.

e Apport en efficacité — en utilisant directement dans ’algorithme des représen-
tations plus naturelles des surfaces, le maillage virtuel permet d’atteindre des gains
d’efficacité allant de 40% & 70% en nombre de surfaces initiales. Ces gains en-
gendrent directement une diminution du temps de calcul qui représente entre 50 %
et 70% du temps total de simulation. Grice & ces améliorations en efficacité, le
maillage virtuel permet d’effectuer en un temps raisonnable et avec des capacités de
calcul d’ores et déja existantes, des simulations de radiosité & base d’ondelettes de
grande précision sur des modéles de trés grande taille.

3.3 Principe du maillage virtuel

Dans la section précédente, nous avons donné les principales raisons pour lesquelles
les algorithmes de radiosité travaillent généralement sur des scénes ne contenant que des
primitives géométriques simples. Pour résumer ces raisons, on peut dire que ce choix est
dd au besoin omniprésent dans ’algorithme de radiosité d’effectuer des calculs sur les
surfaces de 'environnement en se ramenant & des domaines normalisés.
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Nous montrons dans cette section qu'il est possible de gérer aussi efficacement que
les triangles et les parallélogrammes toutes les primitives planes (avec ou sans trous et
présentant des bords quelconques) ainsi que les surfaces courbes paramétriques. Pour cela,
il faut supprimer ’étape classique de triangulation et la remplacer par la projection de ces
surfaces sur des morceaux de plans. En d’autres termes, il faut enrichir la représentation
géométrique au moyen d’une deuxiéme description des primitives initiales. Cette deuxiéme
description est virtuelle car elle ne correspond pas directement aux surfaces réelles, mais
elle est surtout mathématiquement beaucoup plus simple que la description originale.
C’est sur cette deuxiéme description que tous les calculs surfaciques seront effectués tout
au long de ’algorithme.

Dans cette section, nous présentons les principes généraux de notre méthode. Cette
présentation est faite indépendamment de tout algorithme de résolution particulier pour
le calcul de radiosité. Nous présentons ensuite toutes les implications qui gravitent autour
de son utilisation. La premiére partie de cette section est consacrée a la description de
I’algorithme permettant de passer des primitives quelconques aux mailles virtuelles planes.
Nous illustrons le principe général au moyen d’un exemple simple dont la primitive origi-
nale est un morceau de tore. Dans la deuxiéme section, nous expliquons comment étendre
la fonction de radiosité & toute la surface normalisée de chaque support virtuel. Enfin,
dans la derniére section, nous voyons comment déduire, & partir des valeurs calculées sur
le maillage virtuel, la radiosité sur les primitives originales.

3.3.1 Passage des primitives quelconques aux carrés normalisés

L’idée principale qui se cache derriére notre méthode de maillage virtuel est de calculer
la fonction radiosité non pas directement sur les primitives géométriques originales mais
sur des supports normalisés plans qui ont une correspondance exacte avec les surfaces ini-
tiales. Afin de conserver un sens physique aux mailles virtuelles, les fonctions de projection
permettant de passer des surfaces réelles aux mailles virtuelles doivent conserver les pro-
priétés énergétiques des surfaces. Comme nous le montrons dans les sections 3.4 (p. 108)
et 3.6 (p. 125) cette propriété d’invariance est cruciale lorsque 'on utilise des bases de
fonctions non constantes dans un algorithme hiérarchique basé sur l'approche de GALER-
KIN et elle permet d’augmenter de fagon trés importante la vitesse des calculs. Or, comme
nous ’avons démontré au chapitre précédent, les ondelettes d’ordre élevé sont réellement
trés efficaces et nous sommes convaincus qu’il est indispensable de pouvoir les utiliser dans
tous les futurs développements en radiosité.

Du point de vue mathématique, étant donné que la radiosité mesure une puissance par
unité de surface, dire que les fonctions de projection conservent les propriétés énergétiques
des surfaces revient & dire qu’elles conservent les rapports d’aire entre les primitives ori-
ginales et les mailles virtuelles. Cette propriété suppose donc que le Jacobien!'® de chaque
fonction de projection est constant. Du fait que la projection directe des primitives com-
plexes sur des carrés normalisés en conservant les propriétés énergétiques n’est pas toujours

13. Les définitions et les propriétés précises du Jacobien de fonctions en 2D pourront &tre trouvées dans
[Kap 84].
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possible, nous avons découpé ce processus en trois étapes distinctes:
e trouver une fonction de projection a4 Jacobien constant qui projette la primitive
complexe S sur un morceau de plan (voir la section 3.3.1.1 (p. 97)),
e inclure 'image S’ de S dans un parallélogramme S” (voir la section 3.3.1.2 (p. 99)),
e projeter le parallélogramme S” sur un carré normalisé S : la maille virtuelle (voir la
section 3.3.1.3 (p. 101))

3.3.1.1 Passage des primitives courbes a des domaines plans

L’étape décrite dans cette section n’est nécessaire que pour les primitives géométriques
courbes. Trouver une fonction de projection qui « aplatit » une surface courbe et qui a un
Jacobien constant est un point clé de notre méthode. Cette fonction permet d’effectuer
tous les calculs de radiosité sur un support géométrique plus simple tout en préservant les
propriétés énergétiques de la primitive de départ. Cette section nous permet de donner
une méthode générale pour trouver ce genre de fonctions et nous illustrons cette méthode
par un exemple simple.

Le cas général: Considérons une surface paramétrique courbe décrite par ses équa-
tions:

z(0,)
x(0,0) = | y(0,9) |,
2(0,p)

ou f et ¢ sont les « paramétres naturels » de la surface (ce sont, par exemple, la hauteur
et 'angle d’ouverture pour la description d’un cylindre).

Ce paramétrage correspond en fait & une fonction de projection F : (6,0) — (z,y,2)
dont le Jacobien est égal a:

ox o 0x
08  0Op
Malheureusement, ce Jacobien n’est généralement pas constant. Trouver une fonction de
projection ayant un Jacobien constant revient donc & trouver un nouveau paramétrage
x(u,v) tel que le Jacobien J(¥) de la fonction de projection ¥ : (u,v) — (z,y,2) soit

constant.
On peut alors exprimer f et ¢ en fonction des paramétres naturels u et v. Dans le cas

général, on a:
()= (6.

Mais pour simplifier les calculs, on essaye toujours d’utiliser ce nouveau paramétrage en
imposant & la fonction f de ne dépendre que d’un paramétre. On est donc ramené a
trouver des parameétres u et v tels que:

(6) =~ (slum) #7000 -

J(F) =

ox O0Ox

—1|| = ¢ = cste.
ou  Ov
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En utilisant les propriétés sur les dérivés des fonctions composées, on en déduit qu’il
faut:

ox  0ox
90 " By

ox Ox

00 dy
" B v

Ou Ov

=c. (3.1)

Etant donné que

00 dp _0g
5y =W et oe = (u)

si on utilise le théoréme sur la dérivée des fonctions opposées, 'équation (3.1) devient (au
signe prés que on absorbe dans la constante c):

ov 1 1

—(0,0) = 5—— = ~|f'(u
En intégrant cette équation par rapport & ¢ et en remplacant respectivement 6 et ¢ par
f(u) et g(u,v), on obtient donc:

00 Oy

9(uv) gy X
o=@l [ I8 x Gl d (3.2)

A priori tous les paramétrages qui satisfont a I’équation (3.2) sont appropriés pour définir
notre fonction de projection ¢ : (u,v) — (z,y,2). On peut généralement trouver un grand
nombre de tels paramétrages.

Pour pouvoir effectuer efficacement toutes les opérations surfaciques nécessaires dans
'algorithme de radiosité (calcul du maillage virtuel & partir des primitives originales, pas-
sage des informations de visibilité des primitives originales au maillage virtuel, passage
des informations topologiques — normales — ou physiques — couleur — de la géométrie
initiale au maillage virtuel, reconstruction de la fonction de radiosité sur les primitives
originales & partir des données stockées sur le maillage virtuel, etc.), nous avons besoin de
pouvoir faire des allers et retours entre les trois paramétrages: (z,y,2),(0,¢) et (u,v). Nous
avons donc besoin de connaitre et de pouvoir évaluer facilement les valeurs des fonctions
de projection inverses. Bien que cela puisse paraitre compliqué, toutes les fonctions de
projection sont en fait bijectives (sauf éventuellement en un certain nombre de points
dont la mesure au sens de LEBESGUE est nulle), ce qui permet d’utiliser des approxi-
mations numériques trés efficaces quand les fonctions inverses sont difficiles & exprimer
mathématiquement. De plus, toutes les fonctions de projection que nous utilisons par la
suite font appel aux fonctions circulaires et hyperboliques pour lesquelles la projection
inverse (z,y,2) — (0,p) peut &tre exprimée de fagon exacte.

Un exemple concret, un tore: Considérons le morceau de tore présenté sur la fi-
gure 3.5(a). Mathématiquement, ce morceau de tore correspond au paramétrage suivant :
z(0,p) = cosf (cos ¢ + 2),
y(0,0) =sinf (cosp +2), 6H¢€ [0,%) 4 € [0,7).
z(0,p) =sinp,
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Choisissons par exemple comme fonction f(u) = u/2 et comme constante ¢ = 1 (nous
rappelons que d’aprés les conventions précédentes: 6 = f(u), ¢ = g(u,v) et J(¥) = ¢).
L’équation (3.2) nous donne donc une contrainte sur la fonction g:

2v = sin(g(u,v)) + 2g(u,v). (8.3)

On peut tout de suite remarquer que dans ce cas g ne dépend que du paramétre v. On peut
donc écrire : g(u,v) = g(v). Avec I’équation (3.3), on peut déterminer g de fagon numérique
et on peut donc la réinjecter dans le paramétrage du morceau de tore pour obtenir un
paramétrage qui le projette sur un plan tout en conservant ses propriétés énergétiques :

(u,v) (cos g(cos g(v) + 2),sin g(cos g(v) + 2),sin g(v))‘

De plus, il est facile de calculer de fagon exacte le passage (z,y,z) + (0,p) ainsi que
le passage inverse. Il est donc aisé, une fois ce nouveau paramétrage établi, de passer
successivement de 'un & P’autre des trois paramétrages: (z,y,z),(0,¢) et (u,v).

Le résultat de la projection de notre morceau de tore au moyen de la fonction = :
(z,y,2) = (u,v) est présenté sur la figure 3.5(b). La courbe tracée sur la figure permet
de comparer cette projection & Jacobien constant avec la projection naturelle & Jacobien

non constant obtenue en utilisant la fonction F~' : (z,y,2) — (20,p) et présentée sur la
figure 3.5(c).

La simplicité de la fonction de projection & Jacobien constant pour le tore ne doit
pas laisser croire que toutes les surfaces présentant un paramétrage naturel « simple »
ont une fonction de projection & Jacobien constant « simple ». En effet, comme nous le
verrons plus en détail dans la section 3.5 (p. 115), méme des surfaces aussi naturelles que
des ellipsoides peuvent nécessité des fonctions de projection relativement compliquées.

3.3.1.2 DPassage des domaines plans quelconques aux parallélogrammes en-
globants

Nous venons de voir qu’il est possible de remplacer une surface courbe S par sa re-
présentation sur un morceau de plan S’. Malheureusement, la primitive plane S’ ainsi
générée n’a aucune raison d’étre un carré parfait. Bien au contraire, cette primitive peut
avoir des bords quelconques, elle peut contenir des trous, avoir une forme polygonale ou
méme présenter des contours courbes. Si on considére, par exemple, la surface délimitée
par la courbe tracée sur le tore de la figure 3.5(a) on constate que sa projection & Jacobien
constant présentée sur la figure 3.5(b) a une forme de patatoide. Dans la grande majorité
des cas, il n’est pas possible de projeter une surface courbe en conservant ses propriétés
énergétiques sur un carré normalisé. Le cas idéal d’une projection sur un carré peut ce-
pendant se présenter dans un certain nombre de situations tel que c’est le cas lorsque 1’on
considére le morceau de tore complet de la figure 3.5(a).

Par ailleurs, comme nous 1’avons déja souligné dans la section précédente, les surfaces
planes & bords quelconques ne sont pas bien gérées dans les algorithmes classiques de
radiosité.
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C |

(b) Projection & Jaco- (c) Une projection avec
bien constant les paramétres naturels :
Jacobien non constant

F1G. 3.5 = Projection d’un morceau de tore avec une courbe dessinée dessus.

L’idée que nous proposons ici pour manipuler les primitives planes & bords quelconques
est de travailler sur des « domaines étendus » S” englobant les primitives planes. Les
domaines étendus doivent vérifier trois propriétés pour étre utilisables efficacement dans
’algorithme de radiosité:

e ils doivent englober entiérement les primitives planes,
e ils doivent minimiser les vides,
o ils doivent avoir une forme bien adaptée au calcul de radiosité.

La troisiéme condition associée aux considérations de la section précédente impose
que les domaines étendus soient des parallélogrammes. Pour satisfaire au deuxiéme critére
ci—dessus, nous avons décidé de toujours choisir le parallélogramme englobant d’aire mini-
male. Plusieurs parallélogrammes peuvent répondre & ces critéres. On choisit de conserver
celui dont les angles sont les plus proches de 7/2 pour éviter d’avoir une trop forte dis-
torsion lorsque 1’on le projettera sur un carré normalisé.

L’algorithme 6 décrit notre approche pour construire le parallélogramme englobant.
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Pour traiter le cas d’une primitive non polygonale, on commence par en faire une approxi-
mation polygonale en discrétisant ses contours. Il suffit donc de faire varier le paramétre de
facon discréte. On calcule ensuite le parallélogramme englobant en utilisant cette approxi-
mation. A la fin du processus, on utilise les points extremums de la primitive originale
pour étirer le parallélogramme jusqu’a ce qu’il englobe tous ces points. Cette méthode
ne donne pas toujours le meilleur résultat possible mais elle est largement suffisante et
le parallélogramme ainsi généré convient toujours trés bien pour les calculs de radiosité.
Un point clé de notre algorithme est que sa complexité est en O(n) ol n est le nombre
de points initiaux utilisés pour décrire le contour de la primitive. En effet, 'enveloppe
convexe d’une chaine de points peut &tre calculée avec une complexité O(n) grace a lal-
gorithme décrit par Herbert EDELSBRUNNER dans [Ede 87, et l’algorithme de Christian
SCHWARZ et al. décrit dans [Sch 95] permet de calculer le parallélogramme englobant
d’aire minimale pour un polygone convexe avec une complexité O(n).

Algorithme 6 Construction du parallélogramme englobant
ENTREES: Primitive p
SORTIES: Parallélogramme résultat

1: si p <> Polygone alors

2. p’ = approximation_ polygonale(p)

3: sinon

4 p=p

5: fin si

6: env = enveloppe_convexe(p’) // Edelsbrunner [Ede 87]

7. parall = parallélogramme_ englobant(env) // Schwarz [Sch 95
8: si p <> Polygone alors

9:  extr = extremums(p)

10:  result = parallélogramme_ étendu(parall) tel que extr € result
11: sinon

12:  result= parall

13: fin si

14: retourne result

Considérons, par exemple, la primitive de la figure 3.6(a): le parallélogramme de la
figure 3.6(b) a des angles trop éloignés de /2, celui de la figure 3.6(c) n’a pas deux
cbtés adjacents qui coincident avec des arétes de ’enveloppe convexe comme l'impose
’algorithme de Christian SCHWARZ et al. C’est donc le parallélogramme de la figure 3.6(d)
qui est choisi comme parallélogramme englobant.

3.3.1.3 Passage des parallélogrammes aux carrés normalisés

La derniére étape du processus de création du maillage virtuel est la projection du
parallélogramme S” sur un carré normalisé S. Cette étape est relativement simple car elle
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(a) Po- (b) Angles trop éloignés (c) Pas 2 co- (d) Le bon parallélo-
lygone de /2 tés adjacents du gramme englobant
original ‘ polygone sur le

parallélogramme

F1G. 3.6 — Fxemples de parallélogrammes englobants.

peut étre effectuée en utilisant une fonction de projection bi-linéaire ¥ dont I'inverse est
donné par I’équation ci—dessous:

(6,) = U™ (w,0)carrs = Po + uPyPy +vPy P,

ou les points Py,P;,P,,P; sont ceux présentés sur la figure 3.7. Le Jacobien d’une telle
projection est constant et égal a I’aire du parallélogramme S”.

¢
p3 A
£ Ll

+

b
Pl

=8

F1G. 3.7 — Projection d’un parallélogramme sur un carré normalisé.

3.3.2 Fonction de radiosité sur le maillage virtuel

En général, les points des mailles virtuelles normalisées S ne correspondent pas tous
a des points des primitives originales S. Avant de calculer la fonction de radiosité sur
le maillage virtuel, il convient d’étendre la définition de la fonction de radiosité de son
support naturel S a tous les points de S.
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3.3.2.1 Définir la fonction de radiosité sur S

La solution que nous avons choisie pour définir la fonction de radiosité en dehors des
points de S est représentée sur la figure 3.8.

fonction de radiosité

/\;

sur la surface sur la maille
originale virtuelle

image de

FIG. 3.8 — Etendre le fonction de radiosité de fagon continue.

! Cette extension de la définition de la fonction de radiosité obéit & deux principes que
i nous nous sommes fixés:
‘ e La fonction étendue correspond exactement & la fonction de radiosité originale sur
| tous les points intérieurs & S';

e La fonction étendue est aussi simple et aussi continue que possible aux frontiéres de

S et sur les points extérieurs & S.

Le premier de ces deux principes est évident car nous voulons avoir la possibilité de relire
les valeurs de la fonction de radiosité sur la primitive originale S & partir de celles calculées
sur S. Le deuxiéme principe est moins évident mais il est tout aussi important car, dans
un algorithme hiérarchique, la fonction de radiosité calculée en un point quelconque du
domaine peut influencer la représentation en d’autres points. Il faut donc calculer la
radiosité avec la méme précision en tous les points du domaine et notamment sur les
points extérieurs a S.

Etant donné que les discontinuités de la fonction de radiosité et de ses dérivées ne
sont dues qu’a des variations de la visibilité entre les objets de la scéne (comme cela
est expliqué par Paul HECKBERT dans [Hec 92]), nous avons cherché, pour satisfaire au
deuxiéme principe, & ne pas introduire de nouvelles discontinuités de visibilité dans notre
extension. Pour faire cela, nous avons défini une fonction de visibilité étendue V de la
facon suivante. La visibilité entre un point ¢ dans ’environnement et un point p sur la
maille virtuelle S est égale 3 la visibilité entre g et , ol 5 est le point le plus proche de
p sur la primitive originale S':

V(g:p) = V(4:h)
~ _ . !
17 = pll = min jp" — =]l

Bien str, si p est un point de S alors p = p. Dans ce cas, la fonction de visibilité étendue
est égale & la fonction de visibilité naturelle.

La fonction de radiosité sur la maille virtuelle est alors définie comme la fonction de
radiosité classique calculée comme si la maille virtuelle avait remplacé la primitive origi-
nale. Le seul changement est que la fonction de visibilité V' de I’équation de radiosité 1.4
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est remplacée par la fonction de visibilité étendue V :

B(g) = E(x) + plx) / B(y)K (z,5)dy

K(z,y) = G(z,y)V(z,y).

Cette nouvelle définition de la fonction de visibilité n’est peut &tre pas la meilleure
dans toutes les situations mais elle a ’avantage d’étre simple & mettre en ceuvre. De plus,
elle s’est montrée tout a fait pertinente sur I’ensemble des tests que nous avons effectué.
De méme que pour le calcul du parallélogramme englobant, la recherche du point §, le plus
proche de p sur S, se fait en utilisant une approximation polygonale de S sila projection
S' sur un plan de la primitive originale n’est pas un polygone.

3.3.2.2 Utilisation de S pour le calcul de radiosité

Maintenant que ’on a défini la fagcon d’étendre la fonction de radiosité & toute la
maille virtuelle, on peut utiliser cette définition pour calculer la radiosité sur cette maille
S. Rappelons encore une fois que le but ultime est de relire les valeurs de la fonction de
radiosité sur la primitive originale S & partir de celles calculées sur S. Il faut donc calculer
la, fonction sur S de telle fagon qu’elle ait un réel sens physique sur S. Intuitivement,
I’idée est d’utiliser la primitive originale uniquement quand cela est vraiment nécessaire
et de profiter de la définition trés simple de la maille virtuelle aussi souvent que cela est
possible. On peut alors distinguer trois situations différentes:

e S peut étre un récepteur,
e S peut étre un bloqueur,
e S peut étre un émetteur.

Récepteur: Quand la primitive S recoit de I’énergie, on utilise la maille virtuelle S
exactement comme si ¢’'était la surface réceptrice. Tous les points de S sont traités exacte-
ment avec la méme précision, qu’ils soient situés & I'intérieur ou & 'extérieur de la primitive
originale S. De cette fagon, la fonction de radiosité reste cohérente sur toute la surface de
la maille virtuelle et elle peut étre utilisée dans un algorithme hiérarchique sans que les
points extérieurs a S ne viennent perturber ceux & l'intérieur de S.

Bloqueur: Lorsque la primitive S est considérée en tant que bloqueur, elle intervient
dans le calcul de la visibilité entre deux points et il faut alors utiliser sa définition initiale
pour faire les calculs. La maille virtuelle n’a aucun sens dans les calculs de visibilité.

Pour détecter efficacement si la primitive originale est bloquante dans une interaction,
nous procédons par étapes:

e Si la primitive est courbe, elle est généralement définie comme le morceau d’un
support dont on connait exactement une représentation paramétrique. On utilise
alors cette représentation pour calculer ’intersection du rayon qui nous intéresse
avec le support de la primitive, puis, si cette intersection existe, on la projette au
moyen de notre fonction de projection & Jacobien constant sur la maille virtuelle.
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e Si la primitive est plane, on utilise directement les coordonnées 2D de l'intersection
du rayon avec la primitive, coordonnées que ’on projette sur la maille virtuelle.

e Une fois que l'on connait les coordonnées de l'intersection sur la maille virtuelle,
on utilise la carte trapézoidale d’un arrangement de segments dans le plan, définie
respectivement par Jean-Daniel BOISSONNAT et Mariette YVINEC dans [Boi 98] et
par Olivier DEVILLERS et al. dans [Dev 92] et dont un exemple est présenté sur la
figure 3.9, pour savoir si le point est i 'intérieur ou & l'extérieur de la primitive
originale.

(a) Carte (b) Utilisation de la carte trapézoidale
trapézoidale pour effectuer une requéte de visibilité
d’une maille

virtuelle

F1G. 3.9 — Carte trapézoidale d’un arrangement de segments dans le plan.

Les segments utilisés pour construire cette carte sont ceux définissant le contour de
la primitive originale. Nous avons enrichi l’algorithme de construction pour intégrer les
segments qui ne sont pas des segments de droite. Pour cela, nous utilisons pour chaque
segment courbe ses points extremums définis dans les directions de la maille virtuelle.

Pour pouvoir faire nos requétes de fagon efficace, on stocke, lors de la création de la
carte trapézoidale, un booléen pour chaque trapéze. Ce booléen est positionné a vrai si
le trapéze est a I'intérieur de la primitive originale et & faux §'il est & I'extérieur.

En utilisant un algorithme aléatoire, la carte trapézoidale peut étre construite en un
temps O(nlogn), ol n est le nombre de segments initiaux. Une fois construite, la carte per-
met de répondre aux requétes de visibilité en un temps O(logn). Puisque l’algorithme de
construction est aléatoire, nous mélangeons les segments avant de commencer & construire
la carte.

Les requétes de visibilité dans notre algorithme sont des requétes point & point comme
nous ’avons vu dans le chapitre précédent. Pour effectuer une requéte de visibilité entre
deux points, on utilise alors la procédure ci—dessus avec le rayon défini par ces deux points.

Emetteur: Quand la primitive S est considérée en tant qu’émetteur, il faut faire atten-
tion au fait que la radiosité accumulée sur la maille virtuelle S représente plus d’énergie
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que ’énergie réellement regue par la primitive originale. En effet, les points situés en de-
hors de la maille originale ont accumulé de I’énergie qui n’existe pas en réalité. Il faut
donc éviter de repropager cette énergie dans la scéne car sinon on violerait le principe
de conservation de l’énergie en créant artificiellement une augmentation énergétique dans
I’environnement. Afin d’éviter de propager ce surplus d’énergie, nous utilisons la fonction
stockée sur la maille virtuelle mais nous pondérons les poids utilisés dans les calculs de
quadrature pour qu’ils intégrent ce phénoméne.

Etant donné que les poids de quadrature en 1D sont des valeurs positives et que leur
somme est égale & 1, on peut considérer qu’ils représentent chacun la longueur d’une
zone d’influence pour le point de quadrature correspondant. Nous avons représenté cette
zone en 1D sur la figure 3.10(a). Cette constatation peut étre transposée en 2D (voir
figure 3.10(b)); le poids du point de quadrature p; ; est w;w; 4.

1
L] [ ] [ ]
* ®
A o
w, 1w, 1w | pourcentag:
1 { 1 . L recouvert
. : . : . : 0
0 1 > ‘Wor W,
(a) sur un segment (b) sur un carré (c) sur la maille vir-
unitaire normalisé tuelle

F1G. 3.10 — Poids des points de quadrature peuvent étre vus comme l’aire de leur zone
d’influence

Pour intégrer le phénoméne du surplus énergétique directement dans les poids de
quadrature, nous proposons de multiplier ces derniers par la fraction:

aire de la section de la maille virtuelle o l'intérieur de la zone d'in fluence

aire de la zone d'influence elle — —meéme
Par exemple, sur la figure 3.10(c), le poids du point de quadrature dans la zone hachurée
devrait étre wywy. Comme la fraction de laire effectivement occupée par la maille originale
est égale 4 «, nous utilisons comme poids pour ce point cwiwy dans tous les calculs
d’émission.

La solution que nous proposons n’est pas idéale car elle ne permet pas de prendre
en compte la représentation complexe des fonctions d’ordre élevé. Cependant, pour des
calculs d’interaction de faible précision, cette solution est extrémement efficace car elle est
simple & implanter et trés rapide dans son utilisation. De plus, pour des calculs de grande
précision, cette définition permettra de tendre vers la solution exacte. En effet, pour une

14. On notera que les zones d’influence des points de quadrature ne correspondent pas aux zones définies
par le diagramme de VORONOI des points de quadrature.
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grande précision, les subdivisions successives auront tendance a4 découper plus fortement
les zones ou la fonction varie fortement et I'importance du facteur « sera donc diminuée.
Pour les zones ou la surface originale remplit entiérement ou ne remplit pas du tout la
zone d’influence, les calculs par cette méthode sont exacts.

Si, dans certaines situations, un point de quadrature tombe en dehors de la surface
originale, nous I'utilisons malgré tout sans rien changer dans nos calculs.

L’algorithme 7 montre un pseudo code de notre algorithme d’émission en utilisant la
maille vituelle. A

Algorithme 7 Pseudo code de notre algorithme d’émission & partir d’une primitive com-
plexe en utilisant la maille virtuelle

ENTREES: Primitive S /* émetteur complexe */, Primitive R /* récepteur */
1: M =Maille_ Virtuelle(S)
2: pour tout interaction S — R faire
3. pour tout ¢; = point_ quadrature(M) faire
4 a; + fraction _zone_ influence(S,M,q;)
5 g; = point_le plus_proche(g;, S)
6: pour tout p; = point_quadrature(R) faire
7
8
9

p; = point_le_plus_proche(p;, R)
V(q;,p}) = visibilité(p},q;)
G(g;,p;) = valeur _du_ noyau(p;,q;)
10: B+ = cyw;w; Bs(4:)V (¢;,0}) G (gi,p;)
11 fin pour
12:  fin pour
13: fin pour

3.3.3 Deéduire la radiosité sur les primitives originales

Les deux étapes que nous venons de décrire permettent de calculer la fonction de ra-
diosité sur le maillage virtuel avec la précision et le niveau de convergence définis dans
Yalgorithme utilisé. Ceci étant, nous avons & notre disposition la valeur exacte de la ra-
diosité en chaque point du maillage hiérarchique pour chacune des mailles virtuelles. La
visualisation des primitives originales illuminées, c’est-a-dire avec les couleurs correspon-
dant & la fonction de radiosité ainsi calculée, est trés simple & partir de ce point. En effet,
il suffit pour chaque primitive S de reprojeter la partie qui coincide effectivement avec des
points de S de la maille virtuelle S correspondante en utilisant la fonction de projection
inverse S — S” — S. La primitive originale peut alors étre envoyée au moteur d’affichage
dans le bon format en utilisant les valeurs ainsi récupérées sur la maille virtuelle.

L’affichage des surfaces courbes au moyen des cartes graphiques actuelles pose encore
quelques problémes car ces derniéres n’ont que la possibilité d’afficher des triangles. Mais
la description mathématique des primitives courbes permet de les envoyer & la carte
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graphique sous une forme triangulée avec la précision désirée. On peut alors développer
un algorithme intelligent qui géneére automatiquement des niveaux de détails pour afficher
les surfaces courbes. Les chercheurs de I’équipe ISA expérimentent actuellement ce genre
d’algorithmes qui permettent d’avoir une précision d’affichage presque infinie sans jamais
atteindre les limites des matériels graphiques.

3.4 Maillage virtuel et radiosité & base d’ondelettes

Le maillage virtuel sépare les données géométriques de la représentation de la fonction
de radiosité. Il fournit ainsi une nouvelle représentation abstraite de la géométrie. Cette
nouvelle représentation est liée aux données initiales pour pouvoir les interroger chaque
fois qu’il est nécessaire d’avoir des informations physiques sur la géométrie (normale,
visibilité, intersection, etc.). Comme cette représentation est largement indépendante de
la nature de 'algorithme de radiosité utilisé, elle peut étre implantée dans n’importe
quel algorithme existant. En particulier, elle est tout & fait adaptée pour é&tre utilisée
dans un algorithme de radiosité hiérarchique utilisant une méthode de GALERKIN. Nous
avons justement implanté le maillage virtuel dans notre algorithme de radiosité & base
d’ondelettes décrit au chapitre 2 (p. 41). Nous présentons ici les points particuliers pour
lesquels il a fallu modifier I’algorithme pour I’adapter & cette nouvelle représentation de
la géométrie.

3.4.1 Algorithme

L’algorithme 8 présente dans ses grandes lignes notre algorithme de radiosité a base
d’ondelettes lorsqu’il est associé au maillage virtuel. Il correspond exactement & l’algo-
rithme de SOUTHWELL décrit dans le chapitre précédent. Nous avons souligné dans 1’al-
gorithme 8 les différences avec 1’algorithme classique et, comme on peut le constater, elles
sont trés peu nombreuses. Nous revenons sur ces quelques différences dans les lignes qui
suivent.

Comme nous ’avons déja souligné, notre implantation de ’algorithme de radiosité
associe un algorithme de shooting qui ne stocke pas les liens aux fonctions de base les
plus générales actuellement utilisées: les ondelettes d’ordre élevé. Les ondelettes sont des
fonctions hiérarchiques qui permettent de maintenir une représentation de la fonction de
radiosité avec plusieurs niveaux de précision en gardant une réelle cohérence entre tous
ces niveaux. Or, les ondelettes sont réellement efficaces quand les subdivisions successives
permettant de créer les niveaux hiérarchiques engendrent des mailles de formes identiques
et conservent toujours les mémes rapports géométriques entre deux niveaux successifs.
Le maillage virtuel permet précisément d’apporter cette propriété pour des primitives
complexes qui n’auraient pas pu étre utilisées facilement autrement.

Lorsque l'on travaille avec des surfaces courbes, ces derniéres peuvent présenter des
grandes variations dans leur courbure et donc avoir un champ de normales trés étendu.
Il est alors important de pouvoir augmenter l'ordre des fonctions de base pour mieux
approcher les variations de la fonction de radiosité et pour, ainsi, réduire le nombre de
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Algorithme 8 Algorithme de radiosité 4 base d’ondelettes avec maillage virtuel.
1: pour tout i € {1,... ,n} faire
2 S; «— MailleVirtuelle(S;)
3 By« E;, AB,« E,
4: fin pour
: tant que 3, fo | AB;, > ¢ faire

Choisir ¢ tel que S; ait la plus grande valeur d’énergie non propagée AB;

Push/Pull-Résidus( S

pour tout je€ {l,...,n} faire
£+  HR-Transfert(S; — S;,AB;)

10: Bj — Bj + (c:'j, AB] — ABJ + gj

11: fin pour

122 AB; +— 0

13: fin tant que

14: pour tout ¢ € {1,... ,n} faire

15 MiseAJourHiérarchie(S;)

16:  Affiche(S;)

17: fin pour

mailles finales nécessaires. En effet, nous avons pu constater, lors de nos tests, que lorsque
les surfaces qui composent la scéne deviennent de plus en plus complexes — au sens de
leur courbure — les résultats sont d’autant meilleurs que 'ordre des ondelettes est élevé.
Or, comme nous ’avons montré dans la section précédente, le surcofit di & I'utilisation des
ondelettes linéaires (M3) ou des ondelettes quadratiques (Mj) par rapport aux ondelettes
de HAAR (M) est trés faible comparé au gain que ces derniéres peuvent apporter.

A ce stade, on peut légitimement se demander si l'utilisation de fonctions de projection
& Jacobien constant est réellement indispensable. En effet, pourquoi ne pas utiliser les
fonctions de projection naturelles et recalculer le Jacobien chaque fois que cela s’avére
nécessaire durant les calculs de propagation énergétique ou pour maintenir la cohérence
entre les niveaux de la hiérarchie? Nous montrons dans la section suivante que le Jacobien
constant (qui apparait & la ligne 7 de l’algorithme 8) est primordial en terme d’efficacité
et que le fait de contourner cette difficulté fait perdre tout son intérét au maillage virtuel.
Deux autres points de l’algorithme ont été modifiés pour intégrer le maillage virtuel. Nous
revenons respectivement sur chacun d’eux dans les sections 3.4.3 (p. 114) pour les surfaces
auto-émettrices (ligne 8) et 3.4.4 (p. 114) pour la gestion de la hiérarchie (ligne 9).

3.4.2 Coeflicients de push—pull

Durant les calculs de radiosité, les informations sont évaluées et transmises entre les
différents niveaux de la hiérarchie. Pour maintenir la cohérence entre ces niveaux, nous
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avons besoin de pouvoir transférer I'information entre les niveaux en vérifiant deux pro-
priétés principales:

e Il n’y a pas de perte d’information quand on passe d’un niveau de faible précision
au niveau de précision supérieure. Cette propriété est indispensable pour pouvoir
retrouver |'information sur le niveau initial & une étape ultérieure.

e Il y a conservation de la quantité d’énergie quand on dégrade une représentation pour
passer au niveau de précision inférieur. Cette propriété permet de maintenir & chaque
niveau la méme quantité d’énergie et assure ainsi que le principe de conservation de
’énergie est respecté dans toute la hiérarchie.

Les bases de fonctions ondelettes permettent, justement, de transférer les informations
fonctionnelles d’un niveau & l’autre de la hiérarchie en respectant ces propriétés. Elles
utilisent pour cela des coefficients de transfert entre les fonctions de base de deux ni-
veaux successifs appelés coefficients de push—pull. Ces coefficients sont calculés au moyen
d’intégrales sur les domaines des fonctions considérées.

Nous montrons ici en quoi le fait de travailler & Jacobien constant est extrémement
important pour le calcul et I'utilisation des coeflicients de push—pull.

Pour étudier cette propriété, rappelons que les fonctions ondelettes sont obtenues par
homothéties et translations d’une fonction initiale:

¢ (z) = Vamg(2™z — i), (3.4)

Définissons alors B™(z) comme étant la projection de la fonction de radiosité B(z)
dans une base d’ondelettes. On a alors:

Br(x) = Y al'gp(a), (35)

ou m est le niveau de représentation dans la hiérarchie. Les o* sont des poids associés
aux fonctions de base ondelettes ¢!

En utilisant les équations 3.4 et 3.5, on voit qu’il est possible de calculer des coefficients

ﬁz’; et h{"; qui permettent de transférer de I'information fonctionnelle d’'un niveau a 'autre

grace aux relations suivantes:

m+l _ Im . m

ot =3 hel
i

m—1 __ m . m

o= hijol
J

Les fonctions ondelettes « classiques » forment des bases orthonormales ; on peut donc
exprimer les coefficients de push-pull comme suit :

— +1
hs =< & (2),87" () >gm

rm m m (36)
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ou S]* représente le support de la fonction ¢™ et AT laire de ce support.

Comme les fonctions ondelettes classiques sont définies sur des domaines normalisés,
on peut prouver que les coefficients de push-pull h"; et h; ne dépendent pas du niveau
m. Par exemple, pour R

hiy =< ¢ (2),87 (z) >gpr
=2™V2 < ¢(2™z — i),(2™ 1 — 5) >ep

=22 [ $(2™z —i)p(2™ x — f)da
s

=v2 [ ¢wb2u+2i—j)du  (u=2"z 1)
CRY

=< (b(u))qséz—](u) >[011]
= h2i—j'

En utilisant la méme approche, on montre que ﬁf‘] = FLQ,;_J'. Cette propriété est extré-
mement importante lors de I'implantation des ondelettes dans un algorithme de radiosité
car elle permet de ne pas recalculer les coefficients de push—pull & chaque niveau de la
hiérarchie. Les coefficients peuvent ainsi étre calculés une fois pour toutes au début de
I’algorithme et stockés au premier niveau de la hiérarchie. Nous verrons dans la sec-
tion 3.6 (p. 125) que le fait de ne pas devoir calculer ces coefficients de fagon dynamique
& chaque fois que 'on veut descendre d’un niveau dans la hiérarchie peut apporter un
facteur 3 pour la rapidité de 'algorithme. Faisons aussi remarquer que cette propriété
est d’autant plus importante que ’ordre des fonctions est élevé. En effet, plus I'ordre des
fonctions est élevé, plus le nombre de fonctions de base est important & chaque niveau
hiérarchique. Ainsi, le nombre des coefficients, qui est le carré du nombre de fonctions,
peut devenir trés grand si 'ordre des fonctions est élevé.

Dans notre cas, les fonctions de base sur les supports originaux ne sont pas les fonctions
ondelettes classiques: les supports ne sont pas normalisés et les bases de fonctions n’ont
pas de raison d’&tre orthonormales. L’expression des coefficients de push—pull ﬁ:’; et Ay
est donc modifiée de la fagon suivante:

- m Y. hm e m 7
0,0 0,7 0,n2
. . N . . -1
m e (LU m = m
i,0 hl,] h11n2 - ( k7l> ( Z)J)
m L m . TS m

Lh"n1,0 hnl,j h‘n1,n2-
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et
fﬁz_)’fo B

hm

ni1,n2 4

avec les matrices A}, est AT, définies de la fagon suivante:

[ <¢6n;¢6n>56”

AT = <¢§na¢égl>sm

32y}

( m,cbo)

et
[ ( 81a¢6n>56"

A7 = (q&{“,q&{,")sgl

2]

(00

<¢nm1’¢;n>s;.ﬂ

(57975

(& 87)sr

e <¢n1,¢m>sml

(4897 gy

(4707 g

et les matrices 7-[:3 et ”HZ"’; définies comme suit:

(95T )5y
H:Z = <¢ a¢6n+1>5m
L<¢n1’¢1;1+1>5;;11
et
[ <¢6n)¢6n+1>56n+1

y +1
HZ; = <¢;n,¢‘(r)n >S(1)n+1

<¢n1’ m+1>56”+1

(6547 g
()

<¢n1’¢7;1+1>5;{11

<¢70n’¢;n+1>5;1+1
<¢§ni¢;‘n+l>s;n+l

IR g

' <¢n1’ m> 1

gy,

e <¢n1 ’¢:17;+1>S,TZ+1_

(95" g sy |

(¢Z”,¢ e

<¢6n7¢212>5;"2 ]

(679 |

< m+1>Sm

<¢?,¢:i“>sm

) < ni ,¢m+1>

< ’¢ >sm+1

<¢’1€n’¢77‘?2+1>517{12+1
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Le point tres important de ces calculs est que I’évaluation des produits scalaires n’est
pas évidente dans le cas ot les primitives géométriques ne sont pas des carrés normalisés.
En effet, le produit scalaire <f,g> est égal a:

(Fa)s = [ f@(e)ds

Or, dans notre cas, les supports S/ ne sont pas les supports sur lesquels sont définies les
ondelettes classiques. On est donc obligé de projeter toutes les surfaces sur des supports
normalisés pour pouvoir effectuer les calculs. Aprés projection, on obtient :

(D785 Y gms = fs¢’" (6,6)67(6,9) dbd,
; (3.7)

2= o ¢5,~(u,v)q§§”2"m‘ (u,v) Ty (u,v)dudv,
S

ou §; = [0,1]? est le support normalisé de la fonction ondelette « classique » b; et %%(u,v)
est le Jacobien de la fonction de projection inverse ¥~! : (8,4) — (u,v) qui est égal a:

90 99
Tg () = % S% ‘
v Ov

On constate ici que ’efficacité de ’algorithme de radiosité dépend fortement du calcul
des coefficients de push—pull. En effet, ce calcul, qui demande pour chaque coefficient
’évaluation de I’équation (3.7), peut étre extrémement coliteux et pénaliser fortement
’algorithme s’il n’est pas optimisé correctement.

Quand la fonction W est a Jacobien constant, le Jacobien peut étre sorti de I'intégrale
dans I’équation (3.7):

(B 87 gm = Tiy [ ulu)df ™™ (uv) dudv.

(0,1]2

On est alors ramené au cas usuel ot les coefficients ne dépendent pas du niveau auquel
les transferts doivent étre effectués. Si on considére les fonctions ondelettes classiques
(ondelettes multiples M,,), on travaille alors directement sur des bases orthonormales
et I’équation des coefficients de push—pull est alors la méme que 1'équation (3.6), & une
constante pres.

Le maillage virtuel, tel que nous ’avons présenté dans la section précédente, est donc
suffisamment générique pour que ses avantages agissent a tous les niveaux de I’algorithme
de radiosité, et ce quel que soit 'algorithme choisi. Il permet, en effet, de toujours se
ramener au cas le plus simple des primitives géométriques carrées.

En conclusion :

Les fonctions de projection a Jacobien constant représentent un point essentiel pour
Pefficacité du maillage virtuel dans ’algorithme de radiosité a base d’ondelettes.
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3.4.3 Primitives auto-émettrices

Le maillage virtuel permet de garder la géométrie initiale « intacte ». Il est alors pos-
sible qu’une surface courbe ait besoin de shooter de 1’énergie sur elle-méme. Plus précisé-
ment, toute surface courbe qui présente au moins un « ilot » concave sera auto-émettrice.
Pour gérer une telle surface lorsqu’elle émet sur elle-méme, on crée temporairement un
leurre (voir la figure 3.11). Le leurre est une copie simplifiée de la surface. En fait, on ne
copie que le premier niveau hiérarchique et on fait comme si la surface ainsi créée était
une nouvelle surface n’ayant jamais été subdivisée et ne renfermant aucune énergie.

F1G. 3.11 — Surface auto-émetirice.

On procéde ensuite en trois étapes. Tout d’abord, la primitive courbe shoote son énergie
sur le leurre qu’on vient de créer exactement comme si ce dernier était une surface de la
scéne. Puis, I’énergie récupérée sur le leurre est ajoutée a celle de la surface originale,
en rajoutant, dans la hiérarchie de cette derniére, de nouvelles subdivisions si cela est
nécessaire. Finalement, le leurre est détruit et I’algorithme continue normalement.

BER . Sl

plain mesh

piRgEas .

empty mesh boundary mesh

F1G. 3.12 — Subdivisions hiérarchiques de la maille virtuelle associée a la surface délimitée
par la courbe de la figure 8.5(a).

3.4.4 Gérer la hiérarchie

Considérons maintenant que I'image d’une primitive courbe par une fonction de pro-
jection & Jacobien constant soit le support de I’approximation & base d’ondelettes d’une
fonction de radiosité. Afin de bénéficier de la simplicité de ’expression des coefficients de
push—pull sur cette maille virtuelle, nous 1'utilisons dans notre algorithme comme si elle
était le support réel de la fonction de radiosité. De cette facon, tous les calculs fonctionnels
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sont effectués sur un carré normalisé et les subdivisions hiérarchiques se font trés naturel-
lement (voir la figure 3.12). En effet, il suffit d’utiliser un simple algorithme de quadtree
pour générer quatre nouvelles mailles a chaque niveau; ces mailles serviront directement
de mailles virtuelles pour les parties de la primitive originale qui se retrouveront projetées
a l'intérieur.

La représentation hiérarchique de la fonction de radiosité suppose que 1’on ait la méme
précision sur la totalité du support. Il ne faut surtout pas diminuer la précision aux
endroits ot la maille virtuelle ne correspond pas a des points de la primitive originale.
En effet, I'étape de push—pull fait que des valeurs de radiosité sur des points en dehors de
la primitive originale peuvent avoir une influence sur les valeurs des points & l'intérieur
de cette primitive. Cette remarque nous conforte dans le fait qu’il ne faut rien changer
a l'algorithme quand on utilise le maillage virtuel et confirme donc la simplicité de son
utilisation.

Deux cas particuliers peuvent se présenter lors des subdivisions successives de la maille
virtuelle :

e Aprés subdivision une sous—maille peut ne pas contenir de zone correspondant
la primitive originale. On mémorise alors le fait que cette maille n’interviendra pas
dans la phase d’émission. On continue cependant & calculer la fonction de radiosité
sur cette sous—maille comme pour les autres mailles.

e Une maille issue d’une subdivision peut étre entiérement remplie par la primitive
originale. Dans ce cas, on se retrouve dans la situation standard d’un parallélo-
gramme et on conserve cette information pour simplifier les calculs d’émission dans
la suite de 1’algorithme.

L’utilisation des mailles virtuelles dans le processus de subdivision hiérarchique permet
de ne pas avoir recours a une stratégie de maillage compliquée qui générerait de nouvelles
surfaces complexes & chaque subdivision. Ces nouvelles surfaces seraient elles-mémes dif-
ficiles & gérer. De plus, grace a sa stratégie élémentaire de subdivision, le maillage virtuel
permet de réduire a la fois le nombre de primitives initiales et le nombre de mailles finales
comme nous le montrons dans la section 3.6 (p. 125).

3.5 Applications

En utilisant les idées présentées dans la section 3.3 (p. 95), on peut se servir du maillage
virtuel pour gérer une grande variété de primitives complexes. Nous illustrons ici cette
utilisation sur deux types de surfaces trés importantes:

e Les surfaces planes, avec ou sans trous et pouvant avoir plusieurs composantes
connexes. Nous imposons aux contours de ces surfaces de n’étre composés que de
segments de droites et de morceaux de coniques.

e Les morceaux de surfaces algébriques de degré 2, c’est-a-dire les surfaces quadriques.
Nous imposons d’utiliser les mémes restrictions pour les contours des projections sur
les mailles virtuelles de ces surfaces que pour les contours des surfaces planes.
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3.5.1 Primitives planes quelconques

La gestion des surfaces planes ne requiert rien de plus que I'application des principes
exposés dans la section 3.3.1.2 (p. 99) : chaque primitive plane est englobée par un paral-
lélogramme d’aire minimale et chaque parallélogramme est projeté sur un carré normalisé
pour générer les mailles virtuelles. Toutes les opérations de 'algorithme de radiosité, a
base d’ondelettes sont, ensuite, effectuées sur ces nouveaux domaines normalisés.

Nous avons implanté cette application fondamentale du maillage virtuel dans notre
algorithme de radiosité a base d’ondelettes et nous avons obtenu d’excellents résultats.
En effet, dans le domaine de la modélisation architecturale, les surfaces planes & bords
complexes sont trés souvent utilisées. Jusqu'a présent, pour pouvoir les intégrer dans
des algorithmes de radiosité, on les triangulait. Avec le maillage virtuel, on peut non
seulement éviter cette étape de triangulation mais on peut surtout utiliser directement
ces surfaces dans I’algorithme de radiosité. La figure 3.13 montre une image de ’Opéra de
la place Stanislas & Nancy. Le modéle original de cette scéne comprend 32429 triangles
et parallélogrammes. Si on utilise le maillage virtuel, ce nombre tombe & 17272. Nous
montrons dans la section 3.6 (p. 125) que ce gain permet de diminuer fortement le nombre
de mailles finales et surtout le temps nécessaire a la simulation de ’éclairage.

3.5.2 Quadriques

La relative simplicité mathématique des quadriques et leur grand potentiel en terme
de modélisation géométrique font que ces surfaces commencent a trouver de nouvelles
applications dans les domaines de la modélisation et de la visualisation. Récemment, de
nouveaux moteurs de modélisation a base de surfaces algébriques de degré peu élevé,
et notamment de quadriques, ont vu le jour. De plus, un certain nombre de recherches
s'orientent actuellement autour de I'approximation de surfaces paramétriques de degré
élevé, incluant les B-Splines et les NURBS, en surfaces quadriques (voir les travaux de B.
LACOLLE et N. SZAFRAN dans |[Lac 99]). Ces recherches vont dans le sens d'une géné-
ralisation des techniques de triangulation en utilisant des surfaces plus complexes pour
permettre a ces approximations d’intégrer des notions de continuité aussi bien pour la
surface que pour ses dérivées.

Il apparait donc trés intéressant de pouvoir illuminer directement les surfaces qua-
driques dans un algorithme de radiosité. De plus, comme nous le montrons dans ce qui
suit, le maillage virtuel rend cette application relativement facile & implanter et surtout
trés efficace dans la pratique. Dans cette section, nous montrons comment trouver des
fonctions de projection & Jacobien constant pour les morceaux de surfaces quadriques.
Etant donné que les projections pour la plupart des quadriques utilisent des fonctions
spéciales issues de 1’étude des coniques, nous commencgons par faire une digression pour
regarder le probléme en 2D. Nous donnons ensuite une taxinomie des différentes qua-
driques avant de détailler la construction des fonctions de projection pour tous les types
de quadriques. Pour plus de précision, nous donnons en annexe C (p. 185) une descrip-
tion compléte de la construction et de I'utilisation des quadriques dans notre plate—forme
logicielle Candela. Les annexes A (p. 165) et B (p. 179) donnent les prérequis nécessaires
pour la compréhension et 'utilisation des fonctions de projection.
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(a) La scéne de I’Opéra de la place Stanislas 4 Nancy

U

(b) Détail de la fi- (c) Triangulée : 32 tri- (d) Maille virtuelle: 1
gure (a) angles maille

F1G. 3.13 — Utilisation des surfaces planes complexes en architecture.
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3.5.2.1 Préliminaires en 2D

Regardons de plus prés le cas d’une ellipse dont les axes sont orthogonaux. L’équation
générale d’une telle ellipse:

ol {x:acose,
b

—+==1 b>a>0, 0el02m).
* y = bsin 0, A El, B

a2 = b2

Si on pose @ = f(u). On peut alors, exactement comme cela est expliqué dans la
section 3.3.1.1 (p. 97), trouver une fonction de projection & Jacobien constant 1 : u + (z,y)
(avec J (1) = b) en posant:

T ! ;
u = % / Va2 sin? ¢ + b2 cos? ¢ dt. (3.8)
0

Cette intégrale représente, en fait, la longueur de ’arc d’ellipse pour @ allant de 0 & T'. C’est
une ntégrale elliptique *® qui a été largement étudiée au X I.X*®™® sidcle pour résoudre des
problémes en astronomie (son nom vient justement du fait qu’elle exprime la longueur de
I’arc d’une ellipse). On peut utiliser sa forme canonique

E(a,m) =/ V1 —msin®tdt
0

pour la réécrire de la fagon suivante:

Constatons que si l’ellipse est en fait un cercle alors a = b et comme E(a,0) = «, on a
immeédiatement v = 6. Pour des valeurs générales de m et de a, il existe des algorithmes
trés efficaces pour calculer les valeurs des intégrales elliptiques et de leurs fonctions inverses
(se référer a annexe A (p. 165) pour de plus amples détails).

= E(H, (3.9)

Les quadriques étant la généralisation en 3D des coniques, il est logique que les inté-
grales elliptiques que nous venons d’introduire nous servent pour construire leur fonctions
de projection & Jacobien constant. Nous pouvons maintenant nous intéresser au cas de
ces surfaces en commengant par en faire une classification.

3.5.2.2 Taxinomie des surfaces quadriques

Les surfaces quadriques sont les surfaces algébriques de degré 2. L’équation générale
d’une quadrique est donnée par f(Z) = 0 ot & = (X,Y,Z) et f est un polyndéme du second
degré :

f(f) = aX2 +a'Y2 +a”Z2 +20° XY + 2b’XZ—|— Y7 + 2¢X + 20,Y+ 207 +d

15. Une description relativement compléte de I’étude des intégrales elliptiques est donnée en an-
nexe A (p. 165).
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Le polynéme f définit une forme quadratique sur R®. On peut donc déduire trois valeurs
propres et trois vecteurs propres de la définition de f. Toutes les quadriques s’écrivent,
sous formes réduites, dans le repére formé par leurs vecteurs propres. Ces forme réduite

donnent une classification en fonction de la nullité des valeurs propres.

Le tableau 3.1 et la figure 3.14 montrent cette classification des quadriques en 9 types
tels qu’ils ressortent de ’analyse des valeurs propres et tels qu'ils sont décrits dans I’an-
nexe C (p. 185) (nous n’avons pas classé les quatre types quadriques dégénérées, les plans,

les points, I’ensemble vide et I’espace R?3).

| Type | Equation implicite | Paramétrage
22y z2_1 x = acosf cosyp
FEllipsoide a2 + 2 + 2 y=>bsinf cosp
a>b2c>0 Z=CSiIl(,0
2 42 2 x = acosf coshp
Hyperboloide & une nappe 2T 2 1 y = bsin@ cosh
a2b2c20 z =csinh¢p
2?2 2 2 ' x = acos § sinh @
Hyperboloide & deux nappes | g2 ' p2 2~ | y=>bsinf sinhe
a2b2>0 z = ccosh
2 2 2 x=uacosfp
Cone elliptique a2 2 0 y=bsinfp
b>a>0 2= cp
22 P x=acosfp
Paraboloide elliptique az | b2 y=>bsinfyp
b>a>0 2= ?
x = af
. 2y
Paraboloide hyperbolique 2T E z=0 y=by
a
g = 92 _ ()02
:1:_2 . y_z . x =acosf
Cylindre elliptique az | b y = bsinf
a>b>0 2=
x=10
Cylindre parabolique 22 = 2pz vy= (’;2
Z = '2‘2—)'
T =2p
Cylindre hyperbolique z* = 2p y=2=0
2=

TAB. 3.1 — Classification des surfaces quadriques.
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9 types de quadriques dans leur forme normalisée

Fic. 3.14
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3.5.2.3 Fonctions de mapping

Pour chaque type de quadrique, nous avons cherché une fonction de projection &
Jacobien constant et nous les détaillons maintenant.

Une description précise de la construction des fonctions de projection est donnée en

annexe C (p. 185). Les notations qui suivent utilisent parfois les notions introduites dans
les annexes A (p. 165) et B (p. 179).

1) Ellipsoide:

= g sin fsin
72 yz 22 ©,

g+b—2+c—2:1, y = bcos @ sin o,
Z = CCos .

Soit 6 = f(u) et ¢ = g(u,v). Alors, si a > b > ¢, on prend comme fonction de projection:

U (0,0) — (u)
2 42 j — =
(0,0) — (E (Q%),sin /1 — 0%sin® ¢ + %arcsin (osing)) 2

avec

a’b?

P=1- > 0.
0 c?(a?sin® 6 + b2 cos2 §) ~

Si, dans V'équation de V’ellipsoide, a = b (cette surface s’appelle prolate spheroid en
anglais), ’équation de projection se simplifie considérablement car dans ce cas o est une
constante. Ainsi, u et v ne dépendent chacun que d’un des deux paramétres de la surface.
Quand b = c (cette surface s’appelle oblate spheroid en anglais), un changement de pa-
ramétrage conduit & une simplification similaire. Enfin, si a = b = ¢ (on est dans le cas
d’une sphére), on peut prendre comme fonction de projection: ¥ : (8,¢) — (6, arcsin @).
Ces trois exemples de simplification montrent qu’il peut étre important de détecter et de
traiter a part certains cas particulier pour augmenter l'efficacité de ’algorithme. Ce phé-
noméne est d’autant plus important que des simplifications sont généralement possibles
pour les surfaces les plus couramment utilisées en modélisation.

La figure 3.15 montre les effets d’'un paramétrage a Jacobien constant sur une sphére
et un ellipsoide. On notera que la projection du paramétrage de ’ellipsoide sur la maille
virtuelle donne une surface plane dont les contours sont relativement complexes. 11 faut
faire attention dans ce genre de cas quand on étend la fonction de radiosité a toute la
maille virtuelle (c’est-a-dire sur le parallélogramme englobant la projection) car les points
en dehors de la projection n’ont pas toujours une correspondance physique avec un point
de V'environnement (ils correspondent parfois & des coordonnées & valeurs complexes —
au sens mathématique du terme). La solution est alors de redéfinir une correspondance

physique pour ces points imaginaires; toute correspondance qui maintient le Jacobien
constant convient.
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(c) Limites de la projection de l’ellip-

() Sphere (b) Ellipsoide soide (b) sur la maille virtuelle

Fi1G. 3.15 — Ezemple de projection a Jacobien constant sur la maille virtuelle pour une
sphére et pour un ellipsoide. Pour les figures (a) et (b), la rangée du haut correspond a la
subdivision & Jacobien constant et celle du bas & la projection de cette subdivision dans le
repére du paramétrage naturel en (6,p).

2) Hyperboloide & une nappe:

22 2 2 x = asin @ cosh ¢,
_+3_/_~_:1, y = bcos O cosh ¢,

2 2 2
@ b ¢ z = csinh .
Sia > b > c, on prend comme fonction de projection:

U (8,0) — (u,v)

2 _ 42 1 J =—
(0,p) — (B (O,b——bQ—a—) ,sinh ¢1/1 + p?sinh® ¢ + ; arcsinh (psinh ¢)) 2

avec

a?b?

c?(a?sin® 6 + b2 cos®0)

pP=1+

Notons que si a = b, alors p est une constante. Ainsi, comme pour l’ellipsoide, u et v
ne dépendent chacun que d’un des deux paramétres de la surface. On peut donc simplifier
les équations en fonction de ce résultat. Si b = ¢, un simple changement de variable nous
conduit aux méme conclusions et par conséquent aux méme simplifications.

3) Hyperboloide a4 deux nappes:

2 2 2 z = asinfsinh @,
A y = bcosfsinh ¢,
z = ccosh .
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On prend comme fonction de projection (en reprenant les notations de I'hyperboloide &

N M2 — 1 a2b? .
une nappe ou p° = 1+ c2(a? sin? 0+b2 cos? 9)) )

¥ (0,0) — (u,v)

(0,0) — (B (H,b—bz-—c-b—) ,cosh p4/1 + p?sinh®p + ’ arcsinh (p cosh ))

Les méme remarques que pour ’hyperboloide & une nappe peuvent étre faites & propos
des simplifications envisageables si a = b ou b = c.

be
2

4) Céne:

2 2 2 x = acosfyp,
x—-i———i-:O, y = bsin b,
z = cp.

On prend comme fonction de projection :
U (8,0) — (u,v) ;
c2(b* — a2)> 2) J = 5\/a2_+?
"b2(a2 + c?)/’
Sia = b, on est dans le cas d'un cobne & base circulaire. L’équation de la fonction de
projection se simplifie, alors, de la fagon suivante: ¥ : (6,p) — (8,¢?).

(0.9) — (B(6

5) Paraboloide elliptique:

52 g T = acosf, /¢,
?—l—b—z—z:O, » y = bsin6,/p,
zZ = .

Sib > a, on prend comme fonction de projection:
v (97(10) — (’LL,’U)

O (B(0.755) (o + oot

3
b2 cos? § + a2 sin” 6)

2b2 3/2 j = b
)

6) Paraboloide hyperbolique:

2y z = acosh8,/p,
—E—b—Q—z= , y = bsinh 8, /0,
@ z=.

On prend comme fonction de projection :

U (0,0) — (u,v)

a2h? )3/2) J=1

(0,0) — (u,lp +
( 44/b2 cosh? 0 + a?sinh? @
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7) Cylindre elliptique:

2 2 T = acosb,
a:_2 %5:1, y = bsin @,
o Z=1p.

On prend comme fonction de projection :
U (0,0) — (u,w)
b2 — g2 J=b
—E ),w)

Tout comme pour 'ellipsoide, 'hyperboloide et le cone, ces équations se simplifient
énormément quand a = b car, alors, on peut prendre ¥ : (0,p) — (0,p0). Ces deux
exemples ne sont pas les seuls ot I’on peut obtenir des simplifications mais ce sont les plus
« spectaculaires ».

Un bon exemple de I'utilisation des cylindres est le cas de scénes modélisées en 2,5D. En
effet, les scénes modélisées en 2D et auxquelles on a donné du volume en les élevant suivant
I'axe z utilisent toutes des cylindres pour représenter la partie d’élévation. Un exemple
d’une telle scéne est présenté sur la figure 3.16 ou les chiffres du deuxiéme millénaire
sont modélisés grace a des surfaces planes a bords complexes (segments et morceaux de
coniques) et ’élévation est obtenue grace a des cylindres. Cette scéne ne contient que 22
surfaces alors qu’il en faudrait plusieurs milliers pour la représenter correctement avec des
triangles.

(6:9) — (B(6,

Fic. 3.16 — Illumination d’une scéne composée de 22 surfaces dont 9 surfaces planes a
bords complezes et 13 morceauzr de cylindres.

8) Cylindre parabolique:

%= g,
2o { y=E0,
¥ = ip.

On prend comme fonction de projection :
W (9,(,0) — (’U,,U)

a a P .. J =1
0,0) — (=0, /14 (=0)? + = sinh™" -4,
o) (041 + 0+ 5 09
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9) Cylindre hyperbolique:

z = acoshf,
z? = 2p, y = bsinh 0,
Z = .

On prend comme fonction de projection :

U (0,p) — (u,v)
2 p2 J =1
(0.0) — (~ibE (16,25 7) )

10) Tore circulaire: Le tore circulaire n’est pas une quadrique, mais vu la fréquence
de son utilisation en modélisation et vu la simplicité de sa représentation paramétrique
nous avons cherché, pour lui aussi, une fonction de projection & Jacobien constant. La
représentation paramétrique du tore circulaire est la suivante:

z = acosf(cosp +b)
y = asinf(cosy +b)
z = asing

On peut donc prendre comme fonction de projection:

U (0,0) — (u,)
(0,) — (8, sin @ + byp)

Malgré la trés grande simplicité du tore circulaire, la gestion d’un tore quelconque est
beaucoup plus compliquée. Nous nous sommes, pour 'instant, limités dans notre implan-
tation au cas du tore circulaire.

3.6 Reésultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons les résultats que nous avons obtenus en utilisant
le maillage virtuel dans des scénes contenant des surfaces planes & bords complexes et
des surfaces quadriques. Tous les tests ont été effectués avec la plate-forme logicielle
Candela. On évite ainsi d’avoir des résultats biaisés par les différences d’implantation.
D’autre part, nous avons toujours utilisé la méme machine, une Origin2000 munie de 64
processeurs MIPS R10000 cadencés & 195 MHz et disposant d'une mémoire partagée de
24 Go. Nous avons profité de 'implantation paralléle de notre algorithme (implantation
faite par Xavier CAVIN et al. et exposée dans [Cav 98]) pour pouvoir faire nos calculs plus
rapidement. Le nombre de processeurs que nous avons utilisés varie suivant les tests et
nous donnons pour chacun d’eux une description précise de la configuration matérielle qui
a été retenue. De méme que pour les processeurs, nous n’avons jamais utilisé la totalité
de la mémoire disponible pour effectuer nos tests.

Comme nous I’avons déja fait lors de la présentation de nos résultats sur 1'utilisation
des bases d’ondelettes, nous ne donnons pas, dans cette section, la totalité des résultats que
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nous avons obtenus sur des scénes issues d’applications du monde réel. Nous souhaitons, en
effet, nous concentrer sur 'impact de I'utilisation du maillage virtuel dans un algorithme
de radiosité. Nous voulons notamment prouver l'efficacité de 'utilisation respective des
surfaces planes 4 bords complexes et des surfaces quadriques directement dans les calculs
de radiosité. Dans les deux sections qui suivent nous présentons respectivement les résultats
obtenus avec les surfaces planes complexes (section 3.6.1 (p. 126)) et ceux obtenus avec les
quadriques (section 3.6.2 (p. 129)). Nous réservons le chapitre 4 (p. 137) pour présenter
’ensemble de nos résultats sur des scénes issues d’applications du monde réel.

3.6.1 Résultats avec des surfaces planes & bords complexes
3.6.1.1 Considérations générales

La scéne que nous avons utilisée pour étudier et présenter I'impact de I'utilisation de
surfaces planes & bords complexes dans un algorithme de radiosité est la scéne de la fagade
de I’Opéra sur la place Stanislas de Nancy déja évoquée dans la section 3.5.1 (p. 116). Les
images sur lesquelles nous nous appuyons pour présenter nos résultats proviennent de la
zone de maillage située prés d’une fenétre du premier étage (figures 3.17(a) et 3.17(b)).
Nous nous limitons & la présentation des résultats qualitatifs et quantitatifs pour la scéne
de ’Opéra dans un soucis de clarté et parce que les tests que nous avons effectués sur les
autres scénes (décrites dans le chapitre 4 (p. 137)) nous ont conduits, proportionnellement,
aux mémes conclusions.

Afin de faire une comparaison objective de notre algorithme du maillage virtuel avec
les précédentes solutions proposées pour gérer les surfaces planes, nous avons décidé d’uti-
liser une version polygonale de la scéne de 1'Opéra. L’algorithme de triangulation que nous
avons utilisé est basé sur le tesselator de la librairie graphique OPEN-GL. Cet algorithme
génére des triangles de forme trés allongée relativement mal adaptés au calcul de radiosité
— voir figure 3.17(e) —. Il est possible d’utiliser des algorithmes de triangulation qui
générent des triangles de forme mieux adaptée aux simulations (tels que l'algorithme de
triangulation de DELAUNAY contrainte). Cependant, ces algorithmes générent générale-
ment beaucoup plus de triangles que 'algorithme basé sur OPEN-GL (qui en génére un
nombre minimum). Or, on a déja fait remarquer que ’algorithme de radiosité était trés
dépendant du nombre de surfaces initiales, notamment pour les calculs de visibilité. Nous
avons donc retenu 'algorithme basé sur OPEN-GL pour ne pas biaiser nos comparaisons.

Pour que nos résultats soient cohérents entre eux, nous avons toujours utilisé notre
algorithme de radiosité avec les mémes paramétres de simulation: méme taille minimum
de découpage des surfaces et méme seuil pour 'oracle de subdivision. Nous avons, d’autre
part, toujours pris le méme critére d’arrét: un taux de convergence. Et pour que ce taux
de convergence ait la méme signification dans toutes les simulations, nous avons défini la
convergence comme le rapport entre ’énergie initiale 4 propager dans la scéne et ’énergie
restant & propager 4 un instant donné. Ce taux représente donc un paramétre global
indépendant de la géomeétrie.
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(a) Localisation des exemples de maillage (b) Fenétre du premier étage

Scéne triangulée : Scéne avec le maillage virtuel

(d)

Illumination

7 I

I

Subdivisions

F1a. 3.17 — Utilisation des surfaces planes a bords complezes.
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3.6.1.2 Résultats qualitatifs

L’observation de la figure 3.17 nous améne & une premiére constatation: I'utilisation
du maillage virtuel pour gérer les polygones complexes permet d’obtenir des simulations
visuellement plus satisfaisantes que lorsque ’on passe par une étape de triangulation. En
effet, le fait de séparer la représentation de la fonction de radiosité de la géométrie sur
laquelle elle s’applique et d’utiliser des mailles normalisées comme nouveaux supports
permet de faire une meilleure approximation de la radiosité.

o Les figures 3.17(c) et 3.17(d) nous permettent d’apprécier 'efficacité du décou-
page créé lorsque 'on utilise le maillage virtuel pour intégrer directement les poly-
gones complexes dans les calculs de radiosité. Nous pouvons remarquer, sur la fi-
gure 3.17(c), les nombreux triangles dllongés engendrés par la triangulation basée
sur OPEN-GL. Avec cette triangulation, les subdivisions n’arrivent pas & suivre cor-
rectement I’ombre du chambranle de la fenétre sur le carreau de droite. En revanche,
notre approche génére un maillage régulier, mieux adapté pour faire une approxi-
mation de la fonction de radiosité comme le montre la figure 3.17(d).

e La fonction de radiosité représentée sur la figure 3.17(e) a quelques défauts. Nous
remarquons, notamment, des traits noirs sur la partie du batiment entourant la
fenétre. Ils sont dus aux problémes posés par les triangles trés allongés dans les
calculs de visibilité lorsque I'on utilise notre algorithme avec le Z-Buffer. D’autre
part, 'ombre projetée sur le carreau droit de la fenétre est fortement crénelée, a

cause de la triangulation initiale de la fenétre. Ces problémes n’apparaissent pas sur
la figure 3.17(f).

3.6.1.3 Reésultats quantitatifs

En plus des résultats qualitatifs présentés ci—dessus, nous nous sommes intéressés aux
performances quantitatives du maillage virtuel pour gérer les polygones complexes. Nous
avons pour cela comparé le temps de calcul et la mémoire utilisée entre les deux algorithmes
avec et sans le maillage virtuel.

De fagon évidente, l'utilisation du maillage virtuel diminue fortement le nombre de
surfaces initiales. Le tableau 3.2 montre, en effet, que le fait de trianguler les surfaces
initiales*® augmente leur nombre de 88 % pour la scéne de 1'Opéra. 11 est, par ailleurs,
intéressant de constater que le nombre de mailles finales a aussi largement diminué (49 %),
mais dans une proportion, néanmoins, moindre que pour les surfaces initiales.

Ce dernier résultat était prévisible. En effet, I’algorithme de radiosité a4 base d’on-
delettes subdivise fortement la géométrie initiale. Le grand nombre de mailles dans la
scéne aprés la simulation est principalement dii 4 ces subdivisions qui sont d’autant plus
concentrées que la fonction de radiosité a représenter est compliquée. L’impact de la forme
initiale des surfaces n’est donc plus la principale source de subdivisions géométriques. Mal-
gré cela, il ressort du tableau 3.2 que notre algorithme fournit un processus de subdivision
plus efficace puisque nous atteignons la convergence avec moins de subdivisions.

Le fait que notre algorithme fournisse une stratégie de subdivision plus efficace apparait
aussi dans les temps de calcul présentés dans le tableau 3.2. En effet, le temps pour

16. Nous n’avons pas triangulé les parallélogrammes.
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Primitives Nombre de Nombres Temps de Nombre de
géomeétriques | primitives de mailles calcul surfaces ayant
utilisées initiales finales shooté leur énergie
Triangles &
parallélo- 32429 819109 476 s 9358
grammes
Polygones 17272 550 159 241s 6776
| Ratio 1,88 1,49 1,98 1,38 =N

TAB. 3.2 — Résultats numériques obtenus pour l'illumination de la scéne de I’Opéra avec
16 processeurs et 1 Go de mémoire vive. Le temps de calcul et le nombre de surfaces ayant
shooté leur énergie correspondent a un tauz de convergence de I’algorithme de 99 %.

atteindre la convergence avec la base de données triangulée est quasiment deux fois plus
long que celui nécessaire avec le maillage virtuel. Notre définition du taux de convergence
nous a aussi permis de suivre son évolution au fil des itérations. La figure 3.18 montre
cette évolution et confirme le fait que le maillage virtuel permet d’aller, environ, deux fois
plus vite que 'algorithme avec triangulation quelle que soit la convergence désirée.

100 v .
Maillage virtuel ——
50 | \\ Triangles & parallelogrammes — = |
\
\
20 f N
Sy
N
10 f \\
~
~N
5 R \\
N
~N
~
2 f e
N\
N
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0 led 2e4

FiGc. 3.18 — Taux de convergence en fonction du temps de simulation pour la scéne de
I’Opéra.

La derniére remarque que I’on peut faire est que le gain en temps est supérieur au gain
en nombre de surfaces. Ceci se comprend aisément si on se rappelle que 'algorithme de
radiosité dépend fortement du nombre de surfaces initiales notamment pour les requétes
de visibilité qui sont les plus consommatrices en temps de calcul.

3.6.2 Résultats avec les surfaces paramétriques
3.6.2.1 Considérations générales

La scéne que nous avons utilisée pour étudier I'impact du maillage virtuel pour gérer les
surfaces quadriques dans ’algorithme de radiosité est la scéne de la théiére. Cette scéne,
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qui est composée de 12 surfaces quadriques (des ellipsoides, des cylindres, des cones et des
hyperboloides & une nappe) et de 7 polygones complexes, a été créée grace a un modéle
CsaG issu du logiciel de modélisation & base de surfaces paramétriques SGDL'". Le modéle
original est représenté sur la figure 3.19(a) alors que sa version maillée en surfaces planes
est représentée sur la figure 3.19(b). Cette derniére version, qui est une approximation de
relativement faible précision du modéle original, comporte 1 392 primitives dont la plupart
sont des parallélogrammes et des triangles. Chaque point du modéle maillé est associé &
la normale qui lui correspond réellement sur la théiére originale. Nous avons ainsi pu
interpoler les normales sur toutes les surfaces durant les calculs. La scéne utilisée pour la
simulation comprend en plus une source ponctuelle blanche dont la lumiére se réfléchit
sur un plan rouge pour venir éclairer la face cachée de la théiére. Cette scéne permet de
tester I'efficacité des surfaces quadriques pour la phase d’illumination directe mais aussi
pour les inter-réflexions.

(a) Le modéle maillé (b) Le modéle & base de
quadriques

F1G. 3.19 — Modéle de la théiére.

Tous les résultats que nous donnons dans la suite pour la scéne de la théiére ont
été obtenus sur 4 processeurs de I’Origin2000 avec une mémoire maximum autorisée de
256 Mo.

Afin de bien étudier I'impact de la projection & Jacobien constant lors de 1'utilisation
du maillage virtuel sur cette scéne, nous ne nous sommes pas limités a la comparaison
des simulations pour la scéne originale et pour la scéne maillée. Nous avons fait une troi-
siéme série de simulations en conservant le modéle original mais en utilisant la projection
définie par les paramétres naturels des quadriques, projection qui n’est généralement pas
a Jacobien constant.

Enfin, pour chacune des trois situations ci—dessus, nous avons testé trois différentes
bases d’ondelettes : les ondelettes de HAAR (M), les ondelettes multiples d’ordre 2 (M)
et les ondelettes multiples d’ordre 3 (M3). Nous avons démontré, dans le chapitre précé-
dent, le fort pouvoir d’approximation des fonctions ondelettes et nous avons voulu vérifier
avec ces tests que ce pouvoir s’appliquait aussi sur des surfaces paramétriques — intuitive-
ment on s’attend a avoir des résultats d’autant meilleurs que les primitives sont complexes

17.http://www.sgdl.com
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car le pouvoir d’approximation des ondelettes peut alors étre utilisé au maximum de son
potentiel.

3.6.2.2 Résultats qualitatifs

La figure 3.20 présente les résultats visuels que nous obtenons pour nos 9 tests. Ces
résultats correspondent tous au méme taux de convergence (tel qu’il est défini dans la
section précédente) de 99 % de 'algorithme de radiosité utilisé avec les mémes paramétres
de simulation. : :

On constate sur cette figure 3.20 que les résultats sont visuellement équivalents pour
les deux séries de simulations avec le modéle original. Par contre, la simulation est loin
d’étre visuellement correcte avec la scéne maillée. Dans ce dernier cas, I'interpolation des
normales permet de récupérer la continuité de la fonction aux endroits ot la fonction
de visibilité ne change pas. Par contre, de gros artefacts apparaissent aux abords des
discontinuités dues aux limites d’ombres. Ces artefacts sont dus au fait que, par rapport
a une surface plane, une source ponctuelle est, soit totalement visible, soit totalement
invisible. Ainsi, la meilleure discontinuité de visibilité que ’on peut obtenir sur cette
scéne est définie par le maillage initial de la théiére. Ce phénoméne explique l'effet de
crénelage que I’on observe sur toutes les vignettes de la rangée du haut.

Une deuxiéme constatation que ’on peut faire directement a partir de la figure 3.20 est
que la simulation sur le modéle a base de quadriques est visuellement d’autant meilleure
que les fonctions utilisées sont d’ordre élevé. Ce résultat n’est pas surprenant car nous
avons vu dans le chapitre précédent que pour un méme seuil de 'oracle de subdivision,
les ondelettes d’ordre élevé donnaient un résultat de meilleure qualité physique et visuelle
que les ondelettes d’ordre moins élevé. Ce résultat s’applique, logiquement, aussi sur les
surfaces quadriques. De facon contradictoire, nous n’observons pas d’amélioration visuelle
pour le modéle maillé lorsque 1'ordre des fonctions augmente. Bien que le modéle maillé
représente une approximation relativement grossiére de la théiére originale, ce dernier
phénoméne est sans doute dii au fait que les surfaces qui composent le modéle sont trop
nombreuses pour la complexité de la fonction de radiosité. Cette derniére varie trés peu
sur chaque surface et les ondelettes d’ordre élevé ne font qu’augmenter la complexité des
calculs sans pouvoir faire bénéficier de leur efficacité pour faire des approximations de
fonctions complexes.

La derniére remarque qualitative concerne la précision du modéle. Le fait d’avoir la
possibilité d’utiliser des surfaces complexes directement dans les calculs de radiosité per-
met de ne pas avoir recours & une approximation géométrique. Les surfaces quadriques
permettent de conserver toutes les informations topologiques et de les prendre en compte
dans les calculs. L’effet de crénelage, qui est un peu atténué par l'interpolation des nor-
males dans le modéle de la théiére, est beaucoup plus ennuyeux sur le modéle du jeu
d’échecs présenté sur la figure 3.21. La encore, les problémes de visibilité engendrent des
erreurs rendant impossible une visualisation de grande qualité.
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Fi1G. 3.20 — Résultats sur la scéne de la théiére. La rangée du haut correspond a l'utili-
sation d’un algorithme classique avec la scéne maillée, la rangée du milieu correspond a
lalgorithme avec le maillage virtuel mais avec des fonctions de projection définies par les
parameétres naturels pour lesquels le Jacobien peut ne pas étre constant et la rangée du bas
correspond a l'utilisation du maillage virtuel.

F1a. 3.21 ~ Jeu d’échecs maillé (a) et modélisé a base de quadriques (b).
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3.6.2.3 Résultats quantitatifs

Les résultats quantitatifs que nous avons obtenus pour la scéne de la théiére sont
rapportés dans le tableau 3.3.

,Prin}it%ves Fonctions No.ml.)r.e de Nombre de | Temps de N;i?g:e:e
geom.e't r} ques ond_e.lejctes Pt 11'm.1tlves mailles calcul ayant shooté
utilisées utilisées initiales final ] . .
nales eur énergie
Polygones avec My 13509 2605 733
interpolation Mo 1392 8962 321s 714
des normales M; 89083 501s 734
Quadriques avec M 85 945 5548
projection M 19 27811 256's 19
« naturelle » M; 20536 208's
Quadriques avec M 52 897 257s
projection 3 Moy 19 26 335 204 s 19
J = constante M; 19675

TAB. 3.3 — Résultats numériques obtenus pour Uillumination de la scéne de la théiére avec
4 processeurs et 256 Mo de mémoire vive. Le temps de calcul et le nombre de surfaces ayant
shooté leur énergie correspondent & un tauz de convergence de Ualgorithme de 99%. La
projection « naturelle » correspond a l'utilisation du maillage virtuel avec les paramétres
naturels des quadriques.

Afin de faciliter la lecture des résultats, nous avons reporté les temps de calcul que
nous avons mesurés lors de nos tests sur les graphiques de la figure 3.22 et le nombre de
mailles finales sur la figure 3.23.

La premiére constatation que ’on peut faire en regardant la figure 3.22 est que ’al-
gorithme le plus rapide est 1'algorithme du maillage virtuel & Jacobien constant avec les
fonctions ondelettes multiples d’ordre 3 (figure 3.22(c), M3 : temps = 180s). Ce résultat
est trés important car il confirme ’hypothése que nous avons faite tout au long de cette
thése:

Plus les algorithmes utilisés sont implantés et utilisés de facon générique avec un niveau
d’abstraction élevé, plus ils permettent de converger rapidement vers une solution de trés
haute qualité sur des scénes de grande complezité.

Si on considére les différences de temps de calcul pour les trois simulations de la fi-
gure 3.22(c) avec le maillage virtuel et une fonction de projection & Jacobien constant,
on constate que le temps de calcul diminue réguliérement quand ’ordre des ondelettes
augmente. Ceci prouve que notre algorithme permet d’exploiter au maximum le pouvoir
des fonctions d’ordre élevé pour faire rapidement une approximation de trés bonne qualité
d’une fonction de radiosité qui varie beaucoup. On remarque d’ailleurs sur la figure 3.23(c)
que le nombre de mailles finales nécessaires pour représenter la fonction de radiosité avec
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la méme précision est 2,5 fois plus petit avec les ondelettes M3 qu’avec les ondelettes de
HAAR, ce qui confirme la conclusion précédente.

600
500
400
300

200
100

90000
80000
70000
60000
50000
40000
30000
20000
10000

Haar M2 M3

(a) Modéle maillé

600

500
400
300

200
100

Haar M2 M3

(b) Maillage virtuel en utili-
sant les paramétres naturels
des quadriques pour la pro-
jection

600

500
400
300

200

100

Haar M2 M3

(c) Maillage virtuel avec pro-
jection & Jacobien constant

F1G. 3.22 — Temps de calcul (sec) pour les tests sur la théiére
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F1G. 3.23 — Nombre de mailles finales pour les tests sur la théiére

La deuxiéme constatation concerne la simulation effectuée sur la scéne maillée (fi-
gure 3.22(a)). Pour cette scéne, le temps de calcul augmente avec I'ordre des fonctions de
base. Cette constatation rejoint la remarque que nous avons faite dans la section précédente
a propos du nombre de surfaces initiales important, comparé & la précision demandée pour
la fonction de radiosité. Dans ce cas, les ondelettes d’ordre élevé ne peuvent pas apporter
une amélioration de ’approximation. Par contre, elles impliquent des calculs d’interaction
plus compliqués et donc plus longs que ceux avec des fonctions d’ordre moins élevé.

Le cas des simulations avec le maillage virtuel en utilisant la fonction de projection défi-
nie par les paramétres naturels est un peu plus compliqué (figure 3.22(b)). Les paramétres
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naturels ne fournissent généralement pas une fonction de projection & Jacobien constant.
Il faut donc calculer les coefficients de push—pull numériquement & chaque niveau de la hié-
rarchie. Etant donné que les coefficients de push-pull sont multipliés et additionnés entre
eux lors de I'étape de push—pull, il est nécessaire de les calculer avec une grande précision.
Comme les coefficients sont calculés par quadrature et que ces calculs sont relativement
longs, le temps global de ’algorithme dépend fortement de la précision demandée. Pour
8tre le plus juste possible, nous avons choisi la précision minimum générant un résultat vi-
suel comparable & celui obtenu avec la projection & Jacobien constant. Malgré cette faible
précision (qui peut engendrer des artefacts dans d’autres simulations) les temps de calcul
sont de 25% a 50 % plus longs qu’avec la projection & Jacobien constant. Evidemment
pour une précision plus grande le temps de calcul augmente encore et pénalise d’autant
plus la projection & Jacobien constant. Enfin, il est intéressant de constater que le temps
de calcul, pour ces simulations, ne varie pas réguliérement suivant ’ordre des fonctions
de base. Avec les ondelettes de HAAR, le temps est quasiment deux fois plus long car il
faut nettement plus de subdivisions — donc plus de calculs de coefficients de push-pull
— pour atteindre la précision demandée. En effet, on peut remarquer sur la figure 3.23(b)
que le nombre de mailles finales est environ 3 fois plus élevé avec les ondelettes de HAAR
qu’avec les autres bases. Par contre, le gain en nombre de subdivisions avec les ondelettes
multiples d’ordre 3 n’est pas suffisant pour compenser la complexité du calcul des coeffi-
cients de push—pull et le temps est légérement supérieur & celui avec les ondelettes d’ordre
2.

De fagon générale, on peut constater sur la figure 3.23 que la place mémoire (qui
est quasiment proportionnelle au nombre de mailles finales) diminue quand ’ordre des
fonctions augmente sur nos trois séries de tests. Ce résultat confirme celui donné dans le
chapitre précédent.

Enfin, il est 4 noter que la scéne maillée génére toujours beaucoup moins de mailles
finales que les autres simulations. Ce résultat, qui peut paraitre surprenant, découle di-
rectement de la remarque qualitative que nous avons faite dans la section précédente. En
effet, la majorité des subdivisions sont générées lors de la phase d’illumination directe pour
représenter correctement les limites d’ombres qui correspondent & des variations violentes
de la fonction de radiosité. Or, sur la scéne maillée, les erreurs de visibilité engendrées
par I’approximation géométrique & base de surfaces planes font que ces limites d’ombres
correspondent exactement aux contours des surfaces initiales. Il n’est donc pas nécessaire,
d’aprés les critéres de l'oracle, de subdiviser d’avantage ces surfaces. En conclusion, la
diminution du nombre de mailles finales n’est que le résultat d’une erreur géométrique,
erreur qui génére des artefacts visuels importants.

3.7 Conclusion

Nous venons de présenter, dans ce chapitre, une nouvelle méthode qui permet de gérer
efficacement les surfaces paramétriques dans les algorithmes de radiosité. Notre méthode
est basée sur le maillage virtuel qui est une abstraction de la géométrie initiale. Grace au
maillage virtuel, il est possible de gérer directement des surfaces paramétriques complexes
dans l'algorithme de radiosité sans recourir ni & une étape de triangulation ni & une

sch
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quelconque approximation géométrique.

Nous avons montré que notre méthode était trés générique et nous avons donné un
algorithme général applicable pour n’importe quel type de surface paramétrique et avec
n’importe quel algorithme de radiosité. Nous avons ensuite décrit précisément son im-
plantation pour deux grandes familles de surfaces, les surfaces planes & bords complexes
et les surfaces quadriques, dans notre algorithme de radiosité a4 base d’ondelettes. Cette
implantation de ’algorithme de radiosité est la premiére qui permette de faire le lien entre
les méthodes de GALERKIN hiérarchiques et les surfaces courbes.

Les résultats que nous avons obtenus avec notre implantation du maillage virtuel sont
excellents: le maillage virtuel permet de gagner en précision et en efficacité, il fournit
des résultats de meilleure qualité visuelle et physique et il permet de diminuer fortement
les erreurs dues aux approximations géométriques faites en amont de 'algorithme de
radiosité. Notre méthode permet de diminuer simultanément le temps de calcul et la
mémoire nécessaire lors de simulations de grande qualité.

Grace & sa formulation générique, le maillage virtuel n’est pas limité & 1’algorithme
de radiosité avec la méthode de GALERKIN. Nous envisageons, d’ailleurs, de 'implanter
dans une méthode de radiosité & base de clustering.

Nous pensons que le maillage virtuel peut étre utilisé pour d’autre applications: nous
travaillons actuellement & son utilisation en collaboration avec un algorithme de maillage
de discontinuité. Nous espérons ainsi bénéficier de la précision de ce dernier et de I'efficacité
du maillage virtuel pour aller un cran plus loin dans la précision et le réalisme de nos
simulations.

Une autre direction de recherche que nous aimerions engager concerne les surfaces
algébriques de degré élevé. Nous pensons, cependant, que les fonctions de projection &
Jacobien constant risquent de devenir rapidement trop compliquées pour é&tre utilisables
dans les calculs de radiosité. Il sera alors, peut-étre, plus efficace de faire des approxima-
tions de ces surfaces (notamment les B-Splines ou le NURBS) au moyen de quadriques.
Des recherches ont déja été faites dans ce sens par B. LACOLLE et N. SZAFRAN et sont
présentées dans [Lac 99].
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« C’est par I'expérience que progressent la science et 1'art »

ARISTOTE, Méthaphysique

Sommaire
4.1 Protocole expérimental . . ... ... ... ... .. 00, 138
4.1.1 Caractéristiques matérielles et logicielles . . . . . . . ... ... 139
4.1.2 Critéres de performance . . . . .. ... ... ... ... ... 139
41.3 Scénesdetest . . .. .. . . ... e 141
4.2 Résultats . . . . . . vt v i i i e e e e e e e e e 146
4.2.1 Modélisation plus naturelle . . . .. ... ... ... ... 147
4.2.2 Simulations plus efficace . . . .. ... .. ..o 148
4.2.3 Moins de place en mémoire . . . . ... ... ... 148
4.2.4 Simulations plusrapides . . . . . . ... ... L oL 149
4.2.5 Simulations trésréalistes . . . . . .. ... ..o 150
4.3 Autressolutions . . ... ... ... oo o e 155
43.1 Algorithme paralleles . . ... ... ... ... ........ 156
432 Clustering . . . . . . .. e 156
4.3.3 Facecluster . . . . . . . . .. e 157

 Les techniques de radiosité sont issues d’'un domaine de recherche trés actif depuis
une dizaine d’années. De nombreuses extensions et améliorations sont présentées chaque
année par la communauté scientifique. Pourtant, peu de comparaisons ont été faites entre
les différentes solutions possibles pour aboutir au résultat sur des scénes du monde réel.
Par ailleurs, seules quelques rares publications trés intéressantes ont été faites sur
I’analyse formelle des problémes rencontrés et des erreurs inhérentes au processus de
résolution [Arv 95, Arv 94]|. Malheureusement, celles—ci ne permettent pas de comparer

quantitativement deux alternatives concrétes de résolution.

Pour vérifier l'efficacité de notre algorithme de radiosité & base d’ondelettes avec le
maillage virtuel, nous avons effectué des tests sur des scénes qui ne sont pas spécialement
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prévues pour des simulations numériques. Les scénes que nous avons choisies sont presque
toutes issues d’applications du monde réel et ont, en général, une utilité dans le monde
industriel. Nous avons comparé nos simulations avec des résultats obtenus avec des al-
gorithmes plus classiques. Les scénes utilisées ici sont nettement plus complexes que les
scénes de tests classiques et nous n’avons effectué que quelques comparaisons pour des
raisons de faisabilité:
e matérielle : certaines simulations demandent trop de mémoire et ne sont matériel-
lement pas faisables;
o temporelle: certaines simulations ne sont pas faisables en un temps raisonnable si
on n’utilise pas les algorithmes les plus performants;
¢ logicielle: certaines scénes ont été modélisées avec des surfaces courbes et n’ont
pas d’équivalent sous forme de polygones;

Nous avons décidé, a l'instar de Andrew WILLMOTT et Paul HECKBERT [Wil 97a],
de définir précisément un protocole expérimental afin de pouvoir tirer des conclusions
pertinentes de nos expériences. Les choix des critéres de performance et des scénes de
“tests précisent les domaines de validité des résultats et nous permettent de garder un
jugement assez critique et objectif lors de I'analyse des résultats.

Dans ce chapitre, nous commencgons par présenter le protocole expérimental dans la
section 4.1 (p. 138). Il regroupe les différents critéres de performance utilisés qui vont
servir & juger du résultat et décrit les scénes de test choisies pour leurs caractéristiques
différentes. Puis, nous exposons, dans la section 4.2 (p. 146), les résultats qualitatifs et
quantitatifs que nous avons obtenus sur les nouvelles scénes de tests. Enfin, nous terminons,
dans la section 4.3 (p. 155), par présenter les autres approches qui ont été développées
pour illuminer des scénes industrielles de grande complexité.

4.1 Protocole expérimental

Les expérimentations des différents algorithmes doivent étre faites avec une extréme
rigueur en vue de tirer des conclusions pertinentes. Il faut se méfier des effets de bords
qui peuvent, apparaitre lors des comparaisons des simulations. Ainsi, il est trés important
d’effectuer tous les tests dans un environnement ayant toujours les mémes caractéristiques
matérielles et logicielles.

" "Par ailleurs, pour &tre pertinentes, les expérimentations doivent suivre un protocole
expérimental permettant de cerner exactement les points que 1’on veut tester. Nous avons
basé notre protocole sur deux choix déterminants:

e les critéres de performance, qui nous permettent de juger et de quantifier les ré-
sultats obtenus. Tout en restant prudent par rapport a leur exploitation, ces chiffres
nous aident & avoir un regard plus objectif sur nos conclusions;

¢ les scénes de test, qui doivent &tre un échantillon représentatif des scénes issues
d’applications du monde réel.

Dans cette section, nous présentons tout d’abord les caractéristiques matérielles et
~ logicielles avec lesquelles nous avons effectué nos tests dans la section 4.1.1 (p. 139). Puis,
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dans la section 4.1.2 (p. 139), nous présentons les critéres de performances qui vont nous
permettre d’étudier nos résultats et éventuellement de les comparer avec d’autres. Enfin,
dans la section 4.1.3 (p. 141), nous décrivons précisément les scénes de tests que nous
utilisons.

4.1.1 Caractéristiques matérielles et logicielles

L’utilisation de la plate—forme Candela nous garantit une unité dans le style de pro-
grammation comme dans les structures utilisées. Ainsi, les résultats ne sont que peu
influencés par la griffe du programmeur, comme cela aurait pu étre le cas avec l'utilisa-
tion d’'une plate—forme constituée de I'assemblage de parties de codes récupérées dans la
communauté scientifique. Nous garantissons donc une cohérence de programmation pour
les différentes alternatives étudiées.

D’autre part, nous avons utilisé une seule et unique machine pour tous nos tests: une
machine Silicon Graphics de type ORIGIN2000 munie de 64 processeurs MIPS R10000
cadencés & 195 MHz et disposant d’une mémoire partagée de 24 Go. Pour tous nos tests,
nous nous sommes limités & 32 processeurs et 4 Go avec l'implantation paralléle de notre
algorithme faite par Xavier CavIN [Cav 98].

Enfin, suite aux résultats du chapitre 2.5, nous avons décidé de faire nos tests sur ces
scénes de grande taille avec les ondelettes linéaires. Ces ondelettes sont les mieux adaptées
& la valeur de l'erreur globale que nous avons choisie et pour obtenir des résultats visuel-
lement corrects. De plus elles fournissent des résultats adaptés aux capacités d’affichage
des cartes graphiques. Nous n’avons pas fait de tests comparatifs avec différentes bases
d’ondelettes car ils auraient été beaucoup trop longs et ils auraient nécessité beaucoup
trop de ressources matérielles.

4.1.2 Critéres de performance

Deux idées nous ont guidé lors du choix des critéres de performance:

1. Ils doivent tout d’abord étre en adéquation avec notre volonté d’étudier I'impact
des alternatives de résolution sur des scénes conséquentes pour permettre de juger
de la qualité du résultat en insistant sur le contréle de l'erreur, tant du point de
vue numérique que visuel. De plus, ces critéres mettent en avant la robustesse des
méthodes de résolution, & travers l'utilisation de la mémoire et des temps de calcul.

2. Par ailleurs, nous souhaitions pouvoir les exploiter de maniére facile et stire. C’est
pourquoi nous avons choisi des critéres mesurables, afin de pouvoir quantifier nos
résultats. Pourtant, puisqu’il n’existe pas de méthode mathématique universelle pour
mesurer la perception humaine des solutions calculées, nous nous sommes résolus &
juger les aspects visuels des solutions.

4.1.2.1 Contréle numérique de ’erreur

Nous avons vu dans le chapitre 2.5.1.5 (p. 72) que Perreur locale relative au seuil fixé
dans les fonctions oracles et ’erreur globale relative & la différence avec une solution de
référence sont fortement corrélées. Comme nos tests sont faits sur des scénes du monde
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réel, il n’existe pas de solution de référence utilisable. Nous avons donc décidé de contro-
ler I’erreur uniquement par le réglage du paramétre local. En utilisant les résultats du
chapitre 2.5.1.5 (p. 72), nous avons réglé le paramétre local pour qu’il corresponde 4 une
erreur globale d’environ 5.1072 ce qui donne un résultat visuel de grande qualité ou les
artefacts sont trés rares.

Pour pouvoir comparer les résultats entre eux et pour assurer la cohérence de nos
tests, nous avons mené tous les calculs jusqu'a une convergence de 95 % de l’algorithme.
Nous avons donc arrété les itérations de ’algorithme quand 1’énergie résiduelle restant a
émettre dans la scéne représente moins de 5 % de I’énergie initiale.

4.1.2.2 Controéle visuel de ’erreur

Le controle numérique de Perreur (méme quand il est indépendant du point du vue) ne
peut pas refléter toute la complexité de la perception humaine. Certaines approches ont
été proposées pour prendre en compte la sensibilité humaine des spectres, mais aucune
n’est vraiment convaincante.

Nous nous sommes donc résolus & utiliser un critére empirique et subjectif. Nous
jugeons de la qualité du résultat par rapport & la perception que nous avons d’images de
sa visualisation sur écran.

Aprés ces deux critéres qui permettent de juger de la qualité du résultat obtenu, les
deux critéres suivants caractérisent les performances du processus de résolution.

4.1.2.3 Utilisation de la mémoire

Tous les programmes ont besoin de mémoire vive pour pouvoir s’exécuter. Cette mé-
moire est limitée et devient donc un facteur limitatif pour les programmes en général, et
pour ceux de synthése d’images en particulier.

Suite aux progrés techniques en informatique de ces derniéres années, et & la banali-
sation des images de synthése en tout genre, les scénes qui sont simulées sont de plus en
plus détaillées et complexes. Les besoins en mémoire sont ainsi décuplés et rendent cette
ressource critique.

Nous avons décidé de prendre en compte la mémoire totale utilisée lors des calculs.
Cette mémoire ne prend pas en compte la taille initiale du programme, qui ne varie pas
suivant ’approche choisie. Comme notre algorithme ne stocke rien d’autre en mémoire
que les structures spatiales et fonctionnelles, la mémoire utilisée lors des calculs est pro-
portionelle au nombre de mailles finales générées par I’algorithme. En suivant le nombre
de surfaces générées et en connaissant la mémoire nécessaire par surface, cela nous permet
de juger de la possibilité d’utiliser les approches de radiosité & base d’ondelettes pour
des applications du monde réel. De plus, la mémoire nécessaire par surface étant forte-
ment dépendante de I'implantation, nous avons choisi d’étudier les variations d’utilisation
mémoire en suivant le nombre de surfaces générées.
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4.1.2.4 Temps de calcul

Pour finir, le temps de calcul est le deuxiéme critére incontournable. D’une part, c’est
un critére universel pour comparer différentes solutions. D’autre part, un algorithme n’est
performant que s’il se termine en un temps raisonnable.

Le temps CPU nous donne le temps effectivement passé & faire les calculs. Son point
fort est de ne pas étre affecté par la charge de la machine, ni par le surcott de la gestion de
plusieurs processus par le systéme d’exploitation. Il donne donc des résultats constants,
méme si la machine est chargée par d’autres processus. Par contre, ce temps ne prend pas
en compte la gestion des périphériques. Tous les temps d’attente, d’accés & la mémoire de
la carte graphique, de lecture ou d’écriture sur les disques durs, etc., ne sont pas inclus.
Donc ce temps CPU ne refléte pas exactement le temps de travail de I'ordinateur pour
effectuer la résolution.

Pour contourner ce probléme, nous avons mesuré le temps utilisateur, qui correspond
au temps réel passé A faire les calculs. Cette mesure, qui prend en compte la gestion des
périphériques, dépend fortement de la charge de la machine. Pour éviter de fausser nos
résultats & cause de la charge due aux autres utilisateurs, nous avons utilisé la machine en
mono—utilisateur. Le temps ainsi mesuré, méme s’il ne correspond pas 4 strictement parler
& des calculs effectifs des processeurs, est directement di & Valgorithme de résolution.

- 4,1.3 Scénes de test

Un des objectifs de ce travail est de juger la capacité des méthodes de radiosité &
base d’ondelettes & étre utilisées pour des applications du monde réel. Ceci nous a poussé
& choisir des scénes de test qui ne sont pas particuliérement adaptées aux méthodes de
radiosité. Nous avons préféré utiliser certaines scénes qui proviennent d’applications réelles.

Les scénes utilisées par Simon GIBSON et R. J. HUBBOLD dans [Gib 96] font référence
en terme de complexité pour des simulation de radiosité. Leur taille est comparable & celle
de nos scénes de tests (225000 surfaces initiales au maximum) mais leur géométrie est
uniquement constituée de triangles et de parallélogrammes. Par opposition, la géométrie
dans nos scénes est constituée de surfaces quelconques, c’est-a-dire planes ou courbes,
convexes ou concaves et méme trouées. De plus, P'orientation de ces surfaces est générale-
ment quelconque, bien qu’elle soit majoritairement alignée aux axes dans certaines scénes
architecturales.

4.1.3.1 Opéra de Nancy

L’Opéra de Lorraine, sur la Place Stanislas & Nancy, a été modélisé en 1992 pour
pouvoir simuler de nouveaux projets d’éclairage lors du renouvellement de I'illumination
de la place. Cette scéne est donc entiérement issue d’une application du monde réel.

Le modéle géométrique a été réalisé avec un modeleur du commerce (Arc+) par les
techniciens de la ville de Nancy et les architectes du CRAI'®. La modélisation a été faite

18. Centre de recherche en architecture et ingénierie, laboratoire de 1’Ecole d’Architecture de Nancy,
dont une présentation est accessible & I’adresse http://www.crai.archi.fr/.
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& partir de relevés architecturaux divers. Le résultat est une scéne détaillée représentant
fidélement la réalité. L'opéra est composée de 34 614 surfaces initiales (figure 4.1).

F1G. 4.1 — Modéle de I’Opéra de la place Stanislas.

Cette scéne représente une fagade de batiment, assez plane dans son ensemble. La
majorité des surfaces sont orientées dans la méme direction. Cette configuration fait que
les inter-réflexions ont une faible influence sur le résultat, en comparaison a celle de
I'illumination directe.

Le projet d’éclairage a été défini par une équipe de conception. Celle—ci a choisi les
sources et leur positionnement par rapport & une ambiance qu’elle voulait donner & I’en-
semble architectural. Il est donc évident que le placement des sources n’a pas été fait
par rapport 4 la simulation informatique, ni pour la faciliter. De plus, les caractéristiques
photométriques des sources proviennent de mesures de gonio—photométres. Il faut donc
prendre en compte les données directionnelles des 98 sources éclairant le batiment.

Pour finir, les données spectrales, que
ce soit pour les sources ou les maté-
riaux, proviennent elles aussi de mesures
faites 4 l'aide d’un spectro—photométre.
j 11 faut donc faire particuliérement atten-
tion & la représentation des grandeurs
spectrales, pour bien prendre en compte
les pics spectraux des sources. Le spectre

de la figure ci-contre montre la com-

400 450 5égngiiar sé;‘oongéo(nzn(;)o 750 800 plexité des données spgctrales décrivant

les données photométriques de la scéne

de I’Opéra. Ces données ont pu étre prise en compte dans Candela grace a une représen-
tation fonctionnelle trés générique des base spectrales.
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4.1.3.2 Tholos de Delphes

La tholos de Delphes est un des trois temples circulaires recensés actuellement. Il fait
partie du sanctuaire de Marmaria, sur le site archéologique de Delphes. Ce temple et les
autres batiments du sanctuaire, tous détruits, ont été modélisés par le CRAI en vue de la
restitution du sanctuaire en synthése d’image.

La tholos a elle aussi été modélisée avec un modeleur du commerce, PDMS, & partir de
relevés effectués par les archéologues. De plus, certains détails du bas-relief et quelques
sculptures ont été acquis a I'aide d’un capteur laser. La scéne totale illustrée par la fi-
gure 4.2 (a), au niveau de résolution le plus précis, contient environ 913 000 surfaces. Cette
complexité rend actuellement son utilisation en radiosité difficile.

(a) Modéle total. (b) Détail du modele simplifié.
F1G. 4.2 — Tholos de Delphes.

Nous utilisons donc une base de données simplifiée et partielle de la tholos pour nos
tests. Cette base est composée majoritairement de polygones qui ne sont pas des paral-
lélogrammes. Parmi les 7 778 surfaces initiales, 4 512 sont des polygones complexes, 2 099
des parallélogrammes et 1167 des triangles.

L’éclairage de cette tholos est dii & la lumiére naturelle. Comme ce temple se situe
en Gréce et que le marbre blanc est trés réfléchissant, le soleil représente pratiquement
toute I’énergie lumineuse apportée. L’influence de la votite céleste peut étre considérée
comme nulle. Ainsi, nous avons modélisé la lumiére du jour par une lumiére directionnelle,
d’intensité constante.

Dans la simulation de cette scéne, les inter—réflexions ont une trés grande importance.
En effet, de nombreuses surfaces ne sont pas directement éclairées. Leur seul apport de
lumiére vient donc des inter—réflexions.
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4.1.3.3 Reality Center de Cortaillod

La scéne du Reality Center de Cortaillod a été modélisée par nos soins pour servir
de démonstration & Silicon Graphics dans son Reality Center a Cortaillod. Cette scéne
représente un environnement immersif de visualisation avec une piéce contenant des chaises
pour les utilisateurs, un pupitre de commande, trois projecteurs tri-tubes, des éclairages
d’ambiance et un écran sphérique de 6 métres de diamétre (voir figure 4.3(b)).

1

F1G. 4.3 — La scéne du Reality Center de Cortaillod.

Le projet a débuté a partir des plans architecturaux (sur papier voir figure 4.3(a)) du
Reality Center de Cortaillod. En utilisant ces plans, nous avons réalisé un premier modéle
3D grossier de la piéce (modéle en polygones). Ce travail a été réalisé par Jean—Pierr
LAURENT de la société Neoxy.

Le modéle comporte un grand nombre d’objets courbes (écran sphérique, murs cy-
lindriques, pupitre conique, chaises en ellipsoides et tores, ... ). Ainsi le modéle 3D en
polygones comporterait plus de 100000 surfaces dans une version relativement précise,
alors qu’il en comporte moins de 3 000 quand il est modélisé a base de quadriques.

La particularité de cette scéne est donc qu’elle est majoritairement constituée de sur-
faces quadriques et qu’il aurait été impossible de d’utiliser la modélisation avec des poly-
gones pour faire des simulations précises et réalistes.
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4.1.3.4 Soda Hall de Berkeley

La scéne de test du Soda Hall représente le batiment du département informatique
de l'université de Berkeley. Nous avons récupéré la scéne sous format VRML ', et I’avons
utilisée directement telle quelle, sans traitement préalable.

Cette base est devenue incontestablement une référence dans le domaine, pour sa
complexité en terme de nombre de surfaces. En effet, seuls deux exemples de simulation
de la base compléte en radiosité existent a notre connaissance dans des publications. Une
des simulations a été faite par S. TELLER et al. [Tel 94] sur le batiment complet, mais sans
mobilier, c’est-a-dire sur 39979 polygones initiaux. La seconde réalisation, de Thomas A.
FUNKHOUSER [Fun 96|, portait sur cinq étages, mobilier compris, pour un total de 280 836
surfaces initiales. Il faut toutefois noter que ces deux simulations ont été faites avec un
noyau de radiosité fondé sur un partitionnement de I’espace qui tirait particuliérement
profit de I’agencement des surfaces. Celles—ci sont en effet trés majoritairement paralléles
aux axes et regroupées dans de nombreuses piéces. Cela permet de simplifier énormément
les calculs de visibilité grace a un pré-traitement adéquat.

F1G. 4.4 — L’étage du Soda Hall de Berkeley (VRML).

Nous nous sommes restreints au 4™ étage, mobilier compris, pour un total de 272 450
primitives si on ne s’autorise que des triangles et des parallélogrammes. La scéne comporte
216 sources de lumiéres ponctuelles et 905 surfaces éclairantes servant & modéliser des
néons et des sources surfaciques.

L’utilisation d’une base de cette envergure pour des calculs de radiosité a base d’on-
delettes est un challenge. Nous étions d’autant plus intéressés pour utiliser cette base de

19. L’adresse web est http://www.cs.berkeley.edu/ kofler/
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données que nous n’utilisions aucun pré-traitement de visibilité, ce qui prouve que notre
algorithme est particuliérement robuste.

4.1.3.5 Salle de la géométrie

La salle de la géométrie regroupe un ensemble d’objets géométriques modélisés a base
de quadriques que nous avons inclus dans une piéce particuliére (la piece 420A pour ceux
qui connaissent) du 4™ étage du Soda Hall. Cette ensemble contient un jeu d’échecs, une
théiére (comme celle utilisée pour les tests du chapitre 3.6), plusieurs bancs, des jarres et
d’autres objets purement géométriques.

La figure 4.5 montre le modéle de la salle de la géométrie ainsi qu’un zoom sur le jeu
d’échecs. Ce dernier est composé de 555 surfaces dont 264 quadriques alors qu’il aurait fallu
plusieurs dizaines de milliers de triangles pour en avoir une représentation approximative
ne permettant pas de zoomer comme sur la figure 4.5(b).

(a) La salle de la géométrie. (b) Vue rapprochée du jeu d’échecs.

F1G. 4.5 — Salle de la géométrie

L’intérét de ce modéle est d’étudier le comportement et 'impact d’objets complexes
dans un modéle initialement prévu pour faire des simulations. De plus, ce modéle étant in-
clus dans celui du Soda Hall, il comporte un trés grand nombre de surfaces et il nous donne
I'occasion de tester le maillage virtuel (et notamment l'utilisation de surfaces quadriques
complexes) de fagon effective sur un environnement de taille industrielle.

4.2 Reésultats

Les résultats que nous exposons ici regroupent I’ensemble des tests que nous avons ef-
fectués sur ces scénes. Etant données les contraintes matérielles et logicielles, ces résultats
sont souvent partiels et ne concernent généralement qu’une partie des scénes présentées
ci—dessus. L’ensemble de ces résultats forme néanmoins un tout cohérent qui confirme
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Pefficacité du maillage virtuel pour simuler I'illumination globale au moyen de notre al-
gorithme.
Notre présentation est décomposée en trois sections. Dans la premiére section 4.2.1 (p. 147),

nous exposons les résultats relatifs & la modélisation et & 'impact du maillage virtuel sur

la qualité et efficacité des modéles géométriques. Dans la deuxiéme section 4.2.2 (p. 148),
nous donnons les résultats numeériques relatifs aux simulations, ¢’est-a-dire que nous expo-
sons P'effet du maillage virtuel sur le temps de calcul, la mémoire et la qualité numérique

du résultat. Enfin, nous terminons par présenter nos résultats visuels par un grand nombre
d’images dans la section 4.2.5 (p. 150).

4.2.1 Modélisation plus naturelle
4.2.1.1 Utilisation des surfaces planes quelconques

Les données géométriques de nos modéles ont une grande complexité inhérente. Nous
avons déja vu que la scéne de I'Opéra pouvait étre fortement simplifiée si on s’autorise
I'utilisation de polygones complexes. Il en est de méme pour la scéne de la Tholos dont
la plupart des surfaces ne sont ni des triangles ni des parallélogrammes. Enfin, le Soda
Hall, qui a pourtant été modélisé spécialement pour des simulations, comporte lui aussi
un grand nombre de surfaces planes relativement complexes.

Le tableau 4.1 montre que 1'utilisation de polygones quelconques permet de diminuer
fortement le nombre de primitives initiales méme dans des scénes ou toutes les surfaces
sont, a priori, « simples ». Ainsi, le nombre de primitives dans le Soda Hall augmente
de 37 % si on ne s’autorise que les triangles et les parallélogrammes comme primitives de
base et ce gain est le plus petit remarqué sur les trois scénes testées.

Scéne Nombre de surfaces initiales Ratio
Triangles & parallélogrammes | polygones

Opéra 32429 17272 1,88

Tholos 11087 7778 | 1,43

Soda Hall 272 450 199550 | 1,37

TAB. 4.1 — Effet de lutilisation de polygones complezes sur le nombre de primitives ini-
tiales

4.2.1.2 Modélisation & base de surfaces quadriques

Nous n’avons pas de résultats numériques similaires & ceux exposés ci—dessus pour les
surfaces quadriques. En effet, une surface quadrique ne peut pas étre modélisée de facon
exacte par des polygones (sauf pour les plans qui sont des quadriques dégénérées). Pour
comparer la modélisation & base de quadriques avec celle & base de polygones, il faut
donc faire une approximation du modéle a base de quadriques. Selon la précision de cette
approximation, le nombre de polygones générés peut varier énormément : une sphére peut
étre représentée grossiérement par un cube ou beaucoup plus précisément par plusieurs
centaines de triangles.
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Ainsi, nous avons décidé de ne pas remodéliser les scénes de la salle de la géométrie
et du Reality Center qui sont fondamentalement modélisées & base de quadriques et dont
nous ne pouvons pas donner d’approximation absolue & base de polygones. La scéne de
I’Opéra, quant a elle, ne contient aucune surface courbe. Nous I’avons donc laissée sous
forme de polygones. Nous n’avons pas non plus remodélisé la Tholos.

Enfin, le seul modéle que nous avons décidé de remodéliser en utilisant des quadriques
est le Soda Hall.

Ce choix peut paraitre surprenant
quand on voit le modéle car il ne semble
pas contenir un grand nombre de sur-
faces courbes. Pourtant, parmi le mobi-
lier, nous avons pu remodéliser un cer-
tain nombre d’objets dont les contours
présentaient des parties courbes comme
par exemple les lampes de bureau, les
tables rondes et les fauteuils comme nous
I’avons illustré sur la figure 4.6. Le ré-
sultat que nous obtenons aprés cette re-
modélisation est surprenant, en effet, le
nombre de primitives initiales chute de
199550 & 70 645 soit pratiquement d’un
facteur 3. Ceci prouve 'importance de
la modélisation et notamment de la pos-
sibilité d’utiliser les surfaces dans leur
format original (les surfaces que nous
avons remodélisées dans le Soda Hall ont
trés certainement été modélisées avec
des primitives quadriques a ’origine puis maillées en triangles pour exporter le modéle en
VRML).

Fic. 4.6 — Ezemple de mobilier du Soda Hall
remodélisé a base de quadriques.

4.2.2 Simulations plus efficace

4.2.3 Moins de place en mémoire

Reprenons les résultats numériques relatifs aux nombres de surfaces initiales et com-
parons les aux nombres de mailles finales. La figure 4.7 montre qu’en plus de diminuer
le nombre de primitives initiales (et donc le temps pour effectuer les requétes de visibi-
lité), Putilisation des polygones complexes réduit aussi sensiblement le nombre de mailles
finales. Notons, que le gain en nombre de mailles finales est sensiblement inférieur au
gain en nombre de primitives initiales (de 9 a 49 % contre 37 a 88 % pour les primitives
initiales). Nous avons déja remarqué et expliqué ce phénomeéne dans le chapitre 3.6.1.

Comme nous 'avons déja expliqué dans le chapitre 3.6, le surcotit da a la gestion
des primitives complexes est proportionnel au nombre de primitives initiales et donc né-
gligeable devant le nombre de mailles finales. Ainsi, la mémoire nécessaire diminue avec
I'utilisation des primitives complexes.
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F1G. 4.7 — Nombre de mailles initiales et finales dans 3 de nos scénes de test, avec et sans
lutilisation des polygones quelconques

Le tableau 4.2 reprend ces résultats et les complétes par des résultats sur le temps de
simulation et sur le nombre d’itérations nécessaires a la convergence de I’algorithme pour
les scénes de 1’Opéra, du Soda Hall et de la salle de la géométrie. Notons, dés maintenant,
que le nombre de surfaces finales diminue encore nettement dans les simulations du Soda
Hall lorsque I'on utilise le modéle & base de quadriques. Ceci confirme le résultat précédent,
& savoir que la mémoire nécessaire diminue lorsque les primitives géométriques autorisées
augmentent en complexité.

.. Nombre de Nombre de Temps de
R Primitives .. . . . Nombre
Scéne ométriaies primitives mailles simulation ditérations

& 4 initiales finales (secondes)
Opera rl;;?gﬁgig& 32429 819109 476's 9358
Polygones 17272 550159 241s 6776
Coda ngiﬁﬁg& 272 450 1124585 445855 9010
Hall Polygones 199 550 927428 302325 7008
Quadriques 70645 623 600 6535
‘Z fo;g;;g Quadrics 71957 827627 13411 6642

TAB. 4.2 — Résultats numériques pour les calculs d’illumination de 1’Opéra, et du 4°™¢
étage du Soda Hall.

4.2.4 Simulations plus rapides

Le tableau 4.2 montre aussi que le temps de simulation diminue lorsque les primitives
augmentent en complexité. Ce gain peut devenir trés important si on passe d’un modéle
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triangulé & un modéle & base de quadriques: on gagne un facteur 4 dans le temps de simu-
lation du 4°™¢ étage du Soda Hall avec le modéle 4 base de quadriques. Il est intéressant de
remarquer que ce gain ne s’explique pas seulement par la diminution du nombre d’itéra-
tions qui ne diminue que de 50 %. Le fait que chaque interaction transporte plus d’énergie
(puisque les surfaces sont plus « grandes ») ne suffit donc pas & expliquer la diminution
du temps de calcul. Cette diminution résulte, en fait, majoritairement de la diminution
du nombre de primitives initiales (ces deux nombres sont relativement bien corrélés dans
le tableau) qui influe fortement sur le temps des requétes de visibilité. On notera, une fois
de plus, importance du calcul de la visibilité sur Pefficacité de ’algorithme.

Afin de valider ces résultats quelle que soit la convergence demandée, nous avons suivi
P’évolution du temps de simulation en fonction du taux de convergence pour les scénes
4 base de triangles et de parallélogrammes et celles & base de polygones. La figure 4.8
montre cette évolution pour les deux scénes de ’Opéra et du Soda Hall. Elle confirme le
résultat que nous avions déja présenté pour la scéne de I'Opéra a savoir que le temps de
calcul est de l'ordre de deux fois plus grand avec une scéne triangulée qu’avec la méme
scéne modélisé & base de polygones quelconques. Et surtout, ces courbes montrent que ce
résultat est général et qu’il ne dépend pas du taux de convergence demandé.
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Fi1G. 4.8 — Tauz de convergence (énergie non encore transmise divisée par [’énergie initiale)
en fonction du temps de calcul (en s).

4.2.5 Simulations trés réalistes

Nous présentons, maintenant, les images obtenus avec nos scénes de test. Ces images
sont toutes des prises de vue instantanées faites lors de navigation en temps réel & l'intérieur
des environnements que ’on peut visualiser interactivement.
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4.2.5.1 Opéra de la place Stanislas

Les simulations de ’Opéra de la place Stanislas présentées sur la figure 4.9 (a) et (b)
ont permis & la ville de Nancy de choisir entre différents projets d’éclairage. Le réalisme de
la solution que nous avons simulée est illustré par la figure 4.9 (c) et (d) ou il est difficile
de discerner la photo de la simulation.

(a) Un projet tout en couleur (b) Le projet retenu par la mairie de Nancy

(c) Une photo de ’Opéra (d) Image simulée réincrustée.

Fi1G. 4.9 — Nos simulations.



1562

Chapitre 4. Expérimentations

4.2.5.2 Tholos de Delphes

La figure 4.10 nous permet d’apprécier la précision de nos simulations. Cette précision

se remarque a deux niveaux: la qualité de I’éclairage des sculptures du plafond par inter—
réflexions et la qualité des ombres décelées au travers de la grille.

iy

e e T

(a) Vue générale

(c) Vue latérale avec réflexions sur les
sculptures du plafond

(d) Zoom de face avec une grande précision
des ombres portées

Fic. 4.10 - Simulations d’un éclairage naturel de la Tholos
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4.2.5.3 Reality Center

La simulation du Reality Center de Cortaillod présentée sur la figure 4.11 avait pour
objectif de présenter a des industriels les techniques de radiosité permettant de réaliser des
simulations réalistes. Ces simulations peuvent servir de support au prototypage virtuel,
a l'éclairage, au marketing, 4 I'urbanisme, & ’architecture et & bien d’autres domaines
encore.

Cet objectif a été rempli lors des Monster Weeks qui ont eu lieu du 15 mai 2000 au 16
juin 2000 et durant lesquels la simulation a été présentée a un grand nombre d’industriels
partenaires de SGI dans le Reality Center de Cortaillod.

(a) Vue générale (b) Le pupitre de commande

(c) Effet des sources de lumiéres et des (d) Vue latérale
réflexions

F1G. 4.11 — Simulations du Reality Center de Cortaillod
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4.2.5.4 4°™ étage du Soda Hall

La scéne du 4¢™¢ étage du Soda Hall n’est pas une scéne industrielle. Elle a été spé-
cialement congue pour des simulations numériques et son intérét réside dans la taille du
modéle. Les images de la figure 4.12 montrent la précision avec laquelle nous avons réussi
3 simuler la totalité de ’étage avec son mobilier. Nous n’avons utilisé aucune connaissance
a priori de la scéne pour cette simulation qui a été faite directement & partir du modéle
récupéré sur le WEB.

(c) Vue intérieura (d) Vue intérieure d’une piéce

FiG. 4.12 - Simulation du 4™ étage du Soda Hall
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4.2.5.5 Salle de la géométrie

Les images de la salle de la géométrie (figure 4.13) montrent que la qualité de nos
simulations n’est pas dépendante de la complexité du modéle. Ainsi, la salle remplie de
surfaces quadriques a été simulée avec la méme précision (et la méme efficacité d’aprés le
tableau 4.2) que le reste de ’étage. De plus, les surfaces quadriques n’ont en rien perturbé
la simulation du reste de 1’étage.

(a) Vue générale (b) Vue rapprochée

(c) Un zoom (d) Le jeu d’échecs

F1G. 4.13 — Simulation dans le Soda Hall avec la salle de la géométrie.

4.3 Autres solutions

Les résultats que nous venons de présenter prouvent la grande efficacité de notre
algorithme pour simuler I'illumination globale dans des scénes du monde réel. D’autres
solutions ont été proposées pour faire ces simulations et nous les rappelons et nous les
analysons dans cette section.
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Nous commencons par voir les implantations paralléles de ’algorithme de radiosité
qui ont été proposées dans la littérature. Ensuite nous parlons du clustering qui est une
généralisation de I'algorithme hiérarchique. Finalement, nous étudions le face cluster, une
approche développée récemment pour gérer des scénes de grande taille mais présentant
certaines caractéristiques géométriques trés précises.

4.3.1 Algorithme paralléles

La plupart des implantations paralléles de la méthode de radiosité [Cha 98] sont basées
sur l'algorithme de radiosité classique, qui a une complexité quadratique en temps et en
mémoire, comme nous l’avons vu précédemment. Ces solutions ne s’appliquent pas a
des scénes du monde réel. Néanmoins, il existe quelques travaux consacrés a la radiosité
hiérarchique et qui ont eu pour but de traiter des scénes de taille industrielle.

Dans [Fun 96|, Thomas A. FUNKHOUSER décrit un systéme pour effectuer des calculs
de radiosité hiérarchique pour des modéles polygonaux de trés grande taille en utilisant
plusieurs processus concurrents. La solution proposée est une version paralléle des tech-
niques de partitionnement et d’ordonnancement proposées par Set TELLER et al. [Tel 94],
qui sont fortement dépendantes de la géométrie axiale et dense en occlusions du modéle
(une surface donnée interagit avec un faible nombre d’autres surfaces).

Cette approche est étendue & des environnements 4 géométrie non—axiale par Daniel
MENEVEAUX et al. [Men 98], en gardant des idées trés similaires. Cependant, I’hypothése
de géométrie dense en occlusions y demeure une contrainte forte.

Notons que les techniques de partitionnement et d’ordonnancement dépendent for-
tement de la géométrie du modéle considéré: il faut que les surfaces initiales puissent
facilement étre organisées en clusters lors de la création de la scéne, et que des informa-
tions de visibilité pré—calculées entre les clusters soient utilisées pour créer des groupes
séparés de clusters avec peu d’interactions mutuelles. Cette caractéristique est essentielle
pour une exécution efficace des calculs de radiosité avec ces méthodes.

Ainsi, les précédentes versions paralléles d’algorithmes de radiosité hiérarchique ne
peuvent effectuer des calculs de radiosité sur des scénes de grande taille sans aucune
hypothése restrictive sur la géométrie de la scéne. L’algorithme de radiosité paralléle pro-
posé par Xavier CAVIN dans sa thése [Caw 00] pour bénéficier de ’architecture & mémoire
partagée des ORIGIN2000 est la solution que nous avons utilisée pour l'associer & nos
optimisations. Cette solution ne fait aucune hypothése sur la géométrie des données ini-
tiales et permet de profiter au maximum de la puissance des algorithmes décrits dans ce
mémoire. Grace a l'efficacité que nous avons obtenue en conjuguant nos algorithmes nous
pouvons faire des simulations dans des scénes industrielles et nous utilisons cette nouvelle

technologie issue de nos travaux de recherche pour effectuer un transfert industrielle de
Candela.

4.3.2 Clustering

Nous avons déja fait remarquer que 'algorithme de radiosité 4 base d’ondelettes per-
mettait de réduire la complexité de 1’algorithme de n? 4 O(k%+n), ol k est le nombre de
primitives géométriques initiales et n est le nombre de mailles finales. Cette amélioration
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de I'algorithme résulte de la représentation hiérarchique des ondelettes. Malheureusement,
elle ne fait pas disparaitre le terme en k% qui peut devenir trés pénalisant pour I’algorithme
lorsque celui-ci est utilisé pour faire des simulations sur des scénes de trés grande taille.

Afin de pouvoir s’attaquer a des scénes de taille industrielle, des solutions ont été
proposées pour faire disparaitre ce terme en k?. Ainsi, les approches par regroupement de
surfaces ou clustering proposées par Brian SMITS et al. dans [Smi 94| puis par Francois
SILLION dans [Sil 95a] permettent de généraliser la notion hiérarchique a tout I’environ-
nement en regroupant les surfaces pour diminuer le nombre d’interactions. Gréace a ces
méthodes, la complexité de 'algorithme est ramenée & O(klogk +n) ce qui améliore net-
tement efficacité de ’algorithme et le rend utilisable pour des scénes de beaucoup plus
grande taille. Avec ce gain d’efficacité, la méthode de clustering a méme pu étre adaptée
au probléme de la radiance par Frangois SILLION et al. [Sil 95b].

Pour arriver a un tel résultat, il faut créer une hiérarchie qui englobe la totalité de
Penvironnement puis qui se subdivise en utilisant des stratégies prenant en compte la
proximité des surfaces les unes par rapport aux autres telles que la hiérarchie des volumes
englobants proposée par J. GOLDSMITH et J. SALMON dans [Gol 87]. L’ensemble de toutes
les primitives géométriques forme donc le premier cluster de niveau 0 qui se subdivise en
niveaux hiérarchiques ot les primitives sont regroupées en sous—clusters et ceci de fagon
récursive. Quand un sous—cluster ne contient plus qu’une seule primitive géométrique, on
gére la hiérarchie sous cette derniére exactement comme on le faisait dans ’algorithme
classique de radiosité hiérarchique. L’algorithme revient alors & faire interagir le cluster de
niveau 0 avec lui-méme (comme pour les primitives courbes concaves qui doivent shooter
leur énergie sur elles-mémes) autant de fois que cela est nécessaire pour atteindre la
convergence désirée.

Les approches a base de clustering semblent donc étre trés prometteuses pour augmen-
ter encore la complexité des scénes que I'on peut traiter. Or, nous avons expliqué dans le
chapitre 3 que I’énorme avantage du maillage virtuel est qu’il ne fait aucune supposition
sur l'algorithme de radiosité et qu’il peut étre implanté dans n’importe quelle solution
existante. Il est donc tout a fait possible d’envisager d’'intégrer le maillage virtuel dans
un algorithme de radiosité a base de clustering. Une telle implantation permettrait, par
ailleurs, de résoudre le probléme indiqué par Jean-Marc HAZENFRATZ et al. dans leur
récente étude [Has 99|, a savoir que I'utilisation des méthodes de clustering sur des ob-
jets qui ont été préalablement maillés sans conserver des connaissances sur leur topologie
s’avére particuliérement inefficace.

4.3.3 Face cluster

Récemment, Andrew WILLMOTT et al. ont proposé une nouvelle approche pour trai-
ter des scénes de taille extrémement grande mais présentant des caractéristiques bien
particuliéres. Leur solution, le face cluster, présentée dans [Wil 99|, consiste a créer une
hiérarchie au dessus des primitives géométriques de base (comme pour le clustering) en
prenant en compte leur coplanarité. Cette trés intéressante approche leur a permis de
simuler I'illumination globale dans une scéne contenant 2,7 millions de primitives initiales
en 2 minutes seulement. Ce résultat peut sembler surprenant quand on sait que les autres
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approches peinent a traiter des scénes contenant plusieurs centaines de milliers de sur-
faces et que les temps de calcul se compte en heures. Cependant, ce résultat s’explique
par les caractéristiques de la scéne simulée par Andrew WILLMOTT et al. lors de leurs
expérimentations. En effet, leur scéne représente une piéce relativement simple contenant
une table et une statue. La particularité de cette scéne est que le sol contient a lui seul
plus d’un million de triangles pour rendre un aspect rugueux. De méme, la statue contient
énormément de détails et donc un trés grand nombre de surfaces. Cette scéne est donc
parfaitement adaptée au face cluster qui crée une scéne de quelques centaines de clusters
initiaux avec chacun une lourde hiérarchie. Les calculs de simulation sont ensuite faits a
des niveaux relativement élevés et ce n’est qu’aprés la simulation que 1’énergie collectée
sur chaque cluster est redescendue aux niveaux les plus bas sur les surfaces initiales.

Cette méthode ne donnerait aucun résultat convaincant sur la scéne du Soda Hall ou
sur celle du Reality Center ou les surfaces ne peuvent que trés rarement étre regroupées
suivant leur coplanarité. De plus, la création de la hiérarchie au dessus des surfaces suppose
que 'on sait a I’avance quelles surfaces vont étre regroupées pour former un cluster ce qui
est le cas pour la scéne de la piéce mais qui est impossible dans toutes nos scénes de test.

Enfin, la solution du face cluster souffre du fait que la hiérarchie résulte d’une construc-
tion purement géométrique. En effet, aucune relation mathématique ne relie les niveaux les
uns aux autres et il n’est donc pas possible d’appliquer un algorithme de radiosité a base
d’ondelettes avec le face cluster car on ne peut pas calculer de coefficients de push—pull.

La solution du face cluster nous apparait donc comme une solution trés efficace et trés
intéressante mais seulement pour un certain type de scénes présentant des caractéristiques
bien précises. Il peut notamment s’avérer particuliérement efficace sur des scénes générées
par des relevés au laser.



Conclusion

« Dans le noir toutes les couleurs s’accordent »
Francis BACON, Essais

Nous avons présenté dans ce travail le maillage virtuel qui est une abstraction géomé-
trique pour la radiosité & base d’ondelettes. Ce travail nous a amené & étudier précisément
I'influence des bases de fonctions ondelettes sur la solution de radiosité avant de nous
intéresser plus particuliérement a l’aspect géométrique.

Notre travail est parti de la constatation que les recherches en radiosité se sont faites
de facon empirique. Ainsi, les fondement théoriques basés sur des formalismes mathé-
matiques se sont greffés sur des algorithmes existants. Par exemple, la formalisation de
’utilisation de bases de fonctions de degré élevé et celle de la représentation hiérarchique
se sont faites en méme temps grace aux bases d’ondelettes qui n’ont été introduites que
bien aprés que ces deux théories aient été développées. On remarque, cependant, que la
formalisation mathématique permet généralement une meilleure compréhension des algo-
rithmes et qu’elle donne des outils pour optimiser les implantations et 'utilisation des
théories sous—jacentes.

L’efficacité des algorithmes découle en grande partie de la compréhension des proces-
sus mathématiques qui les animent. Pourtant, nous constatons que la grande majorité
des implantations n’utilisent que trés partiellement la totalité de la description formelle
des processus qui interviennent dans la résolution. Par exemple, bien que les ondelettes
formalisent les approches hiérarchiques, les implantations de ces derniéres restent majo-
ritairement calquées sur la méthode originale de radiosité hiérarchique qui ne permet pas
I'utilisation de fonctions d’ordre élevé. Par ailleurs, les rares implantations qui ont cher-

-ché & prendre en compte les nouvelles théories ’'ont généralement fait en ajoutant & un

algorithme existant des morceaux de code pour compléter les programmes sans repenser
réellement la structure des programmes pour qu’elle s’adapte pleinement & ces nouvelles
théories.

Dans un souci de formalisation et de généralisation de ’algorithme de radiosité, nous
nous sommes intéressés & deux points centraux de 'algorithme. Nous avons tout d’abord
repris la théorie des ondelettes pour l'intégrer dans un nouvel algorithme spécialement
congu autour de la notion fonctionnelle. Ceci nous a permis de bien séparer la représen-
tation fonctionnelle de la représentation géométrique. Grace a cela, nous avons pu nous
intéresser plus précisément & la représentation géométrique. Nous avons notamment dé-
fini un nouveau formalisme: le maillage virtuel. Ce formalisme permet de généraliser la

159
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notion de primitives géométriques jouant le role de support de fonctions, ce qui donne
la possibilité d’utiliser des primitives beaucoup plus complexes que des triangles et des
parallélogrammes pour peu qu’on sache proprement les manipuler de fagon théorique.

Dans ce mémoire, nous avons présenté les résultats de nos recherches pour généraliser
et formaliser ’algorithme de radiosité.

Ce mémoire a commencé par 1’étude théorique de la propagation de 1’énergie lumineuse
dans un environnement donné. Nous sommes parti de considérations physiques pour définir
I'équation de radiance qui est une généralisation de ’équation de radiosité. Nous nous
sommes notamment attaché & bien définir les hypothéses faites, pour connaitre exactement
le domaine de validité de notre approche. Puis, le formalisme mathématique nous a permis
d’établir le systéme d’équations a résoudre pour trouver la solution & I’équation précédente.
Pour finir, nous avons étudié les aspects algorithmiques des notions définies pendant les
deux étapes précédentes. Ces aspects ont détaillé la provenance des données initiales
auxquelles il faut adapter I’algorithme de résolution, ainsi que les relations qui unissent
les notions impliquées dans le processus de résolution. Cette étude algorithmique a aussi
affiné certains problémes, comme 'utilisation de base de fonctions pour projeter I’équation
et la représentation de la géométrie.

Puis, nous avons présenté notre implantation de I’algorithme de radiosité avec les
spécificité associées a l'utilisation des bases de fonctions ondelettes. Nous avons, pour
cela, redéfini un certain nombres de points clé de ’algorithme de radiosité pour qu’il
intégrent parfaitement la notion fonctionnelle. Nous avons notamment repensé 1’oracle
de subdivision, le calcul de la visibilité et le processus itératif de résolution. Ce dernier
point nous a permis d’éviter un des écueils classiques des algorithmes & base d’ondelettes,
a savoir le stockage des liens d’interaction en mémoire ce qui rend les fonctions d’ordre
élevé inutilisables pour des simulations sur des scénes de grande taille. Une fois I’algorithme
repensé pour s’adapter & la notion fonctionnelle, nous avons présenté les spécificités des
bases d’ondelettes et nous avons notamment développé de nouvelles bases prévues pour la
méthode de résolution par collocation de points. Cette méthode est trés efficace pour faire
des simulations visuellement parfaites. Nous avons terminé notre présentation par une
étude comparative des différentes bases. Cette étude nous a permis de montrer que pour
chaque base d’ondelettes il existe une zone de compétence dans laquelle la base concernée
dépasse toutes les autres en efficacité a tous points de vue: qualité, rapidité, taille. Cette
zone de compétence correspond & des solutions de plus en plus précises lorsque 1’ordre

~des fonctions augmente. Nous avons ainsi-pu déduire que les fonctions linéaires étaient les
mieux adaptées pour faires des simulations dont I'objectif est la visualisation alors qu'il
valait mieux utiliser des fonctions d’ordre plus élevé pour des simulations destinées & faire
des mesures physiques.

Ensuite, nous avons détaillé les résultats de nos recherches sur la représentation géo-
métrique. Nous avons décrit le principe d’'un nouveau formalisme : le maillage virtuel. Le
maillage virtuel permet de généraliser la séparation entre les primitives géométriques et les
supports de la fonction de radiosité. Pour cela, il définit une abstraction de la géométrie
3 base de carrés normalisés parfaitement adaptée & la représentation fonctionnelle. Cette
abstraction permet de revenir & la géométrie initiale chaque fois que cela est nécessaire
tout en conservant les propriétés énergétiques des fonctions que 1’on projette dessus. Nous
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avons décrit le processus général pour utiliser le maillage virtuel dans un algorithme de
radiosité. Comme cette description est indépendante de ’algorithme choisi nous avons
montré plus précisément son implantation dans notre algorithme de radiosité a base d’on-
delettes. Le maillage virtuel est un concept général qui permet théoriquement de gérer
n’importe quelle surface paramétrique. Pour confirmer la puissance de ce concept, nous
avons implanté le maillage virtuel pour gérer deux grand types de surfaces paramétriques:
les surfaces planes & bords quelconque (dont ’ensemble trés important des polygones) et
les surfaces quadriques. Enfin, nous avons donné les résultats expérimentaux que nous
avons obtenus avec ces nouvelles primitives géométriques. Nous avons notamment montré
que le maillage virtuel permettait de réduire sensiblement le nombre de primitives initiales
tout en augmentant la précision des modéles géométriques. Cette réduction nous a per-
mis de diminuer fortement le temps des simulations car les requétes de visibilité se font,
alors, dans un environnement de moins grande taille. De plus le maillage virtuel permet
de réduire par la méme occasion la place nécessaire en mémoire. Enfin, nous avons montré
que la complexité des surfaces utilisées grace au maillage virtuel rendait encore plus im-
portant le fort pouvoir d’approximation des fonctions de degré élevé. En effet, elles seules
peuvent facilement rendre compte des variations continues de la fonction sur des surfaces
dont la courbure varie elle aussi de facon continue. Ainsi, les surfaces paramétriques et
notamment les quadriques sont apparues comme une voie tout a fait prometteuse pour
faire des modélisations de grande précision avec un minimum de primitives.

Nous avons fini notre mémoire en rassemblant dans une méme partie tous les résultats

- des tests que nous avions effectués sur des scénes issues d’applications du monde réel. Ces
¢ scénes qui sont beaucoup plus complexes que les scénes de tests classiques ne peuvent pas

étre utilisées pour faire des expérimentations exhaustives. Ces résultats nous ont permis
de confirmer par la pratique la trés grande efficacité théorique des algorithmes décrits dans
ce mémoire. Enfin, nous avons présenté quelques autres approches qui ont été proposées
pour gérer des scénes du monde réel dans un algorithme de radiosité.

Nous n’avons pas abordé dans ce mémoire la visualisation des résultats. Or un des
intéréts des méthodes de radiosité est leur indépendance du point de vue, et donc la
possibilité de les visualiser en temps réel. Ce probléme fait ’objet de recherches actuelles
dans I’équipe ISA. Nous essayons notamment de prendre en compte de nouvelles primitives
géomeétriques, car les cartes graphiques sont limitées & V’affichage de triangles et il faut
donc les développer de nouveaux algorithmes de bas niveau pour afficher des surfaces plus
-complexes comme des surfaces courbes.

Poursuite de la recherche

Les résultats que nous avons obtenus et présentés dans ce mémoire incitent 4 continuer
les recherches sur la résolution de 1’équation de radiosité. Nous souhaitons notamment
améliorer I'utilisations des bases d’ondelettes en développant un nouvel algorithme ca-
pable de sélectionner dynamiquement, au fil des itérations, la meilleure base d’ondelettes
pour effectuer le calcul d’une interaction donnée. Nous voulons aussi étendre 1'utilisation
du maillage virtuel & de nouveau types de surfaces tel que les NURBS et l'utiliser pour
améliorer 'efficacité des subdivisions géométriques dans les algorithmes de clustering.
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Algorithme a base d’ondelettes dynamiques

Pour améliorer I'utilisation des bases de fonctions ondelettes nous suggérons de dévelop-
per un algorithme utilisant plusieurs bases d’ondelettes au cours d’'une méme simulation.
Nous pourrions, ainsi, développer un algorithme qui choisit dynamiquement au cours des
calculs la meilleure base d’ondelettes pour une interaction donnée. Cet algorithme uti-
liserait la base de HAAR pour faire les calculs d’interaction ne nécessitant que peu de
précision et il les ondelettes d’ordre plus élevé, linéaires, quadratiques, cubiques ou méme
quartiques, pour les interactions de plus grande précision. La difficulté de cette algorithme
réside dans I'implantation des critéres de sélection permettant de choisir la base d’onde-
lettes adaptée. Le choix et le réglage de ces critéres demandera une analyse approfondie
pour déterminer ou et quand l'algorithme & besoin de précision. Il faudra commencer par
définir ce qu’on entend réellement par précision et voir comment on peut détecter au cours
de 'algorithme les erreurs qui influent effectivement sur le résultat final. L'intérét d’une
telle approche et qu’elle permettrait de concentrer les calculs 1a ot il y en a le plus besoin
et de rester trés approximatif (donc de faire trés peu de calculs) 14 ol la précision n’est
pas réellement nécessaire. Le probléme majeur pour développer un tel algorithme est de
trouver un oracle permettant de décider automatiquement ’ordre des fonctions & utiliser.

Nouvelles surfaces paramétriques.

Pour étendre l'utilisation du maillage virtuel, nous suggérons de 1’utiliser sur de nou-
velles surfaces paramétriques telles que les surfaces algébriques de degré élevé (notamment
les B—Splines ou le NURBS). En effet, les surfaces algébriques de degré élevé sont de plus
en plus utilisées pour la modélisation industrielle et permettent une manipulation facile
et trés pratique aboutissant & des modéles trés précis d’objets extrémement compliqués.
Nous pensons, cependant, que les fonctions de projection & Jacobien constant pour ces
surfaces risquent de devenir rapidement trop compliquées pour étre utilisables dans les
calculs de radiositeé.

Il sera alors, peut-étre, plus efficace de faire des approximations de ces surfaces au
moyen de quadriques — des recherches ont déja été faites dans ce sens par B. LACOLLE
et N. SZAFRAN dans [Lac 99]. Ces recherches visent & généraliser les techniques de tri-
angulation en utilisant des surfaces plus complexes pour permettre 4 ces approximations
d’intégrer des notions de continuité aussi bien pour la surface que pour ses dérivées.

Clustering

Nous avons déja fait remarquer que le maillage virtuel était indépendant de 1’algo-
rithme de radiosité utilisé, et nous pensons qu’il serait intéressant de ’essayer avec les
algorithmes ayant prouvé leur efficacité. Nous voulons notamment étendre notre algo-
rithme pour qu’il intégre la notion de cluster ou inversement intégrer le maillage virtuel
dans un algorithme & base de cluster déja existant. Dans les deux cas un certain nombre
de problémes apparaitront:

1. Comment regrouper les surfaces sachant que la géométrie de ces derniéres sera de

plus en plus complexes? Il faudra sans doute utiliser les boltes englobantes pour
gérer les nouvelles surfaces.
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2. Comment gérer les nouveaux calculs de visibilité et les échanges d’énergie entre clus-
ters alors méme que la géométrie contenue dans ces clusters sera des plus complexe?

3. Dans le cas de ’algorithme a base d’ondelettes, comment calculer les coefficients de
push—pull pour qu’il s’adapte & la totalité de la hiérarchie?

Maillage de discontinuité

Nous travaillons actuellement & I'utilisation du maillage virtuel en collaboration avec
un algorithme de maillage de discontinuité. Nous espérons ainsi bénéficier de la précision
de ce dernier et de lefficacité du maillage virtuel pour aller un cran plus loin dans la
précision et le réalisme de nos simulations. [.’idée de I’algorithme que nous développons
actuellement est de considérer le maillage de discontinuité comme délimitant des surfaces
a bords complexes. La figure 14 montre, par exemple, que ’ombre du tetraédre sur le
parallélogramme crée deux polygones qui peuvent étre gérés séparément grace au maillage
virtuel. Cette solution permet d’intégrer exactement les limites d’ombres dans la solution

F1G. 14 — Le maillage de discontinuité.

finale sans augmenter trop fortement le nombre de primitives.
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Annexe A

Intégrale elliptique.

Une intégrale elliptique générale est définie de la facon suivante:

/ R(z,y),

avec R une fonction rationnelle en z et y (y? est un polynéme cubique ou quartique en
‘ z dont tous les zéros sont disjoints). Le nom « elliptique » vient du fait que la longueur
2 d’un arc d’ellipse s’exprime au moyen d’une intégrale elliptique. Ces intégrales font leur
apparition dés le VII®™ siécle en astronomie pour calculer la trajectoire des planétes.

A.1 Intégrales elliptiques de premiére espéce

A.1.1 Définitions

Considérons m un paramétre. Soit ¢ un angle tel que 0 < ¢ < 7/2. On définit alors
les intégrales elliptiques de premiére espéce comme les fonctions intégrales dont ’équation
se rameéne 3 :

© _1 sing dt
F(o,m) = / V1—msin?0 df = .
(om) 0 e o (1 -1 - mt?)

Ces fonctions ont les propriétés suivantes :
— Valeurs particuliéres.

F(p,0) =, F(ip,0) =g,
F(p,1) = Intan (% + (—g), F(ip,1) = iarctan (sinh ).
— Amplitude négative. F(—p,m) = —F(p,m).
— Parameétre négatif. Si m est positif:

o= = 7= (F(Fim) ~F(G - o))
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— Paramétre réciproque. Soit 8 tel que sin § = \/m sin . Alors:

Flpm) = T%F(H%)

— Amplitude imaginaire. If tan 6 = sinh ¢

F(ip,m) = iF(0,1 — m).

Montrons par exemple comment on prouve cette derniére propriété

(changement 6 = iv)

i do
Flipm :/ SR
(itp,m) 0 \/1—msin20
_Z./"’ dv
o 1+ msinh®v
0 dz

o V1-(1-m)sin’z
= iF(6,1 —m),

dm)

(changement sinhv = tanz = dv = =

=1

oll tan # = sinh .

A.1.2 AGM et transformations de LANDEN

Les transformations de LANDEN partent du résultat suivant. Si sin A = sin2u — A,
alors:

2 4dx
FO2?) = ——F(p——os).

(ceci est obtenu par simple changement de variable.)
On peut maintenant définir la transformation de LANDEN ascendante par la formule
de récurrence suivante:

(1 +sinoy)(l + cosanyt1) =2,
sin(2¢n1 — pn) = sin oy, sin @,

avec ¢ = y et o = ay. Le point intéressant de cette transformation est que: ap41 > oy
et Pny1 < @ et que ap, = § quand n — 0o. On déduit des résultats A.1.2 et A.1.2 que:

2

—  F(p,sin? o).
[T onal (pnsint o)

F(p,sin® @) =

De fagon plus générale:

n—1 n

F(yp,sin® a) = 2" H(l + sin @) " F (0, sin? o) = H(l + c0s o) F (o, sin® o).

s=0 s=1
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Par récurrence, on peut partir d’un angle donné pour se rapprocher suffisamment de 7.

Alors:

F(p,sin* o) ~ | | (1 + cos o) Fen,1),

=

w0
it
—

(1 + cosa;)Intan (4 + %iv—)

~y

=

w»
!
—

La transformation de LANDEN descendante est presque la méme :

{ (1 + sinayi1)(1 +cosay) = 2,
tan (pn+1 — Pn) = coS o, tan ¢y,

Cette fois—ci, a1 < @y et Yui1 > ©n, et ap = 0 quand n — 00. On a:
n
F(p,sin*a) =27 H (1 + sin a) F(n, sin® o).
s=1

Donc, quand o, = 0 pour une certaine précision :

N
F(p,sin’a) =2 Ny H(l + sin o).
s=1
Plutot que de calculer o, & chaque étape, il est plus courant et plus intéressant d’utiliser
le processus AGM (Arithmetic-Geometric Mean) de GAUSS. L’idée est de partir du triplet
(ag,bp,c0) et de calculer récursivement (ay,bn,cn) de la fagon suivante:

1 1
an = i(an—l + bn—1)7 bn =V an—lbn—-la Ch = ’2"(an—1 - bn—l)-
On arréte le processus & la N*®™¢ étape quand cy = 0 & la précision des nombres recher-
chés prés. Le point intéressant de cette approche est qu’elle peut joliment &tre associée
aux transformations de LANDEN. En effet, si on considére la transformation de LANDEN
descendante, soit (ag,bo,c0) = (1,cos e, sin ). Alors:

n
. _ bn c
Up = H(l +sina,)7!, & =cosa,, — = sinoy,.

a a
=1 n n

11 est alors clair que:

PN
2NG,N

F(p,sin’ @) ~

En utilisant la transformation de LANDEN ascendante, et en prenant (ag,bg,cp) = (1, sin , cos ),
on a alors:

: b, .
— I I(l—l—smas), = =sina,, — = CO0Say,.
n al al
n

O\

=3
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A.1.3 Inverses des intégrales elliptiques de premiére espéce

Soit u = F(p,m) et m, on définit les fonctions elliptiques de JACOBI (ou fonction
elliptiques inverses) de la fagon suivante:

sn (ulm) = singp,

cn (ulm) = cos i,

dn (u|m) = 1/1 — msin® .

Ces fonctions ont beaucoup de propriétés intéressantes:
— Valeurs particuliéres. On a:

sn (u|0) =sinu, cn(ul0) =cosu, dn(u|0) =1,

1
sn (u|l) = tanhwu, cn (u|l) =dn (u|l) o a
— Parameétre négatif. Si m est positif, soit p = %0 = uv/1 + m, alors:
sn(u] —m) = G
V1 +mdn (v|u)’
cn (v|p)
en (u| — m) = ———=,
e =m) = G Gl
1
dn (u| —m) = .
= =

— Paramétre réciproque. Si m est positif, soit yu = % et v = uy/m. alors:

1
sn (ulm) = —\/—ﬁsn (v|w),
cn (u|m) = dn (v|p),
dn (ujm) = cn (v|p).

~ Formule d’addition. On a:

sn (a|m) cn (b|m) dn (b|m) + sn (blm) cn (a|m) dn (a|m)
1 — msn? (a|m) sn? (b|m)

cn (alm) en (bjm) — sn (a|m) dn (a|m) sn (blm) dn (b|m)
1 — msn? (a|m) sn? (bjm) '

sn (a+ bjm) =

)

cn (a + bjm) =

— Argument complexe. On a les transformations complexes suivantes:

, _ 5o (ull —m)
su (iulm) = ¢ T )’

. 1
cn (tulm) = (@i =m)’
dn (fujm) = dn (u[1 —m)

cen (ull —m)’
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Montrons, par exemple, comment on prouve la propriété sn (iu|m) = zi—ﬁ%ﬁ%% Comme
nous l'avons déja vu, F(ip,m) = iF(0,1 — m), avec tand = sinh . Soit u = F(6,1 — m).

Donc F(ip,m) = iu. Et:

sn (tu|m) = sn (F(ip,m)|m),
= sin i,
= ¢sinh ¢,
=itand,

sin @
=1

cos 6’
_sn (ull — m)
en (ujl —m)’

Pour calculer numériquement sn, cn,dn, 'idée est de partir de u et «, de calculer les
an,b, en utilisant la méthode AGM et d’utiliser le fait que:

. YN
F(p,sinfa) =u =
pour calculer ¢y. On calcule ensuite py_1,... ,¢1,00 en utilisant :

b
tan (QPni1 — @n) = ;12 tan o,

n

Et on obtient comme résultat :

sn (u|lm) =singy, cn(ulm)=cosyy, dn(u|m)=14/1— cZsin?¢p,.

Notons que 'on peut aussi calculer les fonctions inverses en définissant la transforma-
tion de LANDEN pour ces fonctions. En effet, en utilisant 1’équation (1+sin o)(1+cosay) =
2 de la transformation de LANDEN ascendante, on obtient :

4y/m

p=sin’ o = e
Et aussi:
u = F(p,sin*a) = -——2—,—F(<,01,sin2 o) = ——2,——u1,
1+sino 1+sino
donc:
Uy = ul—i@

2
Si on prend la relation sin (2¢1 — ) = y/msin ¢, on obtient:

sin 2¢,

tanp = ———"—,
4 /M + cos 2¢;
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Puis:
tan

V/1+tanZep

En effectuant des remplacements et en développant 1’équation on a donc:

n (um) = (1 + /I — g) Sn(“l'ﬂ Clllﬂ()ullu).

sn (u|m) =sinp =

De la méme facon, on obtient:
— VT =g dn? (uy|p) + /T =
Iz dn (u:[p)

On a clairement, u; < u et g > m (quand m # 1) c’est donc bien une transformation
ascendante. On s’arréte quand p est suffisamment proche de 1.

dn (ulm) =

A.1.4 Les fonctions Theta

Considérons les définitions de fonctions suivantes données par D. LAWDEN dans [Law 89]:

(2,9) —22 i gl 1/2)? sin (2n + 1)z,

05(z,q) =2 Z g t0/2” cos (20 + 1)z,

n=0

o0
O3(z,q) =142 z q" cos 2nz,

n=1
0
O4(z,9) =142 Z(—l)”q”2 cos 2nz.
On peut aussi écrire 8(z,q) = 0(z|7), ot g = €7,
Une autre fagon de définir les fonctions elliptiques de JACOBI est de le faire grace aux
fonctions Theta. En effet, soit:

02(0) 04(2)’
en' u = 84(0) 92(2)
02(0) 04(z)’
dn' u = 04(0) 93('3)

ot z = u/62(0). En utilisant une propriété des fonctions Theta:
d dz 93( ) 02(2)93(2)
du™ T du6,(0 )64( A TER
B0 6202
0:(0)65(0)  63(z)

=cnudnu.
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Soit z = sn u. En utilisant les relations ci—-dessus on a:

g% =cnudnuy = \/(1 —a:2)(1 - %%ﬁ).

Donc, si on pose m = 02(0)/65(0), on a:

u=sn"}(zr) = /Oz V(1 =12)(1 - mt?) Lt

Et la fonction sn’ est la méme que celle définie précédemment.

Beaucoup de propriétés des fonctions elliptiques de JACOBI peuvent maintenant étre
obtenues en utilisant les propriétés des fonctions Theta. Considérons par exemple la for-
mule d’addition. En divisant 1’égalité:

01(z + y)0u(z — y)62(0)63(0) = 61(x)04(z)02(y)05(y) + 62(x)05 ()01 (y)04(y)
par
Bu(z +y)ba(z — y)03(0) = 05(x)03(y) — 6% ()6} (v)
et en posant z = u/62(0) et y = v/63(0) on arrive a

snucnvdnv +snvenudnu

sn (u +v) = 1 —msn?2usn2v

Une autre fagon plus directe de prouver cela est de procéder comme suit. Tout d’abord,
trouver une condition sur ¢ ,p9,3 pour que:

F(p1,m) = F(pa,m) + F(ps,m).

Ceci découle du théoréme d’addition d’EULER, qui dit que la condition pour que

[a| el

ot P(z) =1+ 2% + lyz*, donc:

y e by/P(c) + c\/P(b).

1-— l2b262

Dans notre cas (A.1.4) est satisfait si:

sin @, cos 34/1 — m sin? @3 + sin 3 cos pz4/1 — msin® p,
4 \4

) )
1 — msin® @9 sin” @3

sin ) =

et on obtient donc directement le théoréme d’addition pour sn.
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A.1.5 Approximations des fonctions elliptiques

Dans I'équation de LEGENDRE

F(p,m) =sn™" (sin p,m /
V1 — msin?

ou z = sin ¢. En développant le noyau de l'intégrale suivant les puissances croissantes de
m, on trouve:

-1
1 —msin?4 =1+—;~sin20m+gsin49m2+15631n Om? +%5§sm om* + O(m®).

En intégrant terme a terme, on trouve:

1 3
Flp,m) =+ Z((p — cos psin p)m + 6l [3(,0 — cos ¢ sin ¢(3 + 2sin? c,o)]m2
)
+ 68 [15@ — cos psin (15 + 10sin® ¢ + 8sin? go)]

35
+ 5755 [105@ — cos psin (105 + 70sin” p + 56 sin* ¢ + 48 sin° 90)] m* +0(m®). (A.1)

L’équation (A.1) est équivalente a:

1
u=sn"'(z,m) =sin"lz + Z(sin"1 z—zvV1—2xH)m

634 (3sin"'z — 32v1 — 22 — 22(1 — 22)¥®)m? + . ..

Ces séries peuvent, maintenant, &tre inversées pour développer sn u suivant les puissances
de m. L’approximation en O(m) est facile:

u=sin"'z + O(m),
donc
sn (ulm) = sinu + O(m).
Pour I'approximation du second ordre on utilise le fait que:
sinTlz =u - i(sin"1 z — 2v/1 — 22)m + O(m?).
Ce qui donne:

n (u|lm) = sin (u - %(sin‘1 T —1zV1—22)m+ O(m2)>,
=sinu — ;;cos u(sin™' z — zv1 — 22)m + O(m?),

1
= sinu + 7 cos u(sinu cosu — u)m + O(m?),
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aprés la substitution z = sinu + O(m) dans le terme en O(m). Les termes d’ordre plus
élevé peuvent étre obtenus en répétant cette procédure. Nous obtenons finalement :

, 1 .
n(ulm) =sinu + 7 €0 u(sinucosu — u)m

1
~ 5 [sinucos2 u(1 — 16 cos®u) — 3ucosu(l — 4 cos®u) + 2u?sin u} m?

1
+ 763 [3 sin u cos® u(4 — 31 cos® u + 88 cos u) — 3ucosu(3 — 52 cos® u + 80 cos* u)

— 3u?sinu(1 + 18 cos® u) + 2u® cos u] m? + O(m*).

Il est aussi facile de prouver que:

F(pm) = ¢+ =@ + —=(9m — 4)¢° + O(p").

6 120
Et comme:
d d
7o 50 (ulm) = cn (u|lm) dn (u|m), Ju Cn (ulm) = —sn (u|m) dn (u|m),
— dn (u|m) = —msn (u|m) cn (u|m)

du

nous pouvons calculer les dérivées d’ordre supérieur en appliquant ces résultats plusieurs
fois d’affilée. Comme sn (0jm) = 0,cn (0|m) = dn (0Jm) = 1, en utilisant le théoréme de
MACLAURIN le développement en séries entiéres de ces fonctions peut étre déterminé en
uz=0.0On a:

1+m 1414 m?
+ u® + ____m_—l—__u5 + 0(u"),

sn (ulm) =u —

6 120
B 1 L2 1+4m , 6
cn (u|m) = 5 U + 5 Y + O(u®),
dn (ulm) =1 — gﬂﬁ + ﬂ%@uuomﬁ).

A.2 Intégrales elliptiques de seconde espéce

A.2.1 Définitions
Une intégrale elliptique de seconde espéce est de la forme:
t2
dt
v/ (A1t2 + B1)(Axt? + By)

Toutes les intégrales de seconde espéce peuvent étre ramenées & I’évaluation d’une fonc-
tion epsilon de JACOBI (sous la forme de Legendre, plus de détails sont donnés par M.
ABRAMOWITZ et C. STEGUN dans [Abr 72]):

sin ® ¢
1 — mt?
/ ——n—%—dt:/ £V 1 — msin? 6 dé.
0 0

112
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Avec le changement de variable suivant w = F(8,m), et comme dw = %, on écrit
ausst:

E(p,m) = E(u|lm) = /Ou dn? (w|m) dw.

Ces intégrales ont les propriétés suivantes:
- Valeurs particuliéres. On a:

E(p,0) = ¢, E(ip,0) =1p,
E(p,1) =sing, E(ip,1) = isinh.

- Amplitude négative. E(—p,m) = —E(p,m).
— Amplitude imaginaire. If tan § = sinh ¢, donc

E(ip,m) = z’(F(G,l —m) — E(#,1 —m) + tan 01/ cos? 6 + msin? 9).

Ce qui peut se réécrire

dn (u|]l —m) sn (u|l - m))

E(iulm) =i(U*E(’“|1 —m)+ cn (u]l — m)

— Paramétre négatif. Si m est positif:

B(ul = m) = VI T m B (u/TFm| - )~m o

wiIEm ‘—f—) ( m‘—f—n—z
m+1 (

VI )

— Paramétre réciproque. On a:

1
E(ulm) = \/EE(U\/EIE) - (m - 1)u.
Ce qui est équivalent &:
1 m—1 1
E(pm) = \/—W_lE(Q,E) - %-F(H,—n;),
ol sinf = \/msin ¢.

Notons que comme E(ulm) = [, dn® (w|m) dw, on peut prendre la dérivée de 1'équa-
tion ci—dessus:

1
2 _ 2 AN o
dn® (u|lm) = mdn (u\/ml ) (m—1),
qui se simplifie de la fagon suivante:

s (o).

sn (ulm) =

1
Jm
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Les propriétés des fonctions Theta permettent de démontrer le théoréme d’addition
pour F:

E(u+ vlm) = E(ulm) + E(v|m) — msn (u|lm)sn (v|m) sn (u + v|m).
Ce qui revient & dire que si F(u,m) = F(é,m) + F(y,m), alors:
E(¢,m) + E(¢,m) — E(u,m) = msin ¢ sin ) sin p.

Notons aussi qu’en combinant deux des propriétés ci-dessus on peut prouver que:
p

tsinh (2) ) ,

1
E(iut) =il —=F(ot — 1) = VtE(o,t — 1) +
(ip) ( ( ) ( ) 24/1 + tsinh® p

Vit

otl tan o = v/¢sinh .
Pour calculer E(ip,sin® ), on peut utiliser la transformation de LANDEN ascendante.
Aprés de long calculs, on obtient:

E(pn,sin? ay) = (1 4 sin o) E(pp 41, sin? any1) + (1 = sinay) F(@ni1,8in% apy1) — sin oy, sin g,

Quand o, est suffisamment proche de 7, on a:

E(pn,sin ay) = E(pn,1) ~ sin py.

- Et de la, on peut calculer E(p,sin® a).

- A.2.2 Inverses des fonctions intégrales de seconde espéce

Le calcul des inverses des fonctions intégrales de seconde espéce est beaucoup plus
complexe que pou les fonctions de seconde espéce et peu de recherche ont réellement
donné des résultats sur ce sujet.

Soit v = E(p,m) et m, on définit les fonctions inverses:

Sl(vlm) = sin ©,
Cl(’Ulm) = CO8 ¢,
1

V1 —msinz(p.

Ces fonctions ont les propriétés suivantes:

di(vim) =

— Valeurs spéciales. On a:

s1(v|0) =sinv, ¢ (v]0) = cosw,

s1(v|]]) =v, |l)=v1-122

— Paramétre négatif. On a:

si(—ulm) = —s1(ulm), ci(—ulm) = c1(ulm),
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Comme
dE~t 1 1
= E = — = dl(vlm),
dv o V1—msin“p
on peut calculer
d dE!
%sl(v|m) = ¢;(v|m) = c1(v|m)d; (vim).
Et de méme:
ic (v|m) = —s1(v|m)d; (vim)
dv 1 - 1 1 3
d
%dl(v|m) = me; (v|m)s1(v|m)di(v|m).

A.2.3 Approximations

Dans la forme de LEGENDRE:
17
E(p,m) = / V1 —msin? 0 dé.
0
En développant l'intégrale suivant les puissances croissantes de m:

1 1 1 )
V1—msin?f =1 — §sin2 m — gsin4 Om? — Esin6 Om?® — —1—2—83in8 om* + O(m®).

On integre terme & terme et on obtient:

E(pm) = ¢ + zll—(cos @sing — p)m + éz[cos @sin (3 + 2sin® ) — 3(,0] m?
+ 7615—8 [cos @sin (15 + 10sin? ¢ + 8sin® ) — 15(,0] m?
+ 49?52 [cos @ sin (105 + 70 sin® ¢ + 56 sin* ¢ + 485in® ) — 105¢] m* 4+ 0(m°). (A.2)
L’équation (A.2) est équivalente a:
v = s7H(z,m) = sin! m+i(mm—x)m+6l4(Sxm+2x(1—x2)3/2—3 sin! )4

Cette série peut maintenant étre inversée et développée en série une série entiére s;(v|m)
suivant les puissances croissantes de m. L’approximation en O(m) est facile:

v = 57 (x,m) + O(m),

donc

s1(v|m) = sinv + O(m).



A.2. Intégrales elliptiques de seconde espéce 177

Pour ’approximation au second ordre, on utilise le fait que:
sin"'z =uv+ %(sin“lx ~ 2v1 — 22)m + O(m?).
Et par conséquent,
s1(v|m) = sin (v + %(sin—1 z —zv1—22)m + O(mQ)),
= sinv + i cosv(sin"! & — zv1 — z2)m + O(m?),
= sinv + % cos v(v — sinv cos v)m + O(m?),

en substituant z = sinv + O(m) dans le terme en O(m). Les termes d’ordre plus élevé
peuvent étre obtenus en répétant cette procédure. Nous terminons par:

: 1 :
s$1(v|m) = sinv + 7 60 v(v — sinwv cos v)m

1
~ 51 [3 sin v cos? v(5 — 4 cos® v) — 3v cos v(5 — 4 cos® v) + 2v? sin v} m?

1
= TeE [sinv cos® v(174 — 307 cos® v + 148 cos? v) — 3v cosv(59 — 114 cos? v + 60 cos* v)

+ 3v?sinv(11 — 18 cos? v) + 2v® cos 'u] m? + O(m*).
Il est aussi facile de prouver que:
m m
E(pm) = ¢ = =¢° + 755 (4m = 3)¢" + 0(¢").

En procédant de la méme fagon que ci—dessus, on trouve:

1-m 1 — 13m + 14m?
si(vlm) =v — G v? 150 v +O(v'),
ci(vim) =1 SV oY + O(v°).

Ceci peut aussi étre obtenu en utilisant les dérivées de s1,c¢1,d; que ’on trouve grace a:

s1(v|m) = 51(0jm) + s} (0|m)v + %3'1'(Olm)y2 Foen

avec $1(0|m) = 0 et ¢1(0lm) = d1(0lm) = 1.
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Annexe B

Projections en 2D

Nous donnons dans cette annexe des fonctions de projection & Jacobien constant pour
toutes les courbes coniques. Les coniques se divisent en trois catégories: les ellipses, les
paraboles et les hyperboles. Pour chacune de ces catégories, deux cas sont & envisager: le
cas ot les axes de la conique sont perpendiculaires entre eux et le cas ot ils ne le sont pas.

B.1 Ellipse dont les axes sont orthogonaux.

Considérons ’équation canonique suivante d’une ellipse:

12_2_*_3_5 1 T = acost,
a? b2 ’ y = bsint.

En supposant que t = g(v). La norme du vecteur vitesse vaut:

V= \/((%)2 + (_82)2 = ¢'(v)Va?sin®t + b2 cos? .

v ov
Comme :
ov 0 _4 1 1
7= or! = mm) T gy
on a alors:
9 “(t) = l\/a,2 sin® ¢ + b2 cos? ¢.
ot 1%

Supposons par exemple que b > a. On cherche alors V constant. Prenons le, par exemple,
égal & b, alors:

g est donc 'inverse de la fonction elliptique de seconde espéce. On peut, alors écrire:

1 t
v=glt) = 5/0 Va2 sin®l + b2 cos? l dl = E(t,

2_.2
T = acl(vtb 7 )

Yy = bsl('z)|b2b”a2>.
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Sia > b, on peut prendre:
2_b2

x:asl(v =1,
y:bcl(v

a?-b?
a2 H

oﬁsz( ,"a‘z >

B.2 Ellipse dont les axes ne sont pas orthogonaux

Prenons 1’équation canonique d’une ellipse:

2?2 (zcosf+ysinf)® ) T = acost,
- b_sint — acotfcost.

a2 b2 y:m
Alors,
ft) = — / Va2 sin? [ + b cos? | + absin 2l cos 8 dl,
sin @
a? + b?
= — 2l dl
sinﬂ/o\/ 2 +2cos( +6)
1 t\/a2+b2+)\ . B
_SM/ ~ Asin <l+§) dl,
p
_s1n9/ \/1———51n 2>dl,
olu:
2 2 b2
tanﬁ——ﬂcgzg, 2 = a* 4+ bt + 2a%b? cos 26, C’l-——a—tz—f—izo.
a’ p—

En prenant 8 €] — n/2,7/2[. Alors X est du signe de b — a. Supposons maintenant que
b > a de telle facon que A > 0. On peut, alors, faire le changement de variable suivant:

[+ g = g. Ce qui donne:
e /
31110/ ].-aSlIl SdS

=Z§(E(t+§é)—ff(§é))~

Notons que &- < 1.
Prenons, maintenant, t = g(v). On doit alors avoir, comme précédemment :
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Et si on choisit V = On peut prendre:

sm()
i, _ Sinf B A B A
v=y9 () = \/af(t)+E(2 CI) B(o+5 3 Cl)
On en déduit directement que s;(v|A/C}) = sin (¢t + §/2), et donc:
_ _ p_B
T =acost = acos (t+§——2—),

:a[cosgcos (t—l— g—) +sin§sin (t+-§—)],

{COS_Q( Icl)”’m 31( lcl)}

De la méme fagon:

y:(s_lgécosﬁ_acotgsm ) (’Cl)—<s—lz—esmé+acotﬁcos ) (‘01)

B.3 Hyperbole dont les axes sont orthogonaux
L’équation canonique d’une hyperbole:

2 y? ) z = acosht,
’ y = bsinhft.

La longueur d’un arc sur cette hyperbole vaut donc:

f(t) = /t \/b2 + (a2 + b?)sinh* [ dl.
0

En utilisant le changement de variable suivant: [ = —%0, on obtient:

— 2 2 4 B2 - _ o’ + b*
ft)y=-— /\/b (a2 + b2) sin® o do zbE(zt 7 )

Si on prend t = g(v) et V = b, avec:

2 2
v=g7\(t) = % f(t) = —zE(zt“—#—)

Comme E(zt,“ ngb ) = {v, on peut utiliser:

z = acosht = acos (it) = acl(w 2 ,j;bz),
y = bsinht = —bisin (it) = —bis; ('w ;;b2>.
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On peut maintenant simplifier la formule pour g~(¢) de telle fagon que ’angle soit un
réel et que 'argument soit plus petit que 1. Tout d’abord:

2 2 2 2 2 2 b2
E(z’t,a +b):\/a +bE<Zﬂ, b )_ a F(Wa ),
b? b >+ b/a? +b? a? 4 b?
ou sin (iu) = ———“‘2;”2 sin (it), c’est-a-dire que sinh py = ¥4 +b sinh ¢. De plus,
. b? , a?
Pling ) = F (V)

E(waTbj-ﬁ) - z‘F()\,zﬁ%) — ZE()\EZ—%) + itan/\\/l - Ef‘%sinm,

ol tan A = sinh u = ————V"zbw sinht. En reprenant les équations, on aboutit &:

b F( a? )_\/a2+b2E()\ a? >+a2+b2 sinh (2t)
va? + b? "a? 4 b? b "a? + b2 20 \/a2sinh?t + b2 cosh?t

g l(t) =

B.4 Hyperbole dont les axes ne sont pas orthogonaux.

La représentation canonique d’une hyperbole:

z*  (zcosf+ysinh)® . { T = acosht,

a? b? Yy = ﬁsinht — acot @ cosh t.
Alors:
ft) = e / Va2sinh? [ + b2 cosh® | — absinh 2 cos 8 dI,
V7
= 00 / = cosh (20 + B)dl
2 _ 2
/ \/b ¢ +)\+)\s1nh2 (l+ﬂ)dl
" sinf
B
1 AS 2
sm0/ \/ + & sinh (1+5)a
ou
2abcos 0 b2 — a2 + )\
tanh § = R A= +Vat 4+ bt — 20262 cos 20, C) = — > 0.
En faisant le changement de variable suivant: | + % = —18, on obtient:

\/C_vl zt-l-é
= smH/ Hl————sm sds,

=Z‘¥;(E(i§’%) B(it+igiz)
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On remarque facilement que:

2, 12
P L
- C T b
En prenant ¢t = g(v) et en choisissant V = ané et on prend:

e sind, B AN B A
v=g (t)—mf() ’LE( 5 01) zE(zt-{-zQ 01)'
On a, alors, sin (it + 14/2) = s;(iv|A/C}), qui se réécrit: sinh (¢t + §/2) = —is,(1v|\/C))
et donc cosh (t + 8/2) = e1(iv|A/C}). Enfin:
x = acosht = acosh (t—l— é - é),

= a[cosh—gcosh (t—i— g) —sinh—g—sinh (t + é)],

[cosh ~c1 <w101) +zsmh——sl<w’cl>]

Et de méme:

yz—'L(az—ecoshg—kacotﬁsmh ) ( ‘CI)—(ﬁsmhg—t—acotﬁcoshﬁ) ( |01>

On peut, alors, une fois encore, simplifier un peu g~!(¢):

70 =y TP (0252) - g # (=257

A sinh (2t + B)

T A Ry

H

ol tana = 4/A/Cysinh (¢ + 5/2).

B.5 Parabole dont les axes sont orthogonaux
I.’équation canonique d’une parabole:

y? = 2pz, {

La longueur d’un arc sur cette parabole vaut donc:

¢ dt
fo=p| S

D sin ¢ COoS @
=5 (1 (eoss) ~ )
2 1+4cosy sin® ¢
Une solution est d’utiliser:

{ z = Ecot® (1 (9)),
y = peot (f 7 (p)).

z = Ecot?t,
y =pcott
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B.6 Parabole dont les axes ne sont pas orthogonaux.

L’équation :
2 = 9p(z cos 0 + ysin ) z =Bt _ peotttand,
s Y ’ y =pcoti
Alors:

On prend comme substitution u = tant, ce qui donne:

p [ /1 - 2usinf + u?

flp) = “eos0 ) ”

du.

En passant cette équation & Maple on obtient aprés quelques simplifications:

p[sinﬁsingo—cosgo , -
== 1-sind 2
i) ) cosOsin’ /1 — sin @sin (2¢p)

— cos @ arctanh ( cosp — sinfsiny ) — cos @ arctanh (sin §) — tan 0] .
/1 — sin@sin (2¢)

Notons que arctanhz = 1 In (%}i)



Annexe C

Les quadriques

Nous donnons dans cette annexe des fonctions de projection & Jacobien constant pour
toutes les surfaces quadriques. Nous commengons cette annexe par redéfinir ce qu’est une
surface quadrique, puis nous donnons une classification de ces surfaces avant de donner
pour chacune d’elles une fonction de projection & Jacobien constant.

C.1 Définition et notations

Considérons la quadrique (@) dans un espace affine 3D R = (O,Z,;,E) L’équation
générale de (@) est donnée par f(Z) =0 ot & = (X,Y,Z) et f est un polynéme du second
degré:

f@) =aX?+adY2+a»Z? +2b» XY + 20X Z +20YZ +2cX +2¢Y +2¢»Z +d

-—

$(Z)

(C.1)

Considérons maintenant les deux matrices H et A et le vecteur X = (X,Y,Z,1) tels
que ¢(T) = TH'Z et f(Z) = XA'X. H et A sont définies comme suit:

a b» b ¢

a by UV ; f
H=(b» d b et A= b ,» @ b
: b b a» c»

b b ay
c ¢ e¢» d

Posons, maintenant, § et A les déterminant associés a ces deux matrices: 6 = detH et
A = detA.

C.2 Classification générale

Considérons, maintenant, les vecteurs propres (€1,€3,63) de H et les valeurs propres
associées 51,9,,93 de H. On peut alors définir la matrice P de transformation du repére
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186 Annexe C. Les quadriques

R dans le repére £ = (0,61,63,63) par:

Ty T2 X3 z

p— |V Y2 Us Z’
Z1 % 23| k
€1 €2 €3

Comme les deux bases R et £ ainsi définies sont orthonormales, la matrice P est ortho-
gonale et on a P~! = {P. On peut alors exprimer z' la représentation du vecteur Z dans
£ de la fagon suivante £ = Pz’. Et, finalement, si D est la matrice de ¢ dans £ on a:

S; 0 0
D=0 S 0 avec D ="'PHP
0 0 S;

et ¢(Z) = qu’(a?’) = $1 X"+ S,Y"? + $32'%. Dans € 'équation de (Q) se réécrit donc:
(Q): Si X" + S5V + 832 + 20, X' + 2¢,Y" + 2¢ %1 Z' + dy = 0. (C.2)
Avec ¢ = (¢,d,c ») et ¢ = (c1,¢),¢ »1) et en utilisant les équations C.1 et C.2, on en déduit
que ¢ = P¢i et dy = d.
C.2.1 Cas ot les valeurs propres sont toutes non—nulles
Nous considérons ici le cas ou 51,852,953 # 0(< § # 0), on peut alors réécrire ’équation

(@) de la fagon suivante:

2 7N\ 2 2
(Q)151<XI+C—1> +SQ<YI+—1> +S3(ZI+%> +d2=0.
3

En considérant le nouveau point

. L, € . cC»1
W=—G¢€ — gt €3,

1S S
'équation de (@) dans le repére (&,61,63,63) devient (on peut prouver que dy = %) :
A
(Q) : 51X »* 4 SoY » 4+ 537 »2 + == 0.

Deux cas différents peuvent alors se présenter.
C.2.1.1 Si 51,5,,53 ont tous le méme signe
1 ellipsoide réel

—+ -z t+t5=¢-1 0
c
0 un point
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C.2.1.2 Si 5;,5,,5;3 sont de signes différents

xX: y? g2 1 hyperboloide & une nappe
Z T e —1 hyperboloide & deux nappe
0  cone

C.2.2 Cas on une des valeurs propres est nulle

Nous considérons ici le cas ou 57,5 # 0,55 =0

2 /N 2
c c
(Q):Sl<X’+S—11> +52(Y’+312-> +2c»Z' +dy =0,
hod_d_d
2 S Sy
C.2.2.1 Premier cas: c»; #0
w’-—cls"——cis"~ d_
TS TS 2y

— =

et I’équation de (Q) dans le repére (@,61,62,63) devient:
(Q): S1X »2+ S5Y »*+2c»,Z» =0.

Ici encore, on distingue deux cas particuliers.

Si 5,5, sont de méme signe

X? Y?
= + Yo Z =0 paraboloide elliptique

Si 51,57 sont de signe différent

X? Y?
T Z =0 paraboloide hyperbolique



188

Annexe C. Les quadriques

C.2.2.2 Deuxiéme cas: c»; =0

et I’équation de (Q) dans le repére (J,€1,65,63) devient :
Q) : S1X $2 + 5V »24+dy =0

Ce qui nous donne, pour la classification, deux cas distincts.
Si 51,5, sont de méme signe

¥ y? 1 cylindre elliptique

?+?2.: -1 0

0  ligne

Si 51,5, sont de signe différent

X? Yy? 1 cylindre hyperbolic
az | b2

0 deux plans

C.2.2.3 Si deux des valeurs propres sont nulles

Nous considérons ici le cas ot Ss,53 = 0,5; # 0. Alors:

2
(Q) : Sl (X"F %) + 2C,1YI + 2c >>1Z, + d2 = 0,
1

Posons::

—

I =gy, J =

et K=InAJ.
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Premier cas: ¢, #0

et I’équation de (Q) dans le repére ((I)',I—',J-',I_{' ) devient:
Q) : $1X »2+ Y » = 0.
Ce qui nous donne, pour la classification :

X? =2pZ cylindre parabolique

Deuxiéme cas: ¢c; =0

et ’équation de (Q))dans le repére (cb’,f,f,f? ) devient :
(Q): 51X »*+dy = 0.
Ce qui nous donne, pour la classification :

X?=p deux plans

C.3 Les quadriques et leur fonction de projection a Ja-
cobien constant

C.3.1 Ellipsoide

Considérons I'équation d’un ellipsoide, 7 = (z,y,2):

2 2 2 T = asin@siny,
% y——l-g—:l, y = bcos psiny,
a b2
Z = ccos.
Soit ¢ = f(u) et ¥ = g(u,v). Alors:
ox  Ox besin (f(u)) sin (g(u,v)),
— X — = f'(u)g,(u,v)sing(u,v) | accos(f(w))sin (g(u,v)),
ou Ov
abcos (g(u,v)).

Donc:

v=lgx b

= f'(u)gy(u,v) sin (g(uw)) \/ b2¢? sin? (f (u)) sin® (g(u,v)) + a?c? cos? (f (u)) sin® (g(u,v)) + a?b? cos? (g(u,v)).
On veut que V soit constant, posons par exemple )V = —1. Alors:

w1
O gh(uw)’
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et on peut prendre

bl
v=f(u) / sin t\/b?c2 sin? @ sin®t + a2c? cos? psin’ ¢t + a2b? cos? t dt.
¥

Soit 0 = cost. Alors:

cos P
V=S / \/b202 sin’ p(1 — 0%) + a?¢? cos? (1 — 0%) + a?b0” do,
0

cos
= f'(u) \/bzc2 sin? ¢ + a2c? cos? @ V1 + ao? do,

0

avec

ab?
- 1.

b2¢? sin® @ + a?c? cos? ¢

De 13, on sait que:
/mdt = %(t\/m + %arcsinh (kt)),
/ VI— ke dt = %(tm + %arcsin (kt)) .
Sia>b>c, alors:
a?b? = a®b*(sin? ¢ + cos® p) > b*c?sin? g + a’c? cos® o,

de telle facon que o > 0. Ainsi:

v = %f’(u) \/O_?%_T(cos Y/ 1+ acos?y + % arcsinh (\/&cos¢)>.

C.3.2 Hyperboloide & une nappe

Soit I’équation d’un hyperboloide & une nappe

2 ) . Z = asin ¢ cosh ¢,
4L =, y = bcos ¢ cosh 1,
z = csinh .

Soit ¢ = f(u) et ¥ = g(u,v). Alors:
—besin (f(u)) cosh (g(u,v)),

X x X = (w)gh () cosh (g(up)) | accos ((w)) cosh (g(uv),
u.oov —absinh (g(u,v)).
On veut que

v=lm*ml
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soit constant. Prenons par exemple V = 1. Alors:

g_:;) = f'(u) cosh w\/ b2¢? sin? g cosh® ¢ + a2c? cos? g cosh® ¢ + a2b? sinh? 9.

Soit 0 = sinh ¢t. Alors:

sinh ¢
v=f"(u) / \/b202 sin® (1 — 02) + a2¢? cos? (1 — 0?) + aZb?0? do,
0

doncsia>b>cetsi

a?b?

o -1,

b2c2 sin? ¢ + a2c? cos?

v= %f’(u)\/gg__l(sinhd) 1 4 asinh® 1 + —\/i—& arcsinh (/asinh ¢))

C.3.3 Hyperboloide & deux nappes

Soit I’équation d’un hyperboloide & deux nappes:

72 2 2 2 = asin @sinh v,
-1, y = bcos @ sinh 1,
z = ccosh .

Soit ¢ = f(u) et ¥ = g(u,v). Donc, de méme que ci-dessus:

o _
oy

f'(u) sinh w\/ch2 sin? p sinh? 9 4 a2c? cos? @ sinh® v + a2b2 cosh? ).
On a donc:

v = %f’(u)ﬁ%(cosh@b\/ 14 acosh®e + —\}Earcsinh(\/&coshw))

C.3.4 Paraboloide elliptique

On utilise le paramétrage suivant:

g g v =acosp\,
'07+63—z:0) y:bSinSO\/E7
z=1.

Soit ¢ = f(u) et ¥ = g(u,v). Alors:

. 2bcos (f(u))/g(u,v),
V= s o) 20sn (1) 00,
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En prenant V = 2/3. On peut alors prendre

a’b? ))3/2.

! 1n2
v—f(u)\/b2cos2<p+a251n (p<¢+4(b2cos2<p+a281n2g0

Si par exemple b > a, on a alors:

CoS p = cl(u‘b2 ~a2)’ singozsl(u)b2 _az), u:E(Lp,b2l;;a2>,

b2 b2
puis:
b
fl(u) = :
(v) Vb2 cos? ¢ + a?sin? o
Dans ce cas:
a?b? 3/2 v\2/3 a’b?
—b = (_ - N
v (?ﬁ * 4(b? cos? ¢ + a? sin® go)> b) 4(b2 cos? ¢ + a? sin® @)
C.3.5 Paraboloide hyperbolique
Avec le paramétrage suivant :
2 g 5= acosh o/,
—2—b—2—Z= ) y = bsinh /3,
@ z=1.
On a, comme précédemment :
a’v? 3/2
v=f(u b2cosh2<p+a2sinh2cp(¢+ ) .
( )\/ 44/b2 cosh? ¢ + a2 sinh? ¢
Et comme on I’a déja vu:
2 b2 2 b2 2 + b2
coshyp = ¢; (zu‘g;_T), sinh p = —is; (iu'a ;; ), U = ——iE(icp,a—lﬂ—),
puis:
b
f,(u) = P} A 9
/b2 cosh? ¢ + a?sinh® ¢
Et, dans ce cas:
a’b? 3/2 v\ 2/3 a’b?
=ifos R RIO L — —
44/b? cosh? ¢ + a2 sinh? o b 4(b? cosh” ¢ + a? sinh” )
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C.3.6 Cone

Soit les équations suivantes:

72 2 2 T = 0.€OS oY, ,
'07_*—%—2__25:0, y:bSH“P'QZ),
z = cy.
Alors:
becos (f(u))
ox Ox . ’
B X 5 = g(u,w) f'(u) g, (u,v) | acsin (f(u)),
' —ab

Et on peut prendre:

v = f'(u) ﬁ202 cos? ¢ + a2c?sin? @ + a2b2)?,
C.3.7 Cylindres

Pour le cylindre elliptique

T = acos Y,
—-2—+g—:1, y = bsin ¢,
a b?

z =1.

Puis on peut prendre:

v = f(u) \/b2 cos? ¢ + a?sin? .
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