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Introduction

Nous nous intéressons dans cette these a différentes questions mathématiques et nu-
mériques liées a des équations de type Schrodinger non linéaires. Une partie importante
de la these concerne ’équation de Gross-Pitaevskii (GPE) qui modélise les condensats de
Bose-Einstein et 1’équation de Schrodinger non linéaire utilisée dans le cadre d’impulsions
lumineuses dans les fibres optiques. Les condensats de Bose-Einstein sont un nouvel état de
la matiere qui se manifeste sous des conditions de températures extrémement basses dans
les gaz dilués. Leur découverte a suscité un engouement de taille dans la communauté scien-
tifique grace aux applications prometteuses qu’on leur attribue. Quant aux fibres optiques,
elles jouent un role central dans la mise en place de systemes de communication a la pointe de
la technologie de I'information et font I'objet de recherches intensives dans le but d’améliorer
toujours plus leur efficacité.

Les problemes traités dans cette theése peuvent paraitre relativement indépendants les uns
des autres au prime abord mais en réalité nous nous sommes attachés a essayer de reproduire
une chaine cohérente de contributions en mathématiques appliquées

— Chapitre 1 : modélisation en physique pour les équations de Gross-Pitaevskii et de
Schrodinger non linéaires avec notamment : prise en compte de termes de rotation, de
plusieurs composantes et d’effets stochastiques.

— Chapitre 2 : analyse mathématique des modeles, avec un intérét tout particulier
apporté au cas stochastique.

— Chapitre 3 : développement de schémas précis, rapides et robustes pour le calcul
d’états stationnaires, notamment dans le cadre de la prise en compte d’une rotation
rapide et de plusieurs composantes pour les condensats de Bose-Einstein.

— Chapitre 4 : étude et analyse numérique de schémas rapides pseudo-spectraux pour
la dynamique déterministe et stochastique de condensats de Bose-Einstein en rotation.

— Chapitre 5 : création d’un logiciel libre, GPELab, sous Matlab qui permet de faire
des calculs dans toutes les situations physiques présentées dans la these et en utilisant
les schémas proposés dans les chapitre précédents.

Plus précisémment, le chapitre 1 est une introduction a I’historique et la modélisation
des équations que I'on étudie par la suite. On rappelle essentiellement la physique derriere les
condensats de Bose-Einstein et les impulsions lumineuses dans les fibres optiques ainsi que les
équations qui les modélisent. On discute de plus des modeles stochastiques qui sont étudiés
par la suite ainsi que certains problemes plus riches pour les équations de Gross-Pitaevskii.

Le premier probleme mathématique auquel on s’intéresse est celui de I’existence et I'uni-
cité pour les équations de type Gross-Pitaevskii stochastiques avec rotation et pour I’équation
de Schrodinger non linéaire avec dispersion aléatoire. Ceci fait 'objet du chapitre 2. On
rappelle dans un premier temps les techniques classiques pour s’attaquer a ce genre de pro-
blemes dans le cadre d’équations de Schrodinger non linéaires. Puis, on passe a ’analyse de
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I’équation de Gross-Pitaevskii stochastique avec rotation a ’aide de méthodes permettant
la construction explicite d’une solution par des intégrales de type Feynman [101]. Ce travail
original débouche sur un résultat d’existence et unicité pour le probleme de Cauchy local. Il
généralise les travaux de De Bouard & Fukuizumi [78, 79] qui traitent le cas sans rotation.
Enfin, pour I’équation de Schrédinger non linéaire avec dispersion aléatoire, un résultat ori-
ginal est donné pour une dispersion générale. Pour étre complet, on rappelle des résultats
obtenus par De Bouard & Debussche [77] et Debussche & Tsutsumi [81] qui permettent de
mettre en perspective le résultat obtenu.

Le chapitre 3 s’articule autour de différentes méthodes développées par Bao & al. [28, 30]
pour le calcul d’états stationnaires d’équations de Gross-Pitaevskii avec rotation. Ces états
stationnaires sont utilisés notamment comme données initiales pour les problemes dyna-
miques. De plus, beaucoup de physiciens essaient actuellement de mieux comprendre la forme
et les propriétés de ces états, difficilement observables lors de manipulations en laboratoire.
Leur calcul constitue donc naturellement une premiere étape cruciale des développements
numériques entrepris dans la these. La méthode qui nous intéresse est celle du Continuous
Normalized Gradient Flow. Apres avoir introduit la méthode, nous discutons des différentes
fagons de discrétiser la formulation. En particulier, nous mettons en avant la discrétisation
appelée BESP qui est basée sur une approximation pseudo-spectrale du probleme. Notre
contribution essentielle concerne ici la mise en place de stratégies de résolution robustes (sol-
veurs de Krylov) et accélérées (préconditionneurs), nettement supérieures aux techniques dis-
ponibles jusqu’a présent dans les papiers de référence. Cette méthode est étudiée en détails,
et largement validée par plusieurs cas tests. Enfin, son extension au cas multi-composantes
est expliquée.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse a la simulation de la dynamique d’équations de Gross-
Pitaevskii et de Schrodinger non linéaires. Nous introduisons les schémas de splitting de Lie
et de Strang [32, 40] ainsi qu'un schéma de relaxation adapté [44]. Ces schémas sont tous
discrétisés en espace a 'aide d’approximations pseudo-spectrales. On étudie en particulier,
par des simulations, leurs ordres numériques ainsi que des propriétés importantes comme la
conservation de la masse ou celle de I’énergie afin de comparer les divers schémas. De plus,
des illustrations sont données en ce qui concerne leur utilisation pour le calcul de différentes
quantités physiques particulierement intéressantes. On étend ensuite ces trois schémas au
cas stochastique et on procede & une étude numérique similaire au cas déterministe. Afin de
mieux comprendre mathématiquement les propriétés d’ordres numériques observés, on fait
une analyse numérique rigoureuse du schéma de Lie dans le cadre de ’équation de Gross-
Pitaevskii afin de préciser I'ordre en temps. Enfin, une analyse numérique du schéma de
splitting de Lie pour I’équation de Schrodinger non linéaire avec dispersion stochastique est
faite. On obtient de plus une propriété de préservation asymptotique du schéma.

Le chapitre 5 est consacré au code GPELab développé sous Matlab pour les équations
de Gross-Pitaevskii et qui integre les méthodes développées lors de la these pour le calcul
d’états stationnaires ainsi que pour la simulation de la dynamique. On fait une présentation,
non exhaustive, des fonctions principales du code et de leur utilisation. De plus, on développe
quelques exemples de simulations numériques ainsi que les scripts permettant de les réaliser.
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1.1 Condensation de Bose-Einstein et équations de Gross-
Pitaevskii

1.1.1 De la théorie a la réalisation des condensats de Bose-Einstein

L’étude des condensats de Bose-Einstein, depuis leur prédiction théorique par Bose &
Einstein en 1925 jusqu’a leur premiere réalisation expérimentale en 1995 par Cornell et Wie-
mann, s’étale sur une longue période de temps qui a vu la naissance de la physique de la
matiere condensée. L’idée qui a conduit a la théorie des condensats vient d’un physicien
indien, Satyendra Nath Bose, qui proposa en 1924 une statistique pour les photons diffé-
rente de la statistique classique de Maxwell-Boltzmann. Cette dernieére permet de connaitre
la répartition des vitesses des particules dans un gaz parfait avec chocs élastiques, ce qui
correspond & une description classique de la matiere. La différence s’appuie donc sur le fait
qu’une telle statistique ne peut s’appliquer a des particules microscopiques ou ’on considere
des effets quantiques, comme notamment le principe d’incertitude d’Heisenberg. Ce principe
énonce que, pour une particule massive, il n’est pas possible de connailtre simultanément sa
position et sa vitesse, nécessitant ainsi 'introduction d’une statistique sur la répartition des
particules dans I’espace des phases. Les particules qui intéressent Bose, les photons, ont de
plus la propriété de pouvoir simultanément étre dans le méme état quantique, ce qui implique
Iindiscernabilité absolue entre deux photons de méme énergie. Avec cette nouvelle statis-
tique, Bose posa les fondations de la mécanique quantique statistique. Il envoya son papier
a Albert Einstein qui le soumit dans la revue Zeitschrift fiir Physik [47] et qui généralisa le
résultat aux atomes [93].

Ce résultat prédit ’existence d’un nouvel état de la matiere que l'on désigne maintenant
sous la dénomination de condensats de Bose-Einstein. Lorsqu’un gaz d’atomes dilué est
refroidi & une température suffisamment basse, il y a une transition de phase ou une partie
du gaz va se condenser. Les atomes vont alors occuper simultanément 1’état quantique de
plus basse énergie, également connu comme étant 1’état fondamental. La température critique
nécessaire pour obtenir ce phénomene de condensation est liée a la nécessité d’avoir au sein
du gaz une distance entre les atomes de ’ordre de la longueur d’onde Age Broglie de de Broglie
[80], donnée par la formule

h
(2mmkgT)Y/2’

ou h est la constante de Planck, m est la masse de I’atome, kg la constante de Boltzmann et T’
la température. Lorsque les deux distances sont du méme ordre, les phénomenes quantiques
commencent & se manifester dans le gaz. Un argument d’analyse dimensionnelle [183] permet
d’obtenir la température critique 7, par la formule suivante

)\de Broglie —

#i2n2/3
T, =332
mkp

ou n est le nombre de particules par unité de volume dans le gaz et h est la constante de
Planck réduite (h = %) A T'époque de sa prédiction, les atomes connus ne restent pas a
I’état gazeux lors d’un refroidissement mais passent a ’état solide. En plus des températures
extréemement basses qu’il fallait atteindre, il restait encore a trouver un bon candidat pour
observer expérimentalement les condensats.

En 1937, Kapitsa découvre le phénomene de superfluidité dans I’hélium [143]. L’hélium
4He possede la propriété de ne pas se solidifier lorsqu’on le refroidit mais de passer & I’état
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liquide et d’y rester jusqu’a des températures tres basses. Le physicien constate que, en des-
sous de 2.17K, I’hélium fluide subit une transition de phase et qu’il manifeste des propriétés
étonnantes, notamment celle de ne pratiquement plus avoir de viscosité. Ceci amene London
a suggerer en 1938 une connection entre la superfluidité de I'hélium *He et les condensats
de Bose-Einstein [161], la différence étant que, dans le cas de ’hélium superfluide, seule une
petite partie des atomes est a ’état fondamental. Ceci est essentiellement di aux fortes inter-
actions qu’il y a dans ’hélium, qui est & I’état fluide, 1a ou les condensats de Bose-Einstein se
manifestent dans des gaz parfaits, donc a faible interaction. Néanmoins, I’hélium superfluide
joue un role important dans le développement de certains concepts physiques qui furent
appliqués plus tard aux condensats de Bose-Einstein. Onsager prédit [176] notamment, en
1949, D'existence des vortex quantiques dans les superfluides. Ses idées seront développées
par la suite par Feynman [99, 100] en 1955. Les vortex quantiques ne sont pas une extension
directe des vortex classiques que I’on observe lorsque I’on met en rotation un liquide comme
de I'eau. Dans le cadre des superfluides, la vitesse est donnée par le gradient de sa phase. En
effet, il est possible de décrire un superfluide & ’aide d’une fonction d’onde de la forme

P(t,x) = /p(t, x)e ),

ott p(t,x) est la densité du superfluide, S := S(¢,x) sa phase, x := (z,y, z) € R3 est un point
de l'espace dans le repere (O, e, ey, €;) et t > 0 représente la variable de temps. La vitesse
d’un superfluide est donnée par v(¢,x) = VS(t,x). Ainsi, par un calcul rudimentaire, on voit
que V xv(t,x) =V x VS(t,x) = 0 partout ou S est réguliere (a x b est le produit extérieur
de deux vecteurs/opérateurs a et b). On en déduit que le superfluide est irrotationnel partout
sauf en des points de singularités. Celles-ci se manifestent lorsque la densité du superfluide
est nulle, ce qui correspond a un "trou” dans le condensat que l'on appelle alors vortex
quantique.

En 1959, Hecht suggere que ’hydrogene avec un spin polarisé est un bon candidat pour
observer un condensat dans le cadre d’une interaction faible [131]. L’interaction entre deux
atomes d’hydrogene avec un spin aligné étant faible, un refroidissement du gaz n’engendre-
rait ni de molécule ni la liquéfaction. L’idée d’Hecht n’est validée que plus tard, en 1976, par
Stwalley et Nosanow [211] qui confirmerent I'interaction faible de I’hydrogene et, ainsi, don-
nerent le départ d’une course vers la réalisation expérimentale d’un condensat d’hydrogene.
Les premieres expériences utilisaient un champ magnétique pour forcer les atomes contre une
surface cryogénisée afin de les refroidir. Mais cette technique ne fut pas concluante du fait des
faibles densités d’atomes refroidis obtenues, et il fallut développer une nouvelle technique afin
de confiner les atomes. En 1987, un groupe du Massachusetts Institute of Technology (MIT),
dirigé par Greytak et Kleppner, publie [133] une méthode pour confiner les atomes d’hydro-
gene a l'aide d’un piege magnétique et ensuite, par évaporation, obtenir un refroidissement
de l'ordre de quelques 1073 K. En partant d’un ensemble d’atomes piégés, I’évaporation va
consister a progressivement laisser s’échapper les atomes les plus "chauds” en diminuant la
force du piege comme lillustre la figure 1.1. On y représente le pieége par une parabole et les
atomes par de petits disques colorés en fonction de la température. Ainsi, le gaz se refroidit
mais on perd une partie des atomes. Il est donc nécessaire de commencer le processus avec
une quantité importante d’atomes.

La réalisation d’un condensat avec des atomes d’hydrogene ne fut obtenue qu’en 1998
[103]. Entre temps, les avancées en matiere de refroidissement par laser, notamment pour les
atomes alcalins, ont finalement permis a I’équipe de Cornell et Wieman de 'université de
Boulder d’obtenir en 1995 le premier condensat de Bose-Einstein [14]. Celui-ci, formé par des
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FI1GURE 1.1 — Refroidissement par évaporation d’atomes dans un piege magnétique.

atomes de rubidium 3“Rb, fut rapidement suivi d’une deuxie¢me réalisation par 1’équipe de
Ketterle au MIT avec des atomes de sodium 23Na [75]. Cornell, Wieman et Ketterle furent
récompensés du prix Nobel de Physique en 2001 pour leurs travaux sur les condensats.
Parallelement a leurs expériences, une équipe de l'université de Rice, dirigée par Hulet,
réalise un condensat d’atomes de lithium “Li [194]. Les atomes de lithium ayant une forte
interaction attractive, le condensat s’effondre sur lui-méme mais Hulet réussit a le stabiliser
par une technique de pression quantique. Par la suite, d’autres atomes furent utilisés pour
réaliser des condensats de Bose-Einstein.

1.1.2 Modélisation des condensats de Bose-Einstein

Il existe plusieurs modeles pour décrire les condensats de Bose-Einstein [19, 154, 195].
Dans cette section, nous nous intéressons & un des modeles les plus répandus dans la litté-
rature physique et donné par I’équation de Gross-Pitaevskii.

De la mécanique classique a la mécanique quantique

En mécanique quantique, I’état d’un systeme est décrit au court du temps par une équa-
tion d’évolution fondamentale que 1'on appelle équation de Schrodinger. Elle est 'analogue
des équations d’Euler-Lagrange ou d’Hamilton utilisées en mécanique classique. Rappelons
dans un premier temps ces équations. Supposons un systéme physique régit par la mécanique
classique, par exemple une boule solide. Le lagrangien d’un systeme physique classique est
donné [51] par

L = Tcin - V,

ou Ty est ’énergie cinétique et V' 1’énergie potentielle du systeme. Dans le cas d’un objet
de masse m que 'on considere ponctuel et soumis a une force conservative extérieure F(x) =
—VV(x) (V est ici le gradient spatial usuel) s’appliquant en tout point x de ’espace, 1’énergie
cinétique et I’énergie potentielle sont données respectivement par

T = () et V= V(x(t),

ou x(t) est la vitesse de I'objet obtenue en dérivant la position de l'objet x(¢) par rapport
au temps t. Ainsi, le lagrangien va dépendre de trois variables : la vitesse et la position de
I’objet et le temps. Dans le cas d’un objet ponctuel, on obtient

L(x,%,1) = %m|5<(t)|2 _ V(). (1.1)
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Les équations d’Euler-Lagrange permettent de connaitre la dynamique d’un systéeme clas-
sique a partir de son lagrangien. Elles sont formulées de la fagon suivante

0L, . d o

87}{(X7X’t) - %87<X7X’t) — 0

En appliquant cette équation au lagrangien précédent, on obtient I’équation fondamentale
de la dynamique
mx(t) + VV(x(t)) =0,

qui nous permet de déduire la trajectoire de 'objet dans le temps.

Les équations d’Hamilton sont une deuxieme approche pour déduire la dynamique d’un
systeme classique [17]. On a vu que le lagrangien d’un objet ponctuel dépend de sa position et
de sa vitesse. Il est possible de généraliser ’expression du lagrangien en considérant d’autres
données du systeme. Ces données sont appelées coordonnées généralisées, notées q ici. On
déduit les impulsions généralisées, notées p, par la relation

0L
= 2L (q.4.1). 1.2
p aq(q,q,t) (1.2)

L’hamiltonien du systeme est alors obtenu par la formule suivante, qui correspond a une
transformation de Legendre du lagrangien,

H(q,p,t) =p-q—ZL(q,q,1), (1.3)

la notation a - b désignant le produit hermitien entre deux vecteurs a et b (éventuellement
complexes), la norme associée étant |a| := y/a - a. Les équations d’Hamilton sont alors don-
nées par les relations

WL
q_ ap q)pv 9

=2 (a.p.1)
p= aq q,P;t).

En considérant une particule soumise a une force conservative extérieure, on a vu que ’'on
obtient le lagragien (1.1). On détermine donc I’hamiltonien associé grace aux relations (1.2)
et (1.3). La relation (1.2) nous permet d’identifier 'impulsion généralisée de la particule

p = mq.
Ceci nous amene donc & ’hamiltonien de la particule, grace a la relation (1.3),
1
f%ﬁ(qa pat) = %|p’2 + V(Q) = Tcin + Va

ou 'on remarque que I'’hamiltonien est donné par la somme de 1’énergie cinétique Ty, et
I’énergie potentielle V' de la particule. On obtient donc 'expression de I’énergie totale £ de
la particule via 'hamiltonien

E =Ten+V =5(q,p,t). (1.4)

C’est cette deuxieme approche que nous allons utiliser afin de décrire les particules en méca-
nique quantique. La différence principale est une conséquence de la fagcon dont on considére
les systemes de particules massives. En effet, la modélisation de particules microscopiques
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se fait par une approche ondulatoire. L’idée derriere le caractere ondulatoire de la matiere
provient d’expériences physiques qui ont mis en lumieére la dualité onde-particule [80, 132].
Cette dualité provient du caractere probabiliste de la mécanique quantique : il n’est pas
possible de connaitre avec certitude I’état d’un systéme quantique. Dans cette optique, on
associe une onde v, que l'on appelle fonction d’onde, & une particule ce qui nous permet
de déduire la probabilité de trouver une particule & un certain endroit. La probabilité de
trouver une particule dans un volume M a l'instant ¢ se déduit de la relation

P(particule € M) = / [ (t, x)|*dx € [0, 1],
M
qui implique en particulier la relation dite de "conservation de la masse”
P(particule € R?) = / [ (t, x)[2dx = 1. (1.5)
R3

Cette description des particules est décrite par les relations de de Broglie [80] qui lient, pour
une particule, 'impulsion & un nombre d’onde et son énergie cinétique & une fréquence. Elles
sont données par

p = Ik et Tein = hw,

ou p est 'impulsion de la particule, k son nombre d’onde, Trin sOD énergie cinétique et w sa
fréquence angulaire. Ces relations nous permettent d’exprimer I'impulsion et ’énergie d’une
particule (considérée comme une onde) sous la forme d’opérateurs. On suppose maintenant
que la seconde relation de de Broglie se généralise a 1’énergie totale d’une particule. On
obtient donc les relations suivantes

p = hk et & = hw,

ou & est I’énergie totale d’une particule, c’est-a-dire la somme de son énergie cinétique et po-
tentielle. En considérant une particule comme une somme d’ondes planes monochromatiques
(par superposition de Fourier)

1 . .
— i(x-k—wt)
P(t,x) o) /RXR3 P(w,k)e dkdw,

on obtient formellement, en utilisant les relations de de Broglie,

. 1 ~ i(x-k—w
—ihV(t, x) = @) /R . Pt (w, k)e! k=90 dkduw,
1 PN .
ihd)(t, x) = @) /R y Ep(w, k) e dkdw.
X

Ceci nous permet de faire un parallele entre 'opérateur impulsion p et 'opérateur V et
lopérateur énergie £ et la dérivée partielle Oy

P ~ —ihV et & ~ ilid.

En utilisant la relation (1.4) et celles précédentes, on en déduit 1’équation d’évolution suivante
dont la solution est la fonction d’onde d’une particule & laquelle ’hamiltonien 7 est associé

1hopp(t, x) = A (x, —ihV, t))(t, x).
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Ainsi, 'hamiltonien 7 est & présent considéré comme un opérateur. Cette équation fut
obtenue par Schrodinger [199] et porte son nom. Elle permet de déduire la dynamique des
fonctions d’onde associées aux particules. Dans le cas d’une particule soumise a un potentiel
extérieur V, on a 'opérateur hamiltonien suivant

_ e
H = 5—Ipl" + V(x),

qui conduit a ’équation de Schrédinger

2
RO, %) = — 3 A (1,) + V() (1, %)

Introduisons maintenant une nouvelle énergie, notée &, qui correspond & une valeur moyenne
de ’hamiltonien

EW)(t) = Y(t, x)* A (x, —ihV, t)Y(t, x)dx, (1.6)
R3
ou ¥(t,x)* désigne la fonction complexe conjuguée de ¥ (¢,x). On peut encore écrire cette

énergie sous la forme

£ = ({8, ), H(x, ~ihV, £)(2, %)) 13 .
ou (.,.) 2 est le produit scalaire hermitien de 'espace
L2 = [2(R%) i {¢> RS 5 C/ /R 6(x)[2dx < oo}
des fonctions de carré intégrable sur R3. On le définit par
W(0,0) € L x L 6,001 = | 00 b(x)ix.

On obtient ainsi la norme associée dans L2

1/2
voe Ik ol = ( [ 160aPax) .
Lorsque '’hamiltonien est auto-adjoint, i.e., Vo1, 2 € C5°(R3),
(H(x, =ihV , t)d1, ¢2) [ = (01, (%, —ihV 1)) 2 ,
et homogene en temps, i.e.
H(x, —ihV ,t) = H(x,—ihV),

la quantité £ est conservée au court du temps. En effet, on a alors

A& () = / B (t, %) (x, —ihV)ep(t, x)dx

RS

+ - Y(t,x)* A (x, —ihV) [0 (t, x)]dx.
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Sachant que 1 vérifie ’équation de Schrodinger associée a 57, on en déduit

0,8 () = / [}ijzﬂ(x, iRV )(t, x)] " (ks —ih (2, x)dx

R?j

+ [t x) (%, —ihV) [—;jf(x, _ihV)ob(t, x) | dx.
RS

Enfin, en utilisant le fait que 'opérateur hamiltonien est auto-adjoint, on obtient

& () = ;,L/RB [ (x, —ihV ) (L, x)]* A (x, —ihV )i(t, x)dx
T /]RS [ (x, —ihV ) (t, x)]" A (x, —ihV ) (t, x)dx = 0.

On remarque de plus que
JC(x, —ihV, 1)) (t, x) = Dy & (V) (t,x), (1.7)

ott la dérivée de I’énergie est définie comme une dérivée fonctionnelle dans L2 muni du produit
scalaire hermitien (.,.)r2. Plus précisément, dans I’équation (1.7), on différencie &(¢) par
rapport a 9* en considérant que 1) et ¢* sont indépendants : on identifie Dy+& (1)) comme
vérifiant

e—0 €

/ P* Dy & (Y)dx = lim} </ (Y + e@)* Hpdx —/ 1/1*%”de> . (1.8)
R3 R3 R3

Cette énergie nous permet donc de remonter a I’équation de Schrodinger d’un systéeme grace
a une équation du type (1.7).
On peut généraliser la notion de fonction d’onde & un ensemble de particules. En effet,
il est possible d’obtenir un hamiltonien dans le cas d'un systeme de Npar¢ particules. On a
alors
H = r9?()(1, ceey XNpart7 Pi,--- prart7t)'
Par exemple, pour un ensemble de Ny, particules distinctes n’interagissant pas entre elles

et soumises & un potentiel extérieur V', ’hamiltonien est

Npart h2
H = —— Ay +V(x5), (1.9)
j=1

2m

ou x; désigne la position de la j-iéme particule, j = 1, ..., Npare. Ceci nous permet donc de
déduire, a 'aide de I’équation de Schrodinger, une fonction d’onde pour le systeme (1.9) de
la forme

Y =P(t, X1, ey XNpare)-

On obtient alors la probabilité de trouver ’ensemble des particules dans une certaine confi-
guration spatiale a 'instant ¢ par

P(particule 1 € Mi, ..., particule Npary € Mn,,,,) =

art

/ [(t, %1, ...,prm)|2dx1...depart,
V1><...><VNp

ou Mj est le j-ieme volume associé a la j-ieme particule, j variant de 1 & Npart.
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Application aux condensats de Bose-Einstein

On reprend ici la construction que l'on trouve dans [183]. Dans le cas d’un condensat
de Bose-Einstein, I’ensemble des particules condensées occupe le méme état quantique, les
particules étant indiscernables. Le condensat est considéré comme une unique particule ayant
une fonction d’onde . La fonction d’onde du condensat s’écrit donc sous la forme

Npart

&(t7X17X27"'7XNpart) = H w(taxj)' (110)
j=1

Par ailleurs, le condensat correspond a un ensemble de particules soumises a un potentiel
extérieur V et a une force d’interaction Uiy entre particules qui dépend de la position de
deux particules données. L’hamiltonien du systéme s’écrit sous la forme

Npart

hQ
]:1 1§k<jSNpart

On obtient ainsi I’énergie &iys du systeme de particules a un instant ¢, en utilisant la formu-
lation (1.10) et la conservation de la masse (1.5),

éosys = / ¢*(t, X1y eeny XNpart)%w(t, X1y eeny X]\[p;m)Xm...dX]\]part
(RS)Npart

h2
= Nowr [ |5 9000 + VG100 0 ax
R3 m
Npart -1 / |2 / 2
+ Npart ———— Uint (X' — x) |9 (t,x")|2dx" | (t, x)|“dx.
2 R3 JR3

On fait le changement de variable ¢ — 1/,/Npart? et on suppose que le nombre d’atomes
est assez grand pour que 'on ait (Npart — 1)/Npart = 1. Ceci nous amene donc a 1’énergie
normalisée

o) = [ vt + (v + 5 [t =it ) it ] dx.

Pour obtenir I’'équation de Schrédinger qui décrit I’évolution de la fonction d’onde ), on
utilise la dérivée fonctionnelle de cette énergie

2
0" Dy-E(P)dx = | $(x)" (_zhA + v<x>> Wt x)dx
R3 R3 m
1 x * a X/—X X/ 2 X/ %) dx
#3060 ([ Dl = 0lut0. )R ) .00

1

w5 [ (] b = x00x)00) 0 ) o6, Pax

Par le théoreme de Fubini et en supposant que le potentiel d’interaction Uiyt est pair :
Uint (X' — x) = Uint(x — x) pour tous points x et x’ de 'espace, on remarque que l'on a

/]R3 </Rs Uit (x — X)w(t,x’)qﬁ(xf)*dx/) [0 (t, %) 2dx =
L Vim0 x)dx) [t x) P

R3 R3
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Ainsi, on obtient

2

* = o X x)dx
[ (oD stix= [ ot (<584 VE)) ult.xd

[ 060 ([ Ol = slutex) i) e, x)i
R3 R3
Ceci nous permet de déduire I’équation de Schrédinger vérifiée par ¢

Z.hatw(t? X) = Dl/)*g(w)(ta X)
2
= <—hA +V(x) + /R3 Uint (%' — x)]z/;(t,x’)|2dx’> ¥(t,x).

2m

Remarquons que 'hypothese de parité de Uiy est peu restrictive en pratique du fait de la
symétrie des interactions interatomiques. Citons par exemple I'interaction de Van der Waals
qui est créée par 'interaction électrique de type dipole-dipdle entre les atomes et qui est de
la forme [183]

Cs

Uvaw (|x —x'|) = Tx—x"

On voit que, d’un point de vue mathématique, le terme d’interaction est un opérateur inté-
gral qui rend complexe I'analyse de ’équation. Pour pallier la difficulté d’avoir & évaluer ce
type d’interaction, les physiciens utilisent le concept d’interaction effective. En considérant
un systeme de deux particules a faible énergie, I'interaction entre ces particules est quan-
tifiée par une constante (une longueur), notée a, que 'on appelle "longueur de diffusion”.
Cette simplification permet entre autres de déduire une interaction effective Uyg entre deux
particules qui vérifie formellement

ou m est la masse des particules, xy est la position d’'une particule et x correspond a la
position de I'autre particule. Ainsi, en supposant que la distance interatomique au sein du
condensat est suffisamment grande par rapport a la longueur de diffusion a, l'interaction
entre particules peut étre remplacée par une interaction localisée proportionnelle a la valeur
Uy, c’est-a-dire de la forme

U(Xo - X) = U050(X0 - X).
On en déduit une équation de Schrédinger pour la fonction d’onde ¥ de la forme

2 2
O (t, x) = (;nA bV (x) 4 dmhCa

|w<t,x>|2) $(t,%). (1.11)
m

Cette équation a été obtenue indépendamment par Gross [126] et Pitaevskii [184] en 1961
et porte le nom d’équation de Gross-Pitaevskii. Plus récemment, elle a été obtenue dans des
cadres plus généraux [158, 159]. C’est cette équation que nous utilisons par la suite pour la
modélisation des condensats de Bose-Einstein.
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1.1.3 Enrichissements de I’équation de Gross-Pitaevskii : rotation et vor-
ticité quantique, interaction dipdle-dipole, stochasticité

Condensats de Bose-Einstein en rotation

Une des caractéristiques intéressantes des superfluides est leur réponse a une mise en ro-
tation. Dans un superfluide, la vitesse du fluide est donnée par le gradient de la phase de sa
fonction d’onde. On a vu qu’un superfluide est irrotationnel partout sauf en des points de sin-
gularités appelés vortex quantiques. De plus, la superfluidité est caractérisée par I'existence
d’une vitesse critique, fixée par le spectre des états excités du systeme quantique, en dessous
de laquelle il n’y a pas d’excitation possible du systéme. Ainsi, une impureté en mouvement
dans un superfluide ne créée pas de perturbations a moins d’atteindre cette vitesse critique.

Les condensats de Bose-Einstein devant présenter des propriétés similaires aux super-
fluides, beaucoup d’expériences sont menées pour explorer les phénomenes de vitesses cri-
tiques et plus particulierement de nucléation de vortex lors de la mise en rotation d’un
condensat. Les équipes de Dalibard [165, 166, 167], & 'ENS de Paris, et Ketterle [4, 186], au
MIT, ont développé une technique basée sur un potentiel anisotrope permettant de mettre en
rotation le condensat. Ils ont observé que, pour de petites vitesses de rotation, aucun vortex
ne se forme. Passée une certaine vitesse de rotation, les vortex commencent & se former et
leur nombre s’accroit avec la vitesse de rotation, comme on peut le voir sur la figure 1.2.

FI1GURE 1.2 — Nucléation de vortex lors de la mise en rotation d’un condensat a des vitesses
croissantes. L’expérience a été menée par le groupe de Jean Dalibard en 2001 au laboratoire
Kastler Brossel de I’Ecole Normale Supérieure de Paris.

Pour modéliser la rotation d’un condensat de Bose-Einstein, on se place dans le référentiel
en rotation du condensat. On reprend le cheminement que ’on peut trouver dans [178]. On
suppose que ’axe de rotation du condensat est donné par la direction de la variable spatiale
z dans le référentiel initial. Le changement de référentiel entre le référentiel initial et le
référentiel en rotation implique le changement de variables sur les variables spatiales x et y
suivant

x’ = cos(Qt)x + sin(Qt)y,
{ y' = —sin(Qt)z + cos(Q)y,
ou 2 est la vitesse de rotation du superfluide. Ainsi, pour tout vecteur x dans le référentiel
initial et en dérivant par rapport a la variable temporelle ¢, on a la relation suivante,

x(t) = %'(t) + Q x x'(t),
ou x' est le vecteur x exprimé dans le référentiel en rotation et & = (0,0,€). On part
maintenant d’une particule que ’on met en rotation et qui est soumise a un potentiel V. Le
lagrangien associé a cette particule est donné par

Lx, %, 1) = %mxu)? ~ V().
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Par changement de variable, on obtient le lagrangien dans le référentiel en rotation

1
LK 1) = om (K () + 2 x X' (1))? = V(X(t)).
On en déduit donc 'impulsion généralisée
, 0L
P =%~

qui conduit finalement a 'hamiltonien de la particule dans le référentiel en rotation

m(x’ 4+ Q x x'),

/2

‘%ﬂ(xlap,at) = p/ % — g(xlvxlat) = gim - (Q X X,) ’ p, + V(X,)'

En appliquant la méme procédure pour I'hamiltonien d’un systéme de Npar particules en
interaction soumises a un potentiel extérieur V', on obtient

Npart

H = Z ij+zh(ﬂ><xj) Ve, H V) + Y Uiy —xp).

1§k<j§Npart

Selon le modele que nous venons de décrire, on en déduit I’équation de Gross-Pitaevskii pour
un condensat en rotation

2 2
ihopp(t, x) = <—2f;nA — ik (x x V) +V(x) + Anh’a

“Jutt. 0 ) vt
en remarquant que : (@ xx)- V=-Q- (xx V).

Condensats de Bose-Einstein avec interactions dipolaires

Les condensats de Bose-Einstein ont été obtenus pour des atomes alcalins et des atomes
d’hydrogene. L’interaction magnétique dipole-dipole de ces atomes peut-étre négligée dans
I’hamiltonien puisqu’ils possedent un moment magnétique relativement faible. Néanmoins,
on a pu observer la condensation dans des gaz d’atomes de Chromium °2Cr qui possedent
un moment magnétique beaucoup plus important [124, 125]. Pour ce type de condensats,
Iinteraction dipolaire n’est plus négligeable. On obtient un nouvel hamiltonien pour un gaz
d’atomes de Chromium condensés ou 'on introduit la force d’interaction magnétique entre
les atomes

Npart

H = Z ij + V(x5) + Z Uodo(xj — xk) + Udipote(Xj — Xk)- (1.12)

1<k<j§Npart

La quantité Ugipsle est I'interaction magnétique dipole-dipole. Elle s’exprime sous la forme

Ho Hmag,j (Xj) ’ y’mag,k(xk) - 3(#’mag,j (Xj) ’ uj,k)(“’mag,k(xk) ’ uj,k)
dm % — xp[?

Udipole(Xj — X)) =

9

Ol fp,e i (Tespectivement pi.. 1) est le moment magnétique de I'atome j (respectivement
k),

W — Xj — Xk
7,k — T ’
|x;j — x|
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et po est la perméabilité du vide. On suppose a présent que tous les atomes sont polarisés
par un champ magnétique extérieur selon la direction z, ce qui implique que

H’mag,j = umag,k = HMmag €z,

Ol fimag est 'amplitude du moment magnétique des atomes de chromium. L’interaction
magnétique dipole-dipole devient

B MONilag 1 — 3 cos(angle(x; — xj, €;)
 A4r x; —x3 |3

Udipole(X; — Xi) ,
en notant angle(x; — Xy, e;) I'angle entre les vecteurs x; — x;, et e,.

En utilisant I’hamiltonien (1.12), il en découle I’équation de Gross-Pitaevskii suivante qui
fait intervenir un terme non local (intégral) d’interaction

zh@,ﬂ/}(t,x) =
h? 4rh? e / / /
<—2mA FVE)+ | T (%) + % /R U(x — x)[eb(t, x )de]) b(t,x),
avec
U(x) = 1- 3cos(angle(x,ez))‘

[x|?

Condensats de Bose-Einstein et potentiel stochastique

Il existe plusieurs modeles d’équations de Gross-Pitaevskii avec potentiel stochastique.
La prise en compte d’aléas permet de modéliser différents phénomeénes complexes dans les
condensats de Bose-Einstein. On s’intéresse ici plus particulierement aux fluctuations d’in-
tensité dans le piege [1, 2, 3, 117, 119, 197]. Un second type d’équations de Gross-Pitaevskii
stochastiques a été obtenu dans [114, 115, 116, 207, 208]. Il fait intervenir un processus
en espace-temps plus complexe dont le but est de modéliser l'interaction entre un nuage
thermique d’atomes non condensés et le condensat de Bose-Einstein.

Dans [197], les auteurs ont modélisé 'effet d’une variation aléatoire dans l'intensité du
potentiel optique. Dans le cas d’un piege optique désaccordé vers le rouge, le potentiel s’ex-
prime sous la forme

1
V(t,x) = —al B ),

ou « est la polarisabilité atomique et E est 'amplitude du champ électrique induit par le
laser. Dans le cas d'un désaccord faible (moins de 10%), la polarisabilité atomique est donnée
vig une approximation par

7_2

 hAW’
ou 7 est le moment de transition et Aw = w — wy est le désaccord entre la pulsation du laser,
notée w, et la pulsation de transition électronique des atomes, que 1’on désigne par wg. Dans

le cas d’un laser gaussien, 'intensité du champ électrique induit par le laser s’exprime sous
la forme

o =

_Ix?

|B(t,x)]* = Eo(t)’e” ¢,
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ou ¢ est le rayon du faisceau. En supposant que le condensat est petit par rapport a la
longueur /¢, ce qui revient & supposer |x| < ¢, on obtient donc l’approximation suivante du
potentiel par un développement limité

_ @ 2 o 2112
V(%) = =5 Bo(0) + | Bot) PIx.
Dans ’équation de Gross-Pitaevskii (1.11), on peut voir que, par le changement de jauge
(%) = (t, x)e i Jo [Fo()ds,

il est possible d’intégrer le terme constant en espace dans I'expression du potentiel précédent.
On obtient ainsi ’équation suivante

2 2
0130 = (=g At B PP + (e 0 ) w(ex),
Finalement, on modélise les fluctuations dans 'intensité du laser en introduisant un processus
€ qui détermine D’écart entre I'intensité moyenne du laser |Eg|? et l'intensité |Ey(t)[?> en un
instant . On pose
| Eo(t)|* — | Eof®

[Eol* 7

£(t) =
ce qui conduit a ’équation

Arh2a

matw,x):(—hmwo 214 £ + T e x>\2) $(t, ).

De fagon standard en physique, le processus & est modélisé comme un bruit blanc. Nous
verrons par la suite comment traiter de fagon mathématique ce genre de processus.

Condensat a plusieurs composantes

Dans la dérivation de 1’équation de Gross-Pitaevskii, nous avons omis l'effet du spin des
atomes. Les atomes alcalins possédant un spin, il est possible d’obtenir un condensat de
Bose-Einstein consistant en un mélange d’atomes ayant des spins différents. Peu de temps
apres avoir réalisé la condensation de Bose-Einstein pour des atomes de rubidium 8"Rb, le
groupe de Cornell et Wieman a réalisé la condensation d’un mélange d’atomes de rubidium
87Rb [174] dans deux structures hyperfines différentes, c’est-a-dire deux états qui different
a cause du spin des atomes. Il est & noter que, dans ce mélange, les atomes peuvent passer
d’une structure hyperfine a une autre ce qui a pour effet de perturber I’équilibre du mélange.

Nous allons maintenant appliquer une modélisation similaire a celle pour un condensat
avec une seule composante dans le cadre d’un condensat avec un mélange de deux compo-
santes. On considere un condensat composé d’un mélange de deux especes d’atomes, que
I’on appelle espece 1 et espece 2. Chaque espece occupe le méme état quantique et possede
respectivement Npart1 et Npart,2 atomes. Ici, on suppose qu’il n’y a pas de transition entre
structures hyperfines. Ainsi, chaque composante peut étre considérée comme une unique par-
ticule, de fonction d’onde 1 et 9 respectivement. La conservation de la masse nous donne
a tout instant ¢

/ o (%) 2dx = Npares et / i (t, X)2d% = Nt (1.13)
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La fonction d’onde du condensat s’écrit sous la forme

Npart 1 Npart 2

T ol 1 2
¢(t,x1,...,XNPMM,XI,... pm? H P1(t, x H o(t, X2),

ou le- correspond a la position du j-iéme atome de I’espece 1 et Xi celle du k-ieme atome de
Iespece 2. En supposant que chaque espece est soumise a un potentiel V; et Vo respective-

ment, possede une masse mj et mo respectivement et qu’il y a interaction entre particules
d’une méme espece et particules d’especes différentes, on obtient ’hamiltonien du systeme

Npurt 1

Z fiA 1+V1( )+ Z Uint,1 (xj — x{)

27711 .
1<]<l§Npart,1

Npart,2 2

h
Y Bt S thatd <)

1§k<mSNpart,2

Npatt 1 Npmrt 2

+ Z Z U1nt,1,2 X _Xk;)
j=1 k=1

ot Uipt,1 et Uing,2 correspondent a l'interaction au sein de I'espece 1 et 2 respectivement et
Uint,1,2 correspond a l'interaction entre les particules de ’espece 1 et celles de I'espece 2.
Par symétrie, 'interaction Uijn,1,2 est paire. On obtient donc ’énergie &iys du systéme, en
utilisant la conservation de la masse (1.13),

h2
sys(wla 77/}2) part 1 / |:2|V¢1(t, X)P + V1(X)W1 (t,X)|2:| dx
R3 ma
+Npart,1(Npart,1 — 1)/2 /‘g /3 Uint’l(x — X/)W}l(t’ X,)‘del‘lpl(t’ X)’de
R JR
h2
e || g V(e 0P + Va0t ax
R3 mo
+Npart,2(Npart,2 - 1)/2 /3 /3 Uvint,2(X - X/)|¢2(t7 X,)|2dxl‘w2(ta X)|2dX
R3 JR
+Npart,1Npart,2 /3 \/3 Uint,1,2 (X - X/)‘wl (tv X/)‘2’¢2(t7 X)‘gdxldx'
R JR

On procede aux changements de variables ¢ — 1/w/Npart,1¢1 et Yy — 1/«/Npart721/12. De

plus, on suppose que Npari,1 €t Npart,2 sont assez grands pour que 'on ait

Npart,l -1 ~1 ot Npart,2 -1
Npart,l Npart,Q

~ 1.

Ceci nous amene a I’énergie normalisée du systeme

5(¢17¢2)2
/R 3[h Vi (t, %) + <v1<x>+; /R SUm(xXf>|¢1<t,xf>|2dxf> wl(t,xﬂa] ix

+/ —2|V¢ (t,x)|* + V(x)—i—l/ Umnt.2(x — X')|ha (t, %) 2dx" | [h2(t,x)|? | dx
- 2’/TL2 2\4, 2 2 - int,2 2\4, 2\4,

" / U2 — %) (6,5) P et %) Pl
R3 JR3
(1.14)
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On peut maintenant déduire les équations de Schrodinger qui régissent 1’évolution de
et 19 en utilisant la dérivée fonctionnelle par rapport a ¢} et 5 respectivement. On obtient

donc
{ ihatwl(tyx) = Dlﬁf@@(d}th):
’L'hat’l?bQ(t, X) = qugéo(wlv ¢2)7

ce qui équivaut au systeme d’équations

/ 2
ihop (t,x) = (;:nlA + Vi(x) + /R3 Uint,1(x — X')Wl(t,xf)‘de') Wy (t,x)

+ / Uine2(x — x)|ha(t, x) [2dx'h (¢, x),
R3
hZ
0y (1.x) = (g A4 Va0 + [ Vs = X alt xPax ) i)
+ / Usni.2(x — %) (¢, %) [2dx/ (2, x).
R3

\

Comme dans le cas a une composante, il est possible de simplifier 'interaction entre les
particules en utilisant une interaction effective. On a

4mh? 4mh?
T aléo(x—x’) et Upga(x—x) = Tz

5 —
my Mo O(X X )7

/
Uit 1(x —x') =
avec aj et ao les longueurs de diffusion de espece 1 et 2 respectivement et m; et ms leurs
masses. Pour 'interaction inter-espéce, l'interaction effective est donnée par
47 h2a1 2
/ s /
Unng,1,2(x — ') = ——=do(x — x'),
mi,2
ol a2 est la longueur de diffusion entre un atome de I’espece 1 et un atome de I'espece 2 et
mq 2 est la masse réduite d'un atome de I’espece 1 et un de l'espece 2, i.e.
m1ms9
mio=———.
mi + ma
On obtient donc finalement le systeme d”équations de Gross-Pitaevskii qui permet de
décrire I’évolution d’un mélange dans un condensat de Bose-Einstein

. K2 Arh2aq 9 47rh2a1,2 9
matw,x)—(—2@1A+v1<x>+ 0P + S [t ) ) 0.5,
: _ (- Amh7ay 2, 4mha12 2
0 (1) = (=51 A+ V200 + T2 nlt 0 + T2 (1,0 ) ().

1.1.4 Etats stationnaires

En mécanique quantique, on appelle état excité d’un systéme un état qui possede une
énergie supérieure a celle de I’état fondamental (état de plus basse énergie). Par ailleurs, les
états stationnaires correspondent aux fonctions propres de 'opérateur hamiltonien du sys-
teme. Ces états stationnaires sont associés a des énergies quantifiées, lesquelles correspondent
au spectre de I’hamiltonien. On obtient, pour un état stationnaire i, grace a I’équation de
Schrodinger,

O (t,x) = HP(t, x) = pp(t, x),
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ou p est la valeur propre associée a la fonction propre 1. Ainsi, on en déduit la forme des
états stationnaires
b(t,x) = p(x)e
avec ¢ une fonction de carré intégrable et indépendante du temps.
On remarque que, grace a la conservation de la masse, on peut directement obtenir la
valeur propre u, que 'on appelle aussi potentiel chimique, & partir de son vecteur propre ¢.
En effet, on a

— x)|2dx = x)* X)dx.
p=i [ JoGoPax= [ o6 ox)d

Points critiques de la fonctionnelle énergie

Les états stationnaires sont en fait des points critiques de la fonctionnelle énergie. On
reprend ici une démonstration similaire & [183] pour montrer ce résultat. Considérons I’équa-
tion de Gross-Pitaevskii pour un condensat en rotation

h? 4rh?
RO (t, x) = <—2mA — iR (x X V) + V(%) + (Nparg — 1) 2

w<t,x>|2) (t, ).

On a vu que I'énergie, définie par la formule (1.6), associée a un systéme s’écrit a partir de
I’hamiltonien

7 2a
E($) = ((t,x), A (x, ~ihV ) (t, %)) 2 — / Larh

R32 m

2
- /R B:n‘vw(t’ )2 + V(1) = (L, %) b (x x V), xﬂ dx
+ / Larha, ) s fax.

R32 m

m

(¢, x)[dx

Posons )
. h .
H(x, —ihV) = —Q—A +V(x) —ih€ - (x X V).

m
On remarque que opérateur hamiltonien %) est un opérateur hermitien dans L?. On sou-
haite trouver les points critiques de la fonctionnelle énergie sous la contrainte de la conserva-
tion de la masse, qui correspond en fait a normaliser les fonctions propres de I'opérateur. On
utilise un multiplicateur de Lagrange X et on cherche a annuler la dérivée de la fonctionnelle
énergie par rapport a des variations sur les fonctions ¢* et ¢. On obtient ainsi I'expression
suivante, qui fait intervenir les dérivées fonctionnelles de & par rapport a ¥* et ¥,

Dy &(9) + Dy&(9) = ADy ([91l2) (@) + Dy (191l £2) (#)] = 0. (1.15)

On rappelle que la dérivée fonctionnelle par rapport a 1 est définie par (1.8). Sachant que
%) est hermitien, on montre que

dnh’a 9
Dy-&(9) = Dy&(¢) = Hyd(x) + — —[¢(x)["¢(x),

Dy~ ([191l2) (9) = Dy (191l 2) (¢) = 6(x).

Ceci permet de récrire I’équation (1.15) sous la forme

m 2@
T o)) — M) = 0.

On en déduit donc que les états stationnaires sont en fait des points crititques de la fonc-
tionnelle énergie &.

S (x) +
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Approximations d’états stationnaires

On a vu que dans le cas d’un piége optique, le potentiel s’écrit sous la forme,
1 2
V(t7 X) = —10(|E(t, X)’

ol « est la polarisabilité atomique et E est I'amplitude du champ électrique induit par le
laser. On suppose ici que le laser est gaussien. Il induit alors I'intensité suivante, que l'on
suppose indépendante du temps,

[B(t,x)? =Efe & %

ou l, £y et £, sont les rayons du laser dans les directions x, y et z, respectivement. On en
déduit, en supposant que le condensat est petit par rapport aux longueurs /,, £, et £, et par
un changement de jauge, I’équation de Gross-Pitaevskii avec potentiel quadratique

. h2 « x2 y2 22 4d7h2a
apote ) = (=g & GBI + By + )+ TR ) vt

En l’absence d’interactions au sein du condensat (e.g. a = 0), le systéme devient un oscillateur
harmonique quantique. L’état fondamental du condensat est alors donné explicitement [183]
par une gaussienne

1 12 y2 22
~ 22 242 242
ou l'on note
I A LIt
w2t =\ Boly/am

4{z,y,-} Précisant que l'on choisit une des trois variables d’espace z, y ou z. On obtient alors
I’énergie fondamentale de 'oscillateur harmonique quantique

£(n) h|E0|\/> < gi ;) —a

En supposant maintenant que ’on a des interactions au sein du condensat, I’énergie de la
gaussienne est donnée par

1 Arhia

<¢h0) = &osc + 2(277)3/2%%@2 m

On considere que la gaussienne reste un bon candidat comme approximation de I’état fonda-
mental en supposant que 1’énergie d’interaction est petite par rapport a I’énergie Eysc. Ainsi,
sil'on a ¢, = {, = {,, 'approximation est considérée comme correcte sous la condition

a; > Q.

Dans le cas d'une énergie d’interaction forte (e.g. a > a;), cette approximation n’est
plus valable. On utilise plutot 'approximation dite de Thomas-Fermi [183, 185] qui consiste &
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négliger I'énergie cinétique par rapport a I’énergie due au potentiel et a I’énergie d’interaction.
On suppose que

1 4nh?a
(0= [ Vit Pax < dnew) = [ |VEalute0R + 5T ute 0l ax
R3 R3 m
En posant Uy = %, on trouve donc que I’énergie totale est approchée par

&) = &rr(y).

On en déduit le minimiseur en utilisant le multiplicateur de Lagrange prp

(V(x) + Uolore(x)[?) ¢rr(x) = prrdre(x),
ce qui permet d’obtenir finalement, en multipliant par ¢y,

_ Hrr = V(%)

Vx € supp(érr),  |oTr(X)[? U
0

Sachant que I'on doit avoir |¢rr|? > 0, on en déduit que

prE—V(x)
o (x) = HHg—, pour prr — V(x) > 0,
0 , pour prr — V(x) <0.
La conservation de la masse nous permet de calculer la valeur de ptr. Par exemple, pour un
potentiel quadratique (avec ¢, = ¢, = (), on trouve l'expression

152512 ( a \**
MTF = <) .
2may Ay

1.1.5 Equation de Gross-Pitaevskii avec potentiel quadratique : adimen-
sionnement en 1D, 2D et 3D

Considérons ’équation de Gross-Pitaevskii tridimensionnelle avec potentiel quadratique

. K2 a x? y2 22 . 4Arh2a
ihOpp(t, x) = <—2mA + Z|E0|2(@ + @ + @) —ih§2- (x x V) + - |¢(t7X)’2> Y(t, x),

ol X = (1,4, 2) € R3.

Adimensionnement de 1’équation de Gross-Pitaevskii avec potentiel quadratique

On pose dans un premier temps

o = ] B0l S N 2]
v om b, Y 2m 0, ’
E A h?
2m £, m

ce qui nous permet de récrire I’équation précédente sous la forme

h2
ihop(t,x) = <_2mA + % (w22? + wly? + w22?) — i (x x V) + Uo\w(t,x)P) P(t,x).
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On peut maintenant adimensionner ’équation en procédant aux changements de variables
suivants

t— —, Wy = min(ws, wy,w,),

Wm
X — h

Xag, ag=\/—,

1/}0 0 MWy, (1.16)

w —> 3/27

a
Q — Qupy,.

On en déduit I’équation de Gross-Pitaevskii adimensionnée avec potentiel quadratique

000(0.%) = (~5A + 5 (2% 42 +925%) — 82+ (xx V)4 Bl ) (),

Uo
aghwm :

ot 'on a posé v, = wy/wWm, Yy = Wy/Wm, V2 = W, /w et =

Réduction de la dimension : de la dimension 3 aux dimensions 1 et 2

Dans I’équation précédente, on peut distinguer deux approximations qui vont nous per-
mettre de nous ramener a une équation bidimensionnelle ou unidimensionnelle. On suppose
que I'on modélise un condensat initialement au repos (dans un état stationnaire) et auquel
on soumet une excitation. Dans le cas d’une équation de Gross-Pitaveksii adimensionnée de
la forme

i0(t,x) = <—;A + V() —iQ- (xxV)+ ﬁW(@X)P) P(t,x), (1.17)

ou 2 = (0,0,9), on sait que la forme du condensat au repos, que ’on considére comme état
stationnaire, est un minimiseur de la fonctionnelle énergie

6(6) = [ (5176607 + VoGP - ' 00L.0(t.3) + G060l ) ax

ot I'on note L, = —i(xd, — y0,). On suppose que I'on est dans le cas d’un potentiel quadra-
tique de la forme

1
Vix) =3 (vaa® + vy + 2227 .

Sous les hypotheses : v, =~ v, et 7. > 7,, le condensat a une forme au repos ou il est tres
étendu dans les directions x et y et tres confiné dans la direction z (forme de "disque”). Ceci
est du au fait que 'énergie liée a 'opérateur potentiel dans la direction z est tres grande par
rapport a celles dans les directions x et y. Ceci implique qu’une excitation va générer moins
de dynamique dans la direction z que dans les directions = ou y [39]. On écrit la solution
sous la forme [138, 157]

w(tv X) = ¢2(t> €L, y)¢3(2),

ou /2
Gs(z) = ( [ wte, z>12dxdy) |
]R2

avec g I'état stationnaire du condensat en dimension trois. On remarque que

JACCREE
R
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par la conservation de la masse. En injectant 1’expression précédente dans 1’équation (1.17),
on a

iy (2Dt 7,) = — Sus(2)Av(t,2,1) — Siia(t . 1)020(2)
b1 (2% 4 9207) valt, 2 s () + 172l ) (2)
- ¢3(Z)QLZw2(tv xz, y) + 6|’¢)2(t7 xz, y)|2|¢3(2)|2¢2(ta xz, y)@ﬁg(Z)

En multipliant 1’équation ci-dessus par 15 et en intégrant par rapport a z, on en déduit
I’équation suivante sur 9

1 1
iaﬂ/&(t,l’,y) = <_2A + 3 (733‘,1: + 7y ) QL + 20 + HZ|¢2(t x y)| ) 1/}2(t7$7y)7
ou ’on note

o= / (22122 + 10:3(2) ) dz,
2 = /R Blubs (=) dz.

Par le changement de jauge ¥9(t, z,y) — ¥(t, x, y)e_%ot, on obtient donc finalement 1’équa-

tion de Gross-Pitaevskii bidimensionnelle
) 1
0 (t,x,y) = (—2A+ (va2® +75y°) — QL. + r2lip(t, = y)lz) P(t,z,y).

En supposant que I'on a une vitesse de rotation nulle, que v, > v, et 7, > ~;, on peut
poser, par les mémes arguments que précédemment [39, 157, 138],

1/2
Y(t,x) = P1(t, 2)P23(y,2), ouas(y,z (/ [vo(z,y, 2)| dﬂc) :

Le condensat a alors une forme de "cigare”. Ainsi, par le méme procédé que pour la réduction
a deux dimensions, on obtient une équation de Gross-Pitaevskii unidimensionnelle de la forme

iO(t, ) = (—82 bt ﬁ1|¢(t,w)l2) bt )
avec

K1 = /]Rz Bl 3(y, z)|*dydz.

On arrive donc finalement & une forme générale pour 1’équation de Gross-Pitaevskii en
dimension d = 1,2,3, Vx = (z,y, z) € RY,

1
10 (t,x) = <_2A + Vi(x) — QqL, + ral|to(t, x)|2> »(t,x)
ou 9273 = Q, Ql = 0,

/R2 Bla sy, 2)[*dydz pour d = 1

/ 5|¢3(2)|4d2 pour d =2
R

pour d = 3
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et
1/2+22? pour d=1
Va(x) = q 1/2 (v22* +72y?) pour d = 2
1/2 (v2a? + v,y* +122%) pour d =3

1.2 L’équation de Schroédinger non linéaire en optique

L’équation de Schrédinger non linéaire est une équation qui intervient dans plusieurs
domaines de la physique des ondes. Elle peut entre autres étre obtenue a partir d’un déve-
loppement asymptotique de ’équation de Korteweg-de Vries (KdV) pour les paquets d’ondes
faiblement non linéaires. L’équation de Schrédinger découle alors d’un premier ordre d’ap-
proximation et donne I’évolution de ’enveloppe du paquet d’ondes. Dans cette section, nous
nous intéressons a la modélisation d’une impulsion lumineuse se propageant dans une fibre
optique. Nous verrons que l’enveloppe de 'impulsion est solution d’une équation de Schro-
dinger non linéaire.

1.2.1 La télécommunication par fibre optique

Le guidage de la lumiére au moyen de barres de verre de lumiére remonte a la fin du
19ieme siecle. La lumiere suit alors la direction de la barre du fait de réflexions internes. Il
ne s’agissait pas encore de probléemes issus des communications mais d’applications comme
I'illumination de cavités du corps humain par une équipe médicale de Vienne en 1888 ou en-
core la transmission d’images par Saint-Rene en 1895. La transmission d’images par barres
de verre est alors prometteuse, tant pour les applications médicales que pour les applica-
tions militaires. C’est en 1920 qu’est déposé un brevet par Baird & Hansell qui proposent
d’assembler plusieurs de ces barres optiques afin de réaliser la transmission d’images, le but
étant de créer une télévision.

En 1930, Lamm a I’idée d’assembler des fibres optiques flexibles pour pouvoir transmettre
des images de l'intérieur du corps humain, mais le brevet de Baird et Hansell ’empéche de
déposer son invention. A I’époque, un probléme majeur avec ces prototypes de télévisions
est la perte de luminosité proportionnelle au nombre de réflexions dans la fibre. Plus la
fibre est fine et longue, plus la perte de luminosité est importante. De plus, ’assemblage des
fibres est alors tres imparfait, ce qui produit des pertes de luminosité entre fibres lorsqu’elles
se touchent et une image incohérente. Van Heel, un professeur hollandais, travaille sur ce
probleme dans les années 1950. Il utilise alors a ’époque des revétements de métal, mais les
résultats ne sont pas satisfaisants. En 1954, il publie dans Nature le résultat de ses recherches
[222] sur un revétement d’indice de réfraction plus bas. En parallele, Hopkins, un scientifique
anglais, travaille sur 'assemblage de fibres optiques. Il publie aussi dans Nature [135] son
invention, le fibroscope, qui consiste en un assemblage cohérent de fibres par de la cire et
auquel il ajoute un objectif et un occulaire. Malgré ses efforts, les pertes en luminosité sont
encore importantes.

Il faut attendre 1959 pour que Snitzer propose un modele de fibre permettant la trans-
mission d’un seul mode [177, 203], ce qui marqua le début de la transmission de lumiére laser
dans les fibres optiques. Plus tard, il développe la transmission et ’amplification de lumiere
laser par fibre optique [153, 202]. Le dispositif est prometteur mais les pertes de luminosité
sont toujours un frein. Ce probleme n’était pas encore bien compris et, en 1964, Kao &
Hockham avancent 1’idée selon laquelle les pertes ne sont pas dues aux propriétés physiques
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de la lumiére mais plutdt aux propriétés du matériau utilisé dans les fibres [142] et notam-
ment a la présence d’impuretés. Suivant ces découvertes, Maurer, Keck, Schultz et Zimar,
qui travaillent alors pour la compagnie Corning Glass Works, se lancent dans 1’élaboration
d’une fibre optique capable de transmettre efficacement la lumiere. En 1970, ils proposent un
candidat pour concevoir une fibre optique efficace, le silice, que 'on peut obtenir & un état
de tres bonne pureté et qui possede un indice de réfraction bas. Ils parviennent a une perte
de 17dB/km en dopant le silice avec du titanium, ouvrant ainsi la voie & l'industrialisation
de la fibre optique comme moyen de communication.

1.2.2 Modélisation de la propagation d’une impulsion lumineuse dans une
fibre optique

Une fibre optique est un fil tres fin, le coeur, en général fait de verre (silice), entouré
d’une gaine optique. Le coeur posséde un indice de réfraction légerement plus élevé que celui
de la gaine. Cette différence d’indice va causer la réflexion totale a l'intérieur du coeur de
la lumiere, ce qui va permettre la propagation de la lumiere d’un bout a 'autre de celui-ci.
Cette propriété est notamment utilisée pour la transmission d’informations par impulsions
lumineuses. On s’intéresse ici au cas d’une fibre optique mono-mode, c’est-a-dire une fibre
ne laissant passer qu’un seul mode de la lumiere. Ces fibres sont largement utilisées pour la
transmission de données sur de longues distances puisqu’elles empéchent notamment 1’étale-
ment du signal lumineux di a la dispersion modale. On reprend ici la modélisation obtenue
dans [10] pour la propagation d’une impulsion lumineuse dans une fibre optique de silice.

Les équations de Maxwell

On part des équations de Maxwell, qui sont les équations fondamentales de 1’électro-
magnétisme. Elles décrivent localement 1’évolution et les propriétés du champ électrique et
magnétique. La premiere équation de Maxwell est I’équation de Maxwell-Faraday, qui décrit
le phénomene d’induction électromagnétique découvert par Faraday. Elle s’exprime locale-
ment en un point x = (z,y, z) de 'espace tridimensionnel et & un instant ¢ > 0 comme

V x E(t,x) = —??(t,x), (1.18)

ol E est le champ électrique et B I'induction magnétique. La deuxieme équation est ’équa-
tion de Maxwell-Ampere, qui découle du théoreme d’Ampere, et qui lie I’évolution du champ
électrique en fonction du champ magnétique. Elle est donnée par

V x H(t,x) =J(t,x) + %—It)(t,x), (1.19)

ou H est le champ magnétique, D est 'induction électrique et J le courant électrique. Nous
avons

B = uoH + M,
D =¢E+ P,
avec po la perméabilité du vide, ¢ la permittivité du vide et M et P les polarisations

magnétique et électrique induites du milieu, respectivement. Dans le cas d’une fibre optique,
il n’y a pas de courant électrique dans le milieu et on prend donc J = 0. De plus, il n’y a pas
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de polarisation magnétique puisque le milieu n’est pas magnétique, impliquant ainsi que :
M = 0. On a enfin I’équation de Maxwell-Gauss et I’équation de Maxwell-Thomson locales
qui s’expriment sous la forme

V- D(t,x) = p(t,x), (1.20)
V-H(t,x) =0, (1.21)

ou p est la densité de charge électrique. Ici, sachant qu’il n’y a pas de charges électriques
dans une fibre optique, on prend p = 0.

On peut obtenir une équation sur le champ électrique et la polarisation électrique en
appliquant Popérateur Vx dans 1’équation (1.18) et en utilisant ’équation (1.19). Ceci nous
donne | 8E op

V x (VxE(tx)) = —c—za(t,x) — MOE(t,X). (1.22)
Il nous faut maintenant une relation entre P et E. Pour cela, on utilise une approximation
due au fait que dans les fibres optiques la fréquence de 'onde est loin de la fréquence de
résonance du milieu. On obtient alors le développement suivant de P par rapport a E

P@m:@/ﬂWpﬁmmmml
R

+ &0 / Xt —t1,t — to, t — t3)E(t1, x)E(ta, x)E(ts, x)dt dtadts
RS
=PW(t,x) + PO(t,x), (1.23)

ot Y (#) est un opérateur de L£(R3; R?) et x(®) (¢, ¢, ") est un opérateur de £(R?; L(R?; L(R?; R?))).
On remarque l'absence de terme quadratique en E dans le développement précédent. Ce
terme n’apparait pas dans les milieux dont les molécules présente une symétrie, ce qui est le

cas du silice.

Approximation des champs dans une fibre optique

On suppose maintenant que le champ optique maintient sa polarisation tout le long de
la fibre optique. Ceci permet de se ramener a un champ électrique unidirectionnel, que ’'on

suppose dans la direction e,
E(t,x) = E,(t,x)e,.

De plus, on fait ’hypothese que le champ optique est quasi-monochromatique, c’est-a-dire
que la largeur spectrale d'une impulsion lumineuse Aw est petite par rapport a la pulsation
wo autour de laquelle elle est centrée, e.g. Aw/wy < 1. On sépare la partie de I'impulsion
qui va varier autour de la pulsation wg de celle qui va varier en wgy en posant

1 .
E(t,x) = 3 (E(t,x)e ™" +c.c.) e, (1.24)
oll c.c. est le conjugué complexe de E(t,x)e~“°t. De méme, on pose
W x) = L (pO —iwot
P @@—gﬁjﬁmk +m)%, (1.25)
1 .
PO (¢, x) = 3 (P(B) (t,x)e "ot 4 c.c.) e,. (1.26)
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On en déduit 'expression suivante pour le premier terme de la polarisation électrique P() (t,x),
en utilisant les formules (1.23) et (1.24),

PW(t,x) = e / X (t = 1) E(ty, x)e @0t g,
R

= EO/ L (W) E(w — wp, x)e @@l gy, (1.27)
R

- 1 74

ou )A(glz) est la transformée de Fourier de XSZ) et F celle de E. Pour le second terme de la

polarisation électrique P®) (t,x), on suppose que le champ électrique évolue lentement par
rapport a X(?’). Ceci permet donc de poser

XLt —t1,t —to,t — t3) = XD 0o(t — t1)d0(t — t2)00(t — t3),
ou X,(f;)zz dans le terme de droite est une constante. Ceci nous donne donc, en utilisant les
formules (1.23) et (1.26),

RZZZ

1 .
P(S) (t, X) = EOENLE(t7 X) —|— ZEOX(B) ‘E‘<t7 X)3€712w0t7

avec eN, = %XS?ZZ\E(t,x)P. On néglige le second terme dans le membre de droite, ce qui

nous amene a

PO (t,x) = eoenrE(t, X). (1.28)

On suppose maintenant que le terme eny, est une constante du fait de la variation lente en
temps de E(t,x) et de son caractére perturbatif [130]. On obtient donc, en utilisant (1.27)
et (1.28),

1

- (P<1>(t, x) + POt x)) emilw—wolt gy — o0 (;ggl,) (w) + ENL) E(w — wo, X).
27T R

Revenons a I’équation (1.22). Grace a la formule précédente, on a
V- D(w —wp,x) =g (1 + W (w) + 5NL> V- E(w—w,x) = 0.
Ainsi, on en déduit que
Vx(VxE)=V(V-E)-V’E = -V’E.

On obtient finalement une équation d’Helmholtz sur la transformée de Fourier du champ F,
en utilisant I’équation (1.22),

AE(w — wo, X) + e(w)kE(w — wp,x) =0, (1.29)
ou l'on note
e(w) = ¢o (1 + W) + sNL) et ko=w/c.

La constante € est appelée constante diélectrique. Elle permet d’identifier I'indice de réfrac-
tion 7 et le coefficient d’absorption d&. Etant donné que la constante diélectrique dépend
de l'intensité du champ via enr,, on sépare les parties linéaires des parties non linéaires de
I'indice de réfraction et le coefficient d’absorption. On pose donc

n=n+n|E*> et a=a+a|E”
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Par définition de 'indice de réfraction et du coeflicient d’absorption, on a

~ 2 . 2
e(w) = <n+z;;0> - <n+n2\E|2—|—2;0(a—|—a2E|2)> .

En supposant que n > & et n > n»|E|?, on obtient I’approximation
2 9 N 2
e(w) =~ n” + 2nng|E|* + o (a0 + 2| E]?),
0

et on identifie donc

3 3w
_ 2 (3) ' | (3)
n2 Sn Re(Xzzzz) et a2 Anc m(Xzzzz)

Dans le cadre des fibres en silice, on peut négliger le terme as. Ceci nous améne donc a
I’approximation de la constante diélectrique

e(w) = n?+2nna|E|® + i),
2o

Les équations de propagation d’une impulsion lumineuse

Nous allons maintenant résoudre ’équation (1.29) par la méthode de la séparation de
variables. On pose '

E(w —wo, z,y,2) = F(z,y)A(w — wp, 2)e?0%, (1.30)

ot F est la répartition transversale du champ optique, A est la transformée de Fourier du

champ optique dans la direction z et Sy est un nombre d’onde que 'on déterminera par la
suite. On suppose que A varie lentement en z, ce qui permet de poser

02A

A
@«7

0z

En injectant Pexpression (1.30) de E dans équation (1.29), on obtient

0*F 0*F X oz
(M(x’y) + 83/2(377@) A(w — wy, 2)e
92A DA . A
+F($7y) @(w — Wo, Z) + 2’550%(“} — Wo, Z) - ﬂgA(w — Wo, Z)) 62602

+e(W)k2F (2, y) A(w — w, 2)e’™* = 0.

On néglige le terme en dérivée seconde de A et on pose ﬁ~2 la constante qui va séparer
I’équation précédente en un systeme. On en déduit le systeme d’équations

O*F O*F .
oz (0) + 5@y + (<@~ 5) Flay) =0,

., 0A ~ -
2160&((*} —wp, 2) + (6% — BEA(w — wo, 2) = 0.
On obtient B en résolvant la premiere équation comme une équation aux valeurs propres. En

posant
e(w) = n* + 2nAn,
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ot An = ng|E|? —H’Q% , on résout tout d’abord la premiére équation avec £(w) ~ n?. Puis, on
traite le cas e(w) ~ n? + 2nAn, ol An est une perturbation. On obtient ainsi une nouvelle
valeur de § que l'on écrit sous la forme : 3 = 8 + AB, ot AS est proportionnel & An. On
pose donc : A = kgKAn. On choisit maintenant 3y assez proche de [(wg) et on fait le
développement en série de Taylor de § autour de la valeur Sy

Bw) = Po+ (w—wo)fr + lw- wo)? B2 + o (w — wp)?).

5(

En faisant 'approximation 5% — B3 ~ 260(5~ — Bo) et en développant § jusqu’au deuxieme

ordre puisque l'on a supposé que la largeur spectrale de I'impulsion est petite, on obtient

I’équation suivante sur A

0A . 1 - )

z%(w —wo, 2) + P1(w —wo)Alw — wp, z) + §B2(w —wp)“A(w — wo, 2) + ABA(w — wp, z) = 0.
(1.31)

En appliquant une transformée de Fourier inverse, nous obtenons ’équation de Schrédinger

suivante oA oA 924

192 (1,2) = i O (1, 2) + 2 DA 1,2) — ABA(L 2)

L’équation est non linéaire du fait du terme AS qui fait intervenir le module au carré du

champ E. L’amplitude du champ électrique est alors approchée via une aire effective sur les

composantes transverses afin de ne dépendre plus que de la variable z. Ceci nous conduit a

I’équation de Schrodinger non linéaire sur 'amplitude du champ le long de la fibre

0A 0A 9?A
ig(t,z):—iﬁl 5 (t, )+%W( z) — | A|PA(t, z)—z2A(t 2),

olt v = 22ko A & désignant laire effective sur les composantes transverses. Cette équation
At ?

décrit donc la propagation d’une impulsion lumineuse courte dans une fibre mono-mode.
On peut y reconnaitre les effets de pertes dies au coefficient «, la dispersion chromatique
associée aux coefficients 31 et (9 et la non linéarité de la fibre liée au coefficient ~.

On remarque que, en définissant la variable £ = t — 31z et en négligeant 1’absorption par
la fibre, i.e. & = 0, on obtient ’équation de Schrédinger non linéaire suivante

0 = 204G )
0z 2 9f2

—~]A]PA(L, 2), (1.32)
que 'on utilisera par la suite lors de ’étude de la dispersion chromatique.

1.2.3 Gestion de la dispersion et dispersion aléatoire

Dans la section précédente, on a modélisé la propagation d’une impulsion lumineuse dans
une fibre optique. On a vu notamment que ’évolution de ’enveloppe de cette impulsion est
donnée par I’équation

0A - B 0%A -

o (0.2) = 2520 2) — AP AG ),

avec t =t — B1z et v > 0. Dans cette équation, on distingue deux effets : la dispersion et la
non linéarité. On peut introduire deux longueurs [10] qui permettent de quantifier ces effets.
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On procede au changement d’inconnue A(%, z) — /Py A(%, 2), ot Py est la puissance de créte
de I'impulsion lumineuse, et 7 =
on définit

Tio, ou Ty est la largeur temporelle de I'impulsion. De plus,

277 1
Laisp = 0 e In, = —.
P By 7o
Finalement, on obtient ’équation suivante, qui fait intervenir la longueur caractéristique de
la dispersion Lyg;sp et la longueur caractéristique de la non linéarité Ly,

Z@z T = Ldisp 87'2

1
(Ta Z) - ‘A|2A(T7 Z)7
Ly,

ou sg(f2) est le signe du coefficient 35. Dans le cas ou la longueur de la fibre L est telle que
L ~ Lgsp et L < LN, les effets de la dispersion sont prépondérants et on peut négliger
les effets non linéaires. En revanche, dans le cas ot 'on a L ~ Lny, et L < Lygisp, C'est le
contraire qui se passe.

Remarquons que le coefficient §2 induit une dispersion chromatique de 'impulsion lu-
mineuse. Cette dispersion provoque un étalement de 'impulsion puisque les composantes
ayant une pulsation plus élevée vont se propager plus vite que celles avec des pulsations plus
faibles. Il est difficile de créer une fibre sans aucune dispersion chromatique. En revanche, il
est possible de créer des fibres ayant une dispersion faible positive ou négative. Cette possi-
bilité fut exploitée [66] en créant des fibres ayant des dispersions variant rapidement autour
d’une valeur nulle et permettant la propagation de solitons sur de grandes distances sans
étalement.

Ce modele a notamment été étudié dans le cas ou 'on suppose que la dispersion varie
de maniere périodique [235]. En supposant que la dispersion varie en espace, on obtient, &
partir de I’équation (1.32),

2
2202) = k() 4

/O ’ m(z)dz = 0,

avec Z > 0 assez grand. En procédant aux changements de variables de la partie précédente,
on en déduit I’équation

0A ~ m(z) %4 1 9
15(7, z) = Ly W(T, z) — TNL’A| A(r, z). (1.33)

(57 Z) - 7‘A|2A(£’ Z),

ou m(z) est tel que

On suppose que les longueurs caractéristiques de la dispersion et de la non linéarité sont
grandes par rapport a la longueur de la fibre. En posant Lgis, = 1/¢ et Lnr, = 1/€7, avec
o > 0, on obtient I’équation

0A 0%A ol A12

i—(71,2) = em(z) == (1, 2) — 7| A|*A(T, 2). 1.34

2 (7,2) = em(2) 55 (7,2) — | APA(T, 2) (134)
Cette équation a été aussi étudiée dans le cas ot m est un processus aléatoire [77, 81, 169].
Il est notamment montré [169], lorsque € — 0, que 1'on obtient, en fonction du parametre o,
a une équation différentielle stochastique de la forme

0A L 0%A

ZE(T, z) = w(z)m(T7 2) — |A2A(r, 2), (1.35)
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ol (w;).cr est un processus stochastique de classe y-Holder, avec v €]0,1]. L’analyse ma-
thématique d’une telle équation n’est pas directe et demande une approche bien spécifique
pour définir sa solution.

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre introductif, on a étudié la modélisation des condensats de Bose-Einstein
et des impulsions lumineuses dans une fibre optique. La premiére modélisation nous a permis
de préciser I’équation de Gross-Pitaevskii et plusieurs de ses variantes. Cette équation peut
étre, comme on l’a vu, généralisée dans le cas d’une mise en rotation du condensat, d’une
interaction de type dipole-dip6le au sein du gaz, de la présence de plusieurs composantes dans
le condensat et enfin de la présence de fluctuations aléatoires dans le systeme de piégeage.
Ces généralisations peuvent introduire dans ’équation différents opérateurs et permettent,
entre autres, d’obtenir des équations de Gross-Pitaevskii dites stochastiques. Pour la seconde
modélisation, on obtient une équation de Schrodinger non linéaire avec dispersion aléatoire.
Cette dispersion découle de la troncature d’une série et peut étre développée de maniere plus
générale qu’un simple Laplacien. Ceci nous amene par la suite & nous intéresser au cas d’une
dispersion générale sous une forme polyndmiale. En particulier, dans le chapitre suivant,
nous nous intéressons au probleme de l'existence et 'unicité de la solution des versions
stochastiques des équations que nous venons d’introduire.
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Chapitre 2

Analyse du probleme de Cauchy
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2.1 Introduction : buts et stratégies autour des problemes de
Cauchy

Pour commencer ce chapitre, nous rappelons les équations de la physique qui nous inté-
ressent et qui ont été introduites dans les sections 1.1.2, 1.1.3, 1.1.5, 1.2.2 et 1.2.3. Puis, nous
rappelons les stratégies classiques pour résoudre les probléemes d’existence et d’unicité liés a
ces équations, et, enfin, pour les équations dont I’étude est développée de maniere originale
dans cette these, les stratégies que nous avons choisi de suivre pour ces mémes problemes.

2.1.1 Stratégies classiques pour la résolution du probleme de Cauchy dans
le cas d’équations de Schrodinger non-linéaires

Les résultats d’existence et d’unicité pour les équations de Schrodinger non linéaires sont
principalement issues d’inégalités dispersives que 1’on appelle inégalités de Strichartz. Ces
inégalités consistent en deux estimations dans les espaces LP sur les solutions de ’équation
linéaire associée au probleme que 'on étudie. Pour obtenir ces estimations, on passe en
général par la théorie des semi-groupes. Cette approche demande donc 1’étude du semi-
groupe que l’on associe a la solution de I’équation linéaire. Pour faire cette étude, on peut
choisir entre deux stratégies, selon la nature du probléeme : on considere une approche que
I’on qualifie de théorique ou une approche constructive.

L’approche théorique consiste a passer par 1’étude des opérateurs de Schrodinger et d’en
déduire 'existence d’un semi-groupe associé. Dans le cadre d’un Hamiltonien indépendant
du temps, les travaux de Kato [147] notamment permettent de construire un semi-groupe
d’évolution wvia les propriétés d’autoadjonction de I’'Hamiltonien. Dans cette direction, on
note de plus les travaux de Froese, Kirsck & Simon [72] et Reed & Simon [188]. Dans le
cadre d’un Hamiltonien dépendant du temps, I’approche théorique se révele tres restrictive
en ce qui concerne les hypotheses du potentiel que 'on peut considérer [148, 180].

L’approche constructive vise a trouver une explicitation au moins partielle de la for-
mulation du semi-groupe. Cette approche est essentiellement tirée de la construction des
intégrales de Feynman [101]. Ces intégrales sont construites formellement grace a la formule
de Trotter-Kato-Chernoff [63, 149] ou l'on considére le semi-groupe associé d’une part a
Popérateur de Schrodinger et d’autre part au potentiel (on omet ici les opérateurs tels que
lopérateur de rotation). Afin de donner un sens plus rigoureux aux intégrales de Feynman,
certains auteurs ont considéré la continuation analytique par rapport a l'intégrale de Wiener
[20, 56, 120, 175]. On peut aussi étudier ces intégrales comme des intégrales impropres sur
I'espace des chemins comme dans les travaux d’Itd [137] et, par la suite, Albeverio & Hgegh
Krohn [12]. Enfin, on note aussi la possibilité de la construction des intégrales de Feynman
sous la forme d’intégrales de Fresnel [13]. Dans le cadre d’'un Hamiltonien régulier, il est
possible de construire I'intégrale de Feynman dans le cadre original de Feynman [70]. Par la
suite, les travaux de Fujiwara [104, 105, 107, 108, 110, 111, 112], Kumano-go [155] et Ya-
jima [227, 228] ont permis d’éclaircir et d’étendre cette stratégie dans des cadres d’opérateurs
plus généraux. On note que cette formulation permet 1’étude de la limite quasi-classique pour
I’équation de Schrodinger considérée [226]. D’autre part, l'intérét de ce type de construction
est que, pour des Hamiltoniens de type quadratique, la formulation de 'intégrale peut étre
completement explicitée. Ceci permet d’obtenir les résultats sur les inégalités dispersives de
fagon quasiment directe.

Dans cette section, c’est ’approche constructive que nous allons privilégier. Nous avons
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choisi de rappeler cette théorie dans le cadre de I’équation de Schrodinger non linéaire dans
la section 2.2. Ce probleme est traité de maniere trés exhaustive par Cazenave [60, 61]. On
rappelle dans la sous-section 2.2.1 quelques propriétés de l'opérateur de Schrédinger ainsi
que les inégalités de Strichartz. Puis, on introduit la stratégie de résolution du probleme de
Cauchy dans le cas d'une équation de Schrodinger non linéaire a ’aide d’un théoréme de
point fixe, que 'on précise dans la sous-section 2.2.2. Enfin, on rappelle la formule de Mehler
pour ’équation de Schrodinger avec potentiel quadratique dans la sous-section 2.2.3, ce qui
nous permet d’obtenir ’existence et 'unicité d’une solution a I’équation de Gross-Pitaevskii
(1.17) sans rotation. Cette derniere sous-section peut étre mise en parallele avec les travaux
de Carles [58, 59] autour du probleme de Cauchy pour I’équation de Gross-Pitaevskii déter-
ministe sans rotation. On remarque que le cas de I’équation de Gross-Pitaevskii avec potentiel
quadratique et rotation a été traité dans le cadre déterministe par Antonelli, Marahens &
Sparber [16].

2.1.2 L’équation de Gross-Pitaevskii stochastique

Dans la section 1.1.2, nous avons introduit 1’équation de Gross-Pitaevskii qui modélise
les condensats de Bose-Einstein. Il s’agit d’une équation de Schrédinger avec potentiel et
non-linéarité. On a vu dans la section 1.1.3 qu’il est possible d’enrichir le modele pour
prendre en compte des phénomenes complexes, notamment la mise en rotation du condensat
et les fluctuations aléatoires dans le piege. Enfin, dans la section 1.1.5, nous avons vu qu’il
était possible d’adimensionner ’équation. Dans la section 2.3, notre but est de démontrer
I’existence et 'unicité locale d’une solution au probléeme suivant

10 (L, %) = —%Aip(t,x) —i0(x x V)(t,x) + %|X\2w(t,x)(1 i)
+B[Y[*7h(t, x), vt € R, vx € RY, (2.1)
¥(0,x) = Yo(x) € L,

ou B €R, o >0, et (w)ep+ € C/(RT) est une fonction holdérienne, avec v €]0,1[. On
remarque dans cette équation la présence de la rotation par la vitesse de rotation €2 et des
fluctuations aléatoires par le processus (wy);ep+. Ce type de probleme a été étudié par de
Bouard & Fukuizumi [78, 79] dans le cas sans rotation. Dans [79], les auteurs, apres un
astucieux changement de jauge, ont opté pour la stratégie qui consiste a construire un semi-
groupe associé a la partie linéaire du probléme en suivant la construction de Yajima [228]
et en montrant que la construction permet bien de traiter le processus stochastique, ce qui
a permis par la suite de traiter le probleme en prouvant essentiellement que le semi-groupe
ainsi obtenu vérifie bien les inégalités dispersives.

Dans le probleme (2.1), la différence avec 1’équation étudiée par de Bouard & Fukuizumi
est que I’on n’est plus en mesure de faire le changement de jauge qui permet d’appliquer ’ap-
proche de Yajima. On suit néanmoins une stratégie similaire & de Bouard & Fukuizumi [79]
mais en utilisant la construction de Fujiwara [108] qui est plus directe. Pour cela, on considere
ici uniquement les réalisations de processus stochastiques qui possedent la propriété d’étre
~-Hoélder, v €]0, 1]. Cette propriété se révéle essentielle dans nos preuves puisqu’elle permet
une approche "déterministe” du probleme. De plus, elle donne la possibilité de considérer des
processus stochastiques comme le mouvement brownien ou encore le mouvement brownien
fractionnaire. Il est important de noter que l'on introduit, au début de la section 2.3, la
définition que l'on choisit d’une solution de ’équation aux dérivées partielles stochastique
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(EDPS) du probleme (2.1). Cette définition est proche de celle de Sussmann [212] qui est tres
répandue dans le cadre des EDPS avec bruit unidimensionnel. Concernant la construction
de Fujiwara, elle se déroule en plusieurs étapes. La premiére étape consiste a étudier et a
dégager quelques propriétés des solutions des équations d’Hamilton, aussi appelées orbites
classiques, associées au probleme (2.1). Cette étape se déroule dans la sous-section 2.3.1.
Puis, dans la sous-section 2.3.2, on construit I’action classique a partir des orbites classiques.
L’action classique est une fonction qui a la caractéristique d’étre solution de ’équation ei-
konale associée au probleme (2.1) et elle permet donc de définir en partie la formulation de
la solution du probléme sous forme d’une intégrale oscillante. On démontre en plus quelques
propriétés de l'action par rapport au processus stochastique. Dans la sous-section 2.3.3, on
construit la solution du probléme (2.1) et on en déduit le semi-groupe associé. D’autre part,
on voit que cette solution correspond a la définition que I'on a introduite en début de sec-
tion. Enfin, on montre notre résultat d’existence et d’unicité dans la sous-section 2.3.4 via
des inégalités de Strichartz.

2.1.3 L’équation de Schrédinger non linéaire avec dispersion aléatoire

Dans la sous-section 1.2.2, nous avons montré que I'impulsion d’une onde lumineuse dans
une fibre optique est modélisée par ’équation de Schrédinger non linéaire (1.32). L’amplitude
du champ électrique, que 1’on note ici v, est solution du probleme suivant

aiw — @@ 2 +
7’82, (t,z) - 2 Ot2 (tvz) —’YW\ w(taz)a vVt € Ra VzeR )

¥(t,0) = vo(t),Vt € R,

ou B2 € R, v € R et 9y correspond a l'impulsion initiale que 'on envoie en début de
fibre, i.e. en z = 0. Afin de traiter mathématiquement ce probleme et pour simplifier sa
compréhension, il est préférable de considérer la variable z comme une variable d’évolution
temporelle et ¢ comme étant une variable d’espace. On reformule donc le probleme (2.3) sous
la forme suivante

(2.2)

0 02
za—f(t, x) = %a—;g(t,m) — Y2 Y(t, x), YVt € RT, Vo € R, (2.3)
¢(0,$) = w0<x)7vw € R7

ou B2 € R, v € R et ¥y correspond a la donnée initiale.

Par la suite, dans la sous-section 1.2.3, on a développé un second modele (1.35) pour
prendre en compte les variations dans la dispersion. On reprend la formulation du probleme
(2.3). On introduit donc un processus aléatoire (w;);cp+ € C(RT,R) et le probleme suivant

Oy . 0%

7 — 9y — _ 2 +
i (t,z) = uy 92 (t,z) — [Y|*¢(t,x), Yt € RT, Vo € R,

(0, z) = ¢o(x), Yz € R.

(2.4)

On rappelle que cette équation est le fruit d’une troncature sur la dispersion due a la fibre
optique dans I’équation (1.31). Dans la section 2.4, on introduit une équation plus générale
que celle du probléeme (2.4) pour la dispersion. Puis, dans la sous-section 2.4.1, on montre un
résultat d’existence et unicité dans le cas d’une non-linéarité Lipschitz dans L?. Enfin, dans
la sous-section 2.4.2, on rappelle les résultats d’existence et d’unicité obtenus par Debussche
& de Bouard [77] et Debussche & Tsutsumi [81] pour le probleme (2.4).
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2.2 L’équation de Schrodinger non linéaire

Dans cette section, nous nous intéressons au probleme de Cauchy pour une équation
de Schrodinger non linéaire. Ce type de probleme a été étudié de maniere approfondie par
Cazenave [60]. On montre quelques propriétés fondamentales de 1'opérateur %A ainsi que
les inégalités de Strichartz qui sont des inégalités dispersives qui permettent de prouver
Iexistence et 'unicité locale d’une solution via un théoreme de point fixe. On vise plus
particulierement a prouver, dans une premieére approche, un résultat d’existence et d’unicité
pour le probleme suivant

001, X) = —3 AG(E,%) + FUP(E %), W € RY, vx € R,
9(0,%) = o(x) € L2,

avec f € Ret o > 0.

2.2.1 Inégalités dispersives pour une équation de Schrodinger homogéne

Avant de s’intéresser au cas non linéaire, on débute par I’équation de Schrodinger li-
néaire classique afin d’établir quelques propriétés fondamentales de 1'opérateur %A, comme
la régularisation et la dispersion. Cette derniere propriété permet par la suite de s’attaquer a
I’équation de Schrodinger non linéaire, ot la non linéarité est traitée comme une perturbation
du probleme linéaire. On introduit donc le probleme d’évolution suivant

{ O (tx) = SAU(t,x), Vt € RY, Vx € O C RY, 25)

¥(0,%) = o(x) € L3 (0), ¥x € O CRY,

ot A: D(A) := H*(O)NHE(O) — L2(O) est I'opérateur Laplacien qui est auto-adjoint et O
est un ouvert régulier de R%. On remarque que A est négatif, i.e. Vo € D(A), (Az, T2 <0
ce qui nous permet d’obtenir [50, 94] que %A est le générateur d’un semi-groupe d’isométries
(Uo(t))ser+ sur L2(O). Ainsi la solution du probléeme (2.5) est donnée par

P(t,x) = Up(t)o(x), Vt € RT, ¥x € O.
On a donc le résultat suivant [60].

Proposition 2.1. Soit vy € L2. Alors 1(t) = Uy(t)1bo est l'unique solution du probléme

d’évolution
i0)(t) = —2AY(t), dans D(A), Vt € RT,

$(0) = vo,
) € C(RY, L3(0)) NG (RY, D(A)').

On a de plus la conservation de la norme L?

1/2
\wmwmwnk(éwwwa) — Wolliz(o), V¢ € ¥,

Dans le résultat précédent, on note D(A)’ le dual de I'espace D(A) et C;(RT, X) I'espace
des fonctions continues par rapport a la variable ¢ de R™ dans X.

Dans le cas ot1 'on a @ = R%, la solution du probleme peut étre écrite explicitement. En
effet, on a le résultat suivant [60].
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Proposition 2.2. Soit vy € L2. La solution 1 du probléeme d’évolution

, _ 1 d +
{ O (t %) = — 5 Aw(tx), Vx € RY, Wt € RY, 26)
w(oax) = wO(X)a
est donnée par la formule suivante
P(t,x) = 1/ o (y)d (2.7)
X = Gri)?? Joa 0(y)dy- '

Démonstration. Soit 1)y une fonction de espace de Schwartz Sx(RY). On applique la trans-
formée de Fourier partielle en espace

Fulin(0)w) = [ Do) i = o(w)

a I’équation du probléme (2.6) et on integre en temps la solution. Ceci nous donne

—illwl2s
D(t,w) = e 21 g (w).
Par la transformée inverse partielle de Fourier

F3 (@) ) = g [ (@) e = n(x).

on obtient, Vt € R*,

g1 i ()= — it
o le X) = (27Tt)d/2€ .

On en déduit donc le résultat voulu, V¢ € R et Vx € R?,

vit,x) = 75 (d(tw)) () = F5" (7P (w)) (x) = (%;)d/? /R s = o()dy.

O]

Cette formulation a permis a Strichartz [210] d’obtenir des inégalités dispersives dans les
espaces Lff’x(RJr x R%), I'espace des fonctions de puissance p € N intégrables par rapport &
la variable ¢ dans ’espace R et par rapport & la variable x dans Pespace R%. Pour p = oo,
on note alors Lffx(IRJr x R?) I’espace des fonctions essentiellement bornées par rapport a la
variable ¢ dans l'espace Rt et par rapport & la variable x dans l’espace R%. On considere
le probleme suivant, faisant intervenir une équation de Schrodinger linéaire avec second
membre,

1
{ 0 (%) = — S AG(E,X) + g(t,x), VEERT, vx € RY, 28)
w(ovx) = ¢0(X) € L>2c’
pour toute fonction g € Lg (R xR avec p = 2%. Dans [210], Strichartz démontre qu’il

existe deux constantes C7 > 0 et Cy > 0 qui dépendent uniquement de p et ¢ = 2‘%2 telles
que l'on ait les estimations suivantes

< Collgllry -

t
[Uo(t)bo(x)ll5_ < Cillvollzz et H |ttt = 91t x0ds
’ Li«
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Ces inégalités fournissent en fait une estimation sur la norme L{ , (R x R9) de la solution du
probleme (2.8). En effet, on verra, grace a la proposition 2.8, que ’on peut récrire la solution
du probleme (2.8) sous la forme intégrale

t
(1, %) = Uo(t) o (x) — z/ Us(t — 5)g(s,%)ds, ¥t € R*, Vx € R%

0
Ainsi, en appliquant la norme LgX(RJr x R?), on obtient I’estimation suivante

lélzg, <€ (Inolleg +llgllp, )

Le résultat de Strichartz, basé sur des transformées de Fourier, fut par la suite généralisé
par Ginibre et Velo [122] qui donnérent une preuve s’appuyant sur les espaces LP dans le
formalisme des semi-groupes. Le cas d’'un semi-groupe non homogene fut traité par Yajima
[227]. C’est ce cadre généralisé des semi-groupes qui nous est utile par la suite pour démontrer
des résultats d’existence et d’unicité locale pour des équations de type Gross-Pitaveskii. Un
résultat abouti des inégalités de type Strichartz pour I’équation de Schrodinger peut étre
trouvé dans [61]. Celui-ci a été ensuite repris et généralisé dans [150] dans le cas inhomogene.
On se penchera sur ce dernier résultat par la suite.

Commencons par considérer le cas homogene que l'on trouve dans [61]. Rappelons la
définition des paires admissibles.

Définition 2.1. On dit qu’une paire (p,q) est admissible si q vérifie
2<qg<25% sid#1,2,
2<qg<oosid=2,
2<g<oosid=1,

2
:d<11),
D 2 q

On peut maintenant énoncer un résultat plus général sur les inégalités de Strichartz [61].
L’intéret de ce résultat est que 'on considere des hypothéses sur un semi-groupe quelconque,
ce qui nous permettra d’appliquer le résultat a d’autres semi-groupes que (Up(t))icr+-

et si la paire (p,q) satisfait

Théoréme 2.3. (Inégalité de Strichartz) Soit T > 0 et (S(t)),cp un semi-groupe continu
de L2 dans lui-méme. On suppose que (S(t)),cg vérifie

VteR, S(t)* =S(-t),

et que les opérateurs suivants sont continus de L¥ ([0,T],L%) dans LF([0,T), L), Vt,s €
[0, 77,

A /OO S(t—r)g(r)dr,

Zy: g— /0 S(t—r)g(r)dr,
T

Zs: g— / S(r —s)g(r)dr,

Zy: g—>/0 S(s —r)g(r)dr,
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ot p' désigne l’exposant conjugué de p, i.e. 1/p+1/p' = 1. Alors, pour toute paire admissible
(p,q), nous avons l'inégalité

1S ()0 (%)l o p0,77,02) < Clivbol| 2. (2.9)

De plus, soit (m,{) une paire admissible et g € LY ([0,T],L%), on a alors

/ S(t—s)g(s,x)ds
0

Lp([O T} Lq) S CHgHLZn/([O,T],Lf(/)' (210)
t s4 hbx

Il est possible d’obtenir un résultat similaire avec moins d’hypotheses, ce qui rend le
résultat plus simple d’utilisation par la suite. On rappelle tout d’abord I'inégalité suivante
qui nous sera utile et dont on peut trouver une démonstration dans [205].

Proposition 2.4. (Inégalité d’Hardy-Littlewood-Sobolev) Soient m,¢ € N avec m, £ > 1, et
yER tel que 0 <y <1 et

— T 4y=1
m €+7

Alors, on a l'inégalité suivante

Vf € II'(R), H | = ssas

< Cllfllzy-
Lf

Remarque 2.1. L’inégalité d’Hardy-Littlewood-Sobolev reste valable lorsque 'on considere
une fonction f € L{*([0,T]), T > 0. On obtient alors

T
H |t ssas
0

On peut maintenant énoncer les nouvelles hypothéses qui nous permettront d’obtenir les
inégalités de Strichartz. On en donne ici une preuve qui est tirée des preuves des propositions
7.3.4 et 7.3.6 de [61].

< Clfllz o,
L{([0,T))

Proposition 2.5. Soit (S(t))icr un semi-groupe d’isométrie de L2 vérifiant

VteR, S(t)"=S(-t).
On suppose de plus qu’il existe une constante C > 0 telle que, Yy € L;{ (]Rd), 2 < q < o0,
Vt,s € R tels que t # s,

C

|S(t — S)wO(X)HLi < It — S|d(1/2_1/q) WOHL;{- (2.11)

Alors les inégalités de Strichartz (2.9) et (2.10) sont vérifiées pour (S(t))icr-

Démonstration. Montrons que les hypotheses du théoreme 2.3 sont effectivement vérifiées.
On montre dans un premier temps 1'inégalité suivante

< Clgll
LY([0,T,L%)

H/_Z S(t — r)g(r, x)dr

LY ([0,1),L )’
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pour T' > 0, (p, q) une paire admissible et g € LY([0,T], LL). On a, d’apres I'inégalité (2.11),

<\ st
oLy oo [t —r|H1/271/4) g

e C
< H / Tl gar

On utilise la proposition 2.4 qui nous permet d’obtenir

o C
H/ mHQ(TaX)HLng

ce qui est bien 'inégalité recherchée. Les autres inégalités sont obtenues de maniere similaire.

O]

T, X) HL?(/ dr

H/: S(t—r)g(r,x)dr

Ly ((o,71)

Ly ([0,17)

<Cligl » ,
Ly([0,1]) LY ([0,1),L% )

On en déduit le corollaire suivant qui donne des hypotheses plus directement applicables
dans notre cas.

Corollaire 2.6. Soit (S(t))ier un semi-groupe d’isométries de L2 dans lui méme qui vérifie
VteR, S(t)" =5(-t).

On suppose de plus qu’il vérifie l'inégalité suivante, Yibg € LL,
ISEU i < -y 1ol
0¥l = eSS

Alors les inégalités de Strichartz (2.9) et (2.10) sont vérifiées pour (S(t))icr.

Démonstration. L’opérateur S(t) est linéaire de Ll dans L et de L2 dans lui-méme. On
peut donc faire une interpolation de Riesz par le théoreme suivant qui nous permet d’obtenir
I'inégalité voulue.

Théoréme 2.7. (Interpolation de Riesz) Soit (S(t))ier une famille d’opérateurs qui satisfait,
Vp,q,m, L € N avec p>m et q > ¢,

vieR, [[S@vo(x)llrz < Cr(®)lvollry,

et
VieR, [[SO)vo(x)|lLy < Ca(t)|[vollre-

Alors, linégalité suivante est vérifiée
V0 € [0, 1], |S()vo(x)[l 3 < Ci(H)°Ca(t)~|[tboll

ot la paire (j,k) est telle que

En prenant p = ¢ = 2, m = oo et £ = 1 dans le théoréeme précédent, on obtient bien le
résultat annoncé. O



58 CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY POUR SCHRODINGER

Sachant que le semi-groupe (Up(t))er est donné par la formulation

1 |x—yl|?

Vapo € L2, Yt e R,  Up(t)ibo(x) = @rityi? /Rd e 2 o(y)dy,

on remarque que l’on a

Un(tpinlx)” = g [ € F vol)dy = Un(—t)in),

D’autre part, on obtient de fagon directe

sup (8] < o [ fin(v)lay.

x€R4 (Qﬂ—t)d/z

Grace au corollaire 2.6, on conclut donc que le semi-groupe (Up(t))icr engendré par opéra-
teur %A vérifie les inégalités de Strichartz. Nous allons maintenant voir comment utiliser ces
inégalités afin de prouver I’existence et 'unicité d’une solution pour I’équation de Schrédinger
non linéaire.

2.2.2 Théoréme du point fixe

Revenons a I’équation de Schrodinger (2.8) avec second membre

0 (t,x) = —1AY(t,x) + g(t,x), Vt € RT, ¥x € RY, (2.12)

¥(0,x) = o(x) € L2. .

Afin de prouver des résultats généraux pour la suite, on considére un semi-groupe d’isométries
(S(t))tejo,r) de L et de générateur A, i.e.

o S —1d

= A : L2 - DA c D,
h—0

ott Id est I'opérateur identité de L2 dans lui-méme, D(A)’ est le dual de D(A), le domaine
de lopérateur A, et D) = D;((]Rd) est ’espace des distributions. De plus, on suppose que
(S(t))iejo,r vérifie les hypotheses de la proposition 2.5.

On g’intéresse au probleme avec second membre suivant

(2.13)

op(t,x) = Ap(t,x) + g(t,x), ¥Vt € RT, Vx € R?,
¥(0,%) = ¢o(x) € L.

Nous commencons par reformuler le probleme précédent sous forme intégrale. A cette fin,
énongons le résultat suivant que 'on peut trouver dans [61].

Proposition 2.8. (Formule de Duhamel) Soit T > 0, 1o € L2 et g € L}([0,T],L2). Alors,
la solution du probléme (2.13) est donnée par

Y(t,x) = S(t)ho(x) —i—/o S(t—s)g(s,x)ds. (2.14)
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Cette formulation nous permet d’utiliser directement les inégalités de Strichartz afin
d’obtenir des estimations sur la solution du probleme (2.13). En effet, en utilisant la formule
de Duhamel, on obtient, pour toute paire admissible (p, q),

t
2z e < I1S@wG e oo + H JAEE T

Lr(0r)L2)

On en déduit I'estimation suivante, par les inégalités de Strichartz, pour une paire admissible
(m, £)

el zp oree) < Crllvollzg + Ca lgll e oy - (2.15)
Cette estimation permet entre autres de déduire les effets régularisants du semi-groupe
(S(t))ter en prenant g = 0. On obtient ainsi que (S(t));er est un opérateur de L2 dans
LP([0,T], LY), avec (p,q) une paire admissible.

On s’intéresse maintenant au cas ou le second membre dépend de la solution. On considere
le probleme semi-linéaire général découlant de (2.13)

{ op(t,x) = Ap(t,x) + F(1p(t,x)), Vt € R, ¥x € R?, (2.16)

¢(07X) = ¢0(X) € L)2<7

avec F une fonction de L2 dans lui-méme telle que F(0) = 0 et localement Lipschitz, c’est-
a~dire telle qu’il existe une constante Cr > 0 telle que

VM >0, V91,92 € Br2(0,M), [|[F(¢1) — F(Y2)lr2 < Crmlvn — ol 2.

Dans ce cadre, on voit que, en supposant que ¢ € Cy([0,T], L2), la proposition 2.8 nous
permet d’obtenir une équation intégrale sur v dont la solution, si elle existe et est unique,
est aussi la solution du probléeme (2.16). L’essentiel du probléme reste donc & montrer qu’il
existe une unique solution 1 € C;([0, 7], L2) & I’équation intégrale suivante

Wt %) = S(E)o(x) + /0 S(t— 5)F((s, %))ds. (2.17)

Pour cela, on s’aide du théoréme suivant qui permet d’obtenir ’existence et I'unicité d’un
point fixe & une application.

Théoréme 2.9. (Théoréme du point fize de Banach) Soit (H, ) un espace métrique complet
et f une application de H dans lui-méme telle qu’il existe une constante C' € [0, 1] telle que

Vo,y € H, 0(f(x), f(y)) < Co(x,y).

Alors, il existe un unique élément xo € H tel que f(xo) = x¢.

On prouve maintenant l’existence et I'unicité d’une solution a ’équation intégrale (2.17).
Le résultat suivant et sa preuve sont tirés de la proposition 4.3.3 de [61].

Proposition 2.10. Soit 1o € L2. Alors, il existe une unique solution ¢ € Cy([0,T],L2) a
Uéquation intégrale (2.17), ou T > 0 dépend de ||¢o 12 -
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Démonstration. Soit T > 0. On définit ’espace fonctionnel, VK > 0,
X ={v € C([0, 7], L3); [le(®)llrg < K, ¥t € (0,71}

que I’on munit de la norme

I llxx = sup |- lrz-
te[0,7
Sachant que (C¢([0,T], L2), || - |lx,) est un espace de Banach et que X est un fermé de cet
espace, on en déduit que (Xg, || - || x,) est un espace métrique complet. Pour tout ¢t € [0, 7],

on définit 'application

Ve X, Fi() = S(t)o(x) + /0 S(t — s)F((s,%))ds.

On obtient ainsi ’estimation

t
| Ze()lI2 < [lvoll 2 +/0 | E((s, %))l z2ds < [[voll 2 + TCri K.

D’autre part, V1,19 € Xk, on a

t

| Z(1) — Ze(P2)ll 12 < /0 | F(¥1(s,%x)) — F(¥2(s,%))|| 2ds
< TCOr k|1 — Y2l xk-

Ainsi, en prenant K = 2||¢ol[z2 et T = ﬁ, on obtient que 'application .7 est contractante

de Xk dans lui-méme. Le théoreme 2.9 nous assure donc 'existence et 'unicité d’un point
fixe 1 € C;([0,T7], L2) pour I'équation (2.16). O

On considere maintenant le cas d’une non linéarité du type
Vo eN, VBeR, F(¢)=Bl¢|*v.

Ce type de non linéarité ne rentre pas dans le cadre de la théorie précédente. On utilise les
inégalités de Strichartz afin d’estimer la non linéarité et reprendre le méme raisonnement
que pour le cas Lipschitz. Soit le probléme non linéaire suivant

Oub(t,%) = AV(t,x) + B w(t.x), Yt € R, Vx € R, )1
$(0,%) = () € L2 219
La formulation intégrale de ce probleme s’écrit donc
t
0(t.) = SO0 + [ 8= (s x0ds (219)

On a le résultat suivant qui suit la méme démonstration que dans [220].

Proposition 2.11. Soit g € L2 et 0 < %. Alors, il existe une unique solution Y €

C,([0,T), L2) N L;([0,T], L¥*2) & l'équation intégrale (2.19), ot T > 0 dépend de ||t 12 et
(r,20 4+ 2) est une paire admissible.
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Démonstration. On reprend essentiellement le méme procédé que pour la démonstration
de la proposition 2.10. Soit 7" > 0 et (7,20 + 2) une paire admissible. On définit ’espace
fonctionnel, VK > 0,

Xre = {¢ € C([0,T), L) N Ly ([0, T], L7 *2); 1l x < K},
ou

Il = s i + Wl o)

)

Enoncons le lemme suivant [220].
Lemme 2.12. L’ensemble X est une partie fermée de L7 ([0, T], L272).

Puisque L} ([0, T], L2°%2) est un espace de Banach, on remarque que 'espace X, muni
de la norme || - || Lr([o.7),L27+2)» €st un espace métrique complet. On définit application 7,

pour tout ¢ € [0,T], par

Vo€ Xk, Fi($) = S(t)o(x) + /0 S(t — 5Bl (s, x)ds

Sachant que (7,20 + 2) est une paire admissible et en utilisant les inégalités de Strichartz
(2.9) et (2.10), on obtient

W€ Xi, T oy pzm+ < Crllollzz + Colll1 6l v (o.1y.00
ot (m,¢) est une paire admissible. On a

2 20+1
9] 077/}”L;”'([0,T],L" Hw‘ J+2g+1)([OT} e'(20+1>)

On choisit donc ¢/ = ggﬁ, ce qui donne ¢ = 2042 et ainsi m = r. L’application de I'inégalité

de Holder conduit a

91255 0,

[0 T] L2(,r+2) Lr [OT L20+2)

20+2

Sio < %, ona:l-— > 1. On obtient ainsi I’estimation

1— 2042 2041
W€ Xies 1AW g szews < Ol + G I ey
< Cillvollpz + CoT' =77

K20+1

D’autre part, on a, sachant que (r, 20+2) est une paire admissible et en utilisant 'inégalité
de Strichartz (2.10),

v¢17¢2 € XK7 H'%(wl) - '%(wZ)HL;([OyT]7LiU+2) S CQH|¢1|20¢1 - ‘w2‘20w2||L?,([0,T],L£/).

Par le méme procédé que précédemment, on en déduit

”‘%(1/}1) - (1/}2)||Lr([0 T} L20‘+2) S
CQTI_ 2ot

<||1/’1| Lr([o,11, L20+2 + ||¢2| L7([0,7], L2o+2 ) ||17Z11 - ¢2||L{([O,T],Li‘7+2)‘
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Nous avons alors 'estimation

2042

Hf%(¢1) - ‘%(¢2)|’LI([O,T},L,{U+2) S QCQTl_ T KzOle - '¢2HL:([O,T],L,2{°+2)' (221)

On choisit donc K = 2C1 [|[¢ho[z2 et T > 0 tels que

2042

CoT' ™77 K% < 1)2.

Ceci nous permet de montrer que .7; est une application contractante de X g dans lui-méme.
En appliquant le théoreme 2.9, on en déduit donc le résultat attendu. O

On peut maintenant conclure cette section en énongant un résultat [60, 220] pour 'exis-
tence et I'unicité d’une solution au probleme suivant

{ (1, x) = —5 A(t,%) + BREP7w(t, x), ¥t € R, Vx € R, (2.22)

¥(0,x) = o(x) € L2,
avec B € Ret o > 0.

Théoréme 2.13. Soitpg € L2 eto < %. Alors, il existe une unique solution ¢ € C([0,T], L2)N
Ly ([0,T), L2°%2) au probléeme (2.22), ot T > 0 dépend de lvollrz et ou (r,20 + 2) est une
paire admissible.

La preuve de ce résultat est directe. Elle découle de la formulation explicite du semi-
groupe (Up(t))er de générateur %A qui vérifie ainsi les hypotheses pour obtenir les inégalités
de Strichartz (corollaire 2.6). Comme dans [61], on utilise ensuite la formule de Duhamel pour
obtenir une formulation intégrale du probléme (proposition 2.8). Enfin, on obtient le résultat
d’existence et d’unicité par la proposition 2.11.

2.2.3 L’équation de Gross-Pitaevskii avec potentiel quadratique

Dans cette section, nous étudions le probléeme suivant

{ 01, x) = — 5 M0 ) + (%) + BT X), VR, R ERY 0o

1/)(07}() = QpO(X) € L>2c7

avec 8 € Ret 0 > 0. Le probleme d’existence-unicité pour ce type d’équations se résout d’une
facon similaire a celle utilisée pour une équation de Schrodinger non linéaire sans potentiel.
On commence par construire explicitement un semi-groupe associé a la partie linéaire de
I’équation en suivant I'idée de [101]. Puis, en suivant la méme approche que dans la section
précédente, on montre que le semi-groupe vérifie bien les hypotheses du corollaire 2.6 et
donc les inégalités de Strichartz. Ceci nous permet ainsi d’obtenir I'existence et 1'unicité
d’une solution grace a la proposition 2.11. De plus, on montre dans cette section un résultat
d’existence et d’unicité dans un espace fonctionnel plus régulier que L.
Considérons le probleme linéaire associé a (2.23)

1 1
{ 00 (1, %) = —5 A(t, x) + ilx\%(t,x), vt eRY, vx € RY, (2.24)

¢(07X) = ¢O(X) € L)Zc'

Rappellons la définition des polynéomes d’Hermite.
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Définition 2.2. (Polynémes d’Hermite) Les polynomes d’Hermite Hy,, Vp € N, sont définis
par

Ve e R, Hy(x)= (—1)pe$2£e_x2
’ P dxP ’
Ces polynoémes possedent entre autres les propriétés élémentaires suivantes.
Proposition 2.14. Soit p € N. Le polynome d’Hermite H, vérifie les propriétés
VreR, H)(x)=2xHy(zr)— Hypi(x),
VereR, H, . (z)=2(p+1)Hy(z).

On a maintenant le résultat suivant [71] qui permet de construire un systéme orthonormal
total de L2 & partir des polynomes d’Hermite.

Proposition 2.15. On définit, pour tout p € N, la fonction d’Hermite f, par

1 2
Ve e R, fp(r)=——==Hp(x)e 2.

2r/7p!

On introduit, pour x = (x1,T3,...,xq) € R? et p = (p1,...,pa) € N?, la fonction d’Hermite
de dimension supérieure

d
Fp(x) = [T o, (25).
j=1

Alors, la famille (Fp)pena est un systeme orthonormal total de L2, i.e.
wetk v= Y ([ veomax) fx,
pENd R
On peut aisément vérifier, grace a la proposition 2.14, que l'on a le résultat suivant.

Proposition 2.16. Pour tout p € N, on a
Ve eR, fy(z)+(2p+1—2a%)fp(z) =0,

d
Vx €RY, AF,(x)+ [2) pj+d—|x]* | Fp(x) =0,
j=1

Le résultat qui suit fut obtenu initialement par Mehler [172] dans le cas de la dimension
d = 1. 11 a été ensuite généralisé au cas de la dimension supérieure par Kibble [151].

Proposition 2.17. (Formule de Mehler) Pour tout p € N? et pour tout u € C tel que
lul <1, on a

Vx,y € Rda Z u‘pth(X)Fp(Y) =

1 (1+u2)(!><!2+!y!2)—4ux-y>
peNd

(r(1—u2))?2 P <‘ 2(1 - u?)

\ d
ot [pl1 = Zj:ﬂ?j-
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Nous pouvons maintenant expliciter la solution du probleme (2.23) dans le cas ou la don-
née initiale est réguliere et a support compact. Le résultat suivant fut obtenu par Mehler dans
le cas d’une équation de la chaleur [172], puis a été adapté pour I’équation de Schrodinger
[101, 136].

Proposition 2.18. Soit 1y € Sx. Le probléme (2.24) admet comme solution

Cos(t) (112 4 (2
1 ——\7) — .
Veeo,nl, Ve € R, (%) = ——— / exp ( 2 (X7 +Iy[) —x y) do(y)dy
Rd

(27i sin(t))d/2 sin(t)
(2.25)

Démonstration. On écrit 1y dans la base formée par les fonctions d’Hermite
Vx € Rd, 1/1() </ 1/10 > Fp(x).
pENd

En utilisant la proposition 2.16, on remarque que

weR w(ex) = X e ([ Ry R 20)

peNd

est solution du probleme (2.24). On introduit maintenant la fonction v,., Vr €]0, 1],

Ve 0. n(tx) = Y e MPhEAR" '( Yo(y)F <>dy) p(x),  (2.27)

peNd

que 'on peut encore écrire comme

Dr(t,x) = e~ 5" [ o) 3 [P Fo(y) Fo(x) | dy.

pENd

On remarque que 'on a, & la limite et uniformément sur les compacts de [0, 77| par rapport
A t et sur les compacts de R? par rapport a x,

Py (t,x) 3 P(t,x). (2.28)

En appliquant la formule de Mehler (proposition 2.17), on obtient

itd

e (14 ur, ) (%2 + [y ]?) — dulr.0)x -y
vrlbX) = i 02) i [ o) (‘ 21— ulr,1)2) > %,

ot 'on a posé u(r,t) = e~®*=". Il suffit maintenant de remarquer que l'on a & la limite,
uniformément sur les compacts de R% x R? par rapport & x et y,

COS

A+ )?) (P +1y[?) — du(r t)x -y D (xP+lyP) —x-y

Yt G]O, 7T[, 2(1 — U(T’,t)2> —0 i Sln(t) 5

et
e 2 1

(r(L— u(r,£)2)% 10 (2risin(t))4/2

Ainsi, grace a la limite (2.28), on conclut la preuve en obtenant la formule (2.25). O

vt €]0, [,
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Nous allons maintenant voir que la famille d’opérateurs (Ui (t))¢eo,»| définie par

COS x|2
vt €10, al, Yoo € S, U(t)gho = 1())61/2/@6”’( T (o) - )%(y)dy

(2misin(¢ sin(t)
est bien un semi-groupe d’isométries de L2. La conservation de la norme L2 et la continuité
du semi-groupe (U1(t));ejo,«[ €n t = 0 découle directement de la formulation (2.26).

Proposition 2.19. Soit 1y € L2. Alors, nous avons

vt e [0,7], [Ui(t)vo(x)|lrz2 = [[%ollr2,

vt € (0,7, U1 ()0 (x) —vo(x)]rg — 0. (2.29)

Démonstration. Soit 1y € Sx. La formulation (2.26) nous permet d’avoir, en utilisant le fait
que la famille (Fp),ene est un systeme orthonormal total de L2 et en utilisant la fonction
Y, introduite dans la formule (2.27), Vt € [0,T], Vr > 0,

2
[nt 02 = 3 '( Yo(y) Foly >dy) — ol

peNd

D’autre part, on sait que l'on a
‘|1/}7”(t7x)||L,2( Hll(t)T/JO(X)HL,%,
r—0

ce qui nous permet d’obtenir la conservation de la norme L2 pour le semi-groupe (Uy () ee)o,m[>
i.e. la premiére équation de (2.29). On a de méme pour la continuité, vt € [0, 7[, Vr > 0,

2
i) = by = | 3 (e P =tot 2) ([ () Pty ) £
peNd L2
_ it(lpl+d/2) _ 1} ( Yo(y)F <>dy>2.
p%\l:d’

Sachant que l'on a, d'une part,

‘e—vzt<\p|1+d/2> _ 1‘ 0,
t—0

et que, d’autre part,
[ (t,%) = o)Lz ~—> 1U1(#)3ho(x) — Yo (x)[| 2

on en conclut la limite de (2.29) qui nous permet de déduire la continuité de la famille
d’opérateurs (U1(t));cj0,- €n t = 0. O

Le résultat précédent nous permet d’étendre le domaine de définition de 'opérateur
Ui(t) & L2, pour tout ¢ €]0,7[. D’autre part, on peut aussi étendre la famille d’opérateurs
(U1(t))iejo,x] 2 t = 0 en posant U;(0) = Id. On en déduit donc que

WU (t,x) = Ur(t)vo(x) € L([0,x[, LY).

Il reste a montrer que Uj(t) vérifie la propriété de groupe. Pour cela, il suffit de remarquer
qu'une solution du probleme (2.24) dans L{°([0, [, L2) est unique.
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Proposition 2.20. Soit 1y € L2. Alors, une solution 1 € L ([0, [, L2) au probléme (2.24)
conserve la norme L2 et est unique dans L.

Démonstration. On régularise ’équation du probléme (2.24) en appliquant une convolution
avec la fonction p. définie par

Vx eRY pe(x)=c"% (?) :

olt p € C°(R?), avec p > 0 et [ p(x)dx = 1. On obtient donc Iéquation suivante

i t i t
veltx) = pes )+ 5 [ Aunlsxids— 5 [ [ = ylyPulsy)dyds,
0 0 JR4
ou l'on note 9. (t,x) = pe * ¥ (t,x). On en déduit
t
et %)z = llo- * ollzz + /0 Re(ie(s, x), iApe(5, %)) 12 ds
¢
- [ Relwn(xi [ pelx = y)iyPulsy)ayigds
Sachant que 'opérateur A est symétrique, on obtient
t
/ Re(ve(s,x), 1A (s,%)) r2ds = 0.
0

De plus, on a

/Rd p=(x — y)|y[P(t, y)dy = [x[*¢(s,x) — 2x - /Rd p=(¥)yi(s,x — y)dy
+ / pe(¥)y (s, x — y)dy.
]Rd

On remarque que, Vj € {1, 2},
2|2 g 0
pe(y)ly|”dy — 0.
Rd e—0

On en déduit donc

/ pe(Y)y (s, x — Y)dY‘ < ey lllzz (s, x = y)llzz — 0,
R4 e—0

‘/ Py 1?0 (s, % — y)dy’ < o=y Pllzz (s, x = y)llz — 0.
R4 e—0

On obtient ainsi

t
-6 301z = e ollg = [ Relwelsx)i [ pelyPotsx = y)dy)yds

0
t
+2/0 Rews(s,X)aiX-/Rd p=(¥)y¥ (s, x — y)dy) 2ds.
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Finalement, en passant a la limite, on a

1@, %) ||z = [[¢ollzz-

Ainsi, en supposant que l'on a deux solutions 11,9 au probleme (2.24) et sachant que le
probleme est linéaire, on obtient

[¥1(2, %) = ¥a(t, %) 2 = 0,
ce qui termine la preuve. O

On reprend ici argument de [228]. On pose, V¢, r € [0, 7| tels que t € [r, 7],

Y1(t,x) = Ur(t —r)Ur(r)go(x) et ot x) = Ur(t)ho(x).

Ce sont deux solutions du probléme (2.24) qui appartiennent & L ([r,7[, L2) De plus, on a
P1(r,x) = Pa(r,x) = Ui(r)yo(x). Ainsi, par unicité de la solution au probleme (2.23), on
obtient

Ui(t —r)Ui(r) = Ui(t), (2.30)

ce qui permet de conclure que (Ui (t))sc[o,+[ est un semi-groupe fortement continu d’isométries
de L2.

Remarque 2.2. On remarque qu'il est possible d’étendre (U1 (t))ejo,x[ & (U1(t))¢cr+ en posant
Vt e RT, Up(t) = Ui(t — r0)Us(rn — rp_1)...Ur(ro — r1) U1 (1),
ol (rj)1<j<n est une famille de réels positifs tels que
Vie{2,..,n}, 0<rj—rj<m.
De plus, on peut se rendre compte que
vVt e [0,x], Ui(t)* = Ui(—t).

On peut donc étendre, en suivant le méme procédé que précédemment, le semi-groupe
(Un)tepo,n] & (Ur(t))ter-

On veut obtenir maintenant les inégalités de Strichartz. Remarquons que

t

Vn >0, Vt € [0, — ), Sin ()

<C.

On en déduit I'inégalité
1 C
Vipo € Ly, V>0, Vte [0,m—n], [|Ui(t)vo(x)||re < WT/Q||¢O||L’1"
et ainsi les inégalités de Strichartz via le corollaire 2.6. On peut donc énoncer un premier

résultat d’existence et d’unicité pour le probleme (2.23).

Théoréme 2.21. Soity € L2 eto < 2. Alors, il existe une unique solution v € C;([0,T], L2)N
L7 ([0,T], Ly *2) au probléme (2.23), ot T > 0 dépend de |yol| 12 et ot (r,20 + 2) est une
paire admissible.
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On considére maintenant une condition initiale plus réguliere. On introduit les espaces
fonctionnels suivants

VneN, Spi=S¢ell; Y [xMOPY] L = llvllsy < oo

|t |+]az|<n

On note ¥y := XL et on remarque que ce sont des espaces de Hilbert denses dans L2.
Enoncons le lemme suivant qui nous est utile pour comprendre la commutation entre x;
et Ui(t) et O, et Ur(t), Vj € {1,...,d} et Vt € [0, 7[.

Lemme 2.22. On a, ¥t € [0,7[, Vj € {1,...,d}, ¥x € R?,
x;U1(t) = cos(t)Ur(t)x; — isin(t)Us(t)0x;,
Ox; U1 (t) = cos(t)Uy(t)0x; — isin(t)Uy(t)x;.
Démonstration. On pose

cos(t)
vt €]0, 7, Vx,y € RY, S(t,x,y) = —=2

(IxP*+yP*) —x-y
sin(t)

On remarque alors que, Vj € {1,...,d},
sin(t)0x; S(t,x,y) = cos(t)x; —y; et sin(t)dy,S(t,x,y) = cos(t)y; — x;. (2.31)
On en déduit, par la seconde égalité de (2.31) et par intégration par partie,
x;U1(t) = cos(t)Ur(t)x; — isin(t)Uy(t)0x,-
De plus, par la premiere égalité de (2.31) et par intégration par partie, on obtient
sin(t)0x; U1 (t) = i cos(t)x;Us (t) — iUy (t)x;.
En utilisant ’équation précédente, on en déduit
sin(t)0x, U1 (t) = i(cos(t)? — 1)U1(t)x; + sin(t) cos(t)Uy ()0,
On obtient finalement
Ox; U1 (t) = cos(t)Uy (t)0x; — isin(t)Uy(t)x;.
O

Le lemme précédent permet d’obtenir des inégalités de type Strichartz dans ’espace Y.
On reprend ici une idée de [76].

Proposition 2.23. Soit T € RT, tel que 0 < T < m, et (p,q) une paire admissible. On
considére l’espace fonctionnel

Yp7q = {waleb,axﬂl) S Lf([O,T],Li), v-] € {1’ 7d}}’

muni de sa norme
d

- llyra =1 lzrqoz,Le) + Z 1% - 220,17,y + 110, + e (j0,17,29)-
j=1
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Nous avons les estimations

Vo € B, [U1(®)o(X)[ly < Cll¢holls,, (2.32)

/ Ui(t — r)g(r,x)dr
0

Ici, (m,{) est une paire admissible.

Vg e Y™t ‘

< Cligllymrer- (2.33)
Y P:q

Démonstration. On a, en utilisant le lemme 2.22, Vj € {1, ..., d},

Vipo € X, ||XjU1(t)¢0(x)||Lp([0,T},L;{) S||U1(t)xj¢0(x)HLP([O,T},L?()

+ [|U1(£)0x; o (%) Lo (jo,77,2.9)
Voo € Ex,  ||0x; Ur(8)vo(x) || 1o (po,17,02) <INUL(#)%%0(X) | Lo (0,77,

+ |U1(#) O, 00 (%) o (0,77, £.2)

On déduit donc l'estimation (2.32) en appliquant I'inégalité de Strichartz (2.9). D’autre part,
on a, en utilisant le lemme 2.22,

/ x;Ui(t —s)g(s,x)ds = / Ui(t — s) cos(t — s)x;9(s,x)ds
0 0

t
—i/ x;U1(t — s)sin(t — 5)0x,; 0x, 9(s,X)ds,
0

et
t t
/ Ox; Ur(t — s)g(s,x)ds = / Ui(t — s) cos(t — s)0x,9(s,x)ds
0 0
t
—i/ x;U1(t — s)sin(t — 5)0x,;X;9(s,x)ds.
0
On obtient donc (2.33) en appliquant I'inégalité de Strichartz (2.10). O

Soit le résultat suivant d’existence et d’unicité pour 1y € Xx qui est tiré de [59, 61, 76].

Théoréme 2.24. Soit g € Yk et 0 < %. Alors, le probléeme (2.23) admet une unique
solution v telle que

Vi€ {l,od}, W, X0, Ot € C(0,T), L3) N LY (0, T), L),
ou T > 0 dépend de ||Yol|s, et (1,20 + 2) est une paire admissible.
Démonstration. Soit T' > 0 et (r, 20 +2) une paire admissible. On définit I’espace fonctionnel
X = {4, x;9,0¢,% € C([0,T], L2) N L ([0,T], L¥*?), Vj € {1,...,d}}
muni de la norme

voeX, Iolx= sup 000l + 1l om0

t€[0,T

d
32 o gt lig + sup 95006 og
telo,

j= t€[0,T]

d
+> 1% | 1 o7y, 22042y + 1959 7 (0,79, 120+2)-
j=1

On a le lemme suivant dont la démonstration découle directement de [220).
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Lemme 2.25. Soit K > 0. Alors, la boule fermée Bx (0, K) est une partie fermée de l’espace
Y = {4, x0,0x,0 € L([0,T], L7"?), Vj € {1,....d}}

muni de sa norme

d

Vo ey, [[Yly = ||7/’”L;([0,T],Li“+2) + z; ||Xj1/}”L;([o,T],Lif’+2) + ”8Xj¢HL;([0,T],L§“+2)'
j:

Démonstration. On remarque que ’espace Y est un espace de Banach. Soit (1, )nen une
suite de Bx (0, K) et ¢ € Y tels que ||, — ||y — 0. Sachant que, Vn € N, ||, ||x < K et
n o0

que L°([0,T7],Xx) est un espace vectoriel normé, il existe une sous-suite (ny)ren telle que

Y, k—> ¢ dans la topologie faible-x de L([0,T7, Xx).
— 00

On obtient ainsi les convergences suivantes dans D’'([0,T] x R%), ¥j € {1,...,d},

wnk — wa
k—00
8;vj¢nk — 838]'1/}7
k—oo
—
Vne 2

axj d}nk kjo 81‘j @Z}

Par unicité de la limite, on identifie donc ¢ = 1; dans ’espace X . De plus, on a les estimations
suivantes

191l e (jo,17,82) < klggo inf (|9, | Loe (j0,17,55) < K
[¥]ly < lim inf[[¢n]ly < K,
n—0o0
ce qui permet de conclure que ¥ € Bx(0, K). O

Revenons a la preuve du Théoréme (2.24). D’apres le lemme précédent, on obtient donc
que Bx (0, K), muni de la norme || - ||y, est un espace métrique complet. On définit 'appli-
cation .7, pour tout ¢ € [0, T], par

t

Vb € Bx(0.K),  Fi(4) = U(tWbo(x) + /0 Uy (t — 8)b[2 (s, x)ds.

Sachant que (7,20 4 2) est une paire admissible et en utilisant les inégalités de la proposition
2.23, on obtient

d
VY € Bx(0,K), [[Z(¥)lly < Cilldolls, + CZZ ||8zjW‘Qawnqn/([o,ﬂ,wg)

J=1

d
+C2 D i1 P70 ot 0.1y,

J=1



2.2. L’EQUATION DE SCHRODINGER NON LINEAIRE 71

ou (m,¢) est une paire admissible. On a d’autre part, Vj € {1, ...,d},

Haxj|¢|2G¢HL?¢’([07T]7L§(’) = (20 + 1)”|¢|208%'1/}HL;”'([O,T},Lf(’)‘

On choisit ¢/ = ggﬁ, ce qui donne ¢ = 20 + 2 et ainsi m = r. Par I'inégalité de Holder, on a

2 2
H‘w‘ Uazjw”Lg’([oyT]ngé) < ”w”L?@”H)([O,T],Li"“ ” xﬂ/JH QUH)(OT} L2a+2)

On applique une seconde inégalité de Holder pour obtenir

2042

HMQU@%‘T’Z)HLI'([&TLLZ) <7 ||1/’| r([0,T),L2°%2) ”a%’vZ’HLT ([0,T),L2° %)

20+2

Nous avons 1 — >1sio< d On fait de méme avec les termes

ijW‘Qaw”L;n’([o,T],Li’),

ce qui nous permet de déduire ’estimation suivante

1— 20‘+2

Vi € Bx(0,K), | Zi(@)]ly < Chlltollsy + CoT
< Ci|[dollsy + CoT 55

115 0 112042y I Iy

2 pr20+1 (2.34)

D’autre part, sachant que (r,20 + 2) est une paire admissible et en utilisant I'inégalité de
Strichartz (2.10), nous avons

d
Vi1, 2 € Xk, He%("iﬂl) - $<¢2)HY <C Z Hazvj|¢1|20¢1 - 833]"1/}2’20-1/}2”[,;“/([071"]7[4(/)

j=1
d

+C7 Z H%’Wllzawl - xj’¢2’20¢2“L?’([07T]7L£’)-

Jj=1

Par le méme procédé que précédemment, on en déduit

d’ou Destimation

1T (1) — i) ly < 20T "5 K2 [eby — tholly. (2.35)

On choisit donc K = 2C1 |91z et T > 0 tels que

2042

K < 1)2.

CQTlf

Ceci nous permet de montrer que 7; est une application contractante de Bx (0, K) dans
lui-méme. En appliquant le théoreme 2.9, on en déduit donc le résultat annoncé dans le
théoreme (2.24). O
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2.3 L’équation de Gross-Pitaevskii stochastique

Dans les sections précédentes, on a vu que ’on pouvait construire de maniere explicite
la solution associée a des équations de Schrodinger linéaires. La forme de ces solutions nous
permet par la suite d’obtenir I'existence et 1'unicité locale du probleme non linéaire associé.
Comme on a pu s’en rendre compte, la construction de telles solutions n’est pas aisée a priori
pour une équation de Schrodinger linéaire plus générale que celle présentée dans les sections
précédentes (sections 2.2.1 et 2.2.3). Ceci est d’autant plus vrai dans le cas d’une équation
stochastique du fait de la non homogénéité temporelle de ’'Hamiltonien. Néanmoins, il existe
une extension de ce type de solution, i.e. des solutions de la forme

1 .
w(ta X) = W \/Rd a(ta X, y)elS(t7X7y)¢0<y)dY7 (236)

pour résoudre un probléme aux limites avec potentiel

{ O (t, x) = —%Aw(t,x) +V(t,x)(t,x), ¥t € R, Vx € RY, (2.37)

(0,x) = vo(x) € L2.

En effet, en supposant les fonctions a et S suffisamment régulieres et en injectant formelle-
ment la solution (2.36) dans le probleme précédent, on obtient le systéme d’équations suivant
( 1/08 2
o0:S(t,x,y) = = | =— (¢, x, —Vit,x

S(txy) =3 (Gexy)) V(e

1
+=Axa(t,x,y), pp.yeR? teRY, xeRY,
g el ) (2.38)

1 d
Oualtxy) = 5 (~8(0x,3) + § ) altx.y)
+Vya(t,x,y) - ViS(t,x,y), pp.y€R: teRT, xeRL

Remarque 2.3. Dans le cas d’'un Hamiltonien quadratique (i.e. ici un potentiel quadratique),
I’amplitude a ne dépend plus des variables spatiales. De plus, S est alors quadratique en x
ety.

Dans le cas d’'un hamiltonien quadratique, on a Axa(t,x,y) = 0. La premiere équation
du systeme (2.38) est alors une équation d’Hamilton-Jacobi. Elle fut tout d’abord étudiée par
Hamilton [128] dans le cadre de l'optique par une analogie avec la mécanique classique. Il en
déduit une solution via la méthode des caractéristiques et étend le concept a la mécanique,
ce qui engendra par la suite la mécanique hamiltonienne. Le formalisme mathématique fut
par la suite amélioré par Jacobi [140]. L’idée, que I'on peut trouver dans [70], pour résoudre
I’équation eiconale est la suivante. On résout les équations d’Hamilton

8tx(t7 X0, 60) = Mgtéx’g)(x(tﬂ X0, EO)? €(t7 X0, 50))7 te R+7
(1, %,€) . (2.39)
8t£(t7X07ED) = _T(X(t)xﬂv50)75(t7XOa£0))7 t e R )

avec les données initiales

X(Ou X0, EO) = X0 et £(O)X07 SO) = EO'
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Les solutions de ces équations sont en fait la position x et la vitesse & d’une particule, a tout
instant ¢ et d’Hamiltonien .77, sachant qu’elle a pour position initiale xy et comme vitesse
initiale £;. En supposant que 1’on a effectivement ’existence et 1'unicité de la position et de la
vitesse, on peut, sous de bonnes hypotheses afin d’éviter les caustiques, faire le changement
de variable

(&(t,%0,&0),x1) > (§o(t,%0,%1),%1)

afin d’exprimer l'unique chemin x : 7 — x(7, X0, &y(t,X0,X1)) qui va relier un point xg a
Pinstant 7 = 0 a un point x; a U'instant 7 = t. Alors, on peut montrer que ’action, définie
par

t
S(t7X07X1) :/0 3(7—7X(Tvxoaéo(tvXOaXl))v&(T7X07SO(t7X07X1)))dT’

ou .Z est le lagragien associé a I’Hamiltonien ¢, va vérifier ’équation d’Hamilton-Jacobi
6tS(t, X, Xl) + %(t, X1, 6,(15(75, Xq, Xl)) = 0. (240)

Le calcul explicite de a n’est pas aisé, de maniere générale, si I'on utilise la seconde
équation de (2.38). Fujiwara [108] propose de construire la solution comme une intégrale de
Feynman [101]. Plus précisément, pour un certain temps 7' > 0, on considére la famille de
semi-groupes (U°(®)(¢))c(0.7] donnée par

Vi e [0,T], ¥8(t) €)0,t], UD(t) = Uty —tn1)U(tn_1 — tn_2)...U(t1 — to),
olt (tj)jeqo,..,ny st une subdivision de l'intervalle [0,] telle que

th=t, to=0, et §(t)= ti—ti 4,
n 0 S (t) jel{“llf‘.)fn}‘J J 1

et (U(t))iepo,r) est le semi-groupe défini par

1

Voo € Ly, U(t)yo(x) = (2mit)i2

/ eiS(t,x,y)wD(y)dy.
Rd

L’auteur montre alors que 'on a convergence, lorsque §(t) — 0, de U(")(t) vers la solution
de (2.37) en norme L2. Dans [228], Yajima montre qu’il est possible d’obtenir I'inégalité de
Strichartz (2.9) par une construction similaire dans le cadre d’une équation de Schrédinger
avec un potentiel magnétique. En revanche, rien n’est dit pour I'inégalité (2.10). Néanmoins,
comme précisé dans la remarque 2.3, un cas relativement simple consiste a supposer que
I’action S est quadratique en x et y. On peut alors intégrer de maniere explicite a et montrer
assez directement les inégalités de Strichartz. Ceci a été largement exploité afin de montrer
I’existence et I'unicité de la solution d’équations de Schriodinger non linéaires avec potentiel
sous quadratique [61, 58| et aussi dans le cadre d’une équation de Schrédinger non linéaire
avec potentiel stochastique [79].

Dans cette section, nous reprenons les grandes lignes de la construction de Fujiwara [108],
Yajima [228] et de Bouard & Fukuizumi [79] dans le cas d’'un Hamiltonien perturbé par un
bruit (w)ier+ € CH(RT) de la forme

H(t,x,€) = %E €4 (My1x) - €4+ (Miox) - x + (Ma1x) - €y + (Magx) - Xy, (2.41)
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ou My1, M9, Moy, Mas € My(R) sont des matrices carrées de dimension d a coefficients réels.
On cherche donc a construire la solution du probleme suivant

10 (t,x) = —%Aw(t,x) —i(My1x) - Vi (t,x) + (Mi2x) - X3 (t, %)
—i(Max) - Vb(t, x)tby + (Maox) - xt(t, x )i, V¥t € RY, ¥x e RY,  (242)
$(0,x) = tho(x) € L.

Ce type d’Hamiltonien se retrouve en particulier dans le cas de l’équation de Gross-
Piteavskii avec potentiel stochastique que ’on a introduit dans la section 1.1.3, page 31. La
différence ici est que le bruit considéré est une fonction holdérienne. Afin de traiter ce cas,
nous choisissons une approche spécifique aux EDPS dans le cas d’un bruit unidimensionnel.
Cette approche a été développée & l’origine par Sussmann [212] et traite I’équation de maniére
déterministe. Elle consiste a donner un sens a la solution de ’équation considérée dans le
cas d’un bruit dérivable et ensuite de montrer que la solution est continue par rapport au
bruit. Ceci permet donc, en passant d’un bruit déterministe a une réalisation de processus
stochastique, d’obtenir les mémes résultats dans le cadre d’'une EDPS.

Donnons la définition suivante d’une solution au probleme (2.42) lorsque le bruit est
continu.

Définition 2.3. Soit T > 0 et (wi)icpor) € Ce([0,T1]). On dit que vy, est solution du probléme
(2.42) si les conditions suivantes sont vérifiées
— 1l existe une suite de bruits dérivables ((w?)tG[OvT})neN telle que l'on ait

sup [w)! — wi] —nso0 0.
t€[0,T

— Pour tout bruit (w
— Pour tout bruit (w

Jieto,r] € CH([0,T1), 1y (t, %) est solution du probléme (2.42).
)tE[O,T}, (w?)te[o,ﬂ € C}([0,T]), on a une estimation du type

Sy N

vi G]O,T], ””%;1 (t,X) - wa (t7X>HL§ <G sup |wt1 - wt2‘
te[0,7

Concretement, on montre qu’il est possible de définir un semi-groupe Uy, (t) via la construc-
tion d’une action classique associée a 'Hamiltonien .77 lorsque le bruit est holdérien. Puis,
en considérant un bruit dérivable (w;);cgr+, on prouve que la solution définie grace a ce semi-
groupe est solution de I’équation de Schrédinger stochastique du probléme (2.42). Enfin, on
montre que (Uy(t));er+ est continu par rapport au bruit, ce qui permet de définir la solution
définie a travers ce semi-groupe comme étant solution de I’équation de Schrédinger stochas-
tique du probleme (2.42) lorsque le bruit est continu. On verra qu’il est néanmoins nécessaire
de poser des hypotheses sur le bruit et sur la matrice Ms; pour effectivement définir cette
solution (voir les hypotheses 2.1).

Grace a la construction de ce semi-groupe et a cette approche de la solution d’une équa-
tion aux dérivées partielles stochastique, on peut prouver un résultat d’existence et d’unicité
locale pour le probléme suivant

0,3) = =5 A0(0) = 10 X VYp(6) + Gl + )
+BJ|*7p(t,x), vt € RT, vx € R, (2.43)
¥(0,x) = Yo(x) € Lz,
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ou B ER, 0 >0, et (w)er+ € C/(RT) est une fonction holdérienne, avec v €]0, 1[. En effet,
dans le probleme (2.42), en prenant en dimension d = 3,

0 -0, Q 12 0 0
Miu=|(9Q 0 -Qf, Mig=Mp=|0 1/2 0 et My =0,
-, @ 0 0 0 1/2

on retrouve bien le probleme linéarisé associé a (2.43) avec 2 = (£, Q,,2,). Pour la dimen-
sion d = 2, on prend

0o —Q 1/2 0
M“:(Q 0>,M12=M22=((/) 1/2> et Moy = 0.

Enfin, pour la dimension d = 1, on prend M;; = Ma; = 0 et Mg = My = 1/2. Ce probleme
rejoint le modele stochastique que 1'on a introduit dans la section 1.1.3, page 31, dans le
cadre d’'un condensat en rotation. Ce probleme, dans le cas ou 2 = 0, a été étudié par de
Bouard & Fukuizumi [78, 79]. Dans cette section, on obtient le résultat suivant d’existence
et unicité pour le probleme (2.43)

Théoréme 2.26. Soit1)y € L2 eto < %. 11 existe alors une unique solution v € Cy([0,T], L2)N
Li([0,T], L3 *2) au probléme (2.43), ot T > 0 dépend de ||¢o| 12 et (r,20 +2) est une paire
admissible.

Si, de plus, 1o € Xx, le probléme (2.43) admet une unique solution v telle que

V] S {]-7 -.,d}; 1,[}7 l‘]ﬂ), 8xj/lz) € Ct([O,T],L)z() m ‘[/;';([07z”],IJiO'—‘,-Q)7
ou T > 0 dépend de ||vo]|s, -

Cette partie s’articule de la facon suivante. Dans la section 2.3.1, on s’intéresse aux so-
lutions des équations d’Hamilton, aussi appelées orbites classiques, associées au probleme
(2.42) dans le cadre d’un bruit continu. Ces solutions nous permettent de construire l'ac-
tion classique, ce que 'on fait dans la section 2.3.2. L’action classique est une fonction qui
est solution de ’équation d’Hamilton-Jacobi (2.40) pour I’'Hamiltonien . donné par la for-
mule (2.41) dans le cadre d’un bruit dérivable. On montre de plus la continuité de ’action
classique par rapport au bruit. Ceci nous permet, dans la section 2.3.3, de construire le
semi-groupe (Uy(t));er+. On montre que ce semi-groupe permet de définir une solution au
sens de Sussmann du probléme (2.42). Finalement, on donne quelques propriétés de ce semi-
groupe, notamment les inégalités de Strichartz, qui nous permettent de montrer un résultat
d’existence et unicité pour le probléme non linéaire (2.43).

Dans ce cadre, le propagateur (Uy,(t));cg+ est inhomogene en temps. Afin de préciser
cela, commengons par définir cette notion [232].

Définition 2.4. (Propagateur inhomogéne) Soit T' > 0 et (U(t, 5)) yeo,r) une famille d’opé-
rateurs de L(L?), 'espace des opérateurs linéaires de L2 dans lui-méme. On dit que
(U(t, 8))ste0,m €t un propagateur inhomogéne fortement continu de L2 si cette famille
d’opérateurs vérifie les trois propriétés suivantes

-Vvtel[0,T], U(t,t)=1d,

- Vt,s,r€[0,T], U(t,s)U(s,r)=Ul(t,r),

- Vipo € L, Vs € [0,T], limy s [|U(¢,8)00 — ol 2 = 0.
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On appelle propagateur inhomogene isométrique de L2 un propagateur inhomogene qui
conserve la norme L2. Les inégalités de Strichartz se généralisent directement au cas des
propagateurs inhomogenes [79].

Théoréme 2.27. (Inégalité de Strichartz pour les propagateurs inhomogénes) Soit T > 0,
s € Rt et (U(t, s))te[s’HT] un propagateur inhomogéne fortement continu isométrique de
L2. On suppose que (U(t, $))tels,s+1] VETifie

Vit € [s,s+T|, Vre[st], Ut,r)U(t,s)=U(rs),

et

/ c
2<p<oo, Vt,se [O7T]7 Vipo € Li? HU(ta 8)¢0HL£ < ’t _ S’d(l/Q_l/p) HwOHLg’v

ot p' désigne lexposant conjugué de p, i.e. 1/p+ 1/p' = 1. Alors, on a, pour toute paire
(p,q) admissible et Vs € [0,T] tel que s < t,

U, s)vbo(x) | e 1s,17,29) < Cllvollzz- (2.44)

De plus, soit (m,{) une paire admissible et g € LY ([s, T], L%), nous avons alors

2.3.1 Orbites classiques et changement de variables

t
[ viengtar < Cllgll o100 (2.45)

Ly ([s,T], L)

Commencons par résoudre les équations d’Hamilton (2.39) associées a I’'Hamiltonien .77
du probleme (2.42) qui est donné par la formule (2.41) et montrons quelques propriétés sur
les solutions de ces équations. On consideére ici un bruit (w¢)cg+ dérivable. Les équations
d’Hamilton sont données par

X (t,s) = 0 (1, %, €) = &, (t, 8) + M11%y(t, 8) + MorXy(t, s)tin, Vt € [s,00[, Vs € RT,

8t€w(ta S) = _axjf(t’ X, E) = _(M12 + MTQ)iw(t’ S) - Ml*léw(t’ 5)

—(Mag + M3y)%(t, 8)tiry — M3, €, (L, 8)ty, Vt € [s,00[, Vs € RT,
(2.46)

avec pour conditions initiales
Xu(s,5) =y et &,(s,5) =m,
ou s > 0. Ce systeme peut s’écrire également sous la forme
O Xy (T, 8) = Mix,,(t, 8) + Max,,(t, )y, (2.47)

avec

Moy 0
My = .
’ ( —May — My,  —Ms, )
Appliquons maintenant la théorie de Sussmann et Doss [90, 212] afin de définir une solution

au systeme (2.47) pour un bruit continu. Rappelons tout d’abord la définition de solution
que considerent Sussmann et Doss.
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Définition 2.5. Soit T > 0. Alors x,, est une solution de l’équation différentielle stochas-
tique (2.47) s’il existe un voisinage Q de (wy);er+ dans Uespace Ci([0,T]) et une application
J 1 Q= x,, tels que

~ pour tout w € QNCL([0,T)), x5 est une solution ordinaire de I’équation différentielle

(2.47). °
- on a J(w) = Xy-

Cette définition permet en fait d’étendre ’application d’It6 aux bruits continus et ainsi de
définir une solution unique pour chaque bruit continu. On note que cette approche n’est plus
valable dans le cas d’'un bruit multi-dimensionnel. On peut maintenant énoncer le théoreme
suivant issu de l’article de Sussmann [212].

Théoréme 2.28. Soit T > 0, s > 0 et (wi)iep+ € C(RT). 11 existe alors une unique solution
Xy aU systeme (2.47) telle que

Xu(t:5) € Ci([s, s + T], R?).
De plus, on a la continuité des applications
‘)5/1 Dwg € Ct([S,S + T]) - Xw € Ct([575 + T]7R2d)7

et
S (y,m) € R24 Xw € Ci([s, s +T},R2d).

On note par la suite X, (t, s,y,n) et €,(t,s,y,n) les solutions du systeme (2.46) dans le
cas d'un bruit continu (w¢)¢e(s,s47) avec les conditions initiales y et n et

):(w(tv 87 Y7 ,r,) >

Xu(t,s,y,m) = ( €,(t s, y,m)

Grace a la continuité de la solution par rapport au temps et au bruit, on voit que ’on peut
écrire le systéme (2.47) sous la forme intégrale, Vs € RT,

Vte [s,s+T], Xul(t s y,mn) =y (s sy,n)

¢ 2.48
N / eMQ(wt_wT)MIXw (7_7 Sy, T])dT ( )
s

Une formulation de la solution x,, plus pratique a manipuler est donnée par la

Proposition 2.29. Soit T > 0, s > 0 et (wi)e[s s+ € Ci([s,5 + T)). 1l existe alors une
unique application =, (t,s) € Cy([s, s + T], LR, RY)) telle que

vte 5,5+ T), Vo €L, Sy(t.s) ( Y ) — xult.53.m) (2.49)

De plus, pour tout (wi)ie(s s+1]> (Wt)iefs,s+1] € Ce([s, s+ T]), nous avons l'inégalité

sup [Ew(t, s) = Za(t, )l cmipe) < Crswap  SUp  |we — Wy + ws — Ws. (2.50)
te(s,s+T) te(s,s+T]
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Démonstration. Soit ((w})ier+ )nen une suite de fonctions dérivables qui converge uniformé-
ment vers (w;);ep+. En considérant un bruit dérivable (w}');er+, Vn € N, on peut écrire la
solution de I’équation (2.47) sous la forme

X (t,5,y,1) = Z > MI/ <z>=15wn(t,8)<z>,

k=0 1e{1,2}*

ou 'on pose

t Tk—1
Myp= My,.. My, et /dW?’I:/ dw”ll/ dw”ll../ dw:bk,fk7
S

avec w"t =t et w? = wl, Vt € [s,s + T]. Grace & la formulation (2.48) et I'inégalité de
Gronwall, on obtient

VneN,  sup [|Eun(t8)] cmape < Ful(s)eMllea gy fals)
te(s,s+T]

HMQHL(]Rd Rd) SUP¢e(s,s4+T) ‘wt —w

ou l'on pose fy,(s) = ‘I on remarque que ’on a

fn(s) — f(s) = M2l o ma gy SUPtels, s+ [we—ws]
n—oo

D’autre part, nous avons, Vt € [s, s + T,
un (t,8) — Ee(t, s eMa(wi—wg) _ eM2(wf—w§)
/ Mo} W) N (S (7, 8) — By (1, 8)) dr
/ (Mot =) Moot vE)) A 7, )i
S

En appliquant I'inégalité de Grénwall, on obtient donc

SUp B (8, 8) = S (b ) ety < Pp(s) (1 Tl e ey fu(s)el M et o7
te(s,s+T]
X||Ma | g ra ray fn(S),

ou

| eMewi—wy) _ Mo(wi—

k
—€ wS)HL(Rd,Rd)'

hn,k (S) = Sup
te(s,s+T]

Sachant que
hn,k (S) — O)

k>n,n—o00

on obtient que (Eyn ), oy est une suite de Cauchy de I'espace Cy([s, s + T, L(R?, R?)). On en
déduit qu’il existe un opérateur =,, tel que

— y
Xw"(t»&}’ﬂ?) njo ‘:'w(tv S) ( n ) = Xw(tvs7Y777)7

ce qui permet de conclure la formule (2.49). Reste donc a voir la continuité de 1'opérateur
= par rapport au bruit, i.e. I'inégalité (2.50). En utilisant la formulation intégrale (2.48) et
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en appliquant I'inégalité de Gronwall, on obtient que, pour tout (wi)sc(s s+175 (Wt)iels,s+1] €
Ce([s,s +T1),

sup  [|Ew(t, ) — Ealt, 8)ll gmepey < sup  |wp — Wy + ws — Ws|hw,i(8)
te(s,s+T] te(s,s+T]

X (1 + T||M1‘|£(Rd’Rd)fw(S)€HM1HC(Rdde>f1D(S))
XHMIHK(Rd,Rd)fw(S)?

ou l'on pose

>_ || M3

~ ~ _1
o wy — Wy + wg — Ws|?
M. — s |
hws(s) =  sup elIM2ll 2 (zd ra) e = s E )
J=1

||]£(]R¢,]R’1

. )
te(s,s+T] .7!

et
fw(S) — e||M2”£(Rd,Rd) SUP;c(s,s4+7] |WE—Ws

O]

Hypothése 2.1. On suppose a partir d’ici que, sauf mention contraire, (w:);cp+ est un
bruit héldérien, i.e. wy € CJ(RT), avec v €]0,1]. De plus, on suppose que l'une des deux
hypotheses suivantes est satisfaite

vy 6]1/2, 1] ou Moy =0.

Remarque 2.4. Si Ms; = 0, nous avons alors

2
- 0 0\*
M= ( My Mg 0 ) T

Notre but maintenant est d’obtenir les changements de variables

(y;m) & Xu(t s, y,m),y) et (y,m) < (Xu(t, s, y,n),n),

trés utiles par la suite. A cette fin, montrons que les applications

@l,t,s,w : (YaTI) — ()_(’w(t)‘say)n)ay))

et
@2,t,s,w : (y,ﬂ) — (iw(ta 8,}’777)777)7

sont des difféomorphismes de R% dans lui-méme.
Le résultat suivant donne un développement par rapport au temps de la solution x,, (¢, s,y,n).

Proposition 2.30. Soit T > 0 et s > 0. Alors on a le développement suivant
Vi€ [s,s+T)|, Zu(t,s)=1Id+ Mi(t—s)+ Ma(wy —ws) + (t — 8)?Ry(t, ),
ot 0 > 1, avec p — 1 < 7y, et Ry, est un opérateur tel que

HRU) (tv S) HE(Rd,Rd) ;: 0.
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Démonstration. Par la formulation intégrale (2.48), nous avons

Vt € [878 —i—T]’ (t S) _ eMQ(wt ws) +/ Mo (wi— wT)M Mz(waws)dT

(2.51)
/ Mz (we—wr Ml/ Mz (wr—w) = w(t, s)dudr.

En utilisant le développement

J
eM2(we=ws) — 1d 4 My (w; — wy +Z—, ws) : (2.52)
J:
7j=2

et si v €]1/2,1] et en sachant que (w;);cr+ est y-Holder, on a, d’une part,

J!

. . J
i My (o = wa)? < (t—5)» 1Mzl g pay
. <

)

Jj=2 E(Rd,Rd) Jj=2

et, d’autre part, si Moy =0

Ainsi, dans le développement (2.52), la somme du membre de droite est telle que

(e’e} ] :
M — J
Z Q(wt. W) 0.
j' t—s

Jj=2 L(Rd,R4)

Concernant le second terme du membre de droite de (2.51), on a
t
/ eMz(wi—wr) pp o Ma(wr—ws) gr — g (t— 5)
S

/ZMJ ) M, ZM2 k! ws>de7

(2.53)

ou 'on remarque que

wT M2( w5>k
/ M1 Z TdT <
L(Rd R4) i
I 2HJ L CJ+ (t — )’Y(j+k—2)
142 LRER)
(t =) M| £rarey j;l Tk

Ainsi, dans le développement (2.53), le second terme du membre de droite vérifie

J k
/ Z M ' wr) M, Z MQ( . — w;) dr = O (t— S)1+27.
J-

L(R4 Rd)
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Finalement, pour le dernier terme du développement (2.51), on a l'inégalité suivante qui est
vérifiée

t T
/ eMQ(“’t_“’T)Ml/ eM“’(wT_“’L)Ew(L, s)dudT <
s s L(R4R%)

t—s)? 2| M- Cult—s| -
R P Ll S N pry
te(s,s+T]

ce qui permet d’obtenir que

t T
/ eMz(wt—wT)Ml/ eMlwr—wlz ( $Vdudr = 0 (t—s).

t—s

L(R4,RY)
En utilisant le développement (2.51), puis les développements (2.52) et (2.53), on obtient le
résultat voulu. O

De la Proposition 2.30, nous avons le

Corollaire 2.31. Soit T > 0 et s > 0. Alors, nous avons les développements suivants,
Vt € [s,s +T1,
Xuw(t,s,y,m) =y + (t —s)n+ (M (t — s) + Mar(we — ws)) y
+(t — 5)2r1(t, s)y + (t — s5)%ra(t, s)m,
Eu(ts,y,m) =n — (M2 + Mijy)(t — s) + (Mag + M3y) (wi — ws)) y — Marm(w — ws)
—(t = s)Myym + (t — 5)%r3(t, )y + (£ — 5)°ra(t, s)m,

ot 11, 19,73,174 € LR, R?Y) sont uniformément bornés par rapport a t € [s,s + T).

On a un premier résultat sur la dépendance de X par rapport a y et la dépendance de &
par rapport a 1. La démonstration est une conséquence immédiate de la proposition 2.29 et
du corollaire 2.31.

Lemme 2.32. Soit T >0 et s > 0. On a, pour tout t € [s,s + T, Vj, k € {1,...,d},
8¥k
%;
oy,

(t,8) = Ruwj(t,s,€x,0) =15+ (t — 5)7 Ay j 1 (¢, 5),

(t’ 8) = Ew,j(t’ 5,0, ek) = 1j,]€ + (t - S)’YBw,j,k(tv S)a

ot Ay, By € L(R?, RY) sont bornés uniformément par rapport at € [s,s+T]. On a, de plus,
pour tout (wt)te[s,erT]v (wt)tG[S,SJrT] € CW([S, s+ T])7

SUP¢els,s+T) (t - S)'YHAw(tv 3) - Aﬁ)(ta S)HL(]Rd,]Rd) < CT,S,w,zIJ SUP¢els,s+T) ‘wt — Wy + ws — ’II)S‘,
SUPte(s,54T] (t — )| Bw(t,s) — Ba(t, S)HE(Rd,Rd) < Ors,w,i SUDi¢[s,5+T) [wp — Wy + ws — Wl
Nous voulons maintenant obtenir un résultat similaire entre les variables X et 1. Pour

cela, nous devons introduire ¢ := (¢ — s)n. Le corollaire 2.31 conduit directement au résultat
suivant.
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Lemme 2.33. Soit T >0 et s > 0. On a, pour tout t € [s,s + T, Vj, k € {1,...,d},
¢y,

ot o—1>0 et Cyp € LIRY,RY) est uniformément borné par rapport at € [s,s+T). De plus,
pour tout (Wi)ees,s+1) (Wt)iefs,s+1 € CV([5, 5+ T1]), nous avons l'inégalité

_ 1 _
(t,s) = Xuw,; <t’3’0’ t—sek> = Lik+ (t— )2 ' Cujn(t,s),

sup (t—s)27Y|Cy(t,s) — Calt, S emarey < Crswaw  sup  |we — W + ws — Ws|.
te(s,s+T] te(s,s+T]

Finalement, on obtient le résultat suivant en ce qui concerne les changements de variables.

Proposition 2.34. II existe un temps T > 0 tel que les familles d’applications C*(R??, R?4)

@1,t,s,w : (y7 C) — (iw (t7 Sy, 77)7 y)?
et
@2,t,s,w : (y7 C) — ()_(U) (t7 Sy, 77)7 C)a
soient des difféomorphismes, ¥t € [s,s + T].
Démonstration. Commengons par remarquer que les applications sont injectives par unicité
des orbites par rapport a leurs données initiales. Pour € > 0, choisissons 1" > 0 tel que

d
Vt € [s,s+ T, (t —8)7| A jk(t,8)| + (t — 8)7| By jk(t,8)| + (t — 8)HCyp ik (L, 5)| < €.
jk=1
On se concentre maintenant sur le cas de 'application O1 4 5., la procédure étant similaire
pour Oz s 4.
Le jacobien de 'application O1 ., a pour expression

L+ (t—8)YAu(t,s) 1+ (t—s)71Cu(¢,s) >
1 0
= (—1)%det (1+(t— )2 Cy(t,5)) .

Vt € [s,s+T], det(dy¢O1;)=det (

On a, par le théoréme de Gerschgorin [121], que les valeurs propres de Cy(t,s) := 1+ (t —
5)¢71Cy(t, s) sont contenues dans les disques

Vi€ {Lndl, Dj={zeCL+(t—5)0  Cuyjlt,s) — 2| < 3 |(t = 5) Cuj(ts s)]
k#j

Nous obtenons ainsi
1+ (t—5) " Cujjt, 8)] — |2 < e.

Sachant que |(t — s)¢71Cy (¢, s)| < €, on en déduit que, pour toute valeur propre »; de
Cu(t,s),
1—2¢ S ’%j|.

Pour ¢ < %, nous avons par conséquent
|det (1+ (t —5)2'Cul(t,s))| = ‘det <éw(t, s))‘ > (1-20)4>0.

Ainsi, Papplication du théoreme d’inversion globale [156] permet de montrer que ©1 ¢ 5.4, €st
un difféomorphisme de R?¢ dans lui-méme. O
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Grace au difféomorphisme ©1 s ., il est possible de redéfinir les variable ¢ et i de la
maniere suivante

Vt € [s,s+T], Vx,y € Rd, ¢ = Z’w(t,s,x,y),

1
Vi €ls, s+ T, Vx,y e R:, n=mq,(t s,x,y) = t—cw(t,s,x,y).

De plus, on remarque que la fonction 7, ainsi définie vérifie
Xw(t, 8, ¥, Ny (t, 8,X,y)) = x.
Etablissons maintenant quelques propriétés relatives a la fonction 7;.
Proposition 2.35. La fonction n est linéaire en x ety et vérifie l'inégalité, ¥Y(ay, ag) €
N¢ x N? tels que |y + ao] <1,

C
vt Els, s+ 1], vy € R (0010w, (85,3, )] < TR (T o). (2.50)
— S

De plus, nous avons le développement suivant

X—-Yy Wy —

vt €]5a5+T]a VX,yERd, ﬁw(t,S,X,Y): t—s t—

w
. > Moy — My +r5(t, 5,%,y),

(2.55)
ot 5 est une fonction linéaire en X et y telle que, ¥(ay,az) € N% x N? avec |y + az| < 1,

051 0515 (t, 5, %, y)| —t—s 0.

Démonstration. D’apres le corollaire (2.31) et en utilisant le fait que X, (¢, s,y, 7, (¢, s,x,y)) =
X, on obtient le développement

VtEls, s +T], x=y+ =)0t sxy)+ (Mt —s) + Ma(w —ws))y

_ 2.56
= )0t )y + (1 5)2ra(t, ), (15, %, ). (250
Ainsi, pour T > 0 assez petit, nous avons

~ B L (x— Wy — W
Hultssxy) == (¢ = 9 na(t ) (52Y = =ty — any

t—s t
— (1= (t =) tralt, 9) " (t = 9)ra(t, 9)y,

ce qui conduit & (2.54). En ce qui concerne (2.55), on reprend 1’équation (2.56) et on utilise
(2.54). O

Du lemme 2.33 et de la proposition 2.34, nous obtenons le lemme suivant.

Proposition 2.36. Pour tout t € [s,s+ T, Vj, k € {1,...,d}, on a

o,

87}(];@7 8) = (t - S)ﬁw,j(t7 8, €k, O) - 1j,k + (t - S)Qile,j,k@? 3)7
@(t s) = (t — 8y i(t,s,0,ep) = —Lip+ (t — 8)° 1 Fy i k(L 5) (2.57)
8yk; ) w,j\vr 29 Yy 7, w,], ) )

0€; - _ _
(t - 8)67)(23(75’ S) = £w,j(t7 S, 07 (t - S)le(tv S, Oa ek’)) = 1j,k’ + (t - S)Q le,j,k(ta 5)7
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oty By, Fy, Gy € LR, RY) sont bornés uniformément par rapport a t € [s,s + T]. De plus,
pour tout (Wi)ee[s s+1) (Wt)iefs,s+1) € C7([8,8 +T1]), nous avons la série d’inégalités

SUP¢e[s,s+1T] (t - S)QiluE (t7 S) (t 8) HE(R‘Z R%) < CT757TU @ SUPte[s,54+T] ‘wt we + ws — ﬁ)s‘?
SUP¢e[s,s+1T] (t — 8)2 | Fu(t, s) — Falt, S)HC RdRd) < CTys,w, SUP¢e(s,s+T) Wi — Wy + ws — Ws),
SUpges s47) (t = 8) G (t, 8) = Gt 8) || cra ey < OF w0 SUPses 7] (Wi — Wp + w5 — Ws).

Démonstration. On a
Vt E]S7S+T]7 \v/x’y E Rd? Xw(t7 87 y7 ,FI’UJ(t7 S? X?Y)) = X? (2'58)

d’ou _ _
8X(t, s,Yy, ’I’]w(t, S, X, Y))

0x =1

Cela nous donne
aiw(t75;Y7ﬁw(ta57X,y)) _ 85{“’
ox o

En utilisant le lemme 2.33, on obtient donc

(t, s,x, )aac(tsxy)—l

¢
ox

On peut inverser (14 (t — $)2Cy(t, s)) par la proposition 2.34 et en déduire, par un dévelop-
pement de l'inverse, la premiere égalité de (2.57)

¢

(14 (t =) Cult, 5)) 2 (t, 5, %,y) = 1.

e}

ot 5,3,3) = (L4 (£ = )7 Cult, ) = S(-1/ (1~ )l (1,5)
=0
+(t—s) 12 Ye=DE=Dl (¢ ).

En utilisant I’équation (2.58), on obtient

OXy OXw 5&
W(tjs,x,y) a¢ —(t,s5,x Y)T(t 5,x,y) = 0.

Ainsi, grace aux lemmes 2.32 et 2.33, on trouve
¥ o—1 8&11} _
1+(t*5) Aw(tvs)+(1+(t75) Cw(tas))Ty(t757XaY) _07

et, par conséquent,

1+ le (glél)cé(ts)

sytes 12 e VENCL(E ) Al 5),
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ce qui donne bien la seconde égalité de (2.57). Pour la derniere égalité de (2.57), on remarque
que

.
(1 — )%

- (t,s,x,y) = %(t,s,x,y)ézx(t,s,x,y)
= (1+ (t — 8)"By(t,s)) (L4 (t — 5)2 ' Ey(t))
=14 (t —5)"By(t,s) + (t — ) E,(t,s) + (t — )7 LB (t,5)Ey(t, s),

ce qui conclut sur la premiere partie de la proposition.
Les estimations par rapport au bruit découlent directement des estimations sur les opé-
rateurs Ay, By, et C, que 'on a dans les lemmes 2.32 et 2.33. O

On obtient, grace au résultat précédent, la continuité de la fonction 7 par rapport au
bruit w.

Corollaire 2.37. On a, pour tout (w)ic(s s+175 (We)tefs,s+1) € C7([5,5 + T1),

_ _ CT 5w, . .
vt E]S>3+T]7 ‘nw(ta$7XaY)_I’7'LD(t757X>y)| S —y sup |wt_wt+w5—ws|(‘x‘+’y’)'
t—s te(s,s+T1]

Démonstration. Il suffit de remarquer que I'on a, par linéarité de 7 par rapport aux variables
xety,

vt e [3> s+ T]v (t - S)’Flw(t? S, X, y) = (t - S)’Flw(t7 s, X, 0) + (t - S)ﬁw(ta S, 0) Y)
Ceci nous permet d’obtenir, grace & la proposition 2.36,
Vte[s,s+T)], (t—s)N,tsxy)=x—y+ (-2 (Ey(t,s)x+ Fu(t,s)y).

On obtient ainsi

p—1
vt 6]873+T]a |'Flw(t,3,X,Y) _ﬁ@(t787X7Y)’ < g (‘E’w(t?S)X_E@(t?S)XD
TP
i (Fu(t s)y = Fa(t, s)yl)

ce qui nous donne le résultat en utilisant la continuité des opérateurs E et F' par rapport au
bruit de la proposition 2.36. ]

2.3.2 Action classique

On suppose ici que 'on est dans le cadre d'un bruit (w;);cp+ € Cf(RT). On définit I'action
classique, Vt € [s,s + T1,

t
S(t757Xw('75>y777)) ::/ 8t§(w(7-757Y>77) '£w(7_a$7y"'7)

t
_/ %(Tviw(’ra87Y>77)7£w(7_?87Y>77))d7—'

Nous cherchons ici & montrer que I'action classique est bien solution de I’équation d’Hamilton-
Jacobi (2.40), pour les variables spatiales x et y, associée & I'Hamiltonien 7. Ceci est
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prouvé dans la proposition 2.39. Puis, dans la proposition 2.40, on montre qu’il est possible
d’expliciter partiellement la formulation de cette action et qu’elle est continue par rapport
au bruit, ce qui est utile par la suite pour prouver la continuité par rapport au temps et par
rapport au bruit du semi-groupe que ’on construit.

Nous avons un premier résultat sur la différentiation par rapport aux orbites.

Lemme 2.38. On suppose que (w;)ep+ € CHRT). On a, VX' (t) = (X'(t),€ (1)) € CHRT,R2),

1
Dy S(t, 8, X (- s, y,m)(X') = }1112% 7 (S(t, 5, Xw( 8 Y,m) +hx' () — St 8, X (- s,y,n)))

= Ew(tv S, Y, 77) ’ i/(t) -n: )2/(8).

Démonstration. On a, Vt € [s,s + T, Vx,n € R?,

t
DXS(ta S, Xw('a s, Y, n))(X/) = / (at)_(/(T) : 5(7-7 373’3”) + at)_(w(Ta s, Y, 77) : EI(T)) dr
t
_/ O (1, %0 (7,5, 7,M), €, (7, 8,5, m)) - X' (7)dr
t
_/ 85%(7-7}_(10(77Say777))éw(7—787y777)) 'E/(T)dT'

Apres une intégration par partie, on obtient

DS(ts X (s ) X) = [ (X(0) 0o yom) + Ozl s y.m) - €(0)) dr

t
- / A (, Zuo(T, 5,7, 1), E (T, 5,7, 1)) - X (T)dr

t
_/ a&‘%(’rviw(’r:31Y717)>§w(7_78aY777)) 'E/(T)dT

+£w(ta 5,Y, 7’) ’ i,(t) -n: )_(,(S)'
(2.59)
En utilisant les équations d’Hamilton (2.46), on remarque que les intégrales dans le membre
de droite de I’équation (2.59) s’annulent. Il ne reste que le terme issu de l'intégration par
partie

DXS(t) S, Xw(') SvY)n))(X/) = éw(tv $Y, TI) : )_(/(t) -n- )_(/(S),

ce qui termine la preuve. O

On déduit du résultat précédent et de la proposition 2.34 que, pour n = 1,,(t, s,x,y),
I’action classique vérifie bien I'équation d’Hamilton-Jacobi associée a .7#. En 'occurence,
c’est une fonction génératrice du difféomorphisme O1 ¢ 5 .

Proposition 2.39. On suppose que (w);ep+ € CH(R™Y). On définit laction classique comme
étant lintégrale du Lagrangien £ associé a €, le long du chemin commencant en'y a
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Vinstant s et arrivant en x a Uinstant t, i.e. Vt €]s, s + T], Vx,y € R,

t
Sw(ta 3>X7Y) = / (atiw(Ta $Y, ,'7’) : Sw(Tv s?Yalf]) - ‘%(77 iw(Ta $Y, ﬁ)asw(Ta $Y, ,'7’))) dr

t 1-
—/ <2£w(77373’7n)’5w(7a87Ya"7)_(M12Xw(7—73aYa77))‘Xw(Tﬁs7y’T’)> dr

t
- / (M22)_(w(7—5 S, Y, ﬁ)) : iw(Tv Sy, If’)dwT
s

(2.60)
Alors, Sy est une fonction génératrice du difféomorphisme O1 ¢ g4, i.€.
. 0S, _ )
Vt €ls,s+T], ¥x,y € RY, a—x(t,s,x,y) =&, s,y,n,(t s,x,y)),
o5 (2.61)
Vt €ls,s + T, Vx,y € RY, Tw(t,s,x,y) = -1, s,x,y).
y

De plus, elle vérifie I’équation d’Hamilton-Jacobi

Vit €]s,s +T], Vx,y € RY, %(t, $,X,y)+ A (t,x, %(t, s,x,y)> =0. (2.62)

Démonstration. On a, pour z € {x,y}, Vj € {1,...,d},

25,
aZj

8X’u)(" 87 y? ﬁu}(t7 S? ',1;7 y))) .

(t7 S,X,y) = DXS(ta 87 Xw('7 S7y7 ’Flw(t7 S,X,y))) ( aZ‘
J

D’apres le lemme 2.38, on a donc

65 — _ 8)_( t,S,y,’l_’] t7SaX7y
D5 (1 5,5%,y) = Eult, 5,9, Tt 5,5%,y)) - Zoellr Yl 5:%,Y))
azj aZj
_ 0%y (8,8, Y, My (t, s, %,y)
_le(t’ 87X7Y) : = c')zw( )
J

On sait d’autre part que X, (¢, s,y, M, (t,$,X,¥)) = X et Xy(s,8,¥,M,(t, s,X,y)) =y, ce qui
nous permet d’obtenir que l'action est bien une fonction génératrice.

Montrons maintenant que 'action vérifie bien les équations d’Hamilton-Jacobi. On a,
Vt €]s, s+ T], Vx,y € R?,

25,

ot
i OXw(. 8y, _
DSt 5, Xao .Y Tt 5.5, 3)) (Wamw(t,s,x,y>> .

atSw(t,s,x,y) = (t7vaw(-757y7ﬁ(t73axvy)>

On remarque que

dxy(t,s,y,M,(t, s,x,y) 0% _
= T = (8 Y Mt 5, %,y))
0Xy _ _
+ %(t) S, Y, nw(tv S, X, y))atnw(t) S, X, Y)

=0,
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puisque X (t,s,y,n,(t, s,x,y)) = x. Sachant que %_‘—;” et %_‘—7;” sont bien définis pour tout
t €]s,s+ T] et tous x,y € R?, nous en déduisons de méme pour 0Ny (t, s,%,y). On obtient

ainsi, V¢ €]s, s + T, Vx,y € R?,

atsw(t7 s,x,y) = 8t>_(w(t7 SaY)ﬁ) : Ew(t73’7'fl) - %(taiw(t7Ya ﬁ)aéw(taY>'f’))

ox _ _ = _
+67’r/;v(t’ 87 y? nw(tv S? X’ y))atnw (t’ 87 X7 y) : E*LU (t7 S’ Y7 nw(t’ S’ X? Y))

= at)_(w(t757Y77_7) : Ew(twsvy)f’) - %(t’iw(t7say7ﬁ)’éw(t’Suy’lf’))

ox _ - _
_aitw(ta Sy, nw(tv S, X, Y)) . Ew(ta Sy, T]w(ta S, X, Y))

= _%(t7 iw(ta Sy, ’Fl)v Ew(tv Sy, ’Fl))

En remplacant finalement &€, (¢,s,y,7,(t, s,%,y)) = %(t,s,x,y), on obtient 1’équation
d’Hamilton-Jacobi associée a ’'Hamiltonien . dont 'action classique 5, est solution. [

Nous allons voir maintenant qu’il est possible de prolonger la définition de ’action clas-
sique dans le cadre d’'un bruit ~-Hoélder. Démontrons la proposition suivante grace a la
continuité de x,, et n,, par rapport au bruit.

Proposition 2.40. Pour tout (a1, ) € NYxN?, avec | +aso| < 2, et pour tous (Wt )1e[s,s41]
et (Wi)iefs,s4+1) € C7([8,5 +T]), on a l'estimation suivante, ¥t €]s, s + T7,

C i
1051052 S (t, 5, %,y) — 051052 Su(t, 5,%,y)| < L qup |wy — Wy + ws — Ws|
t—s te(s,s+T]
(eIl .yl ol

De plus, dans le cas d’un bruit continu (wi);cp+ € C/ ([s,s + T)), il est possible d’obtenir la
formulation partielle de l’action S, comme
Cx -y w— ws

Sull: 8, %Y) =54 ~ 2 =) May + Max) - (x =)

1 *
- i(Mlly + MllX) : (X - y) + Rw(t7 S7X7Y))

ou Ry, est une fonction quadratique en x et 'y, continue par rapport au bruit w et telle que,
V(ay,az) € N? x N¢ vérifiant |a1 + as| < 2,

|8§[1832Rw<t7 S, X, y)‘ —7i—s 07
et

|02 052 (R (1, 5,%,¥) = Ru(t, 5,%,))| < Ors i (x[ 10tz 4 [y2-lontezl)
X SUPye[s 541 [We — Wt + W5 — Ws|.

Démonstration. On a, pour un bruit (w¢);cg+ dérivable, par la proposition 2.39 et sachant
que € et i) sont linéaires en X et y, V¢ €]s,s + T, Vx,y € R%,

1
Sult.sxy) = Sult.s,0.3) + [ OuSultos,x,y) xds
0
1 1
:/ 0ySw(t,s,O,Ly)-ydL+/ OxSw(t, s,1x,y) - xdi
0 0
1 1

- _/ ’Flw(tﬂsaoaby) ydL+/ éw<t757y7ﬁw(t787Lx7y)) - xd.
0 0



2.3. L’EQUATION DE GROSS-PITAEVSKII STOCHASTIQUE 89

On obtient donc, pour tous (wy)se(s s+7] €t (We)iefs,s+1] € CL([s, 5+ T7),

1
‘Sw(ta S7X7Y) - Sw(t,s,x,y)| < A |"7’w(t73707 Ly) - ﬁ?ﬂ(t73707 Ly)‘dL’y’

1
0
1 -
=+ / |£1b(t7 S, Y, ﬁw(t7 S, LX, y) - ,flﬂj(tv S, X, Y))‘ |X|db‘
0

En utilisant la proposition 2.29 et le corollaire 2.37, on obtient l'estimation, V¢ €|s, s + T,
Vx,y € RY,

Cr D 1 U
LD gy — iy 4w, — | (%] [y [?).
t—s te(s,s+T]

|Sw(t,s,x,y7) — Sw(t,s,x,y)| <
En considérant une suite de bruits ((w?)te[s’sJFT])neN qui converge vers un bruit continu
(w¢)e[s,s4+1], on montre alors qu'il est possible d’étendre I'action classique dans le cas d'un
bruit continu et que I'action est continue par rapport au bruit.

On prouve des estimations similaires pour les dérivées de S, par rapport a x et y.
En utilisant le fait que I’action est génératrice de € et i, d’apres la proposition 2.39, on
démontre, grace a la proposition 2.29 et au corollaire 2.37, que pour tous (wt)te[S’SjLT] et
(wt)te[s,erT] € Ctl([s7 s+ T])

‘8)(510(7’5, Saxuy) - 8XSIT)(t7 Saxvy)‘ S ’éw(t Sy, ’Flw(t7 vaay)) - ézb(tu Sy, ﬁw(t7 37X7Y))|
+|Ew(t)87y)f’w(t75’xay) - 7_711;(75’57X7Y))|
< CT,s,w,u?

; sup |wy — Wy + ws — ws| ([x] + |y])-
=5 tels,s+T)

D’une fagon similaire, nous avons

‘ayS’w(t? 87X7Y) - 8y511~1(t787x7y)‘ S |ﬁw(t,8,X,Y) - flw(@&&)’)’
CT,s,w, ~ -
< 20T qup |we — Wy + ws — | (%] + |y])

t—s te(s,s+T]

Enfin, dans le cas des dérivées doubles, I'estimation est une conséquence immédiate de la
proposition 2.36.

On peut maintenant développer ’action grace au corollaire 2.31 et a la proposition 2.35.
On ne développe ici que les termes singuliers ou indépendants du temps et on inclut le reste
des termes dans un reste que ’on note R,,. D’une part, on remarque que la singularité en
temps provient uniquement de la fonction 7). D’autre part, le reste R, est une fonction
quadratique en x et y telle que, V(a1, az) € N x N? satisfaisant |o 4 | < 2,

}851830,‘2]%1”(25, 8, X, y)} —is 0.
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On obtient le premier développement a ’aide du corollaire 2.31,
1 1
/ £w(t757y7ﬁw(t7S’LX7y)) -xdL = / (ﬁw(t,SaDQY) - (’U)t _ws)MQIﬁw(thavay)) - xdu
0 0

1
_(t_s)/ Ml*lﬁw(taSaLX)y) 'XdL+Rw(t787X7Y)
0
Cx[P-2x-y W — W
2(t — s) 2(t — s)
+Rw (t7 S, X, y)

(Mglx) - X (MHX) - X

1
2

et le second développement, de méme & ’aide du corollaire 2.31,

1 ly|? _
_ y\ Wy — W
- t,s,0,0y) - yde =
/Onw( $,0,0y) - ydu 2t —5) T2

+Rw(t7 S, X, y)

;(ley) y+ %(Mny) Yy

En sommant ces deux derniéres équations, on obtient le développement de ’action classique
Sw- O

2.3.3 Construction du semi-groupe

On a vu que l'action classique Sy, dans le cadre d’un bruit (w:);cg+ dérivable, est bien
une solution de I’équation d’Hamilon-Jacobi

1
Vt €ls, s+ T, Vx,y € RY, 9,8,(t, s,x,y) + 5 VxSu(t, $,%,y) 2+ (M11x) - ViSu(t, s, X,y)
—|—(M12X) - X+ (Mglx) . VxSw(t, s, X,y)wt + (MQQX) -xuw; = 0.

De plus, nous avons montré que Sy, est quadratique en x et y. Ainsi, AxSy(t,s,x,y) est
indépendant des variables spatiales. En posant

ay(t, s)

Vabo € C°(RY), Yt €]s,s + T, Uyl(t, s)tho(x) = (@mi(t — 5))92

[ e e y)ay.
R4
(2.63)

on voit que Uy(t, s)1o(x) est solution de ’équation associée au probleme (2.42) pour une
fonction a,, vérifiant

1
Oray(t, s) = 5 <—Ax8w(t, s) + tils> a(t,s), vVt €ls,s +T],
a(s,s) =1.

En utilisant la proposition 2.40, nous avons

d Wy — W
—AxSy(t,s) + s 20— Tr(May) — Ax Ry (t, s).

Ainsi, la fonction a est obtenue explicitement
aw(t,s) = e 1/t U = O Ty (M) — AxR(r, s)| dr ) € C([s, s + T], RY)
w\ by = exp 2 ) 2(7_ — 8) 21 X T, T t ) ) .

Montrons maintenant que la famille d’opérateurs (Uy (%, 5))¢e)s,s47) €st bien un propaga-
teur isométrique sur L2. On peut étendre le domaine de définition de Uy (t, s) & I'espace L2
grace au théoreme suivant que 'on trouve dans [18, 106].



2.3. L’EQUATION DE GROSS-PITAEVSKII STOCHASTIQUE 91

Théoréme 2.41. On considére l'intégrale oscillante suivante
Vo € CF(RY), Yo >0, Ah(x) = / h(x,y)e" )y (y)dy,
R4

ot h et f sont des fonctions indéfiniment dérivables dans R? x R?, avec f réelle et h bornée
uniformément par rapport a x et'y. On suppose en outre qu’il existe deux constantes Cp,Co >
0 telles que, ¥(a1, ) € N% x N wérifiant |ay| + |ag| > 2,

’f(x,y)

vx,y € RY, ‘det(
Y 0x;0yy,

)' >C1 et |09105% f(x,y)| < Co. (2.64)

Alors, il existe une constante C > 0 telle que
Vo >0, [ Fto(x)z < Clhx,y)llegv™ [l L2,

ot l’on pose
Ih(xY)llege = > 11021 052h(x,¥) ] L, -

aq,02€N?

On veut appliquer le théoreme 2.41 a l'intégrale (2.63), en posant

f(X,y) = (t - S)Sw(t’ S,X,y)

et

v = .
t—s

Grace a la proposition 2.40, on a que

i ]
(- s)(ij;a,s) = (=90 = 1 (1 )Bult,5)

ce qui nous permet de déduire que, pour t €]s,s + T] avec T" > 0 assez petit, il existe une
constante C7 > 0 telle que

025y,
0x;0y},

da(@@ @JO‘ZCM

et ainsi déduire que la premiere hypothese de (2.64) est vérifiée. Pour la seconde hypothese,
on remarque simplement que, étant donné que S, est quadratique en x et y, on a, V(ay, ag) €
N9 x N9 tels que |ag| + |az| > 2,

(t — 5)0519520Su(t, s) = 0.
On peut donc appliquer le théoreme 2.41 a I'intégrale (2.63) et obtenir que
Viho € CO(RT), Vit €]s, 5+ T, [[Un(t, )t0(x)l|1z < Claw(t, s)[[%oll 2

ce qui nous permet de déduire, dans un premier temps, que U, (¢, s) est un opérateur de
L2 dans lui-méme. De plus, sachant que a € C([s,s + T],R*"), on obtient qu'’il existe une
constante Cy 75 > 0 telle que
Vo € Ly, sup  [|Uw(t, $)¢0(x)l 22 < Corslltollrz, (2.65)
te(s,s+T]
d’olt, en fait, U, (t, 8)1o(x) € L°([s, s + T, L2).
Rappelons le résultat suivant [108, 228] qui nous est utile par la suite.
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Lemme 2.42. Soit lopérateur L,, défini par

Oy Sw(t,5,X,y)
(t — 5)|0y Sw(t, s, x,y)|?

Vlbo € 080 (Rd)7 waﬁ(tv S, X, Y) = aylbo(}’)

Son opérateur adjoint dans L2 a alors pour expression

* _ aySw(tysaXaY)
Lw’(/)o(t,S,X,Y) - _a}" <(t — S)|8ySw(t,S,X,y>|2wO(y)> .

De plus, nous avons

b
(t—s)
Enfin, Voo € N, pour tous (wi)sefs s+1) €t (Wt)efs,ser] € C7([s,s + T1), pour tout R >0,

vx,y € RY tels que |y| < R et |x| > R, avec R > 0 assez grand, on a les estimations
sutvantes

LweiSw (t,s,%x,y) _ eiSw (t,8,%,y) ) (2.66)

|05 (L, — Lip) o(t,8,%,¥)| < Cp g w.alX ™ (105%0(y)] + [0y 20 (y)])

X sup |wp — Wy + ws — Wsl, (2.67)
te(s,s+T]
05 (L) ™ot 5, %, ¥)| < CrppplxI™™ Y [05¢0(y)l, m €N. (2.68)
|B|<m~+|al

Démonstration. La formulation de I'opérateur adjoint L} et ’équation (2.66) s’obtiennent
directement. Nous allons montrer les deux dernieres inégalités.
Commencons par (2.68). On a

Vte[s,s+T], ¥x,y e R%,  (t — s)0y;Su(t,s,x,y) = (t — 5)0y,Sw(t,s,0,y)

d
+ Z(t — 5)0x,, 0y, Sw(t, 8)Xk.
k=1

D’apres (2.40), on montre que, d'une part, mine(s o477 [|(t — 8)0x, Oy; S(¢, 8) || p(ra,rey = 1 et
que, d’autre part, on a

vy € RY, sup [0y, Sw(t,s,0,y)| < Cr(1+ |y|).
tels,s+T]

On obtient ainsi 'inégalité
|(t — )0y Su(t,s,%,y)| = [x| = Cr(1 + |yl).

Pour tout R > 0, en prenant |y| < R et |x| > R :=2Cr(1 + R), on démontre que

(= 90y Sult. s x.)] = 2L (2.69)

On a

Oy S (t, s,x,y) 1 _ —
d ao i) _ a—L 2
vae N3 (et ) - 3 ot 055000 (35177,
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et, pour tout 8 € N tel que 3 < a,

ay (10ySu(t.s,x.¥)[ %) = Y (=)N]ayS,[ 1

v<B, [v|>1

X H a;’YJ (’aysw(t7saxay)‘2) :

Y[+t ym =[]

En utilisant (2.69), nous en déduisons que

8ySw(t>87X7y) —1
(0% < - .
a<@—M®&ﬁ@xw9 < Crial

(2.70)

Introduisons

B Oy Sw
(t—5)[0ySul*
De [228], nous avons alors le résultat suivant : ¥m € N,

(Le)" %o(t:5,%,9) = Y Cog,.ap8l0ySult, s, %,3) 72"

Q@Q,---,&p

x Oy Suw(t, s,%,y)* (95*Y) ... (9y"Y) 95,
ou la sommation se fait sur les multi-indices oy, ..., ap qui vérifient

lag| +p —2m = —m,
‘Oél| > 2) 7|O‘p’ > 2)

lai| + ...+ |ap| —p+ 8] =

On obtient ainsi I'inégalité (2.68) en utilisant 'inégalité (2.70).
Prouvons maintenant I'inégalité (2.67). Pour tous (w¢)e[s,s+1] €t (Wt)iefs,s+1) € C7([8, 5+
T1]), nous avons

(L= L) == 0y (G2 T ()

8ySw 2 12
o <( = >|a S |2|aysw|2 (19 Sul” = 18y il )%(y))

0y Ss
+®<@—M®%W®%P

<@%+®%M@&®%wmﬂ.

Par ailleurs, on a, Yoo € N4,

aa 8ySw(t757X)y) - aySﬁ;(t7S,X,y) —
(t = 5)|0ySu(t, 87X,Y)|2

(t ;caﬁa 0P (9ySw — 0y Sa) 0% (19ySwl 72 -
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L’application de la proposition 2.40 conduit a

0 Oy Su(t,s,x,y) — Oy S (t,s,X,y)
Y (t - S)’aysw<t737XaY)|2

) ‘ < CR,R,Q‘X‘_l sup |wy — Wy + ws — Ws.
te(s,s+T]

L’inégalité (2.67) s’obtient finalement en utilisant I'inégalité précédente et le développement
(2.71) combiné & la proposition 2.40. O

En reprenant les arguments de [108], nous pouvons démontrer la continuité forte de la
famille d’opérateurs (Uy (%, 8))te[s,s4+7) en t = s. Ceci fait I'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.43. Soit 1o € L2. Alors, nous avons
lim ||Uy (¢, $)1o(x) — ¥o(x)||z2 = 0.
t—s x
Démonstration. Soit 1y € C°(R?) et I € C°(R?) une fonction de troncature, i.e.

[ 1 Vxtelque|x|<R-1
Ir(x) = { 0 Vx tel que [x| > R

On pose, Vt €]s,s + T et Vx € R?, pour R > 0 suffisamment grand,

Utbol) = et [ St 1 o)l
ay(t,s)

P S A, zl‘:”w(t,s,x7 )
(@2mi(t — 5))4/2 / Y IR(x)Y0(y)dy

= Ii(t,s) + Ix2(t, s).

En utilisant le lemme 2.42 et en prenant R > 0 tel que supp(ty) C Bga(0, R), on obtient
que, V7 € N,

(27;(1; (f j)))d/Q (t ;-S)J /Rd(Lz)j%(y)ei&u(t,s,x,y)(1 _ ﬁR(X))dy‘

< Crprt— sy 21+ |x|)” Z 105 4ol[ 1

| <3

[11(t, )| =

En conséquence, il vient que, pour j = [d/2] + 1
1Tt )2 < Cppp(t— ) P2 (14 [x) 71217 o S 10g ol oy
|| <j

d’ou || I1(t, s)|| L2 —+—s 0.
Pour lintégrale I»(t,s), on utilise la méthode de la phase stationnaire [97]. On résout
I’équation suivante en la variable y

aySw(t7 s, X, Y) =0,

qui est équivalente a
M (t,s,%,y) = 0. (2.72)

Par le changement de variable donné comme étant I'inverse du difféomorphisme ©2; 5., que
I'on trouve dans la proposition 2.34, on obtient que y = y,(t,,%,0) est une solution de



2.3. L’EQUATION DE GROSS-PITAEVSKII STOCHASTIQUE 95

I’équation (2.72). La méthode de la phase stationnaire nous donne donc le développement
suivant

Uw(u S)wo(x) _ ‘det((t B 5)8}2,5(15, 5.x, }_’w)) }71/2 eiSw(t,s,X,S’w)
X (aw(tv S)¢0(yw) + (t - S)T <t’ 5 t)—(3>> ’

oil, Vk € N, il existe K € N et Cy > 0 tels que pour tout o € N%, |a| < k, et t €]s, s+ T],

agr|t,s < Chraw(t,s) max sup |87 .
(o255 )| < Cunntt ) e s 1060 ()
Par continuité, on montre que l'on a limy_,4ay,(t,s) = 1 et, grace au développement de

l'action de la proposition 2.40, Vk,j € {1,...,d}, que
llgl_rg(t o S)GYjOYkSw(t> 5, X, yw) =1

Nous prouvons maintenant que y,,(¢,s,x,0) tend uniformément vers x. Ceci nous permet
ensuite de montrer que limy;_,5 ¥o(¥w(t, s,x,0)) = 1o(x) et que S(¢,s,X,¥w) tend vers une
constante lorsque ¢ tend vers s. On a, en utilisant le corollaire 2.31, Vt € [s,s + T, ¥x € RY,

X = yw(tv s, X, 0) + (Mll(t - 5) + MZl(wt - U}s)) }_’w(ta S, X, O)(t - S)Q’rl (ta S)S’w(t, s, X, 0)7
ce qui nous permet d’obtenir, pour T' > 0 assez petit, Vt € [s,s + T,
x|.

En supposant v €]1/2,1[ ou Ma; = 0, on obtient de plus I'inégalité suivante, en reprenant
le développement précédent, pour un certain 0 < e < 1/2,

b_’w (ta S, X, O)‘ S CT,S,U)

[Fu(t, 5,%,0) — x| < Crea(t — s)F5(1+ [x]).
On en déduit donc, en utilisant le développement de I'action S de la proposition 2.40, que
|Suw(t, 8, %, Vu(t, 5,%,0))| < Cr st — )% (1 + [x[%).

On a donc limy_,5 Sy (¢, s,%,¥(t, s,%,0)) = 0 uniformément pour |x| borné. Ceci termine la
preuve. O

On a la conservation de la norme L2 et 1'unicité d'une solution au probléme (2.42) grace
a la proposition suivante, qui s’inspire fortement de la démonstration de la proposition 2.20.

Proposition 2.44. Soit ¢y € L2 et (Wt)iefs,s+1) € Ct([s,s +T)). Alors, pour toute solution
Y € L([0,T), L2) du probléeme (2.42), on a

vie [s,s+T1,  [[ot s, %)z = Yol

Démonstration. On pose ici (wi)ie[ss47) = 0 afin de simplifier les calculs. On régularise
I’équation associée au probleme (2.42) en appliquant une convolution avec la fonction p.
définie par

vx e RY po(x) =9 (;) ,
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[ poovix =1,

. t . t
Velt %) = pes o)+ [ Aersgdr =5 [ ] (0y)- Fypule = ypitr s yydyar

ol p € C(RY), avec p > 0 et

On obtient donc I’équation suivante

i [t i [*
—2/0 Tr(Mn)LZ)E(T,S,X)dT—2/O /Rd pe(x —y)(Migy) - y(r, s, y)dydr,

ou l'on note 9. (t, s,x) = pe * ¥ (t, s,x). Sachant que iA est anti-symétrique et que

Ro (— 5 T luls. ) ) =0,

on en déduit que

t
et )22 = Ilpe * tollzz — / Re(te(r, 5, %), /

‘ 0 R
— [ Relwn(rosxi [ putx—y) (012w -y ¥y g

,(Muy) - Vype(x = y)y(r, 5,y)dy) 2 dr

(2.73)
On a aussi que

/Rd pe(x —y)(M12y) - y¥(s,y)dy = (Mi2X) - X¢(5,X)
(0 M) [ peIyvtsx—y)dy
+ / pe(y) (Mi2y) - yib(s, x — y)dy.
Rd

On sait, en reprenant la preuve de la proposition 2.20, que les deux derniers termes du
membre de droite de I’expression précédente, vont s’annuler a la limite lorsque ¢ — 0. De
plus, on a

Re (= (s,x),i(Miax) - x9(5,%)) 12 = — Re(i(M12x) - Xt (8, %), ¥e(5,%)) 12,

ce qui nous permet d’obtenir que Re(y:(s,x),i(M12x) - X1p:(8,%))r2 = 0. De méme, nous
avons

/Rd(Muy) - Vype(x —y)¢(s,y)dy

= (M%) Voe(sx) + [ (May) - Typly)i(s.x - y)dy.

(2.74)

Pour le second terme du membre de droite de (2.74), on a a la limite

[ (0103) - Vyp3ts,x = y)dy — 0s.%) [ (M) Typy)dy.
R4 e— Rd
d’ou

Re(u-(s,%). i |

Rd(Muy) Vype(¥)Y(s,x —y)dy)r2

—6 Re<w(s7x)7 _iw(&x)/ (MIIY) : Vypa(Y)dY>L§ =0.
e— Rd
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D’autre part, on a

Re(:(s,x),i(M11x) - Vi)e(5,%)) 2 = — Re(i(M11x) - Vihe(s, %), ¥:(5,%)) 2
—Re(éTr(M11)¢5(s,x),w€(s,x)>L3(,

ce qui conduit a Re(ye(s,x),i(M11x) - Vioe(s,x)) 2 = 0. Un passage a la limite sur ¢ dans
I'équation (2.73) conduit donc a

ot %) 12 = [lollz-

Ainsi, en supposant que 1’on a deux solutions 1,1 au probleme (2.42), nous obtenons que

[1h1(t, %) = 2(t,x)[[ 2 =0,
puisque le probleme est linéaire. Ceci clot la preuve de la proposition. 0

En reprenant l'argument de [228] comme nous 'avions fait dans la section 2.2.3, page
67, I'unicité de la solution du probleme (2.42) permet d’obtenir qu’une solution ¥, (f,x) =
Uy (t)o(x) et une solution 15 (t, x) = Uy (t—7)Uy ()10 (x), qui sont donc telles que 1 (r,x) =
o (r,x) pour tout r € Rt sont égales pour tout ¢ > r. On a donc que

Vt,r € [0,T),t >r, Uy(t—1)Uy(r) = Uy(t),

ce qui permet de conclure que, pour (wy)iefs 177 € Ci ([s, s+T1), (Uw(t))tefo,r) est un groupe
d’isométries continu de L2.

Prouvons maintenant la continuité de 'opérateur U, par rapport au bruit. Ce résultat
nous permet ensuite de montrer que (Uy(t))ic[o,7] est un propagateur isométrique fortement
continu de L2 dans le cas d'un bruit continu et que, par la définition 2.3, Uy (t)yg(x) est la
solution du probleme (2.42).

Commencgons par la

Proposition 2.45. Soit (wt)ie(s s+1), (We)iefs,s+1] € Cf ([5,5 + T]). Nous avons alors, Vt €
Js, s+ T, Yo € C§°(RY),

[Uw(t, 8)1b0(x) — Ug(t, 8)10 (%) || 12 < O s.w,0| In(t — 5)| (WoHW;J + H¢0HL§>

N T )
te(s,s+T]

(2.75)

avec j = [d/2] + 3.
Démonstration. On a, Vt €]s,s + T, Vx € R,
Gy (t’ S) — A (t7 8)
(2mi(t — s))4/2
aw(t7 S)
(27i(t — )42 Jg
=Ii(t,s) + La(t, ).

Uw(t, s)to(x) — Ua(t, s)tbo(x) = ol )¢S (Y gy

nly) (500 _ isateas gy

Pour l'intégrale I (¢, s), le théoréme 2.41 donne 'inégalité, Vt € [s, s + T,

ay(t,s) — ag(t, s)

()T g POy

< CT,s,w |aw(t, 5) - aﬁ)(tv S)‘ ||¢0||L,2c
L%
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Donnons maintenant une estimation du terme droite de I'inégalité précédente. Remarquons
que

aw(t, S) _ aw(t, S) _ 6% fst (—AxSw(T,s)ﬂ-ﬁ)dT <€%f:(—AXSw(T,S)—FAXS@(T,S))dT _ 1) )

La continuité de la fonction a donne la borne

€2f( xSw(T,8)— ﬁiis))dﬂ' < CT737w-

D’autre part, grace au développement de la proposition 2.40, nous avons

CALSu(T,8) + AxSi(r,s) = LT T W TSy A p ) AL Ru(T,8) + AxRa (7, 5).

T — S8

En remarquant que

t e ~
Vt 6]373+T]7 / wr wr U)s+w5d
S

T —S8

7| < |In(t — )| sup |wp — W + ws — Wy,
te(s,s+T]

on en déduit

t
la(t, s)w —a(t, s)s| < Cr.sw,wm / (—AxSw(T,8) + AxSw(T,s)) dr

< COrswalln(t—s)| sup  |wy — 0 + ws — Wgl.
te(s,s+T]

Pour l'intégrale I5(t, s), on utilise une fonction de troncature Jr ENC(‘)’O(]Rd), avec R > 0
que 'on choisit par la suite, et on pose, sachant que supp(vy) C B(0, R),

(27Tz(t 5))4/2 Jga
+ (2m(t<f8)))d/2 wo( ) ( w(t,8,T,y) iS@(t,s,x,y)) (1 _ ﬁR(X>)79R<}’)dy

:Igl(t, S) + Igg(t, S).

I2 (t, S) wO (y)eiSup(t,s,x,y) (eiSw(t,s,x,y)fiSuj (t,s,x,y) 1> ﬂR(X)'ﬁR(y>dy

Pour l'intégrale I, grace & la proposition 2.40, on obtient que, Vo, 8 € N¢,

agzayﬁ (eiSw(t,s,X7Y)—iSm(t,s,X7Y) — 1) ﬂR(X)’ﬂR(y) < CTs wb R [Sup - |wt — W + ws — U~}3|.
te(s,s+

En prenant comme phase la fonction (¢t — s)Sy(¢, s,x,y) et en appliquant le théoreme 2.41,
nous avons que, Vt € [s,s + T,

21, $)llz2 < Cr g o palltollz  sup  fwe — @ + ws — .
te(s,s+T]
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D’une part, en utilisant (2.67) pour U'intégrale I2o(t, s), nous obtenons que, Vj € N,

ag(t, s) (t —s)!
(27i(t — 8))4/2) @

» Yo(y) ((Lw)j e!Sulbsxy) _(Lz)I eisﬁ(t’s’x’”) (1 —9p(x))95(y)dy

122 (t, 8) =

- (QM?QE?,S(S)))W?) ’ ;S)] /Rd (L5 = (L)) o(y)eSw B3 (1 — 9 p(x))9 5 (y)dy

ag(t, s) (t—s)
(2mi(t — 8))4/2) @

x /R (L)aly) (e tmx) — Seltax9)) (1= ()i 5 (v)dy.

D’autre part, grace a I'inégalité (2.67), pour R > 0 assez grand, on a

7j—1
|((L3) = (L)) ¢o(y)(1 = Or(x))| = |(1 = Ir(x Z (L) 1Ly, = L) (L) o(y)
< Cppl+xD™ ) |83wo<y>| sup fwy — @y + wy — ).
. te(s,s+T]
laf<j
(2.76)
Ainsi, en appliquant 'inégalité (2.76) et le lemme 2.42, il vient que
Las(t,5)] < | Oyt = 9)7Paas(t, ) (14 x)) 7> (105¢0(y)llLs
|| <5
+ Crywan it =87 Pag(t,s)(1+ )72 [0540(y)| Ly
laf<j
X sup |wg — W + ws — Wyl
te(s,s+T]
En prenant, j = [d/2] + 3, nous prouvons finalement que
[Toa(t, 8) |2 < Cr ot —8)* 14217 2ay, (t,5) > (1050(y)ls
|| <j
x (1100 )23 g+ 11+ )72 g )
X sup |wp — Wy + ws — Ws|.
te(s,s+T]
Ceci termine la preuve de la proposition. O

Avant de passer au résultat d’existence et unicité, on donne une derniere propriété du
propagateur isométrique (U (, 5))¢e[s,s+7) qui nous permet, de la méme fagon que pour la
proposition 2.23, d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité avec plus de régularité dans
I'espace Yx. La démonstration est similaire a [79, 228].
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Proposition 2.46. Pour tout bruit (w¢)e(s s+1] € C7([s,s+T]), on a, Vt € [s,s+T], x € RY,

d
Vi€ {1, . d}, 0y Un(t,s) = iUy(t, )0x, + Y USF2M(E s)xp + iULF2 (8, 5) 0y,
k=1
(2.77)
et
d . .
Vi€{l,nd}l, xUn(t,s) = Un(t, s)x; + Y ULFD(E s)xp + UFH2(t, 5) 0k, (2.78)
k=1
avec 4 B
USkbLL(t s) = =&, i(t, 8,5, 0)Uy(t, s),

et

U,Z;k’l’Z(t, s) = Ewd(t, 5,0,ep)Uy(t,s) — 1;,Uy(t, s).
Démonstration. D’apres la proposition 2.39, on remarque tout d’abord que, Vt €|s, s + T7,
v.] € {17 ey d}7 anS’LU(t7 S, X, y) = éw,j(ta $Y, ’f’w(ta 5, X, Y))
d

= Z ykéw,j (ta S, €k, 0) + ,f]w,k(tv S, X, Y)éw,] (t7 5,0, ek’)
k=1

d
= Z ykéw,j (t) S, ek‘) O) - 8yk Sw(tv 5, X, Y)gw,j (ta S, O) ek)'
k=1

On obtient donc, par intégration par parties,
d
10, U (t,8) =Y —&, (t, 5, €8, 0)Un(t, 8)xp + i&,, ; (£, 5,0, ) Un(t, 5)Ox, -
k=1

Ainsi, on obtient le résultat (2.77).
De méme, on a, Vt €]s, s + T,

Vie{l,....d}, xj==Xyu,;(t sy, 0, sx,y))
d

= Z Yk)_{w,j (t’ S, €L, O) + ﬁw,k(ta S, X, Y)iw,j (t’ S, 07 ek)

k=1
d

= Z}%iw,j(t, s,€p,0) — 0y, Sw(t,s,X,y)Xuw,;(t,s,0,e).
k=1

Une intégration par parties conduit a
d
x;Uy(t, s) = Ziw,j@, s, €5, 0) Uy (t, 8)Xp + 1Xy (L, 5, €, 0) Uy (2, 5)Ox, -
k=1

En posant '
Uﬂ;k’Q’l(t, 5) = X j(t,s,ex,0)Uy(t,s) — 1;,Uw(t, s),

et
Ui‘;k’Q’z(t7 5) = Xu,j(t, s, e, 0)Un(t,s) — 1;,Uw(t, s),

on en déduit le résultat (2.78). O
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2.3.4 Existence et unicité pour ’équation de Gross-Pitaevskii stochastique

On peut maintenant passer au résultat original d’existence et d’unicité du probleme
suivant

W0t x) = *%Mj(t,X) — i (x X V)§(t,x) + %|X|2¢(t,x)(1 + i)
FB[27 (¢, x), VE € RY, ¥x € R, (2.79)
¥(0,x) = 9o(x) € L2,

ou B ER, 0>0,et (w);er+ € C/(RT) est une fonction holdérienne, avec v €0, 1.

Grace aux résultats de la section 2.3.3, on est en mesure d’affirmer que la solution
du probleme linéaire associé a (2.43) est donnée par un propagateur isométrique de L2
fortement continu (Uy (t, 5))ie[s,s+7], POUr tout s € R* et pour un certain 7' > 0, i.e. ¥ (t,x) =
Uw(t, 8)o(x), Vt € [s,5+T] et Vx € R%. 1l s’agit donc maintenant, pour traiter le probleme
de D'existence et I'unicité d’une solution pour le probléeme non linéaire (4.51), d’obtenir les
inégalités de Strichartz que I'on appliquera d’une fagon similaire a la preuve du théoreme
2.11 et du théoreme 2.24 (grace a la proposition 2.46).

On a vu que Uy (t, s) possede la formulation suivante

ay (t, 8)

Vipo € L3, Vt €]s, s+ T],  Uyl(t, s)tbo(x) = (2mi(t — 5))4/?

[ e e y)ay.
Rd

d’ot, il existe une constante C, 1 > 0 telle que

C

Vipo € Ly, Vit €ls, s +T1,  [[U(t, 8)tb0(x)| 1 < ﬁWOHL}(- (2.80)
Supposons que I'on soit dans le cas d’un bruit (w;);ep+ € Cf(RT,R). On remarque que I'on
a

t
Vibo € Dy, Wt €ls,s+T],  Us(t, s)o(x) = bo(x) + / U3 (¢, 8) 7 (1, X) o (x)dr,

ou 'on note J¢* I’adjoint de ’'Hamiltonien
" ) i 9 i
Ve [s,t]T, (1) = §A —QxxV)— 5\){\ (14 w,).
On voit que l'opérateur J# est anti-adjoint, i.e. #* = —7. On obtient donc, Vr € [s, ],
td
Ui (t,m)Uy(t,s) = U(r,s) = / . (Ui (1,m)Uy(1, 8)) dr
Tt

_ / U (r,0) A () Un (7, 8)dr

T

—i—/ Ui (1,7) A (T)Upy (T, s)dT,

d’ou
Ui (t,m)Uy(t,s) = U(r, s). (2.81)
Grace & (2.80) et (2.81), on peut appliquer le corollaire 2.27 au propagateur (U (t, 5))se[s,s+7]

et ainsi en déduire les inégalités de Strichartz. On obtient ainsi le résultat d’existence et
d’unicité suivant.
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Théoréme 2.47. Soity € L2 eto < 2. Il existe alors une unique solution ¢ € Cy([0,T], L2)N
L7 ([0, T), L2°%2) au probleme (2.43), ou T > 0 dépend de oz et (r,20 +2) est une paire
admissible.

Si, de plus, g € Yx, le probleme (2.43) admet une unique solution 1) telle que

Vje{l,.,d}, v, zj, 9y, € C([0,T],L2) N Li([0,T], L 2),
ou T > 0 dépend de ||vo]|s, -

Ce résultat généralise donc le résultat obtenu par de Bouard [79] dans le cas ou Q # 0
et permet ainsi d’inclure I'opérateur de rotation dans 1’équation.

2.4 L’équation de Schrédinger non linéaire avec dispersion
aléatoire

Dans cette derniére section, on s’intéresse au probléeme unidimensionnel (d = 1)
iOpp(t, ) = —P(i0z)(t, w)e + F(ip(t, x)), vt € RT, Vz € R,
$(0,2) = tho(w) € L,
ou P est un polynoéme réel de degré dp, (w;);crp+ est un processus stochastique que 1'on
considere dérivable dans un premier temps et F' est une non linéarité que I’on précise par la
suite. L’approche que l'on considére pour traiter le probleme (2.82) est la méme que pour

I’équation de Gross-Pitaevskii stochastique dans la section 2.3, page 72. Plus précisément on
considére tout d’abord le probleme linéaire suivant

{ O (t, z) = —P(i0p)w(t, 2 )iy, Yt € RY, Vo € R,

(2.82)

ww(oﬂx) = ¢0($) € Lg? (283)
dans le cas d’un bruit (w;);cp+ € CH(R*T,R) dérivable. Puis on montre que la solution 1, du
probleme (2.83) est continue par rapport au bruit. Ceci permet de donner sens, par continuité
dans 'espace des fonctions continues, & une solution du probleme (2.83) dans le cadre d’un
bruit continu. Cette approche est une idée originale de Sussmann [212].

Grace a la construction de la solution du probleme (2.83), on peut de plus obtenir un
semi-groupe associé a la solution, i.e. ¥(t,r) = Xy (t,0)ho(x) ot 'on a (Xy(t, $))se[s,s47] UN
groupe d’isométries de L2 pour tous s € RT et T' > 0. Ceci nous permet, par un procédé
de point fixe introduit dans la section 2.2.2, page 58, d’obtenir un résultat d’existence et
unicité pour le probleme (2.82). Notre démarche ici pour obtenir des résultats d’existence et
unicité se scinde selon deux axes. On commence par considérer le probleme (2.82) de maniére
assez générale, i.e. avec une dispersion générale, pour lequel on établit un résultat dans le
cadre, assez faible, d'une non linéarité lipschitzienne de L2 dans lui-méme. Puis, on regarde
un cas plus précis, avec une dispersion de type laplacien et une non linéarité plus forte qui
va requérir I'usage d’inégalités de Strichartz particulieres. Ce probleme a, pour sa part, été
traité dans [77, 81].

2.4.1 Cas d’une dispersion générale

On considere le probleme suivant
{ 100 (t, &) = —P(i0: )¢ (t, 2)iy + F((t, 7)), Vt € RY, Va € R,

¥(0,z) = ¢o(z) € L2, (2.84)
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ou P est un polynome réel de degré dp, (w¢)scg+ est un processus stochastique que l'on
considere dérivable et F est une non linéarité Lipschitzienne de L2 dans lui-méme. Définissons
la solution du probleme linéaire (F' = 0) associé a (2.84)

10 (t, x) = —P(i0,)Y(t, )y, VE € RT, Vo € R,
(0, 2) = ho(z) € L.

La construction de la solution du probleme (2.85) est directe via la transformée de Fourier.
En effet, on définit, Vs € R, V¢ € [s, 00[, Viho € C°(R), Vz € R,

Xt s)io(w) i= F (7 P00 Fyg) (@) ) ().

On peut alors vérifier que X, (t,0)(x) est bien solution du probleme (2.85). Soit 7' > 0.
On a, de plus, pour tous (w¢);ep+, (Wt)ier+ € Ce(RT),

Xult, $)o(@) = Xa(t, s)o(w) = F ! (e — =P | Fy)(w) ) ()

Sachant que, pour tout w € R, on a 'inégalité suivante

(2.85)

[[em P ) miP@@m) | ) w)| < sup oy — w, — @ + @] |P(w)F (o) @)
tels,s+T)

on en déduit finalement 'estimation

[ Xw(t, 8)vo(z) — Xa(t, s)do(z)|[2 < Cp sup lwe — ws — Wy + Ws||[thol| yap.  (2.86)
te(s,s+T z

Celle-ci nous permet de donner un sens a une solution dans le cas d’un bruit continu dans
le cadre de la théorie de Sussmann et Doss [90, 212].
On peut aisément prouver que les opérateurs X, (t, s) vérifient les propriétés suivantes

Vi€ [s,s+T], Vr € [s,t],  Xu(t,r)Xu(rs) = Xu(t,s) et [[Xu(t,s)do(@)lr2 = [vollrz-

Ainsi, en posant X, (s, s) = Id, il ne manque plus que la continuité du semi-groupe
(Xw(t, 8))ie[s,s+1] pour obtenir que c’est un groupe d’isométries de L?. La continuité est
donnée par le résultat suivant.

Proposition 2.48. Soit T' > 0. On a alors linégalité
Vi € C°(R),Vs € RT, Vt € [s,s+T], || Xuw(t,s)vo(x)— Yo(w)||2 < Cplwt — ws\|1/JOHHgP.
Démonstration. On a directement
[ X (£, )tho(2) — tho(@) 12 < |wi — ws|[|[P(i02) 0 ()| 2,
ce qui prouve le résultat. O

Par un procédé de régularisation similaire a la proposition 2.20, on montre qu’il y a
unicité dans L2 de la solution du probleme (2.85). Ainsi, par la proposition 2.8, on en déduit
que la solution du probléme (2.84) peut s’écrire sous la forme intégrale suivante, Vs € RT,
Vit > s,

Y(t,z) = Xy(t, s)o(x) — z/ Xw(t, 7)F (1, z))dr. (2.87)

La non linéarité étant lipschitzienne, on tombe exactement dans le méme cadre que celui de
la proposition 2.10. On a donc le résultat suivant.
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Proposition 2.49. Soit ¥y € L2 et s € RY. Alors, il eriste une unique solution v €
Ci([s,s +T1) a l'équation intégrale (2.87), ou T > 0 dépend de ||thol| 2 -

En supposant que la non linéarité F est j fois dérivable, j € N, avec des dérivées bornées,
et que Y9 € H g’f , on peut obtenir un résultat dans un cadre fonctionnel plus régulier.

Théoreme 2.50. Soit T' > 0 et s > 0. Alors, si F' est k fois dérivable, k € N, avec des
dérivées bornées, et si g € HE, il existe une unique solution ¢ € Cy([s,s + T], HF) au
probléme (2.84). De plus, il existe une constante Cg j, > 0 telle que

max ||¢(t,x)||gr < Coo <00 et max ||F(¢(t,2))||gr < Coop < 00. (2.88)
te(s,s+T] ® te([s,s+T ®

La constante Coo i, dépend uniquement de |[¢bol| -

Démonstration. Dans la proposition 2.49, on a montré qu’il existe une unique solution ¢ €
Ci([s,s +T], L2) & I'’équation intégrale (2.87), et donc, grace la proposition 2.8, au probléme
(2.84). Il reste ainsi a prouver la régularité spatiale de la solution. A cette fin, on fait appel
au lemme suivant dont la démonstration est laissée en annexe (annexe B).

Lemme 2.51. Soit n > 1, 11 € C?(R,R?) et 15 € CZ(R2,R). Alors, il existe une constante
C > 0 telle que

J
VrER, |(Y2oyn)(a ]<CZHaﬂw2 M Y T[],
1<0,<..<l;<n k=1
£1+...+£j:n

On procede maintenant par récurrence afin de montrer que la solution v est bornée dans
les espaces H)', Vn € N. Supposons que ¢ € Ci([s, s+T]|, H}), jusqu’a un certain ordre n € N,
et que Y € D,. On a alors, par la formulation intégrale (2.87),

t
8£+1¢(t,$) = X’w(t7 3)8;}“1?0(37) _Z/ Xw(ta T)a;HF(w(Tvl’))dT-
On en déduit
t
107 (8, @)l 2 < 10 o (@)l 12 +/ |07 F (4 (7, @) | p2dr.

De plus, via le lemme 2.51 et I'inégalité de Sobolev ||¢ L < C[¢h]| g1, on a

n+1 J
|02 P@(ra)llis < €Y N0FEIe > [T [e* o)
j=1 1< <<l <n1 [[k=1 2
€1+...+€j=n+l
< C)0F ) |z, @) gy 0 (2.89)
n+1
Sxeh I A C] PP S T C O Hnwm
Jj=2 1< <...<Li<n

51+...+£J’=n+1

ou 'on remarque que, par hypothése, la somme dans le terme de droite est borné puisque
I'on a des termes en [|¢(7, ZL')H , avec Uj < n, et ||Y(T,z)|| kL Avec l. < n. 1l existe donc

une constante Cp,jjy| n» dependant de |[¢(7, )| gz, telle que

19 (t, 2) | g+t < [0 (2)]] grsr +CF,||¢||H%/ [0(7, ) || gn+2 d.
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Le lemme de Gronwall permet de conclure qu'’il existe une constante Cr ;g |y, telle que

[0 )| ot < Oy, g %0 -

Finalement, remarquons que, puisque la constante dépend a priori de |[¢| gn, la norme
[4(t, 2)|| jgn+1 est bornée par hypothese. Ceci clot donc la récurrence. Ainsi, sous 'hypothese
que o € HE, k € N, on a ¢ € C([s,s + T], HF). On en déduit la premiere estimation de
(2.88). La seconde estimation de (2.88) se déduit directement grace a la premiere estimation
et a l'inégalité (2.89). O

2.4.2 Le cas particulier du laplacien : P(i0,) = 0>

Dans le cadre d’une dispersion de type laplacien, il existe des résultats qui permettent
d’obtenir 'existence et 1'unicité d’une solution dans le cas d’une non linéarité du type F(¢) =
|29, o > 0. On rappelle ici ces résultats dans le but de rendre exhaustive 'analyse des
problemes de Cauchy liés aux équations de Schridinger non linéaires avec dispersion aléatoire.
Ces résultats ont été obtenu par Debussche & de Bouard [77] puis affinés par Debussche &
Tsutsumi [81]. Considérons le probleme

{ i0p(t, x) = =05 (t, x )y + [P(t, 2)*79p(t, ), V¥t € RY, Vo €R, (2.90)

Y(0,x) = Yo(z) € L2,

avec 0 > 0. On se restreint a ’étude du cas ou le processus stochastique (w¢);cr+ est un
mouvement brownien. En effet, nous avons vu dans la section 2.4.1, par la proposition 2.48,
que, par continuité de la solution par rapport au bruit, on peut considérer une solution au
probleme (2.90) dans le cas d’un bruit continu. Dans ce cadre, il est possible d’obtenir des
résultats singulierement plus forts que dans le cas déterministe. Nous procédons comme dans
le cas de I’équation déterministe, i.e. dans le cas o1 w; = t, ¥t € RT, que 'on retrouve dans
la section 2.2.1.
Le probléme linéaire associé a (2.90) est

{ i@tw(t,x) = _agw(tvx)wﬁ Vi e RJr’ Va € R’ (291)

¥(0,2) = o(x) € L2.
On a alors le résultat suivant qui est tiré de [77].

Proposition 2.52. Soit T > 0. Pour tout s > 0 et tout g € S, il existe une unique
solution 1) au probleme (2.91) qui est presque sirement dans Cy([s,s +1T],Sz). De plus, pour
o € Hi, Vj €N, on a que € Cy([s,s + T, H2). Enfin, si g € L., alors on a lexpression
sutvante de

. Je—y|?

1 jlz=ul®
Vi e [s,s+T], Y(t,x)=Vyu(t,s)o(x) := (in (g — w12 /Re Hwi=ws) ) (y)dy.

Grace a I'expression de la solution 1, il est possible d’obtenir une estimation permettant
d’obtenir des inégalités de type Strichartz. Le résultat suivant, qui provient de [77], est un
résultat préliminaire aux inégalités.
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Lemme 2.53. Pour tout p > 2 et tout t €]s,s + T, lUopérateur Vy,(t, s) est une application

de Lgl dans L%. En effet, il existe une constante Cy, qui dépend uniquement de p telle que

C
Vit 0otz < 1oy 9ol

Remarquons que le résultat précédent ne permet pas 'application des inégalités de Stri-
chartz comme dans la proposition 2.5. Il faut raisonner en terme d’espérance pour obtenir
un résultat satisfaisant. Les inégalités de Strichartz qui s’en déduisent sont les suivantes, que
l’on trouve dans [77].

Proposition 2.54. Soit (p,q) une paire telle que 2 < p < 00, 2 < g < oo et

2 1 1
>d<—) ou p=o00, q=2.
2 q

Soit p € R tel que p' < p < p. Alors, il existe une constante Cp 4, > 0 telle que, pour tout

/ 12 p
g(t,x) € LY ([s,s + T), L) tel que E (Hg(t,g;)”p ) < o0,
g e 1/p
< C TQ]E tu X p ’ ! > )
wissimen) <”g( Wiy osam 1)

Lf/ ([s,s—&—T},Lg/)
(2.92)

avec 9 = %—% (% — é) De plus, il existe une constante Cp 4 > 0 telle que, pour tout 1o € L?C,

/St Vw(t, 7)g(T, x)dr

1/p
E (I1Vao (6 )00(@) o sprrony) < CraT 2002 (2.93)

On voit que le résultat précédent differe sur plusieurs points des inégalités de Strichartz
que l'on évoque dans le théoreme 2.3 de la section 2.2.1. Pour commencer, les inégalités
de la proposition 2.54 font intervenir I’espérance, ce qui ne conduit pas a des inégalités
"par réalisation” qui permettraient d’outrepasser la caractéristique stochastique du brownien.
Ensuite, on a ici une paire quasi-admissible qui est présente a la fois dans le membre de droite
et dans celui de gauche pour 'inégalité (2.92). Sur ce second point, il existe un autre résultat
dans [77] plus proche du cas déterministe puisqu'’il fait apparaitre deux paires admissibles
différentes dans les deux membres.

Le résultat d’existence et d’unicité obtenu dans [77], qui découle des inégalités de Stri-
chartz de la proposition 2.54, est le suivant.

Théoréme 2.55. Soit 0 < 2 et 1y € L2. Il existe alors une unique solution v au probléme
(2.90) qui est presque surement dans C¢([s,s+T1, Lg)ﬂLfJOC([S, s+T),LL), avec g = 2042 <
4(o+1)

pP< —%—
Ce résultat a par la suite été étendu dans [81] ot I’existence et I'unicité ont été démontrées

dans le cas critique o = 2. Le résultat est le suivant.

Théoréme 2.56. Soit 0 =2 et Yy € L2. Alors il existe une unique solution 1) au probléme
(2.90) qui est presque sirement dans Cy([s,s +T),L2)N LY, ([s,s+ T], LLY).

t,loc

Finalement, on note qu'un nouveau résultat de Gubinelli & Chouk [65] généralise les
précédents résultats a des bruits plus généraux.
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2.5 Conclusion

Nous avons étudié le probleme de Cauchy local pour I’équation de Gross-Pitaevskii sto-
chastique et pour I’équation de Schrodinger non linéaire avec dispersion aléatoire. Dans le cas
de I’équation de Gross-Pitaevskii, on est en mesure de construire de maniere quasi-explicite
la solution associée & la partie linéaire avec un bruit unidimensionnel. Cette formulation nous
permet ensuite d’appliquer les inégalités de Strichartz et d’en déduire I'existence et I'unicité
d’une solution pour I’équation avec une non linéarité. Cette construction s’effectue ici dans
un cadre bien précis d’Hamiltonien quadratique.

De maniere plus prospective, il serait intéressant de s’attaquer a un probleme similaire
avec un bruit multi-dimensionnel. En effet, on a vu qu’une part essentielle de la construction
de la solution se fait via la résolution des équations d’Hamilton. Or ces équations, dans le
cas d’'un Hamiltonien quadratique, sont simplement un systeme linéaire ce qui est un cadre
favorable a l’application de la théorie des chemins rugueux [127, 163]. D’autre part, une autre
piste pourrait étre ’étude d’une approche similaire pour une équation de Schrédinger avec
dispersion aléatoire. Pour le cas de I’équation de Schrddinger non linéaire avec dispersion
aléatoire, on a prouvé qu’il est possible de construire un semi-groupe par transformée de
Fourier, ce qui a permis de démontrer un résultat d’existence et d’unicité pour une équation
avec une non linéarité Lipschitz. Il serait intéressant d’essayer de rapprocher ce résultat avec
ceux obtenus par de Bouard & Debussche [77] et Debussche & Tsutsumi [81] afin d’obtenir
un résultat plus fort au niveau de la non linéarité.
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Chapitre 3

Une méthode spectrale, robuste et
rapide pour le calcul numérique des
états stationnaires

Ce chapitre fait I'objet de ’article a paraitre : X. Antoine and R. Duboscq, Robust and
Efficient Preconditioned Krylov Spectral Solvers for Computing the Ground States of Fast
Rotating and Strongly Interacting Bose-Einstein Condensates, Journal of Computational
Physics (2014).
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3.1 Formulation du calcul d’états stationnaires : minimisa-
tion de la fonctionnelle d’énergie ou probléeme aux valeurs
propres ?

Les points critiques de I’énergie associée a un systeme de type Gross-Pitaevskii sont en
fait les états stationnaires (1.1.4, page 34). Ceux-ci ont été a l'origine ces dernieres années
d’un nombre impressionnant de publications en physique de la matiere condensée (cf. par
exemple [52, 68, 152, 206]). En effet, en pratique, ces états stationnaires correspondent aux
états (méta)stables associés au condensat. Comme nous I’avons vu dans le premier chapitre,
la réalisation en pratique d’un condensat de Bose-Einstein demande un systeme expérimental
trés sophistiqué. A ce jour, peu de laboratoires possedent un tel dispositif et il est, de ma-
niere générale, difficile d’obtenir une température permettant une condensation satisfaisante
du gaz d’atomes. De plus, les condensats possedent une taille trop petite pour étre imagés
directement. Une technique répandue consiste a laisser le condensat se dilater pendant une
certaine période de temps puis, lorsque sa taille est suffisante, de 'imager [95]. Notons que
I’observation d’un condensat détruit sa qualité de systeme quantique. Sous ces contraintes,
certains phénomenes qui se manifestent dans le condensat sont de fait difficiles a observer
[49, 96, 187] et ne rendent pas aisée 'observation sur des temps longs. La simulation nu-
mérique permet de palier ces difficultés puisqu’elle conduit & une visualisation complete du
condensat ainsi qu’a ’acces a des données comme sa phase ou d’autres quantités physiques
de maniere rapide et dans des contextes physiques tres variés comme pour les condensats a
plusieurs componsantes, pour différents potentiels et en prenant en compte différents types
d’interactions. La limitation provient donc essentiellement du modele que ’on considere. La
simulation numérique est aujourd’hui un outil tres répandu pour étudier la physique des
condensats de Bose-Einstein [42, 144, 201].

Considérons le probleme modele de I’équation de Gross-Pitaevskii avec une non linéarité
définie par une fonction f et un terme de rotation

W0yb(t, x) = —%Aw, x) — QL(t,x) + V (x)¥(t,x)
+([U)e(t,x), V>0, vx € R, (3.1)
¥(0,x) = 1o(x) dans L.

La fonction V', qui agit de R% dans R*, correspond ici & un potentiel confinant. La fonction f
peut étre une fonction réguliere et & valeurs réelles comme pour I’exemple standard f(|¢|?) =
B|w|?7, avec B € R et o > 0. En pratique, de nombreuses autres situations existent. En
réalité, comme nous l’avons vu (voir section 1.1.3, page 30), nous pouvons rencontrer des
exemples pour lesquels f n’est non plus une fonction locale mais un opérateur intégro-
différentiel comme c’est le cas pour des interactions de type dipole-dip6le magnétique. Le
parametre 0 € R est la vitesse de rotation. L’opérateur de rotation L, est donné par :
L, = —i(x0y — y0;). Remarquons que, pour fixer les idées et comme c’est souvent le cas en
pratique, on choisit une rotation transverse qui s’exprime wvia 'opérateur L,. Pour d = 1,
Iopérateur de rotation L, n’a plus lieu d’étre dans ’équation et on suppose donc que €2 = 0.

Le calcul d’états stationnaires peut se faire via la résolution du probleme de la minimi-
sation de I’énergie sous contrainte de normalisation de 1’état. Dans le cas de (3.1), I’énergie
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est donnée par

()= [ (FIT000P + VO = 00"t 0 L(tx) + F(ue0)7) )

(3.2)
ou l'on défini F' comme la primitive de f
T
vre ool Fr)= [ flada
0
Ainsi, le probléeme de minimisation consiste & trouver une fonction ¢ € L2 telle que
gQJJ‘((b) = min g&p("(ﬂ) (33)

Il 2 =1

D’un point de vue numérique, cela implique donc que 'on peut considérer des techniques
numériques d’optimisation non linéaire sous contrainte pour le calcul des états stationnaires.
Une seconde approche, naturelle, provient du fait que 'on a montré (cf Section 1.1.4, page
35) que le probleme peut aussi étre formulé comme un probléme non linéaire aux valeurs
propres : trouver une fonction propre ¢ € L2 et une valeur propre u € R telles que

pp(x) = *%AMX) —QL:6(x) + V(x)o(x) + f(|6*)o(x), (3-4)

sous la contrainte de normalisation L2 de ¢. En ce qui concerne les approches numériques
par résolution de problémes aux valeurs propres citons par exemple [87] dans le cadre des
équations de Gross-Pitaevskii.

Dans ce document, nous développons essentiellement une méthode qui entre dans le cadre
de la premiere approche. Cette méthode est appelée Conjugate Normalized Gradient Flow
(CNGF) (Flot de Gradient Normalisé Conjugué) dans la littérature et correspond a la mé-
thode classique en physique [5, 30, 43, 62, 64, 91, 113] appelée Imaginary Time Method
(Méthode en Temps Imaginaire). Cette approche, bien que tres utilisée en pratique, n’est
bien str pas la seule approche possible. Notamment, citons a cet effet [39] ot une formula-
tion avec multiplicateur de Lagrange est construite, [57] o une méthode d’amortissement,
généralement appliquée aux équations d’Hartee-Fock, est adaptée a I’équation de Gross-
Pitaevskii [87] ou encore [74] ou les auteurs développent une méthode de gradient projeté
préconditionné (gradient de Sobolev).

La méthode CNGF consiste a construire une suite minimisante de la fonctionnelle énergie
éq,r donnée par (3.2). Pour cela, on considere une discrétisation en temps (t,)nen, avec
to = 0, et on définit le pas local : 0t,, = tp11 — tn, Vn € N. La méthode CNGF est donnée
par lalgorithme : calculer la suite (¢(x,t,))nen définie par

at¢(x’ t) = _Dqﬁ*(goQ,F(Qb) = %A(ﬁ(xa t) + QLZ¢(X7 t) - V(X)¢(Xa t)
— [0, 1), V€ [t tusa[, ¥x € R,

d(x,t,41)
atn = 7t'r41_ = %7
Pl tun) = 000 t) = =

6(x,0) = do(x) € L2, avec |[dol|rz = 1.
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Dans les équations ci-dessus, on désigne par g(t;, ;) (respectivement g(t,,)) la limite &
droite (respectivement & gauche) d’une fonction g. Les temps discrets t,, conduisent & para-
métrer la suite. Ceci justifie le choix de notation "inversée” ¢(x,t) au lieu de ¢(¢,x). Il est
important de choisir judicieusement la donnée initiale ¢y dans I'algorithme itératif afin de
s’assurer de la convergence. En pratique, comme nous le verrons dans la section 3.3 (page
122), un bon choix consiste a prendre des données construites comme des approximations de
I’équation considérée selon divers régimes.

La méthode CNGF conserve la norme L2 de la solution [30]. De plus, Bao & Du [30]
montrent que l'algorithme (3.5) produit une suite minimisant I’énergie dans le cas d’une non
linéarité nulle (i.e. f(|¢|?) = 0) et d'un potentiel positif (i.e. V(x) > 0). Ainsi, sous ces
hypotheéses, on est assuré que

tliglo o(x,t) = d)g(x)v (3.6)

oll ¢4 est un état stationnaire. En pratique, le calcul en temps long (3.6) est fixé selon un
critere d’arrét que nous précisons plus tard dans le document.

3.2 Discrétisation temps-espace du systeme (3.5)

Dans cette section, nous considérons plusieurs schémas de discrétisation en temps et
espace pour le systeme (3.5). L’Equation aux Dérivées Partielles que ’on souhaite résoudre
dans (3.5) ressemble, en temps imaginaire, non plus & une équation de Schrédinger mais
plutot a une équation de la chaleur. On peut ainsi penser, au prime abord, que 'utilisation
d’une méthode classique pour ce type d’équation conduit & un schéma satisfaisant. Ce serait
néanmoins oublier qu’il y a la contrainte de normalisation a satisfaire et, surtout, que I'on
cherche a construire une suite minimisante du probléeme de minimisation de 1’énergie du
systeme. Ainsi, comme nous l’avons souligné auparavant, le temps imaginaire a pour role de
paramétriser ’algorithme d’optimisation d’un point de vue continu. Par conséquent, un bon
schéma est un schéma qui permet, au moins dans certaines situations, de produire une suite
minimisante. Dans [30], Bao & Du étudient plusieurs schémas a priori standard pour (3.5).
Leur conclusion est la suivante. Le schéma de splitting (voir par exemple la section 4.3, page
150, pour le cas de I’équation de Gross-Pitaevskii en temps réel) qui est généralement tres
efficace (car notamment explicite) et précis (I'utilisation de transformées de Fourier rapides
étant possible) pour la dynamique s’avere ici inutilisable car il nécessite un pas de temps
extrémement petit pour obtenir une énergie décroissante. Cela est méme vérifié dans des
situations que 'on peut considérer comme "faciles”, par exemple a rotation nulle (2 = 0).
Une autre solution consiste a appliquer le schéma de Crank-Nicolson qui possede I'avantage
a priori d’étre d’ordre deux et inconditionnellement stable. Le probleme est que ce schéma
complétement implicite est non linéaire et donc tres cotiteux. Une possibilité est de semi-
impliciter le schéma en explicitant la non linéarité. Ceci conduit alors a la résolution, a chaque
pas de temps, d’un systéme linéaire et non plus non linéaire (section 3.2.2). C’est un avantage
certain qui malheureusement conduit & un schéma qui est a énergie décroissante sous une
condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) tres contraignante entre le pas de temps et le pas
d’espace (par exemple pour une discrétisation en espace d’ordre deux de type différence
finie). En ce qui concerne le schéma d’Euler implicite, celui-ci possede la méme contrainte
que Crank-Nicolson puisqu’il est complétement non linéaire. Néanmoins, le tres joli résultat
obtenu par Bao & Du [30] montre que le schéma d’Euler semi-implicite (section 3.2.1),
contrairement a celui issu de Crank-Nicolson, conduit a une suite uniformément minimisante,
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c’est-a-dire indépendamment des pas de temps et d’espace. Cette propriété est prouvée pour
le probleme avec potentiel V' positif.

En ce qui concerne la discrétisation en espace, nous considérons deux approches. La
premiere consiste a simplement choisir une discrétisation spatiale de type différences finies
d’ordre deux (section 3.2.1). La seconde discrétisation que nous proposons, et qui est la
direction suivie dans la theése, est une méthode pseudo-spectrale (section 3.2.1) basée sur
les transformées de Fourier rapides (Fast Fourier Transform (FFT)). La raison pour laquelle
ce dernier choix nous semble tres séduisant est que la méthode CNGF qui en résulte, tout
en étant simple, est tres robuste. En effet, elle permet le calcul d’états stationnaires pour
des équations avec de tres grandes vitesses de rotation 2. Ceux-ci ne peuvent étre obtenus
avec des méthodes de discrétisation spatiale d’ordre faible (ordre deux par exemple). Enfin, la
rapidité des FFT permet d’envisager, a terme, des méthodes rapides et robustes pour le calcul
de condensats tridimensionnels si on fait appel & du calcul HPC sur plusieurs CPU, GPU ou
machines hybrides, les FFT étant optimisées et redoutables sur ce genre de calculateurs.

3.2.1 Schéma semi-implicite d’Euler en temps et discrétisations en espace

Schéma d’Euler semi-implicite (semi-discrétisation en temps)

Introduisons le schéma d’Euler semi-implicite [30] qui est, par la suite, le schéma constam-
ment utilisé. On considere dorénavant une discrétisation uniforme en temps : 6t, = dt =
tn+1 — tn, Yn € N. Nous obtenons alors le schéma semi-discret en temps pour CNGF

¢

909 —06tn) _ L njo) + 01.3x) ~ Vi()5(x)
_f(‘(b(xatn”z)(z)(x)v Vx € Rda ( )
- 3.7
)
Qb( athrl) HéHLi’
6(x,0) = 6u(x), avee |6z = 1.

La raison pour laquelle ce schéma est le "bon schéma” pour CNGF est contenue dans le
théoréme suivant obtenu par Bao & Du [30].

Théoréme 3.57. On suppose que l'on a V(x) > 0, ¥x € R?, Q = 0 et f(|¢]?) = Blo|>.
Alors, pour tout B > 0 et tout n € N, nous avons, Vn € N,

lo(x,tn)ll2 = lldollz =1,
et

Ea1(0() < Ea 5 ((- ).

Le théoreme 3.57 confirme que le schéma d’Euler semi-implicite fait décroitre ’énergie
modifiée &q ¢ a chaque pas de gradient.

Il reste maintenant a discrétiser en espace les équations du systeme (3.7). On considere le
cas de la dimension d = 2, la généralisation pour les dimensions d = 1 et d = 3 étant directe
aux notations pres. Puisque le probléme (3.7) est posé dans 'espace entier, il faut tronquer
le domaine de calcul. N’ayant pas de frontiere physique, il est naturel de choisir un domaine
de calcul rectangulaire O :=| — ag, az[x] — ay, a,y[. Nous considérons une grille uniforme de
discrétisation pour O : pour tout indice J(> 3) et K (> 3) de N, on définit

Ok = {Xj’k = (a:j,yk) €0, Vje{0,...,J}etVke{0,..,K}}, (3.8)
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avec
h, = Tj1 — .%'j,Vj € {0, vy — 1},

hy = Yr+1 — vk, Yk € {0, ..., K — 1}.
On pose

Ty = —Ggy, TJ=0az, Yo=—0y et Yg = ay.
On considere de plus les ensembles suivants d’indices
Frk={0Gk)eNj1<j<J-letl1<k<K-1},
pour les différences finies avec condition aux limites de Dirichlet, et
Prx={(G,k)eN31<j<Jet1<k<K},

pour 'approximation pseudo-spectrale avec condition aux limites périodique.

Discrétisation par différences finies

Donnons la discrétisation des opérateurs du probleme (3.7) a 'aide de différences finies.
On suppose que le potentiel V' localise I’état stationnaire dans O (ce qui est physiquement
réaliste) et que I'on peut choisir une condition aux limites de Dirichlet, i.e. ¢~)(x) = 0, pour
tout x € 00. Posons, pour toute fonction ¢ définie sur la grille de calcul Ok,

o(xjk) = o(z5,yr) = @ik,

pour des points x; de la grille de calculs, j € {1,...,J —1} et k € {1,..., K — 1} puisque
nous avons choisi une condition aux limites de Dirichlet. En ce qui concerne les dérivées
directionnelles selon x ou gy, nous utilisons les approximations d’ordre deux

i1k — D1k _ Pik+1 — ik

Y K) € Fues daia = SRR 8,0, = SRS (3.9)

Puisqu’on impose des conditions aux limites de Dirichlet, on a : ¥(j,k) € Fx

Pk P2
5I¢1,k‘ — 2h1‘7 5y¢],1 - 2hy7
DI—2k i K2
O0uPi—1 = — =, OyiK-1=——f—
2N, v 2h,,

Ainsi, 'opérateur de rotation L, est discrétisé a 1’ordre deux par

V(j, k) € Fri, ([L)@)jk = —i(x0yPjk — yrda®ijk)- (3.10)

On associe la matrice [L,] € M(C), ou L = (J — 1)(K — 1), a cet opérateur discrétisé et
I’on note ¢ := (¢I(j7k))(jjk)€;J7K le vecteur inconnu de C¥ ot l’on suppose que l'indexation
est faite de telle maniére & ce que 'on ait : I(j, k) = j + (J — 1)(k — 1), et d1(j 1) = D)k
En ce qui concerne les dérivées secondes, on utilise les formules centrées a trois points,
d’ordre deux, dans les directions x et y
i1k — 205k T Oj-1k ikl — 205k + Pjk—1

V(j, k) € Fri, a0k = 2 o ik = 2 . (3.11)
T Y
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Par les conditions de Dirichlet, on a de plus au bord : V(j, k) € F i

2.k — 201k bj2 — 2051
5.3:¢1,k = T7 (55(}5]71 = - J h2 J ,
x y
20 -1k + Pi—2k —2¢j k-1 + ¢jK—2
Sody—1) = 2 , OydiK—1= : 02 s
x Y

L’opérateur Laplacien A est ainsi discrétisé classiquement par différences finies a ’aide du
schéma & cing points

V(j,k) € Frr, ([Al®)jr = 02tjk+ 6.0k (3.12)

On associe la matrice [A] € M (C) a cet opérateur discrétisé.
Enfin, 'opérateur potentiel et la non linéarité sont évalués ponctuellement par

V(i k) € Fir, ([VI®)jk =V(xjin)dje et ([f(10"P)]D)jk = F1071]) bk (3.13)

Les matrices [V] € ML(C) et [f(|¢"[?)] € ML(C) sont diagonales apres réindexation.
Par conséquent, la discrétisation par différences finies du probléeme (3.7) conduit & I’ap-
proximation en dimension finie : calculer la suite de vecteurs (¢™),en de C¥ par le schéma

App"d =b",
¢t = @ : (3.14)
|1l
d)o = ¢07
avec ) )
App™ = =11 = 5[A] = QL] + VI + [£(10" )
b=
=
Dans le systeme précédent, [I] est la matrice identité de My (C). La donnée initiale ¢° est
fixée par les valeurs de ¢y aux points de la grille. Enfin, on définit || - || @2 comme la norme

discrete d’un vecteur ¢ € CF, dans le cadre des conditions de Dirichlet, par

1/2
J-1K-1 /

10l = h/*hg/2 | DD leuwl® | (3.15)

j=1 k=1

Dans la suite du document, le schéma de discrétisation (3.14) de CNGF est appelé BEFD
(pour Backward Euler Finite Difference).

C’est donc un schéma qui produit une suite faisant décroitre 1’énergie modifiée (¢"),en
sous les conditions du Théoreme (3.57), sans condition de type CFL, approchée spatialement
a l'ordre deux.

Discrétisation pseudo-spectrale

Intéressons nous maintenant a la construction d’un schéma de type pseudo-spectral basé
sur 'utilisation de la FFT. Nous supposons encore que 1’état que 1’on cherche a calculer est
localisé dans la boite de calcul O. Contrairement aux différences finies, nous considérons ici
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une condition de périodicité. Cette condition est vérifiée puisque l'on suppose a priori que
la fonction cherchée est nulle sur le bord du domaine. La périodicité permet d’utiliser des
transformées de Fourier rapides. Si I'on considére une condition de Dirichlet, il est possible
d’appliquer des transformations en sine rapide (Fast Sine Transform). Pour Neumann, nous
pouvons faire appel a des transformées en cosine rapides (Fast Cosine Transform). Néan-
moins, celles-ci demandent a étre bien programmées par le biais de la FFT. Par exemple,
elles ne sont pas inclues dans la version de base de Matlab (mais le sont dans la Toolbox
optionnelle de traitement du signal) alors que la FFT ’est (par une compilation de FFT3W).
Ayant développé GPELab sous la version Matlab de base (cf. chapitre 5), nous nous restrei-
gnons ici a une approche purement FFT.

Sachant que ’on choisit une approche par approximation spectrale, on se place dans un
domaine avec conditions périodiques aux bords. Dans ce cadre, une fonction ¢ (que I'on peut
considérer par exemple comme une approximation de la solution & du probleme (3.7)) est
définie sur la grille uniforme O i par ¢; ;, pour tout indice (j, k) € Pjx, i.e. sans les points
d’indices j = 0 ou k = 0. Notons M := JK le nombre de degrés de liberté du probleme pour
les conditions aux limites périodiques. Soit ¢ := (k) (jk)eP k€ est-a-dire ¢ € CM par une
renumérotation lexicographique que I’on utilise de facon générale sans toujours le préciser par
souci de simplicité. Les discrétisations pseudo-spectrales approchées d’une fonction ¢ dans
les directions = et y et représentées sur la grille uniforme O i sont respectivement basées
sur les représentations en séries de Fourier partielles inverses et tronquées, V(j, k) € Pk,

J/2—1
(b(tv L, yk) ~ @('xja Yk, t) = j _ZJ/Q@(Z/IW t)ell»l/p(xj"ra:y)’

T K (3.16)
¢(t7xj7yk) ~ QD(ZU]', ykvt) = K Z @(xkat)eiAq(yk_Fay)a

qg=—K/2

oll p, et pg sont respectivement les coefficients de Fourier de la fonction ¢ dans les directions

z et y, les multiplicateurs de Fourier étant : p, = 72 et Ay = Z—z. Les fonctions p, et @,
s’expriment comme
J—1
@(yk7t) — Z w(xj,yk,t)e_wp(xﬁ“”),
=0 (3.17)
@(xjv t) = @(xjv Yk, t)eii)\Q(yk+ay)'
k=0

Par conséquent, 'effet d’une dérivation directionnelle selon ces définitions s’écrit, selon x ou
y respectivement, sous la forme, V(j,k) € Pk,

J/2—1
1 o o
([[827]]90)],k = j Z Z,upgpp<yk’t)e M:D( i+ z)’
p=—J/2
1 K/2-1
[Oul0)jn = 7o D idgPylan, t)ePalvten),
q=—K/2

On en déduit ainsi I'approximation de I'opérateur de rotation L, sur la grille O i

([L=Nle)in = =i (25 ([19y]lp) s — yr([[02]]p) k) - (3.18)
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Une nouvelle dérivation formelle conduit aux représentations des dérivées secondes, V(j, k) €

Pk,
L |
([[82“ )],k j Z _Nz@(yk,t)ewp(xj*%)7
p=—1J/2
1 K/2—1
(02hin = 7 D —A2alaok, tpeidstuntan),
g=—K/2

ce qui nous permet de déduire ’approximation de I'opérateur Laplacien A
([[Ale)s = (10211 + [105]]10) . - (3.19)

L’opérateur potentiel et la non linéarité sont directement donnés par leurs valeurs ponc-
tuelles, V(j,k) € Py Kk,

(VIe)ik =V xiw)ein et (LF(1"*)e)in = F(15*)esn- (3.20)

L’approximation pseudo-spectrale de (3.7) conduit donc & déterminer la suite de vecteurs
(@" )nen solution de

" = ki : (3.21)
, iz
¢ = ¢07
ot ¢ € CM. Le membre de droite est donné par
n
bBE,n — ¢7
ot’
avec ¢" € CM. La norme || - || ¢ correspond & la norme L discréte sur la grille O x pour
un vecteur ¢ € CM
- 1/2
@l == hY 2Ry | D> sl : (3.22)
7j=1k=1

Dans (3.21), lopérateur ASB}I;: ™ est une application qui a tout vecteur ¢ € CM associe un
vecteur ¥ € CM tel que

P o= ASE" o = ATR " + ARY, 9,
ABEng (HIHH[ I+ (6™ >n) 6, (3.23)

AR50 = (5 l1A1 - 2.1 ) o

ou [[I]] est la matrice identité de M, (C).

Pour I’évaluation de ’'opérateur A?E’", on utilise les définitions (3.20) des opérateurs. On
remarque donc que, dans ’espace physique, cet opérateur est diagonal. D’autre part, pour
’évaluation de 'opérateur AEI:]Q, on utilise les définitions (3.18) et (3.19) des opérateurs [[L.]]
et [[A]], respectivement. Remarquons que AR Ao Nest pas diagonal dans l'espace physique
mais que opérateur [[A]], défini par (3.19), est diagonal dans I’espace de Fourier. Le schéma
semi-implicite d’Euler avec approximation pseudo-spectrale est désigné par BESP (pour
Backward Euler pseudoSPectral) par la suite.
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3.2.2 Schéma semi-implicite de Crank-Nicolson

La discrétisation en temps du probleme (3.5) par le schéma semi-implicite de Crank-
Nicolson est

O(x) = 6, ta) _ 1, <<&<x> +o(x, m) o, <<fs<x> + ol m))

ot 2 2
~V(x) <¢(X) +2¢(X’t")> — Flo(x, ) %) (¢(X) +2¢(X’t”)) , Vx € R,
o d
oot = il

#° = go. avee |[guollz = L
(3.24)
Dans [30], Bao & Du ont prouvé que le schéma (3.24) en dimension 1 donne une suite qui
fait décroitre I’énergie sous des conditions similaires au théoreme 3.57, avec 8 = 0, mais avec
en plus la contrainte CFL forte suivante
2
ot < 2hy (3.25)

~24+h2 max V(zj)’
JE{LJ—1}

pour une discrétisation par différences finies uniforme (x;);cq1,.. s—1}, avec un pas h,, d'un
intervalle | — a,, a;[. Cette CFL est en pratique trés pénalisante.

En ce qui concerne la discrétisation en espace, 'approche est exactement la méme que
pour les schémas BEFD et BESP. Par exemple, 'utilisation de différences finies en espace
conduit, a une étape n donnée, au systeme CNFD

ifinib s (3.26)
119l
o A" = i+ 5 (51— QL+ 1+ [P )
b= %5 (G 0Lz - - 1387 ) 0.

et la donnée initiale ¢° = ¢, € C~.
Dans le cas de I'approximation pseudo-spectrale, nous obtenons les schéma CNSP, pour
une itération n,

Agg,n(; _ bCN,n’
o = 9 (3.27)
plle2

ou l'opérateur Agg "™ associe a tout vecteur ¢ € CM le vecteur ¢ € CM tel que

CN CN CN
’l,b = ASP 7n¢) = ATF7TL¢ + AA’énqb,

ae = (B Jn+ Jiserpn ) o (3.25)

a$%e = (4181 - 3ol
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et le membre de droite est donné par
beve i (U 5 (Gl + oz - vl - o) ). G29)

Comme pour le schéma d’Euler semi-implicite, on remarque que 'opérateur Agg,n est dia-
gonal dans I'espace physique et que Ap o I’est dans ’espace de Fourier.

3.2.3 Comparaison entre BESP et CNSP

Dans les sections 3.2.1 et 3.2.2, nous avons introduit respectivement les schémas BESP
et CNSP qui correspondent aux schémas d’Euler et Crank-Nicolson semi-implicites avec
une discrétisation spatiale pseudo-spectrale. On sait [30] que le schéma BESP permet une
diminution de I’énergie sans CFL sur le pas de temps alors que le schéma CNSP est contraint.
Nous illustrons ici, par un test numérique, que la contrainte du schéma CNSP le rend, en
pratique, inutilisable pour un calcul d’état stationnaire. La conclusion sur BEFD et CNFD
est similaire.

On considere ici le probleme suivant en dimension deux

{ iatq/)(ta X) = _%Ad}(t)x) - Qde}(t’X) + V(XW(ta X) + 6’¢’2¢(t7 X)? (3‘30)
1(0,%) = to(x) € L3,

pour tout ¢ > 0 et x € R2 Le potentiel est harmonique : V(x) = %(’y%xQ + ’yng), avec
s = 7y = 1. De plus, on suppose que : § € RT et 2 € R. On considéere BESP et CNSP
pour le pas de temps ¢t = 10~! afin de constater la diminution ou non de 1’énergie de la
solution. Lors de la mise en place de BESP et CNSP, I'utilisation d’un solveur robuste pour
la résolution des systemes linéaires a chaque étape n est nécessaire. Nous ne donnons pas
de détails a présent, ceci faisant 1’objet de sections suivantes. Le domaine de calcul est :
O =| — 10,10[%, pour une grille uniforme O, avec J = K = 2% La condition initiale
est choisie comme étant 'approximation de Thomas-Fermi (3.40) lorsque 5 # 0 et une
gaussienne centrée

1/4
¢OSC(X) = mjye—(’YzIQ*"Yyy?)/?’ (3_31)
pour 8 = 0.

On représente sur la figure 3.1 I’évolution de I'énergie Aén r = gQ,F((]Sl) —é”Q’F(qbo) pour
BESP et CNSP sur le premier pas de temps en fonction des parametres 5 et 2. On constate
que dans le cas de BESP on a effectivement une diminution de I’énergie dans I’ensemble des
cas. En revanche, pour CNSP, on peut voir que I'on a une forte augmentation de 1’énergie,
ce qui se traduit par ’explosion du schéma des le premier instant (ceci s’agravant pour des
valeurs croissantes de (). Pour illustrer la différence entre les deux schémas, on reporte sur les
figures 3.2(a) et 3.2(b) I’évolution de I’énergie pour BESP et CNSP respectivement jusqu’a
un temps imaginaire T' = 1 pour des pas de temps 6t = 0.1, 0.01 et 0.001 avec les parametres
B = 500 et Q = 0.5. Pour le schéma BESP, I’énergie diminue pour les trois pas de temps.
On peut voir que I'énergie décroit d’autant plus vite que le pas de temps est petit. Quant
au schéma BESP, on constate I’explosion de la méthode pour le pas de temps ot = 0.1 via
la croissance élevée de 1’énergie de la solution. Pour les pas de temps 6t = 0.01 et 0.001,
I’énergie diminue de fagon réguliere tout au long de la simulation de manieére similaire au
schéma BESP. Pour obtenir une diminution de 1’énergie, il est nécessaire de prendre un pas
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de temps nettement plus petit, ce qui contraint fortement la méthode CNSP, notamment en
terme de rapidité de convergence vers le minimum. En cela, BESP est un schéma robuste.
D’autres simulations que nous avons réalisé pour 2 > 0 (mais pas reportées ici) confirment
cette conclusion. Ainsi, seuls les schémas BESP et BEFD sont considérés dans la suite.

1r : -0.01 Ir
0.9 0.9
0.8 0015 0.8r
0.7 0.7
’ 0.02
0.61 0.6f
05 s G 05]
0.4f 0.4r
0.3f 00 0.3
0.2r 0.2
-0.035
0.1 0.1
00 200 400 600 800 1000 OO 200 400 600
B §
(a) Evolution de I’énergie pour BESP (b) Evolution de I’énergie pour CNSP

FI1GURE 3.1 — Evolution de I’énergie sur le premier pas de temps pour BESP et CNSP.

350
3001
2501
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> 51=01
] 51=0.01
e
Lﬁ 1507 t=0.001
100f
50¢
85 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 % 01 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1
Temps imaginaire Temps imaginaire

(a) Décroissance de énergie pour différents 6t avec  (b) Evolution de 'énergie pour différents 6t avec
BESP CNSP

FIGURE 3.2 — Evolution de Iénergie jusqu’au temps imaginaire T' = 1 pour BESP et CNSP
avec 8 = 500 et 2 = 0.5.

3.2.4 Comparaison entre BESP et BEFD

Dans cette section, nous analysons la précision en espace des schémas BESP et BEFD.
On montre en particulier I'intérét de choisir une approximation pseudo-spectrale par rapport
aux différences finies. Une étude similaire a été conduite par Bao, Chern & Lim [28], dans
le cas 2 = 0, ou 'auteur met en avant le caractere spectral de ’état stationnaire obtenu par
BESP par rapport a BEFD.
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On reprend tout d’abord un test numérique similaire a celui de [28]. On considere le
probleme suivant

{ ’L'atﬂ)(t, {L‘) —76210(75 X) + V(l‘)@b(t, l’) + 5|1/J|2¢1(75, l’), (332)

¥(0,x) = o(x ) €L,

avec V(z) = %xz, B =300 et 1y est choisi comme étant une gaussienne normalisée, i.e.

[V

x

Ve e R, p(x) = #6_7.

On choisit un domaine de calcul O =] —10, 10[ auquel on associe une grille uniforme O avec
6 < J < 12. On utilise les schémas BESP et BEFD pour calculer un état stationnaire de
(3.32) sur les différentes grilles uniformes. On fixe un pas de temps 6t = 107! et les systémes
linéaires sont résolus grace au solveur de Krylov BiCGStab avec un critere de convergence
e = 1072, Soit ¢§P (respectivement ¢§D) I’état stationnaire calculé sur la grille uniforme O J,
6 < J < 12, avec BESP (respectivement BEFD), et ¢S = 512 (respectivement ¢rop = ¢hi2)
I’état stationnaire de référence. On reporte sur la table 3.1 erreur quadratique, le maximum
de D'erreur et enfin 'erreur sur I’énergie entre les différents états stationnaires calculés et ’état
stationnaire de référence pour les schémas BESP et BEFD. On peut constater la précision
spectrale des états stationnaires obtenus avec le schéma BESP et la précision quadratique
du schéma BEFD par la décroissance des différentes erreurs selon la taille de la grille utilisée.

J=20| J=27 | J=28 | J=29 | J=210 | J=2U1

1655 — &5 ||oo 5.00e-5 | 8.30e-9 | <le-12 | <le-12 | <le-12 | <le-12
AR — 5P oo 3.21e-5 | 2.12e-6 | 1.33e-7 | 8.32e-9 | 6.03e-10 | 1.94e-10
b5 — &5 lle2 45165 | 1.00 e-8 | <le-12 | <le-12 | <le-12 | <le-12
brer — @512 2.99¢-5 | 1.96e-6 | 1.23¢-7 | 7.83¢-9 | 7.15e-10 | 1.74e-10
|Ear(655) — Gar(9SF)] | 9.19e-5 | 3.65¢-10 | 2.22¢-12 | 2.66e-12 | <le-12 | 1.91e-12
|G r(dER) — Gar(d5P)| | 8.30e-6 | 5.54e-7 | 3.51e-8 | 2.23e-9 | 1.52¢-10 | 1.25¢-11

TABLE 3.1 — Précision numérique des schémas BESP et BEFD pour le calcul de I’état sta-
tionnaire associé au probleme (3.32).

On passe maintenant & un cas en dimension 2. On considere le systeéme (3.30) avec le
potentiel harmonique : V(x) = 3(72z? + ’ygyz), pour v, = v, = 1. On fixe § = 300 et
Q = 0.6. On choisit le domaine de calcul O =] — 10, 10[, pour une grille uniforme O, g,
avec : 5 < J, K < 9. Le pas de temps est 6t = 107!, La résolution des systemes linéaires est
réalisée avec le solveur de Krylov BiCGStab pour un critére de convergence ¢ = 1072, En
faisant varier J et K, nous pouvons comparer les différents états stationnaires obtenus avec
un état stationnaire de référence ¢,.¢ calculé avec BESP sur une grille uniforme plus fine (ici
Ok avec J = K = 29). Soit ¢ D'état calculé sur une grille O (J = K). Nous reportons
sur la figure 3.3 les différentes densités obtenues pour BESP et BEFD. On remarque que
pour des grilles grossieres, les états sont tres différents et, dans ce cas, la discrétisation par
différences finies semble visuellement étre plus correcte. Dans la table 3.2, on remarque tout
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d’abord un saut dans la précision du schéma BESP lorsque 1'on passe d’une grille & J = 26
a une grille J = 27. Ceci est dii & la convergence vers un état stationnaire différent entre les
grilles inférieures ou égales & J = 2% et celles supérieures comme on le voit sur la figure 3.3.
On constate d’autre part, pour les grilles supérieures & J = 27, la haute précision obtenue
avec le schéma BESP et la précision nettement moindre pour les états issus de BEFD.

(c) BEFD : J =2°

b i of compones

E lam
I-”
o
1

(e) BEFD : J =27 (f) BESP : J = 2.

FIGURE 3.3 — Représentation de |¢;|? obtenu par BEFD (gauche) et BESP (droite) pour
différentes discrétisations spatiales.

On en conclut que, pour des grilles possédant un nombre suffisant de points, le schéma
BESP est nettement plus précis que BEFD. Comme on a pu le constater, cette précision se
répercute notamment sur les quantités physiques que 'on cherche a calculer. On se focalise
donc par la suite sur le schéma BESP.

3.3 Comment initialiser CNGF ?

De fagon générale, nous devons calculer un minimiseur, si possible global, du probleme
d’optimisation (3.3). Avant de faire un calcul numérique par BESP (ou autre), il est naturel
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J=2 | J=26 | g=27 | J=28

1655 — &5 || 1.47e-1 | 6.95e-2 | 5.4le-7 | 1.78-9
|dER — ¥P | 1.29e-1 | 5.02e-3 | 6.7le-5 | 4.39¢-6
o — 5 Nl 1.82e-1 | 4.23e2 | <le-12 | <le-12
et — @512 4.77e-2 | 6.46e-5 | 3.79e-8 | 1.44e-10

| r(@S8) — Sar(d5F)] | 7.55¢-3 | 5.29¢-5 | 2.54e-8 | <le-12
|Sa.r(dER) — Sa.r(@hP)] | 5.274e-2 | 3.054e-3 | 1.871e-4 | 1.12¢-5

TABLE 3.2 — Précision numérique des schémas BESP et BEFD pour le calcul de I’état sta-
tionnaire associé au probleme (3.30).

de savoir s’il est possible d’obtenir des solutions explicites exactes ou approchées de I'équa-
tion de Gross-Pitaevskii. Ceci est doublement important. En effet, avoir une telle solution
permet de mieux comprendre mathématiquement les propriétés physiques des condensats.
De nombreux développements ont été effectués a cette fin en physique [183, 185]. Nous don-
nons un exemple ci-dessous avec notamment ’approximation de Thomas-Fermi. Par ailleurs,
au vu de la complexité du probleme d’optimisation, il est clair qu’il est quasiment impossible
d’obtenir une solution analytique du probléme de facon tres précise et surtout valable pour
tout régime (faiblement ou fortement non linéaire, pour différents potentiels, prise en compte
de la rotation, etc...). Sachant que 'on cherche a résoudre un probléeme d’optimisation non
linéaire, nous n’avons pas d’autre alternative que de développer des méthodes numériques
itératives. En cela, avoir un bon candidat pour jouer le réle de point d’initialisation de 1’al-
gorithme est crucial pour obtenir une possible convergence des algorithmes. En particulier,
on peut espérer qu’'une solution analytique la plus fidele possible puisse convenir. Dans la
section 1.1.4, page 34, nous avons distingué deux cas pour lesquels il est possible d’approcher
un état stationnaire. Précisons ces approximations pour différents problemes, notamment en
fonction des potentiels en jeu.

Dans le cas d'un probléme sans rotation (i.e. & = 0) avec un potentiel confinant, le
probleme de minimisation (3.3) admet une unique solution globale ¢, & un facteur de phase
pres [160]. Pour un potentiel V' tel que

vx e RY V(x) = Vo(x) + W(x),

oul'on a

d
1 w
W(x) = 5 g fy%},m? et lim () =0, (3.33)
i=1

|x|—00 V(X)

et dans le cadre d’une interaction faible (par exemple |f(1)| < 10), une bonne approximation
[28] de I'état fondamental du probleme (3.1) est donnée par

(H?:l %@) v 1

—Llsd o x?
e (334

Vx € RY, ose(x) =
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qui correspond a l’état fondamental du probleme de I'oscillateur harmonique quantique [160]

{ 0 (t, x) = _%Aw(t,x) +Vo(x)(t,x), ¥t € RT, vx € RY, (3.35)

¥(0,x) = ho(x) € L2.

Si 'on considére maintenant une rotation non nulle (i.e. Q # 0), trouver une bonne ap-
proximation est beaucoup plus problématique. Notamment, il n’y a alors plus unicité de la
solution du probleme de minimisation (3.3) ni méme existence pour des rotations trop élevées
[200]. Dans le cas du potentiel harmonique (3.33), la vitesse critique de rotation au-dessus
de laquelle il n’existe plus d’état fondamental est donnée par Q. = min{y,,~,}. Dans [189)],
I’auteur met en avant des phénomeénes de transition de phase en fonction de la vitesse de
rotation lorsque ’on considere un potentiel quadratique plus quartique. Il est notamment
montré qu'une seconde vitesse critique existe a partir de laquelle il y a formation d’un vortex
dit "géant”. Pour plus de détails concernant la physique des vortex, on renvoie par exemple
aux travaux de Rougerie & al. [46, 69, 190], d’Aftalion & al. [6, 7, 8, 9] et Tsubota & al.
[145, 146, 219]. Une donnée initiale permettant de converger vers le bon état fondamental a
été proposée par Bao, Wang & Markowich [41] et consiste a choisir 'approximation suivante

(1 — Q) osc(x) + QY (x)
(1 = Q) Posc(x) + Q8 (x)|[ 12

b(x) = (3.36)

avec

osc

Bosc(x) = €72 (7 HW) ot G (x) = (ypa + ipyy)e 2 (= YY), (3.37)

Cette approximation est en fait une interpolation entre la gaussienne (3.34) et cette méme
gaussienne avec un vortex (singularité) en son centre. Dans le cadre d’un potentiel confinant
dans la direction x, on peut se ramener a une équation en dimension 2 (cf. section 1.1.5,
page 38). De plus, en utilisant des coordonnées polaires, on remarque [41] que l'on obtient
en fait, pour un potentiel quadratique isotrope v, = v,

v _ ,y:%eimG — a2 /2

OSC(X) - 76 / ’ (338)
ou m = 1 est appelé "winding number” du vortex central et correspond ici au premier mode
du vortex. Grace a ces données initiales, il est possible de converger effectivement vers un
état fondamental dans le cas d’une vitesse de rotation sous-critique 2 < €).. On présente sur
la figure 3.4 les données initiales (3.34) et (3.36) en dimension deux. Pour étre complet, on
reporte le cas tridimensionnel sur la figure 3.5 et le cas de la dimension un figure 3.6.

Dans le cas d’une interaction forte, on considére ’approximation de Thomas-Fermi. Celle-
ci (cf. section 1.1.4, page 34) consiste a négliger 1’énergie cinétique due a 'opérateur Laplacien
et 'opérateur de rotation. On obtient alors un probléme de minimisation simplifié ou ’énergie
est donnée par

G () % Ere(0) = [ [VEOWERE + F((t.x))] dx.

Plus précisément, en revenant a un probleme aux valeurs propres comme dans le cas général
(3.4), on cherche & calculer une fonction propre ¢rr € L2 et la valeur propre urr € R du
probleme

vx € R, prrgrr(x) = f(|orr[?)drr(x) + V(%) dTr(X),
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FIGURE 3.5 — Isovaleurs |¢|> = 1073 pour un probleme harmonique (7, = v = 7. = 1)
tridimensionnel a faible interaction, sans et avec rotation par les formules (3.34) et (3.36),
respectivement.

avec la contrainte de masse A (¢1r) = [|¢7r||L2 = 1. On obtient alors

vx € supp(¢rr), prr = f(|¢rr|?) + V(x). (3.39)

En supposant qu’il est possible d’inverser la fonction f sur R, on peut alors en déduire une
forme explicite de ¢rF, sachant qu’on la suppose ici réelle,

(T e = V), pour £ (e — V(x)) > 0,
Vx €RY, ¢TF(X)‘{0 T our £ (e — V() < 0.

Afin d’obtenir la valeur propre u, on peut utiliser la contrainte de masse. Par exemple, dans
le cas d’une non linéarité cubique f(|¢|?) = B|¢|?, avec B € R, on peut choisir comme
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Iphig(x)I

FIGURE 3.6 — Représentation de |¢g|?> pour un probléme harmonique (avec 7, = 1) unidi-
mensionnel & faible interaction.

approximation de 1’état fondamental
prr—V(x) -V >0
¢rr(x) = 5 pour prr = V(x) >0, (3.40)
0 , pour urr — V(x) <0.
ou putr est donné par la formule suivante [28]

(367,)3 pour d = 1,

prp = 4 (@87m)'? |, powrd=2, (3.41)
2/5
<715674ﬁ”2> pour d = 3.

On représente sur la figure 3.7 le module de I'approximation de Thomas-Fermi (3.40) pour
un potentiel quadratique (v, = v, = 7. = 1) et une non linéarité cubique en dimensions un,
deux et trois.

L’approximation de Thomas-Fermi possede ’avantage d’étre moins restrictive que ’ap-
proximation a faible interaction pour ce qui concerne les classes de potentiels et non linéarités.
On peut, entre autres, considérer les potentiels suivants (ici en dimension d = 2)

— Potentiel quadratique plus quartique [233]

1 K
V(x) = (1 - a)5(va” + 7y + (52" + 7y)” (3.42)
— Potentiel quadratique plus gaussienne [139]
1 _ (@=20)*+(y-vp)*
V() = S (2" + gy fwee @ (3.43)
— Potentiel quadratique plus sine (aussi appelé potentiel optique) [233]
1 a . T 2 as . Y 2
V(x) = 5(72372 + 753/2) + 3 sin <d1> + 3 sin (dg . (3.44)
— Potentiel a double puits [225]
1
V(x) = = (v22% +72%) + Voe @ /20, (3.45)

2
Des exemples d’approximation de Thomas-Fermi pour ces potentiels sont représentés sur les
figures 3.8 et 3.9.
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FIGURE 3.7 — Représentation de |¢o|?> pour I'approximation de Thomas-Fermi dans le cas
d’un potentiel quadratique, 8 = 1000 (interaction forte) pour les dimensions un, deux et
trois.

3.4 Résolution des systemes linéaires issus de BESP : mé-
thode de point fixe et sa limitation

On se concentre dorénavant sur la méthode BESP, le schéma étant donné par le systeme

ABE,n&) — bBEn

"t = ki : (3.46)
; |&lle2

¢ = ¢)07

o, par souci de concision, nous posons dorénavant : ABE" .= Agg ™ 1l est clair que, & chaque
itération n du processus itératif de la méthode de minimisation, nous devons résoudre un
systeme linéaire défini par : ABE’"(% = bBE", Lutilisation de méthodes pseudo-spectrales
d’approximation implique que l'opérateur APE" est donné implicitement par le biais de
FFT, ce qui a pour effet que la matrice ABP™ n’est pas connue explicitement mais plutot
a travers une application. Par conséquent, il est exclu de faire appel a une méthode directe
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de résolution de systemes inéaires. L’alternative consiste & utiliser une méthode itérative.
Nous proposons dans cette section de présenter une approche par point fixe, introduite a
lorigine par Bao et al. [28] dans le cadre de 1’équation de Gross-Pitaevskii sans rotation.
Cette méthode a été ensuite appliquée par Zeng & Zhang [233] pour des équations avec des
rotations €2 non nulles. Nous montrons ici que cette approche s’effondre des lors que la vitesse
Q est suffisamment grande. Ceci nous conduit dans la section 3.5 a introduire une approche
originale et robuste basée sur les solveurs itératifs par sous-espaces de Krylov, préconditionnés
par des opérateurs analytiques. Plusieurs simulations numériques approfondies permettent
de valider 'approche et de voir comment ces méthodes se comportent selon les situations.
Cette approche est flexible et s’étend sans difficulté au cas des systémes multi-composantes,
sujet qui est abordé lors de la section 3.6.

Afin de présenter brievement la méthode de point fixe, considérons que ’on ait & résoudre
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un systeme linéaire générique

A¢ = b, (3.47)

ol A est une application linéaire de CM dans CM, ¢ est le vecteur inconnu dans CM et
b € CM est le second membre. On fait hypothése que A admet la décomposition suivante

A=D-B, (3.48)

ot D est un opérateur linéaire diagonal et B := D — A La méthode de point fixe (Jacobi en
fait ici) consiste alors a tirer partie de l'inversion "triviale” de la matrice D et d’utiliser les

itérations © u
@ =y € C,
{ ¢(m+1) — D71B¢(m) + Dflb’ (349)

pour obtenir une suite d’itérés (qﬁ(m))meN qui converge vers ¢ solution de (3.47). Une condi-
tion nécessaire et suffisante de convergence est d’avoir

p(D'B) < 1, (3.50)

ou p(E) est le rayon spectral d’une matrice donnée E. On peut accélérer la convergence de
la méthode via I'introduction d’un parametre de relaxation w, ce qui conduit au schéma

{ ) = ¢, € CM, (3.51)
¢ = (D + wI)"L(B + wl)p™ + (D + wI)~1b. )

Le choix de la valeur de w est motivé par la minimisation de p((D + wl)~*(B + wl)) afin
d’accélérer la convergence de la méthode itérative.
On introduit les opérateurs suivants

aR% = U0 Cpal ol AR, = QL] - VI~ 58l6"P - il
(3.52)
Sachant que le Laplacien qui apparait dans I’opérateur A}z]::w est diagonalisable dans la base
de Fourier et qu’il peut donc étre inversé de maniere directe, une méthode qui vient natu-

rellement a ’esprit, proposée par Bao & al. [28] pour le systeéme linéaire du probleme (3.46)

~(m+1))

avec ) = 0, consiste a calculer de maniere itérative (¢ meN grace au systéme suivant

¢ = ¢"(x),

" = (aRE) " [0 0™ b (8:99)
afin d’obtenir la solution (f) (ou du moins une approximation) pour la premiere équation
du probléeme (3.46) pour un indice m suffisamment grand. Sachant que cette méthode est
supposée avoir une précision spectrale, on choisit de prendre un critéere de convergence assez
fort

H~(m+1) B ~(m)H

® ¢

- J(m+1) _ 7(m)

‘= max . — ¢ <e 3.54
oo (k)EOs K O ik | = (3:54)
avec ¢ petit (par exemple 107'2). Dans [28], les auteurs montrent qu’il est possible d’obtenir
un parametre de stabilisation optimal wepy qui minimise le rayon spectral de la matrice
d’itérations (Ag?w)_lAgEﬁi ., utilisée dans le systeme itératif pour € = 0. Il est donné par

b bms
Wopt = w (3.55)
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ou
_ Loon o Lamoney
bmax = G (2[[V]]J,k + 500" ]]m) (3.56)
et 1 1
R 3 - X - n(277 .
bmin = i (2[[V]]j,k + 5018 Hm) : (3.57)

On définit p,(5,9Q) := p((AE]?W)_lASBZ%’%M). La convergence de cette méthode de point fixe
est assurée sous la condition d’avoir p,(5,0) < 1. On obtient alors la convergence pour tout
B > 0. Cette méthode a été appliquée dans [233] dans un cas avec rotation (i.e. Q > 0).
Néanmoins, il n’existe que des simulations numériques et aucune analyse de la convergence
n’est réalisée.

On illustre maintenant les limitations de cette méthode de point fixe & ’aide de simula-
tions numériques. On considére un cas en dimension 2 avec un potentiel quadratique plus
quartique V(x) = (1 —a) |x|> 4+« |x|*. On choisit les paramétres o = 1.2 et & = 0.3 [233]. Le
pas de temps est fixé & 0t = 1072 et le domaine de calcul est O =] — 15;15[% avec une grille
uniforme O, J = K = 2°. Le critére de convergence est : soit H(Nﬁ(mﬂ) — &)(m)Hoo <1072
ou m > 5000. On initialise la méthode avec la donnée initiale ¢y qui est donnée par l'ap-
proximation de Thomas-Fermi (3.40) lorsque 5 # 0 ou une gaussienne centrée (3.34) lorsque
B = 0. Notre exemple consiste a tester numériquement la convergence de la méthode de point
fixe (3.53) en résolvant le systéme linéaire de (3.46) sur un unique pas en temps, i.e. de n =0
an = 1. On représente sur la figure 3.10(a) le nombre d’itérations #iter nécessaire a la mé-
thode (pour un parametre de stabilisation wept) pour converger en fonction des parametres
B et 2. Comme on peut le constater, la méthode requiert en général beaucoup d’itérations
pour converger. En particulier, lorsque la vitesse de rotation €2 devient suffisamment grande
(€ > 1.4 dans notre exemple), on observe une divergence de l'algorithme, méme pour de
faibles non linéarités, puisque ’on atteint alors le maximum d’itérations #iter = 5000. Pour
illustrer cette divergence, on reporte sur la figure 3.10(b) les variations du rayon spectral
po+ (103, ) en fonction de 2. On observe que, lorsque la vitesse de rotation € est inférieure &
une certaine valeur (ici < 1.4), le rayon spectral est légérement inférieur & 1 ce qui implique
une convergence lente. En revanche, on voit que le rayon spectral p,+(103,Q) devient plus
grand que 1 a partir du moment ol €2 = 1.4, ce qui rend la méthode divergente.

On en conclut que, malgré le fait que la méthode fonctionne effectivement pour des
valeurs modérées de (2, la convergence n’en reste pas moins lente. De plus, la méthode n’est
pas robuste puisque des valeurs assez élevées de rotation entrainent sa divergence. En cela,
Papproche de Bao & al. [28] n’est pas appropriée pour traiter les cas ou  est relativement
grand.

3.5 Résolution des systemes linéaires issus de BESP : mé-
thodes robustes basées sur les espaces de Krylov

3.5.1 Meéthodes de Krylov préconditionnées pour les systemes issus de
BESP

Accélérateurs

Pour les problemes complexes, on sait que les méthodes itératives du type Jacobi, Gauss-
Seidel ou SOR [192] peuvent se révéler peu robustes, comme dans le cas précédent. Il existe
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FIGURE 3.10 — Potentiel quadratique-quartique en dimension 2 : convergence/divergence du
schéma itératif (3.53) en fonction de Q.

néanmoins des méthodes itératives robustes telles que les méthodes basées sur les espaces
de Krylov [192]. Ces méthodes sont particulierement efficaces pour résoudre les systémes
linéaires de grande taille de la forme

A¢p = Db, (3.58)

olt A est une matrice carré de Mj;(C) et b € CM. Les solveurs itératifs de Krylov les
plus répandus sont le gradient conjugué carré (CGS) [192], le gradient bi-conjugué stabi-
lisé (BiCGStab) [192, 221] et enfin GMRES. [192, 193]. Les deux premieres méthodes sont
basées sur la minimisation de l'erreur (¢, — ¢(m))tA(qf)* — d)(m)), ou ¢, est la solution du
systeme (3.58) et qb(m) est une approximation de ¢, dans l'espace de Krylov &;,. Ces deux
solveurs sont essentiellement construits autour de la minimisation d’une fonctionnelle qua-
dratique dépendant de qb(m) par l'utilisation d’une méthode de type "recherche de direction”
et "détermination du pas”. La troisieme méthode est basée sur la minimisation du résidu
|Ap™ — b, pour ¢™ € R, via 'utilisation de la méthode d’Arnoldi. On appelle com-
munément ces méthodes accélérateurs. Si #iter est le nombre d’itérations nécessaires a ces
accélérateurs pour obtenir une solution, avec une tolérance ¢ sur 'approximation, alors le
cotit global de calcul est donnée par Cglonal = Fiter x Ci{er, ou Cger est le colt d’'une seule
itération. Ce colt est en fait directement lié & I’évaluation d’un produit matrice-vecteur
¥ = A1), ou ¢ est donné.

Préconditionnement

En général, il n’est pas avisé d’utiliser un accélérateur tel quel [192]. En effet, la vitesse
de convergence (donc #iter) dépend de la localisation des valeurs propres de la matrice
A de (3.58) dans le plan complexe. Il est préférable d’avoir en fait un paquet de valeurs
propres pour obtenir une meilleure convergence. Dans le cas du systeme (3.46), on ne peut
pas s’attendre a obtenir une telle condition puisque la matrice est issue de la discrétisa-
tion d’opérateurs elliptiques du second degré. Néanmoins, ’amélioration de la vitesse de
convergence, et donc la réduction du nombre d’itérations #iter, est possible par précondi-
tionnement du systeme linéaire. Ces préconditionneurs sont en général construits de maniere
algébrique comme des approximations de l'inverse de A dans (3.58). Parmi les précondition-
neurs les plus robustes, on mentionne par exemple les méthodes ILUT, SPAI ou encore les
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méthodes multigrille [192]. Le probleme de ces approches est que 'on doit avoir acces aux
valeurs de la matrice A. Dans notre cas, ceci est impossible puisque 'on utilise des transfor-
mées de Fourier rapides pour évaluer les opérateurs L, (3.18) et A (3.19). Une alternative
consiste a approcher 'opérateur aux dérivées partielles de I’équation par un opérateur qui
peut étre facilement inversé. Enfin, il est nécessaire de prendre en compte le cotuit de calcul
pour l'application de ces préconditionneurs dans le schéma global.
Dans le cas du schéma BESP, 'opérateur du systéeme linéaire que 1’on cherche & résoudre
est le suivant
amer = U0 2y — o)) + (1) + Bl Pl (359)
Lorsque l'on veut évaluer I'application de cet opérateur & un vecteur ¥ = ABE™q pour
1 € CM, on utilise des transformées de Fourier rapides directes et inverse. Le coiit de
calculs pour lapplication de ces transformées de Fourier rapides [48] dans le cas d’un vecteur
complexe 1 est donné par Cppr/iprr = 5M logy(M). Ainsi, I'évaluation de ABE ) qui
requiert deux transformées de Fourier rapide, une directe et une inverse, conduit a un cott
global de calcul ngﬁa,n = 3Crrt pour l'application de 'opérateur sans préconditionnement.
Une premiere possibilité pour préconditionner notre systeme est d’utiliser le méme opéra-
teur que pour l'approche par point fixe (3.53). On en déduit donc le systéme préconditionné

suivant
(1171 + PRPAGSR ) & = PRPBEE, (3.60)
ou l'on a
-1
e — (1 - Stan) et Agye= QL+ [V +8ll¢"P).  (361)

Par le suite, le préconditionneur "PRE” est appelé préconditionneur de "Laplace” (A) et
correspond & une discrétisation de I’équation de la chaleur linéaire (la partie diffusive de
notre opérateur). On remarque enfin qu’un produit matrice-vecteur dans le cadre de ce
systeme préconditionné possede un cott global CiAter = 4Cpp.

Un second préconditionneur est obtenu directement en ne gardant que la partie diagonale
dans I'espace physique de I'opérateur initial. Ceci permet d’éviter un surcout da a 'utilisation
de transformées de Fourier rapides lors de ’application du préconditionneur et d’obtenir une

inversion triviale. On en déduit le second systeme préconditionné
BE ~ BE,
(1) + PREAR%, ) & = PRpbEme, (3.62)

oul'on a

-1
P = (U + v+ swenpn) ot AR = i) ooy Gy
Tout au long de ce chapitre, le préconditionneur ]P’E:E’n est appelé préconditionneur de type
"Thomas-Fermi”. Il est associé a la discrétisation de I’équation de Thomas-Fermi avec le
schéma d’Euler semi-implicite. Une analyse du cotit d'un produit matrice-vecteur pour ce
nouveau systeme nous permet de montrer que ’on obtient le coiit global suivant : C%f}r =
3CrrT, lequel est le méme que pour le systeme sans préconditionnement.
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Comparaison numérique des solveurs itératifs de Krylov préconditionnés pour
BESP

Dans un premier temps, on compare les différents solveurs itératifs de Krylov que nous
avons mentionné au début de cette section : CGS, BiCGStab et GMRES sans restart. Le
critére de convergence de ces solveurs est fixé & € := 10713 tout au long de cette sous-section.
On considére le méme probléme que pour le point fixe dans la section 3.4. On choisit tout
d’abord BiCGStab sans préconditionneur. On résout le systeme lié & BESP sur un unique pas
en temps de n = 0 & n = 1. Sur la figure 3.11(a), on représente le nombre d’itérations #iter
en fonction de (8, ) afin d’obtenir la convergence de BiCGStab. Comparé a ’approche par
point fixe, on observe que cette méthode converge pour toute valeur de € et est donc robuste.
De plus, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir un résidu tres petit est relativement
faible par rapport a ce que 1'on obtient avec le point fixe et ce nombre n’augmente que peu
lorsque I'on considere des valeurs de 3 et Q) assez grandes. Ainsi, la méthode est efficace.

500 1000 1500 2000

(a) #titer vs. (8,9) pour obtenir la convergence de (b) Etat stationnaire pour Q = 2 et 8 = 2000.
BiCGStab sans préconditionnement.

FIGURE 3.11 — Potentiel quadratique-quartique en dimension 2 : #iter vs. (3,€2) pour BiCG-
Stab sans préconditionneur (gauche) et solution obtenue par BESP pour 5 = 2000 (droite).

On compare maintenant sur la figure 3.12 efficacité des solveurs itératifs de Krylov :
GMRES, CGS et BiCGStab. On fixe 8 = 2000 et 'on considere toujours la méme situa-
tion que précédemment. On représente le nombre d’itérations #iter et le temps CPU (en
secondes) pour que les solveurs convergent. On voit que le solveur de Krylov le plus efficace
est BiCGStab dans ce cas. On remarque que, pour {2 = 0, CGS ne converge pas et n’est donc
pas robuste.

On se focalise maintenant sur le solveur BiCGStab et on compare 'efficacité des précon-
ditionneurs de Laplace (A-BiCGStab) et de Thomas-Fermi (TF-BiCGStab) pour le méme
probléeme. Comme on peut le voir sur la figure 3.13(a), le nombre d’itérations #iter est for-
tement réduit lorsque I'on utilise le préconditionneur de Thomas-Fermi et il est relativement
stable par rapport au parametre €). Les effets du préconditionneur de Laplace sont moins
prononcés et on observe une dépendance par rapport a 2. On peut se rendre compte de
I'impact de ces préconditionneurs sur le temps CPU sur la figure 3.13(b).
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FIGURE 3.12 — Potentiel quadratique-quartique en dimension 2 : #iter (gauche) et log;, du
temps CPU (droite) vs. © pour les solveurs de Krylov sans préconditionneurs.
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FIGURE 3.13 — Potentiel quadratique-quartique en dimension 2 : #iter (gauche) et temps

CPU (droite) vs.  le premier pas en temps de BESP en utilisant BiCGStab avec et sans
préconditionneurs.

On fixe = 2000 et 2 = 2 et on cherche maintenant a observer I’évolution du nombre
d’itérations sur un plus grand nombre de pas de temps pour BESP. Pour calculer I’état
stationnaire, on fixe un critére d’arrét (tout au long de cette section) donné par

" — ¢, < edt, (3.64)

avec ¢ = 1070, Avec ce critere d’arrét (3.64), on obtient I'état stationnaire dont la densité
|#|? est représentée sur la figure 3.11(b). On résout maintenant le systéme linéaire avec et
sans préconditionneur pour les 2 x 10* premiers pas en temps de BESP. Comme on peut le
voir sur la figure 3.14(a), le nombre itérations a chaque pas de temps est fortement réduit
tout au long de la simulation par le solveur TF-BiCGStab. Le préconditionneur A-BiCGStab
permet aussi une réduction mais n’est pas aussi efficace. De plus, on constate que le nombre
d’itérations est assez stable tout au long de l'intervalle de temps méme si on voit qu’il faut
moins d’itérations en début de simulation (voir la figure 3.14(b)).

On ne retient que le solveur TF-BiCGStab qui se révele étre le plus robuste et le plus
efficace des solveurs. On consideére le domaine de calcul O =] — 15,15[2 avec une grille
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FIGURE 3.14 — Potentiel quadratique-quartique en dimension 2 : #iter pour 2 x 10* pas
de temps (gauche) et 6 x 102 pas de temps (droite) vs. le temps imaginaire en utilisant
BiCGStab avec et sans préconditionnement.
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FIGURE 3.15 — Potentiel quadratique-quartique et TF-BiCGSTab en dimension 2 : #iter vs.
différentes valeurs de 8 pour 10* (gauche) et 300 (droite) pas de temps (€2 = 2).

uniforme O, J = K = 29, Le pas de temps est fixé & 6t = 1072 et le critere d’arrét pour la
simulation, donné par la formule (3.54), est choisi tel que ¢ = 107%. On analyse maintenant
le comportement du solveur en fonction du parametre § correspondant a l'intensité de la
non linéarité. Pour un parametre 2 = 2, on considere les cing valeurs croissantes suivantes
de 5 : 100, 500, 1000, 2000 et 5000. Les figures 3.15 donnent le nombre d’itérations #iter
en fonction du temps imaginaire sur les 10* premiers pas de temps de la simulation. On
observe que l'intensité de la non linéarité n’a que peu d’effet sur le nombre d’itérations, méme
pour des valeurs de § assez grandes. Seuls les premiers pas en temps permettent d’observer
une variation du nombre d’itérations en fonctions de 8. On en conclut que le solveur TF-
BiCGStab, lequel est congu pour les problemes fortement non linéaires, est robuste. On
reprend maintenant la méme analyse mais pour le parameétre 2 qui correspond a la vitesse
de rotation. On fixe = 2000 et on considere 2 = 0, 1, 2, 3 et 3.5. On peut constater sur
les figures 3.16 que le nombre d’itérations augmente avec la valeur de 2. Cette dépendance
provient du fait que la rotation n’est pas incluse dans le préconditionneur de Thomas-Fermi,
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FIGURE 3.16 — Potentiel quadratique-quartique et TF-BiCGSTab en dimension 2 : #iter vs.
différentes valeurs de la vitesse de rotation Q pour les 10* (gauche) et 300 (droite) pas de
temps (5 = 2000).

contrairement a la non linéarité.

On considere enfin 'influence du pas de temps dt sur le nombre total d’itérations néces-
saire pour obtenir la convergence du schéma BESP avec le solveur TF-BiCGSTab. On choisit
B =300 et Q = 0.5. Puis, on lance BESP avec différents pas de temps 6t : 0.5, 0.1, 5 x 1072,
1072, 5 x 1073, 1073 et 5 x 1074, pour une grille uniforme O, J = K = 2°, un critere
de convergence ¢ = 10713 pour BiCGStab et le critere d’arrét (3.64) pour le schéma itératif
global associé & CNGF fixé & 10~%. Comme on I'observe sur les figures 3.17, le nombre total
d’itérations est inversement proportionnel a la valeur du pas de temps. Une explication de
ce phénomene est que, lorsque l'on atteint un état quasi stationnaire, un pas en temps grand
est plus adapté pour converger rapidement vers un minimum de la fonctionnelle énergie. En
revanche, dans les cas ou les parametres 5 et € possedent de grandes valeurs, on choisit de
préférence un pas de temps petit puisque 1’on risque alors de converger simplement vers un
minimum local.
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FIGURE 3.17 — Potentiel quadratique-quartique et TF-BiCGSTab en dimension 2 : nombre
total de #iter vs. différents pas de temps 6t (gauche) et #iter vs. temps imaginaire pour un
calcul complet en fonction de 6t (droite).
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3.5.2 Deux exemples supplémentaires

Dans la section précédente, on a vu que le solveur préconditionné TF-BiCGStab se révele
étre tres robuste et efficace, notamment dans les cas ou 'on a une forte non linéarité, des
potentiels raides et une vitesse de rotation rapide. On propose d’étendre 1’analyse des pro-
priétés des solveurs itératifs préconditionnés a deux autres cas 1) un probléme avec potentiel
quadratique et 2) un probleme en dimension 3.

Un probléme avec un potentiel quadratique

Ici on considere le calcul d’'un état stationnaire pour une équation de Gross-Pitaevskii
avec un potentiel quadratique : V(x) = 1[|x||? et une rotation dont la vitesse varie entre 0
et 0.95 (on rappelle que dans ce cadre Q. = 1 est la vitesse critique). La discrétisation et les
parametres sont les mémes que ceux de la section 3.4. Tout d’abord, on considére BiCGStab
avec un critere de convergence ¢ égal & 10713 et I'on résout le systeme associé & BESP de
n =0 a n = 1. La donnée initiale est choisie comme étant une approximation de Thomas-
Fermi (3.40) lorsque § > 0. Pour 8 = 0, on prend une gaussienne normalisée (3.34). Avec
la figure 3.18(a), on constate que BiCGStab est robuste et efficace pour ce probleme. Des
simulations numériques supplémentaires montrent que CGS et BiCGStab donnent a peu pres
la méme convergence et qu’ils surpassent celle de GMRES. On fixe maintenant 8 = 2000.
Sur la figure 3.18(b), on peut voir que, contrairement au cas précédent, le préconditionneur
de Thomas-Fermi ne réduit pas le nombre d’itérations #iter alors que le préconditionneur
de Laplace est extrémement efficace. De plus, cette réduction n’est pas affectée par la valeur

de Q.
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FIGURE 3.18 — Potentiel quadratique en dimension 2 : #iter vs. (3, Q) pour BiCGStab sans
préconditionneur (gauche) et #iter vs.  pour BiCGStab préconditionné (droite).

Un exemple en dimension 3

On considere ici une équation de Gross-Pitaevskii avec un potentiel quadratique plus
quartique V (x) = (1 — a)||x||? + &[|x||* (o = 1.2 et kK = 0.3). Le pas de temps est 6t = 1072
et le domaine de calcul est choisi comme étant O =] — 30;30[3, pour une grille uniforme
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Ojkpr,J=K=L= 27, Le critere de convergence e pour les solveurs itératifs de Krylov est
fixé & 1079 (tout au long de cette section). La donnée initiale est choisie comme étant une
approximation de Thomas-Fermi (3.40) lorsque 5 > 0 et une gaussienne normalisée (3.34)
lorsque B = 0. On représente sur la figure 3.19 le nombre d’itérations #iter en fonction
de (5,€) nécessaire a BiCGStab pour converger sur un unique pas de temps de BESP, de
to = 0 a t; = dt. Comme dans le cas de la dimension 2 pour le potentiel quadratique plus
quartique, on constate que la méthode est efficace et robuste. On compare maintenant les
différents solveurs de Krylov : GMRES, CGS et BiCGStab. On fixe le parametre 5 = 2000
et on reprend la méme situation que précédemment. On observe sur la figure 3.20(a) le
nombre d’itérations #iter afin d’obtenir la convergence des solveurs. On en conclut que
le solveur le plus efficace reste BiCGStab. On analyse enfin les performances du solveur
BiCGStab non préconditionné et préconditionné. Comme on peut le voir sur la figure 3.20(b),
le préconditionneur de Thomas-Fermi réduit considérablement le nombre d’itérations #iter.
Cette réduction n’est pas affectée par la valeur du parametre €. Enfin, on remarque que le
préconditionneur de Laplace ne permet pas d’obtenir une telle réduction.

1500 2000

FIGURE 3.19 — Potentiel quadratique-quartique en dimension 3 : #iter vs. (3, Q) pour BiCG-
Stab sans préconditionnement.

3.6 Extension aux systémes multi-composantes

Dans cette section, on présente ’extension de la méthode BESP dans le cas de condensats
a N, € N composantes. Le systeme décrivant cette physique est donné par

10,V (t,x) = —%Aw, X) — QLU(t, %) + V(x)B(t, %)
+£(0)U(t,x), Vt € RY, Vx € RY, (3.65)
U(0,x) = Wo(x) € LN, vx € RY,

ou l'on pose W(t,x) = (Vy(t,x))peqr,...n.p et [U(E,x)[* = Zé\f:cl |W,(t,x)|%. Les opérateurs
non diagonaux intervenant dans ce systeme sont

V() = (Vem(X)pmeqr,.. N
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pas de temps sans (gauche) et avec (droite) préconditionneur.

et
£(0) = (Frm (W1 U W WA ety

Pour les opérateurs aux dérivées partielles, on pose

AVU(t,x) = (AL, X)) reqa,... N}
L (t,x) = (Lz\l}é(tvx))ée{l,...,Nc}-

On suppose de plus que £y ,,,, 1 < £, m < N, est une fonction réguliere réelle de type polynoéme
et que les opérateurs V et f sont auto-adjoints afin d’obtenir la conservation de la masse, i.e.
Vim =Vnpeetfy, =£,,1<4m< N. On rappelle que dans le cas multi-dimensionnel,
la masse est donnée par

N, Nec
A (W) = )72 =D et x)[72 = > /R 1wt %) Pdx,
/=1 /=1

et I’énergie par
N 1
Sar (V) := Z/ <2|V\I/4(t,x)|2 - Q\P}f(t,x)LZ\I!g(t,x)> dx
(=1 /R

Ne
+ Z /]Rd Vim(t, X)W (t, X)W, (t, %) + Fp (V) dx,

l,m=1

ou 'on pose

1
Fym(0) ::/ £ (W1, e, U, WS, oW, U )W, de
0

3.6.1 CNGF pour les systemes multi-composantes

En procédant de maniere similaire a la démonstration de la section 1.1.4, page 34, on
montre qu'un état stationnaire est solution du probleme de minimisation de 1’énergie, i.e.
trouver une fonction ¢ € Li’Nc telle que
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La méthode CNGF s’applique alors de maniere directe au cas multi-composantes

0,8, x) = — Do o p(P) = %A(I)(x, 1) + QL. B(x, 1) + V(x)D(x, )
FE@)B(x, ), Vt € [t tusal, Vx € B,
B(x, 1) (3.67)
(I)(X7tn+1) - T, — <.
H@(X, thrl)HL,Q(

®(0,x) = Py(x) € L3N,

\

Ce probléeme a notamment été étudié dans [23, 24]. On rappelle le résultat suivant, qui assure
la décroissance de I’énergie de la solution du probleme (3.67) sous de bonnes hypotheses.

Théoreme 3.58. On suppose que l'opérateur potentiel est diagonal, i.e.

V(x) = (Ve(x))eeqr,... N

et tel que Vy(x) > 0, Vx € R? et V¢ € {1,...,N.}. De plus, on fait Uhypothése que la non
linéarité est diagonale
£(®) = (£(¥))eeqa,... N}

et telle que £,(¥) = Zﬁ;l Bemldm|*|¢el?, avec Bem > 0, V€,m € {1,...,N.}. Enfin, on
considére qu’il n’y a pas de rotation, i.e. Q = 0. Alors, la solution ® du probléeme (3.67)
vérifie, Vn € N,

Vt € [tn, tnyi], Sor(P(x,1) < S r(P(x,t0)).

3.6.2 BESP pour les systemes multi-composantes

Comme dans le cas d’une équation & une composante, on se concentre essentiellement
sur une discrétisation en temps de type Euler semi-implicite. Aprés discrétisation en temps
du probleme (3.67) par le schéma d’Euler semi-implicite, on obtient le probléme suivant

[ 2(x) _S(X’t”) . %Ai)(x) +OLB(x) + V(x)d(x)
+F(D(x, 1)) (x), Vt € [tn, tni1], Vx € RE,
500 (3.68)
Pootn) = g
®(0,x) = Py(x) € L2Ne

Il reste maintenant a préciser la discrétisation spatiale BESP pour le systéme (3.68). On
considere le cas de la dimension d = 2, la généralisation aux dimensions d = 1 et d = 3 étant
directe. On considére un domaine de calcul rectangulaire O :=] — ag, az[x] — ay,a,[ et la
grille de calculs O g donnée par (3.8). Soit

Progkx =1(6,5,k) e N1 <U<N, 1<j<Jetl1<k<K}.

Dans le cas de 'approximation pseudo-spectrale des opérateurs aux dérivées partielles, I’opé-
rateur Laplacien multi-dimensionnel est discrétisé par

V(.5 k) € Pnear,  ([[AIR)g 0 = ([Al1Pe) (k)
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ou lopérateur discrétisé [[A]] dans le membre de droite est donné par la formule (3.19). De
meéme, 'opérateur de rotation multi-dimensionnel est discrétisé a 1'aide de

vV, 7, k) € Pn.JK, ([[Lz“q))e,j,k = ([L2]]®¢) (j 1)

ou l'opérateur [[L,]] du membre de droite est fixé par (3.18). Pour 'opérateur potentiel et
la non linéarité, la discrétisation est directe a partir de la grille O . On a la discrétisation
suivante

[[:’/1,1]] [[Xmﬂ e [[Xl,NCH
V] = ([ :2,1]] [l :2,2]] [ 2:,Nc]] € Moy (©), (3.60)
([Vnall (Vo] - [Vvend]

ol les opérateurs discrétisés [V, ¢]] sont donnés par la formule (3.20), et

[[?,1(@2)]] [[?,2(‘1’?“ e H?,Nc(‘l’:)ﬂ
oy o | 0 @] o M)
v (@] [N (@M - [N, n. (@7)]]

ot [[fn.e(®)]], V&, m € {1,..., N.}, sont donnés, pour tout vecteur o € CM, V(j, k) € Py,
par
(£ (D)), 5 = B (87355 4)) 55 (3.71)

avec ®"(x) = ®(x,t,) pour (3.68). En posant ® € CMNe 1a solution du probleme (3.68), on
obtient le schéma BESP, Vn € N,

ABE,n(i _ bBE,TL’
ot (372)
1]l

ol lopérateur ABE™ associe & tout vecteur ® € CMNe le vecteur W € CMNe tel que

@ = APENG = ADD"® + ALY D,

e = (W vy 4 ey @ 373)
e R LS

et le membre de droite est donné par
@TL

pBEm = — 3.74
5 (3.74)

La matrice [[I]] est la matrice identité de My, (C). Enfin, la norme L3 discrete dans le
cas d'un vecteur ® € CMNe est donnée par

N, 1/2
1]z = (Z H<I>e\?;,> . (3.75)
/=1
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3.6.3 Solveurs de Krylov et préconditionnement pour les systemes multi-
composantes

Afin d’améliorer la convergence des solveurs de Krylov, on cherche a construire des pré-
conditionneurs analytiques a partir des opérateurs de (3.73). Dans le cas du systeme (3.72),
les équations sont couplées a travers les opérateurs V et f(®"). Ceci rend la construction
d’un préconditionneur de type "Thomas-Fermi” plus complexe a priori. On propose une pre-
miere approche qui consiste a construire un préconditionneur & partir des diagonales blocs de
I'opérateur potentiel et de la non linéarité. On obtient le préconditionneur de Thomas-Fermi
diagonal

PR g = 1]+ [Vatag] + [ )] (3.76)
ot 'on pose
[[V14]] 0o - 0
[Vaiag]] := 0 Vel ? : (3.77)
0 0 Vol
“ (RGN 0
[E(")diag]] := (:) HfQ’Q(:q)n)H ? : (3.78)
0 0 o [ (B7)]

On peut néanmoins construire directement l'inverse des matrices par blocs associées au
potentiel et & la non linéarité. En effet, on peut utiliser la formule suivante d’inversion d’une
matrice a 2 x 2 blocs

A B\ ' [A'4A7BSlCA! —A-1BS!
c p) —S-1CcA S

ou A, B, C, D sont des opérateurs diagonaux et S = (D—CA~!B) est le complément de Schur
de A, en supposant que A est un opérateur inversible. On remarque que, via cette formule,
on construit une nouvelle matrice dont les matrices blocs sont diagonales. On cherche a
appliquer cette formule aux matrices blocs des opérateurs V et f(®"), qui sont des matrices
diagonales. Pour cela, on utilise la formulation itérative suivante

-1
(B (g ),

p p p YPp P
ou S, = (D, — CpAngp) et p 'indice d’itération, qui permet d’étendre 'inversion a des
matrices & N. X N, blocs. Grace a ’approche itérative précédente, on peut calculer les inverses
des matrices par blocs des opérateurs V et f(®") et ainsi construire un préconditionneur de
Thomas-Fermi complet, i.e. construire le préconditionneur

PRER = (1] + V] + [IF(@")]] (3.79)

On propose aussi un préconditionneur de type Laplace dans le cas d’'un systeme d’équations.
La construction est directe puisque I'opérateur de Laplace dans le cas d’un systeme d’équation
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est un opérateur diagonal par bloc, ou chaque bloc est lui méme diagonal dans ’espace de
Fourier. On a l’expression suivante du préconditionneur

-1
PR = (m+1a]) (3.50)

3.6.4 Exemple numérique d’un systéeme multi-composantes

On considere dans cet exemple un systeme de deux équations de Gross-Pitaevskii en
dimension d = 2 avec opérateur de rotation et non linéarités couplées [25]

/

D01 (0.3%) = (=5 A+ V() =~ OL. )t 63
X +B ([t )], [v2(t, x) )t x) — va(t, x), (3.81)
0ot x) = <—2A +Vi(x) - QLz) Ya(t, x)
+Bf2([th2(t, %), [v1 (t, %) )2 (t, x) — 1 (L, x),

pour tout x = (x,y) € R? et t > 0. Les fonctions 91 et 12 correspondent dans ce contexte
aux fonctions d’ondes des deux composants du condensat. Dans notre cas, on considere les
non linéarités couplées suivantes [25]

Frllon (&, x)|; [t %)) = Braln (t, %) + Br2lia(t, x) [

et
fg(‘lbg(t,X)’, ‘wl(tﬂX)D = 52,2’¢2(tvx)‘2 + 52,1|¢1(tvx)’27

oulon a f11 =1, fag = 097 et B12 = P21 = 0.94. De plus, on prend un potentiel
quadratique V(x) = 3 (2% + y?).

Concernant les parametres de BESP, on choisit un pas de temps 6¢ = 1072. Le domaine
de calcul est | — 15, 15[2, les parametres de discrétisation en espace étant J = K = 29, Le
critere d’arrét pour les solveurs de Krylov est fixé a 107!, La donnée initiale ®( est choisie
de la maniere suivante : @9 = (¢, Pp), ol ¢ est soit une approximation de Thomas-Fermi
(3.40) lorsque 8 > 0, ou soit une gaussienne centrée (3.34) lorsque § = 0. Sur la figure
3.21(a), on reporte le nombre d’itérations #iter nécessaires & BiCGStab pour converger sur
le premier pas de la méthode BESP en fonction de différentes valeurs de € et 5. Comme
pour le cas d’une seule composante (voir section 3.5.1, page 133), on constate que BiCG-
Stab reste a la fois robuste et efficace. Il est aussi le plus efficace des solveurs de Krylov.
On s’intéresse maintenant aux préconditionneurs. On fixe § = 2000. On représente sur la
figure 3.6.4 le nombre d’itérations #iter pour que BiCGStab converge sur le premier pas
de temps en fonction des différents préconditionneurs. On voit que le préconditionneur de
Laplace présente les meilleures performances. De plus, on remarque qu’il n’y a pratiquement
aucun gain a considérer un préconditionneur de Thomas-Fermi plein (3.79) par rapport &
un préconditionneur de Thomas-Fermi diagonal (3.76). Cette conclusion est liée au cas test
considéré, d’autres situations pouvant éventuellement conduire a des conclusions différentes,
notamment si le potentiel est modifié et plutot de type quadratique plus quartique.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons suivi la méthode spectrale développée par Bao & al. [28, 30]
et améliorée par Zeng & Zhang [233] pour le calcul d’états stationnaires de condensats de
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FIGURE 3.21 — Tests de convergence de BiCGStab pour un condensat a deux composantes.
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FIGURE 3.22 — Etat stationnaire obtenu par BESP pour 5 = 500 et 2 = 0.6.

Bose-Einstein en rotation. Nous avons vu que la résolution du systéme linéaire 1ié a BESP
par un point fixe relaxé ne se révele plus étre une méthode robuste dans des cas ot la rotation
est élevée. Dans le cadre de cette rotation rapide, on a montré que les méthodes basées sur
les espaces de Krylov sont alors une bonne alternative au point fixe et permettent ainsi
d’améliorer nettement la méthode BESP en la rendant robuste et efficace. En particulier,
le solveur itératif de Krylov BiCGStab s’est révélé étre le solveur le plus performant parmi
ceux testés. De plus, on a développé deux préconditionneurs analytiques qui améliorent
clairement la convergence de BiCGStab. Le schéma global a été étendu et validé dans le cas
des condensats de Bose-Einstein constitués de plusieurs composantes.

Une future direction de recherche est 'amélioration de la convergence de la méthode
CNGF. En effet, le calculs d’états stationnaires sont trés longs. Une piste serait d’utiliser
un pas adaptatif permettant notamment de palier la lenteur du schéma lorsqu’il atteint un
minimum. Une seconde piste consiste a essayer d’améliorer le calibrage des données initiales
permettant de converger plus rapidement vers le minimum global et de facon plus stre.
De plus, le développement de nouveaux préconditionneurs prenant en compte la rotation
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pourrait encore améliorer la convergence du solveur BiCGStab dans le cas de fortes rotations
et ouvrir des portes vers le calcul d’états stationnaire & tres grande vitesse de rotation (i.e.
Q ~ 10). De fagon générale, il n’est pas réellement clair lorsqu'une méthode est lancée avec
une donnée initiale que ce soit le minimum global qui soit finalement atteint. D’autre part,
afin d’avoir des algorithmes plus robustes, une méthode de continuation par incréments
(par exemple de la vitesse Q) est implémentée dans GPELab. Néanmoins, celle-ci nécessite
encore d’étre plus amplement validée sur des exemples complexes comme par exemple pour
des systemes couplés.

Enfin, d’autres probleémes, comme par exemple I’équation d’Hartree relativiste pour les
étoiles de bosons [29], qui nécessitent le calcul d’états stationnaires et de la dynamique du
systeme pourraient bénéficier du méme genre de techniques que celles introduites dans cette
section.
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4.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a la simulation de la dynamique d’équations (ou sys-
temes d’équations) de Gross-Pitaevskii déterministes ou stochastiques avec terme de rota-
tion. Considérons le cas déterministe

i0p(t,x) = —%Aw(t,x) — QL_)(t, x) + V(t,x)¥(t, x)
+1(1P)0(t,x), Vt € RT, Vx € RY, (4.1)
¥(0,x) = ho(x) € L2.

L’optique de la these étant de proposer des schémas tres précis en espace afin de reproduire
correctement les effets de rotation, nous considérons dorénavant qu’un des buts que 1’'on se
fixe est d’appliquer la FF'T pour évaluer les opérateurs spatiaux. En ce qui concerne la discré-
tisation en temps, de nombreux schémas existent afin, en particulier, de préserver au niveau
semi-discret certaines propriétés physiques et continues des systemes de Gross-Pitaevskii
(section 4.2). Essentiellement, nous focalisons notre effort sur deux types de schémas : les
schémas de splitting (section 4.3) et un schéma de relaxation (section 4.4). D’autres schémas
sont abordés (section 4.5) mais non utilisés en raison de certains de leurs "défauts” pour réali-
ser des simulations efficaces et réalistes. Dans la partie 4.6, nous abordons ’extension au cas
multi-composantes. La section 4.7 donne deux exemples de simulations complexes de la dy-
namique de condensats en rotation ou certaines propriétés (ordre, conservation de la masse,
comportement de ’énergie) des schémas de splitting et relaxation sont vérifiées/testées.

Outre le fait qu’il est important d’avoir des méthodes numériques robustes et précises
pour comprendre la dynamique des condensats dans le cas déterministe, cette premiere partie
du chapitre permet de mettre en place (section 4.8) aisément les schémas de splitting et
relaxation pour le cas de I’équation de Gross-Pitaevskii stochastique

19 (1, %) = —%Aw(t, x) — QL.Ab(t,x) + V (1, x)8(t, X)
+([WP)w(t,x), ¥t € R, vx € R, (4.2)
w(O,X) = %(X) € L)QU

introduite page 31 lors de la modélisation des condensats. L’extension au cas stochastique
des deux types de méthodes est proposée dans la section 4.8. En particulier, apres avoir
construit les schémas, nous définissons la notion d’ordre en temps des schémas numériques
et expliquons comment les mouvements browniens fractionnaires sont simulés. Ceci nous
permet de mettre en évidence numériquement 'ordre des schémas. Dans la section 4.9, on
s'intéresse a l'analyse numérique rigoureuse de 'ordre en temps de la méthode de splitting
pour le probleme en dimension d = 1 suivant

{ i (t, ) = —P(i0,)Y(t, )iy + F((t,x)), Vt € RT, Vr € R, (4.3)

¥(0,2) = ¢o(z) € L2,

ot P est un polynome réel de degré dp € N, (w¢)er est un processus stochastique continu
et F est une fonction Lipschitz de L? dans lui-méme qui admet des dérivées premiere et
seconde bornées. Ce type de probleme a été introduit dans la section 1.2.3, page 45. On
prouve en particulier une propriété de préservation asymptotique du schéma.

Enfin, la section 4.10 conclut le chapitre.
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4.2 Retour sur la dynamique de I’équation de Gross-Pitaevskii
et propriétés continues/discretes

Rappelons que la dynamique d’un condensat de Bose-Einstein est gérée par I’équation

(d=1,2,3)

0rp(t, %) = —%Aw(t, x) — QL(t,x) + V (8, x)9(t, %)
+1(1P)0(t,x), Vt € RT, Vx € RY, (4.4)
(0, %) = o(x) € L2.

Les notations sont conformes & celles de la section 3.1, page 110. On suppose de plus que
la donnée initiale est localisée dans un domaine O =] — ag, az[x] — ay, ay[x] — az, a;[ avec
Az, ay,a; € RT (selon la dimension). Fixons @ = 0 et V(¢,x) = V(x). Le systéme (4.4)
possede certaines propriétés physiques/mathématiques fondamentales que les schémas nu-
mériques essaient de reproduire au niveau discret

— Réversibilité en temps : la solution reste inchangée par le changement de variable

t — —t et la conjugaison de 1’équation.
— Relation de dispersion : lorsqu’il n’y a pas de potentiel (V' = 0), une solution de la

forme onde plane 1)(t,x) = pe! >~ satisfait la relation de dispersion
k 2
w0 =4 0.

— Changement de jauge : U'opération
VreR, Vx eRY, V(x) — V(x)+r
implique la modification suivante de la solution
Vt e RT, ¥x € RY,  (t,x) — o(t, x)e™ ",

laissant ainsi le module de la solution inchangé.
— Conservation de la masse : on a la relation

N @) = ()2 = /R Rt x) P = N (1), ¥ > 0, (4.5)

— Conservation de l’énergie associée au systéme sans rotation [25], dans le cas f(|¢|?) =

Bly[%,

Eo0)0) 1= [ (GIT00P + VOOt 0 + St 01 ) dx = o stin)

pour tout temps t > 0.
On se focalise, par la suite, sur le cas bidimensionnel, ’extension au cas d = 1 et d = 3 étant
relativement directe.

Nous considérons des schémas numériques qui essaient de préserver au niveau discret les
cing propriétés (ou en tout cas un maximum de celles-ci) enoncées ci-dessus. Notons dt le
pas uniforme de discrétisation en temps et (@b@-,k))(j,k)e 7, la solution calculée & un instant
tn, = not sur la grille uniforme O k. La traduction discrete des propriétés précédentes est

donnée par les cing points suivants :
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— Réversibilité en temps : la solution reste inchangée, /"1 <+ ™), par l'opération :
(Y7, YL o (YL ) et Ot — —Ot.

— Lorsque qu'’il n’y a pas de potentiel (V' = 0) et en partant de la donnée initiale

’L’k~Xj’k

Wik = pe

i(k-xj p—wtn)

on a la solution ¢6 k) = Pe , ol les parametres p, k et w vérifient la relation

de dispersion

| 2
L+ (ol
Cette propriété permet de caractériser si la vitesse numérique est égale a celle de la
vitesse continue, ou non.

— On a la propriété de changement de jauge :

w =

VreR, VxeRY V(x) — V(x)+r
implique le changement suivant dans la solution
Vn € N, V(j, k) € 'PJJ(, Ib&k) — lﬁ&k)e%rt”,

laissant ainsi le module de la solution inchangé. Cette propriété permet de caractériser
si une erreur en temps sur la phase existe dans la solution numérique.
— Conservation de la masse : on cherche a avoir

Ve N, A (") =97 = A (), (4.6)

ce qui traduit la stabilité £2 du schéma.
— Conservation de l’énergie associée au systéme sans rotation [25], dans le cas f(|¢|?) =
Bl1)|?, en reprenant les notations de la section 3.2.1, page 115,

1
v €N, Gop(w") = o VI [z + IV 2N" I, + gH[Wnlz]W"H?g = G0,5(4°)-

4.3 Schémas de splitting pour I’équation de Gross-Pitaevskii
avec rotation

4.3.1 Principe général du splitting

Le premier schéma présenté est un schéma de splitting pour (4.4). Ce schéma, connu
depuis longtemps, a été notamment étudié par Strang [209] dans un cadre général. Il a
été appliqué a 1’équation de Schrédinger non linéaire par exemple dans [89, 179, 213, 224].
L’analyse numérique du schéma pour 1’équation de Schrodinger dans le cadre des splittings
dits de Lie et Strang se trouve notamment dans [45, 162].

Afin de présenter le schéma de splitting, ou encore méthode a pas fractionnaire, on
considére un probleme d’évolution général. Soit A et B, deux opérateurs auto-adjoints, tels
que : D(A) € L2, D(B) C L2 et A+ B est un opérateur auto-adjoint sur D(A) N D(B).
On note ici D(A) et D(B) les domaines respectifs des opérateurs A et B. Considerons le
probleme d’évolution

{ i0pp(t,x) = AY(t,x) + By(t,x), t e RT, x € RY,
¢(0,X) = wﬂ(x) € L>2c7
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et notons ¥ (t,x) = e~ {ATB)y(x) sa solution, pour t > 0 et x € R% Le schéma de split-
ting consiste a approcher la solution ¥ du probléeme d’évolution via une approximation de
Popérateur e " ATB) 4 travers les opérateurs e ™4 et e 5. Ceci permet alors d’avoir &
résoudre successivement deux équations plus simples. De maniere générale, on cherche une
approximation du type
1/1(t + 6t, X) _ efi(A+B)6tw(t, X) ~ el Aétefibl BétefiagAétefibgBétmefiapAzStefiprét,l/}(t, X),
ot {ax, b }1<k<p C R sont des poids calculés pour avoir une approximation de e(A+B)3t Jryn
certain ordre pour un pas de temps local §t(< 1). Les deux schémas de splitting les plus
connus sont le schéma de Lie (qui correspond aux poids a; = b; = 1) et le schéma de Strang
(avec a1 = az = 1/2, by =1 et by = 0). Ces schémas sont respectivement d’ordre un et deux
en temps. Il est possible de monter en ordre grace a des combinaisons de poids bien choisis
[53, 216, 217]. On concentre ici notre attention sur les schémas de Lie et Strang.

Dans le cas de I’équation de Gross-Pitaevskii avec rotation, on fait le choix suivant [32, 40]

— on pose

A= —%A —QL., (4.7)

ce qui conduit en pratique a la résolution d’une équation de Schrédinger linéaire, sans
potentiel mais avec rotation,

— et
B =V(t,x) + f(l4(t, %)), (4.8)
qui donne une équation différentielle pouvant, dans certains cas, étre intégrée exacte-
ment.

La décomposition précédente permet, lorsque 1’on utilise un méthode de directions alternées
implicites [40] (Alternating Direction Implicit ou ADI), de faire appel a des transformées
de Fourier rapides directionnelles pour résoudre I’équation associée a l'opérateur (4.7). Ceci
conduit alors & des méthodes hautement précises. D’autres choix des opérateurs A et B (en
incluant une partie du potentiel V' dans A) conduisent & la possibilité d’utiliser d’autres
bases de diagonalisation. Citons a titre d’exemples 1'utilisation des polynomes d’Hermite ou
de Laguerre a la place des FFT [35, 37, 38].

4.3.2 Schéma de splitting de type Lie pour (4.4)
Application du splitting de Lie et méthode ADI

Le schéma de Lie conduit a 'approximation

bt + 6t,x) ~ ei(%A+QLZ)5t€fi(V(t,x)+f(|w(t,x)\2))§tw(t’X)_

Supposons que 1'on souhaite calculer la solution 1 sur un intervalle de temps [0; 7|, découpé

uniformément en N intervalles (il est & noter qu’une discrétisation non uniforme est également

possible). Nous avons alors : T'= Ndt, N € N. Posons : t,, := ndt, 0 < n < N. Le schéma

s’exprime alors, pour une condition initiale ¥° = 1/, sous la forme : pour 0 <n < N — 1,
1) Calculer 1 tel que

1
{ i (£.%) = 3 AV (1) — QL (1), ndt <1< (n+ 1ot VxR, o

Y1(tn, x) = P"(x), ¥x € R%
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2) Déterminer 1)y satisfaisant

{ i0pa(t,x) = V (£, x)ha(t, x) + f(|1a(t, x)|?)ha(t,x), ndt <t < (n+1)6t, Vx € R?,
T/Jg(tn,x) = (tn+1,x), Vx € R%.

(4.10)
On pose Y"1 (x) := Pa(tnr1,%). On a ainsi : " (x) ~ P (tpe1,%).

Pour simplifier la présentation, fixons d = 2, '’extension au cas de la dimension 3 (et 1)
étant directe. La premiere partie (4.9) du schéma de splitting peut étre spectralement résolue
si 'on a une rotation nulle, 2 = 0, puisqu’alors I'opérateur Laplacien est diagonalisable dans
I'espace de Fourier (FFT lors de 'approximation spatiale en dimension finie). Cependant,
lorsque 2 > 0, la situation est plus compliquée puisque l'opérateur L, = —i(x0, — y0;) n’est
pas inversible par Fourier de par la présence de coefficients variables dans son expression.
Une solution a ce probleme, proposée par Bao et al. [40], consiste a appliquer la méthode ADI
(Alternating Direction Implicit). Cette méthode permet de découpler les dérivations selon
r et y en deux étapes et rend possible I'utilisation successive de transformées de Fourier
unidirectionnelles selon chacune des directions. Plus précisément, le schéma obtenu pour
résoudre (4.9) est donné par

l.a) Calculer ¥ solution de

10 (t, %) = —%@%w(”(t,x) = Q0 (#%), W E Tt Y ERY )
¢(1)(tn,x) =" (x), Vx € R?.

1.b) Déterminer 1(? tel que
i@ (t,x) = —%851/;(2) (t,x) + QP (t,%), ¥Vt € Jtn, tni1], Vx € RZ, (4.12)
V@ (t,,x) = W (t,41,x), Vx € R2,

A Tissue de ces deux étapes, on a l'approximation : ¥ (t,41,x) ~ »@ (tn+1,%x) pour la
premiere étape (4.9).

La seconde partie du schéma consiste a résoudre I’équation différentielle (4.10) que nous
écrivons ici comme

{i@wwkux):vq@xwﬁkax)+fwﬂ“@xn%¢ﬁkux%Vtewmuﬁﬂ,vxeR%
P (tn,x) = v (th41,%), ¥x € R2,

(4.13)
Cette équation différentielle est explicitement intégrable grace au résultat suivant [32].

Lemme 4.59. Soit ) la solution du probléme (4.13). Alors, nous avons
vt e}tnvtn-‘rl]’ Vx € R27 |¢(3) (t,X)‘ = |¢(2) (tn+lax)|‘

Démonstration. Soit 1) la solution du probleme (4.13). On a, Vt €]t,, tni1],

v (1, )2 = 2Re (0@ (1, )9 (¢, %))
= —21m (V (£, (t.0?) = 21m (£([@ Pl ¢3))2) = o,

ce qui termine la preuve. O
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On obtient donc la solution explicite du probleme (4.13)
Yt € [tn,tnia], ¥ (t,x) = o~ ([P (tn1.0)?) (t=tn)—i [}, VIsx)ds () (3,1 %), (4.14)

Au final, le schéma de Lie combiné & ADI donne approximation 4"+ (x) ~ ¢®) (¢, 1, x).

Remarquons que la méthode ADI implique une perte de symétrie dans les opérateurs
aux dérivées partielles de I’équation (4.9). En effet, on résout 1’équation dans la direction z
via ’équation (4.11) puis dans la direction y selon (4.12). On peut néanmoins symétriser la
méthode en alternant les directions sur chaque pas de temps. Pour le probleme (4.13), au
temps t,, on résout tout d’abord (4.11) puis (4.12), et ensuite, au temps t,41, (4.12) et enfin
(4.11).

Discrétisation pseudo-spectrale en espace

Intéressons nous maintenant a la discrétisation spatiale. Prenons une boite de calculs
rectangulaire : O =] —agy, az[x]| —ay, ay|, avec a,, a, > 0. On suppose toujours que la solution
reste confinée dans O et on impose des conditions aux limites de périodicité sur le bord 9O.
On considere la grille uniforme O i associée au domaine O et on rappelle que P i désigne
I’ensemble des indices des points de la grille utilisés pour la discrétisation pseudo-spectrale

Prx={(.k)eN}1<j<Jetl1<k<K}.

On considére une approximation de ("™ sur cette grille que I'on note ™, m = 1,2,3.
De plus, I'approximation de ™ est notée ¢™. On rappelle que les discrétisations pseudo-
spectrales d'une fonction ¢ dans les directions x et y et sur la grille uniforme O;x sont
respectivement basées sur les représentations en séries de Fourier partielles inverses et tron-
quées, V(j, k) € Pyk, Vt € RT,

J/2-1
Vit xj yn) = ot 25, y6) = 5 3 Gt yp)eitnitas),
p=—J/2
1 K/2—1 (4.15)
Ut e) & @t i ge) = 72 ) Paltap)ete),
g=—K/2

oll p, et g sont respectivement les coefficients de Fourier de la fonction ¢ dans les directions

z et y, les multiplicateurs de Fourier étant : p, = 72 et Ay = Z—Z. Les fonctions @, et @,
s’expriment comme
J—1
ot ge) = Y (t,wj, ge)e Hrlertes),
=0
=0 (4.16)
@;(t7 xj) = (,D(t, xj, yk)e*”\q(yk+ay)_
k=0

Dans 'espace de Fourier selon z, pour tout 1 — J/2 < p < J/2, nous avons

o~ 1 —~
Yt € [ty tnr1], VI< k<K, 0@ (t, i) = <2u§ + Qyup> (¢, yr).-
Cette équation différentielle s’integre directement et donne

VE € [ty tura], V1< k<K, @0 (8, ) = e (amptme) -t g g, 0.
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De fagon similaire pour I’équation (4.12), on a, pour tout Vg, 1 — K/2 < ¢ < K/2,

V€ [tnytapt], VI <5<, Rt ;) = eGN0I SO) (1, ).

Ainsi, la premiere partie du schéma de Lie, ou I'on résout 1’équation (4.11) puis I’équation
(4.12) sur un intervalle de temps [tp,tn+1], est implémentée de la fagon suivante, V(j, k) €
Prk,

J/2-1
oW (tp1, 25, yp) = 1 Z e_i(%ﬂg+9ykﬂp)(tn+l_tn)@(yk)ei/‘p(zj"'LZ)’ (4.17)
p=—J/2
K/2-1
oDty u) = o D e (PO g,y gyl (418)
g=—K/2

Pour la seconde partie (4.14) et si le potentiel V' dépend du temps, nous utilisons la quadra-
ture numérique de Simpson

tn+1
/ V(vajvyk)ds ~ (V(tnyxjayk) +4V (tn+1/27zj’y/€) +V(tn+1al‘j7yk)) (tn+1 _tn)
tn

1
6
f/n(x]a yk)5t7

ott 'on pose t, 1 = (tn+tny1)/2 et (j,k) € Py k. Cela nous amene donc a 'implémentation

1
. 2
sulvante

0O (tnst, 2, 91) = 0@ (bt 25, yio)e I 1D i) P+ Vi), (4.19)

Le schéma obtenu est spectral en espace et d’ordre un en temps. Le schéma (4.17)-(4.19) est
appelé schéma TSSP1-ADI pour Time Splitting SPectral scheme of order 1-ADIL

4.3.3 Schéma de splitting de type Strang pour (4.4)

Afin d’améliorer 'ordre un en temps du schéma de Lie, nous discutons maintenant le
cas du schéma de Strang qui est d’ordre deux. Comme l'obtention du schéma global suit
le méme cheminement que celui de Lie, nous donnons une explication plus succincte de sa
construction. Le splitting de Strang requiert trois pas fractionnaires 1a ot Lie n’en a que
deux. On résout dans un premier temps 'opérateur A sur un pas de temps dt/2, puis B sur
un pas 6t et enfin A pour 6t/2. On obtient donc "approximation

Bt + 5t,x) ~ ei(%A-Q—QLz)%e—i(V(t,x)—i-f(Mz(t,x)\2))6tei(%A+iQLz)%w(t’X)7

pour ¢ > 0. Il est possible d’intervertir les opérateurs A et B dans cette approximation. La
combinaison du schéma de Strang et de la méthode ADI conduit au schéma
1) On calcule ¥V solution de

1
{ i8t¢(1)(t,x) = —§6§¢(1)(t,x) - iQy@m¢(1)(t,X), vt E]tn,tn_i_%],VX € RZ’ (4.20)

@Z)(l)(tn,X) = ¢n(x),VX S R2.
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2) Puis on résout selon ¥ I'équation

0@ (¢, x) = —132¢<2>(t %) + Q9,2 (£,5), ¥t €]t 1, 1], ¥x € B,

1.21
3 (tn, %) = ¢(1)(tn+1 %), ¥x € R% 2

3) On calcule ensuite ) tel que

0P (t,x) = V (£, x)0®) (8, %) + (9P (t, x) )@ (¢, x), ¥t €]tn, tnia], ¥x € R,
VO (t,,x) = (¢ n+1,x) vx € R?.

(4.22)
4) Puis, on résout
1

9y — _2924® ; (4) (¢ 2

10\ (t,x) 23y1/) (t,x) +iQzoy'Y (t,x), VYt €]ty, n+ 1], Vx € R?, (4.23)

) (tpy1,%) = VOB (t,11,x%),¥x € R2,
5) Finalement, on calcule ¥®) donné par

10,00 (¢, x) = —la%@(t ) = 1000 (1.3), ¥ et gl Ve B

O (t,,x) = ¢<4> (t11:%),Vx € B2, '

Cette derniere étape nous donne ainsi "1 (x) ~ ¥®) (t,,1,x). De facon similaire au schéma
de Lie, on résout les équations (4.20), (4.21), (4.23) et (4.24) a l'aide de transformées de
Fourier rapides unidirectionnelles. L’équation (4.22) est intégrée exactement, mise a part
Iintégration numérique du potentiel dépendant du temps.

Le schéma de splitting de Lie est d’ordre un en temps et spectral en espace. Le schéma de
Strang est également spectral en espace mais d’ordre deux en temps. Pour cette raison, c’est
un des schémas de référence dans le cas déterministe. L’extension aux dimensionsd = 1 et d =
3 est directe. Le cotit de calcul pour ces schémas est en O(M log M), avec M := J, JK, JKL
en dimension d = 1,2, 3, respectivement, de par I'utilisation des FFT. Le schéma de Strang
possede les propriétés de réversibilité en temps, de conservation de la masse, d’invariance
par changement de jauge et les relations de dispersions sont vérifiées. Il n’y a par contre pas
conservation de ’énergie mais ce schéma est inconditionnellement stable [40]. On renvoie a
[15, 33, 34] pour une analyse plus poussée de ces schémas. Par la suite, le schéma (4.20)-
(4.24), résolu par FFT en espace, est appelé schéma TSSP2-ADI pour Time Splitting SPectral
scheme of order 2-ADI.

4.4 Schéma de relaxation pour I’équation de Gross-Pitaevskii
avec rotation

Le schéma de relaxation, introduit par Besse [44] dans le cadre de 1’équation de Schrédin-
ger, est proche du schéma de Crank-Nicolson (cf. Section 4.5) ou l'on relaxe la non linéarité
afin d’éviter sa résolution par un point fixe ou une méthode de Newton-Raphson. Par rap-
port au schéma de Crank-Nicolson, on gagne ainsi en rapidité et en simplicité lors de I'im-
plémentation numérique du schéma. Dans le cas du probleme (4.4), le schéma de relaxation
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(semi-implicite) est donné par

( ¢n+1/2—|—¢)n_1/2

= F("P),
'd)n—I—l _wn - 1 wn—f—l _|_¢n Vn—&—lwn-i—l _}_Vnwn
i = (-3A - QL) o ) + 5 (4.25)
n+1/2 ¢"+ _i_,(/)n
| o (555).

ot Y™ = Y (tn,x) et V" = V(t,,x), 0 < n < N—1. Les données initiales sont : ¢ (x) = 1)p(x)
et ¢~ 1/2(x) = f(|°(x)|?). Pour discrétiser I'opérateur (—A — QL.), on utilise une stratégie
similaire au cas stationnaire (cf. page 116) et basée sur l'utilisation de FFT (4.15)-(4.16),
pour garder le caractere spectral en espace. En gardant les mémes notations, on en déduit
le systeme discrétisé suivant

{ ¢n+1/2 — CRe,n7 (4 26)
ARe’n+11/)n+1 _ bRe,n’ :
ou ARentl pRen o cRen gont tels que

et = (il Jnan+ Sz - Jrvee - Sueror).

bren o= (] Znan - Janz+ Jovn+ Jremrm) v .27

CRe,n — 2f(’¢n‘2) o d)n—l/2_

Pour résoudre le systeme linéaire apparaissant dans (4.26) et dépendant de n, on utilise
un solveur itératif de Krylov (CGS, BiCGStab, GMRES) (cf. section 4.7.3, page 172). Afin
d’améliorer la convergence des solveurs, on utilise un préconditionneur similaire a ceux uti-
lisés pour le calcul d’états stationnaires. Une premiere possibilité est de prendre le précon-
ditionneur de type Laplace (A-préconditionneur)

—1
PRe (ﬂg] i[[A]]) .

Son application conduit a la résolution du systeme, 0 <n < N — 1,

¢n+1/2 — cRen
’ 4.28
(1] + PReAR ™ ap = PRebRen, 42

\ Re,n+1
ou AQTF est tel que

Al o= (GOILD - S0V - )

Une seconde solution est de choisir un préconditionneur de type Thomas-Fermi (TF-préconditionneur)
donné par

~1
Pt (- Sy - Jrernr)

Nous sommes alors amenés a résoudre le systeme

¢n+1/2 — cRen
’ 4.29
1]+ P Allpp = g ipRen, 2
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ou A%?Q est donné par
. 1 1
afto = (A1 + 300L0).

Ce schéma est appelé par la suite schéma de Relaxation SPectral (ReSP). Il est d’ordre
deux en temps et spectral en espace, donc similaire & TSSP2-ADI. Le schéma est incondition-
nellement stable. Son coiit de calcul, qui est principalement di aux transformées de Fourier
rapides, est O(M log M). Il possede les propriétés de réversibilité en temps, de conservation
de la masse et de I’énergie (dans le cas d’une non linéarité cubique, i.e. f(|1|?) = Blv|?).
En revanche, il n’est pas invariant par changement de jauge et la relation de dispersion n’est
pas valide. On renvoie a [15, 44] pour plus de détails.

4.5 Autres schémas : Euler, Crank-Nicolson, Leap-Frog, chan-
gement de repere

Dans cette section, on fait une présentation succincte d’autres schémas pour I’équation
(4.4). Ceux-ci ne sont pas utilisés par la suite étant donné qu’ils présentent des inconvénients
majeurs sur certains points que ’on éclaircit maintenant.

Les schémas d’Euler explicite et implicite sont les schémas les plus simples pour résoudre
une équation d’évolution. Dans le cas du probleme (4.4), le schéma d’Euler explicite est
donné par

¢n+1 wn 1 n n|2 n
= (—ya-aL v S0P o, (4.30)
ou YP" = Y(ty,x) et V" = V(t,,x), Vn € N. La discrétisation en espace peut étre faite par
exemple par 'approximation pseudo-spectrale basée sur les FFT. Ceci conduit au systeme

n Euler,n
Pt = —idtbg (4.31)

Euler " est tel que

by 1= ([Eft” — Al — QL]+ [V + nf<|¢"2>m) Y.

L’explicitation du schéma ne demande donc aucun effort en terme de calculs car il n’y a
aucun systéme linéaire & résoudre. Néanmoins, il est bien connu que ce schéma (d’ordre un
en temps) est conditionnellement stable sous une condition CFL tres contraignante et donc
inutilisable en pratique.

De facon similaire, le schéma implicite d’Euler est

ou by

d]n-i-l wn 1
5t (—2A _ QLz + Vn+1 + f(wn+1|2)> wnJrl. (4‘32)
On en déduit le systeme discrétisé suivant
AP = bpaen” (4.33)

AEuler n bEuler,n

Imp sont tels que

gt o= (084 oy + o) - v - 0w ).

Euler,n | HI” n
bImp = ZW .
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Le systeme (4.33) ne peut pas étre résolu directement a cause de la non linéarité implicite.
On doit donc utiliser un point fixe ou une méthode de Newton-Raphson tout en faisant usage
de solveurs de Krylov pour inverser le systeme a chaque itération. En pratique, la présence
de la non linéarité conduit a un schéma extrémement cotiteux, notamment si ’on veut garder
une précision spectrale. De plus, ce schéma étant d’ordre un en temps, nous ne le retenons

pas.
Le schéma de Crank-Nicolson est un schéma implicite [25, 26, 15] qui est donné par
n+l _ /n 1 n+1 n 1
liﬁ ¢ — _7A_QLZ+g(wn+1’wn) ¢ +¢) + = (Vn+1¢n+1+vnwn)7
ot 2 2 2
(4.34)
avec

1
g4 ) = /O 2 + (1= )" 2)d.

Bien que d’ordre deux, ce schéma est tres couteux tout comme le schéma implicite d’Euler.

Le schéma semi-implicite Leap-Frog reprend les éléments des schémas de Crank-Nicolson
pour les opérateurs linéaires et de Leap-Frog [25, 26, 27, 15] pour les opérateurs non linéaires.
Dans notre cas, nous avons

n+l _ n—1 1 n+1 n—1
z% = <—2A — QLZ> % + (V" + f(WJ”|2)) Y™ (4.35)
La premiere itération est donnée par
1_ 0
Al a (—;A QL. VO + f(!w°\2>> 40,

Les inconvénients majeurs de ce schéma sont 1) qu’il est conditionnellement stable et 2)
que la plupart des propriétés introduites dans la section 4.2 ne sont pas satisfaites [15].
D’autres schémas explicites de type Runge-Kunta (RK4) par exemple ne sont pas non plus
physiquement valables (bien qu’ils soient souvent utilisés) car ils ne vérifient pas les conditions
essentielles enoncées.

Dans la section 1.1.3 (page 29), nous avons vu que la modélisation d’un condensat en
rotation se fait via un changement de repere. Ce changement de repere, par rapport a un
repere immobile, est effectué par le changement de variables spatiales, en dimension d = 2, 3,
pour x = (z,9) € R? ou x = (z,y, 2) € R3,

x' = cos(Qt)x + sin(Qt)y,
y' = —sin(Qt)z + cos(Qt)y,
ou 2 € R est la vitesse de rotation du condensat. On a donc la relation

x' = Qt)x, (4.36)

ou, dans le cas d = 2,

_( cos(Q2t)  sin(Qt)
Q(t) = <_sin(Qt) COS(Qt)> ’

et, dans le cas d = 3,
cos(§2t) sin(2t) O
Q(t) = [ —sin(2t) cos(Qt) 0
0 0 1
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C’est ce changement de variables qui conduit a 'apparition de l'opérateur de rotation L,.
Dans [36], les auteurs proposent de calculer la dynamique d’un condensat en rotation en
considérant les coordonnées Q2(t)x au lieu de x’. En posant

Ya(t,x) = Y(t, Qt)x),

ot 9 est la solution du probleme dynamique (2.43), on obtient donc que g vérifie le probleme
suivant

i0pba(t,x) = —%Azﬁg(t,x) + V(t, Q(t)x)vq(t, x)
+f([wal)valt, x), vt € RT, vx € R%, (4.37)
Va(0,x) = thy(x) € L3

Ainsi, par une modification du potentiel Vq(t,x) := V(¢,€(¢)x), on peut outrepasser I'ap-
parition de 'opérateur de rotation et ainsi simplifier la résolution du probleme initial pour
la dynamique de condensats en rotation. Ceci est notamment tres séduisant dans le cas du
schéma de splitting car on évite ainsi d’avoir a passer par la méthode ADI. Cette approche,
tres récente, n’est pas étudiée dans le document mais est probablement tres prometteuse. En
particulier, on récupere les propriétés demandées au schéma en travaillant sur des équations
sans rotation, plus simples a traiter.

4.6 Cas de systemes multi-composantes

On présente maintenant 1’extension des schémas de splitting et relaxation pour des sys-
temes de type Gross-Pitaevskii a N. composantes et de la forme

1
100 (t,x) = _iA\II(t’X) — QL Y(t,x) + V(t,x)¥(t,x)
+£(0)W(t,x), Vt € RT, vx € RY, (4.38)
W(0,x) = Wo(x) € L2, vx € RY,
avec LN := (L2)Ne. Nous renvoyons & la section 3.6 (page 138) pour 'ensemble des nota-
tions.

4.6.1 Schémas de splitting pour un systéme a N. composantes

La stratégie adoptée est similaire a celle du cas a une composante. Nous allons voir que
la formulation explicite n’est possible que pour une certaine forme de non linéarité, ce qui
implique une certaine limitation de la méthode. Par souci de simplicité, nous ne présentons
que le schéma de Lie, 'extension a Strang étant assez directe. Le schéma est donné par

1) La résolution de 1’équation

{ 0,0 (¢, x) = —%A\II(l)(t,x) — QLYW (£, X), Vt Eltn, tns1], Vx € RY, (4.39)

M (t,,x) = I (x), Vx € R4
2) Puis, le calcul de W) solution de

0P (t,x) = V(t,x) TP (t,x) + F(U (¢, x) )T (¢, %), Vt €]tp, tpr1], ¥x € RY,
U@ (t,,x) = VW (t,11,x), Vx € R
(4.40)
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Dans le cas du systeme d’équations (4.39), les opérateurs sont diagonaux et les inconnues
sont donc découplées. Comme dans le cas d’une seule équation, on utilise la méthode ADI
pour résoudre effectivement le systeme d’équations wvia 1'utilisation de FFT. Dans le cas
d = 2, la résolution de I’équation (4.39) est effectuée en deux étapes successives

1
9D (¢ x) = —§8m\11(1’1)(t,x) — Q0 OV (¢, X), Vit €ltn, tni1], Vx € RY, (4.41)
D (¢, x) = ¥*(x), Vx € RY,
et
1
0,02 (¢ x) = —iayy\lf(”)(t,x) +iQad, WD (1, %), Yt €]ty tyi], ¥x € RY, (4.42)
2 (¢, x) = vED(,,,%x), ¥x € R
Pour le systeme d’équations (4.40), on a le résultat suivant.
Lemme 4.60. Soit V) g solution du probléme (4.40). On a alors
Vt € [tnstura], WO (%) = [P (t,x)].
Démonstration. On a, Vt €]ty t,11], ¥x € RY,
Ne
S At x)? = QZRe( x) 902 ¢, ))
m=1
- 2 Z Im ( %) (Vino(t, %) + o (T@)) 02 (t,x)) .

En utilisant le fait que V,,0(t,X) = Vo (t,X) et £,o(T (£, %)) = £,,,(T3)(¢,x)), on obtient

Ne
> alvR(t,x)* =

Loy 10 (Voo (t, ) + £no (03) (1, 50)) (02,5 W2 1, %) + W2 (1,%) 02 1, )) )

Ne>o>m>1
2 3 Im ( o (£,%) + fmm(q/@)(t,x)))yq;;%)(t,x)\?)
Ne>m>1
=4 Y 1 (Vo %) + o (W2 (£, %)) Re(W2) (8,%) W2 (2, %)) ) = 0.
Ne.Zo>m>1
On conclut ainsi que : [¥3) (¢, x)| = [T (t,,x)|, Vt € [tn, tnr1]. O

A la lumiere du résultat précédent, on a donc la conservation du module de la solution
au cours du temps. Il est ainsi possible d’obtenir une formulation explicite de la solution
sous la forme d’une exponentielle en supposant que la fonction f est telle que

£(0) = £(1)) = En 1)y vy

et que le potentiel est indépendant du temps : V(¢,x) := V(x). Sous ces hypotheses, le
systeme d’équations (4.40) admet pour solution

PO (£ x) = ¢TI i1 0D (t—t) VO E-t) G (1D (1, | ). (4.43)
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On obtient donc finalement Papproximation : ¥"+!(x) ~ ¥ (¢, 1,x). On remarque que la
forme de la solution (4.43) implique le calcul d’une exponentielle de matrice. De plus, pour les
schémas de splitting de Lie et de Strang, il faut procéder a une symétrisation de la méthode
comme dans le cas d’'une unique équation. Les méthodes sont toujours appelées TSSP1 et
TSSP2-ADI. Le cott de calcul de ces schémas est essentiellement di aux transformées de
Fourier rapides que I’on utilise pour les opérateurs différentiels diagonaux. On estime donc
ce cotit a O(M log M).

4.6.2 Schéma de relaxation pour un systeme a N. composantes

Pour un systeme d’équations, 'extension du schéma de relaxation est donnée par

pn+1/2 L pn—1/2
; — £(U"), x € R,

\I;n—i-l —_gn _ ( 1 N (I,TL+1/2> \I,n—i-l 4 gn B ivn—‘rlll,n—‘rl +Vn\11n
St B ‘ 2 2 ’

x € RY

)

ott U" = W(t,,x) et V" = V(t,,x). Les données initiales sont ¥0(x) = Wy(x) et &~1/2(x) =
f(U%(x)). La discrétisation spatiale est réalisée & I'aide des approximations pseudo-spectrales.
En dimension deux, on obtient ainsi le systeme discret

{ MR = o[ ()] - Mo, (4.44)

Ren+1lgyn+1 _ mRengyn
A gl — gRengn

ou ¥" = (Y7, ...,w%c) est 'inconnue définie dans CMNe| avec M := JK. L’opérateur non
linéaire correspondant & la relaxation MR +1/2 ¢ M,y (C) est

[[£1,1($Z)]] [[£1,2($Z)]] T [[?,Nc(g?]]
E(B7)]] = [[2,1(: )] [[2,2(‘ )] [[2,ch( )] € Masn (R).
[N (2] [N 2] - [N, ne (2]

ou 'on pose [[f,(¥")]] = (fg7m(\Il"(xj7k))(j pepy o L < €m < Ne. On choisit MRe.—1/2 —
f(¥o(x)). L’opérateur matriciel AR®™ € My, (C) est défini par

Re,n+1
ARent+1ly — AT%n N/ +A§?V‘I’,

e,n . I 1 n e,m
alrste =iy (v o) g (1.45)

afaw = (5lA0+ 2l v
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L’opérateur discrétisé Aff{%’nﬂ € Mun,(C) fait intervenir les matrices
o -0
o {0

me=| . | e M ®),
0 0 - [
Vi avis'n - [Ivind
VBT (VEET - V3R]
Ve | 20T e M),

VR VR - TIVREN]

ou lon définit les blocs matriciels par : [[V?jnl]] = (VZEI(Xj,k))(j,k)ePJ,K € My (R). La

matrice par blocs diagonale Ai‘b dans (4.45) est implicitement donnée par les opérateurs
différentiels pseudo-spectraux

[AN® = ([ACA),y, v, €CYY et [[L)® = ([LaVe]])oy, y, € CYPe
Le membre de droite est défini par 'opérateur BRe” : CMNe _, CMNe
R K
BRe"w = Brp" W 4+ B, W,

B = i g (VO] 1) (1.46)
Biow = 5 (-5 lA] - o[z w.

La résolution du systéme linéaire intervenant dans (4.44) est faite via un solveur de Krylov
préconditionné, comme dans le cas d’une unique équation. Concernant le préconditionneur
de type Thomas-Fermi, puisque les équations sont couplées & travers les opérateurs [V +1]]

et MRent1/2 Popérateur Af}%’"“ n’est pas diagonal. Nous faisons le choix de prendre la

. . , 1 12 . .
partie diagonale de I'opérateur A?eF’nJr en ne considérant pas les interactions entre gaz. Le

, .. . - mRe,n . . ,
préconditionneur diagonal de type Thomas-Fermi IP’TF, diag €St ainsi donné par

~1
Re, . [[IH 1 +1 1 Re,n+1/2
IEDT%,T(Liiag = (2575 - 5[[V§iag“ - iMdiag )
N Re, Re, . .
ou [[Vglzglﬂ = (HV?@HH)Z:L...,NC et Mdiigﬂﬂ = (M, n+1/2)e:17...,Nc. Son application est

ainsi faite a un faible colt numérique, la matrice étant diagonale et d’inverse explicite.
Comme dans le cadre de la section 3.6.3 (page 142) pour le schéma BESP avec plusieurs
composantes, il est possible de construire de maniere sous-structurée l'inverse complet de
I'opérateur Afﬁ%’”. Ceci nous donne le préconditionneur ”full” de type Thomas-Fermi

—1
Re, 1)1 1
Py fun = <15t - 5[[V”+1]] — §MRe,n+1/2 ‘
Enfin, le préconditionneur de type Laplace

PRe = (z[[;t“ + le[[A]])
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est appliqué en inversant les laplaciens bloc par bloc dans 'espace de Fourier. Comme pour
le schéma de splitting, le cott de calcul provient principalement des transformées de Fourier
rapides utilisées pour I’évaluation des opérateurs différentiels discrétisés. Il est donc de I'ordre
de O(M log(M)). On remarque que pour le schéma de relaxation, contrairement au schéma
de splitting, il n’y a pas d’hypothese restrictive sur le type de non linéarité ou de potentiel.

4.7 Etude numérique des schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI
et ReSP pour la dynamique d’équations de Gross-Pitaevskii
avec terme de rotation

4.7.1 Premier exemple : dynamique d’un condensat en rotation dans un
potentiel quadratique

On considere dans ce premier exemple le probleme avec non linéarité cubique

1
/Latw(tu X) = _§A¢(t’ X) - QLZ¢(t)X) + V(X)¢(ta X)
+Bl %t x), Yt € [0,T), ¥x € R?, (4.47)
¥(0,x) = o (x) € L,
ou 2 =0.4 et # =1000. On fixe le potentiel quadratique

1

V(x) = 5(%902 + Y9°),

ou v, = vy = 1. La donnée initiale ¥y est calculée par BESP comme I’état stationnaire
(cf. Figure 4.1) associé a (4.47) mais pour un piege dont les coefficients sont v, = v, = 2.
Ce changement dans les coefficients du potentiel induit un confinement plus important du
condensat. Ceci engendre donc une contraction du condensat sans pour autant changer son
allure globale.

Iphix, )i of componeet 1 £ 10
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FIGURE 4.1 — Etat initial |19|? (domaine O =] — 15,152, J = K = 2° pour BESP).

Les parametres de la simulation pour les schémas TSSP1, TSSP2-ADI et ReSP sont :
5t = 1073, le temps final est T = 1 (T := N6t)), J = K = 2% pour le domaine O =]—15, 152,
Dans le cadre du schéma ReSP, on résout le systeme linéaire avec le solveur de Krylov
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BiCGStab pour un critere de convergence égal & ¢ = 10712, On reporte sur la figure 4.2 la
solution 9™ & différents instants et obtenue par le schéma de relaxation ReSP. On constate
que, sous l'influence du nouveau potentiel, le condensat se confine davantage. En pratique,
les solutions obtenues pour les schémas TSSP2-ADI et ReSP sont visuellement identiques.
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FIGURE 4.2 — Evolution de |¢|2, ¢ étant la solution du probléme dynamique (4.47) calculée
par le schéma ReSP.

Commencons par analyser la précision en espace des trois schémas. Pour cela, on répete
la méme simulation que précédemment pour différentes grilles uniformes O, avec 5 <
J,K <9, ou la grille de référence est choisie comme étant la plus fine, soit J = K = 9.
Les données initiales pour chacune des grilles sont calculées grace au schéma BESP avec les
parametres du probleme (4.47), c’est-a-dire sur grille fine. On représente sur la figure 4.3 le
maximum de d’erreur entre la solution v ;- sur la grille O et Y™t calculée sur grille
fine Og 9 puis extrapolée sur grille grossiere O f, soit

By = |9l — %" loo-

On reporte également l’erreur entre 1’énergie de non rotation 5075(¢§7 K ) sur la grille O g
et la référence &y g (d}n,ref)

EN =10 s (W k) — Eo8 (™).
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On remarque que la haute précision des schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et ReSP n’arrive
que pour des discrétisations suffisamment fines, soit pour J, K > 8. Pour des discrétisa-
tions plus grossieres, I'erreur est relativement importante. Elle est essentiellement localisée
au niveau du vortex central. Sur cet exemple, les trois schémas ont une précision spatiale
équivalente, ce qui semble confirmer le fait que c’est la situation physique qui donne ce
comportement de U'erreur. L’erreur sur les énergies traduit plus la précision spectrale. On
remarque d’ailleurs que, méme pour des résolutions grossieres, I’énergie, qui est une quantité
intégrale, est plutot bien calculée.

On s’intéresse maintenant a la vérification numérique de ’ordre des schémas TSSP1-ADI,
TSSP2-ADI et ReSP, ainsi qu’aux propriétés de conservation de la masse et de ’énergie sans
rotation. Afin de calculer I'ordre en temps, on utilise la méthode dite de Richardson. En
notant 7,b’§t € CM, k € N, une approximation numérique de la solution ¥* du probleme
(4.49) & un temps t; > 0 par un schéma numérique utilisant un pas de temps dt, la méthode
de Richardson consiste a calculer un ordre numérique par la formule suivante

( H‘Plgt - ¢l§t/2”£2r
H"/’]gt/Q - ¢§t/4”€$r

Pkpnum = 10 ) ,1 <k < Ng;. (448)

En effet, si 'on suppose que 'ordre du schéma est p, on a

legt - wlgt/z”zg ~ CotP,

et
otP
Hlblgtm - ¢’§t/4”£7% ~ sz

ce qui justifie la formule (4.48). Dans notre cas, on a t; = ]\f ,avec 1 < k < Nj; et N5, = 103

pour 6t = 1073 et Ng; = 10% pour 6t = 1072, En prenant J = K = 2°, on obtient, grace a
cette formule, les ordres numériques des tables 4.1, pour un pas de temps 6t = 1072, et 4.2,
pour un pas de temps d¢ = 1073. On note ici

max py ‘= max pg min py = min pp
PNs;,num 1<k<N5tp ,num PNg; num 1<k<N&p ,num

et
Ny

MOY PNyymum = Zpk num-
t

On constate que, dans le cas d’un pas de temps ot = 10*2, les ordres numériques des schémas
TSSP1-ADI et TSSP2-ADI semblent, en moyenne, 1légérement supérieurs a ceux attendus,
soit un pour le premier schéma et deux pour le second. Ce phénomeéne peut s’expliquer par
une instabilité numérique de ces deux schémas si le pas de temps n’est pas suffisamment petit
lorsqu’il y a un effet de rotation. Pour le schéma ReSP, on retrouve bien 'ordre attendu, c’est-
a-dire deux. Pour le pas de temps 6t = 1073, les ordres numériques TSSP1-ADI, TSSP2-ADI
et ReSP sont en accord avec leurs ordres théoriques respectifs. Les schémas semblent donc
stables pour ce pas de temps.
On représente maintenant, sur la figure 4.4(a), la variation de lerreur sur la masse

ErrM" := ||1 — 4 (¥")|| oo,

et I'énergie sans rotation & g(p"), sur la figure 4.4(b), pour un pas de temps ¢t = 1073. On
constate que la masse n’est pas exactement conservée mais que l'erreur reste relativement
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FIGURE 4.3 — Evolution de Err'y¥ et &7 pour les schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et
ReSP et différentes grilles.
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TSSP1-ADI | TSSP2-ADI | ReSP
max PN, num 2.38 5.75 1.98
min py;, num 0.98 2.01 1.96
MmOy PN, ,num 1.09 2.72 1.97

TABLE 4.1 — Ordres numériques des schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et ReSP pour §t =
1072,

TSSP1-ADI | TSSP2-ADI | ReSP
max PN, num 1.00 2.00 1.99
min py;, num 0.99 2.00 1.99
MOy PN, ,num 1.00 2.00 1.99

TABLE 4.2 — Ordres numériques des schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et ReSP pour §t =
1073,

petite, méme si celle-ci a tendance a croitre au cours du temps. Le schéma ReSP est le
schéma qui conserve le mieux la masse sur cet exemple, les schémas de splitting étant moins
bons. D’autre part, on peut voir que I’énergie sans rotation &y g(1") est numériquement bien
conservée pour les schémas TSSP2-ADI et ReSP. On note que, pour le schéma TSSP1-ADI,
I’énergie fluctue de maniére importante autour de la valeur souhaitée.

—12.5 T T T T T T T T T 18.2515
—13 18.251F
s
~13.5 T el 2 18.2505]
P ReSP 65
s °
= —14 2 18.25
Ll\J/ ©
o 1%} —
——14.5 D 18.2495F
g ) >
S 2 —
) eyt
~15 5 18.249f Tosrz-sol |
—15.5 18.24851
10001 02 03 04_05 06 07 08 09 1 824837 02 03 04 _05 06 07 085 09 1
Temps Temps
(a) Conservation de la masse. (b) Conservation de I’énergie sans rotation.

FIGURE 4.4 — Conservation de la masse et de ’énergie sans rotation pour les différents

schémas spectraux avec un pas de temps 6t = 1072 dans le cadre du probleme dynamique
(4.49).

On termine cette étude en représentant maintenant 1’évolution de ’erreur sur la masse,
sur la figure 4.5(a), et de I’énergie sans rotation & ("), sur la figure 4.5(b), pour un pas
de temps 0t = 1072. On peut voir que, dans ce cas, la masse est légéerement mieux conservée
pour les trois schémas. En revanche, I’énergie sans rotation augmente cette fois-ci a la fin
de la simulation pour le schéma TSSP2-ADI. Le schéma TSSP1-ADI présente toujours de
fortes fluctuations. Le schéma ReSP conserve ici parfaitement ’énergie sans rotation et est
donc le schéma le plus précis et robuste pour cet exemple.
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FIGURE 4.5 — Conservation de la masse et de I’énergie sans rotation pour les différents

schémas spectraux avec un pas de temps 6¢ = 1072 dans le cadre du probleme dynamique
(4.49).

4.7.2 Second exemple : dynamique d’un condensat en rotation dans un
potentiel quadratique-quartique

Pour ce second exemple, on considere I’équation de Gross-Pitaevskii

04D ) = — L Av(t,3) —~ QL(E) + VEO(E )
+BJ2p(t, %), Vit € [0,T], ¥x € R?, (4.49)
¥(0,x) = 9o(x) € L2,

ou 2 = 3.5 et # =1000. Le potentiel choisi est quadratique-quartique

1l -«
Vi(x) = T(%x2 + 97 +

K

1 (yaz? + 15%)?,

onvy, =7v =1, a=12et k = 0.7. La donnée initiale 1)y est calculée par BESP comme
I'état stationnaire (cf. Figure 4.6) associé a (4.49) mais pour un piége dont les coefficients
sont 7, = vy = 1, = 1.2 et Kk = 0.3. Ce changement de coefficients implique donc la
création d’une vraie dynamique dans le condensat. On remarque que 1’état stationnaire est
un anneau circulaire dans lequel 36 vortex sont répartis uniformément.

Les parametres de la simulation pour les schéma TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et ReSP sont :
5t = 1073, le temps final est T = 1 (T := Nét)), J = K = 28 pour le domaine O =]—10, 10[2.
Dans le cadre du schéma ReSP, on résout le systéme linéaire avec BiCGStab pour un critére
de convergence égal & ¢ = 1072, On reporte sur la figure 4.7 la solution a différents instants et
obtenue par le schéma de splitting TSSP2-ADI. On remarque alors une dynamique complexe
des vortex. En pratique, les solutions données par les schémas de TSSP2-ADI et ReSP sont
les mémes visuellement. De plus, on note que, dans cet exemple, il n’est pas possible en
pratique de faire une étude sur la précision spatiale des schémas. En effet, on constate que
sur une grille plus grossiere (J = K = 27) Iétat stationnaire calculé ne correspond plus &
la physique attendue, ce qui s’explique par un nombre de points insuffisant pour obtenir la
précision spectrale. De plus, en partant d’un état stationnaire extrapolé par rapport a celui
obtenu sur une grille plus fine, la solution dynamique obtenue ne correspond pas non plus a
la physique attendue. Pour des grilles plus fines, le cott de calcul trop important ne permet
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FIGURE 4.6 — Etat initial |19|? (domaine O =] — 10,102, J = K = 2% pour BESP).

pas de faire une étude exhaustive. On peut comprendre que la dynamique tres fine de ce cas
test force de facon assez drastique les pas de temps et d’espace.

On s’intéresse maintenant a la vérification numérique de ’ordre des schémas TSSP1-ADI,
TSSP2-ADI et ReSP, ainsi qu’aux propriétés de conservation de la masse et de I’énergie sans
rotation. On obtient, grace a la formule (4.48), les ordres numériques pour des pas de temps
6t = 1072 (Table 4.3) et t = 1073 (Table 4.4). On constate que, dans le cas d'un pas de
temps 6t = 1072, 'ordre numérique des schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et ReSP n’est pas
celui attendu. Ceci semble indiquer que le pas de temps est trop grand et que ces schémas
sont alors instables pour cette situation. Pour ¢t = 1073, les ordres numériques TSSP1-ADI,
TSSP2-ADI et ReSP sont en accord avec leurs ordres théoriques respectifs. Les schémas
semblent donc correctement discétisés pour ce choix de dt.

TSSP1-ADI | TSSP2-ADI | ReSP
max PN, num 1.15 1.97 1.55
min pyy, num 0.89 0.85 0.08
mMOY PNy, num 0.95 1.08 0.92

TABLE 4.3 — Ordres numériques des schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et ReSP pour §t =

1072,
TSSP1-ADI | TSSP2-ADI | ReSP
max Py, num 1.01 2.30 1.99
min py;, num 0.99 2.00 1.98
MOy PNy, ,num 1.00 2.02 1.99

TABLE 4.4 — Ordres numériques des schémas TSSP1-ADI, TSSP2-ADI et ReSP pour 6t =

1073,

D’autre part, on représente I’évolution de lerreur sur la masse ErrM” sur la figure 4.8(a)
et I’évolution de I'énergie sans rotation &y g(¢™) sur la figure 4.8(b) pour un pas en temps
5t = 1073, On constate que la masse n’est pas exactement conservée pour les trois schémas
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FIGURE 4.7 — Evolution de |4|? pour le probleme (4.49) résolu par le schéma TSSP2-ADI.

mais que, numériquement, le niveau de conservation est tout a fait acceptable. D’autre part,
on voit que I'énergie sans rotation & g(1™) est tres bien conservée pour le schéma TSSP2-
ADI. Pour le schéma ReSP, on note des fluctuations dans I’évolution de cette énergie. En ce
qui concerne le schéma TSSP1-ADI, on remarque que ces fluctuations sont trés importantes
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et périodiques.
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F1GURE 4.8 — Conservation de la masse et de I’énergie sans rotation pour les différents

schémas spectraux avec un pas de temps ot = 10~ dans le cadre du probleme dynamique
(4.49).

On reporte maintenant ErrM" et & (™) sur les figures 4.9(a) et 4.9(b), respectivement,
pour un pas en temps 6t = 1072. On voit que, dans ce cas, la masse est mieux conservée
pour les trois schémas avec ce pas que pour §t = 1073, Pour TSSP1-ADI et TSSP2-ADI, la
valeur de la masse croit jusqu’a un ordre 10714 et, pour ReSP, elle fluctue autour de 10712,
En revanche, I’énergie sans rotation fluctue de maniere significative pour les trois schémas,
ce qui semble confirmer le caractere instable des schémas TSSP2-ADI et ReSP pour un pas
de temps 6t = 1072,
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FicURE 4.9 — Conservation de la masse et de l’énergie sans rotation pour les différents
schémas spectraux avec un pas de temps 6t = 1072 dans le cadre du probleme (4.49).

Pour compléter cette étude, on représente, sur les figures 4.10(a) et 4.10(b), I’évolution
de ErrM" et de & 5(3™) pour un pas en temps §t = 1073 avec le schéma ReSP et différentes
valeurs du critere de convergence de BiCGStab. On voit que 'erreur sur ErrM” dépend du
critere de convergence et qu’il est possible d’obtenir une meilleure conservation de la masse
en considérant des criteres de convergence assez petits dans les simulations. En revanche, on
constate, qu’a moins de prendre un critére de convergence trop grand (de I'ordre de 1079),
Ierreur sur la quantité & g(1p"™) n’est pas affectée. On peut donc conclure que les erreurs
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sur la conservation de I’énergie sans rotation ne sont pas liées, pour ReSP, a la précision du
solveur de Krylov.
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FIGURE 4.10 — Conservation de la masse et de ’énergie sans rotation avec ReSP pour diffé-
rents critéres de convergence de BiCGStab dans le cadre du probléme dynamique (4.49).

Globalement, sur cet exemple, TSSP2-ADI se trouve étre le schéma le plus stable et
robuste.

4.7.3 Convergence des solveurs itératifs de Krylov pour la relaxation

Dans le cas de ReSP, regardons d’un peu plus prés le comportement des solveurs de
)
Krylov sans ou avec préconditionneur. Pour cela, on considere le probleme

0Bt %) = — A (%) — QL (%) + V(x)b(t, %)
2
8% [2(t, x), Vt € [0,1], ¥x € R?, (4.50)
%Z)(Oax) = ¢O(X) € L)Q(,

avec ) € R, 8 € R et V un potentiel confinant. Le premier test que ’on produit consiste a
considérer un cas sans rotation (i.e. = 0) avec un potentiel quadratique V (z,y) = 22 + y°
et f = 300. La donnée initiale est 1’état stationnaire (voir la figure 4.11(a)) calculé avec les
mémes parameétres excepté le potentiel qui est pris comme étant V(x,y) = % (2% +y?). Ce
changement dans le potentiel crée ainsi une dynamique dans le condensat. Concernant la
méthode ReSP, les parameétres sont les suivants : le pas de temps est fixé & 6t = 1073 et le
temps final a T' = 1. Le critere de convergence des solveurs itératifs de Krylov est forcé a
10713, On choisit un domaine de calcul O =] —10;10[?, avec J = K = 2%. On représente sur
la figure 4.11(b) le nombre d’itérations nécessaire a la convergence & chaque pas de temps
de la méthode de point fixe (FP) (similaire & celle introduite dans la section 3.4, page 127)
et des méthodes de Krylov, avec le préconditonneur de Laplace afin d’obtenir une bonne
comparaison avec la méthode de point fixe. On peut voir que, malgré le fait que I'on ne soit
pas sous les bonnes hypotheses a priori d’'un opérateur auto-adjoint positif, la méthode CGS
se révele étre le solveur itératif de Krylov le plus efficace. De plus, on note que le nombre
d’itérations nécessaires pour la méthode de point fixe et pour GMRES est le méme. De
maniere générale ici, on remarque que, finalement, le probleme n’est pas si raide que ¢a pour
les méthodes itératives.
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Pour le second test, on reprend exactement la méme simulation que dans ’exemple de la
section 4.7.2. Pour ce test, la méthode de point fixe diverge. On voit sur la figure 4.12(b) le
nombre d’itérations aux méthodes de Krylov pour converger a chaque pas de temps. Dans
ce cas, on utilise uniquement le préconditionneur de Thomas-Fermi, le préconditionneur de
Laplace donnant des résultats bien moins satisfaisants. On peut voir que la méthode CGS
reste la plus efficace pour ce second test.

ot

#iter
w

—— A-BICGStab
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(a) Donnée initiale : |1o|? (b) Nombre d’itérations & chaque pas de
temps

FIGURE 4.11 — Premier test autour du schéma de relaxation : donnée initiale (gauche)
et nombre d’itérations nécessaires pour la convergence des solveurs itératifs de Krylov A-
préconditionnés (droite).
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(a) Donnée initiale : |to|? (b) Nombre d’itérations & chaque pas de
temps
FIGURE 4.12 — Second test autour du schéma de relaxation : donnée initiale (gauche) et
nombre d’itérations nécessaires pour la convergence des solveurs itératifs de Krylov TF-
préconditionnés (droite).
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4.8 Simulation de I’équation de Gross-Pitaevskii stochastique
avec rotation

Dans cette section, on reprend le modele introduit dans la section 1.1.3 (page 31). Comme
nous l'avons vu dans la section 2.3 (page 72), grace au théoreme 2.47, il existe une solution
locale au probleme suivant

W0y(t,x) = —%Aw(t, x) = QL (t,x) + %]x\zw(t, x)(1 + 1)
+B[6127 Y (t, x), Vt € RY, ¥x € R, (4.51)
¥(0,x) = 9o(x) € Li,

ou S E€R, 0> 0et (w)er+ € CJ(RT) est une fonction holdérienne, avec v €]0, 1[. Pour plus
de généralité, on considere ici un potentiel de la forme

V(1 + g, x) 1= V(x)(1 + ).

On s’intéresse au probleme suivant, en dimension d = 1,2, 3,

. 1 .
Zatw(tv X) - _§A¢<t7x) - Qsz<t7X) + V(l + wy, X)w(tv X)
+1([0)*)0(t,x), ¥t € RY, ¥x € RY, (4.52)
P(0,x) = bo(x) € L2,
ou f est une fonction réelle polynomiale.
On commence par montrer comment intégrer le potentiel stochastique dans les schémas
de splitting et de relaxation. Puis, on effectue des simulations numériques afin de mieux

cerner quel est 'ordre en temps de chacun de ces schémas lorsque ’on considere le bruit
comme étant un mouvement brownien fractionnaire.

4.8.1 Intégration du potentiel stochastique

On se concentre ici sur I'intégration du potentiel stochastique dans les schémas de split-
ting (Lie et Strang) et de relaxation. Dans le cadre du splitting, on obtient que l'intégration
se fait de maniere directe. Il n’est pas nécessaire de donner plus de précision sur le sens de
la dérivée du processus puisque l'on peut considérer une approche de type Sussmann [212].
En revanche, pour le schéma de relaxation, on précise le sens de cette dérivée puisque 'on
doit la discrétiser. On introduit pour cela le produit dit de Stratonovich.

Le schéma de splitting

Dans le cadre du schéma de splitting de Lie, on utilise le découpage suivant de ’équation
du probleme (4.52)
1) soit 0t > 0, n € N, on résout 1’équation

{ O (t,x) = —%Awl(t,X) — QL1 (2, %), t E€]tn, tnsal, (4.53)
7/)1 (tn7 X) = wn(x)7
2) et ensuite

{ iDa(t %) = V(L4 1bp, ) (t, %) + Bl (t, )P4t %), & Eltntaal, )
Yo (tn,x) = ¥1(tpy1,%). .
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L’équation (4.53) est résolue grace a la méthode ADI et des transformées de Fourier ra-
pides, directes et inverses, comme dans le cas d’un potentiel déterministe (voir section 4.3.2,
page 151). Pour I’équation (4.54), on a vu dans la section 4.3.2 qu’il est possible d’intégrer
exactement cette équation, faisant intervenir la non linéarité et le potentiel, et d’obtenir une
formulation explicite de la solution. On obtient ainsi, pour tout t € [ty tnt1],

Vo (t,x) = 1 (tnyt, x)efim’“(t"“’X)P*V(x))(t*t“)*ifttn V(s x)ds

L’intégration en temps du potentiel stochastique est ainsi faite de facon directe

¢ ¢
V(ws,x)ds = V(x)wsds = V(x)(wy — wy,) = V(wg — wy,,, X).

tn tn

On obtient donc la formulation exacte de I’équation (4.54)
’po (t7 X) = wl (tn+1’ X)efif(wjl (tn+17X)|2+V(x))(titn)fiv(wtfwtn7X)’
ce qui permet ensuite de procéder a I'implémentation du schéma de splitting.
L’extension au schéma de Strang est directe.

Le schéma de relaxation

Dans la section 4.4 (page 155), nous avons établit le schéma de relaxation dans le cas
d’une équation déterministe. En ce qui concerne ’extension au cas stochastique, le principal
changement est 1ié au choix de la discrétisation du bruit. Afin de comprendre comment on
discrétise la dérivée du processus stochastique, il est nécessaire d’identifier le sens que 'on
donne a 'intégrale stochastique suivante

t"+1 tn+1
/ V (1, x)8(5, x)ds = V(x) / (s, x)ds.
tn tn

On choisit ici de définir cette intégrale comme une intégrale de Stratonovich, i.e.

tna1 tnt1
/ wsw(svx)ds = / ¢(87X)Odws = lim Z w(SkJrl’X) ks w(Sk’X) (w8k+1 - wsk) )
tn tn

{—00 2
(sk)o<k<r
o, Y¢ € N, (sg)o<k<¢ est une partition de U'intervalle [t,,t,41]. Ce type d’intégrale prend
son sens dans le cadre d’'un bruit (w;);eg+ de type mouvement brownien. On obtient donc
la discrétisation suivante

[ V0w~ viog P2 ()

Le schéma de relaxation que 1'on déduit de la discrétisation (4.55) pour le probleme (4.52)
est le suivant

n+1/2 n—1/2
A A T

1
(—3A — QL.+ V") (

n+1 __ /n
il

ot

PG e (9 gy (490)
o) ().

ol ¢ /2 = G(tni1/9,%), ¥ = Y(tn,x) et VI =V (1 + W, x). Les données initiales
sont : ¢9(x) = Yo(x) et p71/2(x) = Bl (x)[%.
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4.8.2 Ordres en temps des schémas stochastiques

Dans cette section, nous étudions numériquement les ordres en temps des schémas de
splitting de Lie et Strang et de relaxation dans le cas d’un potentiel stochastique. Dans le
cas d’'un schéma avec potentiel stochastique, ’ordre en temps du schéma doit étre compris
comme étant le plus grand réel p vérifiant une inégalité du type

E [Is(tnr%) = 0t ) 25] < ClO0P.

ou C' > 0 est une constante, ¢ est la solution d’un probleme dynamique et s; est 'approxi-
mation de cette solution par un schéma numérique pour un pas de temps dt. La vérification
de ce type d’ordre en temps implique un certain nombre de simulations puisque ’espérance
de lerreur est approchée par une méthode de type Monte-Carlo. Cette méthode consiste
a simuler des réalisations du processus (w;);cg+ pour le probleme (4.51). Pour un certain
nombre N € N de réalisations (w]);cp+, 1 < j < N, on calcule la solution approchée wét du
probleme (4.51) par un schéma numérique. On obtient alors, pour N assez grand,

N L \1/2
E {15 (tns %) — 9 (tn, x M ~ 3 (It %) = it ) 2)

Jj=1

On peut donc estimer l'ordre p grace a un ordre numérique ppum que 'on estime par une
formule similaire & (4.48)

1/2
E [H%t(tk,X) - ¢5t/2(tkaX)H%gj

1/2
E | l[s1/2 (ks %) = syt %) 125

p(tk) ~ pnum(tk) = 10g2 (457)

Dans notre étude, on s’intéresse a la classe de processus stochastiques que ’'on appelle mou-
vements browniens fractionnaires d’indice de Hurst H, que I'on note (W{1),cg+, H €]0,1].
Ce sont des processus gaussiens de moyenne nulle qui généralisent le mouvement brownien.
De plus, ils sont de classe H-Holder, ce qui nous permet d’étudier les schémas que 'on a
introduit pour des bruits de régularités différentes. Afin de simuler ce type de processus, nous
renvoyons le lecteur & ’Annexe A. On procede maintenant a ’étude numérique de I'ordre en
temps des schémas.

Ordres en temps numériques

Pour d = 1, on considere le probleme

0y (t, x) = —%851#(75, ) + %x%}(t? 2)(1+ W/
+B[Y[*Y (¢, z), vt € RY, Vo € R, (4.58)
¢(0>$) = ’(/10({1}) cL

avec 8 = 300 et (W/),cp+ est un mouvement brownien fractionnaire (mbf), d’indice de
Hurst H €]0,1[. La donnée initiale ¢o(z) est donnée par un état stationnaire calculé par
BESP. On choisit un domaine de calcul O =] — 15,15 avec une grille uniforme O, ou
J = 2°. On fixe la pas de temps des méthodes & 5t = 1072 et le temps final & T = 1. De plus,
la méthode de Krylov utilisée pour la relaxation est BiCGStab, avec un critere d’arrét fixé
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a ¢ = 107'2. Enfin, la méthode de Monte-Carlo employée pour calculer I'ordre numérique
considere N = 1000 réalisations.

Sur la table 4.5, nous reportons les ordres numériques déduits de la formule (4.57) pour
le schéma de Lie. On constate que l'ordre du schéma est lié a l'indice de Hurst du mbf.
On voit que 'ordre, dans le cas d’'un mbf avec un indice de Hurst H > 1/2, est saturé a
1. En revanche, pour un indice de Hurst inférieur a 1/2, l'ordre est inférieur a 1. Enfin,
on remarque que le nombre de réalisations n’est pas suffisant pour approcher correctement
I'ordre en temps pour H = 1/4. De plus, il semble alors que le schéma soit instable.

H=1/4 |[H=1/2 |H=3/4
maxy, Pnum (tk) 0.87 1.10 1.06
ming, Poum (tx) 0.67 0.91 0.97
MOy, Prum (k) 0.76 1.01 1.01

TABLE 4.5 — Ordres numériques du schéma TSSP1-ADI pour le probleme stochastique (4.58)
pour différents indices de Hurst du brownien fractionnaire.

On passe maintenant au schéma de splitting de Strang, TSSP2-ADI. On reporte sur
la table 4.6 les ordres numériques obtenus grace a la formule (4.57). On voit que lordre
numérique dépasse la valeur 1 pour le mbf avec un indice de Hurst égal & 3/4. Il n’y a donc
plus de phénomeéne de saturation de 'ordre. D’autre part, on constate que ’ordre numérique
pour le mbf d’indice H = 1/4 fluctue de maniére significative. Il est probable que le nombre
de réalisations soit insuffisant pour le calcul de 'ordre de TSSP2-ADI. L’ordre numérique
pour le brownien standard n’est pas amélioré par rapport au schéma TSSP1-ADI.

H=1/4 | H=1/2 | H=3/4
maxy, Poum (th) | 1.59 1.14 1.59
ming, Poum (tx) -0.04 0.90 0.97
MOy, Prum (k) 0.89 1.01 1.33

TABLE 4.6 — Ordres numériques du schéma TSSP2-ADI pour le probleme stochastique (4.58)
pour différents indices de Hurst du brownien fractionnaire.

Sur la table 4.7, on reporte les les résultats obtenus pour ReSP. On constate que, pour le
brownien standard, le schéma de relaxation a ’ordre numérique le plus bas, comparativement
aux schémas de splitting. Dans le cas d’un mbf d’indice de Hurst H = 3/4, 'ordre numérique
est supérieur a 1 et a celui de TSSP2-ADI. L’ordre numérique pour le mbf d’indice de Hurst
égal & 1/4 est fluctuant, comme pour les schémas précédents, ce qui ne permet pas de
conclure sur 'ordre effectif du schéma. Ceci s’explique par la discrétisation du bruit (cf.
équation (4.55)) qui n’est plus adaptée pour ce type de processus.

H=1/4[H=1/2 | H=23/4
maxy, Pnum (tx) 1.10 0.80 1.58
miny, poam(ts) | 0.27 0.43 1.31
Moy, Prum (tk) 0.84 0.58 1.49

TABLE 4.7 — Ordres numériques du schéma ReSP pour le probleme stochastique (4.58) pour

différents indices de Hurst du brownien fractionnaire et 8 = 300.
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Afin d’approfondir les tests autour du schéma ReSP, on procede aux méme simulations
mais avec un parametre [ plus faible (8 = 100 et 8 = 10) afin de voir l'influence de
la relaxation sur l'ordre du schéma. On constate que l'ordre numérique pour le brownien
standard est amélioré et se rapproche de la valeur obtenue pour les schémas de splitting, i.e.
la valeur 1. Pour le mbf d’indice de Hurst 3/4, 'ordre est quasiment inchangé. Pour I'indice
de Hurst H = 1/4, le probléme de la discrétisation du bruit reste entier.

H=1/4|H=1/2 | H=13/4
maxy, Pnum (tk) 0.02 0.99 1.60
ming, poum(tx) | -0.12 0.43 1.42
MOy, Prum (k) 0.00 0.76 1.51

TABLE 4.8 — Ordres numériques du schéma ReSP pour le probléme stochastique (4.58) pour
différents indices de Hurst du brownien fractionnaire et 8 = 100.

H=1/4 | H=1/2 | H=3/4
maxy, P (ts) | 0.27 1.10 1.55
ming, Poum (tx) 0.02 0.63 1.32
MOy, Prum (k) 0.08 0.92 1.46

TABLE 4.9 — Ordres numériques du schéma ReSP pour le probleme stochastique (4.58) pour
différents indices de Hurst du brownien fractionnaire et 5 = 10.

4.9 Analyse numérique du schéma de splitting de Lie

Comme nous venons de le voir, les schémas de Strang et de relaxation sont les schémas les
plus précis pour simuler des équations de Gross-Pitaevskii déterministes ou stochastiques. 11
est donc nécessaire de développer une analyse numérique plus rigoureuse afin d’éclaircir ces
questions. L’analyse numérique des EDP stochastiques est tres récente et reste globalement
a explorer. Afin de mieux cerner la notion d’ordre dans notre situation, nous proposons de
conduire une analyse numérique poussée dans le cas du schéma de splitting de Lie, qui bien
que le plus simple, contient des difficultés techniques majeures qui peuvent permettre ensuite
d’ouvrir la voie vers ’étude des schémas de Strang et de relaxation.

Dans la section 4.9.1, nous développons une analyse numérique du schéma de splitting
de Lie pour deux problemes. Le premier correspond a 1’équation de Gross-Pitaevskii avec un
potentiel stochastique et donnée, pour d = 1,2, 3, par

WOp(t,x) = —%Aw(t, x) — QLA (t,x) + V (i, X)) (L, x)
+(P)e(t, x), vt € RT, vx € RY, (4.59)
(0, %) = vo(x) € L2,

ot V(wyg,x) = V(x)uy, avec (wi)er+ € CJ (RT) une fonction héldérienne, v €]0,1[, et f
est une fonction réelle polynomiale. Nous avons vu dans la section 4.3 (page 150) comment
appliquer le schéma de splitting (Lie et Strang) pour ce probleme et dans la section précédente
comment intégrer le potentiel stochastique. Dans cette section, nous calculons de maniere
formelle l'ordre en temps du schéma de splitting de Lie pour (4.59).
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Le second probleme correspond a 1’équation de Schrodinger non linéaire avec dispersion
aléatoire
Zatw(tvx) = —P(Zax)¢(t,$)wt + F(Qp(t,.%)), vt > 07 Vo € R,
(0,2) = Yo(x) € L2,

ou P est un polynome réel de degré dp, (w¢);cg+ est un processus stochastique continu
et I est une fonction lipschitzienne de L? dans lui-méme qui admet des dérivées premiere
et seconde bornées. Dans la section 2.4.1 (page 102), nous avons prouvé que ce probléeme
admet une solution. Nous analysons, dans la sous-section 4.9.2, 'ordre en temps du schéma
de splitting de Lie. De plus, nous établissons dans la sous-section 4.9.3 une propriété de
préservation asymptotique (Asymptotic Preserving Scheme).

(4.60)

4.9.1 Cas de I’équation de Gross-Pitaevskii stochastique

On commence par une analyse formelle du schéma de splitting de Lie dans le cas du
probleme (4.59). L’analyse formelle est motivée par la difficulté & utiliser les techniques
classiques [45]. La difficulté provient, d’une part, du potentiel qui est non borné, et, d’autre
part, du processus stochastique qui donne lieu a des intégrales en temps difficiles a évaluer.

Procédons au découpage introduit dans la section 4.3 (page 150). On définit, pour un
pas de temps ot > 0, les opérateurs

A(5t) = (;A + z‘QLz> 5t

et
B(6t) = =iV (ws — wo, x) — if(|1/)|2)5t.
Afin d’obtenir une formulation sous forme d’exponentielle d’opérateurs de I'erreur locale,

on procede comme si 'opérateur B(dt) était linéaire. De plus, on remarque que 'on a les
évaluations suivantes en temps des deux précédents opérateurs, pour ¥y € Sy,

[A(68)¢oll Lz < Cot et [|B(6t)4ollry < C(61)7,

avec v €]0, 1[ V'indice de Holder du processus (wy);ep+-
L’erreur locale entre la solution exacte ¢ du probleme (4.59) et I'approximation gy du
schéma de splitting de Lie est formellement donnée, pour g € L,Q(, par

¥(6t) — Yspi(dt) = (eA(&HB(&) SAGD) ) o,

On a, d’autre part, le développement des opérateurs exponentiels
1
eACO+EBEY — 14 + A(6t) + B(5t) + 5 (A(0t) + B(31)) Z A(5t) + B(at)),

et

AP BOY — 14 + A(8t) + B(8t) + A(5t) B(6t) + A(dt) + B (6t) +Z Aty :

j3
+Zk‘ (66)F + A(6t) kz_:kl

+E Ach 5t) +iilk A8t B(st)F.
j= 2

Jj= =2
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On en déduit alors que

AT _ GBI = L (B(51) A(3t) ~ A(SH)B(51))
4 fo 1j§_1j A5t B(St)T~ }m:l
212\ i
=37 k=1 o
N At B( iB(
; A B0 - §:2: > A B

Ceci nous permet d’obtenir I’évaluation suivante de 'erreur locale, pour 1y € Sy,
1
V(3t) = spi(0t) = 5 (B(3t)A(6t) — A(58) B(6t)) o + 0(6t"),

ou k = min(1 + 27,2 + ). Ainsi, pour §t > 0 assez petit, on obtient I'estimation suivante
correspondant a l'erreur locale

195, %) — s (0, %) 12 < C(ot)'*7.

L’erreur globale se déduit a partir de la décomposition, pour T' = jdt, j € N,
j—1

B(T) — sp(T) = 3 ( LA eB(ét)>j_k_1 A1)+ B(5t) ( 6A(5t)+B(6t)>k

k=0 .
_ (eA(at)eB(at))J’k’l LAWY B(Y) (eA((St)-I—B(cSt))k

On en déduit, sachant que les opérateurs exponentiels e(%) ¢B(t) gt ¢AGD+BEY) gont yni-
taires, que

[(T) = Pspi(T)ll 2 < Z

Ic

( (30)+B(5t) _ JA@GH) B(5t))( (5t)+3(5t))k¢0

Ly

< C(&t)”’y = C(j0t)(6t)" = CT(5t)7,

k=0

ce qui nous permet de conclure de maniere formelle une minoration de I'ordre du schéma de
splitting de Lie dans le cadre d’un potentiel stochastique comme étant -, I'indice d’Holder
du processus (w¢)cp+. On constate que cet ordre formel est en dessous des ordres numé-
riques que l'on a pu observer dans la section 4.8.2. Ceci est probablement di au fait que ’on
considere alors I'espérance de I'erreur quadratique, ce qui laisse croire que des phénomeénes
stochastiques entrent en compte dans ’ordre numérique. On pense notamment & des phéno-
menes d’indépendance entre les incréments du mouvement brownien standard dans le calcul
des erreurs quadratiques. Un tel phénomene a été observé dans [169].

4.9.2 Cas de I’équation de Schrédinger non linéaire avec dispersion sto-
chastique

Dans cette section, on effectue ’analyse numérique rigoureuse du schéma de splitting de
Lie pour le probleme (4.60). Le schéma est appliqué de la fagon suivante. D’une part, on
résout le probléme linéaire lié & la dispersion aléatoire, Vs € RT,

{ 10 (t, ) = —P(i0,)(t, o)y, Vt € RT, Vz € R,

U(s,z) = o(z) € L2, (4.61)
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ot P est un polynome réel de degré dp. On définit (w;)ier comme un processus stochastique
continu. On a analysé ce probleme dans la section 2.4.1 (page 102) ou 'on a introduit le semi-
groupe (X (s,1))se[s,00] @ss0cié a sa solution. D’autre part, on résout le probleme suivant,
qui correspond & la partie non linéaire du probléeme (4.60),

{ Z'Qﬂz(t, 33‘) — F(&(ta QS‘)), Vt € R+’ Vo € R’ (462)

(0, 7) = o(x) € L2.

On définit la famille d’opérateurs (Y (¢));er+ telle que, pour tout (t,z) € [s,s + T] x R,

W(t,z) =Y (t — s)1hp. On définit Vopérateur de splitting de Lie par
Zw(s,t) =Y (t — ) Xuw(s,t).

De méme, grace au théoreme 2.50, on définit la famille d’opérateurs (Sy(s,1))ses, s+, Pour
un certain 7' > 0, associée a la solution du probleme (4.60). De plus, pour tout & € N et
h €]0,T], on pose S5™ := Sy, ((k — 1)k, kh) et Z" := Z,((k — 1)h, kh). Pour tout j € N, on
pose d)ﬂsh =z Z&;h@bo. Enfin, pour tout ¢ € [s,s + T, on définit

t T
Zy(s,t) = / <\wt — wy| -l—/ |w, — wL|dL> dr. (4.63)
s to

On a tout d’abord les lemmes suivants qui nous permettre d’obtenir des estimations sur
le semi-groupe (Z,(s,t))icr+-

Lemme 4.61. Soit ¢y € L2. S’il existe un entier k € N tel que ¢y € HF, F est k fois
différentiable et ses dérivées jusqu’a l'ordre k sont bornées, alors il existe une constante
déterministe Coo i, > 0 telle que pour tout (s,t) € [0,T)2, satisfaisant s < t, on a

max (| Zu (s, 7)ol < Coo e et max [|F(Zu (s, 7)v0)|gr < Coopk
TE[s,t] ® TE[s,t] z

La constante Co i, dépend uniquement de [|thol| g -
Démonstration. La preuve est obtenue par le méme procédé que celle du théoreme 2.50. [

Lemme 4.62. Soit vy, ¢; € L2. S’il existe un entier k € N tel que g, € HF, F est k
fois différentiable et ses dérivées jusqu’a l’ordre k sont bornées, alors il existe une constante
déterministe Cp > 0 telle que pour tout (s,t) € [0,T)?, satisfaisant s <t, on a

| Zw(s,t)b0 — Zuw (s, )12 < [0 — Y112 exp(Cr(t — s)).
La constante Cr dépend uniquement de F'.

Démonstration. Puisque le semi-groupe (Xu(8,t))ie[s,s+7] €st linéaire et conserve la norme
L%, le résultat s’obtient directement en montrant qu’il existe une constante Cr > 0 telle que
pour tout (s,t) € [0,T]?, satisfaisant s < ¢, on a

1Y = s)tho = Yt = s)ihrllrz < [0 = 1Lz exp(Cr(t = 5)).
Sachant qu’une solution du probleme (4.62) s’écrit sous la formulation intégrale suivante

O(t, ) = ho(x) —i/o F(4(r,s))dr,
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et puisque la fonction F est Lipschitz, on a
[Y'(t = s)vo — Y (t — s)¢nll2
t
< o= wrlliz + [ IFQ(r = s)ui) = F(Y (7 = s)o)] o dr
S

t
< lWo = 1lliz + Cr [ V(7 = 5)un = Y (7 = 9)llzar
S
On conclut donc par le lemme de Gronwall. O

On montre maintenant quel est l'ordre en temps du schéma de splitting de Lie. Pour
commencer, on s’intéresse a I'erreur locale du schéma. On a le lemme suivant.

Lemme 4.63. Soit 1)y € HgP. Il eziste une constante déterministe C' = Cp|jy| ap > 0 qus
Hl‘

dépend uniquement de F et ||1j)0||HdP telle que pour tout (s,t) € [0,T)?, satisfaisant s < t,
on a

10 (s, )0 — Y (t — 8) Xu(s, )tbo]l 2 < CTu(s,t). (4.64)

Démonstration. Tout au long de la preuve, C' est comprise comme étant une constante qui
peut varier d’une ligne a l'autre et qui dépend uniquement de P, F et ||1)o]| ip- On a

Sw(s, )by — Zy(s,t)ho = Ri(s,t) + Ra(s,t) + Rs(s,t) (4.65)
ou
Ri(s,t) = / Xa(rOLF (Su(s, 7)) — F(Zuls, 7o) b,
Ra(s,t) — / X (r ) F(Zu(5,7)00) — F(Zun(s, 7)000)dr
Ralsnt) = [ (F(ulo 7)) = FOV = )Xo, ) dr
On obtient, en utilisant le fait que X,,(7,t) conserve la norme L2,
IRaeslsz < C [ 1uls 7o~ Zals, 7ol o (1.66)

Grace a la proposition 2.48 et au lemme 4.61, on a

|Ra(s. )|z < C / i — 1w, || F(Zu (5, 7Yabo) | 2 7

IN

(/ = wlar) mas [F(Zo(s )iz (467

TE S

D’autre part, en utilisant le lemme 4.62 et la proposition 2.48, on obtient

Rs(s, Dl 2 < / [F(Zu(5,7)00) — F(Y ( — 8)Xoo(s, )0 12 dr

IN

t
c / (.70 — X5, D) |2 dr

c (/t g — wTydT> | (4.68)

IN
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Ainsi, par (4.65)-(4.68), pour tout (s,t) € [0,1]?, satisfaisant s < ¢, on en déduit
t
ISu(s. 00— Zu(s0balliz < € [ fur = wrlar

t
+C/ |Sw (s, 7)o — Zw (s, 7)ol 2 dT

On obtient donc le résultat voulu grace au lemme de Gronwall qui suit. O

Lemme 4.64 (Lemme de Gronwall modifié). Soit f et g deux fonctions positives définies
sur lintervalle [a,b], a,b € R. On suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout t € [a, b],

F(t) < glt) + ¢ / "oy, (4.69)

Alors, on a, pour tout t € [a,b],

f) <gt)+ ceCt/ e “Tg(r)dr. (4.70)

Remarque 4.1. Ici, on ne suppose pas que la fonction g est croissante.
Démonstration. On définit

o= [ iy

Grace a l'inégalité (4.69), on obtient

g = (10— ¢ [ floras) < o(r)

En intégrant sur l'intervalle [a, t], en utilisant le fait que p(a) = 0 et en multipliant par e,

on obtient

/t f(rydr < et /t e “Tg(r)dr.

Ainsi, en réutilisant (4.69), on obtient bien (4.70). O

On peut maintenant prouver le résultat suivant sur 'ordre du schéma de splitting de Lie
en temps.

Théoréme 4.65. On suppose que g € HIP, w admet des moments d’ordre 1 finis, F est
dp fois différentiable, et ses dérivées sont bornées jusqu’a 'ordre dp. 1l existe une constante

C >0, qui dépend uniquement de F' et ||| ,ap , telle que, pour tout h €]0,T7,

N
| sy, I v 2)liz] < OB Db @

Remarque 4.2. On remarque que la constante C' du théoréeme précédent est indépendante du
processus (w¢)er+-
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Démonstration. On a

U —nh,@) = > (Zih o ZESITH S (@) — 2t LS S (@) )
j=1

D’apres le lemme 4.62, il existe une constante déterministe Cr > 0, qui dépend uniquement
de F', telle que

[ — p(nh, )|z < 3 eCrIR| (ZE0 — SN SEIR - S ()| -
j=1

Ainsi, en utilisant le lemme 4.63 et le théoreme 2.50, il existe une constante déterministe
Crlwol ap > 0 qui dépend uniquement de F et |[¢o]| er telle que
H, T

N
n,h ) )
e h <C Zw((G = Dh, jh).
nef?f?‘ff]v}”w Y(nh, 2)l|L2 < Cp o, ap, ;21 ((7 = 1)h, jh)

On conclut donc en appliquant I’espérance a l'inégalité précédente. ]

Grace au théoreme précédent, on constate que I'ordre du schéma de splitting est minoré
par 'espérance de Z,, sur chaque pas de temps, ou Z,, correspond a des intégrales d’incréments
du processus (w¢);cr+. De ce théoreme, on déduit de fagon directe le corollaire suivant dans
le cas d’un processus a incréments stationnaires.

Corollaire 4.66. Sous les hypothéses du théoréme 4.65, si de plus (w¢);er+ €st un processus
a incréments stationnaires , alors on peut écrire l'inégalité (4.71) comme

h
E| max Hl/}"’h—w(nh,x)HLg(R(c)} < CN/ E [Jw;|] dr. (4.72)
ne{l,...,.N} e 0

L’ordre du schéma est alors directement donné par l’espérance de 'incrément du pro-
cessus (wy)s;er+ sur Uintervalle [0, h]. Ce résultat est a mettre en parallele avec les résultats
numériques obtenus dans la section 4.8.2 pour ’équation de Gross-Pitaevskii, méme si la
nature du probleme est différente. On obtient donc une minoration effective de l'ordre nu-
mérique qui est bien en accord avec nos résultats numériques pour différents mouvements
browniens fractionnaires. On remarque que 'ordre obtenu ici n’est probablement pas optimal
et ne met pas en avant d’éventuels effets stochastiques comme la corrélation plus ou moins
forte entre les incréments du bruit.

4.9.3 Propriété de préservation asymptotique

Dans cette section, nous prouvons une propriété dite de préservation asymptotique pour
le schéma de splitting de Lie dans le cadre de I’équation de Schrodinger non linéaire avec
dispersion stochastique. On considere donc le probleme (4.60) avec le méme découpage pour
le splitting que dans la section précédente. De plus, on conserve les notations de la section
précédente. On note d’autre part 1), la solution du probléme (4.60) pour un processus
(wt)ser+-

On considére maintenant que le processus stochastique (w;);cp+ est susceptible de varier.
On introduit la famille de processus ((w§);er+ )e>0, dont on précise les hypotheses par la suite,
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qui converge vers un bruit continu (w?),cg+ lorsque e — 0. Notre but est de montrer le
diagramme commutatif suivant, qui correspond a la propriété de conservation asympotique,

h e—=0 ~h
wwg — 11/)

0
\Lh—)O iu h—0
e—0
wwf ¢w0

Cette propriété a été introduite par Jin dans [141]. On trouvera plus de détails la concernant
notamment dans la référence [82].

Nous allons commencer par établir la convergence de la solution e vers ¥,0 lorsque
e —=0.

Lemme 4.67. Soit 1y € H. L’application
CG(R) —  C[s,s+T),L2)
(wt)t€R+ — Yy

est une application Lipschitz. Par conséquent, lorsque € — 0, si (w®)ycp+ converge vers w®

dans C¢(R) par rapport a la norme uniforme, alors e converge vers 0 dans Cy([s,s +
T], L?).

Démonstration. Soit wy et wy dans C¢(R). Alors on a

@bwl (tv SC) - ¢w2 (t’ 33) = le (0’ t)l/JO(l’) - Xw2 (07 t)¢0(:€)
" / (X (72 £) — X (7, 1)) F (o, (7, 7)) dlr

" / Xy (1, ) (F oy (7, 2)) — F sy (7 2))) i

Grace a la continuité du semi-groupe (X (%, 8))¢e[s,s+7] Par rapport a (w)icr+, donnée par
I'inégalité (2.86), on a qu’il existe une constante C' > 0 qui dépend de F et |[¢o|[ ,ap telle
que

[[9wn (&, 2) = Py (8, )| 2

t (4.73)
< CF,||TZJO||H¢P le - wQHOO +CF wal (7,2) = Yuy (7, JJ)HLgdﬂ

ot 'on note ||w; — wal|so := SUDyc[s,5+7] |wi ¢ —wa t +wa s — w1 ¢|. Par le lemme de Gronwall,
on obtient donc

sup |[thw, (t, ) — Yy (8, 2)[ 12 < Crjjyel| 4, 101 — walso,
te(s,s+T] Hy

ce qui conclut la preuve. O
On établit maintenant la convergence de ww}i lorsque € — 0.
Lemme 4.68. Soit 1g € H¥?, N € N et h = 1/N. L’application
GR) — (LAHNH
(wiers — {4 =o0...N

est une application Lipschitz. En conséquence, si (wf)te[s,ﬁﬂ converge vers (w?)te[s’HT},

lorsque € — 0, dans C([s,s + T],R), alors {¢f;}?}j:0,...,N converge vers {¢ig}j:0,._.71\1 dans
(LHNFY Jorsque € — 0.
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Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle

que pour tout j = 1,..., N et (wy,ws) dans C([s, s + T],R)?,
[t = 9Btz < Ol M = iy iz + Cllwr — w2l (4.74)

Tout au long de la preuve, C' est comprise comme étant une constante qui peut varier d’une
ligne a l'autre et qui dépend uniquement de N, F" et |[thol| ,ap. On a

qjuil_d}&g — X]hW 1,h X]hwj 1,h
jh
(P G- ot
[y )

j—1)h
~r (Y0 (- nxitel; ) oo

En appliquant la norme L2 et sachant que F est Lipschitz on obtient

e IR b e e v 1
]h
+f F(Yw—(] ) XE)
(G=Dh
~F(Y (0~ (= D)X ")

< ClIXEIUL " = X0, s

de.
L3

Grace a la proposition 2.48 et au théoreme 2.50, on prouve que

ldy —wllle < CIUXEH i " = 9l M)z + CIXE I, — X,

- w1

< Ol b =, 1hIILerCle wal|oo;

ce qui conclut donc la preuve. O

On considére maintenant que la famille de processus ((w§);cr+ )e>0 et le processus (wf)ep+
satisfont les hypotheses suivantes :
— Hypothése (H;). Lorsque ¢ — 0, (w§);cp+ converge vers (w)cgp+ dans l'espace
C([s,s +T1],R).
— Hypotheése (Hj). Il existe trois constantes C' > 0, 71 > 1 et 2 > 1 telles que, pour
tout ¢t et s € [0,1] et € > 0, on ait

E[(wi —wi)"] < Ct — s|72. (4.75)
On énonce maintenant le résultat principal de cette section, qui nous permet d’obtenir
la propriété de conservation asymptotique du schéma de splitting de Lie.

Théoréme 4.69. On suppose que g € HIP, F est dp fois différentiable, et ses dérivées
jusqu’a Uordre dp sont bornées. Alors, il existe une constante C' > 0 qui dépend uniquement
de F et ||w0||HgP, telle que, pour tout h €]0,T] et tout e > 0,

E [ max [l — e (nh,az)HLz} < Ch2/M (4.76)
nefl,...N} @
et

E [ max ||[¢" — wwo(nh,x)HLz] < Chrim, (4.77)
ne{l,...N} ¥ z
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Grace au théoreme 4.69, la limite en € n’affecte pas la convergence du schéma de splitting
de Lie. Ceci implique donc (4.73) et la conservation asymptotique du schéma de splitting de
Lie.

Démonstration. Par le théoreme 4.65 et la remarque 4.2, il existe une constante C' > 0 qui
dépend uniquement de F' et H7,/10|]Hdp, telle que, pour tout h €]0, 7] et tout € > 0,

N
E ne?ll?.%N} ||z/;$’5h — e (nh, .CC)HL%:| < an_:l E [Zye ((n — 1)h,nh)]. (4.78)

Par l'inégalité d’Holder et (4.75), on déduit

nh
Zye((n = 1)h,nh) < / E[jw® (nh) — w? (1)) " dr
(n—1)h

nh T
+ / ( / Ejws(r) — wE(L)Pl]l/%dL) dr
(n—1)h (n—1)h

< 2h1+’Yz/ oy
Ainsi, en combinant cette derniére inégalité avec (4.78), on en conclut le résultat voulu. [

Ce résultat nous permet entre autres d’obtenir des résultats de convergence du schéma
de splitting, ainsi que son ordre en temps, dans le cadre de processus complexes comme les
browniens fractionnaires.

Approximation diffusion

Dans cette section, on améliore les résultats obtenus dans [169]. Pour tout € > 0, on
considere la solution v : [0,7] x R — C du probleme

iaéie (t,xz) = —ém <;> P (zi) Ve (t,z) + F(y(t,x)), (t,x)€[0,T] xR,

(4.79)
1/]6(0’1:) = 1/)0(95) € L%,

ol m est un processus continu, centré et mélangeant [102]. Il découle du lemme 4.67 que ).
converge vers ¢ dans I'espace C;([0, 7], L2) lorsque € — 0, ot1 9 est la solution du probleme

t 0
v(t.0) = tnle) +icrps [ P (i) vmyoaw,
t

i /0 Flo(r,))dr, (t2) € [0,1] x R.

(4.80)

Dans I’équation précédente, on a que

2y =2 /0 B m(0)m(r)dr,

(Wi)ser+ est un mouvement brownien et o désigne I'intégration au sens de Stratonovich. Pour
tout N € N, avec h = 1/N, soit {7 ’h}0<n< ~ l'approximation par le schéma de splitting
de Lie de v¥° et {lﬂ"’h}ogngN celle associée 1. Grace au lemme 4.68, pour tout N et n,
{wg’h}ogngN converge vers {1""}o<,<n dans I'espace (L?)V*! lorsque £ — 0. On en déduit
donc, par le théoreme 4.69, le résultat suivant.
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Théoréeme 4.70. On suppose que g € HP, F est dp fois différentiable, et ses dérivées
jgusqu’a l'ordre dp sont bornées. Alors, il existe une constante C' > 0 qui dépend uniquement
de I et ||vol| ap, telle que, pour tout h €]0,T] et tout € > 0,

[ s ot = o,z | < on2 (4.81)
et
B[, max 1 = vinh ] < o (482

Une forme plus faible du résultat précédent a été démontrée dans [169]. Plus précisément,
il a été montré que, pour P(£) = &2, il existe une constante C' > 0 qui dépend uniquement
de F' et |||z, telle que, pour tout h €]0,T] et tout & > 0,

Lo E [~ (nh,a)l2] < €Y +e), (4.83)

L’amélioration du résultat découle de I'estimation de I’erreur locale du schéma de splitting
du théoreme 4.65 et en particulier de 'usage du lemme de Gronwall 4.64 plus fin.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0, on note

We = i/g%(;) dr.

On a donc Y- = 9. Sachant que m est un processus mélangeant, on a que le processus
(W )ter+ va converger vers (ci/oW;)icr+ dans I'espace Ci([0,T],R) lorsque € — 0. D’autre
part, pour tout s < t € [0,T],

sl -w] = & [ [alelo(E)n ()]
< (=9 [ @BmomO].

Ainsi, les hypotheses (H1) et (H2) sont bien vérifiées par la famille de processus ((W§);cr+)e>0
et le processus (W;);cr+ ce qui nous permet de conclure la preuve. ]

Approximation par un mouvement brownien fractionnaire

Un mouvement brownien fractionnaire (W/?),cp+ (voir par exemple [196]) avec un indice
de Hurst H € (0,1) est un processus gaussien de moyenne nulle et tel que, pour tout ¢ et
s >0,

1
BWHWH] = S(21 4 21 [t — ).
On remarque que, dans le cas H = 1/2, le processus (W/),cp+ est un mouvement brownien.
D’autre part, les mouvements browniens fractionnaires sont une classe de processus stochas-
tiques importants sachant qu’ils vérifient le principe d’invariance suivant. Soit H €]0,1[ et m
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un processus stationnaire gaussien de moyenne nulle. Pour tout € €]0, 1[, on définit (W} );cgr+
une famille de processus telle que, pour tout ¢ > 0,

t/e?
Wi = 52H/ m(s)ds.
0

On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
— Si H €]1/2,1], alors il existe ¢z > 0 tel que E[m(0)m(t)] ~ égt*1 =2 lorsque t — oo.
~ Si H € (0,1/2), alors il existe ¢y < 0 tel que E[m(0)m(t)] ~ égt*1=2 lorsque t — oo
et

/000 E[m(0)m(t)]dt = 0.
— Si H =1/2, alors
/0 [E[m(0)m(t)]|dt < oo

oo
/ E[m(0)m(t)]dt > 0.
0
On a le résultat suivant, correspondant au principe d’invariance (voir [196] pour une version
discrete).

Lemme 4.71. Lorsquee — 0, (W§);er+ converge dans l’espace Ci(RY, R) vers (cg W) ier+
ot WH est un mouvement brownien fractionnaire d’indice de Hurst H et cy est une constante
positive définie par

y 00
cH —2/0 E[m(0)m(t)]dt
si H=1/2 et par ¢}, = ¢y /H((2H — 1) si H # 1/2.

On peut maintenant énoncer le résultat de conservation asymptotique du schéma de
splitting de Lie pour les browniens fractionnaires et ainsi en déduire son ordre en temps.
Pour tout € > 0, on considere la solution . du probléeme

z’a(;ie (t,z) = —ﬁm <;2> P (z'ai) Vo (t, x) + F(ie(t, ), (t,2) €[0,T] x R,

(4.84)
uf(t =0,2) =up(z), = €R,

ol m est un processus qui vérifie les hypotheses précédentes. Grace aux lemmes 4.71 et 4.67,
. converge vers v dans I'espace C([0, 7], L?) lorsque € — 0, ol 1 est la solution de

. t . a H
Y(t,x) = Yo(x) + ch/O P (293:) (1, x) o dW?
t

(4.85)

+/ F(r,z))dr, (t,x) €[0,T] x R.
0

Dans 'équation précédente, on a que cy est la constante définie dans le lemme 4.71 et

(WH),cr+ est un mouvement brownien fractionnaire de parametre de Hurst H. Pour tout

N € N, avec h = 1/N, soit {z/z?”‘}lSnSN Papproximation par le schéma de splitting de Lie

de 1. et {wn’h}lgngz\; celle associée & 1. D’aprés le lemme 4.68, {w?’h}lgnSN converge vers

{wnvh}lgng ~ lorsque € — 0. Grace au théoréeme 4.69, on obtient donc le résultat suivant.
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Théoréeme 4.72. On suppose que g € HP, F est dp fois différentiable, et ses dérivées
jgusqu’a l'ordre dp sont bornées. Alors, il existe une constante C' > 0 qui dépend uniquement
de I et ||vol| ap, telle que, pour tout h €]0,T] et tout € > 0,

Ejéﬁmﬂwm—%mmwh4gcw

et

E nh h < hH‘
_”E{??%N}H¢ b(n vx)’Lg] <C

Démonstration. Par le lemme 4.71, la famille de processus ((Wy);er+)e>0 satisfait I’hypo-
these (H1). De plus, comme il a été montré dans [168], par exemple, il existe une constante
C > 0 telle que pour tout ¢ et s,

E[(Wf — W) < Clt — s,

Ainsi, (W§)cr+ satisfait ’hypothese (H2), ce qui conclut la preuve par le théoreme 4.69. [

Approximation par un processus a longue dépendance

Récemment, les processus a longue dépendance ont suscité une grande attention, no-
tamment dans le domaine de la propagation d’onde [118, 171]. Les mouvements browniens
fractionnaires en sont un exemple dans le cas d’un indice de Hurst H > 1/2. On généralise ici
notre analyse a des processus non gaussiens. Une généralisation des mouvements browniens
fractionnaires est donnée par les processus d’Hermite que nous introduisons maintenant. Soit
K eN'et H=(2—7K)/2€]1/2,1]. On définit le K-ieme processus d’Hermite d’indice H,
pour tout ¢ > 0, par

avec e
(eﬂt 2= 1) K -
Oni(t,e1,...., oK) = CH) LK w5 i [ap(E-D/EH3
ott C(H) est une constante de normalisation, W (dz) est la transformée de Fourier dune
mesure d’'un brownien et les intégrales multiples stochastiques sont comprises au sens de
[88].

On remarque que dans le cas K = 1, (W/5),cg+ = (W#),cg+ est un mouvement
brownien fractionnaire d’indice de Hurst H > 1/2. Plus généralement, pour tout K, le
processus (WtH’K)t€R+ est centré et possede la méme covariance qu'un mouvement brownien
fractionnaire, c’est-a-dire, pour tout ¢ et s > 0,

1
E[WtH’KWSH’K] _ 5(152H + 20 _ It — S|2H).
De plus, le processus (WtH’K)teR+ est gaussien si et seulement si K = 1.
Au méme titre que les mouvements browniens fractionnaires, les processus d’Hermite pos-
sedent des applications importantes en qualité de processus stochastiques puisqu’ils satisfont
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le principe d’invariance [84, 214, 215]. Soit m un processus gaussien, centré, stationnaire,
satisfaisant E [m(0)?] =1 et tel que

E [m(0)m(#)] ~ emt™7,

lorsque t — 00, ou 1 < v < 1/K et ¢, > 0. Pour tout ¢ € (0,1), on définit (W§),cr+, pour

tout t > 0, par
t
Wi = 5_7K/ @ (m (%)) ds,
0 3

oi1 ® est une fonction continue dans L2(R, S 2dz) d’indice d’Hermite K € N*. En notant
le k-ieme coefficient d’Hermite de ® par

2
e36/2

%z[%&@ﬂ@mﬂﬂ%

ou Py est le k-ieme polynéme d’Hermite, alors on a

oo
o= Z ®y Py,
k=K

avec P # 0. Le principe d’invariance pour les processus d’Hermite est énoncé de la maniere
suivante.

Lemme 4.73. Lorsque ¢ — 0, (W§);er+ converge vers (CH*KI/Vf{’K)teRJr dans l’espace
Ci(RY,R), ot ¢}y g = ch % /(K)?.

Pour tout € > 0, on considere la solution ¥. du probleme

e v Lt (0 : z)), (t,x
zm@w%—sw-<§>P<%>%@)+FWﬂ7»(@)GWHXR’%%)

¥(0,2) = to(x) € L3,

oll m est un processus comme précédemment énoncé. Par les lemmes 4.73 et 4.67, 1. converge
vers v dans l'espace C;([0, 7], L2) lorsque ¢ — 0, ot1 9 est la solution de

~ ' . 0 HK
Y(t,z) = o(z) + ZCH,K/O P <Z(9x) (1, z) o dW "
t

(4.87)

- z/ F@(r,2))dr, (t,z) € [0,T] x R.
0

Dans I’équation ci-dessus, cy, i est la constante définie dans le lemme 4.73 et (WtH’K)t€R+ est

un processus d’'Hermite. Pour tout N € N, avec h = 1/N, soit {Wg’h}lgngN Papproximation

par le schéma de splitting de Lie de v, et {wn’h}lgng ~ celle associée a 1. D’apres le lemme

4.68, {T/Jan’h}lgngN converge vers {1)"™"}<,<n lorsque ¢ — 0. Grace au théoréme 4.69, on

obtient donc le résultat suivant.

Théoréme 4.74. On suppose que g € HgP, F est dp fois différentiable, et ses dérivées
jusqu’a l'ordre dp sont bornées. Alors, il existe une constante C' > 0 qui dépend uniquement
de I et ||vol| ap, telle que, pour tout h €]0,T] et tout € > 0,

E ne?ll?%]v} ‘W?’h - we(nh,:p)HL% < Ccht
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et

E nh_ h < COhH,
neglf}?fN}Hw Y(nh, )|z | <

Démonstration. 11 est démontré dans [171], par exemple, qu’il existe une constante C' > 0
telle que pour tout t et s,
E[(WF — WE)? < Clt — 5|,

Ainsi, par le lemme 4.73, (W§),cr+ satisfait les hypotheses (H1) et (H2), ce qui conclut la
preuve par le théoreme 4.69. O

Généralisation a un processus multi-fractionnaire

Les mouvements browniens fractionnaires d’indice de Hurst H > 1/2 et les processus
d’Hermite que l'on a étudié jusqu’a maintenant permettent une bonne modélisation des
phénomenes de dispersion aléatoire dans les milieux a longue dépendance. Néanmoins, ils ne
s’appliquent que dans les milieux dont les propriétés de longue dépendance sont fortement
homogenes du fait de l'indice de Hurst constant. Pour des milieux moins homogenes, il
faut introduire des processus multi-fractionnaires [182, 191]. L’intérét de tels processus vient
de leur indice de Hurst qui varie le long de la trajectoire, ce qui généralise évidemment
les processus que nous avons vu précédemment. Les applications de tels processus dans le
cadre de la propagation d’onde dans des milieux aléatoires ont été récemment étudiées dans
[171]. Nous allons énoncer ici un principe d’invariance pour une classe de processus multi-
fractionnaires gaussiens. Ceci nous permet ensuite d’utiliser la propriété de conservation
asymptotique du schéma de splitting de Lie et ainsi d’obtenir des résultats de convergence
et d’ordre en temps de ce schéma dans le cadre de tels processus.

Soit un champ gaussien (my 1) 1, ir)erx]1/2,1[- On suppose de plus que ce champ est centré
et qu’il satisfait, pour tout compact K C (1/2,1),

lim sup ||t — to| >R my, gy mig ] — R(Hy, Ha)| =0, (4.88)
[t1—to|—00 (Hy,Hz)EK?2

ot R : (1/2,1)2 — (0,00) est une fonction continue. Ceci correspond & une hypothese de
longue dépendance dans le cadre multi-fractionnaire. Soit H : R* — [a,b] C|1/2,1[ une
fonction continue. On définit (W§),cr+ tel que, pour tout ¢ > 0 et tout & > 0,

t/e? t
Wf:/ 62H(£25)m(8,7{(628))d8=/ 22 (s /€%, H(s))ds.
0 0
Le résultat suivant établit un principe d’invariance pour les processus gaussiens multi-
fractionnaires [67] (voir aussi [170, 171] pour une généralisation et des applications).

Lemme 4.75. Lorsque e — 0, (W§),er+ converge vers (W/),cp+ dans C(RY,R), o (W/1),cp+
est gaussien, centré et vérifie, pour tout t et s > 0,

S

t s
E [W/W]] 2/0 d9/0 doR(H(0),H(c))|0 — o HO+He) =2,

Une étude plus détailée du processus (W/),cp+ peut étre trouvée dans [67]. 11 est no-
tamment prouvé que ce processus vérifie les propriétés d’un processus multi-fractionnaire.
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Pour tout € > 0, on considere la solution . du probleme

8’¢5 1 S . a

-y (t,x) = e ™ (S—Q,H(SD P (lﬁx> Ve (t, x)
+ F(¢(t,x)), (t,x)€[0,T] xR, (4.89)

Ye(0, ) = 9o(x) € L?w

ou le processus m a été défini précédemment. Par le lemme 4.73 et le lemme 4.67, 1. converge
vers v dans l'espace C;([0, 7], L2) lorsque ¢ — 0, ot1 9 est la solution de

W(t,z) = () +z’/0tP (ii) O(r,a) 0 dWH

(4.90)
i/o F((r,x))dr, (t,z)€[0,1] x R.

Dans l'équation précédente, (W/*),cp+ est un processus multifractionnaire défini par le
lemme 4.75. Pour tout N € N, avec h = 1/N, soit {w?’h}1<n<]v lapproximation par le
schéma de splitting de Lie de ). et {@b"’h}lgng n celle associée é&ﬁ. D’apres le lemme 4.68,
{w?’h}1<n<N converge vers {¢™"}1<,<n lorsque ¢ — 0. Grace au théoreme 4.69, on obtient
donc le résultat suivant. -

Théoréme 4.76. On suppose que g € HP, F est dp fois différentiable, et ses dérivées
jgusqu’a l'ordre dp sont bornées. Alors, il existe une constante C' > 0 qui dépend uniquement
de I et ||vol| ap, telle que, pour tout h €]0,T] et tout € > 0,

B e 02 = (b, a)lg | < O

et

E n,h h < Chmin?—[.
Leﬂ?ﬁv}”w b(n vx)HLg] <

Démonstration. La covariance du processus (W/t),cp+ vérifie directement qu’il existe une
constante C' > 0 telle que, pour tout ¢ et s,

E[(WF — W9)?) < CJt — s,

Ainsi, grace au lemme 4.75, (W§),;cp+ vérifie bien les hypotheses (H1) et (H2), ce qui conclut
la preuve par le théoreme 4.69. 0

4.10 Conclusion

Nous avons étudié les schémas spectraux de splitting et de relaxation dans le cadre
d’équations déterministes et stochastiques. Pour le cas déterministe, I’étude numérique a
porté sur I’équation de Gross-Pitaevskii avec un terme de rotation. On a montré que, dans ce
cadre, les schémas sont tres précis. D’autre part, les schémas d’ordre 2 en temps (i.e. TSSP2-
ADI et ReSP) sont relativement robustes et présentent de bonnes propriétés de conservation
de masse et d’énergie (& modérer selon les situations). Pour le cas stochastique, nous nous
sommes bornés a la dimension 1 (sans rotation). Les ordres numériques obtenus sont en
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accord avec l'analyse numérique formelle que l'on a faite. On a notamment mis en avant
leffet de la régularité des bruits sur 'ordre des schémas. Ceci permet donc, selon le type
de bruit, de choisir le schéma le plus approprié. Enfin, nous avons développé une analyse
numérique rigoureuse du schéma de Lie pour I’équation de Schrédinger non linéaire avec
dispersion stochastique. Bien que les situations soient différentes, on peut s’attendre a des
résultats similaires dans le cas de ’équation de Gross-Pitaevskii stochastique. En outre, on
démontre que le schéma a une propriété de préservation asymptotique.

Dans une optique plus prospective, il serait intéressant de pousser I’étude numérique pour
I’équation de Gross-Pitaevskii stochastique en effectuant des simulations en dimensions deux
et trois. On pourrait également considérer d’autres bruits que les mouvements browniens
fractionnaires. L’étude numérique menée dans ce chapitre semble indiquer que les schémas
TSSP2-ADI et ReSP sont pertinents dans le domaine stochastique, notamment du fait de leur
robustesse par rapport au schéma TSSP1-ADI. Il serait donc particulierement intéressant de
procéder a leur analyse numérique rigoureuse dans ce cadre. En particulier, nous avons vu
que les ordres numériques sont intimement liés a la régularité du bruit. C’est un point qu’il
serait intéressant d’approfondir.
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5.1 Introduction

Comme nous ’avons vu dans le chapitre 3 pour le calcul d’états stationnaires et dans le
chapitre 4 pour la dynamique, les méthodes proposées dans la these sont robustes et efficaces.
De plus, elles s’adaptent facilement a différents types de problemes de type Gross-Pitaevskii.
Le but de ce chapitre est de présenter une boite a outils (Toolbox) Matlab, appelée GPELab
(Gross-Pitaevskii Equation Laboratory), basée sur les techniques développées dans la these
et en cours de finalisation pour étre distribuée sous licence GNU. Ce code de calculs est
écrit de facon a étre facilement utilisable par des physiciens travaillant sur les condensats de
Bose-Einstein. Elle permet de faire différents calculs, en dimension un, deux et trois, pour des
systemes multi-composantes avec des potentiels et non linéarités générales. De plus, les effets
stochastiques décrits dans la these sont implémentés selon les schémas proposés, notamment
pour la dynamique. Bien que dédiée a I’équation de Gross-Pitaevskii, il est possible bien str
de traiter d’autres problemes liés a des équations de Schrodinger non linéaires.

Il est a noter que d’autres codes libres existent pour des équations de type Gross-
Pitaevskii (avec non linéarité cubique). Dans [218], les auteurs proposent des codes Fortran
90 destinés a résoudre, en utilisant la méthode imaginary time, des problemes a une compo-
sante pour des potentiels harmoniques (ou presque). Dans [173, 223], les auteurs distribuent
des codes aux différences finies sous Fortran 90 pour des problemes avec potentiel radial ou
sphérique, a une composante, sans rotation. Des améliorations, notamment le parallélisation
sous OpenMP, sont données dans [223]. D’autres codes (Fortran ou Matlab), pour des cas
d’équations de Gross-Pitaevskii sont disponibles comme par exemple [55, 134, 164]. Néan-
moins, il nous semble qu’aucun de ces codes ne propose une aussi grande facilité d’adaptation
que GPELab ol énormément de situations peuvent étre envisagées, que ce soit en termes de
type de potentiel, non linéarité, prise en compte de rotation, nombre de composantes, calcul
d’états stationnaires et dynamique, effets stochastiques.

La structure de ce chapitre est la suivante. Dans la section 5.2, on présente de fagon
synthétique quelle classe d’équations est traitée dans GPELab et les schémas associés. La
section 5.3 a pour but de donner la syntaxe et d’expliquer 'utilisation d’une partie impor-
tante (mais pas toutes) des fonctions GPELab pour réaliser des scripts liés a des problemes
donnés. Dans la section 5.4, nous donnons plusieurs exemples de scripts qui permettent de
traiter toute une variété représentative de problémes physiques. Enfin, la section 5.5 est une
conclusion au chapitre.

5.2 Schémas implémentés pour le calcul d’états stationnaires
et simulation de la dynamique d’équations de type Gross-
Pitaevskii

Le but de GPELab est de pouvoir traiter des problemes de type Gross-Pitaevskii généraux
et pouvant potentiellement inclure de nouveaux modeles de type Schrodinger au sens large.
On précise dans cette section quel type d’équations il est possible de traiter ainsi que les
méthodes et les schémas qui sont disponibles dans le code. Les systemes inclus dans GPELab
sont de la forme suivante : on considere un systeme de N, € N équations de la forme

0¥ (t,x) = —0AY(t,x) + G(x) - V¥(t,x) + V(x)¥(t,x)
+B8£ (T, x)U(t,x), Vt € RT, ¥x € RY, (5.1)
U(0,x) = ¥o(x) € (L2)Ne, vx € RY.
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Ci-dessus, on pose U(t,x) = (Wo(t,%))eeq1,.n,} et [¥(t,x)]? = Zé\/:cl |W,(t,x)|%. Les opéra-
teurs non diagonaux intervenants dans ce systeme sont

V(X) = (Vf,m(x))£7me{17.__7]\[c} )
£(U) = (£,,(V1,..., On,, V7, .., \Il}ch))é,me{l,...,Nc}’

et

d d
G(x)-V=> G/(x)d =[> G, (x)
J=1 j=1 L,me{1,...,Nc}
Pour I'opérateur Laplacien, on pose

AV(t,x) = (AW(t,%))eeq1,... N} -

On rappelle que dans le cas multi-dimensionnel, la masse est donnée par

Ne N.
VILED SILACETAS S AR
/=1 /=1

et ’énergie par

N, d N,
c 1 c .
EW) =) SIVE(LX)P+ D0 T x)GY,, ()0 Ui (t, %) | dx
—1 R4 2

j=1m=1
V. (5.2)
£y / Vi (£ )T (6, X) U (£, %) + Fpm (0)dx,
Lm=1 R4
ou 'on pose

1

Fom(¥,x):= 5/ fom (W1, ., U, UF, o 00y, Uy X)W W, (5.3)
0

On remarque qu’il est possible d’attribuer une énergie pour chaque composante de la solution.
Celles-ci sont alors données par : pour tout ¢ € {1, ..., N},

d N,
1 < .
E)(T) = /Rd SITUt 0P + 30 3 Wi (1, X)G, ()0, U (1,5) | dx
g=1m=1 (5.4)

Ne
> Vit X)W (%) U (£, %) + Fp (1) dx.
m=1 R4 ’ ’

De méme, on définit le potentiel chimique de chaque composante par

d N,
1 , o |
1) 1= /Rd SIVEE )P+ 30D (6 X)G,, (x)0, (£, ) | dx
g=lm=1 (5.5)

Ne
+> / Vpm (b, X) W5 (£, X) Uy, (£, %) + £, (0) T (£, X)W,y (£, X)dX.
m=1 Rd

De plus, n’ayant fait aucune hypothese sur les opérateurs intervenant dans le systeme d’équa-
tions, on remarque que la conservation de la masse ou de 1’énergie n’est pas en général vérifiée.
Enfin, le cas des équations de Gross-Pitaevskii classiques comme introduit dans les sections
précédentes devient maintenant un cas particulier du cadre général de travail de GPELab.
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5.2.1 Calcul d’états stationnaires

Pour le calcul d’états stationnaires, la méthode utilisée dans GPELab est la méthode
CNGF introduite dans le chapitre 3. Dans le cas de (5.1), la méthode CNGF' consiste a
résoudre le probleme suivant en dimension d dt =t 11 — t,, Vn € N.

P (x,t) = 0AD(x,t) — G - VP(x,t) — V(x)P(x,1)

—Bf(®)P(x,t), Yt E [tn,tns1], Vx € RY,

DX, by 41) (5.6)
1@ (%, b 1)l
B(x,0) = Do(x) € (LN, avee || @[z =1,

(I)(X 75n+1)

en considérant une discrétisation en temps (¢, )nen, avec to = 0 et un pas de temps uniforme.
Dans GPELab, la discrétisation en temps de la méthode CNGF se fait soit par un schéma
d’Euler semi-implicite, soit par un schéma de Crank-Nicolson (cf. section 3.2). On rappelle
que le schéma d’Euler semi-implicite ne possede pas de contrainte sur le pas de temps,
contrairement au schéma de Crank-Nicolson. De maniere générale, il est préférable d’utiliser
le schéma d’Euler semi-implicite puisqu’il est robuste et permet de choisir un pas de temps
assez large pour converger relativement vite vers ’état stationnaire. La discrétisation par le
schéma d’Euler semi-implicite dans le cadre de (5.6) nous améne au probléme suivant

() _;(X’t”) — SAB(X) — G(x) - VB(x) — V(x)B(x)
—BE(D(x,t,))P(x), Vx e R
3 (5.7)
P(x)
d(x,t, =
Cotnt) = G lle
D(x,0) = Pp(x) € (LQ)NC, avec H<I>0||L2 =1.

En ce qui concerne la discrétisation en espace, il est possible de choisir dans GPELab des
discrétisations par différences finies (ce qui donne le schéma BEFD) ou alors une discréti-
sation pseudo-spectrale (ce qui donne le schéma BESP). L’approximation pseudo-spectrale
présente plusieurs avantages, notamment, elle permet d’obtenir une haute précision sur 1’état
stationnaire mais elle se révéle aussi tres rapide grace a la parallélisation des transformées
de Fourier rapides (multi-threading sur un portable & plusieurs coeurs sous Matlab).

On rappelle maintenant le systeme linéaire issu de la discrétisation pseudo-spectrale du
probleme (5.7). On se place en dimension d = 2. Nous considérons un domaine de calcul
rectangulaire O :=]—a,, a;[x]—ay, a,[ et lui associons une grille uniforme, pour tout J, K € N
tels que J >3 et K > 3,

Ok = {XM = (:nj,yk) €0, Vje{0,...,J}etVke{0,...,K}}.

La discrétisation en espace de (5.7) par ’approximation pseudo-spectrale conduit au systéme
linéaire suivant, Vn € N,

ABE,H@ — bBE,TL’
grtl_ P (5.8)
IE:2y
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ot lopérateur ABP" associe a tout vecteur ® € CMNe le vecteur ¥ € CMNe tel que
@ = APP® = ATD"® + AR D,
n I n
wpre = (U v+ e o (5.9
ARG ® = (=0[[A] + [[G(x) - V]]) @,

ou la discrétisation de l'opérateur G(x) - V est donnée par

d
[G(x)- V] = > _[[GP(x)dx,]]

p=1
[[ng] [Gfl:,z]] [[GE,NCH [0x,]] 0 - 0
(G0, ]] = [[G:Q,l]] [[G?,QH [[GQ:,NCH ? H@:p]] Q |
(Gl (G5 NT1 -- [GR, wJ] 0 0 - [[0,]]

et [[Gfmgﬂq)g,j,k = Gzl,e(xj,k)q)ﬁ(xj,k) en reprenant les notations de la section 3.6, page 138,
et la section 3.2.1, page 115, et le membre de droite est donné par

@n

pBE = — 5.10

5 (5.10)
Pour résoudre le systeme (5.8), GPELab permet soit de choisir une méthode de type point
fixe, soit d’utiliser le solveur de Krylov BiCGStab. Sachant que BiCGStab se révele étre
extrémement robuste et efficace en général, on conseille d’utiliser cette méthode. De plus, on
peut alors choisir d’utiliser le préconditionneur de Thomas-Fermi ou le préconditionneur de
Laplace associé a (5.8).

5.2.2 Calcul de la dynamique

GPELab permet aussi de calculer la dynamique associée a (5.8). Pour cela, les schémas
implémentés sont les schémas spectraux que 'on a introduit dans le chapitre 4 : les sché-
mas de splitting de Lie et Strang et le schéma de relaxation. Remarquons que 'on a, de
plus, implémenté un schéma de splitting d’ordre 4. On rappele dans un premier temps la
discrétisation par le schéma de splitting de Lie (les cas des autres splitting s’en déduisant
directement) puis on rappelle le schéma de relaxation dans notre configuration.

Le splitting de Lie est donné de la facon suivante. Soit la donnée initiale ¥0(x) := Wy (x).
On procede selon les étapes :

1) On résout dans un premier temps

{ 0,0V (¢, x) = =AW (¢, x) + G(x) - VIV (£, X), VE Eltn, tnr1], Vx € RY,
W (t,,x) = I(x), Vx € R%

(5.11)
2) Puis, on calcule U tel que

19,0 (t,x) = V(x) U@ (£, x) + ST (£, %)) U (¢, %), Yt €]tn, tns1], ¥x € RE,
U@ (t,,x) = WD (t,41,x), Vx € R,
(5.12)
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On remarque que dans le cas du systeme d’équations (5.11), les opérateurs ne sont pas
diagonaux et que, de plus, les opérateurs G(x) - V ne permettent pas a priori I'utilisation
de la méthode ADI que l'on a présenté dans la section 4.3 (page 150). Pour permettre
I'utilisation de la méthode ADI, il faut supposer que opérateur G(x) - V est de la forme

d d
G(x) V=) GP(x)Vyx, =Y GP(x\x;)Vx,,
Jj=p p=1

ou 'on note x\x, comme étant la variable x sans la p-ieme composante. Grace a cette
hypothese, il est possible d’utiliser la méthode ADI. On divise alors I’équation (5.11) en
deux équations, ici par exemple en dimension d = 2,

00D (1 %) = =08, ¥V (8, x) + G ()0, ¥V (¢, %), VE €ltn, tai1], Vx € R?,
{ D (1, x) = U (x), Vx € R?,
(5.13)
et

10,0 (1, x) = =50, VD (1, %) + G2(2)8, ¥V (8, %), Vt €]ty tayi], Vx € R?,
{ T2 (¢, x) = 0D (4,14, x), ¥Vx € R2,
(5.14)
Ces deux équations possedent des solutions explicites que 1'on peut exprimer grace a des
exponentielles de matrices. Pour 1’équation (5.13), on obtient la formule suivante : V¢t €
Jtn, tne1] et Vx = (z,y) € R?

\y(l’l)(t,x) _ 9;1 <€—z‘(5|wx|2+G1(y)wx)(t—tn)yx(\1,n)(wx’y)) (x),
et pour (5.14)

\If(lvz)(t,x) _ g1 (e—i(s\wy\2+G2(m)wy)(t—tn)yy(\y")($7wy)> (x).

Pour le systéme d’équations (5.12), on rappelle que I’on a la conservation du module |¥?) (¢, x)|
au cours du temps. On voit donc qu’il est possible d’obtenir une formulation explicite de la
solution sous forme exponentielle en supposant que la fonction f est telle que

£(0) = £(19]) = Eone (1Y) peqr, v -

Sous cette hypothese, le systeme d’équations (5.12) admet pour solution
@ (%) = o BRI (tn g1 %)) (t—tn) =iV (3) (t—tn) s (1,2) (tns1,X). (5.15)

On obtient donc finalement Papproximation : ¥"+!(x) ~ ¥(?) (¢, 1,x). On remarque que la
forme de la solution (5.15) implique le calcul d’une exponentielle de matrice.

On passe maintenant au schéma de relaxation introduit dans la section 4.6 (page 159)
dans le cas des systemes d’équations. La discrétisation du probleme (5.1) est donnée, Vn € N,
par

(I)n—l—l/Q + (I)n—l/Q
2
\I,n-l—l —_gn
S5t N

= ("), x € RY,

n+1 n
—i (—m +G(x)-V+V(x)+ <1>"+1/2) % x € RY,
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ott ®"1/2 = ®(t,,1,x) et ¥ = U(t,,x). Les données initiales sont telles que : ¥0(x) =
Ty(x) et ®~1/2(x) = £f(¥0(x)). On procéde maintenant & la discrétisation spatiale de type
pseudo-spectrale. Dans le cadre de la dimension d = 2, on obtient ainsi la discrétisation
suivante

MRe,n+1/2 — 943F \Iln7 _ MRe,n—l/Z,
{ PE(E, %) (5.16)

Re,ngyn+1 _ mRengyn
ARengn+l _ gRengn

ot ¥ = (V7 (X5,6)) (j.k)ePycs - (UN, (X)) (k)P i) €st Vinconnue dans CMNe avec M :=
JK. L’opérateur AR®™ ¢ My (C) est défini par

AReng — pAReng 4 Agevxp

A’PT{%,TL‘IJ — [[ H ([[VH MRe n+1/2> ‘I’, (517)
d
ARG = =Y lG .
p=1

La matrice diagonale par blocs Ag‘?v dans (5.17) est implicitement donnée par les opérateurs

[A]J® = (HA\I’ZH)Z:L...,NC J

(Gh)] [Gha] - (1G]

(G5, [G5a]l - [1GEy,]
en=| S

G}, (Gl - [GR, ]

et
[0, 1% := ([0, Pell) oy, -

L’opérateur du membre de droite, BRem : CMNe —y CMNe gt quant & lui défini par

BRen® = B0 + BROG @,

B%%’n‘:[’ — [E;Ig]‘:[l 4= 1 <HVH +MRe,n+1/2) v,

d
BAW® = —3[[A] + Y ([G/]][[0x,]] | -

Jj=1

(5.18)

—_

5.2.3 Extrapolation de Richardson (en temps)

Les schémas présentés précédemment pour la dynamique sont d’ordre un ou deux en
temps. Afin d’augmenter cette précision, GPELab offre la possibilité d’utiliser ’extrapolation
de Richardson. Cette méthode, simple, consiste a combiner linéairement deux approximations
numériques sur deux pas différents d’une solution d’'un méme schéma pour augmenter la
précision de 'approximation. Supposons que ’on puisse calculer ’approximation us;(7") d’une
solution exacte u(7") d'un probléme & un instant 7' > 0 par un schéma numérique d’ordre
p € N en temps avec un pas de temps dt. On a donc le développement suivant par rapport
a lerreur en temps

ust(T) = u(T) + Cp(5t) 4 Cpi1 7 (58)PTH + o((5)PTL). (5.19)
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De méme, on a, pour un pas de temps 6t/2,

(61)" (5t
usi/2(T) = uw(T) + C, T T Cp+LTW +o((at)P). (5.20)
La méthode de Richardson consiste alors & faire une combinaison linéaire de (5.19) et (5.20)
de maniere & éliminer le terme d’erreur Cp, 7(6t)P. On voit en effet que 'on a alors

Pugsero(T) — use (T pt+l
o) = 22N ) =y g OV o)

Cette formule permet d’obtenir I'approximation vg; /2(T> qui est au moins d’ordre p + 1 en
temps. En fait, il est possible d’obtenir des gains en ordre plus significatifs selon les schémas.
De plus, il est possible d’utiliser cette méthode de maniere itérative afin d’obtenir une montée
en ordre plus importante. Une fagon de voir ce résultat est sous la forme du tableau ci-dessous.

Approximations Extrapolations
Ordre p Ordre p+1 Ordre p+ 2 Ordre p+ 3
Ust .
_ & Ugsp/2—Ust
torrz Uat/z__quatZ/p;—lust/z 2Py —vseo
Ust /4 Ust/a — —op—1 Wst/a = 12p+—1,1 -
s Vs = I g = T 2 et

5.3 Fonctions implémentées sous GPELab

Dans cette section, on présente quelques fonctions inclues dans GPELab. En particulier,
on précise comment les utiliser et quels sont les arguments d’entrée/sortie. On se focalise
ici sur les fonctions pour des calculs en dimension d = 2. L’extension au cas des dimensions
d =1 et d = 3 est directe par un changement dans le nom des fonctions ainsi que dans les
variables en entrées pour la géométrie et le probleme physique. Pour les variables en entrée,
on précisera alors les changements a faire. De plus amples détails sont donnés dans le guide
de T'utilisateur en ligne!.

5.3.1 Notations et remarques préliminaires

On commence par introduire quelques notations qui permettent de définir notamment
les données en entrée et en sortie des fonctions GPELab. On définit

— N, Ny, N : ces entiers correspondent au nombre de degrés de liberté dans les directions
x, y et z, respectivement, de la méthode numérique que 'on considere. On souligne
le fait que ces entiers ne sont pas égaux a N, Ny et N, qui désignent le nombre
de points sur la grille uniforme (incluant les points du bord). Pour un schéma aux
différences finies, le nombre de degrés de liberté est N, = N, — 2 dans la direction z
et N, = N, — 1 pour I'approximation pseudo-spectrale.

— N, est le nombre de composantes que 1'on considere dans le systeme d’équations de
Gross-Pitaevskii.

1. http://www.iecn.u-nancy.fr/~duboscq/downloads/GPELab\_Documentation.pdf
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Précisons maintenant les notations en ce qui concerne les ensembles de définition des
arguments.

— N représente les entiers positifs,

— R représente les nombres réels,

— RT :=]0, 0o[ est I’ensemble des nombres réels strictement positifs,

— C représente les nombres complexes.
On a également besoin de I’ensemble des chaines de caracteres que I'on note S et ’'ensemble
des structures de Matlab que I'on désigne par S.

On introduit maintenant K = x é-VZIK jet L= x Z]‘i 1Le, out K et Ly sont des ensembles de
variables comme celles définies précédemment. Dans la suite, on utilise les notations suivantes

— F(K; L) est I'ensemble des fonctions de Matlab £ de K — L de la forme

f:(x1,x2,...,xN) - @(x1,x2,...,xN) £(x1,x2,...,xN) = (y1,y2,...,yM)

ol (x1,x2,...,xN) € K1 x Kg x...x Ky et (y1,y2,...,yN) € L1 X La X ... X Lyy.
De manieére générale, on utilise la notation F(K?; L) = F(K, ..., K; L) lorsque K est
répété p fois.

— My v (K) désigne une matrice N x M de Matlab & valeurs dans K, avec N, M € N.

— Cnm{K} est un ensemble de cellules N x M de Matlab & valeurs dans K, pour tout

N,M e N.

On considere une donnée en entrée xj dans un ensemble K; pour une fonction implémen-
tée £. Dans GPELab, beaucoup de données en entrées pour une fonction f possedent une
valeur par défaut xj9°"* que 'on peut donc modifier. Dans la suite, on désigne une don-
née en entrée par défaut par la notation suivante : xj (K, xj default) " Comme nous 1’avons
évoqué plus haut, on se concentre ici sur les fonctions pour le cas de la dimension deux. L’ex-
tension aux dimensions 1 et 3 est immédiate. Elle se fait essentiellement par un changement
dans le nom. Par exemple, la fonction Method_Var2d en dimension 2 devient Method_Varid
en dimension 1 et Method_Var3d en dimension 3. Quelques fois, il peut y avoir un change-
ment dans les variables en entrées (cela est alors précisé dans la documentation). Enfin, les
variables spatiales x, y et z sont construites a 1’aide de la fonction meshgrid de Matlab. Plus
précisément, on a que x € Mi n, (K) en dimension 1, 2,y € My, n,(K) en dimension 2 et
z,y,z € Mn, N, N.(K) en dimension 3. Ici on a K = R. La construction des fréquences de
Fourier est faite de maniere similaire excepté que I'on a K = C.

5.3.2 Mise en place de la méthode et de la géométrie

Dans un premier temps, I'utilisateur de GPELab doit définir la méthode numérique qu’il
veut utiliser ainsi que la géométrie du probleme. Il faut alors utiliser les deux fonctions
dédiées a cet effet : Method and Geometry. Ces fonctions permettent de construire des struc-
tures Method_Var2d et Geometry2D_Var2d qui serviront par la suite, notamment lors de la
définition des opérateurs de I’équation du probleme et du lancement du calcul.

La fonction Method_Var2d

La fonction Method_Var2d crée la structure Method qui contient ’ensemble des para-
metres relatifs a la méthode numérique que 1’on désire employer. Ceci inclut en particulier le
type de calcul (dynamique ou stationnaire), le nombre de composantes, le type de discréti-
sation en temps et en espace, etc... On précise par la suite ’ensemble des variables d’entrée
de la fonction. En sortie, on obtient donc la structure Method. Comme dans la plupart des
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Method = Method_Var2d(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time,
Stop_crit, Max_iter, Precond_type, Output, Splitting, BESP, Solver_FD, Ite-
rative_tol, Iterative_maxit);

TABLE 5.1 — La fonction Method_Var2d.

fonctions de GPELab, la fonction Method_Var2d possede des valeurs par défaut que 1’on
précise. Les variables d’entrée optionnelles sont les suivantes

Computation (S,’Ground’) variable qui doit étre ’Ground’ pour un calcul d’état sta-
tionnaire via la méthode Continuous Normalized Gradient Flow (CNGF) que l'on a
vu dans la section 3.2.1, page 113, ou bien ’Dynamic’ pour une simulation dynamique
via les schémas spectraux que l'on a introduit : les schémas de splitting, section 4.3,
page 150, et la relaxation, section 4.4, page 155.

Ncomponents (N,1) est une variable qui correspond au nombre d’équations que 1’on
considere dans le probleme physique.

Type (S, BESP’) est une variable qui correspond au schéma numérique employé pour le
calcul. Dans le cas d’un calcul d’état stationnaire, elle doit étre soit >BEFD’ pour utiliser
le schéma d’Euler semi-implicite avec des différences finies (voir section 3.2.1), >CNFD’
pour utiliser le schéma de Crank-Nicolson avec des différences finies (voir section 3.2.2),
’BESP’ pour utiliser le schéma d’Euler semi-implicite avec 'approximation pseudo-
spectrale (voir section 3.2.1) ou *CNSP’ pour utiliser le schéma de Crank-Nicolson avec
I'approximation pseudo-spectrale (voir section 3.2.2).

Deltat (R',1e-3) est une variable qui correspond au pas de temps. Le pas de temps
est toujours considéré comme étant uniforme.

Stop_time (RT,1) est une variable correspondant au temps final dans le cadre des
simulations dynamiques.

Stop_crit (R*,1e-8) est une variable qui correspond au critére d’arrét pour le calcul
d’états stationnaires (voir la formule (3.64), page 134).

Max_iter (N, 1e6) est une variable correspondant au maximum d’itérations pour le
calcul d’'un état stationnaire.

Preconditioner (S,’ThomasFermi’) est une variable correspondant au choix du pré-
conditionneur dans le cas des méthodes de Krylov. Elle vaut soit ’None’ pour un
calcul sans préconditionneur, soit ’Laplace’ pour le préconditionneur de Laplace ou
soit ’ThomasFermi’ pour le préconditionneur de Thomas-Fermi (voir section 3.5.1,
page 131, pour le stationnaire et section 4.4, page 155, pour la dynamique).

Output (N,1) est une variable qui est égale a 1 si I'on souhaite calculer des quantités
en sortie ou 0 sinon.

Splitting (S,’Strang’) est une variable correspondant au type de schéma de splitting
employé dans le cadre d’une simulation dynamique. Elle vaut >Lie’ pour le schéma de
splitting de Lie, >Strang’ pour le schéma de splitting de Strang ou encore ’Fourth’
pour un schéma de splitting d’ordre quatre (voir section 4.3, page 150).

BESP (N,0) est une variable qui vaut 1 si 'on souhaite utiliser une méthode de type
point fixe (voir section 3.4, page 127) ou 0 pour les méthodes de Krylov (voir section
3.5, page 130), pour le schéma BESP.

Solver_FD (N,0) est une variable qui est égale a 1 si l’on utilise la méthode de résolution
directe de Matlab (i.e. backslash \) ou 0 pour les méthodes de Krylov (voir section
3.5, page 130), pour le schéma BESP.
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— Iterative_tol (R, 1e-9) est une variable correspondant au critére d’arrét des mé-

thodes de Krylov.

— Iterative_maxit (N,1e3) est une variable qui précise le maximum d’itérations pour

les méthodes de Krylov.

Par exemple, imaginons que I'on souhaite calculer un état stationnaire pour un probleme
avec une seule composante en utilisant BESP. De plus, on veut fixer un pas de temps 6§t =
1072, un critere d’arrét & ¢ = 1078 et ne prendre aucun préconditionneur dans le solveur de
Krylov. On parametre le nombre maximal d’itérations pour le calcul de BEFD & 10° et 1’on
veut calculer des quantités en sortie. On obtient alors le code donné dans la table 5.2.

Computation = ’Ground’;

Ncomponents = 1;

Type = ’BESP’;

Deltat = 1le-2;

Stop_time = [];

Stop_crit = 1le-8;

Max_iter = 10e6;

Precond_type = ’None’;

OQutput = 1;

Method = Method_Var2d(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time,
Stop_crit, Max_iter, Precond_type, Output);

TABLE 5.2 — Exemple d’utilisation de la fonction Method_Var2d.

La fonction Geometry2D_Var2d.m

Geometry2D = Geometry2D_Var2d(xmin, xmax, ymin, ymax, Nx, Ny);

TABLE 5.3 — La fonction Geometry2D_Var2d.

Le but de la fonction Geometry2D_Var2d.m est de produire la structure Geometry2D qui
contient la taille du domaine de calcul rectangulaire ainsi que le nombre de points de la
grille uniforme associée (incluant les bords). En sortie, on obtient la structure Geometry2D.
Comme pour la fonction Method_Var2d , cette fonction possede des valeurs par défaut pour
les variables d’entrée. Les données d’entrée optionnelles sont les suivantes
— xmin (R,-10) est une variable correspondant a l'extrémité ouest du domaine de calcul
dans la direction .

— xmax (R,10) est une variable correspondant a lextrémité est du domaine de calcul
selon x.

— ymin (R,-10) est une variable correspondant a l'extrémité sud du domaine de calcul
dans la direction y.

— ymax (R,10) est une variable correspondant a l'extrémité nord du domaine de calcul
selon y.

— Nx (N,2°7+1) est une variable qui correspond au nombre de points de la grille dans la
direction z.

— Ny (N,2°7+1) est une variable correspondant au nombre de points de la grille dans la
direction .
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Dans le cas d’'un calcul en dimension d = 1, on ne consideére pas les données en entrée
ymin, ymax et Ny. En dimension d = 3, on ajoute en entrée les données zmin et zmax apres
la donnée ymax et Nz apres Ny.

Considérons par exemple que I'on fasse une simulation dans le domaine [—15,15]% avec
une grille uniforme de N, = N, = 29 + 1 points pour la méthode spectrale. On crée alors la
structure Geometry2D a ’aide de la fonction Geometry2D_Var2d.m comme dans la table 5.4.

xmin = -15;
xmax = 15;
ymin = -15;
ymax = 15;
Nx = 279+1;
Ny = 279+1;
Geometry2D = Geometry2D_Var2d(xmin, xmax, ymin, ymax, Nx, Ny);

TABLE 5.4 — Un exemple d’utilisation de la fonction Geometry2D_Var2d.

5.3.3 Définition du probleme physique dans GPELab

Expliquons maintenant comment définir le probléme physique dans GPELab. On présente
les fonctions qui permettent de définir les opérateurs et les parametres de I’équation (5.1).
La définition des opérateurs et des parameétres du probleme physique va générer, via des
fonctions, une structure Physics2D qui est utilisée par la suite pour lancer la simulation.
Nous voyons également, a la fin de la section, comment créer une donnée initiale grace a la
fonction InitialData_Var2d.

La fonction Physics2D_Var2d

Physics2D = Physics2D_Var2d(Method,Delta,Beta,Omega) ;

TABLE 5.5 — La fonction Physics2D_Var2d.

La fonction Physics2D_Var2d permet de construire et initialiser la structure Physics2D.
Elle définit, dans un premier temps, les parametres d, 5 et € (si les opérateurs gradients sont
définis par défaut (voir section 5.3.3)) de I’équation (5.1). Par la suite, nous verrons que c’est
aussi dans la structure Physics2D qu’est contenu l’essentiel des informations concernant les
opérateurs de I’équation (5.1). La structure Method est une variable en entrée obligatoire,
celles optionnelles étant les suivantes
— Delta (R,1/2) est une variable correspondant & la constante devant I'opérateur Lapla-
cien, i.e. § dans I’équation (5.1).

— Beta (RR,0) est une variable correspondant a la constante devant la non linéarité, i.e.
B dans l'équation (5.1).

— Omega (R,0 ou M; 3(R),0) est une variable qui correspond & la vitesse de rotation si les
opérateurs gradients sont définis par défaut (i.e. 'opérateur ¢ (y0, — x0y) en dimension
d =2, ou —i(x x V) en dimension d = 3). Dans le cas ot les opérateurs gradients sont
définis autrement, ou s’ils ne sont pas définis, cette variable n’a aucune incidence. C’est
une variable réelle (2 € R) en dimension d = 2 ou un vecteur réel (2 € M;3(R)) en
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dimension d = 3. On remarque que cette variable n’est pas en entrée en dimension
d = 1. Lorsque les opérateurs gradients sont définis par défaut, on obtient alors

(x0y — yOy) 0 0
2 0 20y — yOz) - 0
3 G (x)8,, = —iQ , ( vy ) _ .

ot : : - :
0 0 o (20y — yOu)

dans le cas d’un probleme en dimension d = 2, et

Q- (xxV) 0 0
5. 0 Q- (xxV) --- 0
> G (%), =i . , , . ,
= : : i :
0 0 o Q- (xx V)

dans le cas d’un probleme en dimension d = 3.
Dans la table 5.6, on présente un code permettant de définir la structure Physics2D avec
§ =3, 8=1000et Q=0.7.

Delta = 0.5;
Beta = 1000;
Omega = 0.7;
Physics2D = Physics2D_Var2d(Method,Delta,Beta,Omega) ;

TABLE 5.6 — Exemple d’utilisation de la fonction Physics2D_Var2d.

La fonction Potential_Var2d

’Physics2D = Potential_Var2d(Method, Physics2D, Potential, G );

TABLE 5.7 — The Potential_Var2d function.

La fonction Potential_Var2d permet de définir un opérateur potentiel indépendant du
temps (i.e. V(t,x) = V(x)) dans I’équation (5.1) du probléme physique par une modification
de la structure Physics2D. Ainsi, cette fonction doit avoir en entrée les structures Method
et Physics2D. Les variables d’entrée optionnelles sont les suivantes

— Potential : Si une fonction Potential dans F(My, v, (R)* My, n,(C)) est donnée

comme variable d’entrée, le potentiel est alors défini comme étant, pour tout £, m €
{1,..., N.},
Potential(z,y) si £ = m,

Vﬂ,m(xvy) = { 0si? ?é m.

Si Potential est un ensemble de cellules du type
CN07NC{F(MNy7Nz (R)z’ MNnyz (C))}7
alors le potentiel est défini par

VZ,m (LI?, y) = Po-tential{& m}(az, y)7
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pour tout £,m € {1, ..., N.}. Par défaut, c’est le potentiel quadratique quadratic_potential2d
qui est utilisé et qui correspond a

L2 +y?)sil =m,
Vé,m(x7y) :{ (Z)(Slg#?ﬂ?

On remarque que dans le cadre d’un calcul d’état stationnaire, le potentiel devrait étre
indépendant du temps.

— G (Mn,,~N.(C), ones(N_c)) est une variable complexe qui est multipliée élément par
élément avec l'opérateur potentiel. On obtient donc

Vim(x,y) = G({,m)Potential{l, m}(z,y)

pour tout ¢,m € {1, ..., N.}.
Par exemple, on veut définir un potentiel quadratique pour le calcul d’un état station-
naire d’un condensat de Bose-Einstein a deux composantes avec une jonction atomique de
Josephson [24]. Le systéme physique est alors modélisé par les équations suivantes

i0p)1 = —%A +V(x)+ 6+ (Bulr]* + 512|¢2|2)} Y1 + A,

i0p)2 = —%A +V(x) + (Bazltb2]* + 512\1/11\2)] o + Ay,

(5.21)

ou ¢ est la constante de désaccord de la transition de Raman, 3;; sont les constantes d’in-
teraction et A est la fréquence effective de Rabi.

Ainsi, on construit un opérateur potentiel, avec un potentiel quadratique sur la diagonale
(et la constante ¢ pour la premiére composante) et la fréquence effective de Rabi A sur les
termes extra-diagonaux. On doit donc créer un ensemble de cellules contenant des fonctions
correspondant a chaque terme et ensuite modifier la structure Physics2D afin de définir
I'opérateur potentiel voulu, comme cela est fait dans la table 5.8.

function P = Example_potential (Detuning_ constant,Rabi_frequency)
P = cell(2);
P{1,1} = o(x,y) (1/2)*(x."2+y."2)+Detuning_constant;

P{1,2} = @(x,y) Rabi_frequency;
P{2,1} = @(x,y) Rabi_frequency;
P{2,2} = 0(x,y) (1/2)*(x."2+y."2);
end

Detuning_constant = 1;

Rabi_frequency = -5;

Physics2D = Potential_Var2d(Method, Physics2D,
Example_potential (Detuning_constant,Rabi_frequency) );

TABLE 5.8 — Exemple d’utilisation pour la fonction Potential _Var2d.

La fonction Nonlinearity_Var2d

La fonction Nonlinearity_Var2d définit la non linéarité (i.e. f(¥,x)) dans I’équation
(5.1) du probleme physique en modifiant la structure Physics2D. On remarque que, dans
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Physics2D = Nonlinearity_Var2d(Method, Physics2D, Nonlinearity, G, Nonlinea-
rity_energy);

TABLE 5.9 — La fonction Nonlinearity_Var2d.

GPELab, la solution ¥ est définie comme un ensemble de cellules de matrices (Cn,, N, { My nz(C)}).
La fonction doit avoir en entrée les structures Method et Physics2D. De plus, elle possede
en entrée les variables suivantes

— Nonlinearity : Si une fonction Nonlinearity dans

IF(CNaNc{MNyvN:): (C)}’ MNy7Nx (R>27 MNy,Nx ((C))
est donnée en entrée, la non linéarité est définie telle que, pour tout ¢,m € {1, ..., N.},

Nonlinearity(VU(¢,x),x,y) si f =m,
fe,m(\lf(t,x),x,y) = { 0 si €7£ . Y( ( ) y)

Si Nonlinearity est un ensemble de cellules de fonctions dans
CNe NAFCNe N AMN, N, (C)}, My, v, (R)*; My, v, (C))}
alors la non linéarité est définie par
frm (¥ (t,x), z,y) = Nonlinearity{{,m}(¥(t,x),z,y),

pour tout £,m € {1,..., N.}. Par défaut, la non linéarité est donnée par la fonction
Cubic2d ce qui correspond a

U, (t,x)]? si . =m,
fom(00,),09) = { (0

— G (Mn,,~.(C), ones(N_c)) est une variable complexe qui est multipliée élément par
élément par la non linéarité. On obtient donc

£, (W (£,%), 2, ) = G(£, m)NonLinearity((, m}(¥(t,x), 2, y)

pour tout £,m € {1,..., N.}.

— Nonlinearity_energy est un opérateur non linéaire qui sert a calculer I’énergie asso-
ciée a l'opérateur non linéaire de I’équation (5.1). Il correspond a F(¥(¢,x),x) dans
la formule (5.3). On remarque qu’il doit s’agir du méme type de variable que Nonli-
nearity. Si la variable G est définie, elle est aussi multipliée élément par élément avec
Nonlinearity_energy.

Si la fonction Nonlinearity_energy dans

F(CNaNc{MNyvN:): (C)}? MNy7Nx (R>27 MNy,Nx ((C))

est donnée en entrée, 'opérateur associé a 1’énergie de la non linéarité est alors donné,
pour tout ¢,m € {1, ..., N.}, par

Nonlinearity_energy(V(¢,x),x,¥y) si £ =m,
Fy (U (t,x), 2,7) :{ onneerity gy(¥(t,x), 2,9)



210 CHAPITRE 5. GPELAB : UNE TOOLBOX MATLAB POUR GPE

Si Nonlinearity_energy est un ensemble de cellules de fonctions dans
CNe NAF(Cr. N AMN, N, (C)}, My, N, (R)?; My, n,(C))}
alors 'opérateur associé a 1’énergie de la non linéarité est donné par
Fy,(¥(t,x),z,y) = Nonlinearity_energy{{,m}(¥(t,x),z,y)

pour tout £,m € {1, ..., N.}. Par défaut, cet opérateur est donné par Cubic_energy2d
qui correspond a

1
STt x) si 6= m,

Frm(U(t,x),2,y) = { .
0sif+#m.

Poursuivons ’exemple de la fonction Potential_Var2d ou l'on a défini un potentiel dans
le cas d’un condensat de Bose-Einstein & deux composantes avec une jonction atomique de
Josephson. Dans 1’équation (5.21), on voit apparaitre des non linéarités couplées. On allons
voir comment implémenter dans GPELab ces non linéarités grace a la fonction Nonlinea-
rity_Var2d . On veut définir les non linéarités couplées suivantes

{ f11 (P (¢, %), %) = B11|¥1]* + Bra|¥a?,
for (T (£, %), %) = Baz| 2| + Bra|¥1 7,

et fi1o(¥(t,x),x) = f21(¥(¢,x),x) = 0. Ceci est fait dans la table 5.10, ou l'on a créé un
ensemble de cellules de fonctions correspondant a ces non linéarités couplées, puis on les a
défini dans le probleme physique grace a la fonction Nonlinearity_Var2d.

function NL = Example_nonlinearity(Beta_11,Beta_22,Beta_12)

NL = cell(2);

NL{1,1} @(Phi,x,y) Beta_1l1*abs(Phi{1})."2 + Beta_12*abs(Phi{2})."2;
NL{2,2} = @(Phi,x,y) Beta_22xabs(Phi{2})."2 + Beta_12*abs(Phi{1})."2;
NL{1,2} = @(Phi,x,y) O;

NL{2,1} = @(Phi,x,y) O;

end

Beta_11 = 2;

Beta_12 = 1;

Beta_22 = 2;

Physics2D = Nonlinearity_Var2d(Method, Physics2D,
Example_nonlinearity(Beta_11,Beta_22,Beta_12));

TABLE 5.10 — Un exemple d’utilisation de la fonction Nonlinearity_Var2d.

La fonction FFTNonlinearity_Var2d

Dans le cas d’une non linéarité non locale, il peut étre utile d’utiliser une transformée
de Fourier. La fonction FFTNonlinearity_Var2d permet d’utiliser les fréquences associées
aux transformées de Fourier dans chaque direction spatiale afin de faciliter le calcul de non
linéarité non locale. Plus précisément, le but est de définir des opérateurs non linéaires de la
forme

£rm(V(t,x),2,y) = 1E£8(Kppm(x, w). x ££t(Hy,,, (V))) (1, %) (5.22)



5.3. FONCTIONS IMPLEMENTEES SOUS GPELAB 211

Physics2D = FFTNonlinearity_Var2d(Method, Physics2D, FFTNonlinearity, G,
FFTNonlinearity_energy);

FIGURE 5.1 — La fonction FFTNonlinearity_Var2d.

pour tout ¢,m € {1,..., N.}. Pour chaque paire ¢, m, le symbol IC¢ ,(x,§) est une fonction
dans

De plus, chaque fonction Hy ,,(¥) est un élément de

F(Cn. N AMN, N, (C)}; My, N, (C)).

Dans 'expression (5.22), fft et ifft désignent les transformées de Fourier rapides directes
et inverses, respectivement, dans Matlab. Le symbole .x est la multiplication élément par
élément de Matlab. Par exemple, si ’'on souhaite calculer la convolution suivante (comme
dans le cas d’un gaz avec un moment dipolaire)

f(¢(t7x)7$,y) = (K* |¢|2)(t>x)a

on peut utiliser la relation suivante

f((t,x), z,y) = ifft(K(w). * fft(|1[)|2))(t,x),

ou K est la transformée de Fourier du noyau K. On peut aussi I'utiliser afin de calculer la
dérivée partielle 9, qui a pour symbol —iw,. Un exemple de calcul pour un gaz avec un
moment dipolaire est donné dans la section 5.4.4, page 231. On remarque que cette fonction
ne s’applique que dans le cadre des schémas spectraux.

La fonction FFTNonlinearity_Var2d permet de définir un opérateur non linéaire (i.e.
f(¥(t,x),x)) dans I’équation (5.1) du probleme physique. A cette fin, elle modifie la structure
Physics2D. Les structures Method et Physics2D sont des données nécessaires en entrée et
les variables d’entrée optionnelles sont les suivantes.

— FFTNonlinearity : Si on a une fonction FFTNonlinearity dans

]F(CNc’Nc {MNyaNac ((C)}? MNy7N95 (R)27 MNyva (C)27 MNny:c (C))7
alors l'opérateur non linéaire est défini tel que, pour tout £,m € {1, ..., N.},

FFTNonlinearity(V(¢,x),z,y, Wz, wy) si £ =m,
fun (0,0, .9) = { (et ) o)

ol w, et wy sont les fréquences de Fourier discretes dans les directions x et y respec-
tivement.
Si FFTNonlinearity est donnée comme étant un ensemble de cellules de fonctions dans

CNCch{]F(CNmNc{MNnyz (C)}7 MNnyz (R)27 MNy,Na: ((C)27 MNnyCL‘ ((C))}7
alors 'opérateur non linéaire est défini tel que
fom (¥ (t,%x),2,y) = FFTNonlinearity{¢,m}(¥(t,x),z, y, wa, wy)

pour tout £,m € {1,..., N.}. Par défaut, I’'opérateur non linéaire est défini comme étant
Cubic2d ce qui correspond a

U,y (t,x)|% si . =m,
fum(0 ) 09) = { (0
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— G (Mp_n.(C), ones(N_c)) est une variable complexe qui est multipliée élément par

élément avec 'opérateur non linéare. On en déduit donc
frm (¥ (t,x),z,y) = G(¢,m)FFTNonlinearity{{,m}(¥(t,x), 2, y, Wy, wy)

pour tout ¢,m € {1, ..., N.}.

FFTNonlinearity_energy correspond a 'opérateur non linéaire associé a f(¥, x) uti-
lisé pour calculer I'énergie (i.e. cela correspond & F(VU(t,x),x) dans 1’énergie (5.3)).
On remarque que cette variable doit étre du méme type que FFTNonlinearity. En-
core une fois, si la variable G est définie, elle est multipliée élément par élément avec
FFTNonlinearity_energy.

Si une fonction FFTNonlinearity_energy dans

F(Cn,.N.{Mn, N, (C)}, My, N, (R)*, My, N, (C)*; M, v, (C))

est donnée en entrée, 'opérateur non linéaire associé a 1’énergie est donné, pour tout
¢,m e {1,...,N.}, par

FFTNonlinearity_energy(V(¢,x),x, ¥y, ws,wy) si £ = m,
Fom(U(t, %), 2,y) = { Osit L y gy(¥(t,x) @, Wy)

Si FFTNonlinearity_energy est un ensemble de cellules de fonctions dans
CNe NAF(Cre N AMN, v, (©)}, M, N, (R)?, My, v, (€)% M, v, (C)) }
alors 'opérateur non linéaire associé a 1’énergie est donné par
Fy(V(t,x),2,y) = FFTNonlinearity_energy{{,m}(¥(t,x), z,y, Wy, wy)

pour tout ¢,m € {1,..., N.}. Par défaut, la variable est définie comme étant Cu-
bic_energy2d, ce qui correspond a

Lo, (t,%)]? si £ =m,
o (Wt 0) = { 3510

Un exemple standard d’opérateur non linéaire non local découle de la modélisation d’un

gaz avec un moment dipolaire. Ce type d’interaction est décrite habituellement en dimension
d = 3, mais une formulation dans le cas de la dimension d = 2 est possible. Pour une
interaction dipolaire en dimension d = 2 dans un gaz a une seule composante, on a la
formule suivante [181]

(%), %) = #7 ((2 = svrlwlelPerte(w])) Z (j6(tx)P) ).

ou erfc est la fonction erreur complémentaire. Cette non linéarité peut facilement étre codée
sous Matlab par I'utilisation de transformées de Fourier rapides directes et inverses. Ceci est
fait dans la table 5.11 ou 'on définit dans un premier temps la non linéarité puis on 'ajoute
a la structure Physics2D en utilisant la fonction FFTNonlinearity_Var2d.m.
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function Dipolar2d = Example_fftnonlinearity(phi,x,y,fftx,ffty)
square_xi = fftx. 2+ffty."2;

K = 2-3*sqrt(pi)*sqrt(square_xi) .*exp(square_xi).*erfc(sqrt(square_xi));
Dipolar2d = ifft2(K.*xfft2(abs(phi)."2));

end

Physics2D = FFTNonlinearity_Var2d(Method, Physics2D,@(phi,x,y,fftx,ffty)
Example_nonlinearity(phi,x,y,fftx,ffty));

TABLE 5.11 — Exemple d’application de la fonction FFTNonlinearity_Var2d pour une non
linéarité dipolaire.

Les fonctions gradients

Physics2D = Gradientx_Var2d(Method, Physics2D, Gradientx, G);

TABLE 5.12 — La fonction Gradientx_Var2d.

Les fonction gradients permettent de définir des opérateurs G7(x), j € {1,...,d}, dans
lopérateur G(x) - V de ’équation (5.1) du probleme physique. Ceci est fait par une modifi-
cation de la structure Physics2D. Ici, on prend pour exemple la fonction Gradientx_Var2d,
les fonctions correspondant aux autres gradients étant similaires. On remarque que 1’on peut
définir Gradientx en dimension d = 1, Gradientx et Gradienty en dimension d = 2 et
finalement Gradientx, Gradienty et Gradientz en dimension d = 3. Les structures Method
et Physics2D sont des données nécessaires en entrée. On peut inclure de plus les variables
en entrées suivantes

— Gradientx : Si 'on donne une fonction Gradientx dans

alors l'opérateur gradient est défini comme étant

Gradientx(x,y) si £ = m,

pour tous ¢,m € {1,...,N.}. Si Gradientx est donné comme étant un ensemble de
cellules de fonctions dans

CN NAF(Mn, N, (R)?; M, v, (C))}
alors 'opérateur gradient est défini par
G%’m(a}, y) = Gardientx{{,m}(x,y)

pour tout £,m € {1,..., N.}. Les opérateurs gradients définissent par défaut I'opérateur
de rotation en dimension d =2 et d = 3

1Qy si b =m,
G%,m(xay) :{ 0 szjﬂ#m
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pour la fonction Gradientx_Var2d, ou 2 est la vitesse de rotation définie dans la
structure Physics2D, i.e. Omega (€ R). Dans le cas de la fonction Gradienty_Var2d,

on a
—iQx si £ = m,
CHCRIES I

On note que dans le cas de la dimension d = 1, 'opérateur gradient par défaut est
Gém(x) =0.
En dimension d = 3, les opérateurs gradients par défaut définissent 1’opérateur rotation

i(Q3y — Noz) si £ =m,
Gl ) = { (5 0

1(Q1z — Q3x) sif =m,
sz(:z,y, Z) = { O(silf#mg )

1(Qox — sif=m,
Gt o) = { o )

ol € correspond au vecteur rotation définit dans la structure Physics3D, i.e. Omega
(€ Mis(R)).

~ G (Mp.n.(C), ones(N_c)) est une variable complexe qui est multipliée élément par
élément avec 'opérateur non linéaire. On en déduit donc

G%}m(x, y) = G(¢, m)Gradientx{¢, m}(z,y),

pour tout ¢,m € {1, ..., N.}.
Un cas intéressant de couplage pour les équations de Gross-Pitaevskii est le couplage de
Rashba. Par exemple, dans le cas d’un condensat de Bose-Einstein a deux composantes piégé
par un potentiel quadratique avec un effet Rashba, on obtient le systéme d’équations suivant

i0p)1 = [—;A + V(%) + (B vrn]* + 512|¢2|2)} Y1 — K (i0; + Oy) a2,
10pg = [;A + V(x) + (Baz|to]* + 512|¢1|2)} Yy — K (10, — Oy) 1,

ou V(x) = % (mQ + y2) est le potentiel quadratique, By, correspondent aux constantes de
couplage dus a l'interaction entre les gaz et k est I'intensité du couplage de Rashba. Afin de
décrire le couplage de Rashba, il nous faut définir les opérateurs gradients tels que

G'(z,y) = (O _i'i),

—ik 0

G (z,y) = (2 ‘0“)

Dans GPELab, on commence par créer un ensemble de cellules de fonctions correspondant
aux termes que 'on a identifié dans les opérateurs gradients, puis on utilise les fonctions
Gradientx_Var2d et Gradienty_Var2d comme dans la table 5.13 pour définir les opérateurs
correspondant au couplage de Rashba dans 1’équation de notre probleme physique.
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function Gradx = Example_gradientx(Kappa)
Gradx = cell(2);
Gradx {1,1} = @(x,y) O;

Gradx {1,2} = @(x,y) -li*Kappa;
Gradx {2,1} = @(x,y) -1li*Kappa;
Gradx {2,2} = @(x,y) O0;

end

function Grady = Example_gradienty(Kappa)

Grady = cell(2);

Grady {1,1} = e(x,y) 0;

Grady {1,2} = @(x,y) -Kappa;

Grady {2,1} = @(x,y) Kappa;

Grady {2,2} = o(x,y) O;

end

Kappa = 1;

Physics2D = Gradientx_Var2d(Method, Physics2D, Example_gradientx(Kappa));
Physics2D = Gradienty_Var2d(Method, Physics2D, Example_gradienty(Kappa));

TABLE 5.13 — Un exemple d’application des fonctions Gradientx_Var2d.m et Gra-
dienty_Var2d.

La fonction InitialData_Var2d

Phi_0 = InitialData_Var2d(Method, Geometry2D, Physics2D, InitialData_Choice,
X0, YO, gamma_x, gamma_y);

TABLE 5.14 — The InitialData_Var2d function.

La fonction InitialData_Var2d construit la donnée initiale du probleme (5.1) (i.e.
Uy(x)) pour la méthode CNGF ainsi que pour les simulations dynamiques. Elle permet
de créer des approximations de Thomas-Fermi ou des gaussiennes centrées (voir section 3.3,
page 122) qui sont adaptées a la méthode CNGF. On note qu’il est possible pour 'utilisateur
de construire lui-méme les données initiales, la fonction InitialData_Var2d servant essen-
tiellement a simplifier la construction de données initiales classiques. Les structures Method,
Geometry2D et Physics2D sont requises en entrée pour cette fonction. Les variables en entrée
optionnelles sont les suivantes

— InitialData_Choice (N,1) est une variable qui doit étre soit 1 si 'on choisit une

gaussienne centrée du type (3.36), page 124, soit 2 pour une approximation de Thomas-
Fermi comme donnée initiale. Enfin, il est possible de mettre la valeur 3, qui permet
le calcul des états stationnaires par la méthode CNGF avec la discrétisation BESP de
chaque composante associée a chaque équation du systeme (5.1) avec I'ensemble des
opérateurs restreints a leur partie diagonale (ce qui revient a découpler les équations).
— X0,Y0 (M n,(R), 0) sont des variables qui correspondent aux positions des centres des
approximations de Thomas-Fermi ou des gaussiennes centrées. On remarque que 1’on
définit uniquement X0 dans le cas de la dimension d = 1 et, dans le cas de la dimension
d = 3, Z0 est requise en plus.

— gamma_x, gamma_y (R, 1) sont des variables qui correspondent aux parametres que ’on
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retrouve dans la formulation des gaussiennes centrées (3.36), page 124. On note que,
dans le cas de la dimension d = 1, on ne définit que gamma_x et, dans le cas de la
dimension d = 3, on ajoute gamma_z.
Si par exemple, on veut construire une approximation de Thomas-Fermi pour le calcul
d’un état stationnaire, on s’y prend comme dans la table 5.15.

InitialData_Choice = 2;
Phi_0 = InitialData_Var2d(Method, Geometry2D, Physics2D, Initial-
Data_Choice);

TABLE 5.15 — Exemple d’utilisation de la fonction InitialData_Var2d.

5.3.4 Lancement d’une simulation et paramétrages

La fonction OutputsINI_Var2d

Outputs = OutputsINI_Var2d(Method, Evo_outputs, save, userdef_outputs, user-
def_outputs_names, globaluserdef_outputs, globaluserdef_outputs_names);

TABLE 5.16 — La fonction OutputsINI_Var2d

La fonction OutputsINI_Var2d initialise les données en sortie d’une simulation en construi-
sant la structure Outputs. Les données en sortie que 1'on peut ainsi stocker dans la structure
Outputs sont des variables scalaires que I'on peut calculer a chaque itération de la méthode
utilisée. La solution peut aussi étre stockée a chaque itération. Dans GPELab, les quantités
en sortie prédéfinies sont : le module de la solution au centre du domaine, la moyenne qua-
dratique dans chaque direction de la solution, I’énergie, le potentiel chimique et le moment
angulaire. L’utilisateur peut lui-méme définir des fonctions permettant le calcul de quantités
supplémentaires. Avec un certain pas sur le nombre d’itérations correspondant a la variable
Evo_outputs, 'ensemble de ces quantités est calculé puis affiché dans la fenétre Command
Window de Matlab. Elles sont de plus stockées dans la structure Outputs qui est donnée en
sortie de la simulation (voir la fonction GPELab2d, section 5.3.4, page 221). La structure Me-
thod est requise en entrée pour cette fonction. Concernant les variables d’entrée optionnelles,
elles sont les suivantes

— Evo_outputs (N, 5) est une variable correspondant au nombre d’itérations entre chaque
calcul des données en sortie de la simulation. Elle doit étre plus petite ou égale a la
variable Evo de la fonction Print_Var2d ( voir page 219).

— save (N,0) est une variable correspondant au choix de stocker ou non la solution de
la méthode utilisée comme variable de sortie, le stockage étant fait entre un nombre
d’itérations correspondant a Evo. Elle doit étre fixée a 1 si 'on veut stocker la solution
ou 0 sinon.

— userdef_outputs est un ensemble de cellules de fonctions dans

Cl,TLLout {]F(MNy;Nz (C)’ MNny.’L‘ (R)2’ MNy,Nz (6)27 R)}

qui permet & I'utilisateur de définir un nombre n°"* de fonctions permettant de calculer
des quantités qui seront stockées en sortie. Les fonctions doivent étre définies de la
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manieére suivante

(((/}@(1; X>7 Z,Y, Wy, wy) - userdef_outputs{j}(z/;g(t, X)? T,Y, Wy, wy)a

pour j € {1,...,n™"*} ol w, et w, sont les fréquences de Fourier discrétes dans les di-
rections x et y. On remarque que la fonction userdef_outputs doit avoir (¢y(t, X), z, ¥, We, wy)
comme arguments uniquement dans le cas d’un schéma spectral. Autrement, les ar-
guments sont simplement (v (¢,x),z,y). Par défaut, il n’y a pas que les quantités
prédéfinies qui sont calculées lors de la simulation.

— userdef_outputs_names (Cy ,rew {S},’User defined function’) est un ensemble de
cellules de chaines de caracteres, ou la jéme composante correspond au nom indiqué
dans la fenétre Command Window de la jieéme quantité calculée avec ’ensemble des
fonctions userdef_outputs.

— globaluserdef_outputs est un ensemble de cellules de fonctions dans

Cl’nGout {]:F(CI7NC {MNy,Na: ((C)}7 MNnyz (R)27 MNnyz ((C)27 R)}

qui permet de définir n®"* fonctions qui sont utilisées pour calculer des quantités
stockées en sortie de la simulation. Contrairement a la précédente variable user-—
def _outputs, les fonctions définies ainsi admettent en argument I’ensemble des com-
posantes ¥ du systeme d’équations et non pas chaque composante indépendamment.
Les fonctions ainsi définies doivent étre de la forme

(¥(t,x),x,y, ws, wy) — globaluserdef _outputs{j}(V(t,x),x,y, ws, wy)

pour j € {1,...,n%%} ol w, et w, sont les fréquences de Fourier discrétes dans les
directions x et y. On remarque que la fonction globaluserdef_outputs doit avoir
(¥(t,x),z,y,ws,wy) comme arguments uniquement dans le cas d'un schéma spectral.
Autrement, les arguments sont simplement (V(t,x),z,y). Par défaut, il n’y a pas que
les quantités prédéfinies qui sont calculées lors de la simulation.

— globaluserdef_outputs_names (Cj ,ou{S},’User defined function’) est une va-
riable qui a le méme usage que pour userdef_outputs_names mais dans le cas des
fonctions globaluserdef_outputs.

On supppose que ’on lance une simulation qui prend fin apres Nijter itérations. On obtient

alors que les variables en sortie sont calculées

N.
Nyyi = Int Ht” +1

Evo_outputs

fois a des temps ¢, := k Evo_outputs 6t, 1 < k < Noyt, et tn, +1 = Niterdt. Dans la formule
précédente, Int[[r]] désigne la partie entiére du nombre réel r. La structure Qutputs contient
alors les variables de sortie suivantes
— Solution (Cy, N,y {C1,N. {Mn, N, (C)}}) contient la solution qui a été stockée aux temps
t;. sil’on a save = 1.
— phi_abs_0 (Ci v, {Mi n,. (R)}) est un ensemble de cellules de vecteurs qui contient le
carré du module de la valeur au centre du domaine de calcul de vy aux temps tg

x_max + x_min y_max + y_min 2
\ij ke,

phi_abs_0{/}(k) = 5 ; 5

i

oll x_max, x_min, y_max et y_min ont été définis par la fonction Geometry2D_Var2d
(voir page 205).



218 CHAPITRE 5. GPELAB : UNE TOOLBOX MATLAB POUR GPE

— x_rms, y_rms (C; N.{ M1 n,..(R)}) est un ensemble de cellules de vecteurs qui contient
la moyenne quadratique de chaque solution ¥, dans les directions x et y. Elles sont
calculées grace aux formules suivantes

x_rms{/(}(k) = (/O $2‘\P£(tkvway)|2d$dy> 1/2,

et
1/2
y_rms {6} (k) = ( /O y2|w<tk7x,y>|2d:cdy) .

— Energy (C1,n.{Mi1,nN,..(R)}) est un ensemble de cellules de vecteurs contenant I’énergie
du systeme, i.e.

Energy{/}(k) = & (¥ (t1)),

(voir équation (5.4), page 197).
— Chemical_potential (Ci n,{Mi N, (R)}) est une cellule de vecteurs telle que

Chemical_potential{/}(k) = ps(¥(tx)),

(voir équation (5.5), page 197).
— User_defined_local (Cy,rec{Min,, (R)}) contient les quantités calculées par les
fonctions définies dans userdef _outputs.
— User_defined_global (Cy jeew { M1 n,,(R)}) contient les quantités calculées par les
fonctions définies dans globaluserdef_outputs.
Par exemple, si I'on veut calculer la norme L? du gradient de chaque composante de la
solution lors d'une simulation

Grad_norm:/ |Vo(t, x)|*dady,
(@)

on peut alors définir une fonction qui calcule la norme L? du gradient via des transformées
de Fourier rapides de Matlab et ensuite créer la structure Outputs en utilisant la fonction
OutputsINI_Var2d avec cette fonction en argument. Le code de cette procédure peut étre
trouvé dans la table 5.17 ou 'on définit dans un premier temps la fonction permettant de
calculer la norme puis l'on utilise la fonction OutputsINI_Var2d.

function Grad_norm = Example_outputs(Geometry2D,phi,x,y,fftx,ffty)

Grad_x = ifft2(li*fftx.*fft2(phi));

Grad_y = ifft2(li*xffty.*fft2(phi));

Grad_x_norm = sqrt((Geometry2D.dx*Geometry2D.dy)*sum(sum(abs(Grad_x)."2)));
Grad_y_norm = sqrt((Geometry2D.dx*Geometry2D.dy)*sum(sum(abs(Grad_y)."2)));
Grad_norm = Grad_x_norm + Grad_y_norm;

end

Outputs = OutputsINI_Var2d(Method, 1 , O,

@(phi,x,y,fftx,ffty) Example_outputs(Geometry2D,phi,x,y,fftx,ffty));

TABLE 5.17 — Un exemple d’utilisation de la fonction OutputsINI_Var2d pour le calcul de
la norme du gradient de la solution a chaque itération.
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D’autre part, si 'on veut calculer la moyenne quadratique de deux composantes
i = [ (af? +[y)| s (%) + a(t, %) Pdad
@
on doit alors procéder autrement puisque ’on va définir une fonction qui doit avoir les

deux composantes en arguments d’entrée. Pour cela, on utilise la variable globaluser-
def_outputs. On montre dans la table 5.18 comment coder cette fonction.

function RMS = Example_outputs(Geometry2D,Phi,x,y,fftx,ffty)

RMS_local = (x."2+y."2).*abs(Phi{1}+Phi{2})."2;

RMS = sqrt((Geometry2D.dx*Geometry2D.dy) *sum(sum(abs(RMS_local)."2)));
end

Outputs = OutputsINI_Var2d(Method, 1, [1,[],@(Phi,x,y,fftx,ffty)
Example_outputs(Geometry2D,Phi,x,y,fftx,ffty));

TABLE 5.18 — Un exemple d’application de la fonction OutputsINI_Var2d pour définir une
fonction utilisant plusieurs composantes de la solution.

La fonction Print_Var2d

Print = Print_Var2d(Printing,Evo,Draw);

TABLE 5.19 — La fonction Print_Var2d.

La fonction Print_Var2d construit la structure Print qui permet de paramétrer 1’affi-
chage des données dans la fenétre Command Window de Matlab lors des calculs. Les variables
optionnelles en entrée sont les suivantes

— Printing (N,1) est une variable que l'on choisit égale a 1 pour afficher les données

relatives a la simulation dans la fenétre Command Window de Matlab et 0 sinon.

— Evo (N,5) est une variable qui correspond au nombre d’itérations entre chaque affichage

des données (cela incluant l'affichage des figures). Elle doit étre choisie comme étant
plus grande ou égale & Evo_outputs de la fonction OutputsINI_Var2d (voir page 216).

— Draw (N,1) est une variable que 1'on prend égale a 1 si ’on désire afficher le module et

la phase des composantes de la solution durant la simulation et 0 sinon.

Si, par exemple, on souhaite afficher les informations dans la fenétre Command Window de
Matlab toutes les 10 itérations mais que 1'on ne veut pas afficher le module et la phase des
composantes de la solution afin de ne pas ralentir le programme, on peut alors choisir de
définir la structure Print en utilisant la fonction Print_Var2d comme dans la table 5.20.

Printing = 1;

Evo = 10;

Draw = 0;

Print = Print_Var2d(Printing,Evo,Draw);

TABLE 5.20 — Un exemple d’utilisation pour la fonction Print_Var2d.
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La fonction Figure_Var2d

Figure = Figure_Var2d(map);

TABLE 5.21 — La fonction Figure_Var2d.

La fonction Figure_Var2d construit la structure Figure qui contient les parametres
nécessaires a l'affichage des figures en dimension d = 2. Les variables optionnelles d’entrée
sont les suivantes

— map (S,’ jet’) est une variable qui correspond au gradient de couleurs utilisées dans les

figures. Elle peut étre ’>jet’, *hsv’, *hot’, cool’, ’spring’, ’summer’, ’autumn’,
’winter’, ’gray’, ’bone’, ’copper’, ’pink’ ou ’lines’ (voir la documentation
Matlab sur colormap pour plus d’informations).

Par exemple, si ’on souhaite utiliser le gradient de couleurs *hot’, cela est rendu possible

grace a la structure Figure (cf. la table 5.22).

map = ’hot’;
Figure = Figure_Var2d(map) ;

TABLE 5.22 — Un exemple d’utilisation pour la fonction Figure_Var2d.

La fonction Figure_Var3d

Figure = Figure_Var3d(view,iso,alpha,aspect,Sx,Sy,Sz,map);

TABLE 5.23 — La fonction Figure_Var3d.

La fonction Figure_Var3d permet de construire la structure Figure qui contient les
informations nécessaires a ’affichage du module et de la phase d’une solution en dimension
d = 3. Dans le cas du module, on utilise les isovaleurs du module de la solution afin d’en
afficher une enveloppe et, dans le cas de la phase, on utilise des tranches planes dans les
directions z, y et z qui permettent de visualiser localement la phase. Cette fonction possede
les variables d’entrée optionnelles suivantes

— view (N or M; 3(R),3) est une variable correspondant & ’angle de vue que 'on choisit
pour le module et la phase. Pour plus d’informations, on regardera la documentation
Matlab de la fonction view.

— iso (R1,0.001) est l'isovaleur choisie pour I'affichage du module.

— alpha (R",0.6) est la transparence de I'enveloppe d’isovaleurs. Pour plus d’informa-
tions, on regardera la documentation Matlab de alpha.

— aspect (M;3(R),[1,1,1]) est une variable qui correspond au ratio de I'aspect des
données. Pour plus d’informations, on regardera la documentation Matlab de la fonc-
tion daspect.

— Sx (R,0) (respectivement Sy, Sz) est la coordonnée sur ’axe des z ou une tranche plane
de la phase de la solution, orthogonale a ’axe des x (respectivement I'axe y, 'axe 2),
sera tracée.

— map (S,’jet’) est une variable qui correspond au gradient de couleurs qui sera utilisé
pour afficher la phase sur les tranches planes. On choisira la chaine de caractere ’ jet’,
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’hsv’, ’hot’, ’cool’, ’spring’, ’summer’, ’autumn’, ’winter’, ’gray’, ’bone’,
’copper’, ’pink’ ou ’lines’.

Par exemple, on suppose que 'on veut calculer I'état stationnaire d’'un condensat de
Bose-Einstein en rotation rapide, ou la rotation est prise le long de I'axe z, et I’on souhaite
avoir un point de vue selon 'axe z afin d’avoir une bonne vue sur les vortex. Alors, ’angle de
vue, tel qu’il est paramétré sous Matlab, doit étre pris comme étant [0, 0, 1]. D’autre part, il
sera plus aisé de voir I’apparition des vortex avec une isovaleur légerement plus grande que
celle par défaut, par exemple en prenant 'isovaleur 0.01. Afin de remplir ces conditions lors
de la simulation, on construit la structure Figure de la méme fagon que dans la table 5.24.

view = [0,0,1];
iso = 0.01;
Figure = Figure_Var3d(view,iso);

TABLE 5.24 — Un exemple d’utilisation de la fonction Figure_Var3d.

La fonction GPELab2d

[Phi,Outputs] = GPELab2d(Phi_0,Method,Geometry2D,Physics2D,0utputs, [],
Print,Figure);

TABLE 5.25 — La fonction GPELab2d.

La fonction GPELab2d est la fonction qui lance la simulation. Elle a en entrée ’ensemble
des structures qui contiennent les informations nécessaires au paramétrage complet de la
simulation. Les variables de sortie sont

— Phi (C1,n.{Mn, N, (C)}), qui est la solution a la fin de la simulation (qui correspond
au critere d’arrét dans le cas d’un calcul d’état stationnaire ou au temps final pour une
simulation dynamique).

— Outputs (S) qui est une structure qui rassemble des données stockées au cours de la
simulation.

La donnée initiale Phi_0 (C1,n {Mn, n,(C)}) et les structures Method, Geometry2D, Phy-
sics2D and Outputs sont des variables d’entrée nécessaires. On peut de plus avoir les va-
riables d’entrée optionnelles suivantes

— Print (S,Print_Var2d) est la structure nécessaire pour paramétrer l'affichage des
informations dans la fenétre Command Window de Matlab.

— Figure (S,Figure_Var2d.) est la structure nécessaire pour paramétrer l'affichage du
module et de la phase de la solution.

On présente dans la table 5.26 un exemple simple d’utilisation de la fonction GPELab2d.

[Phi,Outputs] = GPELab2d(Phi_0,Method,Geometry2D,Physics2D,0utputs) ;

TABLE 5.26 — Un exemple d’appel de la fonction GPELab2d.
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5.4 Quelques exemples de calculs et de simulations

5.4.1 Etat stationnaire d’un systeme d’équations de Gross-Pitaevskii en
dimension d = 1 avec potentiel quadratique et jonction de Josephson

Dans cet exemple, on souhaite reproduire les résultats numériques obtenus dans [24] ou
un systeme d’équations de Gross-Pitaevskii avec une jonction de Josephson en dimension
d =1 est considéré. Le systeme d’équations est le suivant

{ i1 = [-3A + V(%) + 0r + (Bua|[vr|* + Bizlwe|?)] 1 + Mg,

5.23
iOphe = [—3A + V(%) + (Baz|t2|? + Broltn|?)] vh2 + Apr, (523

ou J, est la constante de désaccord pour la transition de Raman, §j; sont les constantes
d’interactions entre les gaz et A est la fréquence effective de Rabi. On peut donc identifier les
opérateurs qu’il faut définir dans notre code : I'opérateur potentiel quadratique, la constante
de désaccord, la fréquence effective de Rabi et I'opérateur représentant les non linéarités
couplées. Ces opérateurs ont déja été définis dans les tables 5.8 et 5.10 pour le cas de la
dimension d = 2. On a donc écrit deux scripts similaires dans les tables 5.27 et 5.28 pour la
dimension d = 1.

function P = quadratic_potential_Josephsonid(Detuning_ constant,...
Rabi_frequency)

P = cell(2);

P{1,1} Q(x) (1/2)#*x."2+Detuning_constant;

P{1,2} = @(x) Rabi_frequency;
P{2,1} = @(x) Rabi_frequency;
P{2,2} = e(x) (1/2)*x."2;

end

TABLE 5.27 — Définition de 'opérateur potentiel pour un potentiel quadratique et une jonc-
tion de Josephson.

function NL = Josephson_Nonlinearity(Beta_11,Beta_22,Beta_12)
NL = cell(2);
NL{1,1} = @(Phi,x) Beta_l1*abs(Phi{1})."2 + Beta_12*abs(Phi{2})."2;

NL{2,2} = @(Phi,x) Beta_22*abs(Phi{2})."2 + Beta_12*abs(Phi{1})."2;
NL{1,2} = @(Phi,x) O;

NL{2,1} = @(Phi,x) O;

end

TABLE 5.28 — Définition de 'opérateur non linéaire pour une jonction de Josephson.

De plus, on définit I’énergie associée a I'opérateur non linéaire dans la table 5.29 qui se
déduit directement de la formule (1.14), page 33.
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function NLE = Josephson_Nonlinearity_Energy(Beta_11,Beta_22,Beta_12)
NLE = cell(2);

NLE{1,1} = @(Phi,x) (1/2)*Beta_11*abs(Phi{1})."2...

+ (1/2)*Beta_12*abs(Phi{2})."2;

NLE{2,2} = @(Phi,x) (1/2)*Beta_22*abs(Phi{2})."2...

+ (1/2)*Beta_12*abs(Phi{1})."2;

NLE{1,2} = @(Phi,x) O;

NLE{2,1} = @(Phi,x) O;

end

TABLE 5.29 — Définition de I’énergie associée a I'opérateur non linéaire dans le cadre d’une
jonction de Josephson.

On paramétrise maintenant le calcul de I’état stationnaire par la méthode BESP de la
maniere similaire [24]. Tout d’abord, on construit les structures Method et Geometry1D. On
souhaite utiliser une discrétisation de type BESP avec un pas de temps 6t fixé & 107!, et une
grille uniforme de 2!° + 1 points sur I'intervalle [—16, 16]. D’autre part, le critere d’arrét sur
le calcul de I'état final est choisi comme étant 10=¢ (voir la table 5.30).

Computation = ’Ground’;

Ncomponents = 2;

Type = ’BESP’;

Deltat = 1le-1;

Stop_time = [];

Stop_crit = le-6;

Method = Method_Varld(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time ,
Stop_crit);

xmin = -16;

xmax = 16;

Nx = 2710+1;

GeometrylD = GeometrylD_Varld(xmin,xmax, Nx);

TABLE 5.30 — Construction des structures Method et Geometry1D.

On définit maintenant le probleme physique. Pour cela, on construit la structure Phy-
sics1D dont les données correspondent a ’équation (5.23). De plus, sachant que 'on veut
reproduire les résultats de [24], on choisit les valeurs suivantes pour les parameétres physiques

)\ - —1 5 6R = O’
g = 500 , pPu=7p,
612 — 0.94ﬁ et BQQ = 0.97ﬁ.
L’implémentation du probleme physique se fait comme dans la table 5.31 ou I'on utilise

les opérateurs que ’on a défini dans les tables 5.27 et 5.28, ainsi que la fonction permettant
le calcul de I’énergie associée a ’opérateur non linéaire de la table 5.29.
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Delta = 0.5;
Rabi_frequency = -1;
Detuning_constant = 0;

Beta = 500;
Beta_11 = 1;
Beta_12 = 0.94;
Beta_22 = 0.97;

Physics1D = Physics1D_Varld(Method,Delta,Beta);
Physicsl1D = Potential_Varid(Method, PhysicsiD,...
Josephson_Potential (Detuning_constant,Rabi_frequency));
Physics1D = Nonlinearity_Varld(Method, PhysicsiD,...
Josephson_Nonlinearity(Beta_11,Beta_22,Beta_12),[],...
Josephson_Nonlinearity_Energy(Beta_11,Beta_22,Beta_12));

TABLE 5.31 — Construction de la structure Physics1D.

Puis, on met en place la donnée initiale grace & la fonction InitialData_Varid ou l'on
choisit une gaussienne centrée pour chaque composante (voir la table 5.32).

InitialData_choice = 1;
Phi_0 = InitialData_Varld(Method, GeometrylD, Physicsl1D,InitialData_choice);

TABLE 5.32 — Donnée initiale du probleme.

Enfin, on initialise les données en sortie et les informations d’affichages, puis on lance le
calcul de I’état stationnaire. On a choisi ici d’afficher les données dans la fenétre Command
Window de Matlab toutes les 15 itérations et aussi d’afficher le module et la phase de la
solution. Le script qui en découle est donné dans la table 5.33.

Outputs = OutputsINI_Varid(Method) ;

Printing = 1;

Evo = 15;

Draw = 1;

Print = Print_Varld(Printing,Evo,Draw);

[Phi,Outputs]= GPELabld(Phi_0,Method,GeometrylD,PhysicsiD,0utputs, [],Print);

TABLE 5.33 — Code principal de GPELab pour lancer le calcul.

A la fin du calcul, on obtient les données concernant I’état stationnaire que I'on peut
lire dans la table 5.34. On peut afficher simultanément les deux modules des composantes et
constater que l'on obtient un résultat similaire a [24] (voir la figure 5.2).
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Iteration 164 on 1000000

--Outputs of component 1----—---——-
Square at the origin: 0.03512761887793
x-radius mean square: 2.67309309073190
Energy: 9.97806793424214

Chemical potential: 32.84198217411518
Energy evolution: 0.00000000000000
—--0Outputs of component 2--------——-
Square at the origin: 0.04853615539806
x-radius mean square: 2.99189318517412
Energy: 13.16187704973455

Chemical potential: 38.16552799804442
Energy evolution: 0.00000000000000

CPU time: 8.28

|

TABLE 5.34 — Données finales de ’état stationnaire pour le probleme.

Iphi(x)|? of all components

TP, ()T
Phi, (xy)?

FIGURE 5.2 — Représentation des modules des deux composantes.

5.4.2 Etat stationnaire d’une équation de Gross-Piteavskii en dimension
d = 2 avec un potentiel quadratique plus quartique, une non linéarité
cubique et un opérateur de rotation

On considére ici le calcul d’un état stationnaire pour une équation de Gross-Pitaevskii
en dimension d = 2 avec un potentiel quadratique plus quartique, une non linéarité cubique
et un opérateur de rotation. C’est un exemple typique de calcul ou l'on peut considérer
une rotation rapide. On commence par construire les structures Method et Geometry2D. On
utilise la méthode CNGF avec la discrétisation BESP oti 1'on fixe le pas de temps & 1073, La
géométrie est le domaine de calculs [—10, 10]2, avec une grille uniforme de 2% + 1 points dans
les directions x et y. Le critere d’arrét de la méthode est fixé & 1075 (voir la table 5.35).
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Computation = ’Ground’;

Ncomponents = 1;

Type = ’BESP’;

Deltat = 1le-3;

Stop_time = [];

Stop_crit le-5;

Method = Method_Var2d(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time ,
Stop_crit);

xmin = -10;

xmax = 10;
ymin = -10;
ymax = 10;
Nx = 278+1;
Ny = 278+1;
Geometry2D = Geometry2D_Var2d(xmin,xmax, ymin,ymax, Nx, Ny);

TABLE 5.35 — Mise en place des structures Method et Geometry2D.

L’équation de Gross-Pitaevskii considérée est la suivante

. 1 11—«
Zaﬂ/J(t,ff,y) = _§Aw(t7xay)+ T

+B1Y(t, z, y)Po(t, z,y) + iQ (Yo, — x0,) ¥(t, 2, ),

K 2
(valz|* + lyl?) + n (valz? + v ly?) 7| W (t, 2, y)

avec les parametres a = 1.2, Kk = 0.3, 7, = v, = 1, 8 = 1000 et Q = 3.5. On sait que,
par défaut, 'opérateur non-linéaire est la non linéarité cubique et les opérateurs gradients
définissent I'opérateur de rotation. Ainsi, il faut essentiellement définir 'opérateur potentiel
(voir la table 5.36) puis construire la structure Physics2D avec les coefficients physiques que
I’on a choisi.

function [Potential] = quadratic_plus_quartic_potential2d(gamma_x,
gamma_y,alpha,kappa,X,Y)

Potential = (1-alpha)*(gamma_x*X. 2 + gamma_y*Y."2)/2 + kappa*((gamma_x*X. 2
+ gamma_y*Y."2)/2).72;

TABLE 5.36 — Définition du potentiel quadratique plus quartique.

On construit la structure Physics2D en utilisant la fonction Physics2D_Var2d puis on
ajoute a cette structure les opérateurs gradients et non linéaire par défaut ainsi que l'opéra-
teur potentiel tel qu’on 1’a défini dans la table 5.36 (voir la table 5.37).
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Delta = 0.5;

Beta = 1000;

Omega = 3.5;

Physics2D = Physics2D_Var2d(Method,Delta,Beta,Omega) ;
Alpha = 1.2;

Kappa = 0.3;

Gamma_x = 1;

Gamma_y = 1;

Physics2D = Potential_Var2d(Method, Physics2D,...

@(X,Y) quadratic_plus_quartic_potential2d(Gamma_x, Gamma_y,Alpha,Kappa,X,Y));
Physics2D = Nonlinearity_Var2d(Method, Physics2D);

Physics2D = Gradientx_Var2d(Method, Physics2D);

Physics2D = Gradienty_Var2d(Method, Physics2D);

TABLE 5.37 — Construction et définition de la structure Physics2D.

On choisit comme donnée initiale ’approximation de Thomas-Fermi associée au probleme
physique (voir la table 5.38).

InitialData_choice = 2;
Phi_0 = InitialData_Var2d(Method, Geometry2D, Physics2D,InitialData_choice);

TABLE 5.38 — Création de la donnée initiale.

Les données en sortie et les options d’affichage sont définies dans la table 5.39 ol on lance
le calcul.

Outputs = OutputsINI_Var2d(Method) ;

Printing = 1;

Evo = 15;

Draw = 1;

Print = Print_Var2d(Printing,Evo,Draw);

[Phi,Outputs]= GPELab2d(Phi_0,Method,Geometry2D,Physics2D,0utputs, [],Print);

TABLE 5.39 — Définition des structures Outputs et Print et lancement du calcul a ’aide de
la fonction GPELab2d.

On peut voir dans la table 5.40 les informations sur ’état stationnaire obtenu a la fin de
la simulation.

On représente sur la figure 5.3 le module de ’état stationnaire obtenu grace au code. On
observe un anneau dans lequel des vortex sont espacés de fagon uniforme.
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Iteration 46766 on 1000000

--Outputs of component 1----—---——-
Square at the origin: 0.00000000000000
x-radius mean square: 4.57951169686043
y-radius mean square: 4.57951071463754
Energy: 115.52164061561449

Chemical potential: 122.58168418655728
Angular momentum: 146.32747911959200
Energy evolution: -0.00000000141087

[

TABLE 5.40 — Informations affichées dans la fenétre Command Window a la fin du calcul.

FIGURE 5.3 — Module de I'état stationnaire obtenu a la fin du calcul.

5.4.3 Etat stationnaire d’un systeme de deux équations de Gross-Pitaevskii
en dimension d = 2 avec potentiels quadratiques, opérateurs de ro-
tation et non linéarités couplées

Le but de cette section est de calculer I’état stationnaire d’un systeme d’équations de
Gross-Pitaevskii en dimension d = 2 avec des potentiels quadratiques, des opérateurs de
rotation et des non linéarités couplées. Les deux premieres structures que ’on construit sont
les structures Method et Geometry2D. Dans notre cas, on souhaite simuler un systeme de deux
équations. De plus, on choisit la méthode CNGF avec le schéma BESP, un pas de temps fixé
4 1072 et une grille uniforme avec 2% 4+ 1 points dans chacune des directions du domaine de
calcul [—15,15)%. Le critere d’arrét est fixé & une variation de 1076 (voir la table 5.41).
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Computation = ’Ground’;
2;

Ncomponents
Type = ’BESP’;

Deltat = 1le-2;

Stop_time = [];

Stop_crit le-6;

Method = Method_Var2d(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time ,
Stop_crit);

xmin = -10;

xmax = 10;

ymin = -10;

ymax = 10;

Nx = 278+1;

Ny = 278+1;

Geometry2D = Geometry2D_Var2d(xmin,xmax, ymin,ymax, Nx, Ny);

TABLE 5.41 — Construction des structures Method and Geometry2D par l'utilisation des fonc-
tions Method_Var2d et Geometry2D_Var2d.

On définit maintenant le probleme physique. On considére le systeme d’équations de
Gross-Pitaevskii

1 1
Dutn(t,.9) = =5 Mt )+ (5 (1 + ) + 1900, — 20,) ) vt

+51‘¢1(t7 z, y)‘2¢1(t7 €, y) + 612’1/}2@7 x, y)’2¢1 (ta x, y)a

Dptalt,.9) = ~5 Mt )+ (5 (1 + ) + 1900, — 20,) ) vtz

+52W2(t7 xz, y)‘2¢2(t7 xz, y) + 512’¢1 (t7 xz, y)lsz(ta Zz, y)a

avec 81 = B9 = 400, B12 = 200 et €2 = 0.8. On rappelle que, lors de la définition du potentiel
et des opérateurs gradients, les opérateurs par défauts sont les potentiels quadratiques et les
opérateurs de rotation diagonaux. Ainsi, il faut simplement définir 'opérateur non linéaire
avec les non linéarités couplées. Ceci est fait dans la table 5.42.

function [CoupledCubicNonlinearity] = Coupled_Cubic2d(Beta_coupled)
CoupledCubicNonlinearity = cell(2);

CoupledCubicNonlinearity{1,1} = @(Phi,X,Y) Beta_coupled(l,1)*...
abs(Phi{1}) . 2+Beta_coupled(1l,2)*abs(Phi{2})."2;
CoupledCubicNonlinearity{2,2} = @(Phi,X,Y) Beta_coupled(2,2)*...
abs (Phi{2}) . 2+Beta_coupled(2,1)*abs(Phi{1})."2;
CoupledCubicNonlinearity{1,2} @(Phi,X,Y) 0;
CoupledCubicNonlinearity{2,1} = @(Phi,X,Y) O;

TABLE 5.42 — Définition des non-linéarités couplées.

On doit aussi définir I’énergie associée a 'opérateur non linéaire (voir la table 5.43).
On peut maintenant passer a la construction de la structure Physics2D en accord avec
notre probleme physique. On définit dans un premier temps les coefficients devant 'opéra-
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function [CoupledCubicEnergy] = Coupled_Cubic_energy2d(Method,Beta_coupled)
CoupledCubicEnergy = cell(2);

CoupledCubicEnergy{1,1} = @(Phi,X,Y) (1/2)*Beta_coupled(l,1)*...
abs(Phi{1}).72+(1/2)*Beta_coupled(1,2)*abs(Phi{2})."2;
CoupledCubicEnergy{2,2} = @(Phi,X,Y) (1/2)*Beta_coupled(2,2)*...

abs (Phi{2}) .7 2+(1/2)*Beta_coupled(2,1)*abs(Phi{1})."2;
CoupledCubicEnergy{1,2} = @(Phi,X,Y) O;

CoupledCubicEnergy{2,1} = @(Phi,X,Y) O;

TABLE 5.43 — Définition de I’énergie associée a ’opérateur non-linéaire.

teur de Laplace, I'opérateur non linéaire et la vitesse de rotation grace a la fonction Phy-
sics2D_Var2d. Puis, on ajoute l'opérateur potentiel par défaut, les opérateurs gradients
par défauts et les non linéarités couplées que 'on a défini a la structure Physics2D via les
fonctions respectives de ces opérateurs (voir la table 5.44).

Delta = 0.5;
Beta = 200;
Beta_coupled= [2,1;1,1];
Omega = 0.8;

Physics2D = Physics2D_Var2d(Method,Delta, [],0mega);
Physics2D = Potential_Var2d(Method, Physics2D);
Physics2D = Nonlinearity_Var2d(Method, Physics2D,...
Coupled_Cubic2d(Method,Beta_coupled),...
[1,Coupled_Cubic_energy2d(Method,Beta_coupled));
Physics2D = Gradientx_Var2d(Method, Physics2D);
Physics2D = Gradienty_Var2d(Method, Physics2D);

TABLE 5.44 — Construction de la structure Physics2D.

On choisit comme donnée initiale I’approximation de Thomas-Fermi pour chaque com-
posante (voir table 5.45).

InitialData_choice = 2;
Phi_0 = InitialData_Var2d(Method, Geometry2D, Physics2D,InitialData_choice);

TABLE 5.45 — Création de la donnée initiale.

Dans la table 5.46, on peut voir le paramétrage que ’on a choisi pour les données en
sortie ainsi que pour les options d’affichage avant de lancer la simulation.

On a représenté sur la figure 5.4 les modules de chaque composante de 1’état stationnaire
obtenu grace a ce calcul.



5.4. ETAT STATIONNAIRE D’UNE EQUATION EN 3D 231

Outputs = OutputsINI_Var2d(Method) ;

Printing = 1;

Evo = 15;

Draw = 1;

Print = Print_Var2d(Printing,Evo,Draw);

[Phi,Outputs]= GPELab2d(Phi_0,Method,Geometry2D,Physics2D,0utputs, [],Print);

TABLE 5.46 — Lancement de la simulation.

(a) Composante 1 de I'état stationnaire (b) Composante 2 de I’état stationnaire

FIGURE 5.4 — Etat stationnaire obtenu & la fin du calcul.

5.4.4 Etat stationnaire d’une équation de Gross-Pitaevskii en dimension
d = 3 avec un potentiel quadratique, une non linéarité cubique et
une non linéarité du type interaction dipole-dipodle

On montre ici comment obtenir numériquement un état stationnaire pour une équation
de Gross-Pitaevskii en dimension d = 3 avec un potentiel quadratique, une non linéarité
cubique a laquelle on ajoute une non linéarité de type interaction dipole-dipéle. On construit
dans un premier temps les structures Method et Geometry3D. Dans la table 5.47, on définit
la discrétisation souhaitée pour BESP avec un pas de temps 6t égal a 1072 et une grille
uniforme de 26 + 1 points dans les directions z, y et z sur le domaine de calcul [—-15, 15]3.
Le critere d’arrét est fixé & 1076,

On considére plus précisément le probléme physique suivant qui prend en compte une
interaction de type dipole-dipodle

. 1 1
00 (t,9,2) = —5AB(ED,9,2) + 5 (el -y lyl® +[2) U3, 2)

+8|U(t, x,y, 2)|*U(t, 2, y, 2)
1 — 3cos?(a, X
. <d2/ 3 cos™(a, %) |\I/(t,5c)]2d5c> Wt 7y, 2),
R

3 H(a@y,z) _5(”3

avec Y = Yy =Y. = 1, § = 2000 et a = (0,0, 1). Dans GPELab, les opérateurs par défaut
sont : le potentiel quadratique pour 'opérateur potentiel et la non-linéarité cubique pour
lopérateur non linéaire. Ainsi, il faut simplement définir la non linéarité correspondant &
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Computation = ’Ground’;
Ncomponents = 1;

Type = ’BESP’;

Deltat = 1le-2;
Stop_time = [];

Stop_crit = le-6;

Method = Method_Var3d(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time ,
Stop_crit);

xmin = -10;

xmax = 10;

ymin = -10;

ymax = 10;

zmin = -10;

zmax = 10;
Nx = 276+1;

Ny = 276+1;
Nz = 276+1;

Geometry3D = Geometry3D_Var3d(xmin,xmax, ymin,ymax, zmin,zmax, Nx, Ny, Nz);

TABLE 5.47 — Mise en place des structures Method et Geometry3D.

I'interaction dipole-dipdle, ce qui est notamment rendu possible par des transformées de
Fourier rapides via la formule

_ 2(a.%
d2/ 1= 3cos’(aX) 3COS~(33’ %) w1, %)2d%
R3 |[x — || A

F1 <;d2(3 cos*(a,w) — 1).7 (|¥(t,x)|?) (w)> (x).

En utilisant cette formule, on est capable de calculer numérique de fagon simple et efficace
I'interaction dipolaire. On choisit donc d’utiliser la fonction FFTNonlinearity_Var3d pour
ajouter 'opérateur non linéaire correspondant a cette interaction dans la structure Phy-
sics3d. Dans la table 5.48, on peut voir comment on écrit le script Matlab permettant de
définir ce type de non linéarité.

On est maintenant en mesure de construire la structure Physics3D correspondant a
notre probleme physique. On choisit les coefficients désirés puis on ajoute 'opérateur poten-
tiel par défaut ainsi que l'opérateur non linéaire par défaut et, enfin, la non linéarité non
locale liée a l'interaction dipolaire dans la structure Physics3D. On peut voir dans la table
5.49 comment ajouter chaque opérateur a la structure Physics3D en utilisant les fonctions
Potential_Var3d, Nonlinearity_Var3d et FFTNonlinearity_Var3d.
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function [Dipolar_interaction_nonlinearity] = Dipolar_interaction3d(Phi,
FFTX, FFTY, FFTZ, Dipolar_direction, d)

Cross_norm = sqrt((FFTY*Dipolar_direction(3)-FFTZ*Dipolar_direction(2))."2...
+(FFTZ*Dipolar_direction(1)-FFTX#Dipolar_direction(3))."2...
+(FFTX*#Dipolar_direction(2)-FFTY*Dipolar_direction(1))."2);

Scalar_prod = FFTX*Dipolar_direction(1)+FFTY*Dipolar_direction(2)...
+FFTZ*Dipolar_direction(3);

Angle = atan2(Cross_norm,Scalar_prod) ;

NLFFT = fftn(abs(Phi)."2);

V = d"2*(4/3)*pi*(3*cos(Angle) ."2-1);

Dipolar_interaction_nonlinearity = ifftn(V.*NLFFT);

TABLE 5.48 — Définition de la non linéarité dipolaire via des transformées de Fourier rapides.

Delta = 0.5;

Beta = 1000;

Dipolar_direction = [0,0,1];

d = 0.5;

Physics3D = Physics3D_Var3d(Method,Delta,Beta);

Physics3D = Potential_Var3d(Method, Physics3D);

Physics3D = Nonlinearity_Var3d(Method, Physics2D);

Physics3D = FFTNonlinearity_Var3d(Method, Physics3D,...
@(Phi,X,Y,Z,FFTX,FFTY,FFTZ)Dipolar_interaction3d(Phi, FFTX, FFTY, FFTZ,
Dipolar_direction , d));

TABLE 5.49 — Implémentation du probleme physique dans le code.

On choisit "approximation de Thomas-Fermi comme condition initiale (voir la table 5.50).

InitialData_choice = 2;
Phi_O0 = InitialData_Var3d(Method, Geometry3D, Physics3D,InitialData_choice);

TABLE 5.50 — Choix de la donnée initiale.

Finalement, on choisit les parametres des données en sortie et de l'affichage, puis, on
lance la simulation (voir la table 5.51).

Outputs = OutputsINI_Var3d(Method) ;

Printing = 1;

Evo = 15;

Draw = 1;

Print = Print_Var3d(Printing,Evo,Draw);

[Phi,Outputs]= GPELab3d(Phi_0,Method,Geometry3D,Physics3D,0utputs, [],Print);

TABLE 5.51 — Initialisation des données en sortie, mise en place de 'affichage et lancement
du calcul.

A la fin du calcul, on obtient (voir la figure 5.5 ot 'on représente les isovaleurs de ’état
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stationaire) un état stationnaire qui se caractérise par un allongement dans la direction de
I'interaction dipolaire.

Iphitx,y 2)1° of component 1

FIGURE 5.5 — Isovaleurs & 10~3 du module de 1’état stationnaire obtenu.

5.4.5 Dynamique d’un soliton clair pour une équation de Schrédinger non
linéaire en dimension d = 1 avec une non linéarité cubique

Dans cette section, on montre comment simuler la dynamique d’un soliton pour une
équation de Schrodinger non linéaire en dimension d = 1 avec une non linéarité cubique.
On construit les structures Method et GeometrylD. On utilise un schéma de splitting de
Strang avec un pas de temps uniforme 5t égal & 1073 et une grille uniforme de 2'° + 1 points
sur l'intervalle [—15,15]. Le temps final pour cette simulation est fixé & T' = 1. Le script
correspondant a ces parametres est donné dans la table 5.52.

On définit maintenant le probleme physique. On souhaite ici simuler la dynamique d’'un
soliton pour ’équation de Schrodinger non linéaire suivante

i0p(t,x) = —Ay(t,z) + Bl (t,z) PU(t, @),

avec 8 = —10. On sait que I'opérateur non linéaire par défaut est la non linéarité cubique.
On se contente donc de construire la structure Physics1D avec les coefficients correpondants
et on ajoute I'opérateur non linéaire par défaut a la physique du probléeme. Cela est fait dans
la table 5.53.

Pour obtenir effectivement un soliton pour I’équation de Schrédinger non linéaire, on
prend comme donnée initiale

o(x) =14/ %sech(\/aa:) exp (zgaz R i60> .
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Computation ’Dynamic’;

Ncomponents = 1;

Type = ’Splitting’;

Deltat = 1le-3;

Stop_time = 1;

Stop_crit = [J;

Method = Method_Varld(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time ,
Stop_crit);

xmin = -15;

xmax = 15;

Nx = 2710+1;

GeometrylD = GeometrylD_Varld(xmin,xmax, Nx);

TABLE 5.52 — Parametrage de la méthode et de la géométrie.

Delta = 1;

Beta = -10;

Physics1D = Physics1D_Varid(Method,Delta,Beta);
Physicsl1D = Nonlinearity_Varld(Method, PhysicsiD);

TABLE 5.53 — Mise en place de la structure Physics1D et ajout de la non-linéarité.

Afin de construire cette donnée initiale, on utilise la grille uniforme Geometry1D.X stockée
dans la structure Geometry1D et on définit numériquement la donnée initiale. On utilise les
parametres suivants : a = 1, ¢ = 5 et §y = 0. Le code correspondant est donné dans la table
5.54. On représente la donnée ainsi construite sur la figure 5.6.

a=1;
c =5,
thetaO = 0;

X = GeometrylD.X;
Phi_0{1} = sqrt(2*a/100)*sech(sqrt(a)*X) .*exp(li*c*X/2+1i*thetal) ;

TABLE 5.54 — Construction de la donnée initiale.

On souhaite de plus stocker la position du centre du soliton au cours de la simulation, le
centre du soliton correspondant en fait a la position du maximum de son module. On définit
donc une fonction qui permet de localiser la position du centre, ce qui est fait dans la table
5.55.

function [X_center] = Soliton_center(Phi,X)
[Max_Phi,I_center] = max(abs(Phi));
X_center = X(I_center);

TABLE 5.55 — Création d’une fonction permettant de localiser le centre du soliton.

Enfin, on fixe les données en sortie et on met en place les options d’affichage. Puis,
on lance la simulation. On a choisi d’afficher les informations concernant le soliton sur la
fenétre Command Window toutes les 15 itérations et de représenter le module et la phase du
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Iphiy ()

FIGURE 5.6 — Module de la donnée initiale pour la simulation du soliton.

soliton. De plus, on ajoute dans les données en sortie la fonction permettant de localiser le
centre du soliton grace a la fonction Soliton_center que 'on a défini et le nom associé
’Center of the soliton’. On souhaite que les quantités physiques, qui sont stockées en
sortie de la simulation, soient calculées toutes les 10 itérations. On ne sauvegarde pas la
solution pendant la simulation. Tout cela donne le script que ’on retrouve dans la table
5.56.

Solution_save = 0;

Outputs_iterations = 10;

Output_function{1} = @(Phi,X)Soliton_center(Phi,X);

Output_name{1} = ’Center of the soliton’;

Outputs = OutputsINI_Varid(Method,Outputs_iterations,Solution_save,...
Output_function, Output_name);

Printing = 1;

Evo = 15;

Draw = 1;

Print = Print_Varld(Printing,Evo,Draw);

[Phi,Outputs]= GPELabl1d(Phi_0,Method,GeometrylD,PhysicsiD,0utputs, [],Print);

TABLE 5.56 — Mise en place des données en sorties et parametrage de l'affichage wvia la
structure Print puis lancement de la simulation.

A la fin de la simulation, on peut récupérer les informations et quantités sur le soliton
qui ont été stockées dans la structure Outputs. Dans notre cas, on a choisi d’obtenir la
localisation du centre du soliton toutes les 10 itérations. On peut représenter la position du
centre a l'aide de la fonction plot de Matlab, ce qui est codé dans la table 5.57.

Time = [0:0.01:1];

plot(Time, Outputs.User_defined_local{1})
xlabel(’Time’)

ylabel(’Center of the soliton’)

TABLE 5.57 — Affichage de ’évolution de la position du centre du soliton.
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On obtient alors la figure 5.7(a). On représente aussi I’évolution de I’énergie et du po-
tentiel chimique sur la figure 5.7(b) qui sont des quantités calculées par défaut lors de la
simulation.

251

Energy
Chemical Potential

Center of the soliton
w

0.5
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Time Time

(a) Evolution du centre du soliton. (b) Evolution de I’énergie et du potentiel chimique.

FIGURE 5.7 — Quelques données en sortie obtenues lors de la simulation.

5.4.6 Dynamique d’un soliton noir dans un condensat de Bose-Einstein
modélisé par une équation de Gross-Pitaevskii en dimension d = 2

Dans ce dernier exemple, on montre comment simuler un soliton noir au sein d’un conden-
sat de Bose-Einstein. Le condensat est modélisé par une équation de Gross-Pitaevskii en
dimension d = 2 avec un potentiel quadratique et une non linéarité cubique. Pour obtenir
une donnée initiale physiquement acceptable, on commence par calculer un état stationnaire
pour cette équation. Pour cela, on construit les structures Method et Geometry2D dans un
premier temps de maniere & utiliser BESP. On fixe un pas de temps 6t = 10~! et un critere
d’arrét ¢ = 1078, Le domaine de calcul est O =] — 10, 10[?, discrétisé par une grille uni-
forme mettant en jeu 2° + 1 points dans les directions = et 3. Le code correspondant & ces
paramétrages est donné table 5.58.

On peut maintenant passer a la définition du probléme physique. Dans notre cas, on se
place dans le cadre d’un condensat de Bose-Einstein piégé par un potentiel quadratique. Le
condensat est ainsi modélisé par ’équation de Gross-Pitaevskii suivante

00 (t,,) = 3 Ap(7,) + 5 (ol + lyl?) 910, 2,) + Bl (t, 7,5) P (s, 7.9),

ou l'on choisit # = 10000. Ainsi, on ajoute simplement, grace aux fonctions Potential_Var2d
et Nonlinearity_Var2d, le potentiel quadratique et la non linéarité cubique. Le code qui en
résulte est donné dans la table 5.59.
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Computation = ’Ground’;

Ncomponents = 1;

Type = ’BESP’;

Deltat = le-1;

Stop_time = [];

Stop_crit le-8;

Method = Method_Var2d(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time ,
Stop_crit);

xmin = -10;

xmax = 10;

ymin = -10;

ymax = 10;

Nx = 279+1;

Ny = 279+1;

Geometry2D = Geometry2D_Var2d(xmin,xmax, ymin,ymax, Nx, Ny);

TABLE 5.58 — Construction des structures Method et Geometry2D pour le calcul d’'un état
stationnaire.

Delta = 0.5;

Beta = 10000;

Physics2D = Physics2D_Var2d(Method,Delta,Beta);

Physics2D = Potential_Var2d(Method, Physics2D, @(x,y) (1/2)*(x."2+y."2));
Physics2D = Nonlinearity_Var2d(Method, Physics2D, @(phi,x,y) abs(phi)."2 );

TABLE 5.59 — Mise en place de la structure Physics2D.

On choisit comme donnée initiale, pour le calcul de I’état stationnaire, I’approximation
de Thomas-Fermi. On utilise pour cela la fonction InitialData_Var2d comme dans la table
5.60.

InitialData_choice = 2;
Phi_0 = InitialData_Var2d(Method, Geometry2D, Physics2D,InitialData_choice);

TABLE 5.60 — Choix de 'initialisation par ’approximation de Thomas-Fermi.

Enfin, on lance le calcul de I’état stationnaire. Pour cela, on choisit d’initialiser les données
en sortie de la structure Outputs par défaut via la fonction OutputsINI_Var2d et le paramé-
trage de laffichage des données par la structure Print a l’aide de la fonction Print_Var2d.
Puis, on lance le calcul en utilisant la fonction GPELab2d et on stocke 1’état stationnaire
obtenu sous la variable Phi_1. Ceci est fait dans la table 5.61.

A la fin du calcul, on obtient ’état stationnaire représenté sur la figure 5.8.
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Outputs = OutputsINI_Var2d(Method) ;

Printing = 1;

Evo = 15;

Draw = 1;

Print = Print_Var2d(Printing,Evo,Draw);

[Phi_1,0utputs]= GPELab2d(Phi_0,Method,Geometry2D,Physics2D, ...
Outputs, [],Print);

TABLE 5.61 — Lancement du calcul de 1’état stationnaire.

Iphie yi1” of companent 1 %10

1 5

n 4‘
5

Loda

- H

'r

o

15
20
20 15 10 5 o 5 10 18 20

x

FIGURE 5.8 — Module de 1'état stationnaire obtenu avec la méthode CNGF de GPELab et
les parametres de la section 5.4.6.

On peut maintenant procéder a une impression de phase d’un soliton noir (soliton cor-
respondant a une diminution localisée de 'amplitude) dans le condensat de Bose-Einstein et
simuler son évolution. Ainsi, il nous faut tout d’abord reconstruire la structure Method pour
la simulation d’un probléme dynamique. On utilise ici un schéma de relaxation avec un pas
de temps dt égal & 1073. Le temps d’arrét pour la simulation est fixé & T = 1.5. Le code
GPELab correspondant est visible dans la table 5.62.

Computation ’Dynamic’;

Ncomponents = 1;

Type = ’Relaxation’;

Deltat = 1le-3;

Stop_time = 1.5;

Stop_crit = [J;

Method = Method_Varld(Computation,Ncomponents, Type, Deltat, Stop_time ,
Stop_crit);

TABLE 5.62 — Construction de la structure Method pour le probleme dynamique.

On fait maintenant une impression de phase du soliton noir [83]. Ceci est réalisé en
multipliant la donnée initiale par la fonction

. A

E(z,y) =€ 2 (1+manh<f;§g))

)
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ou Aby = w/3, zyp = 5 et s = 0.2. Ceci est fait dans la table 5.63 ou I'on multiplie ’état
stationnaire Phi_1 par la fonction &.

X_0 = 5;

Delta_theta_0 = pi/3;

s = 0.2;

Phi_1{1} = Phi_1{1}.*exp(lix(Delta_theta_0/2)*(1+tanh((Geometry2D.X-
X_0)./8)));

TABLE 5.63 — Impression de phase du soliton dans ’état stationnaire.

Finalement, on choisit les options pour les données en sortie et les parametres d’affichage,
puis on lance la simulation. On choisit ici d’afficher les informations pendant la simulation
toutes les 15 itérations et de représenter le module et la phase de la solution. De plus, on
prend comme gradient de couleur *hot’ pour la représentation du module, ce qui est fait
grace a la fonction Figure_Var2d, et on sauvegarde la solution au cours de la simulation.
(Ce choix de couleur rend la visualisation du soliton plus claire.) Toutes ces opérations sont
codées dans la table 5.64.

save = 1;

Evo_save = 100;

Outputs = OutputsINI_Varld(Method,save,Evo_save);

Printing = 1;

Evo = 15;

Draw = 1;

Print = Print_Varld(Printing,Evo,Draw);

Figure = Figure_Varild(’hot’);

[Phi,Outputs]= GPELabld(Phi_1,Method,GeometrylD,PhysicsiD,...
Outputs, [],Print,Figure);

TABLE 5.64 — Lancement de la simulation du soliton noir.

A la fin de la simulation, on se sert des solutions sauvegardées pendant la simulation pour
visualiser I’évolution du soliton noir dans le condensat de Bose-Einstein. On a représenté cette
évolution sur la figure 5.9.

5.5 Conclusion

Nous avons donné dans ce chapitre les différents éléments pour comprendre et utiliser
la toolbox GPELab développée dans la these. Les schémas inclus dans ce code s’appuient
sur les algorithmes construits dans les chapitres précédents. GPELab permet de traiter une
grande classe de problemes liés a ’équation de Gross-Pitaevskii : dimensions un, deux et
trois, potentiels et non linéarités générales, multi-composantes, effets stochastiques. Cette
grande souplesse combinée a l’efficacité et la robustesse des schémas en fait un outil tres
intéressant lors de I’étude numérique des condensats de Bose-Einstein (états stationnaires et
dynamique).

Les prochaines étapes du développement de GPELab sont du point de vue des schémas la
possibilité d’inclure d’autres équations comme par exemple 1’équation de Hartree relativiste
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FIGURE 5.9 — Evolution du soliton noir au sein du condensat de Bose-Einstein simulé par
GPELab.

pour les étoiles de bosons [29]. D’un point de vue purement calcul, il est impératif de déve-
lopper une version Fortran 90 ou C++ de GPELab afin d’utiliser tout le potentiel des FFT
pour des calculs bi- et tridimensionnels lourds. Ce travail est en cours notamment a travers
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PANR BECASIM dont le but est de produire un code HPC pour les condensats de Bose-
Einstein. D’un point de vue plus direct, optimiser GPELab par le biais des fonctionnalités
GPU de Matlab pourrait permettre de gagner en temps de calculs.



Annexes

A Simulation de mouvements browniens fractionnaires

La simulation de processus stochastiques gaussiens & incréments stationnaires peut étre
réalisée de maniere tres rapide et efficace grace a l'utilisation de transformées de Fourier [231].
On rappelle ici qu'un mouvement brownien fractionnaire (W/?),cp+, H €]0, 1], possede les
propriétés suivantes

— (WH),cr+ est continu et auto-similaire, i.e.

1
Vt € RT, Va € RT, a—HW;{ = W} en loi, (.1)

— WOH = 0 presque slirement,

les incréments WtH - WSH , pour tout t,s € R tels que t > s, sont stationnaires et
suivent une loi normale de moyenne nulle et de variance (t — s)?#,

— pour tout t,s € R, tels que t > s,

1

Hyi H 2H | 2H 2H

EWIW ] = i(t + 57 — |t —s]*). (.2)
Soit (t;)jen une discrétisation en temps uniforme de [0,1]. Alors, on remarque qu’étant

donnés les incréments ((5th?+ )jen = (VV#?+ — Wt? )jen, il est possible de construire un

mouvement brownien fractionnaire par une somme télescopique

J
H H
Wi =" ewl.
k=1

On cherche donc & simuler les incréments d’un mouvement brownien fractionnaire afin de le
construire par la suite. De plus, par la propriété d’auto-similarité (.1), on remarque que 1’on
peut se ramener a la simulation d’un mouvement brownien fractionnaire sur une discrétisa-
tion en temps (t; = j)jen. Dans ce cas, pour tout k € Z, on a la fonction d’auto-covariance
cywu (k) du processus (5WJH )jen qui est donnée par

1
cwn (k) = EOW L 0Wj'] = S (1k + 17 + [k — 127 — 2[k[*).

En supposant que I'on veuille construire un processus de taille NV € N, et étant donné que le
processus ((5WJH )je{1,..,N} est stationnaire, sa densité spectrale est alors [86, 231]

N/2—1

Vi€ (-N/2 N2 1), swu(i) = Y cWHw)exp(_zm%“).
k=—N/2
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Grace a la densité spectrale du processus, il est possible d’obtenir une représentation
spectrale du processus. Cette représentation est donnée par la formule [231]

N/2-1 o .
SWH = Re U% Z V sy (5) W2, exp (27r7j‘§\]:> )

j=—N/2

—

ou (W1/ 25 je{-N/2,..,.N/2—1} est la transformée de Fourier discrete d’un mouvement brow-
nien. On est ainsi capable de simuler de fagon rapide et efficace les incréments d’un mou-
vement brownien fractionnaire, ce qui nous permet par la suite de simuler numériquement
un mouvement brownien fractionnaire. On représente sur la figure 10 quelques simulations
de trajectoires de browniens fractionnaires que ’on a réalisé sur un intervalle temporel [0, 1]
avec une discrétisation en temps uniforme de pas de temps 6t = 1072,

Mouvement brownien Mouvement brownien fractionnaire avec H=3/4
1.5 ! ! ! ! | | ! ! ! 0.5 ! ! ! | : |

1001 02 03 04 05 06 07 08 09 1 03701 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps Temps
(a) Mouvement brownien fractionnaire pour  (b) Mouvement brownien fractionnaire pour
H=1/2 H =3/4.
Mouvement brownien fractionnaire avec H=1/4
1 , , ; ; ; ; ; , ,
0.5
0
~0.5
-1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps

(¢) Mouvement brownien fractionnaire pour
H=1/4.

FIGURE 10 — Trajectoires de mouvements browniens fractionnaires pour différents indices de
Hurst H sur un intervalle de temps [0, 1].
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B Lemme technique
Lemme 1. Soitn > 1, 1 € C*(R,R?) et ¢ € C*(R%,R). Alors, on a

k J
Gor)™ = Y Y w65 0u) (Hw%“) (Hwé"“’) (:3)
r=1

§,k>0 1<l <...<lp r=1
. 1§m1§...§mj
1SG+ESny 0 4ma+..=n

ot les coefficients wy, . m,,.. sont des entiers.

Démonstration. On procede par récurrence. Pour n = 1, le résultat est direct. On suppose
que le résultat est vrai jusqu’au terme n > 1 et on prouve qu’il reste vrai pour n 4+ 1. On a

(¢ o)t
k z j
1 ] r My
=3 Y w0 TT o T el
3k>0 < <l r=1 r=1

< m1<...<my;
Jtksng 4 Fmit.=n

k J
+ Y wm 8e®I o Tl T ™
r=1

JE>S0 h<. <l r=1
. m1<...<my;
JHRSn 4 T+ =n

k k J
i l ” myr
+ > w68 0w Y oY [Tl [T g™
7,k>0 11 <...<l q=1 r=1 r=1
m1<...Smyj r#q

Jtksng 4 Ymi+.=n

J k J

I Z Z wl17...7m17...¢(k,j)O¢Zwémq+1)nw§lr)n¢§mr).
q:l r=1 r=1
r#q

7,k>0 11 <<l
. m1<...<my
JHR<ng L gt =n

Dans le premier terme du membre de droite, on introduit un nouvel indice lp+; = 1. Ceci
nous donne

k J
1 k+1,5 lr my
S w0 o TT 0 TT ws™
11 <...<l r=1 r=1
m1<...S<my
h+....+mi+...=n
Tr ()j (mr)
k 1,7 lr m
= Z wll,...,lk+1,m1,...¢( + J) OwH¢1 H¢2 " 9
1< <41 r=1 r=1

m1<...<my
li+..4+mi1+..=n+1

avec
— wl1,...,m1,... if lk-‘rl = 1?
0 if sy # 1.

MUy, lgg1,m e
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Pour le second terme, on introduit de méme un nouvel indice m;,1 = 1, ce qui donne

J

Z wll,...,ml,...@f’( )¢ kj+1) o) H¢(1T H mr)

11 <...<lg r=1 r=1
m1<...Smy
h+....+mi+...=n

k j+1
i Iy my
Y w0 o T T

1 <<l r=1 r=1
m1<...<mjqq
lh+...+mi+...=n+1

avec

w _ Wiy,....mq,... if mEgy1 = 17
liyeyma,emp g1 — 0if Mg 1 £ 1.

Pour le troisieme terme, on a

Z Wiy ... ma,.. k.g) O¢Z¢1q+1)nwlr mer)

1h<..<lj,
m1<...<mj 7"76‘1
i+ Ami+..=
— k,j) (mr)
= Wy,..;m.. O¢ % 1#
h<. <l

m1<...<mj
lh+...4mi1+...=n+1

avec
Wiy,...;my E Wiy,.. Lyeosliyma ...
)

Enfin, pour le dernier terme, on a

k
S w0 Y gimtY Hw“ )H%"“

1 <...<l q=1 r=1
m1<...<my 7’7&‘1
lh+...4+mi+...=
J
— (k.5) (mr)
- wl17 -1, © w w 1/}2 )
1 <...<lg r=1

m1<...<mj
lh+...4mi+...=n+1

avec
J
Wiq,...,m1,... = § Wyy,...;m1,..oms—1,...,m; -
s=1
ms#1

On en déduit donc que le résultat est vrai pour au cran n + 1, ce qui conclut la preuve. [
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C Meéthodes de résolution itératives CGS, BiCGStab, GMRES

Les méthodes basées sur les espaces de Krylov permettent de résoudre numériquement
un systeme linéaire. L’idée derriere les méthodes de Krylov est liée au théoreme de Cayley-
Hamilton qui énonce que 'on peut calculer 'inverse d’un opérateur linéaire algébrique via
les puissances itérées de cet opérateur. Concrétement, un espace de Krylov d’ordre p € N
est donné comme étant I’espace engendré par I’ensemble de vecteurs construits a partir des
puissances itérées d’un opérateur

8p(A, @) = Vect {cp, Agp, ..., Ap_lcp} , (.4)

oll A est un opérateur linéaire de CM, M € N, dans lui-méme et ¢ € CM,

Dans cette section, on présente quelques méthodes qui appliquent ces espaces de Krylov
dans le but de résoudre numériquement des systeémes linéaires du type de (3.47). Ces mé-
thodes sont basées sur la construction de bases des espaces successifs £, et sur le critere de
convergence utilisé. Soit une base d’un espace de Krylov

{®;,7€{0,...p—1}}. (.5)

De plus, par la suite, on désigne les approximations successives des solutions issues de ces
bases par

p—1
7=0

ou qb(o) = ¢y est le vecteur d’'initialisation et (;);eqo,..p—1) € RP. Les vecteurs gradients
successifs issus de ces solutions sont notés

g, = Ap® —b. (.7)
L’espace de Krylov que I’on considére est donné par

Rp(A, go) = span {go, Ago, ..., A" gy} . (.8)

La construction d’une base de Krylov ne peut pas se faire de maniere directe, via I’ensemble
dess vecteurs {Lp, Ap, ..., Ap*1<,0} a cause de la dégénérescence numérique qui fait principa-
lement ressortir le premier vecteur propre. On remarque qu’en premiere approche, grace a
la méthode d’Arnoldi, il est possible de construire une base orthonormale (Cj)j{o,...,p—l} de
£,(A, go), & laquelle on associe l'opérateur S, de CP dans CM | et 'opérateur H, de C? dans
Crt1l dit opérateur d’Hessenberg, tel que

AS, = S,.1H,. (.9)

C.1 Méthode du gradient conjugué

On suppose ici que A est un opérateur auto-adjoint positif. La méthode du gradient
conjugué consiste a construire 'approximation de la solution au fur et a mesure que ’'on
construit une base orthogonale des espaces de Krylov. On cherche donc a obtenir une ap-
proximation de la solution sous la forme

vp € N*’ ¢(p) = ¢(p—1) + ap—lsopfh (10)
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oul a1 est un coefficient qu’il faut déterminer. Chaque approximation de la solution mini-
mise de plus 'erreur suivante, associée au probleéme linéaire (3.47),

e(d?) = AV — ¢) - (3 — ¢) = (97 — $,0®) — P)a =g, (97 — ), (11)

ou (-, -)a correspond au produit scalaire associé a I’opérateur A, lequel prend son sens sachant
que A est auto-adjoint et positif, et ¢ est la solution du probleme linéaire (3.47). Si ¢(p)
minimise effectivement e, on obtient en particulier que, de facon équivalente, d’apres la
définition de ¢ donnée dans (.6), que ¢®) est le projeté de ¢ dans lespace ¢© + £
pour le produit scalaire associé a A. D’autre part, on en déduit que, pour p € N, le gradient
gp € Rp41 est orthogonal a 'espace 8&,. En effet, on a

V(péﬁp, gp‘P:A(¢(p)*¢)LP:O,

puisque q’)(p) est le projeté de ¢ par rapport au produit scalaire (-,-)a. Sachant que A est
auto-adjoint positif, la formule (.9) peut se réécrire sous la forme suivante

S:AS, = T, (12)

ou T, est un opérateur tridiagonal symétrique. D’autre part, puisque le gradient g, € £,1
est orthogonal a I'espace R, on déduit que chaque vecteur gradient de (g;);e(o,... p—1} €st
colinéaire a un vecteur de la base (Cj)je{o,...,p—l}- On introduit I'opérateur Gy, associé a la
base de vecteurs gradient {go,...,gp—1}. On obtient donc, par I’équation (.12),

G;AG, =T, (.13)

ou ’i‘p est un opérateur tridiagonal symétrique. Par une factorisation de Crout, on déduit
qu’il existe une base (goj) je{0,...p—1) telle que ses composantes, qui forment un opérateur P,
de CP dans CM | vérifient

P AP, =D,, (.14)

ou D, est un opérateur diagonal de C? dans lui-méme qui permet la construction de I’ap-
proximation qb(p) par une formule du type (.10). Cette construction implique en particulier
que les composantes de la base sont A-orthogonales, i.e., Vj, k € {0,....,p — 1},

Ap;-p,=0. (.15)

La factorisation de Crout implique de plus la relation suivante entre le vecteur gradient g,
et la composante ¢, de la base Py, Vp € N,

Pp=8p— Bp-1¥Pp_1; (.16)
ot les coefficients () eo,... p—1} sont calculés en utilisant la propriété (.15)
A‘Pj P11 = Ag; - P$ij—1— Bj—1<90j7190j71>A =0,

et 'initialisation est donnée telle que ¢, = go. D’autre part, il reste encore a calculer les
approximations (qb(p) )pen. Pour cela, on utilise la formule (.10) et la propriété d’orthogonalité
des gradients pour déterminer les coefficients successifs cy,—1. En effet, on a d’apres (.10)

AP = ApP ) + oy, 1A,
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ce qui nous donne
gp =8p-1+ Oép—lACPp_l- (.17)

On en déduit ainsi, par orthogonalité du vecteur gradient g, avec ’espace £,

8 Pp-1=8p Pp1t ap-1(Pp_1,¢p-1)A =0,

qui nous permet d’effectivement calculer le coefficient c,_;. Par les relations (.10), (.16) et
(.17), on déduit la méthode du gradient conjugué. Finalement, on note que le critére d’arrét
pour cette méthode est donné par la taille relative des vecteurs gradients par rapport au
membre de droite du probleme (3.47), laquelle diminue au fur et & mesure de la construction
de la solution approchée d)(p),

\Ad)(p)—b] :@ .
b b

pour un certain € > 0.

C.2 Meéthode du gradient bi-conjugué

Dans le cas ou 'opérateur A n’est pas auto-adjoint, il n’est plus possible d’appliquer
la méthode du gradient conjugué puisqu’on ne peut alors plus espérer obtenir une base
telle que I’équation (.14) soit vérifiée. On pourrait néanmoins essayer d’obtenir une relation
ou l'opérateur de droite est tridiagonal, mais on n’est alors plus en mesure d’obtenir une
construction successive de la base de Krylov. La solution consiste alors a construire deux
bases P, et f’p de I'espace de Krylov £,, p € N, qui soient bi-orthogonales, i.e.

PP, =1d, (.18)
et qui vérifient 3 3
P,AP,=T, e PA'P,=T, (.19)

ou T, est un opérateur tridiagonal de CP dans lui méme. Dans la méthode du gradient bi-
conjugué, on utilise, au lieu de se servir des relations (.18) et (.19), les vecteurs gradients
comme un moyen intermédiaire afin d’obtenir une relation successive dans la construction
des bases et des approximations de la solution du systeme linéaire.
On construit une premiere approximation d)(p), p € N, de la solution du systeme linéaire
(3.47) par la formule
@ = ) 4 P,a,,

ou a, € CP, ce qui assure que ’on a opP e p0 +R,. Cette formulation permet donc d’obtenir
I'expression du vecteur gradient g,

gp = go + AP,a,.
On utilise de plus la relation de bi-orthogonalité suivante pour les vecteurs gradients
P;g}? =0, ('20)

laquelle implique que le vecteur gradient g;, € £,11 est colinéaire au vecteur ¢,,. D’apres les
relations (.18) et (.19), on obtient les relations suivantes

P'G,=D, et PIAG,=T,, (:21)
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ou D, est un opérateur diagonal de CP dans lui méme et T, est un opérateur tridiagonal de

CP dans lui méme. On peut faire de méme par la construction d’une seconde approximation

&(P)

, p € N, de la solution du systéeme linéaire (3.47) par la formule, Vp € N,

~ (p)

¢ =¢" +Pa,

ol a, € CP, et ainsi en déduire les vecteur gradients (g;) en
~ ~(p)
gr=A¢p  —b.

En introduisant I'opérateur Gp associé a la base de vecteurs gradients {go, ..., gp—1}, il est
possible d’obtenir finalement les relations suivantes entre les deux bases de vecteurs gradients

G;G,=D, et GAG,=T,, (:22)

ou D, est un opérateur diagonal de CP dans lui méme et T, est un opérateur tridiagonal
symétrique de CP dans lui méme. Ici, on remarque que, a la différence des relations (.18) et
(.19), Popérateur T), est symétrique.

Le fait que 'opérateur soit tridiagonal ne permet toujours pas d’obtenir une construction
successive des approximations de la solution du systéme linéaire mais on peut appliquer la
factorisation de Crout a la matrice T}, est ainsi en déduire une nouvelle paires de bases
Q, et Qp qui vont étre construites a partir des vecteurs gradients G, et Gp. Ces deux
bases permettent d’avoir un résultat similaire & (.14), obtenu dans la méthode du gradient
conjugué,

Q;AQ, - D,, (.23)

ot D), est un opérateur diagonal de CP dans lui méme. La relation de bi-orthogonalité (.20)
est transmise a la base Q,

Q;gp =0,
ce qui implique en particulier la relation
Q;AQpap = —Q;go- (-24)

Grace aux relations (.23) et (.24), on obtient donc

Dpap = - Q;gO )

ce qui permet de déduire que les approximations ((}b(p))peN peuvent étre déterminées de facon
successives a partir des composantes de la base Q,, que ’on note ici (cpj)je{o,...,p—l}' On en
déduit la formule suivante, Vp € N,

W = ¢® V) + a1, . (.25)

On obtient les formules de constructions successives des vecteurs bi-gradients, en notant
(#;)jeqo0,..p—1} les composantes de la base Qp,

gp = gpfl + apflA(Pp—la

. .~ (.26)
8p = 8p-1+ Oép_1A Pp—1-
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Enfin, on sait que les bases Q,, et Qp ont été déduites par une factorisation de Crout de la
matrice T), de I"équation (.22). Ceci implique en particulier les relations successives entre les
vecteurs bi-gradients et les composantes des bases

Pp = 8 T Fp1pp1s (.27)
Pp = &p + 5p—1§0p71-

Les relations (.25), (.26) et (.27) permettent ainsi de construire de maniere itérative les ap-
proximations successives de la solution du systeme (3.47). Les coefficients (a,)pen et (8p)pen
sont calculés grace aux relations de bi-orthogonalités (.22) et (.23), lesquelles se traduisent
par

Ep - pr—l =0,

p A'G, 1 =0.
Finalement, 'initialisation de la méthode est donnée par ¢y = ¢ = go = go-

On remarque qu’en général, la méthode du gradient bi-conjugué n’est pas stable et induit
des oscillations dans la norme du vecteur gradient. On lui préfere alors la méthode du gradient
bi-conjugué stabilisé, introduite par Van Der Vorst [221], ou la méthode du gradient conjugué
carré, introduite par Sonneveld [204].

C.3 Méthode GMRES

La méthode GMRES, introduit par Saad et Schultze [193], a pour essence la construction
de la base d’Arnoldi et de l'opérateur d’Hessenberg donné par la formule (.9). La base
orthonormale (S;);eo,...p—1} Permet de construire une approximation q,’)(p) par la formule

»®) = O 4 Spa,, (.28)
avec a, un vecteur dans CP. Ainsi, on en déduit que le vecteur gradient g, s’écrit
g, = Ap®) —b =gy + AS,a,, (:29)
ce qui nous permet d’obtenir, en utilisant I'opérateur d’Hessenberg par la formule (.9),
gy = 80 + Spr1Hpa,,. (.30)
Sachant que l'on a ¢ = go et que la base S, est orthonormale, on va en déduire que
8| = |Sp+1 (Igoler + Hpay) [ = [|goler + Hpay|. (:31)

ot e; = (1,0,...,0) € CP*!. La méthode GMRES consiste & minimiser la norme du gradient
gp, ce qui revient a trouver a;,"" dans CP tel que

lsoles + Hpa™| = min [|goler + Hyay . (:32)

Le probléeme de minimisation est résolu a ’aide d’'une décomposition QR de I'opérateur
d’Hessenberg.
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