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Introduction Générale

La modélisation des systémes constitue un aspect fondamental de toutes les sciences
appliquées. Elle vise a établir des relations mathématiques entre les différentes variables

caractéristiques d’un systeme.

Il existe deux approches d’élaboration d’un modele mathématique. La premiere, connue sous
kle nom de modélisation théorique (ou boite blanche), est basée sur la connaissance des lois
physico-chimiques, biologiques ou autres régissant le systtme réel. La deuxiéme, ne
nécessitant aucune connaissance a priori du processus, consiste a sélectionner une structure de
modele et a adapter ses parametres, en optimisant un critére de performance. Elle est connue

sous le nom de modélisation expérimentale (ou boite noire).

Les travaux présentés dans ce mémoire se situent dans le cadre de la modélisation par
fonctions orthogonales discretes de systémes dynamiques, linéaires invariants dans le temps
(LTY), causaux et stables. Ce mode de représentation est classé dans la famille des modeles
dits boites noires. Il repose sur le fait que les fonctions orthogonales étudiées forment une base
complete dans l’espéce de Lebesgue, ¢ [0, o['. Une conséquence directe de cette propriété est
que, toute réponse impulsionnelle de la classe de systémes étudiée peut étre représentée de

facon exacte a I’aide d’une série de fonctions orthogonales.

Les difficultés liées a ce mode de représentation proviennent du fait que I’espace ¢2[0, oo

n’est complétement engendré que lorsque la série fonctionnelle est infinie. 1l est, bien entendu,
impossible, en pratique, d’estimer une infinité de coefficients 1iés & chaque terme de la série.
Par ailleurs, la troncature a un ordre fini ne saurait étre justifiée, si celle-ci n’était pas
convergente. C’est pourquoi, nous avons attaché une importance particuliére, dans ce
document, a I’étude du domaine de convergence des séries de fonctions orthogonales. A la
différence des méthodes existant dans la littérature, les conditions nécessaires et suffisantes

ont été établies.
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Notre raisonnement, dans ce mémoire est guidé par la recherche d’une représentation optimale
de systémes sur la base d’un nombre minimum de fonctions orthogonales. Quand la fonction
de transfert est connue, nous montrerons que cette recherche peut mener 2 la réduction d’ordre
du modele. Par ailleurs, quand seule la réponse du systéme & une excitation persistante est
connue, nous développerons des algorithmes d’identification. Dans tous les cas, la base
orthogonale la plus appropriée sera choisie pour représenter un systéme donné sous des
conditions expérimentales données. Les principaux points traités dans chaque chapitre sonf

détaillés ci-apres.

1% Chapitre : Introduction i la représentation de systémes sur des bases orthogonales - Cas
des filtres FIR et Laguerre

Ce chapitre commence par introduire les différents principes relatifs au produit scalaire et 2

I’orthogonalité 3 travers la représentation de systémes sur la plus simple des bases

orthogonales, celle des fonctions dirac delta, dont la transformée en 2 représente les filtres a

réponse impulsionnelle finie (filtres FIR). La seconde partie de ce chapitre est consacrée a
I’étude de la base des fonctions de Laguerre, qui posséde un paramétre supplémentaire : le
pdle de Laguerre. C’est pourquoi, cette base est plus adaptée a la représentation de systémes

amortis ayant une dynamique dominante.

{

2°™ Chapitre : Représentation de systémes sur des bases orthogonales - Cas des filtres de
type Meixner, de Kautz, de la BOG et de type Meixner Généralisée

Ce chapitre s’inscrit dans la continuité du premier. Trois bases de fonctions orthogonales

existant dans la littérature y sont étudiées : la base de type Meixner, la base de Kautz et la base

orthogonale généralisée (BOG).

La base de type Meixner comporte, en plus d’un pdle réel et unique, un degré de
généralisation. Celui-ci apporte plus de souplesse lors de I’identification de systémes ayant
- des conditions initiales mal connues. La base de Kautz admet deux pdles complexes
conjugués et est, de ce fait, plus appropriée a la représentation de systémes oscillants.
Finalement, la BOG englobe a la fois la définition des bases de fonctions dirac delta, Laguerre

et Kautz, parce qu’elle admet un nombre queléonque de pbles réels ou complexes conjugués.

! espace des fonctions de carrés sommables.
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Apres avoir étudi€ ces trois bases, il nous a semblé intéressant, d’en proposer une nouvelle : la
base de type Meixner généralisée. Elle généralise, comme son nom I’indique, la définition de
la base de type Meixner a plusieurs pdles réels. Ainsi, elle est plus adaptée a I’identification de

systemes ayant plusieurs dynamiques, & partir de conditions initiales mal connues.

Les principaux points abordés dans les deux premiers chapitres, pour chacune des ces bases,

concernent :

> la complétude de 1’espace qu’elles engendrent,
> le calcul et la convergence des coefficients de Fourier,
> la convergence de la série infinie,

> lareprésentation dans I’espace d’état.

3% Chapitre : Choix des péles - Conditions d’optimalité
La décomposition d’une fonction de transfert d’un modele surparamétris€, sur des bases
orthogonales, permet, dans certains cas, d’obtenir un modéle d’ordre réduit. Pour cela, il faut
que le choix des pdles soit optimum. En effet, un tel choix minimise le nombre de filtres
nécessaires a I’approximation de la fonction de transfert et, par la méme occasion, le nombre
total de parameétres dans le modele final. Dans ce cadre, le calcul des pbles optima passe
obligatoirement par la résolution d’équations algébriques connues sous le nom de conditions

d’optimalité (CO).

A partir d’une étude bibliographique détaillée des CO des fonctions de Laguerre, de Kautz et
de type Meixner, nous avons développé dans ce chapitre, ce qui constitue une des
contributions majeures de notre theése: les CO de la base orthogonale généralisée. Elles
concernent le choix des poles réels de la BOG. Deux cas de figure y sont traités. Le premier
est relatif & une excitation blanche ou impulsionnelle, engendrant des sorties de filtres
orthogonales. Alors que le second traite de signaux d’excitation colorés. Celui-ci introduit une
difficulté supplémentaire, car les sorties de filtres ne sont plus orthogonales. Plusieurs

exemples d’illustration agrémentent ce chapitre.
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4™ Chapitre : Identification de systemes linéaires sur la base des filtres orthogonaux -

Extension aux systemes non linéaires par une technique multimodéle
Le dernier chapitre est consacré a I’identification de systémes & partir de leur réponse & un
signal d’excitation suffisamment persistant. Le point original concerne I’optimisation des
poles de la BOG, lorsqu’un nombre fixe de filtres est utilisé. Ces algorithmes sont d’abord
présentés dans le cas monovariable, puis élargis au cas multivariable. Notre travail s’inscrit
dans la continuité de la thése de S.B. Ekongolo (1996) et de notre projet de DEA [Malti,
1995].

De plus, une extension 2 I’identification de systémes non linéaires par multimodeles a base de
fonctions orthogonales est présentée dans la derni¢re partie de ce chapitre. La aussi,
I’estimation des pdles de la BOG joue un role important. Elle est examinée dans un exemple

issu de la littérature.



Chapit‘%

Introduction d la Représentation de Systemes
sur des Bases Orthogonales - Cas des Filtres FIR et Laguerre

Sans langage commun
les affaires ne peuvent étre conclues.

Confucius







1. Introduction

La représentation de systémes sur la base de fonctions dites orthogonales présente le grand
avantage de s’exprimer de facon linéaire par rapport aux coefficients de Fourier, une fois les
parametres non linéaires (pbles) fixés ; ceci confere a ce mode de représentation des propriétés

statistiques tres intéressantes pour I’identification de systémes.

Il est toutefois important, avant d’entamer une démarche d’identification, d’effectuer une
étude que nous qualifions de « mathématique » sur la représentation et I’approximation de
fonctions connues, pouvant décrire une classe de systémes physiques, sur la base de fonctions

dites orthogonales.

Les systémes traités dans ce chapitre sont linéaires, invariants dans le temps (LTI), causaux et
asymptotiquement stables. Ils sont décrits soit par une équation de différence, une réponse
impulsionnelle discréte ou une fonction de transfert. De par le domaine de définition de toute
réponse impulsionnelle: [0, oo[, et de ses spécificités vis-a-vis la classe de systémes
considérée, toute réponse impulsionnelle est une fonction de carrés sommables dans
I’intervalle [0, oo[. Elle apparﬁent, de ce fait, & ’espace de Lebesgue 82[0, oo[. De méme, sa
transformée en 2, représentant une fonction de transfert, est analytique a I’extérieur du cercle

unité et continue a 1’extérieur et sur le cercle. En conséquence, elle appartient a 1’espace de

Hardy H2(D®), ot D désigne le complément du cercle unité dans H.

Ce mode de représentation sera étudié indifféremment dans 1’'un des deux espaces, car les

fonctions dites orthogonales dans HZ(Dc) représentent les transformées en 2 des fonctions
dites orthogonales dans ZZ[O, o[, de la méme maniere que les fonctions de transfert

représentent la transformée en 2 des réponses impulsionnelles.

Les polyndmes orthogonaux de Legendre, Krawtchouk, Chebysheve et Hermite, formant une
base compléte respectivement sur les intervalles [0, N], [0, N] (N entier positif), [0, 27], [-oo,
o] (voir [Szego, 1930, §2.4, p.29] pour plus de détails) et non sur I’intervalle [0, oo[, sont

exclus de cette étude.
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En revanche, les fonctions dirac delta, Laguerre, type-Meixner, Kautz ainsi que les fonctions
issues de la base orthogonale généralisée forment une base orthogonale compléte dans ¢2[0,c9].
De méme, leur transformée en 2 forme une base orthogonale compléte dans H%(D). Elles

feront donc I’objet de cette étude.

La base orthogonale compléte la plus connue en automatique est incontestablement la base
des fonctions dirac delta ({Ox}n=0,1, .., qui vaut 1 si k = n et zéro autrement). Sa transformée
en 2 engendre les filtres a réponse impulsionnelle finie (FIR filters). Nous commencerons
notre étude par cette base de fonctions, afin d’introduire la notion d’orthogonalité et de
présenter les principales propriétés qui lui sont associées. Nous examinerons, par la suite, la
base des fonctions de Laguerre, qui dépend essentiellement d’un seul parametre, appelé pble
de Laguerre et qui est, de ce fait, plus adaptée a la représentation de syst&éme ayant une

dynamique dominante.

2. Base des fonctions a réponse impulsionnelle finie

Considérons un systéme discret, linéaire, invariant dans le temps (LTI) et causal, dont la
réponse impulsionnelle, g(k), est stable et la fonction de transfert, G(z), de ce fait, analytique a
Pextérieur du cercle unité. Il est décrit par son équation de sortie y(k) en fonction de 1’entrée
u(k) et d’une séquence stationnaire, stochastique, de moyenne nulle, E{v(k)} =0, de matrice
de covariance connue. Notons g I’opérateur avance et G(¢) I’opérateur représentant la fonction

de transfert dans le domaine temporel. Alors y(k) s’écrit :
y(k) = G(q)ulk)+v(k) (L.1)

La sortie de tout systéme, respectant ces caractéristiques, peut étre exprimée en fonction de
I’entrée 2 tous les instants précédents pondérée par la séquence des coefficients, g,, appelée

communément séquence des paramétres de Markov.

y©)=3 gule-myv®) - - a2

n=0
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Intuitivement, la réponse impulsionnelle g(k), vient d’étre exprimée, de fagon exacte, sur la
base orthonormée des fonctions discreétes dirac delta. Les trois représentations suivantes
décrivent, de facon équivalente, le systeéme originel dans ladite base, la premiére utilisant sa
réponse impulsionnelle, la deuxiéme sa transformée de Fourier discréte et la derniere sa

fonction de transfert.

gk)=2 2.5, (13.2)
n=0
G(e®) = i g™ (L.3.b),
n=0 .
G(z)= i g,2" (1L3.c)
n=0

Avant de poursuivre ce raisonnement, définissons la notion d’orthogonalité, qui vient d’étre

évoquée, pour trois catégories de fonctions :

> les fonctions de carrés sommables, pouvant représenter la réponse impulsionnelle de

la classe de systémes considérés,

> les fonctions complexes continues sur le cercle unité, pouvant représenter la

“transformée de Fourier discréte de la classe de systémes considérés et, enfin,

» les fonctions complexes analytiques a I’extérieur du cercle unité et continues a
I’extérieur et sur le cercle unité, pouvant représenter des fonctions de transfert de la

classe de systémes considérés.

11 est & souligner que les trois définitions suivantes sont équivalentes. En effet, le théoréme de
Parseval permet de passer de la premicre a la deuxiéme et un simple changement de variable

de la deuxiéme 2 la troisi€me.

Définition 1.1
Une séquence de fonctions {d,,(k)}, k e N, forme un ensemble de fonctions orthogonales dans

I’espace de Lebesgue, [0, <[, si et seulement si le produit scalaire défini par :
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(€,().8,(k) =Y &,(k)é (k)
k=0
vaut (CpnOum), pour tout n, m € N*¥, Cym e R. &

Définition 1.2
Une séquence de fonctions (B}, ® € [-w, =], forme un ensemble de fonctions

orthogonales dans I’espace de Hardy, HX(T), si et seulement si le produit scalaire défini par :

(B8 =55 [2. e o
vaut (CpmOum), pour tout n, m € N*, Cp € R. &
. Définition 1.3

Une séquence de fonctions {&,(z)}, z € C, forme un ensemble de fonctions orthogonales dans

I’espace de Hardy, H*(D®), si et seulement si le produit scalaire défini par :

1 L
2 (z).28 =—209¢2Z ¢ (k) _z7'd
(2,(2).8,() ani @Bl ()} 7z
vaut (Cppm Opm), pour tout n, m € N¥, Cyp € R. ‘ &
Remarque
Si de plus C,,, vaut 1, les fonctions sont dites orthonormales ou orthonormées. x

Tout au long de ce document, on fera fréquemment appel aux définitions I.1 et 1.3 selon que

I’on traite de la réponse temporelle d’un systeme ou de la réponse fréquentielle.

Notons que les expressions (I.3) représentent des sommes infinies. Dans la pratique, le calcul
de tous les coefficients g, est, bien sfir, impossible. Pour pallier cette difficulté, la solution
envisagée est d’approcher la somme infinie par une somme finie. On est donc directement
confronté a la théorie de 1’approximation fonctionnelle. Le lecteur peut se référer a [Szegd,

1930] pour plus de détails.
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La troncature n’est possible que si les séries (1.3) sont convergentes. Comme nous allons le
montrer, dans la suite de cette section, pour tout systéme stable, la séquence des paramétres de
Markov tend obligatoirement vers zéro quand n tend vers l’infini. Par conséquent, la
troncature de la réponse impulsionnelle & n = N termes (avec N < oo) est possible. Ceci conduit
a un modele a base de réponse impulsionnelle finie (c¢f. 1.4) (Finite impulse response —FIR—

model). I1 admet une représentation en réseau assez simple comme le montre la figure L.1.

y©)=3 gulk-m)y+ " g, ull—n)+>(k) 14

n=0 p=N+l -
(k)

J

ou I’erreur de modélisation, €(k), est composée de I’erreur de troncature et du bruit originel.

Figure 1.1 - Réseau de filtres FIR

2.1 Calcul des coefficients de Fourier liés aux fonctions oxn

Le probléme posé concerne le calcul des coefficients optimaux, au sens du critére quadratique,
de la décomposition de la fonction de transfert G(z), sur la base d’un réseau tronqué a N filtres
FIR.

L’erreur de troncature, e, (k), peut s’écrire sous 1’une des deux formes suivantes :

ey (k)= igns,m (1.5.2)

n=N+1
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N
ey(k)=g(k)- > 8,5, (L5.b)

n=0
La formulation (1.5.b) faisant intervenir une somme finie est souvent préférée a (1.5.a).

L’erreur quadratique, Jy, indépendante du nombre de points (k), est définie comme étant la

norme quadratique de I’erreur de troncature :

Jy = ”eN (k)"z = (eN (k). ey (k)> ’ (1.6.2)

Si 1’on remplace en(k) par 1’une des deux formules (I.5.2) ou (L5.b) et si I’on utilise la

propriété d’orthogonalité des fonctions &, on aboutit 2 I’une des deux relations suivantes :

Ty = igi (L6.b)
n=N+1
2 N
Ty =[e®] - X g2 (L6.)
n=0

La minimisation du critére quadratique Jy (voir plut6t (1.6.a)) par rapport aux coefficients de

Fourier g, conduit a :

LI @<aew—(k),e,v(k)>=o
g

n

ag n n=0

@< 0 [g<k)—ignsm],e,v<k>>=o

Une fois de plus, la propriété d’orthogonalité est utilisée pour écrire :

<5kn’i gnakn> = <8kn’ g(k)>

n=0

g, = (8, 8(k)) (L7.2)

g, = g(n) (L7.b)
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Ce résultat, _bien connu, exprime les coefficients des ‘filtres FIR comme étant la réponse

impulsionnelle du systeme aux différents instants.

Remarques
1. Si I’on remplace la base FIR par une autre base de fonctions orthonormées, les équations

(I.6.b et c) restent valables.

2. De méme, le calcul des coefficients g, en utilisant (1.7.a) s’étend aux autres bases de

fonctions orthogonales. En effet, il suffit de remplacer &, par les nouvelles fonctions. [

Puisque le produit scalaire s’exprime également comme une intégrale dans le plan complexe,
on peut calculer les coefficients g, en appliquant le théor¢me des résidus a 1’équation

suivante :
| -
g, =(Glz).z")= 2—nj§G(z)z" z7dz, @.7.0)
T

Rappelons que les g, représentent les coefficients des différentes puissances de z”!, comme le
montre I’équation (I.3.c). En conséquence, on peut également les retrouver en effectuant une
division polynomiale du numérateur de G(z) sur son dénominateur, selon la technique connue
sous le nom de « Partial fraction expansion ». Selon cette technique, 1’erreur commise, lors

d’un développement & I’ordre N s’écrit :

Ev(2)= G(z)—ﬁog,,z-" .

Elle correspond 2 la transformée en 2 de (1.5.b).

Exemple 1.1
Soit g(k) 1a réponse impulsionnelle d’un systeme que I’on souhaite décomposer sur la base des

filtres FIR.
g(k) =3(0.75)F +2(0.8)%, k=01, ...

1. Les coefficients de la décomposition s’obtiennent directement en appliquant 1’équation

(I.7.b), ce qui donne :
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gs(k) = 5.00614) + 3.858k1 + 2.976k2 + 2.295}(3 + 1.778k4 + 1-376k5 + 1.066k6 + 0.828k7 + O(Sks)

2. Si Ton dispose, & présent, de la fonction de transfert G(z), au lieu de sa réponse

impulsionnelle :

Gla)= 3(2 —2.75) +2(z —ZO-sj ’

on peut, alors, calculer les coefficients de la décomposition, soit en résolvant 1I’intégrale

(I7.c) par application du théoréme des résidus, soit en effectuant une division polynomiale

du numérateur de G(z) par son dénominateur. Dans les deux cas, on obtient :
Gs(2) =5.00 +3.85z" +2.97 7% +2.29 77 +1.77 74 +1.372° + 1.06 2° + 0.82 7

L’erreur quadratique normalisée (Normalized Mean Square Error -NMSE-), résultant de

cette approximation est, selon (1.6.c) :

7
5 L@ -2
d =0 _311%

lsF ~ Je®)

Notons que les coefficients de 1a décomposition tendent asymptotiquement vers zéro quand

I’ordre de la troncature N tend vers 1’infini.

Ce résultat est-il valable pour tout systéme stable ? C’est la question a laquelle nous

tacherons de répondre au prochain paragraphe.

2.2 Convergence des coefficients et de la série des filtres FIR

A partir du moment ot I’on dispose d’une base orthogonale compléte dans H*(D), ce qui est
le cas pour les fonctions z” (n > 0), toute fonction (de transfert) G(z), appartenant a HZ(DC),

s’exprime de fagon exacte sur cette base :

G(z)=Y.¢,2" | (1.8)

n=0

En pratique, une troncature & I’ordre N est souvent effectuée, car il n’est pas souhaitable de

calculer une infinité de coefficients. Cette troncature n’est, cependant, possible que si, d’une
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part, les coefficients g, convergent vers zéro et d’autre part la série (I.8) est convergente. C’est
pourquoi, nous nous proposons d’étudier les conditions de convergence associées a chacune

des bases étudiées, lorsque la fonction de transfert G(z) contient P pbles distincts :

G(z)= Z (1.9)

Bz
- Zi

Le calcul de I'intégrale (I.7.c), a2 1’aide du théoréme des résidus permet d’obtenir les

coefficients g, de la décomposition de G(z) sur la base des filtres FIR :
P

8.= 2 Bz 1.10)
i=1

A partir de ce résultat, on peut réécrire (1.8) ainsi :

oo P
G(z)= Z(Z Biz,-")z"‘ (L11)

i=1

Notons que g, (I.10) et G(z) (I.11) représentent des sommes de P séries géométriques, dont les

raisons sont respectivement z; et z; 7.

2.2.1 Convergence des coefficients de la décomposition

La convergence des coefficients g, quand n tend vers l'infini, est liée a la convergence des
séries qui la composent. Celle-ci est assurée si la norme de la plus grande raison, notée ry, est
inférieure a 1. En conséquence, le péle dominant z ainsi que tous les pdles de G(z), doivent

&tre a I’intérieur du cercle unité :
e)<le, <1 Visv2eef, 1P @.12)

On conclut que les coefficients de la décomposition d’une fonction de transfert stable ayant P

pdles distincts sont toujours convergents.

2.2.2 Convergence de la série des filtres FIR

Cette section est consacrée a la détermination du domaine de convergence de la série (1.11)

dans le plan de la transformée en 2.
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G(z) étant constituée d’une somme infinie de P séries géométriques, dont les raisons sont

z,-z'1 , Sa convergence est assurée, si les normes de toutes les raisons sont inférieures a 1 :

|z,.z‘1|<1 Vi=1,2,,f,f+1---P

» Puisque Iz,.| < 1, pour tout systeme stable,

lzl > 1 (1.13.2)

constitue une condition suffisante de convergence de (I.11). Elle est cependant

restrictive.

» La condition nécessaire et suffisante est explicitée par :

>z, |2fe]  Vi=L2,f, f 41 P (L13.b)

Graphiquement, le domaine de convergence de la série (1.11), sur le plan de la transformée en
2, est défini par 1’extérieur du cercle dont le centre est a I’origine et dont le rayon correspond a

la norme du péle dominant de G(z).

1.5
Zone de convergence
1L de la condition
restrictive (1.13.2)
0.5
. convergence:
R sclon(13b) Zones de convergence
= S de la condition non
e 7 restrictive (I.13.b)
0.5 e = "
-1
-1.5 - . .

Figure 1.2 - Zone de convergence de la série FIR sur le plan de la transformée en 2
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2.3 Représentation dans I'espace d’état

A partir de ’équation (L.4) et de la figure L1, on peut définir les variables d’état, comme étant

les sorties des filtres FIR. Il est alors facile d’établir I’équation d’état d’un réseau tronqué 4 N

filtres :

X(k +1) = AX (k) + Bu(k) (1.14.2)

y(k) = CX (k) + Du(k) | (1.14.b)
000 0] 1] (g, T [ x, (k)]
100 O 0 g | x,(k)

avec A={010 O B=|0|, C=|g;|;D=[g]etX(k)=|x,(k) (1.14.c)
00 10] 0] 8w ] | xy (k)]

La matrice A, les vecteurs B et C ainsi que le vecteur d’état X(k) sont de dimension N.

Exemple 1.2

On reprend le systeéme, de I’exemple 1.1. Sa représentation dans 1’espace d’état est définie par
les équations (I.14.a et b) ou la matrice A et le vecteur B sont de dimension huit et ou la
matrice d’observation, également de dimension huit, est constituée de 1’ensemble des
coefficients de la décomposition calculés précédemment: C = [5.00, 3.85, 2.97, 2.29, 1.77,
1.37, 1.06, 0.82].

2.4 Conclusions

Comme nous I’avons montré au paragraphe 2.2, la représentation par une série de filtres FIR
peut €tre congue pour approcher tout systeéme asymptotiquement stable. Cependant, une
question inévitable que 1’on est en droit de se poser est : comment choisir 1’ordre de troncature

N, afin d’obtenir une représentation adéquate d’un systéme au sens d’un critére donné ?

Afin d’y répondre, nous nous référerons a 1’inégalité (I.12), pour affirmer que la norme des
raisons des séries géométriques exprimées par (1.10), et de ce fait la vitesse de convergence,
sont fortement liées a I’emplacement du pdle dominant. Ainsi, un pdle voisin du cercle unité

génere une série géométrique, dont la norme de sa raison est proche de 1. Par conséquent, la
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vitesse de convergence des coefficients est faible. Ceci est parfaitement explicable, car un
modele FIR reflete directement la réponse impulsionnelle du systéme (c¢f L.7.b). Dés lors,
Pordre de la troncature doit étre élevé quand le systéme discret posséde des dynamiques

lentes,

Les poles et les zéros proches du cercle unité sont trés courants. En effet, il est bien connu
que, pour un bloqueur d’ordre zéro associé a un systéme continu, les pdles sont définis par

I’équation : z; = "™ ol p; représente le pole continu et z; son équivalent en discret. Ainsi,
il est facile de voir que pour des fréquences d’échantillonnage élevées la norme des poles est
proche de 1. Par ailleurs, des fréquences d’échantillonnage relativement élevées sont
conseillées pour la commande numérique (¢f. [Middleton, et al 1990]). De facon similaire,
pbur une modélisation purement auto-régressive (AR) les zéros, proches du cercle unité,
ralentissent la convergence des coefficients (moments) temporels (voir [Wahlberg, 1991] ou

[Lindskog, 1996] pour plus de détails).

L’ordre de troncature, N, des modeles FIR est alors fortement lié a la fréquence
d’échantillonnage T,. Ainsi, quand T, tend vers zéro 1’ordre doit tendre vers l'infini afin
d’approcher au mieux le comportement du systéme. Il serait intéressant d’utiliser des modeles

de représentation moins sensibles au choix de la période d’échantillonnage.

En conclusion de cette section, on dira qu’il convient de chercher une autre base de
décomposition de systéme, qui garde le principal avantage des filtres FIR, & savoir une
représentation linéaire par rapport aux paramétres 8k et qui, de surcroit, est moins sensible a
l’emplacemeﬁt du pdle ou du zéro dominant. Le probleme se résume donc a choisir

intelligemment la base de fonctions #(k) pour mieux approcher g(k) et permettre ainsi une

troncature & un ordre N peu élevé pour la représentation suivante :

g<k>z§0gna,<k>.
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3. Base des fonctions de Laguerre

Nous venons de présenter 1'inconvénient majeur des modeéles FIR. 1l semble évident que le
choix de la base dépend de la nature du systtme que I’on cherche & approcher. En
conséquence, une base relativement simple sera choisie pour décrire des systémes amortis et
une base plus complexe sera nécessaire pour représenter des systémes sous-amortis ou 2

plusieurs pdles distribués.

3.1 Définition des fonctions de Laguerre discrétes

 Trois approches différentes ont été€ utilisées pour la synthése des fonctions de Laguerre

discrétes.

N

» La premiére présentée par Arnold, (1966) consiste a appliquer le processus
d’orthogonalisation de Gramm-Shmidt (voir [Landesman, 1992]), & un ensemble

particulier de séquences lin€airement indépendantes.

» La seconde, présentée par King et Paraskevopoulos, (1977), consiste & génerer les
polyndmes de Laguerre discrets a partir des polyndmes de Meixner, introduits par

Meixner (1934) et a calculer leurs transformées en 2.

» La troisiéme approche est due & Roesch, (1973). Elle consiste a discrétiser, les
fonctions de Laguerre continues, en calculant leurs transformées en 2 par exemple.
Bien qu’elle soit moins connue, la définition qu’il obtient est plus générale parce
qu’elle génére des fonctions orthogonales par rapport a une fonction de pondération
dépendante du temps. Cette définition peut se ramener, aux deux précédentes,
moyennant un choix particulier d’'un parametre. Nous reviendrons sur ce sujet an

paragraphe 3.2.

Les polyndmes de Laguerre discrets sont un ensemble de polynémes réels de degré n, définis
causaux sur I’indice temporel k et dépendants d’un paramétre réel &, compris dans I’intervalle
1-1, 1[ et qui joue le rdle de facteur d’échelle. Nous avons adopté la notation de Tanguy,

(1994) qui les présente ainsi :
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min(n k) 2 _ i
p,,(k,é) = {Anck§2k} g 2 Cnck(géz l) . 1L15)

oun=0,1,2,... et ol I’'opérateur A est défini par : Af (k)= f(k+1)- f(k—-1).

Les fonctions de Laguerre discrétes sont directement issues des polyndmes de Laguerre

discrets par la relation :
k
L(kE)=41-E (t%;pn (k.€) (L16)

En combinant (I.15) et (1.16), on obtient les expressions analytiques des fonctions de Laguerre

discretes dans le domaine temporel :

min(n,k) 2 _ 1}/
L(k,&)=A1-87E*(-E)" 3, C"Ck(&gz 1) @17

j=0

On vérifie aisément, qu’elles satisfont a la condition d’orthogonalité, énoncée par la définition

L1 (p. 9), puisque la relation suivante est satisfaite quel que soit » et m éléments de N*:

(1,(k,E)1,(k.E) =5, (L.18)

Les trois premiéres fonctions sont présentées ci-dessous et tracées sur la figure 1.3.

lo(k/&,):\/l_gz ¢

(k)= —Jl—&?ak“[ (

Z_IH
lz(k,&)=ﬁ—_&2ak+2{1+[(ﬁz—12)(;&”1)} (ag j }

Comme le montre la figure 1.3, I’allure des fonctions de Laguerre discrétes est semblable a des

transitoires oscillants amortis. Ceci leur confére une adéquation pour la représentation de

signaux et systémes fortement amortis.
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04

02f Ntz e A— :

0 50 100 150
Figure 1.3 - Trois premiéres fonctions de Laguerre discrétes pour £ = 0.9

La transformée en 2 de la n"™" fonction de Laguerre est donnée par :

(1.19)

L(z.8)= “z__iz[lz‘_%)

Complétude de I’espace engendré par les filtres de Laguerre
[Wahlberg, 1991] démontre, dans le lemme 2.2, que le développement d’une fonction G(z),
appartenant & H%(D%), en fonctions de Laguerre est complet si -1 < £ < 1. Ce lemme permet de

formuler G(z) de facon exacte, a I’aide d’une série infinie de fonctions de Laguerre :

Glz)= iog,,L,, (z.€) (1.20.2)

ou G(z)= —“1_'&"222 gn(1-§z)” (1.20.b)

3.2 Fonctions de Laguerre pondérées

La définition des fonctions de Laguerre pondérées, proposée par Roesch, (1973), est plus
générale que la précédente (1.17 ou 1.19), car elle permet d’exprimer 1’orthogonalité, par

rapport a une fonction de pondération non constante. Cependant, elle ne génére pas de
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fonctions orthonormées. C’est pourquoi, nous utiliserons, une fois de plus, la notation de

Tanguy, qui introduit un parametre de normalisation.

Les fonctions de Laguerre pondérées, peuvent étre définies, & partir de (I.17), en y ajoutant un

facteur d’amortissement b>0:
17k Eb)=b"1,(k,E)

Leur transformée en Z est :

L(z.&b)= 1/1—&2(2 -Zﬁbj(lz):?b] (1.21)

La démonstration d’orthogonalité, par rapport 4 la fonction de pondération w(k) = b, se fait
directement en utilisant la relation (1.18) entre les fonctions de Laguerre définies

précédemment (1.17) :

oo

(0 (k. 8) 1, (kE)) = 2B, (,E) =3, 1.22.2)
= 31,21 (kB =5, 1.22)
= (11 (k,&) 11 (,E)), s = 8, 1.22.0)
Remarque

Tanguy impose que le facteur d’amortissement b soit positif. Il est, toutefois, important de

signaler que :
» sib e ]0, 1], 1a fonction de pondération est divergente,
> lorsque b = 1, la définition des filtres de Laguerre classiques (I.19) est obtenue,

» seul I’intervalle b € ]1, E1[ assure 2 la fois la stabilité des filtres de Laguerre et la

convergence de la fonction de pondération,

» sibe ]&'1, o[, les filtres de Laguerre (1.21), sont instables. X
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Sur les figures I.4.a et 1.5.a sont tracées les quatre premiéres fonctions de Laguerre, pour une

fonction de pondération respectivement divergente et convergente.

3 s z : 500 i : :
04 ' ; ' :
0'3 4000-.“M.“.“....“..,...;....u.......,,.. -
0.2 : H :
0.1 3000- ..................... ...................... E ....................... .................... B
0 : |
2000_ ...................... ....................... . ........................ .................... .
-0.1 i i :
-0.2 QOO+ A ]
-0.3 : . : : ’
4 5 10 15 20 % 5 10 15 20
(@) ®)
Figure 1.4 - (@) Quatre premiéres fonctions de Laguerre pour £=0.9 et 5 = 0.8.
(b) fonction de pondération divergente 0.8%)
2.5 T T H 1 T ! T
150 200 250 100 150 200 250
(@) (b)

Figure L5 - (@) Quatre premiéres fonctions de Laguerre pour & = 0.9 et b = 1.05.
-2k
)

(b) fonction de pondération convergente (1.05
3.3 Réseau de filtres de Laguerre

Les fonctions de Laguerre, présentées au paragraphe 3.1, possédent des transformées en 2

permettant d’établir la relation de récurrence suivante entre elles :
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-

L)

(1.23)

L(z8)=

Les filtres, L,(z,£), n=0, 1, 2, ..., définis par (I.19) ou (1.23) sont communément appelés
filtres de Laguerre discrets. 1l est aisé de constater qu’ils sont stables si le pdle &, appelé pdle
de Laguerre, est choisi & I’intérieur du cercle unité. S’il est nul (§ = 0) on retrouve les filtres

FIR de la figure 1.1. En conséquence, les filtres de Laguerre discrets sont cons_idérés comme

une extension des filtres FIR. Ils ont I’avantage de pouvoir étre implantés en réseau :

Figure 1.6 - Réseau de filtres de Laguerre discrets

A T’origine de cette configuration, on retrouve les travaux de Wiener et Lee sur les fonctions
de Laguerre continues. En effet, Wiener, a remarqué que les transformées de Laplace des
fonctions de Laguerre peuvent étre utilisées pour la représentation de systtmes dynamiques et
qu’elles vérifient uhe relation de récurrence. Lee (1931) a implanté cette configuration sur un
circuit électrique de type RLC. Ensuite, le résean de filtres de Laguerre discrets a été
synthétisé par analogie au réseau continu. I est trés utilisé pour la modélisation, e.g.
[Wahlberg, 1991], [Mikild et al., 1994], [Lindskog, 1996], et la commande e.g.[Dumont et
al., 1986, 1991] et [Jordan, 1996] de systemes discrets.

Afin de pouvoir tronquer la somme donnée par 1'équation (L20) & N filtres de Laguerre, il
reste A vérifier que, d’une part, les coefficients g, de la décomposition d’une fonction de

transfert en filtres de Laguerre discrets sont convergents et que, d’autre part, la série (1.20.b)
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est elle-méme convergente. Mais auparavant, commencons par présenter les différentes

méthodes de calcul des coefficients de Laguerre.

3.4 Calcul des coefficients de Fourier liés aux fonctions de Laguerre

Comme pour les filtres FIR, les g,, n=0, 1, 2, ..., coefficients optimaux au sens du critére
quadratique, sont donnés par le produit scalaire de la réponse impulsionnelle du systéme, g(k),

par I’ensemble des fonctions constituant la base (cf. remarque 2 p. 13) :

8, ={s @)1, (k.8)) = X ), (k.8) (24.)

Le remplacement de l,(k, £) par sa définition, (1.17), conduit & des expressions temporelles
complexes. C’est pourquoi on privilégiera la représentation sur le plan de la transformée en 2

issue de la définition I.3. On détermine donc les coefficients de Laguerre, plus aisément, en

calculant I’intégrale suivante par le théoréme des résidus (voir par exemple [Kreysig, 1993]):

2, ={G().L,(z.€)) = J1-2 §G(z"l)(l;§zldz, (L.24.b)

am J (Z _ g)nﬂ

Il existe un moyen de calcul des g,, qui évite I’intégration sur le plan complexe. Pour qu’il soit
présenté, il est nécessaire d’établir, au préalable, le lien entre les fonctions de Laguerre et la

transformée bilinéaire.

3.5 Transformée bilinéaire discréte
Définie par (1.25), elle transforme le cercle unité du plan de la transformée en 2 dans le cercle

unité.

4 1-& 1+w™E
="
z-& w +&

(I1.25)

La relation qui lie la transformée bilinéaire aux filtres de Laguerre se refléte a travers la
variable w qui représente sur la figure 1.6, les blocs passe-tout, permettant d’établir le lien

entre un filtre d’ordre n (n =0, 1, ... N —1) et celui d’ordre supérieur.
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Ainsi, ’application du changement de variable (I.25) a I’équation (I.20.b) permet d’écrire :

g G[l-l—w”&]_ J1-8

1+Ew? T\ wl+E ) 1+Ew™ gw)= Zﬁ g™

k=1

= g(w")= \/Fl_?[gwi(&gk-ﬁgk)w""] 126)

(w™') est couramment appelée la transformée bilinéaire ou la transformée en w de g(?).
PP g

L’équation (1.26) montre qu’il existe une relation linéaire entre les coefficients de Laguerre et

les coefficients du développement de la fonction g(w™) en série de w™'. Par conséquent, quand

la fonction de transfert G(z) est connue, le calcul des coefficients de Laguerre, peut se faire en
€crivant la transformée bilinéaire ¢(w'1), via le changement de variable (1.25), puis en

effectuant une division polynomiale du numérateur de ¢(w'1) sur son dénominateur.

Exemple 1.3
Reprenons I’exemple 1.1 ou I’approximation de la fonction de transfert G(z), réécrite ci-

dessous, sur la base de huit filtres FIR, a été étudiée.

Z Z
G(z)= 3(Z Y 5) +2(Z — 0.8) , A 1.27)

En fixant le pble de Laguerre 2 proximité des pdles du systeme, & =.77 par exemple, le

changement de variable (1.25) s’écrit :

o 1=z
T z-077

_1+wl077
T owl+077

La transformée bilinéaire de G(z) qui en résulte est la suivante :

()= 64.16w™ —2479.5w™' —33283
= saw —2704
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Si I'on effectue une division polynomiale du numérateur de ¢(w'1) sur son dénominateur, on

obtient le développement de la fonction ¢(w"l) en série de w:

g (W) =12308+9.549w™ + 0102w +0.038w™ +0.002w™ + O(w™),

Ensuite, en utilisant (1.26), on calcule les coefficients de la décomposition de G(z) en

fonctions de Laguerre :

5
G(z) = 7854L,(z,0.77)+ 0.045L (2,0.77) + 0.030L,(z,0.77) + 0.001L,(z,0.77) + 0[(12-:—_%7—777?) ]

(1.28)

Lorsque I’on tronque au premier terme (N = 0), la NMSE vaut :

I o) - g

el ~ Jer

Notons que les coefficients de la décomposition, dans (1.28), tendent asymptotiquement vers
zéro quand I’ordre de la troncature tend vers I’infini. Ce résultat est-il généralisable pour tout

systéme stable ? Nous ticherons de répondre a cette question au prochain paragraphe.

3.6 Convergence des coefficients de Fourier et de la série de Laguerre

Rappelons que toute fonction (de transfert) G(z), appartenant & H(D®), peut s’exprimer de

facon exacte sur la base d’une somme infinie de filtres de Laguerre :

G(z)= 2) g,L,(z.8) (1.29)

Cependant, afin de pouvoir tronquer la série infinie a N termes, il faut qu’elle soit
convergente. Vérifions, tout d’abord, sous quelles conditions les coefficients g,, sont
convergents et cherchons ensuite, s’il existe, un domaine de convergence en % de la série
(1.29). Comme pour les filtres FIR, cette étude sera faite pour la fonction de transfert G(z)

ayant P pdles distincts :
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P .
G(z) = Zﬁ-' (1.30)

i=1 £ —%;

3.6.1 Convergence des coefficients de la décomposition

" Les coefficients de la décomposition de G(z) sur les fonctions de Laguerre, g, sont calculés, a

partir de I’intégrale (I.24.b) :

g = <G(Z), L,l(z-l,&» — ﬁ&[i BizZiJ(l—gz“I&)” " \dz

; B{_____zi_g)” avec B’————“l-_{:’2
i=l 11"&2.’ l l_gzi

Notons que g, évolue selon P séries géométriques dont les raisons sont :

B (L31)

r=w, ==t Vi=12,f,f+L---P 1.32)

Ces séries sont toutes convergentes si ]la raison dominante, notée lwyl, est inférieure a 1. Il est
donc nécessaire que la norme de toutes les raisons soit également inférieures a 1. Par

conséquent, la condition de convergence s’écrit :
wislw <1 Vi=1205,f41P 1.33)

En conséquence, les coefficients tendent asymptotiquement vers zéro quand n tend vers
I’infini, si tous les pdles w; sont a I'intérieur du cercle unité de la transformée bilinéaire.
Puisque I’image du cercle unité, par la transformée bilinéaire inverse, est le cercle unité, la
condition de convergence des coefficients de Fourier, sur le plan de la transformée en 2, est
directement liée a la condition de stabilité de la fonction de transfert & décomposer. Il est, par
ailleurs, évident que la vitesse de convergence, symbolisée par wrl, dépend de l’emplaceinent,

non seulement des pdles de G(z), mais aussi du pdle de Laguerre.

3.6.2 Convergence de la série de Laguerre

En remplacant la définition des fonctions de Laguerre dans (1.29), on obtient :
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(I1.34.a)

G(z)=—ﬁ;—§iign(lz‘—_§g-j"

n=0

Ensuite, en insérant I’expression des coefficients de Fourier (1.31) dans (1.34.2), on parvient 2 :

G@:;go . %;ig(f?g)(lzi—@n[lz_@n (-34:b)

_ 3 RS Z,-—ﬁl—ﬁz ' ' Bi(l_gz)
G(z)—;B,. ;(_1_&1' Z_&) avec B, _—(1‘&,')(2‘}3) (1.34.0)

A partir des équations (1.34), on peut aborder le probleme de la convergence de la série de

Laguerre de deux manieres différentes.

3.6.2.1 Condition restrictive

Les coefficients de Fourier g, étant convergents (cf. § 3.6.1), on s’intéresse uniquement 2 la

1-&

-

convergence de la série géométrique dont la raison est dans (1.34.a).

Sur le plan de la transformée bilinéaire (1.25), la solution est immédiate. Elle correspond a

I’extérieur du cercle unité :
W] > 1 (1.35)

Puisque I’image du cercle unité par la transformée bilinéaire inverse est le cercle unité, le
domaine de convergence de la série de Laguerre, sur le plan de la transformée en %,
correspond également a I’extérieur du cercle unité. L’inégalité (1.35) représente une condition

suffisante de convergence de la série (1.34)

3.6.2.2 Nouvelle proposition : condition non restrictive

Pour trouver la condition nécessaire et suffisante, on se référe a I’expression (1.34.c),
constituée d’une somme de P séries géométriques. Elles sont toutes convergentes si leurs

normes sont inférieures a 1.
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<I , Vi=L2,,f,f+1:--P (1.36)

Notons w; les pdles de G(z), sur le plan de la transformée bilinéaire, wy le pdle dont la norme
est la plus grande sur ce plan et zr son image par la transformée bilinéaire inverse. L’inégalité

(I.36) s’exprime, alors :

ww <l = > |2hw]  Vi=120f, f 41 P

En conséquence, le domaine de convergence de (I.34.c), sur le plan de la transformée

bilin€aire, correspond a I’extérieur du cercle de centre (0, 0) et de rayon ¢l (voir figure 1.7.a).
Le domaine de convergence sur le plan de la transformée en z peut étre déduit :

> soit en cherchant I’image de la transformée bilinéaire inverse du disque délimité par

le cercle dont ’équation est w = lwf Iefe ,08 €0, 2x],

» soit en résolvant directement (1.36) par rapport a z, sans passer par la transformée

bilinéaire.

Zf
1-2,€

calculé a partir des pdles de G(z) et de celui de Laguerre. On cherche donc, le lieu de z, qui

On préférera la seconde méthode tout en gardant la notation wy pour

qui peut étre

vérifie :
z—E 1-E, ~el | p

—<le > 1.37
1-8& z,-& |1‘§Z lwf‘ 137

En posant z = x + yj, ce lieu est enti¢rement défini parx ety :
2
& x?—28x+E2+y? > (1-28x + &7 +§2y2)wfl

= (1 - §2|wf Iz)[(x - x; )2 +y? - rfz] >0 (1.38.a)
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avec Xy =

Q) wlo-e)

TR o (1.38.b)

. . 7 . N 2 - LR 2z z :
Puisque & et wy sont inférieurs a 1, (1_ gZIW f| ) est toujours positif. Par conséquent, on déduit

de (1.38.a) que le domaine de convergence de la série (1.34.c), sur le plan de la transformée en

%, correspond a I’extérieur du cercle de centre (xs, 0) et de rayon 7y (voir figure 1.7.b)

1 0 1 T 0 1
(a) - Sur le plan de la transformée bilinéaire (b) - Sur le plan de la transformée en 2

Figure 1.7 - Zone de convergence de la série de Laguerre

Exemple 1.4

Reprenons la fonction de transfert de I’exemple 1.1 :

oo-{iarie)

Bien que les coefficients aient déja ét€ calculés dans I’exemple 1.3, on peut vérifier qu’ils

obéissent 2 la relation (1.28), que I’on réécrit ci-dessous pour tout§ :

_3fi-g (0.75—§)"+-2 1-€7 (08-¢ Y
5~ 1-2075)\1-a075) " (1-£08){1-Z08
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On souhaite étudier le domaine de convergence de la série de Laguerre associée & G(z),

lorsque & = 0.77. Pour ce faire on réécrit cette série  partir de (1.34.c) :

290 1-077z Y 212
G —_
(e)= (z —077)2( 005z-—0.77) Te—01n) &~

(0081 0772)
n=0

z—077 (1.39)

Il est évident qu’elle est convergente si la norme des raisons des deux séries géométriques qui
la constituent est inférieure & 1 pour tout z :

z—0.77 z—0.77

————>005 et ————>008

=077z > % 107727
A partir de (1.38.a), on conclut que la premiére inégalité exclut du domaine de convergence le
disque délimité par le cercle C;, de centre (0, 0.769) et le rayon r; =0.019. La seconde
inégalité exclut le disque délimité par le cercle C, de centre (0, 0.768) et de rayon r, = 0. 032
(voir figure 1.8.b). Le premier disque étant inclu dans le second, il aurait suffi de délimiter le
second, afin de déterminer le lieu de la variable z qui assure la convergence des deux séries

géométriques qui composent I’équation (I1.39).

Il est encore plus facile de trouver le lieu de convergence, sur le plan de la transformée

bilinéaire. La variable bilinéaire w est maintenant définie par :

_z-077
T 1-077z

L’expression (1.39), s’écrit en fonction de w ainsi :

G(w)= 2?)077)i( 0.05w™)" + e 2:)277)2(008 w)’ (1.40)

La détermination de la condition de convergence des deux séries géométriques de 1’équation

(1.40) s’écrit directement :
w|>005 et |w>008

Elle est représentée sur la figure 1.8.a.
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On voit clairement, qu’il aurait suffit de déterminer 1'inégalité qui correspond au pdle
dominant de la transformée bilinéaire, afin de délimiter entierement le domaine de

convergence de g(w).

0.1 005 0 005 0.1 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
(a) - Sur le plan de la transformée bilinéaire (b) - Sur le plan de la transformée en 2

Figure 1.8 - Zone de convergence de la série de Laguerre

3.7 Représentation dans 1'espace d’état

La modélisation de systémes sur la base des filtres de Laguerre admet une représentation dans
I’espace d’état trés conviviale qui est utilisée fréquemment pour la commande des systémes

(voir par exemple [Dumont, 1986, 1991]).

On retrouve dans la littérature deux représentations d’état issues des filtres de Laguerre ; la
premiére utilise 1’opérateur retard classique dont la transformée en 2 correspond a z, alors
que la seconde utilise un opérateur retard, défini explicitement par Wahlberg, (1991) et

exploité en I’occurrence par Mikild, (1994) et Fischer et al. (1998).

3.7.1 Représentation dans I’espace d’état de la transformée en 2

La représentation d’état, que I’on retrouve le plus fréquemment dans la littérature, correspond
a un réseau de filtres de Laguerre strictement causal. C’est-a-dire qu’un retard pur est rajouté

en amont du réseau de la figure 1.6. Ceci n’altére pas la propriété d’orthogonalité des filtres de
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Laguerre. On peut établir ensuite les équations discrétes suivantes, en prenant les sorties de

filtres comme variables d’état.

(g (ke +1) = Exy (k) + /T E2u(l)
xl(k +1)+ E_,xo(k +1)= xo(k) + §x1(k)
xz(k + l) + Ej,x, (k + 1) =X, (k) + &xz(k) (1.41)

A

Xy (k+1)+Ex,_(k+1)=x,_ (k) +Ex, (k)

A partir de la figure 1.6, il est facile de voir que la sortie du réseau global, yy, s’exprime en
fonction des différentes sorties de filtres x; multipliées par leur coefficient de Fourier

respectif :

In (k) = 8o%o (k) + 8% (k) toeeet gy Xy (k)

Aprés quelques manipulations classiques [Dumont, 1986] sur le systéme (1.41), on montre que

I’état évolue selon la relation :

X(k+1)= AX(k) + Bu(k)
(1.42.a)
yn(k) = CX (k)

ol le vecteur d’état X est de dimension (N + 1), qui contient I’ensemble des sorties de filtres
de Laguerre. Les éléments de la matrice carrée A, de dimension N+1, et du vecteur B,
également de dimension N+1, dépendent uniquement du pdle de Laguerre. Les éléments de C
sont les coefficients de Fourier de la décomposition de la fonction de transfert originelle en

fonctions de Laguerre.

W] | & 0 0 - 0] IRE
a(6) 1-¢ & 0 0 -
X()=| ()|, a=| -E1-8) =g & 0, B=1-g| (¥

A0 CeT-) coaeg) - e =4
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et . C=[g & & - &) (L42.b)

3.7.2 Représentation dans I’espace d’état de la transformée bilinéaire

1l s’agit de trouver une représentation d’état utilisant I’opérateur de décalage de Laguerre, T,

défini explicitement par Wahlberg, (1991) en fonction du pdle de Laguerre :
g-§

T=92"5 (L43)
1-&

L’opérateur retard discret g est de multiplicité 1, comprise dans le sens de [Rosemblum et
Rovnyak, 1985, chapitre 1.4]. Il a ét€ démontré dans [Wahlberg et Mikild, 1996} que T est
également un opérateur de multiplicité 1. Puisque g et T ont la méme multiplicité et sont, de
ce fait unitairement équivalents « unitary equivalent », on peut établir les équations d’état en
utilisant 1’opérateur de Laguerre comme opérateur de décalage. Pour cela, on peut utiliser

I’une des deux méthodes décrites ci-dessous :

» on considere les sorties des filtres de Laguerre comme variables d’état et on

reformule le raisonnement du paragraphe 3.7.1, en fonction de 1’opérateur T,
» on se base sur I’équation (1.42), et on effectue un changement d’opérateur deg a T.

On propose de déterminer les équations d’état du réseau de filtres causaux de la figure 1.6, et
non strictement causaux comme c’est exposé au paragraphe 3.7.1. En conséquence, on ne peut

utiliser que la premiere des deux méthodes précitées.

11 s’agit donc de retrouver les matrices de passage de 1’équation d’état suivante

X (k)T = AX (k) + Bu(k)
——y = (1.44)
yy (k) = CX(k)+ Du(k)
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Les sorties des filtres de Laguerre (figure 1.6) satisfont aux équations de différences

suivantes :
( E+T! ( 3 1
xo(k) = ulk xo(k)— u = u
()m() [(k)\/l—_?(k)JT M(k)
x, (k) = T™'x, (k) % (k)T = x, (k)
$x,(k) =T "x, (k) = 12, (k)T = x, (k) (1.45.a)
Xy (k) = T—lxN_1 (k) Xn (k)T =Xna (k)

\

La sortie globale yy, s’exprime en fonction des sorties de filtres de Laguerre ainsi :
yy (k)= goxo (k) + g, (k) + - + gyxy (k) (1.45.b)

Pour retrouver la représentation d’état, on effectue un seul changement de variable surxy :

5%,() = o (k) - Jf.?”(") (1.46)

Ensuite, on combine 1’équation de sortie (1.45.b) avec (1.46), et I’on obtient :

y(k)= goio(k) + glxl(k)+ st EnXn (k) + ‘/f—i%;u(k) (L. 47)

Il est alors facile d’exprimer les matrices de passage et de définir le vecteur d’état de

I’équation (1.44), a partir de (1.45.a) et (1. 47) :

] B 7 1 7] r aT

(000 -0 %, 1 2
100 0 X, | g 8 £
A=(010 0|, X,(k)=|x,|, B= =10|,C=|8,| e¢eD= - (1.48)
T . I-Ea : . 1—&,
000 10] Xy 0] 8w ]

Notons que si § =0, les matrices se réduisent & (I.14.c), T devient ¢, et I’on retrouve les

équations d’état des filtres FIR (I.14.a et b).
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3.8 Lien entre le modéle de Laguerre et le modéle de Strejc

Le développement d’une fonction de transfert en N filtres de Laguerre peut s’écrire sous I’une
des deux formes présentées ci-dessous. La deuxi®éme est issue de la premidre par

décomposition en éléments simples.

(1.49.a)

Gy(2)= Zgn

= g),,ﬂ (1.49.b)

La forme (I.49.b), est connue sous le nom de modele de Strejc. On souhaite, dans cette
section, établir une relation entre les coefficients de Laguerre g, et ceux de Strejc g, . Pour ce
faire, on utilise le changement de variable de la transformée bilinéaire (I.25). Le passage de la

fonction (1.49.a) a sa transformée bilinéaire est explicité par I’équation (1.26), reprise ci-

dessous.

g(w™)= «/T—__[ g&gkﬁgk } - asy

Notons qu’a partir de (I.25),on a:

1 E+w’
z—-& 1-&2 1.51)
En combinant (I.49.b) et (1.51), on déduit :
oy 1+Ew Tt & E+wlY
g(w)= 17 4 2 (l_éz | (1.52)

L’identification terme 2 terme des coefficients des différentes puissances de w™' des équations
(L.50) et (1.52), conduit, aprés quelques simplifications, a I’équation matricielle (I1.53) qui

définit entiérement le passage entre g, et g,. Les matrices multiplicatives de chaque vecteur

de coefficients sont de plein rang pour toute valeur de a # 0.
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0 o0 0 £

& CP2+ 0 E(CE? + C) E(CPEr+C2) -]
0 g Cle?+C?  E(Cler+Cl) -
0 0 3 CX2+C?

o

3]
.o I
fau
Iy
<2
&

Al

oQl Ol

W

|
Ay
N
%
5

—
|
Ay
[ 5]
N’ N’

|
ey
©
~—
=
[ (&)

On montre ainsi que la famille des fonctions de Strejc, définies par :

st,(z)=—<7 n=0,1,2,.

(z- &)

£100
0£10--
00¢&1
000¢

8o
&
43
83

(L53)

tronquée a I’ordre N, engendre le méme sous-espace vectoriel que la famille des fonctions de

Laguerre tronquée a 1’ordre N. Pour cela, il faut, bien siir, que le pdle £ soit identique pour les

deux familles de fonctions. En conséquence, I’approximation d’une fonction de transfert

appartenant a H*(D® sur la base des fonctions de Laguerre est identique & 1’approximation

d’une fonction de transfert sur la base des « fonctions de Strejc ».

Calcul des coefficients g, de la forme de Strejc

Mis a part la relation qui les lie aux coefficients de Laguerre, les coefficients de Strejc peuvent

se calculer indépendamment, en minimisant le critére quadratique :

Ju =By @ =(Ey (). Ey (2))

ou, I’erreur de troncature Ey (z) s’écrit :

Ey(z)=G(z)- Zg,,

n=0

- &)"

(I.54.a)

(I1.54.b)

Les équations d’optimalité vis-a-vis du choix des coefficients g, s’explicitent ainsi :

®<BE v(2) E(2 )>
og;

<(z— g ,G(z) - Zgn

(- &)

i=0,1, ...

)

N

i=

0,1, ...

N
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o]z z \ | z .
@Zagn<(z_€),.,(Z_é),,>_<(z_§),.,c;(z)> 0,1,..N (1.55)

On voit que le calcul des g,, n’est pas aussi simple que le calcul des coefficients des bases

orthonormées, puisqu’il est nécessaire de résoudre un systtme de N+ 1 équations (1.55) &
N + 1 variables, dites équations normales. De méme, le passage d’un ordre N a un ordre
inférieur ou supérieur ne se limite pas a la suppression ou & I’ajout d’un coefficient
supplémentaire mais impose la réévaluation de tous les coefficients, parce que les fonctions de

Strejc ne sont pas orthogonales.

En conséquence, pour évaluer les g,, il faut d’abord fixer ’ordre de troncature et ensuite

résoudre le systéme d’équations (1.55).

3.9 Lien avec les moments d’'une fonction de transfert

Soit une fonction de transfert discréte H(z), dont la réponse impulsionnelle est A(k).

Les moments de H(z) sont définis comme étant les coefficients du développement en série de

Taylor de H(z) autour de 7i=1 (cf. [Trigeassou, 1987] et [Marques Da Costa, 1995]) :

H(z)= HQ)+

(- l)[dH(z)] e (-1’ [d"H(z)] .

1! dz™! n! dz™"

IIs se calculent donc, selon 1'une des deux formules temporelle ou fréquentielle, pour tout

n=0,1,2,...:

B d"H(z) k!
%n_[————dz_n ] | 2, =3 ) (1.56)

Pour les significations géométriques des moments d’ordre 0, 1 et 2 le lecteur peut se référer a

la thése de Marques da Costa (1995).
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Remarque

La définition du moment d’ordre n correspond au produit scalaire :

w =

h

L’objectif du paragraphe suivant est de trouver le lien qui existe entre les moments d’une

fonction de transfert et les coefficients de son développement en fonctions de Laguerre.

Lien avec les parameétres de Laguerre
La fonction de transfert H(z) de tout systeme LTI et stable s’exprime de fagon exacte comme

une somme infinie de fonctions de Laguerre. On peut donc écrire :
H(z)= Y hL,(z) (L57)
n=0

Le développement en série de Taylor de H(z) et L,(z, &) autour de =1, permet de formuler

la relation précédante ainsi :

2%”( = )i Sh e

i=0 n=0 =0 i!
ot 7 et 7/ représentent respectivement les moments de H(z) et de Ly(z, &).

En inversant I’ordre des sommes :

i=0 i=0Ln=0

S STS e
on déduit Qe la relation précédente :
= ihn%,."" i=0,1,2,.. (1.58)
En conséquence, chaque moment d’ordre i d’une fonction de traﬁsfert appartenant 3 HA(D®)

s’exprime de fagon exacte comme une somme infinie des moments d’ordre i de toutes les

fonctions de Laguerre, pondérés par leur coefficient de Fourier respectif. Les moments des
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fonctions de Laguerre sont calculablesb directement a partir de (1.56) en remplacant H(z) par

Lz, §).

Si la représentation du systéme (1.57) est tronquée & N + 1 filtres de Laguerre, comme on a
Pusage de le faire, ’évaluation exacte des moments de H(z), & partir de la série (1.58) se

transforme alors en une approximation, a condition que cette série soit convergente. Dans

ce cas, on ne peut qu’approcher les moments de la fonction de transfert originelle, 7, , par

les moments 7/~ des N + 1 fonctions de Laguerre ayant servi  I’approximation :
N , ' v

w) =3 h (1.59)
=0 . .

La convergence de la série (1.58) est assurée, parce que d’une part les moments de toute
fonction de transfert appartenant a H(D®) (y compris ceux des fonctions de Laguerre) sont
convergents et que d’autre part, les coefficients de Fourier sont également convergents. La
troncature de la somme (1.58) pour aboutir a I’approximation (1.59) est, de ce fait, totalement

justifiée.

Remarque

Les relations (1.58) et (1.59) entre les moments d’une fonction de transfert, les moments des
fonctions de Laguerre et les coefficients de Laguerre sont valables pour toutes les futures
bases orthogonales, que nous allons étudier. Il suffit simplement de remplacer le coefficient de
Laguerre A, par le coefficient de la nouvelle base et les moments de Laguerre %2, par les
moments de la nouvelle base. Il ne sera donc pas utile de réécrire ces relations pour chaque

base nouvellement étudiée. [x]

3.10 Conclusions

La recherche d’une représentation minimale sur la base de fonctions orthogonales a été
introduite dans ce chapitre. Le but, maintenant, est de trouver les fonctions orthogonales

adéquates 3, qui permettront d’avoir un ordre de troncature, N, le plus petit possible :

N
G(2)=Y,8,2,(2) - (1.60)
n=0
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Les fonctions de Laguerre, n’admettant qu’un‘ pole unique, qui de surcroit est réel, ne sont
adaptées qu’a la représentation de systeémes possédant des dynamiques rapprochées et
amorties. Elles ne conviennent pas a la représentation de systémes possédant des dynamiques
oscillantes ou éloignées. Il est donc nécessaire d’étudier de nouvelles bases de fonctions qui

permettraient d’approcher ce type de systémes.



Chapitg ‘ ,

Representation de Systémes sur des Bases Orthogonales - Cas des
Filtres de Type Meixner, de Kautz, de la BOG et
de type Meixner généralisés

1 do not know what I may appear to the world; but to myself I seem to have been only like a boy playing on the
seashore, and diverting myself now and then finding a smoother pebble or a prettier shell than ordinary,

whilst the great ocean of truth lay all undiscovered before me.

Sir Isaac Newton







1. Introduction

Le second chapitre s’inscrit dans le prolongement du premier, car il traite de la représentation
“de systémes sur des bases de fonctions orthogonales dont ’'usage est un peu moins courant

que les fonctions dirac delta et Laguerre. 11 s’agit plus précisément :

» des fonctions de type Meixner, récemment proposées dans la littérature dont les
fonctions de Laguerre sont considérées comme une variante. Elles admettent un pdle
réel et unique et introduisent un parametre de généralisation. Ces fonctions possédent
un intérét particulier pour I’identification de systémes quand les conditions initiales
sont mal connues, car leur amplitude au voisinage de ’origine des temps est plus

faible que celle des fonctions de Laguerre.

» Des fonctions de Kautz, qui admettent deux pdles complexes conjugués et qui sont

de ce fait plus adaptées a la représentation de systémes oscillants.

> Des fonctions issues de la base orthogonale généralisée, qui admettent un nombre
quelconque de poles, généralisant, comme leur nom I’indique, la définition des

fonctions J,, Laguerre et Kautz.

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous synthétiserons une nouvelle base en introduisant
un degré de généralisation, a la définition classique de la base orthogonale généralisée.
Comparée aux fonctions de type Meixner, la nouvelle base admet plusieurs pdles réels. Elle

sera donc considérée comme une extension des deux bases existantes.

2. Base des fonctions de type Meixner

Les fonctions de Laguerre discrétes forment une base compléte dans I’espace de Lebesgue et
sont caractérisées essentiellement par un seul parametre : le pole de Laguerre. Les fonctions
orthogonales de Meixner, (1934) sont une extension des fonctions de Laguerre, car elle

introduisent un paramétre supplémentaire a € N*, appelé degré de généralisation. Cependant,
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ces fonctions disposent d’une transformée en 2 irrationnelle pour toutes les valeurs de a # 0 et

se réduisent aux fonctions de Laguerre discrétes, pour la valeur dea = 0.

den Brinker, (1995b) propose une généralisation des fonctions de Laguerre discrétes tout en
gardant la propriété de rationalité de leur transformée en 2. 1 construit des fonctions
orthonomées qu’il nomme « Meixner like functions », expression traduite par fonctions de type
Meixner. Le lecteur peut se référer a [den Brinker, 1995b], pour trouver la procédure de

dérivation compléte de ces fonctions.

2.1 Définition des fonctions de type Meixner

Les fonctions de type Meixner, notés m,f“)(k,&), ou le degré de généralisation (@) =0, 1,
Pordre n=0, 1, ... et le pdle £ € ]-1 1[, constituent une base orthogonale compléte dans
I’espace de Lebesgue ¢2[0, oo[. Ces fonctions sont essentiellement gouvernées par deux

paramétres de conception qui sont le pdle & et ’ordre de généralisation (a). Leur définition

dans le domaine fréquentiel est :

'(la)(z’&)___(l_&z)aﬂﬂ( z J ZL% jﬂ( gﬁj (IL1)

Jj=0

ot L) ju estI’élément (n+1, j+1) de la matrice triangulaire inférieure L évaluée de maniére

(@

a satisfaire a4 1’orthogonalité des filtres de type Meixner (IL.1). La matrice L' se calcule

. . . . .. a T
directement en inversant la matrice résultante de la factorisation de Cholesky de U {U “}

w ¢ signifie U puissance a), ou U, de dimension 2N+ 1, est une matrice bidiagonale

supérieure définie par :

Y o)

(L. 2)

c
Il
o O =
Y2 Il

En conséquence, L' n’est pas explicitement connue, mais se calcule dés que a et N ont été
choisis. Dans le domaine temporel, les fonctions de type Meixner peuvent étre générées en

appliquant une excitation impulsionnelle a I’entrée du réseau de la figure I1.1.
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i
|
i

4

v \ 4

L(a)
! ! l
MP3F)  MP() MP(2)

Figure IL1 - Réseau de filtres de Meixner (b =(1 — £3)™12)

Il est intéressant de souligner que les fonctions de type Meixner sont liées aux fonctions de
Laguerre par une matrice rectangulaire orthogonale A, de dimension (N+1)x(2N+1). En

effet, les (N + 1) premieres fonctions de type Meixner, regroupées dans le vecteur colonne

M(“)(z,i), s’expriment a ’aide des (2N + 1) premicres fonctions de Laguerre, regroupées,

elles, dans le vecteur colonne L(“)(z,&), par :

M“(z,6)= A“L(z,8) (IL3)
avec: AW= [“ye et
HV-—/

N+1 premicres lignes
> dim A = (N +1)x (2N +1),
» dim [ = 2N +1)x (2N +1),
» dimU* = (2N +1)x (2N +1).

Précisons que pour évaluer la matrice rectangulaire A, seules les (N + 1) premiéres lignes de
que p g p g

]a multiplication des matrices carrées L et U” sont gardées.
On note les deux cas particuliers des fonctions de type Meixner :

» quand l'ordre de la généralisation est égal a zéro, on obtient, a partir de la
décomposition de Cholesky L®=1 Les fonctions de type Meixner (IL1) se

simplifient alors, en fonctions de Laguerre discrétes :
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M§°>(z;§)=(1_§z)l/z( szg )(IZ__%]

> quand & =0, on obtient également L = I et le réseau de Meixner, indépendamment

du degré de généralisation a, se simplifie en réseau de filtres FIR :

M9 (z0)=z"

Complétude de la base des fonctions de type Meixner
A partir de la relation les reliant aux fonctions de Laguerre (IL3) et de la complétude de
I’espace engendré par les fonctions de Laguerre, on démontre que les fonctions de type

Meixner engendrent tout I’espace H3(DO).

Exemple I1.1!

Pour un degré de généralisation a = 3, une troncature & quatre filtres et un pble & = 0.9, la

matrice L® s’écrit :

026 0 0 0
L0 _ -029 039 0 0
029 -059 049 0
-028 068 -085 057

et les fonctions de type Meixner qui en résultent sont :

1-09
MD(09,7)= 0003( _09) Z "M,( 0;) 7 variant de 0 2 3.

Elles sont tracées sur la figure IL2.

! Nous remercions M. le Prof. den Brinker, de I’université d’Eindhoven pour nous avoir fourni la fonction Matlab

qui permet de générer les fonctions de type Meixner.
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0.4 , :

0 50 100 150
Figure I1.2 - Les quatre premiéres fonctions de type Meixner (a = 3 et £ =0.9)

Les quatre premicres fonctions, regroupées dans le vecteur M®(z,09), s’expriment  1’aide

des sept premieres fonctions de Laguerre discrates, regroupées dans le vecteur L(z, 0.9) ainsi :

026 070 063 0.19 0 0 O
-029 ~040 035 074 029 0 O

029 021-038 011 076036 O
-028 -008 029 -0.28 —-0.04 0.76 041

M, (2,09)= AL L, (2,09) avee A®) =

Le lecteur peut comparer les figures IL.2 et 1.3 pour voir que I’ordre de la généralisation influe
sur I’amplitude des fonctions au voisinage de I’origine. Nous étudierons plus en détail ce point

au paragraphe 2.2.

den Brinker, (1995b) a également formulé les fonctions de type Meixner dans le domaine

temporel. En effet, apreés avoir défini :

> la fonction w(k) :

wO (k)= {(k +1), ¥ £%u(k)
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ol (.) représente le symbole de Pochhammer? et u(k) la fonction échelon,

n

> et le polyndme p“ (k) d’ordre n :

L k+n+1)
D)=y c _(.—l
pn ( ) 2 n+1,141 (l+n)‘

=0

ol C,(,ﬂ,,“ est une matrice dont les éléments sont :

c=(-21" 5 e -

j=l

il montre que les fonctions de type Meixner s’expriment dans le domaine temporel par :

(k) = AW (k) p) (k)

Par conséquent, elles s’obtiennent par la multiplication d’un polyndéme par une fonction de

type exponentiel.

2.2 Comparaison avec les fonctions de Laguerre

En comparant les filtres de Laguerre (1.19) aux filtres de type Meixner (1. 1), on remarque que,

mis 2 part les éléments de la matrice L

assurant |’ orthogonalité, la différence du point de vue
fréquentiel se résume & la substitution du filtre (passe-bas) de Laguerre d’ordre un, qui se

trouve en amont du réseau de la figure 1.6, par un filtre passe-bas d’ordre (@ + 1), noté Q“(z) :

a0)=(-8)"(

Signalons que les filtres de Laguerre ainsi que les filtres de type Meixner peuvent

respectivement s’écrire, en fonction de QY(z) :

2 Par définition : Vxe Retae N, (x)a =x(x+Dx+D--(x+a-1)
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> LGE)=0"03 =]

> MO(2,E)=Q <z>zL£:3,,ﬂ(1 2)

La réponse impulsionnelle de Q“(z) est tracée sur la figure I 3 pour différents degrés de

généralisation. Cette figure montre que la pondération temporelle dépend directement de (a).
Celle qui est associée aux filtres de Laguerre, par exemple, affecte un poids plus important
aux données proches de zéro, ce qui peut &tre génant dans certains problémes d’identification
quand les conditions initiales sont mal connues. On privilégiera alors un degré de

généralisation supérieur a un.

0.35 ; r ; — .

i a=0:pondération associée
03 : aux filtres de Laguerre |
0.25 -(21=3 ........ \, ............. .............
0.2 ke ......... R oo
0.15 ~ ....... \, ....... ‘.’(.“ ..... ,~ ............. , ...............
(RT TR CINRN . s R I S
0.05 .\' .................................

0 R At T SR P

80 100 120

Figure IL. 3 - Réponse impulsionnelle de la fonction Q“(z) pour & = 0.9

2.3 Calcul des coefficients de Fourier liés

aux fonctions de type Meixner

A partir du moment ot la matrice L® est connue, le calcul des coefficients de Fourier ne pose
pas de probleémes particuliers, car 1’orthogonalité des fonctions de types Meixner est assurée.

En effet, les coefficients optimaux au sens du critére quadratique s’évaluent en effectuant le
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produit scalaire de la fonction de transfert 2 décomposer par I’ensemble des fonctions de type

Meixner :

g, = (k). m [k, E]) = Zg(k)m‘“) [k.£] (IL4.2)

_ (@) _(=e)™ N T A
g, = (G M (2.8)) = o §G(z s Z-O‘L”“’“ s K (IL4.b)

Relation entre les coefficients de Meixner et ceux de Laguerre

Maintenant, on propose de trouver une relation d’équivalence entre un réseau de (N + 1)
fonctions de type Meixner et un réseau de (2N + 1) fonctions de Laguerre. Pour cela, il faut
calculer la matrice de passage entre les coefficients de Meixner et ceux de Laguerre, tout en

gardant un pole identique pour les deux bases de fonctions.

Soit G (z) le développement de G(z) sur la base des fonctions de type Meixner :

va” (Z) = é g:ﬂ M,Ea)(z’&) A GI\AII (Z) = [gM]ITv+1x1[M(a) (z’g)]Nﬂxl

En exploitant le lien (IL.3) entre N + 1 fonctions de type Meixner et 2N + 1 fonctions de

Laguerre, on peut exprimer 1’approximation G (z) par :

Gy (2)= [g " ]T A1(\7+1x2N+1[ (Z &)]2 Nix] (II-S-;“)

N+1x1

Afin de calculer les coefficients du réseau de filtres de Laguerre équivalent, on impose :

G @)=[e"] . [L@E)]yme (IL5.b)

En conséquence, a partir de (I1.5.a) et (II.5.b), on peut écrire :

], =["].... Ao (IL6)

IN+1x1
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On conclut que le réseau de filtres de Laguerre, équivalent au réseau de N+1 filtres de type
Meixner, comprend 2N +1 termes, posséde le méme pdle & et des coefficients qui se calculent

a partir de (IL.6).

Remarques
1. Les coefficients de Laguerre g”, obtenus par (I.6), ne sont pas optimaux au sens du critére
quadratique pour 1’approximation d’une fonction de transfert sur la base de 2N+1 filtres de

Laguerre. IIs permettent seulement de trouver le réseau de filtres de Laguerre équivalent au

réseau de filtres de type Meixner. £3]

2. Le passage de 2N+1 filtres de Laguerre a N+1 filtres de type Meixner n’est pas possible,
car la matrice Affﬂlm“ , n’est pas carrée et, de ce fait, ne peut pas étre inversée dans la

relation (IL.6). Il n’existe donc pas de réseau de N+1 filtres de type Meixner équivalent au

réseau de 2N+1 filtres de Laguerre. £3]

2.4 Convergence des coefficients et convergence de la série de Meixner

Puisque les fonctions de type Meixner forment une base complete dans H2(D®), toute fonction
appartenant 3 H*(D) peut s’exprimer de facon exacte sur la base des fonctions de type

Meixner. Cependant, pour pouvoir tronquer la série infinie :

G(z)= i g, M (z,E) (IL7)

n=0
a N termes, il faut qu’elle soit convergente.

Puisque la matrice L® n’est pas explicitement connue, on verra que 1’on ne peut statuer, dans
le cas général, ni sur la convergence des coefficients ni sur celle de la série de type Meixner.

Néanmoins, I’étude se porte sur la fonction de transfert G(z) ayant P pdles distincts :

Bz
- Z,‘

G(z)=z_: (IL8)
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2.4.1 Convergence des coefficients de la décomposition

En résolvant I’intégrale (IL4.b), 4 1’aide du théoréme des résidus, on obtient les coefficients de

Fourier de 1a décomposition de G(z) sur la base des filtres de type Meixner :

g2 a+lf2 P _ ]
R e (RS o (o

T\ i=1 YA ¥ Jj=0

at)2 B. L - J
={G(2), M¥[,£]) = (1-€?) /;W;;m JH(%J (IL9)

gn est constitué d’une somme de P séries, dont I’étude dévrait permettre de déterminer les
conditions de convergence des coefficients g,, quand »n tend vers l’infini. L’expression

générale de cette série est :

B, z,—& ! .
s=—>= 3@ i =1,2,.,P
i (1 Z&)aﬂ n+1 /+1(1 E,,z ] l

Cependant, comme la matrice L n’est pas explicitement connue, on ne peut pas mener plus

loin I’étude de la convergence de S;. On peut par contre, effectuer une étude particuliére dés

que le degré de généralisation (a) et le pole & sont fixés.

2.4.2 Convergence de la série de Meixner

En remplacant les coefficients de la décomposition de la fonction de transfert G(z), par leur

expression de (I1.9), on réécrit la série de Meixner (I1.7) pour G(2) :

G =Y, 8,M"(2,t)

n=0

G=(1 &2)““’2(22) Z{gZL‘%(%)} (IL.10.2)

j=0

G<z>=§H(1-§2)““§ - )MZLf,“H,H( é]}(l-aZ)“*‘fz(;—f—gj zw[lz-_%)}



Chapitre I : Représentation de Systémes sur des Bases Orthogonales - Cas des Filtres de Type Meixner, de Kautz, de la BOG et ... Page 55

oo n P

—(1_p2 P 2 " B Zi‘§]j S 1@ (1—&)j
G(Z) (1 E-«) (Z‘&] ZO J';Oigl:(l—-z‘.é)aﬂ Ln+1,j+l[1__§zi :|§Ln+l,j+l Z-& (II'IO'b)

Aucune des deux relations (II.10.a ou b) ne permet d’établir les conditions de convergence de
la série, parce que, une fois de plus, les éléments de la matrice L ne sont pas explicitement
connus dans le cas général. Comme cela a été signalé, une étude particuliere peut étre faite dés

que (a) et & sont fixés.

2.5 Représentation dans I'espace d’état

Pour déterminer la représentation d’état d’un réseau de type Meixner strictement causal (un
retard pur est ajouté en amont du réseau de la figure IL1), la relation (I.3), exprimant
I’équivalence entre N + 1 filtres de type Meixner et 2N + 1 filtres de Laguerre, est directement
exploitée. En effet, aprés le calcul des coefficients de Fourier des filtres de type Meixner, par
I’'une des deux relations (Il.4.a) ou (IL4.b), on détermine les coefficients des filtres de

Laguerre du résean équivalent, en appliquant la relation (II.6) réécrite ci-dessous :

[[gL]2N+1x1]T = |:[gM]N+lxl ]T Al(‘ﬁl"w“ (IL11)

Les équations d’état sont ensuite générées directement a partir du réseau de filtres de Laguerre
équivalent dont les coefficients de Fourier sont g~ (IL.11) et dont le pole & est identique a celui
des filtres de type Meixner. Pour cela, la méthode exposée au paragraphe 1.3.7 est utilisée et

I’équation d’état suivante est obtenue :

X(k +1)= AX (k) + Bu(k)
(I1.12.a)
yy (k)= CX(k)

Le vecteur d’état X, de dimension (2N + 1), contient 1’ensemble des sorties du réseau
équivalent des filtres de Laguerre. Les éléments de la matrice carrée A, de dimension 2N+1, et
du vecteur B, également de dimension 2N+1, dépendent uniquement du pdle de Meixner &.
Les éléments de C représentent les coefficients du réseau de Laguerre équivalent et sont

obtenus par (II.11).
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[ x, (k) | g 0 0--0] [ 1]
x,(k) 1-¢ ¢ 0--0| . —t
X(k)=| x,(k) |, A= —&(1.—8) -8 & 0}, B=y1-¥ (&) |et
)] [T (1) (T -8) g (-&)"
C= [go 8 & 821\/] (IL.12.b)

Remarques
1. Rappelons que la représentation d’état traitée au paragraphe 1.3.7.1 correspond a un réseau
de filtres de Laguerre strictement causal. De méme la représentation d’état (IL.12) est

synthétisée pour un réseau de filtres de type Meixner strictement causal. [

2. La représentation d’état utilisant 1’opérateur avance de Laguerre, T, défini explicitement
par (1.43), peut étre synthétisée d’une facon identique a celle que ’on vient d’exposer. Les

équations d’état résultantes sont similaires a (I.44). Les matrices de passage, de dimension

(2N + 1), sont définies par (1.48) et les coefficients de Fourier, éléments de la matrice C,

sont obtenus par (I.11). 3]

2.6 Conclusion

Le lien qui existe entre les filtres de Laguerre et les filtres de type Meixner est trés intéressant
parce qu’il procure une équivalence entre 2N + 1 filtres de Laguerre et N + 1 filtres de type
Meixner. Ceci permet d’exploiter un certain nombre de résultats déja établis pour les filtres de
Laguerre. De plus, les filtres de type Meixner fournissent une pondération moins importante
aux données proches de zéro. Par conséquent, ils sont plus adaptés a 1’identification de
systémes, dont les conditions initiales sont mal connues. Ces avantages ne viennent pas sans

ajouter une complexité dans la représentation de ces fonctions.

Comme les filtres de Laguerre, les filtres de type Meixner admettent un pole unique. Ils ne
conviennent donc pas & la représentation de systeémes ayant des dynamiques oscillantes ou
éloignées. Il est donc nécessaire d’étudier de nouvelles bases de fonctions qui permettent

d’approcher ce type de systémes.
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3. Base des fonctions de Kautz « a deux

paramétres »

Kautz, (1952) orthogonalise une famille de fonctions exponentielles continues et calcule leurs
transformées de Laplace dont la structure est plus élégante que les représentations tempdrelles
de ces fonctions. A partir de la définition globale qu’il propose est née la famille des fonctions
de Kautz «a deux paramétres » qui est couramment utilisée dans la littérature pour la

représentation de systémes oscillants [Wahlberg, 1994].

La généralisation de la définition des fonctions de Kautz pour des systémes discrets est due a
[Young et al, 1962] et [Broome, 1965]. La représentation générale, que propose Broome, et
qui est connue sous le nom des fonctions de Kautz généralisées, est valable pour un nombre
quelconqlue‘de poles réels ou complexes conjugués. Un cas particulier de cette représentation
est obtenu en se restreignant i I'utilisation d’une seule paire de pbles complexes conjugués.
Ces fonctions sont connues dans la littérature sous le nom de fonctions de Kautz & deux

parameétres. Par simplification, nous les appellerons fonctions de Kautz.

3.1 Définition des fonctions de Kautz

On retrouve dans la littérature, deux définitions des fonctions de Kautz a deux parametres.
Elles sont toutes les deux issues de la forme générale proposée par Broome et donc, dans un
sens, équivalentes. Nous montrerons dans cette section qu’une rotation, dont ’angle sera

déterminé, permet de passer de I'une a I’autre.

Premiére définition

Utilisée couramment par [Wahlberg, 1994] et [Lindskqg, 1996], elle vise a exprimer le
dénominateur, ainsi qu'une partie du numérateur, de ces fonctions comme une multiplication
de polyndmes d’ordre 2, dont les racines, imposées par le choix des péramétres b et c, sont

complexes et conjuguées.
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Vi=c(z-b)z [-cz? +blc=1z +1T"
lI12""1(Z’b’c)=zz+b(c—1)z—c|: 22 +blc-1)z—-c¢ ]
(I1.13)
¥ (0b) (l—cz)(l—bz)z[—czz+b(c—1)z+1]n_l
AT 2Z2+blc-0z-c| 22+blc-1)z-c

avec n=12, ...N, -1<b<1, et -1<c<1. Ces deux contraintes assurent la stabilité

asymptotique des filtres de Kautz discrets.

Lindskog, (1996) fait remarquer que si les paramétres b et ¢ sont nuls, on retrouve le cas
particulier des filtres FIR. Cependant, il ne précise pas la valeur des paramétres qui
permettraient de reconnaitre la représentation par filtres de Laguerre. Nous montrerons que
lorsque les filtres de Kautz et les filtres de Laguerre engendrent le méme espace, i.e. lorsque
les pdles complexes de Kautz se réduisent a des pdles réels, il suffit de faire une rotation afin

de passer d’une représentation a 1’autre.

Deuxieme définition
Elle est couramment utilisée par [den Brinker et al, 1996a] et [e Silva, 1995]. Elle consiste a
expliciter directement les filtres de Kautz, a paftir du pdle complexe p et de son conjugué p.

Elle se présente ainsi :

_ ) 2(z-1) 1 zp)(l P n=1
¥ori(z,p)= K, (z-p)z-p )[ (z-pXz-p )} (IL.14)
S oo ) [a-zp)i-2)]”

| \Pzn(Z,P)"K (Z p)(z p ){ }

> > etn=1,2,3, ...

* _ * _ 1 _ % 1 _ *
avec K, =\/(1+p)(1+p )i-pp ), K, =\/(l p)1-p )1~ pp’)
Remarque
De la méme fagon que la numérotation utilisée pour les fonctions de Laguerre commence a 0,

celle des fonctions de Kautz commence a 1.4
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Equivalence entre les deux définitions

I est évident que la condition sine qua none, pour que la paire de fonctions (‘I’z,,_1 (z,b,c),
¥,,(2,b,c)) engendre le méme plan que la paire de fonctions (@zm (z, p),$2n (2 p)), est que

I’emplacement du pdle et de son conjugué soit identique pour les deux paires. En

conséquence, on déduit les relations suivantes entre leurs paramétres respectifs :

*

PP*=—c c=-pp

. PN +p 1L.15
ptp =ble-1) = p=PtP (L15)
, 1+ pp

Pourtant, en remplacant les valeurs de c¢ et b dans (IL.13), on ne retrouve pas les fonctions
définies par (II.14). On conclut que les fonctions issues de (I.13) et cell_es issues de (II.14) ne
sont pas colinéaires, bien qu’elles engendrent le méme plan. On propose donc de calculer
I’angle © entre les fonctions paires sur ce plan fonctionnel. Du fait de 1’orthogonalité, ® doit

également définir I’angle entre les fonctions impaires.

Pour trouver ©, on utilise la définition suivante du produit scalaire :

I HTZn—l

(s Fonct) =¥ cos(®) (IL.16)

Puisque les fonctions de Kautz de chaque définition sont normées, on peut écrire :
cos(@) = <‘P2n_, ,‘Pzn—1>

On vérifie aisément en calculant le produit scalaire, par intégration sur le plan fréquentiel que

le cosinus de I’angle entre les deux fonctions est indépendant de » et qu’il vaut :

e T \le T\ [ RR)) +9m(p)
cos(©)= <le,1_1 ,‘P2n—1> = <‘I’2n ’T2”> - 2(1 + 2e(p)2 7 (p)z) (L.17)

Le cosinus n’étant pas une fonction surjective dans lintervalle [0, 2%, on a besoin de

déterminer le sinus de I’angle afin de retrouver celui-ci. Aprés quelques opérations

géométriques de base, on montre que :
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sin(©) = (¥,,.,. Fr) = (Tz,,,?zn_l) = —J (;(; fii)z):::((; ;) (L18)

Puisque le sinus et le cosinus sont négatifs, 1’angle recherché se trouve dans I’intervalle ]n, 37"[

(voir figure 11.4).

LPZn—l (Z’ a, b) :‘

‘ Y
\IlZn (z a, b) LG(z: a)

Figure I1.4 - Représentation vectorielle sur un plan fonctionnel

Notons que les deux fonctions ‘¥, et W21 ne sont jamais colinéaires ni méme

perpendiculaires (dans ce cas, les fonctions W,,_; et ¥/5, seraient colinéaires), car la solution

de:

cos(®) =0 ou cos(®) =1

correspond a :

p=1

ce qui n’est pas admissible de par les définitions des fonctions de Kautz (IL.13) et (IL.14).

En conclusion, on peut dire que pour passer d’une définition des fonctions de Kautz a I’autre,

il suffit d’effectuer une rotation d’un angle © compris dans I’intervalle ]n, 37“{ et défini par son

sinus (I1.18) et son cosinus (II.17). Cet angle dépend de I’emplacement des poles de Kautz.
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Ce résultat permet d’utiliser indifféremment les définitions des fonctions de Kautz (IL.13) et

(IL.14),

Lien avec les fonction de Laguerre quand le pole de Kautz est réel
den Brinker et al, (1996a) montrent que si le pdle p est réel, on peut alors obtenir les fonctions

de Laguerre a partir des fonctions de Kautz (II.14), en écrivant ;

1 ~= —
Lyns(e-P) =75 (Farer 2. 0)+ Fs 7))
aL19)
L

1 = =
2m—1 (Z, p) = T\/?(‘PZI(—I (Z, P)— \IIZk (Z9 p))
Ceci correspond a effectuer une rotation de 45° pour passer de la définition des fonctions de

Kautz 4 la définition des fonctions de Laguerre.

A partir de ce résultat, on conclut que ’angle entre les fonctions de Laguerre et les fonctions

de Kautz définies par (II.13) est :
) s
angle(¥,,, L, ;)= © + " (I1.20)

En conséquence, pour que ¥,, et L, _, soient colinéaires, il faudrait que © vaille -nt/4. Ceci

est vérifié pour la seule valeur p = 0. D’ou la correspondance directe entre les filtres de Kautz

(I1.14) et les filtres FIR.

Remarque
La correspondance entre les filtres de Kautz et les filtres de Laguerre n’est valable que lorsque
le pble de Kautz est réel. Dans le cas contraire, les deux fonctions n’engendrent pas le méme

espace et aucun lien n’est possible. i

Complétude de ’espace engendré par les fonctions de Kautz
Une conséquence directe de 1’étude de la complétude des fonctions de Kautz généralisées
menée par Wahlberg, (1994) est que les fonctions de Kautz a deux paramétres engendrent

entierement H*(D®) si :

n(l - | pl) diverge quant n tend vers I’infini (p étant le pdle de Kautz).
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Cette relation est vérifiée si le pole de Kautz est a I'intérieur du cercle unité.

3.2 Réseau de filtres de Kautz

Les filtres de Kautz discrets (II.13) permettent de construire une représentation en réseau
analogue 2 la représentation des filtres de Laguerre. Notons que I’opérateur retard des filtres

de Laguerre est remplacé par un filtre du second ordre dans le réseau suivant :

U@} | J1-c*(z-b)z ~cz? +b(c-z+1 ~cz” +b(c—1)z+1
122+ blc-Dz—c| || Z2+blc-1)z-c 22 +blc-1)z-c

Figure I1.5 - Réseau de filtres de Kautz discrets

3.3 Calcul des coefficients de Fourier liés aux fonctions de Kautz

Le calcul des coefficients optimaux au sens du critére quadratique ne pose pas de probléme
particulier, car I’orthogonalité des filtres de Kautz est assurée. Ils s’évaluent, comme pour les
autres bases orthogonales, en effectuant le produit scalaire de la fonction de transfert a

décomposer par les fonctions de Kautz :

| 1
g, =(G(),%,(z.p)) = g $6() ¥, (", p)ldz, (IL.21.2)

(I1.21.b)

. § ()02 [(Z—P)(Z—P*))}k_lég

= G
= 8 =7 L (- pe)1-p"2)| (- p2f1-p2) | 2
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= gy = (IL.21.c)

K, {602 [(Z—P)(Z"P*))réé

2mjs (1= pz)i-p2)| (- p)i-p2)| 2

3.4 Convergence des coefficients et convergence de la série de Kautz

Puisque les fonctions de Kautz a deux paramétres forment une base orthogonale compléte
dans H*(D®), toute fonction de transfert G(z) peut s’écrire de facon exacte :

n=1

G(z)= Y, £, ¥x(z,p) | (I1.22)

Cependant, pour pouvoir tronquer la série infinie a N termes, il faut qu’elle soit convergente.
Comme pour les bases-de fonctions précédentes, nous proposons de vérifier d’abord que les
coefficients g, sont convergents et ensuite de trouver le domaine de convergence de la série
(I.22) sur le plan de la transformée en 2. La fonction de transfert trait€ée comporte toujours P

pOles distincts :

G(z)= i Bz

i=1 - Zi

3.4.1 Convergence des coefficients de la décomposition

Le calcul des coefficients de la décomposition de G(z) sur la base des fonctions de Kautz se

fait & partir des équations (IL.21.bet ¢). Le résultat de I’intégration sur le plan complexe est :

8oy = i BK,(1-z) { (o~ p)e - p) r

: - 11.23.
Z(1-pz, J1-p'z)| (- pz.J1-P"z) (L.232)
- BiK2(1+Zi) (z,- - p)(z,- - P*) :|H
= : - 1.23b
8 é(l-pz,.xl-pz,.)[(l-pz,.)(l-pz,.) W.23.5)

Notons que les coefficients pairs et impairs suivent I’évolution des P séries géométriques qui
les constituent. En conséquence, la condition de convergence des g, est que la norme des
raisons de toutes les séries soit inférieure & un. Il faut donc s’assurer que pour tout z; et pour

tout pdle de Kautz, I’inégalité suivante soit satisfaite :
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I (z—p)z-p')

(1 _ pz-)(l _ p*Z-){ <1 Vi=12,...P (IL.24.a)
el - pl -l <[i-zpi-zp] (IL.24.b)

En posant z; = x; + y;J, et p = a + bj, I'inégalité précédente peut s’écrire :

(i+a) +5*{(1-a)} +2?)

‘ 2
—(I—az-bz;)(l—x,-z—Y?)[1+é2+b2] ("i _""'"ZEL") +yi2+( (1+a2+b2)2 <0

1+a? +b?

Puisque les deux expressions entre crochets sont strictement positifs quel que soit le choix de

Xi, Vi, a €t b, on peut simplifier I’inégalité ainsi :
o(1-a> - 1-x2-y?)>0 | (IL.25)

Cette relation est toujours vraie, si les pdles de Kautz ainsi que tous les pdles de G(z) sont a
I’intérieur du cercle unité. Ceci établit les conditions de convergence des coefficients de
Kautz. Trouvons, a présent, le domaine de convergence de la série de Kautz sur le plan de la

transformée en 2.

3.4.2 Convergence de la série de Kautz

En remplagant les fonctions de Kautz par leur définition, issue de (IL.14), dans la série de

Kautz (I1.22), on obtient :

G(z)= Zg,, (")[(1 )ty )} O 126)

(z-pXz-P)

K, ( Z(Z)(_ ) 5 si (n) est impair
Z—PpNZ—D

K(n) -
K, (Z _z;z)(: 1_) p*) 'si (n) est pair
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De méme, en remplacant les coefficients de la décomposition de la fonction de transfert G(z),

décrits par (I1.23) dans (IL.26), on obtient :

6=3.5 o] G Plap) (-2)i-a )"

x " 11.27
n=1 i=1 (1— pzi)(l— b z,.) (z-— P)(Z— )/ ) ( )
avec
(1-z) 2(z=1) . o
K
K,(n) (| (1 _ le)(l _ p*Zl.) (Z _ p)(z — p*) S1 (n) est mmpair
i (1+2z) 2(z+1) . .
B,
k 1K2 (1 ~ 2, )(1 _ p*Zi) (Z _ p)(z _ p*) S1 (n) ‘eSt pair

On peut aborder le probléme de convergence de la série de deux manicres différentes :
» soit a partir de I’équation (II.26) qui génére des conditions restrictives,

> soit a partir de 1’équation (IL.27), qui est plus difficile & manipuler, mais qui fournit

les conditions nécessaires et suffisantes de convergence.

3.4.2.1 Condition restrictive

Puisque la convergence des coefficients de Kautz est assurée, de par la condition (IL.25), il
reste 3 déterminer le lieu de la variable z, qui garantit la convergence de (II.26). Pour cela,

soulignons que (I1.26) représente une somme d’une série géométrique, dont la raison est :

(1-zp)1-2p")

(z-pNz-p')

r(z)=

La série est convergente si la norme de r(z) est inférieure a un. En conséquence, la condition

suffisante de convergence vérifie :
e~ plz— p'[>[1~ 2|1~

Notons que cette inégalité est similaire, au sens pres, a I’inégalité (II.24.b). Par conséquent, en

posant z = x + yj et en supposant que les pdles de Kautz sont a I’intérieur du cercle unité, on
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déduit, a partir du résultat (IL.25), que le lieu de convergence de la variable z doit satisfaire a

I’inégalité :
2 +y?>1

Le lieu de z exclut donc le cercle unité sur le plan de la transformée en 2.

3.4.2.2 Nouvelle proposition : condition non restrictive

Comme il a ét€ précisé, 1’étude de 1’équation (I.27) conduit aux conditions nécessaires et
suffisantes de convergence de la série de Kautz. Notons que (II.27) est constituée d’une
somme de P séries géométriques. Il faut donc s’assurer que la norme de toutes les séries est
inférieure a 1, afin de garantir leur convergence. Il s’agit donc de résoudre 1’inégalité suivante,

ce qui est loin d’étre évident dans le cas général :

-1~ _[i-zpli-zp]

d d i=1,2...P (11.28)
|Z—p"2—p I |Zi_p||2i'"P l

Nous verrons, a travers ’exemple qui suit, que cette inégalité ne décrit pas une forme
géométrique explicitement connue. C’est une raison supplémentaire pour penser que (IL.28) ne
posséde pas une solution analytique pouvant étre explicitée dans le cas général. On peut,
néanmoins, représenter le domaine de convergence graphiquement lorsque tous les paramétres

de la fonction de transfert sont connus et lorsque les poles de Kautz ont été fixés. Pour cela, il

. - -zpfi-zp| _ =gfi-T
suffit de tracer les contours de niveau —————— de la fonction ——————, ot seul z
l2; = Pl - p 2= plz- p
est inconnu.
Exemple I1.2
Soit la fonction de transfert G(z) :
3z 3z Z

= +
G(a) 2—06-06) | 2-06+06) ' z-08"
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En choisissant p = 0.62 + 0.51 j, I’approximation résultante sur la base de six filtres de Kautz

est :
- v
G(z)= . g, ¥:(z,p) avec g, = [8.37, 3.86, -1.10, 2.03, -0.07 0.03] C o (I1.29)
n=1

L’erreur quadratique commise lors de cette approximation est : Jg = 0.42.

Le domaine de convergence de la série (I1.27) est défini comme étant I’extérieur de la zone

hachurée de la figure II. 6.

Zones de convergence Zones exclues
Tn(2)| cause du pdle 0.8

Cercle unité

05}
Zone de convergence

initialement exclue par
la condition restrictive

Zones exclues a cause
des pdles 0.6 + 0.6/

o

-1 0 1 R(2)

Figure IL. 6 - Domaine de convergence de la série de Kautz

sur le plan de la transformée en 2

3.5 Conclusions et perspectives

La représentation de systemes sur la base des filtres de Kautz a été introduite dans ce chapitre.
Puisque ces filtres admettent des pdles complexes conjugués, ils conviennent particuliérement
a la représentation de systémes possédant des dynamiques oscillantes et rapprochées. Par
contre, ‘ils ne sont pas adaptés aux systemes ayant des dynamiques éloignées. 1l est donc
ﬁécessaire d’étudier une nouvelle base de fonctions et en 1’occurrence la base orthogonale

généralisée, qui permet de fixer simultanément-plusieurs dynamiques.
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Représentation dans Pespace d’état

Un point, qui n’a pas été abordé dans cette section, consiste & trouver la représentation d’état
liée a I’approximation d’une fonction de transfert par des filtres de Kautz. Cette représentation
peut étre synthétisée en utilisant une approche analogue 2 celle qui a été décrite pour les

fonctions de Laguerre au paragraphe 1.3.7.

Lien entre les filtres de Kautz et les filtres de Laguerre a pole complexe
La définition des fonctions de Laguerre peut étre étendue aux pbles complexes, sans altérer

I’orthogonalité et la complétude de I’espace qu’elles engendrent :

L, (z, &) = \/ 1- |§|2 (i)[ lz—_&';) | avec e C (I11.30)

Bien que cette définition ait déja été utilisée par e Silva, (1995), elle n’est pas tres répandue

dans la communauté de 1’automatique, parce qu’elle n’a pas de sens physique. En effet, la
réponse temporelle des filtres définis par (II.30) est complexe, alors que les réponses

temporelles des systémes physiques sont réelles.

On peut néanmoins, représenter les systeémes réels par les filtres de Laguerre a pdle complexe
(I.30) en ne considérant que la partie réelle (voire imaginaire) de la réponse temporelle
résultante. Cependant, il est important de souligner que I’orthogonalité des parties réelles

(voire imaginaires) n’est pas respectée, bien que 1’orthogonalité des signaux complexes 1’est.

L’approximation d’une fonction de transfert G(z), dont la réponse impulsionnelle est g(z),

avec la partie réelle des N + 1 premiers filtres (I.30) est notée ainsi :

n=0

gy(D)= 2@{5‘1 I:i g, L,,(z, E,)]} avecEetg,e C

Le calcul des coefficients complexes g, peut alors se faire en passant pér la transformée
bilinéaire complexe comme cela a été expliqué au paragraphe 1.3.5 p. 25. Dans cette optique,
il serait intéressant d’établir une relation entre les coefficients de Laguerre complexes et les
coefficients de Kautz. Elle permettrait de calculer les cocfficienfs de Kautz sans intégration

dans le plan complexe cf. (IL21).
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4. Base orthogonale généralisée

Bien que la complétude de I’espace -engendré par les fonctions de Laguerre ou de Kautz,
permette de représenter tout systtme LTI stable par une série infinie de fonctions et que la
convergence de chaque série permette sa troncature & un nombre fini, ’ordre de troncature

doit étre €levé pour approcher au mieux le comportement de syst®mes réels possédant des

dynamiques éloignées.

L’idée que défend Lindskog, (1996) est d’utiliser plusieurs réseaux de filtres en paralléle, afin
que chacun puisse approcher au mieux le comportement résultant d’une dynamique, et qu’il
permette ainsi la troncature de la série associée a chaque réseau & un ordre « peu élevé ».
Ainsi, s’il s’agit de modéliser le comportement dii & une dynamique amortie ou oscillante, un
réseau de filtres de Laguerre ou de Kautz peut respectivement étre utilis€. La connaissance a
priori du systéme serait alors trés appréciée pour fixer les pbles de chaque réseau. Lindskog

propose, donc, de décrire toute fonction (de transfert) appartenant a HX(D®) sous la forme :

nt N,’,‘,l a¥ NY,
CORDIIWAACRATIIA AN S AL31)
I=1 k=0 I=1 k=0

ot n=n"+ n" est le nombre total de réseaux de Laguerre et de Kautz utilisés ; N, le nombre

de filtres dans chaque réseau, &; le pole de Laguerre du réseau /, p; le pdle de Kautz du réseau [

et g1 le coefficient de Fourier du filtre cotrespondant.

Cette configuration garde 1’avantage principal des filtres de Laguerre et de Kautz, 4 savoir une
représenfation linéaire par rapport aux coefficients, une fois que tous les pdles sont fixés.
Cependant, son inconvénient majeur est que 1’orthogonalité entre fonctions de deux réseaux
différents n’est pas conservée. On peut alors s’attendre a des problémes numériques, lors du
calcul des coefficients g;x, quand les p6les de deux réseaux différents sont proches I'un de

lautre. De plus, I’écriture (II.31) introduit une multitude de nouveaux paramétres et en

I’occurrence le nombre de réseaux n, les poles (p; ou a;), I'ordre de troncature N, de chaque

réseau ainsi qu’'un total de (nLN ;,+n“’N;"_,) coefficients linéaires g,,. Alors, plusieurs

questions surgissent concernant le choix de tous ces parametres, et en I’occurrence :



Page 70 Rachid MALTI

» Combien de réseaux de filtres utiliser ?

» Quel ordre de troncature et quel pole choisir pour chaque réseau ?

» Sil’erreur quadratique n’est pas « suffisamment petite », quelle stratégie adopter ?
=> ajouter un nouveau réseau avec de nouvelles dynamiques,
=> optimiser I’emplacement des pdles ou

= ajouter des filtres supplémentaires dans les réseaux existants ? lesquels ?

~

Toutefois, il est siir qu’il faille recalculer tous les coefficients a chaque modification du
nombre de filtres, puisque la propriété d’orthogonalité des fonctions constituant tous les

réseaux n’est pas préservée.

Pour conserver 1’orthogonalité tout en introduisant plusieurs dynamiques au modele, Ninness
et Gustafsson, (1997) proposent d’utiliser la base orthogonale généralisée (BOG) qu’ils
synthétisent & partir de choix arbitraires de podles. Cette base est €galement connue [den
Brinker, 1996b] sous le nom de la base des filtres de Kautz généralisés. A son origine, on
trouve les travaux de Broome, (1965). Cependant, elle a été délaissée au profit des bases de
Laguerre et de Kautz & deux parametres. Heuberger et al., (1995) et Ninness et Gustafsson,
(1997) ont, cependant, le mérite d’avoir attiré I’attention de la communauté automatique sur
son utilité pour la modélisation de systémes ayant plusieurs dynamiques. IIs 1’ont récemment

synthétisée de deux maniéres différentes :

» l'une utilise les réalisations équilibrées de fonctions passe-tout; elle est due a

Heuberger et al, (1995), et

» P'autre fixe les pdles des fonctions de transfert; elle est due & Ninness et

Gustafsson, (1997).

" Nous présenterons la seconde méthode en nous attardant sur le choix des pdles complexes, car

le choix des poles réels ne pose pas de difficultés particulieres.



Chapitre II : Représentation de Systémes sur des Bases Orthogonales - Cas des Filtres de Type Meixner, de Kautz, de ]aBOGet ... Page71

4.1 Synthése des fonctions de la base orthogonale généralisée

Si I’on nomme &, (g) les fonctions de la nouvelle base, les auteurs montrent que les fonctions

issues de la structure :

V1-[E. ‘2 ﬁ(l—&:_,z]

1
Z"gn k=0 Z"ék

8,(2)= (IL32)
conservent ’orthonormalité d’une part et la complétude de I’espace qu’elles engendrent

d’autre part. Elles permettent donc d’écrire toute fonction (de transfert) appartenant a H*(D%)

sous la forme :

G(z)= i £,8,(2) | (IL.33)

n=0

La procédure d’orthogonalisation, qu’ils utilisent, s’apparente a la méthode de Gram-Schmidt.

Elle est détaillée ci-aprés.

En supposant que le pole dominant de la fonction de transfert originelle, G(z), est a proximité

de & avec 1€l <1, ils fixent, alors, le pble de B & & et introduisent la constante de

normalisation A :
2,(z) = A— (IL.34)
= &o
Le calcul de A se fait alors ainsi :
&, =1 @i§ B (z)?*(z)il£=1 (IL35)
0 27'5] T 0 0 z

& A=q1-[ (IL36)

A présent, en supposant que la fonction de transfert G(z) possede un second pdle qui se trouve

a proximité de &;, alors la deuxieme fonction de la base sera de forme :

.

11.37
A e -5 37
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Afin de mieux appréhender le choix de & (I.37), il suffit de noter que %, (z) posséde un pble

en &y dans le disque unité C = {z: |z| < 1}. Pour assurer I’orthogonalité de &, et & il faut que le
produit scalaire (a’o,?l> soit analytique dans C. Il est donc nécessaire d’inclure un zéro a

&, (z) au point &y qui assure la nullité du produit scalaire de &, et & :

?o,g l{;o § Z & ( a())

o1-Ez)1-Eiz)

dz=0 (IL.38)

Une fois de plus, A’ est choisi de fagon & ce que &) soit normée :

(€o-2o)Ee-tdz
Ne—E)1-E2)(1-&12)

e a=q1-f (I1.39)

Notons que lors du choix de &, le pdle &; peut étre pris n’importe ot dans le disque unité. En

A/Z
”glll2 =1 & 2mj §T (Z__a

continuant ce raisonnement avec des podles fixés arbitrairement, les auteurs arrivent & la

formulation générale présentée dans (I1.32).

Si I’on se restreint au choix d’un pdle réel et unique &, =& € ]-1, 1[, quel que soit »n, on
retrouve la base particuliére des fonctions de Laguerre. De méme, si ce pdle & est nul, la base

de filtres FIR est générée.

Cette procédure d’orthonormalisation est applicable méme si ’on souhaite fixer des pbles
complexes. Puisque la réponse temporelle de toute fonction de transfert doit appartenir a
I’ensemble des nombres réels, Ninness et Gustafsson proposent de modifier légérement la

procédure de sélection des pdles de facon a choisir, par paire, des pdles complexes conjugués.

De plus, ils suggeérent de substituer la paire de fonctions (8,, B,+1), générées a partir de
I’équation (I.32), par la paire (&,,8, ) issue d’une combinaison linéaire des fonctions

originelles (voir (IL.40)). Ceci garantit leur orthogonalité par rapport aux autres fonctions de la

base.
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gr: — CO ¢1 gn ConC cl C,Ge 11.40
gr) e cfg.) CTVIEE (1140

1l est intéressant de souligner que les fonctions &, et 8 engendrent un plan, dans 1’espace

fonctionnel de dimension infinie. Ce plan est orthogonal au sous-espace engendré par &y, 3,
.. 8,1 grace a (I1.40). Les conditions que posent Ninness et Gustafsson, concernant le choix
des coefficients complexes c,, ¢;, c; et ¢;, sont alors plus simples a comprendre. Les deux

fonctions &, et 8, doivent &tre orthonormées. Pour cela, il faut vérifier les trois conditions :

» la normalité de &, qui impose |c0|2 +lcl|2 =1, (I1.41.a)

2

=1, (IL4Lb)

» lanormalité de & qui impose |c;| +|c/

» Dorthogonalité de &, et 8” qui nécessite la résolution de cc; + c,c;” = 0.(IL41.c)

Les auteurs posent une condition supplémentaire concernant 1’appartenance des coefficients

Cy> C;5 Cy €t ¢ a1’ensemble des réels.

Puisque sur tout plan vectoriel, il existe une infinit€ de paires de vecteurs orthonormés, ils

obtiennent une infinité de solutions.

Pour déterminer 1’ensemble des solutions, les auteurs proposent le changement de parameétre :

B+Em _EB+n , PHEW LR+
CO=_1___§*—2’CI=1T§—*2—’CO=—1—_§TetCI= 1_&*2 ’ (II.42)

et expriment les nouvelles fonctions ainsi :

1-g,f (1-& z)(Bz+n)

X - > (11.43.
Il P ey »
1-le,[* (1-&_2)Bz+u")
¥/ = I .4 .b
R R D
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Ils montrent que les parametres B, 1, B’ et W', qui s’écrivent en fonction de ¢y, ¢;, coetc’y et

qui respectent les trois conditions (IL41) doivent satisfaire aux trois équations quadratiques :

2 T

xT Mx = 1_ &i x = 2 %

T | 2 (B n) e M- [ I+, 2% {F:nz}} (IL44.a)
Y My=[1-¢2 y=(@" W) =t 14k

I (IL.44.b)

La résolution de ce systéme d’équations utilise trois degrés de libertés. Il en reste donc un. Les
auteurs trouvent, aprés calculs, une formulation générale de 1’ensemble des solutions. Pour
plus de détails, on renvoie le lecteur a [Ninness et Gustafsson, 1997]. En ce qui concerne le
reste de notre travail, nous nous intéresserons a un choix particulier de ces parameétres. Mais,
auparavant, et pour compléter ce résumé, il reste a énoncer la condition de complétude de

I’espace engendré par ces fonctions.

Complétude des fonctions de la BOG
Les auteurs - démontrent, que les fonctions issues de la BOG engendrent complétement

I’espace H3(D®) si la condition suivante, concernant le choix des pdles, est satisfaite :

3 (1= = o =

k=0

Choix particuliers des paramétres f3, i, et i’

Si I’on compare le plan fonctionnel a un plan vectoriel (figure I.7), alors le degré de liberté
trouvé par Ninness et Gustafsson peut étre assimilé a un angle permettant de fixer des paires
de fonctions (vecteurs) orthogoriales sur ce plan. Cependant, si le but est d’engendrer ce plan
fonctionnel, on peut se contenter de n’importe quelle paire de fonctions orthogonales qui y
appartient. On va donc examiner deux choix particuliers, et cela en fixant le degré de liberté

restant et en calculant les paramétres 3, u, B’ et U’ résultant.
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g”(zaﬁo’uo) ?,:(2,51,“1)
I T

?”(Z, ﬁ] > uq) e ‘"l :

g’(z’Bo’l—Lo)

Figure I1.7 - Représentation vectorielle sur un plan fonctionnel

Soit G(z) une fonction (de transfert) appartenant a H2(D%). Soit O(z) la projection de G(z) sur
le plan fonctionnel engendré par la paire de fonctions (%, ,&, ), décrites par (Il.43.a et b),

(II.44.a et b). Q(z) s’écrit alors :

_ (pz+v) ""‘(1—&3‘;] 1145
00 T )T ALt —

Afin de distinguer les différentes paires de fonctions orthogonales, qui engendrent ce plan

fonctionnel, elles seront notées, dorénavant, en fonction de leurs paramétres f, i, B’ et . Les

notations 2/(z,,1) et 27(z,’,1u’) correspondront aux définitions (IL.43).
On s’intéresse particuli¢rement a deux cas :

» quand B/ (z,B,p_L) est colinéaire avec Q(z),

» quand &, (z,|3, u) et Z’;(z,B’,u') correspondent aux choix de filtres de Kautz a

deux parametres.

Premier cas

On peut choisir B et p de fagon a ce que la fonction &, (z,B,u) soit colinéaire avec Q(z). A ce
moment fs’,f(z,B’,u’) est perpendiculaire & Q(z) et le coefficient de Fourier de ?;(Z,B',u’) est

nul. La décomposition de Q(z) sur la paire &, (z,B,u) et ?;(z,B’,u’) s’écrit alors exactement

ainsi :



Page 76 Rachid MALTI

0(z)= g,2,(z,B.1) (1L46)

Néanmoins, il faut déterminer lors du calcul de Q(z) (IL.45), a partir de la fonction de transfert
originelle G(z), les deux parametres p et v qui permettent, par la suite, de choisir B, et g/. I
est a souligner que cette méthode nécessite le calcul (ou I’identification) de deux paramétres p

et v, bien que le résultat (I1.46) exprime Q(z) a partir d’une seule fonction.

En conséquence, on peut, aussi bien, définir une paire arbitraire de fonctions orthogonales, en
fixant B et W, et calculer les coefficients de la décomposition de Q(z) sur ces fonctions. On

aura toujours deux parametres a calculer (ou 2 identifier) qui sont les coefficients de la

décomposition de Q(z) (ou G(z)) sur chacune des deux fonctions :

Q(Z) gn n(z Bl’u'l)-'- g”?”(z Bl’ul)

C’est ce que nous proposons de faire dans le deuxieme cas.

Deuxieme cas

B, 1, B’ et 1’ qui définissent la paire de fonctions orthogonales, sont fixés de facon tout a fait
arbitraire afin de rejoindre la définition des fonctions de Kautz :

T

(1+€)(1+5)(1 1) et ( (IL47)

()= )= L=

En effet, les fonctions résultantes B/(z) et £/{z) peuvent respectivement &tre comparées aux

fonctions paires et impaires de Kautz (I1.14) :

oy Kiz-Dz 4(1-&z | |
g, (Z) = (Z _ E_,)(Z _ Ej)g( 7— &k ) (I1.48.a)
g/() =t ( ) (IL48.b)
il -

(11.48.c)

avee K = \/(1+E..)(1+&*)(1'—§,,§Z) o K= J(l—g)(l—g*)(l—gng;)

2 2
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Résumé de la méthode utilisée pour inclure des poles complexes dans les fonctions issues
de la BOG

Tous les pdles réels des fonctions issues de la BOG (I1.32) sont fixés sans aucune contrainte.

Par contre, si I’on souhaite introduire un pdle complexe &,, dans la fonction #,, il faut alors

introduire son conjugué dans la fonction d’ordre supérieur &,,,, i.e (inﬂ = ?;’;) Ensuite, il

n+l? U

faut substituer la paire de fonctions (‘z's’n, fs’n+l) issue de (IL.32) par la nouvelle paire de

fonctions (87, 8”) de la définition (IL48) :

n~1

G(z)= Y, 83(2)+ 181(2) + 8,82+
i=0

1l est parfois nécessaire, pour synthétiser les équations d’état (voir § 4.5), de revenir a la paire

de fonctions (8,,%8,,,)  partir de (&, ,&,"). Pour cela, il suffit d’inverser la relation linéaire

(11.40), liant les deux paires de fonctions, ¢y, ¢1,¢’o €t ¢’y étant définis par (IL42) et (IL47).

4.2 Réseau de filtres de la base orthogonale généralisée

A partir de I’équation (IL32), on peut formuler la relation de récurrence suivante entre les

fonctions de la base généralisée :

\/1_‘§0|2Z

B(z2)="—"7— (11.49.a)

z2-&,
B (1-8
8,(z)= Jl-lﬁn-lz( -y )?,,_l(z) (I1.49.b)
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Le schéma bloc correspondant est :

00 [ o] 1Bl 1= VB -

e | Y e

Xo(Z)

Figure IL.8 - Réseau de filtres de la BOG

Ce schéma servira pour synthétiser les équations d’état des filtres issus de la BOG.

On retrouve dans 1’article [Ninness et Gustafsson, 1997], le schéma bloc ci-dessous, qui
montre que les filtres de 1a BOG sont constitués de plusieurs blocs passe-bas ayant différentes

fréquences de coupure, reliés entre eux par des blocs passe-tout.

Figure I1.9 - Réseau de filtres issus de la BOG [Ninness et Gustafsson, 1997]
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4.3 Calcul des coefficients de Fourier liés aux fonctions de la BOG

Le calcul des coefficients optimaux, au sens du critére quadratique, se fait comme pour les
autres bases orthogonales, c’est-a-dire en effectuant le produit scalaire de la fonction (de

transfert) originelle par I’ensemble des fonctions de la BOG:

(dd?&)= § G(2)8, ()2 dz (IL.50)

T

Rappelons, cependant, que lorsque &, est complexe, on remplacera la paire de fonctions

(8,,8,,,) par la paire (&, ,8,"). C’est la raison pour laquelie on distingue les deux cas :

> quand &, est réel

\/ §>G() P ( i}i)d

k=° ( ékz)

(IL.51.a)

» quand &, est complexe, alors En1 = é’;n* et les coefficients se calculent par :

=g =

n

Z (IL.51.b)

2(1+2) el (z-8))
1-(&, +& )z +&,6,2% %o (1 ~£,2)

= g”=

n

dz (I1.51.¢)

ol K/ et K” ont été définis dans (I1.48.c).

4.4 Convergence des coefficients et convergence

de la série des filtres BOG

Puisque les fonctions de la BOG forment une base orthogonale compléte dans H(D°), toute

fonction (de transfert) G(z) appartenant a HA(D®) peut s’écrire :

G@:i&a@@ (IL.52)

n=0
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Cependant, afin de pouvoir tronquer la série infinie & un ordre fini N, il faut qu’elle soit
convergente. Comme pour les bases de fonctions précédentes, nous proposons de vérifier
d’abord que les coefficients g, sont convergents, et ensuite de trouver le domaine de

convergence de la série (I.52), sur le plan de la transformée en 2. Cette étude sera faite, une

fois de plus, sur une fonction de transfert a P poles distincts :

6=y 2%

=1 L%

4.4.1 Convergence des coefficients de la décomposition

Le calcul des coefficients de la décomposition de G(z) sur la BOG se fait a partir des

équations (I1.51.a, b et c). Le résultat de I’intégration sur le plan complexe est le suivant :

> quand &, est réel :

2 1 ¥
2, ByJ1-[E, (z-8) (IL.53.a)

» quand &, et &,+1 sont complexes conjugués :

P B.(l—z.) nl (z,-—»’;Z)
’_ Kl ! . ! — II.SS.b)
& l=21 " 1_(§n +§n)zi +&ngnzi !;! (1—§kzi) (
P n-1 . A
g’=> K" Bl1+2) -11 (z-8) (IL53.c)

il ! 1_(an+§:)zi+&na:zi k=0 (l_gkzi)

Notons que tous les coefficients apparaissent comme une somme de P séries Sn(z;), pouvant

s’exprimer comme suit :

_ 1 (Zi - g;)
s.(z)=11 ) (IL54)
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En effet, tous les coefficients de Fourier peuvent étre regroupés sous la formule générale :

l_gnzi
g =§P:KS (z) avec % =<K’ Bi(l—zi)
| T 1-(8, +8)n +EE
K” B(1+z)
(é +E_, )Z +§ 7; z

-8
1-€,z,

Posons r,(z;,&, )—

Puisque X; est un nombre fini, les coefficients g, sont convergents si chaque série S,(z;) ’est
aussi. Il convient, a chaque fois qu’un pdle complexe &; est utilisé, d’associer le terme ri(z;, &)
au terme suivant 1 (z;, ?;j*) et de regrouper les deux produits successifs 1z, &) rjs1(zi §,~*) de

(I1.54) dans un seul et méme terme noté :

o, ¢ oG8z =8)
znta)= S () | (IL55.2)

Ainsi, on pourra réécrire la série S,(z;) :

S.(2)=1 (28, i (28} 1208 jm) A2o8;) a2 e} s (2E) (IL55.b)

Une condition suffisante de convergence des coefficients g, est que le module de chaque

terme de la série {Su(z:)}n=o0,1, ... ., s0it inférieur a 1. Il en résulte les conditions suivantes :

)|<1=>. 3 1<l Vet VE, réel (11.56.2)

O <1 I(z,-—&n)(zf.—a*)
)(z)l< Q‘(l i )1-Es)

<1 VzetVE, complexe (I1.56.b)
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Ces deux inégalités ont €té résolues, respectivement pour les filtres de Laguerre dans (1.33) et
les filtres de Kautz dans (1.24.a). Le résultat est directement étendu pour le cas des pdles

multiples.

Les inégalités (I1.56) sont donc vérifiées si chaque pdle z; de la fonction de transfert originelle
et chaque pdle &, des filtres de la BOG sont & I'intérieur du cercle unité. En conséquence, la

convergence des coefficients est subordonnée a la stabilité du systeéme décomposé et a la

stabilité des filtres de la BOG.
Trouvons, a présent, le domaine de convergence de la série issue de la BOG sur le plan de la

transformée en 2.

4.4.2 Convergence de la série des filtres BOG

En remplacant les coefficients de Fourier dans la série infinie (I1.52), on obtient :

2

= 1- nol]— 7E"
G(z)=2, 8, t ‘T %, (IL57.a)

n=0 Z_gn Jj=0 Z_E..j

cof ARl e a-g)i-2)
:»G(z)—;i; z Tt H (l—z,.a,.)(z—a,.) ERUER)

T est évident que si I’on suppose que les coefficients de Fourier g, sont convergents et que
nl]—2E]
0 2=§;

I’on étudie la série de (I1.57.a), on obtient alors des conditions suffisantes de

convergence. De méme, si ’on étudie (I1.57.b), sans faire de supposition sur les coefficients

gn, on obtient des conditions moins restrictives qu’avant. Elles demeurent, cependant,

-8 )i- %)

suffisantes a cause de la nature de la série H

0 (1-2&, )z “if).
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4.4.2.1 Cond_itions restrictives

Puisque les coefficients g, de la BOG sont convergents, on peut affirmer, & partir de (I1.57.a),

n-l1— *
que la série est convergente si chaque terme du produit H .

Jj=0 Z‘&,-

est inférieur & un.

1l conviendrait, toutefois, quand un pdle complexe et son conjugué sont utilisés, d’associer les
deux termes successifs du produit, comme cela a été fait dans (II.57.a et b). On peut donc

écrire les conditions de convergence ainsi :

1-zE,
z-§,

<1 quand &, est réel.

(1-28, 1-2¢;)
(z-&,)z-¢)

<1 quand &, est complexe.

Ces inégalités ont été résolues dans le cadre de I’étude des conditions restrictives de la
convergence des séries de Laguerré (§ 1.3.6.2.1) et de Kautzv(§ 11.3.4.2.1). Rappelons que le

domaine qu’elles décrivent représente ’extérieur du cercle unité.

4.4.2.2 Nouvelle proposition : condition moins restrictive

Une condition moins restrictive provient de I’étude de la série (11.57.b). La convergence est

o (o -E)i- )

assurée quand chaque terme du produit est inférieur a un. La aussi, il
! ! (l—z,.ﬁj)( - )

j=0

convient d’associer tout terme contenant un pdle complexe avec le terme qui le suit et qui
contient son conjugué. Les inégalités qui définissent le domaine de convergence s’écrivent

donc :

(- a5

(Z - &n)(l - &nzi)l

<1 quel que soit &, réel

&__f"f& 3 )"()1(3'{ f")éziéi'fiq quel que soit & complexe
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Rappelons que la premiére inégalité a été résolue dans le cadre de 1’étude des conditions de
convergence non restrictives de la série de Laguerre (1.36). Le lieu de z satisfaisant & cette
inégalité représente I’extérieur de tous les cercles dont les centres sont (xs, 0) et dont les

rayons sont rp, V €, € R, avec :

_én(l—\wﬁ,r) r JWﬁll(l_gi) T

1-&2 anl 1-&X\w, 1-2,E,

La deuxiéme inégalité a été traitée dans le cadre de I’étude des conditions de convergence non
restrictives des filtres de Kautz ¢f. (I1.28). Sa solution n’est pas évidente dans le cas général.
On peut, néanmoins, représenter le domaine de convergence graphiquement lorsque tous les
parametres de la fonction de transfert sont connus et lorsque tous les pdles de la BOG ont été

fixés.

Exemple I1.3

On souhaite décomposer la fonction de transfert G(z) de I’exemple I1.2 :

3z . 3z + Z
7—-06-06j z—-06+06j z-08°

G(z)=

sur la base de trois filtres de la BOG ayant un pole réel, & = 0.9, et deux pbles complexes
conjugués, &, = 0.62 + 0.51;. Le calcul des coefficients de Fourier se fait & partir de (I.51.a, b

et ¢). L’approximation résultante s’écrit :
G,(2)=8378.(2,062+0515)+3868/(2,062£051/)+14328,(z,9) (IL58)

L’erreur quadratique normalisée (NMSE) commise lors de cette approximation se calcule

directement a partir de (1.6.b) :

I, 6@ -gt-gl -4
l6G) &y

=4.09 %

Le domaine de convergence de la série (I1.58) est défini sur la figure II.10. Il exclut d’une part
le cercle dont le centre est (0, 0.0876) et dont le rayon est 0.076 et d’autre part les deux

contours indiqués sur la figure suivante.
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Zones de convergence
selon la nouvelle condition

L5 (moins restrictive)
1 \ Zones exclues 2
i cause du p6le 0.8
0.5

Zone de convergence
selon la condition —1>
restrictive

Zones exclues a cause
: des poles 0.6 + 0.6j

R
L
L

Figure I1.10 - Domaine de convergence de la variable z

(extérieur des zones sombres)

4.5 Représentation dans I'’espace d’état

Pour compléter cette présentation, on propose de générer les équations d’état des filtres
strictement causaux issus de la BOG. Un retard pur est donc ajouté en amont du réseau de la

figure IL.9.
A partir de ]a relation de récurrence (11.49.b) et de la figure I1.9, on peut écrire :

AL

7-&,
x()=4-— g"q L (6)

o + 1) = Egxo (k) + 1= o k)

x,(k+1)+ A&oxy(k +1) = Ax, (k) +&,x,(k)
y xz(k +1)+ Azglxl(k +1) = Ayx, (k) +E,x, (k)

1- Enq
x,(k x, (k > 59.
(=4 —§2 % (6) x (k+1)+A F;n_lxn_l(t+1)=Anxn_l(k)+§nxn(k) (1152
x, (k)= A, 1——‘_%‘.1%-1 (k) oA, = i
9 " 1- E.on—l ’
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La sortie globale s’écrit :

y(k) = goxo (k) + g,x,(k) + g, %, (k )+ g x, (k)

Définissons le changement de variables :

(2, (k) = x, (k)

7, (k) = x, (k) + A& x, (k)
12,(k) = x,(£) + A& x, (k)

(Zn (k)= X (t)+ An§:-1xn-1 (k)

dont le changement réciproque est :

-

xo(k) = z, (k)

X (k)= 2y (k)- Alggzo(k)
x, (k) = 2z, (k) - Azﬁle (k)+ AzAlgggrzo(k)

Xn (k)= Yn (k)- A'n&-t:—lzn—] (k)+ A, An—]&:—l&:—Zzn—Z (k)—--— g Ak&/tzo (k)

(IL.59.b)

(11.60.a)

(I1.60.b)

En remplagant (II.60.a et b) dans (II.59.a et b), on obtient la représentation d’état du réseau de

la BOG, que I’on écrit sous la forme matricielle :

Z(k +1)= AZ(k) + Bu(k)

y(k) = CZ(k)
[ z,(k) ]

Zl(k)

Z(k)= 2, (k)
_ZzN.(k)_

&
Al (1" &;&1)

- 4,48 (1-5E,) 40-8E,)

410]

0
&

2[1]

0
0
&

0
0
0

| 2[2] ..

O O O

-

S

(IL.61.a)
(IL61.b)
e[|
0
0
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et . C=lelo] el el3l - eln]|
ol
A= a Tl au80-80)

@[x]= 8« +ki (- l)k 81 ﬁAjéj'—l

=x+1 J=x+1

et A=

4.6 Conclusions

Les filtres de la base orthogonale généralisée, admettent un nombre quelconque de pdles, qui
peuvent étre réels ou complexes conjugués. En conséquence, ils conviennent & la
représentation de tout type de systémes linéaires causaux et stables. De plus, cette base est

considérée comme une extension des bases de fonctions dirac delta, de Laguerre et de Kautz.

5. Généralisation de la base de fonctions de type

Meixner a plusieurs poéles réels

Les filtres de type Meixner (II.1) sont intéressants pour la modélisation de systemes a partir de
conditions initiales mal connues, car ils permettent, lors du processus d’identification,
d’attribuer un poids « faible » aux données proches de ’origine des temps. En revanche, ces
fonctions, tout comme les fonctions de Laguerre, n’admettent qu’une seule dynamique, fixée

par le paramétre & dans (IL.1) et 12 réside leur principal inconvénient.

Les fonctions de la base orthogonale généralisée admettent plusieurs dynamiques. En
revanche, le poids qu’elles attribuent aux données proches de 1’origine des temps n’est pas
ajustable. Il est élevé, ce qui défavorise I'identification de systemes quand les conditions

initiales sont mal connues.
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Il nous a donc semblé intéressant de construire une nouvelle base de fonctions, que nous
appellerons la base de Meixner généralisée, qui cumule 2 la fois les avantages des fonctions
de type Meixner et ceux des fonctions de la BOG. En effet, elle aura un degré de
généralisation et elle admettra un nombre quelconque de poles réels. Elle sera donc

considérée, comme une généralisation de la base de type Meixner.

Pour cela, nous appliquerons, aux filtres de la BOG, la méthode que den Brinker (1995b) a
appliqué aux filtres de Laguerre, pour synthétiser les filtres de type Meixner. Dans ce travail,
nous ferons face a une difficulté plus accrue, a cause de la mulititude des pélés utilisés. Nous
inviterons le lecteur 2 comparer nos résultats avec les résultats relatifs aux filtres de type

Meixner présentés au paragraphe I1.2.

5.1 Synthése des fonctions de la base de type Meixner généralisée

L’objectif est de montrer que les filtres de type Meixner généralisés s’écrivent dans le

domaine fréquentiel :

M (0 8)= 310 B [ a.624)

j=0 - &k

ou la fonction GJ(.“) (z,&) dépend du degré de généralisation et se présente comme suit :

2 12 2
> G@ _A1-E)" e (1-85) IL.62.b
Gj (Z’g) (Z_aj) e (Z_§j+k) . ( )

Pour synthétiser ces filtres, définissons les deux vecteurs contenant respectivement les
transformées en 2 des filtres de type Meixner généralisés et les transformées en 2 des filtres de

laBOG:

M (08) =M () M7 (28) -]
B(z,t)= [?O(Zfa) 2 (2.8) ]
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Les nouvelles fonctions sont construites de la maniére suivante. Le banc de filtres BOG est

mis en cascade avec une matrice orthogonale A (figure I1.11) de facon 2 ce que :

» le vecteur résultant,
M (z,€)= A8, (2,8) (I1.63)
contienne des fonctions rationnelles en z,

> 1’ordre de la transformée en 2 de M “ (z,8) soitn+a+1,

» les fonctions soient orthonormées et

(a) . 9" . 92 .
» chaque fonction de transfert M f (z,&) s’exprime, comme 1’indique 1’équation

(IL.62.a), en fonction des filtres G\*)(z,€) de I'équation (IL.62.b).

La derniére contrainte est suggérée par analogie a la contrainte imposée par den Brinker

(1995b), aux filtres de type Meixner.

1-&yz 1-8z 1-8,2
z-§, rz—gl z-&y

A 4 47
V- 2| [Y1-fele| Y1l 1-[e,[ 2
z-§&, z-§, z=¢, z-¢&,
EeDH|  EEYH &) Bu(z)
A(a)
! ! ! l
M) MR M@ M (2)

Figure IL.11 - Réseau permettant de générer les filtres de type Meixner généralisés a

partir des filtres issus de la BOG
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A partir de (IL62.b) et pour une généralisation & I’ordre a = 0, il est évident que les fonctions

de type Meixner généralisées se réduisent aux fonctions de la BOG. En effet, A = I (matrice

’ 2
identité), c,£°>(z,§)=—£|%|-—z et MZ"(2,8)=8(2,8).

. . (a) N A P P
Puisque la fonction M. posséde n + a + 1 poles, notés &g, &y, ..., Envas elle peut également

étre générée a partir du schéma bloc de la figure I1.12, qui correspond aussi & 1’équation

(I1.62.a). Notre objectif est de calculer la matrice L,

‘1"&02 1-E;z 1-Eyz
z=§&, z-§, z2-E&y

A A

6 @8)| |6@E)| |62(E) )

PR, )] £76) £9() |
| 7 LY
M@ M) M) ME”(2)

Figure I1.12 - Réseau permettant de générer les filtres de type Meixner généralisés ;

G9(z,€) est défini par (IL.62.b)

Les sorties intermédiaires f*)(z) de la figure IL12, regroupées dans le vecteur £“)(z)

s’expriment aisément a I’aide d’une opération matricielle sur les sorties des filtres de la BOG :
£9()=U"2(z) (IL.64)
avec :

> f(a)(Z)=[f0(a)(Z) fl(“)(z) ]

» U9 =y _U,,-UI  (Iordre de la multiplication doit étre respecté) et
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» Uy, une matrice bi-diagonale supérieure de dimension 2N+1 qui s’écrit :

1_§12+x Vl’gg\ﬂ_&f I+x 0 T 0
1- ‘taognx 1- &0§1+x
. -8, 88,
Ux — 1- §1§2+x 1- §1§2+x :
. . g, 1o8Ig,
‘ 1- §2§3+x 1- §2§3+x

x=12,... (a-1) (I1.65)

Notons que, si tous les pdles sont identiques, toutes les matrices U, se réduisent,
indépendamment de I’indice x, & la matrice U définie par (IL2), U9 devient U* (lire U
puissance a) et ’on retrouve le réseau de filtres de type Meixner que ’on a présenté au

paragraphe II.1.

Puisque les deux réseaux de filtres des figures IL.11 et II.12 doivent étre équivalents, la

relation matricielle suivante est toujours vérifiée :

AW =y (11.66)

Puisque, la matrice A est orthogonale, 1’équation suivante doit aussi étre satisfaite :
ACWAWT — ey @fy@l @) o (L67)

Par ailleurs, U{U“}7, matrice de dimension 2N + 1, est définie positive. On calcule donc
L®, comme proposé par den Brinker pour les filtres de type Meixner, en inversant la
décomposition de Cholesky de U’ { U”}". Ensuite, la matrice A est générée, 2 partir de (IL.66)

et une vérification de 1’exactitude du résultat peut se faire en appliquant (I1.67).

Afin de mieux illustrer cette procédure, un exemple de faibles dimensions est traité pour des

ordres de généralisation peu €levés.
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Exemple I11.4
Trois cas seront présentés : quand 1’ordre de généralisation (a) est égal a zéro, un puis deux.
Pour chaque cas, les deux premitres fonctions de type Meixner généralisées seront

déterminées.

» Pour le choix des pbles & =0.9 et & = 0.6, et une généralisation a I’ordre a =0, les filtres

issus de la nouvelle base se réduisent aux filtres de 1a BOG, car L® est 1a matrice identité.

0436z
z—09

ME” (2,09)=8,(z.09)=

m(z[09 06] )= (z.[09 0s] )= Z(isé - lz'_o(‘f;

> Pour un degré de généralisation a = 1, il est nécessaire de fixer un pdle supplémentaire &2,
. ) 7 2N tel 2 20N -
car la fonction MZ" dépend, selon la deuxi®me condition énoncée i la page 89, de trois

poles. Posons &, = -0.8. La matrice UD, égale 4 Uy, se présente ainsi ¢f. (I1.65) :

139 045 0
UP=Ul=| 0 024 -026
1—
0 0 -
1+080E, |

Quant aux matrices LV et AD 3 partir de (I1.67) et (I1.66), elles s’écrivent respectivement :

068 0 0
Lo 015 2.88 0 ¢ AD = 095 031 O
TITOR shiie, | © 7 T1-021063 -074
~017 323 8
L 1‘&3

L’élément (3, 3) de la matrice L® ne joue aucun role dans la définition des deux premieres

fonctions de type Meixner généralisées. C’est pourquoi le paramétre &; n’a pas été fixé.
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Les fonctions obtenues sont :

m¢”(2[09 0] )=0s8

[ 044z 064z }
z—09 7-06

Ly & . ]
GV
Mlc;a)(z,[og 06 — O‘S]T) ol 5[ 044z 064z ] 2.88[ 080z 036z |1-09z
2 1z-092z-06] T71z-062+08]2z-09
P ; e T g

6 G

» De méme, pour un degré de généralisation a =2, il est nécessaire de fixer un podle

supplémentaire &3, car la fonction me® dépend maintenant de quatre pdles. Posons

&3 =—0.5. Les matrices U, Uy, et U? s’écrivent respectivement cf. (I1.65) :

139 046 0 021 -016 0 029 006 004
Ui=| 0 024 -026|,U,=| 0 058 =019 |et U®=l 0 014 -038 X
i 1+08E, | | 1+088, |

Quant aux matrices L@ et AD, elles se présentent comme suit ¢f. (IL.67) et (IL.66) :

34 0 0
T 23741908 “|-021 063 074
-077 682 =T
L %4

Les fonctions de type Meixner qui en résultent, sont :

M (2[00 06 —08])=33 4[0.4362 064z 0.36z]

7;’_1“‘ z—09 z-06 z+0.81
G?)

u® ([09 06 ~08 - 05])= %[0.43& 064z 036z ] N g.fﬂ[ 08z 036z 075z 11-09z
| . 12~092-06z+08] F1z-06z+082+05]2-09
P P
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Complétude de la base

A partir de la relation linéaire qui lie les fonctions de type Meixner généralisées aux fonctions
de la BOG (I.63) et de la complétude de la base des fonctions de la BOG (voir p.74), on
conclut que les fonctions de type Meixner généralisées engendrent tout I’espace HA(D®), si la

condition suivante est satisfaite :

g(l_lék')zw‘

5.2 Comparaison avec les fonctions issues de la BOG

En comparant les filtres issus de la BOG (IL.32) aux filtres de type Meixner généralisés
(IL.62.a), on remarque que, mis 2 part, les éléments de la matrice L assurant 1’orthogonalité,

la différence au niveau de la partie dynamique se résume a la substitution du filtre passe-bas

d’ordre 1, G\ (z), qui précéde la sortie de chaque filtre de la BOG (figure IL.9), par un filtre

passe-bas d’ordre a + 1 noté Gf.“)(z) (figure I1.12).

1_§§ " 1- §+k
avec G(2,8)= Z((z—a.)) HZ(E—& ))

Ce résultat est comparable & ce qui a été présenté pour les filtres de type Meixner au
paragraphe IL.2.2. De méme, si la réponse impulsionnelle de GE.“)(z) était tracée pour

différents degrés de généralisation, on aurait obtenu des courbes similaires & celles de la
figure I1.3, qui auraient montré que la pondération temporelle dépend directement de a et que
celle qui est associée aux filtres de la BOG fournit un poids plus important aux données
proches de zéro. Ceci peut &tre génant pour certains problemes d’identification quand les
conditions initiales sont mal connues. Il serait judicieux de privilégier, alors, un degré de

généralisation supérieur ou égal a un.
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5.3 Calcul des coefficients de Fourier liés aux filtres de Meixner
généralisés
Le calcul des coefficients optimaux, au sens du critére quadratique, ne pose pas de problémes

particuliers. Il suffit, comme pour les autres bases, d’effectuer le produit scalaire de la

fonction de transfert & décomposer par les filtres de type Meixner généralisés :

1 2 - ’ 1 |
g, =(G(), MF)(,t))= pa § G(z)zo o, j+1G§”)(z",§)(——lz — é) 2z (IL68)
T J=

Relation entre les coefficients de Fourier de la base de type Meixner généralisée et ceux de
la BOG

Pour trouver la relation entre les coefficients de Fourier de la nouvelle base et ceux de la
BOG, il suffit d’exploiter (I.63) qui exprime une relation linéaire entre un réseau de N+1
filtres de Meixner généralisés et 2N+1 filtres de la BOG. 1l est alors facile de déterminer la
relation suivante, en utilisant une méthode similaire a celle qui est présentée dans I1.2.3:

[T, =[] .. Athava | (IL69)

2N +1x1 2N +1x1

On conclut que le réseau de filtres BOG, équivalent au réseau de N+1 filtres de type Meixner
généralisés, comprend 2N +1 filtres, possede les mémes pdles et des coefficients qui se

calculent a partir de (I1.69).

Remarques

1. Les coefficients de la BOG, g®°C, obtenus par (IL.69), ne sont pas optimaux au sens du

critére quadratique pour 1’approximation d’une fonction de transfert sur la base de 2N+1
filtres. Ils permettent seulement de trouver le réseau de filtres BOG équivalent au réseau de

filtres Meixner généralisés.

2. Il n’est pas possible de trouver un réseau de N+ 1 filtres de type Meixner généralisés
équivalent & un réseau de 2N + 1 filtres de 1a BOG, car la matrice A® n’est pas carrée et ne

peut pas, de ce fait, &tre inversée dans la relation (I1.69). £3]

3. L’étude de la convergence des coefficients de Fourier ainsi que 1’étude de la convergence

de la série de type Meixner généralisée, est aussi problématique que celle des filtres de type
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Meixner (voir § I1.2.4). On ne peut aboutir qu’a des résultats trés partiels, parce que la
matrice L@ qui intervient dans la définition des filtres de type Meixner généralisés (I1.62.a)

n’est pas explicitement connue dans le cas général. Néanmoins, cette étude peut étre faite,

lorsque tous les paramétres sont fixés.

4. Pour la synthése d’une représentation d’état des filtres de type Meixner généralisés, une
méthode identique a celle présentée dans IL2.5 peut étre utilisée. Il s’agit tout d’abord
d’exploiter la relation d’équivalence (I.63) entre un réseau de N+1 filtres de type Meixner
généralisés et un résean de 2N+1 filtres BOG. Ensuite, il suffit de reprendre la

représentation d’état des filtres de la BOG présentée dans I114.5. B

5.4 Conclusions et perspectives

Avec les filtres de la nouvelle base, on a généralisé a la fois la définition des filtres de type
Meixner & des pdles réels multiples et la définition des filtres de la BOG a des degrés
différents qui influent sur la vitesse de croissance de ces fonctions au voisinage de 1’origine
des temps. De ce fait, les nouveaux filtres sont plus adaptés a I’identification de systémes
lorsque les conditions initiales sont mal connues. Ces avantages amenent aussi une complexité

dans la représentation des nouvelles fonctions.

De plus le lien qui existe entre 2N + 1 filtres de la BOG et N+ 1 filtres de type Meixner

généralisés permet d’exploiter un certain nombre de résultats, déja établis pour les filtres de la

BOG, comme la représentation d’état.

Ce travail présente des perspectives intéressantes, telles que I’extension de la généralisation a

des pbles complexes conjugués.

11 faut noter, tout de méme, que la structure des filtres de type Meixner et Meixner généralisés
est plus complexe que celle des filtres des autres bases. Cette complexité est introduite paf la
présence de la matrice L® qui doit &tre recalculée non seulement pour chaque degré de
généralisation mais également quand le nombre de filtres change. Ceci peut étre gé€nant pour
certains problémes d’identification, ou I’on a besoin de modifier 1’ordre de troncature pour

observer 1’évolution du critére d’optimisation.



Chapit‘a

Choix des Poles - Conditions d’Optimalité

If I have seen a little further than others,

it is because I have stood on the shoulders of giants.

Sir Isaac Newton







1. Introduction - Formulation du probléme

Les filtres de Laguerre, type Meixner, Kautz a4 deux paramétres et de la base orthogonale
généralisée (BOG) sont gouvernés essenticllement par un, deux ou une multitude de
parameétres, appelés pdles, qui interviennent de fagon non-linéaire dans leur constitution. Le
choix de ces pdles est primordial, afin de permettre la troncature du réseau de filtres & un ordre
« peu élevé », sans trop altérer, la qualité de 1’approximation. Des auteurs comme Wahlberg
(1994) et Lindskog (1996) préconisent une connaissance a priori du systéme a identifier, afin
de mieux situer ses dynamiques et de permettre ainsi un choix adéquat du pdle de Laguerre ou
ceux de Kautz. Leur idée peut facilement étre étendue pour modéliser le comportement dfi a
toutes les dynamiques d’un systeme, griace aux filtres de la BOG qui admettent un nombre

quelconque de pbles.

A chaque ordre de troncature correspond un (voire plusieurs) choix optimum (optima) du
(des) pole(s) de la base orthogonale utilisée. Les équations algébriques dont les solutions
représentent des choix optima sont connues dans la littérature sous le nom de Conditions
d’Optimalité (CO). L’objectif de ce chapitre consiste a étudier, dans un premier temps, les
CO connues des filtres de Laguerre, Meixner et Kautz, afin de déterminer, par la suite, ce qui
constitue un des points clés de notre theése : les CO des filtres de 1a BOG sous la restriction

que tous les poles appartiennent a I’ensemble des nombres réels.

Les filtres de Laguerre et ceux de type Meixner ayant un pdle unique, leurs CO s’expriment
sous la forme d’une équation unique (voire plusieurs équations indépendantes). De méme,
puisque les filtres de Kautz possédent deux pdles complexes conjugués, leurs CO s’expriment
sous la forme d’un systtme de deux équations (voire plusieurs systémes indépendants), dont
les solutions fournissent les parties réelle et imaginaire des pdles de Kautz optima. En ce qui
concerne les filtres de 1a BOG, le raisonnement est quelque peu différent, puisque le nombre
de pbles & optimiser n’est pas constant, mais dépend exclusivement de 1’ordre de troncature N
(le décompte se fait a partir de 0), car a chaque ajout d’un filtre, un pole sﬁpplémentaire, qui
est a priori différent des précédents, est introduit. En conséquence, les CO s’écrivent
nécessairement sous la forme d’un systtme de N+ 1 équations (voire plusieurs systémes

indépendants) a N + 1 pdles, dont les solutions représentent les optima recherchés.
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Nous avons jugé bon de reprendre la démonstration conduisant aux CO des filtres de Laguerre
parce que, d’une part, notre travail clé consiste en la détermination des CO des filtres de la
BOG sous la contrainte que tous les pdles soient des nombres réels, ce qui représente une
extension directe des filtres de Laguerre et permet de mieux illustrer les difficultés
rencontrées ; d’autre part, certaines démonstrations étant identiques pour les deux bases de
fonctions, elles seront directement reprises. En revanche, nous nous contenterons de présenter
les résultats exprimant les CO des filtres de type Meixner et ceux des filtres de Kautz, en y
incluant des exemples d’illustration et en renvoyant le lecteur aux différents articles qui

traitent du sujet.

Nous avons, jusqu'a présent, quelque peu abusé de la terminologie de « pdle(s) optimum
(optima) » sans avoir défini au préalable le critére d’optimisation, ni méme quels optima
étaient recherchés. Nous ticherons de réparer cet abus dans ce paragraphe. Signalons, tout
d’abord, que la formulation du probléme est identique quelle que soit la base de fonctions
utilisées. Il n’y a que le nombre de parameétres pour lesquels le probléme d’optimisation est &
résoudre qui différe, suivant les bases. C’est pourquoi, le probléme sera posé, en guise de
préambule, de fagon unique pour toutes les bases considérées. Nous agirons de méme pour les
premieres équations conduisant a la démonstration des CO, avant de bifurquer, sur les

spécificités de la démonstration liée a chaque base.

Pour revenir a la formulation du probléme, quelques définitions et rappels sont nécessaires.
Commencons par poser {Z,(2)}»=o0,1, . comme étant des fonctions issues de I'une des quatre
bases orthonormées précitées, a savoir, Laguerre, Meixner, Kautz ou GOB et g, comme étant
le coefficient de Fourier associé & la décomposition d’une fonction (de transfert) H(z),
appartenant 3 H*(D®), sur .(z). Rappelons, que toute fonction de transfert peut s’écrire de

facon exacte en termes d’une infinité de fonctions issues de I’'une des bases considérées :

HE)=Y 8,4,(.t)

n=0
et que dans la réalité, cette représentation est souvent tronquée a un nombre fini de termes,
mettons N, car la convergence des coefficients de Fourier et celle de la série des fonctions
G.(2), le permet (c¢f. Chapitre I et I). Cependant, la qualit¢ de 1’approximation dépend

fortement du choix du (des) pble(s) de la base utilisée.
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L’erreur quadratique moyenne (MSE pour Mean Squared Error) commise & chaque
troncature, que 1’on notera tout au long de ce chapitre Ji(E), dépend essentiellement du choix
du (des) pdle(s), car les coefficients, s’exprimant de fagon linéaire, sont directement calculés
par la projection de H(z) sur chacune des fonctions 4(z), comme cela a ét€é amplement

expliqué dans les premiers chapitres. La MSE s’écrit, en fonction de I’erreur de troncature
EN, .

1=l =<EN (280 ) En (zé_,l» (IL1)

ou Ey s’écrit, a son tour, selon I’une des deux formules :

Ey (z,&_N )= H(z)—ig,, (§_)¢ (z, §_) (IIL.2.2)

n=0

n=N+1

Ey (z, En ) = i & (§_)¢ (z, €, ) (I11.2.b)

Le probléme d’optimisation consiste donc a retrouver le(s) pole(s) de chacune des bases qui

minimise(ent) la MSE définie par (IIL.1). Ainsi, on recherche le(s) € qui vérifie(ent) :
ngn{JN )} (IIL3)

Apres avoir noté que (IIL.1) est équivalent (¢f. 1.6.c) a:

T(e)=1nf - égf &) | (IL4)

le probléme de minimisation du critére (II.3) peut également €tre vu comme un probleme de

maximisation de I’énergie du développement :

m?x{i g2 (g)} | (IIL5)

n=0

Pour que la MSE atteigne son maximum, il faut que sa dérivée par rapport au pdle soit nulle.
Si ¢g(z) dépend de plusieurs pdles distincts, comme dans le cas de la BOG, on considérera la

dérivée par rapport au vecteur des pdles dans (IIL6). Le cas de chaque base sera traité
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séparément ultérieurement. On peut donc observer qu’un optimum est atteint si les relations
€quivalentes, présentées ci-dessous, sont satisfaites, la premiére étant issue de (IIL.1) et la

seconde, plus directement, de (II1.4) ou (IIL.5) :

y 9E, (2,

a;) ag; é), o(28) )=0 (TIL6.2)
a N d a n

Jaéé) =2,,2=5 & () gaéé) 0 (111.6.b)

Notons que la condition (IIl.6.a ou b) est moins contraignante que (IIL.5) ou (IL3), car elle
n’est pas seulement valable pour le minimum global de 1a MSE par rapport au(x) pble(s), mais

également pour tous les minima et maxima locaux, tout comme pour les points selles’.

Le probléme d’établir les CO se résume donc a simplifier (IIl.6.a ou b), dans le but de les
résoudre. Il s’agit, plus clairement, de trouver les équations algébriques, qui simplifient les
équations différentielles (IIL.6) et dont les solutions représentent les points stationnaires du
critere (IIL.4), par rapport au(x) pdle(s). 1l est évident que I’évaluation du critére sur tous ces

optima permet, par la suite, de dégager le minimum global.

Avant de présenter les résultats de chaque base séparément, il est utile de rappeler les
équations normales, qui sont valables quelle que soit la base orthogonale, et qui ont déja été
présentées dans les deux premiers chapitres. Ces équations s’obtiennent en différentiant (IIT.1)

par rapport aux gy :

3%55_) =2(E, (08 ) 4.(28n )) =0 n=0,..,N (IL.7)

! En présence d’un pdle unique ce sont les points en lesquels les deux premidres dérivées de la fonction
s’annulent, alors qu’en présence de plusieurs péles c’est la définition tout & fait classique des points en lesquels la

fonction présente des maxima par rapport a certaines variables et des minima par rapport a d’autres.



Chapitre Il : Choix des Péles - Conditions d’Optimalité V Page 103

Elles conduisent 2 la formule permettant de calculer les coefficients de Fourier, qui a déja été

utilisée préalablement :

g"(g) = <H(z),¢,,(z,§_n_)> n=0,..,N . (IIL8)

Toutes les méthodes conduisant au CO consistent & exprimer soit la dérivée de Ey par rapport
au(x) pdle(s) (¢f. II.6.a) en termes des fonctions de la base orthogonale soit la dérivée des
coefficients de Fourier (¢f. IIL6.b) en termes d’autres coefficients de Fourier. Cette étape ne

peut étre faite qu’en examinant chaque base séparément.

2. CO des filtres de Laguerre [Masnadi-Shirazzi
et al., 1991] et [e Silva, 1994]

Historiquement, Clowes, (1966), est le premier a avoir établi les CO pour un réseau de filtres
de Laguerre continus, similaire au réseau discret de la figure 1.6. Son résultat n’est, cependant,
valable que lorsque le spectre du signal d’excitation u(k) est égal & un sur toute la gamme des
fréquences, respectant ainsi 1’orthogonalité des sorties de filtres. Par la suite, Masnadi-
Shirazzi, (1990) a trouvé les CO pour un réseau de filtres de Laguerre discrets figure 1.6,
toujours pour des signaux d’excitation u(k) impulsionnels ou blancs. e Silva, (1994), a permis
de s’affranchir de cette contrainte, en établissant les‘ CO des réseaux de filtre de Laguerre
continu et discret pour des excitations quelconques (non-nulles, bien siir). Son résultat est,
bien entendu, plus fort que le précédent, car il peut directement étre utilisé pour 1’optimisation
du pole de Laguerre lors d’une procédure d’identification de systtmes a partir de signaux

d’excitation quelconques.

Nous commencerons cette section par la présentation de la méthode utilisée par Masnadi-
~Shirazzi, (1990), qui permet de déterminer les CO des filtres de Laguerre discrets, pour une
excitation blanche. Ensuite, nous enchainerons sur la démonstration de e Silva, (1994) pour

une excitation corrélée.
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2.1 Excitation blanche (impulsionnelle)
[Masnadi-Shirazzi, 1991]

On remplacera les fonctions {Z,(z)} dans (IIL.1) a (IL8), par les fonctions de Laguerre

{Ln(z, &)} (1.19), od I’on explicite leur dépendance par rapport au pdle de Laguerre £,

Afin de simplifier d’avantage (IIL.6.b), on a besoin de la relation liant la dérivée des filtres de

Laguerre par rapport au pdle, aux filtres de Laguerre. Celle-ci est présentée ci-dessous:

9 ( €)
3 Lol £)=4 e (I11.9.2)
L (28)=12 gz L (z8)+ 1’”&12 L,.,(z.€) pour toutn=1,2,3, ... (IIL9.b)

Cette relation peut facilement étre démontrée, en dérivant la partie gauche des équations

(I11.9), a partir dés transformées en 2 des filtres de Laguerre (1.19).

En effectuant le produit scalaire des deux c6tés de (III.9), par la fonction de transfert a
décomposer H(z), et en notant que le résultat de chaque produit scalaire représente un
coefficient de Fourier, on trouve la relation recherchée, entre la dérivée des coefficients par

rapport au pole et les coefficients :

ago(é) - gl(E-')
o€ 1-&2

(I11.10.a)

' agn(é) _ —ngn—l(g) + (n+ 1)gn+l(§)
o0& 1—@2 1-¢&?

pourtoutn=1,2,3, ... (I11.10.b)

Ensuite, il suffit de remplacer (II1. 10) dans (IIL6.b) et d’effectuer toutes les simplifications qui

s’imposent afin de retrouver le résultat établi dans [Masnadi-Shirazzi, 1990] :

a( N
Jaa(&) = 2§Ngzl) w(€)gnal(€)=0

En conséquence, les CO des filtres de Laguerre s’écrivent :
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gy(€)=0 (ITL.11.a)
ou guva(€)=0 (IL.11.b)

2.2 Expressions explicites des CO en fonction du pdle pour une classe

de fonctions de transfert [Masnadi-Shirazzi, et al 1991]

Apres avoir démontré que les CO des fonctions de Laguerre discrétes s’expriment par (IL.11),
Masnadi-Shirazzi et al ont explicité ces équations, directement en fonction du pdle de
Laguerre pour la classe de systemes physiques dont les réponses impulsionnelles sont du

type :

, |
h(ik)= Y, Abt (I11.12)

i=1
ou 4; >0 et 0<b; <1 sont des nombres réels.

Notons que les fonctions de transfert de cette classe de systémes sont a P pdles distincts :

,
H(z) = Zﬁ%— (I1.13)

i=1 f

Pour arriver a leurs fins, les auteurs commencent par exprimer les coefficients de Fourier de la
décomposition de H(z) sur les filtres de Laguerre, exclusivement en termes du pdle et des
parameétres g; et b; de H(z) (III.13). Rappelons que ce calcul a été effectué, dans le cadre de
I’étude de convergence des coefficients de Fourier au paragraphe 1.3.6.1 et que I’expression
des coefficients est donnée par (I1.31) p.28 (avec un changement de notation z;%>b;). En

conséquence, le coefficient qui correspond an = N, s’écrit :

gn(&)= \/1-522&- ﬁ%m (I1L.14)

Selon (1I1.11), il s’agit de trouver les valeurs de &, dans (II.14), qui annulent le coefficient gy.
C’est pourquoi, les auteurs raisonnent uniquement sur le numérateur de (III.14) qui sera noté

dorénavant, fi(€) :
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P P

nE)=X Ak -8 TI(1-2,)" =0 IL15)

i=1 j=1
e

A partir de (IIL.15), fi(€) est exprimé sous la forme d’un polynéme de la variable € :

f&)=3Be" =0 (1L.16)

m=0

ou L = P(N+1) - 1, représente I’ordre du polyndme et ol les coefficients B,, se calculent par :

1
B,=—f"(e),, m=0,1,..,L

,\(,"’)(ﬁ) étant la dérivée d’ordre m de la fonction fi(E).

Pour I’étude de I’équation (IIL.11.b), le méme raisonnement est repris pour le coefficient
8nal (é) 1l suffit de remplacer N par N + 1 dans (III.14) & (II.16) et de noter que I’ordre L du
polyndme (I1I1.16) devient P(N + 2) - 1.

11 est important de signaler que 1’ordre des équations d’optimalité augmente rapidement avec
I’ordre de la fonction de transfert originelle et le nombre de filtres utilisés pour son

approximation.

2.3 Validité des CO pour uné excitation quelconque
(corrélée) [e Silva, 1994]

Rappelons que I’objectif de e Silva, (1994) est de déterminer les CO pour un réseau de filtres
de Laguerre (figure 1.6), quand le spectre du signal d’excitation u(k) n’est pas égal a 1 sur
toute la gamme des fréquences. La méthode qu’il a proposée est présentée dans cette section.

Il y sera fait référence au paragraphe 5.4, lors d’une de nos démonstrations.

Dans ce cas précis, la définition de I’erreur commise lors d’une troncature a ’ordre N du
réseau de filtres de Laguerre differe de celle qui a été présentée dans (IIL.2 a), car elle s’écrit

maintenant :
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Ey(z,€)=Y (Z)—ﬁogn,NXn(z,é) (111.17)
ol Y(@)=HU(®), X,(zE)=LEU@ (I11.18)

et ol I’on introduit un nouvel indice sur les coefficients de Fourier g, y, le premier signifiant

iéme

qu’il s’agit du n™"™ coefficient et le second qu’il est optimal pour un réseau tronqué a N filtres.

Les équations normales, exprimées par (II1.7) deviennent alors :

=2<EN(Z,§_N),X,,(Z,§)>=O n=0,1,..,N (I11.19)
L’équation (II1.8) n’est plus valable et le calcul des coefficients de Fourier se fait en résolvant
le systeme (II1.19) de N + 1 équations a N + 1 coefficients.

Par ailleurs, le péle optimal vérifie :

27, 3, (2,
—a&@-: 2<EN (z,&),——g(g—@>=o am.20).

n=0

-2(2 603 e, 0%esE) ol 0 5 2l )0

Grice aux équations normales (II.19), le second terme de 1’addition s’annule. En

conséquence, seule reste I’expression :

= -—2<EN (z,é),é &n (&)a—Xf’g—é(z’—&)> =0 (11L.21)

e Silva utilise ensuite les relations clés (II1.9), afin de montrer, en les multipliant des deux

cotés par I’excitation U(z), que :

(I1L.22.a)
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1 ,
X, (2.8)+ = X, (8) pourtoutn=1,2,3,... (IL22b)

FX0)- o

%k - gz

En remplagant (IIL.22) dans (III.21) et en effectuant quelques simplifications, il arrive  la

relation :

aJy ({3) _ 2NgN.N<EN(Z’§)’ XN+1(Z’§)>
o0& 1-¢€?

-0 (L11.23)

A partir de cette étape, l'auteur s’intéresse a la réduction de 1’expression

<EN (2.6) X v (Z’ &)) :

La méthode proposée consiste a appliquer le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
sur ’ensemble des fonctions {Xi(z.£)}i=o0, 1, n» Ceci est toujours possible du fait de la non
dépendance linéaire entre les X;(z,5). Il obtient, alors, un ensemble de fonctions orthogonales,

notées {Bi(z)}i=0, 1, n- Le résultat de cette orthogonalisation s’exprime a 1’aide d’une matrice

triangulaire inférieure Ty :

By(2)=T,Xy(2.8) | (ITL.24)
avec By(2)=[B,(z) - B, (z)]T et X,(z.8) ='[X0(z,§) - (z,&)] Aussi, #y désignera
I’élément (N+1, N+1) de la matrice Ty.

Du fait de la relation linéaire (IIL.24), il est évident que I’erreur quadratique obtenue en
utilisant I’ensemble des fonctions non-orthonormées, Xi(z, &) est identique 2 celle résultant de
Putilisation des fonctions orthonormées, Bi(z). Par ailleurs, la propriété d’orthogonalité des

Bi(z) permet d’écrire :
Ey. (Z’ &) =Ey, (z ’ &) =By (2) (II1.25)

ol cy,y = <Y B, (z)> représente le N +1°™ coefficient de Fourier de la décomposition de la

sortie ¥ sur By,1(z). A partir de (II.25), on peut aussi écrire :

<EN+1 (Z’ E.‘)’ Xya (Z’ é» = <EN ( ; é), Xya (Z,&,» —Cyny (B N+l (). X N4l (Z,&» (I11.26)
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Afin de simplifier (IIL.26), les trois propriétés suivantes sont utilisées :

NS

» une des équations normales d’un réseau de filtres tronqué 2 N+1 termes donne

directement (E (26 X v (z,§)> =0,

» en partant de la forme spéciale de la matrice Ty (triangulaire inférieure), il est facile

EN+1,N+1 (f;)

de montrer que ¢, = - et
N+l

> A partir de (II1.24), la forme spéciale de la matrice Tj,,,, également triangulaire

inférieure, et la propriété d’orthogonalit¢é des B;, on montre que

<BN+1 (2), Xy (Z,i» =ty

11 en résulte, a partir de (II1.26) :

(B (e8) X 5) = 222

2
tN+1
En conséquence, (I11.23) se ramene a :

8JN (E_,) _ 2NgN,N (&)gN+1,N+1 (é)
k& (1-8),

~0 , (1L 27)

Des lors, les CO d’un réseau tronqué a N filtres excités par un signal, non nul, s’écrivent :
gwn(£)=0 (II1.28.2)

ou gy, va(&)=0 | (I11.28.b)

(10.28.a et b) indiquent que les points stationnaires de la MSE d’un réseau tronqué a N filtres
de Laguerre, par rapport au pdle, sont atteints lorsque le dernier coefficient de ce réseaun est

nul ou lorsque le dernier coefficient d’un réseau tronqué a N + 1 filtres est nul.
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2.4 Exemple

Dans le souci d’illustrer les trois sous-sections précédentes a travers un seul exemple, et en
’occurrence dans le but de réduire I’ordre des polynémes dont la formule générale est donnée
par (IIL16), nous avons choisi un exemple de faible dimension. Nous souhaitions aussi garder
le méme exemple pour les filtres BOG. C’est pourquoi, nous avons choisi des dynamiques‘

éloignées pour ce systeme.

La réponse impulsionnelle du systeme sélectionné est du type (II1.12) et elle se présente ainsi :
h(k) = 0.3(09)* +0.6(0.7)* — 1.5(~ 05)*

Sa fonction de transfert est :

03z 0.6z 15z —0.60z(z—2.67)(z-082)
H(z)= - = 11129
(e) z—-09 * z-07 z+05 (z-09)z—07)(z+05) ( )

Conformément a I’ordre des sous-sections, nous commencerons par étudier le cas d’une

excitation blanche avant de voir le cas d’une excitation colorée.

2.4.1 Excitation blanche

Dans un premier temps, H(z) a été approchée par un réseau tronqué a un certain nombre N de
filtres, allant de O a 8. Pour chaque ordre de troncature, 1’erreur quadratique commise (MSE) a
été calculée a partir de ’équation (IIl.4), divisée par la norme quadratique de H(z) (IIL.30)
pour obtenir une MSE normalisée (NMSE pour normalized MSE), puis tracée en fonction du

pOle de Laguerre sur la figure II1. 1.

Jy(€)

NMSE =
|G

(II1.30)

Notons que le minimum global de I’erreur quadratique d’un réseau de filtres tronqué aux
ordres N = 1, 3, 5 et 7 est respectivement identique au minimum global de I’erreur quadratique
d’un réseau de filtres tronqué aux ordres N =2, 4, 6 et 8. Cela peut paraitre surprenant, car en
ajoutant un filtre de Laguerre supplémentaire, pour passer de trois a quatre filtres, par
exemple, on s’attend 2 ce qu’il y ait une amélioration du critére quadratique. Ce raisonnement

n’est pas tout a fait vrai car le minimum global pour une troncature a ’ordre N =3 vérifie
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Péquation (IIL.11.b), c’est-a-dire g4 =0, alors que le minimum global pour une troncature 2
Iordre N=4 vérifie I'équation (Il.11.a), c’est-d-dire g4=0; ce qui réduit, d’ailleurs,
I’approximation par quatre filtres & une approximation par trois filtres et c’est la raison pour

laquelle nous avons un minimum global identique pour les deux ordres de troncature.

T

MSE normalisée

Figure I1L.1 - MSE normalisée en fonction du pdle de Laguerre pour différents ordres de

troncature

Une approximation avec seulement deux filtres de Laguerre (N =1) ne convient pas pour
représenter H(z) convenablement, car la figure IIl.1 montre que I’erreur quadratique commise
est supérieure & 20% pour le meilleur choix de &. En revanche, cette courbe présente plusieurs
optima (minima et maxima) et c’est la premiére raison qui nous a conduit a tracer les CO pour
un ordre de troncature (N = 1). La seconde en est de diminuer I’ordre L du polynéme en & de
I’équation (II1.16), afin de limiter le nombre de termes. Les fonctions fy et fy.1 (avec N=1)
»calculées a partir de (II1.15) et (IIL.16) en remplacant toutes les variables par leur valeur, sont

présentées ci-dessous et tracées sur la figure IIL.2.b :

fi(E) =144 -2248 — 18287 + 50508 — 2.87E* + 0448 (I11.31.a)

£,(E)=016—-158E +386E> —~2.628% —3.085* +7.036° —5.74E° + 24187 ~ 044 (II1.31.b)
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@ ®
Figure IIL.2 - Erreur quadratique normalisée et CO pour N = 1.

La NMSE (IIL30) a été tracée sur la figure III.2.a avec les coefficients g; et g2, en fonction du
pdle, dont chaque intersection avec 1’axe des abscisses indique la présence d’un optimum
(¢f-11). La figure b contient, en revanche les fonctions f1(§) et £2(€) et ’on peut vérifier
qu’elles coupent 1’axe des abscisses en les mémes points que g; et g2. En conséquence, les

solutions de (II1.31) fournissent, bel et bien, les optima recherchés.

Les racines des polyndmes fi1(§) et f>(§) dans I'intervalle }-1, 1[, solutions des CO, ont été
calculées numériquement. Elles sont présentées dans le tableau ITL. 1, avec les coefficients et

I’erreur quadratique normalisée (NMSE) correspondant a chaque optimum.

82

Pour vérif.

NMSE

80 81

52.51%
72.06%
51.88%

1.540 0 21.60%
0. 1 0917 | -0.246 0 71.84%

Tableau III.1 - Points optima, solutions des CO.

Les deux premiéres lignes sont solutions de f1(§) = 0. Elles vérifient d’ailleurs g; = 0. Alors
que les trois derniéres lignes sont solutions de f»(€) =0 ce qui correspond & g,=0. En
comparant toutes les NMSE de la derniére colonne du tableau III.1, on constate que le

minimum global correspond 2 la ligne noircie.
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24.2 Excitatjon colorée

Considérons, a présent, l]a méme fonction de transfert (I.29) excitée par un signal coloré

£ La richesse spectrale de ce
+0.6

défini comme étant la réponse impulsionnelle de F(z)=
z

signal est plus faible que celle d’une impulsion. En conséquence, les poles optima de Laguerre
peuvent &tre amenés a changer pour les différents ordres de troncature. Nous verrons que le
résultat d’e Silva, (1994), (IIL.28), permet de retrouver les poles optima de Laguerre, dans
cette configuration expérimentale. Il est dans ce sens plus fort que celui de [Clowes, 1966]
pour les systemes continus ou [Masnadi-Shirazzi, 1991] pour les systémes discrets (c¢f. III.11)

qui sont limités a des excitations blanches.

La nouvelle définition de 1a NMSE est :

Ju(8)
lr@)|*

NMSE =

En comparant le tracé de la NMSE pour différents ordres de troncature (figure II.3.a) avec
celui de la figure III.1, on voit tres clairement que les optima des filtres de Laguerre ont

changé.

Erreur quladratiqge nom;alisée

0.9r \
0.8
0.7
0.61
0.5
0.4f

0.31

0.2r

7 R ' H
0.1 G 0 :optimum : i

G108 06 04 02 0 02 04 06 08 &
(b)

Figure I1L3 (a) - NMSE en fonction du pdle de Laguerre pour différents ordres de
troncature, lorsque le signal d’excitation est coloré. (b) - NMSE pour N =1, et CO.

Comme au paragraphe 2.4.1, on s’intéresse, maintenant, a 1’approximation de H(z) par un
réseau de deux filtres de Laguerre. On vérifie, a partir du tracé de la NMSE et celui des

coefficients définissant les CO (cf. II1.28) que tous les optima concordent.



Page 114 Rachid MALTI

Les coefficients de Fourier ainsi que la NMSE ont été évalués pour chaque optimum et les
résultats reportés dans le tableau IIL2. Les deux premisres lignes correspondent 2 la solution
de g1,1 =0 et les trois dernieres a la solution de g2 = 0. En comparant les différentes valeurs
de la NMSE de la derni¢re colonne du tableau, on constate que la ligne en noir correspond au
minimum global. En conséquence, le pdle de Laguerre minimisant I’erreur quadratique, dans

cette configuration expérimentale, correspond 2 & = 0.598.

20.00%

‘Tabieau I11.2 - Points optima, solutions des CO.

3. CO des filtres de type Meixner
[den Brinker, 1995a]

L’utilisation des filtres de type Meixner n’est pas trés répandue dans la communauté
automatique. Rappelons qu’ils ont été synthétisés récemment par den Brinker (1995b) qui a
aussitot établi les CO, [den Brinker, 1995a], concernant le choix de leur pdle unique. L’ auteur
commence par écrire les équations de récurrence, du méme type que celles des filtres de

Laguerre (I11.9), entre 1a dérivée des filtres par rapport au pdle et les filtres de Meixner :

d (a) L%I) l+a (a)

-a—g M0 = -T’%l—_-é—z M1 (III.32.a)
0 [0 n+a Lf,a,,)l,,ﬂ n+a+l

— M@ = (a) : M®  pourtoutn=1,2,3, ... (IL32.b)

M+
2 -1 (a)
1 - E—' " Ln(:-Z,n+2

& T

n+1,n+1

1_ &2 n+l
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A partir de (II.32), ’auteur montre, en suivant exactement le méme raisonnement, que les CO

des filtres de type Meixner s’écrivent :
g9E)=0 (IIL.33.a)

geL(€)=0 © (IL33.b)

La démonstration étant identique a celle des filtres de Laguerre, elle ne figurera pas dans notre

manuscrit. On renvoie, néanmoins, tout lecteur intéressé a [den Brinker, 1995a].

A notre connaissance, aucun travail n’a été effectué pour généraliser les CO des filtres de type
- Meixner pour des excitations colorées qui ne respectent pas 1’orthogonalité des sorties des
filtres de type Meixner. Cependant, si 'on pouvait se permettre un postulat, qui est, bien
entendu, a prendre au conditionnel, on dirait que ces CO, sont identiques a celles des filtres de

Laguerre (II1.28).

Exemple I11.2

L’exemple traité dans le cadre des filtres de Laguerre est repris pour les filtres de type
Meixner. La fonction de transfert (II1.29) est donc approchée par un nombre N de filtres. Dans
un premier temps, I’erreur quadratique est tracée en fonction du pdle pour différents ordres de
troncature et pour un degré de généralisation fixé de facon tout a fait arbitraire a 1’ordre a =2

(figure II1.4.a). Ensuite, par analogie au choix effectué pour les filtres de Laguerre, I’erreur

quadratique a été tracée, pour un ordre de troncature N = 1, avec les coefficients g et g\?

définissant les CO (II1.33), sur la figure II1.4.b.

Il est évident, d’apres cette figure, que le minimum global de I’erreur quadratique correspond
a un pdle compris dans ’intervalle [0, 0.1]. Une résolution numérique de 1I’équation g§2> =0,

dans cet intervalle, désigne le pdle optimum & & = 0.057. Les coefficients correspondants sont

go=-0.344 et g; = 1.540. La NMSE en ce point vaut : 22.17%.



Page 116 Rachid MALTI

Ermreur quadratique normalisée

0.9r )
0.8
0.7r
0.6
0.5F

04>

0.3
0.2r

0.1¢

Figure IIL4.a - Erreur quadratique pour une généralisation a I’ordre a = 2 et différents

ordres de troncature, N. -b CO poura=2 et N=2.

Ouvrons une parenthése dans cet exemple pour voir I’influence du degré de généralisation. En
gardant deux filtres de type Meixner, I’erreur quadratique moyenne est tracée en fonction du

pble pour différents degrés de généralisation a, sur la figure IIL.5.

1
0.97
0.8}
0.7
0.6
0.5F
0.4F

0.3} (@)= 0 correspond aux
filtres de Laguerre

02708 06 04 02 0 02 04 06 08 3

Figure IILS5 - Erreur quadratique normalisée en fonction du pole pour différents degrés

de généralisation et une troncature a N = 1 (2 filtres de type Meixner)

~

Notons que pour une généralisation a 1’ordre a =0, on retrouve la définition tout & fait

classique des filtres de Laguerre dont la courbe de la NMSE a été tracée sur la figure ITL. 1.

La figure IIL.5 montre qu’il faut €tre plus vigilant lors du choix du péle de Meixner quand
I’ordre de la généralisation augmente et que la meilleure approximation correspond a celle des

filtres de Laguerre (généralisation a 1’ordre zéro). L’explication est que tous les poles de la
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fonction de transfert originelle sont de multiplicité un, ¢f. (IIL.29), et que I’identification est

effectuée a partir de conditions initiales nulles.

4. CO des filtres de Kautz
[den Brinker, 1996dq] et [e Silva, 1995]

Le principe utilisé pour déterminer les CO des filtres de Kautz (I1.14) est trés sensiblement
identique a ce qui a été fait jusqu'a présent. En effet, les équations (IIL.1) et (IIL.2) restent

toujours valables. En revanche, si 1’on définit le ple de Kautz :
p=atbj | S (L34)

les équations (III.3) et (III.5) sont légérement modifiées pour prendre en compte les parties

réelle et imaginaire des pdles complexes conjugués. Elles se présentent respectivement” :

n=l

rgl;zn{JN (a,b)} et max{E g(a, b)} (I11.35)

Cette modification intervient, essentiellement, pour prendre en compte la différentiation de Jy,
dans (III.6.b), par rapport aux parties réelle et imaginaire des poles de Kautz. Les deux poles
étant li€s, la différentiation ne peut pas étre faite séparément pour chaque pdle. En

conséquence, (II1.6.b) s’écrit maintenant, en fonction de a et b, comme suit :

oy (p)—ZZgn( )agn(p)

~ (I1L.36.a)

o oy (p)—22gn( )agn(P)

(ITL.36.b)

A nouveau, il est nécessaire de déterminer une relation de récurrence, du type (IIL.9) ou

(I1.32), entre les dérivées des filtres de Kautz, par rapport & a et b, et les filtres de Kautz.

2 On rappelle que la numérotation des filtres de Kautz commence 2 1.
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Cette relation est explicitée dans [den Brinker, 1996a]. Elle comprend cinq filtres au total. A
partir de celle-ci, il est facile de trouver la relation liant les dérivées des coefficients de
Fourier, par rapport 4 a et b, aux coefficients de Fourier (du méme type que IIL.10). La
derniére étape de la démonstration consiste, & nouveau, 4 remplacer le résultat de cette relation

dans (II1.36), pour aboutir au résultat suivant, qui définit entiérement les CO des filtres de

Kautz :

gua(p)=0 (II1.37.a)
et gv(p)=0 (IIL.37.b)
ou ‘

gva(p)=0 (I1.38.2)
et grsa(P)=0 (IT1.38.b)

e Silva (1995) étend ce résultat pour des entrées queiconques de la méme maniere qu’il 1’a fait
pour les filtres de Laguerre. Le raisonnement qu’il a utilisé est identique a ce qui a été
présenté pour les filtres de Laguerre au paragraphe 2.3. Le résultat qu’il obtient, formulé ci-
dessous, est plus fort que (II1.37) et (III.38), parce qu’il est indépendant du choix du signal

d’excitation du réseau de filtre de Kautz. -

gyan(p)=0 | (I11.39.2)
et gyn(p)=0 (IT.39.b)
ou

Eyana(P)=0 (IT1.40.2)
et Eranaa(P)=0 (IIL.40.b)

gij correspond au coefficient de Fourier g;, optimum pour un réseau de j filtres de Kautz.

Exemple II1.3
La fonction de transfert (IIL.29), ne comprenant pas de pdles complexes conjugués, sera

délaissée, pour I’instant, au profit de I’exemple proposé dans [e Silva, 1995].
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Le probleme posé est de déterminer les poles de Kautz optima de la décomposition de la

fonction de transfert ci-dessous sur la base de huit filtres de Kautz, quand le signal

d’excitation est un bruit blanc filtré par £ .
+0.8
0.0890z*-0.21997° +0.2865z%-0.2199z + 0.0890

F =
(2) 2%-2.6918223.599277-244677+0.3288

(111.41)

Notons que cette fonction de transfert posséde deux paires de pdles complexes conjugués

situés a :
P, =05819£0.7487j et p,, =0.7640+£ 05814 (11L.42)

ainsi que deux paires de z€ros complexes conjugués situés a :

7, =03409+£09402; et z;, =0.89431£ 04473

Puisque les poles (II.42), de la fonction de transfert (IIl.41) sont a partie réelle positive, on
s’attend a ce que le minimum global de la MSE, pour ne pas dire tous les optima, soit & partie
réelle positive. De plus, comme chaque p(“)le de Kautz posséde un pdle conjugué, la MSE
(IIL4) est a fortiori symétrique par rapport & ’axe des abscisses. C’est la raison qui nous a
conduit a tracer les courbes isocritéres de 1’erreur quadratique ainsi cjue les fonctions (II1.39)

et (IIL40), uniquement sur le premier quadrant.

Chaque intersection des courbes (IIL39) et (IIL40), illustré respectivement sur les figures III.6
(a) et (b), correspond a un optimum de la MSE par rapport aux pdles de Kautz. L.’évaluation
du critére quadratique en chaque point montre que l'optimum global se trouve en

p=0.619 +;0.580.
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Cercle unité
/ EN+1, N+2
/”/7_/_ = T T~ 8N+2, N+2

05/

0 0.5 Re{p} 1 0 0.5 Ze(p} 1

(@) (b)

Figure I1L.6 - Isocritéres de la MSE en fonction des parties réelle et imaginaire du péle

de Kautz ainsi que les CO : (@) g7 5 et gg s (cf. I1L.39) ; (b) 29,10 €t g10,10 (cf- II1.40)

Un ceil avisé remarquera, cependant, 1’existence d’un optimum, autour du péle réel, p = 0.42,
qui n’est pas détecté par les CO des filtres de Kautz, les courbes (II1.39) et (IIL.40) ne se
croisant sur aucune des deux figures. La raison en est que les pdles de Kautz sont liés entres
eux (complexes conjugués) et que la différentiation dans (IIL.36) tient compte de ce lien. En
revanche ces optima peuvent étre détectés par les CO d’un réseau de 8 filtres de Laguerre
(tronqué donc a N = 7), car les filtres de Kautz se réduisent, a une rotation prés cf. (IL.19), aux

filtres de Laguerre, quand leurs pdles sont réels.

5. CO des filtres BOG [Malti et al, 1998b, 1999a]

Un des points clés de notre thése, consiste a4 déterminer les CO relatives & un choix de pbles
réels des filtres issus de la BOG. Le travail présenté comporte trois aspects essentiels qui

sont :

» la synthese des CO, a proprement parler, pour une excitation blanche et leur
simplification pour aboutir & des équations similaires 2 celles qui ont été présentées pour

les filtres de Laguerre dans (III.11),
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» 1’écriture des expressions explicites en fonction des pdles, suivant le raisonnement de

Masnadi-Shirrazi et al. pour les filtres de Laguerre et
» la généralisation des CO pour des excitations non blanches.

Tout au long de cette section, nous nous référerons régulierement & ce qui a été obtenu pour
les filtres de Laguerre. De méme, nous reprendrons 1’exemple du paragraphe 2.4 afin de

montrer I’apport des filtres de la BOG comparés aux filtres de Laguerre.

5.1 Synthése des CO

Les fonctions {,(z)}n=0,1, v seront remplacées par les fonctions {#u(z, &) }n=0,, v issues de

la BOG dans les équations (III.1) a (IIL.3). Ensuite, (IIl.2.a et b) sera substituée dans (IIL.6.a),

pour obtenir la relation vectorielle :

n=0 k=N+l

—’—ajggf&) =2 i—gn(_i_n) agg(gj_él)’ i gk(é&)gk(z’é_&) =Owapa ~ (IIL43)

Notons que chaque fonction 8,(z, ,) est différentiée par rapport au vecteur des pdles &y et que

le produit scalaire (II1.43) est effectué entre chaque fonction du vecteur résultant et la fonction

se trouvant a droite de ce produit.

En utilisant la propri€té€ de linéarité du produit scalaire, (II1.43) peut également s’écrire :

k=N+1

N o £, o
> -2 —25%&;) Y, 888 (2:8r) ) = Oprana (I1L44)

Pour exprimer la dérivée des fonctions &,, de Laguerre, type Meixner et Kautz, étudiées

précédemment, par rapport au(x) pdle(s), on a utilisé, jusqu'a présent, des relations de

9,(2.%)
0

i

récurrence entre et les fonctions orthogonales. Cependant, dans le cas des fonctions

issues de la BOG aucune relation de ce type n’existe, la raison en est que des péles différents -

sont ajoutés a chaque ajout d’une nouvelle fonction &,.
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Dérivées des fonctions de la BOG par rapport aux péles
On commence par exprimer les dérivées recherchées en fonction de la variable z. Pour ce
faire, on introduit le logarithme des deux cotés de I’équation (II.32), puis on dérive par rapport

au pole &; et I’on obtient :

2,c8) o
aE.!i E (z§i - 1)(Z -

&,-)g” (2.8.) i=0,.. n-l | (I11.45.2)

a@n(z,gl) € z~1 ) 2 (z, £, ) (I11.45.b)

&,  (e2-1)(z-¢,

Afin d’établir les CO, il faut donc réussir a exprimer la dérivée par rapport a chaque pdle en
termes des fonctions de la BOG pondérées par des paramétres connus. Concrétement, il s’agit
d’éliminer la variable z des équations (IIL.45). Pour ce faire, 1’idée consiste & décomposer les
dérivées par rapport a chaque pdle en fonction de 1a BOG. En effet, en utilisant la propriété de
complétude de 1’espace engendré par les fonctions de la BOG, on arrive & écrire de fagon

exacte les dérivées recherchées 4 1’aide d’une somme infinie :

ag"( ,_o C,: ,(_)8 (z, ) (I1L.46)

On démontre, dans 1’Annexe 143, que les coefficients C @) s’écrivent en fonction des

ni,j

indices comme indiqué sur le tableau III.3.

s isj<n j=n j>n
n— j—]
w i n i J
( -E&.) 110-25.)
=i =n

avec Ayj= [1-E2 /1~

B (2,8
Tableau IIL3 - Coefficients de la décomposition de --5(-25;) sur 2, (z, 3 ) : voir (IIL.46).




Chapitre I : Choix des Péles - Conditions d’Optimalité Page 123

Synthésé des CO (suite)

En remplacant ce résultat dans I’équation vectorielle (I[L.44), que I’on transforme en N + 1

€quations scalaires dépendantes de I’indice i, on obtient :

>- (_)<2 1 B(8)) PR A &k)> i=0,..,N (I1.47)

n=0 k=N+1

Grace a I’orthogonalité des fonctions de la BOG, (II1.47) se simplifie ainsi :

N [ gi_gk
oJ (&_) Zgn(_)z A, gjL)LthS__z=o i=0,..,N (I11.48)
n= J=NH H(l—ﬁ.ﬁk) :

k=n

Notons que les points stationnaires de 1’erreur quadratique par rapport aux pdles sont calculés
en résolvant simultanément les N + 1 équations (IIL.48) obtenues en faisant varier‘i de 0 a N.
Cependant, chacune de ces équations est de dimension infinie et posséde également une
infinité de degrés de liberté, car aucune contrainte n’est imposée sur les pdles &; dont I’indice j
varie au dela de 1’ordre de troncature, i.e. de N + 1 a I’infini, les optima étant recherchés pour

les pdles dont I’indice varie entre O et N.

En remplacant A,; de (IIL.48) par sa valeur, définie dans le tableau II.3, puis en inversant -

I’ordre des sommes, on obtient :

s &L)f‘ 1-Elg, & )ﬁ& g,

S TIoeE & e ami-gg,

=0 i=0,..,N (I1L.49)

Si la somme interne de (IIL.49) est, & présent, développée, une expression indépendante de

I’indice j, apparait dans tous ses termes. Elle est factorisée par rapport a la somme externe :

$ 1-i38n(_)na =45 -ﬁgL)Hi g,

. N (IIL.50
n=i 1- i.i —n+11 E,. &k j=N+1 1". &n& k=N+l 1- E,o ik ( )

Aucune contrainte n’a encore été imposée sur les pdles & quand j varie de N +1 3 1’infini.
J

Dans ce qui suit, N +1 degrés de libertés seront utilisés pour la détermination des CO d’un
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réseau de N + 1 filtres (tronqué a N). Pour mieux illustrer le raisonnement que suivi, on se

propose d’isoler la somme infinie de I’équation (I11. 50) Posons donc :

o 1—&?8; &j e -
o3 T frecs

(II1.51)

Si on calcule la valeur de A, (_&ﬂ ) pour i = N, on trouve :

A (&_,_) Vi~ éN“gN“(&) §N+l \/_—g’(_) H gN"'E,ak (IL52)

1- §NE.|N+1 : 1 §N§N+1 J=N+2 1- &NE.» k= N+11_§NE.~1<

Rappelons que &y, représente un degré de liberté. En conséquence, en posant

Eva =&n (IIL53)

on élimine toute la partie droite de la somme dans (111.52).

De méme, hy_ |\ N) s’exprime :

b= '\ll_gf\lﬂgNH + Ena—8yu | V1™ &z ez + Ena—Ensa z _gz &; ﬁ Ey—&s (111.54)
v 1“§N-1§N+1 1—§N-1§N+l 1- F:N_]im 1- &N—1§N+2 J—N+31 &N—l‘t: k=N+ 1= gN—lgk

Notons que (Ey.1- Ens1) est factorisé, sur toute la partie droite de (IIL.54). Mais puisque, a
priori &y #E,, (IL53) ne permet pas de fixer &y & Ev.1. En revanche, on voit qu’a

I'intérieur des parenthéses, le terme (Ex.; - En+2) peut aussi étre factorisé de la somme allant
de j=N+3 a l'infini. En conséquence, la seconde contrainte, permettant de simplifier la

somme infinie, s’exprime ainsi :
iz =Co (IIL55)

Elle permet a hy.; de s’écrire :

b (2 L) 1- §N+lgN+l(&N+1) Evoi — gm, V1 E.jvﬂ»zgmz(ﬂ)

1 gN—l&NH l E.:N 1E.tN+1 1 &.‘N—IEJN+2
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Le méme raisonnement est ensuite repris pour tous les #; de I’équation (II1.51), i variant de N -

2 2 0. La formulation générale de cette simplification est :

)-SR s ), 5 [IEeb) e

j=N+1 1- {j. & k=N+1 1- ‘y; &k ]—2N—i+2 1- &.& k=N+1 1- &i‘tﬁk

(IIL. 56)

& §2N-n+l
=2L 2N (41res termes)
1-E&anis

Toutes les contraintes permettant de simplifier la somme infinie de (IL51) ou (II. 56)

s’expriment donc ainsi :
Ewnv-iv1=E,, pour tout i=0,...N (I1L.57)

Graphiquement, elles sont présentées sur la figure II1.7.

Troncature —»

& & e & Evsz Ew Eva Cve ..
— } } —7 L i t -+ Ji ——
o -/ v
~N ‘ ] V ' Degrés de
Péles de la BOG Contraintes imposées liberté non
et optima recherchés utilisés

Figure II1.7 - Visualisation graphique des contraintes imposées ; cf. (II1.57)
Compte tenu de ces N + 1 contraintes, (IIL.50) se simplifie ainsi :

& 1—&3gn(_)Ha —g, ||| J__gj(,-)né,-—&k

n=i 1- &,i —n+11 & &k 1=N+l 1- E.; & k=N+1 - &iék

pour tout i =0, ... N (I11.58)

L’équation (IIL.58) constitue 1a formule générale des CO des filtres de la BOG. On se propose

de résumer le résultat obtenu dans le théoréme suivant.
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Théoréme I11.1 soit :

> B, (z, &, ) les filtres issus de la BOG définis explicitement par (I1.32)

> g, (2;_n) le coefficient de Fourier associé a &, (Z, _&_p}_ ) )

> &, =[ o By & Ey o B é;n]T le vecteur de poles associé a fs’,,(z,é_,,), ol chaque

élément de ce vecteur est un réel compris, bien entendu, dans I’intervalle ]-1, 1[, pour

assurer la stabilité des filtres de 1a BOG,

alors les points stationnaires concernant le choix des podles &; d’un réseau de N +1 filtres (de O
a N) sont solutions des N +1 équations (IIL.58) a N +1 pdles, sous les N +1 contraintes (II.57),

toutes les équations et les contraintes étant obtenues en faisant varieri de 0 a N. 3

Remarque

Eu égard 2 I’ensemble des contraintes issues de (II.57), qui sont par ailleurs illustrées sur la
figure III.7, la derniére colonne du tableau II.3, peut se subdiviser en deux autres colonnes
dont 'une est nulle, comme le montre le tableau IIl.4. Puisque la plus petite valeur que peut

prendre i est 0, C,;; est nul pour tout j > 2N + 1. X

08,{2,¢, . T
Cette simplification implique que chaque —”Egg-g-)-, de (II1.46), s’exprime a I’aide d’un

nombre fini de fonctions &), allant de j=i (voir tableau IIL3) jusqu’a j=2N+1-i (voir

tableau II1.4) et non plus avec un nombre infini :

55 bl

J 2N +1-i2j J>2N+1-i
=

... An’jkgl(a &) |
[10-22.)

Tableau II1.4 - Simplification de la derniére colonne du tableau II1.3, compte tenu des

contraintes (I11.57).



Chapitre III : Choix des P6les - Conditions d’Optimalité

Page 127
A titre indicatif, quand i= N, on a:
08y (2.6 y 1
a(g __) _ o 2. (z, Eyu ) v (111.60) [
N N
Simplification des CO

Notons que les CO, telles que présentées par (IIL.58), ont une forme un peu complexe.
L’ objectif principal dé cette sous-section est de simplifier I’écriture de (IIL.58) afin de rendre
1a forme des CO comparable a celle des filtres de Laguerre illustrée dans les équations (IIL.10).
Pour ce faire, une relation d’équivalence sera d’abord établie entre deux réseaux de N + 1
filtres, ayant des pbles identiques, mais, ordonnés de maniere différente. De plus amples

détails sont donnés dans le lemme suivant.

Lemme II1.1

Les deux ensembles de fonctions {’s’n(z,g)}mm ey et {?n(z’ig'_”_])},,_ o définies par

(I.32), possédant des poles identiques mais ordonnés de fagon différente, comme indiqué ci-

dessous :

> §N=[§0 &1 &N]T

w i o T
' i[N’N] = [?;o e &y En §i+l &N—l &x]
engendrent le méme espace vectoriel. E3)

Pour démontrer ce lemme, il suffit de montrer que la décomposition en éléments simples de

chaque fonction d’ordre i issue de {fs’n (z,&,,)} L est équivalente a la décomposition en
— n=t N FELIN
éléments simples de la fonction d’ordre i issue de {en(z,gk’”])} . Intuitivement, on peut
— 7Jn=01, N

dire que ce résultat est correct, parce que des pdles identiques sont utilis€s pour chacun des

deux ensembles de fonctions.

A partir du lemme III.1, on peut établir une équivalence entre les coefficients de Fourier

g (&_N) et g, (RN ]) associés 2 la décomposition d’une fonction de transfert G(z) quelconque
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appartenant 3 H*(D®) sur respectivement {? )} oL N et {?n (z,gg,N])} . En effet,
n= n=0,1,+, N

le lemme I11.1 signifie que :

Zg,,(_) 8,(z.6x )=g§n@f)£’n (e.85M) (IL61)

n=0

Puisque la permutation dans le vecteur des poles est effectuée entre 1’élément i et I’élément N,
Pordonnancement des i premiers pdles n’est pas altéré. En conséquence, les premiéres
fonctions et, de ce fait, les premiers coefficients sont identiques :

’é’n(z,i,\,)=?n(z,£v_]) et gn(gN)=§,,(§[;;”1) pour toutn=0, 1, ... i-1

En injectant ces deux égalités dans (IIL61), on peut hausser I'indice inférieur de chaque
somme, de n =0 & n =1i. Ensuite, en remplacant toutes les fonctions 3, par leur expression-
(IL.32) et en identifiant terme a terme tous les coefficients de toutes les puissances en z, on

obtient (N—i+ 1) équations, suffisantes pour établir une relation entre les coefficients
gn(?';“ a ) et gn(—ﬁi) pour toutn =1, ...N.

Puisque les calculs conduisant & I’expression du dernier coefficient des fonctions permutées,
en termes des coefficients des fonctions non permutées sont fastidieux, ils ne figureront pas

dans ce document. Néanmoins, I’expression finale est :

gy é[lN]) 1- E_'zgn( ) & &k
,/1_.&”2 _Z;. 1-EE ];111 EE, (I1L.62)

Notons que la partie droite de cette égalité est identique a la partie gauche de I’expression
(II.58). On s’intéressera, dans le paragraphe suivant, a la simplification de la partie droite de
(II1.58).

L’équation (II.61) et le raisonnement qui la suit sont également valables quand
I’approximation d’une fonction de transfert est faite sur la base de 2N +i -1 au lieu de N + 1
fonctions BOG. Une contrainte supplémentaire, celle exprimée par (II.57), est toutefois
imposée sur les pdles dont I’indice est supérieur a N. L’expression du dernier coefficient de la

base permutée s’écrit en fonction des autres coefficients :
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8y é[' M) oy 4f1- ig, j-1
J1-¢2 )=j§1,1 l—ﬁii(»)klllg &E,kk (I1L.63)

Le remplacement de (IIL.62) et (IM.63) dans (IIL.58), permet de simplifier cette équation et

aussi le théoréme 1 que 1’on formule, 4 présent, de la maniére suivante :

Théoréme I11.1 bis : soit

> By (z, En ) le filtre d’ordre N issu de la BOG défini explicitement par (I1.32),

> Env=[8 - & & & - Ena &N]T le vecteur de poles associé a ?N(z,§ )01‘1

les poles réels &; sont compris dans 'intervalle ]-1,1[ Vi=0... N,

> g @) le coefficient de Fourier de &, (z,& ),

> g[',;”]=[ o &y En Ei o Eaa §i]T le vecteur des pdles ordonnés d’une

autre maniére, la permutation étant faite entre les pdles ; et Ey,

> By (z,?,[,’;”]) le filtre N +1 issu de 1a BOG défini explicitement par (I.32),

N+l elements

T
> ElN < [&0 c & &y G v B & 2‘;,} le vecteur des pdles utilisé pour le

calcul de &, (Z,E%’N]) et qui tient déja en compte la contrainte (II.57), puisque

I’élément N +2 de ce vecteur est égal a 1’élément N +1 et

> g N+1(E%N ) le coefficient de Fourier 1ié & ?N+1(z, & N]) ,

alors, les points stationnaires de ’erreur quadratique en fonction des pdles d’un réseau
tronqué a N filtres BOG (de 0 a2 N) sont les solutions des N +1 équations (IIL.64), obtenues en

faisant varier I’indice i comme indiqué :

en(E)eva@M)=0  i=0,1,..N (L64) B
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Corollaire IIL.1

Une implication directe du théoréme 1 bis est I’obtention des CO, bien connues [Clowes,
1966], d’un réseau tronqué a N filtres de Laguerre, qui sont présentées dans (III.10). En effet,
il est évident que les permutations de poles égaux aboutissent a la méme équation (II1.64)

écrite N +1 fois. X

Corollaire I11.2
Le théoréme 1 bis et le lemme I1I.1 impliquent que les solutions de 1’ensemble des équations
(IIL.64) sont toutes symétriques par rapport a, au moins, N hyperespaces définis en faisant

varier i dans :
&i=E Vi=0,..N-1. (I11.65)

Ce résultat peut étre étendu a exactement N ! hyperespaces. En effet, a partir du moment ou
I’on dispose d’un vecteur de pdles, solutions des CO, toutes les permutations dans ce vecteur

sont également solutions des CO. En conséquence, I’ensemble des symétries s’écrit :

Ei=§ ~ Vizj i=0,..N et j=0,..il 3

5.2 Algorithme pour I'écriture des CO [Malti et al. 1999a]

Dans cette section, les N symétries, exprimées par le corollaire II1.2, seront utilisées pour
établir un algorithme efficace décrivant le systtme des N +1 équations 2 N + 1 variables, dont
les solutions définissent les points stationnaires de la MSE par rapport aux pdles.

L’algorithme est constitué des étapes suivantes :

Etape 1 : Définir le vecteur E\¥ ] .

M =fe, - B & B o Ewa Ea] (I1L66)

contenant I’ordonnancement originel des pdles, qui est utilis€é pour le calcul de

gn (&l,f,v"v ]) . alors, le vecteur des poles utilisé pour le calcul de gy, (E[A’,VN ]) est défini,

selon le théoréme 1 bis, ainsi :
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T

E[A?I'N] - éo &y & G B §N,§N , (I1L.67)

~
N+1 elements

Suivant cet ordonnancement, la premiére équation constituant le systéme & résoudre

s’écrit :

e[ ena (&™) =0 (IIL68)

Etape 2 : Effectuer une premiére permutation dans le vecteur des pdles (II.66) entre les

éléments Ey et Eny :

gg{fv_lw]=[§o o 8y & By Ex E.»N—l]T

[N-1,N]
N

Par conséquent, € , d’apres le théoréme 1 bis, s’écrit :

E[AI/V_LN]z go o & & - By Gy &B&N-l

>
N+1 elements

Suivant le nouvel ordonnancement des pdles, la deuxiéme équation du systtme a

résoudre se présente ainsi :

g (&g (ELM) =0 (I1L.69)

Au lieu de recalculer (II1.69), la symétrie avec ’hyperespace Ey = Ey.1, exprimée dans le

corollaire 111.2, est exploitée. Plus de détails seront présentés au paragraphe 5.3.

Etape 3 : Répéter 1’étape 2, en effectuant les permutations entre les éléments Ey et Ey.;
pour tout i=2, 3, ... N, et profiter de la symétrie exprimée par (IIL.65) pour ne pas

réécrire toutes les équations (cf. § 111.5.3)
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En résultat de cette étape, le systéme d’équations ci-dessous est établi :

'gN (&»E\IIV'N])gNH (EE\I/VN]) =0

8w (&%V_LN])gNH (&[AI/V_LN]) =0

Lo e 7)o o

i (&%,N])gNH (‘EE&N]) =0

Etape 4 : Fin.

5.3 Expression explicite en fonction du pdle pour une classe de
fonctions de transfert [Malti et al., 1999a]

Apres avoir établi le systéme d’équations (IIL70), qui décrit les CO d’un réseau tronqué & N
filtres BOG, nous nous proposons d’expliciter (III.70), directement en fonction des pdles
recherchés pour la classe de systémes physiques dont les réponses impulsionnelles discrétes

sont du type (III.12) et dont la fonction de transfert possede P pdles distincts :

HE)=Y, zﬁ. QIL71)

i=1 i
ol A; et -1 < b; < 1 sont des nombres réels.

Ce travail est une extension directe ce celui de Masnadi-Shirazzi et al. (1991), effectué dans le

cadre des filtres de Laguerre et présenté au paragraphe 2.2.

Rappelons que les coefficients de la décomposition de la fonction de transfert (IIL.71) sur les
filtres de la BOG, ont ét€ établis dans le deuxiéme chapitre, lors de 1’étude de leur
convergence. Réécrivons donc 1’équation (I1.53.a)°, pour I’ordonnancement originel des poles

exprimé par (I11.66) et (II1.67) et pour respectivementn=Netn=N + 1:

3avecle changement de notation z; & b;
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gn(en)=A1-83 24, 1"_7{"—————1 | (IL72.2)

P

9 (b -,
gy B M) =1-82 Y (1_2’ )H ((1'_;.)) (IL72.b)

j=1 wbj ) k=0

Puisque‘ dans (III.68), ou dans la premicre équation du systeme (IIL70), les coefficients de
Fourier doivent s’annuler, pour que 1’on soit face & un optimum, il n’y a que le numérateur de
(II.72) qui présente un intérét pour ce calcul, a partir du moment ol toutes les simplifications
entre les pdles et les zéros ont été faites. En prenant uniquement la partie non nulle du

numérateur de (II1.72.a et b) on obtient respectivement :

Fu(EoreEy)= i A il (b, -& )IPI [lﬂ[ (1-&.b )] | (I1L73.2)

j=1 k=0 =1 [ .m=0
£

FralBor e Ba)= Z A;Q(bj—ik)lﬁ[[( io(l—&mb,))(l—&m)} (IL73.)

I=1 m
1#j

En conséquence, résoudre (I1I1.69) équivaut a résoudre :

f’N(&O""’&N)fNH(&O"”’gN)=0 (111-74)

Soulignons que le coefficient gy.; dépend des N +2 premiers pdles, ie. de & 2 Epu.
Cependant, la contrainte imposée sur le dernier pble, c’est-a-dire &y, = Ey, implique que la

fonction fy, ne dépend plus que des N +1 premiers pdles i.e. de &y a Ey.

Selon I’étape 2 de 1’algorithme et la symétrie de chacune des deux fonctions (II.73), par

rapport 2 I’hyperespace Ey = En.1, résoudre (I11.69) revient a résoudre :

fN(go,éf"‘t:N-z’aNa&N—l)fN+1(§o:E.,1’"&N—z’{;NaE.»N-l)=0 (IIL75)
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ol fy et fv+1 sont entitrement définies par les équations (II1.73) et ne doivent aucunement étre

recalculées. Par conséquent, la i*™ équation du systéme (IT1.70) est équivalente a :

fN(&O’gl' “&i—l’&N’&iH.”’gN—l ’&i)fN-&l(&O’&l”'gi—l’éN’gi-ﬂ'” ’&N—l’&i) =0 (IH'76)
ot les variables &; et &y des fonctions (I11.73) ont été permutées.

Ouvrons une parenthése pour signaler que fy et fy.1, suivant I’ordonnancement des pdles de

I’équation (II1.76), qui correspond d’ailleurs a la jieme équation du systeme (IIL.70), s’écrivent
, q P

respectivement :
S (§0’§1 )" 'ai-l ’&N RIS vgN—l’ai)z Z Aj (bj - gk )H[H (1 - ambl)}
= ) =

fN+1(§o’§1""gi—l’E.oN’E.'ifl""éN—l’gi)=i Aj y (bj_gk)]:[l:(ﬁ(l—gmbl))(l_gibl)}

j=1 k=0 1=t \m=0
Ce qui ressort de ce travail, est que les N+ 1 équations formant le syst¢éme (II1.70), sont
synthétisées en calculant fy (IIL.73.a) et fy+1 (IIL.73.b) une seule fois, puis en effectuant toutes
les permutations nécessaires sur les variables de ces deux fonctions. Ce résultat est la
conséquence directe du corollaire IIL.2. Il ne reste, a présent, qu’a résoudre les N + 1 équations
et ce n’est pas une chose facile, comme nous le montrerons sur un exemple de faible
dimension au paragraphe 5.5. Auparavant, nous généraliserons les résultats obtenus pour des

excitations quelconques.

5.4 CO pour une excitation colorée

L’ objectif de cette section est de montrer que le théoréeme II1.1 bis est valable quand le signal
d’excitation n’est pas blanc, conduisant a des sorties de filtres BOG non orthogonales entre
elles. Comme pour le cas des filtres de Laguerre, un indice supplémentaire sera ajouté i
I’équation (II1.64), réécrite ci-dessous, pour signifier que le coefficient gy est optimal pour un
réseau tronqué a N filtres BOG (allant de O & N) et que le coefficient gy.; est optimal pour un

réseau tronqué a N + 1 filtres BOG (allant de 0 a N + 1).
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81(E5 ) gy aava(EEM) = 0 i=0,1,... N (IL77)
On fera trés fréquemment appel aux résultats établis précédemment par [e Silva, 1995] pour
les filtres de Laguerre et qui ont été présentés, a cet effet, au paragraphe 2.3. Le probléme de
la détermination des N+ 1 équations sera traité équation par équation. Commengons par

établir celle qui correspond a i = N dans (II1.77).

Toutes les équations concernant les filtres de Laguerre comprises entre (IIL.17) et (IIL.21) sont
valables pour les filtres de la BOG. 1I suffit simplement de remplacer chaque sortie X, du 7™
filtre de Laguerre par la sortie du 7™ filtre de la BOG. 1 faut donc, substituer la définition

des X,, de I’équation (III1.18) par celle-ci :

X,(28,)=88)U ()

Puisque I’on s’intéresse & déterminer 1’équation qui correspond a i = N, on remplacera, dans
(TI1.20) et (IIL.21), la dérivée de toute fonction par rapport a I'unique pdle de Laguerre par la

dérivée dela dite fonction par rapport au pdle Ex.

La principale différence entre les deux démonstrations est résumée dans les quelques lignes

qui suivent.

L’équation (IT1.21) est différentiée par rapport au pdle Ey:

aJN X a)(n N \*&>2n
7)?(N§_)= -2<EN(Z,&),§ B —-'ag(i—§2>=o (L78)

Notons que I’unique filtre qui dépend du pble &y est By. En conséquence, en différentiant

toutes les sorties {X,}n=0,1, n par rapport au pdle &y, I'unique terme qui ne s’annule pas est

celui qui correspond a Xy. (II1.78) devient donc :

oX y n (Z’ Ex )> - 0 (I11.79)

=_2<EN(Z,§)’gN-N oy
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Ensuite, la dérivée de la sortie du N®™ filtre par rapport au pdle &y est exprimée en fonction
de la sortie Xu,. I suffit, pour cela, d’effectuer le produit scalaire des deux cotés de

I’équation (II1.60) par U(z), afin d’obtenir :

aXNa (;N_&_,l) _ 1_1‘:2 %(o0s) | (IL80)

En remplagant (II1.80) dans (II1.79), et en utilisant la propriét€ de linéarité du produit scalaire,

on arrive a la relation suivante :

aJN(E_,) B 2gN,N<EN(Z’§_I!_)’ XN+1(Z’E.»_N)>
%k 1-&,

Cette équation est, par essence, trés similaire a (IIL23). En conséquence, le reste de la
démonstration est identique 2 ce qu’a proposé [e Silva, 1995]. On renvoie donc le lecteur a la
suite de I’équation (II1.23) p.108, s’il souhaite poursuivre cette démonstration a son terme. Le

résultat obtenu est trés similaire a (III. 27), car il s’exprime ainsi :

aJN(F,) _ 28y N8N+

= =0
o€ 1-&
On vient de montrer que 1’équation, conduisant au CO, correspondant a i =N dans (IIL77),
est:
& (&8 )enama(EST)=0 (IL81)

Aprés avoir calculé (IIL.81), on notera tout simplement que, pour déterminer 1’équation
générale qui correspond & une permutation entre les pdles &y et &;, quelque soit i =0, 1, 2, ...
N-1, aucune modification n’est a apporter dans ce qui a été fait, jusqu'a présent, pour i = N.
Il suffit de reprendre le raisonnement a partir de 1’équation (II.78), dériver par rapport au pole
E; et noter que (IL.80) reste valable (sous réserve de remplacer &y par &), car il n’y a que la
derniere sortie, Xy qui dépend de &;, du fait de la permutation entre &; et Ey. Le reste du

raisonnement correspond a la suite de (IIL.80).
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5.5 Exemple

Nous reprendrons ’exemple qui a été traité au paragraphe 2.4. Rappelons que la fonction de
transfert que I’on a approchée sur la base des filtres de Laguerre et que I’on va approcher,

maintenant, sur la base des filtres BOG est la suivante (¢f. 29) : .

H()=-332 06z 152 - 0.60z(z — 2.67)(z — 082)
T z-09 z-07 z+05 (z~09)z—-07)(z+05)

(I11.82)

Pour le cas des filtres de Laguerre, seul un p6le devait étre calculé. I était donc possible de
faire varier 1’ordre de la troncature jusqu’a N = 8, tout en visualisant I’erreur quadratique en
fonction du pble de Laguerre. En revanche, pour le cas des filtres de 1a BOG, un nouveau pble
est ajouté a chaque ajout d’un filtre supplémentaire. Par conséquent, si I’on veut visualiser
I’erreur quadratique en fonction des pdles, on est rapidement limité & un maximum de deux
poles et donc deux filtres de la BOG (N = 1). Cela représente donc la dimension du réseau de

filtres sélectionné pour cet exemple.

Conformément 2 ce qui a été fait pour les filtres de Laguerre, nous commencerons par étudier

les CO pour une excitation blanche, puis nous verrons le cas d’une excitation colorée.

5.5.1 Excitation blanche

Les fonctions f; et f> calculées a partir de (II1.73) sont :
Fi(8o,E,) = 144 — 0828, — 1428, ~191E2 — 0.1982 + 13283 — 0106, &, + 307828, +0.66E,%?
—1.64E3E, —123E2E2 +044E3E? (I11.83.2)
£2(E0-E1) =016 - 101&, — 057E, +097€] + 103E} —0.198] — 148E] + 1268 — 042E]
+186E,E, — 119828, +024E &7 — 24TE2ET + 0.00E 8, — 1.88E &7 + 5448287 +1.2783¢?

+0.72E &1 — 3518287 +0.08E &} — 231638} +0.76E2E] + 16686 —044E3E° (111.83.b)

1l est intéressant de signaler que pour parvenir aux pdles optima d’une fonction de transfert
d’ordre trois approchée avec seulement deux filtres de la BOG, il est nécessaire de résoudre

deux équations non linéaires f; = 0 et f = 0 comprenant respectivement 12 et 24 termes.
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Les points stationnaires de la MSE par rapport aux deux pdles vérifient, selon (II1.74) et

(II1.75), le systéme d’équations suivants :

h (E..ova 3 )fz (go &5 ) =0 (I11.84.a)

et f(8.8)f(E.8)=0 N (1L.84.b)

Les courbes isocritéres de 1a MSE ont été tracées sur la figure II1.8, avec les courbes de niveau

z€ro, issues des équations (I11.84).

-0.8 -.6 -04

Figure IIL8 - Courbes isocritéres de la NMSE et courbes de niveau zéro

définies par (I111.84)

Notons que si &y =§, alors f; (IIl.83.a) et f, (II1.83.b) se simplifient et I’on retrouve les
fonctions définissant les CO des filtres de Laguerre (¢f. II.31). En conséquence, tous les
optima situés sur la ligne &, = &, représentent non seulement les optima des filtres de la BOG

‘pour N =1, mais également les optima des filtres de Laguerre, toujours pour N = 1.

Il existe 5 optima sur I’axe &y = &;. L’évaluation des coefficients et de 1’erreur quadratique
normalisée en ces points conduit exactement aux résultats du tableau IIL.1. En revanche, il

existe deux optima en dehors de cet axe, qui sont symétriques par rapport a &y = §;, comme
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Vindique le corollaire III.1. L’évaluation des coefficients et du critére quadratique normalisé

(NMSE) en ces deux points, est reportée sur le tableau IIL.5.

¢/)

Pour vérif.

0.521 0821 -1.1S2 1.338 0
0.821 -0.521 0.856 1.567 0

Tableau IIL5 - Pdles optima quand & # &;. Les péles optima qui correspondent a & = &,

sont identiques a ceux du tableau IIL1.
En conséquence, la représentation optimale de H(z) & base de deux filtres BOG s’écrit :

(- 0306z +0.796)z
z+0521)(z - 0821)

g02(&0)+£18(80.81)= (

Rappelons que la NMSE qui correspond au minimum global d’un réseau de deux filtres de
Laguerre est égale 21.60%, alors que la NMSE qui correspond au minimum global d’un
réseau de deux filtres de la BOG est égale a 0.37%. Afin d’atteindre une précision
d’approximation inférieure a 0.37% avec les filtres de Laguerre, il aurait fallu utiliser un
réseau d’au moins 11 filtres, dont le pdle optimum se situe & £ = 0.360. On peut alors se poser
la question suivante: pourquoi est-ce que les filtres de Laguerre ne parviennent pas a
approcﬁer correctement la fonction de transfert originelle. La raison est que celle-ci est
composée a la fois de pdles positifs et négatifs et que le réseau de filtres de Laguerre n’admet
qu’un pdle unique. En conséquence, il est nécessaire d’en utiliser un nombre « élevé », afin
d’arriver 4 une «bonne » qualité d’approximation. En revanche, les filtres de la BOG,
permettent d’atteindre une « bonne » approximation avec relativement « peu » de filtres, grace

a la possibilité de choisir a la fois des pdles positifs et négatifs.

5.5.2 Excitation colorée

Comme au paragraphe 2.4.2, on considérera la méme fonction de transfert (IIL82), excitée

cette fois-ci par la réponse impulsionnelle du filtre F(z), avec :

Z

F(z)= . (T11.85)
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Le spectre de ce signal d’excitation est moins riche que celui d’une impulsion et que cela peut
engendrer des optima différents de ceux qui ont ét€ trouvés sur la figure IIL.8. Néanmoins, les

CO pour n’importe quel signal d’excitation (non nul, bien sfir) sont présentées par (IIL.77).

On a tracé sur la figure II1.8 les courbes isocriteres de la NMSE pour 'excitation précisée,

ainsi que les courbes de niveau zéro définies par :

81,1( 0’&1)g2,2 (&o’gvé;]): 0 (111.86.a)
et 811 (&1 ) E.»o)gz,z (&1 :&os E:o) =0 ‘. (I11.86.b)

0.8

06

04
AN

0.2

) St TN

06 04 -02 0 02 04 06

03 08 éo
Figure IIL9 - Courbes isocritéres de la MSE et courbes de niveau zéro

définies par (II1.86). Chaque intersection représente un optimum.

Puisque, les optima situés sur I’axe &, =&, de la figure III.9 correspondent aux optima des
filtres de Laguerre et qu’ils ont été reportés sur le tableau IIL.2, ils ne seront pas repris. En
revanche, il existe deux optima en dehors de cet axe dont les coefficients et la NMSE sont

présentés dans la tableau III.6. En comparant la NMSE de la derniére colonne avec celles du

tableau II1.2, on constate que les minima giobaux sont les pdles & et &; du tableau IIL.6.
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82,2

Pour vérif.

-0.553  0.834 -1.168  1.303 0 0.62%
0834 -0.553 0870 1.518 0 0.62%

Tableau IIL.6 - Poles optima pour un réseau de deux filtres BOG. Les autres optima sont

les mémes que ceux des filtres de Laguerre (tableau IIL2) p. 127

La représentation optimale de H(z), excité par. F(z) (III.SS); 3 base de deux filtres BOG,

s’écrit :

_ (-00587+0153)7
" (z2+0533)(z—0834)

208(E0 )+ 218(E0.E1)

La aussi, si I’on compare 1’approximation a base de deux filtres de Laguerre a celle de deux
filtres de 1la BOG, on note qu’il y a une diminution considérable de la NMSE (de 14.37 % a
0.62 %). Une fois de plus, c’est la possibilité de choisir des poles a la fois positifs et négatifs

qui permet d’atteindre une approximation nettement meilleure dans le deuxiéme cas.

6. Conclusions et perspectives

Le choix des podles des bases orthogonales est primordial si 1’on veut effectuer
I’approximation optimale, au sens du critére quadratique, pour un ordre de troncature donné.
De méme, dans le cadre du développement de fonctions de transfert connues, sur la base des
fonctions orthogonales, 1’optimisation du (des) pdle(s) passe obligatoirement par la résolution
d’une équation (voire d’un systéme d’équations) algébrique(s), dites conditions d’optimalité.
Ceci explique I’intérét particulier que plusieurs auteurs ‘ont porté a la détermination des

conditions d’optimalité relatives aux fonctions de Laguerre, type Meixner et Kautz.

Cependant, la détermination des conditions d’optimalit¢ des filtres issus de la base
orthogonale généralisée (BOG) n’a jamais été traitée dans la littérature. Ceci est probablement
di a ’absence de relations de récurrence entre les dérivées des fonctions de la BOG par
rapport aux pdles et les fonctions elles-m&€mes. Nous avons réussi a surmonter cette difficulté

et a €tablir les conditions d’optimalité recherchées, sous réserve que tous les pdles de la base
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N

orthogonale généralisée appartiennent 2 I’ensemble des nombres réels. Ces conditions
d’optimalité ont été ramenées & une forme trés comparable 2 celle des filtres de La'guerre et
donc tres simplifiée. Elles sont également valables dans le cas d’excitations colorées ce qui
rend le résultat obtenu plus fort. De plus, nous avons réussi a lés écrire explicitement en
fonction des poles recherchés, pour une classe trés courante de syst®mes physiques. Ces

résultats constituent quelques-uns des points fort de notre travail.

La technique de représentation de systémes en terme de réseaux de filtres orthogonaux issus
de la base orthogonale généralisée et ayant des pdles optima, peut directement étre utilisée
pour la réduction d’ordre de modeles. Un exemple, certes de faible dimension, a été présenté
dans ce chapitre. On peut, néanmoins, renvoyer le lecteur d’une part a [Malti, et al. 1998b] ot
I’on traite d’un exemple de dimension plus importante et d’autre part a I’article [den Brinker,
et al. 1996¢] consacré exclusiverhent a la réduction d’ordre de modele, en utilisant les
fonctions issues de la base orthogonale généralisée. Dans cet article, les auteurs proposent
d’augmenter le-nombre de filtres utilisés jusqu'a ce que le critere d’approximation soit
suffisamment petit. Cependant, le choix des pdles qu’ils proposent est sous optimal, puisqu’ils

préconisent de sélectionner :
» al’ordre un, le pdle minimisant I’erreur quadratique,

> a Pordre deux, de garder le premier pdle et de sélectionner le second de fagon a

minimiser 1’énergie de I’erreur de modélisation de 1’ordre un,

» a Pordre trois, de garder les deux premiers pdles et de sélectionner le troisieéme de

facon a minimiser 1’énergie de I’erreur de modélisation de I’ordre deux
» et ainsi de suite, pour le quatrieme, cinquiéme et autres pdles.

Cette solution est sous optimale, car les pdles optima pour un ordre de troncature donné
doivent tous étre recalculés en résolvant les conditions d’optimalité qui ont été établies dans

ce chapitre.

D’un point de vue identification de systémes 3 partir des signaux d’entrée et de sortie, les
conditions d’optimalité, permettent de transformer le probleme de minimisation de I’erreur
quadratique, par rapport aux N pdles, en un probléme de résolution de N équations non-

linéaires a N parameétres. L utilisateur a donc le choix du probleme a résoudre, pour aboutir
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aux poles optima recherchés. Il nous semble, toutefois, important de souligner que les

algorithmes itératifs de résolution des deux problémes sont identiques.

Une des perspectives treés intéressantes de ce travail consiste & généraliser les conditions
d’optimalité de la base orthogonale généralisée, pour le choix de pdles complexes conjugués.
Malheureusement, nous n’avons pas pu effectuer cette généralisation a cause de la complexité

des équations rencontrées.

7. Annexe

L’objectif de cette annexe est de démontrer que les coefficients de la décomposition de

o8, (z,&n)

S

sur les fonctions & f (z, 13 j) correspondent & ceux du tableau IIL.3.

08, (z,&,,)

o,

des deux formules suivantes (commutativité du produit scalaire) :

La projection de sur chacune des fonctions #; (z,& j) peut s’exprimer selon I’une

a?"a(;&—"),gj(z,i) = Zicj Sf = gzg—i'&—") 8, (Z9E)z'ldz (A
5,(=.8) a?,,a(z ). 2;1' i ag";g; 2 5, (8 ) A2)

(A.1) sera utilisé quand j<n et (A.2) quand j>rn, pour minimiser le nombre de pdles a
I'intérieur du cercle unité et pour faciliter I’application du théoréme des résidus lors du calcul

de différentes intégrales sur le plan complexe.

7.1 Casj<n

N

Dans ce cas, on s’intéresse a remplir les colonnes deux et trois du tableau II1.3. En
conséquence, les seules valeurs possibles de i sont 0, ..., n — 1. En remplacant (II1.45.a), dans

(A.1), on obtient :
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a@,,(z,g ) -1
(A3)

o, (z &, ) 2nj§( 3 _1)(z-1_gi)?n(z'l,ﬁ_)?j(z,i)z“ldz

Ensuite on remplagant la définition des filtres de la BOG, on parvient & :

n-—1

2 H(Z"ék)
ag"(z&),a’j(z,&j) 3 A,,,j§( 2" -1 K= j+1 &

aéi - 2ny T Z;E"")(lb—g"z)ll[(l—z&k)

k=j

Notons que le seul pdle a I’intérieur du cercle unité se trouve en &;, & I'unique condition prés,

que la fonction intégrée ne posséde pas de zéro en &. Par conséquent, deux cas

supplémentaires sont distingués selon la présence ou non d’un zéro en &;.

7.1.1 Casj<i

La fonction intégrée posséde un zéro en &; qui se simplifie avec ’unique pdle a ’intérieur du

contour fermé. L’intégrale recherché est donc nulle. Ce résultat est directement reporté sur la

deuxiéme colonne du tableau IIL.3.

712 Casi<j<n

L’application du théoréme des résidus conduit au résultat suivant, reporté dans la troisieéme

colonne du tableau I11.3 :

agn(z’éi) | H1(§ &k)
(1-€&,)

7.2 Cas j=n

Deux cas supplémentaires sont distingués, afin d’utiliser soit (1I1.45.a) soit (II1.45 b).
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721 Casi=0,...n-1

L’équation (A.1) s’écrit :

9, (2.5,)
og;

’gn( ’_ﬂ) 27t]§ E:zz)(—ll 28, )( -5 )dz

On remarque la présence de deux poles dans le cercle unité. La somme des résidus en ces

pOles conduit & I’intégrale recherchée :

0%,(z.¢, ' -1+

7.2.2 kCas i=n

En utilisant (A.1) et (IIL.45.b), on montre que 1’intégral recherchée est nulle, car le pble en &n

se simplifie avec le zéro :

9%,(z.,¢,
—32—,,:—)’?”(&&) 27U§§2—1( )§ z)(1-2, ;( -&,

) dz=0 (A5)

Ce résultat est reporté sur la quatriéme colonne du tableau ITI.3.

7.3 Casj>n

Dans ce qui suit, on choisit d’utiliser (A.2). Deux cas sont distingués d’emblée, comme cela a

été fait précédemment.

731 Casi=0,...n-1

En utilisant (IIL.45.2), on arrive a :

w,’é’( _1)

9;

Le calcul du résidu a &;, unique pdle a ’intérieur du contour fermé, conduit an résultat :
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Jj~1

<aa’n(z,§n_) (z.,f..j)>= | EI_L(_&__E"_)

_—_’?i g
8&.,- | [[(l_gigk)

7.3.2 Casi=n

L’utilisation de (IIL.45.b), au lieu de (II1.45.a), avec (A.2) donne :

j-1

J "&k
a?"(z’&—"),?j(z,é) _ A,,,,-.§ anz—i kgl(z )
%, 2mj 7 (&) -1)(z-¢,) (1-22,)

k=

dz

Le résultat de cette intégration s’écrit :

<m,a(z,§.)>=fl M

o€, " lj(l -z£,)

Il est reporté sur la derniére colonne du tableau I11.3.

Cette étude exhaustive complete le calcul des coefficient C,;; de la décomposition de

agn(z’ gn) .
T sur ?j(z’i) (voir tableau IIL.3). x
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Identification de Systémes Linéaires sur la Base des Filtres
Orthogonaux - Extension aux Systémes Non Linéaires
par une Technigue Multimodele

Knowledge itself is power.

Francis Bacon







1. Introduction - Procédure d’identification

La modélisation, activité de base du chercheur et de ’ingénieur, constitue un aspect important
de toutes les sciences appliquées. Plus spécifiquement, en automatique, elle représente une des
étapes fondamentales pour concevoir un systéme, simuler son comportement, comprendre son
fonctionnement, asservir ses parametres d’action, suivre son évolution et diagnostiquer ses

défaillances. On la retrouve donc dans toutes les phases de la « vie » d’un systéme.

N 2

L’étape de modélisation vise a établir des relations mathématiques entre les différentes
variables caractéristiques du systéme. Il existe deux approches permettant d’aboutir & un
modele mathématique. La premiére, bas€e sur la connaissance des lois physico-chimiques,
biologiques ... efc. régissant le processus réel, est connue sous le nom de modélisation
théorique. Dans cette approche, le processus est décomposé en un ensemble de phénomenes
élémentaires, dont les comportements sont décrits par des lois de conservation de masse,
d’énergie ou de moment, reliées par des relations de continuité pour aboutir 4 des modeles dits
boites blanches. Ce type de modeles est, en 1’occurrence, utilisé quand les lois physico-
chimiques, régissant le processus réel, sont connues et/ou quand le nombre d’observations est
restreint, par rapport au nombre de parametres a estimer. Ceci est fréquemment le cas dans le
génie des procédés ou le génie chimique, ou le plan d’expérience ne permet pas pour des
raisons de cofit, de sécurité ou autres, d’acquérir un nombre de données élevé. Cependant, ces
modeles nécessitent une connaissance compléte du systéme ; il faut donc &tre capable d’écrire
toutes les relations physiques et mathématiques décrivant son comportement. Cette hypothese

est, bien sir, irréaliste méme pour les systemes les plus simples et pour cause :

_ » les processus réels, aussi simples soient-ils, sont gouvernés par des lois physiques
complexes ou des équations mathématiques compliquées (non-linéaires aux dérivées
partielles), dont les solutions connues ne sont qu’approximatives (aprés linéarisation,

par exemple), et valables, le plus souvent, qu’autour d’un point de fonctionnement,

» la mise en équation d’un systéme nécessite toujours des hypothéses plus ou moins
irréalistes et difficilement vérifiables (homogénéité d’un milieu, pertes thermiques

négligeables, ...),
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> les grandeurs vraies ne sont accessibles qu’a travers des capteurs, qui fournissent,

tant bien que mal, des valeurs approchées et entachées d’erreurs.

L’ensemble de ces facteurs implique que I’on n’aboutit, en général, qu’a une approximation

du modele réel, qui, lui, demeure inaccessible.

C’est pourquoi, on a fréquemment recours a la modélisation expérimentale. Elle est basée
sur la mesure des signaux d’entrée et de sortie ; elle ne requiert aucune connaissance a priori
du systeme et permet d’aboutir a des modeles dits boites noires. Elle consiste a sélectionner
une structure parmi une classe de modéles et a adapter ses parameétres en minimisant un critére
de performance. Elle nécessite un nombre d’observations relativement élevé, afin d’augmenter
la précision des paramétres calculés. Les modeles linéaires classiques que 1’on retrouve le plus
couramment dans la littérature sont du type ARX, ARMAX, OE, BJ, ... (voir [Ljung, 1987]
pour plus de détails). Les modeles non linéaires les plus courants sont du type NARMAX
[Billings et al., 1981, 1982], Hammerstein [Haber et al., 1990] ou a base de réseaux de
neurones [Billings et al, 1992], [Sjoberg, 1995] et de logique floue [Lindskog, 1996],
[Boukhris, 1998].

Les modeles par filtres orthogonaux appartiennent a la famille des modeles dits boites noires.
L’obtention des paramétres de ces modeles est basée sur I’étude mathématique effectuée dans

les deux premiers chapitres. En effet, la complétude de 1’espace 8'2[0, oo[ engendré par ces

fonctions permet de représenter tout systéme LTI et stable par une série infinie, et la
convergence des coefficients de Fourier d’une part et de la série infinie d’autre part, justifie sa
troncature & un nombre fini. Devant la muititude des bases étudiées (FIR, Laguerre, Kautz,
BOG, type Meixner et type Meixner généralisée), il s’agit, en régle générale, de savoir
laquelle est la plus appropriée pour identifier un systtme donné sous des conditions
expérimentales données. Notons cependant que la BOG regroupe a la fois les bases de
fonctions « FIR », Laguerre et Kautz, ce qui réduit considérablement ce choix. D’autre part,
rappelons que les filtres de type Meixner et de type Meixner généralisés conviennent
particulierement a 1’identification de syst¢mes quand les conditions initiales sont mal connues.
Cependant, leur structure est plus complexe, car ils nécessitent 1’évaluation d’une matrice L@
(voir II.1 ou IL67) assurant l’orthogonalité qui dépend non seulement du degré de
généralisation et des pdles sélectionnés, mais également de I’ordre de troncature du réseau de

filtres. En conséquence, L doit étre réévaluée lors de tout changement d’ordre du modzle.
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L’établissement d’un modele est une procédure itérative qui comporte essentiellement six

étapes [Walter et al., 1994], a savoir :
» Pacquisition de données (ou le choix des signaux d’excitations),
» le choix d’une structure de modele,
> le choix du critére d’approximation,

» Destimation paramétrique (choix optimal des parametres au sens du critére

sélectionné),
3 I’évaluation de I’incertitude des parametres estimés et
> la validation du modele.

Si lors de la derniére phase, le modele est jugé inacceptable la procédure d’identification peut
étre reprise a partir de 1’une des phases précédentes, jusqu'a validation du modéle. En régle
générale, I’estimation paramétrique est d’abord remise en question et I’ordre du modele est
réajusté, ou alors, la structure du modele est modifiée, afin de prendre en compte
d’éventuelles non linéarités ; enfin, le signal d’excitation peut €tre enrichi avec d’autres

fréquences.

Dans ce chapitre, nous nous contenterons d’étudier la modélisation de systémes sur la base
des filtres issus de la BOG. Les différents points traités seront présentés au paragraphe IV.2.
Signalons, toutefois, que nous n’accorderons pas une attention particuliére ni a la premiére ni
a la derniére étape de la procédure d’identification. Cependant, nous veillerons a ce que les
signaux d’excitation soient suffisamment persistants et nous tacherons de valider les modeles
obtenus, dans les exemples traités, par des techniques classiques, soit visuelle, en comparant
la réponse du systtme a celle du modéle sur un jeu de données n’ayant pas servi a
I’identification, soit classiques [Richard, 1994] basées sur I’autocorrélation des résidus ou

I’intercorrélation des résidus avec 1’entrée ou la sortie du systeme. Les autres étapes de la

procédure d’identification seront traitées plus en détails aux paragraphes suivants.

Ce chapitre est décomposé en trois parties. On s’intéressera d’abord a la modélisation de

systémes linéaires monovariables, puis, on proposera une extension des algorithmes
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développés aux systémes linéaires multivariables et finalement on étudiera le cas des

multimodéles & base de fonctions orthogonales.

2. Identification de systémes monovariables

Nos propos, dans cette section, porterons sans restriction de généralité sur des systémes
linéaires dynamiques et invariants de type monovariable représentés sous la forme d’une

relation entrée-sortie. Ils peuvent étre fonctionnellement décrits par le schéma:

e(k)

u(k) Ym(k)
Systeme réel | —_—

Figure IV.1 - Systeme SISO
ou u(k) représente 1’entrée, y,(k) la sortie mesurée et €(k) une perturbation.

On retrouve, dans la littérature, de nombreux travaux concernant 1’identification par les filtres
de Laguerre et les filtres de Kautz (voir par exemple le survey paper de Wahlberg, (1994)).
Un des problémes cruciaux concernant ces deux bases de fonctions concerne I’optimisation
des poles. En effet, plusieurs auteurs [Lindskog, 1996], [Wahlberg, 1991], ... s’accordent a
dire qu’il suffit de choisir le pdle de Laguerre (ou ceux de Kautz) a proximité des pdles
dominants du systeme. Mais la question qui se pose alors est : comment connaitre ces pdles
dominant a partir de la seule connaissance des signaux d’entrée-sortie ? En fait, il existe deux
moyens. Soit en identifiant de facon trés approximative un systtme par un modeéle ARX
d’ordre un, ce qui permet d’avoir une vague idée sur la constante de temps dominante du
systéme ; cette solution n’est, bien siir, pas optimale. Soit on optimise I’erreur quadratique
directement par rapport au pdle de Laguerre ou a ceux de Kautz. Cette dernicre idée a été
retenue par plusieurs chercheurs. Les premiers algorithmes proposés pour I’optimisation du
pble de Laguerre [Parks, 1971], [Wang, et al. 1994] et [Fu et al., 1993] étaient contraints a
I'utilisation de signaux d’excitation générant des sorties de filtres orthogonales (impulsion ou

bruit blanc). Nous nous sommes affranchis de cette contrainte dans un travail réalisé en
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collaboration avec S. B. Ekongolo (1996) (voir aussi [Malti, 1995]). L’algorithme
d’optimisation du pdle de Laguerre a partir des signaux d’entrée-sortie quelconques
(suffisamment persistant, bien sfir) est présenté dans [Malti, et al. 1998a]. Il nous a donc
semblé extrémement intéressant de pouvoir étendre ce type d’algorithme, afin d’optimiser la
valeur des pdles réels de la BOG (mais cela peut étre étendu aux poles complexes). Ce travail
s’inscrit, donc, dans la continuité du troisieme chapitre ol les conditions « théoriques »

d’optimalité ont été établies.

La bibliographie, concernant [’identification de systémes linéaires par les fonctions
orthogonales, peut se compléter en citant d’une part, les articles qui traitent de I’identification

robuste basée sur la minimisation de la norme ¢' et/ou H" de 'erreur d’approximation, de

[Mzkild et al., 1990 et 1991], [Wahlberg et al., 1996] et [Bokor et al., 1998] (voir aussi toutes
les références qui y figurent) et d’autre part, les articles qui traitent des techniques

d’identification fréquentielle de [Ninness, 1994] et [de Vries, 1995].

~

Notre travail se focalisera donc sur l’identification de systémes a partir de signaux
d’excitation connus et persistants (ne générant pas obligatoirement des sorties orthogonales) a
1’aide des filtres issus de la BOG. Plus précisément, nous nous proposons de développer un
algorithme qui permet de trouver les poles réels optimaux de la BOG au sens du critére

d’approximation sélectionné.

2.1 Critére d’approximation

L’'une des étapes de la procédure d’identification concerne le choix du critére
d’approximation. I s’agit plus précisément de définir une mesure scalaire, qui permet de juger
de la qualité du modele obtenu. Le critere quadratique est de loin le plus utilisé. 11 est défini
comme €tant la norme quadratique de 1’erreur entre la sortie du systéme et son estimation e(k)

qui est appelée aussi erreur de prédiction ou résidu d’estimation :

2

7=3| 3. ()= (k) | av.1)
\———W———-J

k=l k)

Le critére d’approximation correspond au produit scalaire de I’erreur de prédiction e(k) par

elle-méme :
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J =‘||e(k)”2 ={e(k),e(k))

Puisqu’en pratique, le nombre de données est limité et que les systémes sont BIBO! stables
(une entrée bornée engendre une sortie bornée), ce critére, tout comme le produit scalaire, sont
souvent calculés sur un horizon fini, allant de 1 & H par exemple, sans que cela n’altére la
qualité de I’approximation :

k=1 k=1

1=3 [y, 0 -5® =3 [ @] av.2)

Les algorithmes d’identification développés dans ce chapitre sont basés sur la minimisation de

I’erreur quadratique dans une configuration erreur de sortie, o ’estimateur $(k) ne contient

pas la mesure y,,(k) :

e (6)= 3, ()= 5 ()= 3, (0)— 3 g, 8, (k)ulk) a3
n=0 X, (k)

&,(k) représente’ le filtre de rang n de la BOG, mais peut aussi &tre remplacé par n’importe
quel autre filtre issu de 'une des bases étudiées. L’indice N de J, e et J signifie que les

réseaux de filtres sont tronqués a N. Le schéma d’identification est, bien entendu, paraliele

(voir figure IV.2); « Modele» représente le réseau de la figure IL8 mais peut aussi étre

remplacé par 1’un des réseaux des figures I.1, 1.6, I.1, IL5, ou II.12.

Puisque le critere (IV.2) est quadratique, on préfere souvent 1’écriture matricielle :

.m:emav AV.4)
avec  en=[en(1) en(2) ... en(ED]"

ou compte tenu de (IV.3):

7, =(1,—x0) (¥, - X0) aAV.5)

! Bounded Input Bounded Output.

 Avec I'abus de notation &, (k)=2"{8, @)}, 8, (z) éant défini par (1132).
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e(k)
u(k) Imk)
o Systeme réel ————r
$—_—-_> e(k)
» Modele I >

(k)

Figure IV.2 - Schéma d’identification

avee X=[X, X, -~ X,]. X, =[x® x@) - x,(H)]T i=0,1,... N,

xi(k) =5"{xi(z)} , Xi(Z)= \/1_|&i| Zﬁ(l—gquju(z)

Z_gi k=0 Z’&k

7, =[50 3.2 -~ 3@ et 0=[g, & - &

Remarques

1. 1 est important, dans certaines procédures d’identification, d’utiliser des criteres
quadratiques pondérés soit dans le domaine temporel (pour discréditer des mesures
anciennes ou en créditer d’autres) soit dans le domaine fréquentiel (pour privilégier
I’identification dans une bande de fréquence, par exemple). Dans le domaine temporel, le

critere quadratique pondéré est défini par (comparer avecIV.1):
©o R 2

I =Y wly, (-5, )] (IV.6.2)
k=1

avec la contrainte :
w(k) 2 0 Vke N | (IV.6.b)

L’écriture matricielle est (comparer avec IV.5):

78 = (z, - x0) W(¥, - X6) av.7)
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ol la matrice W est diagonale, définie non négative. Dans un cas plus général, elle peut étre
choisie symétrique (définie non négative), & partir de la connaissance du bruit de mesure,

par exemple. : &

2. Le critére quadratique pondéré (IV.6.a) correspond exactement a la définition du produit

scalaire pondéré :
T =(e(k),e(k)),,

qui, rappelons-le, s’écrit pour les deux suites temporelles a(k) et b(k) [Szego, 1930] :

<a<k),b(k)>w=§a<k>b<k>w(k) av.s)

avec la contrainte identique a (IV.6.b) :
w(k) =0 Vke N

Si I’on choisit (IV.6.a) comme critére d’optimisation, il convient, alors, d’utiliser des filtres
orthogonaux par rapport au produit scalaire (IV.8) ol la fonction de pondération w(k) est

choisie identique a celle du critére d’optimisation.

Au paragraphe 1.3.2, des fonctions de Laguerre orthogonales par rapport a la fonction de
pondération w(k) = b ont été présentées. A notre connaissance, mise i part cette
définition et son équivalent dans le domaine continu, qui ne sont pas tres répandues dans la
communauté automatique, 1’utilisation de bases orthogonales, par rapport a des fonctions

de pondération non constantes, est pratiquement inexistante.

1 serait donc judicieux d’examiner la possibilité de construire, a partir de chacune des
bases étudiées dans ce document, des fonctions orthogonales par rapport & une fonction de
pondération, soit temporelle soit fréquentielle, sélectionnée lors du choix du critere

quadratique pondéré. Ceci peut constituer, & notre avis, un axe de recherche intéressant. B

2.2 Estimation paramétrique

Apres avoir sélectionné une structure du modele ainsi qu’un critére d’approximation, I’étape

suivante de la procédure d’identification, qui est d’ailleurs 1'une des étapes principales
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considérées dans ce chapitre, concerne I’estimation des différents parametres du modele et
P’évaluation de I'incertitude sur ces paramétres. Le point original traite du développement
d’un algorithme pour I’optimisation des poles réels de 1a BOG dans le cadre de I’identification
de systtmes, a partir de signaux d’entrée-sortie connus, qui n’assurent pas nécessairement

l’orthogonélité des sorties de filtres.

Les parameétres optimaux (coefficients de Fourier et pbles), sont obtenus en minimisant le
critére quadratique :
(é,A)=ar min\J

g %r ( N)
Notons que tous les modeles utilisant les bases orthogonales, y compris les filtres de la BOG
qui seront détaillés ultérieurement, sont, d’une part, linéaires par rapport aux coefficients de
Fourier et, d’autre part, non linéaires par rapport aux pdles. Une méthode hiérarchique a deux
niveaux (voir figure IV.3) sera donc utilisée pour 1’estimation paramétrique ; au niveau
supérieur, les coefficients de Fourier seront calculés par la méthode des moindres carrés
simples et au niveau inférieur les poles seront évalués par une technique itérative

d’optimisation non linéaire.

2.2.1 Estimation des coefficients de Fourier des filtres orthogonaux

Bien que la base orthogonale considérée dans ce chapitre soit la BOG, le calcul des
coefficients s’applique sans restriction a toutes les bases considérées dans ce document. Il
s’agit donc de déterminer les coefficients de Fourier qui minimisent le critére quadratique,

pour un choix fixe de pdles.
0= arg;nin(] N)

Le modele étant linéaire par rapport aux parametres, les coefficients optimaux sont calculés

par la méthode des moindres carrés simples, c’est-a-dire compte tenu des définitions (IV.5) :

6=(x"x)" X7y, @AV.9)
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Initialisation
des poles g

\ 4

Calcul des coefficients de Fourier.
ﬂl@on‘tﬁme proposé :
Moindres carrés

&n §

Yy

Optimisation des poles.
Algorithmes proposes :
Gradient ou Gauss-Newton

Figure IV.3 - Estimation paramétrique par la technique de relaxation.

Algorithme hiérarchique a deux niveaux.

On trouve également dans la littérature [Gunnarsson et al. 1991] des algorithmes utilisant la
formulation récursive des moindres carrés [Ljung, 1987] pour I’estimation des coefficients de

Fourier. Ces algorithmes sont parfois employés dans des schémas de commande en ligne.

Propriétés statistiques de ’estimateur
Des résultats classiques [Ljung, 1987], concernant I’estimateur des moindres carrés, seront
exposés dans ce paragraphe. Nous signalerons que cet estimateur n’est pas biaisé. Ensuite,

nous procéderons au calcul de la matrice de covariance des parametres.

Supposons que la sortie observée puisse étre décrite par le modele suivant :
Y, =X0" +E, (Iv.10)

ou Ey = [eo(1) eo(2) ... eo(ED)T représente une réalisation aléatoire du bruit et ou ) peut étre

considéré comme la valeur vraie des coefficients de Fourier.

Afin de montrer que I’estimateur des moindres carrés n’est pas biaisé, il convient de trouver

8", lors du calcul de 6.En remplacant (IV.10) dans (IV.9), on obtient :
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6=0"+(x"x)" Xx"E, (IV.11)
L’espérance mathématique du vecteur des paramatres E{ 6 } s’écrit :
z{6}=0"+£{(x"x)" x"E,}

Rappelons que la matrice des régresseurs définie apres 1’équation (IV.5) contient uniquement
les vecteurs de sortie des filtres orthogonaux, car la configuration erreur de sortie a été
adoptée (voir figure IV.2). Les vecteurs de la matrice de régression X ne sont donc pas

corrélés a I’erreur Eg. On peut alors écrire :
r{b}=0"+(Xx"X)" X" £{E,}

Sous I’hypothése que le bruit est de moyenne nulle, I’espérance du vecteur des coefficients de
Fourier estimés (IV.11) est égale a la valeur vraie des parameétres, ce qui montre qu’il n’est

pas biaisé :

z{8}=6"

De plus, d’apres le théoréme de Gauss-Markov, sous I'hypothése supplémentaire que le bruit

. . . . . . . 2 . .
suit une distribution gaussienne de matrice de covariance (6 Iy,y), I’estimateur des moindres

carrés (IV.11) est a variance minimale, dont I’expression est donnée par [Draper et al.,
19817 :

covf}=c?(X7x)"

Remarque

Ljung, (1987) démontre que la variable aléatoire v H (é —6f) converge en distribution vers la
e . . . -1

distribution gaussienne avec une moyenne nulle et une matrice de covariance o* (XTX )

quand H tend vers I’infini.

Puisque la variance 6> du bruit est le plus souvent inconnue, I’estimateur sans biais s? de 6°

(E(s) = ©) est donné par :
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T
) ee

SEH-+D

ou (N+1) représente le nombre de coefficients de Fourier 2 calculer.

Finalement, les variances estimées s; des différents coefficients g, sont les termes diagonaux

de la matrice cov{ ) }.

2.2.2 Estimation des poles des filtres de la BOG

Dans cette section, on s’intéresse au niveau inférieur de 1’algorithme hiérarchique représenté
sur la figure IV.3. Un algorithme itératif est nécessaire pour calculer les pdles de la BOG,
minimisant le critére quadratique puisqu’il s’exprime de facon non linéaire par rapport a ces
pdles. Deux méthodes d’optimisation seront présentées, a savoir I’algorithme du gradient et
celui de Gauss-Newton. Signalons que 1’une des propriétés inhérentes a ce type d’algorithme
est que seule la convergence vers des minima locaux peut étre garantie et que, si le pas des
itérations de I’algorithme du gradient est inadapté, la convergence de celui-ci risque d’étre

lente, oscillante ou non garantie.

Remarque

Le nombre de poles étant proportionnel au nombre de filtres utilisés, on a un nombre
important de pdles a estimer quand le nombre de filtres est élevé . Par ailleurs, si le modele est
surparamétrisé, le critere quadratique peut présenter plusieurs zones «plates» et la
convergence des algorithmes itératifs risque d’étre fortement compromise. Une idée pour

limiter ce nombre, consiste a fixer les poles soit en progression arithmétique :
E,=E,+kA | (A représente la raison de la progression)

soit en progression géométrique :

£, =&,A (A représente la raison de la pfogression)

dans la définition des filtres de 1a BOG :

— l—a"zz [ 1=6,.12
- H[ Z—ik]

k=0
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11 suffit alors d’optimiser le critére quadratique par rapport 2 seulement deux paramétres qui

sont : la raison A et le premier pole &.

Bien que cette méthode ne fournisse qu’une solution sous optimale, elle a pour mérite de

limiter le nombre de paramétres non linéaires du modele a estimer. |

2.2.2.1 Algorithme du gradient
L’algorithme du gradient est basé sur le développement & 1’ordre un du critére J (supposé

différentiable), pour des variations de poles AE® suffisamment petites) :

J[é(Hl)):J(é(i)_i_Ag(i)): J(g(i))_‘_ a_*;%:_)) Ag(i)+O[A§(i))

2 oo
D’ou:

T

M=J(§<i+l));f(§(i))z 9-;_(5:_)_) Aé(i)

= g0

N . N - U
La minimisation de J correspond 2 la minimisation de AJ, ce qui conduit a choisir A§

colinéaire avec le gradient de J et de signe opposé€. En conséquence, on peut écrire, en

allégeant les notations :

_ ' o 6]
§(1+l) - é(t) _ p__%)_ av.12)

Le pas p peut étre adapté, en fonction de la vitesse de convergence : si I’algorithme est lent p

est augmenté s’il oscille autour de la solution ou s’il diverge p est diminué.

Le calcul du gradient se fait en différentiant (IV .4) par rapport au vecteur des pdles :

T
dey,

oy %,

—g = (IV.13.a)
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avee ©

oX’ X’ oXx”
v (IvV.a3.b)

%=_|:9T___ of — ... @f
98 9 9 9y

X ayant ét€ défini apres (IV.5).

On voit qu’il est nécessaire de déterminer les sensibilités de toutes les sorties de filtres par
‘rapport a tous les pdles. Ce calcul s’obtient facilement a partir des équations (IIl.45.a et b)

reprises ci-dessous :

X,() -1

= X,(z) i=0,..n-1 (IV.14.a)
dg; (Z&i - 1)(2 - &,.)
aXn(z’E.m) é Z—'l
= = n X,1z,€, i=n (IV.14.b)
agn (&i - 1)(Z - &n) ( _) '
X |z,
'f(z Q:g i=n+1,..,N (IV.14.c)
o€,
L’utilisation de (IV.14.c) permet de simplifier d’avantage (IV.13.b) en y introduisant des-blocs
de zéros :
_ _BXOT - _ o ] R
&, g;? O\r
aeT T aXlT T a&l T |
N _
T{{_ i a;(} ) : 1] .- 0 OIXH ‘ (IVv.15)
- || % Xy |
N i o€
| L9 % ) N__

Remarque : instabilité numérique de I’équation (IV.14.a)

Notons que I’équation (IV.14.a), telle qu’elle est &crite, contient un pdle instable en z, = g,

Par ailleurs, la fonction &, (z) posseéde un z€ro en ce point qui, théoriquement s’élimine avec

le pole. Cependant en pratique, la moindre erreur numérique, provenant du calcul en virgule
flottante, rend la dérivée du signal de sortie divergente. En conséquence, (IV.14.a) doit étre
réécrite de maniére a éliminer le pole et le zéro, avant de procéder a I’évaluation du signal

dérivé. D’apres la définition de B, (z) (1.32), I'équation (IV.14.a) peut aussi s’écrire :
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X,(2) __ 2t-1  1-Elzi-gE |
% ~(E-e-t) it U, U@ AV.16)

qui devient aprés simplification :

X, (z) 1-2° 1-Ezt1-2E,
n\Z) _ n U(z) av.a7) =
% Gty & Heg Ul ’
k#i
A présent, il suffit de remplacer (IV.14.b) par (IV.17), ensuite de calculer (IV.15) et enfin
(IV.13.a), afin d’obtenir la forme analytique du gradient. Il ne reste plus qu’a appliquer

(IV.12) pour déterminer les pdles a I’itération (i + 1) en fonction des pdles a I’itération (7).

Remarque
Une autre maniere d’effectuer ce calcul consiste a utiliser les résultats du chapitre 11, et plus

précisément 1’équation (I1I1.46) :

aXn I&n 2N+1-i
__a(g_iz)= ; C,,.; &j)XJ'(Z/E"_j.)

o Cy,;; est défini dans le tableau IIL.3 pour toutj < 7 et dans le tableau II1.4 pour toutj > n. B

Exemple IV.1

On a choisi d’appliquer la méthode du gradient sur I’exemple traité dans la section IIL.5.5.2.
On rappelle que les conditions «théoriques » d’optimalité ont déja été déterminées (voir
tableau III.6 pour les optima globaux et le tableau II.2 pour les optima locaux). Le probléme

consiste a identifier, avec deux filtres de la BOG, le systéme dont la fonction de transfert

s’écrit
03z 06z 15z  —060z(z—267)(z—082)
H(z)= + - = IV.18
) z-09 z-07 z+05 (2-09)(z—07)(z+05) AV-18)
lorsqu’il est excité par la réponse impulsionnelle du filtre F(z)= +z06' 11 faut donc
- z+0.

déterminer les pdles optima de la BOG dans cette configuration expérimentale, par

I’algorithme du gradient, que 1’on vient de présenter. Dans le but d’étudier la convergence de
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celui-ci, le gradient a €té évalué en différents points (&, &;) et représenté par des vecteurs sur

la figure IV.4.a, qui contient, en plus, les courbes isocritéres de I’erreur quadratique et les
pdles optima (voir figure IIL.9 pour plus de détails). Les observations suivantes peuvent &tre

faites, a partir de 1’analyse des directions de gradient :

» les initialisations autour des points extrémes du type (&, &;)=(0.9, 0.9) ou

&o, &1) = (-0.9, -0.9) sont & proscrire,

0N

> si Palgorithme est initialisé sur la droite &, =§&, cette contrainte est respectée 2

chaque itération, et I’on converge vers les minima des filtres de Laguerre,

» pour toute autre initialisation, P’algorithme du gradient se dirige vers les

minima globaux de I’erreur quadratique, & condition, bien sir, de régler le pas p

de (IV.12) convenablement.

®)
Figure IV.4 - (a) Directions du gradient. (b) Convergence vers les optima.

Ces remarques ont d’ailleurs été vérifiées, lors de diverses initialisations (voir tableau IV.1) de
I’algorithme, conduisant & des convergences indiquées sur la figure IV.4.b. Le pas de
I’algorithme a été fixé & p = 0.03 pour éviter une oscillation autour des minima globaux qui se

trouvent a (-0.533, 0.834) et (0.834, -0.533).
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& |-097 [-0.74 |-0.72 }-0.57 |0.00 {0.62 |-0.75 [-0.90 [0.52 {0.99
& |-099 (-0.84 |-0.72 |-0.27 |0.10 |-0.67 {0.30 [0.90 |0.82 |0.85

Tableau IV.1 - Initialisations « extrémes » de I’algorithme du gradient.

(voir figure IV.4.b)

2.2.2.2 Algorithme de Gauss-Newton

On constate que 1’algorithme est lent & converger, parce que le pas p est fixe. En réalité, il est
petit quand on est loin de la solution et plus ou moins adapté quand on s’y approche. C’est
pourquoi on propose d’utiliser des algorithmes de type Newton, caractérisés par des pas
adaptatifs en fonction de.l’emplacement des pbles a chaque itération. Ils sont basés sur le
développement 2 I’ordre deux du critére J, supposé différentiable. Le vecteur des pdles a

I’itération (i + 1) s’écrit en fonction du vecteur des pdles a I’itération (i) :

- 3 J(")(é(i)) MY @(n)
s og'

é(i+l) — é(i) —p av.19)

ol le pas de 1’algorithme de Newton, p(New), a pour rdle d’atténuer ou d’amplifier I’effet de

2](1')
3ETIE

qui conduit au minimum de 1’erreur quadratique en un nombre réduit d’itérations.

(New)

-1
I’inverse du Hessien ( ) . Généralement, le choix p = 1, correspond au pas optimal

Le déplacement est maintenant interprété dans la direction, non plus du gradient, mais celle du
minimum du critere quadratique. Il existe cependant une forte contrainte & 1’application de

2 J(i)
JET 9

cette méthode : la matrice du Hessien doit &tre définie non négative [Boudarel, 1968],

ce qui est généralement le cas quand on est proche de I’optimum. Cette condition peut,

cependant, s’avérer assez contraignante du point de vue initialisation de la méthode.

Dans 1’algorithme de Newton-Raphson le Hessien est calculé en différentiant le gradient

(IV.13.a) par rapport au vecteur des poles :

A e D Ko
A A T (1V.20)
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Le calcul de la dérivée seconde de I’erreur par rapport aux pdles nécessite la détermination de
toutes les sensibilités d’ordre deux des sorties de filtres par rapport aux pdles, y compris les
sensibilités croisées. Celles-ci peuvent étre calculées en différentiant les équations (IV.14) par
rapport a tous les pdles. De plus, pour contourner le probléme d’instabilité numérique de
(IV.14.a2), il est nécessaire d’appliquer (IV.17) qui engendre des calculs volumineux. Tous ces
facteurs, encouragent a délaisser la méthode de Newton-Raphson au profit de celle de Gauss-
Newton ou le Hessien approché est calculé en éliminant la partie se situant & droite de
I’addition dans (IV.20). Cette méthode est d’autant plus justifiée que I’erreur e® est petite
quand on s’approche de la solution et que les erreurs sont peu corrélées avec les fonctions de
sensibilité du deuxiéme ordre [Walter et al., 1994]. Le calcul du Hessien approché s’effectue
donc 2 partir de la seule connaissance des fonctions de sensibilité du premier ordre, déja

utilisées pour le calcul du gradient :

52 jlarm) Zae(f) 3e”
e % o

av.21)

Le Hessien approché est défini positif (bien que le Hessien ne le soit pas nécessairement)
entralnant ainsi la possibilité de toujours trouver un nouveau vecteur de parametres qui assure

une diminution du critére [Walter et al. 1994].

Propriétés statistiques de Uestimateur
Puisque le modeéle est non linéaire par rapport aux parametres, il n’existe pas de formule
théorique permettant de calculer la variance de I’estimation des parametres. On peut toutefois

accéder a son approximation par deux méthodes différentes :

> soit en linéarisant le critére quadratique a I’ordre un (développement en série de
Taylor), ce qui revient a estimer les paramétres non lin€aires par moindres carrés. On
montre alors (pour plus de détail voir [Draper et al. 1981]) que la variance tend vers
I’inverse du Hessien approché (IV.21), obtenu a la convergence, multiplié par la

variance du bruit :

\ e T
cov{?;} = 62{3?3_&} | AV.22)
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Ce résultat est a prendre avec circonspection 2 cause des suppositions qu’il nécessite.
Il est d’autant plus valable que le critére est faiblement non linéaire autour de la
solution, que le nombre de mesures est élevé et que le bruit suit réellement une

distribution gaussienne ; or ces hypothéses ne sont jamais totalement satisfaites
[Walter et al. 1994].

» soit en effectuant des simulations de Monte Carlo pour différents niveaux de bruits.
Le principe de cette méthode, consiste a identifier le systéme un treés grand nombre de
fois avec des réalisations de bruit différentes, ayant des caractéristiques statistiques
identiques et ensuite d’évaluer numériquement la variance de 1’estimation des poles.

Cette méthode sera détaillée plus amplement dans I’exemple IV.3.

Auparavant, examinons la convergence de I’algorithme de Gauss-Newton sur 1’approximation

de la fonction de transfert décrite précédemment.

Exemple IV.2

Les données expérimentales de ’exemple IV.1 sont reprises. La direction de propagation de

o2 jlerr) Y
oETE ) 3

I’algorithme est maintenant définie par (voir la figure IV.5.2). L’algorithme

est initialisé, 2 nouveau, 2 partir des points du tableau IV.1). La convergence est illustrée par

la figure IV.5.b.
En examinant la figure IV.5.a, on constate :

» qu’a la différence de ’algorithme du gradient, si I’initialisation est faite sur la droite

Eo =&, Palgorithme s’en écarte, pour converger vers les minima globaux,

» que l’algorithme converge de manicre assez convenable, mis a part quelques cas
d’initialisation extrémes, comme par exemple autour de -0.9 ou autour de 0.9 (pour

les deux pbles),

» que I’algorithme converge plus rapidement (comparé a celui du gradient).
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Figure IV.5S - (a) Direction de recherche de I’algorithme de Gauss-Newton.

(b) Convergence de I’algorithme de Gauss-Newton (p = 1)

A partir des exemples IV.1 et IV.2, on conclut que l'initialisation des pbles dans les
algorithmes du gradient et de Gauss-Newton doit se faire de maniere distribuée et bien
répartie dans I’intervalle ]-1, 1[. On rappelle que I’ordonnancement des pbles n’a pas

d’importance dans le résultat final, & cause de la symétrie décrite dans le corollaire II1.2 p.130.

Exemple IV.3

Considérons, a présent, le cas plus complexe d’un systéme qui a pour fonction de transfert :

38z° —3.71z* +039957% - 0.2439z + 02547
2> —085z* —05557° +0.616z% — 0.0733z — 0.0612

F(2)= Iv.23)
dont les poles et les zéros sont distribués comme le montre 1a figure IV.6. Notons la présence

de deux pdles complexes conjugués.

Puisque 1’on optimise par rapport aux poles réels seulement de la BOG, on peut compenser le
défaut de structure résultant, en fixant un ordre de troncature élevé. Par ailleurs, il se peut

aussi qu’un modele d’ordre réduit approche convenablement le comportement de (IV.23).

Le signal d’entrée sélectionné pour 1’identification de ce systeme est d’amplitude et de durée

aléatoire et comporte 400 points. Il est tracé avec le signal de sortie sur la figure IV.7.
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Figure IV.6 - Lieu des poles et des zéros
L’erreur quadratique normalisée par rapport au nombre de points est redéfinie par:

Ty = %I-z:,(ym (k)- I (k) = %(Y— x0) (Y - X0) (IV.24)

10

'100 100 200 300 400

100 ! ! T ! T ! T

106, 100 200 300 400
Figure I1V.7 - Signaux entrée-sortie

Les pbles de la BOG ont été optimisés pour différents ordres de troncature du réseau de filtres,

en appliquant 1’algorithme de Gauss-Newton. L’erreur quadratique normalisée (IV.24) a été
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évaluée pouf chaque ordre, allant de 1 & 5, et tracée sur la figure IV.8. Les poles optima vers

lesquels I’algorithme a convergé y figurent également.

]

Notons que I’évolution de I’erreur quadratique devient peu importante 2 partir de 1’utilisation
de trois filtres. On retiendra donc le modele 2 trois filtres BOG dont les pdles optima sont

& =1[0.915 0.340 —0.843], pour le reste de nos simulations.

Maintenant, afin d’étudier I’influence du bruit de mesure sur 1’estimation des poles, on a
simulé le syst¢me défini par la fonction de transfert (IV.23) en ajoutant & sa sortie un bruit
gaussien de moyenne nulle, dont la variance a été calculée de facon & ce que le rapport bruit
sur signal (b/s)? vaille -20db. La méthode de Monte Carlo a été utilisé pour évaluer la variance

de I’estimation des parametres.

Cent simulations ont été€ conduites avec cent réalisations de bruit différentes. Lors de chaque

réalisation les pdles de la BOG ont été initialisés a § =[0.9 0 -0.9] et optimisés par la

méthode de Gauss-Newton. L’algorithme a été arrété au bout de quarante itérations. Un

échantillon d’une sortie bruitée est tracé sur la figure IV.9.

15 i ! v ; T T T

:£= [0.90 0.45 0.48 0.16 -0.70]

E= [0.91 0.27 -0.41 -0.76]

Figure IV.8 - Erreur quadratique normalisée (par rapport au nombre de mesures),

fonction de Pordre de troncature de 1a BOG. Les poles sont optimisés.

3 Energie du bruit sur énergie du signal
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100 , - :

~ = « $Ortie non bruitée

1005 100 200 300 400

Figure IV.9 - Signal de sortie additionné a une réalisation du bruit avec b/s = 10%

Les résultats de 1’optimisation pour chaque réalisation sont reportés sur la figure IV.10. Les

trois signaux correspondent aux trois valeurs du vecteur & pour les cent essais.

1

Ea ™ femoloysesastue s oS prooI St oS00 I 5

.
80 100

Nombre de réalisations

Figure IV.10 - Estimation des pdles par algorithme de Gauss-Newton

pour 100 réalisations du bruit
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Une estimation non biaisée de la moyenne et de la matrice de covariance des pdles a été

calculée a partir de ces données expérimentales :

- 00002 00021 —0.0002
E™” =[0919 0324 —0845] avec covfg)=| 00021 00240 00002 (IV.25)
~00002 00002 0.0047

La moyenne des pdles est sensiblement identique au résultat de I’identification du systéme, a

partir de données d’entrée-sortie non bruitées, (voir figure IV.8 :é = [0.915 0340 - 0.843] ).

De plus, 1’écart-type de 1’estimation des pdles se calcule a partir des éléments de la diagonale

de cov(é) : G(E_,):[0.0l 015 0.07]. On constate que I’écart type est le plus élevé, pour la

dynamique la plus faible (correspondant a ég'""y ) =0.324), comme le montre d’ailleurs la

figure IV.10.

Afin de vérifier visuellement la qualité de 1’approximation, on a tracé sur la figure IV.11 la

réponse non bruitée du systéme originel ainsi que la réponse du modele obtenu 2 trois filtres

BOG ayant comme poles & (IV.25).

60

/
Systtme ()
originel

i [
4——-*—--—- Modgle 4 3 filtres BOG

i i i
0 100 200 300 400

Figure IV.11 - Sortie réelle (non bruitée) et modéle obtenu tracés sur le jeu de données

ayant servies a I’identification
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De plus, on a tracé€ les signaux d’auto et d’intercorrélation des résidus sur les figures IV.12.

'0‘50 5 10 15 20 25

Figure IV.12.a - Fonction d’autocorrélation du résidu et intervalle de confiance & 95%

0. 1 ' 7 T T T

Of \M -
0.1 - - ' : :

-30 -20 -10 0 10 20 30

Figure IV.12.b - Fonction d’intercorrélation de I’entrée et du résidu et intervalle de

confiance 2 95%

Ensuite, dans le souci de valider le modele obtenu, un nouveau jeu de données a été généré.

Les réponses du systeéme et du modele peuvent étre appréciées sur la figureIV.13.

80 : ™ !
: : Faay
W |
o : A If il
77 z . 1
40;vl"L'?!%"'l """"""" 7
» : PR T B
{ : Fooot { BoLo A
. - 4 ' %, H
o, VR T W T O N o
O TR 7 ' 1
'. r L e
o B
B i
40k ----- '-;-\.i ---------------------------------------------------------- -
"80 H i i
0 100 200 300 400

Figure IV.13 - Validation du modéle sur un nouveau jeu de données (non bruité).
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De méme, les signaux d’auto et d’intercorrélation des résidus sont tracés sur la figure IV.14.

0.2 : : : » :

=30 -20 -10 0 10 20 30

Figure I'V.14.b - Fonction d’intercorrélation de entrée et du résidu et intervalle de

confiance 4 95%

On peut expliquer les 1égers dépassements des seuils sur les figures IV.14.a et b par le fait que
le comportement de toutes les dynamiques n’a pas ét€é modélisé. Notons toutefois que le
modele obtenu est d’ordre trois alors que la fonction de transfert originelle est d’ordre cing.

Visiblement, une approximation d’ordre supérieur devrait donner de meilleurs résultats.

3. Extension aux systémes linéaires multivariables

En sachant que tout syst¢tme dynamique multi-entrées multi-sorties (MIMO®"), complétement
observable, peut étre décomposé de maniére simple, en autant de sous-systeémes MISO qu’il
possede de sorties, le probleme d’identification d’un systtme MIMO peut se diviser en

plusieurs problémes d’identification de systtmes MISO. C’est pourquoi notre travail, dans

# Multi Input Multi Output
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cette section, concerne exclusivement 1’identification de systémes multi-entrées mono-sortie
MISO’ (voir figure IV.15).

Dans ce cadre, I’originalité de notre travail, réside dans le fait que, les extensions proposées,
s’appuient sur I’ensemble des résultats et propriétés établis au paragraphe précédant. En
particulier, une extension aux cas multi-entrées mono-sortie (MISO) de I’algorithme

d’optimisation des poles de 1a BOG est proposée.

- Chacune des entrées U, est reliée a la sortie Y,, par une fonction de transfert F; (figure IV.15).

On peut donc écrire :
Y,(2)= Y F(2lU,()+W(2)
i=]

ol W(z) représente le bruit de mesure.

Systéme réel
Ui(z) :
Fi(z) : W(z)
Ux(2) Y(2)
Fy2) -
UAz)
» Fyz)

Figure I'V.15 - Systéme multi-entrées mono-sortie (MISO)

Il existe des travaux associant les filtres orthogonaux aux systemes mutivariables. A titre
d’exemple, Tanguy (1994) propose une technique d’identification en ligne de systeémes MISO

stables par des filtres de Laguerre. Dans son approche, ’auteur n’a pas porté d’attention

5 Multi Input Single Output
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particuliere au choix du pdle de chaque sous-systtme. Ce probléme a été résolu dans
[Ekongolo, 1996] ot une extension de 1’algorithme d’optimisation des pdles de Laguerre au

cas multivariable a été présentée.

Par ailleurs, on a analysé 1’article de Ninness et al., (1995) concernant 1’identification de
systétmes MIMO par les filtres de la BOG. Les auteurs proposent uniquement une méthode
d’évaluation des coefficients de Fourier. Ils présentent I’idée de pouvoir fixer les poles de
chaque sous-systtme comme étant un avantage particulier de cette méthode. Ceci est
effectivement le cas si ’on dispose d’une connaissance a priori de chaque sous-systeme.
Cependant, si ce n’est pas le cas, un choix arbitraire des poles entraine, par compensation,

I’utilisation d’un grand nombre de filtres.

Dans ce document, les pdles des sous-systémes sont tous supposés inconnus et optimisés.
Cependant, il est tout a fait envisageable de considérer une situation intermédiaire ol une
connaissance partielle du systéme serait incorporée, en fixant, a priori, les pdles connus et en

optimisant les autres.

Ce travail s’inscrit dans la continuité de celui effectué au sein de notre équipe par Ekongolo,

(1996) sur les fonctions de Laguerre.

Chacune des fonctions de transfert F(;(z) est modélisée sur la base de N, filtres orthogonaux :

N;
F@)= 28,08, (zfé(,.))U(i)(z) (IV.26)

La sortie globale du systtme MISO se formule comme suit :

@)=Y, Fop @y @) av.27)

Le critére quadratique s’écrit :

BRI ) WA (I WO

k=1 i=1 n=0

"'

X, ) (k)
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Sa formulatior_l matricielle est ;

J=(¥,-x0) (¥,-xe) | | (IV.28.2)
avec :
X =[X(1) X o X(r)], X =[X0,(,.) Xy X N,,(i)]’ (IV.28.b)
. ,
X, =[xnl(,.)(1) xn,(i)(z) xn,(i)(H )] (IV.28.c)

Vl—é"’i 2Z 1| 1=Gpig
x"'(")(k)=3_l {Xn,(»(z)}’ X0 (2)= = H[ oot

U, (z) (Iv.28.d)
Z_gn,(i) =0 Z_gk,(,-) ] ©

_[aT @r r T _ T
9"[9(1) e(z) e(r)] et e(i)—[go,(i) 8oy T 8N,,(,-)] (Iv.28.e)

Puisque le modele est linéaire par rapport aux coefficients de Fourier, ceux-la se calculent

aisément par la méthode des moindres carrés :

-1

0=(x"x) x"Y, (IV.29)

m

Les propriétés statistiques de cet estimateur, présentées au paragraphe 2, sont toujours
valables. En effet, si w(k) est assimilé a un bruit blanc de distribution gaussienne ayant une

moyenne nulle et une matrice de covariance o’ Iy, alors la matrice de covariance des

paramétres s’ écrit : wv{@}= o2 (xTx)".

Remarque

Malgré la propriété d’orthogonalité, le conditionnement et la régularité de la matrice X Tx,
dépendent des soins qui sont portés au choix des signaux d’excitation u; ufilisés pour
’estimation. Ces signaux doivent non seulement étre suffisamment persistants, comme pour

’identification de systémes monovariables, mais également décorrélés deux a deux, pour

éviter les problémes de conditionnement de la matrice (x Tx ) dans (IV.29). ‘ £
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Les poles de tous les sous-systémes, regroupés dans le vecteur &, seront donc optimisés

simultanément en utilisant soit la méthode du gradient, soit celle de Gauss-Newton. Signalons

que, dans une configuration de r sous-systemes avec (N; + 1) poles dans chaque sous-systéme,

on a un total de Z(N Tt 1) parametres non linéaires & estimer. Afin de limiter ce nombre, on

i=1
peut, une fois de plus, songer a fixer les pdles de chaque sous-systéme soit en progression
arithmétique, soit en progression géométrique (voir remarque p.160, pour plus de détails) et
n’estimer ainsi que deux parametres pour chaque sous-systéme. Le nombre total de parameétres
se réduit alors a (2rN;). Une deuxieéme solution consiste a choisir des pdles identiques pour

tous les sous-systémes. Ceci raméne le nombre de pdles a N;.

Pour des raisons évidentes de simplicité d’écriture, seul un syst¢éme MISO a deux entrées sera
décrit dans ce paragraphe. La généralisation a plusieurs entrées pourrait se faire assez
facilement, & partir des équations qui seront établies dans cette section. Pour optimiser les
poles par I'une des deux formules itératives (IV.12) ou (IV.19), il est nécessaire de calculer le
gradient :

J o€

a_§=27§e (IV.30)

avec .

de” ax’ X oX
% _Jor| =20, |o]=20,, |- el—20,,
aé . a};o,(l) i aé;1,(1) o az;Nu(l) et

Différentiation par rappc;rrt aux pdles du systeme 1

X’ ax? ax?
@T O (2) @T 0 (2) .. G)T O ()
|: NyxH a&()’(z) NyxH agl’(z) NxH ag No2)

Différentiation par rappsrrt aux poles du systéme 2

(Iv.31)

Rappelons que le filtre d’ordre (i~1) de tout modele j ne dépend que des i premiers poles (de
Eo 2 &;.1). En conséquence, par application de (IV.14.¢), la sensibilité des i premiéres sorties de

chaque sous-systéme par rapport au pole &; est nulle. On écrit donc :
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X =[OH S9XG aX(f)]
9, () By By

avecj=1ou2 eti=0,1,...N,

Ceci simplifie d’avantage (IV.31). Les autres sensibilités sont définies par les équations
(IvV.14.a) et (IV.17). Le calcul du Hessien approché se fait directement & partir de la
connaissance de la sensibilité de I’erreur de sortie par rapport au vecteur des poles (IV.32), car

selon (IV.21):

aZJ(app.) ae(i) ae(i)T
JET9E o€ o

11 ne reste plus qu’a appliquer (IV.12) ou (IV.19) pour déterminer les pdles optima recherchés.

- 4. Identification de systemes non linéaires par

multimodéle a base de filtres orthogonaux

L’approche multimodele a été proposée par Takagi et Sugeno en 1985. Elle est basée sur
I’établissement de plusieurs modeles locaux, chacun étant valable dans une région
complémentaire de I’espace défini par les grandeurs permettant d’expliquer le systéme
(grandeurs explicatives). A chaque modele local est associé un degré de véracité qui sert de

pondération non linéaire pour le calcul du modele global.

Plusieurs chercheurs ont utilisé des modeles locaux linéaires [Takagi et al. 1985], [Sugeno et
al. 1988] et [Johansen, 1994] (se référer a [Boukhris, 1998] pour une liste plus compléte).
L’idée d’utiliser les filtres de Laguerre pour représenter les modeles locaux est assez récente et
due & Sbarbaro (1995), Sbarbaro et al. (1997). Nelles, (1997) a étendu cette idée a I’utilisation
de filtres issus de la BOG. Le principe de cette méthode peut s’expliquer ainsi : le modele
global étant non linéaire, il est décomposé en plusieurs modeles locaux linéaires, chaque
modéle local étant essentiellement valide dans une zone de fonctionnement linéaires. Les
filtres orthogonaux sont utilisés pour approcher le comportement du systéme dans chaque

zone, car la propriété de complétude de 1’espace L2[0, o) le permet. Finalement, une
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interpolation entre les différents modéles locaux fournit le modgle global. Cette procédure

sera mieux illustrée lors de la modélisation d’un syst&éme monovariable.
Les problemes liés & ce mode de représentation concernent :

» le partitionnement de I’espace de fonctionnement en zones,

» le choix du nombre optimal de modeles locaux,

» latechnique de combinaison des modéle,s locaux.

Signalons que 1’ensemble de ces points ont été abordés dans la the¢se de Boukhris (1998)
soutenue récemment au sein de notre équipe. IlIs ne feront donc pas 1’objet d’un
développement dans ce document. La variante du multimodele, utilisant des fonctions

orthogonales, sera plus particulierement présentée.

4.1 Formulation mathématique

Ce mode de représentation a pour origine la logique floue od plusieurs régles sont utilisées
pour décrire le comportement d’un systéme. Chaque variable explicative z; est partagée en

plusieurs modalités : A4;;, 4;,,-:- 4, .

Chaque régle R™ est composée de deux parties : la partie prémisse qui suit la condition si et

la partie conséquence qui suit le mot-clé alors et qui contient le modele local :

N

R™: s [z1 k) - z, (k)] est [Am Ap,m] alors y™(k)= Y g™z, (k, ﬁfl'”))*u(k) (Iv.33)
N n=0 .

7

prér‘xrﬁsse xsm) (;' gﬁm))

-

P
conséquence

+
Dans notre cas, le modele local est enti€rement défini par un réseau de filtres de la BOG que

nous détaillerons plus tard.

II faut toutefois préciser, que pour un systtme monovariable, une seule grandeur explicative

(voir deux) est (sont) sélectionnée(s), en régle générale. 1l s’agit soit de 1'entrée z, (k)= u(k),

soit de la sortie z,(k)= y(k) soit de I’entrée et de la sortie [z, (k) z, (k)]: [u(k) y(k)].
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4.1.1 Partie prémisse

Le degré d’appartenance de chaque variable explicative z,(k) a lamodalité A; i=1, ..., q)) ést
défini par une fonction appelée fonction d’appartenance. Celle-ci peut prendre plusieurs
formes : triangulaire, sigmoide, parabolique, etc. Pour notre part, nous nous conformons au
choix de [Boukhris, 1998] qui consiste & prendre des fonctions continiment dérivables jusqu'a

au moins 1’ordre deux pour une éventuelle optimisation par rapport a leurs parameétres. Des

formes gaussiennes sont donc choisies (figure IV.16.a) :

2
E_(E);’Z?_J —

UI,h(Zz(k))=e’(P "( p

/

oi =1, ... p, p représentant le nombre de variables explicatives, h=2, ... q;, qi feprésentant
le nombre de modalités de la variable z;. m;; désigne le centre de la modalité A, de la variable

explicative z; et G;, , désigne le coefficient de dispersion de chaque variable z; 1i€ a chaque

modalité Ay,

Toutes les fonctions d’appartenance seront normalisées pour des facilités de calcul (voir figure
IV.16.b) :

B 0)=Lala®)

Zu’l,i (zl (k ))

i=1

1 1 \ :
0.8F \ 0.8¢ ;
0.6 1 o6 1
0.4F L1 o4 ]
\2
0.2f 02} 4
. AN 0 ‘ , ; _
15 a1 05 0 15 -5 -1 05 0 05 1 15
(@) (b)

Figure IV.16 - Fonctions d’appartenance. (a) non normalisées. (b) normalisées
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Si-I’on suppose que chaque variable z; admet g; ‘modalités différentes, alors le nombre
maximal de regles (IV.33) s’obtient en effectuant la combinaison de toutes les modalités de

toutes les variables de prémisse et s’éléve a :

p ‘ .
M=]lq | (IV.35)
I=1

Si une seule grandeur explicative est utilisée, le nombre de régles du type (IV.33) se réduit

alors au nombre de modalités de 1’unique grandeur : M = q;.

Chagque fonction d’apparteénance possede deux parametres de réglage qui sont le coefficient de
dispefsion oy, et le centre m; ;. En supposant, a nouveau, qu’il y ait ¢; modalités pour chaque
, .
variable, cela fait un total de (2 Hq, =2M ) parametres (qui apparaissent de fagon non
I=1
linéaires dans le modele) a estimer. Une tentative d’optimisation de tous ces parameétres a été
présentée dans [Malti et al, 1997]. Le résultat n’était pas encourageant, car le critére
présentait plusieurs zones plates ce qui témoignait d’une certaine surparamétrisation du
modele. C’est pourquoi il est préférable d’adopter la solution proposée dans [Boukhris, 1998]

qui consiste a :

> sélectionner un coefficient de dispersion identique (651 = Gj2 = Gy = Oy) pour toutes

les modalités de la méme variable dans (IV.34),

» et a fixer le centre des modalités m;, de facon & ce qu’elles soient régulierement

réparties dans I’espace de variation des variables de prémisse : m,, =m,, . +L, (voir
1,h 1,h—1 {

figure IV.17).
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Figure IV.17 - Fonctions d’appartenance non normalisées ayant des modalités

réguliérement réparties et un coefficient de dispersion identique.

Cette proposition réduit considérablement le nombre total de paramétres 2 estimer, qui devient

maintenant 2p, & savoir : 6; et L; pour chaque variable de prémisse.

Le degré de véracité de chaque régle (ou le poids affecté a chaque sous-modele) se calcule

ensuite par composition des degrés d’appartenance normalisés des variables de prémisse.

L’opérateur de composition sélectionné est la multiplication (Takagi et al., 1985) :

v@(k) =] i, (z.(®) (IV.36)
=1

Remarque

Pour la variable zj(k), on peut regrouper toutes les fonctions d’appartenance associées a
chaque modalité dans un vecteur ligne :

Hl(zl (k )) = [Ez,l (Zz(k)) [LPS (Zz (k)) o ﬁz,q, (Zz (k))]

On exprime, alors, le degré de véracité de la jome

régle (IV.36) comme étant le i™ élément du
vecteur résultant du produit de Kronecker (voir [Boukhris, 1998] pour la dérivation de ce
résultat) :

(2, @), (z, ®))® - ®;Ip(z,,(k))
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Dans le cas ol il n’existe qu'une seule variable de prémisse, il est évident que le degré de

véracité d’une régle est identique 2 sa fonction d’appartenance normalisée.

4.1.2 Partie conséquence

Comme nous I’avons précisé, I’intérét de cette présentation est de montrer que les filtres de la

‘BOG peuvent servir comme modeles locaux. Rappelons que la sortie () dans (IV.33) s’écrit :

N(m)

YO )= 3,88, (kg rulk) » av.sn

n=0

e5)

Le nombre de filtres N de chaque sous-modgle est a priori différent. De plus les coefficients
de Fourier apparaissent de facon linéaire dans le modele, ce qui n’est pas le cas des pdles de la
BOG. Si I'on suppose qu’il existe p régles au total (et donc p sous-modeles) et N™ filtres
p ( 14
dans chaque sous-modele, HN ) pdles doivent étre estimés (ou fixés), en plus des HN (m)
m=1 m=1
coefficients de Fourier, dont le calcul est plus aisé. Une connaissance a priori du systéme en
différents modes de fonctionnement (ou différentes zones de linéarisation) serait trés
appréciée afin d’éviter une optimisation globale vis-a-vis de tous les parametres qui

apparaissent de facon non linéaire dans le modéle.

Une autre solution consiste 2 utiliser des pdles identiques dans chaque sous-modéle, ce qui
revient a remplacer les filtres de la BOG, par des filtres de Laguerre, réduisant ainsi le nombre

de pdles a (p)

Remarque
Dans le cas de la modélisation d’un syst®me multi-entrées mono-sortie, chaque sortie locale

s’écrit en fonction de tous les sous-modeéles relatifs & toutes les entrées :

r N(m)\
YO () =Y, Y g 8, (k, F,n’s)*u_v(i) =

s=1 n=0 v
X, 5(k,E()
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4.1.3 Modéle global

La sortie globale du modele est calculée par agrégation des sorties des différents sous-

systémes (IV.37), pondérés par les degrés de véracité v™(k) (IV.36) :
M

y(&)= Y v (k)y™ (k)
m=1

M étant défini dans (IV.35). Compte tenu de (IV.37), on peut aussi écrire :

N(m)

y(k) = szzgw L(k,E™)

7=0
avec: x, (k, glm )y =8, (k, &flm))*u (k)
ou encore :

y(&)=¢k)©

avec :

¢(k) [ w D(k) (1) (121)(]() V(z)x(z)(k) (2) (2()2)(k) (M)x(()M)(k) V(M)x(h(ln)n(k)]

ot - @=[9<1>T G(M)T]T, 6 = [g(()m) ggn)]

En faisant varier k sur I’horizon des observations, c’est-a-dire de 1 & H et en calculant ¢(k) &

chaque pas, on obtient I’équation matricielle :

Y=00 , (Iv.38)

avec : CI)=[¢(1)T o@)" - o(H )T]T'

4.2 Estimation paramétrique

Devant I’explosion du nombre de paramétres apparaissant de facon non linéaire par rapport au

modele, tant dans la partie prémisse que dans la partie conséquence, il est judicieux d’en fixer
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certains et d’en optimiser d’autres. Pour cela, une connaissance a priori du systéme est alors

trés utile.

Signalons toutefois que Boukhris, (1998) a exposé un panorama assez complet de méthodes
existantes qui permettent de fixer le nombre de régles ainsi que le nombre de modalités de
chaque variable explicative. Il a également proposé des méthodes d’optimisation des

paramétres des fonctions d’appartenance selon ce qui a été décrit au paragraphe4.1.1.

Concernant la partie conséquence, ’ensemble des parametres a estimer (ou a fixer selon le
p

choix) se résume :

> au nombre de filtres N™ dans chaque sous-modgle m,

p
» al’ensemble des H N coefficients de Fourier et

m=1

> 2 autant de pdles des filtres de 1a BOG (ou 2p p6les de Laguerre).

Pour fixer le nombre de filtres orthogonaux dans chaque sous-modele, on peut s’inspirer de la

méthode présentée dans [Boukhris, 1998] pour le choix de I’ordre des régresseurs.

Par ailleurs, il est évident, d’apres (IV.38) et apres écriture du critére quadratique :
J=(r-00)(r-o0)

que I’estimation des coefficients de Fourier, regroupés dans le vecteur ©, se fait directement

par la méthode des moindres carrés :
0=(0’®) o’y

Si I’on opte pour une optimisation des pdles, une extension des algorithmes déja présentés aux
paragraphes 2 et 3 est tout a fait envisageable, d’autant plus que toutes les sensibilités des

2N 2

sorties de filtres, par rapport aux poles ont déja été calculées.
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Exemple IV.4.

Nous avons pris comme exemple d’illustration un systéme monovariable traité a plusieurs

reprises dans la littérature (voir [Narendra et al. 1990], [Ni¢, 1994] et [Boukhris, 1998]). 1l est
~ défini par :

y0)=y(1)=y2)=0

3 )y =Dyl = 2k — Yy (k= 2)~ 1)+ k)

yk+1)= 1+ 2 (k- D+ y*(k—2)

(Iv.39)

Un jeu de données de 800 échantillons est utilisé pour I’identification. L’entrée du systeme est
constituée par la concaténation de signaux dont I’amplitude aléatoire varie dans Iintervalle
[-1, 1] et dont la durée est également aléatoire (voir figure IV.18.a). La sortie est tracée sur la
figure IV.18.b.

0 100 200 300 400 500 600 700 800

(a) - Entrée

1 Y T T T —T

0 100 200 300 400 500 600 700 800
(b) - Sortie

Figure IV.18 - Signaux d’excitation et sortie
Conformément i I’étude effectuée par [Boukhris, 1998],
> I’entrée du systéme a été prise comme variable explicative,

> elle a été divisée en sept modalités,
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> les paramétres m; des fonctions d’appartenance (voir (IV.34)) ont été fixés de facon 2

les répartir réguliérement dans I’intervalle [-1, 1] (voir figure IV.19),
> les paramétres o; ont tous été choisis identiques.

Cela dit, tous les ©; (qui sont identiques) ont été fixés de manitre A ce que le taux de
recouvrement soit visuellement acceptable (figure IV.19). De méme, tous les centres des
modalités m; ont été sélectionnés en divisant ’espace de variation de ’entrée [-1 1] par le
nombre de régles utilisées (sept) ; on obtient 6 =0.0316, m; = -1, my =-0.67, m3 =-0.33,
my=0ms=0.33 mg= 0.67 m; = 1. Les fonctions d’appartenance correspondantes sont tracées

sur la figure IV.19.

Figure IV.19 - Fonctions d’appartenance ¢ = 0.0316, 6 = 0.333

Concernant la partie conséquence, les ordres de tous les sous-modeles ont été fixés a un. Une
seule fonction de la BOG (ou de Laguerre) est donc utilisée pour chaque modele local. Les

pbles ont été optimisés par 1’algorithme du gradient et les résultats obtenus sont :

EWV =0.645, EP=0380, &P =0521, &E¥=0479, EP =0445 E¥=-0217,

ED = 0.650. | (IV.40)
Les coefficients de Fourier résultants correspondent a:

g0=0406, g?= 0561, gP= 05054, g®=0546, g&=0515 g©=0865 et
g =1.264.
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dans le développement :

;
(k)= Z vmgmy (k,?;f,'"))

m=1

avec: x, (k, &f,"’))= 8, (k, &f,’”))*u (k)

1’ —g(m?
) (k, &0)___ 5_1{1’5’0 (Z/ &8"'))} , et B, (z, F,O)-_—.l—&'_o__z.

z=&"

A titre comparatif, le systéme décrit par (IV.39), a également été approché par un modele
linéaire constitué de sept filtres de 1a BOG. Tous les pdles ont été optimisés par la méthode de

Gauss-Newton, décrite au deuxieéme paragraphe. Le résultat est :
& =10.633 0.428 0.279 0.99 0.149 0.080 -0.508] ;
6 =1[0.404 0.119 —-0.198 0.011 0.102 0.059 -0.322]

pour le développement :

y(k)=§6:g,,xn (k)

n=0

avec : xﬁ (k,§)=8’n (k,é)*u(k) ) g, (k/§)=5—l{g" (Z é)}
/1_ 2 w1 T
8,(2)= Z_%n' Zg(lzfé—:z] 9=[go gs]

Les pouvoirs prédictifs d’un modéle lin€aire d’ordre 7, obtenu aprés optimisation des pbdles, et
du multimodele peuvent &tre appréciés sur le jeu de données de la figure IV.20, également
utilisé dans [Narandra et al. 1990], [Nie, 1994] et [Boukhris, 1998]. Il est généré par :

2zk

u(k)= Sm(?saj pour k < 500 (IV.41.a)
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{27k | 27wk
u(k)=08 sm( 250 ) +02 .sm( >3 0) pour k > 500 dV.41.b)

Notons que le modele linéaire approche difficilement le systéme initial au voisinage des
bornes du domaine de variation, ol ’on présume que la non linéarité est la plus forte ; en

revanche, le multimodele est mieux adapté.

1l reste a signaler que 1’approximation par le multimodele sélectionné a un peu plus de mal 2
approcher le systéme autour de —1. Visiblement, le réglage des variables de prémisse reste a
peaufiner. A ce sujet, plusieurs techniques ont été proposées dans [Boukhris, 1998] pour

I’optimisation de o et de I’écart entre deux sommets des fonctions d’appartenance.

1 T
modele linéaire
0 i
-0.5f , Vo ATy AN
Multimodgle _| 1/ y !
Systeme réel ~) ‘t e Ty
-1 : : . ,
0 200 400 600 800 1000

Figure IV.20 - Validation du modéle

L’erreur quadratique moyenne sur ce jeu de données est 0.00057 ce qui est comparable avec
les résultats obtenus dans [Boukhris, 1998] (0.00030), aprés optimisation des parametres de la

partie conséquence et dans [Nie, 1994] (0.00028 mais avec 34 régles).
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5. Conclusions

Dans un premier temps, le probléme d’identification de systémes linéaires sur la base de
fonctions orthogonales a ét€ abordé. L’originalité de ce travail concerne 1’optimisation des
poles réels de la BOG, par des algorithmes non linéaires du type gradient ou Gauss-Newton. A
cet effet, les fonctions de sensibilité des sorties de filtres, par rapport aux pdles de la BOG,
calculées au troisi¢me chapitre ont été utilisées. Le développement aux systémes multi-
variables a également été proposé. Les perspectives intéressantes de ce travail concernent
I’extension de ces algorithmes au cas de 1’optimisation des pdles complexes conjugués et de

’utilisation de pdles en progression arithmétique ou géométrique.

La derniére partie du chapitre concerne la représentation de systémes non linéaires par
multimodéles ayant des modeles locaux décrits par des filtres orthogonaux. Dans ce cadre, il
serait intéressant de développer, a partir des travaux de [Boukhris, 1998] et des nbtres un

algorithme optimisant 2 la fois les variables de prémisse et les pdles de la BOG.






Conclusions Générales ...

Les travaux développés dans ce mémoire concernent 1’utilisation des bases de fonctions
orthogonales pour la représentation de systémes. Ce document commence par présenter six
bases orthogonales existant dans la littérature. Elles différent par leur nombre de pdles et par
leur capacité a identifier des systémes, a partir de conditions initiales mal connues. Apres cette
étude bibliographique, il nous a semblé intéressant de proposer une nouvelle base qui
généralise 1a définition de la base de type Meixner en introduisant plusieurs pdles réels. Elle
est, de ce fait, plus adaptée a la représentation de systémes ayant plusieurs dynamiques, a

partir de conditions initiales mal connues.

Les bases fonctionnelles étudi€ées n’engendrent complétement 1’espace de Lebesgue ¢ 2[0, oo

que si une infinité de fonctions est utilisée. I est donc indispensable d’effectuer une troncature
a un ordre fini. Pour cela, la condition sine qua non est que les séries fonctionnelles soient
convergentes. C’est pourquoi, nous avons attaché une importance particuliére & 1’étude de la
convergence des bases de fonctions traitées. A la différence des principales méthodes

existantes, nous avons proposé des conditions nécessaires et suffisantes.

Nous nous sommes également intéressés a un probléme plus concret : le choix des poles de
chacune de ces bases. Nous avons déterminé les conditions d’optimalité de la base
orthogonale généralisée. Ce travail constitue un des points clés de notre thése. Nous 1’avons
développé dans le cas général d’excitations colorées et pour le choix particulier des pbles

réels. Cette étude a ét€ illustrée par plusieurs exemples.

D’un point de vue pratique, I’identification de systémes linéaires par des filtres issus de la
base orthogonale généralisée (BOG), a été traitée. Dans ce cadre, si I’on souhaite minimiser le
nombre de filtres nécessaires a2 une approximation, le choix des poles est également
priniordial. Nous avons donc proposé des algorithmes non linéaires d’optimisation des pdles
réels de la BOG. Ces algorithmes ont d’abord été développés pour des systémes

monovariables puis étendus aux systemes multivariables.
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Enfin, le cas de I’identification de systtmes non linéaires a également été abordé. Pour cela,
nous avons choisi une technique multimodgle. Le principe de cette méthode peut s’expliquer
ainsi : le systtme étant non linéaire, il est analysé sur plusieurs zones de fonctionnement
linéaires. Ensuite les filtres orthogonaux sont utilisés pour approcher son comportement dans
chacune de ces zones. Finalement, une interpolation entre les différents modeles locaux
fournit le modele global. Dans ce cas aussi, I’estimation des pdles de la BOG joue un rble

important. Elle est traitée dans un exemple issu de la littérature.

o et Terspectives

Au deld du travail présenté dans ce mémoire, les perspectives sont nombreuses et
intéressantes. Certaines d’entre elles ont déja été présentées dans les différents chapitres de ce

mémoire.

Pour commencer, un des points extrémement intéressants qui mériterait une investigation plus
approfondie concerne I’utilisation de filtres orthogonaux par rapport & des fonctions de
pondération non constantes. La motivation d’une telle recherche s’explique par le fait qu’en
pratique, le critére quadratique est souvent privilégié dans sa version pondérée. 1l serait alors
intéressant de fixer la fonction poids dans de domaine temporel (ou fréquentiel) et d’en

déduire le banc de filtres orthogonaux vis-a-vis de cette fonction poids.

Comme nous 1’avons signalé au troisieme chapitre, il serait avantageux de pouvoir déterminer
les conditions d’optimalité concernant le choix de pdles complexes conjugués de la BOG. Si
une telle étude était effectuée, il faudrait €tre vigilant lors de la recherche des pbles optima,
parce que les conditions d’optimalité des pdles complexes ne sont pas valables pour des pdles

réels et vice versa (cf. figure II1.6 p. 120).

Durant la phase développement de nos travaux, nous avons considéré, sans distinction, la
modélisation continue et discréte. Ce n’est que durant la phase rédaction que nous avons opté
de formuler I’ensemble des résultats obtenus dans les temps discrets, pour des raisons
évidentes d’homogénéité et pour éviter toute redondance. Les principaux résultats pourraient

donc étre transposés au cas continu.
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Representatwn de s_z/stemes zfzscrets sur [a Ease des filtres ortﬁogonau;\:n
/‘lep[zcatzon a [a modélisation de systémes zfynamzques multi-variables

k La modehsation aspect ‘fondamental de toutes les sciences apphquees ‘vise a établir des relations
mathématiques entre les différentes variables caractéristiques d’un systéme. Les travaux développés dans ce -
mémoire entrent dans le cadre de la modehsation par fonctions orthogonales discrétes de systémes
dynamiques LTI et stables. Plus particuliérement, les fonctions de Laguerre, de Kautz, de type Meixner et

- celles issues de la base orthogonale généralisée y sont présentées. Elles différent entre elles par le nombre de
poles qu’elles possédent et par leur aptitude & I’identification de différents types de systémes. De plus, une
nouvelle base orthogonale est synthétisée. Elle généralise la définition de la base de type Meixner 4 un
nombre quelconque de poles réels ; de ce fait, elle est plus adaptée a la modélisation de systémes ayant
plusieurs dynamiques. Pour chaque base, les conditions nécessaires et suffisantes de convergence des
coefficients de Fourier et des séries fonctionnelles ont été explicitées. Cette etude a pour but de justifier la
troncature de la representatlon initialement infinie, 4 un ordre fini.

La: decomposmon d’une fonction de transfert d’un modéle surparamétrisé, sur des bases orthogonales,
- permet, dans certains cas, d’obtenir un modeéle d’ordre réduit, puisqu’un choix optimal de pdles permet de
~réduire le nombre de filtres nécessaires & 1’approximation de la fonction‘de transfert initiale. Le calcul des -

poles optimaux passe obligatoirement par la résolution des équations d’optimalité. Dans ce cadre, une des
contributions majeures présentées dans ce mémoire concerne la synthése des équations d’optimalité de la
base orthogonale généralisée par rapport a un choix de poles réels. Ces résultats ont été utilisés, d’une part,
“pour la réduction d’ordre de modeles et, d’autre part, pour I'identification de systémes linéaires par des
filtres issus de la base orthogonale generahsee Une extension aux systémes non lmeaires a egalement été
proposée par une technique de multimodele ~ :

Mots clés : Modélisation, Identification, Fonction orthogonale, Base oﬂhogonale Crenerallsee Fonction
Laguerre, Fonction Kautz, Condition optimalité, Multimodele, Optlmisation pdle, Réduction ordre.

System representatzon on tﬁe basis of ortﬁogona[ filters -
ﬂlpp[zcatzon to moc{e[zry multivariable ffynamzc systems

Modelmg constitutes a fundamental aspect in all apphed sciences. Its principal obJectlve is to determine.
mathematical relationships among all characteristic variables of a system. The work developed in the present
thesis deals with the use of orthogonal functions in discrete-time system modeling and identification.
- Laguerre, Kautz and Meixner-like functions together with the ones obtained from the generalized orthogonal
basis are considered. They differ from each other by their number of poles and by their ability to identify

~ systems when unknown initial conditions are present. Furthermore, a new basis functions is proposed. It
generalizes the definition of Meixner-like functions to any number of real poles. Hence, it is more
appropriate to model systems having different dynamic behaviors. For each basis, necessary and sufficient
conditions. for the problem of convergence of both Fourier coefficients and the infinite series ame
determined. ‘ :

Transfer function expansions on orthogonal functions may lead to order redUction when the original modei
~is overparametrized. Indeed, an optimal choice of the poles reduces the total number of filters required to
expand the original transfer function and hence the total number of parameters in the final model. For that
purpose, the computation of optimal poles requires solving optimality equations. One of the original poins
developed herein concerns the synthesis of the optimality equations of the generalized orthogonal basis.
Moreover, nonlinear algorithms are presented for optimizing the poles in the case of linear system
identification using the generalized orthogonal basis. An extensmn to the nonlinear case is also proposeo
using multiple model techniques. o ‘ ~

‘ Keywords: Modeling, Identification, Orthogonal function; Generalized orthogonal basis, Laguerre function,
Kautz function, Optimality condition, Multiple model, Pole optimization, Model reduction.






