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Encadrants : Liliana CUCU-GROSJEAN, CR, Inria Rocquencourt, France

Françoise SIMONOT-LION, Professeur, Loria, France

Laboratoire Lorrain de Recherche en Informatique et ses Applications — UMR 7503



▼✐s ❡♥ ♣❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❧❛ss❡ t❤❡s✉❧✳



❙♦♠♠❛✐r❡

●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✸ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✶✳✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ■♥t❡r✲❆rr✐✈❛❧ ❚✐♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✶✳✸ ▼✉❧t✐♣❧❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ P❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✺ ❖t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡

s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✻ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✸ ■♠♣♦s❡❞ ♣r♦♣r✐❡t✐❡s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶



❙♦♠♠❛✐r❡

✸

❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡

s②st❡♠s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✶✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✸✳✶✳✷ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✶✳✸ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❛❢t❡r ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ♠✐ss❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✷ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✭❜✉t ✐♥❝♦rr❡❝t✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t②

❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✺✵

✸✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t

Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✹✳✷ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✺✳✶ ❲❤❡♥ ❇❡✐♥❣ ●r❡❡❞② ✐s ♥♦t t❤❡ ❇❡st ❈❤♦✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✸✳✺✳✷ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹

❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✷ ▼♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✹✳✸ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✿ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✷



✺

❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛✲

♠❡t❡rs

✺✳✶ ❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✶✳✶ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼■❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✶✳✷ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✶✳✸ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✷✳✶ ❈r✐t✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t ♦❢ ❛ t❛s❦ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✽✷

✺✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✺✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✺✳✹✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ ✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✹✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ ✿ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✽✼

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻

❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✻✳✷ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✸ ❙❛❢❡♥❡ss ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✻✳✹ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ P❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜② r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✻✳✺ ❘❡✲❙❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✺✳✶ ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝✐♥❣ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✻✳✺✳✷ ❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✺✳✸ ❘❡❞✉❝❡❞✲P❡ss✐♠✐s♠ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✻✳✺✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✻✳✻ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❘❡✲❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❚✐♠❡ ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✻✳✽ ❋✉t✉r❡ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✻✳✽✳✶ ❘❛♥❣❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✸



❙♦♠♠❛✐r❡

●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

❆♣♣❡♥❞✐①

✶ ◆♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✷ ❆ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤

♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✸✼

▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✶✹✶

▲✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❆❜str❛❝t

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✹✾

✹



●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ ✶✾✼✸ ✇❤❡♥ ▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦♥ ✧❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠✉❧t✐✲♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤❛r❞✲r❡❛❧ t✐♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✧ ❬▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②✲

❧❛♥❞✱ ✶✾✼✸❪✱ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s ❣♦♥❡ ❛ ❧♦♥❣ ✇❛②✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉str②✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❤❛s

❣r❡❛t❧② ❡✈♦❧✈❡❞ ❛♥❞ ❣❛✈❡ ❜✐rt❤ t♦ ♥❡✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ s♦ t❤❛t ♥♦✇❛❞❛②s ✐t ✐s

♥♦t ✉♥❝♦♠♠♦♥ t♦ ✜♥❞ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ s♦❢t r❡❛❧✲t✐♠❡

s②st❡♠s✱ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ♠✐①❡❞✲❝r✐t✐❝❛❧✐t② r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡

r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ♥❡✇❧② ❡♠❡r❣✐♥❣ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝②❜❡r✲♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s

♦✇❡s ✐ts ❜✐rt❤ t♦ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❞♦♠❛✐♥✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❝❧♦s❡❧②

r❡❧❛t❡❞✳

❆♠♦♥❣st ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡ ✐s✱ ♣r♦❜❛❜❧②✱

t❤❡ ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠s ✭CRTES✮ ❞♦♠❛✐♥✳ CRTESs ❛r❡ ✇✐❞❡❧②

❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ✜❡❧❞s ❧✐❦❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡✱ ❛✈✐♦♥✐❝s✱ r❛✐❧✇❛②✱ ❤❡❛❧t❤✲❝❛r❡✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r✲

♠❛♥❝❡ ♦❢ CRTESs ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡❝t♥❡ss✱

❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t✐♠❡✳

❚❤❡ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❆s t❤❡ ✐♥❞✉str✐❡s ♠❛❦✐♥❣

✉s❡ ♦❢ CRTESs ❛r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

✉s✐♥❣ ❛❞✈❛♥❝❡s ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦rs✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤

r❡❧✐❛❜❧❡ t✐♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳

❚❤❡ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❞✉❡ t♦ ❛❣❣r❡ss✐✈❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛✲

t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ❧✐❦❡ ❝❛❝❤❡ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤✐❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❲♦rst✲❈❛s❡ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡ ✭❲❈❊❚✮ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❲♦rst✲❈❛s❡ ❘❡s♣♦♥s❡

❚✐♠❡ ✭❲❈❘❚✮ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t✐♠✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♠❡t✱ ✇❤❡♥

✺



●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ❛❝t✉❛❧❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② s♠❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜✲

❝❛♥t ♦✈❡r✲♣r♦✈✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♣❧❛❝✐♥❣ ❛♥ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❧♦✇ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s②st❡♠✳

❆❧s♦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ✇♦rst✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛ s②st❡♠✱ t❤❡ s②st❡♠s ♣❛r❛♠❡t❡rs

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s ♦r ✉s✐♥❣ ❛ s❛❢❡ ✉♣♣❡r✲

❜♦✉♥❞✴❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t

s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛② r❡♠❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r✉♥♥✐♥❣

❛♥❞ t❛s❦s ❛r❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✳ ❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r✉♥♥✐♥❣✱

❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ s♦ t❤❡ s②st❡♠✴❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❛❞❛♣t ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠s ♠❛② ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦r ❡✈❡♥

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ s❛❢❡ ❜♦✉♥❞s ✇❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡❞

❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❡ss✐♠✐s♠✳

❆♥♦t❤❡r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❡✈❡♥t tr✐❣❣❡r❡❞ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❋♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s②st❡♠s

✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t ❛♥ ✉s❡❢✉❧ ❜♦✉♥❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ r❛t❡ ♦❢

❥♦❜s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡rr✉♣ts ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ s❡♥s♦rs ♦r ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②

♥♦t ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ s✉❝❤ ❛ ❜♦✉♥❞ ❬❇r♦st❡r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✵✹❛❪✳ ❚❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡s

♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ str❡❛♠s ♦❢ ❥♦❜s t❤❛t ❛rr✐✈❡ ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢❛s❤✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛

♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❢❛✉❧ts ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢❛✉❧ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

✭❊▼■✮ ❬❇r♦st❡r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✵✹❛❪✱ ❬◆❛✈❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳

❉✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✉str✐❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ❜②

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s♦♠❡ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡

♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❤❛✈❡ r❛♥❞♦♠✐s❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ r❡✈❡rs❡ ♣❛r❦✐♥❣ ✉❧tr❛✲

s♦✉♥❞ s❡♥s♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡s r❡✈❡rs❡ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦ ❛s

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡② ❜♦t❤ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②

♦❢ t❤❡✐r ♣❛r❦✐♥❣ s❡♥s♦rs ❬❇✉tt❧❡✱ ✷✵✶✷❪✳ ❇② r❛♥❞♦♠✐s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡

❥♦❜s t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦r ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛rr✐✈❛❧ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡s❡ ❥♦❜s

❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ t❛s❦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣♦r❛❞✐❝ t❛s❦ ✇✐t❤ ✐ts ♣❡r✐♦❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭▼■❚✮ ❛♠♦♥❣st ✐ts ❥♦❜s✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❥♦❜ ❛rr✐✈❛❧s ❛r❡

r❛♥❞♦♠✱ t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ▼■❚s ❜② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❥♦❜s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❥♦❜s✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t

♦♥❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♣♣❧② ✭♦r ❡✈❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✮ ❜✉t ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t ✐s ♥♦t

✻



✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ ❲❤❡♥ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡s r❡✈❡rs❡ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦✱ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r❦✐♥❣ s❡♥s♦rs

♠❛② s❛♠♣❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✱ ♦r ❡✈❡♥ ❜❧✐♥❞ t♦ ♦♥❡

❛♥♦t❤❡r✳

❡✣❝✐❡♥t✳ ❍❡r❡ ❜② ❡✣❝✐❡♥t ✇❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧②

r❡t✉r♥s ❛ ✧❨❊❙✧ ♦r ✧◆❖✧ ❛♥s✇❡r✱ ❝❛♥ ❛t ♠♦st s❛② ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡

♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

t❤❡r❡ ❡①✐st s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♠✐ss❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡

s❝❡♥❛r✐♦s ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

s②st❡♠ r✉♥s ❝♦rr❡❝t❧② ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s

❢❛✐❧s t♦ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s②st❡♠✳

❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s②st❡♠ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❝❡rt✐❢② ❛ s②st❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❞❡❡♠❡❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡

❛♥❛❧②s✐s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✭♦r ✈❡r② ❧✐tt❧❡✮

❢❛✉❧ts ❛♥❞ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✉♠❛♥ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ✐t

✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❡♥❞ ✉♣ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ s❡✈❡r❡❧② ♦✈❡r✲♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣ ✐t✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙②st❡♠ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s

t②♣✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❤❛r❞✇❛r❡ ❢❛✐❧✉r❡s✱ ♠❡♠♦r② ❢❛✐❧✉r❡s✱

s♦❢t✇❛r❡ ❢❛✉❧ts✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡

r❡❧✐❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ s✉❜✲s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

♦♥ ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦r ♠✐❣❤t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠✐♥❣

❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡ ♠✉st ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ 10−9 ♣❡r ❤♦✉r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t s❡❡❦ t♦ ♠❡❡t t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥

❛❜s♦❧✉t❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✱ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❣❛✐♥❡❞ ❣r♦✉♥❞✱

s❡✈❡r❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦r❦s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳ ◆♦✲

t❛❜❧❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦✉r❝❡ ♦❢

✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ♠♦st❧② ❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦r ❛t ❛rr✐✈❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧❡✈❡❧ ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s

✼



●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛❜♦✉t t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✮✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛❞✈❛♥❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡ ♦❢

✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ♣r♦❣r❡ss t♦✇❛r❞s ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s

♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧ t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s♦✉r❝❡s

♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳

❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♥❡❡❞s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ♣♦s✲

s✐❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐✲

t✐❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✳

◆❡✇ ♠♦❞❡❧s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛① t❤❡ r❡s✲

tr✐❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲✐✉ ✫ ▲❛②❧❛♥❞ t❛s❦

♠♦❞❡❧✱ ✐s t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞❡❧✱ ❛ t❛s❦ ❜❡✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r✐♦❞ ✭✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ♣❡r✐♦❞✮✳ ❚❤❡

♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s r❡❧❛①❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣♦r❛❞✐❝ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❛s❦s

t♦ ❤❛✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡r✐♦❞s ✭❢♦r♠❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s✱ ✐♥ t❤❡

✇♦rst ❝❛s❡✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳

❆♥♦t❤❡r s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣♦r❛❞✐❝ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣r❡ss ✐♥ ❛♥②

✇❛② t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧✳

❚❤❡ ♥❡①t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❛tt❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✭▼❋✮ t❛s❦

♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✭●▼❋✮ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rr❡♥t r❡❛❧✲t✐♠❡

✭❘❘❚✮ t❛s❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❥♦❜s ♦❢ ❛ t❛s❦ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉✲

t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❝②❝❧✐❝

❢❛s❤✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ▼❋ ❛♥❞ ●▼❋ ♠♦❞❡❧s ✐❢ ❛ t❛s❦ ❤❛s n ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡s ♦❢ ❥♦❜s✱ t❤❛♥✱

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❥♦❜ i ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❥♦❜ i+ n, ∀i✳ ■♥ t❤❡ ❘❘❚

♠♦❞❡❧ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✇❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜✉t t❤❡ ❝②❝❧✐❝✐t② ✇❛s ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❝②❝❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ●▼❋ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ t❛s❦s✬ ❝♦❞❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡

❝❛s❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❛✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❤♦✇

♠❛♥② t✐♠❡s ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

s✉❝❤ ❛ ❢❛❝t♦r✳

❚❤✐s ❝②❝❧✐❝✐t② r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❛s ❧❛t❡r r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ●▼❋ ✭◆❈●▼❋✮

t❛s❦ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ❘❘❚ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❈●▼❋

❛♥❞ ❘❘❚ ♠♦❞❡❧s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❣r❛♣❤ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦ ♠♦❞❡❧✳

✽



✶✳ ❈♦♥t❡①t ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❆ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r

✐t ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ ❍✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳ ❆rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐t ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞

♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss

❛♥❞ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ❤❛s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✉♣

t♦ ❞❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♦♥❡ ♠♦r❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥

❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳✷✮ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡✱ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ t❤❛t ❛ ❥♦❜ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r

♠♦❞❡❧s t❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✉♣❧❡s ❛♥❞ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❡①♣r❡s✲

s✐✈❡♥❡ss ❢♦r s②st❡♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠❛♥② s✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❥♦❜ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡

❤❛✈❡ ♣❧❛❝❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❈●▼❋ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡

✾



●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡

◆❈●▼❋ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ❥♦❜s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t❛s❦ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣st ❥♦❜s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦s ✇♦✉❧❞

❜❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❘❘❚ t❛s❦ ♠♦❞❡❧✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ✐s t♦✇❛r❞s ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡tt❡r ❡①♣r❡ss t❤❡ ✈❛✲

r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♠♦st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇♦rst ❝❛s❡

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s②st❡♠ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ♥♦

❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ♠✐ss❡❞✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ❤♦✇ s♠❛❧❧ ✐s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❝❡♥❛r✐♦

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♠✐ss❡❞✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥❡✇ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s

❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

❖♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✿ ❋♦r t❛s❦s

s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥✲

t✐✜❡❞ t❤r❡❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉✲

❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❡♥s❡✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❥♦❜s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦

❡①❡❝✉t❡ ♣❛st t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

♣r✐♦r✐t② s❡t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r

❛♥❛❧②s✐s✳

◆❡✇ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✿ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❣❡♥❡✲

r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s ❛❧❧ t❤r❡❡ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲

❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ ❛

♥❡✇ ❥♦❜ ✐s r❡❛❧✐s❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✳

◆❡✇ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✿

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡✇ ❛♥❛❧②s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

✐♥ t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✿

✕ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❥✐tt❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

✶✵



✸✳ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

✕ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ❛s r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳

❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✿ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉✲

❝❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t r❡❞✉❝❡ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡s ♦r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❧❡

✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡ss✐♠✐s♠✳

✸ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡

s②st❡♠s ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♦✉r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ st❡♣s ♦❢ ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛❢t❡r✲

✇❛r❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✸ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❲❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs ❛♥❞ ✐ts ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t❤❡s✐s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳✾✳

✶✶



●❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦r❦ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

t❤❛t✱ ❛t ♦✉r ❜❡st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇✳ ❲❡ ♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ✭✇♦rst ❝❛s❡✮

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳

❲❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❛❧❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❝❡ss♦rs

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✳ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡♠

s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥

❙❡❝t✐♦♥✶✳✻ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ s✉❝❤ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r✳

✶✳✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s

■♥ ❬❚✐❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s❡♠✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ t❛s❦s✱ t❤❛t

✐s✱ t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ r❡❧❡❛s❡s ❜✉t t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✈❛r②✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s

❝❛❧❧❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❚✐♠❡ ❉❡♠❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ✭P❚❉❆✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧

❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r t✐♠❡ ❞❡♠❛♥❞❡❞ ❜② ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ♠♦st 10 r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱

♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✉s❡s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✇✐t❤

❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s✉♠s ♦❢ t❤❡

♠❡❛♥s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t✐♠❡ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② ♣❡ss✐✲

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

♠✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❧✐❦❡ ❬●❛r❞♥❡r ❛♥❞ ▲✉✐✱ ✶✾✾✾❪ ❛♥❞ ❬❉í❛③

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳

■♥ ❬●❛r❞♥❡r ❛♥❞ ▲✉✐✱ ✶✾✾✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r r❡❛❧

t✐♠❡ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❚❉❆

✭❙t♦❝❤❛st✐❝ ❚✐♠❡ ❉❡♠❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s✮✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t ❥♦❜s ✐♥ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✇✐❧❧ ♠❡❡t t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❜❛s✐s

❢♦r ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❉✐❛③ ❡t ❛❧❧ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✇❤♦ r❡✜♥❡❞

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥t♦ ❛♥ ❡①❛❝t ♦♥❡✳

■♥ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥

❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ r❛♥❞♦♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♠❛② ❜❡ ❥♦❜✲❧❡✈❡❧

♦r t❛s❦✲❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡①❛❝t ❢♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s

✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r ♦r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ●❛r❞♥❡r ❛♥❞ ▲✉✐ ❬●❛r❞♥❡r ❛♥❞ ▲✉✐✱ ✶✾✾✾❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦

❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ●❛r❞♥❡rs✬ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ r❡s✉❧ts s✐① t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❛❝t

♦♥❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r

s♠❛❧❧ t❛s❦ s②st❡♠s ✲ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❧❛t❡r st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱ ✷✵✶✵❪

❛♥❞ ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❪✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✐s r❡str✐❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t

❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦t❤❡r s♦✉r❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ s✉❝❤ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✱

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❡t❝✳

■♥ ❬❉✐❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ❜② ❜r✐♥❣✐♥❣ ✐♥t♦

❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♣❡ss✐♠✐s♠ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s♠✱ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s tr✉♥❝❛t✐♥❣ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s t♦ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✇❛② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦st✱ ❧❛t❡r ❦♥♦✇♥

❛s r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❛❧s♦ tr❡❛ts t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ❝♦♥❝❡♣t ♦♥

t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐♥ s❤❛r❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ st❛t❡ t❤❛t ❆✉❞s❧❡②✬s✬ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❆✉❞s❧❡②✱ ✶✾✾✶✱❆✉❞✲

s❧❡②✱ ✷✵✵✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡✱ ✐s ❛❧s♦ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝

❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❧❡❢t ❢♦r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t❤❛t ❞❡❝r❡❛✲

s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ ❛ t❛s❦ ♥❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✐ts s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦

✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✱ ✇❤✐❧❡ ❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r✐❝❤ ✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱

st✐❧❧ ❧❡❛✈❡s ♠❛♥② q✉❡st✐♦♥s ✉♥❛♥s✇❡r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠

✶✹



✶✳✶✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞✱ ✐✳❡✳✱ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❆✉❞s❧❡②✬s✬ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧❧② st❛t❡❞

❛♥❞ ❛❧s♦✱ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❆s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s

✐s ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐❢ t❤❡ ❥♦❜s t❤❛t ❢❛✐❧

t♦ r❡❛❝❤ t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡ ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥t✐❧ t❤❡② ✜♥✐s❤ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r

t❤❡② ❛r❡ ❡✈❛❝✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡② ❜r❡❛❝❤ t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s✐♥❝❡✱ ❡✈✐❝t✐♥❣ ❥♦❜s ❛t ❞❡❛❞❧✐♥❡ ❜r❡❛❝❤ ♠❛❦❡s ❆✉❞s❧❡②✬s✬

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

■♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣

st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s t♦ s❛②✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❞✉❝❡❞

✐♥ s✐③❡✱ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱

r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss t♦ t❤❡

s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ♠❛❥♦r s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ✿

❛✮ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦

❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞

✈❛❧✉❡s ❣♦❡s ❡♥t✐r❡❧② t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡✮ t❤✉s ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣❡ss✐♠✐s♠✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♥❣

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❦❡♣t✳

■♥ ❬❇✉r♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞ ❬❇❡r♥❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡s✱ ❣✐✈❡♥ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦❝❦s ✐s s♦❧✈❡❞ ❜②

✉s❡ ♦❢ ❝♦♣✉❧❛s✱ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧ t❤❛t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ ❝♦♣✉❧❛s ♣r♦❞✉❝❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■♥ ❬▼❛♥♦❧❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❛s❦s ✇✐t❤

st♦❝❤❛st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

❛r❡ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❛s❦s ❤❛✈❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ t❛s❦s

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❜✉t t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t❛s❦s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❤❛r♠♦♥✐❝✱

✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♦♥❡ t❛s❦ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r t❛s❦s✳

❆❧s♦✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡❞ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢

❛ t❛s❦✲❣r❛♣❤ t❤❛t ❝❛♥ ❡①✐st ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡r✱ ❛♥❞

t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐s st✉❞✐❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✲❣r❛♣❤ ✐s ✐♥

t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡s❡❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤②♣❡r✲

♣❡r✐♦❞✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐♠✐♥✐s❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❜✉t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ❢♦r t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❛s❦s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡

❝♦♥str❛✐♥ts✳

■♥ ❬❙✐♥❣❤ ❛♥❞ ❏❡✛❛②✱ ✷✵✵✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❝❡ss♦r s❤❛r✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦r

s②st❡♠s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❛♥❞ ◆♦♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ t❛s❦s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉✲

❧❛r✐t② t❤❛t ❢♦r t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r ✇♦rst ❝❛s❡✱

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥♦♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❣✐✈❡♥ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡t✲

✇❡❡♥ ❋✐①❡❞ Pr✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ Pr♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡

❛t t❤❡ ▲❛t❡st ✭❊❉▲✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❜❡st ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛❝❤✐❡✲

✈✐♥❣ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s t✇♦ t❛s❦s✱ ♦♥❡ r❡❛❧✲

t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥♦♥ r❡❛❧✲t✐♠❡✱ ❛ ✇❛② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐♥❣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛s❦s ❜❡✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞

❛❢t❡r✇❛r❞✳ ❲❤✐❧st t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ st❡♣ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❛♥❛❧②s✐s t♦ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣❡ss✐♠✐st✐❝✱ s❛❝r✐✜❝✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢

t❤❡ ♥♦♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♦♥❡s✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆ ❣r❡❛t

❞❡❛❧ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳

■♥ ❬❍✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠

❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐❢

❢♦r♠❡❞ ❜② ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ❜② r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ♠❛②

❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s

♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♥♦r ✐s ✐t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐❢ ❥♦❜s ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛t ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♦r ✐❢ t❤❡② ❛r❡

❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✲ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡

✶✻



✶✳✷✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ■♥t❡r✲❆rr✐✈❛❧ ❚✐♠❡s

♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ✈❛❧✐❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s❛❢❡✳

■♥ ❬❆①❡r ❛♥❞ ❊r♥st✱ ✷✵✶✸❪ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉✐❛③ ❡t ❛❧✳ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✷❪✱ ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈♦♥tr♦❧❧❡r

❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❈❆◆ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛✉❧ts t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛rr✐✈❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■❢ ❛♥

❡rr♦r ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❢r❛♠❡ τi,j ✱ t❤❡♥ t❤✐s ❢r❛♠❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛♥❞ s♦ ✐ts

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✇❛s Ci✱ ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡s 2(Ci)+E ✇❤❡r❡ E ✐s t❤❡ ✇♦rst✲

❝❛s❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧✐♥❣ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡rr♦rs s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱

s♦ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛❢t❡r k ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s Ci + k(Ci + E)✳ ❑♥♦✇✐♥❣

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t τi,j s✉✛❡rs k ❡rr♦rs✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ Ci + k(Ci + E)✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ τi ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞

❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ s♣❧✐t ❛♥❞ ♠❡r❣❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ i ❜✉s② ♣❡r✐♦❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ♦❢ τi ✐s ❢✉rt❤❡r ♦❜t❛✐♥❡❞✳

■♥ ❬❆t❧❛s ❛♥❞ ❇❡st❛✈r♦s✱ ✶✾✾✽❪✱ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✭❘▼✮ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞

✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢❛s❤✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❛s❦s ❤❛✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞

❛❞♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ✐t ✜♥✐s❤✐♥❣

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❘❛t❡

▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭❙❘▼❙✮ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❘▼ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ ♦✈❡r❧♦❛❞

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜✉t ♥♦t ❜❡❢♦r❡ ♦✈❡r❧♦❛❞ ♦❝❝✉rs✳

✶✳✷ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ■♥t❡r✲❆rr✐✈❛❧ ❚✐♠❡s

■♥ ❬❇r♦st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

r❛♥❞♦♠ ❢❛✉❧ts ♦♥ ❈❆◆✳ ❚❤❡ ❢❛✉❧ts ❛rr✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ str❡❛♠ ♦❢ ❢❛✉❧ts✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❢❛✉❧ts ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ s♦

t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♦❝❝✉r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡

0, 1, 2, · · · ❢❛✉❧t ❛rr✐✈❛❧s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡❞ t✐♠❡ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❝❛♥ st♦♣ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❣♦❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡

✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛✐❞ ♠❡ss❛❣❡ ❡①❡❝✉t❡s ✉♣ t♦ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✭♦r ❛♥② ♦t❤❡r t✐♠❡

❧✐♠✐t ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡r✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡str✐❝ts

t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ t♦ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❛❜♦rt❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ♠✐ss t❤❡✐r

❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡② ❤❛✈❡ ❡①❡✲

❝✉t❡❞ ♣❛st t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ ♥❡✈❡r st♦♣✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥

❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇♦✉❧❞ r❡t✉r♥

❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ ❬❇r♦st❡r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✵✹❛❪ ❛♥❞ ❬❇r♦st❡r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✵✹❜❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡

❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❛rr✐✈❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ✉♥✐✲♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ ❢❛✉❧ts ❛rr✐✈❛❧s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❥♦❜ ❛rr✐✈❛❧s ✐s t❤❛t✱

r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢❛✉❧ts ❛r❡ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞

s♦ ♦♥❧② ♦♥❡ str❡❛♠ ♦❢ ❢❛✉❧ts ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱

t❤❡ ❥♦❜s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s ❧✐❦❡ ❡①t❡r♥❛❧

✐♥t❡rr✉♣ts✱ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❡t❝✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❛♥❛❧②s✐s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ str❡❛♠s ♦❢ r❛♥❞♦♠

❛rr✐✈❛❧s✳

■♥ ❬❈✉❝✉ ❛♥❞ ❚♦✈❛r✱ ✷✵✵✻❪✱ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ t❤❡r❡ ❛r❡ t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ r❛♥❞♦♠

❛rr✐✈❛❧s✱ ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛❧②s❡❞ t❛s❦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❛s❦s

❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ❜❡✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ❥♦❜ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

r❡❛❝❤❡s ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ t❤❛t ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❆s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇r♦st❡r ❡t ❛❧❧ ❬❇r♦st❡r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✵✹❜✱❇r♦st❡r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱

✷✵✵✹❛❪✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡str✐❝ts t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦♥❧② t❤♦s❡ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❥♦❜s

❛r❡ ❡✈✐❝t❡❞ ❛t ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❥♦❜s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

✶✳✸ ▼✉❧t✐♣❧❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ P❛r❛♠❡t❡rs

■♥ ❬❑❛❝③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❬❑❛❝③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥

❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❤②❜r✐❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✱ s♣♦r❛❞✐❝ ❛♥❞

❛♣❡r✐♦❞✐❝ t❛s❦s✳ ❚❛s❦s✬ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡s ✭ETP ✮

✶✽



✶✳✹✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ❆♥❛❧②s✐s

❣✐✈❡♥ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s♣♦r❛❞✐❝ ❛♥❞ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ t❛s❦s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡

❛rr✐✈❛❧ ♣r♦✜❧❡s ✭AP ✮ ❛s ✇❡❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❆❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✬

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ P♦❧❧✐♥❣

❙❡r✈❡r ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣

ETP s ❢♦r s❡r✈❡rs ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❤②❜r✐❞ t❛s❦✲s❡ts ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ s❤♦✇♥ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❜♦t❤ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✷❪ ✇❤❡r❡ t❛s❦s✬ ♣❡r✐♦❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳

■♥ ❬❆❜❡♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❬▼❛♥✐❝❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❛rr✐✈❛❧s✳ ❚❤❡ t❛s❦

s②st❡♠ ✐s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ✉♥✐♣r♦❝❡ss♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❈♦♥st❛♥t ❇❛♥❞✇✐❞t❤

❙❡r✈❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✳

■♥ ❬▲❡❤♦❝③❦②✱ ✶✾✾✻❪✱ ▲❡❤♦❝③❦② ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛rr✐✈❛❧s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ r❛t❡ λ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r t❛s❦✲

s❡ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛rr✐✈❛❧s ❛♥❞✴♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❲✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛ ❧❡❛❞✲t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❡❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❊✈❡♥ ❢♦r

t❤❡s❡ t✐❣❤t ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

r❡✢❡❝t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞✱ ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s

❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❡tr✐❝ t❤❛t

❝♦♠♣✉t❡s t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳

✶✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦rs ❆♥❛❧②s✐s

■♥ ❬◆✐ss❛♥❦❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛♥❛✲

❧②s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐ss✉❡s ✐♥ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡

t❛s❦s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛rr✐✈❛❧

t✐♠❡s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t✐♠❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ q✉❛♥t✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❛♥❞ ✐ts ❧❛①✐t②✳ ❚❤❡ ❧❛①✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs

♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡s ❛♥❞ s✉❝❝❡ss r❛t❡s ♦♥ ❛ ✇✐❞❡

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

s②st❡♠ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❛s❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♥❡❝❡ss✐t② s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆❧s♦✱

t❤❡ ♣❛♣❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦r

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳

■♥ ❬▼❛♥♦❧❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♠✉❧✲

t✐♣r♦❝❡ss♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ t❛s❦s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡①❡❝✉✲

t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❝♦♣❡

✇✐t❤✱ ✐✳❡✳✱ ❛r❜✐tr❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤

❈♦①✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠s ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠ ✐s ❛ t❛s❦✲❧❡✈❡❧ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t②✱

♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ t❛s❦✲❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦✉t♣✉ts

t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦✲❣r❛♣❤✳

✶✳✺ ❖t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛✲

❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

■♥ ❬❆❜❡♥✐ ❛♥❞ ❇✉tt❛③③♦✱ ✶✾✾✽❪ ❛♥❞ ❬❆❜❡♥✐ ❛♥❞ ❇✉tt❛③③♦✱ ✶✾✾✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs

♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧ t✐♠❡ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✿

❡✐t❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ❛s P❉❋s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✱

❡✐t❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ❛s P❉❋s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡

❜♦t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ✐s ❧❡❢t ❛s ❢✉t✉r❡

✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ✉s❡❞ ✐s ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡

✐s ♥♦t ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s✱ ❛s ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡r✱ ✇❤✐❝❤

♠❛❦❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s

t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❛♥❞ t❤❡ r✉♥ t✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s

st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧❡ss t❤❛♥

♦♥❡✳

■♥ ❬❇✉r♥s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r r❡❛❧ t✐♠❡

s②st❡♠s ✇✐t❤ ❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧ t✐♠❡ t❛s❦s ✇✐t❤

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✱ t❤❛t ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞

♣r❡❡♠♣t✐✈❡❧② ♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ❢❛✉❧ts ❝❛♥

❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ♠❛♥♥❡r✱ s♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡st✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ s✉❝❤ ❢❛✉❧ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞
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✶✳✺✳ ❖t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❜② ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s②st❡♠ ❜❡❢♦r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳

■♥ ❬◆❛✈❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✱ ◆❛✈❡t ❡t ❛❧✳ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❲♦rst ❈❛s❡ ❉❡❛❞❧✐♥❡

❋❛✐❧✉r❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡rr♦rs t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r

✐♥ ❛ ❈❆◆ ♥❡t✇♦r❦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❡rr♦rs ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥t

❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ t♦❧❡r❛❜❧❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ♠❡ss❛❣❡

❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛r❡ st✐❧❧ ♠❡t ♦♥ t❤❡ ❈❆◆ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡

t❛❦❡♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡rr♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❛rr✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❤❡

❝❛s❡ ✇❤❡♥ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✐s ❧❡❢t ❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

■♥ ❬❇❛r✉❛❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❛s❦s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❥♦❜s ♦❢

t❤❡ t❛s❦ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✭❲❈❊❚✮✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s ✭▼■❚✮ ❛♥❞

❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❛❞❧✐♥❡s ✭❉✮ ❛♥❞ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡

✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❥♦❜s ❲❈❊❚✱ ▼■❚ ❛♥❞ ❉ ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜✉t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❛♥❞ ✐t ✐s

❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬❇❛r✉❛❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✇❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ ❢✉rt❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❬▲✐✉

❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞✱ ✶✾✼✸❪ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ ✭●▼❋✮

t❛s❦ ♠♦❞❡❧✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ ▼♦②♦ ❡t ❛❧✳ ❬▼♦②♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r t❤❡

♠✉❧t✐✲❢r❛♠❡ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ❝②❝❧✐❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❬❇❛r✉❛❤ ❡t ❛❧✳✱

✶✾✾✾❪✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ▼♦②♦ ❡t ❛❧✳ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ◆♦♥✲❝②❝❧✐❝ ▼✉❧t✐✲❋r❛♠❡

✭◆❈●▼❋✮ ❚❛s❦ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② t❤❛t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❡❛s❡

♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❢r❛♠❡ ❜✉t t❤✐s ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r❛♠❡s t❤❛t t❤❡ t❛s❦

❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤✐s t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ✐♥ ❢❛❝t ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✴r❛♥❞♦♠ t❛s❦

♠♦❞❡❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❢r❛♠❡s ✐s r❛♥❞♦♠✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② t❤❛t t❤❡

❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡s✱ ♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ●▼❋ t❛s❦ s②st❡♠

s✉❝❤ t❤❛t ∀i ∈ 1, n✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❛s❦ τi ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♠♦♥❣st t❤❡♠

s❡❧✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ♦❢ ❛❧❧ ❢r❛♠❡s ♦❢ t❛s❦ τi ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♠♦♥❣st t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤❡♥

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❛ t❛s❦ s②st❡♠ t❤❛t ✜ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✇✐t❤ t❤❡

❡①❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❙✐♠✐❧❛r

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ●▼❋ t❛s❦s ✜t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛rr✐✈❛❧s ♦r ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ●▼❋
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

t❛s❦ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ r❡❧❛①❡❞ s♦ t❤❛t ❢r❛♠❡s ♥❡❡❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

❜✉t ✇❤❡♥ ❛ ❢r❛♠❡ ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐t ❝❤♦♦s❡s ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞

❞❡❛❞❧✐♥❡ ❢r♦♠ ❝❡rt❛✐♥ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱

♣❡r✐♦❞s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ ▼♦②♦ ❡t ❛❧✳ st✉❞② t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝

●▼❋ t❛s❦ s❡t s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst P♦❧✐❝② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛

s✉✣❝✐❡♥t s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡st ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❛t ❛

◆❈●▼❋ t❛s❦ s❡t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✉♥❞❡r ❊❉❋ ✐❢ ✐ts ✇♦rst ❝❛s❡ ✭♠❛①✐♠✉♠✮ ❞❡♥s✐t② ✐s ❧❡ss

♦r ❡q✉❛❧ t♦ 1✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❡❡

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①❛❝t

s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ t❛s❦ s❡t✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛♥❞ ✐t ✐s

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❣r❡❛t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞

✐♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐s st✐❧❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s✱

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❛ ❧❡ss❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ■♥ ❬❙t✐❣❣❡ ❛♥❞ ❨✐✱ ✷✵✶✷❪✱

t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♥② ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①❛❝t t❡st ❢♦r

✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② t❛s❦✲❧❡✈❡❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ●▼❋ t❛s❦ ♠♦❞❡❧✱ ♦r ❛♥② ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦✳

■♥ ❬❩❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✱ ❬❩❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛❪ ❛♥❞ ❬❩❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs

♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜❡ ✐t st♦❝❤❛st✐❝ ♦r st❛t✐st✐❝✱ t♦ ♣r❡❞✐❝t r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ♦♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦ ✭❈❆◆✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❞❛t❛ ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❈❆◆ ❜✉s s②st❡♠✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✇❤❡♥

t❤❡r❡ ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡st ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡

❡❛r❧② st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ ✇❤❡♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣

❛❧❧ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡

✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡ss❛❣❡ s❡t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡

r❡s✉❧ts ❜✉t ❜❡✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❧♦✇❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛t❡r st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

♣r♦❝❡ss✳

■♥ ❬▲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❛♥❞ ❬▲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❞♦❡s♥✬t r❡q✉✐r❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❛s❦s✬ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱

✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛❢❡ ❛♥❞ t✐❣❤t ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡

✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✭❲❈❘❚✮ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❛s❡❞ ✉♣♦♥✱

✷✷



✶✳✻✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛s t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❛②✱ ❛ ✧❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛♥❞ t✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥

✭P❉❋✮ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✧ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡

❛♥❛❧②s✐s ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞

❛s ❛ P❉❋ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ✜tt❡❞ t♦ ❛ ●✉♠❜❡❧ ▼❛① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❡①tr❡♠❡

✈❛❧✉❡s t❤❡♦r② ✭❊❱❚✮ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ♠❛①✐♠❛✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦t❤❡r

r❡s✉❧ts t❤❛t ✉s❡ ❊❱❚ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦ ♠❛①✐♠❛ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ t❛s❦s✬ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢

t❤❡ ❲❈❘❚ ✇❤❡r❡❛s ♦t❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ✉s❡ t❤❡ ❊❱❚ ♦♥ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❢ t❛s❦s✬ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❲❈❊❚ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t t♦

❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❲❈❘❚

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❜✉✐❧t ✜rst

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ ♦❢

❧✐tt❧❡ ✉s❡✱ ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜✉t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s②st❡♠

t♦ ❜❡ ❜✉✐❧❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❝❡ss

♦t❤❡r✇✐s❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs r✐s❦ t♦ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡

s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬▲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠s

❛r❡ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳

✶✳✻ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

■♥ ❬❊❞❣❛r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✵✶❪ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧❧②

❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❲❈❊❚✮ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡♦r② ✭❊❱❚✮✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ s❡✈❡r❛❧

t✐♠❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ ❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✐s ❣❛t❤❡r❡❞✱ ♥❛♠❡❧② ❜② s❛♠♣❧✐♥❣

♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✐s

✜tt❡❞ t♦ ❛ ●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❲❈❊❚ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❡❛❝❤

✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

s✉✐t❡❞ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦✉t ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❡♠♣❧♦② t❤❡ ●✉♠❜❡❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✳ ❯♥❞❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡

❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s ❛❧s♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠✳ ■t ✇❛s ❧❛t❡r s❤♦✇♥

✐♥ ❬❊❞❣❛r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✵✶❪ t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✢♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐♥❝♦rr❡❝t❧②

✜ts r❛✇ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞

t♦ ♠♦❞❡❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♦t❤❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■♥ ❬❍❛♥s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬❊❞❣❛r ❛♥❞ ❇✉r♥s✱

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✷✵✵✶❪ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❜❧♦❝❦ ♠❛①✐♠❛✳ ❚❤❛t

✐s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✜t t❤❡ ●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❡② ❛r❡ ✜rst ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤❡ ●✉♠❜❡❧ t❤❡♦r② ✐s ✜tt❡❞

♦♥❧② t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❛t t❤❡

s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞

❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t

t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢

♠❡❛s✉r❡❞ ❲❈❊❚ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ r❡❝♦r❞❡❞ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs

❣❛t❤❡r❡❞ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ 2.2 ♠✐❧❧✐♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❜✉t ❡✈❡♥ s♦✱ ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡

❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦r t❛s❦ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳

■♥ ❬❇❡r♥❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❊P✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s

❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♣❛t❤s ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥

♦❢ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❊Ps ♦❢ ❜❛s✐❝ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❝♦❞❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡② ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❊P ♦❢ ❛ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❊Ps ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ✇❛②s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❊Ps ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

♦r t❤❡② ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦r t❤❡② ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✉t t❤❡r❡ ✐s

♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s✳

■♥ ❬❉❛✈✐❞ ❛♥❞ P✉❛✉t✱ ✷✵✵✹❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❞❡r✐✈✐♥❣ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ s✐♥❣❧❡✲t❛s❦ ♠✉❧t✐✲❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❜② st❛t✐❝❛❧❧②

❛♥❛❧②③✐♥❣ ✐ts s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✜rst t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉✲

t✐♦♥ ♣❛t❤s t❤❛t ❛ t❛s❦ ❝❛♥ t❛❦❡✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ tr❡❡ ✈✐❛ ❛ tr❡❡ ❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞

t♦ ❜❡ ♠❡❛t ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣❛t❤ t♦ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❧❛t❡r ❡✈❛❧✉❛t❡❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❡t✐♥❣ t❤❡♠✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ✐❢ ❞❡r✐✈❡❞✱ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇♦r❦s

❢♦r str❛✐❣❤t✲❧✐♥❡ ❝♦❞❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❧♦♦♣s ✭❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣

❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s ❡❛❝❤ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✮ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ✐t ♣r♦❞✉❝❡s

❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳

■♥ ❬❈❛③♦r❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♥♦✈❡❧ ❝❛❝❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥ts ❛ r❛♥❞♦♠ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳

✷✹



✶✳✻✳ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❇② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✭✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥✲

t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✮ t❤❡ s②st❡♠ ❣❛✐♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥

❤✐st♦r② ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣r❡❛t❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦sts ♦❢ ❛❝q✉✐✲

r✐♥❣ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ st❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s

✭❙P❚❆✮ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♠❡❛✲

s✉r❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✭▼❇P❚❆✮✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❙P❚❆ ✐s

t❤❛t ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ t✐❣❤t ♣❲❈❊❚ ❡st✐♠❛✲

t✐♦♥✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ r❡✉s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r ❡✈❡r② ❛❝❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♠❡♠♦r② ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ st❛t✐❝ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣❲❈❊❚ ❡st✐♠❛t✐♦♥s

♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❙P❚❆ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❛s ♠✉❝❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛s

❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❧❡ss

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❲❈❊❚ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

■♥ ❬❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈❛✲

③♦r❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠✐♥❣

❛♥❛❧②s✐s ✭▼❇P❚❆✮ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❧✐tt❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡

♣❧❛t❢♦r♠ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ ✐t ❞❡r✐✈❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡s ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❡♥❞✲t♦✲❡♥❞ r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

▼❇P❚❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡♦r② ❛♥❞ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②

❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t✐❣❤t ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❲❈❊❚

♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s 15% ♠♦r❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ t❤❛♥

t❤❡ r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ st❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥

❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❛♣♣❧② t❤❡

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ st❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳

■♥ ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❛❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❛❝❤❡✲

r❡❧❛t❡❞ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❞❡❧❛②s ✭♣❈❘P❉✮ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛✲

❧②s✐s ✭❙P❚❆✮✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ 1−CDF ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst

❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❲❈❊❚✮ ♦❢ ❛ t❛s❦ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s ❛t ❛r❜✐tr❛r② ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ t❛s❦s ❡①❡❝✉✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❛❝❤❡s ❛♥❞ ✐t

❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡✲✉s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s

♣❡ss✐♠✐s♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡✲✉s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥s✲

tr✉❝t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s t❤❛t

♠✐❣❤t ♦❝❝✉r✳

■♥ ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❜❪ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ st❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✐s

t❛❦❡♥ ❢✉rt❤❡r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ♣r♦❝❡ss♦rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❙P❚❆ ✐s ♥♦

❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❡①✐st ❛t ❝❛❝❤❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦r❡s✳ ❚❤❡

❛✉t❤♦rs ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣❛t❤s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡

❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✐❧❧ ♦♣❡♥ ✉♣ t♦ ❞❛t❡✳

■♥ ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❛❪ ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t ✐s ♠❛❞❡ ❛t ❞❡r✐✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠✐✲

♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭♣▼■❚✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s♣♦r❛❞✐❝ t❛s❦s ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠

❛rr✐✈❛❧ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤r♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢

♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ✉s✐♥❣ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡ t❤❡♦r② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

❜❧♦❝❦ ♠❛①✐♠❛ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✭❛s ✐t

✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❲❈❊❚✮ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❛♥❞ ✜tt❡❞ t♦ ❛

●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛♥ ❡①❝❡❡❞❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡✳

■♥ ❬❍❛r❞② ❛♥❞ P✉❛✉t✱ ✷✵✶✸❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ st❛t✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t✐♠✐♥❣

❛♥❛❧②s✐s ✭❙P❚❆✮ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❢❛✉❧t② ❝❛❝❤❡s✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss ❧❡❛❞ t♦ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡

❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r♦♥ t♦ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❛r❣❡t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦

✐s t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛❝❤❡✱ ✇✐t❤ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞s ♦t❤❡r ♠✐❝r♦✲❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❙❘❆▼ ❝❡❧❧s s✉❝❤ ❛s ❞❛t❛ ❝❛❝❤❡s ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❞✐❝t♦rs✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡

✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ P❘❖❆❘❚■❙ ♣r♦❥❡❝t ❬❈❛③♦r❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s

♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ❜✉✐❧❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜② r❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❛❝❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✱ ✐♥ t❤❡

✇♦r❦ ♦❢ ❍❛r❞② ❛♥❞ P✉❛✉t ❬❍❛r❞② ❛♥❞ P✉❛✉t✱ ✷✵✶✸❪ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ✉s❡s t❤❡ ❧❡❛st r❡❝❡♥t❧②

✉s❡❞ ✭▲❘❯✮ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡

✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❛❝❤❡ ❜❧♦❝❦s ❢❛✐❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❝❛❝❤❡

❜❧♦❝❦ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s

✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ✭♣❡r♠❛♥❡♥t✮ ❞✐s❛❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢❛✉❧t② ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❲❈❊❚s

♦❢ t❤❡ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❲❈❊❚ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢❛✉❧ts✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s

s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t✐❣❤t ✇❤✐❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❛❢❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐❝

❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

✷✻



✶✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

✶✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛r❡

✐♥ ❛♥ ✐♥❝✐♣✐❡♥t st❛❣❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦✈❡r t❤❡ ❛♥❛❧②s❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ s♦♠❡✲

t✐♠❡s r❡str✐❝t✐✈❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s

t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦st ❡①✐st✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t

s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ❜❡ ✐t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶ ♦r t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✶✳✷✳ ■♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs s♦♠❡ ♣r♦❣r❡ss ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

q✉❛♥t✐t✐❡s ❢♦r ❛ t❛s❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮✱ ❜✉t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧ ❝❛s❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ tr❡♥❞ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r

r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✐s ❝❧❡❛r ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❝❛s❡✱ ❜✉t ❛❧s♦

t❤❡ ♠✉❧t✐♣r♦❝❡ss♦r ❝❛s❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✭ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✮✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡r✐✈✐♥❣ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❛s❦✬ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♠✐s✐♥❣

✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✮✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❤❛s ♣r♦❣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦♥❣

✇❛② ❧❡❢t ❛❤❡❛❞ ♦❢ ✉s✱ ✇✐t❤ ♠❛♥② ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦

❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ♠❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ t♦♦❧s

t❤❛t t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❜❡tt❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r ♣r♦❝❡ss♦r

✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❛s❤✐♦♥✱

✐t ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢

♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣r♦❝❡ss♦r ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♣❧❛❝❡❞

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ♠❡t✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s♦✲

❧✉t✐♦♥s t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✱ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛♥② ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥s ♦❢

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✈✐❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t

♠❛❦❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ r❡❛❧✲❝❛s❡ s②st❡♠s✳

✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡

s②st❡♠

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦✉r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✳ ❲❡ st❛rt

❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞

❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s✳

✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ✐s ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st

♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❆ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭PF ✮ fX (·) ✇✐t❤ fX (x) = P (X =

x)✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [xmin, xmax]✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡

❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✉s✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥

X =

(

X0 = Xmin X1 · · · Xk = Xmax

fX (X
min) fX (X

1) · · · fX (X
max)

)

✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡
∑ki

j=0 fX (X
j) = 1✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ✐ts ❝✉♠✉✲

❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ FX (x) =
∑x

z=xmin fX (z)✳

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❝❛❧❧✐❣r❛♣❤✐❝ t②♣❡❢❛❝❡ t♦ ❞❡♥♦t❡ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ❚✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X ❛♥❞ Y ❛r❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧②✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

✐❢ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ❡✈❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ❡✈❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❚❤❡ s✉♠ Z ♦❢ t✇♦ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧②✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

X ❛♥❞ Y ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ X ⊗ Y ✇❤❡r❡ P{Z = z} =
∑k=+∞

k=−∞ P{X = k}P{Y =

z − k}✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s X =

(

3 7

0.1 0.9

)

❛♥❞ Y =

(

0 4

0.9 0.1

)

✐s ❡q✉❛❧ t♦

Z =

(

3 7

0.1 0.9

)

⊗

(

0 4

0.9 0.1

)

=

(

3 7 11

0.09 0.82 0.09

)

❆ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♦♣❡r❛t♦r t♦ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ⊖✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

X ⊖ Y = X ⊗ (−Y)✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ✿

Z ′ =

(

3 7

0.1 0.9

)

⊖

(

0 4

0.9 0.1

)

=

(

−1 3 7

0.01 0.18 0.81

)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ❚❤❡ ❝♦❛❧❡s❝✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡✲

r❛t♦r ⊕ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡

✭♣❛rt✐❛❧✮ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦ t❤❛t ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ❛r❡ ❦❡♣t ♦♥❧② ♦♥❝❡

❣❛t❤❡r✐♥❣ t❤❡ s✉♠♠❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s A1 =

(

5 8

0.18 0.02

)

❛♥❞ A2 =

(

5 6

0.72 0.08

)

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

(

5 8

0.18 0.02

)

⊕

(

5 6

0.72 0.08

)

=

(

5 6 8

0.9 0.08 0.02

)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ▲❡t X1 ❛♥❞ X2 ❜❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ s❛②

t❤❛t X1 ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ X2 ✐❢ FX1(x) ≤ FX2(x)✱ ∀x✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② X1 � X2✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ FX1(x) ♥❡✈❡r ❣♦❡s ❜❡❧♦✇ FX2(x)✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t X2 �

X1✳ ◆♦t❡ t❤❛t X2 ❛♥❞ X3 ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳

✸✵



✷✳✷✳ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ P♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❉❋s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢

t✇♦ ❈❉❋s ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ X2 ❛♥❞ X3✳ ❍❡r❡✱ X2

❛♥❞ X3 ❛r❡ ❜♦t❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ X1✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❉❈❋s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❧♦✇

t❤❛t ♦❢ X1✳

✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ♦❢ n s②♥❝❤r♦♥♦✉s t❛s❦s {τ1, τ2, . . . , τn} t♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥

♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② t❛s❦✲❧❡✈❡❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t τi ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ τj ❢♦r i < j✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② hp(i) t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s✬ ✐♥❞❡①❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ τi✳

❊❛❝❤ t❛s❦ τi ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❥♦❜s τi,j ✱ ✇✐t❤ j =

1, . . . ,∞✳ ❆❧❧ ❥♦❜s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r ❥♦❜s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦

❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ ♦t❤❡r t❛s❦s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭♣❊❚✮ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦❜ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✳

❊❛❝❤ t❛s❦ τi ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ s♣♦r❛❞✐❝ t❛s❦ ❬▼♦❦✱ ✶✾✽✸❪ ❛♥❞ ✐t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭♣❲❈❊❚✮ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ci❛♥❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐st✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭♣▼■❚✮✳ ❚❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭♣❲❈❊❚✮ Ci ♦❢ ❛ t❛s❦ τi

✐s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❊❚s Cji ✱ ∀j ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ � ❛s

Ci � C
j
i ✱ ∀j✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ Ci st❛②s ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ Cji ✱

∀j✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ Ci ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ci =

(

C0
i = Cmin

i C1
i · · · Cki

i = Cmax
i

fCi(C
min
i ) fCi(C

1
i ) · · · fCi(C

max
i )

)

, ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡
∑ki

j=0 fCi(C
j
i ) = 1✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ t❛s❦ τi ✇❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ Ci =
(

2 3 25

0.5 0.45 0.05

)

❀ t❤✉s fCi
(2) = 0.5✱ fCi

(3) = 0.45 ❛♥❞ fCi
(25) = 0.05✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭♣▼■❚✮

❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ti ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ❥♦❜s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭♣■❚✮ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❞❡s❝r✐❜❡s

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❥♦❜✬s ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✭♣▼■❚✮ Ti ♦❢ ❛ t❛s❦ τi

✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣■❚s T j
i ✱ ∀j ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ � ❛s

T j
i � Ti✱ ∀j✳ ●r❛♣❤✐❝❛❧❧② t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ Ti st❛②s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ T j

i ✱

∀j✳

❍❡♥❝❡✱ ❛ t❛s❦ τi ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t✉♣❧❡ (Ci, Ti)✳ ❆ ❥♦❜ ♦❢ ❛ t❛s❦ ♠✉st ✜♥✐s❤ ✐ts

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❥♦❜ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ ❛

♥❡✇ ❥♦❜ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❥♦❜ ✶✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ t❛s❦✬s ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠❛②

❛❧s♦ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Di ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✐ts

♣▼■❚✱ Ti✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ ▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞ ❬▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞✱ ✶✾✼✸❪ t❤❡ ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡q✉❡sts ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❛s❦ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ r❡q✉❡sts ❢♦r ♦t❤❡r t❛s❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ s❝❤❡❞✉✲

❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t❛s❦s ♠❛② ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡

t❛s❦s ❞♦ ♥♦t s❤❛r❡ ❛♥② r❡s♦✉r❝❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤✐s ❧❛t❡r ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❜❡ tr✉❡✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst ❝❛s❡ ♣❛r❛✲

♠❡t❡rs✱ t❤❡♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r

t❤❡ ❛♥❛❧②✐s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ▼■❚ ❛♥❞ ❲❈❊❚✱ t❤❡♥ t❤❡

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣❊❚ ❛♥❞

✶✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ●▼❋ t❛s❦s t❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❢r❛♠❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✳

✸✷



✷✳✸✳ ■♠♣♦s❡❞ ♣r♦♣r✐❡t✐❡s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠

♣■❚✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❊❚ ❛♥❞ ♣■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ ❞✐s✲

t✐♥❝t ❥♦❜s ♦❢ t❛s❦s ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ s♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✉s❡s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✭t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣st t❤❡ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✮✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt t❤❡r❡ ❛r❡

❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❬❇✉r♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✱ ❬❇❡r♥❛t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪ t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♣✉✲

❧❛s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

t❤❡ r❡❛❧ t✐♠❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥

♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ❝❛♥ ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ ❧♦♦♣✱ ✐t

♠✉st ✜♥✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐t st❛rt❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r t❤❛t ✐t ❝❛♥ t❡r♠✐♥❛t❡ ❬●r✐✣♥

❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✶✵❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐ts❡❧❢ ❤❛s s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✱

❤❡♥❝❡ ❛ ♣r♦❝❡ss♦r t✐❝❦ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❛t ♣r❡❝✐s❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t✐♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ♥♦t ❤❛✈❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ t✐❝❦s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳

✷✳✸ ■♠♣♦s❡❞ ♣r♦♣r✐❡t✐❡s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ s♦♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♣r♦♣r✐❡t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱

♣r♦♣r✐❡t✐❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s ❛t ✇❤✐❝❤ t❛s❦s

♠❛② ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❝❡rt✐✜❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✱ ❛ s❡r✐❡s

♦❢ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣♦♥ ✐t t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②

❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡tr✐❝ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦

t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✐s t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts r❡❧❡❛s❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠✲

♣❧❡t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❥♦❜s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✐s ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❛❞❧✐♥❡

♠✐ss✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✉st ❜❡ ❧❡ss ♦r

❡q✉❛❧ t♦ 10−9✱ ♦r ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡

♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ t❛s❦s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❏♦❜ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ❋♦r ❛ ❥♦❜ τi,j t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② DMPi,j ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ jth ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

❛♥❞ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✿

DMPi,j = P (Ri,j > Di). ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ Ri,j ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ jth ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi✳

■❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ✐ts ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥❧② ❤❛s ♦♥❡

✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡

❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✱ ❡✳❣✳ t❤❡

❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝❛s❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞

❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐t t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❉▼P ❛♠♦♥❣st ❛❧❧ ❥♦❜s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

[a, b]✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❚❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦✮ ❋♦r ❛ t❛s❦ τi ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✱

t❤❡ t❛s❦s✬ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

DMRi(a, b) =
P (R

[a,b]
i > Di)

n[a,b]
=

1

n[a,b]

n[a,b]
∑

j=1

DMPi,j , ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ n[a,b] = ⌈
b−a
Ti
⌉ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ♦❢ t❛s❦ τi r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✳

✷✳✹ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s

❊①❛♠♣❧❡ ✶ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❛s❦ s❡t γ = {τ1, τ2} ✇✐t❤ τ1 = τ2 = (

(

2 3

0.9 0.1

)

, 5) ✇✐t❤ t❤❡

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ❜♦t❤ t❛s❦s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ❛♥❞ ♣▼■❚ D1 = D2 = 5 ❛s

✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ C1 = C1 =

(

2 3

0.9 0.1

)

✳

❊❛❝❤ ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τ1 ❛♥❞ τ2✱ ❛t t❤❡✐r r❡❧❡❛s❡✱ ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ✇❡❛t❤❡r 2 ✉♥✐ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r

t✐♠❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.9 ✭✐✳❡✳ ✐♥ 90% ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s✮✱ ♦r ✐t ❝❛♥

r❡q✉✐r❡ ✐ts ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ 3 ✉♥✐ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥

✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.1 ✭✐✳❡✳ ✐♥ 10% ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s✮✳ ▲❡t ✉s ♣r❡s✉♠❡ t❤❛t τ1 ❤❛s

❤✐❣❤ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ τ2 ❧♦✇ ♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤❡ t✇♦ t❛s❦s ❤❛✈❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❧❡❛s❡s ❛♥❞ ✇❡

♣r❡s✉♠❡ t❤❛t ❥♦❜s ❛r❡ ❛❜♦rt❡❞ ✐❢ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ✜♥✐s❤ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

✸✹



✷✳✹✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❋♦r t❤✐s t❛s❦ s❡t✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st

✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ ❥♦❜s ♦❢ τ1 ❛♥❞ τ2 ❝❛♥ t❛❦❡✱ ♥❛♠❡❧② 3 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✳

❲✐t❤ s✉❝❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❡♠❡❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜✐✲

❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❆ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✐sr❡❣❛r❞s

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❥♦❜s ❛❝t✉❛❧❧② ✜♥✐s❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ ❋♦r

t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✿

✶✳ ❇♦t❤ τ1 ❛♥❞ τ2 ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 4✱ ✜♥✐s❤✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛t t = 5✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❥♦❜s ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ 2 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❛t ✐s P (R2,1 = 4) = 0.9× 0.9 = 0.81✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

✷✳ τ1 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ τ2 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐✲

r❡♠❡♥t ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ τ2 ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤✐♥ ✐ts

❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❤❛✈❡ ❛ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ 5✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣

✐s 0.9× 0.1 = 0.09✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

✸✳ τ1 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ τ2 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡✲

q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❝❡♥❛r✐♦✱ τ2 ✜♥✐s❤❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥

✇✐t❤ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❛t t = 5 ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐s

❛❧s♦ 0.09 = 0.1 × 0.9✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ r❡s✉❧t ✐♥

❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ τ2 ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ 5 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❡q✉❛❧ t♦

P (R2,1 = 5) = 0.09 + 0.09 = 0.18✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

✹✳ ❲❤❡♥ ❜♦t❤ τ1 ❛♥❞ τ2 ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts τ2 ♠✐ss❡s

✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ P (R2,1 >

D2) = 0.1× 0.1 = 0.01✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳

❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ t❛s❦s t♦

s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ♦t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛r❡ ♠✐ss❡❞

❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❧❛r❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦r s♠❛❧❧ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s

s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠✉st ♥♦t ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆

♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❛s❡s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳

✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❇♦t❤ τ1 ❛♥❞ τ2 ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ τ1 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ τ2 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥

r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳

✷✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②s✲

t❡♠s

❲❤❡♥ ❛♥❛❧②s✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇❛②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❡♥s✉r❡

t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ ♦✉rs❡❧✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❡♥s✉r❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ❜✉t

t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ✉s❛❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

✶✳ ▲✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡✮ ✿ ■❢ ❛❧❧ r❛♥✲

❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❛s❦s✬ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1✮✱ t❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ r❡✲
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✷✳✺✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ τ1 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ τ2 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥

r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❇♦t❤ τ1 ❛♥❞ τ2 ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❝❛s❡ τ2 ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

t✉r♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ❛♥❛❧②s✐s ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 1✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞ ❬▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②✲

❧❛♥❞✱ ✶✾✼✸❪ t❛s❦ s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❛s❦s✬ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s✱ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞

r❡s✉❧ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬❏♦s❡♣❤ ❛♥❞

P❛♥❞②❛✱ ✶✾✽✻❪✳

✷✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ t❤❛♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❜♦✉♥❞❡❞

✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡✲

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

r❛t♦r✮ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ r✐s❦ t❤❛t✱ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

✇✐❧❧ r✉♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❥♦❜ ♥❡✈❡r ✜♥✐s❤❡s

✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐t ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ t❤❛t ❤❛s ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② s♠❛❧❧

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr✐♥❣✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

✐s t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st♦♣s ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❧❧ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s t❤❛t ❤❛✈❡

❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 10−9✱ ✐✳❡✳ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ✇✐t❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ 10−9 ♦r ❧❡ss✳

✸✳ ❲♦rst ❝❛s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✿

✕ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s②st❡♠s ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛✲

❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

t❛s❦s✳

✕ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t t❤❡

✐♥st❛♥❝❡ ♦r t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❢♦r t❛s❦s ✇✐t❤

❤❛r❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ r❡❛❧✲

t✐♠❡ s②st❡♠ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐t✐❡s✴r❛t✐♦s ❢♦r t❛s❦s ❛♥❞ ❥♦❜s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦t ❥✉st t♦

r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ❜✉t t♦ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐✲

t✐❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✭❈❆◆✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ ❛s

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✇❛②s ♦❢

♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡

❛rt✱ ❜✉t s✉✐t❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛♥❛❧②s❡s✳

✸✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛t t❛s❦

❧❡✈❡❧ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡ ♠❡❡ts ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✐♠✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ❞❡❛❞❧✐♥❡✮ ❢❛✐❧✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

❲❡ r❡❢❡r t♦ ❛ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛t ♠❡❡ts s✉❝❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐t②

❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✉s❡ ✐♥ t❤❡

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞

s❝❤❡❞✉❧❡ ❤❛s ③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t✐♠✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t Γ ♦❢ n s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐❝

t❛s❦s {τ1, τ2, . . . , τn}✳ ❊❛❝❤ t❛s❦ τi ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (Ci, Ti, Di)

✇❤❡r❡ Ti ✐s t❤❡ ♣❡r✐♦❞✱ Di t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❛♥❞ Ci t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤

t❤❛t Di ≤ Ti✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② ♣♦❧✐❝②✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❥♦❜s

♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❛s❦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♦r✐t②✳ ▲❡t HP (i) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✇✐t❤

♣r✐♦r✐t✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❛s❦ τi ❛♥❞ LP (i) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t✐❡s

❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ τi✳

❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ✉s❡ Φ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❛ ✭♣❛rt✐❛❧ ♦r t♦t❛❧✮ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❜②

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❛ ❧✐st ♦❢ t❛s❦s ♦r❞❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇❡st t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t②✳ priority(i) ✐s ✉s❡❞ t♦

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❛s❦ τi✳ ❆❧❧ t❛s❦s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳

✸✳✶✳✶ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥

♦❢ Ri,j(Φ), (∀i, j,Φ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉✐❛③ ❡t ❛❧✳ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ P❋ ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fRi,j(Φ) = f
[0,λi,j ]

Ri,j(Φ) + (f
(λi,j ,∞)

Ri,j(Φ) ⊗ fCi
), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ λi,j ✐s t❤❡ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ ♦❢ τi,j ✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ri,j(Φ) = Bi(λi,j ,Φ)⊗ Ci ⊗ Ii(λi,j ,Φ), ✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ Bi(λi,j ,Φ) ✐s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦❧♦❣ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s r❡❧❡❛s❡❞ ❜❡❢♦r❡

λi,j ❛♥❞ st✐❧❧ ❛❝t✐✈❡ ✭♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ②❡t✮ ❛t λi,j ✳ Ii(λi,j ,Φ) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛❢t❡r λi,j ✳

❋♦r ❛ t❛s❦ τi✱ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ R
[a,b]
i (Φ) ♦❢ τi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts P❋ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❥♦❜

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ✿

f
R

[a,b]
i (Φ)

=
1

n[a,b]

n[a,b]
∑

j=1

fRi,j(Φ), ✭✸✳✸✮

✇✐t❤ n[a,b] = ⌈
b−a
Ti
⌉ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ τi r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳

■♥ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡ ❢♦r ❛ t❛s❦ ✐s ❣✐✈❡♥

❛s ❛ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡ ♣❡r ❤♦✉r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❬✻✺✸✱ ✷✵✵✽✱❆❘P✹✼✻✶✱ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡

♣❡r ❤♦✉r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡①❝❡❡❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✇❤✐❝❤ ❥♦❜s ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ t❛s❦ τi ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 10−2 s❡❝♦♥❞s ❂

10 ♠✐❧✐s❡❝♦♥❞s✱ ✐✳❡✳ 102 ❛❝t✐✈❛t✐♦♥s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠s✱ t❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r τi t♦ ❤❛✈❡

❛ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡ ♦❢ ❛t ♠♦st 10−9 ♣❡r ❤♦✉r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭t❤✐s ✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

✐♥t❡❣r✐t② ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛✐r❜♦r♥❡ s②st❡♠s ❬❆❘P✹✼✻✶✱ ✷✵✵✶❪✮ ❢♦r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦s 109

❤♦✉rs ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐ts ❡①❝❡❡❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢

10−13 ✭✐✳❡✳ 102 × 60× 60× 109 = 3.6× 1013✮✳
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✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✶✳✷ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❲❡ t❛❧❦ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②

❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡t❛✐❧s ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✸✱ ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ✐❢✱ ❢♦r

❛♥② ❛r❜✐tr❛r② t❛s❦✲s❡t Γ✱ ✐t ❛❧✇❛②s ✜♥❞s ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r s✉❝❤ ❛♥

❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡①✐sts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞

✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②s✲

t❡♠s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐♥❣ ❛ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❖P❆ ✭❖♣t✐♠❛❧ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧s♦

❦♥♦✇♥ ❛s ❆✉❞s❧❡②s✬ ♣r✐♦r✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❆✉❞s❧❡②✱ ✶✾✾✶✱❆✉❞s❧❡②✱ ✷✵✵✶❪✳

❚❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ❖P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ s❝❤❡❞✉❧❛✲

❜✐❧✐t② t❡st ❙ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ❬❆✉❞s❧❡②✱ ✶✾✾✶✱❆✉❞s❧❡②✱ ✷✵✵✶❪ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❖♣t✐♠❛❧ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t ❆❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ ❦✱ ❧♦✇❡st ✜rst ❞♦

❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦ τ ❞♦
✐❢ τ ✐s s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡ ❛t ♣r✐♦r✐t② ❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡st ❙ ✇✐t❤

❛❧❧ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t✐❡s t❤❡♥
❛ss✐❣♥ τ t♦ ♣r✐♦r✐t② ❦

r❡t✉r♥ ✉♥s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡
r❡t✉r♥ s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡

❚❤❡ ❖P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❛ss✐❣♥s t❛s❦s t♦ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s

st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② ✜rst✳ ❋♦r n t❛s❦s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❛t ♠♦st

n(n+ 1)/2 s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡sts ❛♥❞ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t

✐s s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡st ❙✱ ✐❢ ♦♥❡ ❡①✐sts✳

■♥ ❬❉❛✈✐s ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✶✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦

❜❡ ♠❡t ❜② ❛ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡st ❙ ❢♦r ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ❖P❆

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❛t ❛ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡st ❙ ♥❡❡❞s t♦ ♠❡❡t ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❖P❆ t♦

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✿

✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ✿ ❚❤❡ P❋ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ τk ♠❛②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❡st ❙✱ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤♦s❡ t❛s❦s✳

✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ✿ ❚❤❡ P❋ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ τk ♠❛②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❡st ❙✱ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤♦s❡ t❛s❦s✳

✕ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ✿ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦❢ t✇♦ t❛s❦s ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣r✐♦r✐t✐❡s ❛r❡

s✇❛♣♣❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ 1 − CDF ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ 1−CDF ♦❢

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② ❝❛♥♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡

❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❖P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡

s②st❡♠s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❤✐❣❤❡r

♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ ❛t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧

i ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ t❛s❦ ✐s ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ i t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧

✐ts r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❉▼❘ ❝❛♥ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭❖r❞❡r ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✮ ▲❡t Γ = {τ1, τ2, . . . , τn} ❜❡ ❛ s❡t

♦❢ n ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❞❡❛❞❧✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s

s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♣r❡✲❡♠♣t✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳

■❢ ❛ t❛s❦ τi ❤❛s ✐ts ♣r✐♦r✐t② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r

♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ✭❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ HP (i)✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ DMPi,j(Φ) ❢♦r ❛♥②

❥♦❜ ♦❢ τi ♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ DMRi(a, b,Φ), ∀a, b✳ ❙t❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ t❤❡

s❡ts HP (i) ❛♥❞ LP (i) ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Ri,j ♦❢ ❛♥② ❥♦❜ ♦❢ τi ✐s

✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ R
[a,b]
i ♦❢ t❛s❦ τi ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t②

♦r❞❡r ♦❢ t❛s❦s ✇✐t❤✐♥ HP (i) ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ LP (i)✳

Pr♦♦❢ ✷ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✱ ✇✐t❤ ♣r❡✲❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ t❤❡ t❛s❦s

✐♥ LP (i) ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τi ✭♦r ♦❢ t❤❛t ♦❢ ❛♥② ❥♦❜ τi,j ♦❢

t❛s❦ τi✮✱ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡✐r ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✳ ▲❡t τi,j ❜❡ t❤❡ ❥♦❜ ♦❢ t❤❡

t❛s❦ τi t❤❛t ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛t t✐♠❡ t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Ri,j

♦❢ τi,j ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❜❛❝❦❧♦❣ Bi ✐ts ♦✇♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡

s✉♠ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❥♦❜s t❤❛t ❛rr✐✈❡ ❛❢t❡r ✐ts r❡❧❡❛s❡✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❧♦❣ Bi ❛t t✐♠❡ t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②

t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ❜❡❢♦r❡ t✐♠❡ t ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞

✹✷



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛t t✐♠❡ t✮ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ②❡t✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡

♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✳

■♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t✱ ❛♥② t❛s❦ τk ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ⌈t/Tk⌉ r❡❧❡❛s❡s ✇❤✐❝❤

❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τi✱ ✇❤❛t❡✈❡r ✐ts ♣r✐♦r✐t②✳

❚❤✐s ✐s tr✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ t❤❡ t❛s❦ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡

❛r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲❡♠♣t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲❡♠♣t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛ t❛s❦ ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t②

❤✐❣❤❡r t❤❛♥ τi ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❛t t❛s❦ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ♦r

❛♥② ♣r✐♦r✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ τi✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τi ✐s t❤❡ s❛♠❡

✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ✇❡ ❛ss✐❣♥ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ✐♥ HP (i)✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✮ ▲❡t Γ = {τ1, . . . , τn} ❜❡ ❛

s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♣r❡✲

❡♠♣t✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t Φ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥✲

♠❡♥t t❤❛t ♠❛② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧✐st ♦❢ t❛s❦s ✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❧♦✇❡st t♦ ❤✐❣❤❡st

♣r✐♦r✐t②✳ ▲❡t Φ1 ❛♥❞ Φ2 ❜❡ t✇♦ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t✱ t♦ ❣❡t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛s✲

s✐❣♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ❤❛s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ t❛s❦ τi ✐♥

t❤❡ ❧✐st✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r t❛s❦s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ τi

✐s ❧♦✇❡r ✐♥ Φ1 t❤❛♥ ✐♥ Φ2✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥② ♦❢ ✐ts ❥♦❜s ✐s s✉❝❤ t❤❛t

Ri,j(Φ1) � Ri,j(Φ2)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t❛s❦ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ R
[a,b]
i (Φ1) � R

[a,b]
i (Φ2)✳

Pr♦♦❢ ✸ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❧♦❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ ♦t❤❡r t❛s❦s

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ τi✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❥♦❜ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b)✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳ ❲✐t❤ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t

Φ1 ✭✇❤❡r❡ t❛s❦ τi ✐s ❛t ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t②✮ τi ❤❛s ❜❛❝❦❧♦❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♥♦

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ2✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ❛t

❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ t❛s❦ τi ✐♥ Φ2 ❛r❡ ❛❧s♦ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ τi ✐♥ Φ1✳ ❍❡♥❝❡✱

❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥② ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi ❝❛♥♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡

♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ Φ1 t♦ Φ2✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ♥❡✐t❤❡r

❝❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τi

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳ ❚❤❡

❧♦✇❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✱ ❛♥❞ s♦

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛

s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❉▼P✮✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❉▼P ❛♥❞ DMR✮ ▲❡t Γ = {τ1, . . . , τn} ❜❡ ❛ s❡t

♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ s❝❤❡❞✉❧❡❞

♣r❡✲❡♠♣t✐✈❡❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t Φ1 ❛♥❞ Φ2 ❜❡ t✇♦ ♣r✐♦r✐t②

❛ss✐❣♥♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t✱ t♦ ❣❡t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ❤❛s t♦

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ t❛s❦ τi ✐♥ t❤❡ ❧✐st ✭♣r✐♦r✐t② s❡q✉❡♥❝❡✮✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡

r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r t❛s❦s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ τi ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ Φ1 t❤❛♥

✐♥ Φ2✱ t❤❡♥ DMPi,j(Φ1) ≥ DMPi,j(Φ2) ❛♥❞ DMRi(a, b,Φ1) ≥ DMRi(a, b,Φ2)✳

Pr♦♦❢ ✹ ❯♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ st❛t❡❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝

t❛s❦ τi ❝❛♥♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t②✳ ❯♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ DMPi,j(Φ) = P (Ri,j(Φ) > Di) ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✮✮ ❛♥❞ DMRi(a, b,Φ) =
P (R

[a,b]
i (Φ)>Di)
n[a,b]

✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✮✱ t❤❡ ❥♦❜ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ t❛s❦ ❞❡❛❞✲

❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ❝❛♥♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ t❛s❦✬s r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t②✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❚❤❡ ❖♣t✐♠❛❧ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t ✭❖P❆✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦✲

r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ❢♦r ❛♥② ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❡st ❙ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ ❈♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ✶✲✸✳

Pr♦♦❢ ✺ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❖P❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲

t✐♠❡ s②st❡♠s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐st❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ♠❡t ❜② ❛

s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡st ❙ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s t❡st❡❞✳

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✶ ✐s ♠❡t✳ ❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r②

✶ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸ ✐s ♠❡t✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✷ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❡t ✐♥ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡

s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

✸✳✶✳✸ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❛❢t❡r ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ♠✐ss❡❞

❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ♠✐ss❡❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✇❛②s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡

s②st❡♠ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s

❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✮ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❡✳ ■♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st

✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ✭♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤

✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✹✹



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❏♦❜ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛t ❞❡❛❞❧✐♥❡

❖♥❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t

✇❤❡♥ ❛ ❥♦❜ r❡❛❝❤❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❜② ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❛t

❥♦❜✳ ❇② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ s②st❡♠ ❧♦♦s❡s t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❥♦❜

❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ s♦✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ✇❛✐t ❢♦r ❛ ❢✉t✉r❡ ❥♦❜

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥

✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❥♦❜s ❛t ❞❡❛❞❧✐♥❡s ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣

s②st❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡s❡ ❥♦❜s ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ♦✈❡r❤❡❛❞✳

❋♦r s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡✱ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❥♦❜s ❛♥❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②✱ ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ✐❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

♣♦❧✐❝② ✐s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞♦ ♥♦t ❝❛rr② ♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡

♣♦❧✐❝② t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ◆♦t❛❜❧②✱ ♦♥❝❡ ❛ ❥♦❜ τi,j ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❛t ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞

❧❡❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ♣r♦❝❡ss♦r t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② ❥♦❜ τm,n t♦ ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡

t♦ r❡❛❝❤ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ■❢✱ ✐♥st❡❛❞✱ τi,j r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ✐t ♠✐❣❤t ❝❛✉s❡ τm,n t♦

❜❡❝♦♠❡ ✉♥✲s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠✐❣❤t ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱

❞❡❧❛②✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ❥♦❜ t❤❛t t❛❦❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r τm,n t♦ ✜♥✐s❤

❡①❡❝✉t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✶ ❆ s②st❡♠ t❤❛t ❞✐s❝❛r❞s ❥♦❜s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t

♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ✐s ♥♦t ❖P❆✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢ ✻ ❆s ❛ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❖P❆✲

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ♠❡t✳

▲❡t τ = {τ1, τ2, τ3} ❜❡ ❛ t❛s❦✲s❡t s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs (C, T,D) ✇✐t❤ τ1 = (

(

2

1

)

, 10, 3)✱ τ2 = (

(

1 2

0.5 0.5

)

, 10, 4) ❛♥❞ τ3 =

(

(

2

1

)

, 10, 5)✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❛s❦ τ3 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t②✳

■❢ t❛s❦ τ1 ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t②✱ t❤❡♥ t❛s❦ τ3 ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.5 ♦❢

♠✐ss✐♥❣ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛❧❧ 3 t❛s❦s ❡①❡❝✉t❡ ❢♦r ✷ ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✳

■❢ t❛s❦ τ2 ✐s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t②✱ t❤❡♥ t❛s❦ τ3 ❛❧✇❛②s ♠❡❡ts ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❛s❦ τ2 ❡①❡❝✉t❡s ❢♦r 2 ✉♥✐ts✱ t❤❡♥ t❛s❦ τ1 ♠✐ss❡s ✐ts

❞❡❛❞❧✐♥❡ ❛t t = 3 ❛♥❞ ✐s ❛❜♦rt❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s 2 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✱ ❢r♦♠ t = 3 t♦ t = 5 ❢♦r

τ3 t♦ ✜♥✐s❤ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ✐♥ ❛ s②st❡♠

t❤❛t ❛❜♦rts ❥♦❜s ♦♥ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛

❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1 ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t

❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❖P❆✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

❏♦❜ ❝❛rr✐❡s ♦♥ ❛❢t❡r ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ❤❛s ♣❛ss❡❞

❆♥♦t❤❡r ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ❥♦❜ ♠✐ss❡s ✐ts

❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ❜② ❧❡tt✐♥❣ ✐t ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇♦r❦ ❞♦♥❡

❜② t❤❡ ❥♦❜ ❛r❡ ♥♦t ❧♦st✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s ♦♥❧② s②♠❜♦❧✐❝ s✐♥❝❡ ♥♦ ❛❝t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ✐❢

✐t ✐s ♠✐ss❡❞✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ ❛ ❥♦❜ t❛❦❡s t♦♦ ❧♦♥❣

t♦ ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛❜♦rt❡❞ ❛t ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ t❤❡♥ ✐t ♠✐❣❤t ❝r❡❛t❡ ❜❛❝❦❧♦❣✱

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❧❛②✐♥❣ ♦t❤❡r ❧♦✇❡r✲♣r✐♦r✐t② ❥♦❜s✱ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ♠✐ss t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡

❞❡❛❞❧✐♥❡s✳

❆♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❛♥❛❧②③❡ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ s✐♥❝❡ ❥♦❜s ❢r♦♠ ♦♥❡

❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ✭♦r ❛♥② st✉❞② ✐♥t❡r✈❛❧✮ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞✱ ❝r❡❛t✐♥❣

❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❜❛❝❦❧♦❣ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❞✐✛❡r

❢r♦♠ ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞ t♦ ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❥♦❜ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✉♥❧❡ss ❛❧❧ ❥♦❜s ✉♣ t♦ t❤❛t ♣♦✐♥t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ s❛❢❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❥♦❜s ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ♦♥❡ ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ♥♦t ❜❡✐♥❣

❡♥♦✉❣❤✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ✇❤② t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❛♥❞

♣r♦✈✐❞❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✭♦r ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢✮ t❤❛t

t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧✳

❆ s✉❜s❡t ♦❢ t❛s❦s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ♣❛st t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s

■♥ s♦♠❡ s②st❡♠s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ t❛s❦s✱ ✐✳❡✳ s♦♠❡ t❛s❦s ♠❛② ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ♣❛st t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs

❛r❡ ❛❜♦rt❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ♠✐①❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② s②st❡♠s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s

♣r✐✈✐❧❡❣❡❞ ✇❤✐❧❡ t❛s❦s ✐♥ ❧♦✇❡r ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❛❝r✐✜❝❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣

t♦ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ st♦♣✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✐❢ ✐t ♦✈❡rr✉♥s✱ t❤❡

❜❡st ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❧❡t t❤❡ t❛s❦ ❡①❡❝✉t❡ ❛♥❞ r❡❝♦✈❡r ♦✈❡r t✐♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ❧✐♠✐t✐♥❣

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❜♦rt❡❞ ❛t ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦r ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✹✻



✸✳✷✳ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ ✐❢ t❤❡✐r ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳

❙②st❡♠ r❡s❡t ❛t s②♥❝❤r♦♥♦✉s r❡❧❡❛s❡

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ❛♥② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡

❥♦❜ ✐s ❛❜♦rt❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ r❡s❡t ♣r✐♦r t♦ s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② r❡❧❡❛s✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s

❛t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇❡ ❛✐♠ t♦ r❡❧❛① t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥

❛♥❞ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r❡s❡tt✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥

❢♦❝✉s ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ✜rst ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞ [0, H] ✭✇✐t❤ H = lcm{T1, T2, · · · , Tn}✮

✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✐♥t❡r✈❛❧✳

✸✳✷ ❙t❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s

❇❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✱ ✇❡ ✜rst ✇❡ r❡♠✐♥❞ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❡✲

tr✐❝s t❤❛t ✇❡ ❡♠♣❧♦② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ ❥♦❜ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ t❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❏♦❜ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss✮ ❋♦r ❛ ❥♦❜ τi,j ❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ✱

t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② DMPi,j ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ j✲t❤ ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi

♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✿

DMPi,j(Φ) = P (Ri,j(Φ) > Di). ✭✸✳✹✮

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❚❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦✮ ❋♦r ❛ t❛s❦ τi✱ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]

❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ✱ t❤❡ t❛s❦ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

DMRi(a, b,Φ) =
P (R

[a,b]
i (Φ) > Di)

n[a,b]

=
1

n[a,b]

n[a,b]
∑

j=1

DMPi,j(Φ), ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ n[a,b] = ⌈
b−a
Ti
⌉ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ♦❢ t❛s❦ τi r❡❧❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b]✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❤②♣❡r♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐✳❡✳✱ a = 0 ❛♥❞ b = H✱ t❤❡ t❛s❦

❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② DMRi(Φ) ❢♦r ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ ❛♥❞ ❛ t❛s❦

τi✳ ❯♥❧❡ss s♣❡❝✐✜❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] = [0, H]✳

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❚❤❡DMP ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ❥♦❜ ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡DMR

❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❤②♣❡r♣❡r✐♦❞ t❤❛t ❛ ❥♦❜ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✇✐❧❧ ♠✐ss

✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱

t❤❛t ❛ ❥♦❜ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✇✐❧❧ ♠✐ss ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

❋♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ τi ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r pi ∈ [0, 1]✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✿

✶✳ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭❇P❆P✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜♥❞✐♥❣

❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ DMR ♦❢ ❡✈❡r② t❛s❦ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞ s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✐✳❡✳ DMRi(Φ) ≤ pi✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐t②

❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ∗ s✉❝❤ t❤❛t DMRi(Φ
∗) ≤ pi, ∀i✳

✷✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭▼P❆P✮✳ ❚❤✐s

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ ❛♥② t❛s❦✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ∗

s✉❝❤ t❤❛t maxi{DMRi(a, b,Φ
∗)} = minΦ{maxiDMRi(a, b,Φ)}, ∀i✳

✸✳ ❆✈❡r❛❣❡ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭❆P❆P✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜♥❞✐♥❣

❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s ❢♦r

❛❧❧ t❛s❦s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ∗ s✉❝❤ t❤❛t
∑

iDMRi(a, b,Φ
∗) = minΦ{

∑

iDMRi(a, b,Φ)}, ∀i✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ � ❛s ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ s✉♠✲

♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ Y✱ ♥♦t❡❞ X � Y ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀V P (Y ≤ V ) ≤ P (X ≤ V )✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✲

s❤✐♣ � ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❞❡✜♥❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦r❞❡r ❛♠♦♥❣

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✸✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t②

❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭❇P❆P✮ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❋✐rst ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ♠❡❛♥ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❖♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❇P❆P✮ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲

❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs (Ci, Ti, Di, pi)✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❇P❆P ✐❢✱ ❢♦r ❛♥②

✹✽



✸✳✸✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

❛r❜✐tr❛r② t❛s❦✲s❡t Γ✱ ✐t ❛❧✇❛②s ✜♥❞s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇❤❡♥❡✈❡r s✉❝❤ ❛♥

❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡①✐sts✳

■♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❞♦♠❛✐♥✱ ♠❛♥② ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✉❝❤ ❛s ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✭❘▼✮✱ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ✭❉▼✮✱ ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞✲

❧✐♥❡ ❋✐rst ✭❊❉❋✮ ❛♥❞ ♦t❤❡rs✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

♦♣t✐♠❛❧ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐✲

♠❛❧✐t② ♦r ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♣r♦✈❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❡♠♣❧♦② s✉❝❤

❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ ❜✉t ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❙✐♥❝❡ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♥♦t t❤❛t ♦❢ ♣r♦✈✐♥❣ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❡①✐st✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤✐s ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉r✐♦✉s r❡❛❞❡r ❛♥❞ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ ♣r❡s❡♥t

❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❆❘❊ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✸✳✸✳✶ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✭❜✉t ✐♥❝♦rr❡❝t✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t②

❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝

Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣r✐♦r✐t✐❡s t♦ t❛s❦s ✐♥

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s✱ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t②✮✳

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝②

✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❇P❆P✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❛s❦ s❡t Γ = {τ1, τ2} s✉❝❤ t❤❛t τ1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

(

(

1 2 3 4

0.2 0.3 0.3 0.2

)

, 5, 5, 0.4) ❛♥❞ τ2 ❜② (

(

4

1

)

, 10, 10, 0.2)✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t τ2✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦✱ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❥♦❜s ♦❢

t❛s❦ τ1 ✿

R1,1 =

(

5 6 7 8

0.2 0.3 0.3 0.2

)

R1,2 =

(

6 7 8 9 10 11 12

0.04 0.12 0.21 0.26 0.21 0.12 0.04

)

✳

❚❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ t❛s❦ τ1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② DMR1 =
DMP1,1+DMP1,2

2 =
0.8+0.16

2 = 0.96
2 = 0.48 ✇❤✐❝❤ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

r❛t✐♦ ♦❢ 0.4✳

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐❢ τ1 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②✱ t❤❡♥ τ1 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡DMR1 = 0✱

❛♥❞ τ2 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢R2 =

(

5 7 8 9 10 11 12

0.2 0.06 0.15 0.22 0.21 0.12 0.04

)

❛♥❞ DMR2 = 0.16 ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❡♥ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ DMR ♦❢ 0.2✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st t❛s❦ s❡ts ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠❛①✐✲

♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ t❛s❦✬s ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ②❡t ❛r❡ ❢❡❛✲

s✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❍❡♥❝❡ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣r✐♦r✐t✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r

❇P❆P✳

✸✳✸✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ t❛s❦✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦

❆✉❞s❧❡②✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❆✉❞s❧❡②✱ ✶✾✾✶✱❆✉❞s❧❡②✱ ✷✵✵✶❪ ❝❛♥

❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❇P❆P✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ♣r✐♦r✐t✐❡s t♦ t❛s❦s ✐♥ ❛ ❣r❡❡❞② ❢❛s❤✐♦♥✱

st❛rt✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✉♣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✳

❲❤✐❧❡ ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❛s❦ τi t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❜♦✉t

t❤❡ t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s ✭t❛s❦s ✐♥ LP (i)✮

❛s t❤❡✐r r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②

❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛s❦s✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢

t❛s❦ τi ❛s ❛❧❧ ♦❢ t❤♦s❡ t❛s❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ HP (i) ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ pi ❢♦r ❡❛❝❤ t❛s❦ τi ✐s s♣❡❝✐✜❡❞

❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②

❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ❛ t❛s❦ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛t ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ ♦r ✐❢ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ♦❝❝✉♣② ❛ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳

❚♦ ✜♥❞ ❛ t❛s❦ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ♥❡①t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ k✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❝❤❡❝❦s

❡❛❝❤ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦ ✐♥ t✉r♥ t♦ s❡❡ ✐❢ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ r❛t✐♦ ✇♦✉❧❞

❜❡ ❡①❝❡❡❞❡❞ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ k✱ ✐❢ ♥♦t✱ t❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞

t♦ t❤❛t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ t❤❡ ♥❡①t ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②✳ ■❢ ✐t

✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✱ t❤❡♥ t❤❛t t❛s❦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❝❤❡❝❦ ♦t❤❡r ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s t♦ s❡❡ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡

❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ k✳

✺✵



✸✳✸✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ❢♦r ❛ t❛s❦ ❛t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧

k ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥ ♣r✐♦r✐t✐❡s t♦ t❤❡ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s t❤❛t ✇✐❧❧ ♦❝❝✉♣② t❤❡

♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s ❛❜♦✈❡ ♣r✐♦r✐t② k✱ ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t

❛✛❡❝t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ♣r✐♦r✐t② k✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❆✉❞s❧❡②✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❆✉❞s❧❡②✱ ✶✾✾✶❪ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t

r❡q✉✐r❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❛s❦s t♦ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t②

❧❡✈❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ p✱ ❛♥❞ ✇❡

❛r❡ ♥♦✇ s❡❡❦✐♥❣ ❛ t❛s❦ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ k✱ ✐❢ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❧❡❢t ✉♥❛ss✐❣♥❡❞

❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤✐s ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ t❤❡♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❧❡ss t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ❛♥❞ tr②

❛♥❞ ♠♦✈❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥

❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r DMR✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❧❡❢t ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t ♣r✐♦r✐t②

❧❡✈❡❧ k ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s t❤❡ t❛s❦s

s❡t ✐s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ♥♦ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡①✐sts s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❝❛♥ ♠❡❡t

t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❇P❆P ✿ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s t❤❛t ❢♦r ∀τi✱

DMRi < pi
■♥♣✉t✿ Γ = {τi, i ∈ 1..n} ✴✯ s♦✉r❝❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✯✴

❖✉t♣✉t✿ Φ ✴✯ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s ✯✴

Φ← ()

❢♦r l ∈ n..1 ❞♦

assignment← FALSE

❢♦r τi ∈ Γ′ ❞♦

✴✯ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ DMRi < pi ✯✴

✐❢ feasible(τi,Φ) t❤❡♥

Φ← Φ.τi

Γ′ ← Γ′\{τi}

assignment← TRUE

❜r❡❛❦

✐❢ assignment = FALSE t❤❡♥

✴✯ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛ t❛s❦ t♦ ♣✉t ❛t t❤✐s ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ ✯✴

❜r❡❛❦

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❇P❆P✳

Pr♦♦❢ ✼ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✱

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳

✸✳✹ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ Pr✐♦✲

r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

✸✳✹✳✶ ❚❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠

❋♦r ▼P❆P ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭▲●❆✮✳ ■t ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❆✉❞✲

s❧❡②✬s ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❆✉❞s❧❡②✱ ✶✾✾✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸

✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❜✉✐❧❞s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ Φ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st

♣r✐♦r✐t② ✜rst✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t♦ Φ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐s ✿

✕ ❧❛③② ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦ τ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t t❤❡

❝✉rr❡♥t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ l ✇✐t❤♦✉t ❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst ❉▼❘✱ t❤❡♥ τ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞

t♦ t❤✐s ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞

✕ ❣r❡❡❞② ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐❢ ♥♦ s✉❝❤ ♥♦♥✲❞❡❣r❛❞✐♥❣ t❛s❦ ❡①✐sts✱ t❤❡♥ ✐t ❛ss✐❣♥s t♦ t❤❡

❝✉rr❡♥t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❡ t❛s❦ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦✱

✇✐t❤♦✉t r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✬s ♠❛✐♥ ❧♦♦♣ ❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r ✿ l ∈ n..1✳ ❆t

❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❢♦r ❧♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡

♦♥❡ ✭τbest✮ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ❜❡st ❉▼❘ ✭DMRbest✮ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ l ✭t❤✐s ✐s

t❤❡ ❣r❡❡❞② ♣❛rt✮✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦ τi✱ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧

❉▼❘ δ ✭✐❢ τi ✐s ♥♦t ✐♥ Φ✱ DMRi(Φ) ✐s t❤❡ ❉▼❘ ♦❢ τi ✐❢ ❛♣♣❡♥❞❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ Φ✮

❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ t❛s❦✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❡❛❝❤ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦✬s

❉▼❘ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦rst ❉▼❘ ♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ Φ ✭r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s DMRworst✮ s♦ t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ t❛s❦ ✐s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ❜❡tt❡r

t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ DMRworst✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❛♥❞ t❤✐s t❛s❦ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✭t❤✐s ✐s

t❤❡ ❧❛③② ♣❛rt✮✳

✸✳✹✳✷ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠

❇❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ▼P❆P✱ ✇❡ ♠✉st ✜rst ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✇❡ ♠❡❛♥ ❜② ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐♥ t❤✐s

✺✷



✸✳✹✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✿ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉t✿ Γ = {τi, i ∈ 1..n} ✴✯ s♦✉r❝❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✯✴

❖✉t♣✉t✿ Φ ✴✯ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❛s❦s ✯✴✱ DMRworst ✴✯ ✇♦rst DMR ✯✴

Φ← ()

DMRworst ← 0

✴✯ ▲♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s ✭❢r♦♠ ❧♦✇❡st t♦ ❤✐❣❤❡st✮ ✯✴

❢♦r l ∈ n..1 ❞♦

✴✯ ❙❡❛r❝❤ ❛♠♦♥❣ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s ✯✴

(τbest, DMRbest)← (0,+∞)

❢♦r τi ∈ Γ ❞♦

✴✯ ❈♦♠♣✉t❡ ❉▼❘ ♦❢ ❝✉rr❡♥t t❛s❦ τi ✯✴

δ ← DMRi(Φ)

✴✯ ■❢ t❤✐s ❉▼❘ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✭♦r ❡q✉❛❧ t♦✮ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦rst ❉▼❘ ✐♥ Φ✱ ❜❡ ❧❛③② ✿ ♣✐❝❦

t❤✐s t❛s❦ ❛♥❞ st♦♣ t❤❡ s❡❛r❝❤✳ ✯✴

✐❢ δ ≤ DMRworst t❤❡♥

(τbest, DMRbest)← (τi, δ)

❜r❡❛❦

✴✯ ■❢ t❤✐s ❉▼❘ ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ ♦t❤❡r ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s✱ r❡♠❡♠❜❡r t❤✐s t❛s❦✳ ✯✴

✐❢ δ < DMRbest t❤❡♥

(τbest, DMRbest)← (τi, δ)

✴✯ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ t❛s❦ ✐♥ τbest ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✳ ✯✴

Γ← Γ\{τbest}

Φ← Φ.τbest

✴✯ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ❉▼❘ ✐♥ Φ✳ ✯✴

✐❢ DMRworst < DMRbest t❤❡♥

DMRworst ← DMRbest

r❡t✉r♥ (Φ, DMRworst)

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

✭❧♦✇ P✳✮ ← → ✭❤✐❣❤ P✳✮

t❛s❦s τΦg(4) τΦg(3) τΦg(2) τΦg(1)

❉▼❘ ✶✸ ✷✷ ✶✼ ✷✷

M ✕ m1 = 3 ✕ m2 = 1

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ DMRs ❛♥❞ M s❡t

❝❛s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❖♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ▼P❆P✮ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲

❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (Ci, Ti, Di)✳ ❆ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ P ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ▼P❆P ✐❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ P✱ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② t❛s❦s❡t

Γ✱ ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ❢♦r ❛♥② t❛s❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ❚❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭▲●❆✮ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▼P❆P✳

Pr♦♦❢ ✽ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ n t❛s❦s τ1, . . . , τn✳ ▲❡t Φ
g ❜❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭Φg ✐s ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦✈❡r 1..n✱ ❛♥❞ Φg(i)

✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ i✲t❤ t❛s❦ ❜② ♦r❞❡r ♦❢ ♣r✐♦r✐t②✮✳

▲❡t M ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ Φg ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐t❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ✿ M = argmaxiDMRΦg(i)(Φ
g) = {m1, . . . ,m|M |}✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❆ ✜rst ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤✐s s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐t❡♠ ✭❜✉t

♣♦ss✐❜❧② ♠♦r❡✮✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❛s t❤❡② ❛♣♣❡❛r ✐♥

Φg✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ✈❡r✐❢② ✿ m1 > m2 > · · · > m|M | ✭❛s t❤❡ ✜rst t❛s❦s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❤❛✈❡ ❧♦✇ ♣r✐♦r✐t✐❡s✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ t❛s❦s ✭τΦg(i)✮ ✐s

❛❞❞❡❞ t♦ M ✭m1 = i✮✱ ❡❛❝❤ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛s❦ ❤❛s ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ✭DMR✮ ❛t t❤❛t

♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ t❤❛t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ τΦg(m1)✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②

❜❡❝♦♠❡ ❡q✉❛❧ ♦r ❜❡tt❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ t❛s❦ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛ ♣r✐♦r✐ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ✏✇♦rs❡ t❛s❦s✑ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s✳

▲❡t Φ′ ❜❡ ❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s r❡❢❡r t♦ ✿

✕ τc = τΦg(m1) ❛s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❛s❦ ♦❢ Φ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✐♥ Φ t❤❛t

❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦r ✇♦rst DMR ❢♦r ❛♥② t❛s❦ ✐♥ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r Φ ❀

✕ DMRg
c ❛s t❤❡ DMR ♦❢ τc ✐♥ Φg ❀

✕ HP (τ,Φ) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t✐❡s t❤❛♥ τ ✐♥ Φ ✭Φ ♦♠✐tt❡❞ ✇❤❡♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✮ ❀

✺✹



✸✳✹✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

✭❧♦✇ P✳✮ ← → ✭❤✐❣❤ P✳✮

Φg = ✻ ✺ ✹ ✸ ✷ ✶

✻ ✺ ✹ ✸ ✶ ✷ ✭✶✳ ❧♦✇❡r τb✮

✻ ✺ ✹ ✶ ✸ ✷ ✭✷✳ s✇❛♣ τc ❛♥❞ τb✮

✹ ✺ ✻ ✶ ✸ ✷ ✭✸✳ ♣❡r♠✉t❡ LP (τb)✮

✹ ✶ ✺ ✻ ✸ ✷ ✭✹✳ ❧♦✇❡r τb✮

Φ′ = ✹ ✶ ✸ ✺ ✻ ✷ ✭✺✳ ♣❡r♠✉t❡ HP (τb)✮

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ Φg t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ Φ′ ✇✐t❤

τc❂t❛s❦ ✸ ❛♥❞ τb❂t❛s❦ ✶✳

✕ LP (τ,Φ) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t✐❡s t❤❛♥ τ ✐♥ Φ ❀

✕ τb ❛s t❤❡ t❛s❦ ✐♥ HP (τc,Φ
g) ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② ✐♥ Φ′ ❀ t❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡

♦✉r ✏❜❛❞✑ t❛s❦ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❀

✕ DMR′
b ❛s t❤❡ DMR ♦❢ τb ✐♥ Φ′✳

❚♦ s❤♦✇ t❤❛t Φ′ ❤❛s ❛ ✏✇♦rst DMR✑ t❤❛t ✐s ♥♦ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ Φg✱ ✇❡ ♥♦✇

❞❡s❝r✐❜❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❛t t✉r♥s Φg ✐♥t♦ Φ′ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❛t DMR′
b

✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ DMRg
c ✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✱ ✇✐t❤

♥✉♠❜❡rs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❛s❦s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❛s❦s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦✈❡❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ Φg✮ ✿

✶✳ ❧♦✇❡r τb t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ τc ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r

♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t❛s❦s ❀ t❤✐s ♦♥❧② ❛❧t❡rs t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ DMRs✱ ♦❢

❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❀

✷✳ s✇❛♣ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦❢ t❛s❦s τc ❛♥❞ τb ❀ t❛s❦ τb t❤❡♥ ❤❛s ❛ DMR ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r

❡q✉❛❧ t♦ DMRg
c ✭♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s❡❧❡❝t❡❞

✐t✖♦r ❛♥♦t❤❡r t❛s❦✖✐♥st❡❛❞ ♦❢ τc✮ ❀

✸✳ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ t❛s❦s ✐♥ LP (τb) s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r

❛s ✐♥ Φ′ ❀ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ DMR✱ ♦❢ t❛s❦ τb ❀

✹✳ ❧♦✇❡r t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❛s❦ τb t♦ ♣❧❛❝❡ ✐t ❛t ✐ts ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡

t❛s❦s ✐♥ LP (τb) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ Φ′ ❀ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ♠❛❦❡ τb✬s

DMR ❜❡tt❡r ❀

✺✳ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ t❛s❦s ✐♥ HP (τb) t♦ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ Φ′ ❀ t❤✐s ❧❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❛❧t❡r τb✬s DMR✳

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t✱ ✐♥ Φ′✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ t❛s❦ ✭τb✮ ❤❛s ❛ DMR

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ DMRg
c ✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t

❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ▼P❆P

❈♦♠♣❧❡①✐t② ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲❧❛③② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲●❆✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦t ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ t❛s❦

❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ❉▼❘ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✇♦rst ❉▼❘ ✐♥ Φ✳ ❚❤❡♥✱ ♥✉♠❜❡r✐♥❣

✐t❡r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ n t♦ 1 ✭r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦s✮✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ i ❤❛s

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ DMRs ♦❢ i t❛s❦s ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❜❡st ♦❢ t❤❡s❡ i t❛s❦s t♦ ❛ss✐❣♥✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ DMR ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ❝♦st✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i ❤❛s

❝♦♠♣❧❡①✐t② O(i) ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n(n+1)/2)

DMR ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✭❧❛③②✮ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲●❆✱ ♠❛♥② s❡❛r❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❜❡st t❛s❦ t♦ ❝❤♦♦s❡

✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❡❛r❧②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞✲✉♣s✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡✱

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(n) DMR ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

✸✳✺ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦✲

❜❧❡♠

❚❤❡ max ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ▼P❆P ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❛s ✐t ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡

✇♦rst DMR ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❛s❦s✳ ❆ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ DMR

♦✈❡r ❛❧❧ t❛s❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✉s✐♥❣ ❛ s✉♠ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛①✳ ❚❤❡ s✉♠

❛♥❞ ♠❛① ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

g(Φ) =
⊕

τi∈Φ

DMRi(Φ), ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡
⊕

r❡♣r❡s❡♥ts ❡✐t❤❡r t❤❡ sum ✭
∑

✮ ♦r t❤❡ max ♦♣❡r❛t♦r✳

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❆P❆P ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠♠❛✲

t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✳ ❋✐rst ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ✇❡ ♠❡❛♥ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❖♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❆P❆P✮ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✲

❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②

♣❛r❛♠❡t❡rs (Ci, Ti, Di)✳ ❆ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ P ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

❆P❆P ✐❢ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠ P✱ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② t❛s❦s❡t

Γ✱ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡tr✐❝ g(Φ) ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✻✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦ ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣✳

✺✻



✸✳✺✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

✸✳✺✳✶ ❲❤❡♥ ❇❡✐♥❣ ●r❡❡❞② ✐s ♥♦t t❤❡ ❇❡st ❈❤♦✐❝❡

❆ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❆P❆P✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ s❡❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤✐s ✐s

♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻ ❚❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② r❡t✉r♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲

♦♣t✐♠❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ DMR✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ t✐♠❡

✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ❤②♣❡r♣❡r✐♦❞✳

❊①❛♠♣❧❡ ✾ ✭❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ sum ❝r✐t❡r✐♦♥✮ ▲❡t τ = {τ1, τ2} ✇✐t❤ ❡❛❝❤

t❛s❦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♣❛r❛♠❡t❡rs (Ci, Ti, Di)✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r τ1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② (

(

1 3

0.5 0.5

)

, 4, 2)

❛♥❞ τ2 ❞❡✜♥❡❞ ❜② (

(

1 2 4

0.3 0.2 0.5

)

, 4, 4)✳

❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s✱ t❤❡ DMRs✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ t❤❡ s✉♠ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ Pr✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣s ✿

✕ τ2 > τ1 ✿

R1 =

(

1 D+
1

0.5 0.5

)

R2 =

(

2 3 4 D+
2

0.15 0.1 0.15 0.6

)

✕ τ1 > τ2 ✿

R2 =

(

1 2 4

0.3 0.2 0.5

)

R1 =

(

2 D+
1

0.15 0.85

)

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ❣✐✈❡s t❤❡ ❉▼❘ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ sum ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡♣❡♥✲

❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✇♦✉❧❞ ♣✐❝❦ t❛s❦ τ2 t♦ ❜❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✱ s✐♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❛t

♣r✐♦r✐t② ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ DMR2 = 0.6✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

τ2 > τ1 τ1 > τ2

DMR1 0.5 0.85

DMR2 0.6 0

sum 1.1 0.85

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✾ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛s❦ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳

❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ DMR1 = 0.85 t❤❛t t❛s❦ τ1 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❛t

♣r✐♦r✐t②✳

❚❤✐s ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ DMR✱ ❜✉t ✇❤❡♥ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s✱ ✇❡

s❡❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤ t❛s❦ τ1 ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ t❛s❦ τ2 ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t②✱ t❤❡

s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s ✐s 1.1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✐♥st❡❛❞ ✇❡ r❡✈❡rs❡ t❤❡ ♣r✐♦r✐t②

♦r❞❡r✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s ♦❢ 0.85✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ t❤✉s ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❆P❆P✳

✸✳✺✳✷ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆s t❤❡ ▲❛③② ❛♥❞ ●r❡❡❞② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡s♦rt t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚♦ ♦♣t✐♠✐③❡ g(Φ) =
∑

iDMRi(Φ)✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ tr❡❡ s❡❛r❝❤

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ tr❡❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱

✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❤❡r❡ ❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❉❋❙✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧♦r❡s ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ❛s ❢❛r ❛s

♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❢♦r❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳ ❆s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st

♣r✐♦r✐t②✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ Φ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❛s ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ t❤❡

tr❡❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥② ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❣✐✈❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ′ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐t ✭Φ ⊆ Φ′ ❛♥❞ |Φ′| = n✮ ✿

g(Φ) =
∑

τi∈Φ

DMRi(Φ) =
∑

τi∈Φ

DMRi(Φ
′)

≤
∑

τi∈Φ′

DMRi(Φ
′) = g(Φ′).

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✿

✕ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❧❡ ❣♦✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ tr❡❡ ✿ g(Φ.τi) =

g(Φ) +DMRi(Φ) ❀ ❛♥❞

✺✽



✸✳✺✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

✕ ♣r✉♥✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠✲

♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ s♦ ❢❛r ✭✈❛r✐❛❜❧❡ gbest ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ +∞✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♥ ❆P❆P✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛s ❧❛③② ❛s ✐♥

▲●❆✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐❢ ❛ t❛s❦ ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❉▼❘ ♦❢ ③❡r♦✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❛r❝❤

❧♦♦♣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡rr✉♣t❡❞ ❡❛r❧②✳

❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆s ✐♥ ❛♥② tr❡❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ✇❤❡♥ ❛❧❧

❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(n!) ✭❛❣❛✐♥

❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❝♦st ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ t❛s❦✬s r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛ DMR✮✳

■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❖t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❜❡st✲✜rst s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱

❡✳❣✳✱ ❆∗ ♦r ■❉❆∗ ❬❘✉ss❡❧❧ ❛♥❞ ◆♦r✈✐❣✱ ✶✾✾✺❪✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✿

✕ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤✱ ❡✳❣✳✱ ✷ ♦r ✸ t❛s❦s ❀ ❜✉t t❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡s❡ ♣r❡✲

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ ❀

✕ ❜② ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r❡s✉♠❛❜❧② r❡t✉r♥ ❛ ✜rst ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛rt✐❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❀ ♦r

✕ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t DMRs t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r t♦ tr② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t❛s❦s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t tr②✐♥❣ t♦ r❡✜♥❡ t❤✐s s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s st❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦✲❢r❡❡✲

❧✉♥❝❤ t❤❡♦r❡♠✭s✮ ❢♦r s❡❛r❝❤ ❬❲♦❧♣❡rt ❛♥❞ ▼❛❝r❡❛❞②✱ ✶✾✾✺❪✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✏❜❡st✑ ♦✈❡r❛❧❧

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s A ❛♥❞ B✱ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥ ❛

s✉❜s❡t ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐❢ Φ ❛♥❞ Φ′ ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡

t❛s❦s✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ r❡✈❡rs❡❞ s❡❛r❝❤ ✭s❡tt✐♥❣ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ✜rst✮ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡

❛❞♠✐ss✐❜❧❡✖❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✈❡r② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✖❤❡✉r✐st✐❝ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❛❞✲

❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❛s❦s ❛s ✐❢ ❡❛❝❤ ✇❡r❡ t❤❡ ♥❡①t t❛s❦✳

❚r❡❡✲s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡

t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ DMR ✇✐t❤ g(Φ) =
∑

τi∈Φ
DMR2

i (Φ)✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r✲

♠❡❞✐❛t❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇♦rst ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝r✐t❡r✐❛✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿ ❉❡♣t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤

fbest = +∞ ✴✯ ❜❡st ✈❛❧✉❡ s♦ ❢❛r ✭❣❧♦❜✳ ✈❛r✮ ✯✴

Γ = {τi, i ∈ 1..n} ✴✯ s♦✉r❝❡ s❡t ♦❢ t❛s❦s ✯✴

(Φ, g)← r❡❝✉r(Γ, (), n, 0)

r❡t✉r♥ (Φ, g)

✴✯ ❋✉♥❝t✐♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ Φ✳ ✯✴

r❡❝✉r(Γ,Φ, l, g) ✴✯ ◆♦t❡ ✿ g = g(Φ) ✯✴

✴✯ ■❢ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ 0 ✐s ❛tt❛✐♥❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✯✴

✐❢ l = 0 t❤❡♥

✴✯ ■s t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❄ ✯✴

✐❢ g < gbest t❤❡♥

gbest ← g

r❡t✉r♥ (Φ, g)

✴✯ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ s♦ ❢❛r✱ t❤❡♥ ❜❛❝❦tr❛❝❦✳ ✯✴

✐❢ g ≥ gbest t❤❡♥

r❡t✉r♥ (Φ, g)

✴✯ ❚r② ❡❛❝❤ ✉♥❛ss✐❣♥❡❞ t❛s❦ τi ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✳ ✯✴

(Φmin, gmin)← ((),+∞)

❢♦r τi ∈ Γ ❞♦

δ ← DMRi(Φ)

✴✯ ●❡t t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ Φ.τi✳ ✯✴

(Φ′, g′)←r❡❝✉r(Γ\{τi},Φ.τi, l − 1, g + δ)

✴✯ ▼❡♠♦r✐③❡ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣❧❡t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✯✴

✐❢ g′ < gmin t❤❡♥

(Φmin, gmin)← (Φ′, g′)

✴✯ ■❢ t❛s❦ τi ❤❛s ❛ ♥✉❧❧ ❉▼❘✱ t❤❡♥ ❜❛❝❦tr❛❝❦✳ ✯✴

✐❢ δ = 0 t❤❡♥

❜r❡❛❦

✴✯ ❘❡t✉r♥ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣❧❡t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✯✴

r❡t✉r♥ (Φmin, gmin)

✻✵



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ❛ ❦❡② ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜②

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡✱ t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❞❡❛❞❧✐♥❡s t♦ ❜❡ ♠✐ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❢❛✐❧✉r❡

r❛t❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠

✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❆s ❛ ✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ s✉❜✲

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡s❡ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡ t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r

✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② ♣r❡✲❡♠♣t✐✈❡❧② s❝❤❡❞✉❧❡❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡ ♦♣t✐♠✐s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡tr✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

t❛s❦s ♠✐ss✐♥❣ t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡s ♦✈❡r s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t✐♠❡✳

❚❤❡ t❤r❡❡ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇ ✿

✶✳ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭❇P❆P✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜♥❞✐♥❣ ❛

♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ ❡✈❡r② t❛s❦ ❞♦❡s ♥♦t

❡①❝❡❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ s♣❡❝✐✜❡❞✳

✷✳ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭▼P❆P✮✳ ❚❤✐s

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ ❛♥② t❛s❦✳

✸✳ ❆✈❡r❛❣❡ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭❆P❆P✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡s ✜♥❞✐♥❣

❛ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s ❢♦r

❛❧❧ t❛s❦s✳

❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✇❡r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❆✉❞s❧❡②✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣r❡❡❞②✱ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② ✜rst✱ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ s✉❝❤

❛ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ t❤✐r❞ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ ✭❆P❆P✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ tr❡❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦

♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r ❆P❆P ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✉❝❤ ❣❡♥❡r❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①✐st ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ ❬❉❛✈✐s ❛♥❞ ❇✉r♥s✱ ✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ♦✉r ✜rst st❡♣

✇✐❧❧ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❛s❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲

r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❙②st❡♠s ✭❘❚◆❙✷✵✶✶✮ t❤❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ◆❛♥t❡s ✐♥

◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✶ ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

✻✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ st✉❞② ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦ ✭❈❆◆✮ ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

❜✉s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛✉t♦♠♦t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✶✾✽✸ ❜② ❇♦s❝❤

❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛r ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✐♥ ✶✾✾✶ ✭❜② ▼❡r❝❡❞❡s✮✱ ♥♦✇❛❞❛②s ❡✈❡r② ♥❡✇

❝❛r ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❈❆◆ ❜✉s ❬❈❆◆✱ ✶✾✾✷❪✳

❚❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦♥ ❈❆◆ ❜✉s ✭❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞

♦r ♥❡t✇♦r❦❡❞ s②st❡♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡

❦♥♦✇♥✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡

✉♥❦♥♦✇♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛❞❛♣t ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤ q✉❡✉✐♥❣ ❥✐tt❡r s✐♥❝❡✱ ✐♥ ♠❛♥② ♣r❛❝t✐❝❛❧

❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❜❡❢♦r❡

t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s s✉❜❥❡❝t t♦ s♦❢t r❡❛❧✲

t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❛♠♦♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ❯♥✐ts ✭❊❈❯s✮ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②

♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❙✉❝❤ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❧♦✇ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ t❤❡② ❞♦

♥♦t ❞❡❧❛② t❤❡ ❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ tr❛✣❝✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡✐r

♦✇♥ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ✉s✐♥❣ ✇♦rst✲❝❛s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡r❧② ♣❡ss✐♠✐st✐❝

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❡ ♦✈❡r✲♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

Pr♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r

r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ q✉❡✉✐♥❣ ❥✐tt❡r ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ t❤❛t ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ❛ ❈❆◆ ❜✉s✳ ❲❡ ❞❡❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤

♥♦♥✲♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡

❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♣r✐♦r✐t② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ♠❡ss❛❣❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡s✲

t❡❞ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❜❡ t❤❡②

♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇✐t❤ q✉❡✉✐♥❣ ❥✐tt❡r✳ ❲❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ t❤❡ r❡❛❧♠ ♦❢ s♦❢t r❡❛❧✲t✐♠❡

❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❜✉t t❤❡✐r s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ ❧❛r❣❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♠❛② ❥❡♦✲

♣❛r❞✐③❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛② ❡✈❡♥ r❛✐s❡ s❛❢❡t② ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧♦✇ r❡s♣♦♥s✐✈❡♥❡ss ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

✹✳✷ ▼♦❞❡❧

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡t τ ♦❢ n s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠❡ss❛❣❡s {τ1, τ2, · · · , τn}

s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ❈❆◆✳ ❊❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✐s

♦r❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐♦r✐t✐❡s s✉❝❤ t❤❛t τ1 ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦✲

r✐t② ❛♥❞ τn t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t②✳ ❊❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ τi ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② (Ci,Ji, Ti, Di)

✇❤❡r❡ Ci ✐s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✱ Ji t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ q✉❡✉✐♥❣ ❥✐tt❡r✱ Ti

t❤❡ ❡①❛❝t ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ Di t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✇✐t❤ Di ≤ Ti✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ q✉❡✉✐♥❣

❥✐tt❡r ✐s t❤❡ ❧♦♥❣❡st t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐♥✐t✐❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛♥❞

t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ✐s r❡❛❞② t♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜✉s✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡

♣❲❈❊❚ ❛♥❞ ♣▼■❚ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ❥✐tt❡r Ji ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❥✐tt❡r ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❋✮

fJi(j) = P (Ji ≤ j) ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r τi t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❥✐tt❡r s♠❛❧❧❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ j✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ji ❜❡❧♦♥❣ t♦ {Jmin
i , · · · Jmax

i }✳ ❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ q✉❡✉✐♥❣ ❥✐tt❡r Ji ❝♦✉❧❞

❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

Ji =

(

J0
i = Jmin

i J1
i . . . Jki

i = Jmax
i

fJi
(Jmin

i ) fJi
(J1

i ) . . . fJi
(Jmax

i )

)

✱ ✇❤❡r❡
∑ki

k=0 fJi
(Jk

i ) = 1✳ ■❢

Jmin
i = Jmax

i t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi ✇❡ ❤❛✈❡

Ji =

(

2 3 5

0.50 0.45 0.05

)

.

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦❢ τbit ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✐t ♦♥ ❈❆◆✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② hp(i) t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥

τi ❛♥❞ ❜② lp(i) t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ ♠❡ss❛❣❡ τi✳

✻✹



✹✳✸✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s

❋♦r ❛♥② ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② W (k) t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ W ♦❜t❛✐♥❡❞

❛t t❤❡ kth ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ ✐s t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts

r❡❧❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❢♦r ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡rs t❤❡♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡

✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡t Ri,j ❜❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ jth ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡

τi✳ ▲❡t Ri ❜❡ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ❈❆◆✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❈❆◆✮ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦

❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❛r❜✐tr❛t✐♦♥ st❛rts✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

♣r✐♦r✐t② ♠❡ss❛❣❡ q✉❡✉❡❞ ❛t t❤❛t ♥♦❞❡ ✐s ❡♥t❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛r❜✐tr❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi✳ ❍❡r❡✱ Ji,1 ❛♥❞ Ji,2 ❛r❡ ❥✐tt❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ i ❛♥❞ ❛r❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Jmax
i ✳ ❆❧s♦✱ Ri,1 ❛♥❞ Ri,2 ❛r❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ i ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛❧ ✐♥

✈❛❧✉❡ ❜✉t t❤❡② ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹✳✸ ❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❡①✐st✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢

❛ ♠❡ss❛❣❡ ✇✐t❤ ❡①❛❝t ❥✐tt❡r s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ❈❆◆ ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

❡①❛❝t ❥✐tt❡r ✭❛❦❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❥✐tt❡r✮✱ t❤❡♥ ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ τi ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts

✇♦rst✲❝❛s❡ q✉❡✉✐♥❣ ❥✐tt❡r Ji✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ri t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛

♠❡ss❛❣❡ τi✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ✇❡

❝♦♠♣✉t❡ ✜rst t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❜✉s② ♣❡r✐♦❞ ti ❢♦r ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi ❜② s♦❧✈✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✳

ti = Bi +
∑

k∈hp(i)∪{i}

⌈

ti + Jk
Tk

⌉

Ck, ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❡r♠ Bi = maxk∈lp(i)Ck✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈✐♥❣ ❊q✉❛✲

t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ st❛rts ✇✐t❤ t
(0)
i = Ci ❛♥❞ ✐t st♦♣s ❛t st❡♣ k ✐❢ t

(k)
i = t

(k−1)
i ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✼❪✳

❚❤❡♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ τi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ❛♠♦♥❣

t❤❡ ✜rst Qi ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ τi ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ri = max
q=0...Qi−1

{Wi(q)− qTi + Ci + Ji} ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ Qi =
⌈

ti+Ji
Ti

⌉

❛♥❞ Wi(q) ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

Wi(q) = Bi + qCi +
∑

k∈hp(i)

⌈

Wi(q) + Jk + τbit
Tk

⌉

Ck ✭✹✳✸✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣W
(0)
i (q) = Bi+qCi

❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ❛t st❡♣ l ✐❢ W
(l)
i (q) = W

(l−1)
i (q)✳

✹✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✿ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡

❲❡ ♣r❡s❡♥t ♥♦✇ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

♦❢ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡ss❛❣❡ ✇✐t❤ ❥✐tt❡r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❡①t❡♥❞s

t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐s ❜❛s❡❞

♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ti✱ Qi ❛♥❞ Wi(q), ∀q = 0, · · · , Qi−1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡

❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ti

❋♦r ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ti ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ✇✐t❤ Jk = Jmax
k , ∀k ∈ hp(i)∪{i}

t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡

ti = Bi +
∑

k∈hp(i)∪{i}

⌈

ti + Jmax
k

Tk

⌉

Ck ✭✹✳✹✮

✻✻



✹✳✹✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✿ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❡r♠ Bi = maxk∈lp(i)Ck✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ✇✐t❤ t
(0)
i = Ci ❛♥❞ ✐t st♦♣s ❛t st❡♣ k ✐❢ t

(k)
i = t

(k−1)
i ✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ Qi

❋♦r ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ Qi ✇✐t❤ Jk = Jmax
k , ∀k ∈ hp(i) ∪ {i}✱ t❤✉s ✐♥ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡

Qi =

⌈

ti + Jmax
i

Ti

⌉

. ✭✹✳✺✮

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ Wi(q)

❋♦r ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi ❛♥❞ ❛♥② q = 0, · · · , Qi − 1✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ Wi(q) ✐s ❛ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

Wi(q) = (⊗k∈hp(i)



















(

τbit

1

)

⊗Wi(q)⊗ Jk

Tk



















Ck)⊗

(

Bi + qCi

1

)

✭✹✳✻✮

✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛♥❞ ✐t st❛rts ✇✐t❤ W
(0)
i (q) =

(

Bi + qCi

1

)

✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ st♦♣s ❛t st❡♣ l ✐❢ W
(l)
i (q) ❛♥❞ W

(l−1)
i (q) ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧②

t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦

❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s s✉✣❝❡s✳ W
(l)
i (q) ✇✐❧❧ ❜❡

s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ t❤❛♥ W
(l−1)
i (q)✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥Wi ✐s ❡q✉❛❧ t♦W
(l−1)
i (q)✱ t❤✉s ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t

st❡♣ l−1✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ st♦♣s ❛t st❡♣ l ✐❢W
(l−1)
i (q) =

(

6 8 15

0.5 0.3 0.2

)

❛♥❞ W
(l)
i (q) =

(

6 8 15

0.4 0.3 0.3

)

✳

❖❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Ri

❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ τi ❛♥❞ q = 0, · · · , Qi − 1 ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Ri(q)

♦❢ t❤❡ qth ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ τi ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ri(q) = Wi(q)⊗

(

−qTi + Ci

1

)

⊗ Ji ✭✹✳✼✮

❚❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Ri ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ τi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s Ri(q), ∀q = 0, · · · , Qi − 1✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ✉s❡s

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❊q✉❛t✐♦♥✭ ✹✳✻✮

■♥♣✉t✿ τ ❛♥❞ q ❀
❖✉t♣✉t✿ Wi(q) ❀

Bi = maxk∈lp(i){Ck} ❀

W
(0)
i

(q) =

(

Bi + qCi

1

)

❀

✇❤✐❧❡ W
(l)
i (q) ❛♥❞ W

(l−1)
i (q) ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❞♦

W
(l+1)
i

(q) = (⊗k∈hp(i)





















τbit

1



⊗W
(l)
i

(q)⊗Jk

Tk

















Ck) ⊗

(

Bi + qCi

1

)

❀

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ FX ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ X ✇✐t❤ FX (x) = P (X ≤ x)✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥

Ri = max
q=0,··· ,Qi−1

{1− FRi(q)} ✭✹✳✽✮

✹✳✺ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ P♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛r❡ ❛❧s♦

❞✐s❝✉ss❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✼ ✭❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s

✐s ✜♥✐t❡✮ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉❜✲

♣r♦❜❧❡♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❥✐tt❡rs✱ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳

Pr♦♦❢ ✶✵ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛

r❡❛s♦♥✐♥❣ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❏♦s❡♣❤ ❛♥❞ P❛♥❞②❛✱ ✶✾✽✻❪✳

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡

❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✭❲♦rst✲❝❛s❡✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱

❝♦♠♣✉t❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱

✷✵✵✼❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡✳

✻✽



✹✳✺✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

Pr♦♦❢ ✶✶ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦♦♣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ Ji =

(

Ji

1

)

, ∀i✱ t❤❡♥✱ Wi(q) ❛s ✇❡❧❧ ❛s Ri ❤❛✈❡ s✐♥❣❧❡

✈❛❧✉❡s✳

❋r♦♠ ❚❤❡♦r❡♠ ✽ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❡s❡♥✲

t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✽ ❛❧s♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❛s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

❜❡✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✾ ✭❈♦rr❡❝t♥❡ss✮ ▲❡t τ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡

♠❡ss❛❣❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❢♦r ❡❛❝❤

♠❡ss❛❣❡ τi ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Rour
i ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①❛❝t r❡s♣♦♥s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ τi ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣

❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❥✐tt❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ τ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳

Pr♦♦❢ ✶✷ ❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❛❧❧ t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✿

■✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ti ❛♥❞ Qi

❙✐♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜✉s② ♣❡r✐♦❞ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐✲

♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ ✐♥st❛♥❝❡s Qi = ⌈
ti+Jmax

i

Ti
⌉ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧

t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s ✇✐t❤ Jmax
i = Ji ❛♥❞ Qi = ⌈

ti+Ji
Ti
⌉✳

■■✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Wi✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ ❝♦♥s✐❞❡rs

❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ ❥✐tt❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ Jmax
i ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✇♦rst✲

❝❛s❡ q✉❡✉✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡✉✐♥❣ ❞❡❧❛②s Wi(q) ✭✇✐t❤ Wi(q) <

Wmax
i ✮ t❤❛t ♠✐❣❤t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❥✐tt❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳

■■■✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Rour
i ✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Rour

i (q) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ Wi✱ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ q✉❡✉✐♥❣ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ♦t❤❡r Wi ✈❛✲

❧✉❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Rmax
i ✳

■❱✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t qi ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✮✱ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ Rmax
i ✐s

❛♠♦♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ri,j ✭✇✐t❤ Ri,j < Rmax
i ✮✳

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r

❙t❡♣s ■✮ ✲ ■❱✮ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❛s❡ ❤❛s

❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞ ❬❊✐s❡♥❜r❛♥❞ ❛♥❞ ❘♦t❤✈♦❜✱ ✷✵✵✽❪✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥❤❡r✐ts t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ❜✉t st✐❧❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐s ✜♥✐t❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐s ✜♥✐t❡✳

❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡①❡❝✉✲

t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❥✐tt❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ❧❡❢t ❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✹✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡

▲❡t τ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤✱ ❡❛❝❤ ♠❡ss❛❣❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② τi =

(Ci,Ji, Ti, Di✮ ✿

τ1 = (1,

(

0 1

0.7 0.3

)

, 3, 3)✱

τ2 = (2,

(

0 1 2

0.5 0.3 0.2

)

, 10, 10) ❛♥❞

τ3 = (1,

(

0 1

0.8 0.2

)

, 4, 4)✳

❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ♣r✐♦r✐t✐❡s s✉❝❤ t❤❛t τ1 ❤❛s

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ τ3 t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t②✳

❉❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ ❥✐tt❡rs ❡q✉❛❧ t♦ Jmax
i ❛♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡

✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s R1 = 4 > D1 = 3 ✭❢♦r t1 = 4✱ Q1 = 2✮✱ R2 = 6 ✭❢♦r t2 = 5✱

Q2 = 6✮ ❛♥❞ R3 = 6 > D3 = 4 ✭❢♦r t3 = 7✱ Q3 = 2✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❞❡♣✐❝ts ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥

✇❤✐❝❤ τ3 ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐ts ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s

♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ✐ts ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡

✈❛♥✐s❤✐♥❣❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❞♦❡ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱

♦♥❧② t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✳

❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❆♥❛❧②s✐s

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❥✐tt❡rs ✭✷ ✈❛❧✉❡s ❢♦r τ1✱ ✸ ✈❛❧✉❡s ❢♦r τ2 ❛♥❞

✼✵



✹✳✻✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ τ3 ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✿ R1 =

2 < D1✱ R2 = 4 < D2 ❛♥❞ R3 = 6 > D3✳

✷ ✈❛❧✉❡s ❢♦r τ3✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r τ1✱ 6 s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r τ2 ❛♥❞ 12 s❝❡♥❛r✐♦s

❢♦r τ3✳ ❊❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✉s

t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝

s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❡ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿

Rcombinatorial
1 =

(

3 4

0.7 0.3

)

✱

Rcombinatorial
2 =

(

4 5 6

0.5 0.3 0.2

)

❛♥❞

Rcombinatorial
3 =

(

2 3 4 5 6

0.28 0.07 0.28 0.31 0.06

)

✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡

♠❡ss❛❣❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❥✐tt❡r✳

Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

❖✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦

❡①❤❛✉st✐✈❡❧② ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢

t❤❡ s②st❡♠✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ♠❡ss❛❣❡ τ1 ✿ t1 = 4 ❛♥❞ Q1 = 2✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

W1(0) =

(

2

1

)

✱ R1(0) =

(

3 4

0.7 0.3

)

✱

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❥✐tt❡r

W1(1) =

(

3

1

)

❛♥❞ R1(1) =

(

1 2

0.7 0.3

)

❋r♦♠ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t τ1 ❤❛s ❛ 30% ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡

✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s ❛♥❞ ❛ 70% ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥✐s❤✐♥❣

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ♠❡ss❛❣❡ τ2 ✿ t2 = 5 ❛♥❞ Q2 = 1✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ τ2 ✐s R2(0) =

(

4 5 6

0.5 0.3 0.2

)

✇✐t❤ W2(0) =

(

2

1

)

✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ♠❡ss❛❣❡ τ3 ✿ t3 = 7 ❛♥❞ Q3 = 2✳

❋♦r t❤❡ ✜rst ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ τ3 ✇❡ ❤❛✈❡

W3(0) =

(

0 1 2 3 4

0.0007 0.0162 0.0339 0.7409 0.2083

)

✱

❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② R3(0) =

(

1 2 3 4 5 6

0.0005 0.0131 0.0304 0.5996 0.3148 0.0416

)

✳

❋♦r ✐ts s❡❝♦♥❞ ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ W3(1) =

(

5

1

)

❛♥❞ R3(1) =

(

2 3

0.8 0.2

)

✳

❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

R3 =

(

2 3 4 5 6

0.0136 0.0304 0.5996 0.3148 0.0416

)

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ τ3✳

❙✐♥❝❡ τ3 ❤❛s ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ D3 = 4✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ P (R3 > 4) = 0.3564 = 35.64%

❝❤❛♥❝❡s t❤❛t τ3 ❤❛s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❈❆◆ t♦ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ✇✐t❤ q✉❡✉✐♥❣ ❥✐tt❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❤r❡❡ st❡♣s ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦✈❡rs t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✿ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ❞❡✲

t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡✱ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐ss✉❡s ❛♥❞ tr❡❛t✐♥❣ ♠✐① s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ❛s♣❡❝ts ❛r❡

✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞

❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦✈❡❞ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❆ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❞❡s✐❣♥

❈❆◆✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ♣❡ss✐♠✐st✐❝✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ❥✐tt❡r ✈❛❧✉❡s

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✧❣♦♦❞✑ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✇❛t❝❤❞♦❣ t✐♠❡rs ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥

♥❡t✇♦r❦s✳

✼✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s

✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s②♥❝❤r♦♥♦✉s t❛s❦s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ t❤❡♦r❡♠ ✭s❡❡

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✜rst ❥♦❜ ♦❢ ❛♥② t❛s❦ ✐s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ❥♦❜s ♦❢ t❤❛t t❛s❦✳ ❍❡r❡ ❣r❡❛t❡st ✐s ❞❡✜♥❡❞

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ � ❛♥❞ ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♦t❤❡r ❥♦❜ ♦❢

t❤❛t t❛s❦✳ ❚❤✉s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ ❛ t❛s❦

♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳

Pr♦❜❧❡♠ ✿ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✱ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❛s❦s ✇✐t❤ ♣▼■❚

❛♥❞ ♣❲❈❊❚✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✐s t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts r❡❧❡❛s❡ ❛♥❞

✐ts ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❥♦❜s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✐s ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ DMP ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s❛✐❞ ❥♦❜ ❛♥❞ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❜❡ ✐t ❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦r ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥♦✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ ❛s ❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✐t ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❛s❦

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♠❛❦❡

✐t tr❛❝t❛❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬❙t✐❣❣❡ ❛♥❞ ❨✐✱ ✷✵✶✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡

✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❛♥② ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡①❛❝t t❡st ❢♦r ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② t❛s❦✲❧❡✈❡❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝②❝❧✐❝ ●▼❋ t❛s❦ ♠♦❞❡❧✱ ♦r ❛♥② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✲ t❤❛t ❡♥❝♦♠♣❛ss❡s

✐t ✲ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❛s❦ ♠♦❞❡❧✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ♠❛✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡✲

r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ ❥♦❜s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

t❛s❦s✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣

t❡❛❧✵t✐♠❡ s②st❡♠s ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡

✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t♦ ✉s❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✷✳✷ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❥♦❜ ❛rr✐✈❛❧s✳

✺✳✶ ❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ r❡❛❧✲

t✐♠❡ t❛s❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

❛rr✐✈❛❧s t❤❛t ❝♦✲❡①✐st ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✿ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡

♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲

t✐❡s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✸ ✇❡

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✳

✺✳✶✳✶ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼■❚

❖✉r ♣❛♣❡r ✉s❡s t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧✱ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❬▲❡❤♦❝③❦②✱

✶✾✾✻✱❆❜❡♥✐ ❛♥❞ ❇✉tt❛③③♦✱ ✶✾✾✽❪✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ❛ t❛s❦ τi t❤❡ ♣▼■❚ Ti ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s

❢♦❧❧♦✇s ✿

Ti =

(

T 0 = Tmin T 1 · · · T k = Tmax

fTi(T
min) fTi(T

1) · · · fTi(T
max)

)

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ τ1 ❤❛s ❛ ♣▼■❚ T1 =

(

5 10

0.3 0.7

)

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ▼■❚ ♦❢ τ1 ✐s

❡q✉❛❧ t♦ 5 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.3 ❛♥❞ t♦ 10 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.7 ✳

✼✹



✺✳✶✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s

✺✳✶✳✷ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡rs ❧✐❦❡ ❬❑❛❝③②♥s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ❇r♦st❡r ❛♥❞

❇✉r♥s✱ ✷✵✵✹❛❪✳

❲✐t❤✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ❢♦r ❛ t❛s❦ τ∗i t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛rr✐✈❛❧s Ni ✇✐t❤✐♥ ❛ t✐♠❡

✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ t∆ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ni =

(

N0 = Nmin N1 · · · Nk = Nmax

fNi
(Nmin) fNi

(N1) · · · fNi
(Nmax)

)

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ N1 =

(

1 2 4

0.4 0.3 0.3

)

❢♦r t∆ = 12✱ t❤❡♥ t❤❡ t❛s❦ τ∗1 ❤❛s ❛t

♠♦st ✹ ❛rr✐✈❛❧s ❢r♦♠ t = 0 t♦ t = 12✳

✺✳✶✳✸ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶

❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ t❛s❦s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✶✳✷ ❛♥❞ ✺✳✶✳✶✳ ❋♦r t❤♦s❡ t❛s❦s

♦♥❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡

✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼■❚ ✿ ❚❤❡ t❛s❦ τ1 ❤❛s ❛t ♠♦st t✇♦ ❛rr✐✈❛❧s ❜❡❢♦r❡ t = 7 ✭✇✐t❤

❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.3✮✳

✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ✿ ■t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❤♦✇ ♠❛♥②

t✐♠❡s τ∗1 ✇❛s r❡❧❡❛s❡❞ ❢r♦♠ 0 t♦ 7✳ ❉✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐❦❡ t❤♦s❡

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

❚❤❡ ✜rst ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧

♣r♦✈✐❞❡s t♦ ❛ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s

✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼■❚ ✿ ❋r♦♠ t = 0 t♦ t = 12 t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s

❢♦r t❛s❦ τ1 ✿

✕ 3 ❛rr✐✈❛❧s ❛t t = 0✱ t = 5 ❛♥❞ t = 10 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.21 ❀

✕ 2 ❛rr✐✈❛❧s ❛t t = 0 ❛♥❞ t = 5 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.09 ❀

✕ 2 ❛rr✐✈❛❧s ❛t t = 0 ❛♥❞ t = 10 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.7✳

❚❤✉s✱ ❢r♦♠ t = 0 t♦ t = 12 t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ τ1 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜②

(

2 3

0.79 0.21

)

✳

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❚❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧

♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s✳

✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ✿ ❢r♦♠ t = 0 t♦ t = 12 t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❛rr✐✈❛❧s ♦❢ τ∗1

N1 =

(

1 2 4

0.4 0.3 0.3

)

✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

✺✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛s❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❛s❦✲❧❡✈❡❧ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t②

♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ♦♥❡✱ t❤❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❛s❦ ✐s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❛s❦s ♦❢ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② ❜✉t

♦♥❧② ❜② t❤♦s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❡

t❛s❦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦✱ τn✱ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ n t❛s❦s✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ♣❲❈❊❚ ❛s

✇❡❧❧ ❛s ♣▼■❚✱ ✇❡ ✜rst r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❛s❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ♦♥❧②

t❤❡ ❲❈❊❚ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

Ri,j ♦❢ ❛ ❥♦❜ τi,j t❤❛t ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t λi,j ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ✿

Ri,j = Bi(λi,j)⊗ Ci ⊗ Ii(λi,j), ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡ Bi(λi,j) ✐s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❜❛❝❦❧♦❣ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s r❡❧❡❛s❡❞ ❜❡❢♦r❡ λi,j

❛♥❞ st✐❧❧ ❛❝t✐✈❡ ✭♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ②❡t✮ ❛t t✐♠❡ ✐♥st❛♥t λi,j ✳ Ii(λi,j) ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛❢t❡r λi,j ❛♥❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♣r❡❡♠♣t

t❤❡ ❥♦❜ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ τi,j ✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ⊗ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s t❛s❦s t❤❡ ❜❛❝❦❧♦❣ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ τn ✐s ❡q✉❛❧

t♦ Bn =
⊗

i∈hp(n)

Ci✳

✼✻



✺✳✷✳ ❘❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s ❜② ♠♦✲

❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥Ri,j ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s

st♦♣ ♦♥❝❡ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦r ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✇❧② ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❛s❦s✬

❞❡❛❞❧✐♥❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧② ✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ▼■❚ ✐s ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❡

♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❝❛♥

♦❝❝✉r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐♥st❛♥ts ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❛

❝♦♣② ♦❢ Ri,j ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦ ❛♥❞

s❝❛❧✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦♣② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡

t❛✐❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♣② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡✱ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦r

t❤❡ ♥❡✇❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❛s❦s✬ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡ ▼■❚ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦

✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦✉r

❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ s❛♠❡

❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❬❏♦s❡♣❤ ❛♥❞ P❛♥❞②❛✱

✶✾✽✻❪✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✜rst ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❢♦r❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐t ❢♦r✲

♠❛❧❧②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✶✸ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ t❛s❦ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞

t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❧❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❛s❦

s❡t ❛♥❞ s❧♦✇❧② ♠♦✈❡ ♦✉r ✇❛② t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐t✳

●✐✈❡♥ ❛ t❛s❦ s②st❡♠ τ = {τ1, τ2} s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✉♥❞❡r t❛s❦✲❧❡✈❡❧ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉✲

❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ τ1 ❛t ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ τ2 ❛t ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ t❛s❦s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s ✿ τ1 = (C1 = 2, T1 = 5) ❛♥❞ τ2 = (C2 = 4, T2 = 7)✱

✇✐t❤ Di = Ti, ∀i✳ ❆ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤✐s t❛s❦ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t

✐s ✉♥s❝❤❡❞✉❧❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ τ2,1 ✭t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ τ2✮ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

❋✐rst ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭♣▼■❚✮ ✿ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ ❛❢t❡r st✉❞②✐♥❣ t❤❡

s②st❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❥♦❜s

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ τ1 ❛rr✐✈❡ ✇✐t❤ 5 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ t❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❡q✉❛❧ t♦ T1 =

(

5 6

0.2 0.8

)

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ τ1 ❤❛s ❛ 20% ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

❛rr✐✈✐♥❣ 5 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛ 80% ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛rr✐✈✐♥❣

6 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛❢t❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥st❛♥❝❡✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❦❡❡♣ t❤❡✐r

✇♦rst ❝❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ τ2,1 ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ 80% ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥✐s❤✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐ts

❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ τ1,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 6✳

❙❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭♣❲❈❊❚✮ ✿ ●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❛s❦

s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ st❛rt❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t✐♠❡ ❧❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ τ2✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

C2 =

(

3 4

0.9 0.1

)

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② 10% ♦❢ t❤❡ ❥♦❜s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② τ2 ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❡✲

❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 4 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r 90% r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ❆❧❧

♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ✇❡❧❧ τ2,1 ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ 90%✱ ♦❢ ✜♥✐s❤✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡

✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ✐t r❡q✉✐r❡s 3 ✉♥✐ts ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✿ ■❢ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✱

t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ T1 ❛♥❞ ♦❢ C2✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t τ2,1

♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱

✐✳❡✳ τ1,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 5 ❛♥❞ τ2,1 ♥❡❡❞s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❢♦r 4 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ♥❛♠❡❧② τ2,1 ❤❛s ❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ DMP2 = 0.2× 0.1 = 0.02 = 2% ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

❋♦r t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ τ2,1 ❜② ✭♠❛♥✉❛❧❧②✮

❡①♣❧♦r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s

♦❢ t❤❡ t✇♦ t❛s❦s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ s②st❡♠ ❝❛♥

❤❛✈❡ ♠❛♥② t❛s❦s ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ t❡♥s✱ ❤✉♥❞r❡❞s ♦r ❡✈❡♥

t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❛ t❛s❦ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❛t ❛❧❧

s❝❡♥❛r✐♦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛❧❧ ♦❢

t❤❡♠✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✿ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s τ = {τ1 = (C1 =

(

2

1

)

, T1 =

(

5 6

0.2 0.8

)

), τ2 =

✼✽



✺✳✷✳ ❘❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

(C2 =

(

3 4

0.9 0.1

)

, T2 =

(

7

1

)

)} ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ R2,1 ♦❢ τ2,1 ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❛rts ❜② ✐♥✐t✐❛❧✐s✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ R2,1 ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ C1✱

❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t♦ ✐t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✿

R2,1 = C1 ⊗ C2 =

(

2

1

)

⊗

(

3 4

0.9 0.1

)

=

(

5 6

0.9 0.1

)

✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❢r♦♠ τ1,2 ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛t t = 5 ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.2 ♦r ❛t t = 6 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.8✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✇❡ ♠❛❦❡

❛ ❝♦♣② ♦❢ R2,1 ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✿

R1
2,1 =

((

5

0.9

)

⊕

(

6

0.1

)

⊗

(

2

1

))

⊗

(

0

0.2

)

=

((

5

0.9

)

⊕

(

8

0.1

))

⊗

(

0

0.2

)

=

(

5 8

0.9 0.1

)

⊗

(

0

0.2

)

=

(

5 8

0.18 0.02

)

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t τ1,2

❛rr✐✈❡s ❛t t = 5 ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ τ2,1✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ τ1,2 ❝❛♥ ♦♥❧② ❛✛❡❝t t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ τ2,1 ❞✐❞ ♥♦t ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜② t = 6✳ ❚✇♦ ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡ ❛r❡ ❛❞❞❡❞

t♦ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.2 ♦❢ τ1,2 ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t = 5✳

R2
2,1 =

(

5 6

0.9 0.1

)

⊗

(

0

0.8

)

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t τ1,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 6

❛♥❞ s♦ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❡♠♣t τ2,1✳ ❚❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✱ ❜✉t t❤❡

❡♥t✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.8 ♦❢ τ1,2 ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t = 6✳

❖♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ R2,1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦❛❧❡s❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧

r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✿

R2,1 = R
1
2,1⊕R

2
2,1 =

(

5 8

0.18 0.02

)

⊕

(

5 6

0.72 0.08

)

=

(

5 6 8

0.9 0.08 0.02

)

✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ 8 ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ τ2,1 ✇✐❧❧ ♥♦t

❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛st t = 7✳ ❆♥② ✈❛❧✉❡ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛t t❤❡

❥♦❜s ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✧❉▼P✧ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉♠♠❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❥♦❜ ✿ R2,1 =

(

5 6 DMP

0.9 0.08 0.02

)

✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ τ1,3 ✐s ❛t t = 10 t❤❡♥ t❤✐s ❥♦❜ ❝❛♥♥♦t ♣r❡❡♠♣t τ2,1 ❛♥❞

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st♦♣s ❤❡r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ τ2 ❛♥❞ ✐ts ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ 0.02✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r ❜② ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

✼✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❛❞❧✐♥❡✮ ✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ t❛s❦ s②st❡♠ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t

t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ τ2 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ T2 =
(

7 8

0.3 0.7

)

✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ τ2,1 ✇✐❧❧ ♠✐ss ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❤❛♣♣❡♥s ✿ τ1,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 5 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.2✮✱ τ2,1 ❡①❡❝✉t❡s

❢♦r 4 ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡ ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.1✮ ❛♥❞ τ2,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 7 ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 0.3✮✳ ❚❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐s DMP2 = 0.2× 0.1× 0.3 = 0.006✳

❚❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ✿

B2 = R2,1 ⊖D2 =

(

5 6 8

0.9 0.08 0.02

)

⊖

(

7 8

0.3 0.7

)

=









−3 −2 −1 0 1

0.63 0.83 0.24 0.014 0.006









✳

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❥♦❜ ✜♥✐s❤❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ❚❤❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡

✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❦❡♣t ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❞❞❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❛s❦s✬ ❉▼P✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1 ✇❤✐❝❤ ✐s 0.006 ❛s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❜♦✈❡✳

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥♦✇ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳

❋♦r♠❛❧❧② ✿ ❚❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ jth ❥♦❜ ♦❢ ❛ t❛s❦ τn ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r j ≥ 1 ❛s

❢♦❧❧♦✇s

Tn,j = Tn ⊗ ...⊗ Tn, j − 1 times ✭✺✳✷✮

❛♥❞ ❢♦r j = 0 ✇❡ ❤❛✈❡ Tn,0 = 0✳

❚❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τn ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛s ✿

R0
n = Bn ⊗ Cn ✭✺✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛❝❦❧♦❣ ❛t t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ τn ✐s ❡q✉❛❧ t♦

Bn =
⊗

i∈hp(n)

Ci ✭✺✳✹✮

❆❢t❡r ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❧♦❣ ❛❝✲

❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛t ✐ts ❛rr✐✈❛❧✱ ✐ts r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡

♣r❡❡♠♣t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

✽✵



✺✳✷✳ ❘❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

Ri
n =

k
⊕

j=1

Ri,j
n ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦✱ j ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦✱ ❛♥❞

Ri,j
n ✐s t❤❡ jth ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡

♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② ✿

Ri,j
n = (Ri−1,head

n ⊕ (Ri−1,tail
n ⊗ Cprm ))⊗ Ppr ✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ ✿

✕ n ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ❀

✕ i ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❀

✕ j r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦ ❀

✕ Ri−1,head
n ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t

♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❀

✕ Ri−1,tail
n ✐s t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t

♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❀

✕ m ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ t❤❛t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❛s ❛ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦ ❀

✕ Cprm ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦ ❀

✕ Ppr ✐s ❛ ❢❛❦❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉s❡❞ t♦ s❝❛❧❡ t❤❡ jth ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛❧✉❡ i ❢r♦♠ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ♦♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ 0 ❛♥❞ ✐ts

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ith ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ ❥♦❜✳

❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ vjm,i ✐♥ T(m,j) ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ vn,i ✐♥ R
i−1
n

s♦ t❤❛t vin > vjm,i✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ri−1
n ✐s s♣❧✐t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts ✿

✕ Ri−1,head
n ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s v−n,i ♦❢ R

i−1
n t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ vjm,i✱

✐✳❡✳✱ v−n,i ≤ vjm,i✱ ❛♥❞

✕ Ri−1,tail
n ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s v+n,i ♦❢ R

i−1
n t❤❛t ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ vjm,i✱ ✐✳❡✳✱

v+n,i > vjm,i✳

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❡♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ❛rr✐✈❛❧ ✈❛❧✉❡s vjm,i ♦❢ ❛♥② ❥♦❜ i ♦❢

✽✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛♥② ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ τm t❤❛t ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❡♣✳ ❆ st♦♣♣✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ st♦♣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛❢t❡r ❛ ❞❡s✐r❡❞ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ 10−9 ❤❛s ❜❡❡♥

r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st♦♣s ✇❤❡♥ ♥❡✇ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢

t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦s ❛r❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❥♦❜s ❛r❡ ❛❜♦rt❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡✐r

❞❡❛❞❧✐♥❡✳

❖♥❝❡ t❤❡ ❥♦❜s✬ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss

Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❛t

♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Bi = Ri ⊖Di = Ri ⊕ (−Di), ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ t❤❡⊖ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❣❛t❡❞✳ ❲❡ ✉s❡

t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Bi ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❜❛❝❦❧♦❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥ t❤❡ str✐❝t s❡♥s❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣

❜❛❝❦❧♦❣ ❢♦r s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❥♦❜s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ♣❛st t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

❚❤❡ ❉▼P ♦❢ t❤❡ ❥♦❜ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 0✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❥♦❜ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ✉♥✐ts ♦❢ t✐♠❡ t♦

✜♥✐s❤ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧

t♦ 0 ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ❥♦❜ ✜♥✐s❤❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡

♥❡①t r❡❧❡❛s❡✳

✺✳✷✳✶ ❈r✐t✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t ♦❢ ❛ t❛s❦ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡✲

t❡rs

▲❡♠♠❛ ✷ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❛s❦ s②st❡♠ ♦❢ n t❛s❦s ✇✐t❤ τi ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ Ci

❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ Ti, ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}✳ ❚❤❡ s❡t ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s

♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ri,1 ♦❢ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ri,j ♦❢ ❛♥② jth ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi✱ ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ri,j ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s②s✲

t❡♠ ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s Rk
i,j ♦❢ ❥♦❜s ✇✐t❤✐♥ ❛❧❧

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s②st❡♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❝❡♥❛r✐♦

✽✷



✺✳✸✳ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

k ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

(

Rk
i,j

pscenariok

)

✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s②st❡♠s ✇❡ ❦♥♦✇

❢r♦♠ ❬▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞✱ ✶✾✼✸❪ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♥st❛♥t ♦❢ ❛ t❛s❦ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥❡✈❡r

t❤❡ t❛s❦ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ ✐ts ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Rk
i,1 ≥ Rk

i,j , ∀k, j > 1 ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ Ri,1 � Ri,j ❛s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢

Rk
i,1 ❛♥❞Rk

i,j , ∀k ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ �

❚❤❡♦r❡♠ ✶✵ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❛s❦ s②st❡♠ ♦❢ n t❛s❦s ✇✐t❤ τi ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

Ci ❛♥❞ Ti, ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}✳ ❚❤❡ s❡t ✐s ♦r❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

t❛s❦s ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡❧② ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ri,1 ♦❢ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ri,j ♦❢ ❛♥② jth ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τi✱ ∀i ∈ {1, 2, · · · , n}✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ri,j ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s②st❡♠

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Rl
i,j ♦❢ ❥♦❜s ✇✐t❤✐♥ ❛❧❧ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s②st❡♠s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❛s❦s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② Ci, Ti, ∀i✳

❚❤❡♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦ l ✇❡ ❤❛✈❡ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷ t❤❛t Rl
i,1 � R

l
i,j ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥

Ri,1 = ⊗
nbof scenarios

l=1 Rl
i,1 � ⊗

nbof scenarios

l=1 Rl
i,j = Ri,j ✳ �

✺✳✸ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❖✉r r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡s s❛❢❡✱ ❜✉t ♣❡ss✐♠✐st✐❝ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

❛♥ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥② ❥♦❜ ♦❢ ❛ t❛s❦✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡

t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡ss✐♠✐s♠ ❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ❢♦r ♥♦✇ ✇❡ ❥✉st ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝

r❡s✉❧t ✐s s❛❢❡✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✐ts ❦✐♥❞✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

str✐✈❡ ❢♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ♦♥❧② ❢♦r s❛❢❡♥❡ss✳ ❲❡ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣

t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✿ ❧✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst

❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

▲✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r

♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❛♠❡ ♦r ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❛s❦ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡

✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❛s❦s✳

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❛s❦ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝

t♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣

♦♣❡r❛t♦r ⊕ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♥❡❝❡ss❛r② s✐♥❝❡ t❤❡r❡

✐s ♥♦ head ❛♥❞ tail s❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ head ❛♥❞ tail ✐s

✽✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♥❡①t ❛rr✐✈❛❧

♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✇✐❧❧ ♣r❡❡♠♣t t❤❡ ❥♦❜ ✉♥❞❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st♦♣s

✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❥♦❜s ❧❡❢t t❤❛t ❝❛♥ ♣r❡❡♠♣t t❤❡ ❥♦❜ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳

■♥s✉r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❛s❦ s②st❡♠✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛✲

❧②s✐s ❬❏♦s❡♣❤ ❛♥❞ P❛♥❞②❛✱ ✶✾✽✻❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ t❛s❦ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠

✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

♦❢ t❤❡ t❛s❦✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst

❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr✐♥❣✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛ t❛s❦ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t r✉♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ✇✐t❤♦✉t✱ ✐✳❡✳✱ s♦♦♥❡r ♦r

❧❛t❡r r❡t✉r♥✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡s❡ t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡

s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✿

❛✮ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t❛s❦s✬ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ s♦

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ ❧♦♦♣ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♥❡✇ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✜♥✐t❡ t✐♠❡✳

❜✮ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜♦rt ♦♥ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♣♦❧✐❝②✱

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡t✉r♥❡❞ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡

❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧❛r❣❡st

✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✺✳✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦✉r r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ st❡♣s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷ ❛♥❞ ✸ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❝r✐♣ts ❛r❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✷✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❡ r❡❝❛❧❧

❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✸✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❪ ❬❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣❪ ▲❡t Xi ❜❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ n

✷✳ ❚❤❡ s❝r✐♣ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣ ✿//✇✇✇✳❧♦r✐❛✳❢r/✄♠❛①✐♠ ♦r ✉♣♣♦♥ r❡q✉❡st t♦ t❤❡ ❛✉t❤♦rs

✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ st❛t✐st✐❝s✱ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❛t ✉s❡❞ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②s✲

t❡♠s✳ ❋♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻ ♦r r❡❢❡r t♦ ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✷❜❪✳

✽✹



✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

✈❛❧✉❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ t❛s❦ τi✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ k ✈❛❧✉❡s

♦r k✲r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Xi ❢r♦♠ n ✈❛❧✉❡s t♦ ❛

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ X ∗
i ✇✐t❤ k ✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s s❛❢❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ Ri ♦❢ ❛♥② t❛s❦ τi ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ R∗
i ♦❢

t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❛s❦ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ t❛s❦ s②st❡♠✳

❚❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦

s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❡♣s ✿ ✶ ✮ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ k s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛♥❞ ✷ ✮ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❦❡♣t✳

❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ♣❲❈❊❚ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ♣▼■❚ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱

♥❛♠❡❧②✱ ❛s ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❲❈❊❚ ♣r♦❞✉❝❡ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❛s

✇❡❧❧ ❛s s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣▼■❚ ♣r♦❞✉❝❡ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s✳

✺✳✹✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ ✿ ❈♦♠♣❧❡①✐t②

❖♥❡ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❜② t❤❡✐r ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ❛s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❖✉r ❛♥❛❧②s✐s

✐s t❡st❡❞ ✜rst ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ❛ ✸❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ③✲❛①✐s t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝♦♥❞s✱ ♦♥ t❤❡ ①✲❛①✐s ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❢r♦♠ 2 t♦ 16 ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ②✲❛①✐s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

t❛s❦s ♣❡r t❛s❦ s②st❡♠✱ ❛❧s♦ ❢r♦♠ 2 t♦ 16 t❛s❦s✳ ❊✈❡r② ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ 100 t❛s❦ s❡ts✳ ❚❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❛s❦ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 1.5 ❛♥❞ 2 ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ 0.5

❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ ♣❲❈❊❚s ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣▼■❚s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ s❡t ✇✐t❤ ✶✻ t❛s❦s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ✶✻ ✈❛❧✉❡s✱ t❛❦❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ 140 s❡❝♦♥❞s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡

③✲❛①✐s✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ♣❡r t❛s❦

s②st❡♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st t♦ ♠❛❦❡ s✉❝❤

❛♥❛❧②s✐s ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ t❛s❦ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧❛r❣❡

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❲♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

■♥♣✉t✿ Γ ❛ t❛s❦ s❡t ❛♥❞ target t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡

❖✉t♣✉t✿ Rtarget t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ τtarget

Rtarget = Ctarget ❀ ✴✴✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s

❢♦r (i = 1; i < target; i++) ❞♦

Rtarget = Rtarget ⊗ Ci ❀ ✴✴❛❞❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s

❡♥❞ ❢♦r

❢♦r (i = 1; i < target; i++) ❞♦

Ai = Ti ❀ ✴✴✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✇✐t❤ t❤❡✐r ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥

❡♥❞ ❢♦r

❢♦r (i = 1; i < max(Ttarget); i++) ❞♦

❢♦r (j = 1; j < target; j ++) ❞♦

✐❢ max(Rtarget) > min(Aj) ❛♥❞ min(Aj) = i t❤❡♥

Rtarget = doPreemption(Rtarget,Aj , Cj) ❀ ✴✴✉♣❞❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉r✲

r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥

Aj = Aj ⊗ Tj ❀ ✴✴t❤❡ ♥❡①t ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ τj

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r

❡♥❞ ❢♦r

Rtarget = sort(Rtarget)

❖✉t♣✉t✿ Rtarget

❆ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡ss✐♠✐s♠ ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✷❜❪✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛

s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❲❈❊❚ t♦ 50 ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣▼■❚ t♦ 5 ✈❛❧✉❡s ❜♦t❤ ❞♦♥❡ ❛❢t❡r

❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡

❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❀ t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦✈❡r 100 t❛s❦ s❡ts ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣

16 t❛s❦ ✇✐t❤ 16 ✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♦♥❧② 1.29 s❡❝♦♥❞s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 140

s❡❝♦♥❞s ✇❤❡♥ ♥♦ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❛✐♥ ✐♥ s♣❡❡❞

✇❤❡♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❢♦r s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ 32 t❛s❦s

✽✻



✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❞♦Pr❡❡♠♣t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥♣✉t✿ R t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱

A t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ ❥♦❜ ❛♥❞

C t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ ❥♦❜

❖✉t♣✉t✿ R t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r❡❡♠♣t✐♦♥

Rintermediary ❂ ❡♠♣t② ❀

Afake ❂ ❡♠♣t② ❀

❢♦r (i = 1; i < length(A); i++) ❞♦

✴✴❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❦❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ♦❝❝✉rr✐♥❣

Afake✳✈❛❧✉❡ ❂ 0 ❀ ✴✴t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❦❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

Afake✳♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❂ A✭✐✮✳♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❀ ✴✴t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢❛❦❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡

❙♣❧✐t R ✐♥t♦ ❤❡❛❞ ❛♥❞ t❛✐❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❀

✐❢ t❛✐❧ ✦❂ ❡♠♣t② t❤❡♥

t❛✐❧ = t❛✐❧⊗ C ❀

❡♥❞ ✐❢

Rintermediary ❂ ❤❡❛❞ ⊕ t❛✐❧ ❀

Rintermediary = Rintermediary ⊗Afake ❀

R ❂ R ✰ Rintermediary ❀

R = sort(R)

❡♥❞ ❢♦r

R ❂ s♦rt✭Rintermediary✮

❖✉t♣✉t✿ R

❛♥❞ ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s 32 ✈❛❧✉❡s ✐t t❛❦❡s 11 s❡❝♦♥❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱

✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❧❛r❣❡r s②st❡♠s✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡

♥❡①t ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ 5 ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♣▼■❚ ❜r✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✺✳✹✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ ✿ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t ✐s

❣❛✐♥❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ t❛s❦s✬ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦ ✇❡

r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❛s❦ s②st❡♠s t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤

❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐t❤❡r ❛t ♣❲❈❊❚ ❧❡✈❡❧ ♦r ❛t ♣▼■❚ ❧❡✈❡❧✳

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❆♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ t❛s❦ s②st❡♠s✳ ❖♥ t❤❡ ❳ ❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❜❧❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❨ ❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦ ♣❡r

t❛s❦ s②st❡♠ ✐s ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡ ❩ ❛①✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥

♦❢ ❛ t❛s❦ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❨ t❛s❦s ❛♥❞ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❤❛✈✐♥❣ ❳ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✐ts ♣❲❈❊❚

❛♥❞ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ t❛s❦✲s②st❡♠s✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ♣❡r t❛s❦✲s②st❡♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

Pr❡❝✐s✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

✇❡ r❡♣❡❛t❡❞ t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛s❦ s②st❡♠✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣

t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣▼■❚✱ ✉s✐♥❣ 10 ✈❛❧✉❡s✱ 5 ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ 1 ✈❛❧✉❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ✇♦rst ❝❛s❡ ▼■❚✳ ❚❤❡ ♣❲❈❊❚

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t r❡✲s❛♠♣❧❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❡ t❛s❦ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 100 t❛s❦

s②st❡♠s ♦❢ 10 t❛s❦s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❡

✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ▼■❚ ✭❛♥❞ ♥♦ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ♣❲❈❊❚✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❉▼P ❡q✉❛❧ t♦ 0.0167
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✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❆♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ t❛s❦ s②st❡♠s ✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t❛s❦s ♣❡r t❛s❦ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

t✐♠❡✳

✭❧❡❢t ❜❛r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮ ✲ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❉í❛③

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ 10 ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣▼■❚

✇❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ 3 t❤❡ ❉▼P✳ ❚❤❡♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣▼■❚ ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❉▼P ❛♥❞ t❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❉▼P ❢♦r 1✱ 5 ❛♥❞ 10✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ 10✲✈❛❧✉❡ ♣▼■❚ ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣ ♠✉❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥

♦✈❡r ❛ 5✲✈❛❧✉❡ ♣▼■❚✱ ❛s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✇❤❡r❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❉▼Ps

❛r❡ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s ❥✉st 5 ✈❛❧✉❡s ❝❛♥

❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✳

❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❝♦♠❡s ❛t ❛ ❝♦st✱ ♥❛♠❡❧② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❞✉r❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 10 ✈❛❧✉❡s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ♥♦✲r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ 5 ✈❛❧✉❡s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ 5 ✈❛❧✉❡s ❛♥❛❧②s✐s s❡❡♠s t♦
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❉▼P ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 1✱ 5

❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 10 ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡r❡ 1 ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❜❡ ❛ ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥❡❞ ❉▼P✳

Pr❡❝✐s✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❤❡♥

t❤❡ t❛s❦s✬ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 1000 ✈❛❧✉❡s✱ 100 ✈❛❧✉❡s✱ 10 ✈❛❧✉❡s ♦r ♦♥❧② 1

✈❛❧✉❡✳ ❆ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❲❈❊❚✳ ❚❤❡

❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛s❦ s②st❡♠s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡

✇❡r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t r❡✲s❛♠♣❧❡❞✳
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✺✳✹✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬

♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 10✱ 5 ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1 ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❉▼P ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ◆♦t❡

t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ 1 ♦r 10 ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡t✉r♥s ❛ t❛s❦ ❉▼P ❡q✉❛❧ t♦

1 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❡♠❡❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

tr✉❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❤❛s 100 ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❉▼P ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡❞ t❛s❦s ❞♦❡s ♥♦t

s✉r♣❛ss 0.02 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ ❛✛♦r❞ ❛ 0.02

❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡✐r ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦s✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✇❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞

t❤❡ ❉▼P ✜❢t② t✐♠❡s ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ 100 ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❲❈❊❚✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ♣▼■❚ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ♣❲❈❊❚ ❧❡✈❡❧

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❉▼P ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s

1000✱ 100✱ 10 ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1 ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣▼■❚

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❛❧s♦ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s

❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ 1000 ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣❲❈❊❚

❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜✉t ❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠♦st

♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛t ❉▼P ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ♣❲❈❊❚ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ 100 ✐s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛t

❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❉▼P✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛ st✉❞② ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ♥♦✈❡❧

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ♣❡ss✐♠✐s♠✳ ❆❧s♦✱ ❜②

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣❲❈❊❚ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣▼■❚ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇❤✐❧❡ r❡t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✳

✾✷



✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬

♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 1000✱ 100✱ 10 ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1 ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst

❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥♦✉s t❛s❦s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✉♥❞❡r ❛ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t②

♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦✈❡❞ s❛❢❡ ✇✐♥❝❡ ✐t ✐s ♣❡ss✐♠✐st✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ❢♦r ❧❛r❣❡ s②st❡♠s ✇✐t❤

❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ s❝❤❡❞✉❧❛❜✐❧✐t② t❡r♠s ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❡①✐st✐♥❣ ✭✇♦rst ❝❛s❡✮ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❘❡s♣♦♥s❡✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇

❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦r

t♦❣❡t❤❡r✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ ❛s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s

❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛t ❤❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ♦♣❡♥s t❤❡

❞♦♦r ❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s②st❡♠ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸✹t❤ ■❊❊❊ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡

❙②st❡♠ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭❘❚❙❙✷✵✶✸✮ t❤❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❱❛♥❝♦✉✈❡r✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✹

❛♥❞ ✻ ♦❢ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✸✳

✾✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❛

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s tr❛❝t❛❜❧❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥

t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ t❛s❦✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❥♦❜s ✉♥❞❡r ❛ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ✉♥✐✲♣r♦❝❡ss♦r ✜①❡❞✲♣r✐♦r✐t②

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉í❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ✐s s✉♠♠❛r✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

Ri,j =Wi,j(λi,j)⊗ Ci ⊗ Ii, ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ t✐♠❡ λi,j ♦❢ t❤❡

❥♦❜ τi,j ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ❍❡r❡ Wi,j(λi,j) ✐s t❤❡ ❜❛❝❦❧♦❣ ❛t t✐♠❡ λi,j ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡

✇♦r❦❧♦❛❞ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❥♦❜s t❤❛♥ τi,j t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛✲

t❡❧② ♣r✐♦r t♦ λi,j ✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ Ci ✐s t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❥♦❜ τi,j ❛♥❞ Ii,j ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ τi,j ♦❢ ❛❧❧ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❥♦❜s

t❤❛♥ τi,j ✱ hp(i)✱ r❡❧❡❛s❡❞ ❛t ♦r ❛❢t❡r τi,j ✱ Ii =
∑

τk,l∈hp(i)
Ck✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Ci ♦❢ ❛❧❧ t❛s❦s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r❡s✲

♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✭❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✮ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

♦♣❡r❛t♦r ♦✈❡r P❋s✱ ❤❡r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ⊗✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉✲

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Ci✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐s❝r❡t❡

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ci ❛♥❞ Cj ✱ ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱

❢♦r ❛♥② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ♠❛② ❤❛✈❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡✱ ki ∗ kj

✈❛❧✉❡s✱ ✇❤❡r❡ ki ❛♥❞ kj ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ki ∗ kj ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❛♥❞ ✐t ♠❛❦❡s

t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t ❢♦r s✐♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s

t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❬❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥ ❡t ❛❧✳✱

✷✵✶✷❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳✶ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ r❡s✲

♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮✳

❲❡ ✉s❡❞ ❛ t❛s❦✲s❡t ✇✐t❤ ✶✵ t❛s❦s✱ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ P❋

❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✐ts ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞

t❤❛t t❤❡ t❛s❦s ✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♥♦♥✲♣r❡✲❡♠♣t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞s ✇❡r❡ ❧♦♥❣ ✐♥

r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♠♣❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ P❋s ♦❢ t❤❡ ✶✵ t❛s❦s✳ ❚❤❡ P❋s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❥✉st 100 ✈❛❧✉❡s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✱✵✵✵ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♠❡❛s✉r❡❞

t♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✵✳✶ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✶ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞

✭t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ❢♦r t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✶✵ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ r✐❝❤♥❡ss t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ♦✛❡rs t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬❙❛♥t✐✲

♥❡❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ki ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ Ci ✭s❛♠♣❧❡s✮ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♠❡t✳

❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❡♥❛✲

r✐♦s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞

✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ n ✈❛❧✉❡s✱ ❤♦✇ ❞♦ ✇❡

s❡❧❡❝t k s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦✉t ♦❢ n s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s st✐❧❧ ✬❛❝❝✉r❛t❡✬ ❄

❋r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦rst✲

❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤ ❛

r❡❞✉❝❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡

✾✻



✻✳✷✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✕ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s

❜❛s✐s ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② ♦❢ ❥✉❞❣✐♥❣

t❤❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝②✳

✻✳✷ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ✭❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✮ ▲❡t Ci ❜❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ n ✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥✲

t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ❛ t❛s❦ τi✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t♦

k ✈❛❧✉❡s ♦r k✲r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Ci ❢r♦♠ n

✈❛❧✉❡s t♦ k ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ ♦♣t✐♠✐st✐❝✳

■♥ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛t ❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥❞ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥② ❞❡✲

t❛✐❧s ♦❢ ❤♦✇ s✉❝❤ ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠✐❣❤t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥♦r ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

▲❛t❡r✱ ✐♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱ ✷✵✶✵❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠❛❧ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♠❡❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜②

r❛♥❞♦♠❧② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥t✐❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s ❛t ♠♦st k s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❤✐❣❤❧② ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

❞✐s❝❛r❞❡❞ s❛♠♣❧❡s ❤❛❞ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤

♠❡❛♥t t❤❛t ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s ❧❡ss ❛♥❞

❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❣♦✐♥❣ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡s✉❧t✱ ❧♦♦s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♣r♦✲

✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇❡r❡

r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♠❛❞❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✈❡♥ ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡✳

❚❤❡s❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✇❡r❡ ❧❛t❡r ✜①❡❞ ✐♥ ❬▼❛①✐♠ ❛♥❞ ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥✱ ✷✵✶✵❪ ❜② ♣r♦✲

✈✐❞✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜② r❡❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❛♠♦♥❣st t❤❡ s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❦❡♣t✱ ♥♦t ❥✉st t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡

s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷✳✷✳

❚❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❲❈❊❚s

❜✉t ❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❛♥❛✲

❧②s✐s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤r❡❡ ♥❡✇ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ st✉❞②✐♥❣ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s t✇♦ s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❡♣s✱ ♥❛♠❡❧② ✿

✕ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ k s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✕ ❘❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❦❡♣t✳

❇♦t❤ st❡♣s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♦✉r

♦♣✐♥✐♦♥ ✐t ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s t❤❡♠ ♠♦st✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s t❤❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡

✐♠♣r♦✈❡❞✳

❛✮ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ k ❙❛♠♣❧❡s ■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛♥s✇❡r ✐s ❤♦✇ ❞♦ ✇❡

s❡❧❡❝t k s❛♠♣❧❡s ♦✉t ♦❢ n ❄ ❋♦r ❛♥ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❡

❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ❤❛s t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❡♥s✉r❡ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✉s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

✇♦rst✲❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ k−1 s❛♠♣❧❡s t♦ st❛② ✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ t❤❛t

✐♠♣❛❝ts t❤❡ ♠♦st ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱

✾✽



✻✳✷✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s

✷✵✶✵❪ t❤❡ k − 1 s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❬▼❛①✐♠ ❛♥❞ ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥✱

✷✵✶✵❪ t❤❡② ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ st✉❞② t❤❡♠ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

❜✮ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❖♥❝❡ t❤❡ k ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✱

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥✲❞r❛❢t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡

k ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s t♦

❜❡ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ C′i ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✱
∑

j P{C
′
i = Cj

i } = 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛♥s✇❡r

t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❍♦✇ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s r❡✲❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦

t❤❡ k s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ ❛ s❛❢❡ ❛♥❛❧②s✐s ✹✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ✬❢r♦♠✲❧❡❢t✲

t♦✲r✐❣❤t✬✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞

t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱ ✷✵✶✵❪ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❧❡t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡✳ ■♥ ❬▼❛①✐♠ ❛♥❞ ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥✱ ✷✵✶✵❪ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡

❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ k s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡

❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❛①✐♠ ❛♥❞

❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥✱ ✷✵✶✵❪✳

❆♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ t❤❛t ❛ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s ❤♦✇ ❧❛r❣❡

k s❤♦✉❧❞ ❜❡✳ ■t ✐s ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛t k ♣❧❛②s ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

♠❡t❤♦❞s✳ ❆ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ♠❡❛♥s ❧❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss t♦ r❡✲❞✐str✐❜✉t❡✱ s♦ ♠♦r❡

❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡

t♦ ❣❡t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❙♦✱ k ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✈❡rs✉s

❛❝❝✉r❛❝② ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r k ❛s ❣✐✈❡♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✷✳✷ ❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛♥

❡①❛♠♣❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ t❛s❦ ✇✐t❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✶✵

✈❛❧✉❡s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ t❡♥ ✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡rs

❢r♦♠ 1 t♦ 10✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

C =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.05 0.04 0.2 0.05 0.22 0.05 0.3 0.04 0.04 0.01

)

,

❛♥❞ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❛✳

✹✳ ❙❛❢❡t② ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐s♠ ❛r❡ ❝❧❛r✐✜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✭❛✮ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✭❜✮ ❘❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❦❡♣t s❛♠♣❧❡s t♦ t❤❡

✇♦rst ❝❛s❡ ✭❧❛r❣❡st✮ ✈❛❧✉❡ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❦❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss✳

✭❝✮ ❘❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❦❡♣t s❛♠♣❧❡s ✐s s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣st t❤❡

s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❦❡♣t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛❝② t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ✕ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣s✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ♦♥❧② k = 4 ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 10

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▼❛①✐♠ ❛♥❞ ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥✱ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡s❡ 4 r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭10✲t❤ ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ 3 ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ t❤❡

❤✐❣❤❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ 7✲t❤ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.3✱ t❤❡ 5✲t❤ ✈❛❧✉❡

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.22 ❛♥❞ t❤❡ 3✲r❞ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.2✳

❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱ ✷✵✶✵❪ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t

❢r♦♠ ❛ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡

❦❡❡♣ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳ ■t ✐s ♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❡ts ❛❧❧ t❤❡ ♠❛ss✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t

✶✵✵



✻✳✸✳ ❙❛❢❡♥❡ss ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡

❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ CI =

(

3 5 7 10

0.2 0.22 0.30 0.28

)

✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❜✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬▼❛①✐♠ ❛♥❞ ❈✉❝✉✲●r♦s❥❡❛♥✱ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ r❡✲

s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s CII =

(

3 5 7 10

0.29 0.27 0.35 0.09

)

✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷❝✳ ❲✐t❤

t❤✐s ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥✉s❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ❧❛r❣❡r

s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

✈❛❧✉❡s 1 ❛♥❞ 2 ❣♦ t♦ ✈❛❧✉❡ 3 ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.29 = 0.2+0.05+0.04

✐♥ t❤❡ ♥❡✇ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❧❛st s❛♠♣❧❡ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.09✱ ♠✉❝❤

❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱

✷✵✶✵❪✱ ❜✉t st✐❧❧ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❛t ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❧❛r❣❡st ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✐t ♠❛❦❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡✲

s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❧❡ss ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❛❞❧✐♥❡

♠✐ss r❛t✐♦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❥✉❞❣❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s

❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✻✳✸ ❙❛❢❡♥❡ss ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

❆ s❛❢❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❤❛s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ❛ss✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r②

t❤❛t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♣t✐♠✐s♠ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s

❤❛s t♦ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛✛❡❝ts t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❛❢❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣r♦♣r✐❛t❡ ❝r✐t❡r✐♦♥s ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥

✺✳✸ ✿

✕ ■❢ ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s t♦ ❦❡❡♣

t❤❛t ✈❛❧✉❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ❛s ❡①✐st✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐✲

♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❀ t❤✐s ✐s t❤❡ ❧✐♠✐t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛s ✇❡❧❧

❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✕ ❆ ✜rst ❝♦♥str❛✐♥t ✇❤❡♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✭t❤❛t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡q✉✐r❡s

❛♥❞ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❛t ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✲

✈✐❞❡ ♦♣t✐♠✐st✐❝ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ s❛❢❡t②

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡s✳

✕ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♥❡✇ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡

s❛❢❡t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ s❛❢❡✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡

♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①❛❝t✳ ❚❤✐s ✐s

❛❣❛✐♥ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✭t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✮ ✐s t❤❡

♦♥❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ s♦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ t❤❡♥

s❛② t❤❛t ❛ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❛❢❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐❢

✐t ✐s ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ♦r t✇♦ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧

❤❡r❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ✭❖r❞❡r ❛♠♦♥❣st r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮ ▲❡t

X ❛♥❞ X ′ ❜❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ X ′ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ X ✭♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱

X ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ X ′✮✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② X ′ � X ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ X � X ′✮ ✐❢

P{X ′ ≤ D} ≥ P{X ≤ D} ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② P{X ′ ≤ D} ≤ P{X ≤ D}✮ ❢♦r ❛♥② D✱ ❛♥❞

t❤❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❤♦❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ ♦❢ P❋s✱

F (x) = P{X ≤ x}✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ′ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ✭X ′ � X ✮✱ ✐❢ FX ′(x) ≤ FX (x)✱ ❢♦r ❛♥② x✱ ❛♥❞ t❤❡

t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✸✳✸ ✭❙❛❢❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✮ ❇② ♠♦✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢r♦♠ s♠❛❧❧❡r ❡①❡✲

❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s t♦ ❧❛r❣❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s❛❢❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡✳

✶✵✷



✻✳✹✳ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ P❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜② r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ✈❛❧✉❡s ✉♣ t♦ t❤❡

♥❡❛r❡st ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s s❡❧❡❝t❡❞✱ s♦ r✐❣❤t✇❛r❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ r❡s✉❧ts ✐♥

❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ X re−sampled ✬❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦✬ t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡ X original✳ ❚❤✐s

❡♥❞s ✉♣ ✐♥ ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s❛❢❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳

❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✸✳✸✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡✲

s✉❧ts ✐♥ ❬❘❡❢❛❛t ❛♥❞ ❍❧❛❞✐❦✱ ✷✵✶✵❪ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❛♥② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✬❢r♦♠✲❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t✬ ✐s s❛❢❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ ❧❛r❣❡r

❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r✐❣❤t✲t♦✲❧❡❢t ♣r♦❞✉❝❡s

♦♣t✐♠✐st✐❝ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳

✻✳✹ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ P❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜② r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❖♥❝❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♣❡ss✐♠✐s♠

✭✐♥❛❝❝✉r❛❝②✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱ ❜✉t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❄ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r

t♦ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡tr✐❝ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝ ♦r ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ s❡❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s ❜❡tt❡r✳

❆♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡s

❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t t♦❣❡t❤❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✬✇❡✐❣❤t✬ ✭❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✮ ♦❢ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ■♥ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r②✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E(X ) ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ X ✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s
∑

x ∈ val(X ) x · P{X = x}✱ ✇❤❡r❡ val(X ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ X ✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t Wi

♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ i ✇✐t❤ ki ✈❛❧✉❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Wi =

ki
∑

j=1

vj · pj ✭✻✳✷✮

✇❤❡r❡ vj ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ C
j
i ❛t t❤❡ j✲t❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ pj ✐s ✐t✬s ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ P{Ci = Cj
i }✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡ ✐s ❛t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✻✳✺ ❘❡✲❙❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t

❘❛♣✐t❛ ❙②st❡♠s ❬❘❛♣✐t❛❙②st❡♠s✱ ▲t❞❪✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦

✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❛t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②✲

s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ ✬✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝✐♥❣✬ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞

✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤✐s

✇♦r❦✱ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❧❡ss

♣❡ss✐♠✐s♠✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ ✐s ✬❞♦♠❛✐♥ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥✬ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ✈❛❧✉❡s ♣r♦❞✉❝❡❞

❜② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✕ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✶✵✹



✻✳✺✳ ❘❡✲❙❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

✻✳✺✳✶ ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝✐♥❣ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ❛ ✜rst r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ s❡❡ ✐ts ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧ t✐♠❡ t❛s❦s✳

❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

r❡❛❧✲t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

❚❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❡q✉❛❧❧② ❞✐st❛♥❝❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ st❡♣s ♦❢ t❤✐s r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍❡r❡ C

✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ Cnew ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② C.size t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ C✱ ❛♥❞ ❜② Cj t❤❡ j✲t❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢

C✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ j✲t❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ C ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Cj .prob✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ 50 ✈❛❧✉❡s✮ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ t❤❛t ❤❛s 650

✈❛❧✉❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥❡✇ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❡✈❡r② 13✲t❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❚❤✐s

✈❛❧✉❡ ❣❛t❤❡rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ♦❢ t❤❡ 12 ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♣r❡❝❡❞❡s ✐t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ❣❛t❤❡rs ❤✐❣❤ ♣❡❡❦s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ 0.2

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 0.016 ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝✐♥❣ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥♣✉t✿ C ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ k t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞

❖✉t♣✉t✿ Cnew

m = 1 ❀

p = 0 ❀

q = ceil(C.size/k)

❢♦r i = 0; i ≤ C.size; i++ ❞♦

p = p+ Cj .prob ❀

✐❢ i mod q = 0 ♦r i = C.size t❤❡♥

Cnewm .value = Cj .value

Cnewm .prob = p

p = 0 ❀

m = m+ 1 ❀

❡♥❞ ✐❢

❡♥❞ ❢♦r
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❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ✕ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝✐♥❣

✻✳✺✳✷ ❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ❉♦✲

♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❢♦r t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣

t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❤❛✈❡ m ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② n ✈❛❧✉❡s ❡❛❝❤✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✉♣ t♦ m × n ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t

❛r❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛s ❧✐tt❧❡ ❛s m + n − 1 ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❤❛✈✐♥❣

♦♥❧② m + n − 1 ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ m × n ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣

t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ r❡q✉✐r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♣❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ s♦ ❢❛st✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡s

(1 4 7) ❛♥❞ (2 6 19) ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s(3 6 7 9 10 13 16 19 22)✱

✐✳❡✳ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❡❛❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥✐♥❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■❢✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡s

(9 12 15)✱ s♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ✜rst ✐♥♣✉t ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ♦♥❧② ✜✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♥❛♠❡❧②

✶✵✻



✻✳✺✳ ❘❡✲❙❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

(10 13 16 19 22)✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❧❡ss ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ s♦ ❧❡ss ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛ ✇❛② ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t♦ q✉❛♥t✐③❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

str❛t❡❣② s♦ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛ ✜rst

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛♥t❛ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡

✉♥♥❡❝❡ss❛r②✳

❈❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t❛ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ♣❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s❝❛❧✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❧❛r❣❡

q✉❛♥t❛ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢❡✇ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❦❡♣t ♦✉t ♦❢ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡

❧♦ss ✐♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ❀ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❝❛❧✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

t♦ ❛ s♠❛❧❧ q✉❛♥t❛ r❡s✉❧ts ✐♥ t♦♦ ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❦❡♣t✱ ✇❤✐❝❤

♠❛❦❡s t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ s♦✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤

♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✜rst t❤❡ s♠❛❧❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❛s❦s ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✮ ❛r❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞

❛♠♦♥❣st t❤❡♠s❡❧✈❡s ✉♥t✐❧ t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❜✐❣❣❡r ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ s❡t t❤❡ q✉❛♥t❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

♣♦✇❡r ♦❢ ✷ ✭❡✳❣✳ ✶✱✷✱✹✱✽✳✳✳✮ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛t ♠♦st ❦ s❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠

♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛s ♠✉❝❤ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ P✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❈♦♥st❛♥t ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✭P❈❆✮ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t✐♠❡✲s❡r✐❡s ❞❛t❛ ❬❑❡♦❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳

✻✳✺✳✸ ❘❡❞✉❝❡❞✲P❡ss✐♠✐s♠ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

❆ ✉♥✐❢♦r♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐❧❧✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ♥♦t r❡s✉❧t

✐♥ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧

❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❧❛r❣❡

❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ♣r♦✜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞❡❞

❜② ❧❛t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ❘❡❞✉❝❡❞✲P❡ss✐♠✐s♠ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✳ ■t ✇♦r❦s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❛♥❣❡s

♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✕ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥tr② ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡

t❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❵✇❡✐❣❤t✬ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✿ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜② ✇❤✐❝❤ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❙t❛r✲

t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ r❛♥❣❡s ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ r❛♥❣❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣❡ss✐♠✐s♠✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❣❡ ✐s t❤❡♥ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲r❛♥❣❡s✳ ❲❤❡♥

s✉✣❝✐❡♥t s✉❜✲r❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ r❛♥❣❡ ✐s ✉s❡❞ t♦

♣❡r❢♦r♠ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✶✳

✻✳✺✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡✲

tr✐❝ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ❤❛s ❛

✇❡✐❣❤t ♦❢ 340✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞✲

✶✵✽



✻✳✺✳ ❘❡✲❙❛♠♣❧✐♥❣ ✿ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛

r❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡

■♥♣✉t✿ C ❛♥❞ (x, y) ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❀

❖✉t♣✉t✿ p ♣❡ss✐♠✐s♠ ❀

shifted = (
∑y

i=x Ci.probability)× Cy.value ❀

original =
∑y

i=x(Ci.probability × Ci.value) ❀

p = shifted− original ❀

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧❡❛st ♣❡ss✐♠✐s♠ ✇❤❡♥

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

■♥♣✉t✿ C ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ k t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞

❖✉t♣✉t✿ Cnew

Q = ∅ ❀ ✴✴ Pr✐♦r✐t② q✉❡✉❡

r = (1, C.size) ❀ ✴✴ ❋✉❧❧ r❛♥❣❡ ♦❢ C

p = pessimism(C, r) ❀

Q.add(r, p) ❀ ✴✴ ❆❞❞ r t♦ Q ✇✐t❤ ♣r✐♦r✐t② p

✇❤✐❧❡ Q.size < n ❞♦

r = Q.remove❴first ❀

(a, b) = split(r) ❀ ✴✴ ❙♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❡q✉❛❧ s✉❜✲r❛♥❣❡s

Q.add(a, pessimism(C, a)) ❀

Q.add(b, pessimism(C, b)) ❀

❡♥❞ ✇❤✐❧❡

Cnew = resample(C,Q.upper❴bounds) ❀

P❡ss✐♠✐s♠ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❛✈❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ 346 ❛♥❞ 342 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇❡✐❣❤t✱ ❡q✉❛❧ t♦ 348✳

❆t ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞✲P❡ss✐♠✐s♠ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r❢♦r♠s

❜❡st✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ t❤r❡❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡

t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥✲

tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❝❡❡❞❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ✕ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❘❡❞✉❝❡❞✲P❡ss✐♠✐s♠ ♠❡t❤♦❞

✻✳✻ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❘❡✲❙❛♠♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ❚✐♠❡ ❆♥❛✲

❧②s✐s

■♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡

r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss❡s✳ ❚❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ R ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡

❛♥❛❧②s✐s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❛t✱ ❉✐❛③ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲♦♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s

✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✻✳✶ ✭❊①❛❝t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✮ ❆♥ ❡①❛❝t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✲

✜♥❡s t❤❡ ❡①❛❝t r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳

❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ R′ ✐s ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦

t❤❡ ❡①❛❝t ♦♥❡ R✱ R′ � R✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ❤♦✇ t♦

♣❡r❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣

t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐s ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s s❛❢❡✳

❚❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❤♦✉❧❞

✶✶✵



✻✳✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦ ♠✉❝❤ ♣❡ss✐♠✐s♠ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡❡♠❡❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ ✐♥

r❡❛❧✐t② ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❞❡❡♠ t❤❡ s②st❡♠ ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❆ ✇❛② ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❧❡✈❡❧

✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡r

✇❛② ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡①❝❡❡❞❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

❥♦❜s ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✻✳✷ ✭❏♦❜ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮ ❋♦r ❛ ❥♦❜ τi,j ❛♥❞ ❛ ♣r✐♦r✐t②

❛ss✐❣♥♠❡♥t Φ✱ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② DMPi,j ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t τi,j ♠✐ss❡s

✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✿

DMPi,j(Φ) = P{Ri,j(Φ) > Di}. ✭✻✳✸✮

❲❤❡♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞

DMP ✳ ❆ ❞❡❝r❡❛s❡❞ DMP ✐♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

r❡s✉❧ts ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♣t✐♠✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r s❛❢❡✳

✻✳✼ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤r❡❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✻✳✺✳

❆s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡ts ♦❢ t❛s❦s

✇✐t❤ ❛ P❋ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡❞

t❤❛t t❤❡ t❛s❦s ✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♥♦♥✲♣r❡✲❡♠♣t✐✈❡❧② ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r ♣❡r✐♦❞s ✇❡r❡ ❧♦♥❣ ✐♥

r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♠♣❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ P❋s ♦❢ t❤❡ t❛s❦s✳ ✭❚❤✉s ❡❛❝❤ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥

♦❢ ❛ ❢✉rt❤❡r t❛s❦ ❀ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❢✉rt❤❡r

❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② t❛s❦✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t

s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s t❤❛t ❧❡ss ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❥♦❜✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦♣t❡❞ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡ t❛s❦✲s❡ts t❤❛t ✇❡

❛♥❛❧②③❡ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

♠❡❛♥t ❛ ♠♦r❡ str✐❝t ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛s❦✲s❡ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝❛s❡s ✇❤❡♥

✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛ ❥♦❜ s✉✛❡rs ♠❛♥② ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤✐❣❤❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ♦r ❡✈❡♥

t❤❛t t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❥♦❜ ♥❡✈❡r ✜♥✐s❤❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ r❡✲

s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❛s❦s ✐♥ ❛ t❛s❦✲s❡t✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♣r❡❡♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t

♦r ♥♦t✳

❚❤❡ P❋s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ 100 ✈❛❧✉❡s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✱✵✵✵ ♣♦s✲

s✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✵✳✶

♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞s✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ✶ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞✱ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞

r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳

❆❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ ❥❛✈❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ ❛♥

✐✼✲✷✼✷✵◗▼ ❈P❯ ❅ ✷✳✷✵●❍③ ❝♦♠♣✉t❡r✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ r❡✲

s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ❡①❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✶✵ t❛s❦✲

s❡ts ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✷✺ t❛s❦s ❡❛❝❤✳ ❲❤❡♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❛s ❡♥❛❜❧❡❞✱

♦♥❝❡ t❤❡ PF ♦❢ ❡❛❝❤ t❛s❦ ✇❛s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❛s r❡✲s❛♠♣❧❡❞

t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✵✵✵ ✈❛❧✉❡s ✭t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ♣❧♦ts t❤❡ t♦t❛❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵ t❛s❦✲s❡ts✮ ✈❡rs✉s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✶✲✷✺✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❧♦❣ s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼

✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡①❤✐❜✐ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤✱ ✇✐t❤ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ✶✵✵✱✵✵✵♠s ❢♦r ✶✵ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡

r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①❤✐❜✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s ❀ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✵✵ ❢♦r ✶✵ ❝♦♥✈♦❧✉✲

t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①

r❡❞✉❝❡❞ ♣❡ss✐♠✐s♠ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❛❦❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝✐♥❣

❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡❡❞❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭1− CDF ✮ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ❛❢t❡r ✷✺ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✷✺t❤ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦✳

❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✉s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❛ r❛♥❞♦♠❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞ t❛s❦✲s❡t ✇✐t❤ ✷✺ t❛s❦s✱ ❡❛❝❤ t❛s❦ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ r❛♥✲

❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✶✵✵ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ❛ ❧♦✇❡r r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✶✵✵ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡①❝❡❡❞❡♥❝❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣❡ss✐♠✐s♠ t❡❝❤✲

♥✐q✉❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t

✶✶✷



✻✳✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✕ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣s

❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❥✉st ✶✵✵ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❡①❝❡❡❞❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❧♦❣ s❝❛❧❡✱

t❤✉s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s t♦

♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ✐s ❤❡❛✈✐❧②

❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞✳ ✭❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♣❡ss✐♠✐s♠ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥

t❤✐s r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ ❉♦✲

♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

✇♦rs❡ ❛t ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s

r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ 10−9 ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❡①❝❡❡❞❡❞

✐s ✽✾✱✻✵✵ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✾✹✱✸✵✵ ❢♦r t❤❡ ❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱

❛♥❞ ✶✹✶✱✺✵✵ ❢♦r ❘❡❞✉❝❡❞ P❡ss✐♠✐s♠ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✳

■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜✉t ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵ t❛s❦✲

✶✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✕ 1− CDF ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛❝t ♦♥❡

s❡ts✱ ✐✳❡✳ ✶✵ r✉♥s✱ ✷✺ t❛s❦s ♣❡r t❛s❦✲s❡t✱ ✶✵✵ ✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵

❣✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ❛r❡ t❤❡

r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦

t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❘❡❞✉❝❡❞ P❡ss✐♠✐s♠

t❡❝❤♥✐q✉❡ s❤♦✇s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❛❧❜❡✐t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛✐❧

♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✻✳✽ ❋✉t✉r❡ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❲❤✐❧❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉✲

t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛t t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ s♦ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡✳

✶✶✹



✻✳✽✳ ❋✉t✉r❡ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✕ ❩♦♦♠✲✐♥ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ♦♥ 1−CDF ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛♥❞ ❡①❛❝t ♦♥❡

✻✳✽✳✶ ❘❛♥❣❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

❖♥❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❝♦st❧②✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡

❛r❡ ♠❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥s✮ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐s ❤♦✇ t❤❡s❡ ♦♣❡✲

r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②✱ t❤❡ ✇❛② ❞❛t❛ ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡

❝♦♠♣✉t❡r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ♦❢ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ 10−k ✇❤❡r❡ k ❝❛♥ ❜❡ t❡♥s ♦r ❡✈❡♥ ❤✉♥❞r❡❞s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✉s❡ ❛r❜✐tr❛r②

♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳

✶✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

t❤r❡s❤♦❧❞s ❛❢t❡r 10 ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s

❖♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❢❛st❡r ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r✱ ❧✐❦❡

✢♦❛ts ✐♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ♦❢ ♦♥❡ ♦r ❢❡✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✜❣✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥t✐ss❛ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡

❡①♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r x = 0.0000000000000007 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

7× 10−16✱ s♦✱ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ st♦r❡ t❤❡ ♠❛♥t✐ss❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s 7✱ ❛♥❞ t❤❡

❡①♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s 16✳

❯s✐♥❣ t❤✐s ❢♦r♠ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♠✉❧✲

t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❛♥t✐ss❛s ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡①♣♦♥❡♥ts✳

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✉❝❤ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

s✐③❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❞❞✐♥❣ 7 × 10−16 ❛♥❞ 2 × 10−4 r❡s✉❧ts ✐♥ 2.00000000007 × 10−4

✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✉s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② tr✉♥❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡①♣♦♥❡♥t✱ ❦❡❡♣✐♥❣

❛ ❢❡✇ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛♥t✐ss❛✱ ❛♥❞ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss t❤❛t ✐s ❝✉t ♦✛ t♦ t❤❡

s♠❛❧❧❡st ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐t ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ t♦ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

✶✶✻



✻✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♦♥❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦♥❡✳

✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

♦❢ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤r❡❡ r❡✲

s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞✱ ❛♥❞ t✇♦ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❀ r❡❞✉❝❡❞ ♣❡ss✐♠✐s♠ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥✳

❲❡ s❤♦✇❡❞ ✈✐❛ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥

❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳

❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t r❡❞✉❝❡❞ ♣❡ss✐♠✐s♠ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s ❤✐❣❤❧② ❡✛❡❝t✐✈❡

✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝❧♦s❡✱ ❜✉t s❛❢❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣

❢r♦♠ ❡①❛❝t ❛♥❛❧②s✐s ❛t ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞

✐s s❡t ❛s ❧♦✇ ❛s ✶✵✵ ✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝❛♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡

s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♥❞ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣❡ss✐♠✐s♠

✐♥ t❤❛t r❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥

q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐❞ ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡

s❛♠❡ ❡①t❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❛✐♠❡❞ ❛t ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡

r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s r❛♥❣❡ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✽✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♦rt❤♦✲

❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ s♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠✳ ❘❛♥❣❡ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ✉s❡

❛r❜✐tr❛r② ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❛♥❞ s♦ ❝❛♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥✐t✐❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥

t❤✐s ❛r❡❛ ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② r❛♥❣❡ q✉❛♥t✐s❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞

t♦ ❜❡ ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲

r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❙②st❡♠s ✭❘❚◆❙✷✵✶✷✮ t❤❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ✐♥ P♦♥t✲à✲

▼♦✉ss♦♥ ✐♥ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✷ ❬▼❛①✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❜❪✳

✶✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✶✶✽



●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞

♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r♦✲

❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ♦♥❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥

♠✐♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠

✐s ❛ ②♦✉♥❣ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠❛♥② ♣✐❡❝❡s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉③③❧❡✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡

❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡t❡r✲

♠✐♥✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✳ ▲✐tt❧❡ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦✲

❞❡❧✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s ❧❛t❡r

❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧❧♦✇ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

t②♣❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ r❡❛❧✐st✐❝ s②st❡♠s✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ♦♥ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❢♦r✇❛r❞✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ♥♦t ❥✉st t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t

❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝❡♣t ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ✐♥♣✉t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s✉❝✲

❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✉s❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡

❝❤❛♥❝❡s t❤❛t ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥❥✉st❧② ❞❡❡♠❡❞ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❛r❡ ❣r❡❛t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞

❛t ❞❡s✐❣♥ t✐♠❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳ ❆s ❢✉✲

t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✇❤❡r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✮✱ s✉❝❤ ❛s ♦✛s❡ts✱ ❥✐tt❡rs✱ ❡t❝✳

❚❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛❧s♦ ♦♣❡♥s t❤❡ ❞♦♦r ❢♦r ♥✉♠❡r♦✉s ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡

st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r

✶✶✾



●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r

r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ✜rst

♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼♦st ♥♦t❛❜❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜✲

s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ s②st❡♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛ t❛s❦ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s

♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♠♦♥❣st t❛s❦s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②

s❡t ✭♥♦r ❜② t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t② s❡t✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✐♥❝❡

✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ s②st❡♠s✱ ✇❡ ♠❛② ❛♣♣❧② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❆✉❞s❧❡②✬s t♦

♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐✲

♠✐③❡❞ t❛s❦ ❢❛✐❧✉r❡ r❛t❡s✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤❡s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❥✉st ❢♦r t❛s❦s

✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ♣r♦❣r❡ss t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞

s♦❧✈❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r s②st❡♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❛s❦s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs✳ ❖✉r ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢

t❛s❦s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❛ t❛s❦ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ s♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡ ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞

♣r♦♣❡rt② ✐s ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❡♥❞❡❛✈♦r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

st✉❞② ✐♥t❡r✈❛❧ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❛♥❞ ❤②♣❡r✲♣❡r✐♦❞ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

✇❤❡♥ ✐♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❖✉r ✇♦r❦ ♦♥ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ s②s✲

t❡♠s ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡

❡①✐st✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ✉♥t✐❧ ♥♦✇ t❤❡②

✇❡r❡ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t♦② ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ t❤❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❤✐❣❤❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

t❛s❦s ♣❡r t❛s❦✲s❡t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❛s❦✬ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣

✇✐t❤ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ t♦② ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳ ❘❡✲

s❛♠♣❧✐♥❣ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦✈❡❞ t♦

❜❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ ✉♥❞❡r ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❤✐❧❡

✶✷✵



s❛❝r✐✜❝✐♥❣ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✇❡ ♣❧❛♥ ♦♥

✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡♠ ❢♦r ✐♥t❡r✲

❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❆♠♦♥❣st ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ ✇❡ ♠❡♥✲

t✐♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s②st❡♠s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣st t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣st ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ❡①✐st

❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✉✐t❡❞ t♦ ✉s❡ ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ t❤❡② ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝♦♣✉❧❛s✱ ❜✉t

t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ②♦✉♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞

t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♣✉rs✉❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣st t❛s❦s ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ s✐♥❝❡ r❡❛❧✐st✐❝ s②st❡♠s ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣st t❛s❦s✳

❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ ✭❉❆●✮ ❛♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♥❡❡❞s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥

t❛s❦s✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❧❛②❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t❛s❦ ❧❡✈❡❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❛s❦ ♣❛r❛✲

♠❡t❡rs ❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛t t❛s❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❧❡✈❡❧✱ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ t❛s❦ ✇✐❧❧ ❡①❡❝✉t❡ ♥❡①t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡

✐s ♥♦t ❛ str✐❝t ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ t❛s❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✇♦r❦ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ♦❢

s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠✐①❡❞✲❝r✐t✐❝❛❧✐t② t❛s❦s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ♠♦st s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ❛❞❞r❡ss

t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ❧❡✈❡❧s ✐s ❛ ✈❡r②

❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡✱ ❜✉t ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ❢r✉✐t❢✉❧

♦♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡tt✐♥❣ t❛s❦s ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡✐r ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❛t✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❛ t❛s❦s ❝r✐t✐❝❛❧✐t② ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐ts

❝❤❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ✇✐t❤♦✉t ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❛❝r✐✜❝✐♥❣ ❧♦✇❡r ❝r✐t✐❝❛❧✐t② t❛s❦s✳ ❆♥♦t❤❡r

✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ♠✐①❡❞ ❝r✐t✐❝❛❧✐t② s②st❡♠s ✐s

t❤❛t ♦❢ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❣♦❡s ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇❡r ❝r✐t✐❝❛❧✐t②

st❛t❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧✐t② st❛t❡✱ ❛♥❞ ♦✛❡r✐♥❣ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧

♥♦t ❡①❝❡❡❞ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦r ✐❢ ✐t ❞♦❡s ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❞✉r✐♥❣ t❤❛t ❤✐❣❤❡r

❝r✐t✐❝❛❧✐t② t❛s❦s ✇✐❧❧ st✐❧❧ ✜♥✐s❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❧✐st❡❞ ❤❡r❡ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞

✶✷✶



●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡

❡✈♦❧✈❡✳ ❲❡ ♣❧❛♥ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ♣❛t❤ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

r❡❛❧✲t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❛♥

✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ❢♦r✇❛r❞✱ ♥♦t ❥✉st ❢♦r ✉s✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② t❤❛t ✐s ✐♥✲

t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡

s②st❡♠s✳

✶✷✷
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✶✷✹



✶✳ ◆♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

✶ ◆♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣

❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s

❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❬▲✐✉ ❛♥❞ ▲❛②❧❛♥❞✱ ✶✾✼✸❪ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡

❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t ❞❡❛❞❧✐♥❡ t❛s❦s❡ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜①❡❞✲

♣r✐♦r✐t② ♣♦❧✐❝②✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❘▼ t♦

❇P❆P✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦✉♥t❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡

♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❇P❆P✱ ❜✉t ❘▼ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳

τ1,1 τ1,2

2 3 2 3

0.5 0.5 0.5 0.5

τ2,1

2 4 5 7 8

0.5 0.25 0.25 0.125 0.125

3 5 6 7 8 8 D+
2

0.5 0.25 0.25 0.125 0.125 0.125 0.125

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ τ2 ✇❤❡♥ τ2 ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦

▲❡t Γ = {τ1, τ2} ❜❡ ❛ t❛s❦✲s❡t s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ t❛s❦ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛✲

♠❡t❡rs (C, T,D, p)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ τ1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② (

(

2 3

0.5 0.5

)

, 4, 4, 0.5) ❛♥❞ τ2 ❞❡✜♥❡❞

❜② (

(

2 3

0.5 0.5

)

, 8, 8, 0.1)✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘▼ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ τ1 ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ τ2 t❤❡ ❧♦✇❡r

♣r✐♦r✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τ1 ✐s R1 =

(

2 3

0.5 0.5

)

❛♥❞ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τ2 ✐s R2 =

(

4 7 8 D+
2

0.25 0.25 0.375 0.125

)

❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τ2✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r

♣r✐♦r✐t② t❛s❦✱ τ1✱ ❤❛s t✇♦ ❥♦❜s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❡r✐♦❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t②

t❛s❦✱ τ2✱ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❥♦❜ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❡r✐♦❞✳

■❢ ❥♦❜s τ2,1 ❛♥❞ τ1,1 ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❡q✉❛❧ t♦ 2✱ t❤❡♥ ❥♦❜ τ2,1 ✐s ♥♦t ♣r❡✲

❡♠♣t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❥♦❜ ♦❢ τ1 ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❡q✉❛❧ t♦ 4✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r

t❤r❡❡ ❝❛s❡s ❥♦❜ τ2,1 ✐s ♣r❡✲❡♠♣t❡❞ ❛♥❞ ✐ts r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ✐s ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ t❤❡s❡

✶✷✺



❆♣♣❡♥❞✐①

❝❛s❡s✱ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❥♦❜s ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❡q✉❛❧ t♦ 3 ❞♦❡s ❥♦❜ τ2,1 ♠✐ss ✐ts

❞❡❛❞❧✐♥❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.125✳ ❲❡ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❜② D+
2 t❤❛t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡✳

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢ t❛s❦ τ2 ✐s DMR2 = 0.125✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡✱ p2 = 0.1✱ t❤❡♥ ❘▼ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t

❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s t❛s❦s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

◆❡①t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❛s❦ τ2 ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r

♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ t❛s❦ τ1✳ ❋♦r t❤✐s ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❛s❦ τ2 ✐s ❣✐✈❡♥

❜② R2 =

(

2 3

0.5 0.5

)

✳

❚❛s❦ τ1 ❤❛s t✇♦ ❥♦❜s r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤②♣❡r♣❡r✐♦❞ [0, 8)✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢

✐ts ✜rst ❥♦❜ ✐s R1,1 =

(

4 5 6

0.25 0.5 0.25

)

✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

DMP1,1 = 0.75✳

■ts s❡❝♦♥❞ ❥♦❜ ❤❛s ❛ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ R1,2 =

(

2 3 4 D+
1

0.125 0.375 0.375 0.125

)

✱

❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.125✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❥♦❜s ✇❡ ❣❡t ❛ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❢♦r t❛s❦

τ1 ♦❢ R1 =

(

2 3 4 D+
1

0.0625 0.1875 0.3125 0.4375

)

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦ ♦❢

DMR1 = 0.4375 ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ p1 = 0.5✳ ❚❤✉s

t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❛s❦s ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❛❞❧✐♥❡ ♠✐ss r❛t✐♦s

t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡r♠✐tt❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

❆s ❘▼ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r t❤✐s t❛s❦✲s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

s♣❡❝✐✜❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✐s ❢❡❛✲

s✐❜❧❡✱ t❤❡♥ ❘▼ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣♦❧✐❝② ❢♦r t❤❡ ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t②

❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭❇P❆P✮✳

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐✳❡✳ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳

❲✐t❤ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡s t♦ ♣r♦✈❡

t❤❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ♦t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❉❡❛❞❧✐♥❡

▼♦♥♦t♦♥✐❝✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✳

✶✷✻



✷✳ ❆ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✷ ❆ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r

s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

▲❡t τ = {τ1, τ2} ❜❡ ❛ t❛s❦ s❡t ✇✐t❤ τ1 =

(

C1 =

(

1 2

0.7 0.3

)

, T1 =

(

4 3

0.9 0.1

))

✱

❛♥❞ τ2 =

(

C2 =

(

2 4

0.6 0.4

)

, T2 =

(

8 6

0.8 0.2

))

✳ t❤❡ ✜rst r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢

t❤❡ t❛s❦ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✐ts ✐♥t❡r✲

❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t τ1 ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ τ2 t❤❡

❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡❧② ❛♥❞ s②♥❝❤r♦✲

♥♦✉s❧② r❡❧❡❛s❡❞✳

❙✐♥❝❡ τ1 ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐ts

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ✐ts ✇♦rst ❝❛s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳

❋♦r τ2 ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❲❈❘❚ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥✺✳ ❚❤✐s

♠❡t❤♦❞ st❛♥❞s ❢♦r ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦

t❛s❦s t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ t❛s❦s ❤❛✈❡ t❤❡ ✜rst r❡❧❡❛s❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♠❡♥t t = 0✱ t❤❡♥ t❤❡

❜❛❝❦❧♦❣ ♦❢ τ2,1✱ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ τ2✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t②

t❛s❦✱ τ1✱ ✐✳❡✳ B2 = C1 =

(

1 2

0.7 0.3

)

✳

❲❡ ❡①❡❝✉t❡ ♥♦✇ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛ ❥♦❜✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❦❧♦❣ ❛t t❤❡ ♠♦✲

♠❡♥t ♦❢ ✐ts r❡❧❡❛s❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ R2 = B2 ⊗ C2 =

(

1 2

0.7 0.3

)

⊗

(

2 4

0.6 0.4

)

=

(

3 4 5 6

0.42 0.18 0.28 0.12

)

✳ ❚♦ t❤✐s ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡

♣r❡❡♠♣t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♥❡①t r❡❧❡❛s❡ ♦❢ τ1 ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛t t = 3 ♦r ❛t t = 4✳ ■❢ ✐t ✐s t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱

t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t = 4✳ ■❢ ✐t ✐s t❤❡ ❧❛t❡r✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ t❛❧❡ ♦❢ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥st❛♥t t = 5✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s

✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❛rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt t❤❛t

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❛✐❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❛✐❧ ✐t

✐s ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ t❛s❦ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ τ1✮✳ ❚❤❡s❡

t✇♦ ♣❛rts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡✐r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

✶✷✼



❆♣♣❡♥❞✐①

t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡♠✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② R1,1
2 t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τ2✱ ✐♥ ♣r❡❡♠♣✲

t✐♦♥ 1✱ ❝❛s❡ 1✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❞❡①❡s ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❡ t❛s❦ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❥♦❜ ♥✉♠❜❡r r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ✐♥❞❡①❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡

♥✉♠❜❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r❡❡♠♣t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥

t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ R1,1
2,1 =

(

3

0.42

)

⊕

(

4 5 6

0.18 0.28 0.12

)

⊗

(

1 2

0.7 0.3

)

=

(

3

0.42

)

⊕

(

5 6 7 8

0.126 0.25 0.168 0.036

)

=

(

3 5 6 7 8

0.42 0.126 0.25 0.168 0.036

)

✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ s❝❡♥❛r✐♦✱

✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② ❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ τ1,2 ❛t t = 3✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0.1✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❦❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡q✉❛❧ t♦

(

0

0.1

)

✳

❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s✉❧t R1,1
2,1 =

(

3 5 6 7 8

0.42 0.126 0.25 0.168 0.036

)

⊗

(

0

0.1

)

=

(

3 5 6 7 8

0.042 0.0126 0.025 0.0168 0.0036

)

✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧

t♦ ♦♥❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❦❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❡q✉❛❧ t♦ 0.1✱ ✇❡

♦❜t❛✐♥ ❛ ✭♣❛rt✐❛❧✮ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ 0.1✳

❙✐♠✐❧❛r❧② ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❥♦❜ ♦❢ t❛s❦ τ2✱ ✐♥

♣r❡❡♠♣t✐♦♥ 1✱ ❝❛s❡ 2 ❛s ❜❡✐♥❣ R1,2
2 =

((

3 4

0.42 0.18

)

⊗

(

5 6

0.28 0.12

)

⊗

(

1 2

0.7 0.3

))

⊗

(

0

0.9

)

=

((

3 4

0.42 0.18

)

⊕

(

6 7 8

0.196 0.168 0.036

))

⊗

(

0

0.9

)

=

(

3 4 6 7 8

0.378 0.162 0.1764 0.1512 0.0324

)

✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ✭♣❛rt✐❛❧✮ r❛♥✲

❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉♠ ✉♣ t♦ 0.9✳

❚❤❡ t✇♦ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧

r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❥♦❜ τ2 ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣r❡❡♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡

R2 =

(

3 5 6 7 8

0.042 0.0126 0.025 0.0168 0.0036

)

⊕

✶✷✽



✷✳ ❆ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

(

3 4 6 7 8

0.378 0.162 0.1764 0.1512 0.0324

)

=

(

3 4 5 6 7 8

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.168 0.036

)

✳

❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ♥❡①t ✭♣♦ss✐❜❧❡✮ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❥♦❜ t❤❛t ♠✐❣❤t ♣r❡❡♠♣t τ2,1✳ ❚❤✐s ♥❡①t ♣r❡❡♠♣t✐♥❣ ❥♦❜

✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ τ1,2 ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦

T1,2 = T1 ⊗ T1 =

(

4 3

0.9 0.1

)

⊗

(

4 3

0.9 0.1

)

=

(

8 7 6

0.81 0.18 0.01

)

✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡

s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✿

✕ τ1,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 6 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.01 ❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐ts ❛rr✐✈❛❧ ❛✛❡❝ts

t❤❡ ❧❛st t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✕ τ1,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 7 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.18 ❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐ts ❛rr✐✈❛❧ ❛✛❡❝ts

♦♥❧② t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✕ τ1,2 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 8 ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.81 ❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐ts ❛rr✐✈❛❧ ❞♦❡s ♥♦t

❛✛❡❝t t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❡♠♣t τ2✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡s❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡ ✜rst

✭♣❛rt✐❛❧✮ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ R2,1
2 ✱ ❤❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ 0.01✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞

✭♣❛rt✐❛❧✮ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ R2,2
2 ✱ ❤❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ 0.18✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

❧❛st ✭♣❛rt✐❛❧✮ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ R2,3
2 ✱ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s✉♠ ❡q✉❛❧ t♦ 0.81✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✭❝♦♠✲

♣❧❡t❡✮ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ 1✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

❚❤❡ ♥❡①t ❥♦❜ ♦❢ τ1 ❤❛s ❛♥ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

❧❡❛st ❛rr✐✈❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ τ1,3 ✐s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ R2✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t τ1,3

❝❛♥ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ τ2 s♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ st♦♣♣❡❞

❤❡r❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ τ2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤

τ2 ♠❛② ❜❡ ♣r❡❡♠♣t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ τ1,3 ❛rr✐✈❡s ❛t t = 9 ❛♥❞ τ2 ❤❛s ♥♦t ✜♥✐s❤❡❞

✶✷✾



❆♣♣❡♥❞✐①

✭❛✮ R2,1
2 ✭❜✮ R2,2

2

✭❝✮ R2,3
2

❋✐❣✉r❡ ✶ ✕ P❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r R2
2

✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡❡❞s

t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ♣r❡❡♠♣t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡

t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸❛✳

❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤✐s ✭♣❛rt✐❛❧✮ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s 0.001✳

❆❧s♦✱ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❛t τ2 ✐s ♥♦t ♣r❡❡♠♣t❡❞ ❜② τ1,3 ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤

✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱

0.729 + 0.243 + 0.027 = 0.999✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✺ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸❜✳

❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ τ2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✶✸✵



✷✳ ❆ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

R2,1
2 =

((

3 4 5 6

0.42 0.162 0.0126 0.2014

)

⊕

(

7 8

0.168 0.036

)

⊗

(

1 2

0.7 0.3

))

⊗

(

0

0.01

)

=

((

3 4 5 6

0.42 0.162 0.0126 0.2014

)

⊕

(

8 9 10

0.1176 0.0756 0.0108

))

⊗

(

0

0.01

)

=

(

3 4 5 6 8 9 10

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.1176 0.0756 0.0108

)

⊗

(

0

0.01

)

=

(

3 4 5 6 8 9 10

0.0042 0.00162 0.000126 0.0014098 0.001176 0.000756 0.000108

)

.

R2,2
2 =

((

3 4 5 6 7

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.168

)

⊕

(

8

0.036

)

⊗

(

1 2

0.7 0.3

))

⊗

(

0

0.18

)

=

((

3 4 5 6 7

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.168

)

⊕

(

9 10

0.0252 0.0108

))

⊗

(

0

0.18

)

=

(

3 4 5 6 7 9 10

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.168 0.0252 0.0108

)

⊗

(

0

0.18

)

=

(

3 4 5 6 7 9 10

0.0756 0.02916 0.002268 0.036252 0.03024 0.004536 0.001944

)

.

R2,3
2 =

(

3 4 5 6 7 8

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.168 0.036

)

⊗

(

0

0.81

)

=

(

3 4 5 6 7 8

0.3402 0.13122 0.010206 0.163134 0.13608 0.02916

)

.

✭✶✮

❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

❚❤❡ ♥❡①t ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ τ1 ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t = 12✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s

❛rr✐✈❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡❡♠♣t τ2✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ R2✳

■❢ ❥♦❜s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛st❡r t❤❡✐r ❞❡❛❞❧✐♥❡✱ t❤❡♥✱ ❛t t❤❡

♥❡①t ❛rr✐✈❛❧ ♦❢ τ2 t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛❝❦❧♦❣ t❤❛t ❤❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮

❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳

✶✸✶



❆♣♣❡♥❞✐①

❋✐❣✉r❡ ✷ ✕ R2
2

R2
2 =

(

3 4 5 6 7 8 9 10

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.16632 0.030336 0.005292 0.002052

)

.

✭✷✮

T1,3 = T1 ⊗ T1 ⊗ T1 =

(

4 3

0.9 0.1

)

⊗

(

4 3

0.9 0.1

)

⊗

(

4 3

0.9 0.1

)

=

(

12 11 10 9

0.729 0.243 0.027 0.001

) ✭✸✮

✶✸✷



✷✳ ❆ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✭❛✮ R3,1
2 ✭❜✮ R3,0

2

❋✐❣✉r❡ ✸ ✕ P❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r R3
2

R3,1
2 =

((

3 4 5 6 7 8 9

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.16632 0.030336 0.005292

)

⊕

(

10

0.002052

)

⊗

(

1 2

0.7 0.3

))

⊗

(

0

0.001

)

=

(

3 4 5 6 7 8 9 11 12

42e5 162e6 126e7 2014e7 16632e8 30336e9 5292e9 14364e10 6156e10

)

✭✹✮

R3,0
2 =

(

3 4 5 6 7 8 9 10

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.16632 0.030336 0.005292 0.002052

)

⊗

(

0

0.999

)

=

(

3 4 5 6 7 8 9 10

0.41958 0.161838 0.0125874 0.2011986 0.16615368 0.03030566 0.00528671 0.00204995

)

.

✭✺✮

✶✸✸



❆♣♣❡♥❞✐①

❋✐❣✉r❡ ✹ ✕ R2

R2 =
(

3 4 5 6 7 8 9 11 12

42e5 162e6 126e7 2014e7 16632e8 30336e9 5292e9 14364e10 6156e10

)

⊕

(

3 4 5 6 7 8 9 10

0.41958 0.161838 0.0125874 0.2011986 0.16615368 0.03030566 0.00528671 0.00204995

)

=

(

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.42 0.162 0.0126 0.2014 0.16632 0.030336 0.005292 0.002049948 0.0000014364 0.0000006156

)

✭✻✮

✶✸✹



✷✳ ❆ st❡♣ ❜② st❡♣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋✐❣✉r❡ ✺ ✕ B2

B2 = D2 ⊖R2,0 =
(

0 1 2 3 4 5 6

0.9533248 0.0374976 0.0077071584 0.00105954912 0.00041048208 0.0000028728 0.00000012312

)

✭✼✮

✶✸✺



❆♣♣❡♥❞✐①

✶✸✻



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ❲❤❡♥ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡s r❡✈❡rs❡ ❜❛❝❦✲t♦✲❜❛❝❦✱ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r❦✐♥❣ s❡♥✲

s♦rs ♠❛② s❛♠♣❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✱ ♦r

❡✈❡♥ ❜❧✐♥❞ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷ ❍✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳ ❆rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐t ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✶ P♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❉❋s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢

t✇♦ ❈❉❋s ✐♥t❡rs❡❝t✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ X2 ❛♥❞

X3✳ ❍❡r❡✱ X2 ❛♥❞ X3 ❛r❡ ❜♦t❤ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ X1✱ s✐♥❝❡

t❤❡✐r ❉❈❋s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦❢ X1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✷ ❇♦t❤ τ1 ❛♥❞ τ2 ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✸ τ1 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ τ2 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉✲

t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✹ τ1 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts ❛♥❞ τ2 ❤❛s ❛♥ ❡①❡❝✉✲

t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ 2 t✐♠❡ ✉♥✐ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✺ ❇♦t❤ τ1 ❛♥❞ τ2 ❤❛✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ 3 t✐♠❡ ✉♥✐ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❝❛s❡ τ2 ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✹✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❡ss❛❣❡ τi✳ ❍❡r❡✱ Ji,1 ❛♥❞ Ji,2 ❛r❡ ❥✐tt❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ i ❛♥❞ ❛r❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② Jmax
i ✳ ❆❧s♦✱Ri,1 ❛♥❞

Ri,2 ❛r❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♠❡ss❛❣❡ i ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡q✉❛❧ ✐♥ ✈❛❧✉❡ ❜✉t t❤❡② ❜♦t❤ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤❡r❡ τ3 ♠✐ss❡s ✐ts ❞❡❛❞❧✐♥❡ ✿ R1 =

2 < D1✱ R2 = 4 < D2 ❛♥❞ R3 = 6 > D3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✶✸✼



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✺✳✶ ❚❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rr✐✈❛❧s ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♥t❡r✈❛❧

♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✺✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ t❛s❦ s②st❡♠s✳ ❖♥ t❤❡ ❳ ❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❜❧❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❨ ❛①✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ t❛s❦ ♣❡r t❛s❦ s②st❡♠ ✐s ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡ ❩ ❛①✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡s♣♦♥s❡

t✐♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛s❦ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❨ t❛s❦s ❛♥❞ ❡❛❝❤

t❛s❦ ❤❛✈✐♥❣ ❳ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ✐ts ♣❲❈❊❚ ❛♥❞ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛✈❡r❛❣❡❞

♦✈❡r ✶✵✵ t❛s❦✲s②st❡♠s✮✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜♦t❤ ✇✐t❤ r❡♣❡❝t

t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ♣❡r t❛s❦✲s②st❡♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✺✳✸ ❆♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ t❛s❦ s②st❡♠s ✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ t❛s❦s ♣❡r t❛s❦ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♣❡r r❛♥❞♦♠

✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✹ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❉▼P ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 1✱ 5

❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 10 ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡r❡ 1 ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst

❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✺ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬

♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 10✱ 5 ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1 ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② t❤❡

✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✻ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❉▼P ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬ ♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 1000✱

100✱ 10 ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1 ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✺✳✼ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛s❦s✬

♣❲❈❊❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛s 1000✱ 100✱ 10 ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② 1 ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳

♦♥❧② t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣▼■❚ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸

✻✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✻✳✷ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✸ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✻✳✹ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❯♥✐❢♦r♠ ❙♣❛❝✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✻✳✺ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❉♦♠❛✐♥ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✻✳✻ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❘❡❞✉❝❡❞✲P❡ss✐♠✐s♠ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✼ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣s ✳ ✶✶✸

✻✳✽ 1− CDF ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❛❝t ♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✶✸✽



✻✳✾ ❩♦♦♠✲✐♥ ✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ♦♥ 1−CDF ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛♥❞ ❡①❛❝t ♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✻✳✶✵ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ r❡✲s❛♠♣❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡✲s❛♠♣❧✐♥❣

t❤r❡s❤♦❧❞s ❛❢t❡r 10 ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✶ P❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r R2
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✷ R2
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✸ P❛rt✐❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r R3
2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹ R2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✺ B2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✶✸✾



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✹✵



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✸✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ DMRs ❛♥❞ M s❡t ✺✹

✸✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ Φg t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ Φ′

✇✐t❤ τc❂t❛s❦ ✸ ❛♥❞ τb❂t❛s❦ ✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✸ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❊①❛♠♣❧❡ ✾ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❛s❦ ♣r✐♦r✐t✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✶ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ τ2 ✇❤❡♥ τ2 ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✶✹✶



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✶✹✷



▲✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

AP ❆rr✐✈❛❧ Pr♦✜❧❡

BPAP ❇❛s✐❝ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

CAN ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦

CDF ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

CRTES ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠s

CRTS ❈r✐t✐❝❛❧ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s

DM ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

DMP ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss Pr♦❜❛❜✐❧✐t②

DMR ❉❡❛❞❧✐♥❡ ▼✐ss ❘❛t✐♦

EDF ❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst

EP ❊①❡❝✉t✐♦♥ Pr♦✜❧❡

ET ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡

ETP ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡ Pr♦✜❧❡

GMF ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✉❧t✐✲❋r❛♠❡

MPAP ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ Pr✐♦r✐t② ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

MIT ▼✐♥✐♠✉♠ ■♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ ❚✐♠❡

NCGMF ◆♦♥✲❈②❝❧✐❝ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✉❧t✐✲❋r❛♠❡

PDF Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥

PMF Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ▼❛ss ❋✉♥❝t✐♦♥

pCRPD ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❈❛❝❤❡✲❘❡❧❛t❡❞ Pr❡❡♠♣t✐♦♥ ❉❡❧❛②s

pET ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡

pMIT ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼✐♥✐♠✉♠ ■♥t❡r✲❛rr✐✈❛❧ ❚✐♠❡

✶✹✸



▲✐st ♦❢ ❛❝r♦♥②♠s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

pWCET ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❲♦rst ❈❛s❡ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡

RM ❘❛t❡ ▼♦♥♦t♦♥✐❝

RTS ❘❡❛❧ ❚✐♠❡ ❙②st❡♠

SPTA ❙t❛t✐❝ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❚✐♠✐♥❣ ❆♥❛❧②s✐s

WCET ❲♦rst ❈❛s❡ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❚✐♠❡

WCRT ❲♦rst ❈❛s❡ ❘❡♣♦♥s❡ ❚✐♠❡

✶✹✹



❆❜str❛❝t

✶✹✺



❆❜str❛❝t

✶✹✻



❘és✉♠é

▼♦ts✲❝❧és✿ ❙②stè♠❡s ❚❡♠♣s ❘é❡❧ Pr♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❖♣t✐♠❛✉①✱ ❘❡✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❚❡♠♣s ❘é❡❧✱ ▼♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r✱ ❘és❡❛✉ ❈❆◆✳

▲❡s s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és t❡♠♣s ré❡❧ ❝r✐t✐q✉❡s ✐♥tè❣r❡♥t ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝♦♠✲

♣❧❡①❡s q✉✐ é✈♦❧✉❡♥t ❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬✐♥té❣r❡r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés r❡q✉✐s❡s

♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✜♥❛✉① ❞❡s s②stè♠❡s ✭❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ❛✈✐♦♥✐q✉❡✱ ❢❡rr♦✈✐❛✐r❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❈❡s

♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t❡♠✲

♣♦r❡❧ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ s✉r✲❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t

✐♠♣♦rt❛♥t s✐ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t

♣✐r❡ ❝❛s✳ ❆♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ s✉r✲❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t✱

t♦✉t ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣s ré❡❧✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s

❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♣t✐♠❛✉① ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲

❝❡♠❡♥t á ♣r✐♦r✐té ✜①❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞é❝r✐ts ♣❛r ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥t été ♣r♦✉✈és s✉rs ❡t á ✉t✐✲

❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s ré❡❧ ❞✉rs✱ q✉✐ s♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✳

◆♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❛ été ❞é♠♦♥tré❡

❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♣❡ss✐♠✐st❡ q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡s✳ ❈❡t ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠❜✐✲

♥é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛✉① ❛♣♣r♦♣r✐é❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s

t❡♠♣s ré❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ♣❡✉t ❛✐❞❡r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞❡ s②stè♠❡s á ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❝✐❡r

❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ s②sté♠❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❥✉❣é ✐rré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❞❡s

❛♥❛❧②s❡s✴❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

✶✹✼



❆❜str❛❝t

❑❡②✇♦r❞s✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❘❡❛❧✲

❚✐♠❡ ❘❡✲s❛♠♣❧✐♥❣✱ ❯♥✐♣r♦❝❡ss♦r✱ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s✳

❈r✐t✐❝❛❧ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✐♥t❡❣r❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s t❤❛t ❡✈♦❧✈❡

❝♦♥st❛♥t❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡

s②st❡♠s ✭❛✉t♦♠♦t✐✈❡✱ ❛✈✐♦♥✐❝s✱ r❛✐❧✇❛②✱ ❡t❝✮✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐r❡❝t

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✈❛r✐✲

❛❜✐❧✐t② ❧❡❛❞s t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♦✈❡r✲♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥❧②

♦♥ ✇♦rst ❝❛s❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✈❡r ♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣

✇❤✐❧❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ♥❡✇ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝

r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ✇❛②s ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✜①❡❞ ♣r✐♦r✐t② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s②st❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡

✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❤❛r❞

r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r

s②st❡♠s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❣r❡❛t❧② ❞❡❝r❡❛s❡

t❤❡ ♣❡ss✐♠✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❛♥❛❧②s❡s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠ ❤❡❧♣

t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡rs t♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢

t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ❞❡❡♠❡❞ ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❛❧②s❡s✴s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✻✺✸✱ ✷✵✵✽❪ ✻✺✸✱ ❆✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆♥ ❛✈✐♦♥✐❝s st❛♥❞❛r❞ ❢♦r s❛❢❡✱ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ s②st❡♠s✳ ■♥

❲✐♥❞ ❘✐✈❡r ❙②st❡♠s✴■❊❊❊ ❙❡♠✐♥❛r✳

❬❆❜❡♥✐ ❛♥❞ ❇✉tt❛③③♦✱ ✶✾✾✽❪ ❆❜❡♥✐✱ ▲✳ ❛♥❞ ❇✉tt❛③③♦✱ ●✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐✲

♠❡❞✐❛ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❤❛r❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ s②st❡♠s✳ ■♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s ❙②♠♣♦s✐✉♠✱

✶✾✾✽✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳✱ ❚❤❡ ✶✾t❤ ■❊❊❊✱ ♣❛❣❡s ✹ ✕✶✸✳

❬❆❜❡♥✐ ❛♥❞ ❇✉tt❛③③♦✱ ✶✾✾✾❪ ❆❜❡♥✐✱ ▲✳ ❛♥❞ ❇✉tt❛③③♦✱ ●✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ◗♦❙ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✉s✐♥❣

♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❛❞❧✐♥❡s✳ ■♥ ■❊❊❊ ❊✉r♦♠✐❝r♦ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❙②st❡♠s

✭❊❈❘❚❙✾✾✮✱ ♣❛❣❡s ✷✹✷✕✷✹✾✳

❬❆❜❡♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ❆❜❡♥✐✱ ▲✳✱ ▼❛♥✐❝❛✱ ◆✳✱ ❛♥❞ P❛❧♦♣♦❧✐✱ ▲✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r♦✲

❜✉st ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ t❛s❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡✱

✽✺✭✺✮ ✿✶✶✹✼✕✶✶✺✻✳

❬❆❘P✹✼✻✶✱ ✷✵✵✶❪ ❆❘P✹✼✻✶ ✭✷✵✵✶✮✳ ●✉✐❞❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ t❤❡ s❛✲

❢❡t② ❛ss❡ss♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❝✐✈✐❧ ❛✐r❜♦r♥❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❡q✉✐♣♠❡♥t✳

❬❆t❧❛s ❛♥❞ ❇❡st❛✈r♦s✱ ✶✾✾✽❪ ❆t❧❛s✱ ❆✳ ❛♥❞ ❇❡st❛✈r♦s✱ ❆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ r❛t❡ ♠♦✲
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