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Xvi Nomenclature
Symboles Correspondance
T, Y, 2 Directions longitudinale, normale aux parois,
transverse de I’écoulement.
€z, €y, €, Vecteurs unitaires des directions longitudinale, normale
aux parois et transverse de ’écoulement.
U, V., W  Composantes longitudinale, normale aux parois et,
transverse du vecteur vitesse U.
Uy, Uy vitesse de I’écoulement de base, vitesse maximale de
I’écoulement de base.
P, P, Pression , Pression de ’écoulement de base.
t Temps adimensionnel.
W, My, fe  Viscosité effective, viscosité relative a I’écoulement de base,
viscosité tangente.
Hos Moo, Hp  Viscosité a taux de cisaillement nul, viscosité a taux de
cisaillement infini, viscosité a la paroi.
D masse volumique.
T, Tij Déviateur du tenseur des contraintes, composante (i,j) de 7.
5, T Tenseur des taux de déformation, second invariant au carré de 4.
Vi yfj Composantes (7, j) de 4, composantes (7, j) de % relative
a ’écoulement de base.
Iy, I'y Second invariant au carré de 4 associé a 1’écoulement de base,

second invariant au carré de 7 associé a la perturbation.
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9j
En — ein (acz—0(t))
Afi,E
A? fo o B2

A2U072

Constante de temps du fluide dans le modele de Carreau.

Indice de rhéofluidification du fluide.
Demi distance entre les deux parois.
Nombre de Reynolds, nombre de Reynolds critique.

Rapport du temps caractéristique du fluide au temps de

diffusion visqueuse.

Coefficient de relaxation.

Degré de stratification de la viscosité.
Fonction courant de la perturbation.
Fonction courant de I’écoulement de base.

Composantes de la perturbation en vitesse.

Nombre d’onde, et nombre d’onde critique dans la direction z

Vitesse de 'onde.

Epaisseur de la couche critique.

Amplitude de I'onde critique (mode fondamental).
Amplitude d’équilibre.

Le j™™¢ coefficient de Landau.

Exponentielle décrivant les différents harmoniques.
Mode fondamental.

Premier harmonique du fondamental.

Modification de I’écoulement moyen.



xviii Nomenclature
€= fe — Re. Ecart relatif au seuil.
Re,
To Temps caractéristique de ’onde critique.
¢ Energie cinétique minimale d’une perturbation d’amplitude finie.
Q Longueur d’onde dans la direction z.
M Nombre de modes de Fourier.
My Nombre de points dans la direction z.
Ny Nombre de points dans la direction y.
W (y;) Coefficients d’intégration de la quadrature de Gauss-Lobatto.
X Vecteur des coefficients spectraux a,,,.
Re(e) = (o), Partie réelle de (o).

tOlrel ) tOlabs

Partie imaginaire de (e).

Complexe conjugué associé a (e).

Grandeur dimensionnelle.

Valeur moyennée de () suivant x.

Valeur de (o) au point (z;,y;).

Opérateur variationnel appliqué a (e)

Produit scalaire hermitien sur les vecteurs u et v.
Opérateur L et son adjoint correspondant.

Tolérance sur 'erreur relative et ’erreur absolue.



CHAPITRE 1

Introduction

La compréhension des mécanismes de transition du régime laminaire vers le régime
turbulent fait partie des sujets majeurs de recherche en mécanique des fluides. Dans un
certain nombre de situations telles que la convection thermique de Rayleigh-Bénard ou
I’écoulement de Taylor-Couette (cylindre extérieur fixe et cylindre intérieur tournant),
la transition vers la turbulence se fait suivant une série de bifurcations en augmentant
progressivement le parametre de controle (nombre de Rayleigh ou nombre de Tay-
lor). Chaque état, & commencer par 1’écoulement de base, devient instable pour laisser
place a un autre état plus complexe. Le chaos apparait apres un certain nombre de
bifurcations [Cross & Hohenberg 1993]. La situation est radicalement différente dans
le cas des écoulements cisaillés ouverts ou des états turbulents apparaissent de maniere
brutale a partir d'un nombre de Reynolds fini. Les mécanismes physiques associés a
ce type de transition sont encore mal compris. La transition vers la turbulence en
conduite cylindrique est étudiée depuis plus d’'un siecle et continue a faire I'objet de
nombreuses publications. En 1883, [Reynolds 1883] avait identifié expérimentalement,
les régimes laminaire et turbulent et avait montré que la transition était caractéri-
sée par l'apparition brutale, a un nombre de Reynolds fini Rer, de spots de turbu-
lence, i.e., des zones de turbulence localisées qui se déplacent le long de la conduite.
La dépendance de Rer en fonction de 'amplitude A et de la forme de la perturba-
tion a été étudiée expérimentalement en particulier par [Darbyshire & Mullin 1995],
[Hof et al. 2003], [Peixinhio & Mullin 2007] et [Cohen et al. 2009]. Un comportement

asymptotique de la forme A o Re™™ avec v > 1 est observé. A coté de cela, la théo-
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rie linéaire indique que ’écoulement de Hagen-Poiseuille est linéairement stable pour
tout Re. [Meseguer & Trefethen 2001] ont vérifié cette conjecture jusqu’a Re = 107
(le nombre de Reynolds est défini avec la vitesse maximale et le rayon de la conduite.
La méme phénoménologie est observée dans le cas de 1’écoulement de Couette plan
qui est linéairement stable [Romanov 1973] alors que la transition vers la turbulence se
produit & un nombre de Reynolds modéré. [Daviaud et al. 1992] ont visualisé des spots
de turbulence & Rer = 340 (ici, le nombre de Reynolds est défini avec la demi-vitesse
relative des deux parois, et la demi-distance entre-elles). Dans le cas de ’écoulement
de Poiseuille dans un canal plan, il existe un nombre de Reynolds critique a partir
duquel des ondes de Tollmien-Schliting apparaissent : Re. = 5772.22 [Orszag 1971].
Le nombre de Reynolds est ici défini avec la vitesse maximale et la demi-distance entre
les deux plaques. Ce résultat a été vérifié expérimentalement par [Nishioka et al. 1975].
Cependant, la transition vers la turbulence a été observée a un nombre de Reynolds
Re =~ 1000, bien inférieur a celui prédit par la théorie linéaire. Les spots de turbu-
lence dans un canal plan ont été visualisés a Re ~ 1000 par [Carlson et al. 1982],
[Alavyoon et al. 1986] et récemment par [Lemoult et al. 2013] & Re = 1500. Comme
dans le cas d'une conduite, le nombre de Reynolds de transition dépend de la forme
et de 'amplitude de la perturbation avec un comportement asymptotique A o< Re™7,

ot v > 1 [Chapman 2002], [Cohen et al. 2009], [Lemoult et al. 2012].

Dans ces différents exemples, I’écoulement de base est instable vis a vis de perturba-
tions d’amplitude finie. La bifurcation primaire est sous critique. La compréhension des
mécanismes de transition repose en particulier sur la recherche et la mise en évidence
d’états non-triviaux appelées solutions d’amplitude finie. Deux approches non linéaires
sont proposées dans la littérature pour la détermination de ces solutions d’amplitude
finie. Dans la premiere approche, des solutions bidimensionnelles et tridimensionnelles
sont calculées en partant de la courbe de stabilité marginale de 1’écoulement laminaire.
[Zahn et al. 1974], ensuite [Herbert 1976] moyennant des techniques de continuation,

ont déterminé des solutions non linéaires bidimensionnelles. Ce sont des ondes pro-



gressives d’amplitude finie. Ils trouvent un nombre de Reynolds critique, évalué au
point de retournement dans le diagramme de bifurcation, Re. = 2935 avec un nombre
d’onde o = 1.323. Ce seuil de transition reste encore trop grand comparé aux observa-
tions expérimentales. L’étude de la stabilité secondaire de ces solutions non linéaires
bidimensionnelles est alors nécessaire dans la compréhension de la transition. En sui-
vant cette démarche, [Ehrenstein & Koch 1991] ont déterminé des solutions d’équilibre
tridimensionnelles a un nombre de Reynolds critique Re. ~ 1000. Dans la deuxieme
approche, les solutions calculées sont déconnectées de 1’écoulement laminaire. Elles
sont basées sur le fait que les spots de turbulence, observés expérimentalement dans
les différents écoulements cisaillés ouverts, présentent une structure commune a sa-
voir des stries de basse et haute vitesse longitudinale et des tourbillons longitudinaux.
[Waleffe 1995], [Waleffe 1997] proposa un modele d’auto-entretien de la turbulence
basé sur ces caractéristiques communes (rouleaux longitudinaux et stries). Dans ce
modele, les rouleaux longitudinaux forment des stries, qui développent des instabilités
inflexionnelles, qui elles mémes lors de leur évolution non linéaire forment & nouveau
des rouleaux, bouclant ainsi la boucle. [Waleffe 1998] introduit une force fictive gé-
nérant les rouleaux et parvint a trouver une onde non linéaire dans un écoulement
de Poiseuille plan. Cette approche s’est révélée tres fructueuse. En suivant le proto-
cole proposé par [Waleffe 1995], [Faisst & Eckhardt 2003] et [Wedin & Kerswell 2004]
ont calculé, pour I’écoulement dans une conduite cylindrique, des solutions sous forme
d’ondes non linéaires progressives qui étaient qualitativement en bon accord avec les

résultats expérimentaux de [Hof et al. 2004].

Comparativement au cas Newtonien, tres peu de travaux ont été consacrés au
cas de fluides non-Newtoniens. Ceci est probablement du a la complexité supplémen-
taire introduite par la non-linéarité du comportement rhéologique. Les écoulements de
fluides non-Newtoniens sont rencontrés dans un grand nombre de procédés industriels.
Le controle et la maitrise de ces procédés nécessite la connaissance de la structure

de I'écoulement et en particulier les conditions de stabilité et de transition vers la
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turbulence. Les fluides non Newtoniens les plus étudiés sont les solutions diluées de
polymeres, du fait de leur capacité a réduire le frottement hydrodynamique en régime
turbulent (effet Toms 1948). Cet effet trouve de nombreuses applications en parti-
culier dans le transport du pétrole par des pipelines. L’interprétation physique de la
réduction de frottement n’est pas completement élucidée. I1 y a deux écoles de pensée.
La premiere [Lumley 1969], [Ryskin 1969] met en avant 'augmentation de la visco-
sité élongationnelle (étirement des chaines de polymeres) qui réduit les fluctuations de
la vitesse. La deuxiéme école [Tabor & de Gennes 1986] met en avant I’énergie élas-
tique emmagasinée dans les chaines de polymeres qui agit directement sur le caractere
dissipatif de ’écoulement. La majorité des fluides non Newtoniens sont a des degrés
divers rhéofluidifiants et viscoélastiques. La présente étude concerne la stabilité des
écoulements cisaillés de fluides rhéofluidifiants, i.e., des fluides qui ne présentent pas
de réponse élastique et dont la viscosité {1 décroit non linéairement avec ’augmen-
tation du cisaillement. Le caractere rhéofluidifiant reflete la tendance de la structure
interne a s’organiser afin de réduire au minimum la dissipation visqueuse, facilitant
ainsi I’écoulement. Les suspensions de particules, suspensions colloidales et les solu-
tions de polymeres présentent un comportement rhéofluidifiant. Par exemple, pour les
solutions de polymeres, la rhéofluidification résulte de I'orientation des chaines de poly-
meres dans le sens de 1’écoulement. Les écoulements de ces fluides se caractérisent par
une stratification de la viscosité dans la direction normale a la paroi. Il a été montré
par plusieurs auteurs que les caractéristiques de stabilité des écoulements paralleles
sont modifiées de maniere significative en présence d’une stratification de la viscosité.
Cette stratification peut étre obtenue lorsque la viscosité dépend d’une quantité inten-
sive obéissant a une équation d’advection-diffusion. [Wall & Wilson 1996] ont étudié
la stabilité de 1’écoulement de Poiseuille dans un canal plan d’un fluide Newtonien
dont la viscosité dépend de la température. Les parois du canal sont portées a des
températures différentes. Quatre modeles de variation de la viscosité avec la tempé-
rature ont été considérés. Les auteurs ont montré qu'une augmentation non uniforme

de la viscosité dans le canal plan stabilise 1’écoulement. Par contre, une décroissance



non uniforme de la viscosité dans la canal plan peut stabiliser ou déstabiliser 1’écou-
lement. Ces résultats ont été expliqués en termes de trois effets physiques : croissance
ou décroissance uniforme de la viscosité, modification du profil de vitesse axiale dans
la mesure ou il devient asymétrique, apparition d’une fine couche de fluide adjacente
a la paroi, ou se produit une forte variation de la viscosité. L’influence du chauf-
fage sur la stabilité de I’écoulement de Poiseuille plan, a été étudiée récemment par
[Sameen & Govindarajan 2007]. Les auteurs montrent qu’une décroissance de la vis-
cosité dans la direction normale a la paroi stabilise I’écoulement. L’effet de la stra-
tification de la viscosité sur la stabilité de 1’écoulement de Poiseuille plan vis-a-vis
de perturbations infinitésimales a été analysé par [Ranganathan & Govindarjan 2001],
[Govindarajan 2002], [Govindarajan et al. 2003] et [Chikkadi et al. 2005]. Ils montrent
qu’un profil de viscosité dans la couche critique, tel que la viscosité décroit dans la di-
rection normale a 1’écoulement retarde de maniere significative ’apparition des ondes
de Tollmien Schlichting. Ce retard a été attribué a la réduction de I’échange d’énergie
entre I’écoulement de base et la perturbation [Chikkadi et al. 2005]. Ainsi la stratifica-
tion de la viscosité induite par le caractere rhéofluidifiant du fluide retarde 1’apparition
des ondes de Tollmien-Schlichting. [Nouar et al. 2007a] ont montré que ce retard est
modéré par la prise en compte de la perturbation de la viscosité.

Comme dans le cas Newtonien, la transition vers la turbulence est observée expé-
rimentalement a un nombre de Reynolds tres inférieur aux prédictions de la théo-
rie linéaire [Escudier et al. 2009b], [Sourlier 1988]. De la méme fagon, I’écoulement de
Hagen-Poiseuille d’un fluide rhéofluidifiant purement visqueux est linéairement stable
[Carranza et al. 2012] et la transition apparait a un nombre de Reynolds fini. Expéri-
mentalement, 'apparition des spots de turbulence se manifeste par une variation bru-
tale dans le signal de la vitesse axiale. Les résultats expérimentaux montrent que les ef-
fets rhéofluidifiants retardent ’apparition des bouffées turbulentes [Peixinhio et al. 2005],
[Escudier et al. 2009a]. Cependant, bien avant I’apparition des bouffées turbulentes,
un nouveau régime avec une turbulence faible est mis en évidence expérimentalement.

I serait induit par la non-linéarité du modele rhéologique [Esmael & Nouar 2008],
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[Esmael et al. 2010]. Ce nouveau régime, qui n’est pas observé pour un fluide New-
tonien, se caractérise en particulier par une dissymétrie des profils de vitesse axiale
[Escudier & Presti 1996], [Escudier et al. 2005] qui suggere 'existence d’une structure
cohérente robuste avec un nombre d’onde azimutal m = 1.

Récemment, [Roland et al. 2010] (pour plus de détails voir [Roland 2010]), ont calculé
des ondes non linéaires progressives pour un fluide rhéofluidifiant dans une conduite cy-
lindrique en suivant le protocole suggéré par [Waleffe 1995]. Le premier objectif était de
modéliser le régime asymétrique. Malheureusement, cela n’a pas abouti. Des solutions
avec des nombres d’onde azimutaux m = 2 et 3 ont été calculés. Elles apparaissent a
un nombre de Reynolds (défini avec la viscosité calculée a la paroi) plus élevé lorsque

les effets rhéofluidifiants augmentent.

L’analyse non linéaire de stabilité de ’écoulement d’un fluide rheofluidifiant a été
tres peu étudiée dans la littérature. Le présent travail est une contribution dans ce
sens. Nous allons considérer le cas de 1’écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéo-
fluidifiant. Cet écoulement présente l'avantage d’étre linéairement instable a partir
d’un nombre de Reynolds fini, ce qui nous permettra de faire un suivi des branches de
bifurcation. Le manuscrit est organisé comme suit. Dans le chapitre 2, les équations
gouvernant le probleme et plus particulierement les équations aux perturbations sont
présentées de maniere générale pour un fluide purement visqueux non Newtonien. Les
caractéristiques de I’écoulement de base sont données pour une large gamme de pa-
rametres rhéologiques. Le chapitre 3 est consacré a l’analyse linéaire de stabilité. Les
conditions critiques sont calculées pour le modele de Carreau. La nature de la bifur-
cation et la forme de la solution au voisinage des conditions critiques sont examinées
dans le chapitre 4. Les résultats de ce chapitre sont publiés dans [Chekila et al. 2011].
Le suivi des branches de bifurcation et la détermination de solutions non linéaires bi-
dimensionnelles, sont décrites dans le chapitre 5. Enfin, on termine par une conclusion,

ou on rappelle ’essentiel des résultats obtenus.



CHAPITRE 2

Equations gouvernant le probleme

et écoulement de base

Sommaire
2.1 Equations gouvernant le probleme . . .. ... ... ...... 8
2.2 Equations adimensionnelles . ... ................ 10

2.3 Ecoulement de base et influence des parametres rhéologiques 11

2.4 Equations aux perturbations. . . .. ... ... ... 0000, 15

Ce chapitre est dédié a la présentation des équations gouvernant I’écoulement d’un
fluide rhéofluidifiant dans un canal plan. Il est structuré en quatre sections. Dans la
premiere section, on rappelle les équations de conservation de masse et de quantité
de mouvement qui décrivent le probleme. Elles sont d’abord données sous forme di-
mensionnelle ensuite sous forme adimensionnelle apres avoir introduit les différentes
échelles caractéristiques. Un modele rhéologique est choisi pour décrire le comporte-
ment rhéofluidifiant des fluides. La troisieme section est consacrée a la description de
I’écoulement de base. On analyse 'influence des parametres rhéologiques sur les pro-
fils de vitesse et de viscosité. Dans la derniere section, on donne les équations aux
perturbations. On fera ressortir les termes qui proviennent de la perturbation de la

viscosité.
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2.1 Equations gouvernant le probleme

On considere 'écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéofluidifiant, c’est-a-
dire un écoulement, entre deux plans paralleles infinis situés en y = + ﬁ, d’un fluide

incompressible rhéofluidifiant dont les effets élastiques sont négligeables. L’écoulement

est controlé par un gradient de pression constant dans la direction longitudinale

A

de I'écoulement e,. Les équations gouvernant la dynamique de 1’écoulement sont les

équations de conservation de masse et de quantité de mouvement,

vU = o, (2.1)
—+(0v U = —VP+V.4, (2.2)

onU =Ue, + Vey + We, est le vecteur vitesse. U , V et W sont les composantes de
U suivant les directions longitudinale, normale aux parois et transversale définies par
les vecteurs unitaires e,, e, et e, respectivement. P est la pression et 7 le tenseur des
contraintes visqueuses. La notation (;) désigne des quantités dimensionnelles. Pour
un fluide purement visqueux, le déviateur du tenseur des contraintes 7 s’écrit sous la

forme
F=q (F) 5 (2.3)
ou f1 est la viscosité dynamique et ‘y le tenseur des taux de déformations défini par
. R . A\T
y=vU+(vO) . (2.4)
[ est le second invariant au carré du tenseur des taux de déformations,

S 1. -
I'= 3 % Yii- (2.5)

Le comportement rhéologique du fluide est supposé étre décrit par le modele de Carreau

[Carreau 1972] :

~ N ne—1
w:<1+5\2f> P (2.6)
Mo — Moo
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FI1GURE 2.1: Rhéogramme mathématique d’un modele de Carreau. En abscisse, ¥ =
VT est une mesure des taux de déformations. En ordonnée, u est la viscosité dyna-

mique.

ou fig est la viscosité a taux de cisaillement nul, ji, la viscosité a taux de cisaillement
infini, A un temps caractéristique du fluide et n. < 1 l'indice de rhéofluidification (voir
figure 2.1). L’inverse de la constante de temps 1/ A représente la valeur critique de
~ a partir de laquelle le caractere rhéofluidifiant commence a se manifester. Celui-ci
est d’autant plus marqué que A est grand, ou n. est petit. Pour une large gamme
de solutions de polymeres, [i, est trois a quatre ordre de grandeur plus faible que
o [Bird et al. 1987], [Tanner 2000]. Dans ce qui suit, le rapport ‘l%’ sera négligé. Le
modele de Carreau a été choisi car il a des bases théoriques : il est issu d’une analyse
statistique d’interactions entre les chaines macromoléculaires. Il présente aussi ’avan-
tage d’avoir une viscosité constante a cisaillement nul, contrairement a la loi puissance
ou la viscosité tend vers l'infini a cisaillement nul. Le modele de Carreau-Yasuda a

cinq parametres [Yasuda et al. 1981],

n—1

frey = oo + (10 — fioe) (14 A078) 7, (2.7)

réputé plus flexible, présente lui aussi un inconvénient a cisaillement nul. En effet
dj/ dl’ tend vers l'infini lorsque [ tend vers zéro sauf si a = 2, auquel cas on retrouve

le modele de Carreau.
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2.2 Equations adimensionnelles

Les équations précédentes sont mises sous forme adimensionnelle en adoptant les

échelles caractéristiques suivantes : h la demi distance entre les deux plans pour les

longueurs, Uy la vitesse maximale de I’écoulement de base pour les vitesses, — pour le
0
temps, p UO2 pour les contraintes et la pression, et pg la viscosité a taux de cisaillement

nul pour la viscosité. Ainsi, on obtient les équations sans dimension suivantes :

VU = 0, (2.8)
oUu
ot +U.V)U = —-VP+V.r, (2.9)
avec
. () 9 (2.10)
T = — . .
Re v
Le nombre de Reynolds Re est défini par
500
Re = P20 (2.11)
Ho
La viscosité adimensionnelle est alors donnée par
_ B 2 1) S5
p=-—=(1+XT) 2, (2.12)
Ho
ou A est une constante de temps adimensionnelle défini par
A= 4 (2.13)
h/Uy
On doit noter que A est lié au nombre de Reynolds par la relation
A = A Re, (2.14)
ol
T 215
ph?/fio

A est le rapport du temps caractéristique du fluide au temps de diffusion visqueuse.
Il ne dépend que de la géométrie du canal et des propriétés du fluide et non pas de

I’écoulement.



2.3. Ecoulement de base et influence des parametres rhéologiques 11

2.3 Ecoulement de base et influence des parametres
rhéologiques

Il s’agit de I’écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéofluidifiant en régime
laminaire établi. L’écoulement est unidirectionnel, U, = U,(y)e,, et le gradient de
pression dP,/dx est constant, I'indice b désigne I’écoulement de base. L’équation de la

quantité de mouvement suivant e, se réduit a

dP, 1 d( dUb)

0= 22, = [ oY
dx +Redy “bdy

(2.16)

avec

ne—1

[y = (1 + A2 <C;—[§’)2) 2 : (2.17)

Etant donné que I’équation (2.16) est non linéaire, celle-ci est résolue numérique-

ment par une méthode spectrale de collocation combinée avec un processus itératif. A
partir de I’équation (2.16) on a

dU, o db,
i T Gy avec G = Re o (2.18)

(i) On commence par se donner une valeur de G' (on démarre avec la valeur Newto-
nienne G = —2).

(ii) On se donne un profil de gradient de la vitesse axiale (on démarre avec la valeur
Newtonienne % = —2y).

(iii) On détermine y;, par la relation (2.17 ).

(iv) Le profil du gradient de vitesse axiale est corrigé par (2.18).

On itere entre (ii) et (iv) jusqu’a convergence. La valeur de G est ensuite corrigée

pour avoir Uy(y =0) =1
G +1)=G() +& Uy =0) = 1)

ou £ est un coefficient de relaxation.
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Pour examiner 'influence du caractere rhéofluidifiant sur la structure de I’écou-
lement et le champ de viscosité, on a effectué plusieurs calculs, en faisant varier le
caractere rhéofluidifiant de deux manieres différentes, en fixant n. et faisant varier A,
ou a l'inverse, en fixant \ et faisant varier n.. Les résultats obtenus sont illustrés par les
figures 2.2 - 2.5. Comme on s’y attendait, l’augmentation du caractere rhéofluidifiant
(diminution de n. ou augmentation de \) se traduit par un aplatissement du profil de
vitesse et une augmentation du gradient pariétal de la vitesse axiale. Il convient de
noter que, pour n. fixe, lorsque A est suffisamment important on retrouve le profil de

vitesse pour un fluide en loi de puissance, Uy =1 —y = .

Les figures 2.4 et 2.5 montrent que l'augmentation de A ou la diminution de n,
ont un effet d’accroissement de la rhéofluidification du fluide, mais de deux manieres
différentes. Pour n, fixé, 'accroissement de A a des valeurs élevées conduit a une aug-
mentation du gradient de la viscosité |du,/dy| au voisinage de 1’axe, et sa diminution

prés de la paroi (figure 2.4) ; et vice-versa lorsque A est fixé et n, diminué (figure 2.5).
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FIGURE 2.2: Ecoulement de base. Profils de vitesse axiale pour n. = 0.5 et différentes

valeurs de A : (1) A = 0, Newtonien; (2) A =1; (3) A=10; (4) A = 100.
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FIGURE 2.3: Ecoulement de base. Profils de vitesse axiale pour A = 10 et différentes

valeurs de n. : (1) n. = 1, Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3.
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FIGURE 2.4: Ecoulement de base. Profils de la viscosité pour n. = 0.5 et différentes

valeurs de A : (1) A =0, Newtonien; (2) A=1; (3) A=10; (4) A =50; (5) A = 100.
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F1GURE 2.5: Ecoulement de base. Profils de la viscosité pour A = 10 et différentes

valeurs de n. : (1) n. = 1, Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3.
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A cause du role crucial de la stratification de la viscosité dans la couche critique,
dans I'analyse linéaire de stabilité, nous avons représenté sur la figure 2.6 le gradient
de la viscosité a la paroi |du,/dyl, en fonction de A pour différentes valeurs de n.. A
partir de A = 0, i.e., le cas Newtonien, |dju;/dyl, croit fortement, atteint un maximum
a A~ 1 puis il décroit avec 'augmentation de .

On peut montrer en utilisant (2.12) que lorsque A >> 1,

3

(dpw/dy), ~ ("52) A1 ()7 (dTy/dy),,

ou (I'y), et (dl'y/dy), peuvent étre calculés analytiquement en utilisant le modele

en loi de puissance. Ainsi, |du,/dyl| » décroit comme A\"~!. Cependant, on doit noter

que (#b)p décroit aussi avec l'accroissement de A. Donc il apparait plus approprié de
1 |d

considérer le rapport (— i
oy | dy

de I'écoulement. Ce rapport est appelé ici le degré de stratification de la viscosité et il

) comme représentatif de la stratification de viscosité

est noté Swv.

1
Sy = —
Ky

La figure 2.7 montre que Sv croit avec l'accroissement du caractere rhéofluidifiant.

iy
dy

(2.19)

p

Pour A >> 1, Sv se sature a une valeur constante (1 — n.)/n., identique a ce qu’on

aurait obtenu pour un fluide en loi de puissance.

2.4 Equations aux perturbations

A T’écoulement de base (U, P,) on superpose une perturbation (u,p) :
U:Ub—i—u, P:Pb—i—p. (220)

Dans ce qui suit, on considere le cas d'une perturbation bidimensionnelle dans le
plan (z,y). Ce choix est discuté dans le chapitre relatif a ’analyse linéaire de stabilité.

On introduit la fonction courant, ¢ (x,y;t), de la perturbation telle que

_ W

= = . 2.21

u
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FIGURE 2.6: Gradient de la viscosité a la paroi en fonction des parametres rhéologiques

A et n,.
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FIGURE 2.7: Degré de stratification de la viscosité Sv a la paroi en fonction des para-

metres rhéologiques.
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L’équation gouvernant la fonction courant d’une perturbation instationnaire est
obtenue par différentiation croisée des équations de quantité de mouvement et en

éliminant la pression. On obtient 1’équation de la vorticité

—aAw = (DQU—U A)—aw—i-e](w Aiﬂ)—l——aQ [Tow (Up + ) — 7y (U + )]
ot T ’ dxdy " ATY wi=h
0? 0?
(8?/2 - 83:2) ey (T +9) 222

ou D = d/dy, ¥, est la fonction courant associée a ’écoulement de base U, = DUy,
J (f, g) est le Jacobien défini par (9f/0x) (0g/dy) — (0f/dy) (0g/0x), A = §?/0x* +
0% /dy?, At est la composante normale au plan (z,y) de la vorticité et 7;; (V) + 1) =
ekt (W + ) Ay (W + ).

Des conditions d’adhérence sont imposées aux parois :

o _ ¥ _

= =0 : ==+1. 2.23

Pour une perturbation de petite amplitude, la viscosité de ’écoulement perturbé

peut étre développée autour de 1’écoulement de base sous la forme

ou
_ Op | . 92.25
Nl(zﬁ)—%b%J(@/’% ( )
1 09?2
po (Y, ) = 3 87—57“ Yii () ke (), (2.26)
ij b
o) = 5 P ) ) ) (227)

Le déviateur du tenseur des contraintes de 1’écoulement perturbé peut aussi étre

écrit sous la forme

Tii (Vo + ) = 735 (Up) 4+ 7145 () 4+ Toj (¥, ¥) + 7345 (¥, ¥, V) + ..., (2.28)
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P () = 2 [ (9) s () + iy ()], (2:29)
o (6,8) = = L1t (8,9) 5 (B0) + i () 34 ()], (2.30)
oy (10, 0,0) = E L (0,0, 3y (B) 4 1o (0,9) 35 ()] (231)

Dans tout ce qui suit, A;(v)), As (¢, ¢) et As (¢,1, ) ot A désigne 7;; ou pu, seront

notés respectivement A;, A, et As. Dans I’écoulement de base on a

V=" (Vo) =0 st ij # xy,ya. (2.32)
;= DUy si ij = ay,yx. (2.33)

On pose
Ty = (DU, et Ty = (1/2)%; (¥) 5 (). (2.34)

Les expressions de u1, p10 et pz peuvent étre simplifiées :

op

| i (90, (2.35)
o 5?2
o = 8‘; Lo+2 5] Tuid, (), (2.36)
32 ) 4 B3u| ., \3 .
[z = 2 a_;; A Ay (¥) T + 3 @ (32,)" A2, (). (2.37)

En remplacant pq, po et us par leurs expressions (2.35)—(2.37) dans les équations

(2.29)-(2.31) on obtient

1 ) o

Tlij = e HvYij (¥) st dj # 2y, yu, (2.38)

1 wl | . .

Moy = Tlyz = ﬁ My +2 Fb a_r , Vy (¢) = ﬁ Mt Yy (?/1) ) (239)
1 ) . .

T2ij = ﬁ M1 Vij (1/1) Sl ij # Ty, yr, (2-40)
1 . .

T2,0y = Re [ 11 Yay (V) + p2 Yay (¥5) ] (2.41)
1 ) . .

T3,ij = Te 2 Vij (V) S1 ij # xyY,yr, (2.42)
1

T30y = Re [ 12 Yy (V) + 113 Fay (W) ] - (2.43)
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Dans 'équation (2.39),

o
= 2T, — 2.44
e = pp + 21 ar|, ( )

est la viscosité tangente, qui peut aussi étre définie par py = (971,2y/0%ay),. Pour un
fluide rhéofluidifiant, du,/dI’ < 0 et p; < pp. Finalement, ’équation aux perturbations

(2.22) peut étre réécrite sous la forme
0
&Aﬁ/) =LW)+N (). (2.45)

ou L est la partie linéaire du second membre de 1’équation (2.22). Elle peut étre écrite

sous la forme d’'une somme d’un terme d’inertie et d’'un terme visqueux.

L) = L)+ Ly (¥). (2.46)
L;(¥) = (DU, — Uy A) g—f (2.47)

2 82 32

Re L () = 5o U G (6) = Sy ()] + (5 = 5 ) i (4 (2:8)

De la méme facon, le terme non linéaire peut étre décomposé en une partie qua-

dratique inertielle et une partie visqueuse
N (@) = N; () + Ny () . (2.49)

avec

Nt (@) = J(, Ay). (2.50)

Dans le chapitre suivant, nous allons aborder une analyse linéaire de stabilité de
I'écoulement considéré, les termes non linéaires N (1)) de 'équation aux perturbations
seront négligés, alors que dans l’analyse faiblement non linéaire, ces termes seront
approchés par un développement asymptotique. Dans le dernier chapitre nous allons
effectuer une analyse fortement non linéaire de stabilité ot tous les termes seront

conservés.
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Dans ce chapitre, on étudie la stabilité de 1’écoulement d’un fluide rhéofluidifiant
dans un canal plan vis-a-vis d’une perturbation infinitésimale. Ce chapitre est organisé
comme suit : dans la section 1, on rappelle les équations aux perturbations linéarisées
écrites pour tout fluide purement visqueux non-Newtonien. La recherche de solutions
en modes normaux conduit a un probleme aux valeurs propres dont la résolution
numérique désormais classique est décrite brievement dans la section 2. Les résultats
numériques sont présentés et discutés en section 3. Le probleme adjoint, qui est en fait
utile pour le chapitre suivant, est présenté et résolu en section 4. On termine par une

conclusion ou on rappelle I'essentiel des résultats obtenus.
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3.1 Equation aux perturbations linéarisées

La linéarisation de 1’équation (2.22) autour de I’écoulement de base est donnée par

o w1 .
&A@b = (DQUb - U, A) o + TRe 920y [ty (Yaz (V) — Ay ()]
1 0? 0?
Re (a—yQ - @) 1t Yoy (V) (3.1)

La condition d’adhérence et le fait que le fluide ne traverse pas la paroi, se traduisent

par :

g—i}:g—z =0 y==+1. (3.2)

Remarque : Cette étude est restreinte au cas bidimensionnel, méme si le théoreme

de Squire n’a pas été démontré dans le cas d’un fluide rhéofluidifiant. La difficulté
principale réside dans I’anisotropie du tenseur des contraintes associé a la perturbation ;
dans le cas dit "purement stratifié”, ou le profil de viscosité n’est pas perturbé, i.e.
= w(y) et 7,; = i , le théoreme de Squire s’applique. Lorsque la perturbation
de la viscosité est prise en compte, le déviateur du tenseur des contraintes associé a
la perturbation fait intervenir la viscosité tangente p; < 3 7'i; = pyi; siij = xy
ouyr et Ty = wY; siij # xy ou yr. En d’autre termes, dans le plan (z,y), la
perturbation voit une viscosité plus faible (u; < 1) que dans les autres plans. Ceci est

en faveur du développement de la perturbation bidimensionnelle dans le plan (z,y).

L’équation (3.1) étant invariante par translation dans la direction x, toute solution

peut alors étre écrite sous la forme d’une superposition de modes de Fourier complexes :

V(z,y;t) = Y(y,t) exp (iax) (3.3)

avec @ € RT le nombre d’onde du mode. Comme on s’intéresse au comportement aux

temps longs de la perturbation, ’approche modale est adoptée :

b(x,y:t) = fraly) exp io (z — ct)] (3.4)
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ou ¢ = ¢, + ic¢; est la vitesse complexe de 'onde. La partie réelle ¢, est la vitesse de
phase et la partie imaginaire ¢; donne le taux d’amplification ou d’amortissement de
la perturbation « c¢;. Lorsque ¢; < 0, la perturbation s’amortit au cours du temps et
I'écoulement est stable. En substituant ¢ (z,y;t) par son expression (3.4) dans (3.1)

on aboutit a I’équation d’Orr-Sommerfeld modifiée

Ly fip=0 (3.5)
avec
L = —iacS +ia [hS — DU — é (o 52+ 2 (Dyss) S D+ (D*y) G1 ]
-—%ﬁﬂm—mﬂd' (3.6)

Les opérateurs .S, et G,, sont définis par
S, =D*—n*a’ et G,=D*+n*a®> , n>1. (3.7)
Les conditions limites (3.2) deviennent

fiir=Dfii=0 en y==I1 (3.8)

Le probleme aux valeurs propres (3.5)-(3.8) est invariant par la transformation y —
—1, et les conditions limites homogenes. Par conséquent, les modes propres sont impairs
ou pairs sous y — —y. On considere uniquement les modes pairs. En effet, ces modes
peuvent étre amplifiés alors que les modes impairs sont amortis [Drazin & Reid 1995].
Les conditions limites en y = —1 sont remplacées par des conditions de parité écrites

eny =0
Dfi,=D*f,=0 en y=0. (3.9)

Etant donné que tout multiple d’une fonction propre est aussi une fonction propre,

on a normalisé f;; sous la forme suivante
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fir=1 en y=0, (3.10)

ce qui permet de fixer 'amplitude et la phase de 'onde (3.4). L’intérét physique de
cette normalisation est que la mesure de 'amplitude des fluctuations de la vitesse

axiale a y = 0 représentera 'amplitude de la perturbation.

3.2 Résolution numérique

Pour la résolution numérique du probleme aux valeurs propres, nous avons uti-
lisé une méthode spectrale de collocation basée sur les polynomes de Chebyshev de

premiere espece, définis par :
T, (y) = cosnb avec 0 = arccos(y) et ly] < 1. (3.11)

Une approximation Fj; de la solution est donnée par :

N

Fi(y) =Y anTu(y) (3.12)

n=0
La méthode de collocation fait intervenir des points y; appelés points de collocation

ol

fui(yy) = Fia(yy) (3.13)

[Canuto et al. 1988] ont donné les différents choix des points de collocation et la préci-
sion correspondante. Pour notre étude, nous avons utilisé les points de collocation de
Gauss-Lobatto définis par

yj = cos % pour j=0,..,N (3.14)

Ces points sont les extrémas du N polynome de Chebyshev retenu dans la série

tronquée. Le domaine d’étude [0, 1] est transformé en [—1,41]. Apres discrétisation de
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I’équation (3.5) sur une grille de Gauss-Lobatto, le probléme aux valeurs propres résul-
tant est résolu par l'algorithme () Z sous Matlab. Les conditions aux limites homogenes

sont réécrites comme suit

fy=1)=pfly=1) (3.15)

ou p est un nombre complexe quelconque tres différent de 1, choisi de fagon a ce qu’il
s’écarte fortement du spectre aux valeurs propres qui nous intéresse. Pour ces valeurs
propres, la condition f(y = 1) = 0 est automatiquement satisfaite. Pour déterminer
le nombre adéquat (N 4 1) des polynomes de Chebyshev, des spectres obtenus avec
différents nombres de points de collocation (N = 50, 100, 150, 200, 300) ont été com-
parés. Il a été trouvé que, pour garder le méme degré de précision sur la valeur propre
(5 chiffres apres la virgule) du mode le moins stable, pour tous les cas considérés ici,
il est nécessaire d’augmenter la valeur de N lorsque le caractere rhéofluidifiant devient
plus important. Par exemple, on doit prendre N = 200 pour un fluide de Carreau avec

n. = 0.1 et A = 10, alors que pour un fluide Newtonien, il suffit de prendre N = 50.
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3.3 Résultats

3.3.1 Conditions critiques

Les conditions critiques ont été déterminées en imposant au mode le moins stable
la condition |¢;| < 1072,

La figure 3.1 montre la variation du nombre de Reynolds critique Re,, en fonction
de la constante de temps adimensionnelle A pour différentes valeurs de l'indice de
rhéofluidification n.. Le nombre de Reynolds critique est basée sur la viscosité calculée

a la paroi
Reo = Rec/ (1), (3.16)

Le nombre de Reynolds critique augmente lorsque les effets rhéofluidifiants de-
viennent plus marqués. Pour de grandes valeurs de A ;| le nombre de Reynolds critique

tend asymptotiquement vers celui obtenu pour la loi puissance.

On note aussi que ’évolution de Re., en fonction des parametres rhéologiques est
corrélée avec I’évolution du degré de stratification de la viscosité a la paroi, i.e. 1 | D |
ay =1 (voir figure 2.7). L’évolution du nombre d’onde critique avec le deg’urbé de la
rhéofluidification a été décrite dans [Nouar et al. 2007b]. Pour des valeurs élevées de
A, lorsqu’on diminue n., la perturbation prend des longueurs d’ondes plus courtes et

aussi des vitesses de phase plus petites (voir tableau 3.1).

D’autre part, on doit noter que, si la perturbation de la viscosité n’est pas prise
en considération, i.e. si on met p; = p, dans (3.6), effet stabilisant est plus prononcé
et le nombre de Reynolds critique est 2 a 3 fois plus élevé [Nouar et al. 2007b]. L’effet
stabilisant du caractere rhéofluidifiant est une conséquence de I'existence d’un gradient
de viscosité dans la couche critique [Govindarajan et al. 2003].

L’épaisseur de la couche critique ¢, , ou I’échange d’énergie entre la perturbation et

I’écoulement de base a lieu, est représenté comme une fonction de n., pour différentes
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Nne | A Reg, Q. Ce

1 0 | 5772.22 | 1.0206 | 2.640107*
0.7 10 | 9257.62 | 0.995 | 2.308107!
0.5| 10 | 13849.66 | 1.009 | 2.070107!
0.3 | 10 | 23519.04 | 1.1043 | 1.810107*
0.5 1 |13225.62 | 0.9333 | 2.004107!
0.5 | 100 | 13732.71 | 1.013 | 2.086110~!

TABLE 3.1: Nombre de Reynolds critique Re.,, nombre d’onde critique a, et vitesse

d’onde critique ¢, pour différents parametres rhéologiques.

valeurs de A\, sur la figure 3.2. La couche critique devient plus mince lorsque les effets

de la rhéofluidification augmentent.

3.3.2 Propriétés de I'onde critique

La structure des fonctions propres critiques est représentée, sur les figures 3.5 et
3.6 pour A = 10 et différentes valeurs de n., et sur les figures 3.7 et 3.8 pour n. = 0.5
et différentes valeurs de \. Quelques caractéristiques de I'onde critique sont montrées
sur les figures 3.3 et 3.4, pour un fluide Newtonien et un fluide de Carreau. Les lignes
de courant sont plus concentrées au voisinage de la paroi, indiquant la présence d’un
fort gradient de vitesse avec une large zone centrale non affectée. La pente des sépa-
ratrices (lignes ou s’annule la fonction de courant) au voisinage de la paroi est liée &
I’échange d’énergie entre la perturbation et 1’écoulement moyen. Il a été montré par
[Plaut et al. 2008] que, afin que la perturbation puisse extraire de 1’énergie de ’écou-
lement de base, a travers I'action des contraintes de Reynolds, les séparatrices doivent

s’incliner (par rapport a celles de 1’écoulement moyen).
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F1GURE 3.1: Nombre de Reynolds critique défini avec la viscosité a la paroi, en fonction

du temps caractéristique adimensionnel A du fluide, pour différentes valeurs de n..
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FIGURE 3.2: Epaisseur de la couche critique en fonction de n. pour différentes A : (1)

A=0.5;(2) A=1;(3) A=10.
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FI1GURE 3.3: Iso-valeurs de la fonction de courant associée a I’onde critique d’un fluide

Newtonien
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FI1GURE 3.4: I[so-valeurs de la fonction de courant associée a 1’onde critique d’un fluide
de Carreau avec A = 10 et n. = 0.3. Les traits forts sont les séparatrices ot s’annulent

les fonctions de courant.
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FIGURE 3.5: Partie réelle de la fonction propre associée au mode critique, pour A = 10
et différentes valeurs de 'indice de rhéofluidification n. : (1) n. = 1, Newtonien; (2)

n.=0.7; (3) n.=0.5; (4) n. = 0.3.
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FIGURE 3.6: Partie imaginaire de la fonction propre associée au mode critique, pour
A = 10 et différentes valeurs de I'indice de rhéofluidification n. : (1) n, = 1, Newtonien;

(2) n.=0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3.
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FIGURE 3.7: Partie réelle de la fonction propre associée au mode critique pour n. = 0.5

et différentes valeurs de A : (1) A = 0, Newtonien; (2) A =1; (3) A =10; (4) A = 100.
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FiGURE 3.8: Partie imaginaire de la fonction propre associée au mode critique pour
n. = 0.5 et différentes valeurs de A : (1) A = 0, Newtonien; (2) A =1; (3) A =10; (4)
A = 100.
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3.3.3 Equation de ’énergie

Pour analyser 'importance de la perturbation de la viscosité pour le nombre de
Reynolds critique, On considere I’équation d’énergie de Reynolds-Orr tronquée a ’ordre
A%,

1d 1

dU,
2 dt (uf + v%>xy = - (1 V (v1) : V(v1)),, — <ulvld_y>xy

Re
+ % (1o = 110) ()., (3.17)

2r/a 1
olt (.),, = / / (.)dydz, u; et vy sont les composantes axiale et normale & la paroi
0 0

du mode fondamental. Le premier terme du membre droit de ’équation, qui est du a
la dissipation, est toujours négatif. Le second terme est positif, puisque la perturbation
extrait de I’énergie de ’écoulement de base, au voisinage de la paroi ou s’inclinent les
séparatrices. Le troisieme terme provient de la perturbation de la viscosité. Il est positif,
car fup > i pour les fluides rhéofluidifiants. Ceci mene a une réduction de la dissipation
visqueuse, ce qui peut étre considéré comme un terme source d’énergie. Il croit lorsque
la différence entre la viscosité tangente et la viscosité effective augmente, c¢’est-a-dire
il croit avec 'augmentation des effets de la rhéofluidification. Le déclenchement de
I'instabilité est donc obtenu précocement par rapport au cas ou la perturbation de la

viscosité n’est pas prise en considération.

3.4 Probleme adjoint

L’opérateur adjoint de L;, équation (3.5), est défini avec le produit scalaire hermi-

tien,

(f.9) = /0 f(y) g™ (y) dy (3.18)

ot f(y) et g(y) deux fonctions de H2(]0,1]).
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Le probleme adjoint homogene associé a (3.5) est donné par

Lifl, =0, (3.19)
avec

. . 1
LI = iad S —ia|[U,S +2 (D) D]—ﬁ[Hb5f+2(DNb)SlD+(D2“b> Gi]

- é% [(Mt — ) 91] (3-20)

et
Dfi,=Dfl,=0 en y=0 ; fl,=Df,=0 en y=1. (321)

Les fonctions propres critiques de l'opérateur linéaire adjoint sont données sur les

figures 3.9 et 3.10 pour différentes valeurs de I'indice de rhéofluidification n..

3.5 Conclusion

Une analyse linéaire de stabilité de I’écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéo-
fluidifiant a été effectuée. Les conditions critiques ont été déterminées pour une large
gamme des parametres rhéologiques. les résultats montrent que le nombre de Reynolds
critique augmente avec le caractere rhéofluidifiant. L’augmentation de la stabilité est
due a une réduction de I’échange d’énergie entre I’écoulement de base et la perturbation

dans la couche critique.
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FIGURE 3.9: Partie réelle de la fonction propre critique associée a 1'opérateur adjoint,
pour A = 10 et différentes valeurs de I'indice de rhéofluidification n. : (1) Newtonien,

(2) n. =0.7, (3) n. = 0.5 and (4) n. = 0.3.
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F1GURE 3.10: Partie imaginaire de la fonction propre critique associée a 'opérateur
adjoint, pour A = 10 et différentes valeurs de l'indice de rhéofluidification n, : (1)

Newtonien, (2) n. = 0.7, (3) n. = 0.5 and (4) n. = 0.3.
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Dans ce chapitre, on effectue une analyse faiblement non linéaire de stabilité de
I’écoulement de Poiseuille plan d’un fluide rhéofluidifiant. Le but est de faire ressortir
les effets non linéaires de la loi de comportement rhéologique au voisinage des condi-
tions critiques sur : (i) la nature de la bifurcation, (ii) la modification de I’écoulement
moyen, (iii) la génération des harmoniques et (iv) I'amplitude critique de la pertur-

bation qui délimite le bassin d’attraction de 1’écoulement laminaire. Ce chapitre est
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organisé en huit sections. Dans la section 1, on établit les équations qui régissent 1'ana-
lyse faiblement non linéaire. Celle-ci est basée sur un développement asymptotique en
amplitude de la perturbation. Les équations sont écrites dans le cas général d'un fluide
non Newtonien purement visqueux. Dans les sections 2 a 6, on analyse les résultats
en déterminant la contribution des termes non linéaires d’inertie et des termes non
linéaires visqueux sur la nature de la bifurcation, a travers le premier coefficient de
Landau, et sur la réorganisation de ’écoulement au voisinage des conditions critiques.
Les résultats obtenus sont validés par le calcul de constantes de Landau d’ordre supé-
rieur en section 7. La derniere section de ce chapitre est une synthese des principaux

résultats.

4.1 Développement asymptotique et équation de

Landau

Cette approche de la stabilité non linéaire a été proposée, pour la premiere fois, par
[Stuart 1960] pour I’écoulement de Poiseuille plan. Les bases mathématiques de cette
approche pour les écoulements paralleles cisaillés ont été développées par [Stuart 1960]
et [Watson 1960]. A partir des équations de Navier-Stokes et par des méthodes de
perturbation, ils ont montré comment obtenir 1’équation de Landau, aussi appelée

équation de Stuart-Landau,

dA <= 9it1
— E j+
% = CL()A + - ng J s (41)

donnant 1’évolution temporelle non linéaire de 'amplitude de la perturbation. Dans
cette équation, 'amplitude A(t) est réelle, ag est le taux d’amplification linéaire et g,
le j°me coefficient de Landau.

Nous reprenons en grande partie la démarche de [Herbert 1983]. Une fois les para-

metres critiques déterminés lors de I'analyse linéaire de stabilité, une analyse faiblement

non linéaire est menée. On suppose que la solution peut étre obtenue sous la forme
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d'un développement asymptotique avec comme terme dominant le mode critique ou
mode fondamental. L’interaction du fondamental avec lui méme et avec son complexe
conjugué, a travers les termes non linéaires d’inertie et visqueux, va d’une part modi-
fier ’écoulement de base et, d’autre part, créer des harmoniques. En plus, la vitesse de
phase et le taux d’amplification vont changer avec I'amplitude de la perturbation. Il
semble naturel de chercher une solution du probleme non linéaire sous la forme dune

série de Fourier :

+o00o
U(x,y;t) = Z Uy, t) E" avec E = ¢iloer—a(®)) (4.2)

n=—oo

Dans cette équation o(t) est réelle, et 'amplification temporelle de la perturbation est

contenue dans les coefficients de Fourier ¢, (y,t). Etant donné que i (z,y;t) est réelle,

V_n(y,t) = Yn(y,t)" (4.3)

ou * désigne le complexe conjugué. Il est important de noter qu’en utilisant la série
(4.2), on se restreint a la classe de solutions périodiques de période 27/a,. On fait
aussi I’hypothese que la solution non linéaire est déterminée uniquement par le fon-
damental et ses interactions non linéaires. En substituant ¢ par son expression (4.2)

acz=o(t) on aboutit

dans I'équation (2.22) et en identifiant les coefficients de méme €™
a un systeme infini d’équations aux dérivées partielles couplées pour les coefficients de

Fourier, de la forme :

0 d =
(_ _md_j) Suttn = Latha+ > N (W u ) + [Ny (0ol (44)

l=—00

avec

L, =ina (DU, — Uy S,) + (165, + 2 (D) S D + (D*1) G|

e
520l = )G (45)
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On rappelle la définition des opérateurs S, et G,, (introduits dans le chapitre précédent).

S, = D? — n%a? et G, = D? + n%a?

Dans I'équation (4.4), [Ny (1), ...,1)] g signifie le coefficient de ¢™@*=7®) qui pro-
vient des termes non linéaires visqueux Ny (v, ...,1). Les conditions limites pour 1,

sont

O
dy

= na P, =0 en y==£l (4.6)

Pour n = 0, les quatre conditions limites (4.6) se réduisent a deux. Cependant,
les équations (4.4) et (4.5) pour le calcul de 1) font intervenir une dérivée d’ordre
quatre. Il y a donc deux degrés de liberté. Le premier vient du fait que la fonction de
courant est déterminée & une constante pres. L’'intégration de I’équation (4.4) suivant
y fait apparaitre une constante d’intégration qui dépend du temps. Par comparaison
avec I’équation de mouvement (2.9) projetée suivant x et moyennée sur une longueur
d’onde 27/, on montre que la constante d’intégration est équivalente & < dp/dx >,

ou

Ty (4.7)

_%O

Lorsque le gradient de pression est imposé, < dp/dx >,= 0 : par conséquent la

constante d’intégration est nulle. Par contre lorsque le débit est imposé, on doit écrire
Po=0 en y==£l. (4.8)

Le systeme d’équations aux dérivées partielles (4.4) est difficile a résoudre. Une
solution est alors cherchée sous forme d’un développement asymptotique, dont le petit

parametre est 'amplitude A(t) du fondamental. D’une maniére plus précise, on pose

Uiy, 1) = A(t) iy, 1) (4.9)
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avec la condition de normalisation
¢$1(0,t) = 1. (4.10)

A un coefficient pres, 'amplitude A(t) peut étre considérée comme une mesure de la
r.m.s des fluctuations de la vitesse axiale a y = 0. En outre, lorsque 'amplitude A(t)
tend vers zéro, les termes O(A) de la solution non linéaire doivent converger vers la

solution du probleme linéaire. Par conséquent

1 dA d
— — — g = ag; et d—j — Wy = Q. (4.11)

En substituant (4.9) dans les termes de forgage de I’équation (4.4), il est clair qu’a
I'ordre principal 1, soit un O(A?%). De maniére similaire, ¢, va générer des harmoniques
supérieurs v, tels qu’a 'ordre principal v, est un O(A™). Ainsi, la solution 1, peut

s’écrire sous la forme

¢n(y7t) = A" ¢n(y7t)u (4'12)

avec ¢, = O(1) sin # 0 et g9 = O(A?), lorsque A — 0. La substitution de (4.12) dans
(4.4) et (4.6) conduit, apres avoir identifié les termes en A", a un systeme d’équations

aux dérivées partielles pour ¢, qui peut étre mis sous la forme :

+oo
(2 +n (a— w)) Sndn = Lodn + Z N1 (1, bu-1) + [Nv (&, s Ol gn_an »

ot =
%:n%zo en y=*+1, (4.13)
ou
1dA do
_lda 0 do 414
“CAaw YT w (4.14)

Dans cette équation, [Ny (&, ..., ¢)] gn an Signifie le coefficient de E" A™ qui provient
des termes non linéaires visqueux Ny (v, ...,1). Lorsque A — 0, tous les ¢,, sont O(1)

ou O(A?). Par conséquent, les termes de forcage de 1’équation (4.13) vont générer des
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termes en puissances croissantes de A%. Ceci conduit & chercher des solutions ¢,, sous

la forme :

Z fn 2m+n AQm (415)

ou fnom+n = O(1). Pour des raisons de compatibilité, on doit avoir

a= iamAgm ;o ow= iwmAQm. (4.16)
m=0 m=0

En substituant ¢,,a et w par leurs expressions respectives données ci-dessus dans
I’équation (4.13) et en identifiant les termes de puissance de A*™, un systéme infini
d’équations différentielles en f, 2,,n est obtenu. Ce systeme peut étre résolu de maniere

hiérarchique. Il est donné par :

(2ma'0 + ng()) Sn fn,?m—i—n + Z [2(m - p)ap + ngp] Sn fn,2(mfp)+n
p=1

+oo
£nfn,2m+n + Z NI (¢l7 gbn—l) + [NV (¢7 ceey ¢)]E",A2m+n (417)

l=—00

oug,=a,—1iw, p=>0.

L’équation précédente peut aussi étre écrite autrement, en introduisant 1’opérateur

L, =ngyS, — L, soit

(Ln + 2ma05n) fn,2m+n = Z m — p ap + ngp] S fn 2(m—p)+n
p=1

+ [N (0 0)] g pomen + [NV (€, ) g _gom o 4:18)

Les conditions limites sont

dfn,2m+n

a =N foomin =0 en y==1 (4.19)

Comme nous avons imposé ¢;(0,t) = 1 , alors

fioms1 =0 pour m >0 en y=20 (4.20)
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4.2 Procédure de résolution

On résout le systeme d’équations différentielles (4.18) de maniere hiérarchique,
suivant les valeurs croissantes de | = 2m + n (exposant de amplitude A*™™™). En

commencant par [ = 1,m = 0,n = 1, on retrouve
Lifin=0. (4.21)

C’est le probleme linéaire qui nous permet de déterminer le fondamental autour duquel
le développement asymptotique est effectué. Le probleme [ = 2, m = 1,n = 0, donne
la premiere correction de I’écoulement moyen. Le probleme [ = 2,m = 0,n = 2, donne
le premier harmonique du fondamental. Le probleme [ = 3,m = 1,n = 1 permet
de calculer le premier coefficient de Landau moyennant la condition de solvabilité.
Les calculs ont été poursuivis jusqu’a [ = 7. Les termes bilinéaires (N; et Nyguaa) €t
trilinéaires (Nyu), intervenant dans le systeme d’équations différentielles (4.18) sont
donnés en annexe A. On note ici que dans les sections 4.3 —4.6 les calculs sont effectués

dans les conditions critiques.

4.3 Modification de ’écoulement moyen

4.3.1 Modification a gradient de pression imposé

L’interaction du mode fondamental Af;;E' avec son complexe conjugué produit
une correction de 1’écoulement moyen, A2?ugo, olt ugs = D fyo. Lorsqu’on travaille &
gradient de pression imposé, la correction ugo de I’écoulement moyen est déterminée

a partir de I’équation de mouvement suivant x et moyennée sur une longueur d’onde

(27m/ac) :

En utilisant (2.21), (2.39) et (2.41), on peut montrer que ugy satisfait I’équation
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— D (u Dug2) = —iaD (fiaDfi— fi1Dfia)
{'b O

(3 | G1f1a |2 +40?| D i, |2) }

2
Re | Mo or|,
4
- ReD ’Vscy I W |glf11| (4.23)
avec les conditions limites et de parité
u2=0 en y=1 et Dugs=0 en y=0. (4.24)

L’équation (4.23) est équivalente a celle qui serait obtenue par intégration suivant
y de I"équation (4.18) écrite pour [ = 2,n = 0 et m = 1. La constante d’intégration est
égale & zéro. L’équation (4.23), avec les conditions limites associées (4.24), est résolue

numériquement par une méthode spectrale de collocation basée sur les polynomes de

Chebyshev.

Les figures 4.1 et 4.2 montrent la modification de I’écoulement moyen & I'ordre A2
pour deux jeux de parametres : A = 10 et différentes valeurs de n. et, pour n, = 0.5 et
différentes valeurs de A . Pour un fluide Newtonien, courbe (1), I’écoulement est décéléré
dans tout I'espace entre les deux plaques. Pour un fluide de Carreau, I’écoulement est
accéléré au voisinage de la paroi et décéléré dans la zone centrale. En augmentant
le caractere rhéofluidifiant (augmentation de A au diminution de n.), 'accélération
devient plus importante et plus confinée a la paroi. Cette modification de I’écoulement
est le résultat du forgcage produit, d’une part, par les termes non linéaires d’inertie et,
d’autre part, par les termes non linéaires visqueux. Pour faire ressortir la contribution
des termes non linéaires d’inertie, dans la modification de 1’écoulement moyen, on
annule artificiellement les termes non linéaires visqueux de I’équation (4.22). Le résultat
est montré par les courbes (3) sur les figures 4.3(a) et 4.3(b). L’écoulement est partout
décéléré, le débit est réduit comme dans le cas Newtonien. Au contraire, lorsqu’on

garde uniquement les termes non linéaires visqueux, l’écoulement est accéléré dans
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FIGURE 4.1: Modification de I’écoulement de base pour A = 10 et différents n. : (1)
n. = 1, Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3; (5) n. = 0.1 (pour ce

dernier cas, nous avons représenté ug2/20 au lieu de ug ).
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FIGURE 4.2: Modification de 1'écoulement de base pour n. = 0.5 et différents A : (1)

A =0, Newtonien; (2) A=1; (3) A=10; (4) A = 100.
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FIGURE 4.3: Modification de I’écoulement de base dans le cas A = 10 et (a) n. = 0.5,
(b) n. = 0.3 : (1) Courbe de référence (fluide Newtonien); (2) Fluide de Carreau;

(3) Un fluide de Carreau avec les termes non linéaires d’inertie seuls; (4) Un fluide de

Carreau avec les termes non linéaires visqueux seuls.
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tout l'espace entre les deux plaques (courbes (4) sur les figures 4.3(a) et 4.3(b)), le
débit est augmenté.

Afin d’interpréter ces résultats, I’équation (4.22) a été intégrée une premiere fois.
A cause de la symétrie de ugy et fi1 sous y — —y, on obtient

1

E Lt DUOQ = <U1U1>$ - <7—27$y>x . (425)

Le premier terme du membre droit peut étre relié a la pente 2, des séparatrices, re-
présentées sur la figure 3.4, a travers la relation (uyv1), = <vl> " [Plaut et al. 2008|.
Les résultats numériques montrent que (ujv;), a le méme signe que —dU,/dy, et croit
en magnitude, dans la couche critique, avec I'accroissement des effets de la rhéofluidi-
fication. Ainsi, la décélération importante de I’écoulement, illustrée par les courbes (3)
dans les figures 4.3(a) et 4.3(b), peut étre expliquée par I'augmentation des contraintes
de Reynolds. D’autre part, les résultats numériques montrent aussi que (7o), , la
contrainte de cisaillement visqueux provenant de l'interaction du fondamental avec
son complexe conjugué, est positif et croit avec l'accroissement des effets de la rhéo-
fluidification. Ceci pourrait expliquer I'accélération de I’écoulement, provoquée par les
termes non linéaires visqueux, illustrée par les courbes (4) dans les figures 4.3(a) et
4.3(b). Le terme du membre gauche de (4.25), i.e. (1/Re)p; (duge/dy) = T4y, fait in-
tervenir la viscosité tangente, p; < up, qui fait amplifier 'accélération et la décélération

de I’écoulement décrit précédemment.

4.3.2 DModification a débit imposé

Lorsque le débit est imposé, la modification g2 (y) de 'écoulement moyen doit

vérifier la condition

(tio2 (), = 0. (4.26)

La composante axiale de ’équation de quantité de mouvement (4.22) moyennée sur

une longueur d’onde et écrite & I'ordre A% est donnée par
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d dPys 1 d [ digs]  d
dy =" dr T Redu e 4.27
dy (uv)og dr + Re dy |:,U/t dy } + i (7o y)Q2 ( )
ou % est la modification du gradient de pression a I'ordre A%. Par comparaison avec
(4.23), on obtient
) = woa(s) — R P02 [ ac e Pha L Lo tnsD 1y
vy v e fy J, (¢/m)d<dy

Toutes les intégrales sont évaluées numériquement par la méthode de Clenshaw et
Curtis décrite dans [Trefethen 2000]. La correction de 1'écoulement moyen @ o est re-
présentée sur la figure 4.4 pour une valeur fixe de X\ et différentes valeurs de n.. En
augmentant les effets de la rhéofluidification, on observe une accélération de 1’écoule-
ment dans une mince région pres de la paroi, suivi par une décélération et puis encore
une fois une légere accélération dans une large zone centrale du canal. La figure 4.5
montre la variation de dPO,Q /dx en fonction de n, pour une valeur de A fixée. Le fait que
dp()’Q /dx soit négatif, signifie que la transition vers des ondes de Tollmien-Schlichting
généralisées s’accompagne par une augmentation des pertes de charge. On note aussi
qu’il existe des valeurs optimales des parametres rhéologiques pour lesquelles, ’aug-
mentation des pertes de charge est minimale et inférieure a celle obtenue pour un fluide

Newtonien.
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FIGURE 4.4: Modification de 1’écoulement de base dans le cas d’écoulement a débit
fixé, pour A = 10 et différents n. : (1) Courbe de référence obtenue pour un fluide

Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3.
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F1GURE 4.5: Correction du gradient de pression moyen, dans le cas d’écoulement a

débit fixé, en fonction de n. pour A = 10.
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4.4 Création du premier harmonique du mode fon-

damental

L’interaction du fondamental avec lui-méme, a travers les termes non linéaires qua-
dratiques de I’équation de la perturbation, crée le premier harmonique du fondamental

f22A?E?. A Tordre | =2, n =2 et m = 0, P'équation (4.18) se réduit &

Ly foo = Ni(fi1, fin1) + Nvguaa (f11, f11) (4.29)

avec les conditions limites et de parité
f2’2 = Df272 =0 en Yy = 1 et f272 — D2f2,2 =0 en Yy = 0. (430)

Ce probleme est résolu en utilisant la méme approche numérique que celle décrite
en §4.3. Le premier harmonique f29, qui a une longueur d’onde égale a la moitié de
celle du fondamental, est représenté sur la figure 4.6, aux conditions critiques pour un
fluide de Carreau avec A = 10 et n, = 0.3. Les parties réelles et imaginaires de fs o sont
représentées sur les figures 4.7 et 4.8, pour une valeur de A = 10 et différentes valeurs
de n.. On remarque que la rhéofluidification provoque une amplification importante
de f272.

Pour déterminer la contribution des termes non linéaires d’inertie, dans la création
du premier harmonique, les termes non linéaires visqueux dans (4.29) sont annulés
artificiellement, et vice-versa pour déterminer la contribution des termes non linéaires
quadratique visqueux. Les résultats sont données sur les figures 4.9 et 4.10. On voit
que le premier harmonique créé par les termes non linéaires visqueux est plus petit et
d’une phase opposée a celui créé par les termes non linéaires quadratiques d’inertie. Ce
qui révele que probablement les mécanismes d’échange d’énergie entre le fondamental
et son premier harmonique a travers les termes non linéaires d’inertie sont différents

de ceux intervenant a travers les termes non linéaires visqueux.
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50

FIGURE 4.6: Iso-contours de la partie réelle du premier harmonique,Re ( fo2F?), aux

conditions critiques a t = 0, pour un fluide de Carreau avec A = 10 et n. = 0.3.
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FIGURE 4.7: Parties réelles du premier harmonique du mode critique pour A = 10 et
différentes valeurs de n. : (1) n. = 1, Cas Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4)
n. = 0.3.
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FIGURE 4.8: Parties imaginaires du premier harmonique du mode critique pour A = 10
et différentes valeurs de n. : (1) n. = 1, Cas Newtonien; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5;
(4) n. = 0.3.
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FIGURE 4.9: Parties réelles du premier harmonique du mode fondamental aux condi-
tions critiques pour A = 10 et n. = 0.3 : (1) n. = 1, fluide Newtonien (courbe de
référence) ; (2) fluide de Carreau; (3) fluide de Carreau : contribution des termes

d’inertie; (4) fluide de Carreau : contribution des non linéarités des termes visqueux.
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FIGURE 4.10: Parties imaginaires du premier harmonique du mode fondamental aux
conditions critiques pour A = 10 et n. = 0.3 : (1) n. = 1, fluide Newtonien (courbe
de référence); (2) fluide de Carreau; (3) fluide de Carreau : contribution des termes

d’inertie; (4) fluide de Carreau : contribution des non linéarités des termes visqueux.
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4.5 Calcul du coefficient cubique de Landau : na-
ture de la bifurcation.

Le cas I =3, m =1 et n =1 permet, d'une part, de calculer le premier coefficient
de Landau (coefficient cubique), dont le signe va nous renseigner sur la nature de
bifurcation et, d’autre part, de déterminer la modification du fondamental a I'ordre
A3. Cette modification du fondamental résulte de ses interactions non linéaires avec
son premier harmonique et avec la modification de 1’écoulement de base. Dans le cas

particulier, = 3, m = 1 et n = 1, I'équation (4.18) se réduit a

(Ly +2a051) frs = — 9151 fia + (N7 (0] s + [Ny (0,8, 0)] pas - (431)

Au voisinage immédiat des conditions critiques on pourra supposer que ag = 0, dans

I’équation précédente, d’ou

Lifiz=—g:S1f11 + [N (¥, w)]E,A3 + [Nv (¥, ¢>¢)]E,A3 : (4.32)

Cette derniere équation admet une solution si la condition de solvabilité de Fred-
holm est satisfaite, c’est a dire si la partie non homogene de I'équation (4.32) est

orthogonale au noyau de I'opérateur du probleme homogene adjoint

(=18 N2 (0] a0+ [Ny (00, 0) o i) = 0. (433)

Le probleme homogene adjoint est donné dans le chapitre précédent (3.19) : LI flT1 =
0. Les termes non linéaires d’inertie Ny (¢,1)) et visqueux Ny (,1,1) peuvent étre

écrits en faisant apparaitre la contribution des différentes interactions,

N;(¥,v) = Ni(foolfi1)+ Ni(fo2lf-11) (4.34)
Ny (Y, ,%) = Nvguad(fo2lfi1) + Nvguaa(fo2l f-1.1) + Nvewn(fr1, fia]f-1104.35)

ou

N[ (a|b) = N[ (a,b) —|—N[ (b,a).
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La premiere constante de Landau (le coefficient cubique) ¢; peut aussi étre décomposé

en plusieurs termes pour faire apparaitre les différentes contributions

=91 +9 = (910 +912) + (900 + 912 + 91_11) » (4.36)

avec

_ <N1(f0,2|f1,1)7f1T,1> B (Nunad<f0,2|fL1)af1T,1)
g0 = (S1f1,1, flTl> . Gl = <S1f1,1, f{rl) ; (4.37)

. (Nz(f2,2,|f71,1)7 1Tl) _<qu"ad(f2’2’ffl’l)’flT’1> (4.38)
f2 = <51f1,1af£r,1> S <Slf1’1’ﬁr’1> | |

T
oo (Nven(fia fualfaa). ALa) )
<51f1,17 f1T,1>

Ainsi gi, et g}, représentent la rétroaction de la modification de 1’écoulement de

IR

base sur l'onde critique, a travers les termes non linéaires d’inertie et visqueux respec-
tivement. De la méme fagon gl,, gl; représentent la rétroaction du premier harmonique
sur 'onde critique. Le coefficient cubique de Landau g; a été calculé pour 0 < A < 100
et 0.2 < n. < 1. Les intégrales (4.37)-(4.39) sont évaluées numériquement par la mé-
thode de Clenshaw et Curtis. Sur la figure 4.11, nous représentons ¢;,, = Re (g1) en
fonction de A pour différentes valeurs de n.. Comme on s’ y attendait, le signe de g,

est positif, indiquant que la bifurcation est sous-critique.

Pour une valeur donnée de n.., g1, croit avec 'augmentation de \ et tend asymptoti-
quement vers une valeur constante qui correspond probablement a celle que 1’on aurait
dans le cas d’un fluide en loi de puissance. De maniére similaire, pour une valeur donnée
de A, g1, croit fortement avec la diminution de n.. Les effets rhéofluidifiants tendent
donc a augmenter le caractere sous-critique de la bifurcation alors que, paradoxale-
ment, ils tendent a augmenter la stabilité de ’écoulement dans la théorie linéaire. Les
contributions des différents termes gi, , gio,.... (voir équations (4.37)-(4.39)) a la valeur
de ¢1,, sont données dans les tableaux 4.1 et 4.2, pour des écoulements a gradient de

pression imposé et des écoulements a débit imposé, respectivement.
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Les données montrent qu’avec 'augmentation de la rhéofluidification, le role de la
rétroaction du premier harmonique sur la perturbation devient plus important dans
la détermination du caractere sous-critique de la bifurcation; alors que dans le cas
Newtonien, le caractere sous-critique de la bifurcation est du principalement a la ré-
troaction de la correction de I’écoulement moyen sur la perturbation, car gl, est négatif

[Reynolds & Potter 1967], [Plaut et al. 2008].

Si les termes non linéaires visqueux sont annulés artificiellement dans I’équation
de la perturbation (2.45) , des valeurs plus élevées de g, sont obtenues. Ceci peut
étre mis en évidence en comparant la courbe (3), obtenue sans les termes non linéaires
visqueux, et la courbe (2) de la figure 4.12. Pour A > 10, la différence relative est
autour de 20%. Au contraire, si les termes non linéaires d’inertie sont annulés dans
I'équation de la perturbation (2.45), g1, est négatif et la bifurcation devient sur-critique
(voir la courbe (4) de la figure 4.12). Par conséquent, pour les fluides rhéofluidifiants,
la variation non linéaire de la viscosité u avec le taux de cisaillement favorise une

bifurcation sur-critique.
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ne | g 910 910 91s 912 911
1| 2072 | 39.48 0 -0.76 0 0

0.7 7416 | 7871 | -3.44 -0.85 6.19 2.55
0.5 | 206.437 | 168.830 | -11.34 | 12.613 | 32.468 | 3.860
0.4 | 428.068 | 288.250 | -24.854 | 77.590 | 78.214 | 8.859
0.3 | 1211.231 | 613.329 | -66.187 | 384.93 | 251.372 | 27.772
0.2 | 6391.031 | 2076.469 | -137.864 | 3010.636 | 1467.892 | 118.363

TABLE 4.1: Ecoulement a gradient de pression fixé. Partie réelle de la premiere
constante de Landau et la contribution des termes non linéaires d’inertie et visqueux,
pour A = 10 et différentes valeurs de n.. Dans le cas Newtonien, la valeur de ¢, est

en bon accord avec celle donnée par [Reynolds & Potter 1967].

ne | gur 910 It 912 gla | 9i"n
1| 3095 | 40.73 0 -9.791 0 0

0.7| 7842 | 81.40 | -259 | -9.271 | 795 | 0.2
0.5| 198.87 | 163.51 | -12.78 | 12.27 | 25.85 | 10.02
0.4 | 409.76 | 278.15 | -27.06 | 74.24 | 62.67 | 21.75
0.3 | 1162.59 | 592.45 | -69.89 | 376.07 | 206.34 | 57.61
0.2 | 6082.85 | 1979.84 | -285.24 | 2890.39 | 1258.07 | 239.75

TABLE 4.2: Les mémes données que celles du tableau 4.1, mais pour un écoulement a
débit fixé. Dans le cas Newtonien, la valeur de gy, est en bon accord avec celle donnée

par [Fujimura 1989].
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FIGURE 4.11: Partie réelle de la premiere constante de Landau en fonction de \ et
différentes valeurs de n., pour un écoulement & gradient de pression imposé. (1) Cas

Newtonien n. =1; (2) n. = 0.7; (3) n. = 0.5; (4) n. = 0.3; (5) n. = 0.2.
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FIGURE 4.12: Partie réelle de la premiere constante de Landau en fonction de A pour
n. = 0.3. Le résultat est montré par la courbe (2). La courbe (3) est obtenue lorsque
seuls les termes non linéaires d’inertie sont retenus. La coubre (4) est obtenue lorsque

seuls les termes visqueux sont retenus. La courbe (1) correspond au cas Newtonien
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Dans ce qui précede, on a étudié la nature de la bifurcation en se placant pratique-
ment sur la courbe de stabilité marginale ot ag = 0. C’est la démarche classique utilisée
dans la littérature [Drazin & Reid 1995]. Lorsqu’on s’éloigne des conditions critiques
et que 'hypothese de ag = 0 ne peut plus étre effectuée, le calcul de gy, doit se faire par
une autre méthode. En effet, si ag # 0, I’équation (4.31) devient inconditionnellement
solvable. Pour calculer g, et fi3, [Sen & Venkateswarlu 1983] proposent d’utiliser le

processus itératif suivant :

(i) Une premiere approximation de g; est donnée par

= @)+ Ny (0,0 9)) ) )

(51f1,17 f1+1)

(ii) Une premiere approximation de f; 3 est solution de

(L1 + 2a051) f1,3 = =151 f1,1 + [N1 (¥, ¥)] g as + [Nv (¥,9,¥)] p 4o (4.41)

(iii) Une correction de g; est alors donnée par

([NI (77Z)7¢)] + [NV (¢7¢7¢)] ’ fl—i,_l) (Slf1,37 fl—i,—l)
(Slfl,lu fl—i:l) (Slfl,h f1_|,—1) :

Ayant g, on boucle sur les étapes (ii) et (iii) jusqu’a convergence.

(4.42)

g = — 2ay
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4.6 Amplitude critique

L’amplitude critique A., qui délimite le bassin d’attraction des écoulements paral-
leles non perturbés, est une autre quantité importante dans ’analyse non linéaire de
stabilité. Elle est obtenue en mettant dA/dt = 0 dans 1’équation de Landau-Stuart
[Stuart 1958] , c’est-a-dire en supposant un équilibre entre le taux d’amplification li-
naire de la perturbation et sa correction due aux effets non linéaires. Au voisinage des
conditions critiques, ou (Re — Re.) /Re, = ¢ << 1, et en utilisant un développement
de Taylor, le coefficient d’amplification temporelle ag = ac; peut étre écrit sous la

forme ag = €/79 + O(?), oll 7y est un temps caractéristique. Ainsi, a 'ordre le plus

Ao= | ——. (4.43)
To 91r

On doit noter que (dag/de)._, doit étre évaluée pour un fluide et une géométrie

bas en € , 'amplitude critique est

d’écoulement donnés. C’est-a-dire pour une valeur constante de A = A/ [Re. (1 — ¢)].
La figure 4.13 montre ’amplitude critique sous la forme A./+/e en fonction de 'indice
de rhéofluidification n.. La courbe montre qu’avec I'augmentation de la rhéofluidifi-
cation I’écoulement devient beaucoup plus sensible aux petites perturbations, puisque
I’amplitude critique décroit considérablement avec I’augmentation des effets rhéoflui-
difiants, en d’autres termes, ’écoulement devient relativement non linéairement plus
instable.

Les résultats numériques montrent aussi une diminution de la constante de temps
7. Par exemple, pour un fluide Newtonien on a 75 = 103.1, en accord avec [Herbert 1980],
alors que pour un fluide de Carreau, avec n. = 0.2 et A = 100, on trouve 75 = 63.11 .
On doit noter ici que les valeurs numériques du coefficient de Landau et par conséquent
les valeurs de A. dépendent de la condition de normalisation utilisée pour les fonctions
propres en analyse linéaire de stabilité. Cependant, les composantes physiques de la
vitesse, c’est-a-dire le produit de 'amplitude par les fonctions propres de la théorie

linéaire, ne dépendent pas de cette normalisation.
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A titre d’exemple, on peut considérer la valeur minimale de 1’énergie cinétique

nécessaire pour une instabilité d’amplitude finie, définie par

1
¢= 214?/ UDfl,l’2 + ol ’fl,lm dy. (4.44)
0

Sur la figure 4.14 on a représenté I’énergie cinétique minimale sous la forme (/e en
fonction de I'indice de rhéofluidification n., pour A = 100. On remarque que l’énergie
cinétique minimale décroit considérablement avec la diminution de n., ce qui montre
qu’avec 'augmentation de la rhéofluidification I’écoulement devient plus sensible aux

petites perturbations.

4.7 Validation par le calcul de constantes de Lan-

dau d’ordre supérieur

Pour des écarts plus importants, par rapport aux conditions critiques, les constantes
de Landau d’ordre supérieur deviennent tres importantes et doivent étre prises en consi-
dération. Nous avons poussé le développement faiblement non linéaire jusqu’a ’ordre
sept en amplitude, pour un écoulement a débit fixé. Pour des raisons de clarté, les dé-
tails de calcul sont donnés en Annexe A.2. De méme que pour un fluide Newtonien, les
parties réelles des coefficients de Landau, pour un fluide rhéofluidifiant, ont des signes
alternés et croissent rapidement avec ’augmentation de 'ordre en amplitude. Comme
le montrent les données du tableau 4.3, I'augmentation des valeurs des constantes de
Landau devient plus importante avec ’augmentation de la rhéofluidification. La figure
4.15 montre I’évolution de 'amplitude critique A. en fonction de I’écart par rapport
aux conditions critiques, ¢ = (Re. — Re) /Re.., pour différentes valeurs de 'indice de
rhéofluidification n.. Nous avons représenté les résultats obtenus avec des développe-
ments a l'ordre trois , cing et sept en amplitude. On remarque que pour n. = 0.3, les
trois courbes sont pratiquement confondues. Pour ¢ = —0.05, la différence relative en

terme de A., entre les courbes du cinquieme et septieme ordre en amplitude, est de
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107

A /81/2

FiGURE 4.13: Amplitude critique au dessus de laquelle I’écoulement a gradient de

pression fixé est non linéairement instable, en fonction de n., pour A = 100.

0.6% pour n, = 0.3 et de 4.6% pour un fluide Newtonien.

Donc 'amplitude critique décroit avec I'augmentation des effets de la rhéofluidifi-
cation. Ce résultat est valable au moins pour un écart relativement raisonnable par

rapport aux conditions critiques.

100.2 0.4 0.6 0.8 1

n
[

FIGURE 4.14: Energie cinétique critique, en fonction de n. a A\ = 100, dans un écoule-

ment a gradient de pression imposé
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e gir Gor 93r

1 30.95 —3.00 x 10° | 6.78 x 10°
1 30.95 —3.00 x 10° | 6.39 x 10°
0.7 78.42 —1.62 x 10° | 9.27 x 1019
0.5 198.87 —9.52 x 107 | 1.30 x 10'2
0.3 ] 1.17 x 10% | —2.09 x 108 | 9.77 x 10'3

TABLE 4.3: Parties réelles des constantes de Landau pour A = 10 et différentes valeurs

de n.. Dans le cas Newtonien, les valeurs de ¢,, g2, €t g3, sont en bon accord avec ceux

donnés par [Fujimura 1989], pour un écoulement & débit fixé, et reportés ici en ligne

1.
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FIGURE 4.15: Amplitude critique en fonction de € pour A = 10 et différentes valeurs

de n., dans le cas d'un écoulement a débit fixé. On donne le degré de troncature

de I’équation de Stuart-Landau :

cinquieme ordre, ( trait continu) septiéme ordre.

(trait en pointillé) ordre cubique, (trait discontinu)
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4.8 Conclusion

L’étude présentée dans ce chapitre s’est focalisée sur la mise en évidence des pre-
miers principes qui permettent de comprendre I'influence de la rhéofluidification sur
la stabilité de ’écoulement vis-a-vis d’une perturbation d’amplitude finie. Compara-
tivement au cas Newtonien, des non-linéarités supplémentaires apparaissent dans les
équations de mouvement, a travers le comportement rhéologique du fluide. Ces termes
supplémentaires ne sont pas analytiques et, en ce sens, sont plus fortement non-linéaires
que les termes non linéaires quadratiques d’inertie. Une analyse faiblement non linéaire
de la bifurcation vers des ondes de Tollmien-Schlichting bidimensionnelles est utilisée
comme une premiere approche pour rendre compte des effets non linéaires. Un dé-
veloppement asymptotique en amplitude proposé par Landau et Stuart est adopté.
Le modele de Carreau est utilisé pour décrire le comportement rhéofluidifiant. Les
principales conclusions de cette analyse sont : (i) les effets rhéofluidifiants tendent a
réduire la dissipation visqueuse et a accélérer 1’écoulement, alors que les termes non
linéaires d’inertie décélerent 1’écoulement. (ii) Le premier harmonique créé par la non-
linéarité du modele rhéologique u(%) est plus faible en amplitude et de phase opposée

par rapport a celui créé par les termes non linéaires quadratiques d’inertie.

Néanmoins, pour un fluide de Carreau, 'amplitude du premier harmonique aug-
mente avec 'augmentation des effets rhéofluidifiants. (iii) La partie réelle du premier
coefficient de Landau g¢;, est positive et augmente lorsque n. diminue ou \ aug-
mente. Ainsi, 'augmentation des effets rhéofluidifiants se traduit par un renforcement
de la nature sous-critique de la bifurcation, alors que dans la théorie linéaire, elle
se traduit par un renforcement de la stabilité de I’écoulement [Chikkadi et al. 2005],
[Nouar et al. 2007b]. Si les termes non linéaires visqueux sont annulés artificiellement,
des valeurs de ¢y, encore plus élevées sont obtenues. Par contre, si les termes non

linéaires d’inertie sont annulés, g1, est négatif et la bifurcation devient sur-critique.

En plus du coefficient de Landau, I'amplitude critique qui délimite le bassin d’at-

traction laminaire a été déterminée. Du fait de I'augmentation de ¢y, avec 'accrois-
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sement des effets rhéofluidifiants, 'amplitude critique décroit lorsque n. diminue ou
A augmente. Ce résultat a été confirmé en calculant des coefficients de Landau a des
ordres plus élevés.

La méthode développé dans ce chapitre pour le calcul d’ondes non linéaires de-
vient rapidement prohibitive et lourde lorsqu’on s’éloigne des conditions critiques. Une
méthode numérique, telle que la méthode de continuation basée sur les méthodes
de type Euler-Newton et les méthodes pseudo-spectrales sont plus performantes et
feront 'objet du chapitre suivant. Avant de clore ce chapitre, il est intéressant de
noter que dans le probleme de convection de Rayleigh-Benard, la bifurcation devient
sous-critique a partir d'un certain degré de rhéofluidification [Balmforth & Rust 2009],
[Albaalbaki & Khayat 2011]. Ce résultat est dans la méme ligne que les résultats qu’on
a obtenus, bien que les mécanismes physiques d’instabilité soient completement diffé-
rents. Ceci est probablement une propriété générique des instabilités de fluides rhéo-

fluidifiants.
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Généralement, deux approches sont utilisées dans la littérature pour la résolution
des équations aux perturbations. La premiere consiste en une simulation numérique
directe de I’évolution temporelle de I’écoulement, en partant de conditions initiales don-
nées. Cette méthode permet de simuler numériquement le développement des écoule-
ments observables expérimentalement. Les simulations numériques de haute résolution
permettent d’accéder a certaines variables internes de 1’écoulement, qui pourraient
étre difficilement mesurables dans des expériences réelles [Kim et al. 1987]. Les don-
nées recueillies par simulation peuvent aussi étre utilisées pour identifier et examiner

certaines structures des écoulements, qui pourraient étre observées expérimentalement :
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des zones de forts cisaillements, des structures cohérentes,.... L’analyse de ces struc-
tures cohérentes et de leur évolution au cours du temps pourrait permettre de bien
comprendre leur role dans les mécanismes de transition et de production de la tur-
bulence. Malgré la disponibilité de puissants moyens de calcul, leurs performances
actuelles restent insuffisantes pour résoudre les problemes de petites échelles de la tur-
bulence. D’autres inconvénients de cette méthode est qu’elle ne permet pas de calculer
des solutions instables, et qu’elle n’a pas beaucoup de contréle sur le développement
des écoulements : il est difficile d’y introduire des parametres de controle permettant
d’avoir des solutions avec certaines caractéristiques spatiales et temporelles prédéfinies.

La deuxieme approche consiste a trouver des solutions d’équilibre stationnaires ou
propagatives, satisfaisant a certaines contraintes géométriques imposées. Cette mé-
thode permet un plus grand controle sur les solutions trouvées. [Saffman 1983] a
proposé l'existence d’états tourbillonnaires (« vortical states ») qui pourraient agir
comme des attracteurs d’écoulements turbulents, de telle sorte que 'existence de la
turbulence dépendrait de l'existence de ces états. Il s’agit de solutions simples, en
général instables, de I’équation de Navier-Stokes qui devraient présenter certaines pro-
priétés des écoulements turbulents. Les plus simples de ces états tourbillonnaires sont
des ondes progressives d’amplitude finie, telles celles calculées par [Zahn et al. 1974],
[Herbert 1976].

Dans ce qui suit nous allons chercher des solutions non linéaires sous forme d’ondes
progressives d’amplitude finie, périodiques dans la direction de I’écoulement et uni-

formes dans la direction transversale.

5.1 Formulation et équations de base

Revenons a 'équation de la vorticité écrite en terme de la fonction courant de la

perturbation 1,

9 9
S0 = (D2Ub—UbA)a

X

+J(, AY) + V. [T (U +9) =7 ()] (5.1)
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On rappelle que J (f, g) est le Jacobien défini par (0f/0x) (0g/dy)—(0f /0y) (Og/0x).

Nous allons chercher des solutions de 1’équation (5.1) sous forme d’ondes progres-
sives évoluant dans la direction x de I’écoulement avec une vitesse de phase c. Ces
solutions seront donc stationnaires dans un repere qui se déplace a cette méme vitesse

c. Nous effectuons la transformation
U(z,y,t) = ¥(z,y) avec I =ux—ct. (5.2)

Pour des raisons pratiques, par la suite nous écrirons les coordonnées = sans les

tildes. L’équation de la perturbation (5.1) devient

U= ASE — DL (0, A0) = VL[ (W +0) -7 ()] =0, (53

Il faut y rajouter les conditions limites

o B
= 1) =0
o, B

5.2 Méthode numérique

La solution recherchée est une onde progressive de longueur d’onde @) = 27/, qui
se propage dans la direction longitudinale. Il est naturel d’écrire cette solution sous la

forme d’une série de Fourier en z :
M
by = 3 tnly) e (5.5)
m=—M

ou les coefficients de Fourier 1,,(y) ne dépendent que de y. Ils sont développés en série

de polynomes de Chebyshev :

N

YY) = Y amnTn(y) (5.6)

n=0
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ou T,(y) est le polynome de Chebyshev de degré n. Chaque composante de Fourier est

évaluée aux points de collocation de Gauss-Lobatto,

y; = cos(j i j=0,1..N (5.7)

%
ou N est la troncature du développement de 1,,(y). Finalement, I’approximation spec-

trale d’ordre M en x et d’ordre N en y de la solution prend la forme :

Usly) = D Y amn Tu(y)e™. (5.8)

m=—M n=0
L’indice s signifie approximation spectrale. Les coefficients spectraux complexes
Ay sont les inconnues du probleme. Etant donné que 1, est réelle, 1, = ¢, (x désigne

le complexe conjugué), ceci nous impose d’avoir

A_mn = a';knn- (59)

Par conséquent il suffit de considérer seulement les modes m > 0.

La substitution de s par son expression (5.8) dans I’équation (5.3) puis sa projec-
tion dans 'espace spectral de Fourier-Chebyshev, que I'on va expliquer par la suite,

conduit a un systeme d’équations algébriques non linéaires

1
LX+ Ni(X)+ R—NV(K) =0 (5.10)
e
ou X est le vecteur des coefficients spectraux a,,,,
X = [aomam, -y AQON; @10, A115 «-+; Q1IN -5 AMO, M1, ~--,aMN]T- (5.11)
L’opérateur linéaire L est issu de la discrétisation du terme linéaire (U, — c¢) A% —
DQUbg—f. L’opérateur quadratique N; est issu de la discrétisation du terme convectif

J(1, A1) et Popérateur non linéaire Ny issu de la discrétisation du terme visqueux,

=V (U + ) — 7 ()],
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5.2.1 Evaluation des termes linéaires

L’évaluation des termes linéaires est effectuée directement dans 1’espace spectral de
Fourier-Chebyshev. L’opérateur L peut étre considéré comme une matrice diagonale

par blocs. Le bloc associé au mode m est donné par
Ly, = ima(Uy — ¢)(D2 — m*a®?D0) — ima(D*U,) DO (5.12)

ou les matrices D2 et D0 sont des matrices de dérivation données dans

[Schmid & Henningson 2001].

5.2.2 Evaluation des termes non linéaires

Contrairement au cas précédent, ’évaluation des termes non linéaires est plus com-
pliquée, en particulier celle des termes non linéaires visqueux : la non-linéarité du
modele de Carreau est plus forte que la non-linéarité quadratique des termes d’inertie.
Pour cela, nous avons utilisé une méthode pseudo-spectrale. Globalement les termes
non linéaires sont calculés dans I’espace physique, ils sont ensuite projetés dans I'espace

spectral. La procédure détaillée est donnée dans les paragraphes suivants.

5.2.2.1 Evaluation de la fonction de courant dans ’espace physique

L’espace physique considéré ici est une grille bidimensionnelle construite sur un
domaine de I’écoulement délimité par les deux parois suivant y et une longueur d’onde
Q = %T suivant la direction z : Q = {(x,y) € [0,Q] x [-1,+1]}. Les valeurs de la
fonction de courant dans ’espace physique sont obtenues en évaluant I’expression (5.8)

aux points de grille

o) = (172 costig 7)) (5.13)

avec 1 =0,.....Myg—1et j=0,...., Ng— 1. My et Ny sont les nombres de points dans

la direction x et la direction normale aux parois respectivement.
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Dans la direction de ’écoulement, les points sont uniformément espacés, alors que
dans la direction normale aux parois nous avons choisi les points de Gauss-Lobatto.
Ce dernier choix permet, d’une part, de minimiser les erreurs d’aliasing en y, et d’autre
part, d’avoir une grande résolution dans la partie proche des parois [Orszag & Gottlieb 1977].
On calcule donc
s(i, Y5) Z Z A €7 T (). (5.14)
—M n=0

Pour éviter les erreurs de repliement spectral (erreurs d’aliasing), nous avons choisi
des nombres de points N, et M, respectant la regle d’Orszag pour le "de-aliasing”

[Boyd 1999], [Canuto et al. 1988],
3
Mz 5(@M+1) et Npz2N, (5.15)

Les dérivées de la fonction courant aux points de grille (z;,y;) sont évaluées en utili-
sant les matrices de dérivation. La dérivée de la fonction de courant dans la direction

normale aux parois est donnée par

8
[0y xz,yg Z ezmaxlzamn DY T (y5) (5.16)

ou DY est la matrice de dérivation de Chebyshev en y (Annexe B). Le calcul de (5.16)

est effectué par la méthode des sommations partielles [Boyd 1999] (Annexe B).

La dérivée de la fonction de courant dans la direction axiale est obtenue directement

en multipliant par la matrice de dérivation de Fourier DF (Annexe B) :

ol = 52| = 1DF, [, (5.17

avec DF la matrice de dérivation de Fourier en x. Pour la dérivation mixte, on donne

a titre d’exemple

[@cy@ﬂ@‘ = [DF]Z‘[ [8317»/}]1]‘ . (5'18)
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5.2.2.2 Calcul des termes non linéaires dans I’espace physique

Une fois la fonction de courant ainsi que toutes ses dérivées calculées aux points de
I’espace physique, il ne reste que ’évaluation des différents produits que font intervenir

les termes non linéaires. Le terme convectif aux points de grille est donné par

[Nf]ij = [@/@HU [@mﬂﬁ + axyyw]ij - [8561/)]13 [8$aﬂy,¢) + 8yyy¢]ij . (519)

Pour calculer les termes non linéaires visqueux, il est nécessaire de calculer dans I'espace
physique les différentes composantes du tenseur des taux de déformations ainsi que le

deuxieéme invariant associé :

[Fzw (P + w)]zj = 2 [axyw]ij ) (5.20)
[Fryy (W6 + @Zj)]” = =2 [axy¢]ij ; (5.21)
[y (U5 + w)]m = [Oyt) — Ot + DUb]i_j : (5.22)

Le second invariant au carré du tenseur des déformations est évalué aux points de grille

selon I'expression

1

[T = B Z ([Fimlag [malig) - (5.23)

Iy;m=x,y

La viscosité de 1’écoulement perturbé dans I’espace physique est donnée par

ne—1
2

iy = (1+221m),) 7 (5.24)

La viscosité de 1’écoulement de base u;, dans I'espace physique est donnée par

ne—1
2

)iy = (1422 (DU (5.25)

Ces quantités vont servir au calcul des différents termes visqueux.

5.2.2.3 Projection de Fourier-Chebyshev des termes non linéaires

Les coefficients spectraux b,,,, provenant d’un terme non linéaire N quelconque sont

calculés par projection dans ’espace spectral d’apres la relation

2w
2 [ [P 1
bmn = i _/ / e e N([B, y) Tn(y) 1 dIdy (526)
0 —1

2w — 2
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ou sous forme discrete

My—1 Ng—1

bon = Y Y € ™ IN]y Taly)W (y)), (5.27)

i=0 j=0

avec W (y;) le coefficient d’intégration de la quadrature de Gauss-Lobatto.

5.2.3 Condition sur la phase

Le systeme (5.10) comporte (M + 1)(N + 1) équations, auquel on doit ajouter
une équation supplémentaire pour déterminer la phase de la solution onde. En effet,
I'invariance par translation dans la direction x pose un probleme d’indétermination de
la phase des ondes. Pour lever cette indétermination, nous imposons la condition de

normalisation [Pugh 1988]
+1
S ( Y1(y) dy) =0 (5.28)
-1

ol & désigne la partie imaginaire de I'intégrale.
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5.3 Procédure de continuation

La méthode de collocation pseudo-spectrale utilisée nous amene donc a résoudre le
systeme d’équations (5.10) munis des conditions limites (5.4), et de la condition sur la
phase (5.28). Le systéme d’équations algébriques non linéaires en question peut étre

écrit sous la forme

G(X,Re)=0 avec G:R¥ xR -— RN (5.29)

ol
X = [aon; R (amn) + S (amn) ;¢]" pour 1<m<M;0<n<N. (5.30)

X est le vecteur solution de dimension NT = (2M + 1)(N +1) + 1.

Il existe en général un continuum de solutions X (Re), paramétrisé par Re, appelé
« branche de solutions ». Les techniques utilisées pour suivre la solution le long de
la branche, au cours de la variation du parametre Re, sont appelées « techniques de
continuation ». Elles permettent aussi d’analyser le comportement des solutions vis-a-
vis des changements du parametre Re, qui est notre parametre de controle.
Supposons que 'on connaisse une solution du systeme, (X, Reg), calculée pour Re =
Rey. L’idée est d’utiliser X comme une estimation initiale pour résoudre G(X1, Rey) =
0, ou Re; = Rey + ARe, a travers des itérations du type Newton. Ce processus,
qualifié de continuation simple en Re, est déclenché le long de la branche de solutions,
dans l'espace (X, Re), en incrémentant Re apres chaque convergence des itérations de

Newton, en se servant de la solution X calculée précédemment.

Cette approche de continuation simple peut ainsi se répéter pour obtenir d’autres
solutions (X, Re;). Pour que X; soit une estimation initiale satisfaisante de la solution
de G(Xj41, Rej1) = 0, 'incrément ARe; ne doit pas étre trop grand ; cependant s’il
est choisi tres petit le temps de calcul va augmenter de facon ennuyeuse. Une méthode

simple pour choisir ARe;, consiste a commencer par une petite valeur de ARe;, puis
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essayer les itérations non linéaires de Newton. Si ces itérations réussissent, on prendra
AReji1 = aARej avec a > 1. Dans le cas contraire, on prendra o < 1, puis on répete

les itérations non linéaires de Newton.

Ce type de continuation peut rencontrer des difficultés si le point (X, Re;) n’est
pas suffisamment proche du point (X;;1, Re;+1). Cela pourrait se produire si on es-
saye d’utiliser un pas tres grand ou lorsque la courbe de solutions présente de grands
changements de X pour de faibles variations de Re (une grande pente) ou inversement
(petite pente). Ainsi, la formation d’une prédiction basée sur la pente de la courbe de
solutions au point (X, Re;) pourrait fournir une meilleure estimation initiale pour les
itérations ultérieures de Newton. La pente peut étre déterminée en calculant dX/dRe
a Re;. Supposons G(X, Re) différentiable par rapport a X et Re, et X dérivable par
rapport a Re. En dérivant la relation G(X (Re), Re) = 0 par rapport & Re, nous obte-

nons

dX
(GX — + GRe)

= 31
The 0 (5.31)

J
ou Gx = [0G;/0X;] est la matrice jacobienne du systeme (5.29).
Une fois la tangente dX/dRe a Re; calculée, on peut 'utiliser pour obtenir une

bonne approximation d’Euler,

o dX

X = Xj + ARe; TRe . (5.32)

Des itérations de Newton peuvent ensuite étre utilisées pour ’approximation de
(Xj+1, Reji1). Cette méthode de continuation est appelée continuation d’Euler-Newton.
Ce deuxieme type de continuation fournit une meilleure estimation initiale XJQ 11 » pour
les itérations de Newton, comparativement a celle donnée par la continuation simple.
Par conséquent, on peut s’attendre a pouvoir calculer des solutions pour une gamme

de valeurs de Re beaucoup plus large. Cependant, la continuation naturelle peut aussi

a son tour trouver des difficultés ou méme échouer au niveau des points de la courbe o
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la pente (dX/dRe) devient infinie. C’est & dire aux points singuliers et aux points de
retournement. Dans ce cas la matrice jacobienne Gx devient singuliere et le systeme

linéaire (5.31) n’aura plus de solution unique.

Pour remédier a ces difficultés une autre approche proposée par [Keller 1977] est uti-
lisée. Dans cette approche, X et Re sont considérés comme des fonctions d’un nouveau
parametre s, o s est une approximation d’une longueur d’arc (abscisse curviligne) sur
la courbe de solutions, dans le plan (X, Re). Dans ce cas les dérivées (dX/ds, dRe/ds)

seront toujours finies.

Comme dans le cas de la continuation naturelle, on commence par trouver un
vecteur tangent a la courbe de solutions, puis on fait une prédiction basée sur le
vecteur tangent calculé. Par une procédure itérative on améliore la valeur prédite pour

revenir sur la courbe de solutions.

Pour tout parametre s décrivant une longueur d’arc sur la courbe de solutions,
dans l'espace (X, Re), on peut écrire la condition de normalisation du vecteur tangent

[Boyd 1999]

10X /3|2 + (9Re/ds)? — 1 = 0. (5.33)

Cette équation est relativement complexe car elle ne fait pas intervenir X et Re,
mais plutot leurs dérivées par rapport a s. [Keller 1977] a montré qu'il est légitime
d’approximer les dérivées par rapport a s dans I’équation (5.33), d’une maniere a
ce que X (s) et Re(s) deviennent les inconnues. Quand une telle approximation est
faite, s n’est plus exactement égale a la longueur d’arc, mais plutot une approximation
de cette derniere. C’est pour cette raison que dans ce cas s est dite « une pseudo-
longueur d’arc » et la technique de continuation ainsi construite « continuation par

pseudo-longueur d’arc ».

La plus simple des approximations est basée sur une linéarisation des dérivées de



76 Chapitre 5. Calculs fortement non linéaires

(5.33). On écrit ainsi

0X ORe
D5 +(Re(s) — Re(s;j)) D5

Sj Sj

N(X(s), Re(s),s) = (X(s) = X(s;))" —(s—5;) =0

(5.34)
ou s; est la valeur de la pseudo-longueur d’arc du point calculé précédemment. Cette
équation signifie que 'on cherche le nouveau point dans un hyperplan orthogonal au
vecteur tangent [0X/0s(s;), 0Re/ds(s;)]" et situé & une distance (s — s;) du point
(X(sj), Re(s;)). A cause de la nature de sa signification géométrique la condition (5.34)

est dite « contrainte orthogonale ».

Dans la méthode de continuation par pseudo-longueur d’arc, le systéme non linéaire
d’équations (5.29) est complété par 'équation (5.34), ainsi on obtient un systeme
d’équations non linéaires étendu

G(X(s), Re(s))
P(X(s), Re(s),s) = =0 (5.35)
N(X(s), Re(s), s)

qu’il faut résoudre.

Le systeme du jacobien augmenté, correspondant au systeme étendu (5.35), est
ensuite utilisé pour déterminer les incréments (A X, ARe), a chaque pas des itérations

de Newton, le long de la longueur d’arc s. Donc on résoudra le systeme

k k k
Gx Gpge AX _ -G (5.36)
Nx" Nge| |ARe —N
pour des itérations k = 0, 1, 2, .... jusqu’a satisfaction du critere d’arrét, ou AX et ARe
sont les incréments solution correspondant au pas de pseudo-longueur d’arc spécifié.

Dans la littérature on trouve plusieurs schémas pour résoudre le systeme (5.36).

A cause de 'utilisation de I’équation linéarisée (5.34), I'initialisation de I’algorithme
de continuation par la méthode de la pseudo-longueur d’arc nécessite de connaitre la

solution et les dérivées par rapport a s, a partir du pas précédent. Alors on suppose
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que deux solutions (Xo, Reg) et (X1, Req) sont déja calculées, par exemple, par des
itérations de Newton avec de petits incréments de Re. Dans notre cas, ces deux solu-
tions sont obtenues par 'approche faiblement non linéaire. Une extension de ’approche
Euler-Newton peut encore une fois étre utilisée pour obtenir une bonne estimation ini-
tiale pour les prochaines itérations de Newton. L’idée consiste a supposer que la dérivée

de (5.35) par rapport a s est un vecteur nul. Ceci se traduit par

Gx Grel |5 _| 0| (5.37)

T IR
NX NRe ase _Ns

On pourra donc déterminer le vecteur tangent. Ce dernier peut étre utilisé pour

trouver une estimation initiale pour les itérations de Newton,

X
X0 =x, + S As, (5.38)
OR
Rel = Re, + ZEAs,
ds

ou As est un pas sur la longueur d’arc. Le systeme (5.37) est similaire au systeme

(5.36) donc on peut utiliser le méme algorithme pour le résoudre.

5.3.1 Calcul du jacobien

Comme on 'a vu dans la section précédente, on a besoin de calculer la matrice
jacobienne pour résoudre les équations (5.36) et (5.37). La matrice jacobienne totale
est issue des différents opérateurs de I’équation (5.10). Les parties de cette matrice pro-
venant des opérateurs linéaire L et non linéaire d’inertie N; sont calculées analytique-
ment dans ’espace spectral. Cependant, la partie de la matrice jacobienne provenant
du terme visqueux Ny est approximée, dans I'espace physique (avant sa projection
dans l'espace spectral), par un développement de Taylor linéarisant le tenseur des

contraintes 7(¥, + ) autour de (¥, + v).

En notant 7, = 7(¥p + 1,,) la valeur du tenseur des contraintes a l'itération n
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et Tha1 = 7(¥p + ¥y, + d7,), la valeur du tenseur de contraintes a l'itération n + 1,

on peut écrire

Th = M(F(\I]b + %))’Y(\I’b + ¢n)a (5'39)
Tt = LW+ tn +60n)) [ (Vs + 1n) +¥(00n)] -

Apres un développement de Taylor d’ordre un du tenseur 7,41, autour de (W, + ),

on obtient

Tn+1 — Tn =~ M(F(‘Ijb + 1/}71))’)/((51/}71)

+ 1 (T + ) ) Vi (o + i) Yig (090n) Y (Vs 4 1) (5.40)

ou p’ est la dérivée premiere de p par rapport a I'. Cette équation peut étre mise sous

la forme

Tn+l — Tn = jéwn (541)

ou J est la matrice jacobienne, il s’agit de la dérivée de Frechet [Boyd 1999].

5.3.2 Critere de convergence

Comme dans [Pugh 1988], nous avons utilisé deux normes pour juger de la conver-
gence des itérations de Newton. La premiere norme porte sur ’erreur d’estimation des
équations du systeme et la deuxieme sur I'erreur sur le vecteur solution. La convergence

des itérations est supposée satisfaite si les deux criteres suivants sont vérifiés

IBll. < tol (5.42)
AX,

t
¢ | tolaps + tol,e| X

<1 Vie{1,NT}. (5.43)

Si on prend tolg,s = tol.q = tol, la condition (5.43) garantit que les variations AXj,

de chaque composante du vecteur solution, vérifient un critere sur 'erreur relative

|%
X

< tol si X; est grand et, vérifient un critere sur l'erreur absolue |AX;| < tol

lorsque X; est petit. Dans nos calculs nous avons utilisé tol = 1076 — 1077,
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5.3.3 Continuation en amplitude

Il est judicieux que la continuation s’effectue en terme d’une certaine caractéris-
tique de l'intensité de la perturbation. A cet effet, I’énergie d’'une perturbation est
une définition naturelle de cette intensité. Néanmoins, il n’est pas pratique de calculer
cette énergie a chacune des itérations de Newton. Généralement, on effectue une conti-
nuation en terme d’une amplitude caractéristique égale a la norme Lo des coefficients

spectraux :

A= 3" apl (5.44)

m=—M n=0
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5.4 Reésultats et discussion

5.4.1 Convergence des calculs et validation

Afin de pouvoir comparer nos résultats, obtenus pour un fluide rhéofluidifiant, avec
le cas de fluide Newtonien d’une part, et pour valider notre code de calcul d’autre
part, nous avons commencé par le calcul d’ondes progressives dans un fluide Newto-
nien. Les courbes obtenues sont représentées sur la figure 5.1. La courbe de la figure
5.1(a) montre la branche de solutions non linéaires d’équilibre d’amplitude finie, ob-
tenue pour un fluide Newtonien en écoulement a gradient de pression imposé. Cette
branche est issue d'une bifurcation primaire de Hopf, dont les parametres critiques sont
(Re. = 5772.22, . = 1.02056, ¢ = 0.2640) [Orszag 1971]. Chaque point de la courbe
représente une onde progressive non linéaire solution du systeme (5.29). Aux erreurs
de lecture pres, nos résultats sont en bon accord avec ceux calculés précédemment
[Cherhabili 1996].

On rappelle qu’au point critique la norme Ly des coefficients spectraux a,,,, adoptée
dans nos calculs comme une mesure de I’amplitude de la perturbation, est nulle. On doit
noter que tous les résultats présentés sont obtenus pour des nombres d’onde critique,
a = a, et, qu’a lexception de la figure 5.1, tous les calculs sont effectués pour des

écoulements & débit constant.

Pour examiner la convergence des calculs, nous avons procédé a plusieurs essais,
en variant le nombre de modes de Fourier pris dans la direction de 1’écoulement et
le nombre de polynomes de Chebyshev pris dans la direction normale aux parois.
Nous considérons que les calculs ont convergé lorsque la vitesse de phase au point
de retournement ne varie pas plus de 1%. Concernant le nombre de polynomes de
Chebyshev, les calculs montrent que 50 polynomes suffisent pour la convergence. Pour
ce qui est du nombre de modes de Fourier nécessaires a la convergence, les résultats

obtenus montrent que ce nombre croit avec I’augmentation du caractere rhéofluidifiant.
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FI1GURE 5.1: Courbe de bifurcation primaire d’'un fluide Newtonien :
(a) Amplitude en fonction du nombre de Reynolds.

(b) Vitesse de phase en fonction du nombre de Reynolds.
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On doit noter que tous les résultats représentés ici sont obtenus pour cing modes de
Fourier, a I'exception des résultats représentés sur les figures 5.4 qui sont obtenus avec
sept modes de Fourier. La figure 5.2 montre 1’évolution de la convergence des calculs,
pour un fluide de Carreau avec n. = 0.6 et A = 0.5. On constate que trois modes de
Fourier suffisent pour capturer la branche de solutions jusqu’au point de retournement.
Par contre, pour capturer les solutions non linéaires d’amplitude supérieure de facon

précise, il faut augmenter le nombre de modes de Fourier.

Afin d’analyser les propriétés des solutions non linéaires d’équilibre d’amplitude
finie pour des fluides de Carreau, nous avons effectué plusieurs essais en changeant
les parametres rhéologiques n. et A\. Pour examiner 'influence de n, sur la forme des
solutions d’équilibre, nous avons fait des calculs en fixant A et faisant varier n.. Sur
les figures 5.3 on montre les courbes de I'amplitude et de la vitesse de phase des ondes
non linéaires calculées pour une constante de temps A = 0.5 et différentes valeurs de

I'indice de rhéofluidification, n. = 0.5 — 0.7 — 0.9 — 1.

Les figures 5.4 montrent les courbes de I'amplitude et de la vitesse de phase des
ondes non linéaires calculées pour un indice de rhéofluidification n. = 0.7 et différentes
valeurs de la constante de temps, A = 0—0.2—0.5— 1. Toutes les courbes représentent
des bifurcations sous-critiques. Dans chaque cas, plus on s’éloigne du point de bifur-
cation primaire, la valeur de Re décroit avec une augmentation de I’'amplitude et de
la vitesse de phase des solutions non linéaires obtenues, jusqu’a ce qu’on atteigne un
point de retournement. A partir de ce point de retournement, Re commence a croitre

avec l’accroissement de I'amplitude et de la vitesse de phase.
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FIGURE 5.2: Etude de convergence en fonction du nombre de modes de Fourier M,

(a) dans le plan (Re, A) et (b) dans le plan (Re,c¢), pour un fluide de Carreau avec
Ne=06,et \=05: (1) M=3;(2) M=4; (3) M=5; (4 M=7;(5) M =8.
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FIGURE 5.3: Courbes de bifurcation, (a) dans le plan (Re, A) et (b) dans le plan
(Re,c), pour un fluide avec A = 0.5 et différentes valeurs de n. : (1) n. = 1, cas

Newtonien; (2) n. = 0.9; (3) n. =0.7; (4) n. = 0.5.
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FIGURE 5.4: Courbes de bifurcation, (a) dans le plan (Re, A) et (b) dans le plan
(Re,c), pour un fluide avec n, = 0.7 et différentes valeurs de A : (0) A = 0, cas

Newtonien; (1)A=0.2; (2) A=0.5; (3) A= 1.
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La partie de la branche de solutions non linéaires comprise entre le point de bi-
furcation et le point de retournement est désignée comme la branche inférieure et, le
reste de la courbe comme la branche supérieure. Le point de retournement peut étre
considéré comme un point critique non linéaire, puisqu’il représente la plus petite va-
leur de Re, pour o = «., a partir de laquelle on peut voir des écoulements secondaires

bidimensionnels sous forme d’ondes progressives.

Pour examiner les effets de la perturbation non linéaire de la viscosité, sur les solu-
tions non linéaires obtenues, comparativement aux effets de la stratification pure de la
viscosité, nous avons effectué plusieurs calculs avec ou sans perturbation de viscosité,
pour différentes valeurs des parametres rhéologiques. Les figures 5.5-5.8 montrent les
résultats obtenus pour A = 0.5 et deux valeurs de n. : n. = 0.5 et n. = 0.9. Les effets de
la stratification apparaissent clairement sur ces figures. Lorsqu’on néglige la perturba-
tion de la viscosité ( on ne tient compte que des effets de la stratification pure), le point
de bifurcation primaire ainsi que le point de retournement se produisent a des nombres
de Reynolds plus élevés. En outre, la vitesse de phase associée augmente. L’effet sta-
bilisant de la stratification de la viscosité devient plus marqué avec 'augmentation du

degré de rhéofluidification.
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F1GURE 5.5: Amplitude en fonction du nombre de Reynolds, pour A = 0.5 et n. =
0.5. trait continu : cas général (effets de la perturbation + la stratification); trait

pointillé : stratification pure.

Re

FIGURE 5.6: Amplitude en fonction du nombre de Reynolds, pour A = 0.5 et n, =
0.9. trait continu : cas général (effets de la perturbation + la stratification) ; trait

pointillé : stratification pure.
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FIGURE 5.7: Vitesse de phase en fonction du nombre de Reynolds, pour A = 0.5 et
n. = 0.5. trait continu : cas général (effets de la perturbation + la stratification);

trait pointillé : stratification pure.
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FIGURE 5.8: Vitesse de phase en fonction du nombre de Reynolds, pour A = 0.5 et
n. = 0.9. trait continu : cas général (effets de la perturbation + la stratification);

trait pointillé : stratification pure.
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Une visualisation de 1’écoulement secondaire non linéaire est donnée par la figure
5.9, ot nous avons représenté les fonctions courants correspondant a la perturbation
¥ et a 'écoulement de base perturbé (¥, 4 ¢). La figure montre que la perturbation
est sous forme d’une séquence de vortex transversaux dont les centres se trouvent sur
'axe du canal plan. La figure 5.9(b) montre que les lignes de courant, rectilignes dans
I’écoulement de base, se trouvent modifiées par la perturbation et deviennent ondulées.
Cette ondulation est plus accentuée sur la branche supérieure de solutions, du fait de

I’accroissement des amplitudes des solutions non linéaires sur cette branche.

Afin d’analyser la forme des solutions non linéaires, au points de retournements,
et déterminer leurs caractéristiques en fonction de n., nous avons représenté sur la
figure 5.10 les iso-contours de la fonction courant de la perturbation, au point de
retournement, pour A = 0.5 et différentes valeurs de n.. On observe un fort gradient
de la vitesse dans la zone pariétale et, par conséquent une importante perturbation
de T'écoulement au niveau de cette zone. Les effets de cette perturbation sont plus
remarquables sur le champ de viscosité, représenté sur la figure 5.11. Cette figure
montre clairement 1’évolution de la perturbation du champ de viscosité en fonction de
n.. On observe la formation d’une zone pariétale de fort gradient de viscosité. Cette
zone commence a s’élargir vers le centre de 1’écoulement avec l'augmentation de la

rhéofluidification.



90 Chapitre 5. Calculs fortement non linéaires

(b1)

FIGURE 5.9: Iso-contours de la fonction courant (a) de la perturbation 4, (b) de I’écou-
lement perturbé W, 4 1), d’'un point sur la branche inférieure (n. = 0.6; A = 0.5; Re =
6965).

Iso-contours de la fonction courant (a;) de la perturbation v, (by) de 1’écoulement

pertubé Wy, + ¢, d’'un point sur la branche supérieure (n, = 0.6; A = 0.5; Re = 6965).
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FIGURE 5.10: Iso-contours de la fonction courant de la perturbation 1, au point de
retournement, pour A = 0.5 et différentes valeurs de n,. : (a) n. = 0.5; (b) n. = 0.7;

(¢) n.=0.9.
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FIGURE 5.11: Evolution du champ de viscosité de 1’écoulement perturbé p(W, + ),

au point de retournement, pour A = 0.5 et différentes valeurs de n. : (a) n. = 0.5; (b)

n.=0.7; (c) n. =0.9.
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Pour visualiser ’évolution des solutions non linéaires d’équilibre obtenues le long
d’une courbe de bifurcation, nous avons représenté, sur les figures 5.12 - 5.14, les iso-
contours de la fonction courant de la perturbation 1 et celles de ’écoulement perturbé
(¥y, + 1) ainsi que les champs de viscosité correspondants obtenus, en quelques points
de la courbe solution, dans le cas n. = 0.6 et A = 0.5. Plus on s’éloigne du point de
bifurcation primaire, plus la perturbation 1) commence a prendre de 'ampleur avec
I’apparition d'une zone pariétale de fort gradient de vitesse. Ceci se traduit par une
perturbation de plus en plus importante de I’écoulement de base ainsi que du champ

de viscosité.

Sur les figures 5.15 nous avons représenté les variations de 'amplitude critique et
de la vitesse de phase des ondes non linéaires, calculées aux points de retournement,
en fonction de n.. Les résultats obtenus montrent que la rhéofluidification induit une

diminution de ces deux grandeurs.

Le nombre de Reynolds défini par rapport a la viscosité moyenne a la paroi p, est
une autre grandeur tres importante dans les calculs de perte de charge. Les variations
des valeurs de ce nombre ainsi que celles du nombre de Reynolds défini par rapport
a la viscosité a taux de cisaillement nul pg , en fonction de n., sont représentées
sur la figure 5.16. Les valeurs de ces grandeurs augmentent avec ’accroissement de
la rhéofluidification et cette augmentation est plus importante pour le nombre de

Reynolds défini par rapport a fi,.
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X (d)

FIGURE 5.13: Iso-contours de la fonction courant de 1’écoulement perturbé (W, + 1),
le long de la courbe de bifurcation, pour A = 0.5 et n, = 0.6 : (a) Re = 6869;
(b) Re =5700; (c) Re = 5366; (d) Re = 6964 (branche supérieure).
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FIGURE 5.14: Evolution du champ de viscosité de 1’écoulement perturbé p(W, + ),

le long de la courbe de bifurcation, pour A = 0.5 et n. = 0.6 : (a) Re = 6869; (b)
Re =5700; (c) Re = 5366 ;(d) Re = 6964 (branche supérieure).
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FIGURE 5.15: Caractéristiques de 1’écoulement au point de retournement en fonction
de n. pour A = 0.5 :
(a) Variation de 'amplitude au point de retournement.

(b) Variation de la vitesse de phase au point de retournement.
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FI1GURE 5.16: Nombre de Reynolds au point de retournement en fonction de n. pour
A=0.5:
trait continu : Reynolds défini par rapport a la viscosité. pg

trait en pointillé : Reynolds défini par rapport a la viscosité moyenne a la paroi. p,



CHAPITRE 6

Conclusion générale

Afin d’examiner l'influence des non-linéarités du comportement rhéologique des
fluides rhéofluidifiants sur les mécanismes d’instabilité et de transition vers la turbu-
lence, nous avons choisi 1’écoulement de Poiseuille plan d'un fluide de Carreau. Cet
écoulement présente l'avantage d’étre linéairement instable a partir d’'un nombre de
Reynolds fini, permettant ainsi d’effectuer une analyse faiblement non linéaire et for-

tement non linéaire avec suivi des branches de bifurcation.

Apres la mise en équations du probléeme, nous avons commencé par caractériser
les écoulements de base. Nos calculs effectués pour une large gamme de parametres
rhéologiques, ont mis en évidence la possibilité de controler le gradient de la viscosité
dans tout I'espace entre les parois. Ceci permet d’analyser 'influence des parametres

rhéologiques sur les profils de vitesse et de viscosité.

Une étude de stabilité de ’écoulement vis-a-vis d’une perturbation infinitésimale
a été menée en recherchant des solutions en modes normaux. Cette étude nous a
permis de déterminer les conditions critiques pour une large gamme de parametres
rhéologiques, et d’analyser I'influence du caractere rhéofluidifiant sur la stabilité de
I’écoulement dans le cadre de la théorie linéaire. Les résultats obtenus montrent que
le nombre de Reynolds critique augmente avec 'augmentation du caractere rhéofluidi-
fiant, ce qui renforce la stabilité de ’écoulement. L’augmentation de la stabilité est due
a une réduction de I’échange d’énergie entre ’écoulement de base et la perturbation

dans la couche critique.
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Pour mettre en évidence les premiers principes qui permettent de comprendre I'in-
fluence de la rhéofluidification sur la stabilité de ’écoulement vis-a-vis d’une pertur-
bation d’amplitude finie, nous avons effectué une analyse faiblement non linéaire de
stabilité. Comparativement au cas Newtonien, des non-linéarités supplémentaires ap-
paraissent dans les équations de mouvement, a travers le comportement rhéologique
du fluide. Ces non-linéarités supplémentaires ne sont pas analytiques et par conséquent
sont plus fortement compliquées que les non-linéarités quadratiques d’inertie. L’analyse
faiblement non linéaire, de la bifurcation vers des ondes de Tollmien-Schlichting bidi-
mensionnelles, développée dans ce manuscrit, est basée sur un développement asymp-
totique en amplitude proposé par Landau et Stuart. Le but est de faire ressortir les
effets non linéaires de la loi de comportement rhéologique au voisinage des condi-
tions critiques sur : (i) la nature de la bifurcation, (ii) la modification de I’écoulement
moyen, (iii) la génération des harmoniques et (iv) 'amplitude critique de la perturba-
tion qui délimite le bassin d’attraction de I’écoulement laminaire. Nous avons analysé
la contribution des termes non linéaires d’inertie et des termes non linéaires visqueux,
sur la nature de la bifurcation, a travers le premier coefficient de Landau, et sur la
réorganisation de I’écoulement au voisinage des conditions critiques.

Les principales conclusions de cette analyse sont : (i) les effets rhéofluidifiants
tendent a réduire la dissipation visqueuse et a accélérer 1’écoulement alors que les
termes non linéaires d’inertie décélerent 1’écoulement. (ii) Le premier harmonique gé-
néré par la non-linéarité de la viscosité est plus faible en amplitude, et de phase opposée
par rapport a celui généré par les termes non linéaires quadratiques d’inertie. Néan-
moins, pour un fluide de Carreau, 'amplitude du premier harmonique augmente avec
I'augmentation des effets rhéofluidifiants. (iii) Le premier coefficient de Landau est posi-
tif et augmente avec 'augmentation du caractere rhéofluidifiant. Ainsi, I'augmentation
des effets rhéofluidifiants se traduit par un renforcement de la nature sous-critique de
la bifurcation, alors que dans la théorie linéaire, elle se traduit par un renforcement
de la stabilité de I’écoulement. (iv) Si les termes non linéaires visqueux sont annulés

artificiellement, des valeurs de la premiere constante de Landau encore plus élevées
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sont obtenues. Par contre, si les termes non linéaires d’inertie sont annulés, le premier
coefficient de Landau devient négatif et la bifurcation est sur-critique. En plus du co-
efficient de Landau, 'amplitude critique qui délimite le bassin d’attraction laminaire a
été déterminée. Du fait de 'augmentation du premier coefficient de Landau, avec 'ac-
croissement des effets rhéofluidifiants, I’amplitude critique décroit lorsqu’on augmente
la rhéofluidification. Ce résultat a été confirmé en calculant des coefficients de Landau
a des ordres plus élevés.

La méthode développée, en analyse faiblement non linéaire, pour le calcul d’ondes
d’amplitude finie, devient rapidement prohibitive et lourde lorsqu’on s’éloigne des
conditions critiques. Une analyse fortement non linéaire, basée sur le suivi des branches
de bifurcation par continuation, a été effectuée. Les termes non linéaires introduits par
le modele rhéologique ne sont pas analytiques. Ils ne peuvent pas étre traités dans
I’espace spectral, ce qui nous a amené a développer notre propre code de continuation
pseudo-spectral. Des solutions non linéaires d’équilibre ont été déterminées pour diffé-
rents jeux de parametres rhéologiques. Les branches de bifurcation sous-critique obte-
nues pour des fluides rhéofluidifiants présentent qualitativement les mémes propriétés
que celles d’un fluide Newtonien. Les nombres de Reynolds critiques de retournement
sont beaucoup plus petits, que ceux obtenus au niveau des points de la bifurcation
primaire, ce qui explique en partie, comme dans le cas des fluides Newtoniens, la dif-
férence entre les valeurs de Reynolds de transition observées expérimentalement et les
valeurs calculées. Le nombre de Reynolds au point de retournement augmente avec
I’augmentation du caractere rhéofluidifiant, mettant ainsi en évidence un effet stabili-
sant. Cet effet est encore plus marqué si la perturbation de la viscosité n’est pas prise
en compte.

Ce travail se poursuit en considérant les trois points suivants : (1) calcul d’ondes
non linéaires pour des fluides ayant un caractere rhéofluidifiant plus marqué; (2) calcul
d’ondes non linéaires en démarrant a partir d'un point de la courbe de stabilité mar-
ginale autre que le point critique et (3) étude de la stabilité des solutions d’équilibre

trouvées.






ANNEXE A

Développement asymptotique :

expression des différents opérateurs

A.1 Les opérateurs linéaire (L,), bilineaire (N; et
Nyguad) €t trilinéaires (N,.,;) qui interviennent

dans les équations différentielles pour le calcul

de fn,2m+n

Les équations différentielles relatives a f, om4n, font intervenir les opérateurs li-

néaire (L), bilinéaire (N; et Nyguaq) €t trilinéaire (Nye,p) suivants :

Lnfn,Qern = _ikaccskfk,é_ika (DQUb_UbSk) fk,@

1

1
R h SE fre — Te [D*11y, G, + 2 (D) Sk D] fre

— e (i — ) Gu Sl (A1)

On rappelle que le probleme L, f; ; = 0 est I'’équation d’Orr-Sommerfeld.

Ni(fop, fmg) = ina fupSmDfmg—iamDf,,Sm fng (A.2)

Np (fn,p|fm,q> = Ny (fn,pv fm,q) + Np (fmmfn,p) (A-?’)
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Nunad (fn,p ‘ fm,q) = Nunad
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(P 2.0
+ g(n+m+k) _2 Fb (m + gr (9_Flé> (gnfn,p) (gmfm,q> (gkfk,l):| (A6)
Nchb (fn,pa fm,q'fk,é) = Nchb (fn,pa fm,qa fk,@) + Nchb (fk,€7 fn,pa fm,q)

+ Nchb (fm,qa fk,fa fn,p) (A7)

A.2 Développement au septieme ordre

Pour évaluer les constantes de Landau jusqu’au septieme ordre en amplitude, la
perturbation de la viscosité autour de I’écoulement de base doit étre bien str calculée

jusqu’au septieme ordre en amplitude. :

Uy +10) = py + piy + pg + oo+ iz + o (A.8)
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Les composantes du déviateur du tenseur des contraintes de I’écoulement perturbé sont

données par :
Tij (Wo + ) = 755 (Up) + Trgj + Toij + oo+ Trgg + oo (A.13)
ol
Thaj = k-1 ¥ij + Py k> 2. (A.14)

A Tordre k, les termes non linéaires visqueux dans 1’équation aux perturbations (2.45)

sont alors :

Re Nii (est) = 50l (as (6) = 3y (0))]

(% - j—) 1y () + iy (B)] . (A15)

Finalement, pour obtenir la constante de Landau g; on applique la condition de sol-
vabilité a I'équation en f;; (déformation du mode fondamentale). La condition de
normalisation f;; = 0 a y = 0 for 7 > 1 est utilisée pour garantir I'unicité de la

solution ([Herbert 1983], [Fujimura 1989)]).






ANNEXE B
Matrices de dérivation dans

I’espace physique

B.1 Dérivation numérique

Comme il est noté dans 5.2.2, avant d’étre projetés dans l'espace de Fourier-
Chebyshev, les termes non linéaires sont d’abord évalués aux points de grille de I’espace
physique. Pour calculer les dérivées aux points de grille nous avons utilisé les matrices
de dérivation suivantes :

a/ Dans la direction axiale x, les points x; sont également espacés

_ 9,
My’

X

i=0,---,My—1. (B.1)

ou ) = %’T est la longueur d’onde suivant la direction axiale x.

La dérivée par rapport a x est obtenue en utilisant la matrice de dérivation standard

[Trefethen 2000}, [Peyret 2002], avec N; impair

a(—1)iH ., .
A i#]

[DF]Z] = My (BQ)
0, 1=

b/ Dans la direction y normale aux parois, nous avons utilisés les points de Gauss-

Lobatto :
yj:cos(l>,j:0,---,Nd (B.3)
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La dérivée par rapport a y est obtenue en utilisant la matrice de dérivation de Che-

byshev [Trefethen 2000], [Peyret 2002], avec Ny impair ;

(

1+2N2)/6  i=j=0
( q

~(1+2N?)/6 i=j=Nd

—Yj .
2—7) )=

_1)i+J Ci ; ;
\( 1) ]cg'(yfyj) i F

ouc; =1pour 0 <i< Nyetcy=cy, =2.

B.2 Méthode de sommation partielle

Lors de I'évaluation de la fonction de courant dans ’espace physique ainsi que le
calcul des coefficients spectraux, les intégrales sont calculées en utilisant la méthode de
sommation partielle [Boyd 1999]. Cette méthode basée sur la séparation des étapes de
calculs permet de réduire énormément le cout de calculs. A titre d’exemple, la valeur

de la fonction de courant au point (z;,y;)

M N

V(@i y;) = Z Z U €0 T(y;) (B.5)

=—M n=0

est obtenue en évaluant ¢ d’abord sur la grille normale aux parois y; :

M
i) = Pz, y;) Z emeT I (B.6)
avec
‘ N
B =Y amnTaly)  j=0,-+,Ng (B.7)
n=0

Ensuite, on évalue ¢;(x) sur la grille axiale z;

Vi = (@i y) Z e, (B.8)
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En procédant ainsi, I’évaluation de v cotte moins d’opérations qu'un calcul di-

rect :O((M + 1)(N +1)?) + O((M + 1)*(N + 1)) contre O((M + 1)*(N + 1)?).
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